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PRÉFACE
Mettre un lecteur attentif et intelligent en état de lire tous les ouvrages qui traitent des sciences exactes, sans lui supposer d’abord aucune instruction préliminaire en Mathématiques, tel est le but que je me suis proposé dans la composition de ce Traité. Pour y parvenir, j'ai dû exposer toutes les doctrines qui constituent les Mathématiques pures, depuis les parties les plus élémentaires , l'Arithmétique et la Géométrie, jusqu'au Calcul intégral le plus composé , sans omettre aucune des théories générales qui entrent dans l’ensemble de ce plan.
Une aussi grande multitude d'objets se trouve renfermée dans deux volumes, et l’on se tromperait si l’on ja jugeait que j'aie omis des doctrines utiles, ou même des — létails intéressants. La lecture de l'Ouyrage pourra con-
£ vaincre quil est aussi complet qu'on peut l'espérer, et î qu'on y trouve même plus d'applications que n’en pro-
met le cadre étroit où je me suis resserré. Mais le système Ls de concision que j'ai adopté ma permis de diminuer l'espace, sans rien oublier qui soit véritablement utile, et, je
l'espère, sans nuire à la clarté.
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Dès longtemps je me suis convaincu que rien n'est plus contraire au but que doit attendre celui qui écrit sur les sciences, que d'entrer, sur chaque objet, dans des développements longs et fastidieux. L'auteur , en disant tout ce qu'il pense, empêche le lecteur de penser lui-même : l'élève devient incapable de se passer des secours de son maître; il prend l'habitude d’une pesanteur et d’une prolixité très-nuisibles aux succès; enfin , l'embarras des détails l'empêche de suivre le fil des idées essentielles , el il saisit mal l’ensemble des propositions ; les accessoires tiennent dans son esprit la place des choses importantes. C’est au professeur à proportionner l'étendue des développements à la nature d'esprit dec haque étudiant. « Pour bien instruire, il ne faut pas dire tout ce qu'on sait, mais seulement ce qui convient à ceux qu'on instruit. » (La Marre, Cours de littérature, ‘2e part.,
fiv. IT, chap. IIT, 2.)
Le public paraît avoir adopté ce système d'instruction ; et le succès qu'ont obtenu les trois premières éditions me confirme dans l'opinion que j'avais des avantages de la concision. Il m'eût été sans doute bien plus facile de multiplier les volumes, et les personnes exercées à écrire sur les mêmes matières pourront apprécier les soins qu’il m'a fallu prendre pour réduire ainsi chaque chose aux dimensions nécessaires.
Je conviens quil y a peu d'élèves capables de comprendre cet ouvrage sans le secours d’un maître ; mais dans le long exercice que j'ai fait de l’enseignement, j'ai reconnu que tous les livres de mathématiques sont dans le même cas : les avantages de la concision du style pour former l'esprit des étudiants sont incontestables, et si des diflicultés en sont inséparables, c'est au professeur à les lever.
PRÉFACE. vi]
En prenant la peine de comparer cette édition aux précédentes, on reconnaîtra que je n'ai épargné aucun soin, négligé aucun conseil, pour rendre ce Traité digne de l'approbation des savants et des professeurs.
Les travaux récemment publiés par Fourier , MM. Cauchy, Sturm, et les ouvrages de MM. Lefébure de Fourcy, Mayer et Choquet, m'ont conduit à étendre beaucoup la partie algébrique ; et pour la mettre au niveau des connaissances actuelles , j'ai été obligé de refaire presque en entier le second volume. J’ose espérer que l’on trouvera que je ne suis pas resté au-dessous de la tâche qui m'était imposée.
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CHAPITRE
BES NOMBRES ENTIERS, Notions préliminaires. Système de Numération.
1. Concevons une réunion de choses semblables : pour en distinguer la grandeur, et la faire apprécier par le discours aux hommes qui n’en ont aucune connaissance, on en prend une portion définie et bien connue, mais arbitraire ; cette portion se nomme unITÉ ; il faut ensuite indiquer combien de fois cette unité est contenue dans l'assemblage dont il s’agit, c’est-à-dire combien il faudrait réunir de ces unités pour produire un tout égal à cet assemblage. Cette quotité est ce qu'on nomme un NOMBRE, Où une QUANTITÉ. Ainsi, pour avoir la connaissance précise de la grandeur d’une chose , autrement que par la perception des sens, il faut d’abord acquérir, par les sens, celle d’une portion ou unité, puis celle du nombre de fois que la chose contient cette unité.
Pour dénommer les différents nombres, on a inventé les mots suivants : #n désigne l'unité ; deux représente la réunion d’une unité
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avec une autre unité ; trois, la réunion de deux unités avec une autre, ou celle d'une unité, plus une, plus encore une ; trois plus une donne quatre, et ainsi de suite ; l'augmentation successive d’une unité chaque fois engendre les nombres
zéro, un , deux, trois , quatre, cinq , six, sept, huit, neuf, qu'on représente par leschiffres ou caractères CPR ESRI RE DRE AS à A à à A es DE à À
L'idée qu’on doit se faire, par exemple, du nombre sept, est six plus un, qui, d'après ce qu'on a dit, revient à cinq plus deux, ou à quatre plus trois, etc.
2. Cette opération par laquelle on réunit plusieurs assemblages en un seul , se nomme aopirion ; on l'indique par le mot plus, ou par le signe —., qu'on nomme positif, et qui se place entre les nombres qu’on veut ajouter. Le résultat est appelé la somme des nombres.
Ajouter plusieurs nombres, ce n’est donc que les réunir en un seul dont on demande la grandeur, ou exprimer combien l'assemblage de plusieurs groupes d'objets identiques contient de fois une portion prise pour unité, et qui a servi de mesure à chaque groupe particulier. Ajouter 2 avec 8 et avec 4, ou trouver la somme 2 plus 3 plus 4, c’est réunir, en un seul , trois systèmes composés l’un de 2, l'autre de 3, et le dernier de 4 choses.
Le signe — mis entre deux grandeurs indique qu’elles sont égales ; 23 + 4 — 9,6e lit : 2 plus3 plus 4 égalent 9 ; cette égalité, ou équation, exprime l'addition précédente ; 2 3 + 4 est le premier membre, 9 est le second. L'inégalité entre deux quantités se désigne par le signe ou > ; on place la plus grande du côté de l’ouverture : # <°77, 95 8 s’'énoncent 4 plus petit que 7,9 plus grand ques.
Il suit des notions précédentes, que si l’on augmente ou diminue l’un des nombres à ajouter, le résultat sera précisément plus srand ou plus petit de la même quantité : la somme ne serait nullement changée, si l’on augmentait l'un de ces nombres ajoutés, pourvu qu’on diminuât un autre d'autant d'unités. Par exemple : 4 + 7 surpasse 4 + 5 de 2, parce que 7 surpasse 5 de 2 ; mais
NUMÉRATION
4 fois, ou 4 fois 2, ou enfin 2 multiplié par 4; on l'écrit 2,4, ou 2 X 4 : les nombres 2 et 4 se nomment les facteurs; 2 est le mulhplicande, 4 le multiplicateur, et le résultat 8 le produit. |
4. L'addition et Ia multiplication ont leurs opérations inverses. Dans l'addition ,5 4 — 9, on demande la somme 9 des deux nombres donnés B et 4. Dans la sousrracriow, ce résultat 9 est donné ainsi que l’un des nombres, tel que B, et l'on demande l’autre #; c'est-à-dire qu'il fant trouver quel est le nombre #, qui, ajouté à 5, donne la somme 9. Cette opération, qui consiste à recomposer les deux systèmes 5 et 4, qui avaient été réunis en un seul 9, revient visiblement à retrancher 5 de 9, ce qu’on marque par le signe —, qu'on énonce moins, et qu'on place entre Les nombres, devant celui qu'on veut soustraire : 9 —5— #4. Le signe — s'appelle aussi négatif.
Concluons de ce qu'on a vu pour l'addition, que, 1° si l’on augmente seulement le nombre à soustraire d'une ou plusieurs unités, le résultat sera diminué d'autant ; 2e si l'on augmente ou diminue les deux nombres donnés de la même quantité, le résultat demeurera le même ; 3° enfin, le résultat de la soustraction de deux nombres marque la quantité dont l’un surpasse l’autre, et c'est ce qui a fait donner à ce résultat le nom de différence, excès ou reste.
5. Dans la multiplication, les deux facteurs sont donnés, et l’on cherche leur produit ; mais si, connaissant ce produit et l’un des facteurs, on se propose de trouver l’autre facteur, cette opération est une pivision. On a 2 X 4 — 8; 8 est le résultat cherché de la multiplication de 2 par 4. Dans la division , au contraire, on donne 8 et 4, et l’on cherche 2, c’est-à-dire qu'on demande quel est le nombre qui, répété 4 fois, produit 8. On écrit ainsi cette division à ou 8: 4 — 2, qu'on énonce 6 divisé par 4 ; 8 est le dividende, 4 le diviseur ; le résultat cherché 2 est le quotient : en sorte que produit et dividende sont des mots qui désignent le même nombre, ainsi que diviseur et mulliplicateur, et que quotient et multiplicande ; seulement l'emploi de ces mots dépend du calcul que l’on a en vue.
6. Avant d'enseigner les moyens d'exécuter ces quatre opérations sur des grandeurs données, il faut former un langage propre à énoncer tous les nombres, et imaginer des caractères pour les désigner : c'est ce qu'on nomme le système de la numération.
Au premier abord il semble nécessaire de créer une multitude
infinie de mots pour dénommer tous les nombres, et autant de caractères ou signes pour les représenter par l'écriture, Mais les inventeurs eurent une idée ingénieuse qui les dispensa de recourir à une aussi grande quantité de mots et de chiffres : cette idée consiste à grouper les nombres par dix, et à dénommer et écrire ces groupes à part. Ainsi, ils sont convenus qu'un assemblage de dix unités serait appelé dix, ou une dizaine, et de nombrer les dizaines comme ils avaient fait les unités; en sorte qu’une dizaine, deux dizaines, trois dizaines... neuf dizaines, ou ce qui équivaut, dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante et nonante, joints successivement aux neuf unités simples, permirent de compter jusqu'à nonante-neuf unités. |
De mème, ils ont fait un groupe de dix dizaines qu'ils ont appelé cent, ou uné centaine, et ils ont compté une, deux, trois... centaines, commeils comptaient les unités et les dizaines, savoir : une centaine ou cent, deux centaines ou deux cents, trois centaines ou trois cents. .neuf cents. Ces dénominations permirent donc de compter jusqu'à neuf cent nonante-neuf unités, en joignant ensemble les nombres formés de centaines, de dizaines et d’unités.
Dix centaines furent ensuite appelées un mille, et l’on forma les énoniciations deux mille, trois mille... neuf mille, selon la même méthode d’analogie.
Pour transporter cette heureuse invention dans l'écriture, on convint qu'un chiffre placé à la gauche d’un autre, vaudrait dix fois plus que s’il occupait la place de ce dernier. De là on conclut qu’on mettrait au premier rang à droite les unités simples ; au rang suivant à gauche, les dizaines ; à la troisième place, les centaines ; à la quatrième, les mille, etc. Ainsi, expression 23 représente deux dizaines etirois unités, ou vingt-trois; de même 423 équivaut à l’énoncé quatre cent vingt-trois. Et comme le nombre peut n'avoir pas d’unités ou de dizaines, etc., on emploie le chiffre 0, qui n’a par luimême aucune valeur, mais qu’on écrit à la place des chiffres qui manquent, pour conserver aux autres leur rang. Par exemple, 20, 400, 507, valent vingt, quatre cents, cinq centsept.
Il convient d'ajouter que l’usage a prévalu, pour énoncer les nombres représentés par 11, 12, 13, 14, 15, 16, dedire onze, douze, treize, quatorze, quinze et seize, au lieu de dire dix-un, dix-deux.….. dix-six, comme on devrait le faire d’après la convention générale, ainsi qu'on dit dix-huit, vingt-un , trente-deux, etc... Au lieu de
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septante, octante et nonante, on dit plus ordinairement soivantedix, quatre-vingt et quatre-vingt-dix, énoncés moins conformes aux règles que nous avons indiquées, et cependant plus usités.
Cela posé, lorsqu'on aura écrit un nombre quelconque, tel que 537, pour l’augmenter de 1, il suffit visiblement d'ajouter 1 au chiffre à droite ; on a 537 1 — 538 : de même 538 + 1 — 539. Si ce chiffre à droite est un 9, on le remplacera par un zéro, en faisant frapper l'angmentation de 1 sur le chiffre du second rang : 539 + 1 — 540 ; car 530 EL 9 L 1 — 530 + 10 — 540; et si le chiffre du second ordre est lui-même un 9, alors on remplacera ces deux chiffres 9 par des zéros, en augmentant de [ le chiffre du troisième rang : 25991 — 2600 ; car 2500 +99 + 1 —2500 +100, et ainsi de suite : 12999 + 1 = 13000 ; 509 EL 1 — 510; 10999 E 1 — 11000. Tout nombre étant engendré par l’addition réitérée de l’unité, #/ résulte de là qu’on FOR écrire tous les nombres à l’aide de dix caractères *.
7. Que la numération parlée ait précédé la numération écrite,
* Le même principe peut servir à écrire tous les nombres avec plus ou moins de dix caractères; par exemple, si l’on n’a que les quatre chiffres 0, 1, 2 et 3, il faudra qu’un chiffre placé à la gauche d'un autre vaille quatre fois plus que s’il occupait la place de ce dernier : alors 10 exprimera quatre, 11 cinq, 12 six, 13 sept, 20 huit, 21 neuf, 200 trente-deux, etc.
Lorsqu'un nombre est écrit dans cette hypothèse, on éprouve, pour l’énoncer, plus de difficulté que dans le système décimal, parce qu'il n’y a plus de concordance avec le langage ; par exemple, pour lire (3120), on observera que le 2 vaut 4 X 2 ou8; le 1 vaut 1 X 4 X 4ou 16; le 3 vaut 3 X 4 X 4 X 4 ou 192 ; ainsi (3120) base 4, vaut 8 +16 192, ou 216. De même si la base est 5, c’est-à-dire si l’on ne se sert que des cinq chiffres, 0, +, 2, 3 et4, chaque chiffre vaudra cinq fois plus que s’il occupait la place à sa droite ; par exemple (4123), exprimé dans ce système à cinq chiffres, vaut 3+ 2 X 5 +1 X 25 + 4 X 125,o0u 3 + 10 + 25 + 5oo, ou enfin 538.
Donc il faut, en général, former les puissances successives de la base, et multiplier le chiffre du second rang par la base, celui du troisième par le carré de la base, celui du quatrième par le cube, etc. ; en ajoutant ces produits, on a la valeur de -la quantité proposée. Ainsi (20313) base 4 — 567, (4o10) base 5 = 505, (35151) base 6 = 5035 — (6814) base 9.
Si l'on fait attention au calcul ci-dessus, on verra qu’on peut aussi le faire comme il suit : prenons pour exemple (4123) base 5 ; multiplions le chiffre 4 par 5, et ajoutons le 1 qui est à droite, nous aurons 21; multiplions 21 par 5; et ajoutons le 2 du second rang, nous aurons 107 ; enfin multiplions par 5, et ajoutons 3, il viendra 538 pour la valeur cherchée, Il est en effet évident que par là le chiffre 4 a été multiplié trois fois consécutives par 5, que le 1 l’a été deux fois, et le 2 une fois : l’ordre des opérations est ici différent ; mais elles sont au fond les mêmes que ci-dessus, et elles conduisent plus facilement au résultat,
Réciproquement cherchons les chiffres qui expriment le nombre 538 dans le système
c'est ce qui n’est point douteux , du moins pour les petits nombres. Mais dans celle-ci, il était si facile de s'élever à des nombres immenses par la seule juxta-position des chiffres les uns près des autres, et les opérations de larithmétique ont dû produire ces resultats considérables, qu’on n’a pas tardé à reconnaitre que l'écriture des nombres n’avait besoin d'aucune modification pour s'appliquer à tous les besoins, tandis que le langage adopté p. 8 ne suffisait pas pour énoncer les quantités quand leur grandeur était exprimée par plus de quatre chiffres. Et observez que si l’on eût coutinué de donner à chaque place occupée par un chiffre une dénomination particulière, ainsi qu'on l’a fait jusqu'à quatre chiffres, unités, dizaines , centaines et mille, on serait retombé dans l'inconvénient
qui a cinq carectères : pour cela, supposons ce résultat connu et tel que (4123); il suit de ce qu'on a dit ci-dessus, qu'en formant,
EX 5+iz= ai, puisai X 5+ 2 = 107, enfin, 107 X 5 + 3 = 538,
ce calcul doit reproduire le nombre proposé. Donc, si l’on divise 538 par 5, le reste 3 sera le chiffre du premier rang, et le quotient 107 sera la valeur des autres chiffres. De même, divisant 107 par 5, le reste 2 sera le chiffre du second rang, et le quotient 21 la valeur des autres chiffres, et ainsi de suite. Il est clair qu'ici on ne fait que décomposer les opérations qu'on avait faites,
Donc, en général, pour traduire un nombre donné d’un système de numéralion dans un autre, il faut diviser ce nombre par la nouvelle base, puis diviser le quotient par cette base, puis ce second quotient encore par la base, etc., jusqu’à ce qu’on tombe sur un quotient moindre que cette base. La série des restes écrits successivement à partir de la droite, dans l’ordre où on les a obtenus, formera l’expression cherchée ; le dernier quotient sera le chiffre de l’ordre le plus élevé. Ainsi, pour écrire 567 avec 4 caractères, je divise 567 par 4, et j'obtiens le quotient 141 et le reste 3 : je divise encore 141 par4;il
\ z 35 8 vient 35 au quotient, et le reste 1 ; FA donne 8 et le reste 3; enfin, er 2, le reste est 0.
Rassemblons les restes successifs 3, 1, 3, o, et le dernier quotient, écrits en ordre renversé, et nous aurons (20313) base 4 = 567 base 10.
On verra de même que, dans les systèmes à 6, 9 et 12 caractères, le nombre 5035 est exprimé par (35151), (6814) et (2 ab 5) ; on désigne ici par a et b les nombres dix et onze dans le système duodécimal. Ce dernier système présente des avantages marqués sur le décimal, à cause du grand nombre de diviseurs de 12 ; mais il serait trop difficile de l'établir maintenant, parce qu’il faudrait changer entièrement nos usages, et même les dénominations auxquelles nous sommes familiers dès l'enfance. 7°. l'Arith. polit. de Buffon, chap. XXVII.
Tout ce qu’on vient de dire peut être exprimé plus simplement en caractères algébriques. Soient À, 2, g,... e, b, a, les chiffres consécutifs, en nombre n, qui expriment un nombre N, dans un système de numération dont la base est x, c’est-à-dire que chaque chiffre vaut x fois plus que s’il occupait la place qui est à sa droite;ona
N= tn" + han—2 +... À, ETC FORT A;
équation d'ou lon ure tous les (héorèmes enonces dans cette note.
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d'employer une multitude infinie de mots, puisqu'il pouvait y avoir une multitude infinie de chiffres contigus. Voici le parti auquel on s'arrêta pour éviter cet inconvénient.
On convint de séparer les chiffres par groupes de trois en trois *, en commençant par la droite, puis d’'énoncer chaque tranche à part, comme si elle était seule, en ajoutant seulement à chacune un mot propre à la dénommer, Ces tranches successives sont appelées unités, mille, millions, billions ou milliards, trillions , ete. Ainsi, pour énoncer le nombre suivant ,
trillions, billions, millions, mille, unités, 12, 453, 227, 539,. 604, on appellera chaque tranche respective des noms trillions, billions, etc., après avoir énoncé la valeur numérique de chacune ; ainsi, on lira 12 trillions, 453 billions, 227 millions, 539 mille, 804 unités.
Comme il pourrait y avoir une infinité de tranches, il est clair qu'on aurait encore besoin, pour l’énonciation , d’une infinité de mots, et que la.difficulté n’est que reculée. Mais ce langage permettant d'appeler des quantités d’une grandeur immense, et qui dépassent tous ceux qu’on peut employer, la convention satisfait à tous les besoins, D'ailleurs, quand un nombre excède une certaine limite, l'énoncer ne sert à rien, et n’en peut faire concevoir la grandeur.
Cette idée admirable d'attribuer aux chiffres des valeurs de position, indépendamment de leur valeur propre, est si simple, qu'il ne faut pas s'étonner qu’elle soit venue à l'esprit des Indiens, qui nous l'ont transmise par le secours des Arabes; mais bien plutôt qu'il y ait eu des nations puissantes et éclairées qui ne les aient pas eues, ou du moins adoptées des peuples voisins. Les Romains, dont le système de numération parlée était conforme au nôtre , avaient un mode d'écriture très-différent. Les Grecs avaient aussi leur système de chiffres tout à fait distinct **,
* On aurait également pu composer les tranches de 2 ou de 4 chiffres; mais, dans un nombre donné, il y aurait eu plus de tranches dans un cas et moins dans l’autre, qu’en les formant de 3 chiffres. En examinant les limites des nombres qui sont d’un usage plus fréquent, il est aisé de voir qu’on. a pris un milieu convenable entre ces partis.
“* Les Romains représentaient ainsi les nombres :
[ un. L cinquante. C cent.
IL deux. X dix. D ou 19 cinq cents.
IL trois, etc. V cinq. M ou CI) mille.
Ces caractères suffisaient pour exprimer les nombres ; on ajoutait les valeurs propres a
De l’ Addition.
8. Pour ajouter deux nombres, tels que 5 et 4, nous avons vu (2) qu’il faut ôter à l’un de ces nombres successivement chacune des unités dont il est composé pour les joindre à l’autre , opération qui revient à ceci :
Mais on sent que, pour des nombres un peu grands, ce procédé serait impraticable; nous ne les prescrirons donc que pour des nombres d’un seul chiffre, et nous supposerons même que l’habitude a appris à connaître de suite le résultat, 5 EL 4 —9,3+8 — 11, et tous les autres de même sorte.
Pour trouver la somme des deux nombres 24 et 37, décomposonsles d’abord en 20 + 4 et 30 - 7 ; la somme cherchée ést 20 + 30 + 4 +7. Or, les deux premières parties reviennent visiblement à 2 dizaines plus 8 dizaines, ou 5 dizaines; ainsi la somme est
50 + 11, ou 50 + 10 + 1, ou enfin 60 E 1 — 61.
chaque chiffre, quand ces valeurs allaient en décroissant de grandeur numérique de gauche à droite : mais si un chiffre était précédé d’un autre qui fût moindre, la valeur de celui-ci devait au contraire être soustraite. En voici quelques exemples :
VI six. XIV seize. LX soixante. CX cent dix. DC six cents. IV quatre. XIV quatorze. XL quarante, XC nonante. CD quatre cents.
On changeait aussi les unités en mille en mettant un trait au-dessus des chiffres ; on écrivait ainsi 10000, X ou CCI99; 100000, C ou CCCI999 ; 2000000 MM.
Le système de la numération écrite des Grecs était aussi mal imaginé que celui des Romains ; les unités, dizaines, centaines étaient désignées par les lettres consécutives de
l'alphabet ; savoir : d œ vaut 1: £ vaut 10 £ Yaut 100 £ 2 x 20 ç 200 y 5 À 30 ï 300 d 4 m2 40 v 400 € 5 y 50 p 5oo ç 6 ë 60 x 600 CRT o 70 ÿ 700 y 8 x 80 &w 800 0,3 9 (A 90 7 900
Les mille se dénotent par un accent’ sous les lettres. Pour donner un exemple de ces chiffres : @Bpau signifiait 1 - 2 + 100 + 1 + 40, ou 144. De même, &yÿ = 1607, Bgx8 = 2529. V. Delambre, Astronomie ancienne, T. MH.
SOUSTRACTION
On voit qu'if faut réunir séparément les dizaines et les unités des nombres proposés ; ce raisonnement est général.
Par exemple, prenons 3731 —L 349 L 12487 + 54; en faisant séparément la somme des unités, puis des dizaines, des centaines , etc., on aura 15 mille 14 centaines +- 20 dizaines —-21 unités, ou 150001400200 L 21; mais, opérant de même sur ces derniers nombres, on a 16 mille 6 centaines — 2 dizaines + 1, ou 16621. Ce calcul se fait plus com- : ps modément en écrivant, comme on Île voit ei-contre, les 12 487 nombres les uns au-dessous des autres, et faisant corres- ss pondre, dans une même colonne verticale, les chiffres du même ordre. La somme des nombres de chaque colonne doit être écrite au bas, si elle ne passe pas 9; autrement on n’en pose que les unités, et on réserve les dizaines pour les ajouter, comme simples unités , avec les nombres de la colonne qui suit à gauche, ce qui détermine & commencer le calcul par la colonne à droite.
Voici plusieurs exemples d’addition :
Pour le premier, on fera ainsi le calcul : 3 + 8 font 1#,11+7 valent 18, 187 égalent 25 , somme des unités 3 Æ 8717: on posera 5 sous le trait, au premier rang à droite, et on joindra les 2 dizaines à la colonne suivante : puis on dira 2 plus 8 font 10, plus 1 font 11, plus 8 valent 19, plus 2 font 21 ; on pose À, et on retient 2 pour joindre aux centaines. 2 Æ 7 —9,9LS3— 12...;0ona 26 centaines, on pose 6 et on retient 2; enfin on trouve 24 à la 4°-colonne : on pose le 4 et on avance le 2, c’est-à-dire qu’on écrit 24 mille. La somme est 24 615.
De la Soustraction,
9. L'habitude d'additionner suffit pour trouver la différence entre les nombres simples; par exemple, le nombre qui, ajouté à 8, donne 7 pour somme, est 4 : ainsi 7 — 3 — 4, On peut aussi parvenir au résultat, en ôtant de 7 autant d'unités que 3 en contient ;
7—8—6— 9 — 5-1 — 4. Accordons par conséquent quon sache faire la soustraction des petits nombres.
Prenons cet exemple plus composé, 695 — 243. Ilest 9 visible que, si l’on connaissait le nombre qui ajouté à 243 245 donne 695 pour somme, 8 les unités de ce nombre, 452 4 + ses dizaines; 2 }-ses centaines devraient reproduire 695; on écrira donc les nombres proposés comme pour l'addition , le plus petit en-dessous; puis on retranchera chaque chiffre inférieur de celui qui est au-dessus : on dira5 —3—2, 9— 4—5, 6—2 — À4,et 452 sera la différence cherchée.
Mais il peut arriver que le chiffre inférieur surpasse le :>6 447 supérieur. Dans l'exemple ci-contre, on ne peut ôter 8 de 19 528 7. Ilest clair qu'alors 86 147 devant être la somme de 19,819 19 328 + le nombre cherché, en faisant la sonime de la 1° colunne , 8 les unités inconnues, ont donné , non pas 7, mais 17 pour somme; et qu'on à retenu la dizaine pour la joindre à la colonne suivante. On doit done dire, non pas 7 — 8, mais 17 — 8 — 9, et écrire ce chiffre 9 au rang des unités. Mais, en continuant l'addition , Ja colonne suivante est formée de la dizaine retenue, des chiffres 4, 2, et des dizaines cherchées ; et ajoutant celles-ci à 2et a la retenue 1, on doit produire 4 : il ne faut donc pas dire 4 — 2, mais 4 — 3 —1, qu'on posera aux dizaines. De même pour les centaines, au lieu de 1 — 3, on dira 11 — 5 reste 8, qu'on posera ; mais on retiendra 1 pour l'ajouter au 9 suivant; ainsi, 6 — 10, ou plutôt 16 — 10 — 6, et on retiendra l ;, 8 —2— 1.
En général, lorsque le chiffre supérieur sera le plus faible, on l’augmentera de dix, puis on retiendra un pour le joindre au chiffre inférieur qui est à la gauche. On remarquera qu’en effet le nombre supérieur est augmenté par là de 10, mais qu'on augmente pareiilement l'inférieur de 10, ce qui n’altère nullement la différence (n° 4).
Pareillement , dans lexemple ci-contre , on dira : 3 990 499 9 — 3—6 ; 2—7 nese peut; 12— 7 —5, et je retiens 1 ; 2 578 575 4 — 6 (au lieu de 4 — 5) ne se peut, 14 — 6—8,etje 121 856 retiens 1 ;,0 — 9 {au lieu de 0 — 8 })ne se peut, 10—9—1]; 0 —8 ne se peut ; 10 — 8 — 2, etc.
Voici quelques autres exemples de soustraction :
SOUSTRACTION. il
10. Lorsqu'on veut retrancher un nombre de l'unité suivie d'autant de zéros que ce nombre a de chiffres, c'est-à-dire de 1000... 2{ faut retrancher le chiffre des unités de 10, et les autres chiffres de 9. Ainsi 1000 —— 259, se trouve en disant 10 — 9 = 1; puis 9 — 5 —=4; 9 — 2 — 7, eton a 1000 — 259 — 741. De même . . . . . .
1 000 000 — 279 953 — 720 047. Ce calcul est si facile qu il mérite à peine d'être compté pour une opération ; on s'en sert pour réduire toute soustraction à une addition ; voici comment :
Soit demandée la différence 3487 — 259. Il est clair qu’en décomposant 3487 en 2487 1000, la différence avec 259 n'est pas changée , eton aura 2487 H 1000 — 259, ou 2487 + 741—3228. Aiusi, au lieu de soustraire 259, on a réellement ajouté 741. On voit donc qu’on peut retrancher un nombre d’un autre, en soustrayant le 1*% de 1 suivi d'autant de zéros qu'il a de chiffres, et ajoutant le résultat au 2° nombre donné , pourvu qu'on retranche ensuite une unité de l’ordre immédiatement supérieur à celui du nombre à soustraire. On indique cette dernière soustraction par placé à l’ordre de chiffres dont on vient de parler ; ainsi l'opération ci-dessus revient à 3487 — 259 — 3487 L 1741, calcul qu’on effectue comme on le voit ci-contre. Observez que En 1741, ajouté au nombre 259, donne zéro, ou 1741 +259 29%
— 0. La quantité 1741 est ce qu’on nomme le complé-
ment arithmétique de 259. En général, pour former le complément arithmétique d’un nombre, il faut retrancher tous ses chiffres de 9, et celni des unités de 10, puis placer 1 à gauche. Le complément d’un nombre ajouté à ce nombre donne zéro pour somme. Au heu de retrancher un nombre, on peut ajouter son complément AS Er tique.
Lorsqu'il y a plusieurs additions et sous-
tractions successives, l'usage des compléments de so Fe se peut présenter des avantages; par exemple, + 9 | __ ‘371
32731 + 5729 — 371 — 4834, prend la 35 166 | — 4 834 forme ci-contre, attendu que les compléments de 371 et 4834 sont 1629 et 15166. Nous recormmandons toutefois d'éviter Femploi du complément, et de s’exercer à faire les additions et soustractions colonne par colonne. C'est ainsi que, dans notre exemple, après avoir dit 9 EL 1 — 10, 4 + 1—= 5, on retranchera 5 de 10 et on posera 5 au rang des unités du reste; puis 3 +2= 5, 7 + 3—10;5 — 10 ne se peut ;
33 255 | Reste 33 255
donc 184 — 10 — 5, qu’on pose aux dizaines, en retenant 1 pour joindre aux centaines soustractives, etc.
De la Multiplication.
11. Nous écrirons le multiplicande le premier ; ainsi 4 X 5 X 2 signifie qu'on répétera 4 cinq fois, et que le produit 20 devra être pris 2 fois.
Puisque 4 X 5 n'est autre que 1 + 1 1 HE 1 répété 5 fois, il suffit de prendre chaque unité 5 fois, ou 5 Æ 5 +5 is 5; expres-
sion qui revient à 5 répété 4 fois : ainsi, so M à L 4 fois 5 est égal à 5 fois 4, ou #4 X 5—5 X 4. Soir
Ce raisonnement peut être présenté sous la 4 dt
forme d’un tableau 4, composé de 5 lignes, TT Petite dont chacune contient #4 unités. Il est clair res ATIIEe que le nombre des unités est 4 répété 5 fois, —— Mais , en renversant le tableau, comme on battus Sd le voit en 2, on trouve 5 répété 4 fois, le B OT Die nombre des unités étant nécessairement le Sphioint cu: même dans les deux cas, le produit de 4 X 5 SL er 5
est le même que celui de 5 X 4.
Soit aussi 5 X 4 X 2 ; comme 5 répété A DIN ES LM ee Do RAT le 5H 5+L5+S5, il reste à prendre 2 fois ce résultat, ou . 10H 10-L10— 10, ou -10 répété 4 fois. Donc 5 X 4 X 2 —5 X 2 X 4. On peut donc changer de place les deux derniers facteurs, comme on à vu qu'on pouvait échanger les deux premiers entre eux. Ainsi,
DIX AN 24 NX = SN 2 Ki ENONCE M me EN ER a
On voit donc qu'on peut intervertir de toutes les manières possibles l’ordre des facteurs sans altérer le produit.
Démontrons ce théorème pour plus de trois facteurs : par exemple, pour 4 X 5 X 3 X 2 X 9.
Le facteur 9 ayant la dernière place dans le premier produit, prouvons. qu’on peut le placer où l’on veut, et d’abord à l’avantdernier rang, savoir 4 X 5 X3X2XI—=4X 5X 3 X9X2. En effet, les trois premiers facteurs 4 X 5 X 3 donnent 60, et il faut prouver que 60 X 2 X 9 — 60 X 9 X:2, et c’est ce qui vient d'être démontré. De mème dans le produit #4 X 5 X 3 X 9, on
peut faire passer le 9 avant le 3, savoir 4 X 5 X 9 X 8, et ainsi de suite. D'où l’on voit que, sans changer le produit, on peut faire occuper successivement toutes les places au dernier facteur 9, les autres facteurs restant dans le même ordre.
Mais à son tour le nouveau facteur terminal 2 peut être mis à tel rang qu'on veut dans chacun de ces résultats, savoir, IXSXIXEX2—4X5XIK2X3—4X5 X2X9X3— etc. Donc, en définitive, la place de chaque facteur est arbitraire.
12. Lorsqu'il arrive qu'un nombre se mulliplie lui-même plusieurs fois consécutives, comme 3 X 3 X 3 X 3, on dit qu'il est élevé à une Puissance, dont le degré est marqué par le nombre de facteurs, qu'on appelle Exposant. Ici 3 est élevé à la quatrième puissance, ce qu’on indique par 3% — 61; # est l’exposant ou le degré. De même 2—2 X 2 X 2—8. On donne aussi à la deuxième puissance le nom de Carré, et à la troisième le nom de Cube. 7° ou 7 X 7—49 est le carré de 7 ; 7° —7 X 7 X 7 — 843 est le cube de 7.
Le nombre qui se multiplie ainsi lui-même, ou qui est affecté d’un exposant, se nomme Racine : ainsi 7 est la racine carrée, ou seconde de 49, la racine cubique ou troisième de 343, la quatrième de 2401, etc. Ces racines s'indiquent par lesr@ne Ranrcai W/ , et on place, dans les branches, le nombre qui en marque le degré.
7 — 348, d'où 7—y/ 343; 54—625, d'où 5—1/ 698.
Lorsqu'il s’agit de la racine 2°, on se dispense ordinairement d’en indiquer le degré, et d'écrire le chiffre 2 sur le radical; en sorte
que Yet V4 sont la même chose ; 8° — 64, donc 8 — 1/64, 6 est dit la racine, ou la racine carrée de 64.
13. Puisque pour multiplier un nombre (n° 3), il suffit de l'ajouter autant de fois qu’il y a d’unités dans le multiplicateur, on voit que, 1° sil’on multiplie l'un des facteurs par 2, 3, 4...,le produit est lui-même multiplié par 2, 3, 4... En effet, si, au lieu de 3 X 5, je prends 12 X 5, chaque fois que j'ajouterai 12 au lieu de 3, je prendrai le quadruple de 8, c’est-à-dire que j'aurai pris de trop le triple de 3 ; le résultat sera donc composé du produit 3 X 5 quadruplé : ainsi, 12 X 5 est quadruple de 3 X 5, parce que 12 est quadruple de 3. Et aussi pour multiplier 12 par 5, on peut, si l’on veut, multiplier 8 par 5, et ensuite le produit 15 par #4, parce que 12—=0 X À
De même si l'on divise l'un des facteurs par 2, 3, 4..., le produit sera divisé aussi par 2, 8, 4.
20 2 l’on multiplie l’un des facteurs, et qu'on divise l’autre par un même nombre, le produit n’est pas changé: 14 X 8—7 X 16; 14 est double de 7, et 16 l’est de 8.
3° Lorsque les facteurs sont terminés à droite par des zéros, on peut les supprimer, pourvu qu'à la suile du produit on en mette un pareil nombre. Ainsi 300 X 20 devient 3 X 2, en Ôôtant les trois zéros, qu'on restituera à la suite du produit 6 ; on aura 300 X 20—6000. En effet, 300 X 20 — 3000 X 2, car 300 est décuplé (n°6), et 20 est divisé par 10. Or, dans l'addition de 3000 à lui-même, on voit que les trois zéros demeurent dans la somme, comme provenant des trois premières colonnes; la suivante donne 3 X 2—6; donc 6000 est le produit demandé.
14. I s’agit maintenant de pratiquer la multiplication de deux nombres donnés ; il se présente trois cas.
1er cas. Les deux facteurs n’ayant qu’un seul chiffre chacun. La table suivante, qui est due à Pythagore, se formie en écrivant sur une ligne horizontale les 9 premiers nombres, puis ajoutant chacun d'eux 9 fois successives, on écrit ces produits dans une même colonne verticale. Par exemple, 4 4—8, 8+4=—12, 12+4—16, 16 —- 4=— 20, 20 —- 4 — 24, etc.
T'able de Pythagore.
Veut-on trouver le produit 7 X 5, il suit de la génération des divers nombres de ce tableau qu'on cherchera 7 dans la première ligne, et qu'on descendra dans la colonne verticale correspondante, jusqu’à la case qui est dans la ligne horizontale dont 5 est le chiffre initial ; cette case porte 35, et ona 7 X 5 — 35. Il importe dese rendre familiers les produits des nombres simples, afin de ne pas être forcé, chaque fois qu’on veut les obtenir, de recourir à cette table, qui n'est elle-même formée que par des additions successives.
S'il fallait, ainsi que l'exige la définition (3), ajouter le multiplicande autant de fois qu’il y « d’unités dans le multiplicateur, V'opération deviendrait presque impraticable pour les grands nombres. Voyons comment on peut la réduire à la multiplication des nombres simples.
2e cas. Le multiplicateur n'ayant qu’un seul chiffre. Pour multiplier 2967 par 4, j'imagine. pour un moment, qu'on veuille en effet exécuter l'addition de 2967 pris 4 fois, ainsi qu'elle est faite ci-après. La colonne des unités ne contiendra que le chiffre 7 écrit verticalement 4 fois; ainsi cette somme sera 7 X 4 ou 28 ; on
posera 8, et on retiendra 2 pour joindre à la colonne des ; de
dizaines, formée du chiffre 6 écrit 4 fois. Il faut donc dire 2 967
6 X 4 — 24, et ajoutant la retenue 2, on a 26 ; ainsi on Eee 8 *
posera 6 et on retiendra 2, etc. Cette opération revient
donc à multiplier chacun des chiffres du multiplicande par 2 967
le multiplicateur, en commençant par la droite : on écrit les role à |
unités de chaque produit au-dessous du chiffre quil'a donné, Er
eton retient les dizaines pour les joindre au produit suivant.
Ce procédé n’est, à proprement parler, que l'addition même,
excepté qu'on se dispense d'écrire plusieurs fois le nombre à ajouter. 3e cas. Les deux facteurs étant composés de plusieurs chiffres.
Multiplier 2327 par 532, c’est répéter 2327, 2 fois,
30 fois, 500 fois, et ajouter le tout. 1° On multi- = He pliera d'abord 2327 par 2, comme on vient de le 7 654.par 2 dire ; 2 pour former le produit par 80, on multi- 69 81...par 5
: ÿ LADE : 1 163 5....par 5 pliera 2327 par 8, et on ajoutera un zéro à droite =
1 257 964 du produit, d'après ce qu'on a vu (13, 3°) ; enfin, pour répéter 500 fois 2327, on multipliera par 5, et on ajoutera deux zéros. L'opération prend donc la disposition ci-dessus, dans laquelle on observe que, comme leszéros n’influent en rien sur l'ad-
dition , on s'est dispensé de les écrire : alors le produit par 3 a été simplement reculé d'un rang vers la gauche, et le produit par 5 de deux rangs. On voit donc qu'il faut multiphier l’un des facteurs tour à tour par chacun des chiffres de l’autre. Chaque produit partiel doit être écrit de manière que ses unités soient placées au même ordre que le chiffre du multiplicateur qui les a données : on ajoute ensuite le tout.
La multiplication des nombres composés dépend ainsi du cas où le multiplicateur n’a qu’un chiffre, et celle-ci dépend à son tour du cas où chaque facteur n’a qu’un seul chiffre, c'est-à-dire de la table de Pythagore. Comme il convient d’être très-exercé à la pratique de cette opération , nous en mettrons ici quelques exemples,
Quant au nombre de chiffres qui composent le produit, supposons qu'on ait à multiplier 3687 par 968 ; le facteur 968 est © 100 et <[ 1000 ; ainsi le produit est entre 368700 et 3687000, c’est-àdire qu’il a 6 ou 7 chiffres. En général, le produit de deux nombres est formé d'autant de chiffres qu'il y en a dans les deux facteurs, ou un chiffre de moins. Quand on a 8,4,... facteurs, le même raisonnement donne des limites de la grandeur du produit et du nombre de chiffres qui le composent *.
De la Division.
15. De même que la multiplication n’est que l'addition réitérée
* Soient «, B, y... la quotité des chiffres de divers facteurs, a, b, c.…., dont le nombre est n ; ilest clair que a «10 ES (5. c Lio)... le produit est Pose AT È 1} — 1
ou abc... 10m, en posant m = « + 8 + y... D'ailleurs,a > 10,8 > 107 ,
cD107 "3; d'où abc... D 10 METTRE EE > 10° * : donc le produit abc... est compris entre 10”—# et 10": il ne peut avoir au delà de #2 chiffres, mais il en a plus de m—n. Ainsi le produit ne peut avoir plus de chiffres que les facteurs proposés écrits successivement comme s'ils ne formaient qu'un seul nombre ; mais il en a plus que celle quotité moins le nombre des facteurs.
du même nombre, on peut considérer la division comme une soustraction répétée, le quotient marquant combien de fois on peut ôter le diviseur du dividende. Si on veut diviser 8 par 2, et qu’on retranche d'abord 2 de 8, puis 2 du reste 6, 2 du reste 4, et enfin 2 de 2, on arrive au reste zéro ; 2 ayant pu être soustrait 4 fois de 8, on peut regarder 8 comme composé de 4 fois 2; et par conséquent 4 est le quotient. Il suit de là que le quotient qui marque combien de fois un nombre est répété pour former un produit, indique aussi le nombre de fois que le diviseur est contenu dans le dividende ; ou, ce qui équivaut , le dividende contient le diviseur autant de fois qu'il y a d'unités dans le quotient. Donc, si l’on veut former deux parts égales dans 8 unités, il faut diviser 8 par 2 ; le quotient 4 exprime la grandeur de chaque part.
Le dividende n'étant autre chose que le produit d'une mulüiplication dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il suit de la définition et des propriétés connues (n° 13) que, 1° on ne change pas le quotient lorsqu'on multiplie ou qu’on divise par un même nombre le dividende et le diviseur: 36; 9 donne le même quotient que 72 : 18 et que 12 : 3.
2° Si le dividende et le diviseur sont terminés à droite par des zérus, On peut en supprimer à chacun un égal nombre sans altérer le quotient : 6000 : 200, et 60 : 2 donnent le même quotient 30 (voy. p. 14).
3° Si l’on multiplie seulement le dividende, le quotient sera multiplié par le même nombre; si l'on multiplie le diviseur, le quotient sera divisé. Qu’il s'agisse, par exemple, de diviser 24 par 3, le quotient sera 8, ou 24: 3 —8; mais si l’on double 24, ce quotient sera doublé, 48 : 3 — 16; et si l'on double 3, le quotient sera réduit à moitié, 24: 6— 4. Enfin 48 : 6 —8, c'est-à-dire que le quotient reste le même quand on double le dividende et le diviseur.
4 Lorsqu'on veut exécuter plusieurs divisions successives, l’ordre dans lequel on les doit effectuer est arbitraire ; on peut même n’en faire qu’une seule, en prenant pour diviseur le produit de tous les diviseurs. Si l’on veut, par exewple, diviser 24 par 2, et ensuite le quotient 12 par 3 , on obtient 4 pour résultat ; mais si l’on eût divisé par 3 d'abord , et ensuite par 2, ou bien si l’on eût divisé 24 par 2 X 3 ou 6, on aurait obtenu de même 4. Cela résulte de ce que la division par 2 et par 3 revient à supprimer tour à tour les facteurs 2 et
3 dans 24, qui est le produit de 2 X 3 X #4, ou de 3 X 2 X 4. Par
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la même raison, (6X 4) :(8X2)—(6 : 3) X(4 : 2}—6 : 2X3)X4.
16. Le quotient de 35 : 7 est 5, puisque 35 —7 X 5; mais si l'on veut diviser 38 par 7, on décomposera 38 en 35 3, ou 38 — 7 X 5 + 3; la division ne se fait plus exactement : 35 est seulement le plus grand produit de 7 contenu dans 88, et 8 est le reste de cette division.
Si l’on forme tous les produits consécutifs d'un nombre par 1,2, 3,... les résultats sont tous divisibles par ce nombre, ou en sont les multiples. C'est ainsi que 35 est multiple de 7, ou divisible par 7, tandis que 38 ne l’est point.
En prenant pour dividende et diviseur deux nombres quelconques, on doit donc dire que le quotient, multiplié par le diviseur, donne un produit qui, ajouté au reste, forme le dividende. Le reste est d’ailleurs moindre que le diviseur, puisque , si celui-ci y était encore contenu, le produit du diviseur par le quotient ne donnerait pas le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende.
En multipliant toute l'équation 38 —7 X 5 3, par un nombre tel que 4, on a 182— 28 X 5 + 12: le quotient de la division de 152 par 28, et celui de 88 par 7, est également 5; mais le reste 3 est devenu quadruple. En multipliant le diviseur et le dividende par un même facteur, le quotient n’est pas changé, et le reste est multiplié par ce facteur.
Soient 34 et 24, deux nombres qui, divisés par 5, donnent le même reste 4, leur différence 10 doit être multiple de 5, car
34— 6 X 54, 24— 4 X 5 + 3, et retranchant ces deux équations, on a 10 — 2 X 5.
17. La table de Pythagore sert à trouver le quotient , lorsqu'il n’est exprimé que par un seul chiffre, aussi bien que le diviseur. Veut-on diviser 835 par 7, par exemple, on descendra, dans la colonne verticale du nombre 7, jusqu’à la case qui contient 35 ; elle répond à la ligne horizontale qui commence par 5, en sorte que 35 — 7 X 5; donc 5 est le facteur ou le quotient cherché.
Pour diviser 65 par 9, comme on ne trouve pas 65 dans la 9e colonne, mais 63 et 72, on a 65— 7 X 9 +2: on voit que 7 est le quotient , et 2 le reste. Il faut se rendre ces divisions trèsfamilières, afin de ne pas être obligé de consulter la table de Pythagore pour les exécuter.
Venons-en aux divisions OP
let cas. Le diviseur n'ayant qu'un seul chiffre. Soit proposé de
diviser 40 761 par 7 , c'est-à-dire de trouver un nombre qui, multiplié par 7, reproduise 40 761. Si ce nombre était connu, on le vérifierait en le multipliant par 7 ; les unités devraient donner le produit 1; en retenant les dizaines pour les joindre au produit suivant , on trouverait de mème 6 aux dizaines ;
. : . : 40.761 7 le produit des centaines donnerait 7; enfin celui 35 {35 des mille , 40. Le quotient n’a point de dizaines de 57 mille, puisque 10 000 X 7 donne 70 000, qui sur- Ds passe 40 761. Concluons de là que 40 contient le 14 produit de 7 par le chiffre des mille du quotient, 21 et en outre la retenue faite sur les centaines. Le se.+. plus grand multiple de 7 contenu dans 40 est 35 on 7 fois 5, et 40 est compris entre les produits de 7 par 5 et par 6 ; si l’on multiplie 7 par 5000 et par 6000, l’un des produits sera donc moindre, et l’autre plus grand que 40 761 ; ainsi le quotient est entre 5000 et 6000, c'est-à-dire que le chiffre des mille est 5, donné par le plus grand multiple de 7 contenu dans 40, En retranchant de 40 ce multiple 85, le reste 5 est la retenue faite, dans la multiplication par 7, sur les centaines du quotient. Si donc on joint à ce reste 5 les autres chiffres 761 du dividende, 5761 sera le produit par 7 des parties inconnues du quotient ; et pour trouver celles-ci, il ne s'agira que de diviser 5761 par 7, question semblable à la proposée, et qui permet le même raisonnement.
On divisera donc par 7 les centaines 57, ou plutôt le plus grand multiple de 7 renfermé dans 57: le quotient 8 serale chiffre des centaines du quotient, qu'on posera à droite du 5 qui en est les mille. Observez qu’il est inutile de descendre, près du reste 5, toute la partie 761 du dividende, et que, pour former le dividende partiel 87, il suffisait de descendre près du 5 le chiffre 7 des centaines. En multipliant 8 par 7 , et ôtant le produit 56 de 57, le reste 1 est la retenue qui provient des dizaines, en sorte que, si l’on joint 61 à ce reste, 161 est le produit par 7 des dizaines et des unités du quotient : pour les obtenir, il faut donc diviser 161 par 7, et ainsi de suite. Le quotient demandé est 5823.
On voit qu'on trouve tour à tour chaque chiffre du quotient , en commencant par l’ordre le plus élevé, et qu’il faut sans cesse descendre près du reste le chiffre qui suit dans le dividende , puis prendre le plus grand multiple du diviseur qui est contenu dans le nombre ainsi formé.
Lorsqu'on s’est exercé à ce calcul, on ne tarde pas à reconnaitre
que, dans une opération aussi simple, il est inutile d'écrire chaque produit à soustraire, parce que la soustraction se fait de suite. Ainsi, après avoir trouvé que 40 : 7 donne le chiffre 5 des mille du quotient, on prend 5 fois 7, et on retranche le produit 35 de 40; le reste 5 s'écrit sous le 0 du dividende; on y joint le 7 des centaines, et on divise 57 par 7, etc. L'opération se réduit alors à la forme que nous lui avons donnée ci-contre. Il est même remar-
quable qu’on peut encore l’abreger, en n’écrivant pas 10224 _—. . . « . 9
chaque reste pour le joindre au chiffre qui suit dans 76 le dividende : par exemple, 40 : 7 donne 8, qu’on F: écrit sous 40 ; le produit 7 fois 5 ou 35, se retranche de 40, et l’on conserve dans Ia mémoire le reste 5»)
de à 40 761 7 pour le joindre au 7 des centaines ; 57 : 7 donne 6? 5 895 } —
qu’on écrit sous les 7 centaines : 7 X 8 — 56, qui, ôté de 57, donne le reste 1; cet 1, joint au 6 dizaines , donne 16; 16 : 7—2, etc. Ce calcul a la forme très-simple que nous avons indiquée ici.
Voici d’autres exemples de ces divisions:
2e cas. Le diviseur ayant plusieurs chiffres. Proposons-nous de diviser 1916 par 329. Puisque 829 X 10 — 3290 , qui surpasse le dividende 1916, le quotient est moindre que 10 : ainsi le quotient n’a qu’un seul chiffre; supposons-le connu, et on le trouvera facilement en faisant les produits successifs de 329 par 1, 2, 3,... jusqu’à ce que ce produit soit 1916, ou que la différence avec 1916 soit moindre que 329. Soit 5 ce quotient.
1916 étant — 329 X 5 — le reste, si l’on mul-
‘ Pr «sis ! 329 tiple par 5 les unités 9, les dizaines 2 et les centai- 5 nes 8, et qu'on ajoute le reste, on devra reproduire Produit...1645 1916. Le calcul indiqué ci-contre prouve que les PEN AEE : DE , 1916 centaines 19 du dividende sont formées, 1° du pro- ;
duit 15 des centaines 8 du diviseur par le quotient supposé 5; 2° de la retenue 1 faite sur les dizaines ; 8° de la partie 3 qui provient de l’addition du reste 271.
Il suit de là que, si l’on pouvait ôter de 19 ces deux retenues, le reste 15 serait le produit exact des centaines 3 du diviseur par le chiffre du quotient; et la division de 15 par 38 ferait connaitre ce chiffre. Mais comme on ne peut ôter de 19 la double retenue qu'on
ne connaît pas d’abord, on divise 19 par 8, prenant ainsi pour divi- _dende un nombre trop grand : le quotient qu'on trouve peut être fautif; mais il ne peut pécher que par excès. Dans notre exemple, 19 : 3 donne 6; mais comme on trouve que 6 X 329—1974 ©1916, on reconnaît que lequotient supposé est trop fort : on essaye 5 ; etle produit 5 X 329 est 1645 <[ 1916 ; ce qui prouve que 5 n’est pas trop fort, et que par conséquent 5 est le quotient cherché. Otant 1645 de 1916, on trouve le reste 271.
Coneluons de là que si le quotient est <[ 10, c’est-à-dire n’a qu’un seul chiffre , &/ faut supprimer, à droite du dividende et du diviseur, un égal nombre de chiffres, et diviser les parties qui restent ; le quotient sera celui qu’on cherche, ou le surpassera; la multiplication servira ensuite à le vérifier *. Voici quelques exemples de ce calcul. Dans le 1er, on divise 72 par 8, mais on trouve, par la multiplication, que le quotient 9 est trop furt, et on le réduit à 8.
72 520 8 369 386 782 99 887 823 945 (82 476 Produit, .66 952 8 299 661 3 742 284 9 Reste..., 5 368 Quotient. 87 121 81 661
Proposons-nous maintenant de diviser 191 687 par 329. Je sépare vers la gauche du dividende la partie 1916, qui soit assez grande pour contenir le diviseur 329 ; je fais la division de 1916 par 329, en suivant la règle précédente : le quotient est 5, donnant le produit 1645 et le reste 271 ; j'écris ces nombres ainsi qu'on le voit ei-contre : ce mil À nombre 5 est le premier chiffre du quotient, 4Reste. 72718 a et désigne les centaines, ou 500, attendu que 2652 1916 exprime aussi des centaines. En effet, ?° Reste. ML puisque 1916 est compris entre 5 et G fois le %e Reste. 200 diviseur 329, cette partie 1916 étant des cen-
* C'est surtout lorsque le deuxième chiffre vers la gauche du diviseur surpasse 5, que la tentative conduit à poser un quotient trop fort ; car, dans la multiplication du diviseur par le quotient pour reproduire le dividende, le produit du premier chiffre à gauche du diviseur doit être ajouté aux dizaines qui ont été retenues. Pour 1435: 287, par exemple, si l'on dit 14 : 2 donne 7; ce 7 sera trop grand, attendu qu’en multipliant 287 par 7, le produit 2 X 7 des centaines devrait être accru de la retenue 6, provenant de 87 X 7. Mais si l’on suppose 5 pour quotient, comme 87 X 5 donne 4 à retenir, et que 14 — 4 di-
visé par 2 donne en effet 5, il est clair que 5 est le quotient cherché, 4 1435 j Observez que, si l’on remplace 287 par 300, le quotient se Sir trop faible, puisque,
ayant augmenté le diviseur, il est contenu moins de fois dans le dividende 1435. Si l'on vent
taines, le dividende proposé est lui-même compris entre 500 et 600 fois 329 (n° 13, 8°); donc le quotient cherché est composé de 500 -!- des dizaines et des unités, qu'il s’agit maintenant de trouver.
En retranchant du dividende Île produit de 329 par 500, partie connue du quotient, c’est-à-dire en Ôtant 1645 de 1916, et joignant au reste 271 la partie 87 qu’on avait séparée , il est clair que le reste 27187 est le produit de 239 par les dizaines et les unités inconnues du quotient, plus le reste : d’où il suit que, si l’on divise 27187 par 8329, on devra obtenir au quotient ces dizaines et ces unités.
À cette question, semblable à la proposée, le même raisonnement s'applique , et l’on est conduit à la même conséquence. Séparons donc le premier chiffre à droite 7, c’est-à-dire descendons seulement le 8 à la droite du premier reste 271, ce qui donnera 2718 à diviser par 329 : le quotient 8 est, par la même raison que ci-dessus, le chiffre des dizaines; du dividende partiel 2718, ôtant le produit 829 X 8 — 2632, le reste 86 provient du produit de 329 par les unités, plus l’excès du dividende total sur un multiple exact. Enfin, si l'on divise 867 par 8329, on obtient les unités 2, et le reste 209. C’est le même calcul qui se reproduit sans cesse, et qui donne tour à tour les divers chiffres du quotient, en vertu d’un raisonnement qui diffère peu de celui qu'on a fait dans le cas où le quotient n’a qu’un seul chiffre. |
Donc, pour faire une division , il faut séparer, vers la gauche du dividende, les chiffres nécessaires pour contenir le diviseur, diviser cette partie par le diviseur ; le quotient n'aura qu’un seul chiffre, qui sera le premier des chiffres à gauche du quotient cherché, et son ordre sera le même que celui des unités du dividende partiel. On multipliera ce quotient par le diviseur ; on retranchera le produit du dividende partiel; à la droite du reste, on descendra le chiffre suivant dans le dividende proposé, et on recommencera la même opération , qui don-
éviter de longues tentatives, quand le deuxième chiffre vers la gauche du diviseur surpassera 5, on ajoutera 1 au premier chiffre, pour obtenir le quotient supposé ; mais lorsque ensuite on voudra vérifier ce quotient par la multiplication, il faudra rétablir le iliviseur tel qu'il était. L'erreur, s’il y en a, consiste alors à donner un chiffre trop faible pour quotient; et cette erreur est manifestée par un reste qui surpasse le diviseur. Dans le cas que nous considérons dans cette note, il y a quelquefois de l’avantage à doubler , ou tripler,.… le dividende et le diviseur, afin d'amener le deuxième chiffre de celui-ci à être € 5. Le quotient n’est point altéré par ce calcul (n° 15, 1°).
DIVISION. 25 nera le second'chiffre du quotient, de même ordre que le chaffre descendu. On continuera ce calcul jusqu’à ce que tous les chiffres du dividende soient épuisés.
Si l’un des dividendes partiels ne contient pas le diviseur , il ne faudra pas oublier de mettre nn zéro au quotient ; puis on descendra un second chiffre du dividende.
Au lieu d'écrire chaque produit et de soustraire, il est plus court d'effectuer à la fois la multiplication et la soustraction. Par exemple, lorsqu'il a fallu multiplier 329 par 5 et ôter de 1916, voici comment on à pu opérer : 5 X 9 — 45 unités, qu'on ne peut Ôter des 6 unités du dividende 1916 ; mais ajoutez 4 dizaines à ce 6, et dites 46 — 45 — 1, que vous poserez sous 6. Comme 1916 aura par là été augmenté de 40, pour ne pas altérer la différence cherchée, il faudra de même ajouter 40 au nombre à soustraire, c'est-à-dire retenir 4 dizaines, qu'on joindra au produit suivant 2 X 5 —= 10; on a donc 14 à ôter de 1 dizaine ; on dit, de 21 Ôtez 14, il reste 7, qu’on écrit sous À, et on retient les deux dizaines ajoutées; enfin 5 X 8+2— 17, 19 — 17 — 2 ; et on a le premier reste271,
De même, pour ôter de 2718 le produit 829 X 6, on dira 8 X 9 — 72; ajoutant 70 aux unités 8, on a 78 — 72 —6, qu'on pose aux unités, et on retient 7. Ensuite 2 X 8 + 7 = 23, ôtés de 1, ou plutôt de 31, il reste 8, qu'on éerit sous 1, en retenant 8 ; enfin, 8 X 8 + 3— 27, Ôtés de 27, 1916.87 | 529 il reste 0, qu'il est inutile d'écrire, etc. L'opération Fe Lu 582 prend alors la forme abrégée que nous lui avons 2 09 Reste. donnée ici *.
" Ce genre de caleul sert aussi à vérifier chaque chiffre du quotient : on fait alors l'opération ci-dessus, en procédant en sens contraire, c’est-à-dire de gauche à droite ;et si quelque soustraction est impossible, à plus forte raison le sera-t-elle en commençant par la droite, puisque les produits à retrancher sont augmentés des retenues. Ainsi, pour 328 ?
produit 328 X 6 est 7 1916, cas où le chiffre 6 n’est pas trop fort. Commençons la multiplication par les centaines, on dira 3 X 6 = 18 ; de 19, il reste 1, qui, joint au chiffre suivant, 1, donne 11 dizaines ; d'où l’on ne peut ôter le produit des dizaines6 X 2 ou 12; ainsi le 6 est trop fort, et on doit essayer 5.
Observons que, dans toute multiplication, chacune des retenues ne peut excéder le mulüiplicateur qu’on éprouve : s'il est 5, il faudrait que l'autre facteur fût au moins 10, pour que le produit surpassät 50. Donc, si en faisant l'épreuve, comme on vient de le dire, on trouve quelqu'un des restes au moins égal au quotient éprouvé, on est assuré que, lorsqu'on fera l'opération de droite à gauche, et qu'on arrivera à ce même reste, la
I . . ,r ° s e , re on a - , €L il s'agit d'éprouver le 6 qu'on obtient, c’est-à-dire de s'assurer si le
Voici quelques exemples de division :
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19. Nous ferons observer que, 1° la division est la seule des quatre règles qui commence par la gauche.
2° Lorsqu'on a trouvé combien de fois un dividende partiel contient le diviseur, ce chiffre est toujours précisément celui qu'on doit mettre au quotient. Cependant comme pour trouver ce nombre de fois, le procédé indiqué, p. 20, consiste à réduire le diviseur à son premier chiffre à gauche, il se peut que cette opération donne en effet un chiffre trop fort : mais l'erreur est dans ce procédé et non dans le principe; car une fois qu’on a obtenu le quotient de cette division partielle, on est assuré que ce chiffre est juste celui du quotient cherché.
3° Chaque chiffre qu’on descend en donne un au quotient ; l’un et l’autre sont de même ordre, en sorte qu’on peut toujours désigner à priori la quantité de chiffres du quotient, et indiquer l'ordre de chacun. |
4° Tout quotient partiel ne peut excéder 9, qui est le plus grand
soustraction sera possible, ainsi que toutes les suivantes. Par exemple, pour GE s , On
. 5 . La dira — donne 8, qu’on reconnaîtra être trop fort : il faudra donc éprouver 7 ; ce qu’on
fera ainsi qu'il suit : 3 X 7 = 21 ; de 25, il reste 4, qu'on joint au 6 des centaines de 25643; on à 46; puis7 X 5 = 35; 46 — 35 donne un reste > 7; ainsi 7 est le quotient cherché. En général, l'épreuve doit être poussée jusqu’à une soustraction impossible, ou jusqu’à un reste au moins égal au chiffre éprouvé. Si le 1er cas arrive, ce chiffre est trop fort ; dans le 2e, au contraire, il ne l’est pas. 11 est rare qu'on soit forcé, pour vérifier un chiffre, de pousser le calcul jusqu'aux unités, et le plus souvent, on reconnaît s’il est bon dès la seconde soustraction.
, Al 170 Ms 2, noiubre d’un seul chiffre. Ainsi, pour 5 dira , il est vrai, en
17, combien de fois 1? mais, loin de mettre 17 au produit, il ne
faut éprouver que 9, encore ce chiffre est-il trop fort ici ; le quotient
n'est que 8, qu'on aurait obtenu de suite en disant TZ au lieu de
* + e : Q 7; Sestce que prescrit la note, page 21.
5° Pour éviter les erreurs , il conviendra de marquer d’un point chaque chiffre du dividende , à mesure qu'on laura descendu.
Décomposition en facteurs premiers. Propriétés des diviseurs communs à plusieurs nombres.
20. On dit qu'un nombre est premier, lorsqu'il n’est exactement divisible que par lui-même et l'unité : tels sont 7, 11, 2, 1. Deux nombres qui, tels que 21 et 40, n'ont d'autre diviseur commun que l'unité, sont dits premiers entre eux.
21. Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, tous les multiples du premier sont aussi divisibles par le second. Si 18 est multiple de 2,3 X 18, qui revient à 18 Æ 18 + 18, est divisible par 2, puisque chaque partie est multiple de 2.
22. Supposons qu'après avoir obtenu le produit de 32 par 157, on divise ces trois nombres par un autre quelconque, tel que 9, examinons ce qui arrivera * : 32 étant décomposé en 9 X 35, si l’on multiplie par 157, la première partie sera un multiple de 9; et le produit proposé étant divisé par 9, doit donner le même reste que 5 X 157. Mais de même 157 se décompose en 9 XX 17 + 4; multipliant par 5 et divisant par 9, le reste dont il s’agit est le même que celui de 4 X 5; ainsi /e reste de la division d’un produit est le même que celui que donne le produit des restes des deux facteurs.
* Si l’on divise deux facteurs entiers F'et F' par un nombre quelconque 7, ils recevront la forme ci-contre, g et g'étantles quotients 7 = Gn +» entiers, ret r' les restes. En examinant les termes du produit FF", F'=— gn+r! on reconbait qu'ils contiennent tous le facteur n, rr' excepté. Donc, grprr — ga n + qg'nr À : FF'.et/ 77" an heanr ANT!
en divisant le produit par n, on voit que — — doivent don- DOTE, n 7
- ner le même reste,
23. Avant de nous occuper de la recherche des diviseurs des nombres, problème d’une grande importance, proposons-nous de trouver le plus grand nombre qui puisse diviser exactement deux nombres donnés, tels que 312 et 132; c'est ce qu'on appelle leur plus grand commun diviseur.
Observons que si 132 divisait exactement 312, 132 serait le plus grand commun diviseur de ces nombres, puisque 132 ne peut être divisible par un nombre plus grand que lui-même. On essayera donc cette division, 312 : 132; mais on trouve le quotient 2, et le reste 48, savoir,
Divisons toute celte équation par un nombre quelconque 3 qui divise exactement 812 et 132; ce nombre 8 divisera aussi 2 X 132 (n° 21); 46 doit donc être aussi divisible par 8 , puisque le quotient 48 : 3, ajouté à celui de 2 X 182, doit donner pour somme le quotient de 312 : 3 , et que ces deux derniers quotients sont entiers. Concluons de là que tout diviseur commun à deux nombres divise aussi le reste de la division de l’un par l’autre.
Maintenant, supposons que 12 soit le plus grand diviseur commun ci-dessus cherché, et divisons toute l'équation par 12; nous aurons 26— 2 X 11 4. Or les quotients 26 et 11 doivent être premiers entre eux , puisque , sans cela, 12 ne serait pas le plus grand diviseur de 312 et 132. De même 11 et 4 ne peuvent avoir de diviseur commun, puisque ce nombre devrait aussi diviser 26, savoir, 26 et 11, contre ce qu'on vient de dire. Ainsi 12 est à la fois le plus grand diviseur commun de 812 et 132, et aussi de 132 et 48. D'où l’on voit que la question se réduit à chercher le plus grand diviseur commun de 132 et 48, problème plus simple, puisque 46 << 312. |
En raisonnant de même sur 48 et 132, on prouvera qu’il faut diviser 132 par 48; que si la division se faisait exactement, 48 serait le plus grand diviseur commun cherché ; et que, comme on trouve 36 pour reste, ce diviseur est le même que celui de 48 et 36. Divisant 48 par 86, on verra que le plus grand commun diviseur demandé est celui de 86 et 12 (reste de la division de 48 par 36); enfin , 12 divisant 36 , c'est 12 qui est le plus grand diviseur conmun de 312 et 132, On donne au calcul la disposition ci-contre ;
UE
FACTEURS DES NOMBRES. 27 où chaque reste est écrit à la droite du diviseur, pour qu'il occupe la place convenable à la division subséquente.
Donc, pour trouver le plus grand diviséur commun de deux nombres, divisez l’un par l’autre ; divisez ensuite le diviseur par le reste, et continuez de même à prendre chaque reste pour diviseur du reste précédent, jusqu’à ce que vous trouviez un quotient exact ; ce quotient sera le plus grand diviseur commun cherché.
Voici encore deux opérations de ce genre, l'une pour 2961 et
799 ; l'autre pour 115 et 69; les plus grands diviseurs communs sont 47 et 23.
24. Remarquez que , 1° les restes étant sans cesse décroissants, on doit arriver à un diviseur exact, ne fût-ce que l'unité : quand le plus grand commun diviseur est 1, les deux nombres proposés sont premiers entre eux. C'est ce qui arrive pour 50 et 21. Il est fâcheux de ne pouvoir reconnaitre ce cas à priori, puisqu'on a fait tous les frais d’un calcul inutile.
2° Le plus grand commun diviseur de deux nombres devant diviser tous les restes successifs qu’on trouve dans l'opération, si l'un de ces restes est un nombre premier qui ne divise pas le reste précédent, on est assuré que le calcul doit se termiuer par l'unité, seul diviseur des nombres proposés. Par exemple, pour 824 et 319, on arrive au nombre premier 53 qui ne divise pas 133 : il est inutile de pousser plus loin le calcul pour conclure que l'unité est le seul diviseur commun.
824 153 | 55 nombre premier.
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3° Le raisonnement précédent prouve aussi que tout diviseur de 312 et 132, tel que 3, divise aussi 48, puis 36 et 12, c'est-à-dire tous les restes successifs de l’opération : en sorte que tous les diviseurs de 12 doivent aussi diviser 812 et 132, et sont les seuls qui jouissent de cette propriété, savoir, 1, 2, 3, 4, 6 et 12. Donc tout diviseur de deux nombres divise leur plus grand commun diviseur ; et pour obtenir tous les facteurs communs à deux nombres, il ne faut que chercher les facteurs de leur plus grand commun diviseur.
4 Si, dans le cours des calculs, on reconnait qu’un nombre divise deux restes successifs, on supprimera ce facteur dans le divi
dende et le diviseur, et on continuera l'opération; lorsqu'on aura trouvé le diviseur commun , il faudra le multiplier par le facteur supprimé. C'est ainsi que 4630 et 3570 sont multiples de 10 ; prenant donc 483 et 857, on fait la division , et on a lereste 126, qui, ainsi que 857, est divisible par 8 : ôtant ce facteur 3, on opère sur 119 et 42, dont le commun diviseur est 7 ; ainsi celui de 4830 et 3570 est 10 X 83 X 7 = 210.
Mais si l'on reconnaît que l’un des restes a un facteur premier qui ne divise pas le reste précédent, on peut le supprimer, sans que le diviseur commun soit changé. En cherchant-(p. 27) le plus grand commun diviseur de 2961 et 799, on voit que le reste 564 est multiple de 12 — 3 X 4 : d’ailleurs le diviseur 799 n’est divisible ni par 8, nipar 2; supprimant ce facteur 12, 564 est remplacé par 47; on trouve le quotient exact 17, ainsi 47 est le plus grand commun diviseur cherché. Cela résulte de ce qui a été dit (3°).
25. Si le produit de deux facteurs est divisible par un nombre qui soit premier avec l’un d’eux, ce nombre doit diviser l’autre facteur. Par exemple, 56 X 45, ou 2520 , est divisible par 15 qui est premier avec 56 ; je dis que 15 doit diviser 45; car 15 divise visiblement 15 X 45, et aussi 56 X 45 (par hypothèse) ; donc, 15 doit diviser le plus grand commun diviseur (24, 3°) qui est 45 , puisque 56 et 15 n’ont que 1 pour facteur commun.
1° Deux facteurs moindres qu’un nombre premier ne peuvent donner un produit divisible par ce nombre.
2° Le produit de deux nombres premiers ne peut admettre d’autres diviseurs que ces mêmes nombres, outre l’unité et le produit même.
8° Plusieurs facteurs 5 X 8 X 9 X 11 ne peuvent former un produit divisible par un nombre premier 3, qu’autant que l’un des facteurs au moins est divisible par 8.
4° Si un produit est divisible par un nombre non premier, il faut qu’on retrouve tous les facteurs de ce dernier parmi ceux qui constituent les nombres multipliés. Ainsi 10 X 70 est divisible par 28, attendu que 28— 2 X 2 X 7 ; que le premier facteur 2 se trouve dans 10—2 *X 5 ; etle second 2, ainsi que 7, dans 70—92 X 7 X5: le quotient est 5 X 5. Mais si quelqu'un des facteurs du diviseur manquait, la division du produit serait impossible exactement. Donc, si plusieurs facteurs sont premiers avec un nombre quelconque, le produit l'est aussi ; et si ces facteurs sont premiers entre eux, et
qu'un nombre soit divisible par chacun d'eux, il le sera aussi par leur produit , et par les produits qu’on forme en combinant ces facteurs 2 à 2, 3 à 3...
26. {n'y a qu'un seul système de facteurs premiers, capable de produire un nombre donné. Par exemple, 360 = 2° X 3° X 5 ne peutêtre produit par d’autres facteurs premiers, tels que 7 X 11 X2; car on aurait 2° X 3 X 5—7 X 11 X 2, et il s'ensuivrait que le premier membre serait multiple de 7, contre ce qu’on a vu (4e). On ne peut donc admettre pour 360, que les facteurs premiers 2, 3, et 5, et il reste à faire voir qu'on ne peut leur donner qu’un système d’exposants ; qu’on n’a pas, par exemple, 360—2 X 3° X 52. En effet, il en résulterait .8*.,5 — 2,3.5?, ou, en supprimant les facteurs communs, 2 — 3 X 5, ce qui est absurde (4°).
Si deux nombres, tels que 7 et 11, sont premiers entre eux, deux puissances quelconques de 7 et 11, telles que 7° et 114, sont aussi premières entre elles ; puisque, si elles avaient un facteur commun , ille serait aussi de 7 et de 11.
Soit un cube exact, tel que 8000 — 20* : si l’on décompose 20 en 4 X5, 8000 sera le cube de 4 X 5; mais, comme la multiplication permet d’intervertir l’ordre des facteurs, on à 8000 = 4° X 5°, On voit donc que chaque facteur se trouve élevé au cube. On peut en dire autant de toute puissance , quels que soient les facteurs. Donc, si un nombre est une puissance exacte, en le décomposant en facteurs premiers, chacun doit être affecté d’un exposant multiple de la puissance.
27. Pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers, on le divisera d’abord par 2, autant de fois successives qué cela sera possible, et le nombre proposé sera le produit d’une puissance de 2 par un quotient connu, non divisible par 2. On essayera de même la division de ce quotient par 3, autant de fois qu'il se pourra , et il sera le produit d’une puissance de 3 par un nouveau quotient connu,non divisible par 3. On continuera de même à éprouver si la division est possible par tous les nombres premiers consécutifs 5,7, 11, 13... Le nombre proposé sera le produit de ces divers nombres premiers, chacun élevé à une puissance marquée par le nombre des divisions qu'il a effectuées.
Par exemple, pour 360, on divisera par 2, puis le quotient 180 par 2, enfin 90 par 2; comme le troisième quotient 48 n’est plus divisible par 2, on a 360 = 2° X 45. On civisera 45 par 3; on
aura 433 X5; d'où 860—2%X3X 5. La dé- 69
composition est ici terminée, parce que 5estun 180 [2 105 | 3
nombre premier. On donne ordinairement au 4 = “ : calcul la disposition ci-contre, afin de mieux 15 | 3 5 | 5
voir la série des facteurs.
On trouve de même que 210 =2 X 8 X 5 X 7 *.
Ce procédé conduit au but par un nombre limité d'essais. On sait d’ailleurs que la résolution en facteurs ne peut produire qu’un seul résultat (26). |
La table qu'on trouve à la fin de l’Arithmétique peut faciliter cette opération.
Ce procédé donne aussi le plus grand commun diviseur de deux nombres ; car en décomposant ces nombres en leurs facteurs premiers, ce diviseur est le produit de tous ceux de ces facteurs qui sont communs, chacun avec le plus petit exposant dont il se trouve affecté dans l’un et l’autre. Ainsi
B12— 2% X 8 X 13, 132 — 9 K 8 SK 11:
le plus grand commun diviseur est 2° X 3 — 12, comme p. 26. 28. Il arrive quelquefois que les essais qu’on tente ne réussissent point, et qu’on ne trouve aucun diviseur exact, soit du nombre proposé, soit de l’un des quotients auxquels on est conduit ; alors ce nombre, ou ce quotient, est premier, et on ne peut en opérer la décomposition en facteurs. Mais on doit remarquer que ces tentatives inutiles de division ne doivent être poussées que jusqu’à la racine carrée du nombre qu’on veut diviser. En effet, puisque ce nombre est le produit de sa racine par elle-même, et qu'on ne peut faire croître l’un des facteurs sans que l’autre décroisse, pour que le produit reste le même (13), on voit que si ce dividende a l’un de ses facteurs plus grand que la racine, l’autre facteur doit être moindre ; en sorte qu'un nombre ne peut être divisible par une quantité qui surpasse sa racinecarrée, à moins qu'il ne le soit aussi par une quan-
* Soient «, 8, y... les nombres de fois qu'on a pu diviser un nombre N par les nom-
res premiers &@, b,c....;on a N — a x 5° X ce! X ... NN n'est divisible (n° 25) que par les divers termes du produit
(1+ a+ ha, X (1-04 02+ 065... + b°) X (1+e+e +. + e?) or. 2 le nombre des termes du produit, ou la quotité des diviseurs de N, est
ia) (18) (147).
tité moindre que cette racine. Or, quoiqu’on n'ait essayé que des diviseurs premiers, on est sûr que d'autres nombres non premiers ne pourraient diviser (n° 25, 4°) ; ainsi l’on a par là reconnu qu'il n'existe pas de diviseur moindre que la racine du dividende : il n’y en à donc pas non plus qui surpasse cette racine.
Par exemple, 127 n’est divisible ni par2, 3, 5,7, ni 11, à plus forte raison par 4,6, 8, 9 et 10; et comme p/ 127estentre 11 et 12, on est assuré que 127 est un nombre premier.
1524 est divisible par 8 et 4, et on a 1524 = 2° X 3 X 127 : on voit ensuite que 5, 7,11, ne divisent pas 127. Sans pousser plus loin les tentatives, on reconnaît que 127 est premier, et la décomposition de 1524 est terminée.
29. Cherchons maintenant tous les diviseurs d’un nombre donné. On le décomposera en facteurs premiers, et l’on sait (n° 27) que si Von affecte quelques-uns de ces facteurs d’un exposant quelconque, égal au plus à ceux dont ils sont affectés dans le nombre proposé, on aura un diviseur de ce nombre; et qu’il faut effectuer toutes les combinaisons possibles de cette espèce pour être assuré de n’avoir omis aucun diviseur, Voici un moyen de n’oublier aucune de ces combinaisons : reprenons l’équation 360 — 25 X 3° X 5; avec 2: on formera la suite 1, 2, 2°, 25; avec 3° on formera 1, 3, 3; enfin, 5 donnera 1, 5. D'abord chacun de ces termes est diviseur de 360 : en outre si l’on multiplie tous les nombres de la première suite par tous ceux de la deuxième}et le résultat par tous ceux de la troisième, on aura visiblement toutes les combinaisons ; on sera donc assuré d’avoir tous les diviseurs cherchés, qui sont
Pour 210 — 2 X 3 X 5 X 7, on formera le RER de let2, par let 3, par 1 et 5, et par let 7; et on aura
Pour 675 = 33. 5°, formez (1 +3 + 9227) X(1+ 5495),
d'où
30. Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres doit diviser tous les restes donnés par l'opération indiquée, cher-
chons les quotients successifs de ces divisions. Reprenons l'exemple de 2961 et 799, p. 27 ; etcher-
chons combien #7 est contenu 2961 , 799 ne de fois dans la série des divi- { [+ fe + 2 seurs. Il est d’abord visible 65 17 12 5 2 1
qu'il est 1 fois dans 47, et 2 fois
dans 94; on posera 1 sous 47 et 2 sous 94. On a 235—2 X 9447, 235 94 47 | TRE
d’où DT = DIN 77 + 77 —? X 2 1,ou5, qu’on écrira
sous 235. Ce chiffre 5 a été obtenu en multipliant entre eux les deux
chiffres écrits sous 94, et ajoutant au produit le 1 qui est à droite
dans la dernière ligne. De même, pour obtenir le quotient de 564 ee
par 47, on a 564 — 2 X 235 94, d'où ———2X5+2—12, qu'on posera sous 564. On continuera à RE entre eux les deux chiffres écrits sous 564, et à ajouter le chiffre à droite. Voici la série des calculs à partir du chiffre 5: 2 X Top + = SOIEX 0 F2 NT, 1 X 12 +76 = 17,7 3" X 171-119 =",
Ce calcul, auquel nous trouverons par la suite (n° 595) une grande utilité, peut ici nous servir à composer deux nombres pour lesquels on donne le commun diviseur, le nombre de divisions nécessaires pour le trouver, et les quotients successifs. Après avoir écrit ces quotients formant la deuxième ligne, on en déduira la troisième ligne par le calcul ci-dessus ; enfin, prenant les deux plus grands résultats, on les multipliera par le facteur commun proposé.
Voici encore deux exemples, l’un pour 115 et 69, dont le commun diviseur est 23 qu'ils contiennent 5 et 3 fois ; l’autre pour 8085 et 910, qui contiennent 617 et 182 fois le diviseur 5.
115 je 46,25 5085 pee, ne LA
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31. Pour obtenir le plus grand commun diviseur entre les quatre nombres 150, 90, 40 et 200, ontrouvers d’abord celui de 150 et 90, qui est 30 ; le nombre cherché est donc déjà un des facteurs de 30; puis on trouvera le plus grand commun diviseur de 80 et 40, qui est 10 ; enfin celui de 10 et 200, qui est 10, c’est le nombre
cherché. Les quatre nombres proposés n’ont donc d’autres diviseurs
communs que 1,2, 5 et 10. Ce procédé s'applique à tant de nombres qu'on voudra.
82. Étant donnés plusieurs nombres, tels que 2, 3, 4, 6,8 et 12, cherchons le plus petit nombre divisible par chacun. West d’abord clair que, puisque 2, 3, 4 et 6 sont contenus exactement dans 8 ou 12, tout nombre divisible par ces deux derniers, le sera nécessairement par les autres, auxquels il est par conséquent inutile d’avoir égard. En composant un nombre qui renferme tous les facteurs de 8 et 12, on est assuré qu'il est divisible par tous les nombres donnés; et si, en outre, il ne contient que les facteurs de 8 et 12, il estle plus petit dividende demandé. Ainsi, on a X 8, ou 24, pour le nombre cherché.
On voit donc que , pour obtenir le plus petit nombre divisible par des quantités données, après avoir supprimé celles qui divisent exactement les autres, on ne s’occupera que de celles-ci, qu’on décomposera en leurs facteurs premiers. Le nombre cherché sera formé du . produit de tous ces facteurs , chacun élevé à la puissance la plus haute qui l’affecte dans ces divers résultats.
De même pour 2, 3, 5, 10, 15, 8, 24, 12 et 6, comme 2, 8, 6, 8 et 12 divisent 24, et que 5 divise 10, on n'aura égard qu’à 10, 5 et 24, ou 2 X 5,8 X 5et 2 X 8; le pue petit dividende cherché est donc 2 X 8 X 5 — 120.
Des Conditions pour qu'un nombre soit divisible par >, Os 5, Fan as
33. On dit qu'un nombre est pair, quand il est divisible par 2. Soit un nombre quelconque, tel que 476 ; on le décompose en dizaines et unités, savoir, 470 + 6 — 47 X 10 + 6 : la première partie 47 X 10 est divisible par 2; il faut donc que la seconde le soit, pour que le nombre proposé soit un multiple de 2, Ainsi, tout nombre terminé par un chiffre pair jouit seul,de la propriété d’être pair, ” _ ou'divisible par 2.
En décomposant le nombre en deux parties , dont l’une soit formée des 2, 3,... derniers chiffres, on voit de même que , pour qu’il soit divisible par 4, il faut que les deux derniers chiffres fassent un multiple de 4; pour qu’il le soit por: 8, que les trois derniers fassent un multiple de 8, etc.
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De même, wn nombre n’est multiple de 5 qu'autant qu’il est terminé par O ou 5. Il n’est divisible par 10, que lorsqu'il l’est par 2 et par 8 , c'est-à-dire lorsqu'il est terminé par un zéro. On trouverait aussi les conditions de la divisibilité par 25, 50, etc.
84. Un nombre, tel que 27542, revient à . .. . . . . . . . 2.144.1015.10+ .....: pourtrouver le reste de la division par un autre nombre, tel que 7, divisons 1, 10, 107, 105... par 7. Le reste de 1 est 1, celui de 10 est 3 ; celui de 100 , ou 10?, est le carré de 3 (voy. n° 22), ouplutôt 9 — 7— 2. De même celui de 10%, ou 10° X 10, est 2 X 3, ou 6; celui de 104est 6 X 3 — 18, ou 18 — 14 — 4, etc. En multipliant chaque reste par 38, et ôtant 7, s’il est possible, on aura donc ainsi les restes successifs 1,3, 2,6, 4,5, de la division par 7, des nombres 1, 10, 102, 10%, 104et 105; mais arrivé à 106,le reste. est 5 X 3 — 15, ou plutôt 15 — 14 — 1, Une fois qu’on retrouve le reste 1, c'est une conséquence du calcul même qui conduit à ces résultats consécutifs, qu'on les verra se reproduire périodiquement, en sorte qu'en poussant indéfiniment les divisions par 7 des puissances successives de 10, on retrouvera toujours ces restes dans le même ordre. Les nombres (1, 8, 2, 6, 4, 5) qui se reproduisent continuellement, sont ce qu’on nomme /a Période. Le reste de 106 est le même que celui de 10%, de 104, 160$, 10°, en Ôtant les multiples de 6 compris dans 26, attendu que la période a 6 termes; ce reste est 2. Celui de 10° est le même que pour 10, ou 3.
On pouvait d'avance être assuré de l’existence de cette période; car les restes de ces divisions par 7 étant <° 7, il ne doit au plus y avoir que ces six restes 1, 2, 83, 4, 5, 6, qui viennent seulement dans un ordre différent de celui-ci : on.est certain de ne pas trouver zéro (n° 25), la division ne pouvant être exacte. Il s'ensuit donc qu'on doit, après six divisions au plus, retomber sur l’un des restes obtenus ; alors la période recommence, puisqu'il faut reproduire les mêmes multiplications. Or, si 108 et 10°? donnent le même reste, la différence 10% — 10" ou 1012 (106 — 1) est multiple de 7 (n° 16); et comme 10°? n’a aucun facteur commun avec 7, il faut (n° 25, 4e) que 1061 soit divisible par 7, c’est-à-dire que 106 : 7 donne 1 pour reste, 1er terme de la période. Et puisque tout autre diviseur que 7 qui serait premier avec 10, conduit à la même conséquence, on voit que quelque soit le diviseur premier avee 10 de la suite indéfinie 1, 10, 10°, 10°... les restes successifs formeront toujours une période,
aont les termes seront en nombre moindre que ce diviseur n’a d'unités; la période commence au premier reste un *.
1° Prenons 9 pour diviseur, le reste de 10 + 9 est 1; donc Ja période est le seul chiffre 1 ; c’est-à-dire que toute puissance de 10, divisée par 9, donne le reste 1. On peut en conclure (n° 22) que 20, 200..., divisés par 9, donnent le reste 2; que 30, 300...., donnent 3 ; que 40, 400...., donnent #4, etc. Or, un nombretel que 8753 peut être décompousé en unités, dizaines... , ou 800047005018 ; en divisant par 9, les restes sont 8 + 7 5 EL 3 — 23 ; ainsi le reste de la division d’un nombre par 9 est le même que le reste que donnerait la somme de ses chiffres considérés comme exprimant de simples unités. Rien n’est donc plus aisé que de trouver le reste de la division d'un nombre par 9 : pour 8753, par exemple, ce reste est le même que pour 23, ou 2 + 3 — 5. Sila somme des chiffres est un multiple de 9, le nombre est divisible par 9.
Lorsque deux nombres sont exprimés par les mêmes chiffres, mais dans un ordre différent , ils donnent donc les mêmes restes de la division par 9; leur différence est donc (n° 16) un multiple de 9. Ainsi, 74029 — 9742 — 64287 — 9 X 7143. ‘
2° On verra aisément que ces propriétés appartiennent aussi au nombre 5.
3° Si le diviseur est 7, la période est 1,8, 2, 6, 4 et 5. Soitile dividende 13827842, 25 597 DE en le décomposant en 2 + 40 + 500 1x2 —=
108 28 —- 7000 +... ; les restes de ces nombres, di- 6 ÿ $ Æ 15 visés par 7, sont respectivement les mêmes 6 X 7 — 42 que ceux de la période, répétés, 2, 4,5, 7... dont ph fois; on écrira en sens inverse les nombres de 15 527 542 la période sous les chiffres consécutifs de la 51 251 251 quantité proposée, comme on le voit ci- 55 contre; on multipliera ensuite chaque chiffre 2,5—10| 1.7 — 7 par celui qui est au-dessous. La somme 105 SE : ee 3 h des produits a le même reste de la division T3 Z33
par 7, que le nombre proposé divisé par 7; et comme celui de 105 est 0, l’un et J’autre sont des multiples de 7.
* Quand Ja quotité dés termes de la période d’un diviseur premier n’est pas précisément ce diviseur moins un, elle est partie aliquote de ce nombre. C’est ainsi que, pour 13, la période n'a pas 12 termes, mais seulement 6, et6 divise 12, De même,pour le diviseur
. Observez qu’au lieu d'évaluer les quotients par défaut, on peut les prendre par excès; c’est-à-dire qu'il est indifférent de poser 104 égal à 7 X 1428 —Æ 4, ou à 7 X 14929 — 3. Des nombres 1, 3, 2, 6, 4 et 5, qui forment la période, on peut donc remplacer Îles trois derniers par leur supplément à 7, ou 1, 3 et 2, qui seront les, restes soustraits des multiples de 7, c’est-à-dire les restes négatifs {n° 4). La période est réduite aux trois nombres 1, 3, 2; seulement les produits sont tantôt additifs et tantôt soustractifs. Aïnsi, l'on partagera les nombres en tranches de trois chiffres, et il faudra soustraire des autres les produits donnés par les tranches de rangs pairs. Le calcul se dispose comme on voit ci-dessus, où la barre est placée sur les facteurs dont les produits sont soustractifs. Tei le reste de la division de 13527542 par 7 est le même que celui de 30 — 23 ‘= 7, ouzéro.
4e De même, pour le diviseur 11, après avoir trouvé que la période est 1, 10; on peut remplacer 10 par 11—10, ou 1, dont le produit devra être soustrait, c’est-à-dire que la période est +1, —1.
Donc, si l’on ajoute tous les chiffres de rangs impairs d’un nombre proposé, qu’on en retranche la somme des chiffres de rangs pairs, le reste sera celur de la division de ce nombre par 11. Pour 732931, on a149+8— 18,34 947—12, 18—12, ou 1, est le reste de la division de 732 931 par 11. De même, pour 429 180, on aura OL1+2—3;8+9+4—21,et, comme on ne peut ôter 21 de 3, il faudra ajouter à 3 un multiple suffisant de 11, tel que 22 ;” alors on aura 22 8 — 21 — 4, qui est le reste cherché. 63 613 est un multiple de 11, puisque 3 L6+6—1—3—15— 4—11.
On peut encore opérer ainsi qu'il suit : comme 100 : 11 donne 1 pour reste, 100°, 100%... donnent aussi 1 : on décomposera le nombre proposé, tel que 9387926, en tranches de 2 chiffres à partir Le de la droite, sous la forme 28 X 14 79.100 38. 100? 79 +9. 1005, et divisant chaque partie par 11, le reste sera 58 28 + 79 + 38 + 9, ou lu somme 154 des nombres qui 8 1 composent les tranches de 2 chiffres ; ainsi 9387928 et 154 +4 ‘ont le même reste de la division par 11. En traitant 154 par le
11,la période n'a que 2 termes ; et 2 est facteur de 11—7, ou 10 : enfin pour 37, la période est formée de 3 nombres seulement, et 36 admet le facteur 3 (voy. les Recherches arith. de Gauss, n° 312).
même procédé, on a 55 ou 5 X 11, pour reste, ou plutôt zéro ; le nombre proposé est multiple de 11.
5° Si le diviseur est 37, comme 1000 = 27 X 37 1, les restes de la division de 1, 1000 , 1000°,... sont donc tous l'unité : pour obtenir le reste de la division par 87 d'un nombre pro- des posé, tel que 99 | 732 | 458 | 968 , on opérera donc 458
’ ’ È 491 comme dans l'exemple précédent, mais en formant des a tranchès de trois chiffres; ainsi le reste cherché est le DER
même que pour la somme 2 | 257 de ces tranches, ou plutôt pour 257 2. On reconnait que ce dividende est un multiple de 37.
6° Pour trouver tous les nombres premiers, moindres qu'une limite donnée, on écrira la suite des nombres impairs 8, 5, 7,9, 11... jusqu’à cette limite : puis, partant de 8, on supprimera tous les nombres de 3 en 3 rangs, qui sont tous des multiples de 3 ; partant de 5, on supprimera tous les termes de 5 en 5 (multiple de 5), ete.: on laissera subsister les nombres de départ; et les termes non effacés seront tous les nombres premiers demandés * Voyez la table donnée à la fin de l’Arithmétique.
Preuves des quatre Règles.
35. Comme on peut commettre des erreurs dans un calcul, il est utile de s'assurer de l'exactitude du résultat par une opération qui en est la preuve. Pour qu’elle conduise au but qu’on se propose, elle doit être plus facile à pratiquer que la règle même, car elle serait plus sujette à erreur. Ainsi, quoiqu’on puisse vérifier une multiplication en divisant le produit par l’un des facteurs, et voyant si l’autre facteur vient au quotient, on sent que ce procédé est propre à faire croire que l'erreur serait moins dans la multiplication que dans la division,
1° On vérifie l'addition par l'addition même. Si l’on a fait le calcul en opérant de haut en bas, on le recommencera de bas en haut, ou
* Lorsqu'on divise un nombre impair par 6, le reste ne peut être que 1, 3 ou 5, et si ca nombre n'est pas multiple de 3, ilne peut Fe pour reste que + 1 ou — 1 (équivalent à 5) : ainsi tous les nombres non divisibles par 2, ni 3, sont compris dans la forme6 z+ 1, z étant un entier quelconque. Tous les nombres premiers et leurs multiples, excepté ceux de et 3, sont de eette espèce.
bien on coupera l'addition en plusieurs autres ; ou l’on ajoutera aux divers nombres donnés des quantités qu’on ôtera ensuite.
On peut aussi commencer ce calcul par la colonne de l'ordre le plus élevé. Ainsi, dans l'exemple ci-contre, la à 4 colonne des mille a 6 pour somme ; et comme on en a 469 trouvé 7, 7 — 6, ou 1, qu'on pose sous le 7 , annonce 2.5 qu'on a reporté 1 à cette colonne, et que par conséquent ; d20 celle des centaines a donné, non pas 3, mais 13. Cette colonne ne donne que 11, 13 — 11 — 2est donc la retenue des dizaines, qui ont fourni 25 , etc.; à la colonne des unités, on doit trouver 0 pour différence.
2° La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le reste au nombre soustrait; on doit retrouver le plus grand des deux nombres donnés.
3° Pour la multiplication, on échangera le multiplicateur et le multiplicande (n° 11) ; ou bien on multipliera ou on divisera les facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura éprouvé un changement déterminé par ce qu’on a dit n° 13 ; il sera aisé de vérifier si cette condition est remplie.
4° Si l’on multiplie le quotient par le diviseur, et si l’on ajoute le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende (n° 16). Il est aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre preuve de cette règle, en multipliant ou divisant le diviseur et le dividende par un même nombre; le quotient doit rester le même (n° 15, 1°).
5° On pourra aussi vérifier la division et la multiplication, en divisant, par un nombre quelconque, les deux facteurs et le produit, puis . voyant si le produit des-restes des facteurs est égal au reste du produit (n° 22); comme les restés sont faciles à trouver pour les diviseurs 9 et 11 (n° 34, 1° et 4°), on les préfère ordinairement pour cet usage. Nous en donnerons ici un exemple. On a trouvé, page 16, que 53 687 X 908 — 48 747 796. Pour vérifier ce calcul, ajoutons tous les chiffres de ces trois nombres et supprimons 9 chaque fois qu'il se rencontre ; les restes seront 2, 8 et 7. Or, 2 X 8 — 16, et 7est le reste de _ puisque 6 + 1 — 7; donc l'opération n’est pas fautif ; à moins cependant qu'il n’y ait quelque compensation dans les erreurs, ou des chiffres déplacés, ete. |
Si l’on veut prendre 11 pour diviseur, il faut retrancher les chiffres de rangs pairs de ceux de rangs impairs dans les trois nombres
(ne 34, 4); on a 18 — 11 =7 ; 17 — 0 =17, ou 6; 25 — 27 — — 2 ou 9 (supplément de 2 à 11). Pour que la multiplication soit exacte, il faut que 7 X 6, ou 42, divisé par 11, donne le reste 9 ; ce qui a lieu en effet.
En divisant 700 200 031 par 683 679, on a 1024 pour quotient, et 112 735 pour reste {p. 24) : ajoutons les chiffres qui composent ces nombres, pour trouver les restes de leur division par 9 : ces restes sont 4 pour le dividende, 3 pour le diviseur, 7 pour le quotient, et 1 pour le reste; le produit 7 X 3, ou 21, ajouté à un, donne 22, ou 4 : ainsi 4 doit être le reste de la division du dividende par 9 ; ce qui se vérifie. On dispose le calcul de ces deux preuves comme il suit :
Muitde 9 Dividde 4 | Divisr 3 91 + 1 ou 4 16 ou 7 Reste... 1 | Quot. 7
Muitr 8
Prod, 7
CHAPITRE IT
Nature et transformation des Fractions.
36. Mesurer une chose, c’est donner l’idée précise de sa grandeur, en la comparant à celle d’une autre de même espèce, qui est déjà connue, et qu'on prend pour wnilé. Si l’unité est contenue un nombre de fois exact, cette quotité est la mesure ; sinon, on peut prendre une autre unité qui remplisse cette condition ; car sa grandeur est absolument arbitraire et indépendante de la chose qu’on veut mesurer ; en sorte qu'on peut exprimer la grandeur de celle-ci par des nombres très-différents , suivant qu’on prend telle ou telle unité.
Pour acquérir la connaissance préalable de plusieurs grandeurs ou unités de chaque espèce , on divise l’unité primitive en portions égales, dont le nombre soit tel, que l’une des divisions soit contenue exactement dans la chose à mesurer; et c’est cette partie qu’on prend pour nouvelle unité. La mesure est alors ce qu’on appelle une Fraction, c'est-à-dire une ou plusieurs parties de l'unité. Lors-
qu'on dit d’une chose qu'elle est les cinq-septièmes de l'unité, il faut entendre qu'après avoir partagé l'unité en sept parties égales, cinq de ces parties ont formé un assemblage égal à cette chose.
I] suit de là que toute fraction doit être énoncée à l’aide de deux nombres: l’un, qu’on noinme Dénominateuwr, marque en combien de parties l'unité est divisée; l’autre , qui est le VNumérateur, indique combien on prend de ces parties : dans cinq septièmes, 5 est le numérateur, 7 le dénominateur. On écrit ces deux nombres en les séparant d’un trait, le numérateur placé en-dessus, le dénominateur en-dessous, +. Les fractions +, +, +, s’'énoncent une demie, un tiers, un quart. Pour toutes les autres, on lit les deux chiffres, en ajoutant la finale ième au dénominateur; +, - se lisent 5 huitièmes, 7 onzièmes,
37. Pour multiplier + par 7, comme chaque septième pris 7 fois donne l'unité, nos + produisent 5 unités, où + X 7 —5; donc toute fraction multipliée par son dénominateur produit le numérateur.
Il suit de là que > est le quotient de 5 divisé par 7, d’après la définition (n° 5), c’est-à-dire que toute fraction est le quotient de la division du numérateur par le dénominateur ; et c’est pour cette raison qu'on à écrit de même une fraction et une division. Le quotient de 47, divisé par 7, est donc 6 À, puisqu'en multipliant cette quantité par 7, on à 42 HE 5, ou 47. Donc, si au quotient entier d’une division , on ajoute une fraction qui ait le reste pour numérateur, et le diviseur pour dénominateur, on aura le quotient exact. :
72312146 : 8369 donne 8640 pour quotient , et 3986 pour reste; le quotient exact est donc 8640 + 25.
Donc, 1° si le numérateur et le dénominateur sont égaux, la fraction vaut 1; ce qui est d'ailleurs visible de soi-même.
mu].
2° Si le numérateur surpasse le dénominateur, la fraction est plus grande que l'unité ; on l'appelle un Nombre frachonnaire, le mot fraction s'appliquant plus ordinairement aux nombres qui sont<[1. On extrait les entiers contenus dans une fraction, en divisant le numérateur par le dénominateur : 1 ou 37 divisé par 5, est = 7 ++. Il est en effet évident que, notre unité étant partagée en 5 parties, la fraction contient autant d'unités qu’on prend de fois 5 parties, ou autant que 37 contient 5.
Réciproquement, pour convertir les entiers en fractions, il faut les multiplier par le dénominateur : pour réduire 7 en cinquièmes, on
FRACTIONS. 41 multipliera 7 par 5, et on aura 7 —<#; de même 8 +5 = ++; ah Et :
8° Diviser un nombre par 2, 7, 9, 11..., c’est en prendre la moitié, le 7°, lé 9e, le 11°... .
4° Prendre les ; d’un nombre, c'est le couper en 7 parts égales, et prendre cinq ie ce$ parts. Il faudra donc diviser ce nombre par 7, et multiplier le quotient par 5. De ces deux opérations, on peut
faire celle qu’on veut la première (p. 17, 4°). Ainsi, les > de 84 sont
5 fois —— DIX La = OU, der les + de 40 valent SGA sers sept CR EL LE LL:
38. Lorsqu'on augmente le numérateur seul, la fraction croît, parce qu'on prend un plus grand nombre des mêmes parties de l'unité. Si l’on augmente le dénominateur sans changer le numérateur, la fraction diminue ; car l'unité étant divisée en plus de parties, elles sont plus petites, et on en prend un même nombre. Ainsi, on peut, dans certains cas, reconnaitre desuite quelle est la plus grande de deux fractions : 55 +, 454, 15 +
Il est aisé de voir qu’en doublant les deux termes d’une fraction, sa valeur demeure la même; car si l’on double le dénominateur 7 de, chacune des parties sera partagée en deux, puisque l'unité en contiendra 14 au lieu de 7. Pour avoir la même grandeur, il faudra donc prendre deux parties au lieu d’une, 4 au lieu de 2..., enfin, 10 au liea de 5 ; et + sera — ?. En triplant 7 et 5, on aurait de même — À, ete. Donc, la valeur d’une fraction ne change pas lorsqu'on en multiplie, et par conséquent lorsqu'on en divise les deux termes
A 3 : 3 par un même nombre: === 5—= = = À
mA té: 1 2 16 oo? :20 14
Nous conclurons de là que, 1° pour amener les fractions + et & à être affectées d’un même dénominateur, multiplions les deux termes 5 et 7 de la première par 4, et les deux termes 5 et 4 de la
seconde par 7, nous aurons a Te re ss RE J ou — et ; il est clair que ce calcul, qui ne change pas la valeur des fractions, leur donne le même dénominateur 4 X 7 — 7 X 4. Donc, on réduira deux fractions au même dénominateur, en multipliant les deux termes de chacune par le dénominateur de l’autre fraction. Il est donc bien facile de distinguer quelle est la plus graisa de deux fractions
données ; par exemple, & << +, puisque + > à.
Le même raisonnement prouve que, si l’on a plus de deux fractions, en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dénominateurs de toutes les autres, on les réduira au même cp dx teur, qui sera le produit de tous ces dénominateurs. Soient ?, + et +; on multipliera les deux termes de + par 4 X 7 —26,ceux de > mar 3 X 4—12,enfin ceux de + par 8 K 7 —=921 ; il viendra 5, #, et ds donc£ > + ><
La réduction au même nnmérateur se fait aussi facilement, et pourrait également servir à distinguer quelle est la plus grande de plusieurs fractions.
2° On amène aisément toute fraction à recevoir pour dénominateur un nombre donné, qui est un multiple exact de son dénominateur actuel. Ainsi, -- peut prendre 60 pour dénoiminateur : car 60 — 5 fois 12 ; et en multipliant les deux termes par 8 ona ZT —#,
Lorsque les dénominateurs ne sont pas premiers entre eux, la réduction au même dénominateur peut donc beaucoup se simplifier. Pour <et+,on voit de suite qu'en multipliant par 2 les deux termes de +, on a +, qui a même dénominateur que +. De même, < et à, deviennent + et ©. Pour Z et £, on multipliera 7 et 12 par 2, puis 8 et 8, par 3. et il vilnidta et +. En général, on cherchera (n° 32) le plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs proposés, et on pourra faire servir ce nombre de dénominateur commun. Par exemple, soient L Li + + 8 + Après avoir trouvé que 24 est le plus petit nombre divisible par 2, 3, 4, 6, 6 et 12, on diviséra 24 par ces divers nombres, et l’on aura pour quétientss 4.0 0 nr in 20 8 64 va Multipliant les deux termes d2 chaque fraction par lé quotient qui lui correspond OPATRAN EN TORRENT IN PRET NT re
La réduction au même dénominateur est ainsi faite sous la forme la moins composée.
3° Toute fraction dont les deux termes contiennent le même facteur, prend une expression plus simple par ia suppression de ce facteur, etelle conserve la même valeur. Si l’on amène la fraction à ne plus avoir de diviseur commun à ses deux termes, il séra désormais impossible de lui faire prendre une forme plus simple; car si 7 et 11 étant premiers entre eux, on admettait par exemple, que Z
pût être réduit à la valeur moins composée + , on aurait, en rédui-
sant au même dénominateur = Le £ +. ea ou7X4=3X 11.
Ce qui est absurde (n° 25, 4°), puisque 3 X 11 devrait être divisible par 7. |
Ainsi, pour réduire une fraction à une valeur égale plus simple et irréductible, il suffit de supprimer tous les facteurs communs à ses deux termes.
Pour cela, on décompose ces nombres en leurs facteurs premiers (n° 27), et on ne laisse subsister que ceux qui ne sont pas communs. Îlest plus simple de chercher le plus grand commun diviseur des deux termes (n° 23), et de diviser ces termes par ce diviseur. Ainsi, pour-=?, , on a trouvé (p. 27) que 47 est le plus grand commun diviseur de 799 et 2961 : divisant ces nombres par 47, on a pour la plus simple expression de =. Nous avons même indiqué (n° 30) un procédé facile pour déduire les termes cherchés de la série des quotients qui conduisent au commun diviseur. Voici le calcul pour les deux fractions = et £-, qu'on réduit à et les plus grands communs diviseurs étant 27 et 59 (7. n° 80).
5429 joie 2e 15548154 ,97 1062 jus 413 Horse 3111511112 1 11 TA 197. 55 28 5 3 9 1 14 411.147 à nt ;
Une fraction peut se mettre sous une infinité de formes , et, sans changer de valeur, on peut l’exprimer par des nombres très-différents ; mais il est plus aisé de se faire une idée juste de sa grandeur, lorsqu'elle est mise sous la forme la plus simple.
4° Lorsque deux fractions sont égales, la fraction qu’on forme avec la somme ou la différence des nan qure et celle des dénominateurs, leur esl encore égale. En effet, — Ÿ, car ces fractions équivalent à - ; les numérateurs sont des multiplesde 7, et les dénominateurs, les mêmes multiples de 11 : or, il est clair que 35 14 est également un multiple de 7, et que 55 + 22 est le même multiple de 11; donc # — +.
La soustraction réitérée, terme à terme, simplifie de plus en plus la fraction composée, sans changer de valeur : si l’une est irréductible, les termes de l’autre fraction sont les produits des deux termes
de la première par un mème facteur *.
* Cheérchons les nombres x et y qu'on peut ajouter ou ôter aux deux termes d'une
ax
fraction 7 ‘ans en changer la valeur, ou — . En réduisant au même dénomina-
b by
Addition, Soustraction, Multiplication et Division.
39. Rien n'est plus.aisé que d’ajouter ou de soustraire des fractions qui ont même dénominateur; on ajoute ou l'on retranche les numérateurs, et le dénominateur reste le même.
7 2 9 RE _. 5 + + DUR D es SE 7a OU & 72 1a 53 OU 3; x'a ra 12 x 2 12°
13 TT ra Si les dénominateurs ne sont pas les mêmes, on commencera à ramener les fractions à cet état (n° 38, 1° et 2°). Ainsi, to ou bio ei aroits 5 + + i valent Ê HE Lou HR = 2 + à.
Pour : 3 +3 + DEL HE 3 on trouvera 120 pour le plus simple dénominateur (n° 32) : les numérateurs deviendront 60 80 — 72 + 84 + 56 — 100 — 45 — 80 — 50 ou 327 : ainsi, le résultat cherché est HT ou2 EL. Lorsque les fractions sont accompagnées d’entiers, on opère séparément sur les unes et sur les autres. Pour ajouter 8 ? avec
4 $, on prend ? H 3 — £ ou 1 L+;
é SFR ; 1 de on pose + eton retient 1, qui, ajouté avec 3 Fe A ét DR k 3 et 4, donne, pour la somme cherchée, L| 9 rt due 10 è Es 6. . . . e ô + 4° } 0 — ee. 0 . r} De même pour ajouter 11 L?, 4 L2, Ne din à 2+ 4, Let 3 ++, on trouve #° ou 34 = Eire
pour somme des fractions ; on pose À, et 2 on prend 8 11 L 42 E3 — 93; donc la somme est 23 LT.
Pour ôter 1 + + de 3 HF, on ôte + de :, et 1 de 8; on a pour reste 2 + +. De 13 += si l’on veut ôter 7 ?, comme on ne peut Ôter + de +, onajoute 1 à =, et on cherche
3 — +: 0n trouve ?; puis on ajoute de RÉ ER Se 1 même 1 au nombre 7 à soustraire (p.10), —1+...1|— 7 ? etonditi3 — 8 —5; ainsi 5 + À est la "ho ris bte 5 +
différence cherchée.., 40. Multiplier + par 3; c'est ajouter 3 fois +, ou? 2? 2; ce qui
PETER at teur, il vient ay = bx, et divisant par by, nié donc, les nombres qu'on peut ajouter y
ou ôter aux deux termes d'une fraction, sans en changer La valeur, doivent {ormer une fraction égale à la proposée. On voit que æ ne peut être = y qu'autant que a = b ; c'est-à-dire qu’on ne peut ajouter ou ôter le même nombre aux deux termes d'une fraction que lorsqu'elle est = 1.
se réduit à répéter 8 fois le numérateur 2 ; £ KX 8 —£, Pour multiplier une fraction par un entier, il faut multiplier le numérateur par l’entier ; on pourrait aussi diviser le dénominateur, s'il était un mul-
tiple de l’entier; car ? X 2 donne ee 2 commun aux deux termes, on a ?; l'opération s’est réduite à diviser par 2 le dénominateur de 5. On trouve, de même, = X 86——X 2—922; NX 12—=
Réciproquement , pour diviser une fraction par un entier, il faut multiplier le dénominateur , ou diviser le numérateur par cet entier. Car, si le numérateur est un multiple du diviseur, comme pour + : 5, le quotient est visiblement +, puisque, si l’on multiplie +
par le diviseur 5, on retrouve le dividende. Mais si le numérateur n'est pas un multiple du diviseur, comme. pour ? : 5, on peut aisé-
, en supprimant le facteur
ment le rendre divisible par 5, en multipliant les deux termes
par5;ona RS , la division par 5 donne donc + , calcul qui a X 5 | consisté à multiplier le dénominateur 7 par 8.
41. Venons-en aux cas où le multiplicateur et le diviseur sont fractionnaires ; prenons, par exemple, 8 X 2. D'après la définition (n° 3) de Ja multiplication, on veut donc répéter le multiplicande 3, autant de fois que l'indique le nombre d'unités du multiplicateur © ; mais puisque ce dernier facteur n'est que les + de l'unité, il est clair qu'on ne veut ici prendre que les + de ce que
donnerait 1 fois 3, savoir les + de 3. Donc , en général, multiplier
» par +, c’est prendre les? du multiplicande *,
Nous avons vu (n° 37, 4°) que, pour prendre les = de 8, il faut multiplier 2 par 8 et diviser par 5: + X3—5—38 X + De même, multiplier + par ?, c’est prendre les + de #; il faut donc former
* Ces considérations équivalent à donner, avec M. Cauchy, cette définition de la multiplication : multiplier À par B, c’est opérer sur le nombre À, précisément comme on opère sur l'unité pour obtenir le nombre B. Ainsi, 5 est l'unité ajoutée cinq fois ; donc, pour multiplier 3 par 5, il faut aussiajouter 3 cinq fois. ? est l’unité divisée en 7 parties égales, dont on prend l’une cinq fois ; de même, pour multiplier 3 par ÿ, il faut diviser 3 en 7 parties égales, et répéter 5 fois le résultat +; le produit est +, ou, ce qui revient au même, les & du nombre 3. C'est ce que M. Lacroix exprime en disant que le produit est composé avec le multiplicande comme le multiplicateur l'est avec l'unité. Mais cette énonciation manque de clarté, parce que le mot composé doit y être pris avec une signification active ou passive, selon que le multiplicateur est un nombre entier ou une fraction.
7 parts dansla grandeur ?, eten prendre b, ou multiplier ? par 5 et diviser le résultat par 7 : la première de ces opérations donne *#, et la seconde =.
Donc, 1° pour multiplier deux fractions, il faut multiplier terme à terme, c’est-à-dire, diviser le produit des numérateurs par celui des dénominateurs. |
2° Le produit est plus petit que le multiplicande, quand le multiplicateur est une fraction moindre que 1.
3° On peut intervertir Pordre des facteurs, comme dans la multiplication des nombres entiers (n° 11).
4o Lorsqu'il y a des facteurs communs, il convient de les supprimer avant d'effectuer les multiplications ; par exemple, pour avoir les 2 des À des ? des + de l'unité, c'est ce qu’on nomme une Fraction de fraction, il faut effectuer le produit ? X 5 X + X +, ou XP 2 - Ê : . = — = en supprimant les facteurs 3, 4 et 5.
5° Le carré, le cube, et en général toute puissance d’une fraction se forme en élevant les deux termes à celte puissance : par exemple, le carré de À est =X £—+;le cube est + X 5—<#,etc.; donc, si/a fraction proposée est rédioctifles la puissance Pest pareillement (n° 26).
6° Pour maltiplier 5348 par —, on pourrait multiplier 5348 par 13, et diviser le pro- Multé . . 5348
duit par 16; mais comme le multiplicande est 17° 0674 un nombre assez fort , il est plus court de dé- x .. . 1337 composer + en parties aliquotes, c'est-à-dire re + 834; en fractions qui, réduites, aient 1 au numé- Produit... 4345 + rateur, savoir :
D=HHÉHESITITE On prendra donc d’abord la moitié de 5348, - 356 puis le quart, qui est la moitié du résultat 23 À qu'on vient de trouver, puis le seizième 20 . . .. 1068 (quart du produit précédent). Bo... 7120 On voit ci-contre le produit de ge: par 5 à PÈRE + : 23 À ; où l'on a décomposé £ en ?our,ets 310% 40 P ss9ts B4B4 =
ou EC Pour divise multipliez les deux termes de ? par 5 X 7,
2NENT B'NC7
Gr D|w >|
Lee:
; or, pour diviser
nIl
B . L 2 . LI par %, il suflit de supprimer ici le facteur ? ce qui donne pour tient ee À CRT RE t multiplier le dividend quotien 4 X 8 br? j ré ainsi , 2 fau mulhpler le dividende
par la fraction diviseur renversée.
Bi XII Li =iX eh
Le quotient est d’ailleurs plus grand que le dividende, quand le diviseur est moindre que l'unité.
Si les fractions renferment des facteurs communs, il ne faut pas
attendre que la multiplication soit effectuée pour les supprimer.
5 : + est la même chose que 2 : 4 — ï, ou +; st 2.9 7. 197 19 + Fe 2 PET: 19 X IQ 13 APE ac
42. Lorsqu'il y a des entiers be" aux ET , on les convertit en nombres fractionnaires (n° 37, 2°). Ainsi,
S5X 7 5$X = — SE
Observez qu'il est souvent plus court
45 = d'exécuter séparément la multiplication 17 ù ge chaque partie ; et d'ajouter. Pour 215 37% X 8,0n multipliera par 8, d'abord*, 45 et ensuite 8 ; on aura ? ou2, et24;le © X ñ PAPA produit est donc 26. L'exemple ci-contre 45 X A “re ; montre le développement du calcul de Re RE 0)
RUE: on AGE 45 par 17, 5 par 5 45 par 5,et 17 par ? : la somme de ces résultats est 808 = , produit cherché. -
On abrége souvent le calcul en décomposant la fraction qui multiplie, en ses parties aliquotes, c’est-à-dire en d’autres fractions qui, réduites, ont l'unité pour rl ME et OPUS chacun sépa- Harete Ainsi, pour prendre les = de 756, on pose =—< +++; “pour £& , on prend la moitié as 756 qui est 378 ; Con #, le tiers qui est 252 ; enfin, pour + , le quart de 252 qui est 63; les d de 756 sont — 378 + 252 EL 63 — 693.
Dans la division , on peut chasser le dénominateur du diviseur , en multipliant les deux quantités proposées par ce même dénomi-
nateur, ce qui n’altère pas le quotient (n° 15, 1°). Pour diviser 2 :
par 3 2 je multiplie ces deux nombres par 6; j'ai 14 à diviser par 23 ou =. De même , 125 + : 185— 501 < : 75 — ET = 6+ 2; 2eme
AA
Des Fractions décimales.
43. L’embarras qu’entrainent , dans les calculs, les deux termes des fractions , a inspiré l’idée de fixer d'avance le dénominateur et de lesous-entendre, ce qui donne lieu à deux sortes de dispositions, les fractions décimales et les nombres complexes ; mais les unes et les autres sont assujetties aux règles données précédemment, qui seulement deviennent plus simples. Occupons-nous d’abord des fractions décimales.
On a vu (n° 6) qu’un chiffre vaut dix fois moins que s’il occupait la place qui est à sa gauche ; si l'on continue la même convention à la droite des unités dont le rang sera marqué par une virgule, on verra que le premier chiffre après les unités représentera des dixièmes , le deuxième des centièmes, le troisième des millièmes ; etc. 83,3 désignera 8 entiers et + ; 42,05 vaudra 42et = + 0,403— À EL ——— ah,
Ainsi, la partie qui suit la virgule est le numérateur, et il est inutile d'écrire le dénominateur, qui est toujours 1 suivi d'autant de zéros qu'il y a de chiffres après la virgule. Il est donc bien facile de lire une fraction décimale écrite, ou réciproquement d'écrire une fraction décimale proposée, puisque l'énoncé même est le numérateur ou la partie qui suit la virgule, et que le dénominateur est marqué par le rang de la dernière décimale, qui indique combien on doit écrire de zéros à la droite de 1. Par exemple, 8,700201 — 8 et 700201 millionièmes ; parce que 1 étant au sixième rang, le dénominateur est 1000000 : de même 354,0063 — 354 EL 63 dixmillièmes. Réciproquement, 8 dix-millièmes s'écrit 0,0003, parce que dix mille porte 4 zéros, et que la dernière décimale doit être au quatrième rang.
Mille entiers et 4 centièmes — 1000,04.
13 mille cent-millionièmes — 0,00013000.
44. On remarquera que, 1° en déplaçant la virgule, suivant qu'elle recule vers la droite ou vers la gauche, le nombre est multiplié ou divisé par 10 pour un rang, par 100 pour deux rangs, par
DÉCIMALES
1000 pour trois rangs, etc., parce que chaque chiffre a prisune place * qui lui donne une valeur multipliée ou divisée par 10, 100, 1000 ; ainsi , 342,53 est dix fois 34,253.
2° On peut, sans changer la valeur d’une fraction décimale ; mettre ou ôter un ou plusieurs zéros à sa droite; car on multiplie alors les deux termes de la fraction par 10, 100, 1000.
0,3 — 0,30 — 0,300... revient à <== = 22,
3° Deux fractions décimales, formées d'autant de chiffres, ont même dénominateur. Pour réduire au même dénominateur, il suffit de rendre égal le nombre des chiffres des fractions décimales, en ajoutant des zéros à la droite de l’une d'elles.
4° Pour distinguer la plus grande de deux fractions décimales, ce n’est pas le nombre de chiffres qu'il faut consulter, mais la grandeurdes chiffres, à partir dela virgule. 0,4 0,51, 0,7 > 0,54321; “parce que 7 > 5; 0,004 > 0,00078; 0,09< 0,1; 0,687 > 0,6839.
45. Voyons maintenant ce que deviennent les règles de l’addition, la soustraction, lorsqu'il s’agit de fractions décimales.
Pour ajouter ou soustraire, complétez les nombres de décimales -en ajoutant des zéros à la droite (n° 44, 3°) ; puis faites le calcul à l'ordinaire , comme s’il n’y avait pas de virgule, sauf à la placer au même rang dans le 4 rer résultat. Observez qu’à proprement parler, 8,00 2,7 les zéros qu’on ajoute sont inutiles, et qu’il ee RE suffit de donner à chaque chiffre la place qui convient, eu égard à son rang compté de la virgule.
Voïci quelques exemples de soustraction :
46. Pour multiplier les deux quantités 43,7 et 3,91, observons qu’elles équivalent à 7 et =. Le produit des numérateurs (n° 41) doit être divisé par celui des dénominateurs, ou SARREALES 170867
décimaux , il faut multiplier sans avoir égard à la virgule, et séparer, à droite du produit, autant de chiffres décimaux qu’il y en a dans les deux facteurs.
— 170,867. Donc, pour obtenir le produit de deux nombres
MATHÉM, PURES, T, 1. 4
Voici divers autres exemples de multiplication :
On pourrait exécuter la multiplication en commençant par le chiffre de l’ordre le plus élevé ; alors chacun des produits partiels devrait être avancé d’un rang vers la droite ; la première ligne serait celle qu’on a coutume d'écrire la dernière; l’avant-dernière deviendrait la deuxième, etc. C’est ce qu’on peut remarquer dans l’opération ci-contre; on a même cet avantage,
, ) . 934525 qu’on trouve d’abord les chiffres de plus haute 134276
valeur et leur ordre, ce qui suffit quelquefois. 3. 2805575 , . , ' 75 Par exemple, le premier produit ayant donné 4 hs An 7 chiffres, et les quatre autres multiplicateurs 7. . . . 6541675 è . : 6. . . . . 5607150 partiels exigeant qu'on recule les produits de 352031778900
quatre rangs, il y aura en tout 7 +4 chiffres au produit. Le nombre 28 qui commence la première ligne est donc suivi de 9 chiffres, ou 28 suivi de 9 zéros (voy. p. 16).
On peut donc arrêter chaque multiplication à tel rang qu’on veut, et par conséquent obtenir au produit tant de chiffres qu’on juge à propos. Parexemple, pour obtenir le produit 15,73432X322,1179, je déplace les virgules et je fais en sorte que dans l’un des nombres, il n’y ait qu’un seul chiffre entier : le produit sera donc. . . . .. — 1573,482 X 8,221179 , puisque j'aurai déplacé la virgule d’autant de rangs vers la droite dans l’un, que vers la gauche dans l’autre. Je fais d’abord la multiplication par
Jr nus: VE Lu SAC rites l'entier 8 , et la place de la virgule se con- 1573,432 serve visiblement la même que dans le mul- 5221179 tiplicande. Supposons qu’on veuille quatre Mt na Die “ . - LI . L2 : ? ° . , décimales au produit. Je multiplie par le 31,4686 . . . 2 2 des dixièmes, et je recule d’un rang à ee gi . droite, ce qui me donne 314,6664. La mul- 1101 TOPOT tiplication par les 2 des centièmes ne doit —1#1::.9 5068,3059
commencer qu’au deuxième chiffre, 3, du multiplicande, dont on supprime le dernier chiffre , 2, à droite, en le marquant d’un point. On voit en effet que si l’on voulait con-
DÉCIMALES
server le produit en totalité, il faudrait encore le reculer d’un rang à droite, et que le produit 4, se trouvant dans la colonne des cinquièmes décimales, devrait ensuite être négligé. Le facteur 1 des millièmes exige qu'on supprime un second chiffre du multiplicande, on n'a donc pas égard au 3, et le multiplicande est 15734 : pour le 1 suivant, il est de même 1573, Le facteur 7 donne 1101;
le 9, 141.
Pour plus d’exactitude, il est convenable d'ajouter au produit du premier chiffre les dizaines contenues dans le produit du chiffre négligé à droite. Par exemple, pour le facteur 7, le multiplicande est réduit à 157; mais à 7 X 7 on doit ajouter 2, provenant du produit supprimé de 7 par 3. De même 9 X 15 est accru de 6, qui est la retenue du produit 9 X 7. Dans notre exemple , le produit demandé est 5068,306 , ainsi qu’on peut s’en assurer en exécutant la multiplication en totalité, et réduisant le résultat aux seuls millièmes.
Voici un autre exemple où l’on a multiplié deux nombres de sept chiffres décimaux, et où l’on n’a voulu conserver que sept décimales au produit.
51,9750581 produit par 3
8,6621764 . . . . . . 5 augmenté de 4
HAITI sien du dés bips de ie 1 346487 . . . . . . Rédhete 2,1: Tail 138594 .. . . = | PATENT 2 LE ee pe PET te MN 9 of À: APR NAE Pie sac tar A Four cs
Lorsque les facteurs ne sont qu’approchés, cette règle est surtout utile; car le procédé général aurait l'inconvénient d’allonger le calcul pour donner au produit plus de chiffres qu'il ne faut, attendu qu'on n'y doit conserver au plus que des parties décimales de même ordre que dans les deux facteurs *.
La dernière décimale qu’on obtient par ce procédé est un peu
* Lorsqu'on multiplie deux nombres & et b, qui ne sont qu’approchés, les erreurs étant æet y, le vrai produit est
(a+ x) (b+ y) = ab+ bx + ay + xy;
| négligeons x7 qui est une fort petite quantité. L'erreur du produit ab est donc bx + ay,
et s'affaiblit quand l’un des facteurs est approché par défaut et l'autre par excès; ca: 4*
52 NOMBRES FRACTFIONNAIRES.
fautive, à cause de la retenue qui provient des colonnes négligées. On remédie à cet inconvénient en calculant une figure décimale, outre celles qu'on veut conserver, sauf à la négliger ensuite.
47. Pour diviser des quantités accompagnées de chiffres décimaux , on en complète le nombre ( par des zéros) pour qu’elles en aient autant l’une que l’autre, et l’on supprime la virgule; par là le quotient reste le même, puisque le dividende et le diviseur sont multipliés par la même puissance de 10 (n° 15, 1°). Soit 8,447 à diviser par 8,22; j'écris 3,220, et j'ai 8447 à diviser par 3220, le quotient est 2, et le reste 2007. Aïnsi,
8,447 AUOT RE, 8,22 = #2 —- 3990 ? de même 49,1 49,100 49100 6952
Cette règle se simplifie * lorsque le diviseur n’a pas de fractions,
æ et y ayant des signes contraires, la somme bx +- ay devient une différence. Il convient donc de choisir des facteurs a et b qui soient dans ce cas.
Mais s’il en est autrement, ou si l’on ignore dans quel sens chaque nombre est approché, le terme ay, le plus influent de l’erreur, s’affaiblit quand y décroît, c'est-à-dire quand & est très-approché. Ainsi erreur du produit ab est d'autant moindre que le plus peti£ facteur b est plus approché.
En général æ et y sont toujours + dans une multiplication de deux fractions décimales, parce qu’il faut supposer qu’on a supprimé la virgule pour rendre entiers les facteurs a et b, et que si la première décimale négligée est au moins 5, on a dû augmentez de 1 le chiffre des unités. Faisons donc x = y = %, la limite de l'erreur est + (a + b) : ainsi il sera facile, dans chaque cas particulier, de distinguer les chiffres du produit ab qui sont certains, de ceux qui ne le sont pas. Par exemple, 53, 71 X 1,02 = 54,7842 ; si les facteurs nesont qu’approchés, en supprimant la virgule, leur demi-somme ayant4 figures, les 4 derniers chiffres peuvent être fautifs ; les 4 décimales du produit n'étaient done pas utiles à trouver, puisqu'on est incertain s'ils sont exacts. De là résulte qu’il est avantageux de simplifier le calcul de la multiplication, pourvu qu’on n’altère que ces chiffres défectueux, qu’on serait d'ailleurs obligé de rejeter ensuite. Dans l'exemple eité p. 51, la demi-somme des facteurs a 9 chiffres, et le produit complet 14 décimales; il n’y a donc” que les 5 premières décimales dont on soit sûr : on n’en doit chercher que 6 (ou 7 au plus), et en négliger ensuite une. Le produit est 61,377269.
* La division éprouve une simplification analogue à celle de
la multiplication : parexemple, 320,31768 àdiviser par 93,4525, pr 934525 si l'on ne veut que 4 chiffres décimaux, après avoir trouvé les 25791 8 84276
deux premiers chiffres 3,4 à l'ordinaire, on supprimera le der- 7101 3
: ne PE a : 559 7 nier chiffre 5 du diviseur ; de là le’quotient partiel 2,et l’on aura à multiplier 93452 par 2, et à soustraire de 257918 ; il restera 71013. On supprimera de nouveau un chiffre au diviseur, et l’on aura le quotient 7 et le reste 5597, etc. On aura soin, chaque fois qu’on négligera un chiffre, d'accroître le produit suivant des dizaines que donnerait ce même chiffre. Du reste, les derniers chiffres du quotient sont défectueux. Tout cela s'explique facilement,
APPROXIMATIONS
= 2,815, Dove
lus de décimales dans le dividende que dans le diviseur, on est P ;
ramené à ce dernier cas , en déplaçant la virgule d'autant de rangs des deux parts, de manière que le diviseur devienne un nombre
entier ; 8,447 : 0,09 — 844,7 : 9 — 93,8 + _
car on peut diviser à part les entiers ;
Des Approximations et des Périodes.
48. L'erreur que l’on commet en negligeant le dernier chiffre d’une fraction décimale, est d'autant moindre que cette fraction à plus de figures. Ainsi, lorsqu'on prend 0,4, au lien de 0,43, on fait une erreur de 3 centièmes ; elle n’est que de 3 millièmes quand on pose 0,04, au lieu de 0,043. Lorsqu'on se contente de deux ou trois décimales, et qu’on néglige les autres, c’est qu’on suppose qu’il n’en résulte que des erreurs trop petites pour mériter qu’on y ait égard; il est rare qu’on emploie plus de six ou sept figures décimales.
Le résultat d’un calcul étant 4,837123, on peut prendre 4,8 ou 4,83, ou 4,837... pour valeur de cette quantité’; et comme elle est > 4,8 et 7 4,9, on voit que ces deux expressions sont approchées à moins de —, l’une par sh. l’autre par excès. De même, 4,83 et 4,84 le sont à moins de ——, et même on préférera 4,84, attendu que le chiffre suivant est 7, et que 4,84 approche plus que 4,83. En général, si le premier des chiffres qu’on supprime est 5 ou plus, on-doit augmenter d’une unité le dernier chiffre conservé.
49. Il arrive souvent que le résultat d’un calcul est une fraction irréductible compliquée ; on se contente alors d’une approximation dont le degré dépend de la nature de la question. Ainsi, au lieu de #7, supposons qu’on demande uneautre fraction plus simple, et quien diffère de moins de +. Il est clair que si l’on connaissait deux fractions, telles que ? et ©, dont le dénominateur füt 8, et dont les numérateurs ne différassent De de 1, elles rempliraient l'une et l'autre la condition exigée, si était compris entre elles ; il s’agit de trouver ces numérateurs 5 et 6. Multipliant ces trois fractions par 8, celles qu’on cherche seront réduites à leurs numérateurs inconnus dont 1 est la différence, et la proposée, qui devient 8 X 42 ou <=, sera encore comprise entre ces numérateurs : mais, en extrayant les entiers, on trouve que + est entre 5 et 6 ; ce sont donc
les numérateurs FE effet, on vérifie DASTRENE que +
da que de ->—, bien Ed que +. De là cette
règle * :
Multipliez la fraction proposée par le dénominateur donné ; l’entier approché du produit (par Ge où par QU est le numérateur demandé. Pour approcher de # à moins de —, on multiplie par 11, et on a 7 —6 ou7 en ur: snAEt : site —< et Z sont les frac- Dans nee Pour ppRogRes de + à moins de +,0n a D —y $ or ? à moins de <estentre + et 1; House 4 = et5 sont te ANT Ha
ie
Appliquons cette règle aux fractions trie Proposons-nous d ARPrUReS de 7 à moins de —; et multiplions À par 10, il viendra , qui est Pt » et6; donc 0,5 et 0,6 sont les fractions de- PAU TAUS Pour A ANA moins de 0,01 , il faut multiplier par 100, et on a“, entre 57 et 58 ; donc, 0,87 et 0,58 ne diffèrent pas
de 0,01 de > “En général, does le numérateur par le dénomina-
teur, et PES au reste de chaque division un zéro, jusqu'à ce que vous ayez obtenu au quotient un chiffre de l’ordre de l’approximation demandée.
Ainsi soumis à cette méthode d'approximation, donne 8,5 ou 8,57, ou 8,571, ou 8 Phise suivant qu’on veut que la valeur soit approchée à moins de =, —,——.... De même, “2172, après avoir donné le quotient entier 407, en continuant la division à l’aide d’un zéro placé après chaque reste, donne 407,389...
50. Lorsque, après avoir ajouté un nombre suffisant de zéros, la division amène le reste zéro, la fraction est exprimée exactement en décimales. On a exactement + = 0,5, 5? = 0,75, + — 0,625, = — 0,65. Il est aisé de prévoir dans quel cas cela arrivera; car la division ne pouvant s'effectuer qu'après avoir multiplié le numérateur par 10, 100, 1000... il faut, si la fraction est irréductible, que cette puissance de 10 soit divisible par le dénominateur (n° 25, 4°), ce qui suppose qu'il n’a d’autres diviseurs premiers que 2 et 5, et
que le plus haut exposant de 2 et 5 est la puissance de 10 qu’on em-
à a DAT de do : À :
* Pour approcher d’une fraction 5 À mois de -; il faut déterminer x par la condi-
a : ; multipliant tout par q, il faut que x € DL + 1; c'est-à-
dire queles numérateurs inconnus de nos fractions sont les quotients entiers æ el x 4-1; par défaut et par excès, de ag divisé par 8.
PÉRIODES. 55 ploie *. Donc, pour qu'une fraction irréductible puisse être convertie exactement en décimales, il est nécessaire et il suffit que le dénominateur ne contienne que des puissances de 2 et de 5 , quel que soit d’ailleurs le numérateur ; le nombre de fiqures décimales est égal à la plus haute puissance de 2 et de 5. Si ce dénominateur est 2 X 5 ou 200, ilya3 figures ; par exemple, 47 — 0,735.
51. Dans tout autre cas, une fraction ne peut être exprimée en décimales que par approximation ; mais, comme les restes des divisions successives sont nécessairement moindres que le diviseur, et que le nombre de ces restes est indéfini, on ne tarde pas à retrouver l’un d’entre eux. On a alors une seconde fois le même dividende, qui conduit au quotient et au reste subséquent qu’on a obtenus alors, et ainsi de suite. On retrouve donc au quotient périodiquement les mêmes chiffres dans le même ordre ; et puisque cette période s’établit lorsqu'on retrouve le mème reste, et que ces restes sont moindres que le dénominateur, la quotité de restes différents qu’on peut trouver est au plus ce diviseur moins un; donc /a période est composée de moins de chiffres que le dénominateur n'a d’unités. Nous indiquerons à l’avenir la période, en la plaçant entre deux crochets.
Par exemple, + = 0,666... — 0, [6]; $—0, 272727. . .. —=0,[27]; = 0,[342]... 7; — 0,[571428]... 5 — 0, 83333... = 0,8[3]; = — 0, 58 [3]... : la période est tantôt de 1, tantôt de 2, de 3... chiffres; là elle commence dès la virgule ; ici elle ne prend qu’un, deux... rangs au delà.
52. 52 le dénominateur n’a ni 2, ni 5 pour facteur, la période commencera dès la virqule. Car en réduisant + en fraction décimale, supposons que les restes 5 et 2, donnant les dividendes 50 et 20, aient pu conduire à deux restes égaux ; la différence 50-20 serait divisible par 7 (p. 18), ce qui est impossible, puisque les restes 5 et 2 sont <° 7, et que 7 n’a 2, ni 5 pour facteurs. Ainsi deux restes inégaux 5 et 2 ne peuvent donner le même reste, et si l’on obtient deux restes égaux , les restes précédents l’étaient eux-mêmes; et ainsi en remontant jusqu’au 1°° reste 8 **,
* La forme générale des fractions réductibles exactement en décimales est ROC En) le
nombre des figures est le plus grand des deux exposants #7 et » ; et si l’un surpasse l'autre de k, la partie décimale est a X 54, ou a X 24, selon quemest > ou Ln; si m=n, la partie décimale est a.
** Pour réduire une fraction 7 en décimales, il faut ajouter un zéro près de chaque
LA
Mais si le dénominateur de la fraction a pour facteurs des puissances de 2 et de 5, avec d’autres nombres, la période est précédée d’auwtant de chiffres qu'ily a d'unités dans l’exposant le plus élevé de 2 et de 5. Car soit proposée la fraction , comme 140 — %.5.7, si l’on multiplie par 100, ona
X = TT
cette période commence dès la virgule : donc , en divisant par 100,
deux figures. | |
Supposons qu'une fraction, telle que + = 0,[714285|, ait à sa période le plus grand nombre possible de chiffres, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans son dénominateur moins 1. On a dû obtenir dans les divisions successives tous les restes 1, 2, 3.... jusqu’à 6, mais dans un autre ordre : si donc on veut réduire À en décimales, il est inutile de recommencer le calcul ; il suffit de le reprendre à l’endroit où l’on a obtenu le reste 3 , et de faire commencer la période au terme qu’on a déduit de 2, qui est 4; on a de suite + — [428571]. On voit qu’on a seulement rejeté à la fin les deux premiers chiffres 71 de la première période. De même, + = 0,[052631578947368421], et pour — on rejettera les trois
premiers chiffres 0,52 à la fin, et l’on aura [631...21052]. C'est ce
qui se voit aisément , en commençant le calcul pour +, puisqu'on trouve que les premiers chiffres sont 63...
= 0,59[285714], dont la partie périodique est précédée de
reste : admettons que 10 D et 10 D’ soient deux dividendes partiels conduisant au même reste r ; les quotients étant g et g',ona
10 D=bq+7r, 10D'=bq +r, d’où, retranchant, 10 (D — D') = b(q—q').
Or, si à n'a pour facteur ni 2 ni 5, 10 et b sont premiers entre eux; g —q'est € 10, puisque chaque quotient partiel n’a qu'un chiffre ; le second membre ne peut donc être un multiple de 10, ce qui démontre que cette équation ne peut subsister que par q — g' = 0 ; d’où D = D': c'est-à-dire que le même 7 ne se reproduit qu’autant que le dividende partiel est lui-même revenu ; donc g fait partie de la période , puisqu'elle s'annonce au retour de l'un des restes déjà obtenus. Et comme le reste D doit aussi provenir d'un divi-, dende qui a déjà été employé, il s'ensuit qu'il faut remonter au premier dividende æ, pour trouver l’origine de la période, laquelle commence par conséquent dès la virgule.
PÉRIODES. Ce On peut faire la même chose lorsque la fraction proposée n’a pas autant de chiffres que d’unités dans le dénominateur moins 1 *, pourvu que le numérateur de la deuxième fraction #1 un des restes phtenus pour la première. Ainsi +—0,[037]; pour+ on a 0,[370]; pour + on à 0, [703]; parce que 10 est le premier Are et 19 le lotième dans la division de 1 par 27. Pour =, il suffit de doubler les quotients et les restes : ainsi, + —0, (074); + — 0, (740); à ou plutôt = = 0,(407). On APRES de même, en multipliant Le 5, + = 0 (185), = 0,(851); À — 0,(518).
Voici diverses périodes dans le cas où le numérateur est 1 ; on y a inscrit, pour chaque chiffre de la période, le reste qui l’a donné, afin d’en pouvoir tirer les périodes, quand le numérateur n'est pas 1.
Reste. . . . . 152645 1 10
RS
Restes. . . . 1: 10 15 14.4 6 9 ,5° 16 7. 2. 5 15-11 8 ,12; Z—0,[0 2 7] = 0,[0 2 4 8 9].
Restes. .. . 1 10 26 1, 410 418, :164 157
Réduisons en décimales une fraction dont le numérateur soit 1, et supposons qu'on obtienne un reste égal au dénominateur moins un ; par exemple, —, après trois divisions, donne le quotient 0,076 et le reste 12. Pour continuer l'opération , il faut réduire en décimales me ou Lo es k = 1 — 4 x il faut donc retrancher de 1 la partie ,076 déjà obtenue au quotient, c’est-à-dire prendre les compléments de tous ses chiffres à 9, savoir, 923 ; en sorte que — —0,[076923]. La période est alors accomplie; car puisque 10? divisé par 13 a donné le reste 12, en ajoutant 1, 109 1 doit
* On remarque que, lorsque le diviseur est un nombre premier, si la période n’a pas autant de chiffres que ce nombre a d'unités moins 1, du moins elle en a une quotité,
qui est facteur (partie aliquote) de cette différence. Ainsi a n’a que 6 chiffres à la ED
période ; mais 6 est facteur de 13 — 1 (voy. la note page 35, et lArith. compl, de M. Berthevin.)
donner le reste 13, ou plutôt réro ET — entier : multi-
pliant par 10% — #, on trouve que — entier, c’est-à-dire
106 | que ee donne le reste 1 ; la période a donc 6 termes.
Ce qu’on vient de dire s'applique toujours au cas où la période est composée d'autant de chiffres qu’il y a d'unités dans le dénominateur moins un, car on est sûr d'obtenir (dans un ordre différent) tous les restes 1,2, 3, 4,.... et par conséquent le dénominateur moins un : le nombre des divisions qui donnent la période est réduit à moitié. Ainsi, pour +, neuf divisions donnent le quotient 0,052631576 et le reste 18 ; prenant donc les compléments à 9, on joint à la suite le nombre 9473868421, et on à . . . . 7 — 0, [052631578947368421]. Pour = on a 0,0136 et le reste 72, donc >; — 0, [01369863].
Le procédé suivant permet de prolonger rapidement la partie décimale obtenue, par quelques divisions initiales. Pour — on trouve 0,05263 avec le reste 8, et il reste à développer + ou 3 X —; on multipliera donc par 3 le quotient trouvé et on écrira ce produit à la suite ; savoir 15789 ; alors le reste est 9, et il faut multiplier par 9 le quotient total, ou plutôt par 3 le produit précédent, et ainsi de suite. On donne au calcul la disposition suivante :
Chaque produit par 8 ajoute cinq figures au résultat , et quand ce produit a 6 chiffres, le 6° s’ajoute aux unités du produit précédent. On trouve de même |
77 —= 0,0140845 avec le reste 5 produit par 5. . . .. 0704225 3521125 1 7605625 8 8028125.
NOMBRES CONCRETS
53. Il est facile de remonter d'une fraction décimale à sa généra trice. 1° Si cette fraction est finie, comme 0,75, on l’écrira sous la forme -£ , qu'il s'agira ensuite de réduire (n° 88, 8) à la plus simple expression +.
2° Si la fraction décimale n’est qu’approchée, et qu’on n’en connaisse pas la période en totalité, le problème admet une infinité de solutions. C'est ainsi que 0,75, 0,756, 0,755, 0,7512, etc., répondent aux fractions ?, 2, 2, etc., qui, réduites en décimales, ont 0,75 pour premiers chiffres.
3° Mais si la période est connue, et qu’elle commence dès la virgule, comme pour 0,666... 0,2727... etc... on observera que 5: 2% 12... réduites en décimales, donnent 0,[1], 0.[01], 0,[001].. On peut donc, re exemple, Parce 0,(27) comme le produit par 27 de 0, [01] ou + ; ainsi 0, [27] — #7 ou. De RES: 0, [6] est le produit par 6 dé 0, [1]ou +?: ainsi 0, [6] —£$ ou <. Donc, pour remonter d’une fraction décimale périodique à la fabien génératrice, il faut diviser la période par le nombre formé d'autant de 9 successifs que la période a de chiffres.
_ On trouvera ainsi que 0, ar = À = 25; 0,[571426| Hi — +; 0, [0861 = 5 —- +.
4° Si la RTE ne commence pas dès la virgule, on transportera la virgule à l'origine de la période , et on cherchera la fraction qui est égale à toute la partie périodique : réunissant cette fraction à l’entier, on en formera une fraction à deux termes dont on multipliera le dénominateur par une puissance de 10 marquée par la” quotité des figures de la partie non périodique. Ainsi, pour 0,58333... je multiplie par 10, et j'ai 5,333... — 52 — 16; divisant par 10, il vient 0,5333... — = — £. Pour 0, 88 [ 518]. on prend 88,[513] = 88 © —°25; divisant par 100, on trouve 0,88[513] = =—<
Des Nombres concrets et complexes.
54. Jusqu'ici les nombres que nous avons introduits dans nos calculs sont abstraits, c'est-à-dire que l’unité n’a pas été définie. Mais ces nombres ne peuvent faire acquérir la notion de la grandeur des objets que quand l'unité est connue. Par le nombre 24, on marque bien que la grandeur à mesurer est formée de 24 fois l'unité : mais lorsqu'on dit, par exemple, que le jour est composé de 24 heures, on énonce 1° que l'unité de temps est la durée d'une
NOUVELLES MESURES
heure; 2° que 24 de ces unités durent autant qu'un jour. Ces sortes de nombres, composés d’une unité particulière, qu’on répète autant de fois que l'indique une quantité abstraite, sont ce qu’on nomme des Nombres concrets : ce sont de véritables produits, dont le multiplicande est l’unité, et le multiplicateur un nombre abstrait : l’énoncé 24 francs revient à 24 fois wn franc.
Nous devons, avant tout, faire connaître les GÉACMTIRALENE qui servent à désigner les diverses unités.
1° L'unité de longueur se nomme Mètre ; c’est la MR DR Eee partie de l’arc du méridien de Paris, qui s’étend du pôle à l'équateur.
2° Un carré dont le côté a dix mètres est l’unité de surface ; on le nomme 4re.
3° Le cube qui a pour côté la dixième partie du mètre est l’unité de volume ; c’est le Litre. On se sert aussi du mètre cube, ou séère, pour mesurer le bois de chauffage. | . 4° Le poids d’un cube d’eau qui a pour côté le centième du mètre est l’unité de poids ; c’est le Gramme. Comme le poids d’un volume croît avec la densité, il faut ajouter que l’eau doit être pure, et au maximum de densité, qui est vers 4 degrés du thermomètre centigrade.
5° L’or et l’argent monnayés doivent contenir = d’alliage , c’està-dire être à 0,9 de fin. L’unité monétaire est le rie! pièce d'argent du poids de 5 grammes. |
Mais ces unités sont, pour divers usages , ou trop grandes , ou trop petites : par exemple, la distance de deux villes et l'épaisseur d’un livre, exprimées en mètres, seraient d’une part un trop grand nombre, et de l’autre une fraction génante : on a réuni plusieurs de nos unités de chaque espèce en une seule pour mesurer les grandeurs considérables, et sous-divisé chacune en parties propres à mesurer les petites quantités. La longueur de dix mètres forme le Décamètre ; la capacité de dix litres, le Décalitre ; le poids de dix grammes, le Décagramme, etc. La longueur de cent mètres est l'Hectomètre ; le volume de cent litres, l'Æectolitre ; cent grammes, de ho cent ares, l’Aectare, etc.; mille mètres font le X1lemètre ; mille litres, le Xilolitre ; mille grammes, le Arlogramme, etc.; dix mille mètres valent un Myriamètre, etc., ees nouvelles unités devenant ainsi de dix en dix fois plus grandes.
On partage de même le mètre, le litre,..… en dix parties; on
SYSTÈME MÉTRIQUE. 61 nomme Décimètre, le dixième du mètre ; Décilitre, le dixième da litre ; Décime, le dixième du franc , etc. Chacun de ces dixièmes se partage de même en dix ; le Centimètre est le centième du mètre ; le Centime, le centième du franc..…..; le Millimètre est le millième du mètre, etc.
Ainsi, en se réglant toujours sur l’ordre décimal, la nomenclature s’est trouvée comprise dans nos six noms d'unités principales, devant lesquels on place des additifs empruntés à la langue grecque pour désigner des mesures de dix en dix fois plus grandes : déca, dix ; hecto, cent; kilo, mille ; myria, dix mille ; et les adjectifs dérivés du latin : déci, dix; centi, cent; milli, mille, pour indiquer des unités de dix en dix fois plus petites. Par exemple, un kilogramme vaut mille grammes; un centimètre, le centième du mètre, ete. De même, 3827,5 grammes valent 3 kilogrammes, 8 hectogrammes, 2 décagrammes, 7 grammes et 5 décigrammes; ou , si l’on veut , 38,275 hectogrammes, ou 3,8275 kilogrammes. On énonce ces grandeurs de la manière accoutumée aux fractions
décimales ; la seconde, par exemple, se lit ainsi : 38 hectogrammes et 75.
Il s’en faut de beaucoup qu’on ait besoin de toutes les espèces d'unités comprises dans cette exposition ; mais on rejette celles qui n’ont pas d'usage. Nous dirons donc que le mètre est la dix-maillionième partie de l’arc du méridien qui va du pôle à l'équateur ; Pare est le décamètre carré ; le litre, un décimètre cube ; le stère , un mètre cube ; le gramme est le poids d’un centimètre cube d’eau distillée au maximum de densité; le franc est le poids de 5 grammes d’argent à = de fin *. La conception simple et grande qui a donné naissance à ce système repose sur cette idée, qu’il faut prendre dans la nature
“ Les pièces de 5 francs pèsent 25 grammes ; 4 de ces pièces pèsent un hectogramme ; 100 francs pèsent un demi-kilogramme. On accorde, sur le poids et le titre des pièces de 5 francs, une tolérance de 0,003 en plus et en moins. Le kilogramme d'argent pur vaut environ 222 francs. Les pièces de 5 francs ont 37 millimètres de largeur diamétrale; 27 de . ces pièces, placées sur une même ligne, bout à bout, donnent la longueur du mètre; 8 pièces forment à peu près 3 décimètres. |
Les pièces de 4o fr. pèsent 12,90322 grammes; celles de 20 fr., 6,45161 grammes, ou 155 pièces de 20 francs pèsent un kilogramme, valant 3100 francs. On accorde une tolérance de 0,002 sur le titre et sur le poids, soit en plus, soit en moins. 34 pièces de 20 fr. et 11 de 40 fr., placées bout à bout sur une ligne, forment la longueur du mètre. Le ki-
logramme d’or pur vaut environ 3444 fr. La valeur de, l’or monnayé est 15 fois et demie celle de l'argent.
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un terme invariable, le mètre, et déduire ensuite de cette mesure toutes les autres : si quelque catastrophe venait à détruire tous nos étalons, ils seraient faciles à retrouver.
Cet admirable système a rencontré une opposition devant laquelle on a cru devoir fléchir ; on permit l'usage des anciens noms : ainsi on traduit le mot hectare par arpent, décalitre par velte, litre par pinte, hectolitre par septier, décalitre par boisseau, kilogramme par livre , etc. Ce ne fut pas une idée heureuse que de céder ainsi sur la nomenclature : ce ne sont pas les noms dont l'usage est gênant; c'est une habitude, contractée dès l'enfance, qui a mis nos besoins en relation avec des mesures qu’il faut changer. Ainsi l’on ne remédia qu’à un mal imaginaire, et l'opposition deimeura dans toute sa force.
55. Le plus bel éloge qu’on puisse faire des nouvelles mesures est l'exposition des anciennes. Nous présentons ici le tableau de celles qui étaient en usage à Paris ; car elles changeaient avec les provinces, et même avec les villes d’un même État *,
L'unité de longueur se nommait Toise; elle se divisait en 6 Pieds, chacun de 12 Pouces, et chaque pouce Et 12 Lignes.
L'unité de poidsétait la Livre Îb, partagée en 16 Onces 3%, chacune de 8 Gros ou Dragmes 3, divisés chacun en 72 Grains &, ou en 3 Scrupules 9 (de 24 grains). La livre était encore partagée en 2 Marcs, de 8 onces chacun, etc. Le signe $ désigne une demie ; ainsi 3 #{(} veut dire 2 gros et demi.
La livre-monnaie, dite Tournois, était composée de 20 Sous, chacun de 12 Deniers.
L'unité pour peser les diamants était le Æarat, poids de 3,876
* grains poids dé marc, ou 2 décigrammes; il se divise en 4 grains **,
* Cesirrégularités tiennent, soit aux besoins, soit aux usages des pays. Tantôt on préférait la sous-division par 12, tantôt par 20 : on choisissait des mesures en relation ici avec les travaux de l’agriculture, là avec les consommations. Par exemple, le boisseau ras de blé en grain pesait 20 ff, ; un septier de farine pesait 220 fh , etc. ; la livre de Lyon avait 14 onces; ailleurs elle n’en contenait que 12, etc.
En faisant disparaître toutes ces variations, le nouveau système a rendu un service incontestable aux hommes; mais il a malheureusement l'inconvénient de ne pas être devenu, par l'usage, en relation avec nos besoins.
-_** La valeur d’un diamant dépend de son poids, de sa taille, de sa figure, de son eau (son éclat et sa transparence). Pour l’évaluer, d'après la règle de Jefferies, on exprime d’abord le prix du poids d’un karat, et l’on multiplie ce prix par le carré du nombre de karats. Par exemple, si le karat vaut 5o francs, un diamant de 133 karats vaut 50 X (133)?,
Le Jour se re en 24 Heures, l'heure en 60 Minutes’, chacune de 60 Secondes ”,
Les étoffes étaient mesurées avec une longuent nommée Aune, d'environ 44 pouces (430, 9028 — 43po 10/4, 8333).
Le Boisseau , capacité de 655,78 pouces cubes, contenait 16 litrons (de 40,986 pouces cubes chaque). Le Septier valait 12 boisseaux, c’est-à-dire 7869,36 pouces cubes ; la Mine, 6 boisseaux ; le Minot, 3 ; le Muid, 144, c'est-à-dire 12 septiers.
La Pinte, qui , selon l’ordonnance des Échevins, devait contenir 48 pouces cubes, n’en avait réellement que 46,95. La J’elte valait 8 pintes; le Muid 288 ; il se divisait en 2 Feuillettes ou 4 Quartauts. Le Tonneau valait 2 muids vu 576 pintes. À Bordeaux, le tonneau contenait 3 muids ou 864 pintes; la Queue d'Orléans valait 432 pintes.
Récapitulons les mesures ci-dessus énoncées.
Toise. Pieds, Pouces. Lignes. Jour, Heures. Minutes. Secondes, MO 6è== 19 1= 608 1 =. 94 —= 1440 — 86400 + ART RONA € 77 60 — 3600
LE de E L'EST 08
MR ESA EE
Muid. Septiers. Boisseaux. Litrons. Livre, . Sous. Deniers. ns het), AL: —. 2304 Pepe ti M 132 102 L'emrIS TL 0r20
Quant aux rapports entre les anciennes et les nouvelles mesures, voyez à la fin de l’Arithmétique.
Il nous reste à parler des moyens de faire les quatre règles sur des nombres complexes : on nomme ainsi ceux qui sont formés d'unités principales et de sous-divisions. Nous n'avons rien à dire
; 3 ou 884 450 francs. Le Pitre, diamant de la couronne, du poids de 136 karats 4’ fut payé 2 millions et demi, ce qui revient à 134 francs le premier karat. Le Sancy, autre diamant de la couronne , pèse 53 = karats. Au reste, la règle de Jefferies ne subsiste
que jusqu’à un certain poids, passé lequel Le diamant n’a qu'un prix d'affection.
64 NOMBRES KFRACTIONNAIRES.
pour les nouvelles mesures qui , n'admettant que des fractions décimales, rentrent dans ce qu’on a enseigné (n° 45, 46 et 47).
56. Pour ajouter ou soustraire les quantités complexes, on écrit, au-dessus les unes des autres, les parties qui ont une même dénomination, et l’on opère successivement sur chacune , en commencant par les plus petites. Si la somme d’une colonne surpasse le nombre d'unités nécessaires pour former une ou plusieurs unités de l’ordre supérieur, on les retient, et l’on ne pose que l’excédant.
Exemples d’addition :
Toises. Pieds. Pouces. Lignes. Marcs, Onces. Gros. Grains. 154 3 7 9 = 15 3 6 42 23 2 8 11- 217 7 7 60 132 5 10 8 à 41 6 5 17 0 2 7 1 4 p 6 10 811 2 10 1 = 260 0 1 57 Livres.” Sous. Deniers. Jours. Heures, Minutes. Secondes. 322 17 5 2 10 42 54 49 COPET 7 5 + 17 19 LAN : Sr: DER 3 48 RE a à D HA7 4 1 43 16 6 1 PRONT PRN
Dans le premier de ces exemples , la colonne des lignes donne 25 lignes + , ou 2 pouces 1 ligne £, parce que 12 lignes valent 1 pouce; on pose donc seulement 1 ;, et l’on reporte 2 à la colonne des pouces, qui donne 34, ou 2 pieds 10 pouces ; posez 10 et retenez à, etc.
Voici quelques soustractions :
Livres, Onces. Gros. Grains. Toises. Pieds. Pouces. Lignes. 32 9 2 44 467 0 0 0 12 12 5 12 319 v' 3 #10
Ca
Livres. Sous, Deniers. Jours, Heures. Minutes, Secondes. 849 17 4 17 11 47 5 IN 8 7 194118 55 40 222 ô 9 3 16 51 25
ets
On voit qu'après avoir soustrait 12 grains de 44 , on passe aux gros; mais comme 2 — 5 ne se peut, on ajoute 1 once ou 8 gros, et l’on a 10—5=—5 ; puis on ajoute pareillement une once aux 12 qu’il faut Ôter de 9; de sorte qu’on dira 9 — 13 ne se peut; ajoutant une livre ou 16 onces, on a 25 — 13— 12, etc... Cette opération est fondée sur le même principe que pour les nombres entiers.
Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 février 1650; Pascal, né le 19 juin 1623, est mort le 10 août 1662; Newton, né le 15 décembre 1642, est mort le 18 mars 1727. On demande la durée de la vie de ces grands géomètres.
57. Pour la multiplication des nombres complexes, d’après les principes donnés (n° 42), on opérera séparément sur les entiers et sur les fractions. On remarquera que le multiplicateur doit toujours être un nombre abstrait (n° 54), destiné à marquer combien de fois on répète le multiplicande. Multiplier 12 franes par 3 aunes, ce ne peut être répéter 12 francs 3 aunes de fois, mais bien répéter 12 francs autant de fois que l’unité est comprise dans trois aunes , c’est-à-dire 3 fois. Ainsi, lorsque les deux facteurs paraissent concrets, c'est que la question est mal interprétée. Au reste, | ceci s’éclaircira par la suite.
Il se présente deux cas, suivant que le multiplicateur est ou n’est pas complexe.
1er cas. On voudrait savoir le prix de 17 aunes ? d'une étoffe qui coûte 45 livres 12 sous 6 deniers l’aune; il est clair qu’il faut répéter ce dernier nombre 17 fois et =, de sorte que le multiplicateur 17 + cesse de représenter des aunes , et devient un nombre abstrait (n° 54). On multiplie d’abord 45 livres, puis 12 sous, puis enfin 6 deniers par 17. Le premier de ces calculs n'offre pas de difficultés. Décomposons 12 sous en 10 —L 2 : puisque 1 livre répétée 17 fois donne 17 livres, 10 sous ou + livre doit donner la moitié de 17 livres; 2 sous en donne le dixième , ou le cinquième du produit de 10 sous. On a pour 6 deniers le quart du produit que donne 2 sous. On prend ensuite les deux tiers du multiplicande, et l'on ajoute le tout.
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Voici l’ordre qu'on suit dans ce calcul :
15H 12% GX.
Ur fois 45 #
DOULS | 806 O
Dans ce genre d'opérations tout se réduit à décarapaser chaque fraction en ses aliquotes , comme n° ny Ainsi 19 sous ou À de livre, se décompose en £—+,5—+,et#—#+; il faudrait dant. pour 19 sous, prendre la +, le = et le : + de Mantidé multiplicateur, considéré comme des livres. On pourrait aussi prendre = =+, Z A et deux fois + =. De même, pour ? on prendrai=#;i—2etz
On voit des que, pour TOM Lie une fraction complexe, antèl l'avoir exprimée en fractions à deux termes, il faut décomposer son numérateur en parties qui divisent le dénominateur ; les fractions composantes seront donc réduites à d’autres dont le numérateur est 1. Par exemple, pour 10 pouces , ou = de pied, on coupera 10 en 6 —- 2 +- 2, ce qui fera, en réduisant, 2, + et 2; ou bien en AR 2, qui font :, 5et+; ou en 6 H 3 1, qui donnent og Ct 77 ClC..
Observons que si le multiplicateur n’a qu'un seul chiffre, il est plus simple d'opé- Liv. One. Gros. Grains. rer comme pour l'addition. Dans l'exemple ÿ Aiiol c3 À ci-contre, On dira : 7 fois 18 grains —126 91 6 5 54 grains = 1 gros 54 grains. On pose 54 et on : retient 1. Passant au produit de # gros par 7, on a 4 X 7L1 — 29 gros, ou 8 onces 5 gros ; on pose 5 gros et l’on retient 8 onces, etc.
Pour multiplier 14 s, par 483, il faut prendre les 2 ou La 3 de … 1483 livres ; on a <= ou 338,1, ou enfin 838 lv. 2 s. Cet exemple prouve que, pour mi bien un nombre pair de sous, il faut en prendre la moitié, faire le produit de cette moitié, en metiantaurang
des sous le double des unités de ce produit. Pour 18 s. X 56, comme B6X9 = 504, on a 50 liv. 8 s.; 80 pièces de 126, font 8 X6=— 48 liv, 2e cas, Cherchons la valeur de 36 marcs 6 onces 4 gros d'argent à 51 Liv. 15 s. 5 den. le mare. On répétera d’abord B1 liv. 16 s. 5 den. 36 fois; et ensuite autant de fois que 6 onces 4 gros sont contenus dans le marc : le multiplicateær est abstrait et cesse de représenter des marcs. Ainsi, on ne multipliera d’abord 51 liv. 158, 5 den. que par 36, ainsi qu’on le voit. ci-contre, d’après la règle exposée ci-dessus, Il reste ensuite à multiplier par la fraction 6 onces 4 gros ; en prenant d'abord pour # onces la moitié du multiplieande total 51 liv. 15 s. 5 den., parce que 4 onces équivaut à =, ou BI 156 6% la moitié d’un marc; pour 2 onces, J'en le
on prend ensuite la moitié de ce AUDE produit, etc. Pour 144. ..95 Ls Il arrive souvent que, pour faci- the b 51 10 liter les calculs, on fait un faux 1 «105 LS produit : par exemple, si l’on avait HUE" k 3 ; eu 14 s. au lieu de 15 s., il aurait #..:28 17, 8; LE AE 2°...12 18 10:
aliu de même AXE ® proauit de her... 3 4. gui 1s., qu'on auraif effacé après avoir T7 1908 16. 82! trouvé le produit des 5 den. L Voici deux autres exemples :
12# 185 8% 321 155 8ù 42° 5P 4po 94 3? {1r 241F 401 15 Où 185. 27 165 F AyErs AS p° . pr. de 1P | (+ EF. pr. de 15. pl PA p' 4 s 5 Ta ED DA 0° 14 . 4n 9 LALRS 4, . O0 14 RER SONT N SOER EP ee Ut 9 4ù nerve er dp. n 6 9: 364 14 82 dpo O0 14 4+ 554 13 11:
58. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur, produit le dividende, la division doit offrir aussi deux cas, suivant que le quotient ou le diviseur représente le multiplicateur, et doit être considéré comme abstrait,
1er cas. Si le diviseur est le multiplicateur, le quotient est le multiplicande et doit être de la même espèce d’unités que le dividende, qui représente le produit. |
Lorsque le diviseur n’est pas complexe, on opère tour à tour sur chaque espèce d'unités du dividende, en commençant par la plus grande. Ainsi, pour diviser 234 liv. 15 s. 7 den. par 4; on prendra le quart de 234 liv., qui est 58 liv., avec le reste 2 liv., qu’on réduira en sous pour les joindre aux 155. du dividende, 40 + 15—55, dont le quart est 13 s. avec le reste 3 s. ou 36 den.; 364-7— 43 den., dont le quart est 10 ©? den., le quo- AUS e tient est donc 58 liv. 13 s. 10 © den. 254-
Un ouvrier a reçu 151 liv. 145. 5009 6 den. pour 42 jours de travail; #
pour savoir ce qu'il gagnait chaque En jour, on divisera 181 Liv. 14 s. _— 6 den. par le nombre abstrait 42. 6 On voit ci-contre le détail du 126 calcul. ,
Quand le diviseur n’a qu’un seul chiffre, comme dans le premier exemple , au lieu de suivre tous les détails de ce type de calcul, il n’est besoin d’écrire que le quotient , attendu que la mémoire suffit pour retracer les restes successifs. C’est ainsi qu’on en a usé (p. 20), et même dans les exemples de multiplications complexes, Jorsqu’il a fallu prendre la moitié , le tiers, le quart. . . .
Si le diviseur est complexe , mais qu’on doive encore le regarder comme abstrait,-il faut d’abord faire disparaître les fractions qui l'affectent : pour cela, on multipliera le dividende et le diviseur par le nombre qui exprime combien la plus petite espèce d'unités de celui-ci est contenue dans la plus grande. Cette opération n’altérera pas le quotient (n° 15, 1°); et comme chaque espèce d'unités du diviseur produira des unités entières, il sera rendu entier. Aïnsi, 42 toises 5 pieds 4 pouces ont coûté 554 liv. 13 s. 11 den. +; on demande le prix de la toise? IL faut diviser ce dernier nombre par le premier , considéré comme nombre abstrait. Comme 4 pouces, ou + de pied, est contenu 18 fois dans la toise, on doit multiplier les deux nombres proposés par 18. La question devient : 772 toises ont coûté 9984 liv. 10 s. 8 den. ; quel est le prix de la toise? La division de 9984 liv. 10 s. 8 den. par le nombre abstrait 772 donne pour quotient 12 liv. 16 s..8 den.
ES
De même, pour diviser 806 liv. 0 s. 10 den. par 17 à, il faut multiplier par 3, et l’on a 2418 liv. 2 s. 6 den. à diviser par B3. Si le diviseur est 3* 7° 4e, on multipliera par 16, parce que 4 gros ou la moitié de l’once, est contenu 16 fois dans le marc.
2e cas. Si le diviseur est le multiplicande, il doit être de la même espèce que le dividende ; le quotient est abstrait, et indique combien de fois l’un contient l’autre. On fera disparaitre les fractions du dividende et du diviseur, ainsi qu'il vient d’être dit, puis on les regardera l’un et l’autre comme des nombres abstraits : en effet, 12 liv. contiennent 3 liv. autant de fois que 12 contient 8.
Par exemple, pour diviser 364 liv. 145.3 den. -Z par 37 liv. 15 s. 8 den., on multipliera ces deux nombres par 20 X 12 K 18 ou 4320, parce que le dix-huitième de denier est contenu 4320 fois dans la livre. Il faudra donc diviser 1 575 565 par 163 224, ce qui donne 9 22. Pour faire la preuve par la multiplication, p. 67, il faut évaluer la fraction EE en parties de la toise, comme on va le dire.
Combien de fois 143 liv. 17 s. 6 den. contient-il 11 liv, ? Il faut multiplier par 40, et diviser entre eux les produits 5755 et 440 ; on trouve 13 fois et-Z. |
59. Les fractions à deux termes, les décimales et les complexes sont les trois sortes de fractions en usage. Nous savons déjà convertir les deux premières l'une en l’autre (p. 54 et 59) ; voyons à les changer en la troisième, et réciproquement.
On réduit une fraction en nombre complexe, en divisant le numérateur par le dénominateur, Ainsi, pour avoir les © dela livre, on divisera 5 livres par 7, et l'on aura 14 sous 3 deniers #.
Réciproquement, pour convertir un nombre complexe en fraction à deux termes, il faut le réduire à sa plus petite espèce. Ainsi , 14 s. 3 den. ? vaut 171 den. , ou 22° de den. : comme la livre vaut 240 den., on divisera par 240, et l'on aura 2 ou ? de liv.
Pour évaluer en sous et deniers la fraction 0,715 liv., il faut multiplier par 20, et l’on a 14,3 s. ; de mème, multipliant 0,3 s. par 12, on a 3,6 den.; donc Of, 715 = 14 8 3h, 6.
On réduit une fraction complexe en décimales, en la convertissant d’abord en fraction à deux termes, puis celle-ci en déci-
males (n° 50).
CHAPITRE III. | PUISSANCES ET RACINES, Formation des Puissances
60. En multipliant un nombre par lui-même, 1 2, 3, fois successives, on en obtient les puissances 2, 8, 4,.,.,.comme on le voit dans letableau ci-contre.
îre " 128 256 512 | 5 Or 27 81 243 729 2187 6561 19683 | 4! 46 64 256 102% 4096 16384 65556 262144 | 5 25 | 125 625 3125 156925 78125 390625 1953125 VOT60 1 210 | "1290 7716 46656 279936 | 1679616 | 10077696
Le carré (n° 41, 8°) de £ esti Xi ; le cube est. , .. Lorsqu'on veut former une puissance élevée, on peut éviter de passer successivement du carré au cube, du cube à la quatrième : puissance... Soit demandé 8"; comme il s’agit de rendre 8 onze fois facteur, je décompose 11en3 4-4; il vient3"=3 X31X 34. On voit done qu’il faut décomposer la puissance proposée en d’autres dont elle soit la somme, et multiplier ces résultats entre eux ; en sorte que, dans la multiplication, les exposants s'ajoutent. Ici, 85 = 927, 34 — 81; en multipliant, on à 37 — 2187 ; multipliant de nouveau
par 81, on trouve 84 = 177 147.
Observez que 34 X 34 n’est autre chose que le carré de 34, ou. 812 — 6561 ; ainsi, multipliant (34), ou 6561 par 85 = 927, on . obtient de même 3". La puissance 12 est 34 X 34 X 84— Je cube | de 84 ou (34); on trouve 3 = 81% — 531 441; divisant par 8, il vient 3% — 177 147. En général, décomposez la puissance proposée en deux facteurs, formez la puissance indiquée par l’un, et élevez le résultat à la puissance marquée par Pautre ; ou autrément, pour. élever à une puissance, mullipliez l’exposant par le degré de la puissance (voy. n° 124), Par exemple, pour 5"7, faisons + X 5%, Or,
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18 —9 X 8 X 8; 58 — 5233 : on fera donc le carré de 5, on l’élèvera au cube, puis le résultat encore au cube, et l’on aura la dix-huitième puissance ; après quoi on divisera par 5 pour avoir la dix-septième. Voici le calcul : 5° = 25, 25= 56 — 15 625, dont le eube est 5%= 38 814697 265625 ; enfin 517 — 762939453125. On remarquera avec quelle rapidité les puissances croissent, La soixante-quatrième de 2 est 18 446744 073 709 551 616.
Extraction des Racines carrées.
61. Le carré d’un nombre de 2 chiffres, tel que 35, se forme par la multiplication de 35 par 35, opération qui exige quatre produits partiels ; 1° 5 X 5, ou le carré des unités ; 2° 30 X 5, ou le produit des dizaines par les unités ; 3° une seeonde fois 30 X5; 4° 80X30, ou le carré des dizaines. Donc le cârré d’un nombre de 2 chiffres est formé du carré des dizaines, deux fois le produit des dizaines par les unis, plus enfin le carré des unités. Ainsi,
Pour multiplier 7 H 5 par 7 + 5, on multiplie 7 et 5 d'abord par 7, puis par 5, et l’on ajoute; ce qui donne 7° 7 X 5 d'une part, et7 X 5-E 5 dél’autre. Donc 1% est — 49 +25 +2 X 38 — 144. Donc, pouffaire le carré de 7 4 5, il ne suffit pas de carrer 7 et 5, il faut encore ajouter le double du produit de 7 par 5: Le carré d’un nombre composé de deux parties se forme des carrés de chacune, augmentés du double de leur produit (voy. n° 97; 1°).
62. Les carrés de 10, 100, 1000... sont 100, 10000, 1 000 000 ou 1 suivi de deux fois autant de zéros qu'il y en a à la racine : ainsi, tout nombre d’un seul chiffre, ou compris entre 1 et 10, a son carré entre let 100, c’est-à-dire composé de 1 ou 2 chiffres : de même, tout nombre de 2 chiffres en a 8 ou 4 à son carré, etc. En général, lecarré a le double, ou le double moins À, des chiffres de la racine (p: 16.)
: Procédons au calcul de Pextraction des racines carrées. Gelles des nombres de 1 ou 2 chiffres sont compris dans les tables n° 14 et 60 : quant aux autres, il faut distinguer deux cas.
1e cas. Si le nombre proposé, tel que 784, à 3 au 4 chiffres , sa racine en a deux; et 784 est composé du carré des dizaines dé la racine , de celui des unités, et du double du produit des dizaines par les unités. Or, la première de ces parties se forme en ajoutant deux zéros au carré du chiffre des dizaines (n° 13, 8) ; d’où il suit
que ce carré n'entre dans l'addition de ces trois parties qu’au rang des centaines. En séparant les deux chiffres 8 4, on voit que 7 contientle carré du chiffre des dizaines, considérées comme des unités simples, et en outre les centaines produites par les autres parties du carré.
On prendra la racine du plus grand carré 4 contenu dans 7, elle sera le chiffre des dizaines cherché : car 7 étant compris entre les carrés de 2 et de 8, le nombre proposé 784 l’est entre 20* et 307; ainsi, la racine estentre 20 ét 30, et l’on a 2 pour le chiffre des dizaines.
En retranchant 4 de 7, le reste 3 est la retenue ; ainsi 384 est composé du carré des unités, plus du double des dizaines multiplié par les unités.
On forme le produit du double des dizaines par ls unités, en multipliant le double du chiffre des dizaines par les unités, et mettant un zéro à droite. Ainsi, dans l'addition , ce produit est compris au rang des dizaines, et contenu par conséquent dans 38, en séparant de 384 le chiffre 4 des unités : 88 contient en outre les dizaines produites par le carré des unités, et celles qui proviennent de ce que 784 peut n'être pas un carré exact. Si ces dizaines étaient eonnues, en les tant de 38, le reste serait le double produit dont il est ici question ; donc, en le divisant par 4, double du chiffre des dizaines, le quotient serait les unités. Divisons donc 30 par 4, le dividende sera plus grand que celui qu'on doit employer, et le LT pourra être trop grand; mais il sera facile de le rectifier.
Car si le quotient © , ou 9 en nombre
entier , représente en nes les unités, en LS as af plaçant 9 à côté du double 4 du chiffre 584 4 % des dizaines , 49 sera le double des dizai- 0 41 584 nes ajouté aux unités; et 49 X 9 sera le : ns nn mn en double du produit des dizaines parles uni- 27.3 5 52
tés, plus le carré des unités. Or, 49 K 9 ae 102
— 441 © 384; donc 9 est trop grand. 31 À
On éprouvera le chiffre 8 de la même ma- Fes nière ; et, comme 48 X 8— 884; qui,re- | 7 2 0 tranché du reste, donne 0, on voit que 784 Fa LEE #C est le carré exact de 28. On a mis ici le 21 de type.du calcul, ainsi que celui de / 2735 8 21
qui est 52, avec le reste 31, de sorte que 52 est la racine du plus ernd carré contenu dans 2785, c'est-à-dire celle de 2735 — 81 ; 2704. On trouve ainsi p/ 121 = 11.
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2° cas. On raisonnera de même si le carré a plus de quatre chiffres ; car alors, bien que la racine en ait plus de deux, on peut encore la regarder comme composée de dizaines et d'unités ;- par exemple, 523 a 52 dizaines et 3 unités.
Ainsi, pour 273529 , on verra, par la
même raison, que le carré des dizaines, ‘FS A: SE considérées comme simples unités, est con- 204 ie US tenu dans 2735 (en séparant les deux chif- : g sd: 204 3129 fres à droite, 29), et que la racine du plus 0
grand carré contenu dans 2735 donne les
dizaines. On atrouvé ci-dessus 52 pour cette racine, et31 pour reste; de sorte que descendant 29 à côté de 31, 3129 est le double produit des dizaines 52 par les unités inconnues, plus le carré de ces unités ; supprimant le chiffre 9, on divisera 312 par 104, double des dizaines 52 ; on aura le quotient 3, qui est les unités de la racine, ou un nombre plus grand,
Enfin , plaçant ce quotient à droite de 104, et multipliant 1043 par 3, on retranchera le produit 3129 du reste 3129; ainsi 523 est exactement la racine cherchée.
Ce raisonnement s'applique à tout nombre; on voit qu'il faut le partager en tranches de deux chiffres, en commençant par la droite, ce qui ne laissera qu’un seul chiffre dans la dernière tranche, lorsque le nombre des chiffres sera impair. Chaque tranche donne un chiffre à la racine, en opérant sur chacune comme il vient d’être dit. Il est donc bien facile de juger à priori du nombre de chiffres de la racine d'un nombre donné. Quand cette racine n’est pas exacte, le calcul conduit à un reste; nous” allons montrer l'usage de ce resto pour approcher de la racine. |
Observez aussi qu'il est inutile d’écrire les divers produits à soustraire, et qu’on peut, comme pour la division (p. 23) faire à la fois chaque multiplication et la soustraction.
1111.08.88.89 | 33 333 54.00.0000 | 7548 2 1.1 TT RX REX o 0.0 NT ur 189 sn ses 710.0 HE
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On peut aussi s’exercer sur les exemples suivants : / 7 283 291 — 2698, reste 4087; et p/ 3179 089 — 1783.
63. On appelle Commensurables ou Rationnels les nombres qui ont une commune mesure avec l'unité: tel est =, parce que le cinquième de l'unité est contenu cinq fois dans 1, et deux fois dans £: Mais, fout nombre entier, qui n’est pas le carré exact d’un entier, ne saurait l'être non plus d’un nombre fractionnaire , et par conséquent sa racine est incommensurable avec l’unité. Car s’il y avait une com-= muüune mesurée, contenue, par exemple, cinq fois dans l'unité et treize fois dans W/ 7, en sorte que (36) la racine de 7 fût représentée exactement par -=—|}/ 7 ; en élevant au carré ün aurait 22 — 7; ce qui ést absurde, ces deux fractions étant irréductibles (n° 41, 5°).
Puisqu’en divisant l’anité en parties égales, on ne peut jamais prenidre celles-ci assez petites pour que l'une d'elles soit contenue exactement dans |/ 7, et qu'aucune fraction ne peut être la valeur juste de y/7, si l’on veut la mesure exaûte, il faut prendre une autre unité (36) ; à moins qu’on ne se contente d’une approximation, en rendant les parties de l'unité assez petites pour que la différence entre y 7 et un certain nombre de ces parties puisse être négligée comme de peu d'importance. Par exemple, si l'unité contient 100 parties, ét qu'on trouve que 2 unités 64 de ces parties sont <{ J/ 7; tandis que 65 surpassent p/ 7, c'est-à-dire que 7 soit entre les carrés de 2,64 et 2,65, on dit que V7 est entre ces nombres, et qu’on à celte racine à moins de un centième. C’est ce qui explique ce paradoxe, qu’on peut approcher autant qu’on veut de y 7, quoique 7 n'existe pas numériquement.
Si l’on veut népliger les quantités moindres que le cinquième de l’unité, il faudra donc trouver combien V/7 contient de ces cinquièmes, c’est-à-dire chercher deux fractions, telles que et # ayant 5 pour dénominäteur, dont les numérateurs ne diffèrent que de 1, et qui comprennent 7 entre élles , ou plutôt 7 entre leurs carrés. Pour obtenir ces numérateurs 13 et 14, concevons les carrés de nos fractions et celui de y/ 7 multipliés par 25; 25 X 7 sera compris entre les carrés des numérateurs inconnus , et par conséquent V4 (25 X 7)ou V4 175 sera compris entre ces numérateurs. Or, y/ 175 tombe entre 13 et 14: donc ‘3 et “# sont les fractions
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chérchées, ou les valeurs approchées dé V4 7, à moins de +, l’une par défaut, l’autre par excès *. |
De même, pour avoir (3 +) à moins dé +, on multipliera 3 > par 112 ou 121 ; on aura 449 ?, dont il faudra extraire la racine en nombre entier : elle est 21, en sorte que W/ 3 À est comprise entre #, et 22 où 2. Observez qu'on supprime dans 449 > non-seulement la fraction ?, mais même toute la partie de 449 qui excède le catré de 21, Pour extraire la racine d’un nombre avec une approximation déterminée, on le multiplie par le carré du dénominateur donné , et l’on extrait en nombre entier la racine du produit : elle est le numérateur cherché.
64, Si l'on veut approcher à l’aide des décimales, c'est-à-dire à moins de 0,1, 0,01...., il faut multiplier le nombre par le carré de 10, de 100...., ce qui revient à reculer la virgule vers la droite d'autant de fois deux rangs qu'on veut obtenir de décimales, en ajoutant un nombre convenable de zéros, si cela est nécessaire, 0,3 à moins de 0,01 est 24/3000, en réculant la virgule de quatre rangs, ou -— X 54 — 0,54. De même, V/ 5,7, à moins de =,
est / 57000, on 2,38.
Au lieu de placer une longue süite
de zéros après le nombre proposé, EE 1,926 Ed 22.1 77 on peut se contenter d’adjoindre ces 5 20.0 $ 54ÿ dE vi 5 90. | zéros par couple, aprés chaque reste. 9 31 90.0 nn 1694 4 etc, né
C’est ce qu'on observera dans les cal:
culs ci-contre de y/321 et / 2. On voit que pour avoir üne décimale, on » 1,41421556
sé contetite de placer une tranche de 10.0 24 deux zéros près du premier reste, RON. seuil
Pour une deuxième décimale, on place 60 40.0 28289
de même deux zéros après le second + ae Le
reste , etc... On marque de suite la * L'unité étant divisée en g parties égales, pour connaître le plus grand nombre x de
ces parties contenu dans V N, c'est-à-dire pour obtenir une fraction n approchée de J/N q ”
à moins d’un ge de l’unité, il faut déterminer +, de sorte qu'on ait J <VN< rurale $ q (War) ; > or, V°x = r. V°ñz pe TE | ; done, & € J/ (Ng°) L'#-4- 1j é’est-à-dite dé x est
Je plus grand entiér contehu dans J/ (Ng*).
place de la virgule dans la racine, et l’on pousse le calcul de l’approximation jusqu’au degré nécessaire, en mettant deux zéros après chaque reste successif.
La racine d’un produit est le produit des racines des facteurs : ainsi de 144= 9 X 16, ontire W/144— 9 X/16—8%X 4 — 12. Cette règle , qui est fondée sur ce qu’on a dit (n° 60), peut servir à simplifier les extractions des racines :
V8=V QXHh—92VY 2—92X1,4142.,. — 2,82842712.
65. La racine d’une fraction s’obtient en extrayant la racine de chacun de ses de termes. Geo ie de la manière dont on forme
o er. EC — 3 le carré (n° 41, y i—: nt T
La racine est Fate hui les deux termes ne sont pas des carrés exacts. os par exemple, > pouvait être une autre
fraction, telle que + ; il en résulterait + = ==
L1 Tai
:, Ce qui est impossible (n° 38, 4°). On ne peut donc avoir la racine qu'en approchant à un degré donné par la nature de la question ; on procède alors comme il a été dit (n° 63). Par exemple, |/ ? à moins de = se trouve en multipliant + par 121 = 11°,etl'onap/ + =4y 815; et ne prenant la racine de 81 qu'à moins d’une unité, on a W/ À comprise entre -- et # |
TE
Observez que F: > peut bien être pris — <> Puisque , si l’on
multiplie cette expression par elle-même, on trouve + pour produit. Mais outre que cette double extraction exigerait deux valeurs approchées, le degré d’approximation du résultat serait incertain. Il arrive souvent quece degré n’est déterminé qu’à la fin du calcul; cette partie de l'opération doit donc être dirigée de manière à permettre une approximation illimitée. Pour cela, on multiplie les deux termes de la LReupA pa son dénominateur, afin de rendre celui-ci un carré ; ? devient —, en multipliant haut et bas par 7, ety/i—7; y 21; on poussera J/ 21 jusqu’au degré exigé. Par exemple, si y” 21 est prise — 4,582, c’est-à-dire à moins de 0,001, le septième esty/ À? — 0,654, valeur qui ne diffère pas d’un septmillième. | | Si l'on eût demandé p/ + à moins de; , le calcul eût de même conduit à 7 W 21, entre + et à.
Pour y (3 ?), on écrira y +
{ 2 Hd or y 162
RACINES CUBIQUES
66, Les équations suivantes se démontrent en élevant tout au carré :
RUE rep = NA Le 77 ra Vs XV 41=V EXD=/#:
ViiVi=VixpVi=pi=ina
Ainsi, on peut intervertir l'ordre des facteurs irrationnels, et multiplier par le même facteur les deux termes d’une fraction irrationnelle.
Nous terminerons par plusieurs remarques.
1° On doit toujours préparer les nombres de manière à ne soumettre que des entiers au calcul de l'extraction.
2° Le nombre des décimales d’un carré est toujours pair et double de celui de la racine : on doit ajouter des zéros ou supprimer des décimales , pour que cette condition soit remplie dans tous les cas.
3° Chaque tranche ne devant donner qu’un seul chiffre, on ne
peut mettre à la fois plus de 9 à la racine.
t 4e Le carré d'un entier, tel que 18, étant donné, pour avoir celui du nombre suivant 19 , comme 19 — 18 + 1, le carré est 18: 2 X 18-LI1(n° 61); on ajoutera donc 37 à 324, carré de 18, et l’on aura 361 — 19°. En général, quand on a le carré d’un entier, en ajoutant un, plus le double de ce nombre, on a le carré de l’entier suivant. Il suit de là que dans l'extraction de racines carrées, chaque reste doit être moindre que le double de la racine qui s'y rapporte; car si l’on trouvait un reste plus grand que ce double, il faudrait mettre une unité de plus à cette racine.
5° La preuve de l’extraction se fait par l'élévation de la racine au carré; il faut qu'en multipliant la racine par elle-même , et y ajoutant le reste, on retrouve le nombre proposé; ce reste doit d'ailleurs être moindre que deux fois la racine. On pent aussi appliquer ici la preuve par 9, par 11,... exposées n° 35, 5°,
Extraction des Racines cubiques.
67. Avant d'extraire la racine cubique , il convient d'analyser la loi suivant laquelle se forme le cube, qui est le produit d’un nombre
par son carré. En imaginant ce nombre décomposé en deux parties, on a vu (n° 61) que le carré est composé du carré de la première, du carré de la seconde, et du double de leur produit : c'est le système de ces trois quantités qu’il faut multiplier par les deux parties du nombre donné. Or, en les multipliant d’abord par Ja première, on obtient
(+6) = 742 X 7 X 5 + 5 78 | 40 Le Cube de la 1re partie. . . . . 73 20 2 fois le carré de la 1re x la 2e, 2 X71X5 50 La îre X le carré de la 2e. 1% 10 De même,en multipliant les trois par- = ties du carré par la 2e du nombre donné , il vient :
4e Le carré de la 4re X la 2%. ., .. 73,5 90 9 fois le carré de la 2e X la 2e... 2 X 7 x 5? 8o Enfin le cube de la 2e, . . . .. 53
en réunissant ces six résultats, 753 X7:X 5 +8 X 7 X 5745 on voit quele cube de tout nom-
bre formé de deux parties, se compose de quatre parties, savoir :, 1° le cube de la première ; 2 trois fois le carré de la première multiplié par la seconde ; 8° trois fois le carré de la seconde multiplié par la première ; 4° le cube de la seconde. |
Concluons de là que le cube de tout nombre composé de dizaines et d'unités est formé du cube des dizaines, trois fois le carré des dizaines multiplié par les unités, trois fois le carré des unités par les dizaines, enfin le cube des unités.
68. Le cube de 10, 100, 1000... est formé de l’unité suivie de trois fois autant de zéros ; ainsi un nombre de deux chiffres, c’est-àdire entre 10 et 100 , a son cube entre 1000 et 1 000 006; il est donc composé de quatre, cinq ou six chiffres. En général le cube d’un nombre a le triple de chiffres de sa racine, ou le triple moins 1, ou moins 2.
Les racines des nombres <7 1000, n’ayant qu’un chiffre, le tableau (p. 70) les a fait connaître. Nous partagerons l'extraction des autres nombres en deux cas.
1er cas. Si la racine n’a que deux chiffres, comme l’est celle de 21 952, je remarque que le cube des dizaines cherchées se forme en cubant le chiffre des dizaines, et plaçant trois zéros à droite
RACINES CUBIQUES. 79 (p. 14). Done en séparant les trois chiffres 952 du nombre proposé, 91 contient le cube du chiffre des dizaines considérées comme des unités simples, et en outre les mille qui proviennent des autres parties. Le plus grand cube contenu dans 21 est 8, dont la racine est 2; c'est le chiffre des dizaines : car puisque 21 est compris entre les cubes de 2 et de 3, 21952 l’est entre les cubes de 20 et de 80. Otons 23 ou 8 de 21, il reste 13952, qui représente les trois autres parties du cube : or, le produit de trois fois le carré des dizaines par les unités se forme en multipliant par les unités le triple du carré de 2, c’est-à-dire 12, et plaçant en outre deux zéros à droite : ainsi, séparant les deux chiffres 52, le nombre 139 contiendra douze fois les unités , et les centaines produites par les deux autres parties du cube. En divisant 139 par 12, le quotient sera donc les unités, ou un nombre plus grand ; et comme ce chiffre ne peut excéder 9, on prendra 9 pour le quotient de == Il s’agit de vérifier si 9 ent CR grand que les unités. Pour cela, sous 1200, qui est le triple du carré des dizaines, plaçons le triple du produit-des dizaines par 9, ou 3.20 .9—540; puis
le carré de 9 ou 81, et multiplions la
somme 1821 par 9. Si 9 est le chiffre 21952 28 “Racine.
des unités , le produit devra être égal au reste, puisqu'on forme ainsi les trois parties que ce reste contient. Ce pro- 0 71821 1744 duit excède 13932, d’où il suit que les ARR A lus 2
". 16589 135952 unités sont 79. On essayera donc 8 ; et comme en faisant la même épreuve , on trouve précisément 139592, on reconnait que 28 est la racine cubique exacte de 219892, Ce raisonnement est analogue à celui qu’on a fait pour la division et la racme carrée (n° 18, 62); on tirera facilement la règle qu'il faut suivre dans ces sortes de calculs.
2° cas. Si la racine à plus de deux chiffres, comme pour le nombre 12 305 472 001, on raisonnera comme précédemment (n° 62, 2e), On verra qu’il faut, 1° couper le nombre en tranches de trois chiffres, à partir de la dite:
2° Extraire la racine cubique de la dernière tranche 12, qui est 2; c'est le chiffre des mille de la racine : retranchant ‘de 12 le cube 8 des mille, il reste 4.
3° Descendre à côté de ce reste 4 la tranche suivante 305, dont on séparera deux chiffres 05; ; ef diviser 43 par "12, triple du carré du
chiffre obtenu. Le quotient 3 doit être éprouvé comme on vient de le | dire. On reconnaît qu'il y a 3 centaines, le reste est 138.
4° Descendre près de ce reste la tranche 472, dont on séparera de même 72, et diviser 1384 par 1587, triple du carré de 23 ; on posera à la racine le quotient 0.
5° Descendre près du reste la tranche O01, et diviser 1384720 par 158700.
Et ainsi desuite. Voici le type du calcul:
Racine
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69. On démontrera comme au n° 63, que, 1° lorsqu'un nombre entier, tel que 3, n’a point de racine cubique entière, il n’en a pas non plus de fractionnaire; mais on peut approcher indéfiniment
de cette racine. Pour obtenir W/ 3 à moins de +, on multipliera 3 par le cube de #, et l'on aura 8 XX 64, ou 192 , dont la racine cu-
bique est 5 en nombre entier : donc + est le nombre demandé,
et V4 8 tombe entre + et ?. De même, pour / (3 5) à moins UE 7 ona8> X 11° — 1948 5 7, la racine cubique est 17 ; done #2 est approché de V4 (3 >) à moins de.
2° Pour approcher à l’aide des décimales, on reculera la virgule d’autant de fois trois rangs à droite qu’on veut de chiffres décimaux : on ajoutera pour cela un nombre convenable de ZÉTOS, si cela est néces-
: 5 saire, Ainsi, pour avoir 0, 3 à moins de ——, on prendra 300 000 qui est 67, d’où y/0,3 20/57:
De même, y 5,7 à moins de = se trouve en prenant 8700, qui est 16, et l’on a 1,8.
Enfin, //3,2178 à moins de + est — — // 3217 7156: 3° Si le nombre proposé est entier, on se contentera de placer, :
près de chaque reste, une tranche de trois zéros, jusqu’à ce qu’on ait obtenu le nombre de chiffres décimaux qu’on désire *,
* Le calcul devient très-iong lorsque la racine est un grand nombre : mais on peut en
RACINES CUBIQUES, 81 Voici le calcul pour / 477 :
etc.
On trouve /2 — 1,289921, /3 — 1,449249.
4° La racine cubique d’une fraction se trouve en prenant celle
de chacun de ses deux termes : }/ + — 5. Mais si ces termes ne sont pas l’un et l’autre des cubes exacts, on prouve, comme n° 65, que la racine est incommensurable, et qu’on n’en peut avoir qu’une
valeur approchée. Si le degré d’approximation est donné d’avance, on opérera comme il vient d'être dit 1°;
/: à moins de ‘est: { X 27) = = (10 2),
valeur comprise entre + et 1, qui sont les résultats demandés. Mais si latiéstiation A demeurer arbitraire, on rendra le dénominateur un cube exact, et l’on approchera de la racine du
numérateur. Pour 5, on prendra > / D a 1 ea HA
— : X 6,2573—0,8939. De même, p/(17 À) ou W/£2 est : / 477 = + X 7,81339 — 2,6044638 …….
Nous ne dirons rien ici sur l'extraction des racines quatrièmes, cinquièmes..…, pour lesquelles on trouverait des méthodes analo-
abréger la partie la plus pénible, qui est la recherche des diviseurs destinés à donner pour quotients les chiffres consécutifs de cette racine : appliquons le procédé à la racine de 477. Supposons qu’on ait déjà trouvé la partie 7,8 de cette racine, et qu'on veuille pousser l’approximation plus loin : il faudra faire 3 X 782; mais on a déjà formé la quantité (3a? + 3ab +- b?) b, en faisant a — 7 dizaines, b — 8 unités, et l’on veut trouver 3a'2 — 3 (a+ b}2 — 3 (a? + 2ab +-b?), quantité qui surpasse 3a? + 3ab +- &? de 3ab + 2b?, Ainsi, à 16444 qui représente le rer trinome, il faut ajouter 3ab, ou 168 dizai- " nes, et 262 ou deux fois 64. Ce calcul est indiqué ci-après. Une fois le diviseur trouvé, on obtient aisément le chiffre des centièmes et le reste, puis le diviseur subséquent par le même procédé, etc. |
477 7,8 343 147 16444 1340 00 169 116400 Si610 1315 52 64 ..2 fois, 128 24 480,00 16444 X 8 18252 = 3 X 78:
MATHÉM, PURES, T, 1, 6
gues aux précédentes; mais nous ferons observer que, d’après ce qu’on a dit, n° 60, lorsque le degré de la racine est le produit de plusieurs facteurs, elle pent se décomroseren racines successives de degrés moindres. Ainsi de 12 — 2 X 2 X 3, on conclut que la racine douzième revient à deux racines carrées et une racine cu-
bique. Pour V 244 140 625, on prendra d’abord la racine cubique qui est 625, puis V4 625 qui est 25, enfin y 25 — 5, qui est la racine douzième cherchée. L’extraction des racines est une opération très-pénible, mais qui sera bientôt rendue facile, par les belles propriétés des logarithmes (n° 67).
CHAPITRE IV
Des Equidifférences et Proportions.
70, On compare les grandeurs sous deux points de vue, en cherchant, ou l'excès de l’une sur l’autre, ou le nombre de fois qu’elles se contiennent mutuellement. Le résultat de cette comparaison s'obtient par une soustraction dans le premier cas, et par une division
dans le second. On nomme Raison ou Rapport de deux nombres le :
quotient qu’on trouve en divisant lun par l'autre. C'est ainsi que 3 est le rapport de 12 à #4, puisque 8 est le quotient de 12 : 4. On
pourrait également dire que le rapport de 12 à #4 est + ou =, puis-
qu'il est indifférent de dire que le premier des nombres est triple du second, ou que celui-ci est le tiers de l’autre. Nous conviendrons à l'avenir de diviser le premier nombre énoncé par le second.
Le premier terme d’un rapport est l’A#ntécédent , le second est le Conséquent.
On sait (n° #) que la différence de deux nombres demeure la même lorsqu'on les augmente ou diminue de la même quantité, et
qu’on ne change pas un rapport (n° 15) en multipliant ou divisant ses deux termes par un même nombre :
Il est aisé d’attacher un sens net au rapport des quantités irra-
tionnelles , puisqu'elles n’entrent dans le caleul que comme représentant leurs valeurs approchées (n° 63), Du reste, ce rapport peut quelquefois être commensurable : ainsi,
Eos LéR >. à 2e le ji, L
71. Lorsque la différence entre deux nombres, tels que 10 et 8, est la même qu'entre deux autres 7 et 5, ces quatre quantités forment une Équidifférence ; 10 — 8—7 — 5. Quand le rapport de deux nombres est le même que celui de deux autres, ces quatre quantités forment une Proportion; elle résulte de l'égalité de deux rapports : 20 et 10, aussi bien que 14 et 7, ont 2 pour rapport; on a donc une proportion entre 20, 10, 14 et 7, qu’on écrit ainsi, 20 ; 10 :: 14:7,etqu’on énonce 20 est à 10 comme 14 est à 7. On peut
aussi l'indiquer ainsi, 2 — ‘À, Lorsque nous préférerons cette dernière notation , ce qui arrivera le plus souvent, nous lui conserverons l'énoncé reçu : 20 est à 10 comme 14 est à 7 ; et non pas 20 divisé par 10 égale 14 divisé par 7, quoique ces locutions soient équivalentes.
Les termes 20 et 7 sont les Æxtrêmes, 10 et 14 les Moyens de la proportion,
Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux, on dit que la Proportion est Continue : telle est la suivante : 16 : 24 :: 24 : 36, qu’on écrit ainsi : == 16 : 24 : 36. Le second terme se norme Moyen proportionnel,
Il est visible que l’idée la plus générale qu’on puisse se faire dela mesure des grandeurs (n° 36) consiste à avoir leur rapport avec Punité de leur espèce. Ainsi, lorsqu'on dit qu'une chose est — 3; OÙ est cinq fois le septième de l'unité, cela revient à dire que le rap port de cette grandeur à l'unité est le même que celui de 8 à 7. De même (n° 63) on mesure l’incommensurable y/ 7, en reniplaçant son rapport avec l'unité par celui de deux nombres, tels que 13 el 5, qui donnent Ja proportion inexacte, mais approchée,
M2 he 18: + 72. Suivant que les restes de deux soustractions 10 — 8 et 7 8 sont égaux ou inégaux, ils le seront encore après letr avoir ajonté la somme 8 - 5 des quantités sonstractives: ec qui donne 10 ar 5 et7 + 6, Donc, lorsqu'on a P éanidifférenrce 10 8—=17—5,7 6*
somme des extrêmes est égale à celle des moyens ; et réciproquement si 10 L5=— 7 +6, on a l’équidifférence 10 — 8 —7 — 5.
Il est donc bien aisé de trouver un terme d’une équidifférence connaissant les trois autres termes; car soit demandé le quatrième terme x, les trois premiers étant 10,8 et 7; puisque l’inconnue +, augmentée de 10, doit être — 8 4-7, il faut (n° #) que 2 = 8 + 7 — 10 — 5 ; on a donc léquidifférence
Soient pareillement deux rapports $ et # : pour juger s'ils sont égaux ou inégaux , il faut les multiplier par 8 X 7, produit des dé- … nominateurs, on a 6 X 7 d’une part, et 14 X 3 de l’autre. Donc, si l'on a quatre nombres en proportion, 6 : 8 :; 14: 7, le produit = des extrêmes est égal à celui des moyens.
Réciproquement, si l’on a quatre nombres 6, 3, 14 et 7, tels que les produits 6 X 7et3 X 14 se trouvent égaux , on en conclura : VPégalité de leurs rapports, ou la proportion 6 : 8 :: 14 : 7, ou — $ — + : donc on peut toujours former une proportion avec les facteurs de deux produits égaux.
1° Le produit des moyens devient un carré, s'ils sont égaux. Donc le moyen proportionnel entre deux nombres est la racine carrée de leur produit. Entre 38 et12,le moyen proportionnel estp/ (3 X12)—6, savoir — 3 : 6 ; 12. Réciproquement, si l’'on.a 6° — 3 YX 12, on pourra former la proportion continue :
2° Si une proportion renferme un terme inconnu, telle que 6:38 :: 14°; comme trois fois 14 doit être égal à six fois l’inconnue, elle est (n° 5) le quotient de 3 X 14 divisé par 6, ou = — 7; donc 6 : 3 :; 14 : 7. En général, l’un des extrêmes se trouve en divisant le produit des moyens par l’extrême connu. Si l'inconnue était un moyen, on diviserait le produit des extrêmes par le moyen connu. | 3° On peut, sans détruire une proportion, faire subir aux divers termes qui la composent tous les changements qui conduisent encore à donner le produit des extrêmes égal à celui des moyens. Ainsi pour 6 : 3 :; 14 : 7, qui donne 6 K 7 — 3 X 14, on peut J. Déplacer les extrêmes entre eux, ou les moyens entre eux (ce
qu'on désigne par Ælternando) ; ainsi,
0,9 14:54 2 FT ir MCE et EC:
ou. ?.° 14 °°. 8 20. :
II. Mettre les extrèmes à la place des moyens (ce qu’on nomme Invertendo) :
En appliquant le théorème du n° 38, 4°, à la proportion
80 ; 6 :: 15 : 8, ou À — =, on trouve | 30 + 15 15 ” 80 — 15 80 — 15 GES NE 683 6—3".
Si l’on fait le produit des extrêmes et celui des moyens, les produits communs à l’un et'à l’autre peuvent être supprimés, et il reste les quantités 30 X 3 et 15 X 6, égales d'après la proportion donnée.
Donc, 1° la somme ou la différence des antécédents est à celle des conséquents, comme un antécédent est à son conséquent.
2° La somme des antécédents est à leur différence, comme la somme des conséquents est à leur différence.
3° Soit une suite de rapports égaux == = 2, on aura
7 15 6 10+14<+30 14 RATE BEBE TI L, LI6 ports éqaux, la somme des antécédents est à celle des conséquents, comme un antécédent est à son conséquent.
4° Si l’on renverse la proportion donnée, on a 30:15 ::6:3, 80 +6 74. On peut multiplier deux proportions terme à terme. En effet, 30 : 15: 6 : 8, et 2 ; 3 :: 4 : G donnent les fractions égales
=—$,e: =; on trouve, en les multipliant,
80 K2:1BXB3::6X4:83X6.
onc, dans toute suite de rap-
d'où : (Componendo, Dividendo).
Donc, on peut élever les termes d’une proportion au carré, au cube , et par conséquent on peut aussi en extraire la racine carrée , cubique...
Des Rigles de Trois.
75. Lorsque les éléments d’un problème peuvent former une proportion dont l’inconnue est le dernier terme, un calcul simple (n° 72, 2) donne la valeur de ce terme : c’est ce qu’on nomme une Règle de trois. Ainsi 30 ouvriers ont fait 20 mètres d'ouvrage ; combien 21 ouvriers en feraient-ils dans le même temps? Accordons,
pour un moment, que les conditions de cette question soient expri--
mées par la proportion 30 : 20 :: 21 : x, en désignant par x le
nombre de mètres demandé ; on en conclut que cette inconnue
ape al rae80
Lorsqu'on veut résoudre, à l'aide d’une règle de trois, une question proposée, il est nécessaire de s'assurer si la solution peut dépendre des proportions; après quoi il ne reste d'autre difficulté qu’à placer les nombres contenus dans la question, aux rangs qui leur conviennent dans la proportion.
On reconnait que la solution d’une question dépend des règles de trois, lorsque l'énoncé est formé de deux périodes : les deux termes
‘de la première étant ÆZomogènes respectivement à ceux de la seconde , c'est-à-dire , de même nature deux à deux ; et que de plus ces deux\termes peuvent être multipliés ou divisés par le même nombre sans altérer la solution.
Ainsi, dans notre problème, 30 ouvriers et 21 ouvriers sont homogènes, et l'on pourrait mul- x; og x nef: tiplier ces deux nombres par 4 ou par 3...., sans y rien changer. Si l’on disait, par exemple, 60 ouvriers ont fait 20 mètres, combien 42 en feraient-ils ? cette question aurait visiblement la même solution que la première.
Au contraire, le temps qu’une pierre emploie à tomber n'étant pas double lorsque la hauteur est double ; un tonneau n’employant pas à se vider un temps triple, lorsque sa capacité est triple , ces éléments ne peuvent faire partie d’une règle de trois.
76. Après avoir reconnu que la solution d’un problème peut être donnée par une proportion, il s’agit d’assigner à chaque terme le rang qu’il y doit occuper. Le quatrième et le troisième sont d’abord inconnue et son homogène, qui seul peut lui être comparé. Le *ccond rapport étant ainsi une fois établi, il reste à former le pre-
me 4.
mier, lequel est composé des deux autres nombres compris dans le problème, et homogènes entre eux. Or, la question fait connaitre lequel doit être le plus grand des deux termes déjà posés, c’est-àdire del'inconnue et de son homogène; et,comme les antécédents doivent être ensemble plus grands l’un et l’autre, ou moindresque leurs conséquents, il est facile de décider lequel de ces deux termes homogènes qui restent à placer doit occuper le premier ou le second rang. Ainsi, dans la question précédente, après avoir posé 20 métres ; æ mètres, on voit que 21 ouvriers doivent faire moins d’ouvrage que 30, et que le conséquent x est <° 20; donc, des deux nombres 30 et 21 qui restent à placer, 30 est le premier, et l'on a80:21::20:zx.
Les deux exemples suivants éclairciront ceci.
Un ouvrage a été fait en 5 jours par 57 ouvriers; combien faudrait-il de jours à 19 ou- 4 Fa) SAT vriers pour faire le même ouvrage? Puisqu’on pourrait prendre deux ou trois fois plus de jours et autant de fois moins d'ouvriers, la question dépend des proportions. On placera d’abord 5 jours : + jours; et comme il faut plus de jours à 19 ouvriers qu'à 57 pour accomplir la même tâche, le conséquent x est >que 5; 57 est donc leconséquent du premier rapport, et l'on à
19 ouv. : 57 ouv.::5 jours ; x jours. x — a
Il a fallu 6 mètres d’une étoffe large de + pour couvrir un meuble; combien en faudra-t-il d'une étoffe large de 2? Quoiqu’ici les quatre termes soient des mètres , on reconnait que les uns expriment des longueurs et les autres des largeurs, et que 6 mètres et l'inconnue sont les deux homogènes. Ainsi, la proportion est terinince par 6 mètres : # mètres. Or, il faut moins de longueur à l’étoffe qui est la plus large ; comme £ © 5, ona x > 6; ainsi © est l’antécédent
2e 3 ee
du premier rapport, et l'on trouve 5 : 4 :: 6 : x, d'où D=CKIX Fe 67.
77. Quoiqu'il soit toujours facile de faire ce raisonnement, en l'évitant on donne plus de rapidité au calcul. On distingue deux sortes de rapports: le Direct, formé de nombres qui croissent ou décroissent ensemble ; l’un décroit au contraire quand l'autre croit, dans le rapport Znverse, Les 30 ouvricrset 29 mètres de la premiero
= 15 jours,
6 mit.
question sont en rapport direct, parce que plus il y a d'ouvriers, _et plus ils font d'ouvrage. Dans la seconde , au contraire, 57 ouvriers et5 jours sont enrapport inverse, parce que plus il y a d’ouvriers, etmoins on doit les employer de jours pour faire un ouvrage. Lorsque les termes d'une question sont en rapport direct, et que, dans l'énoncé, les termes homogènes se présentent dans le mème ordre dans les deux périodes de la phrase, ces termes conservent leurs rangs dans la proportion. Ainsi 30 ouvriers ont fait 20 mètres d'ouvrage, combien 2} ouvriers en feraient-ils? On pose 80 ; 20 :: 21 : x. Si l’on eût énoncé ainsi la question : 20 mètres ont été faits par 30 ouvriers, combien 21 ouvriers en feraient-ils ? les termes homogènes ne seraient plus dans l’ordre voulu; ils ne s’y présentent dans les mêmes rangs qu’ils doivent occuper dans la proportion, qu’autant qu’en posant la question, on donne le même ordre aux termes homogènes dans les deux périodes de l'énoncé. Mais si le problème a ses rapports inverses, les termes doivent procéder en sens opposés dans la proportion , de sorte que le dernier des nombres énoncés soit écrit le premier, l’avant-dernier le second, etc.....; l’inconnue étant toujours à la quatrième place *.
* On peut éviter l'emploi des proportions ; dans tous ces problèmes, en réduisant & l'unité l'un des deux termes de la premiére période de l'énoncé : c’est ce qu’on fait en multipliant les deux termes de cette période, quand ils sont en rapport inverse, et divisant l’un par l’autre quand ce rapport est direct. En voici des exemples:
1er cas. Règles directes. On divise l'un des termes de la première période par l’autre, et l’on remplace ce dernier par 1. Dans la première question, 30 ouvriers font 20 mètres, etc., comme moins on a d'ouvriers et moins ils font d'ouvrage, on posera : si un
ST AUMTES = : : Aie S ouvrier fait Fa mètres, combien 21 ouvriers en feront-ils? Evidemment 21 fois davantage,
oux=— X21= 14.
ac cas, Règles directes. On multiplie l’un par l’autre les deux termes de la première période, et l'on remplace par 1 celui des deux qu'en veut. Dans le 2e problème, 5 jours ont suffi à 57 ouvriers, etc., comme moins on emploie d'ouvriers et plus il faut de jours pour faire le travail, on peut prendre 57 fois plus de temps et un seul ouvrier, savoir: un seul homme a employé 57 X 5 jours, combien 19 ouvriers mettraient-ils de temps? 19 fois
moins, OU © = —————— = 15 jours.
Dans tous les cas, le terme qu’on doit réduire à l’unité dans la première période est celui qui est Aomogène, ou de même espèce que le terme donné dans la deuxième période. On fera bien de beaucoup s'exercer à cette sorte de raisonnement: les questions énoncées dans le texte seront résolues par ce procédé. On en trouvera un grandnombre d'applications dansle Recueil des problèmes de M. Grémilliet, ainsi que de toutes les règles d’arithmétique : cet.estimable ouvrage est très-utile pour former les jeunes gens au calcul numérique.
Un homme a fait une route en 8 jours, marchant res, Jours. 7 heures par jour; combien eût-il mis de temps 7 8
. A 4 . A . Fe 44 s’il eût marché 10 heures par jour ? Règle inverse, , parce qu'en marchant plus d'heures par jour, il faut moins de jours pour parcourir la même distance : ainsi, 10:7::8: x = 5 <.
Voici quelques exemples des règles de trois :
LI
L. Si 17 marcs 5 onces 4 gros d'argent ont Macs Pi coûté 869 livres 15 sous 6 deniers, combien 17 869 coûteraient 14 mares 3 onces 2 gros :? Règle di- 11 " recte ; donc
17m 50 4er 669 liv. 15 s. 6 den. :: 14" 8° 2er = * > liv.
On simplifie le caleul (n° 58, 2°, et 70) en multipliant les deux antécédents par 16 ; et l’on a 253m : 8691 155 6d :: 230% 5° : >. On trouve x=— 708! 16: 14
I. 6 escadrons ont lÉtntse un tt de
Escadr, Jours.
fourrages en 54 jours; en combien de jours 9 esca- 6 54 drons l'eussent-ils consommé? Règle inverse, © #
d'où, 9: 54 :: 6 : > — 86.
IT. Un vaisseau a encore pour 10 jours de vi- jours. Ration.
vres ; mais on veut tenir la mer encore 15 jours : Fe Î 15 x
à quoi doit être réduite chaque ration? On ne trouve pas ici quatre termes ; mais il est évident que l’un est sous-entendu, et que le problème doit être conçu de cette manière. On FRET la ration 1 à chaque homme, s’il fallait tenir la mer 10 jours ; on doit la tenir 15 jours, que donnera-t-0n ? Règle inverse : ainsi, 15 : 10 54 1 : x —:.:
IV. Une fontaine emplit un réservoir en 6 heures, une autre en 5 heures ;, une troisième enfin en 4 heures +; en combien de temps ces trois fontaines, coulant ensemble, empliront-elles ce bassin ? Cherchons quelle portion la 1e fontaine emplit en 1, Sien 6h un réservoir estrempli, quelle portion le sera en 1; d'où 6:1::1:7—+ De même, EUR les deux autres fontaines on a 55 : 1 :: 1: x
=1:5=#%, 45:1;1!z—-#. Ainsi ces trois ntises coulant ensemble, empliront par heure, cette fraction du bassin, + +i,ouZz LE LE — +, Donc, si les; d'un réservoir
nt remplies en in, ÉHSEn faudrhct:il d'heures pour emplir 1? La solution est 1 : ou += 1 +. [faudra 1 heure ? pour que les trois fontaiues emplissent le même bassin, En général, on divisera l'unité par
la somme des fractions du réservoir qu’emplit chaque fontaine en 1", 78. Règles de trois composées. On ramène souvent aux proportions des questions qui renferment plus de trois termes donnés. IL faut alors qu’elles soient formées de deux périodes qui contiennent des nombres homogènes, deux à deux , et variables proportionnellement. En voici un exemple.
Si 20 hommes ont fait 160 mètres d'ouvrage en 15 jours, combien 30 hommes en SA ve à à; En feraient-ils en 12 jours ? 50 * 42 Il se présentera deux cas, suivant que les termes qui ne répondent pas à l’inconnue sont en rapport direct ou inverse. Ici, 20 hommes et 15 jours sont en rapport inverse; car plus on emploie d'ouvriers, et moins il est nécessaire de les occuper de temps pour accomplir une même tâche; en sorte qu’on peut doubler, tripler.... l’un des nombres, pourvu qu’on divise l'autre par 2, 3... et la question reste la même. Maltiplions 20 hommes par 15, et divisons 15 jours par 15; il viendra 800 hommes et 1 jour : de même, multiplions 80 hommes par 12, et nous aurons 360 hommes et 1 jour. La question devient donc , si 300 hommes ont fait Hommes. Mètres. Jour.
\ : ; 300 160 1 160 mètres en un jour, combien 860hom- 569 ” .4
mes en feront-ils en un jour? Le temps étant le même de part et d'autre, il est inutile d’y avoir égard, et *" on à la règle directe 800 : 160 : ; 360 ; x — 192 mètres.
Lorsque le rapport est direct, on procède différemment. Par exemple, si 20 hommes Hommes. Mètres. , Jours.
: ‘ , 20 160 15 ont fait 160 mètres en 15 jours, combien 30 192 L faudra-t-il de jours à 80 hommes pour faire , 192 mètres ?
Plus il y a d'hommes, et plus ils font de mètres; 20 hommes et 160 mètres sont en rapport direct. Ainsi, après avoir multiplié l’une de ces quantités par 2, 3...., il faudra aussi multiplier l’autre par le même nombre. Prenons 192 pour facteur de 20 hommes et 160 mètres, puis 160 pour facteur de 80 hommes et 192 mètres , il est clair que le nombre des mètres sera, dans les deux
“ * C’est même à la réduction de ces deux nombres à l'égalité que l’on doit tendre. On“
aurait pu se contenter de multiplier 0 et diviser 15 par 5; et de même, multiplier 30 et diviser 12 par 4; ce qui aurait réduit les jours au même nombre 3 dans les deux cas,
cas *, 192 X 160. On a donc cette question : si 20 X 192 hommes ont fait un ouvrage en 15 jours, combien de jours seraient 30 X 160 hommes à faire ce même ouvrage. Cette règle est inverse, et l'on à
apte eh, 21m FLE 830 X 160 : 15 20 XINir= >
ou T—= —— —= — —= ]2,
On raisonnera de même dans tout autre cas : le 2 de ces problèmes peut servir de preuve à Fexactitude du 1er calcul; et, en général, en renversant le problème, on fera la preuve de l'opération. Voici encore un exemple assez compliqué :
Si 40 ouvriers ont fait 300 mètres en 8 jours, en travaillant 7 heures par jour, combien 51 ouvriers seraient-ils de jours à faire Hommes. Mètres, Jours. Heures. 459 mètres en travaillant 6 heures . 2 :
. (3) TL 6 par jour ?
On ÿerra d’abord que les ouvriers et les heures sont en rapport
inverse; on mettra donc 40 7 heures d’une part, et5l X 6 heures de l’autre, durant une heure, ce qui donnera lieu à la question indiquée ei-contre, y mp. ind et qu'il estinutile d’énoncer. 51X6G 459 x
Les heures et les mètres sont en rapport \ direct; on fera donc 459 multiplicateur des termes de la première période, et 300 celui de la seconde ; ce qui réduira le nombre des mètres à être le Hommes: ‘Jours.
| 40 X 7 X 459 8 même de part et d'autre. On aura une règle 51 x 6% 500 ue - de troisinverse, qu’on posera ainsi :
40 .7.459.8 51.6.300 On peut même, avant d'effectuer le calcul, supprimer le facteur 3, dans 300 et 6, puis 9 dans 459 ; d’où |
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* On aurait rempli le même but avec un facteur plus simple que 192; voyez ce qu'on a dit pour la réduction au même dénominateur (p. 42) ; nousavons pris ici 192, pour mieux faire concevoir la conséquence qui suit,
On peut encore éviter ces divers raisonnements ; car, en les reproduisant sur chaque terme , comparé à l’inconnue , on voit que, lorsque le rapport sera direct, le terme devra changer de place avec son homogène ; tandis que s’il forme un rapport inverse, on le laissera où il'est. Enfin, on mulliplieru tous les nombres contenus dans chaque ligne, et l’on égalera les produits entre eux. Ainsi, dans la dernière question , les ouvriers et les jours sont en rapport inverse, ainsi que les heures et les jours ; mais les mètres et les jours forment un rapport direct : on changera “4 ÿ me X 8 0 de place seulement 300 et 459 ; on formera Île produit des nombres contenus dans chaque ligne, et égalant il viendra 40 X 459 KX 8 X 7 — 51 X 300 X 6 X x, ce qui donne la même valeur que ci-devant : en effet, l’inconnue sera le quotient (n° 5) de 40 X 459 X 8 X 7 divisé par 51 X 300 X 6.
Cette opération peut même s'appliquer aux règles de trois simples.
79. Règle de Société. Trois associés ont mis dans le commerce, V’un 12000 fr., l’autre 8000 fr., le troisième 4000 fr. Ils-ont gagné 5430 fr.; on demande de partager ce gain à raison de leurs mises. .
La somme totale 24000 fr. a rapporté 3430 fr. On fera donc ces trois proportions :
24000 : 5480 ou 2400 : 543 :: 12000 : x — 2715 fr. 2400 : 543 :: 8000 : x — 1610 2400 : 543 :: 4000 : x — 905
On voit que la totalité des mises est à celle des bénéfices, comme chaque mise particulière est au bénéfice qui lui est échu. La somme des bénéfices doit reproduire 54380.
Soit encore proposé le problème suivant :
Trois négociants ont mis dans le commerce, savoir, l’un 10 000 fr. pendant 7 mois, l'autre 8000 fr. pendant 5 mois, le troisième 4000 fr. pendant 20 mois; on demande quelle est la part de chacun dans le bénéfice de 1500 fr.
On remarquera que les mises et les temps sont en rapport inverse : en les multipliant respectivement, on retombe sur une règle de la première espèce. L'un des associés.est supposé avoir | mis 70000 fr., le second 40000 fr.; le dernier 80000 ; les temps sont égaux. On trouvera, par la règle précédente , 852 fr.,63... 315 fr.,79.... 631 fr.,58.... pour les gains respectifs.
RÈGLE D'INTÉRÊT
Si l'on cherche d'abord le bénéfice que rapporterait une mise de 100 fr., on pourra poser aussi, pour chacune, cette proportion : si 100 fr. rapportent un tel bénéfice, quel est celui qui est dû à une telle mise? Le 1er terme, ou diviseur, est 100 dans cette règle de trois. Ainsi, toutes ces proportions seront plus faciles à résoudre, ce qui sera surtout utile lorsqu'il y aura un grand nombre de sociétaires, puisqu'on est conduit à autant de règles de trois qu'il y a de parts à faire. ;
80. Règle d'Intérêt. On a pour but de trouver la somme due pour de l’argent prêté, sous certaines conditions. Gette intérêt se stipule de deux manières : ou en indiquant celui que porte la somme de 100 fr., ce qu’on désigne par les mots tant pour cent (5 pour cent s'écrit ainsi : 5 p.?); ou en fixant la somme qui doit rapporter un franc d'intérêt; le Denier 14 signifie que 14 francs rapportent 1 franc.
La relation qui lie ces deux manières de stipuler lintérêt se trouve par une proportion. Ainsi le denier 25 équivaut à 4 p.®?, puisque , si l’on pose cette règle de trois, 25 fr. rapportent 1 fr., quel est l'intérêt de 100 fr.? on trouve # fr. De même, le denier 2 revient à 50 p. ; le denier 20 , à 5 p. =.
Pour trouver l'intérêt de 54000 fr. à 5 p. + par an, on pose cette règle de trois : si 100 rapporte 5, combien rapporteront 54000 fr. ? Le 4° terme est 540 X 5 — 2700 fr. ; l’intérêt est, à ce taux, le 20° du capital.
Souvent l'intérêt, au lieu d’être pris pour un an, l’est pour nn nombre de jours. L'usage du commerce est de faire l’année de 360 jours, ce qui simplifie beaucoup le calcul : car pour trouver l'intérêt de 54000 fr., à 5 p. ? par an, pendant 210 jours, on pose cette 2 proportion : si 360 jours donnent 2700 fr., combien 210 jours? Le 4° terme est l'intérêt cherché. L'opération se réduit, ire — 1070 (7 ."n° 150).
On tire de là cette règle : Pour trouver l'intérêt d’un capital, maultipliez ce capital par le nombre de jours et par le PERCENTAGE , où tant pour cent , et divisez par 36000.
On abrége ce calcul en observant qu’il revient à multiplier le capital par deux fractions, lune qui est le nombre de jours divisé par 6000 , et l’autre le 6° du percentage, ce qu’on fait aisément à l'aide des parties aliquotes de 6000 et de 6, comme n° 42, Ainsi, on
comme on voit, à x — 54000 X
supposera d'abord que l'intérêt est à 6 p. ?, ce qui réduit la : de fraction à 1 : puis, prenant 30 jours pour la durée d'un mois) pour 2 mois où 60 jours, il suflira de prendre le 100° du capital; | en reculant la virgule de deux rangs à gauche ; pour un mois, on … ne prend que la moitié de ce résultat, pour 10 jours le tiers de celni-ci, etc.
Par exemple, quel est l'intérêt à 6 p. ? de 5843f.,24 du 5 février au 9 septembre? retranchant 5 de 9 on a 4 jours; en outre il y a. 7 mois intermédiaires de 30 jours; mais en ayant égard aux mois | de 28 et de 31 jours, on reconnait qu’il faut ajouter 2 jours, ce qui. fait 7 mois et 6 jours, ou 216 jours.
Pour 6 mois (3 fois 58,43). . . .. . . . 175,29 Pour 1 mois (moitié de 58,43). . . . . . 29,22 Pour 6 jours (cinquième de 29,22). . . . 5,84 Intérét ap SAN RU AR IOL A Mais si l’intérèt est à 4 = p.£? par an, il faut multiplier ce résultat parle 6° de4:—2+2-+L<.
Pour + (le tiers de 210,35). . . . . . 70,12 Pour & 2.4 id ct à CE nina Pour + (le quart de 70,12). . . . . . 17,53 IntéréE UE D datent le rire (A BRRT
On aurait encore pu remarquer que le 6° de 4 Lest & ou À, et prendre les + de 210,55.
81. Règle d’Escompte. Lorsqu'une somme n'est due qu’à une époque encore éloignée, et qu'on en obtient sur-le-champ le payement, on nomme Æscompte l'intérêt qu'on doit payer pour cela. Si donc on a 10 000 fr. à recevoir dans 7 mois, en retenant l'intérêt de cette somme à + p. & par mois, on devra déduire 175 fr., et il restera 9825. Cette manière d'opérer s'appelle prendre l’escompte en dehors; elle est la plus usitée, quoiqu’on retienne l'intérêt de 10000 fr., et qu’on ne paye en effet que 9625 fr.
Pour l’escompte en dedans, il ne faut retrancher que l'intérêt de » la somme qu’on paye. Voici ce qu’on doit faire. Chaque mois, on devra retenir ; fr. par 100 fr. ; donc après 7 mois 100 7 fr. seront réduits à 100 fr.; on posera donc cette proportion : Si 101 ?. sont réduits à 100 fr., à combien 10 000 fr. seront-ils réduits. On trouve 9828 fr.,01. En effet, si l’on ajoute à cette somme son in= térêt à + p. 100 par mois durant 7 mois, on retronvera 10 000 fr.
RÈGLE CONJOINTE. | 95 82. La Règle Conjointe tient lieu des règles de trois directes, et sert principalement quand la solution d'une question dépend de plusieurs de ces règles, liées de manière à donner un rapport composé.
16 pieds anglais valent 15 pieds français, combien 83 des premiers valent-ils des seconds? On a __ 688 X 15
RL EE nes TRS = 77,61:
On peut aussi poser les deux équations
15 pieds français — 16 pieds anglais, 83 pieds anglais — x pieds francais.
Multipliant la 1e par 83, et la 2° par 16, il vient
83 X 15 pieds français — 83 X 16 pieds anglais, 16 X 83 pieds anglais = 16 X x pieds français ;
done, MX 10 ECM ES — _— Le produit commun 16 X 83 conduit ainsi à la même valeur que ci-dessus.
Prenons une question plus compliquée. Combien 27 pieds anglais valent-ils de mètres, sachant que 1,3 mètres valent 4 pieds français, dont 15 valent 16 pieds anglais, On pose
1,3 mètres — À pieds français, 15 pieds français — 16 pieds anglais, 27 pieds anglais — zx mètres.
D'après ce qu'on a vu ci-dessus, les deux premières équations peu-
vent être remplacées par leur produit , le 1° membre étant de l’espèce du 1°* terme, et le 2 membre de celle du dernier terme , Savoir :
15 X 1,3 mètres — 4 X 16 pieds anglais, 27 pieds anglais — x mètres.
De même, faisant encore le produit, on a
27 X 15 X 1,3 mètres — 4 X 16 K x mètres.
Ainsi 526,5 — 64 X x, d'où, en divisant par 64, x — 8®,9266...
En remarquant l'ordre des équations successives, et le raisonnement qui autorise à les multiplier, on voit que cette règle s’applique , quelque soit le nombre des équations, et qu’il faut les écrire de manière que le second membre de chacune soit de la même espèce d'unités que le premier membre de l'équation suivante. La règle est posée quand on est arrivé à un second membre de même espèce que le terme initial; on égale le produit de la première colonne à celui de la deuxième.
Les exemples suivants montreront l’emploi de la règle conjointe, et feront concevoir toute son utilité. Il est commode decommencer toujours la règle par le terme inconnu x.
On demande le rapport de l’arpent parisien à l’hectare. On sait que cet arpent est composé de 900 toises carrées : le rapport de la toise au mètre nous apprend que la toise carrée vaut 3,8 mètres carrés. Ces rapports seront donc enchainés ainsi :
x arpents — 1 hectare.
4 hectare — 100 ares.
1 are = 100 m. car.
5,8 m, car. == ‘1 toise car.
900toisescar, — 1 arpent.
La règle est posée, puisque ce dernier terme est exprimé en arpents, ainsi que le terme initial. Egalant les produits,
900 X 3,8 X æ — 100 X 100, ou9 X 3,8 X & — 100,
en divisant les deux membres par 100; donc 100 — 34,2 . »,
= — 2,924; un hectare vaut donc 2 arpents de Paris, et
Æ te
, Ou à peu près 8 arpents.
83. Quand on compare des sommes exprimées en monnaies de divers pays , la règle conjointe prend le nom d’Arbitrage ou règle de Changes. En voici des exemples. | La livre sterling vaut 25fr,50, on demande combien il faut donner de francs pour payer à Londres 120 livres sterling. On pose
& fr. — 120 liv. sterl., 1 Liv. st. — 25,50 francs, d'où æ — 120 X 25,50 — 8060 fr.
On demande le prix de 100 pistoles d'Espagne, le change étant
RÈGLE CONJOINTE
de 108 sous de France pour 1 piastre, sachant d’ailleurs que la pistole vaut 4 piastres. On a
x fr. — 100 pistoles d’or, 1 pist. — 4 piastres, 1 piast. — 108 sous, 20 sous — 1 fr.
Donc 20 X x — 100 X #4 X 108, z—5 X 4 X 108 — 2160 fr.
Voici une dernière question. Combien 100 pistoles d'Espagne valent-t-elles de francs, sachant que
à ; æ'fr. — 100 pist.
1 ducat d'Espagne vaut 95 deniers de 1 pist. — 1088 marav.
gros d'Amsterdam ; que 34 sous de 375 marav.— 1 ducat. #4 - ” 1 ducat. — 95 den. gr.
gros valent 1 lis re sterling de Lon 12 den.gr— 15. gr.
dres, et que 32 deniers sterling valent 84 8.gr. — 1 liv. st. STE . 1 liv. st. — 240 den. st
9 pi LL .
8 francs? On sait d’ailleurs que la pis 32 den:st—. - 3 fr.
tole d’Espagne vaut 1088 maravédis dont il faut 375 pour 1 ducat; la livre de gros et la livre sterling sont divisées en 20 sous de 12 deniers chaque. L'opération s’écrit comme
ns
640.112 - OLIS qui se réduit à z = 4 X 19 X 20; ainsi 100 pistoles valent 1520 fr. 84. Pour convertir une quantité donnée, en sa valeur exprimée en une autre unité, il faut avoir le rapport de ces deux unités , el recourir aux proportions, ou aux règles conjointes. La multitude de ces mesures nous empêche de donner leurs rapports; nous nous bornerons à établir ceux des mesures anciennes et nouvelles , tels qu'on les trouve à la page 111. Voyons quel est l'usage de cette table pour convertir les toises, boisseaux, arpents.... en mètres, litres , hectares...
On demande combien 571 5r 8Pr valent de mètres? Je Vois , page 111, que la toise — 1,949 ; je pose
on le voit ci-contre , et l’on trouve x — 100. 1088. 95.240 .3
Combien 13w 5° 7#, valent-ils de kilogrammes ? Je trouve qu’une livre, ou 2 marcs — 0k,4895 ; d’où
2m : 01,4898 :: 13m Bo 7er : à — 9 961S.
Pour convertir 44",669 en toises, on pose
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ou (page 69), multipliant la fraction par 6,et telle du produit par 12, x — 227 5P Gr°,17.
Dans ces calculs, il convient d'exprimer les parties complexes en décimales pour faciliter les multiplications, Nous avons donné, dans la table, page 111, outre les rapports exacts , d’autres valeurs approchées , dont l'usage est plus facile, et qui sont suffisamment exactes (voy. n° 595). La table contient aussi les logarithmes des rapports, afin d’abréger les caleuls , ainsi qu’on va l’exposer p. 101.
Combien un litre ou décimètre cube vaut-il de pintes, sachant que la pinte contient 46,95 pouces cubes et que le pouce cube vaut 19,8364 cen- x pinte. —1 litre timètres cubes? Ces rapports s'enchai- RE un nent, ainsi qu'onle voitei-contre.Egalant 46,95 po, c. = 1 pinte. les produits des deux colonnes, il vient x X 19,8364 X 46,95 — 1000, d'où x = 1,073747 pinte, capacité égale à celle du litre.
C'est par de semblables règles conjointes qu'on a déduit la plupart des nombres du tableau, de ce que le quart du méridien
a B130 740,74... toises (voy. p. 60).
Des Progressions.
85. Une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé , de la même quantité, est ce qu’on appelle une Progression arithmétique ou par différence : tels sont les nombres 1, 4,7, 10... On l'indique ainsi : : 1.4.7. 10 . 13 ,16,,,, La raison ou différence est ici 3.
Il est clair que le second terme est égal au premier plus la raison; le troisième au second plus la raison, c’est-à-dire au premier plus 2 fois la raison ; le quatrième est de même composé du premier plus 8 fois la raison, etc. En général, un terme quelconque d’une progression par différence est composé du premier plus la raison répétée autant de fois qu’il y a de termes qui précèdent. Donc
1° On peut trouver un terme quelconque d’une progression sans. calculer tous les intermédiaires, C’est ainsi que le 100€ terme est ici — 1+ 38 X 99 ou 298. |
2° Pour insérer, entre 4 et 32, six moyens proportionnels par différence, c'est-à-dire pour lier ces deux nombres par G intermédiaires, qui forment une progression composée de 8 termes, je remarque.
PROGRESSIONS
que le dernier terme 32 de la progression étant égal au premicr 4 augmenté de la raison prise 7 fois, 32 — 4 ou 28, est 7 fois la raison inconnue; donc la raison — = 4;etl'onala progression #04. 6 . 12. 16 : 20. 24, 98 . 92.
Pour insérer, entre deux nombres donnés, des moyens proportionnels arithmétiques ou par différence, on divisera La différence de ces quantités par le nombre de moyens plus un ; le quotient sera la raison.
De même, pour insérer 8 moyens entre 4 et 11, on trouve la
À 11— 4 7 TASONn = — D" 9: la progression est
mbhdiehes0%:2%,78, 88:98. 108
86. Une progression géométrique, ou par quotient, est une suite de termes dont chacun contient celui qui le précède , ou s'y trouve contenu, le même nombre de fois. Telle est Ia suite 8 :6: 12:24 : 48 : 96 :.... la raison ou le quotient est 2,
Le second terme est égal au premier multiplié par la raisons le troisième est égal au second multiplié par la raison, et par conséquent au premier multiplié par le carré de la raison ; de même, le quatrième est le produit du premier par le cube de la raison , etc. En général , un terme quelconque d’une progression par quotient est le produit du premier, par la raison élevée à une Puissance marquée
_ par le nombre des termes qui précèdent. On peut donc
1° Calculer la valeur d'un terme, sans être obligé de passer par tous ceux qui le précèdent. Le dixième terme de notre ei-dessus est 8 X 29 — 3 X 519 — 1586. ï ;
2° Pour insérer 8 moyens proportionnels géométriques entre 8 et 1536, je remarque que la progression doit avoir 10 termes , et que le dernier terme 1586 étant égal au premier 8, multiplié par la raison élevée à la puissance 9 : si l’on divise 1436 par 8, le quo. tient 512 est la neuvième puissance de la raison, d'où la rai-
progression
son = J/ 512 — 2 (p. 81). Donc, pour insérer entre deux nombres donnés des moyens proportionnels géométriques, il faut prendre leur quotient, el en extraire une racine d’un degré égal au nombre des moyens plus un : cette racine sera la raison.
Pour insérer quatre moyens entre 8 et 64 , il faudrait extraire
la racine cinquième de ouy/8, quantité irrationnelle (no 63) ; bu
on ne peut donc assigner exactement ces moyens, mais On en ap-
proche autant qu’on veut. La raison est 8 —= 1,5157 ; ainsi la progression cherchée est
22 8 * 12,1957 : 18,3792 : 27,8576 : 42,2243 : G4, Des Logarithmes.
. 87. Remarquons que les théorèmes relatifs aux progressions par différence deviennent ceux qui se rapportent aux progressions par quotient, en changeant l'addition en multiplication, la soustraction en division, la multiplication en élévation de puissances, et la division en extraction de racines. C’est sur cette observation qu'est
fondée la théorie des Logarithmes.
Concevons deux progressions, l’une par quotient, l’autre par différence, dont les termes se répondent deux à deux, telles que
ee "Se 0: 97:: 01: 248 * 729 *12107, ...Vombres.. 0092014076: 6 106124 11, Loge ne
Chaque terme de la seconde est appelé le Zogarithme du nombre correspondant de la première; 0 est le logarithme de 1, 2 l’est”. de 3, 4 de 9; 6 est le logarithme de 27, etc. Les logarithmes sont donc des nombres en progression par différence, qui répondent , terme” à terme, à d’autres nombres en progression par quotient. :
Comme les logarithmes n’offrent d'utilité qu’en vertu de propriétés qui supposent que ces progressions commencent, l’une par 1, l’autre, par 0, nous ne nous occuperons que de celles qui remplissent cette” condition.
Il suit de ce qu’on a dit (n° 85 et 86), et de ce que nos progressions commencent, l’une par wn, l’autre par zéro, qu’un terme quelconque est formé de la raison, autant de fois facteur pour la première, et autant de fois ajoutée, pour la seconde, qu’il y a de termes avant lui. Les sixièmes termes, par exemple, sont 243, Be puissance de la raison 8, et 10 qui est 5 fois la raison 2. Ainsi, raison est autant de fois facteur dans un nombre qu’elle est de fois. ajoutée dans son logarithme. |
Si l'on multiplie entre eux deux termes de la progression par quotient, tels que 9 et 243 ; la raison 8 sera 7 fois facteur dans le.
produit (page 70), parce qu'elle l'est 2 fois dans 9, et 5 fois dans 243 : le produit 9 X 243, ou 2187, sera donc le huitièmé terme de la première progression, Mais si l’on ajoute les termes 4 et 10 correspondants dans la progression par différence, la raison 2 sera aussi 7 fois ajoutée dans la somme 14, donc le produit 2187 et la somme 14 seront des termes correspondants ; ainsi 14 est le logarithme de 2187 ; donc la somme des logarithmes de deux nombres est le logarithme de leur produit. Pour multiplier 9 par 27, par exemple, il suffit d'ajouter les logarithmes 4 et 6 qui répondent à ces facteurs, et de chercher le nombre 243, qui répond à la somme 10 prise parmi les logarithmes ; 243 est le produit cherché.
Il suit de là que le double du logarithme d’un nombre est le logarithme du carré de ce nombre; le triple est le logarithme du cube ; et , en général, en multipliant le logarithme d’un nombre par un facteur quelconque, on aura le logarithme d’une puissance de ce nombre marquée par ce facteur. Pour 9%, on triple le #4, qui répond au nombre 9 et en estlelogarithme ; 3 X 4 — 12 répond à 729—9#.
Les inverses de ces opérations sont faciles à démontrer ; car le logarithme du quotient plus celui du diviseur devant donner celui du dividende , il s'ensuit que le logarithme du quotient de deux nombres est la différence des logarithmes de ces nombres. Pour diviser 243 par 27, retranchez 6 de 10, la différence 4 est le logarithme de 9 ; ainsi 9 est le quotient demandé.
De même aussi, le logarithme de la racine quelconque d’un nombre, est le quotient du logarithme de ce nombre divisé par le degré de
celte racine. y/729 s'obtient en prenant le tiers de 12, et cherchant 4 parmi les logarithmes. Le nombre c correspondant 9 est la racine cherchée.
88. Si, au lieu de prendre 8 pour raison de la progression par quotient, on eût choisi une quantité beaucoup plus petite, ces propriétés auraient encore subsisté : les quantités dont cette progression serait composée auraient été plus près les unes des autres, et l’on y aurait trouvé, par approximation, les nombres 1, 2, 3,4, 5... Concevons donc qu’on ait formé une progression, dont le quotient eût été assez petit pour qu’on y ait trouvé, à très-peu près, tous les nombres entiers , et qu'on en ait composé une table, dans laquelle on aurait inscrit ces nombres et leurs logarithmes, en supprimant d’ailleurs tous les autres termes intermédiaires : Les principes qu’on
vient de démontrer auraient également été vrais. Supposons cette table formée : on voit que
1° Pour multiplier des nombres entiers donnés, il suffit de prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter et de cherchér la somme parmi les logarithmes ; le nombre correspondant est le pro: duit cherché *
2° Pour diviser deux nombres , on retranchera le Iogarithme du diviseur de celui du dividende; on cherchera le reste parmi les logarithmes : le nombre correspondant sera le quotient demandé **,
3° Pour faire une règle de trois , on ajontera les logarithmes des moyens ; on en retranchera celui de l'extrême connu : le nombre répondant au résultat sera l’inconnue ***.
4° Pour obtenir le logarithme d'une fraction, on retranchera le logarithme du dénominateur de celui du numérateur : Le reste sera le logarithme démandé. Les tables ne contiennentqueles logarithmes des nombres entiers ; ce théorème en étend l'usage aux fractions . (n° 91, 1) +t#*,
5° Pour élever un nombre à une puissance , on ARS HE son logarithme par le degré de la puissance , on cherchera le produit
“ On demande, par exemple, le produit 47 X 863 ; la table donne les logarithmes de ces nombres; on les ajoute, comme 18 “+ re AA on le voit ci-contre ; on cherche la somme parmi les logarith- rec mes, et la table donne 40 561 pour le nombre correspondant, Feeyne ces PMPOPTRT qui est le produit demandé,
** Si l’on veut diviser 40 561 par 863, la table fera connaître les logarithmes de ces deux nombres ; et, les retranchant, on cherchera la différence parmi les logarithmes des tables : le nombre 47 qui y correspond sera le quotient.
*#* Pour la proportion 153 ! 459 ? 2? «7 ? æ, après avoir
pris les logarithmes de ces trois nombres, on retranchera D A5 F he celui du premier terme 153 de la sommedesdeux autres ; — Log 153 = 21846914 et observez que cette double opération peut être faite 71,7075702.
d’üh seul trait. On peut aussi ajouter le complément arithmétique du logarithme de 153 (voyez n° 10), au lieu de retrancher ce log. Le résultat cherché dans la table parmi les log. répond à 5r, quiest le quatrième terme inconnu,
2 5 26 *#%* Pour avoir le log de3-— ou —, on retranchera le log 26 = 14149734 7 fl log 28 = 1,4471580 . | " 5 > — log 7 = 0; ’3150980 log 7 du log 26. Pour obtenir le produit de 3 — par 2 <> Cu — log 13 == 1,1139434 7 . 0,9030900
26 28 . ; ; set par il faudra ajouter les logarithmes de ces
deux fractions, ou log 26 — log 7 -+ log 28 — log 13. On voit ce calcul effectué ici d’un seul coup. Le résultat est log 8 : donc 8estle produit demandé, ce qui est d’ailleurs visible.
parmi les logarithmes ; il répondra à la puissance demandée *,
6° Pour extraire une racine d’un nombre, on divisera le lowarithme de ce nombre par le degré de la racine, et l'on cherchera le quotient parmi les logarithmes ; le nombre qui s'y rapporte sera la racine cherchée **,
On voit donc que les calculs les plus compliqués sont rendus trèssimples : les multiplications et divisions sont remplacées par des additions et soustractions ; les élévations de puissances et les extractions de racines sont réduites à des multiplications et des divisions. Ces admirables propriétés des logarithmes en rendent l'usage si important, que c’est un devoir de consacrer la mémoire du célèbre géomètre écossais Nérer, qui en est l'inventeur. -
89, Formation des tables. I s’agit maintenant d'expliquer comment on peut obtenir les logarithmes de tous les nombres entiers. Jusqu'ici, nos progressions par différence et par quotient sont quelconques l’une et l’autre ; ainsi, wn même nombre a une infinité de logarithimes. Nous vetrons bientôt la raison qui a fait préférer les séries suivantes :
2 1 : 10 : 100 : 1000 : 10000 : . . . « 4 « Nombres. tit ES en . 4 “hate bas RTE
0, 1, 2,.... sont les logarithmes de 1, 10, 100...., il s’agit de trouver ceux de 2, 8, #...., qui sont visibleiüent compris entre 0 et 1; ceux de 11, 12.,:..99, sont entre 1 et 2, etc. On ne peut obtenir ces logarithmes que par approximation ; bn se contente ordinairement de 7 décimales.
Observons que si, dans une progression, telle que
0.2.4,6:8.10..:.0on omet un terme sur 2 consécutifs, ou 2 sur 8,.... on forinéra d’autres progressions. ...0.4,8.19,.... ou,0.6.12....On peut de même imaginer que les progréssions que nous avons prises font seulement partie de deux autres dont les termes étaient beaucoup plus voisins , et dont on avait omis ün certain nombre d’entre eux.
* La puissance cinquième de 17 se trouve en répétant log 17 = 1,2304489 5 fois log 17, et cherchant le produit dans la colonne des logarithmes ; il répond au nombre cherché 175 = 1419 857. 6,1522445
* La NW 1419857 s'obtient en divisant par 5 le log du nombre proposé, et cherchant le + quotient parmi les log. de la table, Lé nombre correspondant est 17, racine cherchée.
Ainsi, concevons qu’on ait inséré entre 1 et 10 un très-grand nombre de moyens proportionnels par quotient; comme on monte alors de 1 à 10 par des degrés très-serrés, il arrivera que, parmi ces moyens, on rencontrera les nombres 2, 3, 4,.... à un dix-millionième près. Cela posé, si l’on insère un pareil nombre de moyens par différence entre 0 et 1, ceux de ces moyens qui occuperont le mème rang que 2, 8, 4... seront les logarithmes de ces nombres. On raisonnera de même de 10 à 100, etc. 4
Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de moyens par quotient, il faudrait extraire une racine d’un degré très-élevé (86) ; mais on évite cette difficulté à l’aide de diverses racines carrées successives. Par exemple, cherchons le logarithme de 8 ; le moyen par quotient entre 1 et 10 est 3,16227766, et par différence entre 0 et L est 0,5; 0,5 est donc le logarithme de 3,1622....., nombre déjà voisin de 3. Une pareille opération pour 1 et3,1622.... d’une part, et pour 0 et 0,5 de l’autre, donne 0,25 pour le logarithme de 1,77827941.De même, entre 1,7782....,et3,1622..... d’une part, et entre 0,25 et 0,5 de l’autre, on trouve pour moyens 2,37137870 et 0,375. En continuant de resserrer ainsi ces limites, on trouvera.0,80102999 et 0,47712125 pour logarithmes de 2 et 8.
Ces calculs sont très-pénibles; il est vrai qu’on n’est obligé de les pratiquer que pour les nombres premiers, puisque les autres logarithmes s’en déduisent. Mais, malgré cela, il en reste assez pour lasser la patience, Aussi n’avons-nous présenté ce procédé que comme un moyen de concevoir la formation des tables, nous réservant d’en donner de plus expéditifs (626).
90. Ilest aisé maintenant d'expliquer pourquoi on a attribué la préférence aux deux progressions adoptées. Tout logarithme est formé d’une partie entière, qu’on nomme Caractéristique, et d’une fraction décimale : or,
1° Les nombres compris entre 1, 10, 100,.... ont leurs logarithmes respectivement compris entre 0, 1, 2,.... c’est-à-dire que le logarithme de tout nombre a pour caractéristique autant d'unités que le nombre a de chiffres entiers moins un ; ce qui permet de fixer ce nombre de chiffres, lorsque la caractéristique est donnée, et réciproquement. Le nombre 543,21 a deux unités entières à son logarithme : et 8,477121125 est le logarithme d’un nombre dont la partie entière a quatre chiffres. On évite souvent de charger les tables de cette caractéristique qui y est inutile.
2° Lorsqu'on veut multiplier ou diviser un nombre par 10, 100, 1000,.... il faut ajouter ou ôter à son logarithme 1, 2, 3,.... unités; d’où il suit qu'augmenter où diminuer la caractéristique de 1, 2, 3,.... c'est multiplier ou diviser le nombre correspondant par 10, 100,.... c’est reculer la virgule du nombre de 1, 2, 3,.... rangs à droite ou à gauche, Les logarithmes des nombres 3,4578, 34,578, 345,78, ont la même partie décimale ; seulement les caractéristiques sont respectivement 0, 1, 2...
Tels sont les avantages que présente le système de logarithmes de Briggs, qui l'ont fait préférer dans la composition des tables. Nous l’indiquerons à l'avenir par le signe log ; ainsi log 5 désignera le logarithme tabulaire de 5, c’est-à-dire le logarithme pris dans l'hypothèse de deux progressions du n° 89.
91. Usage des tables. Il faut avoir des tables de logarithmes entre les mains pour en concevoir l'usage; celles de Callet, de Borda et Delambre , sont les plus usitées. Nous n’entreprendrons pas ici d'expliquer leur usage ; mais il est quelques points qui tiennent à la doctrine même, et qu'il est bon d’éclaircir.
I. Les log. des nombres <° 1 présentent une difficulté : en gé- - néral (n° 86, 4°) il faut retrancher le og du dénominateur de celui du numérateur pour avoir le log d’une fraction : mais , lorsque celle-ci est moindre que 1, la soustraction devient impossible. Par exemple, pour multiplier 5 par +, comme cela équivaut à diviser 5 par + ,ilest indifférent d’ajouter log à log 5, ou de retrancher log + de log 5 ; c’est alors cette dernière opération qu’on préfère. On voit donc qu’il faut soustraire le log du numérateur de celui du dénominateur, mais qu'on doit employer ce log en sens inverse; c’est-à-dire le soustraire s’il fallait l’ajouter, ou réciproquement. On donne le nom de Logarithmes négatifs à ces valeurs; on les distingue par le signe — qu’on place devant. Un peu d'attention suffit pour éviter les erreurs.
Voici divers exemples propres à faciliter l'intelligence de ces calculs :
jo 222212 X à log5— 0,6989700 log 100 — 2,0000000 004 —log5— 0,4771215 — log 4— 0,6020600
log à ——0,2218487 log 0,04——1,5979400
log 42,212 — 1,6254359 1,4035872
1,4055872 log x — 2,8015272
TZ
20 x — y à; on Ôte log 5 de log7,
et on prend la moitié. Pour trouver le log 7 = 0,8450980 LS x sul , — log 5 — 0,6989700 nombre qui répond à ce résultat qui de OP TTTE est un logarithme négatif, on le re- 08 à au 0,0730640 tranche de 1, ce qui rend le nombre compl: — 0,9269360 10 fois trop grand; on a 0,9269360, qui répond à 8,45154 ; donc à a = 0,845154.
0027 | Sa — y/0,00027, onprendletiers log 100000 — 5,0000000 32,41 log 27 — 1,4515638 de log 100000 — log 27, etc. On re- Jog 0,00027 = — 5,5686362 tranche log æ de 8, ce qui rend le lctiers = — 1,1895454 | . . 50 AA = — nombre 1000 fois trop grand; il vient 1% do LE 1 dy x 0g LT = — 4 + 0,2997756 », QUI répond a 1,9942 : co. — 0,2997756 donc x = 0,0019942.
IL. Il est préférable d'employer les logarithmes dont la caractéristique seule Le ri pit Pa. 1 + log 5 — 1,6989700 est négative, Ainsi, dans le deuxième log 7 = 0,8450980 calcul log ; = log 8 — log 7; on log 5 — 1,8558720 rendra la soustraction possible, en ou — 2 + 1,8538720 ajoutant 1 à la caractéristique de l0g 5 : log & = 1,9269560
mais il faudra ôter de la différence
cette unité ajoutée, et l’on aura log > — — 1 + 0,8538720; qu'on écrit 1,8538720. La caractéristique est alors seule négative, et il | faudra, comme ci-dessus, y avoir égard dans les calculs subséquents. Ici, où l’on doit prendre la moitié, pour éviter les fractions à la caractéristique, on y ajoute 1, et elle devient — 2, et aussi 1 au . chiffre 8 des dixièmes, qui devient 18 : ces deux additions de l'unité positive et négative n’altèrent pas le logarithme ; la moitié est. comme ci-dessus, log à — 1,9269360.
Observez donc, lorsqu'il faudra diviser un log à caractéristique négative , d'y ajouter assez d'unités pour qu’elle devienne un multiple du diviseur, et d’ajouter autant d’unités de dizaines au chiffre suivant, qui est la première des figures décimales. La première et la troisième opération sont exécutées ici d’après ces principes , et l'on peut reconnaitre que les calculs sont devenus plus faciles et plus prompts.
log 5 = 0,4771215 log 0,00027 = 4,4513658
log 42,212 = 1,6254559 On ajoute 2 à la caract. où — log 5 — 0,6989700 pour prendre le tiers, . . . . . = 2,8104546 æ ]0g 0,04 — 2,6020600 — log 32,41 — — 1,5106790 log æ — 2,8015972 log æ — 3,2997756
4° On peut, au lieu de soustraire des logarithmes (10), ajouter leurs compléments arithmétiques. Dans la première opération, log 5 — 7,4771215
pour log À, on ajoute au log 3 le complé- Cilog 5 = ire ment de log 5, L'avantage qu’on en retire PE LRO
Li ÿ - ô T 2 Crlog 0,04 — 1,3979400 est à peu près nul, attendu qu'on peut faire, - jog & 2 5,8015272
d’un seul trait, toutes ces additipns et soustractions,
Lorsqu'on veut exécuter un calcul par log., il convient de simplifier avant tout les expressions; ainsi le premier exemple se réduitàr —:X 3 X 422,12 — 1,5 X 422,12;
III: Pour obtenir les log: des entiers compris entre deux nombres quelconques, tels que 10 et 20, il faut concevoir qu'on a inséré un assez grand nombre de moyens par quotient, püur que parmi ces moyens , très-peu différents les uns des autres, il y en ait qu’on puisse règarder, par approximation, comme égaux à 11, 12, 13,.... c'est-à-dire que ces moyens ne doivent différer de 11, 12, 134.: que dans l’ürdre des décimales négligées.
Dans une progression géométrique, telle que <= 8 : 32 : 128... dont la raison est 4; on a 32 = 8 + 8.3, 128 — 82 + 32.38... Ainsi, l’excès d’un terme sur celui qui le précède est le produit de celui-ci multiplié par la raison moins un : l’un de ces facteurs croît avec le rang dü terme , l’autre est constant : cet excès croît donc sans cesse, et il y a moins d’entiers compris entre 8 et 32, qu'entre 32 èt 128... Pour obtenir les log. de ces entiers intermédiaires ; il faudrait y insérer des moyens géométriques en quantités suffisantes, et aussi dés moyens arithmétiques en égal nombre entre les deux térmes correspondants de la progression des log. La différence constante de celle-ci sera donc partagée entre un plus grand nombre de termés à mesure que l’entier croîtra ; ce qui démontre que plus un nombre est grand, et moins son logarithme diffère de celui qui le suit dans la table. Aussi voyons-nous que les log: de 1,10, 100... étant 0, 1, 2,:.; les neuf nombres de 1 à 10 se partagent entre eux, quoique inégalement, une unité entre leurs log. ; et que les
90 nombres de 10 à 100, les 900 de 100 à 1000....se partagent aussi
une seule unité.
La différence entre les log. ne tarde même pas à devenir assez petite pour n’affecter que les deux ou trois dernières décimales , et à être la même dans une certaine étendue de la table. Par exemple, . en se bornant à sept figures seulement, 79 est l'excès de tous les log. des nombres , depuis 54700 jusqu’à 55300 environ. La différence n’est pourtant pas constante, et si l'on conservait un plus grand nombre de décimales, on la verrait varier sans cesse.
Ainsi, quoiqu'il soit faux de dire que les nombres croissent proportionnellement à leurs logarithmes , on voit qu’on peut le supposer sans erreur, du moins pour de grands nombres, et dans une petite étendue. Cela posé, soit demandé le log d’un nombre qui excède les limites des tables, tel que 5487343, par exemple, dans celles de Callet, quine vont que jusqu’à 108 mille. En néglisgeant 43, on cherche le log de 54873, qu'on trouve être 7393587, et qui ne diffère de celui de 54874 que de 79. Puisque une unité de différence entre les nombres, répond à 79 de différence entre les log., on posera cette proportion:
Si 1, diff. entre les nombres , donne 79, diff. entre les log., combien 0,43, diff. entre les nombres, donnera-t-il de diff. entre les logarithmes? ou 1 : 79 :: 0,48 : x — 84.
Ainsi, 34 est l'excès du log de 54873,43 sur celui de 54873 : en ajoutant 34 à ce dernier, on a 7393621, et il ne s’agit plus, pour avoir le log cherché, que de mettre la caractéristique , d’après la place que la virgule occupe dans le nombre proposé : ainsi (n° 90)
log 54,87343 — 1,7393621, log 0,8487343 — 1,7393621 , etc.
Ilest inutile de remarquer que,dans notre proportion,79et84tiennent lieu de 0,0000079 et 0,0000034. D'ailleurs, les tables de Callet offrent à chaque différence logarithmique la valeur de 1, 2, 3,.... 9 dixièmes de cette différence, en sorte que le quatrième terme de la proportion est de suite calculé.
IV. Pour trouver le nombre qui répond à 1,7393621 , on voit d’abord que ce logarithme, abstraction de la caractéristique, tombe entre les nombres 5487300 et 5487400 , et que la différence entre le log proposé et celui de 5487300 est 34 ; ainsi on fera la proportion suivante, 79 : 1 :: 34:x=— #, inverse de celle qu'on vient
LOGARITHMES. 109 d'employer : on trouve x — 0,43 ; ainsi le log proposé est celui du nombre 0,5487343.
Voici des règles conjointes où les log. simplifient le calcul :
I. La toise ou le pied anglais vant 0,938293 toise ou pied français, en trouver la valeur en mètres?
æ mètres , = 10 {oise angl su eos A 1 toise angl. — 0,938293 toise franç. . . . . tr. 108 = 1,9723385 1 toise franc. — 1,949036 mètre. . . . . . . « « . . log — 0,2898199
æ = 1m,828767 — 1 toise angl. . . . . . . . . ... .. log — 0,2621584 On trouve de même 1 pied angl. = 0m,3047946. . . . . . log = 1,4840072
IT. Un centimètre cube d’eau pèse un gramme; combien de livres pèse un pied cube d’eau ?
x livres
29,17386 pieds cub.
1 décim. cube
1 centim, cube 1000 grammes
29,17386 X x TX
1 pied cube.
1000 déc. cubes log = — 1,4649939 1000 cent. cubes. . . ,.. . log = + 35,0000000 1 gramm. p. 60.
MIE ,01280 Te se 7 log — + 0,5102421
1000 X 2,04288 log x —= + 1,8452482 70#-,0242 = poids d’un pied cube d’eau pure.
HUNU
IT. Dans un pays où la longueur du pied est de 13 pouces de Paris, et où la perche vaut 20 pieds, on demande combien cette perche vaut de centiares, et combien l’arpent de ce pays vaut d’ares ?
1 are — 26,5245 toises carrées AHD UIS nuids 10e nc at A AT DDR 1 = 36 pieds carrés AOÛ ne de 5011 2:0020000 1 — 12 X 12 pouces carrés 26,3245 . . . . . . . + — 1,4203600 13 X13— 1 pied carré DD als NS 51 +. — 1,5563025 20 X20— 1 perche carrée 1e ait. .... — 2,1583625 1 = æares
152.202— 96,3245 X 56 X 122.x RTS IIS ro HS 1T,69492 169.400= 26,3245 X 56 X 144.x x = 0,4954 ares.
Ainsi, la perche vaut 49,54 centiares ; l’arpent, 49,54 ares.
IV. Pour montrer eomment on a pu calculer les nombres qui composent le tableau suivant, nous choisirons cet exemple. En partant de la longueur du mètre légal, qui est de 443,296 de la toise du Pérou, et sachant que l’ancien boiïsseau était une capacité de
655,78 pouces cubes, on demande combien le boisseau vaut de
décalitres.
x décal, = 1 boisseau 1 = 655,78 pouces cub.
1 —= 1728 lignes cubes (445,296)3 — 1 mètre cube
1 = 1000 décim, cubes 1 = 1 litre
40 —= 1 décalitre
100 sou. rer°2
& CHE PAU ON NS QU De le D | 0,1142205 æ — 1,60083 un boisseau vaut 1,30083 décal.
MESURES ANCIENNES ET NOUVELLES
Rapports des mesures anciennes et nouvelles.
Un mètre — 0,513074074 toise = a ........ . log a — 1,71018007 Un mètre = 5 pi. 0 po. 11 li.,296 — 5 pi.,078444 == d. log b —1 0,48855132 Une toise = 1,9490363 mètre —€e.......... log c — 0,28981993 Un pied = 0,5248394 mètre = d ,........ 10g d = 1,51166868 Un pouce = 2,706995 centimètres , , , se er + l0g = 0,43248743 Une aune — 45 pouc. 10 lign.,5 — 1,187694 mètre . . log = 0,0747045
M mètres valent (a X A) toises ou (b X M) pieds,
T'hoises valent (e X 7’) mètres; P pieds valent (d X P) mètres.
Un are = 26,5245 toises carrées # . . se. 108 = 1,42036014 Un arpent de 900 t. carr. (100 perches de 18 pi.) = 34,18867 ares.
Un hectare — 2,924944 arpents. . . . . . +. 1. loge :0,48011708 Une toise carr, = 5,798745 mètres carrés. . . . . . . . . . 10g = 0,57963986 Un pied carré = 10,552 décimètres carrés ; 1 po. carré = 7,32782 cent. carr,
Un stère = 0,155064 toise cube = 29,17386 pieds cubes, Un stère = 0,521 voie = 0,261 corde ; 1 voie = 1,920 stère, Une toise cub. = 7,403887 mètres cubes, . , . . . . . . . log —= 0,86945979
Un litre æ 1,2500litron, . . .. . . ,, +... . l0g = 0,0899051 = (50,4124 pouc. cub.) — 1,07576 pinte, log = 0,0509020
Un litron = 0,81502 litre; une pinte — 0,9315 litre.
Un boisseau = 1,3008 décalit.; 1 hectol, = 7,6874 boiss,
Une liyre = 4,89506 hectogr,. = 4, ..,,.,..... , + 108 À = 0,68975788 Un kilogramm. = 2,0428765 livres —/ . .,..,., . . 108 { — 0,31024212 L livres valent (4 x L) hectogr.; Æ kilogr. valent (7 X Æ) livres.
80 francs = 81 livres tournois, Pour traduire des francs en livres, ajoutez le 80e (ou le 8e du 10e, c’est-à-dire un liard par franc). Pour changer des livres en francs, Ôtez le 81e, ou le 9e du 9e.
D'après les réductions des anciennes monnaies, à pièces de 6 livres valent 29 fr.; 4 de 5 livres valent 11 fr.; le louis vaut 25 fr.,55, et le double louis 47 fr.,20,
Rapports approchés.
4 pieds, [81 centimètr, — 2; pieds.
11 pouc. [97 millimètr. = 45 lignes.
5 t.carr./21 décim.car. = 2 pi. car.
252 po.cu./22 centim,car.= 3 po.car.
10 boiss. 27 litres —=929 pintes, 36 onces.| 8 décigram. == 15 grains,
76 mètres — 39 toises. [13 décimètr.
19 mètres— 16 aunes. | 3 décimètr.
40 hectar.=—117arpents.|19 mèt. carr.
57 stères, —= 5 toi, cu.| 5décim. cu.
15 litres — 16 litrons.|15 décalitres 70 kilogr. — 145 livres, [11 hectogr.
ISA RIE
4 myriamètres valent 9 lieues de 25 au degré, ou de 2283 toises 3.
Table des nombres M < 2461 qui sont multiples des nombres "premiers autres que 2, 5 et 5, avec leur plus petit diviseur d.
On demande si les nombres 1843, 1907 et 29055 sont premiers, ou quels en sont les diviseurs ? 1° la table indique que 1843 est multiple de 19, et — 19 X 97: 2° 1907 est un nombre premier, puisqu'il n’est pas dans la table, et que 2, 3 ni 5 ne le divisent ; 3° 29055 est divisible par 3 et 5, et le gholentis est 1937, ass de 13; donc 290955 = 3X5 X 13 X 149.
CHAPITRE PREMIER
Notions générales.
92, En arithmétique on a pour but de combiner entre eux des nombres, selon de certaines règles : en Algèbre, ce n’est pas un résultat numérique qu’on veut obtenir, mais on cherche la manière dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de tous les problèmes de même nature, qui ont seulement des données différentes, exige des calculs semblables pratiqués sur ces données. Par exemple, l'intérêt d’un capital se trouve en multipliant ce capital par le temps écoulé et par le 100° de l'intérêt que rapportent 100 francs dans l'unité de temps (n° 150). L’algèbre s'occupe de la recherche des calculs à faire dans chaque problème, et pour y parvenir, on y représente les données par des lettres a, b, c,.... propres à désigner tous les nombres , afin de reconnaître dans le résultat , à travers toutes les réductions et les modifications, la manière dont chacune s’y comporte,
Cherchons, par exemple, le nombre dont le triple est égal à 100, plus la moitié de ce nombre ; nous raisonnerons ainsi :
3 fois l’inconnue égale 100 plus la moitié de l’inconnue st. . Le 4 sn, 88 =,100 H :5 .
Retranchant de part et d'autre la moitié de l'inconnue, on a
3 fois l’inconnue moins sa moitié égale 100, 3x — :x — 100 ou © fois l’inconnue égale 100 . . . . . . . . ?x — 100
- Enfin (5), divisant des deux côtés par +, l’inconnue égale + de 100 ou égale 40 . . . . x —+100 — 40
MATHÉM, PURES, T, 1.
L'alsébriste représente l’inconnue par x, et;' à l'aide des signes, exprime les parties de ce raisonnement, comme on le voit ci-dessus. Et s’il met a au lieu du nombre 100, il aura
8x — a + :7, ST — -T —= QG, OU ;5T —= 4, Z- = $a.
Ainsi, l’inconnue dont le triple est égal à sa moitié, plus une quantité donnée, est les de cette quantité, quelle qu'elle soit. (voyez page 130). |
La manière de démontrer les théorèmes peut encore différer beaucoup en algèbre et en arithmétique. Veut-on prouver une proposition? On prendra en arithmétique un exemple numérique quelconque, et l'on procédera de manière à conclure la proposition, non-seulement pour l’exemple individuel sur lequel on a opéré, mais encore pour tout autre. On fera donc un raisonnement général sur un exemple particulier. En algèbre, au contraire, on prendra un exemple formé de symboles assez généraux pour représenter tous les-nombres; on pourra raisonner d’une manière qui soit particulière, etsouvent les combinaisons seront purement mécaniques. C’est ce que la suite expliquera mieux (n° 106).
93, Convenons donc de représenter les quantités connues par des lettres a, b, c...; ce sont les nombres donnés qui servent de base aux raisonnements, et de la grandeur desquels nous voulons rester maîtres de disposer ensuite. Si s est la somme des quatre nombres a, b, cet d, nous écrirons s= a + b+Lco+ d.
s— a a —+.a + a, se réduit às— 4 X a, ou simplement — 4 a, en Ôtant le signe de la multiplication qui devient inutile. Le chiffre 4 se nomme Coefficient *. Sile nombre a doit être répété 2, 5,7... nfois, on écrira 24, 5a, Ta,....na. De même, on désigne par @, a’, a’, ….a" que a est 2, 5, 7,....n lois facteur, savoir, aa, aaaaa ,etc,
On nonrme Zerme toute quantité séparée d’une autre par les signes H ou— ; le binome a deux termes, tels sont a X b, ac — kab ; Je trinome trois , tels que a - b— c, ad — 4ab — 2bc; le polynome
enfin a plusieurs termes.
* On doit bien se garder de confondre les exposants avecles coefficients, ak, par exemple, avec 4a : les exposants indiquent la multiplication réitérée d’une quantité par elle_ même; les coefficients en marquent l'addition: ai=a.a.a.a; 4{a=a+a+a+ a. Si a représente le nombre 5, ai = 625, et4a = 20. ‘ »
RÉDUCTION, ADDITION, SOUSTRACTION
Letrinome a — b — e désigne qu'après avoir ôté b de a, il faudra encore retrancher c du reste; ce qui revient à a — (bc); a — b — best visiblement égal à a — 2b ; de même
De la Réduction, l'Addition et la Soustraction.
94. On appelle Réduction l'opération algébrique qui tend à réunir plusieurs termes en un seul ; mais il faut pour cela que ces termes ne diffèrent que par les coefficients , et qu'ils soient formés des mêmes lettres affectées des mêmes exposants, 3a — 2ab — b, 3a — 2a, Bab? + 2ab5 — 3b°, sont des quantités irréductibles, On verra aisément que
Sabc? — abc? — bc + 2bc$ + a2d?
Qa — 353 + a — cc + 3b 3b + Qac — 5b — 3ac + ac + d
2abc? + bei + ad; 54. — CC; d — 2.
INR
En général, on ne prend d’abord que deux termes semblables ; et la réduction ne frappe que sur leurs coefficients, c’est-à-dire qu’on ajoute ces coefficients lorsque leurs signes sont les mêmes, et qu’on les retranche s'ils sont différents : on donne ensuite au résultat le signe commun dans le premier cas, et le signe du plus grand coefficient dans le second. Les lettres et leurs exposants demeurent d’ailleurs les mêmes.
On doit attribuer le facteur 1 aux termes qui n’ont pas de coefficient (n° 54); bet ac équivalent à lb et lac.
À proprement parler, il n’y a en algèbre ni addition, ni soustraction , mais bien une réduction lorsqu’elle est possible ; l’addition et la soustraction restent encore à exécuter dans a beta — b.
Ainsi, pour faire l'addition ci-contre, on n'éprouvera d'autre embarras que ce- 54° + 50e — 20° lui de la réduction , après avoir attribué 7 sk Fe n pe le signe au premier terme de chaque tri- ee — nome. .
95. Proposons-nous de soustraire b— c de a ; il est certain qu’on ne changera pas la différence cherchée, en ajoutant c à ces deux nombres ; ainsi b — c deviendra b, a sera changé en a + c; soustrayant bdea—+c,ona
a —(b—c) = a + ce — b.
On voit en effet (n° 4) que si l’on ajoute a Æ c — b à b—c, on retrouve a. Donc, pour soustraire un polynome, il faut en changer tous les signes, et réduire, s’il y a lieu. Par exemple,
&ab — 3bc 4ab — 5c? + bc ba? — 5ac — (92ab — 6bc) — ( ab — c? — 2bc) — (2a?2 — 5ac) &ab — 35bc 4ab — 35c2 + bc ba2 —.5ac — 9ab + 6be — ab + c€c2 + 2be — 9a?2 + 5ac 2ab + 3bc 5ab — 2c2 + 5bc 3a?2
On remarquera que, si le premier terme ne porte aucun signe, il fant lui attribuer le signe H., afin de rendre applicable la règle ci-dessus à ce terme comme aux autres. C’est ce qu’on fera aussi dans la multiplication et la division, d'après le même motif.
De la Multiplication.
96. La multiplication des monomes ne donne lieu à aucune difficulté : car soit 4ab X 5cd, en changeant l’ordre des facteurs, on a 4.5.ab.cd ou 20 abcd. S'il y à des exposants, comme a? X a, en revenant aux principes, on trouve aa X aaa ou aaaaa — a, de sorte qu'on a ajouté les exposants 2 et 3. De même, 84h? X 4a‘b — 32a7b4. En général, pour multiplier des monomes, on multipliera leurs coefficients, on ajoutera les exposants qui affectent les mêmes lettres ; enfin , on écrira à la suite les unes des autres les lettres différentes. On attribue l’exposant 1 aux lettres qui n’en ont pas.
Multiplions maintenant & —- b par ce L d, ce a + b qu’on indique par (a + b) X (cd). Il est évi-
C + d Fr. = D — y dent que pour répéter a b autant de fois qu'il y + ad +bd a d'unités dans c + d, il faut prendre & — b, c fois, puis d fois, et ajouter. Mais pour prendre c fois a —+-b, il faut multiplier séparément a et b par c, de sorte que (a + b) X c—ac+ bc, (ab) X d = ad +- bd, ce qui donne le
produit ac + bc + ad + bd.
Mulüplions a — b par c. En prenant le produit ac 4 — Ÿ de a par c, on est supposé avoir ajouté ç fois a ; mais — y; ilfallait multiplier, non pas a, mais &« — b par c ; chaque fois qu’on a ajouté 4, on a pris une quantité trop grande de b unités, de sorté que le produit ac doit être diminué
de b pris autant de fois qu'on à répété a, on c fois. Otons donc bc de ac, et nous aurons (a — b) X c — ac — bc.
Pour multiplier a — b par e — d, on fait d’a- 4 — b bord le calcul précédent ; mais au lieu de répéter nm —.4 4 :
———— a— b, c fois, il ne fallait prendre a — b que ac — bc
— ad +ba (ec — d) fois : on a donc pris d fois de trop (a — b); ainsi, du produit précédent ac — bc, il faut retrancher celui de a — b par d, ou ad—bd, ce qui donne (n° 95)
(a — b) X (ce — d) = ac — be — ad +- bd.
La multiplication de tout polynome peut toujours être ramenée à ce dernier cas, en représentant par a et c les sommes des termes positifs de chaque facteur, et par b et d celle des négatifs; on retombe ensuite sur le premier cas, quand il s’agit d’assigner les valeurs de ac, de bc... En observant ce qui vient d’être développé, on voit que chaque terme du multiplicande a été multiplié sépa rément par chacun de ceux du multiplicateur : en outre, quand les deux facteurs partiels monomes ont eu des signes différents, leur produit a reçu le signe — , tandis que dans le cas contraire on à mis le signe +.
Concluons de là que le produit de deux polynomes se trouve en multipliant chaque terme de l’un par tous ceux de l’autre, d’après la règle donnée pour les monomes ; puis on prend chaque produit partiel négativement lorsque ses facteurs ont des signes contraires, et positivement lorsqu'ils sont de même signe (tous deux —-, ou tous deux —) *. On doit affecter du signe — le premier terme, lorsqu'il n'en porte aucun , comme n° 95.
* On a coutume de dire que la multiplication comporte quatre règles, pour les coeficients, les lettres, les exposants et les signes. Les premières ont été données pour les monomes ; la quatrième s'exprime ainsi :
EX+=+, +X—-=-X+H=—, —X
I! semble alors étrange aux oreilles peu faites au langage algébrique d’entendre dire que — X — donne +; l'espèce de doute qu'on éprouve tient au vice du langage; car il est absurde de prétendre multiplier un signe par un autre: il ne faut pas attacher un sens rigoureux aux expressions dont on se sert, qui ne sont obscures que parce qu’on sacrifie la correction de l’énoncé au besoin de l’abréger, pour en faciliter Papplication. Ce n’est donc pas — qu'on multiplie par — , pas même — à par — d, mais bien 4 — b par € — d'; et la logique la plus exacte conduit au théorème que nous avons donné. En un mot, on ne doit pas appeler le principe dont il s’agit, {a Règle des signes, mais bien {a Règle de da multiplication des polynomes.
97. Voici quelques exemples de la multiplication des polynomes :
a + 3 — d 2a + DC — 2b? 2a — d 24 — be + 2b?
2a2 + Gac — 2ad 4a2 + 2abc — 4ab?
— ad — 3cd + d2 — abc — b?e2 + 2b?c das + 6ac 7 3ad + 4ab? + 2b3c — 4b4 — 3cd + d? 4a2 — b1c2 + 4b3c — 4bi a + bd a? + 2ab + b? a + b a + 06 a + bb a — ba? + ab ai + 2a7b + ab? a? + ab +ab + bb? + ab+ 2ab2 + b3 De 0 a? + 2ab + b? a + 5a2b + 3ab2 + b3 a? — ba
Ces.exemples nous fournissent des remarques intéressantes.
I. Le carré de (a b) est a? HE 2ab— b? (voyez n
IT. Le cube est aÿ + 3a°b + 3ab° + D (voyez n° 67).
IT. De (ab) (a — b) = a — b°, on conclut que la somme de deux quantités multipliée par leur différence, donne pour produit la différence de leurs carrés :
(7 + 5) X (7 — 5) = 7 — 5, ou 12 X 2 — 49 — 95 — 94.
Coupons a en deux parties quelconques; si <a — x désigne l'une, l'autre est + a +-x, et le produit est À a? — +; cette quantité est < + &, tant que x n’est pas nul. Donc’, si l’on fait croître depuis | zéro l’une des parties d’un nombre à, l’autre diminue et le produit augmente ; mais dès que la première partie devient + a, le produit est le carré de cette moitié, et atteint sa plus grande valeur, en sorte qu’il décroît lorsque la première partie continue de croître.
Ces theorèmes servent surtout à abréger les calculs : ainsi, dans le second exemple du n° 97, on reconnait aisément qu’on cherche le produit de 2a (be — 2b°) par 2a — (bc — 2h?) : ainsi l'on doit trouver la différence des carrés de 2a et (be—2b°), ou 4a?— (bc—2b°} : or, la première de nos règles donne (bc — 2h?) — b°c?— 4bc+ Ab; le produit cherché est donc 4a? — bc? L 4bc — 4b4.
IV. Ontrouve que(a’+-b?) (c? Æ d°) = ac? + be? L ad + bd
ajoutant et retranchant 2abcd, le produit revient à (ac Æ bd) + (ad & bc } :
. L4 \ e. È . , propriélé curieuse qui prouve que le produit est -décomposable de
MULTIPLICATION. 119 deux manières en deux carrés. Ainsi (7? - 22) (10: + 4) — 6148, nombre qui équivaut à (70 + 8? (28 + 20)’; donc 6148 est décomposable en 78 —- 8? et 62? —L 487.
V. Ilest facile d'obtenir la forme du produit dé » facteurs binomes (x —- a) (x <- b) (x +-c)..….; en effet, pour deux ou trois facteurs, on obtient les produits
2 ax + ab a + ax + abx + abc + br + ba + acx + cz — bex Or,il suit du procédé même de la multiplication , que, 1° Les divers termes du produit ne peuvent éprouver de réduction entre eux ; en sorte que les lettres a, b, c.... n’ont ni coefficients numériques, ni exposants.
2° Le premier terme est le produit de tous les premiers termes, et le dernier est le produit de tous lesseconds termes des facteurs : entre ces extrêmes, les exposants de x vont en décroissant d’une unité de terme en terme, et le produit a, en général, la forme
g" L Ag LE Bye Czm—3 .... + abcd.
3° Tous les termes doivent être composés du même nombre » de facteurs, en sorte que le coeflicient À de x”—* ne doit pas contenir les lettres a, b, c...., multipliées entre elles ; que celui B de æ"—2 doit être formé de produits 2 à 2 de ces lettres, ou ab, ac, bc.
4° Si la lettre a entre d’une manière quelconque dans l’un des coefficients 4, B...., toutes les autres lettres b,c.... doivent y entrer de la même manière, pnisque le produit ne doit pas changer en mettant a pour b et b pour a, etc.; donc
A est la somme de tous les seconds termes des binomes ; B estcelle de tous leurs produits différents 2 à 2 ;
C celle de leurs produits différents 3 à 3, etc.
Le dernier terme est le produit de tous les seconds termes.
On ne doit pas négliger les simplifications lorsqu'elles sont possibles. Ainsi, pour (4ab — 2ac) (Gab — 3ac), on voit que le premier facteur équivaut à 2a (2b — c), et le second à 3a (2b — c): le produit est donc 64° (2b — c} ou 6a° (4h? — 4bc + 0°).
Il y a quelquefois de l'avantage à décomposer les produits en » facteurs (la division nous apprendra bientôt à faire ces sortes de
décompositions) : ainsi, pour 3y°z —- 3yz° +- py, + pz, on reconnaît que les deux premiers termes équivalent à 3yz(y 2), et les deux autres à p(y + z); donc on a (3yz + p) X (y +2).
De la Division.
98. Soit a le dividende, #2 le diviseur, q le quotient et r le reste, r étant € m, toute division donne l'équ. (n° 16)
a — mq + r.
Pour diviser un monome par un autre, comme on peut ; sans changer le quotient, diviser par un même nombre le dividende et le diviseur (n°s 15 et 13), on supprimera les lettres communes à ces deux monomes , on soustraira les exposants qui affectent les mêmes lettres, enfin on divisera les coefficients entre eux. On voit d’ailleurs que cette règle est l’inverse de celle dela multiplication (n° 96).
12ab?c 15a°b° Se 61:04 nt aies RAT he Tai = 240ÿ
b° disparaît dans le troisième exemple, parce que les deux termes ont b? pour facteur commun.
Sabc 4ac°de ace?
Sabe ? 6bde * 2bd°” on ne peut pousser le calcul plus loin, et il restera à diviser ace’ par 2bd°, quand on connaîtra les valeurs numériques de a, b, c, d,e. Soit proposé de diviser
20ab5 4a$ — 25ab$ — 4b5 par 2b$ EL 2a$ — 5ab°. |
Le quotient, multiplié par le diviseur, devra reproduire le dividende : si l’on connaissait un terme du produit 20ab° + Lai — … qui résultàt sans réduction de la multiplication d’un terme donné du diviseur par un terme du quotient, une simple division donnerait celui-ci. Or, on sait que les termes où une lettre quelconque, telle que a, a le plus haut exposant dans les deux facteurs, donnent au produit un terme qui ne se réduît avec aucun autre, puisque cette même lettre « y porte également le plus haut exposant, Les termes 4a5 d’une part, et 2a? de l’autre étant dans ce cas, haf est,
le produit exact du terine 2a par le terme du quotient où @& est
4 La! | affecté du plus haut exposant ; ainsi ce terme est; ou 2a. Si lon 20°
multiplie tout le diviseur par 24%, et qu'on retranche da dividende, lereste sera le produit du diviseur par les autres parties du quotient. On est donc conduit à diviser ce reste par le diviseur, afin d'obtenir cesparties, ce qui exige qu'on reproduise le même raisonnement, et qu'on divise encore par 2a° le terme du reste où la lettre a porte le plus haut exposant. ;
Pour éviter l'embarras de démèêler parmi les termes du dividende, celui où & porte le plus haut exposant, ainsi que dans les restes successifs, il est convenable d'ordonner le dividende et le diviseur ; c’est-à-dire de placer, comme on le voit ici, au premier rang , le terme où a porte le plus haut exposant ; au second rang, le terme où a porte l'exposantimmédiatement moindre, etainside suite.
4a$ — 925a°?b4 + 20ab5 — 4b$ 9a3 — 5ab? +- 2b° — Aa + 10ab? — 4a$b3 : 243 ae 5ab? — 2b3 er reste . . +- 10a4b? — 925a?b4 — 4a3b35 + 20ab5 — 406$ — 10a4b? + 95a2b4 — 10ab5 de reste". , / .. /. — “#%a°D3 4104b5 — 4D6
+ 4a3b3 — 10ab° + 4b$ OR Net, Ne CURE 0 À
On voit qu'après avoir divisé 4af par 2a°, on a muultiplié tout le diviseur par le quotient partiel 24°, et retranché le produit du dividende, ce qui a donné un premier reste. On a divisé de nouveau par 2a* le terme 104ib?, où la lettre a porte, dansle reste, le plus fort exposant, ce qui donne'+- 5ab° pour second terme du quotient. On à ensuite multiplié le diviseur par ce terme + 5ab°; on a retranché du premier reste, ce qui a donné un second reste. Enfin, — a°b5 : 2aÿ — — 2h à complété le quotient parce qu'on n’a plus trouvé de reste. :
Lorsqu'on est conduit, comme ci-dessus, à diviser des termes qui ont pour signes, l’un —, l’autre —, on donne au quotient le signe —, afin que, dans la multiplication , on reptoduise le premier terme du dividende avec son signe. Si les termes à diviser eussent été négatifs l’un et l’autre, le quotient aurait eu le signe +. Il faut prendre ceci simplement comme un fait de calcul, sans chercher à expliquer ce que peut signifier la division de deux termes qui ne sont pas positifs ensemble ; en effet, il ne s'agit icique de
trouver un système de termes qui, multiplié par le diviseur , d’après les règles connues, reproduise le dividende.
Concluons de là que, pour diviser deux polynomes, on les ordonnera par rapport à une même lettre; on divisera le premier terme du dividende par le premier du diviseur, et l’on aura un terme du quotient; on multipliera ce terme par le diviseur, et on retranchera du dividende : puis l’on traitera le reste de la même manière. On pratiquera , pour les divisions partielles, la règle des signes de la multiplication. Enfin, on poussera l'opération jusqu'à ce que la lettre suivant laquelle on a ordonné, ait dans le reste un exposant moindre que dans le diviseur.
Il est bien entendu qu’on pourrait ordonner par rapport à b, ou toute autre lettre commune aux deux facteurs, et même dire du plus petit exposant d’une lettre tont ce que nous avons dit du plus grand,
Nous inettrons ici deux autres exemples de division
6ah + 4a3b — 9a?b? — 3ab3 + 92b4 Dati 000 -— D
Te IE: 3 2 ER 2 AE AP AU RE 5 |.
6a Gab + 3a°b? 3a? — ab — 2b?
4er reste. . . — %a3b — 6a?b? — 3ab3 -x- 2h + 2a°b 3-2a?b? —: ab3 2eréste;s, Le 0, AG D" Mt F0"
+ 4a°b? + 4ab3 — 2b4 Degree. pue) (9e ee
as —bp5 (= — b a HE ä ns D NON PAU ah + ab + a°b? + ab + b* ‘4er reste. ab — b5 — ab + a3b?
2e reste . = 2°. ab? — b° n A ab? + a°b3 3e reste. . . LC] [2 . . . ab er b5 — a°b3 + ab 4e reste. . a . . . abi ST b° e — abñ + b5 DO PORIE Du TT LUS te à 2 0
En suivant avec attention la marche de la dernière division , on voit que si l’on divise a" — bm par a — b, les exposants de a doivent diminuer, et ceux de b croître d'une unité dans chaque reste et dans chaque quotient; les restes sont donc des binomes dont le 1°" terme est successivement 4”-1b, a”-2h.... Lorsqu'on arrive au reste ab"? — b", la division par (a — b) donne le quotient …
exact b"—*, en sorte que a” — b" est divisible sans reste par (&—b), et l'on a
am ah 4 ab nn, bn, Sib= 1, = at a 2hani tu al.
Au reste , il est facile de prouver la vérité de ces équations en multipliant les seconds membres par les dénominateurs a — b, a — 1, parce qu'on reproduit sdentiquement les numérateurs
Quand on divise a par 1 — x, l'opération n'a pas de fin, et l'on
trouve ce quotient indéfini
Ti — = at o ta tet..).
On peut donc regarder le 1° membre comme la somme des termes du 2°; cette fraction est la somme d'une progression par quotient, qui s'étend à l'infini, dont a est le 1er terme et x la raison. Si l’on a, par exemple, == 2°=+75°....savoir, a=—2etz —",1—1—"À
Que na 7 3?
on trouve 2 : = ou 3, pour la somme de cette suite prolongée à l’infini. De même, +
(1 + = cuits 2...) $,parcequea —+,æ7—;:
‘a e_: 2 Enfin, 5 (1 — dos dre tu faisant a — *, La fraction décimale périodique 0,[ 54 ] revient à 5 54 — 54 100 EME à 0e oi NUE (=)... ]=<,
en faisant a— +, 7 —
FE
ss. En général, si pest la période composée de n chiffres, cette fraction est, comme n° 53,
1 ss : nn Le D F Le re 10” EP ET 7
Faisons a = 1 et x — À; il vient — 2 = 1 LiLS LR... On ne conçoit pas d’abord comment, en ajoutant des termes sans cesse croissants et positifs, on pourra trouver — 2 pour somme. Mais en poussant la division de a par 1 — x, jusqu'à 4 termes seulement, on a le reste ax#, en sorte que le quotient exact est a (i+etr+et
1 — x présentant la somme de tous les autres termes Juan l'infini. Mais cette fraction devient — =, en faisant a = 1 etxr —*; ainsi , lors-
j cette dernière fraction re-
qu’on n’a égard qu'aux premiers termes, ceux qu’on néglige forment une somme négative plus grande que la partie qu'on prend : les deux parties réunies sont ici 1 H- ?E ? L 2 — £, qui se réduit au 1er membre — 2.
Ce paradoxe vient donc de ce qu'on ne peut regarder les » premiers termes comme une partie plus ou moins grande de la Somme,
n 1 — x le nombre n des termes conservés s'accroît ; il faut donc que x < 1.
On dit qu'une série est convergente quand les termes vont ainsi en décroissant de plus en plus (voy. n° 618).
qu'autant que va sans cesse en diminuant, à mesure que
100. On rencontre une difficulté de laquelle il est bon d'être prévenu : lorsqu'il y a plusieurs termes où la lettre suivant laquelle on a ordonné porte le nième exposant, quel est celui qui doit être écrit le premier, et que devient alors la démonstration que nous avons donnée? Avec une légère attention, on verra qu'il suffit de mettre dans les termes dont il s’agit, la lettre avec son exposant en facteur commun, et, entre des parenthèses, la quantité qu’elle multiplie. On doit regarder alors cet assemblage eomme ne formant . qu'un seul terme. Si l’on a, par exemple, 4a4b° — hañbc + ac, on écrira a4 (4b° — 4bc ES ce), qu'on regardera comme n'étant qu'un seul terme. |
Un exemple fera voir plus clairement la marche qu'on doit suivre.
(4b2—1bc+c?)ai—( b2+2bc+c2)a?b?+{ b+c)2abi— 16 (2b—c)a?—(b+c)ab+-b3 —(4b2— 4bc+c°)ah+(2b —C)(b+4-€) ab — —(2b—c) a2b3 dE 2b—c)a?+(b+-c)ab —bà
(20 —c)(b+c)aib—(5h2+ bc+-c2)a2b?+{( b+-c)2ab4—b6 —(2b —c)(b+-chaib+( b2+-2bc-+-c2)a2b? —-{ b+-c) ab
—(2b—c it Bay b+-c) ab4—bt +(20—0c ab? —( b+c) ab'+h6 Ô
Des Fractions et Communs Diviseurs.
107. Tout ce qui a été dit (pages 39, 40) sur les fractions numériques, doit se dire aussi des algébriques. Ainsi
Gniluux | gd sit | "APT 5 désigne que l'unité est partagée en b parties, et qu'on en
. a LA LÀ prend a ; en sorte que le produit 5 X best le nnmérateur a {n° 37) ;
| , a 2° Quel que soit, on a MTS (n° 38) ; .4 c au Dos 4 | a “Em 3 5 dm” loc ARS © MMS me cu er A nn
Le signe + s'énonce plus ou moins ; il indique qu'on doit prendre le signe supérieur dans les deux membres, ou, si lon veut, l'inférieur dans l'un et l'autre.
(4 ac a a a C ac
PORT ST pos RO AA NNENTE b
( Gite =) ( m+?) CROP AC er (nos 40, 41) :
C q cq d
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( a se ) , ( m +?) __q (ac + b) (nos 41, 42). Q q c (mq + p) |
102. Cherchons le plus grand commun diviseur D de deux polynomes 4 et B : on nomme ainsi une expression qui divise exactement ces polynomes, et telle, que les deux quotients n’admettent plus aucun diviseur commun,
I. Si_4 et 3 sont divisibles par D, ils sont de la forme 4 —Dx, B = Dy; or, en divisant 4 par B, et désignant le quotient par q et le reste par #, on a l'équation
R A= Bj +R, d'où Dr = Dy +R = y+,
en divisant l'équation par D : ainsi À doit aussi être divisible par D, et de la forme R — Dz, ce qui donne x — yq +- 3. Tous les diviseurs communs à À et B le sont aussidu reste R de la division de À par B.
Maintenant supposons que D soit le plus grand diviseur commun de 4 et B, c'est-à-dire que x et y n’aient aucun facteur commun, H s’ensuit que y et z n’en auront pas non plus ; car s'ils en avaient un, On prouveraitde même que ce facteur diviserait x, et que xetyne seraient pas premiers entre eux. Donc le plus grand commun diviseur de À et B, est aussi celui de B et du reste R de leur division. C’est cc
qu'onavu n° 23.
II, Si l’on multiplie ou divise À par une quantité qui soit première avec B, le plus grand commun diviseur demeurera le même. Car soient A et B dela forme 4 = Dx, B —Dy, x et y étant premiers entre eux; ilest visible que Dsera encore le plus grand diviseur commun, si l’on supprime #,.ou y, Ou seulement quelqu'un de leurs facteurs, comme | aussi si l’on multiplie À par une quantité 3 qui soit première avec B.
IT. Si un polynome À , ordonné par rapport à à , est divisible par une quantité F indépendante de a, les coefficients de chaque puissance de cette lettre a doivent en particulier être divisibles par F. En effet, soit Ma” + Haï +....,le quotient de À divisé par 7, on a donc A = FMa" + FHat +....;0r F'ne contenant pas &, il ne peut s’opérer de réduction d’un terme à l’autre. Donc chaque coefhcient conserve le facteur F.
Voici l'usage de ces théorèmes. Si, par la méthode que nous allons exposer, on cherche le plus grand commun diviseur entre deux quelconques des coefficients de 4, puis entre ce diviseur et quelque autre coefficient de 4, et ainsi de suite pour tous les coefficients, il est clair que si 4 à un facteur F indépendant de a, comme il devra l'être de chaque terme en particulier, on obtiendra ainsi ce diviseur commun F indépendant de a, et l'on aura 4 — F4’, 4’ étant un polynome connu, qui n’admettra plus de facteur sans a. Le même calcul mettra en évidence dans B Île facteur F’ indépendant de a, s'il en existe un, et l’on aura B— F"B;. |
Or, le plus grand diviseur Æ, entre F'et F", est le facteur indépendant de a, qui est commun entre 4 et B : c'est-à-dire que si le plus grand commun diviseur cherché entre 4 et B, est le produit OK de deux facteurs, l’un Q contenant a, l’autre À sans a, on sera parvenu à connaître ce dernier, et il ne restera plus qu'à trouver Q, qui ne peut être divisible par un facteur indépendant de a. Une fois X connu, on aura donc F= Ka, F= KB, d'où A=KA'ax, B— KB'B; Ôtant le facteur X, © sera le plus grand commun diviseur entre A'xet B'B, ou plutôt entre 4° et B”, puisqu'on peut supprimer | a et B(IT).
Concluons de là, qu'après avoir trouvé les facteurs F et F’ indépendants de a, où communs à tous les termes, l’un de 4, l’autre de B, on supprimera ces facteurs, ce quirendra les polynomes plus simples, tels que 4’ et B”°; mais on mettra à part le facteur X, commun à F'et F”’; on cherchera le plus grand commun diviseur
FACTEURS COMMUNS
Q entre 4’ et B', et on le multipliera par X ; XQ sera celui qu’on demande.
Procédons maintenant à la recherche du facteur Q dépendant de a. |
Comme le quotient q de 4’ divisé par B” doit nécessairement être entier, il ne suffit pas ici de procéder comme on l’a fait sur les nombres. Après avoir ordonné les polynomes, ils deviendront
AS IMPR OROPETE Be EN CNT A EE N:
On divisera le premier terme Ma” par le premier Va” ; or, si N contient quelque facteur « qui ne divise pas F7, le quotient n’est pas entier. Pour éviter cette difliculté, comme on admet qu’on a délivré B" de tous les facteurs communs indépendants de 4, « n’est pas diviseur de 2”, et l’on a le droit de multiplier 4’ en totalité par & : alors M deviendra Ma, divisible par ÆV. Ainsi, les deux premiers termes seront toujours réduits à l’état convenable pour que la division soit possible , parce qu'on aura Ôté de AV, ou introduit dans Y, les facteurs qui s'opposaient à la division exacte. On aura soin de faire une semblable opération sur chacune des divisions subséquentes qu’exige le théorème, afin de rendre tous les quotients entiers.
Soient, par exemple, les polynomes
8Ga’cd — 120abcd —- 100b°cd, et 36aŸc — Ga’bc — IJOab°c.
Le commun diviseur entre 120abcd et 100b°cd est 20bcd'; entre 20bcd et 36æcd, 1 est 4cd, On obtient de même 6ac pour facteur commun de tous les termes du second polynome. Supprimant ces facteurs, les proposés se réduisent à
Oa? — 30ab + 25h, et Ga — ab — 15h.
Mais comme 4cd et 6ac ont 2c pour diviseur, on réservera 2c pour multiplier le commun diviseur entre les polynomes réduits : 2e est le facteur indépendant de a. Voici la fin du calcul :
9a? — 50ab + 25b2 Ga? — ab — 15h? 3a — 5b comm. divis. 18a%_=—" 6000 "+ 508? }je quot. 5 2a + 50
Reste — 57ab + 95b2 2e reste 9Jab — 15b2 ou — 19b(3a — 5b) 0
On voit que la division de 9a° par 64? ne pouvant se faire exacte-
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ment , il a fallu multiplier la totalité du dividende par 2 ; après quoi le quotient 3 a conduit au reste — 57ab + 95b°, et la question est réduite à trouver le plus grand facteur commun entre ce binome et le diviseur; il faut donc réitérer les calculs de préparation sur l'un et l’autre. Or, on trouve que le binome a — 19h pour facteur, qu'il faut supprimer; et, comme la division par (3a — 5b) réussit, le plus grand diviseur commun cherché est 2c (3a — 5b) ou Gac — 10bc.
Soit proposé de réduire à sa plus simple expression la fraction Gaÿ — Ga? y + 2ay° — 2y°
12a° — 15ay + 8yÿ | 2 et 3 pour facteurs qu'on peut ôter sans changer le plus grand facteur commun des deux termes : le diviseur sera réduit à Aa — Bay + y, et le premier terme du dividende à 3a*. Pour rendre la division exacte, il faudra multiplier par 4, c’est-à-dire doubler le numérateur ; ainsi, il faut chercher le plus grand commun -diviseur de 1243 — 12a°y + 4ay® — hf et ka — bay + y.
Une première division donne le quotient $a et le reste 8a°y + ay — 4y3. Pour rendre de nouveau la division possible, on multipliera ce reste par À ; on pourra aussi supprimer le facteur y; et le dividende deviendra 124? + 4ay — 16y°.
Une seconde division conduit au reste 19ay — 19y°, qui doit être pris pour diviseur de ka — 5ay — y. On supprimera les facteurs 19 et y dans ce diviseur, qui devient a — y, et qui divise exactement; « — y est donc le plus grand commun divi-
: ces polynomes ont respectivement
î ; “énea/rtt6a dy?
seur cherché. La fraction proposée se réduit à (Gatnsage 124 — 5y Voici le calcul :
1243 — 12a2y + 4472 — 47} 4€ — 50 + Y? 19ay — 19r° + Say +047 — AN À 55 Ha Li a — y comm.divis, 12a + 4ay — 167? 7 Chr -2 Ag "# 19ay tu 1972? ROUTE Che AL AR Ld
En cherchant le plus grand diviseur des deux termes , qui est 24? + 2ab — b?, on verra de même que la fraction |
Lah — ab? Æ Lab — bi 2e — 2ab + Gak — ab — Jah — 3ab$ — 2bi 80 -—Na eu
5ha°h — 24b°
ab LE S3ab — abs + 6h? le facteur com-
Pour la fraction
FACTEURS COMMUNS
mun indépendant de a est 3b ; en le supprimant dans les deux ter-
mes, ainsi que 2 au numérateur, on est conduit à chercher le plus
grand commun diviseur entre Ja? — 4b*et 15a°—+- a°b — 3ab? + 2b$.
On trouve qu'il est 3a —L 2b; ainsi 3b (3a + 2b) est celui qu'on | Ga — 4b
5a* — 3ab + b*
On ne doit pas oublier qu'ici, comme au n° 100, il faut regarder . les termes qui contiennent une même puissance de la lettre par rapport à laquelle on ordonne, comme ne faisant qu’un seul terme. C’est ce qui a lieu pour la fraction
a (b — c?) — ab (2h? + be — ©) Æ b° (b + c a3 (b2 — 2bc ©?) — ab (2b + be + ©) + ab$ (b H-c)
La considération des coefficients (b . c), (2b? L be — 0), (Bb? — c°), etc., fait bientôt reconnaitre que (b + c) est un facteur commun indépendant de «. En le supprimant, on cherche le plus grand diviseur entre
cherche, et la fraction se réduit à
a (b — c) — ab (2b — c) + D et a (b Æ ©) — ab (2b + c) 4 abi,
qu’on trouve, par le calcul, être «a — b; ainsi, celui des deux termes de la fraction proposée est a (b Æ c) — b (b + c); elle se a (b — c) — b° @ _(b + c) — ab
103. Cherchons /e plus petit nombre n divisible par deux nombres donnés a et b. Ce nombre serait & X b, si a et b étaient premiers entre eux; mais soit D un diviseur quelconque de a et de b, a — Da, b = D; comme Da — ab — ab, Da’b' est divisible
réduit à
. ab par a et par b. Mais 5 est d'autant plus petit que D est plus grand ;
donc la quantité n — Da'h' est le plus petit nombre divisible par a et par b, quand D est leur plus grand commun diviseur. Ainsi, 312 et 132 ont 12 pour plus grand diviseur; les quotients sont 26 et 11; donc, 12,26.11 — 3432 est le plus petit multiple de 812 et 132.
MATHÉM, PURES, 7, 1, 9
CHAPITRE IT
Premier Degré à une seule inconnue.
104. Le degré d’une équation est marqué par la plus haute, puissance de l'inconnue qu’elle renferme : #, y, 3, « + «+. + désigneront les inconnues ; a, b, c ,....les données. Ainsi, ax + b —= cx est du premier degré; ax° + dx = c est du second; a L qx° = r est du troisième, etc. |
Pour résoudre un problème proposé, il faut d’abord exprimer, par une équation, les conditions qui lient les données aux incon+ nues : cette traduction du problème en langage algébrique une fois faite, il faut résoudre l'équation , c’est-à-dire dégager l'inconnue de tout ce qui l’affecte, et l’amener à la forme x = 4; A est la valeur cherchée.
Par exemple, un père a 4 fois l’âge de son fils, la somme des deux âges est 45 ans : quel est l'âge de chacun? Soit x l'âge du fils, 4x sera celui du père; ainsi, z + 4x doit faire 45 ans, d’où 5% —45, Telle est l'équation qui, dans notre problème, exprime la liaison de_l’inconnue aux quantités données 5 et 45. Il faut maintenant _résoudre cette équation, ce qui se fait en divisant le produit 45 par B; le quotient 9 est l’autre facteur (n° 5); x = 9 donne 9 ans pour l’âge « du fils, et 36 ans pour celui du père.
On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu'offre tout problème : 1° poser l’équation, 2° la résoudre. Nous traiterons ces deux sujets, en commençant par le second.
105. L'inconnue ne peut être engagée dans une équation du. premier degré, que par addition, soustraction, multiplication et division. Voici les règles qu'il faut pratiquer pour la dégager:
I. Si l’inconnue a quelques coefficients fractionnaires , multipliez toute l’équation par le nombre qui serait dénominateur commun (n° 38, 1° et 2°). Cette opération, sans altérer l'équation, fera disparaître les diviseurs. Cela revient à réduire tout au même dénominateur, puis à le supprimer. Soit, par exemple, d
2 PE + cure LEUR LE NE D: Ron éeane ES | Lx + 5x 20 — 57 = i« = % 8.
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En multipliant tout par 12, cette équation devient 8x + 6x — 240 — 97 — 9x — » — 96, qui se réduit à 12x — 240 — 8x — 96.
IL, On réunira tous les termes inconnus dans l’un des membres, et les quantités connues dans l’autre, en donnant un signe contraire aux termes qui changent de membre; c'est ce qu'on appelle transposer. Ainsi , notre exemple deviendra 12%—8x—240—96, ou 4x — 144. On voit en effet qu’en effaçant 240 du premier membre 12x — 240, ce qui le réduit à 12r, on l'augmente de 240; pour ne point troubler l'égalité, il faut donc ajouter 240 au second membre. Pareillement , en supprimant 8x, on diminue de 8x le second membre; il faut donc aussi retrancher 8x du premier.
IT. L’équation, d’après ces deux règles, sera amenée à la forme
ax = b ; bestle produit de a multiplié par # (n° 5) ; en divisant b b
par a, le quotient donnera donc x ; ainsi, x = —. a
Donc, pour dégager l’inconnue de son coefficient, il faut diviser toute l’équation par ce coefficient.
FT de 144 C'est ainsi que l'équ. 4x — 144, donne x — We 36; ce nombre résout l’équ. que nous nous étions proposée ci-dessus, c’est-àdire que les deux membres seront égaux, si l’on met partout 36
pour x: c’est ce qu’on vérifie aisément, car on à 24 + 16 — 20 — 6 — 27 + 3 — 8 — 16.
IV, Une équation du premier degré n’admet qu’une solution ; car on
peut toujours la mettre sous la forme (n° 107) ax +- b = cx + d: or, si æ pouvait avoir deux valeurs # et B, on aurait les équations
ax + b = ca + d, ab + b = cB + d,
ét retranchant, on trouverait a (4 — B) = © (a — B), équ. quire-
| wient à (a — €) (« — B)== 0, et ne peut être satisfaite à moins qu’on
| aita= B, puisque a etc sont donnés et inégaux.
Voici plusieurs exemples de ces diverses règles : 9*
152 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 1° ns + = om —= px + = — n; supprimant la fraction
cz ax — commune aux deux membres, on a 5 Lm= pr + n;rul-
tipliant tout par b, il vient ax - bm —= bpx — bn; transposant bm et bpx, on a ax — bpxr — bn — bm, ou æ (a — bp) —=b(n — m); en divisant par «a — bp, il vient enfin Las, D pe ” (n m) a — bp
20 x — 90 + 5x 5x — 82; transposant, on trouve
S xx — ix — 90 — 82, qui se réduit à $r — ir — 8;
multipliant l'équation par 15, on obtient 187 — 10r = 8 X 15, ou 8x — 8 . 15, et enfin x — 15.
80 ?æ+9— x — 10 donne 9410 = 5x —; x, et multipliant ke. 91. il vient 19 KX 21 — 7x — 67, d'où x — 19. 21 — 399.
4° Enfin, ré équation £x — 40 — ?x — 60 — 1x donne . . . 2x—ÿix+75ax—100; on BR 0 X 4 X 5, ou 180, et l’on obtient 40x — 45x + 252x — 180 X 100, ou 247 x — 18000 : donc, z == 72,8745.
106. Venons-en maintenant à la principale difficulté, qui consiste à poser le problème en équ. Pour cela, on examinera attentivement. l'état de la question pour en bien comprendre le sens ; et donnant, au hasard, une valeur à l’inconnue, on soumettra ce nombre à tous les calculs nécessaires pour s'assurer s’il convient ou non.On connaïtra ainsi la suite des opérations numériques qu'il faut faire subir au nombre cherché, lorsqu'il est trouvé, pour vérifier s’il convient en effet au problème. Enfin on fera, à l’aide des signes algébriques, sur æ représentant l'inconnue, toutes ces mêmes opérations, et l'équ. sera posée. |
I. Soit, par exemple, demandé quelle était la dette d’un homme qui, après en avoir acquitté la moitié une première fois, le tiers une seconde, le douzième une autre fois, se trouve ne plus devoir que 630 fr.
Supposons que cet homme devait 1200 fr.; la moitié est 600; Je tiers, 400 ; le douzième, 100 : il a donc payé 1100 fr. ; mais il redoit encore 630 ; donc il devait en tout 1100 -L 630, ou 1730 fr., et non pas 1200 fr. comme on l'a supposé. Ainsi, cette hypothèse
est fausse ; mais il en résulte une suite de calculs qu’on pratiquera aisément sur +, et qui donnera
Le reste n'a plus de difficulté; en multipliant par 12, a12v = 6% + 4x x 7860 — 11% + 7560 ; d’où x — 7860 fr. ; c'est le nombre cherché, ainsi qu’on peut s'en assurer.
Notre règle, pour poser un problème en équation, consiste done à faire subir à x toutes les opérations qu'on fera sur le nombre cherché, lorsque après l'avoir trouvé, on voudra vérifier s’il répond en effet à la question.
La valeur arbitraire attribuée à l’inconnue ne sert qe mettre ces calculs en évidence, et l’usage apprend bientôt à s'en passer. Voici divers autres problèmes:
II. Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés ensemble font 63? Soit x ce nombre, = en sera le tiers, 2x le quart;
donc, + x + ir = — ST 5 ape 63; cette équation se réduit à
73 = 12.63, d'où x = ET = 12.9 — 108.
Remarquons que, pour obtenir le nombre dont le cinquième et
le sixième ajoutés forment 22 , il faut recommencer de nouveau “ 4 e. » ’ LL . T T à poser l'équation, puis la résoudre; on a ainsi — + = — 22;
5 6 d’où 11r— 30.22 et x — 30.2 — 60.
Si donc on veut résoudre à la fois ces deux problèmes, et tous ceux qui n’en diffèrent que par des valeurs numériques, il faut remplacer ces nombres par des signes 4, b, c.... propres à représenter toutes valeurs, puis résoudre cette question : Quel est le nombre qui, divisé par a etb, donne s pour somme des quotients? On trouve abs
Cette expression n’est pas, à proprement parler, la valeur de l'inconnue dans nos problèmes; mais elle offre le tableau des calculs qui les résolvent tous. On donne le nom de formule à cette expression. Cette formule montre qu'on a Finconnue en multipliant les
T T “ —+—=s, d’où z — a b
trois nombres que renferme la question, et divisant ce produit abs par la somme a +- b des deux diviseurs; où plutôt notre formule n’est qu'une manière abrégée d'écrire cet énoncé. L’algèbre n’est donc qu’une langue destinée à exprimer les raisonnements, et qu'il faut savoir lire et écrire.
Tel est l'avantage qu'offre cette formule, que l’algébriste le plus expert, et l'arithméticien le moins intelligent, peuvent maintenant résoudre l’un et-l’autre le problème. Mais ce dernier n'y parviendra qu’en s’abandonnant à une routine aveugle ; d’ailleurs les diverses questions exigent des formules différentes, et l'algébriste a seul le secret de les obtenir. On voit par là pourquoi quelques personnes calculent souvent avec une facilité surprenante sans comprendre ce qu’elles font, quoiqu’elles sachent trouver exactement les résultats.
IIT. La sonme des âges de deux frères est 57 ans, l'aîné a 7 ans de plus que l’autre : on demande l’âge de chacun. Soit x l'âge du plus jeune, # + 7 est celui de l'ainé; il faut donc que x ajouté à æ + 7 donne 57; d'où 2x +7 = 87 et x — 25 : le plus jeune a 25 ans, l’aîiné 382 ans.
En examinant l’énoncé de cette question #il sera facile de reconnaître qu’elle renferme des circonstances inutiles : elle se réduit, visiblement à la recherche de deux nombres dont la somme est 57 et la différence 7. En général , il convient de dépouiller les questions de tout appareil étranger, qui ne peut qu’obscurcir les idées, et faire perdre la liaison des quantités. C’est un tact particulier qu'on doit à l'exercice ; ni maîtres, ni livres, ne peuvent donner la sagacité nécessaire pour démèêler, dans l’énoncé, ce qui est indispensable ou inutile. (
Pour généraliser le problème précédent ; cherchons les deux nombres qui ont s pour somme, et A pour différence. Soit x le plus petit; æ us d'est le plus grand; donc, ajoutant x + (x EL d) —s; d'où 2r = s — d, etæ — ?(s — d). C’est le plus petit des nombres cherchés; le plus grand estx d,ou<(s—d)+d—21(s- d).Done,
T—=$(s—d), v+d=+(s + d) sont les nombres qui répondent à la question. On prendra la moitié de la somme, et la moitié de la différence données; on aura le plus grand en ajoutant ces deux moitiés, et le plus petit en les retranchant l’une de l’autre.
Une maison composée de deux étages a 15 mètres de haut : le
premier est plus élevé que le second de 1 mètre ; on demande la hauteur de chaque étage. 7 ; et = sont les moitiés des nombres donnés : ainsi, 7 + — +, ou 8 mètres, est la hauteur du premier étage; 7 = — =, ou 7 mètres, est celle du second.
IV. Partager un nombre « en deux parties qui soient entre elles comme #” est à n ? x étant l’une des parties, pour avoir l’autre, on
; nr 4 ; pose la proportion m : n :!:æ : —; la somme de ces parties m
ma mn * Pour partager a en trois parties qui soient entre elles :° # ! …n : p,
: nx z æ étant l’une , — et 1° seront les deux autres : done | mi m
4 nv à étant a, on a x + — — a; d'où x — mn
ma
mn Fr
nr T = LES, d'où x — mn
2 + (voyez la règle de société, n° 79).
V. Un père a 40 ans, son fils en a 12 ; on demande dans quel temps le père aura le triple de l’âge du fils. Dans x années, le père aura 40 + x ans, et le fils 12 + x;or, 40 Æ x doit être le triple de 12 x ; ainsi,
40 E x — 36 EL 3»; d'où x = 2.
mn
VI. Plusieurs associés, que je nommerai 4, B, C....., font un bénéfice ; et conformément à leurs conventions, 4 prend sur la masse commune 10 louis, et le 6° du reste; B prend à son tour 20 louis, et le 6° du reste; C en prend 30, et le 6° du reste, ainsi de suite jusqu’au dernier, qui prend ce qui reste. Le partage fait, chacun a une somme égale ; on demande la masse, le nombre
des associés et la part de chacun.
Quoiqu'il y ait ici trois inconnues, un peu d'attention fait reconnaître que si la masse x était trouvée, en effectuant le partage, on aurait bientôt les deux autres ; ainsi, le problème peut être traité
comme s'il n'y avait qu'une inconnue r.
Puisque 4 prend 10 louis, il reste 3 — 10, dont le 6° est . TE : ;
PE 50 sa part est donc 10 A ou us
æ + 50 5x — 170 ans
B prend 20 ; le reste est x — , dont
l5z — 170 5x — 170 le 6e est ——; la part de B est donc 20 + SG
: + 2e Puisque ces deux parts doivent être égales, on à
ER LEE à ou Gr 4800 5x 550 ; d'où r=—250.
æ + 50 ou 50 ; divisant 250 par 50,on trouve 5 pour le nombre des associés.
VII. Avec un nombre a de cartes, on forme b tas, composés chacun de c points : la première des cartes de chaque tas est comptée pour 11 points, si elle est un as; 10 si elle est une figure ou un dix... etc. Les autres cartes du même tas ne valent qu’un point. Ces tas formés, on vous remet d cartes qui restent, et l’on demande la somme x des points formés par les seules cartes qui commencent chacun des tas.
Le nombre des points de chaque tas, multiplié par celui des tas, ou bc, est le nombre total des points ; si de ce nombre on retranche les cartes qui ne comptent que pour un point, lereste sera = x. Or, le nombre de ces cartes est a — d — le nombre b des cartes qui comptent pour plus d’un point. Ainsi, += bc — (a — d — b), ou x = b(c+-1)+Ld— a.
Si l’on a 82 cartes, qu'on fasse trois tas de 12 points, on aura x = d+47. ;
VIII. Lorsqu'on a obtenu une formule qui exprime en lettres l'inconnue d'un problème, en regardant à son tour cette inconnue comme donnée, et quelqu’une des données comme inconnue, il suffit de résoudre la même équation par rapport à cette dernière, pour obtenir la solution du nouveau problème auquel ce changement d'inconnue donne lieu. En général, dans toute équation, on peut prendre pour inconnue celle qu’on veut des lettres qui y entrent. Il n’est donc plus nécessaire de distinguer les éléments d’un problème en données et inconnues : on exprime par une équation la relation de ces diverses quantités, et l’on regarde ensuite comme inconnue celle de ces lettres qu’on juge à propos. Gette remarque tend à faciliter la résolution des problèmes où l’inconnue est engagée d'une manière embarrassante. Voici un exemple assez compliqué auquel ces considérations peuvent s'appliquer :
La mévinique enseione que les temps #, # , des oscillations de
OU
La masse étant formée de 250 louis, la part de chacun est
deux pendules sontcomme les racines carrées de leurs longueurs £, #, comptées du point de suspension au centre d’oscillation , ou ET: V1 ‘ V/l'; connaissant trois de ces quantités, on tire la 4° de l'équation l’#= #?, Mais un pendule fait d'autant plus de vibrations qu’il va plus vite; les nombres » et »’ d’oscillations faites dans la même durée quelconque, par les deux pendules / et /', sont donc en raison inverse des temps de chacune, # : #’!! n°: n; donc
NN. VE. VAR ny ll'=ny li.
Or, l'expérience apprend qu’à Paris, dans le vide, le pendule à secondes (celui qui bat 60 coups par minute, ou 86400 coups par 24 heures moyennes), a pour longueur
l — 0,9938267 mètres, log / — 1,9973106, Li ou ! — 36,713285 pouces, log / — 1,5646232.
il est donc bien facile d'évaluer la quotité n’ d’oscillations faites dans un temps donné par un pendule connu , ou réciproquement de trouver la longueur /’ d’un pendule, connaissant le nombre n’ de ses vibrations dans une durée déterminée. Car le second membre de notre équation est connu , et il ne s’agit que de trouver l’un des nombres /’ ou n’. Le calcul des log. facilite l'opération.
Par exemple, quelle est la longueur d'un pendule qui bat 100 000 oscillations en 24
re log À — 4,9365137 heures ? On a l'équation ! = —-, où double — 9,8750274 £ log /— 1,9973106
n — 86400, n'— 100 000 ; le calcul ci-çontre 10 donne/’en mètres; c’est lalongueurdupendule log / — 1,8703380 qui batles secondes,quand on divisele jour en l'— 0",7418875
dix heures, l'heure en 100’, la minute en 100”.
IX. 4 et Bse sont mis au jeu chacun avecunesommie égale : la perte de À est 12 fr. ; celle de B, 57 fr.; par la, B n’a plus que le quart de ce quireste à 4#.Combienchacun avait-ilavant le jeu? Réponse, 72fr.
X. Si l'on doublait le nombre de mes écus, dit un homme, j'en donnerais 8; on accomplit ce souhait trois fois consécutives, et il ne lui reste rien : combien cet homine ayait-il d'écus? Réponse, 7.
XI. Quel est le nombre qui, divisé par a et b, donne deux quo-
abd b — a
XL. Trouver un nombre dont le produit de ses 2 parties égales
tients qui ont d pour différence? On trouve x =
soit le même que celui de ses » — 1 parties égales (le produit des 3tiers égal, par exemple, à celui des 4 quarts). On a | m lyrte
A PRÉ Le ae
XIIT, Un chasseur promet à un autre de lui donner b fr. toutes les fois qu’il manquera une pièce de gibier, pourvu que celui-ci donne c fr. chaque fois qu’il l’atteindra. Après # coups de fusil, ou les deux chasseurs ne se doivent rien , ou le premier doit d au second , ou le contraire a lieu : on demande une formule propre à ces trois cas, et qui fasse connaitre le nombre + de coups manqués.
Le gain est c fois le nombre n — x des coups heureux, la perte est
b_ fois +; d’où bx — cn — x) =E d.
on + d b + c signe supérieur dans le 2°, et l'inférieur dans le 3e.
XIV. Une fontaine emplit un réservoir en un nombre d'heures désigné par h ; une autre peut le remplir en k’ heures ; on demande combien ces fontaines mettraient de temps en coulant ensemble ?
hh’ ; Réponse, x — OCR On résoudra facilement le problème pour plus de deux fontaines, même en admettant que le réservoir se vide.
(voy. IV, p. 89).
On trouve + — ; d'est nul dans le 1 cas; on prend le
Remarques sur les Equations du premier degré.
107. Les formules algébriques ne peuvent offrir d'idée nette à l'esprit qu’autant qu’elles représentent une suite de calculs numériques dont l'exécution est possible. Ainsi, la quantité isolée b — a ne peut signifier qu'une chose absurde lorsque a est > b. Il convient donc de reprendre les calculs précédents, parce qu’ils offrent quelquefois cette difficulté.
Toute équation du premier degré peut être ramenée à avoir ses signes tous positifs, telle que *
ax + b= cz + d se us corps up
* On changera les termes négatifs de membre, ce qui sera toujours possible, puisque rien n'empêche d’ajouter aux deux membres une même quantité. On ne pourrait pas la soustraire dans tous les cas, puisqu'il faudrait que les deux membres fussent plus grands que celte quantité soustractive.
dE main ia A das PE do où
Retranchons ex + b de part et d'autre, il viendra ax —cx=d—b, d’où | TT 9, a — CC.
. Cela posé, il se présente trois cas : 1° ou d > beta >c; 2° ou l’une de ces conditions a seule lieu; 3° ou enfin b 5 detce > a. Dans le premier cas, la valeur (2) résout le problème ; dans les deux derniers, on ne sait plus quel sens on doit attacher à la valeur de x, et c'est ce qu'il faut examiner.
= Dans le deuxième cas, l’une des soustractions d — b, a — 0, est impossible : soit, par exemple, b © d'eta © c;il est clair que la proposée (1) est absurde, puisque les deux termes ax et b du premier membre sont respectivement plus grands que ceux ex et d du second. Ainsi, lorsque cette difficulté se présentera, on sera assuré que le problème est absurde, puisque l’équ. n’en est que la traduction fidèle en langage algébrique.
Le troisième cas a lieu lorsque b © detc © a; alors on a deux soustractions impossibles : mais nous avons Ôté cx + b des deux membres de l'équation (1) afin de la résoudre, ce qui était manifestement impossible, puisque chacun est <[ ex + b. Ce calcul étant vicieux, nous Ôôterons ax - d de part et d'autre, et il viendra
bd = cx — ax, d'où Pi qe ol Re REPAS
Cette valeur, comparée à (2), n’en diffère que parce que lessignes sont changés hautet bas; elle ne présente plus d’obseurité, On voit donc que lorsque ce troisième cas se rencontre , il annonce qu’au lieu de passer tous les termes inconnus dans le premier membre, il aurait fallu les mettre dans le second : et il n’est pas nécessaire, pour rectifier cette erreur, de recommencer les calculs ; il suffit de changer les signes haut et bas.
Un des principaux avantages qu’on se propose en algèbre , est d'obtenir des formules propres à tous les cas d’une même question, quels que soient les nombres qu’elle renferme (p. 133 et 134). Or,
nous remplirons ici ce but en convenant de pratiquer sur les quantités négatives isolées les mêmes calculs que si elles étaient accompagnées d’autres grandeurs. Par exemple, si lon avait m + d — b, et b> d,
140 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ on écrirait »m— (b — d); lorsque » n'existera pas, nous convenons d'écrire encore d — b=—= — (b — d), quand b sera >> d. b—d
La valeur de x, dans le second cas, devient x —— à a — C
et nous dirons que foute solution négative dénote une absurdité. Pareillement , pour diviser le polynome — 4 3a’b° —L etc.,
par — a —b? Letc., on divisera d’abord le premier terme — a# par — a°, et l'on sait {n° 98) que le quotient a? a le signe +. Nous
en dirons autant de ces quantités isolées — a4, — a? ; de sorte que
(Da)
dans le troisième cas, la valeur (2) de x aura la forme É — (c— a
£ —— Le comme elle doit être (3).
qui se réduit à
108. Cette convention , qui n’entraine aucun inconvénient, réunit donc tous les cas dans la formule (2). Mais on ne doit pas ou-
Sent RS sont que
blier que les quantités négatives isolées — 4,
des êtres de convention; des symboles, qui n'ont aucune existence par eux-mêmes, et qu’on ne les emploie comme s'ils en avaient une, que parce qu'on est assuré de remplir un but important, sans qu’il en puisse résulter d’inconvénient, En effet, de deux choses l'une : ou le résultat aura le signe —;, et l’on en conclura que le problème est absurde, le — n'étant qu'un symbole qui annonce cette absurdité ; ou le résultat aura le signe +, et il est prouvé qu'alors il est ce qu'il doit être, quoique provenu de la division de deux quantités négatives. Concluons de là que :
1° On a le droit de changer tous les signes d’une équation , et de la multiplier par une quantité négative. En effet, si l’on est dans le premier de nos trois cas, l'équation deviendra, il est vrai, absurde d’exacte qu'elle était ; mais la division des quantités négatives rétablira les choses dans leur état primitif. Dans le deuxième cas; l’absurdité du problème sera encore manifestée par une valeur négative; et enfin, s’il s’agit du troisième, le changement de signes aura rectifié le vice du calcul. |
2° Lorsque l'équation sera absurde, on pourra encore tirer parti de la solution négative obtenue dans le deuxième cas ; car, mettant — x pour x, l’équ. proposée devient — ax +- b=— — cx + d,
pis
, valeur égale à (2), mais positive. Si donc on mo- Cr EE
difie la question , de manière que cette équation lui convienne, ce second problème, qui aura avec le premier une ressemblance marquée, ne sera pas absurde, et, au signe près, il aura même solution. |
Présentons, par exemple, le problème V comme il suit : Un père a 42 ans, son fils en a 12 ; dans combien d’anneés l'âge du fils sera-t-il le quart de celui du père ? On a 424 x = 4(12+-7x), d’où r——2; ainsi, ce problème est absurde. Mais si l’on met — + pour x, l’équ. devient 42 — x — 4 (12 — x), et les conditions qui y correspondent changent le problème en celui-ci : Un père a 42 ans, son fils en à 12, combien d'années se sont écoulées depuis l'époque où l'âge du fils était le quart de celui du père ? On a x — 2.
Quel est le nombre x qui, divisé par a, donne s pour somme du dividende >, du diviseur a, et du quotient ?
On a a + x + = 8, d’où æ — Por a> s, æ est
négatif, et la question est absurde; ce qui était d’ailleurs visible d'avance: par exemple, a = 11, s —5; donnent x = — 5 :, Mais changeant x en — x dans l’équ., on trouve 11—x——x—=5; de sorte que x — B< est le nombre qui, joint au 11° de 5+, et retranche de 11, donne B pour reste. Sous cet énoncé, le problème a cessé d'être absurde.
Quel est le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés, diminués de 7, donnent ce même nombre? On ai x 5 x—7—x; d'où
— — 15, La question est absurde ; mais remplaçant # par — x dans l’équ. (ou plutôt — 7 par 4-7), on verra que 15 est le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés à 7, forment 15.
109. L’équation (2) présente encore deux singularités. Si d — b
ax + b= ax + d, d'où b= d; ainsi, tant que b est différent de d, le problème est absurde, et n’est plus de nature à être modifié
; mais la proposée devient dans ce cas
a=—=0,0na z —
, A : m comme ci-dessus. En faisant décroitre », la fraction -— augmente ;
pourn—=2À?, ——,-—, les résultats deviennent 2, 100, 1000 fois plus grands. La limite est l'infini, qui répond à n — 0; on voit donc que le problème est absurde quand lu solution est infinie; ce qu'on désigne par le signe x — ©.
Mais sia= © et b—d, alors x — ©; et la proposée devient
142 EQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ ax + b = ax +- b; les deux membres sont égaux quel que soit æ, qui est absolument arbitraire. Ainsi, /e problème est indéterminé, ow
reçoit une infinité de solutions, lorsqu'on trouve x = © dans l’équ. (1). . Voy. n° 114. ‘
Premier Degré à plusieurs inconnues.
110. Lorsqu'on a un nombre égal d’inconnues et d'équations, pour obtenir les valeurs de ces inconnues, on peut opérer de trois manières.
I. On tirera de chaque équation la valeur d’une inconnue comme si le reste était connu ; on égalera ces valeurs deux à deux, et l’on formera ainsi autant d'équations moins une, qu’on en avait d'abord ; en répétant ce calcul, on éliminera chaque fois une inconnue ; puis, lorsqu'on aura obtenu la valeur de la dernière, on remontera de proche en proche pour avoir celles des autres inconnues.
Ainsi, pour 5x — 3y — 1, 7y — 4x — 13, on tirera
F 8 1 dé la première‘.... 7 = DRE 7y — 18 et de la seconde ....x — ÿ 7 ; à 3 1 TU TOR, : 9 égalant ces valeurs, on a + Ru == 7 —., équation qui ne d
renferme plus qu'uneinconnue y, et d’où l’on tire 1274 —35y—65; puis, 38y — 19y — 65 4; ou 23y — 69; enfin, y — 3 : remontant à la première des valeurs de x, il vient
MUR Les 1754 9 Pareillement, 2x LE 5y — 8z —.8 ; Sr — y + 3 = — 2, 5x — y + 23 = 9, 1e EE Q : ÉLUS B dat Nes = y — 8x —2—= En 2 had
PL
Ghassant les dénominateurs (105, 1), on trouve *
> Le à
2x + y — 3 — 12y — 9x — 6, y — GC — 4 — 9 + y — 6x, ou 7y — llr = 3, y — x = 13;
on en tire 7y = 8. 11x—= 13 + x, d’où x = 1; et remontant aux valeurs de y et z ci-dessus, on trouve enfin
= LT >, ss
IT. La méthode des substitutions consiste à tirer, comme ci-dessus, la valeur de l’une des inconnues ; puis à la substituer dans les autres équ. : on à ainsi une équ. et une inconnue de moins, et l’on réitère le même procédé.
Soient 87 + 2y — 12, 25 + y —5, + y +3z—8;la seconde donne y — 5 — 22: en substituant dans les deux autres, elles deviennent 3x — 43 =2, vz—3, 3e
Celle-ci donne x = 3 — z, ce qui change la précédente en 92 85—4z:—9; d'où :—1, et par suité, à —8 — 5 —9, Y —= 5 — 93 — 8.
III. Le premier procédé, quoique plus simple que les autres, est rarement employé à cause de sa longueur ; le second ne sert guère que quand toutes les inconnues n’entrent pas dans les équ.; venons maintenant à celui qui est le plus usité. Prenons
as de buis dax thy=c. +. (4)
Supposons que a et a’ soient égaux, en soustrayant l’une de ces équ. de l'autre, # disparaîtra ; si a et a’ étaient de signes contraires, il faudrait ajouter les équ. Mais lorsque a et a’ ne sont pas égaux, on tuultipliéra la première par @, la seconde par 4, et notre condition sera remplie, puisque aa’ sera le coefficient commun de x *, On obtiendra done, en retranchant ces produits l’un de l’antre, d'by — aby= ac — ac. De même, éliminons y, en multipliant
* Siaet a! ont un facteur commun, il ne faut prendre pour multiplicateurs respectifs que les facteurs non communs à a et à a', comme pour la réduction au même dénominateur (n° 38, i9et 2°).
144 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ Ja première équation par b’ et la seconde par b, puis retranchant les produits, d’où a’bx — ab'x = bc’ — b'c. Donc enfin on a
bc! — b'c a'e — ac’ DR CET on er
En traitant de la même manière les équations
ax +by<+Loez d - dx + by + cz ax . by = c''z ee. d''
qui sont les plus générales à trois inconnues, on trouverait les valeurs de x, yet 3. Mais ce calcul ne permettrait pas de découvrir la loi des résultats sans recourir à l’induction; c’est pourquoi nous le présenterons d’une manière un peu différente. Multiplions la première par k, la deuxième par #”, et de la somme de ces produits retranchons la troisième, il viendra
(Ba Wa — à!) x + (kb KE — b')y HE (ke We — c') sd EL Wd — d”.
[Ml
Les nombres # et k’ étant arbitraires, on peut leur attribuer des valeurs propres à chasser deux inconnues, y et z, par exemple. On posera pour cela les équ.
kb Kb =D", ke kco—c",..,...(D) ui serviront à faire connaître k et £’: et l’on aura q ?
kd-L K'd'— d” Sr TT Re D
Il faut ensuite déterminer k et #’, et en substituer ici les valeurs; mais on peut abréger beaucoup ce calcul. En effet , le numérateur de x se déduit du dénominateur, en changeant a, a’, a”, en d, d’,d”; et comme # et #’ sont indépendants de ces quantités, la même chose aura lieu également après la substitution des valeurs de k et 4”.
Il s’agit donc d’évaluer le dénominateur, puisque le numérateur s’en déduit en changeant simplement les. a en d; les formules 2 appliquées aux équ. D donnent b'e! — cb" cb" — bc”
k — LA 77 Que A TRES CD'AERE | ch — bc?
2 pui, De! — cb) + (cb! — be’) Pete phemant d'où ka - ka — a PER
On réduira au même dénominateur, qu’on supprimera comme étant commun aux deux termes de la fraction £, et l’on aura, pour le dénominateur cherché,
K — 0 (b'c” Ex c'b") + a (cb” ps bc”) -| a (bc’ din cb”).
En faisant attention à la manière dont il faut exécuter ces multiplications, on observera que le calcul se réduit à l’opération suivante. On prendra la différence be — cb, entre les deux arrangements des lettres b et c; puis on PTE la lettre a à toutes les places, en commençant par la première à gauche, et changeant de signe chaque fois que, « changera de place ; bc engendrera abc, — bac et bca; —cb donnera — acb, —-cab et — cha. Enfin, on réunira ces six termes, et l’on marquera d’un trait la seconde lettre de chacun, et de deux la dernière ; le dénominateur X est donc
K ee ab'c'’ 2 74 o! —- bc'a 4 LE. ac'b" un cab" su cb’ (fe
Pour trouver y, il faudrait égaler pareillement à zéro les coefcients de x et z dans l’équation ci-dessus; mais la symétrie des calculs prouve qu’il suffit de changer b en 4, et réciproquement dans la valeur de x. On changerait c en a pour la valeur de 3. Concluons de là que , 1° le dénominateur des valeurs de x, y et z, est le _ même; 2° le numérateur de chacune se déduit du dénominateur , en changeant les coefficients de l’inconnue en les termes connus. Ainsi,
_ db'e" — bd'e” + bc'd” — dc'b" + cd'b" — cb'd"
ad'c' — a c’’ - dc’a 12 ANR PS ac'd'' — cad’ A" cd'a’’ Li K ; ab'd" — bad” + bd'a” — ad b7 — da’ b” — db'a” nes RO LT OU ne LU à ue UP à ei
La loi que nous avons démontrée suit de la nature même du calcul ; en sorte que si l’on a quatre inconnues et quatre équ.,
as + by est = f, de + by +ds+dt= fete,
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il suffira de chercher le dénominateur commun, et l’on en déduira chaque numérateur ; de plus, ce dénominateur sera formé suivant la même loi.
On prend donc les six arrangements des lettres abc qui servent de dénominateur ci-dessus (en supprimant les accents), ou abc — bac +- bca — etc. : on fait occuper à la lettre d, dans chacun de ces termes, toutes les places, à commencer par la première à gauche ; puis on change de signe chaque fois que d passe d’une place à la suivante ; enfin on marque d’un trait la deuxième lettre, la troisième de deux et la dernière de trois : le dénominateur commun est
da’b'c”’-— ad'b''e""+ ab'd'c!’ L:AU ab'c''d''"— db'a”c Ce bd'a 44 c!’ — etc. 254
Voici quelques problèmes :
I. Une personne a des jetons dans ses mains; si elle en porte un de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre égal dans chacune ; mais si elle en passe deux de la gauche dans la droite, celle-ci en contiendra le double de l’autre : on demande combien chaque main en contient. On trouve
g—1—y+1,etr L2—2(y —2); d'ou x — 10, ety— 8.
IT. On a acheté trois bijoux dont on demande les prix ; on sait que celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres, fait 25 louis; le prix du deuxième, plus le tiers du prix du premier et du troisième, fait 26 louis ; enfin le prix du troisième, plus la moitié du prix des deux autres, fait 29 louis. On a |
sg +iy+tss= 25, y+ir+ksz= 26,24 5x; y—99; d'où l'ontire x — 8, 15% 18,45 16;
IT. 4, Bet C ont un certain nombre d’écus ; 4 distribuant des siens à B et C, leur en donne autant qu’ils en avaient déjà ; B double à son tour ceux qui restent à À et ceux que C a entre les mains; enfin C distribuant à 4 et B, double pareïllement les nombres qu’ils se trouvent avoir ; tout cela fait, chacun en a 16 ; on demande combien ils en avaient d’abord. x, y et z désignant les nombres d’écus respectifs de 4, B et C, avant ces distributions, on trouve ces équ.
m—y—2—=4, 3y—x—3:—8, 73—% —y—16, d'où l’on tirer. = 20,07 = 14,2 18.
112. Il arrive quelquefois qu’une équation ne peut exister à moins qu’elle ne se partage en deux autres; ainsi # + y — 0, suppose æ — 0 et y— 0, puisque deux carrés étant positifs, l’un ne peut détruire l’autre, et rendre la somme nulle. De même . . . . (x — 1}° + (y — 2} — 0, donne x — 1, et y — 2; et quoiqu'il n’y ait qu'une seule équ., c’est comme s'il y en avait deux. Il faut en dire autant de la question suivante, qui n’a qu’une seule condition. Trouver deux nombres tels, que si l’on ajoute 9 au carré de l’un et à 5 fois le carré de l’autre, le résultat soit le produit du double du second nombre, par 3 plus le double du premier. On a
Be y + 9 — 2e (2y + 8),
qui revient à 42? — 4xy + y + à — 6x + 9 — 0, ou (2x — y} + (x — 3) = 0; donc 2x — y —0, etx—8 — 0; partant x —3,et y — 6.
C'est par la même raison que l'équation 2° y + 1— 0 est absurde.
113. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équation se partage en deux.
Supposons que les éléments d’une question soient liés par l'équation Aa B + 8; que plusieurs de ces éléments soient variables ensemble, et que l'équation doive subsister dans tous leurs états possibles de grandeur ; qu’enfin quelques termes À, B, demeurent constants, tandis que les autres «, B, seraient variables et susceptibles de décroitre ensemble autant qu’on le veut ; cette équation se partage en deux, l’une
— B entre les termes constants ; l’autre x — B entre les termes variables, laquelle aura lieu pour toutes les grandeurs que la question permet d'attribuer à la fois à « et B. En effet, si lon admet que les constantes 4 et B ne sont pas égales, leur différence étant X, ou 4A—B—+K,on entire B— x — + Æ; les variables Bet x conserveraient dont entre elles une différence fixe XÆ, et ne seraient pas de nature à pouvoir être moindres que Æ, ce qui est contraire à l'hypothèse.
C'est ce principe qui constitue Ja mÉTHODE DES LIMITES , dont nous ferons un fréquent usage par la suite. Quand on peut faire approcher une grandeur variable À — x d’une autre À qui est fixe , de manière à rendre leur différence x moindre que toute grandeur donnée, sans rependant qu'elles puissent jamais devenir rigoureusement égales, la
seconde À est dite xumie de la première À — x. Au reste, chaque fois que nous appliquerons ce théorème, on fera bien de s'exercer à reproduire le raisonnement ci-dessus, afin de répandre sur les résultats la clarté convenable ; nous exhortons les étudiants à se soumettre à ce conseil, dont ils reconnaitront l'utilité. En voici deux applications, propres à montrer la marche du calcul et du raisonnement : +
I. Soient V/a et y b deux incommensurables, z et # leurs valeurs approchées, x et y les différences qui existent entre ces valeurs et les radicaux;onaz=y a— x,i—=4y/ b—4y;or, les produits rationnels z X 4 et ét X z sont égaux: donc,
VaXVb+ta=ViXVa+B,
en représentant par « et B tous les termes où x et y sont facteurs dans chaque membre. Observez que si l’on pousse davantage l’approximation, les erreurs y et x décroîtront, et cela autant qu’on voudra, . sans que cette équ. cesse d’avoir lieu; les facteurs J/ a, |/ b demeurant invariables, « et 8 décroîtront indéfiniment; donc l'équation se partage en deux, WaXVb=ybX /a, eta— B; c'està-dire qu'on peut aussi bien intervertir l’ordre des facteurs irrationnels que celui des rationnels.
II. Soit demandée la valeur S de la fraction décimale périodique 0,[54], d’après la notation du n° 51. En ne prenant que deux fois la période, et. représentant par k la valeur des fractions négligées , on a $ — k — 0,5454; multiplions par 100, nous aurons 100$ — 100% — 54,54 ; et retranchant, 99$ — 99% — 54 __ -51
LE à 10000°
Mais si l’on eût pris trois ou quatre fois la période, ce dernier terme fût deven k Den it qu’ | i iCroi ut deve U 50 > OU 700% > Ainsi, l'on voit qu’on peut faire décroître
indéfiniment ce terme, en même temps que l’erreur 4, en prenant la période un plus grand nombre de fois; on peut donc donner à l'équation la forme 99S— x — 54 — B; d’où l’on tire 995 — 54, et S— À, comme on le sait déjà. On a en outre « — B, quelque nombre de périodes qu'on ait considéré ; en effet, si l’on prend la période deux fois, par exemple 4 — 0,0000[54],
d'où, 100% —0,[54] — 5%, et 994 — 51, ou x = B.
Soit $ — 0,[p], la période p étant composée de # chiffres, on
A PLUSIEURS INCONNUES. - 149 a 10"S = p,{p]; et par le même raisonnement (10 — 1) S—p, d'où S$ — TON ET PE 17 TS turc rame m 53, 8°.
114. Les formules d'élimination (B) présentent quelques particularités qu'il convient d'examiner. Tant que ces valeurs de x et y sont positives, la solution résulte de ces formules; et il n'ya ni doute, ni difficulté. Mais il peut en être autrement, ce qui conduit à trois cas d'exception de nos équ. (B) :
1° x ou y peut être négatif; alors le problème , tel qu’il est proposé, est absurde , et on peut le rendre possible à l'aide d’une simple modification qu’on trouve en changeant cette inconnue de signe dans les équ. (4) : le calcul réduit en effet la question à n'avoir qu’une seule inconnue, et l’on est ramené à ce qui à été dit (n° 107).
2° Lorsque les formules (B) sont infinies, les coefficients ont des valeurs numériques telles, qu'il en résulte ab — ab — 0,
den Pour connaitre alors la nature de la question il faut a
; ik ; b introduire cette condition dans les équ. (4); mettons donc _.
ab’
cas présent ait lieu, il faut que les équations proposées soient
az by = ©, b'(ax +by) = bc. Or, elles ne s'accordent en- /
| b c tre elles qu’autant que b'e — bc, ou FR dre vs Cette relation
peut être satisfaite, ou ne pas l'être ; si elle n’a pas lieu, le problème est absurde, puisque les conditions de la question sont contradictoires : cette circonstance est annoncée par des valeurs de x et y infinies. Alors les coeflicients forment une proportion & : & :! b : b',à laquelle le rapport des termes connus c et c’ ne peut faire suite.
8° Mais si, outre la relation qui rend le dénominateur nul,
ad’ f b’ c’ , | \# d!
QU + — 7, ON à ENCOre — ——, les deux équations (A) n’équivalent plus qu’à une seule, les deux conditions de la question rentrent l’une dans l’autre ; et comme on n’a qu'une équation et deux inconnues , le problème est indéterminé (n° 117). Cela arrive quand les coeflicients de l’équation forment trois rapports égaux entre eux, & : à :: b : b :: © : c’; et attendu qu'on a aussi ac == ac’,
our a’, la seconde devient zx by — c’: donc pour que le P - y P q
ce cas est mis en évidence par des valeurs de x ety qui ont la forme *.
Prenons pour exemple ce problème : Deux courriers partent l’un de 4, l’autre de B, et vont dans le même sens 4C; le premier fait n kilomètres par heure, le: second m; la distance initiale est AB = d; cherchons à quel instant les courriers se trouveront à la distance CD — k l’un de l’autre. 4 parcourt la distance 4C = x
4 : x dans une durée qu’on trouve par la proportion m : 1 :: x: —; de L/12
même 2. est le temps que B met à parcourir BD — y. Si les mo-
biles sont en même temps, l’un en C, l’autre en D, ces fractions sont égales, d’où nx — my. Mais, d’un autre côté,
donc l'élimination donne
x — "(d— À) n (d —k) RE TT NS EEE, à sde fa æ d —k C'est ce qui arrive dans le nombre d'heures — — 1 — > m n Mm— nn
En faisant 4 — 0, on a le lieu et l'instant de la rencontre des deux courriers.
Mais les mobiles seront encore distants de À, après que Z aura dépassé B : alors ils auront parcouru l’un 4C'—x, l’autre BD'=Y, et on aura # — k = y +- d'; il suflit donc de changer le signe de k dans nos équ. C’est une seconde solution du problème.
Pour donner à cette analyse plus de généralité, il faut supposer que les courriers sont en route depuis quelque temps, et que A et B sont des points où ils se trouvent ensemble. Et si la valeur de y est négative, comme cela arrive quand m <°n et d © k, cela annonce que le lieu du 2° courrier est situé à gauche de B, quand sa distance au 1% est — £ ; l'instant est antérieur à l’arrivée en B.
Quand les courriers marchent en sens contraire, il suflira de prendre »# et y négatifs, ainsi qu’on peut s’en assurer directement. Voyez ce qui sera dit ci-après sur l'emploi des signes négatifs en géométrie. . |
INÉGALITÉS
Sim — n, x et y sont infinis, et le problème est absurde : ce qui vient de ce que les courriers, ayant la même vitesse, ne peuvent satisfaire à la condition prescrite. Cependant si d = À, x et y sont ©, et il y a une infinité de points de rencontre ; en effet, les mobiles partent du même point sans que leur distance change.
Des Inégalités.
115. Les expressions où entre le signe > pour marquer quelle est la plus grande de deux quantités, sont des inégalités. La différence demeurant la même lorsqu'on y ajoute ou qu'on en ôte le même nombre ,on peut, sans troubler une inégalité, ajouter aux deux membres, ou en Üter des quantités égales, et par conséquent les soumettre aux mêmes calculs que les équations (n° 105), c’est-à-dire en multiplier ou diviser tous les termes par un même nombre, et transposer quelque terme en changeant son signe. Soit 3x —7 œx—<+1l; ajoutons 7 aux deux membres, puis retranchons-en x, nous avons 8x — x > 1147, ou 25 > 18; d'oùx > 9. Cette question, Trouver un nombre dont le triple, diminué de 7, donne un excès qui surpasse ce nombre plus 11, a une infinité de solutions, puisque toute quantité > 9 y satisfait.
Plusieurs inégalités, renfermant x, donnent chacune une limite de cette inconnue ; or, 1° si ces limites sont dans le même sens, comme æ > 9etx > 7, alorsil y a une des inégalités qui dispense d’avoir égard aux autres ; 2° si les limites sont dans des sens opposés, comme # > 9 et x < 15, alors on ne peut prendre pour x que les valeurs intermédiaires. Il se peut même queces limites s’excluent mutuellement , comme x > #4 et x <° 3, alors le problème est absurde, et renferme des conditions contradictoires.
Quel est le nombre, plus grand que 15, dont le triple, plus 1, est moindre que le double plus 20; et tel en outre que, diminué de 1 et augmenté de 3, le quotient de cette différence par cette somme surpasse + ? Ces conditions s’écrivent ainsi :
On en tire # > 15, x < 19 et x > 17. Il est clair que le nombre devant être compris entre 17 et 19, la 1re condition donnée est inu-
tile ; et l’on peut prendre pour x, 17 +, 172...., et un nombre infini d’autres valeurs. Mais si x doit être entier, le problème ne comporte que cette solution x = 18.
Quand on a a < beta << b’, on entire visiblement
aa <b+D, a—bP<b—a, aa < bp,
a bn Va<Vb;
donc, on peut ajouter, multiplier membre à membre , deux inégalités dont le signe est dans le même sens ; former les puissances, extraire les racines, en conservant les mêmes signes d’inégalité : on peut soustraire ou diviser membre à membre deux inégalités dont les signes sont inverses, en conservant le signe de l’inégalité qui a fourni les dividendes.
L'expression a non > b, qui désigne que «a ne peut ètre plus
me —
grand que b, s'écrit souvent ainsi a £ b; elleest soumise aux mêmes
calculs que les inégalités simples. Parexemple, quel est le nombre dont le triple diminué de 2 ne peut être moindre que 7 , et dont le décuple moins 1, ne peut surpasser 11 plus 6 fois ce nombre? Ces conditions s’écrivent ainsi :
Se— 257, 10 —1211 +6,
ere |
d’où DE Ni LS 10%— 6x ARS
ainsi, æ —= ou > 8,etz— ou < 8, ou plutôt x = 38.
116. Nous terminerons par une remarque importante. Faisons varier x dans 4 — x. À mesure que x croît pour s'approcher de a, a— x, qui est positif, diminue, et devient enfin nul lorsque x = a : si + continue de croître, «a — x devient négatif. Nous exprimerons ces circonstances en écrivant a — x >> 0, tant que a — x est posi-
üf; et a — x <[ 0, dès que x surpasse a. Ce n’est pas qu’en effetil puisse y avoir des quantités moindres que zéro ; mais il est visible que si l’on convient qu’on träitera à l’avenir ces inégalités à la manière des équations, l’une donnera a > x, et l’autre a < x ; et ce ne sera qu'une façon d'écrire que & — x est positif dans un cas, et est
négatif dans l’autre. Nous regarderons donc les quantités négatives comme moindres que zéro, et les positives comme plus grandes que zéro ; ce qui n’est en effet qu’une convention doter pour faciliter je calculs.
Comme a — x > 0 donne — x > 4, et a ns +, On voit qu'on n'est pas en droit de changer les signes de tous les termes d’une inégalité, à moins qu'on ne change aussi > en <, ou réciproquement ; on: ne peut non plus multiplier une inégalité par une valeur négative, sans le même changement : ce qui établit, dans les calculs, une différence importante entre le mécanisme propre aux inégalités et celui qui convient aux équations : 1, 2, 3... sont des quantités croissantes ; et — 1,— 2, — 3... sont décroissantes ; on a
4<5et—4>—5.
Des Problèmes indétermines.
117. Lorsqu'on n’a pas un nombreëgal d'équations et d’inconnues, il peut arriver deux cas :
1er cas. S’ily a plus d’inconnues que d’équ., le problème est indéterminé, puisqu'on peut disposer arbitrairement de quelques inconnues, afin qu'il n’en reste plus qu’un nombre égal à celui des équ. : l'élimination fait alors connaître ces dernières inconnues. Les valeurs qui satisfont aux équ., ou au problème dont ces équ. expriment les conditions, sont donc en nombre infini. Cherchons, par exemple, deux nombres x et z, dont la somme soit 70 ; il faudra trouver deux quantités qui satisfassent à l’équ. unique PA = 70; d’où x — 70— 3. On voit que x ne peut être connu qu’autant que z est donné ; et si l’on met tour à tour 1, 2,3 +... pour z, on trou- VErA Z — 69, 68, 66<....; donc 1 et 69, 2, : 68, 8 = et 66 =... remplissent la condition exigée, ainsi qu’une infinité de nombres tant entiers que fractionnaires.
Soient demandés troisnombres x, y, 3, dont la somme soit 105, et dont les différences deux à deuxsoient égales : onax—yz—105, æx—y—y—z, C'est-à-dire trois inconnues et seulement deux équ. Ce cas revient au précédent ; car, en retranchant ces équ. pour en éliminer x, il vient y — 35, d'où æ + z— 70. On fera donc z ou x égal à telle grandeur qu’on voudra; l’autre inconnue
s’en déduira , et ces nombres, concurremment avec y — 85, seront des solutions de la question.
Soit encore l’équation 2° — ax = y — ay;on en tire . . . .
a — y ay — ax = 0 ; et comme 2°? — va “4 y) (x — y), äl vient (& y) (3 —y) — a (x —y)=0, ou(r —y)(x+y—a)—=0. Ce produit ne peut être nul, à moins que l’un ai facteurs ne le soit; on a donc, à volonté, l’une des équ. x — y ou x = a — y. En attribuant à y toutes les valeurs possibles, il en résultera des valeurs de x qui seules satisfont au problème : il suffit que les deux inconnues soient égales, ou bien que leur somme soit = 4, ce qui arrive d’une infinité de manières.
La Règle d’alliage peut rentrer dans cette théorie.
1° Supposons qu’on mêle ensemble deux substances qui n'éprouvent pas d'action chimique; soient p et q les prix de l’unité de mesure pour chacune ; le prix total du mélange est px <- qy, en désignant par x et y les nombres d’unités mélangées. Mais le tout est composé de x + y unités; donc le prix de chacune est
PS nr DRE (F) TL Y Ainsi 8 bouteilles de vin à 164 le litre, et 12 à 105, font 20 bouteilles , dont le prix est 8 X 15 + 12 X 10 — 240; donc le prix de chacune est 2, ou 124. - On a un lingot d’or formé de 4 kil. à 0 ,95 de fin * , et de 5 kil. à 0,86 ; quel est le titre du mélange? La formule ci-dessus donne
__4 X 0,98 + 5 X 0,86 :æ LE
2° Réciproquement , si l'on demande quelle doit être la composition du mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cherche
* Lorsque l'or ou l'argent contiennent o, 1 d’alliage, et que le reste est pur, on dit que le métal est à 0,9 de fin. Autrefois le degré de pureté s’estimait différemment : on partageait par la pensée le lingot d’or en 24 parties, qu'on nommait karats, de sorte que l'or à 21 karats contenait 3 parties d’alliage et 21 d’or pur. Le karat se divisait en 32 parties
. . . po r + . . . 20 , 13
ou grains ; ainsi l'on désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties 3 d'or pur, et 5 Er
d’alliage. L'argent se divisait en 12 parties ou deniers, chacune de 24 grains ; ainsi un
lingot d'argent à 10 deniers 20 grains contenait 10 parties — de métal pur et 1z 24,
d'alliage.
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les quantités x et y, connaissant les prix p, q et z; alors l’équation F contient deux inconnues, et le problème est indéterminé.
On a x — (—) y; ainsi l’on y satisfait en prenant P
DE —g y—=p—5;.
z est d’ailleurs intermédiaire entre pet qg. On pourra, outre ces valeurs, en trouver une infinité d’autres, en les multipliant ou divisant par un même nombre quelconque : on aura par là toutes les solutions entières de la question, si l’on veut que ce facteur, et z, p et q soient entiers (n° 118).
Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui revienne à 85 le kilogramme; combien doit-il mêler de farine de blé à 105, et de seigle à. 7$ le kilogramme ? Après avoir écrit ces 8 nombres, comme on Prix moyen 8 { le voit ci-contre, on mettra 8 — 7, ou 1, à côté de 10; puis 10 — 8, ou 2, près de 7. Ainsi, 1 kilogramme de farine de blé sur 2 de seigle , répondent au problème. On peut aussi prendre 2 sur 4, ou 38 sur 6, etc.
Si l’on donnait une seconde condition pour déterminer le problème, on la traduirait algébriquement , et l’on éliminerait x et y entre l’équ. (F) et cette dernière. Ainsi, lorsque la quantité x + y du mélange est donnée = ", alors on a
ZT Yy— M, etpx + qy = 5m;
m m d'où Tu ——_—————— (7 — — ; ? à, gh y P q
Après avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera donc _
| m D MA Ë par ————. Dans notre exemple, si l’on veut que le mélange des
10%,1;::Di6 7...2...Seigle.
farines pèse 21 kil., on multipliera les résultats obtenus 1 et 2,
par “PEER 7; de sorte que 7 kilogr. de farine de blé à 104,
mélés à 14 de seigle à 75, forment 21 kil. de farine à 84. De même, soit demandé de for-
mer 7,54 kil. d'argent à 0,9 de 0,97...0,06 X De = 3,48 finavec de l'argent à 0,97et10,84. 0,9 ;
RIT ”; | 1.007 x LE — 4,06 L'opération prouve qu’il faut 34,48 0,84... ET
de la première, et 4,06 de la seconde espèce.
On appliquera facilement cette théorie au cas où l'on voudrait mêler ensemble plus de deux substances.
2e cas. Si l’on a, au contraire, plus d’équ. que d’inconnues, le problème est plus que déterminé, c’est-à-dire que si l’on élimine toutes les inconnues, il restera, entre les données, un certain nombre d’équ. auxquelles elles devront satisfaire, et qu’on nomme, pour cette raison , équations de condition : si elles ne sont pas satisfaites, la question est absurde ; et si elles le sont, plusieurs conditions rentrent dans les autres ; les conditions sont en nombre égal à celui des inconnues, et sont exprimées par autant d’équ. distinctes, auxquelles les proposées se réduisent.
Cherchons deux nombres x et y, dont la somme soit s, la différence d et le produit p:ouxLy=s, x—y = d et xy = p. Les deux premières équations donnent (n° 106, III) x = + (s + d), y — =(s— d); substituant dans la troisième, on trouve 4p = s—4d?. Si les données s, d et p ne satisfont pas à cette relation, le problème est impossible ; et si elle subsiste, l’une des équ. données est inutile, comme exprimant une condition qui a lieu d’elle-même, et est comprise dans les deux autres.
Quelle est la fraction qui , lorsqu'on ajoute »# à son numérateur,
devient — 7 et qui est =}; lorsqu'on ajoute »#’ à son dénomina-
teur? En désignant par x et y les deux termes, on a
L’élimination donne (ab — a'b)x= a (bm<+am), (ab — ab)y = b (bm Lam);
mais + et y sont entiers ; donc, ou ab — ab — +1, ou bien ce binome divise les seconds membres. On a donc une condition, sans laquelle ce problème est impossible, quoiqu'on ait eu autant d'équ. que d’inconnues.
118. Cherchons tous les systèmes de valeurs entières de x et y qui satisfont à l’équ. indéterminée
GE = DU = AE, TE ON ENNEET RER
a, b, À, étant des nombres donnés , positifs ou négatifs, et qu'on
peut toujours rendre entiers. Du reste, a et b doivent être premiers entre eux; car s'ils avaient un facteur commun d, en divisant tout
era ainsi le second membre devrait être entier, puisque le premier l’est ; le problème est donc absurde . quand À n’a pas aussi d pour diviseur ; et s’il l’a, on peut supprimer ce facteur dans tous les termes.
Soit x — «, y — B une solution de l’équ. (1), ou ax +- bB — A ; retranchant de l’équ. (1), on trouve a(x — x) — — b(y — B),et comme a et b sont premiers entre eux, y — B doit être un multiple de a (n° 25), tel que at ; d'où
par d, on aurait + æ +2 —
z — a — bt, VB ES AN 2)
En substituant ces valeurs dans l’équ. (1), il est visible qu’elles y satisfont , quel que soit le nombre entier #, positif ou négatif. Mais ces expressions sont les seules qui jouissent de cette propriété; car
soit æ — «,y— B', une autre solution, ou ax + bB — À; en retranchant de ax + bB—A, on a a(& — x) = — b(B& —8B); donc 8 — 8 estun multiple at de a, B —8 + at, & — x — bt, valeurs comprises dans la forme (2). :
Il suit de là que si l’on avait une des solutions («et 8), on connaïîtrait toutes les autres, en faisant 4 — 0, 1, 2....; et comme les résultats «, &« —b, « —2b...., B, B — a, b + 2a...., sont des équidifférences , on voit que toutes les valeurs de x et de y forment des progressions arithmétiques, dont les coefficients réciproques b et a sont les raisons, l’un pris avec un signe contraire (elles sont croissantes toutes deux, si a et b ont des signes différents ; l’une est croissante et l’autre décroissante, dans le cas contraire).
119. La question est ramenée à trouver une solution x — 4, y = B. Soita > b : résolvant l’équ. (1) par rapport à y, et extrayant les entiers contenus dans la fraction, on a
À — ax Dr
k et ! sont les quotients, Bet c les restes , de À et a divisés par b.
Le problème consiste à trouver les valeurs de x qui rendent B — cx mr :
divisible par b. Or, sic = 1, en faisant “HART entier z, on
a x — B—bz, et toute valeur entière de z rendra x et y en-
tiers ; le problème sera donc résolu. Mais quand c © 1, on po-
B — cx 3 7 TS RME entierz, ou bz—cr — B, et il s'agira de résoudre en nombres entiers cette au où c << b. On opérera donc comme ci-dessus, c’est-à-dire qu’on résoudra l’équ. par rapport à x , on extraira les entiers, et il viendra
ste D — bz Lup Tee C md c c
k' et l’ sont les quotients, et C, d, les restes de la division de B et b par c; il faudra que cette dernière fraction devienne un nombre entier ; orsid— 1, on aura C— z—cu, 3— C — cu, et toute valeur entière de « rendra z entier, et par suite aussi x et y. Mais quand d > 1, on pose
C — dz C — cu
gen Er cr M etc.
Les coefficients des inconnues successives z, w, v,.... sont visiblement les restes qu ‘on obtient par la méthode (n° 23) du commun diviseur entre a et b; et comme ces nombres sont premiers entre | eux, on est assuré As en dernière analyse, à un coefficient — 1, qui donnera une relation de la forme © - gs — G, entre les entiers v ets, d’où v—G — gs. Ainsi, tout nombre entier pris pour valeur de s rendra v entier, et par suite #, z, x et y : on obtiendra done une solution du problème ; les équ. (2) seront alors appli- : cables.
Un exemple éclaircira ceci. L’équ. 8x — 27y — 7 donne
RO ie mL LU 8y +7, fer Or US RE TEE
ë 7 ie: dl.
posons lies z, d'où y = 25 — 2 + _. 3 . :
2z — 1 ee Su + 1 u +1 faisons 3 — uw, d'où z SE CU VER uw + mie ; enfin, égalant cette fraction à », il vient # = 20 — 1. Faisons, par exemple,v— 1, nousaurons u = 1, :=—2,y— 8,x — 11; donc, les
formules (2) deviennent
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Si l’on eût pris pour » toute autre valeur entière, on serait parvenu aux mêmes valeurs, quoique différentes en apparence. Soit v=— — 8, il vient u = —7, 5 —— 10, y — — 29, x — — 97, d'où, æ— — 97 2274, y ——29 + 84 : mais on peut mettre t + 4 au lieu de #, ce qui ramène aux valeurs ci-dessus. En faisant
= ,... —2, —1,0,1,2,.... on trouve des équidifférences croissantes, infinies dans les deux sens, dont les raisons sont 27 et 8, et dont les termes, correspondants deux à deux, sont autant de solutions de la question, et les seules qu’elle puisse comporter.
de RL LI DURE DO D rte nt autel 103070
120, Récapitulons tous les calculs, omettant les raisonnements sur lesquels ils sont fondés. Nous avons trouvé les fractions successives, qui doivent se réduire à des nombres entiers :
A — ax B — bz C— cu D — dv RE TT: aan te TE TV = (M)
les facteurs c, d,e,.... sont des restes de divisions, ainsi que B,C,D,.... Nous donnerons à ces quantités la disposition suivante, et nous en tirerons un algorithme , ou procédé de calcul rapide, qui conduira aux valeurs entières des inconnues y, x, su, 0...
a b C d e 4 g (TMS PA ET à | SN D AU COR EURE EN RPC RON 0x a dte O0 VA FA 3 u v s LTÉE A PENSSE 0
La 1re ligne est formée des diviseurs , dividendes et restes de l'opération du commun diviseur (n° 23) entre a et b, conduisant * nécessairement à un dernier terme = 1, La 2° ligne se compose ainsi qu’il suit : après avoir écrit le second membre A de la proposée sous &, on divise À par b, et on écrit le reste B sous b : puis on divise B par c, et on écrit GC sous c; on divise C par d, et ainsi de suite, les diviseurs étant successivement les mêmes que dans la 1'° ligne. On ne tient aucun compte des quotients, parce qu’ils sont sans usage.
Quant à la 3° ligne, elle est composée des valeurs entières y, æ, %,.... qu'on calcule sur le type des équ. (M), en commençant par la droite. Ainsi, pour trouver z, il faut avoir d’abord calculé «,
puis chercher le quotient entier g _ Toutes ces fractions de même forme doivent se réduire à des nombres entiers, en ayant soin d’avoir égard aux signes des produits, des différences et des restes.
On écrit la valeur B de y sous le coefficient a de x, et celle « de x sous celui b de y, et l’on obtient ainsi une solution de l’équ. (1); enfin on complète ces valeurs par des multiples — bt et at, confor- . mément aux équ. (2).
Il faut observer que le dernier diviseur de la 1°° ligne étant 1, le reste qui lui correspond au-dessous est zéro, nombre terminal de la 2° ligne, et que par conséquent le reste précédent est la valeur du dernier quotient entier.
Soit par ex. l'équ. 828x + 229y — 1741;
qu'on écrira sous C.
1741 138 39 ) 2 0 105 —68 90 —9 2 0 y z - u Diet
On cherche le commun diviseur entre les coefficients 328 et 229, et les restes successifs donnent les nombres de la [re ligne. Onécrit le 2° membre 1741. sous 8328, on divise par 229, et l’on écrit le “reste 136 sous ce diviseur ; on divise 136 par 99, et l’on écrit le reste 89 sous 99 ; on divise 39 par 31, et l’on écrit le reste 8 sous 31, etc. Le reste 2 est la valeur de la dernière inconnue v; puis on dit 2 X 81 — 62, qui retranché de 8, donne — 54; divisant — 54
par 6, le quotient —9 est la valeur de w; — 9 X 99 — — 891, ôtant de 39, le reste est L 930 ; divisant par 31, le quotient est 30, valeur de z; et ainsi des autres. On a ainsi y — 105, x — — 68, d'où
nn y 108— 896%, 5 — —"68 -L 299.
Pour l’équ. 8370x — 153y — 2001, on a 370 153 64 25 14 11 3 2 1
2001 12 12 12 12 1 1 1 0 —103 48 —20 +8 —4, +4 1 +1 0 y æ Z 2 et 1 en 8 Pt ot .
Donc, y — — 103 —- 370r, æ = + 48 — 1534.
Ces caleuls supposent que la proposée a tous ses termes positifs : s'il en était autrement, on prendrait en signe contraire la valeur de l’inconnue dont le coefficient a le signe — ; et on aurait la solution de l'équ. ax — by — À, où — ax + by — À, À étant positif. Par exemple, l'équ. 370x — 153y — 2001, donne
Résolvons encore l’équ. 297 — 47y — 112 :
Mots +29 18 11 7 4 3 1 112 25 7 7 0 0 0 0 4 +3 oi +1 0 0 0 0
æ y z w Coin pie. miiather ai à
La dernière inconnue — 0, il en faut dire autant des précédentes ,
jusqu'à © — RCE 1, etc.; ainsi, changeant le signe de y (à cause de — 47y), on a = — 1 + 474, y = — 3 + 99,
121. La proposée est quelquefois susceptible de simplifications, 1° S'il y a un facteur commun #.entre a et 4, en divisant l'équ. (1) parm,ona — —- É = = êl doit être entier, puisque les autres termes le sont ; ainsi y est multiple de ». Posons y — my, il vient, en divisant la proposée par m, une équ. plus simple. Soit 1200 x — 67y — 1000 ; on fera y — 2007, et divisant
l'équ. par 200, on aura 6x — 67y — 5; on en tire aisément y —= — 5, y — — 1000, x —.— 55; ainsi, ÿ — — 1000 + 1200, 7 — — 85 L 67.
Pour l'équ. 44x — 35y — 165, comme 44 et 165 ont le facteur 11, et que 35 et 165 sont multiples de 5, on fera y — 117, æ— bx', d'où 4x’ — 7y — 3 : on trouve de suite ÿ —=— 1, d—— 1,puisy= — 11-44, x = — 5 +356.
2 Observez que dans toute équidifférence 4, À ++ b, 4 + 2h... si l’on divise les a premiers termes par a, tous les restes sont différents, quand a et b sont premiers entre eux ; en effet, si deux termes pouvaient conduire au même reste, leur différence serait divisible par a (n° 16), ce qui est absurde, puisque cette différence est de la forme kb, k étant < a, Concluons de là que ces a restes inégaux
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accomplissent tous les nombres 0, 1, 2, 8..... (a — 1), mais rangés dans un ordre différent : ainsi, l’un de ces dividendes A +- Ib donne zéro pour reste, ou est multiple de a ; et y = l
A Men 4 Le nombre entier. Or, il arrive souvent qu’en a
substituant 0, 1, 2, 3,..... pour y, on découvre la valeur / <a qui satisfait à cette condition. Ainsi, pour que (premier exemple)
8y +7 .. e RE A entier, on fait y —0, 1, 2, 8.... les restes de 3y + 7
divisé par 8 sont 7, 2, 5, 0,.... Chaque terme de cette série se forme en ajoutant 3 au reste précédent, et supprimant 8 de la somme lorsqu'elle surpasse 8. Il est visible que y — 3 est la valeur cherchée. Au reste, on ne peut regarder ceci que comme un tâtonnement souvent plus long que la méthode générale.
Pour rendre entier y = — = ; “ 12 12 08 faisons x — 0, 1, 2....; cette dernière fraction conduit aux
restes 11,6,1,8,8,10,5, 0,.... en ajoutant sans cesse 7, et ôtant 12 lorsque cela se peut; ainsi x — 7 donne le quotient exact y — 14 ; d'où y = 14 + 196, x = 7 + 124.
122. Ii arrive quelquefois que la question ne peut admettre que des solutions positives ; alors on ne doit plus prendre dans les formules (2) toutes les valeurs entières pour #; mais on posera » a — bt> 0, B + at © 0, d'après ce qu’on a dit p. 151; ces inégalités donneront les limites des.
1° Si ces limites sont dans le même sens, elles n’en donnent qu’une, et la question a une infinité de solutions croissantes ensemble ; dans ce cas, a et b sont de signes contraires dans la proposée, car sans cela ax +- by ne pourrait constamment être — c. Dans le 1e" problème on at > — + et > —{; ainsi, on peut prendre t—0,1,2,.... mais on ne peut donner à # aucune valeur négative. Dans le 2° problème p. 160, on a & — ou > 0, savoir, t—= 0, 1,2, 3,4...
2% Sices limites sont, l’une par excès, l’autre par défaut, on trouve les valeurs intermédiaires que # peut recevoir, et il n'ya qu'un nombre fini de solutions ; x croit quand y décroiît, ce qui exige que a et b aient mêmes signes. Il pourrait même se faire que
LL d
ves limites s'exclussent mutuellement, et la question serait impossible en nombres entiers et positifs. Dans le 1° exemple, p. 160, onat< et > LE; ainsi il n'y a aucune solution positive. Voiei encore diferses applications de cette théorie : Partager 117 en deux parties, dont l’une soit un multiple de 19 et l’autre de 7; on a 19x LL 7y — 117; d’où y — he _ pr
donc s — , Ou an dur d- q Te 2) d’où y = 14, puis # = 1 — 74 et y — 14 + 194. .
Si l’on veut que les parties de 117 soient positives, il faut en outre qu'on ait 1 — 7 > 0 et 14 + 19% © 0; d'où # < + et > — =. On ne peut alors satisfaire au problème que d’une manière ; { — 0 donne x — 1 et y — 14; de sorte que 19 et 98 sont - les parties demandées.
Payer 2000 fr. en vases de deux espèces, les uns à 9 fr., les au-
tres à 13 fr. On trouve 9 x 13y — 2000: d'où r— 2000 _ 15y
est un nombre entier. Faisonsx— 1,
— 1—2 : sr il faut rendre É ru # où — Ÿ — un nombre entier ;: ainsi,
y— — 4, d’où x — 228; puis enfin, m = 228 — 13, y —= — 4 + 94.
Les valeurs négatives de y indiquent combien on reçoit de vases de la 2° espèce, en échange de ceux de la 1°, pour acquitter 2000 fr. dus. Mais si l’on veut que x et y soient positifs, il faut que l'on ait 228 — 134 © 0et — 4 950; d'où t € 18 et © 0. En faisanté— 1,2, 3....17,ona, pour les 17 solutions de la question, æ —= 215, 202, 189....7; y —5, 14,28.... 149. Ainsi, on peut donner 215 vases à 9 fr., et 5 à 13 fr.; ou, etc.
__ Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr. contre des ducats de 9 fr.; il a donné 15 fr. en sus ; on demande combien de sortes
de marchés il a pu faire. On a 9y = 4x +15; d'où
g— MS ; ainsi, — 8 hs d'où y= #t+3,et x —9:13,
Lorsqu'on veut que x et y soient positifs, les limites de # coïncident, etl'onat >—1; faisantt— 0, 1, 2,.... on a un nombre infini de à be
solutions renfermées dans les séries x2=—3,12,21...,y—3,7,11...; on a donc pu changer 3 roubles contre 8 ducats, ou 12 roubles contre 7 ducats, ou. . . . etc.
L’équ. 6x — 12y — 7 ne peut être résolue en nombres entisl parce que 7 n’a pas le facteur 6, commun à 6 et 12.
Il en est évidemment de même pour 2x + 3y— — 10, quand x et y doivent être positifs ; au reste, le calcul le prouve, puisqu'il donne 5 — 3 — 5 ety — —2t; et les limitest >? et 0 sont incompatibles.
Partager en deux la fraction _ dont le dénominateur d = ab,
est le produit de deux nombres a et b premiers entre eux, pour cela on fera — +2 T - et l’on devra résoudre en nombres en- ‘tiers l'équation ax + by = n.
Ainsi, pour ++, comme 77 = 11 X 7,on a 11xz+ 7y = 58, d'où = 7t —-3, y —13 — 111t;ily a un nombre infini de solutions quand ++ doit être la Here des deux fractions cherchées ; mais si> en est la somme, il n’y a qu’une solution qui répond àt—l;ona# —? +}. |
Faire 50 s. avec des pièces de 2 s. et de 16 d. Soient x le nombre des pièces de 25s., et y celui des pièces de + s.; on a 25—iy— 650, ou 4x + 3y— 100; on en tire «= 1 —3t et y — 32 — 4t; en faisant 4 — 0, — 1, —2, jusqu'à —6, on a x —1,4,7...., y = 82, 26, 24.... Si l'on prenait aussi les valeurs négatives de x ou de y, alors les pièces de 2 s. seraient données en échange de’ celles de 18 d., de manière à produire 50 s. de différence.
123. La même méthode s'applique lorsqu'il y a 3, 4... inconnues et autant d’équ. moins une. En voici divers exemples :
Quel est le nombre AN qui, divisé par 5 et par 7, donne 4 et 2
pour restes, c'est-à-dire qui rend entières les quantités _
Ne et rons N— 5x4 4, N = 7y +2; d'où 7y — 5x — 2; on résout cette équation par les moyens indiqués, et l'on a & —=76 1 et y —= 5t+ 1, ce qui donne NW — 354 +9. Le nombre demandé est l'un de ceux-ci : 9, 44,79,....On serait parvenu plus aisément au résultat, en remarquant que V = 4 rend visiblement la 1'° frac-
? Désignons par x et y les quotients respectifs ; nous au-
tion un nombre entier, et que tous les nombres qui jouissent de cette propriété sont compris dans V = 4 5v ; mais on ne doit prendre pour v que les valeurs qui rendent aussi entière la quan-
—2 5 ; 7 ou red on voit de suite que v— 1, et plus généralement v — 1 + 7t; donc, en substituant, N— 9 354,
En comptant les feuillets d’un livre 7 à 7, il en reste 1 ; 10 à 10, il en reste 6 ; enfin 3 à 8, il ne reste rien; combien le livre a-t-il de feuillets? On suppose qne ce nombre est entre 100 et 300. II s’agit de trouver pour !V un nombre qui rende entières les frac- : a - ; st L et du La dernière donne NV = 3z ; les deux 33 — 1 3z—6
autres deviennent - 7 . 10
tité
tions
; celle-ciexigeque z—2<410v;
ainsi, en substituant, l'autre se change en en ou 5 dv ST 29
4o + = ; donc v— 1-76, d'où : — 12704; et enfin,
N=36—<+2104. Par conséquent, si l’on fait t —0, 1, 2,.... on ‘trouve N — 36, 246, 456... . Le livre a 246 feuillets. Trouver un nombre { qui, divisé par 2, 8 et 5, donne 1, 2 et 8 pour restes. On trouve
N — 304 + 93; ainsi, N — 93, 53, 83, 118,....
On propose de rendre entières les trois quantités PET TITRE
2e et chere : voici comment on simplifiera les calculs : Comme 504 — 2.3.7, 35 — 7.5, 16—2#, on décompose les trois fractions en
121% — 41 1212 — 41 121% — 41 9x 1 9x LI 11 (7—1)
ei Na UP le QE 1 à
Sa m6 28 ob Lu D Er
en extrayant les entiers. On supprime la 8° fraction qui est la même que la quatrième, et la 1° qui est comprise dans la dernière, car
æ — 1ne peut être divisible par 16, sans l’être aussi par 8. Il reste done à rendre entières les quantités
45 — 5 2xHT1 45H+I1 z—1.
22 RIT Et la l'e donne x — — 1 - 9, ce qui change la 2° en Lee. ou Si — ; ainsi, t— 2 + 76, et x — 17 + 63. La 3° devient ARE. d'où # — — 2 + 5”, etx — — 109 + 3154”. Enfin la 4° donne ET. d'où #”=— 1016; et enfin, quel que soit
l’entier z, x = 8041 + 50403.
Lorsqu'on n’a qu'une équ. et trois inconnues, on opère ainsi qu'il suit. Soit 5x + 8y—L7z — 50. En faisant 50—7z = w, on à bx—8y — ", d’où l’on tire, par notre méthode, en regardant# comme donné, z = 8t— Su et y —= 2u — 5t; remettant 50 — 7z pour #, il vient
z = 215 86— 180, y— 100 — Liz — Be.
4 et t sont des nombres entiers quelconques.
DES PUISSANCES, DES RACINES, ET DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
Des Puissances et Racines des Monomes.
124. La règle (p. 70) simplifie l'élévation aux puissances , en évitant la multiplication réitérée; car soit proposé d'élever a à la puissance » —n + p;onaa"=—a" X a’, de sorte qu'après avoir formé a” et ar, le produit donnera a”. De même, on pourra décom-
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poser m» en trois parties # L pq, d'où a" = a" X a? X a, comme n° 96, etc...
125. Il suit des règles de la iüttiblicat{on (n° 96), que pour élever un monome à une puissance, il faut multiplier l’exposant de chaque lettre par le degré de la puissance. Ainsi, € dm TR
2h3\ 5 51015 ROUE (is __ 3fa)
On tire encore de là un moyen facile de former certaines puissances des nombres ; car a”, lorsque »m = np, revient à a"? —={(a"}. Si m— np ....,on fera la puissance n de a, la puissance p de a”, la puissance q de a”?
De même, pour l'extraction des racines : ainsi,cummel2=3 .2.2,
on trouvera 831441 en prenant la racine carrée, qui est 729 ; puis celle de 729 qui est 27 ; puis enfin la racine cubique de 27 qui
est 3 — y 531441 (voy. n° 60).
Réciproquement, pour extraire la racine m° d’un monome, on extraira celle de chaque facteur ; cette racine se trouve en divisant
chaque exposant par m. En effet, pour que ab soit p/ ( a$bo ) , il suffit que ab, élevé au cube, reproduise a°b9 ; or, c’est ce qui a lieu d’après la règle qui précède, si l’on a divisé les exposants
par 8.
d : ; + 243a10b5 8a°b 2h4\ == 2 mm À LS mn e V/ (Ha b ) > 2ab 2 VA ( c°dr° ) cd? *
Lorsque le degré de la racine est pair, on doit affecter cette racine du signe +; W/ 9 — +3. Cela vient de ce qu’algébriquement parlant, pour qu'un nombre "” soit racine de 9, il suffit que m° — 9, ce qui a lieu , que m ait le signe - ou — (p. 139). Si le degré de la racine estimpair, le signe de la puissance est le même que celui de la racine :
VMS, HU 4s.
126. Les expressions radicales éprouvent souvent des simplifications,
Ainsi,
V3 —9.)/51=5 . |/16—6. V2; V(Na)=qVN;
V ( —— © J/(cd°) 5 V{Ga2 — 6ab + 50?) — (a — b) V3.
Vaæÿe+sVa—5V5=sVa—2ye,
& Pay —a}/æy + bar — — (1 — a +b) Var ; V75—4/3—=V5; V/75asb2 — 4V/3ab2 = abV/3a; V27a3b — V3a4b3 — a(3 — b?) V3ab.
ii:
127. Nous avons vu ci-dessus que pour extraire la racine d’um produit , il faut extraire celle de chacun des facteurs ; or, cela est vrai même lorsque les extractions ne se peuvent faire exactement :
par exemple, (ab) =y 1 4 /b, puisque le cube de cette dernière quantité se forme visiblement en élevant chaque facteur, ce qui donne ab. En général, de ce que la racine d’une quantité est le rad des racines de chacun de ses facteurs (125), il suit
que Va X by . Donc, pour multiplier ou diviser deux quantités affectées du même Le » A faut faire le produit ou le quotient de ces quantités, et l’affecter de ce radical. Par exemple,
VEXVB—=V48 = 438; IAA
2 LAB UE 3 VB yt X Var = j/ 100aryé ;
11 383 RUE PA U VAI SNS TL VrXV—3 = — pq
Zn 4 D)
a+ y by = a+ b+2Y/ab; (ay D = à + 3 y/ b+ 8ab L by b.
En supprimant le radical, (j/ a"b"} = a"b”.
IMAGINAIRES
128. Comme il n’y a pas de nombre qui, multiplié par lui-même, puisse donner un résultat négatif — », j/ — m représente une opération impossible : c’est ce qui lui a fait donner le nom d’Zmnaginaire ; J/ m est appelée Réelle. Nous aurons par la suite (n° 139, 1°) occasion de remarquer que ces symboles, quoique vides de sens, n’en sont pas moins importants à considérer. Ajouter, multiplier... de semblables symboles, sont des opérations dont il est difficile de se rendre raison ; cependant on convient de faire ces calculs sur les imaginaires, comme si elles étaient de véritables quantités, en les assujettissant aux mêmes règles ; nous en reconnaîtrons l’utilité par la suite, |
La règle n° 127 doit éprouver quelques modifications ; ainsi V/— a XyV/— a, n'étant autre chose que le carré de W— 4, est visiblement — « : or, la règle ci-dessus semblerait donner pour produit / —-a° ou a. Mais observons que / a est + a; l'incertitude du signe, en général, n’a lieu que lorsqu'on ignore si a? provient du carré de — a, ou de celui de — a ; or, c’est ce qui ne peut existerici,et l'ona —a pour produit , à l'exclusion de a.
Concluons de là que / — a XW/—a—— a.
De même, /— a XY —b révient à
V'a.V—1Xÿb.y —1, ou—Y (ab).
On verra que / — a a pour puissances 1°, 2, 3,4 , . . ., 0-0, —a, —al/ <a, La, +ay —a, —ai,etc. . . . .. Celles de —p/ — a sont —a, Lay —a, æ&, — ay — a... Le carré de 1H /— 1 se réduit à 2/— 1. Le cube de
11/23 est 8; Pi = == VV’:
Le produit aLby — 1) X (xta—by —1) est (za) +, quantité Réelle (n° 97, LIT).
129, II suit de la règle (127) que pour élever à une puissance un monome déjà affecté d’un radical , il faut élever à cette puissance chaque facteur sous le radical. Ainsi, le cube de p/ (3a°b) est V4 PEN celui de /2 est /8— 2y/ 2.
Concluons de là que lorsqu'on veut extraire une racine d’un monome déjà affecté d’un radical , il faut, s’il se peut, extraire la racine de la quantité radicale ; ou, dans le cas contraire, multiplier l'indice du radical par le degré de la racine à extraire.
5 9 pm mp Ainsi, la racine cubique de y aÿ est /a, V(V a) =Van, VV \wb4) = ab.
130. On peut donc, sans changer la valeur d’une quantité radicale, multiplier ou diviser par un même nombre les exposants et l’indice du radical, puisque c’est d’une part élever à la puissance, et de l’autre extraire la racine;
V'a — «7, V/ & Le Va, J/ (3ab5) — V/ (Qaib).
“Par là , il devient facile de multiplier et diviser les quantités affectées de radicaux différents ; car il suffit de les réduire à être de même degré : on multipliera pour cela les exposants et l'indice du radical par un même nombre qu’on choisira convenablement, comme pour la réduction des fractions au même dénominateur (38). Par exemple,
Var =VexVr =V{(0b),
m mn
Des Exposants négatifs et fractionnaires.
; se a 131. Nous avons démontré que le quotient de si est a”—*, er
supposant que » soit > n; sans cela, »#—n serait un nombre négatif, tel que — p; et comme on ignore encore le sens qu’on doit attacher à a, on ne pourrait multiplier a? par a" ; ainsi on ne saurait prouver que a* X a”"=" doit reproduire a”.
Mais remarquons que l’expression a? n’a aucun sens par ellemême, puisqu'on ne peut y attacher l’idée propre aux exposants (12).
x € 1 JF.
On est donc le maître de désigner 77 Par 477, ainsi que nous le
ferons dorénavant, D’après cela, dans tous les cas, on pourra dire
EXPOSANTS NÉGATIFS. 171 que _ — a”—n ; car la chose est démontrée, si »m > n#, et elle a” résulte de notre hypothèse, lorsque » <° n, puisqu'en divisant les deux termes par a”, on a
a” il — = ——— — ar (nm) rt 7, a” a" " a
L'algèbre apprend à trouver des formules qui, par leur généralité, conviennent à toutes les valeurs numériques qu’on peut imposer aux lettres : on doit donc regarder comme un grand avantage de n'avoir pas besoin de distinguer, dans une expression algébrique,
qui renferme des quantités de la forme — _, tous les cas qui peuvent a”
résulter des suppositions de »m > ou € n ; on mettra a”? au lieu
nm
(41 4 \ de ——, et la formule sera vraie dans toutes les hypothèses (comme
au n° 108).
Il faut aussi avoir égard au cas de m — n ; alors a”—" devient a°, symbole tout aussi insignifiant par lui-même que a-7. Nous con-
‘ ‘ : a” viendrons donc de faire a° = 1, puisque alors — — 1. L’expresa
sion a° est un symbole équivalent à l'unité.
Ainsi , lorsque nous rencontrerons dans une formule a° et a? ces expressions seront faciles à comprendre, en examinant leur
origine : a° et a? n’ont pu provenir que d’une division _ dans laquelle on avait »m=—n dans le premier cas, et #7 — m <-p dans le second. D'après cette convention, on peut faire passer un facteur du dénominateur au numérateur, en donnant à son exposant un signe négatif : ainsi
“ 1 1 > (bc)? — opdre Vupral, ?
ab" € # cf MN Te
Voilà donc les puissances nulles et négatives introduites dans le calcul, par une suite de principes qui ne souffrent aucune difficulté, Venons-en aux puissances fractionnaires.
132. La règle donnée pour l'extraction des racines des monomes,
m ñn
prouve que W/ a = a" ; mais il faut pour cela que # soit un multiple de »#, car on tomberait sur un exposant fractionnaire, dont la nature est encore ignorée , et on ne pourrait démontrer qu'en ren-
ñn dant a” m fois facteur, le produit serait a”. On est donc ici dans le
même cas que pour les exposants négatifs, et il est visible que a”
mn n'ayant aucun sens par soi-même, on peut lui faire désigner J/ a” ; par là les formules pourront convenir à tous les cas, que » soit ou non multiple de » ; ce qui est conforme au génie de l'algèbre.
Donc, lorsque nous rencontrerons a” dans une formule, il sera facile d’en avoir une idée nette , en observant que cette expression n’a pu provenir que de ce qu’on a vonlu extraire la racine mn° de a”.
La règle donnée pour faire cette extraction est donc générale dans tous les cas.
Ainsi, V/ (Sa) — (3°, V/ (æ* _—y")= (2° —; que
3 ar, 5 b==y/0bt, b = b, cp —= V (cp),
Ve VE = fx cP c— = cd"
138. a, a-?, a” sont les expressions de convention attribuées aux
ER D Le doi Le valeurs 1, _ et V/ an. Mais 0, — pet 7 ne oivent point ê re re-
gardées ici comme de véritables exposants, dans le sens attaché à cette dénomination , quoique ces quantités occupent la place réservée aux exposants. Ce serait done abuser des termes que de se croire autorisé à dire, sans démonstration , que g” X a" —a”"+", quand » et n ne sont pas tous deux entiers et positifs. Il en est de même de la division, de l'élévation aux puissances et de l'extraction des racines. Démontrons donc que ces symboles suivent les mêmes
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règles que les vrais exposants entiers et positifs; qu'on à, quels que soient m etn,
?P m a”, an = a", (a)? = aP, y’ a” — 4P, I. S'il s'agit d'exposants négatifs : on a (#, n et p étant positifs)
Le OR 20 — = — — pr,
0 — mm — — qq" n — qm—+n 2 Re de NE A Fr &e ar" De même, on trouve que —— — g—"—", et que —— = g"- ; a” QU’ 2 l \? 1 0 nn" — ne. — ———— — .
8e (a-"} — (> = a"; nr m 1 n Lo "nn US Same RATE RES ya ORNE mm a
Il, Pour les exposants fractionnaires , on peut d’abord en multiplier les deux termes par un même nombre p; car
n m mp np (n° 130) a" — y a — y a" — a"?, On peut donc réduire au même dénominateur les exposants des quantités qu’on veut multiplier ou diviser entre elles.
ES
Lo FE mm. m " PVP Lo Soit a" Xa"=Va XV a = y atr=a ; ñn
a #2 m m Le LES 20 a” a = a" a = avr — a ob 1 n?p
"\r ; "2 RÉ TRE 4° / ax = V (/a") = ee es a,
Remarquons en outre que ces calculs relatifs à l’exposant fractionnaire permettent de le supposer aussi négatif.
III, Prenons le cas des exposants irrationnels , et soit par ex. a”? X a”3; désignons par zet z’ les valeurs approchées de ces exposants , Ou 3 = 2 +h,z = 34h, het h étant-des
erreurs, qu’on peut diminuer à volonté, en poussant plus loin l’ap- - proximation. Or, si l’on se contente des valeurs approchées 3 et z', le produit ne sera lui-même qu’approché : et en désignant par « l'erreur qui en résultera, erreur qu’on peut rendre aussi petite qu'on voudra, on aura exactement |
a”? X ar3 + a a+ = QE ER — Ga X a+ :
mais plus 4 et #’ seront petits, plus a+” approchera de 1 ; ainsi on peut donner à ce 2° membre la forme a/*+/3— 8, B décroissant indéfiniment avec «, k et k’. Égalant les termes constants (118), on trouve a”? X a/3 — a/?+/3, On prouverait de même que les exposants irrationnels sont soumis aux mêmes règles que les entiers, dans la division et l’extraction : c’est d’ailleurs une conséquence de ce qui vient d’être démontré.
IV. Quant aux exposants imaginaires, d’après leur définition (128), les règles relatives aux quantités réelles s'appliquent à celles qui sont imaginaires lorsqu'on veut les livrer au calcul, quoique celles-ci ne soient que des êtres de raison; ainsi il n’y a lieu à aucune démonstration.
On facilite quelquefois les calculs par ces principes; par exemple, 3 4 2 3
5 7 ee 0 . ’ e. 5 5 7 fi tp. .
pour diviser / ab# par / &bÿ, on écrira a b : a b , et réduisant les exposants au même dénominateur, il vient
az 28 10 15
GE ,36/ 058 35 FRS PRE De ROLE NT7 YO
Les polynomes qui contiennent des exposants négatifs ou fractionnaires sont soumis aux règles ordinaires, et il convient d’acquérir l'exercice de ces calculs. La division suivante indique la marche à observer.
6añ—93a}/ —1—13ab—20+22a—10)/ —1-+6a—2b2 { 2a—5}/—1—5a—1b —6a+15a}/—1+ 9ab ere
ferreste,— 8a2]/—1— 4ab—920+-22a—1bV/ —1-+64—2b2 + 8a}/—1 | +20—12a—1b}/—1
2e reste, — Aab + 10a—10l/—1+6a--2b2 3e reste, 0
Observez que le quotient peut admettre des exposants négatifs pour a, et cependant être exact ; or, si la division se fait exactement , il est clair que la somme des moindres exposants de a dans le quotient et le diviseur doit donner le moindre dans le dividende.
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Ainsi, retranchez les plus petits exposants de a dans ces deux premiers polynomes, et vous aurez le plus petit dans le quotient , si la division se fait exactement. On est donc assuré qu’on n’est pas dans ce cas, lorsque le quotient est poussé jusqu’à un exposant moindre que cette différence.
Des racines carrées et cubiques des Polynomes.
134. 1° Tout nombre composé de » chiffres est entre 10" et 10";
son carré est donc compris entre 10°» et 10°*?, qui sont les plus petits nombres de 2n — 1 et 2n — 1 chiffres; donc le carré a 2n ou 2n — 1 chiffres, ainsi qu’on l’a dit (62).
2° Soient a et a - 1 deux nombres consécutifs; leurs carrés a* et a —L 2a #2 1 diffèrent entre eux de 2a + 1; ce qui est d’accord avec ce qu’on sait (n° 66, 4°).
Comme 2a -! 1 représente tous les nombres impairs, on voit que tout nombre impair est la différence des carrés de ses deux moitiés inégales et entières ; 17 — 39° — 382, 37 —19° — 18°, etc. Du reste, nous prouverons, en traitant des équ. indéterminées du 2° degré, que lorsqu'un nombre impair n’est pas premier, il y a plusieurs manières de faire cette décomposition. Ainsi,
8° Si 4? est le plus grand carré contenu dans , k et À 1 sont approchés de y/ N à moins d’une unité ; r étant le reste entier que donne #, ou N— Æ—+7r, comme (4 +5} = 4 +kL;,en retranchant ces équ. on a
orsir > 4, ona/N > k+2,et k Æ 1 est plus voisin que # de NW; c’est le contraire quand r <[ k. Ainsi, selon que le reste r est > ou < la racine entière 4, on prendra % + 1 ou 4 pour valeur approchée de M.
4° Lorsqu'on a poussé le calcul de l'extraction jusqu’à connaître plus de la moitié des chiffres de la racine , les autres se trouvent
par une simple division, ce qui abrége surtout les calculs d'ap-
proximation. | En effet, soit NV le nombre dont on cherche la racine à + »,
a étant la partie déjà calculée par le procédé ordinaire, et x celle:
qui est inconnue et doit compléter la racine, V’N — a + x. Bien entendu que pour donner aux chiffres de a leur valeur propre, on a dû ajouter à la droite n zéros, c’est-à-dire autant que x a de chif-
0 ii
fres, autant qu'il reste de tranches de A à descendre près des restes «
| N — œ@ æ? R Arr Us 2 d eme em — = — successifs. V — a° — 2ar + x° donne ns æ + a be
R étant le reste ZV — a? qu'a donné a, près duquel on a descendu tontes les tranches de deux chiffres non encore employées. Cela
posé, æ étant composé de » chiffres, +? en a au plus 2n, tandis que, M
par hypothèse , a en a au moins # + 1, lesquels sont suivis de n ; 2
zéros ; On voit que a sera > +°?, et par conséquent du
< +;0naura
N dE AS (42 , . 1 donc x — A 0 lorsqu'on ne voudra que la partie entière de &
VW; ce qui arrive toujours, puisque dans les approximations, et même pour les racines des fractions, les nombres doivent être préparés de manière à ce que l'extraction ne porte que sur des parties entières (n° 66, 1°).
On divisera donc V — «°, ou le reste de l’opération qui a servi à trouver a, par le double de a; et pour cela, on regardera la partie connue a de la racine comme des unités simples (en omettant les n zéros qui devraient être mis à sa droite), et l’on supprimera aussi » chiffres à la droite de A.
Ainsi, pour W 3.37.67.98.17, les trois 1’ tranches donnent d'abord 183 pour racine, et 278 pour reste : si donc on divise
27898 par 2 fois 185, ou 8366, ou aura 76 pour les deux autres chiffres
de la racine, qui est 18376.
De même, 2 — 1,4142, en ne poussant l’approximation (n° 64) qu'aux 10000: : pour-trouver 4 autres décimales , comme le reste est 3836, on divisera 38360000 par 2 X 14142 ou 28284 : le quotient est 1356 ; donc, etc. On trouve
_ 135. Soit proposé d'extraire la racine de Da — 12a%b HE 34ab? — 20ab3 + 254;
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représentons ce polynome par X. Nous dirons, pour abréger , que le terme où la lettre a porte le plus haut exposant, est /e plus grand. Soient z le plus grand terme de la racine cherchée, y la somme des autres termes; d’où (n° 97, 1°), X=— (œ + y = 2 + 2ry y; æ est visiblement le plus grand terme du carré X , ainsi +? — 9af, ou æ — 3a* pour 1% terme de la racine, et À = Ja4 + Gay + y. Otant 9a4 des deux membres, il vient
— 12a%b 34 a%b° — 2Oab° + 284 — Gary + y;
y est en général un polynome, aussi bien que 6a°y; or, y n'ayant que des termes où l’exposant de a est moindre que 2, il est clair que le plus grand terme de (6a° + y) X y est le produit de 64? par le plus grand terme de y; ainsi ce dernier sera le quotient de — 12ab, divisé par 64°, double de la racine trouvée. Il en résulte que — 2ab est le 2° terme de la racine.
Pour achever le calcul , faisons 3a? — 2ab, ou x — 2ab — x", et désignons par y les autres termes de la racine. On a X = 2° + 2xy + y?; ôtons x° de part et d'autre; x? se compose de x°, déjà ôté, puis de — 2x X 2ab <-(2ab)°, ou — 2ab(2x — 2ab). Si donc on écrit le 2° terme — 2ab de la racine, à côté de 6’, double du 1*%, et si l’on multiplie par — 2ab, en retranchant le produit du reste ci-dessus, on aura
30a°b° — 20ab3 EL 25b4 — 2r'y L y.
Si y est un polynome, il est aisé de voir que le plus grand terme 30a°b° est celui de 2x'y', c'est-à-dire est le produit du plus grand terme de 27’ par celui de y. Si donc on divise 30a°b°? par 6a?, le quotient 5b° sera le 3° terme de la racine.
Faisons 3a° — 2ub + 5h ou x — 5h — x", et désignons par y” la somme des autrés termes de la racine : on aura X— x —92x'y" + y"; or, pour retrancher x”? de X, comme on a déjà Ôôté +? il faut, du dernier reste 30a°b° — 20ab° L 25b4, ôter encore 2x’.5b2— (5k), ou 5b° (2x +-5b°). On écrira donc 5° à côté du double 64° — hab des deux 1°* termes de la racine, et l’on multipliera par le 3° terme 5}? ; enfin, on retranchera le produit du 2° reste. Comme ce produit et ce reste sont égaux, on a X— x2—0, d'où y’ —0 et x” — y X. Ainsi la racine demandée est 34° — 2ab + 5}.
MATHÉM. PURES, T. I. 12
Voici le type du calcul :
9a — 192a3b + 34a7b2 — 20ab? + 25b4 5a? — 2ab + 5b?
nr 9aù 1er reste, — 12ab + 54a2b2 — 920ab3 + 25b1 (6a* — 2ab) X — 2ab + 12a$b — Aa2b?
2e reste, + 30a2b2 — 20ab + 2551 Ga? — 4ab + 5b2 ge reste he nt 25. À 19 . DORE X 5b2
On voit qu'après avoir ordonné, il faut prendre la racine du 1°r terme, et continuer l’opération comme pour l'extraction numérique (n° 62). Les exemples suivants montrent que la même marche de calculs donne la racine lorsqu'il y a des imaginaires ou des exposants négatifs ou fractionnaires.
Qai—12a5}/—1—92a(2—5}/—2)+-a)/2—2/ 3a2—2a}/ —1+-V/—2
Ler reste, —19a3}/—1—2a2(2—5}/—2)+4a}/2—2 )(6a2—2a}/—1)xX—2ay/—1 —-192a5}/—1+4a2 s. 2) Gr 401/—1-EV/er 20 2e reste 6a?/—2+4a}/2—2 CPAS CON UE OR ai 1 x+ÿ/—2
2 x Dr 4a2—12ab?+9b-+192—18a—1 b°+9a—2 | 2a—53b°+53a-1 — a? ES
wi"
1erreste,—19ab°-+9b-4192—18a—1 b?+9a—2 À (4a—5b*)X—5b : em
+12ab ?—9b 1 ; ï 4a—6b? + 3a—1 2e reste, 12—18a—1b?+9a—2 | X+3a—1 BTOC SU 6 Re ne PTE O æ?— 0? ar ag —, ..s — 7? UE NÉ EN RS À p a EN lee CE US PA PE A (27— 02 1) X — ext cr A era 1 : reste jee $ a ï 24— ar 1—"uhx [42 —(l M ht I 3 ñ X—=ahx CN TEE D RE LT = 2° reste, , —ïaix?
Haha 2—"<a$x 4 —— ax 8 reste, —+afx-4 etc.
Ce dernier exemple montre comment on doit se conduire lorsque l'extraction ne peut se faire exactement, ce qu’on reconnait quand on trouve quelque terme de la racine où a porte un exposant moindre que la moitié de son plus faible exposant dans le carré. Du. reste, on a iei
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 179 136. Le cube de x + y est 2% 4 3 à y L 8 x y E y°{(ne 97, IT),
il sera facile d'appliquer les principes précédents à la recherche de la racine cubique d’un polynome. Nous nous bornerons à l’exemple suivant :
8a6 — 356a4b? + 54a2b1 — 9276 94? — 5b? racine.
—8a$ 19244 — 18a2b? + 9b4 Aer reste, — 3644b2 + 54a2b4 — 27b6 X —5b2 RAR POST EE «1. 0
Après avoir ordonné, cherché la racine 3° du 1er terme 8af, qui est 2a°, et retranché 8af, on a un lt" reste. On en divise le 1er terme — 36aib* par 12af, triple du carré de 2a° ; le quotient — 3h? est le 2e terme de la racine. Près de 12a#, on écrira — 18a°b?L 9b4, ou le triple du produit de — 3h? par le 1er terme 2a?, et le carré de —3b°; on multipliera ce trinome par — 3b°, et l’on retranchera le produit du 1er reste. Le résultat étant zéro, on a de suite 2a? — 3}? pour racine cubique exacte : s’il y avait un second reste, on opérerait de même sur ce reste.
Nous ne dirons rien ici des racines 4°, 5°...
Equations du second degré.
137. En passant tous les termes dans le 1e" membre, réduisant en un seul tous ceux qui contiennent soit x, soit +, et opérant de
même sur tous les termes connus, l’équ. du 2° degré prend la forme Aa? + Bx + C—= 0, et faisant
B Le Co Pr di pq Es on a PL pr a 0 NES CAP LE)
. équation qui peut représenter toutes celles du second degré à une in-
connue , et dans laquelle p et g sont des nombres connus positifs ou
mépatifs.
Divisons 2° — px + q par x — a, a étant un nombre quelconque, il viendra le quotient x + a + p, et le reste 4° L pa 9. Ce reste est ou n’est pas nul, selon que a est ou n’est pas racine de l’équ. proposée (on nomme racines les valeurs qui satisfont à cetté équ., parce qu'on les obtient par une extraction). Donc, tout nom-
bre à qui est racine d’une équation du second degré, donne un divi-
eh ty
seur binome (x—a) du premier membre de cette équation, laquelle prend alors la forme
Or, on demande toutes les valeurs propres à rendre ce produit nul; ainsi # —= — a — p jouit aussi bierr de cette propriété que x = a. Donc, 1° toute équation du second degré qui a une racine a, en admet encore une seconde = — (a p).
2° Cette équation ne peut avoir que deux racines : cette proposition sera démontrée plus tard. -
3° Les deux racines étant -«& et — (a + p), leur somme est — p, et leur produit est — (a? H- ap) —q, à cause de « LL pa-q—0;. donc, le coefficient p du second terme en signe contraire est la somme de deux racines, et le terme connu q en est le produit. Par exemple, pour 2° — 8% + 15 —0, x —5 est une racine, ainsi qu’on le reconnaît en substituant ; on trouve que le premier membre est divisible par x — 5 ; le quotient estx — 3; les deux racines sont 8 et5, dont la somme jee 8, et le produit 15.
4° Il est facile de former une équation du second degré dont les racines et / soient données ; on en fera la somme Lufe et le produit 4, et l’on aura 4° —(k +1) x + Hl — 0. On pourra encore former le produit (x — k) (x — k Par exemple, si 5 et — 7 sont les racines, on multipliex — 5 parx +7; ou bien on prend 5—7—-—9; 5X—7— — 35etchangeantlesignede la somme, 2° 2r— 35 — 0 est l’équ. cherchée. |
5° Résoudre l’équ. (1) revient à chercher act nombres dont —» soit la somme et 9 le produit.
6° Il peut arriver que les racines À et / soient égales ; alors les facteurs x — À et x — l'étant égaux, 2° + px + q est le carré de l’un de ces facteurs.
138. Pour résoudre l’équ. (1), remarquons que si #° —- px Lq était un carré, en extrayant la racine, on n'aurait plus qu’une éq. du 1°" degré ; comparons ce Liu ine à (x + n) ou 2° 2rn nr; nest arbitraire; ainsi faisons n — + p, pour que les deux 1er: termes soient égaux dé past et d'autre.
Donc, si#?, ou + p°, se trouve —=q, 2° + px + q est le carré de æ-+:p; ce trinome n’est un carré que quand + p° —q. En rempla-
DC | cant p etgpar— et, on trouve que pour que Ax® 2 "Bxe-P00
soit un carré, il faut qu’on ait entre les coefficients la relation B? — 4AC = 0.
Dans le cas où + p°—9Q, la proposée revient à (x ? p} = 0, et les deux racines sont égales à — + p.
Mais si cette condition n’a pas lieu, ajoutons + p° — q aux deux membres de l’éq. (1), il viendra
PL ps tip = (ei =sr —
extrayant la racine, æ + ip=+ / (x p°— q), d’où g——2:pEp (Ep— og). . . . . .,()
Nous avons donné (n° 125) la raison du signe Æ. Ainsi, la valeur de x est formée de la moitié du coefficient du 2° terme en signe contraire, plus ou moins la racine du carré de cette moitié, ajouté au terme connu passé dans le 2° membre. Dans chaque exemple on aura de suite la racine, sans s’astreindre à refaire les calculs précédents sur le trinome proposé.
Pour 2° — 8x + 15 — 0, on trouve _x=4+#+y (16— 15) —4+l,cest-à-direz—5et 38.
De même, 2° + 2x —35 donne
14 (85L1)——1+46, our—bet——7.
139. Le résultat (2) offre plusieurs cas. Faisons, pour abréger, p—qg=—= m, d'où g —=+5p — m; ce qui change a px + q en apr +ip—m, où (v+3p) —m; c’est la quantité qu'on veut rendre nulle par la substitution de certains numbres pour +.
1° 52 m est négatif; comme + p° est toujours positif, ce cas n’arrive que si g est positif dans le premier membre de la proposée(1), et > +p°. Mais alors la proposée revient à (x Æ + p} m0 ; on veut donc rendre nulle la somme de deux quantités positives, problème visiblement absurde : et comme on trouve alors
Rp um
le symbole Pre m, absurde en lui-même, servira à distinguer ce cas. Donc, le problème est absurde lorsque les racines sont imaginaires, c'est-à-dire quand q est positif dans le 1% membre de l’équ, (1) et que q surpasse le carré de la moitié du coefficient p du 2° terme.
Cependant nous dirons encore, dans ce cas, que la proposée a deux racines, parce qu’en assujettissant ces valeurs . . . . . . . = —%:p EE} —m, aux mêmes calculs que si elles étaient réelles, c’est-à-dire les substituant pour + dans la proposée, elles y satisfont ; nous ne donnons ceci que comme un fait algébrique. C’est ainsi que les valeurs négatives, quoique vides de sens en elles-mêmes, peuvent servir de solution à une équation (n° 107) sans convenir au problème, à moins qu’on n’y fasse quelque modification. |
20 Si mest nul, ce’ qui exige que g soit — +p° et positif dans Je 1° membre de la proposée (1), alors 2? Æ px + q revient au carré de x -L <p, et les racines sont égales ; c’est le passage des racines imaginaires aux réelles.
8° Si m est positif, q doit être négatif dans le 1e membre, à moins que q ne soit positif, et << 5p°; dans ce cas (n°97, ITT),
Hip m= (Hip + mn) X (@+ip— V m).
Tels sont les facteurs du 1° membre de la proposée (1) ; les racines sont — ppm et — ip — y/m, dont la somme est —p, et le produit =p°? —m ou q.
4o Sim est un carré, les deux racines sont rationnelles.
5° Si les racines sont réelles et de même signe, il faut que : p l'emporte sur le radical, qui à le signe +; ainsi <p > me ou £p° > +p°— q, ou enfin qg > 0. Ainsi, quand q est négatif, les racines ont des signes contraires, et lorsque gest positif (et << =p°), leur signe est le même, mais opposé à celui de p.
Foy. n°108 , 2, pour l'interprétation des racines négatives.
6° Si q — 0, sans recourir à la formule (2), on a
2 px = x (x Lp) —=0, d'où r=0 et = —p.
7° Sip— 0, on ax +q—0, d'où z—+y — 9, vateur réelle ou imaginaire, selon le signe de q.
8° Quand la proposée a la forme 42? Br + C — 0, le 1° terme ayant un coefficient 4, nous avons dit qu'on le dégage, en divisant tout par 4; mais on peut aussi rendre ce 1°" terme un carré, en multipliant l’équ. par 44 : on à
4422 HABx + LAC = 0;
on compare, Comme ci-dessus, au carré de 2 4x - x, on voit qu'il
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ, 183 faut prendre n — B, et ajouter B? pour compléter le carré; donc
— BEV (PF — 440)
24 BY} = BP? 4AC t = (24x + B) > 1et.!:488 ss
C’est ainsi qu'on trouve, en résolvant par rapport à y, l’équ.
Ay2 + By + Ca + Dy + Ex + F = 0,
Ru Bx — DHWV[(B? — 44C)x? + 2(BD—24E)x + D2—44F] P'ÈX TON VEPIESENE 24
9 Ona 42 + Br C— AT(x+5p} —m], m étant négatif, nul ou positif, suivant que les racines sont imaginaires, égales ou réelles. Dans les deux 1°" cas, quelque valeur qu'on substitue pour x, le multiplicateur de 4 étant positif, le produit, ou Az? + Bx + C, doit avoir le même signe que 4. Mais si m est positif, soient a et b lés racines réelles, on a
Ax + Bx LC—=A (x — a) (x — b),
et l’on voit que si l’on donne à x des valeurs plus grandes ou moin-
dres que a et b, le signe du résultat sera le nême que celui de À ;
mais il sera différent si x est compris entré @ et b. Le trinome, qui
conservait ci-dessus le même signe pour toutes les valeurs de x,
change done maintenant deux fois de signe, lorsqu'on fait passer x
d’un état compris entre a et b, à un autre qui soiton > ou <aet b. On pourra s'exercer sur les exemples suivants:
. Aer cas. 9 — 125 L8—=0... 3=5 ES —1, 2... 9x —127+4—=0.... 2—;°, 9x — 12r+8— 0... 2 —$ ER, oux=l, etr—;:, 8°et4°427 8x L1—0... 2——Î2#t;, our}, etz——1,
D — à —2—=0.... rs °"E#*, où zx —9%, Ce rh laui De a — 5x —= — 6... 20, et 7—2; 7e. ce) D O0 ee Tam 9, Et 2 = 2 5,
x 9 Lg at z—+3p/ —1.
140. I. Trouver un nombre x tel, qu'en ôtant 2 de son carré, le reste soit 1. On ax? —2—1, d'où r= +43.
I. Partager a en deux parties telles, que # fois la 1°, multipliée par n fois la 2e, donne le produitp. On a
mr.n(a — x) = p, d'oùs =; a +\/ (re LE):
| mn
Si l'on veut partager a en deux parties, dont le produit p soit donné, il faut faire m — n — 1. Comme les racines sont imaginaires lorsque p > +a?, on voit que le produit ne peut surpasser le carré de la moitié de 4, c.-à-d. que le carré de + a est le plus grand produit possible qu'on puisse former avec les deux parties de a (n° 97, III).
IT. Étant donnés le produit p de deux poids et leur différence, trouver chacun d’eux ? On a xy = p, æ —y = d; d'où
x dE (id +p) et y =— dE y Gd+p) IV. Trouver deux nombres tels, que leur somme 4, et celle b
de leurs cubes soient données. De x + y— a, x? + y = b, on tire a — 3a°x —- Sax? — b, et faisant b — af, on a
s= a+ VE f— a)
Gi y=ia—VEf— =)
V. Quel est le nombre dont # fois la puissance p est égale à m fois la puissance p 4 2? x —+}/ (n : m).
VI. Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais d’un procès, montant à 800 fr.; mais troissont insolvables, et les autres, suppléant à leur défaut, sont contraintes de donner chacune 60 fr. outre leur part; on demande le nombre x des payants. On a
800 800 LENCO PUS TE rs , 2 Es 0, PAR ; 60, d’où x + 8x — À
et g——32+Ep (CH40)=—-i ES;
ainsi , il y avait 5 payants, au lieu de 8. Il est aisé d'interpréter la racine négative — 6.
VII. On a deux points lumineux 4 et B (fig. 1), distants entre eux de 4B = a; l'intensité de la lumière répandue par 4 est m fois celle de B ; on demande le lieu D qui reçoit la même clarté de part et d'autre, sachant que la lumière transmise par un point lumineux décroît en raison du carré de la distance.
Soient, « et B les intensités des lumières que communiquent
&œ © T y A VOS recoit le point D lorsqu'il s’écarte de 4 à la distance 1,2,3..
les foyers 4 et B à la distance 1 ; . seront celles que .
Ar. cr ainsi, — est celle, qui répond à l’espace 4D = x; et comme LA “ À : B
BD = a —- x, la lumière que B transmet à D est T à on on a B , à œe A\”
adonc— = ——, d'où -— (— ) — m"”, en posant æ? (a — x) B a — x
«— mb ; extrayant la racine, on trouve enfin
a am.
a net ou = (MTV m)
En général , on doit éviter la double irrationnalité des deux termes d’une fraction (n° 65), et surtout celle du dénominateur. Ici, on a multiplié haut et bas par p/ m1, ce qui a donné (n° 97, IIl) pour dénominateur »m — 1, et pour numérateur ay/m(y/m+H1). On en dira autant des cas semblables.
PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES
po: À + d’où da Si la proportion est continue == 4 : b : d,on a
b — (ad) (voyez n°72). 38 @—bpP—m—m, ou (a+b)(a— b)=m(1—m),
lonne la orti # D'VREPE donne la proportion —— = = De même, A PR au L il 1 — x
4e Ajoutons + #» aux deux membres de += — il vient. at mb c+md d'où akmb _ b ét y aHEb bb
Fee oatar ee Por PCA Cody Spa enprores dr FAT sr ok dard (voy. n° 73).
5° SUB SES En 4e ane suite de ra ts égaux, de
Per per e sui e rapports égaux,
sorte que + = qg, ou a—=bq, c=dq, e=fq....
En ajoutant toutes les équations, on a (n° 73, 3°)
a +otes..s=g (bd + es.)
Des Progressions arithmétiques.
142. Soit la progression + a.b.c.....i.k.l, dont est d Ia raison, # le nombre des termes; on a les (#7 — 1) équ.
bad, C—b+d..., 1= RE d;
en ajoutant, il vient / = a+ d(n — 1), comme (n° 65).
Cette expression de la valeur du n°" terme de la progression est ce qu'on norme Île terme général ; il représente tour à tour tous les termes, en faisaut n = 1,2, 3....
PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES
Soit s le terme sommatoire de la progression, c’est-à-dire la somme de ses x premiers termes ; l'on a
s—a+bLeot.....LiLrk +, ou s—a—(a+ d)+(a+2d)....+a+(n —1)d et aussi s — / + (1 — d)+-(1— 2d).... +1—(n — 1)d,
en écrivant le 2° membre en sens inverse. Ajoutons ces équations ; comme les termes correspondants produisent la même somme , 2s est visiblement égal à a + / pris autant de fois qu’il y a d'unités dans n ; ainsi, s— =n# (a—- /). On remarquera qu'en général , la somme a - 1 des extrêmes est la même que celle de deux termes qui en sont également éloignés, et est le double du terme moyen lorsque len nombre des termes est impair.
Reprenons ces deux équations
— a+ d(n—1)ets—+#n(a+|1).
Nous pourrons en tirer deux quelconques des cinq quantités a, !, d, n et s, connaissant les trois autres.
Voici divers problèmes relatifs à cette théorie :
I. Trouver n, connaissant a, d et s? L'élimination de / donne s—an— :dn(n — 1); d'où
1 a 1 DONS 4 ax = VEÉ+6-9]
Par exemple, un corps qui descend du repos tombe de 4 mètres et — dans la [re seconde de sa chute, du triple dans celle qui suit, du quintuple dans la suivante....; on demande combien il mettra de secondes à parcourir 400 mètres. (Ÿ’oy. ma Mécan., n° 157). La progression = 4,9 4,9 . 3 +4,9.5—L...., donnes — 400,
s 400 a — 4,9, d — 2a = 9,8; on trouve n — AN 3,9 ?
d'où # —=9",03 et / — 83» ,6 environ.
IT. Combien une horloge frappe-t-elle de coups à chaque tour dn cadran ? Si elle ne sonne que les heures, on a 14-23 +....,-+12; d'où s— 6 X 13 — 78. Si elle sonne les demies, on a
2L8L4....— 18, ets—90.
[IL On a un amas de boulets de canon disposés en progression
PROGRESSIONS PAR QUOTIENT
par différence , et composé de 18 rangs dont chacun contient 2 boulets de plus que le précédent ; on demande combien il y en a dans le dernier rang et dans l’amas, sachant que le rang supérieur en contient 3. On aa = 3, n — 18, d —2; et l'on trouve / = 37, s — 860.
IV. Entre deux nombres donnés a et /, insérer » moyens proportionnels par différence. Comme » + 2 =», 0ona
1= a + d(m+ 1), SH M pugers <
, comme (n° 85). -
Sets
Des Progressions par quotient.
Soit 1 étant g, on a les #7 — 1 équations
CRT TAN.) 18 T'ANON
D aq; Cadet." 110;
or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs, il vient Î— ag"—*, comme n° 86 ; c'est le terme général. On peut toujours donner à une progression la forme
—aïagiag :ag*.... ag";
donc les puissances entières et successives d'une même quantité q sont en progression par quotient. Îl en est de même de toute série de termes dont les exposants sont en progression par différence, telle que ba" bath LE bymteh _L,,,, Celle-ci revient à la 1'° en faisant a— bz", q — 2".
Ajoutant nos n — 1 équations,il vient
(bo+d... Li =(a+b+e....+i)g.
Or, en désignant par s Île terme somimatoire, on a b+tco+d....Ll=s—a, a+b+c..,, +i=s—|;
lg — a Lau
donc, s—a—(s—|)q,ous—
* Si la progression est décroissante, tout ceci est également vrai, seulement q <° 1. Mais à mesure que la série se prolonge, la somme s des termes que l’on considère s'approche de plus en plus de celle S
de la progression entière : soit x la différence S$ — s, qui est indéfiniment décroissante ; de plus le dernier terme / devient en même temps aussi petit qu'on veut, posons (n° 113) ;
lq ’ % a a B= -——, d'où S — @ — > — B, et S —
On a donc encore comme p. 123, la somme totale d’une progression infinie, dont le 1°" terme est a, et la raison q <° 1. Il est visible que notre raisonnement revient à avoir posé / — 0, comme désignant une quantité infiniment petite.
On rapporte qu’un souverain voulant récompenser Sessa, inventeur du jeu des échecs, lui accorda un présent que sa générosité trouvait, trop modique : c'était autant de grains de blé qu'ily a d'unités dans la somme de la progression double 1 : 2 : 4 :8 : 16... étendue jusqu’au 64° terme, attendu que l’échiquier a 64 cases. . Cherchons quelle est cette somme. Onaa—=1,q—2,n— 64; d’où / = 2% et s — 264 — 1. Cette puissance a été calculée p. 70, et l’on trouve que s — 18446774 suivi de 12 autres chiffres. Or, un kilogramme de blé ordinaire contient à peu’près 26150 grains, et l’on sait qu'un hectare ne produit guère que 1750 kilosrammes de froment, savoir 45 762 500 grains. En divisant s par ce nombre, on trouve que Sessa demandait le produit en blé de 403 milliards d'hectares environ, c’est-à-dire 8 fois la surface entière du globe terrestre, en y comprenant les mers, les lacs, les déserts, etc.
Les équ. l= ag", s— a—(s —l)q servent à résoudre tous les problèmes où, connaissant trois des cinq nombres a, !, n, qet s, on demande les deux autres. Du reste, les calculs qu’il faut exécuter ne sont quelquefois praticables que par des méthodes qui ne sont exposées que dans ce qui suivra. Par exemple, a, n et s étant donnés, on ne peut obtenir g qu’en résolvant l'équation ag" — sq s — a, qui est du degré n. Lorsque lexposant » est inconnu, /, a et q étant donnés, on doit recourir à la doctrine des log., n° 147, 30. |
Des Logarithmes.
145, Faisons varier x dans l’équ. y — a”, et observons les variations correspondantes de y.
1 Si a > 1,en faisantz —0,onay=1l;x— 1, donc y= a. À mesure que # croîtra depuis 0 jusqu’à 1, et de là à l'infini, y croîitra de 1 vers a, et ensuite à l'infini; de sorteque quand x passe par toutes les valeurs intermédiaires, en suivant la loi de continuité, y croît aussi, quoique bien plus rapidement. Si l’on prend pour x des
. Il . L valeurs négatives, on ay = a”, ou (n° 131) y — —. Ainsi, plus x
a croit, et plus cette fraction y décroit; de sorte qu’à mesure que x augmente négativement, y décroit de 1 vers 0; y — 0 répond à x infini.
do Si a << 1,on fera a =; bsera > 1, et l’on aura VE ou y — b", suivant qu'on prendra x positif ou négatif. On retombe donc sur le même cas, avec cette différence que x est positif lorsque y < 1, et négatif pour y > 1.
8° Sia— 1l,onay—= 1 quel que soit x.
Pourvu que a soit autre que l'unité , on peut donc dire qu’il y a toujours une valeur pour x qui rend a égal à un nombre donné quelconque y. L'usage perpétuel qu’on fait des belles propriétés de l’équation y — a* exige qu'on fixe des dénominations à ses parties, afin d'éviter les circonlocutions. On nomme x le logarithme du nombre y ; la quantité arbitraire et invariable a est la base. Donc le logarithme d’un nombre est l’exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base pour produire ce nombre.
Lorsqu'on écrit x — Log y, pour désigner que x est le logarithme du nombre y, ou que y — a", la base a est sous-entendue , parce qu’une fois choisie, elle est supposée demeurer fixe. Mais si on la change, on doit indiquer la nouvelle base, c’est-à-dire de quel système de logarithmes il s'agit. C’est ainsi que 10° — 1000, 25 — 32, indiquent que 8 est le logarithme de 1000, et que 5 est celui de 32; mais la base est 10 dans le 1° cas ; elle est 2 dans le second.
On tire de là plusieurs conséquences
1° Dans tout système de logarithmes, celui de 1 est zéro, et celui de la base a est un. +
2° Si la base a est >> 1, les logarithmes des nombres © 1 sont positifs , les autres sont négatifs. Le contraire a lieu si a <7 1.
8° La base étant fixée, chaque nombre n’a qu’un seul logarithme réel; mais ce nombre a visiblement un log différent pour chaque valeur de la base, en sorte que tout nombre a une infinité de loga-
rithmes réels. Par ex., puisque 9 — 81 , 34 — 81, 2 et 4 sont les log. da même nombre 81, suivant que la base est 9 ou 3.
4e Les nombres négatifs n’ont point de logarithmes réels, puisqu'en parcourant la série de toutes les valeurs de x depuis — cs jusqu'à + « , on ne trouve pour y que des nombres positifs depuis 0 jusqu’à + «.
La composition d’une table de log. consiste à déterminer toutes les valeurs de # qui répondent à y = 1, 2, 3.... dans l’équation y — a*. Si l’on suppose a* —m, en faisant
z—0 x 2x Sa x ba.... logarithmes, on trouve y — 1 mm m° mÿ m m°.... nombres;
les log, croissent donc en progression par différence, tandis que les nombres croissent en progression par quotient; Oet 1 sont les deux Lers termes : les raisons sont les nombres arbitraires x et »m. On peut donc regarder les systèmes de valeurs de x et y qui satisfont l'équ. y — a*, comme classés dans ces deux progressions, ce qui met d’accord les deux définitions que nous avons données des log. (nos 87 et 145).
Le signe Zog sera dorénavant employé à désigner le logarithme d’un nombre dans un système indéterminé ; réservant le signe log pour les log. de Briggs, dont la base est 10.
Démontrons par algèbre les propriétés des logarithmes
1° Soient x et x’ les log. des nombres y et y, on x — Log y, & = Log yÿ :onaa = y, a — y; en multipliant et divisant ces deux équ. l’une par l’autre, on obtient
a+ = yy À a” æ = +.
Mais il suit de la définition que les exposants x + x'etx —
sont les log. de yy’ et mi
donc Log y + Log y — Log (yy ), Log y — Log y — Log (#) à 2 Si l’on élève à la puissance » l'équation y = 4", et si ‘on en
m extrait la racine m°, on a y" = 4"", y — aq": la définition
donne mx — Log (y"), _ — Log Y y; donc
Log y .
Log ÿ" —=m Log y, Log W y = 7%
ces résultats sont conformes à ce qu’on a vu (n° 88).
3° Pour résoudre l’éq. c —.a*, dans laquelle c et « sont donnés et + inconnu, on égale les log. des deux membres et l’on en tire Log c — x Log a; une simple division donne donc |
__ Log c TEL On peut donc trouver la valeur de l’exposant n dans l'équation ! — ag", du n° 144, relative aux progressions par quotient : Log l= Log a + (n — 1) Log q, d’où n = 1 + DIS
Log q L’inconnue étant x dans l'équ. 4a° + Bat LE Cac... = P;
on écrit a (4 —- — A ae) = Piou Ow = P;
log P — lo d'où 7 — 18 eo log a Dans a: — b, si z est dépendant de l’inconnue x, et qu’on log b aits== 42" —— Ba"... comme-z — Le — un nombre connu
Æ, il reste à résoudre l’équ. du degré m, K— Axm—<E Bmx...
Soit, par ex., 4 (2° —5##+4— 9 ; on entire (22—5x--4)log 2— log ?; donc 2° — 5x + 4 —— 2, équ. du 2° degré qui donnez — 9, ol— S.
4° Soient deux nombres y et y H-m; la différence des log. pris dans un même système quelconque est
Log (y + m) — Log y = Log (' + ®) — Log (: —- =) y quan-.
e » . 4 x m L4 A tité qui s’approche de Log 1, ou zéro, à mesure que — décroit, et U
qui est d'autant moindre que y est plus grand : donc /es log. de deux nombres diffèrent moins quand ces nombres sont plus grands et plus voisins. C'est ce qu’on a vu n° 91, III.
148. Lorsqu'on a calculé une table de log. dans un système dont la base est a, il est facile d’en former une autre dont la base soit b ; car dans l’équ. a° = y, x est le log de y dans le système qui a pour base a : or prenons les log. des deux membres dans le système b ; nous aurons æ Log a — Log y. Ainsi, pour trouver le log de y dans le 2e système, il faut multiplier +, ou le log de y dansle 1er système, par Log a : et si l'on multiplie par Log a tous les log. de la 1re table, on en formera une nouvelle pour la base b. Ce facteur constant Log a, qui traduit ainsi tous les log. du système a dans le systèine b, est appelé module ; c'est le log de la première base a calculé dans le système b ; et si l’on divise Log y par x, qui sont les logarithmes d'un même nombre quelconque dans les deux systèmes, le quotient sera le module Log a relatif à ces systèmes , et par conséquent sera constant pour tous les nombres.
Lorsqu'il arrive qu’on trouve moins d'avantage à prendre la base— 10, qu’à préférer un autre système, il est donc aisé, à l’aide d'une seule table de log., tels que ceux de Briggs, de calculer tout autre log dans ce nouveau système. Par exemple, le log+, Log 5 __ Log2—Log3 la base est ici ce qu’on veut, et si on la prend — 10, tout devient
— 0,17609125 LE de 2812 7 ES À 14612804 1,2050476 pour le log
dans le système dont la base est +, est
connu, et l’on a cherché.
; log £ log2—1 Pareillement Log +, dans le système +, est ins D M eo log + log 3 — log 2
ou — 1 ; ce qui est d’ailleurs évident, puisque l’équ. y — a devient ici + = (): = ()-*, etxest visiblement — 1,
149. Il importe de s’exercer à l'usage des logarithmes dans les calculs algébriques; voici divers exemples :
10 log(a.b.c.d.….) = log a + log b + logc +log d....,
20 log (&) = log a + log b + logc—log d—loge, e 30 log (a”.b".cP....)— m log a + nlog b+plog c ...., _ ab À 40 log (7) = mise æ mise — pige...
5o log (a? — x2) = log[(a+ x) X (a—x)] =log(a+x)+log(a—x),
MATHÉM, PUBES, T. I. 135
1 1 lu 6o log Va — 2) =: los (a +ax) + log (a — x), 4 3 15 7o log (a°Vaï) —= 35log a + 7108 = 7 108 a, n, m m 80 log /(a—xs}" =, 108 (a — x) F7 log (a? + ax + x?) , (p. 193),
En ajoutant et ôtant ax du trinome, il devient (a + x) — ax; si l'on posez — ax, 3 sera te à trouver par los., et l’on aura
(ax) — x ou (a x + 2) (a x — 2); donc
ñn log p/(a? — x°}m — 7 [log (a — x) + log (a + x + 2) + log (a+ x —z)].
Ce calcul résout a? — x° en ses facteurs et permet l'emploi des log. 90 p/(a? + x?), en posant 2ax — z?, devient J/[(a + x)? — z?], log W{a2 + x?) — 3 og (a + & + 2) + log (a + x — :)].
Va? — x°)
log (ah © Lie : [log (a — x) — 5 log (a + x)].
11° Pour insérer m moyens par quotient entre a et L, il faut faire n — m +2 dans l’équ. / = agn— (n° 144), d’où l’on tire la
m+- 1 AUX œ Ë ). et:Tog q —= log-1 108 à . Les divers ter-.
raison q =} RARE Î re
mes ag, ag, ont pour log., log a—+logq, log a +2 log g.…. Ainsi, pour insérer 11 moyens entre 1 et 2, comme ici log a — 0 R
on trouve log q—-= X log 2 —0,0250858, st — 1,059463 ; les | log. des termes consécutifs sunt 2 log q, 8 log q..…., et la progression est (c'est la génération harmonique He Rameau)
+ log z 12° La base du système étant 4, on a a — 3; car d'aprés la
définition des log. dans l’équ. &’ — z, y estle log de z. 7 hk\0g z log (24) De même, a ==) — 5h, :
13° Soit x l’inconnue de l'équ. b"7+ = c"*, f*-? ; on en tire
(» — ) l0gb = mx .logc(x —p)log/f: il reste donc à ré- *
PROBLÈMES DÉPENDANTS DES PROPORTIONS
soudre l’équ. du 2° degré (m log ce + log f) 2° —(n log b Hp log f) x a log b = 0.
log a — log b m log c—n log b° 15° La population d’une ville s’accroit chaque année de —£ ; combien y aura-t-il d'habitants au bout d’un siècle, le nombre étant actuellement 100 000? Faisons n — 100000; au bout d'un an, la population seran +=n—=n.À = #1". Après l'année suivante, #’ deviendra de même n'.==n(i)". . .. On trouve
ainsi qu’au bout de 100 ans, le nombre des
14° omx — 4 .b"*-1 donne rx —
: log 51 — 1,49136169 habitants sera —log 50 — 1 : 47712195 ‘0,01424044 RÉ ONS >< RL ER
nf)" = x = 2654874, 100 fois... 1, 424044
log r == 5, 000000
comme le montre le calcul. Si l’accroisse- RE log x — 6,424044
ment annuel de la popalation est d’un pr, on trouve de même que le nombre primitif # des habitants devient, 1+7r
f ' l'une des quantités x, n, r ou q, les autres étant données; et l’on trouve
après g années, æ —n ( ) . On peut prendre pour inconnue
log x — log n + g [log (1 + r) —1log r], logr —1l0og x — q'[log(1+r)— log r],
log x — log n 1 logæx — log n D —— ] 1+- | = —————— q log (1+-r) — log r ? 98 ( 1) g
Problèmes dépendants des Proportions. :
150. Règle d'intérêt. Ce qu’on a dit n° 80, prouve que le capital GC placé à : pour cent par an , produit en ÿ jours, l'intérêt simple
CX 2 XX
et comme 7 peut être décomposé en parties aliquotes ou diviseurs
de 6000, et : en diviseurs de 6, on retrouve le procédé de calcul ex-
posée n° 60.
Intérêt composé. Quand chaque année on laisse le capital s’ac-
croître des intérêts échus, voici ce qui arrive, Sir fr. rapportent 13°
À a 1 fr. après un mois où un an, le capital a s’est accru de —, etest, k Ch
devenu
en faisant, pour abréger, q — Aus: = 1 + ÿ
Mais ce nouveau capital a’ placé durant le mois ou l’an qui suit, devient de même a’g, ou ag°. Ainsi, on a successivement aqÿ, agô,.….. et après t fois l’unité de temps, le capital accumulé avec les intérêts
échus, est 1 \t de (—")
Cette équ. donnera l’un des quatre nombres a, t, x et r ou q, les trois autres étant connus. Si l’on veut que l'intérêt soit stipulé à tant pour cent, on fera ri — 100, g —1+0,01 X :.
Par ex., un homme destine une somme de 10 000 fr. à payer
un bien de 12000 fr.; il place à cet effet son capital à 5 pour cent …
par an, et y joint chaque année les intérêts échus : on demande à
quel instant son but serarempli;ona i= 5, r —20, q= “—, puis
12000 — 10000 K (=), où 6 — 5 X À);
d'où l’on tire la valeur de l’exposant #, par le théorème n° 147, 8°, savoir, é— 3 ans et 9 mois environ.
La table ci-jointe suppose qu’un capital de 1000 fr. est placé à 4, 5 ou 6 p. + par an; que l'intérêt est payé par semestre; et que
chaque intérêt est immédiatement joint au capital pour devenir,
productif d'intérêt.
On y voit qu’une somme de 1000 fr. à 5 p.2lan, produit”
1996, 50 au bout de 14 ans, en cumulant sans cesse les intérêts semestriels.
C'est donc la même chose de payer actuellement 1000 fr., ou de donner 1996f,50 dans 14 ans, quand le taux d'intérêt annuel
est 5 p. = : celui qui est obligé de payer 1996°,50 dans 14 ans,
sans intérêt , peut escompter, ou se libérer, en payant de suite seulement 1000 fr.
DÉPENDANTS DES PROPORTIONS
ACCROISSEMENT de 1000 fr. parintérêts composés de 6 en Gmons, aux taux de 4, 5 et 6 pour cent par an.
fr. fr. fr. fr. fr. fr.
On voit aussi que le capital est doublé en moins de,14 ans et demi, à 5 p.? l'an; il serait triplé en 19 ans à 6 p. =.
Quand le capital est 2 ou 3 mille francs, il faut doubler ou tripler . les nombres ci-dessus, et ainsi proportionnellement pour tout autre capital. Par exemple, 2500 fr. capitalisés avec les intérêts pendant 12 ans produiront 2,5 X 1808°,73 — 4521f,82; et c’est la même chose de payer actuellement 2500f, ou de donner 4521f,82 dans 12 ans.
Si l’on devait payer 30000 dans 5 ans sans intérêt, on pourrait escompter actuellement, en donnant une somme qu'on trouve par cette proportion : si 1280°,08 deviennent 30000, 1000f deviennent 2— 23436",04, somme à payer de suite, au lieu de 30000f dans 5 ans, au taux de 5 p. © par an.
151. AÆnnuités. On nomme ainsi la rente d’un capital a, calculée de sorte qu'en payant chaque année une somme +, qui soit toujours la même, cette somme soit formée des intérêts échus et d’un
à compte sur le capital, lequel se réduisant ainsi peu à peu, soit rendu nul après un temps déterminé.
Le capital vaut ag après la 1'° année ; on paye x, et l’on ne doit plus que «= aq — x. Après le2° payement x, a’ se trouve de même réduit à aq — x, où ag — gx — x: continuant de même à multiplier par qg et à retrancher +, pour avoir ce qui reste dü après chacune des années successives, on en vient enfin à trouver que l'emprunteur doit encore après { années, lorsqu'il vient d'effectuer son t payement x (n°: 99, 144),
3 = Gqr — Qt — 2 —
Rs ne nue NT Pit
ou 3 = (a — xr) ES
à cause de gr = 1 +- r. Si l’'emprunteur s’est acquitté, z= 0, et l’on trouve
AC (1 + rk Lt # (+ 7j — 7e
Du reste, on peut prendre ici pour inconnue l’une quelconque (voy. p. 136) des quantités x, a, q, ret t, les autres étant données. Les log. sont alors d’un usage très-commode, ou même indispensable, S’il faut résoudre l’équ.par rapport à l’exposant f, on trouve
q'(œ La— aq) — x, d'où (n° 147, 3°)
,— logz—log(v+a—ag) log æ — log r — log (rx — a) A log q He log (1 + r) — log r *
De même, si l’on veut que l’inconnue soit x ou a, on posera
d’où = Liege a = x (r — Y)»
équ. qui donneront + ou a, lorsque y sera connu. Or, substituant ci-dessus pour x cette valeur, on trouve (1 r)'y =7r##1,
DÉPENDANTS DES PROPORTIONS
C’est sur cette théorie que sont établies les rentes dont le capital et les intérêts s’éteignent à la mort du prêteur , et qu’on nomme viagères. On suppose que le prêteur doit encore vivre { années, lorsqu'il place le capital &, et l'on demande quelle somme x on doit lui payer chaque année, pour qu’à l'expiration de ces # années il n'ait plus droit à aucune somme : cette rente est donnée par la valeur ci-dessus de x. Si, par ex., l’intérêt de 100 fr. en perpétuel est 5 (5 pour cent, ou le denier 20),on a r = 20; et si l’on prend a — 100 fr. pour capital, on obtient 0} F20 ___ 100 = 08. T0 à DO
Il est vrai qu’on ne sait pas d'avance combien d'années le préteur doit encore vivre; mais on le suppose, d’après les tables de mortalité : et quoique cette présomption puisse être fautive, elle devient exacte pour un grand nombre d'individus pris ensemble, parce que les uns gagnent précisément en durée de la vie ce que les autres perdent. On sait, par expérience, quelle est la durée de vie probable d’un individu dont l’âge est connu. La 1'e ligne est celle des âges, la 2° le nombre { d'années qui restent probablement à vivre (voy. l’Ænnu. du Bur. des Long.).
Ages. . 1. 5. 10.15. 20. 25. 30. 55.40. 45. 50. 55. 60.65, 70.75.80 ans. ta... 57.452.45.59. 357, 327. 293: 26. 93. 20. 17.14. 11.85. 6% 5. 31 ans.
C’est sur cette probabilité qu’on établit l'intérêt des rentes viagères. Ainsi, un homme de 40 ans An encore espérer 23 ans
d'existence, 4 — 23, et l'on trouve y — = LES DE — 6,5 environ, d'où x = 7,4 : le capital doit être placé en viager à 7,4 pour cent par an. Les chances réservées aux membres des sociétés connues sous le nom de Tontines sont aussi réglées sur le même système.
152. Escomptes. Soit a le Ep s l'intérét de 100 fr. par mois, r le denier, { le nombre de mois, —— 105 est l'intérêt; ainsi, pour l’es-
compte en dehors, la somme à payer pour le capital a est
ti l
Pour l’escompte en dedans, il faut raisonner ainsi : puisque 100 + 4: doit être réduit à 100, à combien a est-il réduit ? d’où
DR JOBNTI NT ur 100% r+r
Si la somme S n’est exigible que dans # mois, et qu'on veuille avoir égard aux intérêts des intérêts durant ce temps, il faut recourir à la formule de la p. 196; on trouve que le capital S doitètre
réduit à Cd Te LYS ONE) RENE
158. Règles de fausses positions. Soit ax — b l'équation qui lie entre elles les parties d’une question ; si l’on suppose à x une valeur arbitraire s, et qu’on l’assujettisse à satisfaire aux conditions du problème, ce ne serait que par hasard qu'on trouverait as — b. Supposons donc qu’on ait as — c; en divisant terme à terme par
s FA HfoRs RL ES : HUB ax = b, on trouve = - — 7: ainsi le résultat qu’on obtient est à ceæ
lui qu’on doit obtenir, comme le nombre supposé est à l’inconnue. Cherchons un nombre dont la +, le + et le + réunis fassent 456. Supposons que 200 soit ce nombre ; sa moitié, son quart et son cinquième forment 190, au lieu de 456; ainsi 200 n'est pas le nombre cherché : on posera la proportion
x, d’où z
Combien faudrait-il de temps pour remplir un bassin à l’aide de quatre robinets, dont l'un le remplirait en 2 heures, le 2° en 8, le 8° en 5, le 4e en 6. Supposons qu'il fallût une heure ; le premier robinet emplirait la moitié du bassin, le 2° le +, le 8e le +, le 4° le =; et comme on trouve + ++ ++ += $, au lieu de 1, il y avait erreur à supposer une heure ; on dira
ré ul rte 0 ninuten,
Ce procédé, quoique applicable aux règles de société, d’intérêt, etc., ne l’est pas à tous les problèmes du premier degré, puisque l'équation la plus générale est ax - b — cx —L d. Si la supposition 3 = s ne rend pas as b égal à cs d, il en résultera une erreur e, de sorte que as Æ b — (cs + d) = e; retranchant de là
DÉPENDANTS DES PROPORTIONS. 201 ax + b — (ex + d) — 0, on a (a—c)(s—x) — e. Une autre suppo-
sition s’ qui entrainerait l'erreur e’, donnerait (a — c) (s — x)=e": divisant ces résultats terme à terme, on a es — es
€ 4 = — d'où x = ——————, € Cr C
Ainsi, multipliez la 1'° erreur par la 2° supposition, et réciproquement ; retranchez les produits, en ayant égard aux signes des erreurs ; divisez ensuite par la différence des erreurs, le quotient sera l’inconnue. C’est en cela que consiste la règle de double fausse position, applicable à tous les problèmes du premier degré. Dans notre dernière question ; la supposition de x — 1”, a donné ©, et par conséquent l'erreur — +. En faisant x — ?, on à © pour résultat, et — < d'erreur. J'écris ces nombres comme on le voit ci-contre, je multiplie en croix, et je retranche; j'ai = +ou:; la différence des erreurs est + —L < ou +; enfin je divise + par +, et jJaiz—+.
Un père a 40 ans, son fils en a 12 ; quand l’âge du père sera-t-il triplede celui du fils(page135)? SuPpos. Erreurs. Je suppose 5 ans : le père aura alors 45 ans, le , x fils 17; le triple de 17, au lieu de produire 45, ME
donne 6 ans de plus. En supposant 1 an, l'erreur 6 + 2?
Suppos. Erreurs.
heure + +
fs
des TMD
est de — 2. Les produits réciproques des erreurs par les suppositions donnent 16 pour différence ; divisant par la différence des erreurs, qui est 8, j'ai 2 : c’est dans 2 ans que l’âge du père sera triple de celui du fils.
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ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE
La Géométrie est la science qui se propose de mesurer l'Érewour et d'en considérer les formes et les propriétés. Tout corps a trois dimensions, Longueur, Largeur ét Épaisseur ou Profondeur : les limites qui le déterminent en sont la Surface. Mais les surfaces d’un corps, en se rencontrant deux à deux, sont elles-mêmes terminées par des Lignes ; les limites qui bornent les lignes sont des Points. Ce sont ces diverses limites des corps qui nous servent à reconnaître leur Figure.
Quoiqu'il n’y ait pas de corps sans trois dimensions, on fait souvent abstraction de l’une d’elles ou de deux : par exemple, si l’on parle de la grandeur d’un champ, ou de la hauteur d’un édifice, on n’a égard qu'à une surface ou une ligne. Afin de procéder du simple au composé, par une gradation qui facilite l'étude, nous diviserons la Géométrie en trois parties : la première traitera des Lignes, la seconde des Surfaces, la troisième des Volumes.
CHAPITRE PREMIER
Des Droites, des Angles et des Triangles.
154. On peut regarder une ligne comme la trace que laisse un point À (fig. 1) qui se meut vers un autre point B. On dit que la ligne est proiTEe quand, en la faisant pirouetter autour de deux de ses points À et B (fig. 1), aucun des autres points de AB, n’éprouve
de déplacement : sinon, la ligne est composée de lignes droites brisées AC,CD,DB (fig. 2) disposées bout à bout ; ou bien cette ligne n’a aucune partie rectiligne et est appelée course AMB (fig. 3).
Donc, 1° lors qu’une ligne AB (fig. 1) est droite, et qu’on prend sur son cours deux points G,D, la droite CD qui joint ces points se. confond dans toute sa longueur avec les points de AB; et si l’on imagine au delà des extrémités G et D d’une droite CD, deux autres points À et B, tels que la droite AB coïncide avec CD ; ces points A et B sont dits sur le prolongement de la droite CD.
2° Toute droite CD doit être conçue prolongée indéfiniment par ses deux bouts.
3° Deux droites qui ont deux points communs coïncident ensemble.
4o Deux droites ne peuvent se couper qu’en un seul point, puisque si elles avaient deux points communs, elles coïncideraient.
Un Pan est une surf:ce sur laquelle est appliquée-toute ligne droite joignant deux points quelconques de cette surface. Étant donnés trois points non en ligne droite, on peut toujours faire passer un plan par ces trois points, puisqu’en tournant autour de la droite qui joint deux de ces points, on pourra faire passer le plan par le 3° point : et il est évident que la position absolue du plan sera alors déterminée, c'est-à-dire fixée de manière qu’unautre plan ne pourrait contenir ces trois points sans coïncider avec le premier.
155. Lorsqu'on veut ajouter deux lignes droites ou deux longueurs BC, CA (fig. 1), on porte l’une CA sur le prolongement de l’autre BC, et la somme est BA — BC + CA. Si les parties BC, CA sont égales, BA est double de CA : on peut de même tripler GA, etc.
Pour soustraire CA de BA, on trouve BC— BA — CA ; ainsi, on sait retrancher une longueur d’un autre.En général, l'addition ou la soustraction de tant de droites qu’on voudra, la multiplication, la division des longueurs sont des opérations faciles à concevoir.
156. Deux droites CB, CA (fig. 4) n’ayant qu’un seul point G commun, ne peuvent enclore un espace ; l'étendue indéfinie comprise entre ces droites prolongées sans limites est ce qu’on appelle un AwGze. Le point G de section des deux lignes est le sommet de l’angle.
On désigne un angle par la lettre placée au sommet; et lorsque | ce point est commun à plusieurs angles, comme fig. 10, 12,... on distingue ces angles en énoncçant les trois lettres écrites sur les côtés,
DROITES, ANGLES, TRIANGLES
celle du sommet entre celles des côtés. L'angle G (fig. #) est aussi désigné par BCA ou ACB.
157. Deux angles ACB, acb (fig. 4) sont égaux, quand en les posant l’un sur l’autre, ils peuvent coïncider : appliquons le côté cb sur CB, les sommets c,C, se confondant, le côté ca se couchera sur CA. »
Les côtés d'un angle devant toujours être considérés comme indéfiniment proiongés, on voit que la grandeur d’un angle ne dépend pas de la longueur de ses côtés, longueur qui est censée illimitée, mais de l’écartement des deux lignes. Qu'on fasse tourner le côté BC autour du sommet C (fig. 5) pour lui faire prendre la position DC, l’angle BCA devenu DCA, aura augmenté de l’angle DCB ; DCA est la somme des deux autres, BCA la différence entre DCA et BCD ; DCA — BCA + BCD, BCA — DCA — BCD. Si BCD — BCA, DCA est le double de BCA : on comprend ce qu’on doit entendre par le triple d’un angle, sa moitié, son tiers, etc.
158. Lorsqu'une droite BC (fig. 6 et 7) tombe sur une autre droite AE, elle fait deux angles BCE, BCA qu’on appelle de suite ou adjacents. S'il arrive (fig. 7) que ces angles soient égaux, c’est-à-dire qu'en pliant la fig. selon CB, la droite CE s'applique sur CA, les deux angles sont appelés droits, et on dit que la ligne CB est perpendiculaire sur AE.
159. Tous les angles droits sont égaux. Supposons BC (fig. 8) perpendiculaire sur AË, et be sur ae, c’est-à-dire les angles BCA=BCE, bca — bce. Transportant l’une des fig. sur l'autre, appliquons le point c sur G, et la droite ae sur AË; bc devra se coucher sur BC. Car si on suppose que bc prenne la position CF, on aurait BCA — BCE, FGA = FCE (hypo.), ce qui ne peut être; car BCA étant <7 FCA, BCE devrait aussi être < FCE. “À
160. Deux angles de suite BCE, BCA (fig. 6) ont pour somme deux angles droits : c’est ce que met en rs la Parpeneu ait DC élevée en C sur AE.
Réciproquement , si la somme de deux angles donnés vaut deux droits, et qu’on accole ces angles comme BCE, BCA (fig. 9), pour les ajouter (n° 157), les deux côtés extrêmes AG, CE seront en ligne droite. Car si cela n’était pas, que, par ex., CH (au lieu de CA) fût le prolongement de CE , on aurait BCE +- BCA = 2 droits (kypo.), BCE — BCH = 2 dr. (n° 160) ; dont en égalant les premiers membres, BCA — BCH, ce qui est absurde,
L'angle BCE (fig. 6) qui est plus petit que l'angle droit DCE est dit aigu ; l'angle BCA qui est plus grand que l'angle droit DCA est dit obtus. Deux angles adjacents BCE, BGA, ou dont la somme vant deux droits, sont appelés supplémentaires : deux angles sont dits complémentaires quand leur somme vaut un droit, comme BCE et DCE (fig. 6).
Il est visible que tant de lignes qu’on voudra CB, CF, CD, dans le même plan (fig. 10), qui tombent en un point C de la droite AE, font des angles BCE, BCF, FCD, DCA, dont la somme vaut deux droits : c’est ce que montre la perpendiculaire CH. - |
161. Lorsque deux droites BD, AE (lg. 11) se coupent, les angles BCE, ACD opposés au sommet sont éqaux : car BCE LL BCA —2 dr. (n° 160), ACD + BCA — 2 dr. Donc BCE — ACD.
En prolongeant en D (fig. 7) la perpendiculaire BC à AE, comme l'angle droit BCE — ACD, on voit que l'angle ACB — ACD ; AE est donc réciproquement perpendiculaire sur BD, et les quatre angles de la fig. sont droits et égaux.
Tant de lignes qu'on voudra AC, BG, DC... (fig. 12) dans un même plan, qui concourent en un point C, forment des angles ACB, BCD, DCE, etc., dont la somme vaut quatre droits ; car les deux perpendiculaires MN, PQ, menées par C, forment quatre angles droits qui embrassent toutes les surfaces angulaires du plan.
162. Deux lignes droites ne suffisant pas pour enclore un espace (n° 156), il faut au moins une 3° ligne pour limiter l'étendue. La fig. ainsi formée, telle que ABC (fig. 16) est appelée un Triangle : elle a trois côtés AB, AC, BC, et trois angles A, B, C. Si les trois côtés sont égaux (fig. 14), le triangle est équilatéral ; il est isocèle (fix. 15) quand deux côtés seulement sont égaux, AC — BC; enfin il est scalène lorsque les trois côtés sont inégaux, ABC (6g. 13). Quand il a un angle droit À (fig. 16), le triangle est rectangle; on donne le nom d’hypoténuse au côté BC qui est opposé à cet angle droit A.
Le sommet C (fig. 13) de l’un quelconque des angles est le sommet du triangle, Va base AB est le côté opposé ; la hauteur est la perpendiculaire CD abaissée du sommet G sur la base AB.
163. Deux triangles ABC, abc (fix. 24) sont égaux lorsque deux de leurs côtés sont respectivement égaux chacun à chacun, comprenant un angle égal, AB — ab, AC — ac, À — a. En effet, transportons le triangle abc sur ABC, en faisant tomber le côté ab sur son égal AB, savoir, & sur À, bsur B; comme l'angle & — A (hypo.), le côté ac
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prendra la direction AC : mais les longueurs ac, AC sont égales (Aypo.), done c tombera sur C, et par suite bc se confondra avec BC ; les surfaces abc, ABC coïncideront en toutes leurs parties, d’où B—b, C—= c, BC — bec.
164. Lorsqu'un triangle ABC (fig. 15) est isocèle, les angles À et B opposés aux côtés égaux AC, BC sont égaux, A = B. En effet, tirons la droite CD qui coupe en deux parties égales l’angle C du sommet, savoir, angle ACD — BCD ; en pliant la fig. selon CD, le côté CA prendra la direction CB ; les côtés CA , CB , étant égaux (kypo.), coïncideront; À tombera sur B, AD sur DB; ainsi À — B.
Done, 1° Les trois angles À, B, C (fig. 14) d’un triangle équilatéral sont égaux.
2° L'angle ADC — BDC (fig. 15), c’est-à-dire que ces angles sont droits (n° 158), et AD — BD, ainsi la droite CD qui divise par moitiés l'angle C du sommet d'un triangle isocèle , est perpendicnlaire à la base AB et passe par son milieu D.
165. Réciproquement , dans un triangle ABC (fig. 17), si l’angle A — ABC, les côtés opposés AC, BC, sont égaux (le triangle est isocèle). Car si l’on n’a pas AG — BG, prenons sur le plus grand de ces côtés une longueur AD égale à l’autre côté BG, et tirons BD. Les deux triangles ABD, ABC ont le côté commun AB, le côté AD — BC (constr.) et l'angle A — ABC (kypo.); donc ces deux triangles devraient être égaux (n° 163), ce qui est évidemment absurde,
Donc un triangle qui a ses trois angles égaüx est équilatéral.
166. Deux triangles ABC, abc (fig. 18) sont égaux lorsque leurs trois côtés sont égaux chacun à chacun, AB = ab, AC = ac, BC—= be. En effet, transportons l’un des triangles sur l’autre, en faisant coïncider des côtés égaux AB, ab, et des sommets A, & et B, b, sem- _blablement placés; ïl s’agit de prouver que les surfaces se confondront ensemble. En effet, si cela n’a pas lieu , ilne pourra arriver que trois cas : Las
1° Si les triangles tombent comme ACB, ACD (fig. 19), les sommets G et D étant au dehors des surfaces respectives ; comme le côté AC — AD (Aypo.), le triangle ACD est isocèle, et l’angle ACD — ADC (n° 164); d’ailleurs, l'angle BCD << ACD ou ADC. D'un autre côté, BD — BC (hypo.), d'où l'angle BCD = BDC; ainsi l'angle ADC <° BDC ou BCD. Ces deux conséquences contradictoires prouvent que ce cas est impossible,
2 Si l’un des triangles ABD (fig. 20) est renfermé dans l’autre ACB, tirez DC et prolongez AC et AD vers EetF. Le côté AD— AC (hypo.); donc l'angle ACD — ADC (n° 164), et aussi les suppléments sont égaux, ECD — FDC (n° 160). Or, ECD > BCD, d'où FDC > BCD. D'ailleurs BD — BC (Aypo.), d’où l'angle BCD = BDC; et comme FDC < BDC, on a FDC << BCD : conclusions encore contradictoires.
3° Enfin, le sommet D (fig. 21) de l’un des triangles ABD, ne peut tomber sur le côté BC de l’autre ABC, puisqu'on aurait BD — BC, ce qui est impossible.
167. Prolongeons l’un des côtés AC (fig. 22) du triangle ABC, l’angle extérieur BCD est toujours plus grand que chacun des angles intérieurs opposés B et À. Car, par le milieu I de BC, et le sommet A, tirons une droite indéfinie AIF, prenons IF — AI et tirons FC. Les triangles IFC, AIB sont égaux, à cause de AI — IF (constr.), BI — IC (hypo.) et les angles I opposés au sommet; donc l’angle B— ICF < ICD.
En prolongeant le côté BC vers G, on prouve de même que l'angle ACG > BAC; et comme l'angle BCD est opposé au sommet de ACG, on a BCD ss BAC.
Il en résulte que 1° la somme de deux angles quelconques d’un triangle est plus petite que deux droits : car BAC <[ BCD; ajoutant des deux côtés BCA, on a BAG -L BCA <[ BCD — BCA ou 2 droits.
20 Un triangle a au moins deux angles aigus ; le 3° angle peut être : aigu, droit ou obtus.
8° Par un point A (fig. 23) pris sur le côté d’un angle aigu 4CO, la perpendiculaire AD, menée sur l’autre côté CO, tombe dans la surface de cet angle : car si cette perpendiculaire pouvait tomber comme AB * dans l'angle obtus ACE, le triangle ABC aurait un angle droit B, et un angle ACB obtus, dont la somme serait © 2 droits.
4° La perpendiculaire menée du point A pris sur le côté d'un angle obtus ACE tombe au dehors de cet angle , c’est-à-dire sur le côté CE prolongé.
5° La perpendiculaire CD (fig. 13X menée du sommet C d’un triangle, tombe au dedans de la surface quand les angles intérieurs à la base sont tous deux aigus : elle tombe au dehors, quand l’un de ces angles est obtus.
6° D’un point donné, on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire à une droite ED (fig. 23); car cela est évident si le point est en D
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sur la ligne ED ; et s’il est au dehors, en A, en sorte qu’on ait deux perpendiculaires AC et AD sur EO, les angles en D et Csont droits, ce qui est démontré impossible.
168. Deux triangles sont égaux, quand deux de leurs angles sont respectivement égaux chacun à chacun , et qu’ils ont en outre un côté égal placé de la même manière par rapport à ces deux angles.
1°* Cas. Si les angles sont adjacents au côté, soit AB — ab (fig. 18), À = a, B— b. En portant le triangle abc sur ABC, et faisant coïncider les côtés égaux ab, AB, comme l'angle À — a, le côté ac prendra la direction AC. De même, puisqne l'angle B— b, le côté bc prendra la direction BG : ainsi le point c tombera sur C, les surfaces abc, ABC couïncideront, d’où BG — bc, AG — ac, C = c.
2e Cas. Si le côté est opposé à l'undes angles, soit AB— ab (fig. 24), l'angle À = a, et C —c: supposons que AC soit > ac; prenons AH — ac, et tirons BH. Le triangle ABH — abc, à cause de AB — ab (hypo.) ; AH = ac (constr.), et l'angle A — a (hypo.) : done l'angle AHB— c; or, c— C (kypo.), donc AHB — C, ce qui est impossible, puisque l'angle AHB est extérieur au triangle BHC (n° 167). Donc AC — ae, et les triangles ABC, abc sont égaux (n° 163).
Donc deux triangles rectangles sont égaux quand , outre les hypoténuses égales, ils ont encore un angle aigu égal. |
Mesure des distances.
169. Dans tout triangle BAC (fig. 27 ), de deux côtés, le plus grand est opposé au plus grand angle. Si BC © AC, prouvons que l'angle CAB > B. Prenons sur CB la partie CD — AC, et tirons AD : l'angle ADC, extérieur au triangle ADB , est > B (n° 167); mais dans le triangle isocèle ACD , l'angle ADC — CAD ; donc l'angle CAD > B, et à fortiori CAB > B.
Donc les trois angles À, B, C (fig. 13) d’un triangle scalène sont inégaux,
Réciproquement (fig. 27), soit l’angle CAB © B, il faut que BC soit > AC: car ces deux côtés ne peuvent être égaux, puisque alors l'angle CAB serait — B (n° 164); on ne peut non plus avoir BC< AC, car l'angle CAB serait € B, contre l'hypothèse,
170. La longueur d’une droite qui joint deux points en est la plus
| courte distance.
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. 1° Un côté AB (fig. 28) de triangle ABC, est toujours plus petit que la somme des deux autres, AG + BC. Prolongeons AC, prenons CD = CB, et menons BD. Le triangle CBD est isocèle, ainsi l’angle D — CBD (n° 164) et l'angle ABD” CBD est aussi > D; donc . (no 169) le côté AB <° AD ou AG --CB.
2° Comparons la droite AB (fig. 25) au contour AICHB formé de lignes droites brisées : menons du point À les droites AC,AH à tous les sommets; nous avons AG <[ AI —- IC (1°); de même, AH << AC CH; d’où l’on tire à fortiori AH < AI HE IC + CH; enfin AB << AH + HB, d'où AB < AI + IG + CH EL HB.
8° Enfin s’il s’agit du contour courbe AICHB, on tirera des droites qui joignent les points deux à deux , et la somme de ces lignes sera > AB : mais puisque le contour formé de lignes brisées peut approcher autant qu’on veut de la courbe, en rendant les côtés plus courts et plus nombreux, en même temps qu’on allonge de plus : en plus le contour, il est clair que la droite AB est plus courte que _ le chemin courbe.
171. Si d’un point D (fig. 26) intérieur au triangle BAC, on mène des droites DA, DB, aux extrémités de la base AB, le chemin extérieur AC + CB est plus long que l’intérieur AD + DB, et l’angle C'est < ADB. Prolongeons AD en F, nous avons AF<[AC CF (n° 170, 1°); ajoutant FB es deux parts, comme CF + FB = CB, on à AFFB< AC + CB. De même, DB<DF + FB ;ajoutant AD, . on a AD + DB < AF + FB : donc à fortiori AD + DB <[ AC + CB.
D'un autre côté, l'angle ADB, extérieur au triangle DFB,, est > DFB (n° 167) : de même, l'angle DFB, extérieur au triangle AFC, est > CG. Donc ADB > C.
172. Un contour ACDB (fig. 2) est convexe ou concave, lorsque toute droite IK ne peut le couper en plus de deux points : la concavité est tournée du côté de cette droite IK ; la convexité regarde l’espace extérieur. .
De deux-chemins convexes ACDB, AEFGB, qui mènent de 4 à B, celui qui entoure l’autre est le plus long. Car en prolongeant EF, on a visiblement ICDK > IK, d'où ACDB > AIKB : de même, AI L EI > AE, d’où AIKB © AEKB ; et ainsi de suite; on arrive enfin à ACDB > AEFGB.
La même chose a lieu pour deux contours curvilignes AEMB > ACB (fig. 8) : car en menant une droite EF qui touche ACB en un point CG, on a EF <°EMF (n° 170) ; d’où AECFB << AEMEB.
MESURE DES DISTANCES
D'autres tangentes ik, lm, donneront Atïklm B << AMB ; et ainsi de suite, en diminuant de plus en plus le contour, à mesure que les côtés rectilignes deviennent plus courts, etapprochent davantage de la courbe ACB : donc enfin AMB > ACB.
173. Lorsque deux triangles ABC, abc (fig. 29) ont deux côtés respectivement égaux, AB — ab, AC — ac, et que les angles compris entre ces lignes sont inégaux BAC © bac, le 8° côté est le plus grand dans le triangle qui a l'angle opposé le plus grand, BC © bc. En effet, faisons l'angle CAD — bac, prenons AD — AB — ab, et menons CD; le triangle CAD — cab, car AG — ac (hypo.), AD = ab et angle CAD — a (constr.). Ainsi be = CD qu'il faut prouver <7 BC. Tirons AI qui coupe par moitiés l'angle BAD ; AT tombe dans l'angle BAC > CAD ; par le point I de section avec BC, tirons ID. Le triangle AID — AIB, car AB — AD (constr.), le côté AT est commun, et les angles en À sont égaux (constr.); donc ID—IB; enfin, CD<CI+ID ou BC.
-174. Réciproquement, si deux triangles ABC, abc (fig. 29) ont deux côtés respectivement éqaux AB—ab, AC — ac, et si les 8° côtés sont inégaux BC > bc, l'angle a opposé au moindre côté be est <' BAC. Car si cela n’est pas, l'angle a est — ou > BAC : or si à — BAC, on doit avoir BG — bc ; et sia > BAC, il faut que RC soit < bc, conséquences contraires à la supposition. Donc a <° BAC.
175. Mesurer une droite A (fig. 80), c’est chercher (n° 36) combien sa longueur A en contient de fois une autre B connue et prise pour unité. Le plus souvent l'unité B n’est pas contenue un nombre exact de fois dans A, et en portant B plusieurs fois le long de A, on trouve un reste R <°B : la mesure de la distance A est alors le Rapport de A à B, qu’on trouve ainsi qu'il suit. On porte le reste R sur B pour trouver combien de fois B contient R ; et s’il y a un autre reste R’, on le porte sur R; puis le nouveau reste R” est porté sur R’; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on arrive à un reste r qui soit exactement contenu dans le reste précédent. Ce reste r est visiblement la commune mesure de A et de B , c’est-à-dire est contenu un nombre exact » de fois dans À, et n de fois dans B, d’où A — mr, B—nr. Le rapport À == — ae — et on à À — = B. Lorsque , par exemple, À est les ? de B, cela signifie qu’en coupant B en 7 parties égales, A contient juste 5 de ces parties ; la mesure de la distance est A — >? de l'unité B.
L'analogie de cette opération avec celle du commun diviseur de deux nombres (p. 26) est facile à saisir, puisque porter B sur A autant de fois qu'on peut, c'est chercher le quotient de la division de A par B, etc. ”
Mais s’il y a toujours un reste à chaque division, l'opération n’a plus de bornes, et le rapport de À à B est incommensurable, et impossible à exprimer par le rapport de deux nombres entiers, parce qu'il n’y a aucune longueur, si petite qu’elle soit, qui puisse être exactement contenue à la fois dans A et B. On se contente ordinaire- | ment d’une approximation ; en népligeant celui des restes successifs qu'on juge assez petit pour ne pas intéresser le résultat (no 63).
En général, on peut toujours représenter des lignes par des nombres abstraits, en composer des formules , et les soumettre aux règles ordinaires des calculs numériques. Dans ces expressions, on entend par la ligne À, le nombre entier ou fractionnaire qui est le rapport de cette longueur A à celle de l’unité B. Réciproquement, les valeurs numériques peuvent être représentées par des lignes.
Du Cercle, de la Mesure des Arcs et des Angles.
176. La ligne circulaire est celle dont tous les points ABDEF (fig. 81) sont dans un plan (n° 154), et à égale distance d’un point intérieur C qu’on appelle centre. Le contour de cette courbe est une circonférence ; la surface qui y est renfermée est un cercle; les droites égales CA, CB, ... qui partent du centre et se terminent à la courbe sont des rayons; un diamètre AË est une droite qui passe par le centre et a ses deux extrémités à la circonférence; c'est un double rayon. Tous les diamètres d’un cercle sont égaux.
Une partie AGB de la circonférence est un arc; la droite AHB qui joint les bouts de l’arc est sa corde; la surface ACBG comprise entre deux rayons et l'arc est un secteur ; celle AGBH qui est enfermée par l'arc et sa corde est un segment.
De là on conclut que 1° un diamètre est la plus grande des cordes, car BC —L CA © BA (n° 170, 1°); or BG— CE, donc CE + Et ou EA > BA.
2° Tout diamètre AE coupe le cercle en deux parties égales ; en effet, en pliant la fig. suivant AE, les deux demi-cercles ABE, AFE
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doivent coïncider, car sans cela tous les points de la courbe ne se- ‘aient pas à égale distance du centre C.
3° Par la même raison, deux cercles dont les rayons sont égaux, peuvent être appliqués l’un sur l’autre en coïncidence, en supérposant les centres : deux arcs de ces cercles doivent aussi se coucher l’un sur l’autre.
4° Deux diamètres perpendiculaires EA, NF coupent la circon férence en quatre ares égaux, qu’on appelle quadrans.
177. Quand deux angles C, c (fig. 32) sont égaux, les arcs AB, ab, décrits de leurs sommets pour centre, avec le même rayon, sont égaux. C’est ce qu’on reconnait en appliquant les deux fig. l’une sur l'autre, et ch sur CB ; car le rayon ca couvre CA, et l'arc ca se couche sur CA ; il y a coïncidence entière.
Réciproquement, si deux angles C, c, comprennent des arcs égaux, ces angles sont égaux. Cela se voit de même.
1° Les arcs égaux ont des cordes égales, quand les rayons sont égaux; car soit l’arc AHL— DIF (fig.33); menonslesrayons CD, CA, CL, CF; les triangles ACL, DCF sont égaux, comme ayant deux côtés égaux, comprenant un angle égal ; donc corde AL = DF.
2° Réciproquement, les cordes égales sous-tendent des arcs égaux ; en effet si la corde AL = DF, en tirant les rayons, les triangles CAL, CDF sont égaux, comme ayant les trois côtés respectivement égaux (n° 166) ; ainsi l'angle ACL — DCF, et l'arc DIF — AHL.
3° Construire un angle c (Gg. 82) qui soit égal à un angle donné C? Tirez une ligne indéfinie ch, puis avec un rayon quelconque, et des sommets C, c pour centres, tracez les arcs AB, ab, celui-ci-indéfini. Portez de b en a, sur l’arc ab, la longueur de la corde AB ; comme les-cordes AB et ab sont égales, les arcs sont égaux ; donc en tirant ca, les angles C et c sont égaux. Si l’on superpose les deux figures, elles seront en coïncidence l’une sur l’autre.
178. Ajouter deux ungles donnés. Faites d’abord l'angle BCA (fig. 34) égal à l’un des angles proposés, puis BCD égal à l’autre, en y plaçant des arcs np, nm respectivement égaux à ceux qu'on tracera du sommet des angles donnés : alors DCA = BCA + BCD ; et si ces derniers angles sont égaux, vous aurez le double de l'un d'eux : on en aurait de même le triple, etc.
La soustraction est aussi facile à faire, car angle BÇA—DCA—BCD. Enfin les opérations qu’on veut exécuter sur les angles se font sur les ares décrits de leurs sommets pour centres avec le même rayon.
179. Mesurer un arc AGD (fig. 31), c'est chercher son rapport à un autre ABN, de même rayon, et pris pour unité connue (nes 36, 71). Si ces arcs étaient rectifiés, c'est-à-dire étendus en ligne droite, on les traiterait comme il a été dit n° 175 : mais la rectification n’est nullement nécessaire ici. On porte sur l’are AD, autant de fois qu’on peut, une ouverture de compas égale à la corde de l’unité d’arc AN, et on obtient ainsi le nombre de fois que cette unité est contenue dans l’arc AB. S'il y a un reste R, on porte de même la corde de cet are R sur l’arc AN pris pour unité, et ainsi de suite, pour trouver la commune mesure des arcs, si elle existe ; enfin tout se passe comme pour les droites, même dans le cas où les arcs seraient incommensurables. Cette construction résulte de ce que les arcs égaux répondent à des cordes égales.
On peut, comme on voit, ajouter, soustraire, multiplier, diviser des arcs, enfin les représenter par des nombres, et en composer des formules.
Quant à l’unité d'arc, elle est arbitraire ; on préfère ordinairement le quadrans AN, ou quart de la circonférence.
Comme on prend le quadrans pour unité d’arcs, on prend pour unité d’angles l’angle droit que dans la suite nous désignerons par D.
180. De deux arcs moindres que la demi- ro P rer el le plus grand a une corde plus grande. Gar si l'arc AHL © DIB (fig. 33), prenant l'arc DIF — AHL, et menant la corde DEF, cette corde DF = AL (n° 177, 1°) : or les deux triangles DCB, DCF ont deux côtés égaux qui sont des rayons, comprenant l’angle DCF © DCB; donc le 3° côté DF > DB (n° 173).
Réciproquement, la corde la plus grande sous-tend le 2H grand arc; car si la corde AL > DB, les triangles ACL, DOB ont deux côtés égaux, et le 3° AL > DB, dont l’angle ACL > DCB, et l'arc AHL > DIB.
181. Le rapport de deux angles BCA, DON (fig. 35) est le même que celui des arcs ba, dn compris entre leurs côtés, et décrits de leurs sommets comme centres, avec le même rayon.
1° Siles arcs ba, dn sont commensurables, leur commune mesure
dx sera contenue # fois dans ba, p fois dans dn, de sorte que ba m à 52 60 RES ni Par chaque point de division +, y . .., menons aux soim-
mets O, C, des lignes Ox, Oy...; les angles proposés seront de
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mème goupés en » et p angles égaux æ+0Od, yOx...; donc on a
BCA DON — D: Ces deux relations donnent *
BCA ba —— = + « «à (A DON dn ke
2° Si les-arcs sont incommensurables, divisons l’un d'eux nd en un nombre quelconque p de parties égales dx, æy ..., et portonsles sur l’autre arc ba; soit 2 le point de division le plus voisin de a; menons CZ. Cela posé, les arcs dn, bi étant commensurables,
ICB ben à 4
RE 7 3 Mai re) l'angle ZCB — BCA+1CA, l'arc bi = ba + ia; donc
BCA 1CA ba ia DON 1 DON — dn 70
Or, /CA et ia varient avec le nombre p des divisions de l'arc nd, et peuvent être rendus aussi petits qu’on voudra, tandis que les autres quantités restent constantes ; la 2e et la 4° fraction sont donc indéfiniment décroissantes, et l’on a, en passant aux limites
s BCA ba (n 113), DON —= Le.
182. Pour trouver le rapport de deux angles, il n’est pas nécessaire de faire sur eux l'opération analogue à celle qui a été indiquée sur les lignes (n° 175), et qui serait ici fort embarrassante. On substitue au rapport cherché celui des arcs, qui est le même. Concluons de là que, 1° le rapport des surfaces des secteurs est le même que celui des arcs.
2° Si l’on prend pour unité d'arc dn (fig. 35), l'arc qui est compris entre les côtés de l’unité d'angle DON, dn et DON étant chacun l’unité de leur espèce, notre proportion (4) donne BCA — ba. Ainsi (n°° 36 et 71), tout angle a pour mesure l’arc compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre **, On prend ordinaire-
* On ne doit pas oublier que l'égalité de deux rapports constitue une proportion (n°71). En Géométrie, l’usage a prévalu de lire ainsi ces sortes d'expressions, BCA est à DON comme ba est à dn, et de préférer cette locution à l'équivalente , BCA divisé par DON est égale à ba divisé par dn. On doit en dire autant dans toute la Géométrie élémentaire.
** Ceci suppose une condition tacite, car l'angle B AC ne peut être égal à l’arc ba ; mais dans l'équation BCA = ba, ce n'est plus un angle et un are qui entrent, ce sont deux
216 LIGNES. " ment pour unités d'angle et d'arc l'angle droit et le quart de circonférence qu’on nomime quadrans. ;
8° Si du sommet C(fig. 836) des angles DCA, BCA on décrit deux
1h arcs abd, a'b'd', le rapport re est-— ge, ou — sa deur du rayon Ch ou Cb'est indifférente dans la mesure des angles; | ab ad donc TRE TRS circonf. entières. On dit que ces arcs sont Semblables.
183. Les angles tracés sur le papier se mesurent à l’aide du Rapporteur ; c'est un demi-cercle divisé en une quantité quelconque de parties égales, propres à donner le rapport des arcs au quadrans ; ce nombre exprime la mesure des angles, ou leur rapport à l'angle droit. Un semblable demi-cercle, porté sur un pied et pourvu d’alidades mobiles autour du centre, pour pouvoir être dirigées aux objets éloignés, se nomme Graphomètre, et sert de mème à mesurer les angles dans l’espace. Au reste, on a construit, dans ce but, des instruments de formes très-variées , et dont nous ne donnerons pas ia description, pour ne pas nous écarter de notre sujet (voy. ma Géodésie).
On a coutume de diviser le quadrans en 90 parties ou degrés, chaque degré en 60 minutes, et la minute en 60 secondes; un angle, ou arc de 18 degrés 54 minutes 55 secondes, s'écrit ainsi : 18° 54 55”. Comme les tables et les instruments ont été construits sur ce mode de division , nous le préférerons à celui qui est plus moderne et plus simple pour les calculs, qui consiste à partager le quart de cercle en 100 Grades, le grade en 100 minutes, la minute en 100 secondes. Dans ce système, 18° 54° 55”’ revient à 185,5455 ou 0,185455 quadrans.
Le"
La gran-
les arcs ab et ab’ sont entre eux comme leurs
nombres abstraits qui indiquent combien de fois l'angle et l’arc contiennent l'unité de leur BCA DON
. C'est ce qui a également lieu dans toute formule ; les lettres qui y entrent ne
espèce DON et dn : de sorte que BCA = ba signifie en effet la même chose que ba dn sont que des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses mesurées à leur unité. j
C'est aussi improprement qu'on dit qu'un arc est la mesure d’un angle, puisqu'on ne peut établir de rapports entre deux choses hétérogènes : on doit entendre par là queles
angles croissant dans le même rapport que les arcs, le nombre qui exprime la mesure de langle (n° 36), exprime aussi celle de l'arc.
ER
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184. Par un point A (fig. 23), ruenez la perpendiculaire AD sur EF, et les obliques AC, AF, AB. 1° La perpendiculaire AD est plus courte que toute oblique AC; 2 les obliques AC, AF qui s’écartent également du pied D dela perpendiculaire sont égales, et font des angles intérieurs aigus et égaux ; 3° de deux obliques AC, AB, celle qui s’écarte le plus de ce pied D est la plus longue, et fait, du même côté AD, un angle aigu plus petit, ABD <° ACD.
1° Puisque le triangle ACD est rectangle en D, cet angle D est > ACD (ne 167, 1e), d’où AD < AC (n° 169); la plus courte distance d’un point À à une droite E O est sa perpendiculaire AD : tous les angles ACD, ABD sont aigus.
2° Si CD — DPF, lestriangles ACD, AFD, qui, outre le côté commun AD, et les angles droits D, ont le côté CD — DPF, sont égaux ; d'où AC — AF, angle ACD — AFD..
3° Lorsque BD > CD, l’angle ACB est obtus (n° 167, 4°), donc cel angle ACB © ABC (n° 167, 2°), et par suite AB > AC. L’angle ABE, extérieur au triangle ABC est > ACB, et prenant les supplements, ABC <[ ACD. Ainsi, à mesure que les obliques s’écartent de la perpendiculaire AD, elles deviennent plus longues, etfont avec EF des angles aigus du côté de AD, de plus en plus petits.
Donc étant donné un point À sur une droite AD perpendiculaire à EO, de ce point , on ne peut mener plus de deuxsobliques égales entre elles.
185. Réciproquement la ligne AD est Ron Bi LE lait sur EF, lorsqu'elle est la plus courte distance de A à EF. Car si une autre ligne AC était la perpendiculaire, elle serait < AD, contre lhyputhèse.
De même, si AC — AF, il s'ensuit que CD — DF; puisque si CD était > ou < DF, AC serait aussi > ou < AF.
Enfin si AB © AC, on duit avoir BD > CD, puisqu’en supposant BD = ou << CD, il faudrait qu'on eùt BA — ou < CA, contre l'hypothèse.
166. Concluons de là que si AD (fig. 37) est perpendiculaire au milieu D de CF, tout point G, A, de AD est autant éloigné de C que de F, AC—AF, GC — GF : car ces droites sont des obliques qui s’écartent également du pied D.
187. Tout point I situé hors de la perpendiculaire AD au milieu de CF, est plus voisin de celle des deux extrémités F qui est du même côté que ce point I; car menant IC, IF et FG, l'angle GCF — GEC; donc l'angle IFC © ICF, et le côté IC > IF (n° 169).
Puisque la propriété du n° 186 d’avoir ses points également distants des points C et F n’appartient qu’à la perpendiculaire sur le milieu de CF, elle la caractérise ; c'est-à-dire que lorsque deux points À et H (fig. 38) d'une droite AH sont chacun autant ‘éloignés de C que de F, cette droite AH est perpendiculaire sur le milieu de CF.
Pour mener une perpendiculaire AH au milieu d’une droite CF (fig. 88), des centres C et F, avec le même rayon quelconque, tracez deux arcs de cercle : si les rayons ont été pris plus grands que la moitié de CF, ces arcs se couperont en un point À , qui sera sur la perpendiculaire demandée. Refaites la même construction au-dessous de CF avec le même rayon; les ares se couperont en un point H de la perpendiculaire, qui sera AH. On peut aussi trouver cette ligne, en prenant d'autres rayons égaux, qui donnent des arcs se coupant en I, car I sera aussi un des points de la perpendiess laire.
Cette construction donne aussi le milieu D d’une longueur CF.
188. Par un point donné mener une perpendiculaire AH (fig.39, 40) sur une droite indéfinie OB.
1° Si ce point est en D sur la droite (fig. 39), prenez DC — DEF à volonté, et des centres C et F avec le même rayon quelconque, tracez deux arcs qui se coupent en À, la droite AD sera la perpendiculaire sur DB.
2° Si le point donné est en À (fig. 40) hors de la droite DB, du centre À avec un rayon quelconque suffisamment grand, tracez un: | arc CF, coupant DB aux points C et F; de ces points comme centres et avec un même rayon arbitraire, tracez deux arcs qui se coupent soit en H, soit en I. La droite AI ou AH est la perpendiculaire demandée. |
La perpendiculaire AD (fig. 37) donne le point D qu'on appelle la projection de À sur CF : chaque point de CA a de même sa projection , et la longueur CD est la projection de AC, de CG.... sur! la droite indefinie CF.
189. Étant donnés deux points G et B (fig. 41) et une droite AK
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indéfinie, trouver sur cette ligne un point F, tel qu'en le joignant aux points donnés G et B, les droites FG, FB fassent des angles égaux avec AK, savoir, angle GFA — BFK. Menez du point B la perpendiculaire BD sur AK, prenez CD —CB, ettirez la droite DG; cette droite coupera AK au point F demandé : car les triangles FCD, FCB sont égaux, d’où l’angle BFC = CFD — AFG.
Dans l'angle NAC (fig. 42) on donne les points B et G, et on demande de-tirer les droites BF, FL, LG qui fassent des angles égaux deux à deux avec les côtés de l'angle A, savoir, BFC — LFA, et FLA = GLN. Reproduisez la construction précédente pour le point B et le côté AC, c’est-à-dire prenez CD — BC sur la perpendiculaire BD à AC. Tout point F de AC donne deux droites FD, FB, également inclinées sur AC : ainsi la droite cherchée LF doit passer par le point D, qui remplace B dans la recherche proposée; en sorte qu'il ne s’agit plus que de savoir tirer du point D deux lignes DL, LG, également inclinées sur AN : il faut donc encore reproduire la construction précédente pour le point D etla droite AN. Ainsi, on tirera DH perpendiculaire sur NA prolongée, on prendra ID — IH ; par le point H, on mènera HG qui donnera le point L, puis LD qui donnera le point F, enfin la droite FB : donc BF, FL et LG rempliront les conditions voulues.
La même construction représentée fig. 43 donne le contour BFLMK, qui joint les points extrêmes Bet K par une suite de lignes brisées également inclinées deux à deux sur les côtés successifs de la fig. MNAC. On pourra opérer de même pour quatre droites formant trois angles, etc... Ce tracé résout complétement le problème des bricoles au jeu de billard,
190. On dit que deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles | quand, situées dans un plan , elles ne se rencontrent pas, quelque loin qu’on les prolonge. La droite EF qui les coupe est appelée sécante; les angles EHB, HID, d'un même côté de la sécante, l’un en dehors, l’autre en dedans des parallèles, sont dits correspondants ; : les angles alternes sont situés des deux côtés de la sécante; les 2n- | ternes sont au dedans des parallèles, les externes sont en dehors; : les alternes-internes sont , tels que AHI, HID de part et d'autre de | la sécante, et entre les parallèles ; les alternes-externes, tels que | EHB, CIF, sont aussi des deux côtés de la sécante, mais en dehors | des parallèles : dans ces deux derniers cas, les angles ont leurs | ouvertures tournées en sens contraires, et leurs sommets sont
situés sur les deux parallèles. Les angles internes BHI, HID, etles externes EHB, FID sont d’un même côté de la sécante.
Deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles quand, étant dans un plan et coupées par une sécante EF, elles remplissent l’une des cinq conditions suivantes :
1° Les angles correspondants égaux, EHB — HID ; 2° les angles alternes-internes égaux, AHI — HID ; 3° les angles alternes-externes égaux, EHB — CIF ; 4° la somme des angles internes d’un même côté; BHI + HID —92 droits ; 5° la somme des angles externes d’un même côté, EHB +- DIF — 2 droits.
1° Cas. EHB = HID ; car si les droites AB, CD, se rencontraient en O (fig. 44), on aurait un triaugle HOT, où l’angle extérieur FES serait > HID (n° 167), contre l'hypothèse.
2° Cas. 4e — HID; si le triangle HOT était possible, on aurait l'angle extérieur AHT © HID, contre la supposition.
3° Cas. EHB — CIF ; ces angles étant opposés au sommet avec les précédents, c’est comme si l’on donnait AHI — HID.'
4° Cas. BHI + HID = 2 droits ; on sait (n° 167, l°)queletriangle HOT est alors impossible.
5° Cas. EHB+ DIF = 2 droits, comme HID <- DIF —2 1 on en conclut EHB — HID, qui rentre dans le 1°" cas.
Deux droites AB, CD (fig. 45) perpendiculaires à une troisième LM sont parallèles, puisque la figure remplit les cinq conditions ci- -des= sus. Et en effet, si les droites AB, CD se rencontraient en un pointO: (fig. 44), OH, OI seraient deux perpendiculaires menées du point On sur EF, ce qui ne se peut (n° 167, 6°). ‘4
191. Les réciproques de toutes ces propositions sont vraies. En effet , un angle BCA (fig. 46), quelque petit qu’il soit, est toujours. : plus grand qu’une bande BCEF formée par deux perpendiculaires | BC, EF, menées à la droite CD. Car si l’on décrit du sommet C l'arc de cercle bd, avec un rayon quelconque, l’angle BCA sera contenu un nombre fini # de fois dans l’angle droit BCD, puisqu'il sera contenu autant que l'arc ba l’est dans le quadrans bad. Portons#n parties égales CE, EG,.... le long de la droite indéfinie CD, jusqu'en un point M ; puis abaissons sur CD des perpendiculaires FE HG ,....NM, en tous les points de division. Nous aurons ainsi n bandes BCEF, FEGH, etc., toutes égales entre elles ; car en pliant la figure selon la droite FE, il est évident que les bandes BE, FG se superposeront en coïncidence parfaite. Ainsi, la surface del’angle
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droit BCD est formée de n fois l'anglo BCA, tandis que n fois la bande CBEF est moindre que cette surface, ou n X BCAS n XBCEF, ou BCA > BCEF.
Ainsi, la droite CA suffisamment prolongée doit rencontrer EF quelque part et s'étendre au delà, puisque la bande BCEF ne peut contenir l’angle BCA, quelque petit qu’il soit. Toute droite CA qui fait avec CD un angle < un droit doit donc couper la perpendiculaire FE sur CD.
Donc, 1° Lorsque deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles, la perpendiculaire LM menée à CD est aussi perpendiculaire à AB ; puisque sans cela AB devrait couper CD. Cela revient à dire que par un point L on ne peut mener qu’une seule parallèle à CD, savoir, AB perpendiculaire à LM.
2 Toute sécante EF qui coupe deux natale AB, CD, fait les angles correspondants égaux, EHB — HID ; les angles alternes-internes égaux, AHI — HID ; les angles hlspher-étiérhes égaux, EHB — CIF. En effet, du milieu K de KT, soit abaissé LM perpendiculaire sur les deux parallèles (1°) ; les deux triangles KIM, LKH seront égaux, à cause des angles droits Let M, des angles K opposés au sommet; et de KI — KH (constr.); donc l'angle LHK — KIM ; et comme ces angles sont opposés au sommet avec EHB, CIF, ces quatre angles sont égaux.
8° La somme des angles internes , ou des externes , d’un même côté, vaut deux droits : car AHTI + BHI — 2 droits, et AHI — HID (2°); donc BHI + HID — 2 droits. De même, EHB — HID, HID + FID —2 droits, donc EHB + FID = 2 droits.
4° Les angles que fait une sécante en coupant deux parallèles, sont égaux quand ils sont de même espèce , et supplémentaires quand lun est aiqu et l’autre obtus.
192. Il suit de là que 1° pour mener, par un point donné C (fix. 47), une droite CD parallèle à 4B, on pourra employer lune quelconque des six propriétés précédentes. Par exemple, d’un rayon quelconque CB et du centre C, on décrira un arc BJ ; puis du centre B l’are CH : enfin, on prendra l'arc BI — CA, et CI sera parallèle à 48, Car, en menant la sécante BC, les angles 4BC , BCI seront égaux (n° 177, 8°),
2° Deux droites AC, BD (fig. 48) parallèles à une troisième EF sont parallèles entre elles; car la perpendiculaire XJ à EF l’est aussi à ses parallèles 4Cet BD ; celles-ci ne se rencontrent donc pas (190).
3° Deux angles CAB, DEF (fig. 49) dont les côtés sont parallèles, et l'ouverture tournée du même sens, sont égaux : car prolongeant EF en G, les parallèles 4C, ED donnent l'angle DEF = CGF comme correspondants : à cause des parallèles 4B, GF, on a l'angle CGF— CAB; donc CAB = DEF, Si l'on prolonge un côté £F, les angles DEI et BAC, dont l'ouverture n'est pas tournée du même côté, ne sont plus égaux ; ces angles sont suppléments l’un de l’autre,
4° Deux parallèles AB, CD (fig. 47) sont partout équidistantes ; car de deux points quelconques 4 et B, et du milieu Æ de 4B, menons les perpendiculaires 4C, BD, EF sur 4B, elle$ le seront aussi sur CD ; or, en pliant la figure suivant £F, EB se couchera sur son égal E'A ; et à cause des angles droits, BD prendra la direction AC, et FD se couchera sur FC. Ainsi, le point D tombera sur C; d’où 4C = BD.
193. Les parties de deux parallèles AB, CD (fig. 50) énterceptées entre deux autres parallèles BD, AC, sont égales, car menant BC, on a deux triangles égaux ABC, DBC (le côté BC est commun et l'angle BCD— ABC, BCA — DBG, comme alternes-internes). Donc AB —CD et BD — AC. Le théorème précédent (4°) est un cas particulier de celui-ci. |
Réciproquement , si AB — CD et AC — BD, les deux triangles sont encore égaux, comme ayant leurs trois côtés respectivement égaux; d’où l’on tire angle DCB — ABC, CDB — BAC : donc AB est parallèle à à CD; AC lest à BD.
Enfin, si l'on suppose AB égal et parallèle à CD, AG " aussi égal et parallèle à BD , parce que les deux triangles sont encore égaux, etc.
194. Sur le côté KI (fig. 51) d'un angle donné IKC, soit pris un point quelconque E, et mené ED parallèle à KC; prenons KE — KF, et tirons KF. Dans le triangle isocèle KEF, l'angle EKF —F; mais F — FKC comme alternes-internes ; ainsi, KF coupe par moitiés l'angle IKC. De même, prenant FK — FD, l'angle DKC est moitié de FKC, ou le quart de IKC, ete. Cette construction sert à diviser l'angle IKC en 2, 4, 8.... 2” parties égales.
Des Perpendicularres et Parallèles considérées dans le cercle, et des Tangentes.
195. Tout rayon CD perpendiculaire à une corde AB, la coupe aw
CORDES, TANGENTES
milieu E, ainsi que l'arc sous-tendu ADB (fig. 52). En effet, les obliques égales 4C, CB, prouvent que Æ est le milieu de 4B (n° 184); en pliant la figure suivant CD, le point 4 tombe en B ; AD se couche sur DB, ainsi D est le milieu de l'arc 4DB.
196. Le centre C, le milieu £ de la corde et celui D de l’are, étant en ligne droite, il s'ensuit que toute ligne CD qui passe par deux de ces points, passe aussi par le 3°, et est perpendiculaire à la corde AB. De plus, puisque par un point C, £ ou D, on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire à 4 B, dès qu’une droite, passant par l’un de ces trois points, sera perpendiculaire à 4B , on'en conclura qu’elle passe par les deux autres. Donc, de ces quatre conditions, être perpendiculaire à une corde, passer son milieu, par le milieu de l’arc et par le centre, deux étant supposées, les deux autres s’ensuivent nécessairement. #
On peut, au reste, démontrer directement chacun des six cas
compris dans ce théorème , en le traitant comme celui qui nous à servi de base.
197. Pour diviser un arc ADB (fig. 52), ou un angle ACB en deux parties égales , il suffit d’abaisser la perpendiculaire CD sur la corde AB (n° 187). Comme par le même moyen on peut de nouveau faire la bissection de chaque moitié, etc., on sait diviser un arc ou un angle en 2, 4,6.... 2" parties égales (voy. n° 194).
198. Faire passer une circonférence de cercle par trois points donnés N, Bet D (fig. 53). Menons NB et BD, puis les perpendiculaires Z£, IF sur leurs milieux Æ et F. Chacun des points de HE est autant éloigné de N que de B ; ces points jouissent seuls de cette propriété : ainsi, tous les cercles passant par les points Net B ont leurs centrés sur la perpendiculaire ZE : de même, pour FJ relativement à B et D. Donc le point C où se coupent ZE et FI, est à la même distance de V, B et D, et remplit seul cette condition : ainsi C est le centre du cercle unique qui passe par les trois points.
Les perpendiculaires FI et HE ne se rencontreraient pas si les trois points V, B et D étaient en ligne droite (n° 191, 1°), et le problème serait impossible. Mais dans tout autre cas, FI coupera HE, puisque si FI et HE étaient parallèles, les droites BW, BD qui leur sont respectivement perpendiculaires, ne feraient qu’une seule et même ligne ; car sans cela on aurait deux perpendiculaires à HE partant de B, savoir NB et le prolongement de BD.
Observez que la perpendiculaire abaissée sur le milieu de la
corde VD, passe aussi par le point C, puisqu'il est à la même distance de A et de D; en sorte que les trois perpendiculaires doivent concourir en C, et qu’on détermine ce centre en se servant de deux quelconques des trois cordes NB, BD, ND.-
Donc, 1° deux cercles ne peuvent avoir trois points communs sans se confondre.
2° Ilest facile de trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné : il suffit d’y marquer trois points V, B et D, et de faire la construction qu’on vient d'indiquer.
199. Une droite ne peut couper un cercle en plus de deux points, puisque s’il y avait trois points communs, en y menant des rayons, on aurait trois obliques égales (n° 184, 3°).
Une ligne TG (fig. 54) qui ne rencontre le cercle qu’en un point F s'appelle Tangente.
Le rayon CF est perpendiculaire à la tangente en F : car tout autre point G de cette tangente étant hors du cercle, CGest > CE—CF; donc CF'est la plus courte distance de C à TG, c’est-à-dire que CF est perpendiculaire à TG (n° 184, 1°).
Réciproquement , si TG est perpendiculaire au rayon CF, cette droite TG est tangente au cercle. Car tout oblique CG étant > CF, tout autre point G de TG est hors du cercle.
Ainsi, pour mener une tangente en F'au cercle CA, il faut mener le rayon CF'et sa perpend. TG (n°° 188 et 212, I). |
200. Étant donnés deux points (fig. 85), l’un en À sur la droite AT, lautreenB,cherchons le cercle ABI qui passe en À et B, et qui touche la droite AT. 4B étant une corde, £F perpend. sur le milieu de 4B contient le centre C; ce centre est aussi sur 4G perpend. à AT, donc il est à l'intersection C. Ainsi, menant les perpend. G4à 47; et FE au milieu de 4, le point C de section sera le centre; le rayon sera 4C. j
201. Zes arcs AD, BE (fig. 54) compris entre deux cordes parallèles AB, DE, sont égaux. Car soit le rayon CF perpend. à ces deux cordes ; on a (n° 195) l'arc 4F — BFet DF = FE ; en soustrayant, il vient 4D — EB. Les deux cordes peuvent encore comprendre entre elles le centre C'; telles sont 4B et D'E" ; on a alors 4AF = FB, D'F'—F'E' ; en soustrayant ces deux équations de la demi-conconférence FAF'= FBF, il vient 4D'— BE.
La même chose a encore lieu pour une corde 4B et la tangente 7G qui lui est parallèle; car le rayon FC mené au point
INTERSECTIONS DE CERCLES
decontact F, étant perpendiculaire à la tangente, l’est aussi à 4B ; donc 4F = FB.
Des Intersections de Cercles.
: 202. Si deux circonférences ©, C’ (fig. 86) ont un point À commun
sur la ligne CC’ qui contient les centres, elles ne se rencontrent en aucun autre point : car en un point quelconque Æ de l’une, menons CA et C', nous avons CC’ ou CA + AC < CH + HC'; Ôtant les égales CZ et CZZ, il reste 4C' <[ HC': le point A est donc hors de la circonf. C’. Si les centres sont en C'et C” d’un même côté du point commun 4, on a CH ou CA <° CC" + C'H, et retranchant CC”, il reste C4 << C"H : le point Æ est donc hors de la circonf. C”.
La perpend. AT sur CC’ au point 4, est tangente aux deux circonférences qui se touchent en 4. |
Mais si les deux cercles G et Cont en M un point commun (fig. 57) hors de la ligne qui joint les centres, ces cercles se coupent. Menons MN perpend. sur CC’ ; et prenons N7 — 1M. Les obliques égales CM et CN prouvent que NW est un point de la circonf, C; IV est aussi sur la circonf. C’, car C’M— C'N. Donc ces circonférences ont un second point commun en V. Un troisième point commun serait impossible (n° 196).
Donc , 1° sè les circonférences n’ont qu’un seul point commun, il est situé sur la ligne qui joint les centres, et réciproquement : en outre, la distance des centres est égale à la somme ou à la différence des rayons; car on à (fig. 56) CC = CA + C'A, ou CC! — CA — CA, suivant que l’un des cercles est extérieur ou intérieur à l’autre.
2° Si les cercles se coupent, la ligne qui joint les centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune. De plus, la distance des centres est moindre que la somme des rayons, et plus grande que leur différence; car on a visiblement (fig. 57) CC’ < CM + C'M et CC CM > CM, ou CC > CM — C'M.
3° Enfin, si les cercles n’ont aucun point commun, la distance des centres est plus petite que la différence des rayons ou plus grande que leur somme, suivant que les cercles sont ou ne sont pas compris l’un dans l’autre ; car on a (fig. 58)
CD = DO — CA — 40, et CC! = CA + CB AB.
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On conclut de là que D étant la distance des centres, Æ et r les
rayons, on a, lorsque les circonférences
se coupent. : : + +. nn D << RH 7ret
sniérieurement, LINE ES Lee de dede
se touchent n'ont aucun point commun et | extérieurs. . .. DS R+r
sont l’un à l’autre intérieurs. « « « D < BE.
203. La réciproque de chacune de ces propositions est également vraie. Si, par ex., on a à la fois D << R+ret © R—7r, les deux circonf. se coupent; car, 1° si elles se touchaient on aurait
D=R+7r,ou— AR —7r;etsi elles n'avaient aucun point de sec-,
tion, D serait > Rr,ou< R—r.
De même , si D — RL 7r, les cercles se touchent extérieurement; car si cela n’est pas, il faut admettre l’une des quatre autres dispositions. Or, s'ils se coupent, on a D < R —- r, ce qui est con-
traire à la supposition ; 2° s'ils se touchent intériéurement , on a”
D = R — r, ce qui ne peut être, puisque D = R + r, etc. *.
204. Quand on connait les centres et les rayons de deux cercles, pour s'assurer s'ils se coupent, ou se touchent, etc., il n’est donc pas nécessaire de décrire les circonf. ; il suffira d'ajouter et de soustraire les rayons , et de comparer les résultats à la distance des centres, pour décider auquel des cinq cas possibles la figure proposée se doit rapporter.
Étant donnés deux points, l’un en 4 (fig. BB), sur un cercle C,
et l’autre en B, pour décrire une circonférence qui passe par ces
points 4 et B et touche ce cercle €’ en 4, on mènera la tangente AT, et le problème sera ramené à celui du n° 200.
Des Triangles.
205. La somme des trois angles de tout triangle ABC vaut deux droits (g. 59). Prolongeons en CD l’un des côtés AC du triangle
* En général, lorsqu'on a prévu tous les cas possibles d’un système, et que chacun comporte des conditions qui ne peuvent coexister avec celles que donnent les autrés cas, les réciproques ont lieu, et se démontrent comme on vient de le voir ; c’est ce qu on remarque dans Ja théorie des obliques, n° 184, ainsi qu’au n° 209, etc,
D extérieurement. . . ._....... D—=R + Tr D
ABC, et menons CF parallèle à AB ; les trois angles en G sont ceux du triangle; car FCD — A comme correspondants; BCF = B comme alternes-internes : ajoutant ces équations, FCD + BCF, ou BCD = À +- B; ainsi l'angle extérieur BCD d’un triangle ABC est la somme des deux intérieurs opposés À et B (ce qui généralise le théorème n° 167). On a donc A + B+C= 2 droits.
Si l’on fait (fig. 60) l'angle MON = À, MOL = B, LOK — C, la ligne OK. sera le prolongement de NO. Cette construction fait connaître l’un des trois angles d’un triangle, quand les deux autres sont donnés.
Concluons de là que, 1° deux triangles qui ont deux angles res+ pectivement égaux, sont équianples.
2° Un triangle peut avoir ses trois angles aigus, mais il ne peut avoir qu’un seul angle droit ou obtus (voy. n° 167, 2°).
3° Les denx angles aigus d’un triangle rectangle ABC (fig. 61) sont complémentaires, B + C = un droit D.
4° Quand Ja ligne BC tourne sur le point B pour s’écarter de la perpendicalaire BA, et devient BC, l’angle ABC croit, et l’angle C décroit, la somme de ces angles aigus restant toujours — D.
5° Les trois angles d’un triangle équilatéral étant égaux (n° 164), chacun vaut les deux tiers d’un droit. |
6° Dans un triangle isocèle ABC (figure 15), À — B et AB-LC—2D;donc2A-LC—2D,A=D—:C,C=—2(D—A):
il suffit de connaître un seul des angles pour trouver les deux autres.
7° Deux angles dont les côtés sont respectivement perpendiculaires sont égaux s’ils sont de même nature, comme BAC, B'4'C" (fig. 62) ; ils sont supplémentaires si l’un est aigu et l’autre obtus, tels que BAC, C' 4’ 0’. Car en prolongeant A'B’ et AC’ en D et D’, jusqu’à leur rencontre avec AB, AC, qui leur sont perpendiculaires, les triangles rectangles ADF, A’D'F ont les angles À et A’ égaux, comme compléments des angles égaux en F.
8° Quand deux droites AB, CB (fig. 63) vont concourir en un point éloigné ou inaccessible B, on peut trouver l'angle B sans le mesurer actuellement, soit en menant DE parallèle à BC, qui donne B — ADE; soit en tirant une droite quelconque AC, mesurant les
angles À et C, et prenant le supplément de leur somme A 4 C, . ainsi qu’on l’a fait ci-dessus.
206. Un triangle est déterminé lorsqu'on en connaît, 1° Deux côtés
metnet l'angle k qu’ils forment (fig. 18); on fera (n° 177, 3°) un angle À — k, etsur les côtés indéfinis AG, AH, on prendra AC— me AB = #; enfin on tirera BC.
20 Un côté n et deux angles k et l'adjacents ; sur l’un des côtés indéfinis ba, bc d’un angle a — k, on prendra ab —n; on mènera be faisant l'angle b— l, le triangle demandé sera abc. |
8°-Un côté n, un angle k adjacent, et un angle i opposé. On cherche d’abord le 8° angle (n° 205) qui est adjacent au côté » ; on connaît l'angle À, et on retombe sur le cas précédent.
4° Trois côtés m, n, p;on prendra (fig. 57) CC’ —», et des centres C, C’, avec les rayons CM — », C’M — p, on décrira deux circonférences. Les intersections M,N déterminent les deux triangles égaux CMC’, CNC’, qui résolvent le problème. Les deux cercles ne se coupent qu'autant que » > n — p, et °° n — p; sans cette double condition, le triangle ne peut exister (n° 202).
207. Construire un triangle ABC (fig. 64) dont on connaît deux côtés a, c, et l’angle K opposé à a? Faites l'angle BCA = K ; sur l’un des côtés indéfinis, prenez CB — au côté adjacent dônné a; le côté opposé c devra se placer comme BA pour fermer le triangle. Or, du centre B, avec le rayon B4 — c, décrivez un cerclé 44’; les points 4, 4’ de section avec le côté 4C, détermineront les triangles 4BC, 4'BC, qui satisfont tous deux à la question ; on a donc, en général, deux solutions 4BC, 4'BC ; mais il faut distinguer cinq Cas : ’
1° Si le rayon c du cercle est plus petit que la perpendiculaire BD, c < BD, le cercle ne coupe pas 4C, et le problème est impossible.
2° Si ce rayon épale la perpendiculaire, c — BD, l'arc est tangent en un point D, et le triangle rectangle CBD satisfait seul à la question. Donc un triangle rectangle est déterminé par deux de ses côtés ; et deux triangles rectangles sont égaux, quand l’hypoténuse et un côté sont respectivement égaux. |
8° Si le rayoncest © BDet << CB — a, les obliques B4 = BA! sont <{ BC, et par conséquent situées d’un même côté de BC (n° 184) ; les triangles 4BC, 4'BC sont l'un et l’autre conformes aux conditions du problème; ce sont les deux solutions. Remar2 quons que 4 est supplément de l'angle C4'B, puisque le triangle isocèle 4BA° a l'angle 4 — BA'A ; ainsi, l’un de nos deux triangles est acutangle, l'autre obtusangle. Si Von savait d'avance que le
triangle cherché a ou n’a pas d'angle obtus, l’une de ces somitions _se trouverait exclue.
4 Sie > a,ou BA > BC, les points A et 4 touts des deux côtés de BC (fig. 65) ; on n’a done qu'une solution 4BC.
5° Nous avons jusqu'ici supposé que l'angle donné À = 4 est aigu ; s'il est obtus, tel que B4'C, la même construction sert encore à donner la solution 4’BC (fig. 64), qui est unique, parce que le triangle 4BC ne peut convenir à la question. Observez que le côté c opposé à l'angle obtus € doit être le plus grand, et que si l’on eût donné c <a, le problème eût été absurde.
Deux triangles qui ont deux côtés respectivement équux, et un angle égal opposé à l’un de ces côtés, sont donc égaux quand ils sont de même nature (V'un et l’autre rectangles, ou acutangles ou obtusangles) *,
208. Les cordes égales CD, AB (fig. 66) sont à égales distances du centre O. Menons les perpend. O7, OK; les triangles rectangles OCI, OAK sont égaux, à cause de CZet 4X qui sont des moitiés de cordes égales ; donc O7 = OX.
Réciproquement, si TO = OK, les triangles sunt encore. égaux ; d'où CD = AB,
Si par un point, donné # ou d, intérieur ou extérieur au cercle, on veut mener une corde CD de longueur donnée, on la portera arbitrairement en 4B sur la circonférence; puis, menant la perpendiculaire OX, et traçant le cercle XZ, la corde cherchée sera tangente à cette courbe. Ainsi, il restera à mener cette tangente par le point 4 (n° 212, IT), et an aura les deux solutions du problème.
209. De deux cordes inégales AB, CD (6g. 67), la plus grande AB est la plus proche du centre O. Car on a l'arc 4EB © CFD (n° 180) : prenons l'arc 4E = CD, la corde 4E sera = CD, et à la même distance du centre O ; d’où OL — OI. Comme AË£ tombe en-dessous de 4B,ona O1 © OG, et par conséquent > OX.
Réciproquement, si OL > OK, la corde CD est <° AB ; car autrement on aurait CD = ou. > 4B, d'où l’on conclurait OZ = ou <{ OK, par la proposition directe (note, n° 203).
“ En récapitulant tous les cas d'égalité des triangles, on peut dire que deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont trois des parties qui les composent respeclivement égales ; mais il faut, 1° exclure le cas de trois angles donnés; 2° exiger que si l'on a deux angles donnés, ils soient placés de même à l'égard du côté donné ; 3° enfin sous-entendre que s'ils ont deux côtés égaux et un angle égal opposé à l’un, les triangles soient de même nature.
Résolvons maintenant quelques problèmes. J
I. Znscrire un cercle (fig. 68) dans un triangle ABC, c'est-à-dire tracer une circonférence de cercle qui soit tangente aux trois côtés. Ge problème revient à trouver un point © intérieur, qui soit à égale distance des trois côtés du triangle ABC ; car, si les perpendiculai-* res, OE, OD, OF sont égales, le cercle décrit du centre O, avec le rayon OE, sera tangent aux trois côtés (n° 199).
Cherchons d’abord un point o à égale distance des deux côtés AC, AB ; menant 40, les perpendiculaires égales oe, of donnent les triangles rectangles égaux 4eo, Aof (n° 207, 2°), Donc 40 divise l'angle 4 en deux parties égales.
Réciproquement, si la droite 40 coupe l'angle 4 en deux partiesh égales, tout point o de cette ligne donne les deux DÉPÉRERETESS égales 0e, of.
Donc, tous les points de la ligne 40 sont à même distance de AB que de 4€, et les points de cette ligne jouissent seuls de cette propriété; en sorte que AO est le lieu de tous les centres des cer cles tangents à ces deux côtés, et que, par conséquent, le centre cherché est l’un des points de 40. Ce centre doit aussi, par la même raison, se trouver sur la droite OB, qui divise l'angle B en deux parties égales ; il sera donc à leur intersection ©, qui non: seulement sera à égale distance des trois côtés du triangle, mais en=« core qui jouira seul de cette propriété. Menons la droite OC"; elle divisera l'angle C en deux parties égales, puisque lés deux triangles” rectangles ECO, DCO ont l’hypoténuse commune et un côté égal, OP,
Concluons donc de là,
1° Qu'on peut inscrire un cercle dans tout triangle ;
2° Qu'on n’en peut inscrire qu'un seul;
3° Que le centre est situé à l’intersection de deux lignes qui divisent en parhes égales deux des angles du triangle ; À
4° Que la droite menée de ce centre au 3° angle, coupe pareillement cet angle en parties égales. ;
Soit p le contour ou Périmètre du triangle (fig. 68) ; comme on a AF= AE, BF=—BD,CE = CD, on en tirep—24F+2BD+426CD, oup —24F LL 2BC ; d'où
AF =; p—BC—= AE =: (AB + A4C — BC).
I est donc aisé de trouver les points F, £, et par suite D, puisque
CE = CD; on pourra résoudre le problème en faisant passer une circonférence tangente aux trois côtés, en D, £, F.
II, Décrire un cercle (fig. 52) dans lequel deux droites données AB = m, AD = n, sous-tendent des ares doubles l’un de l’autre ? Gomme le triangle 4DB doit être isocèle, après avoir tiré 4B = m, on décrira des centres 4 et B, avec le rayon », des arcs qui détermineront le point D et le triangle 4BD, auquel il ne s’agira plus que de circonscrire un cercle.
III. Construire le triangle rectangle BAC (fig. 69), dont un côté AB de l'angle droit et le périmètre BE sont donnés? Puisque BC + CA — AE, élevons en À la perpendiculaire 4D — AE ; nous aurons BC — CD, et le triangle BCD sera isocèle; ainsi, CI perpendiculaire au milieu de BD donnera le point C.
IV. Par un point Z (fig. 59), mener dans l'angle BCA une droite AJIB qui forme le triangle isocèle 4BC, savoir 4C — BC, et l'angle A —= B. L’angle extérieur BCD étant — 4 + B (n° 205) —2 4, si l’on mène CF qui coupe par moitiés l'angle BCD, FCD sera — 4, et CF parallèle à 4B. Donc; il faut tracer CF, et par le point donné I mener 41B parallèle à CF.
V. Par un point donné # (fig. 66), mener CD telle, que la partie dD interceptée entre les deux circonférences concentriques DB, db soit de longueur connue /? Si CD est la droite cherchée, toute corde AB — CD est à la même distance du centre, ou HO — OZ, KB = ID, Kb — Id, puis Bb — Dd — {. Qu’en un point quelconque B on porte.la longueur / de B en b, entre les deux circonférences ; qu’on mène la droite bB prolongée en À; enfin, qu’on trace le cercle OZK tangent à 4B, ille sera aussi à la droite cherchée CD ; il ne s'agira plus que de mener par le point /Z une tangenté CD à ce cercle ZX ; ce sera la droite demandée.
VI. Construire un triangle rectangle BCD (fig. 64), dont on connaît l’hypoténuse BC, et la somme ou la différence des côtés CD, BD de l'angle droit? Soit 4D — BD — A'D ; les triangles rectangles isocèles B4D, BA'D ont les angles 4 et 4’ égaux à la moitié d’un droit (n° 205, 3°). Dans le triangle BAC ou BA'C, outre BC, on connaît donc l’angle 4 ou 4’, et lecôté 4C ou 4’, ét il est aisé de décrire ce triangle. Sur la base 4C ou 4’C, on tirera 4B ou 4’B sous la direction d’un demi-angle droit; du centre C, et avec le rayon CB, on tracera un cerclé qui coupera 4B où 4’B au sommet B (il y a en général deux points d’intersection, et par conséquent deux
solutions n°. 207); il restera ensuite à abaisser la pexpeustanhiee BD qui terminera le des demandé BCD.
Mesure des angles dans le cercle,
211. Nous connaissons la mesure des angles dont le sommet est au centre (n° 181) ; cherchons cette mesure lorsque le sommet est situé d’une manière quelconque; et d'abord examinons le cas où l'angle est formé par deux cordes, le sommet étant sur la cireonf. ; on dit alors que l'angle est Znscrit : il a pour mesure. la moitié de l'arc compris entre les côtés.
1° Si l’un des côtés 4D de l'angle GAD (fis..70) passe par le centre C, enmenant £F parallèle à 4G, ona GE = A4F.(n° 201); mais aussi, £ D = AF, à cause des angles égaux: ACFet DCE ; ainsi, Æ est le milieu de l'arc GD, et l'angle E CD, ou son égal GA4D (n° 182, . 4°), a pour mesure Z D ou la moitié de l'arc GD.
2° Si le centre C est entre les côtés de l'angle BAG, en menant le diamètre 4D , les angles BAD , DAG ayant pour mesure les moitiés de BD et de DG, la somme, ou la moitié de l'arc BDG,.est la mesure de l'angle BAG.
2° Sile centre C'est hors de l’ angle, comme pour HAB, on a de même + {D et. + BD pour mesures des angles Â4D, BAD ; en re-
tranchant, on trouve + ÆB pour mesure de l'angle 4 AB.
4e Enfin, s’il s’agit de l'angle T4B, formé par une tangente 4T et par,une corde 4B, le diamètre, D est perpend. sur..4T, l’angle TAD a donc pour mesure le. quadrans ou la moitié de l’arc AHBD ; celle de BAD est + BD ; la différence de ces. arcs est ;: AHB, mesure de l'angle T4B.
Réciproquement, si un angle BAG.a pour mesure + : BG, le sommet À est sur la circonf. ; car si BG pouvait mesurer l’angle BZG, onformeraitl'angle B 4 G:qui aurcdt même mesure, d'où B7 G—BAG, ce qui ne se peut (n° 171).
Prolongeons en Æ le côté Z4. de l'angle HAG ; la: moitié .de l'arc GAH est lamesure de l'angle X46G, puisque KAG est supplément de l'angle F4G,
On verra. aisément que
5° L’angle BAD (Go. 71) inscrit dans le demi- cercle, est droit, car il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence:
MESURE DES ANGLES
6° Tous les.anglesinserits 4, C, D;.,.(fig. 72), qui s'appuient sur le même arc BE, ayant même mesure, sont égaux. :
7°Si un angle B4E, de grandeur fixe , se meut de manière que ses côtés passent sans cesse l’un en 2, l’autre en £ le sommet, pre nant successivement les positions 4, C, D,.... décrira la circonférence. |
On résout divers problèmes à l’aide de ce théorème
J. Abaisser une perpendiculaire AD (fig. 71) à l’extrémité d’une ligne AB sans la prolonger. Puisque l'angle À doit être droit, toute ligne BD doit êtrele diamètre d’un cercle passant en 4 (5°). On décrira donc, du centre quelconque €, un cercle qui passe en À; puis par le point. où ce cercle coupe 4B, on mènera le diamètre BD, qui donnera le point D; DA sera la perpend. cherchée.
IL..Par un point extérieur D, (fig. 73) mener une tangente AD au cercle CAB. Puisque l'angle CAD, formé par la tangente et le rayon, doit être droit, cet angle est inscrit dans le demi-cerele-dont CD . est le diamètre (5°). On-décrira: donc cette circonf. CADB ; elle ‘coupera le cercle proposé C4B au point de contact 4. On aura, outre la tangente 4D, une autre solution BD, et il est prouvé que ces deux lignes satisfont seules à la question.
Il. Partager l’angle quelconque. ACB (fig. 74) en trois parties égales. Traçons du sommet € le cercle ZF4B; concevons la ligne 40 tracée de manière à former l'angle O —< 4CB. L’angle ACB :est extérieur au triangle 4OC, d’où 30 = O0 + OAC'; et.04C = 2 O. Mais menant le rayon FC, le triangle isocèle FAC donne O4C = AFC; or l'angle 4FC, extérieur au triangle OFCy est — O0 + FCO = 04€= 20 :ilen résulte que l'angle FCO =.,0, et que le triangle #CO est, isocèle ; OF = le rayon CÆ du cercle.
Le.problème proposé consiste donc à savoir mener la droite 40 telle, que la partie extérieure OF" soit égale au rayon : l’angle O sera le tiers de l’angle_ 4CB, l'arc BG ou F1 le tiers de l’are 4B. Mais il n'appartient pas à la Géométrie élémentaire de donner des moyens de mener cette droite 40 : comme on n’y traite que des propriétés de la ligne droite et du cercle, on n’y emploie aussi que la règle et le compas ; on. verra d’ailleurs des moyens d'opérer la trisection de l'angle, ce qu’on ne peut faire ici que par tâtonnement.
IV. Décrire un cerele qui passe en deux points donnés B, £ (fig. 75), et qui soit tel, que les angles O inscrits soient égaux à un
angle donné À ; c’est ce qu’on appelle décrire sur une droite BE, un segment capable de l'angle À. La tangente en £ fera aussi l’angle BEK — 4 —= O (n°211, #); si donc on mène la droite X£T telle que l’angle BEK soit — 4, elle sera tangente. La question est donc réduite à faire passer en À un cercle tangent à X7 au point Æ (n° 204). On élèvera les perpend. CE à XI, et CG sur le milieu de BE ; Csera le centre.
Cette construction est souvent employée, surtout lorsqu'il s’agit « de formér un triangle dans lequel on connaît, entre autres choses, un côté et l'angle opposé, comme dans les questions suivantes.
V. Décrire un triangle BDE (fig. 76) dont on connaît la base b, la hauteur k et l'angle du sommet. Après avoir tracé BE —bet sa parallèle DD", à la distance 4ÀG — h de BE, on décrira sur BE un seoment capable de l’angle donné 4, et les points où DD” coupera le cercle, donneront pour solutions les triangles demandés BDE, BD'E.
VI. Soient trois points BP, 4, C (fig. 77) tracés sur une carte, fixer le lieu d’un quatrième point D, connaissant les angles BDC et BDA. On décrira sur BC le segment #i B capable de l’angle BDC, ainsi qu'on vient de le dire , et le point cherché D fera sur cette circonférence mni, qui est le lieu des sommets D de tous les angles égaux à BDC. De même, sur BA, le segment p94 capable de BD A : le point D sera à l'intersection des deux circonf. Quand * l’une de ces circonf. passe à la fois pe les trois points 4 BC, selon que l’autre est ou n’est pas dans le même cas, le problème est om terminé ou absurde,
VIT. Construire un triangle 4BC (fig. 68) dont on connaît la base AB, Yangle opposé C et le rayon OF du cercle inscrit ? Puisque O4 et OB divisent en deux parties égales les angles 4 et B du triangle cherché BC, dans le triangle 4OB, l'angle O, supplément de OAF +. OBF, ou de = (4 + B), est 0—2D—:(4+4RB);et comme 4 + B—2D—C, ona O = D + = C. L’angle O étant connu, on déterminera le point © (probl. V), puis traçant le cercle EDF, qui touche 4B en F, les tangentes 4£, BD ächèveront le triangle cherché.
VIII. Étant donnés un triangle 4’B'C' (fig. 78) et deux circonf. concentriques 40, CO, construire un triangle 4BC qui ait deux sornmets 4 et B sur la grande circonf., et l’autre C sur la petite, et qui soit équiangle avec le proposé 4 = 4’, B— BP, C= C'.
PARTIES PROPORTIONNELLES
L'angle 4 ayant pour mesure + BD, si de 4’, comme centre, et du râyon 40 on décrit l’arc AZ, il sera moitié de BD. On prendra donc'en un lieu quelconque l'arc BD — 9. HI ; les côtés AB et AC passeront par B et D. De plus, l'angle BCD étant supplément de C',on aura le lieu du sommet C, en décrivant sur la corde BD un segment BCcD capable de cet angle 2 D — C’; la droite DCA donnera le point 4, et le triangle éhétohé ABC,
Le point c donne le triangle aBc, autre solution du prob éme: oùtre qu'on peut attribuer à la corde BD une infinité de situations, ce qui donne autant de solutions doubles.
213. L’angle BAC , dont le sommet À est en un lieu quelconque du plan (fig. 79 et 80), a pour mesure la moitié de la somme ou de la différence des arcs BC, DE, compris entre les côtés, selon que le sommet À est au dedans ou au dehors de la circonférence.
Menez £F parallèle à DC. L° Si À est situé dans la circonférence (fig. 79), la mesure de l'angle £ — BAC est
L BF — : (BC + CF) = :(BC+ DE
2° Si 4 est situé hors du cercle (fig. 60), la mesure de l'angle A= BEF est+ BF= +(CB — CF) = <(CB— ED).
Ainsi, la mesure de l’angle 4 est + (a +b), en faisant a = BC, b — DE, Gette formule est même générale, car b —0 répond au cas où le sommet est sur la circonf., et b — a à celui où ilest au centre.
Lignes proportionnelles. Triangles semblables.
214. Soient deux droites quelconques 44, ah (fig. 81); si sur l’une on prend des parties égales 4B, BC, CD...., et que par les points de division, on mène des parallèles 4a, Bb, Cc.... Hh, dans une direction arbitraire, les parties ab, bc, cd. ... qu’elles interceptent sur ah, sont égales -entre elles. Car si l’on mène ai, bl, cm, ... parallèles à 4, on aura des triangles ab, blc, cmd... égaux entre eux, à cause de ai — bl — cm... = AB = BC—=,... - I] suit de là que 4B sera contenu dans 4H autant de fois que ab
Heu LE = PAR sel E Hush debs
215. Deux droîtes AH et A (fig. 82) sont re en parties proportionnelles par trois parallèles quelconques Aa, Ee, Hh, sa-
ae - =, car eh ? s
dans ah, etc.,
7, AE voir, fn
1° Si les parties 4Æ, ÆH sont commensurables , en portant la commune mesure sur 4/4, elle sera contenue un nombre exact de fois dans 4£ et EH : on retombera donc dans le cas ci-dessus, parce que les parallèles à 4a, menées par les points de division, couperont ah en parties égales.
2% Si AE et HE sont incommensurables, divisons 4£ en un nombre arbitraire de parties égales, et portons l’une d'elles de Æ vers 7 ; soit Z le point de division le plus près de //; menons Zi parallèle à Hh. Cela posé, 4E et ET étant commensurables, on a
_. a se -: et comme £T = EH — HT; ei — eh — hi, il vient EH HI eh. hi és s à SE nu TE: Or, les distances 77 et hi peuvent être
rendues aussi entre qu'on randrat. en prenant le nombre de divisions de 4£ de plus en plus arr les autres termes étant. constants : de sorte que les points Æ7 et h sont les limites de Z et“. Puisque les 2°° termes des deux membres décroissent indéfiniment, ca EH eh le principe fondamental (n° 113) donne donc encore ARE
De la proportion démontrée, on tire (n°73)
0 Ne nn 2 Ps PARLE AH ah | dUdh 0.
216. Une parallèle EB à la base d’un triangle HAC (fig. 82) coupe les côtés en parties proportionnelles, puisque 4B — ae, BC= eh; d'où
AE AB: EH AH S ACT: BC On peut répéter sur le triangle Æ/4C ce qu’on a dit sur la fig, 61.
Li 4 AE. EH Réciproquement, si l'on a SR 0) FEB est parallèle à ZC ;
car sicela n'était pas, menant. AZ parallèle à ÆB, on aurait
AË = er done PL =BC.
217. I suit de là que, 1° lorsqu'on a troislignes », n, p (fig. 82), pour trouver une quatrième proportionnelle, c’est-à-dire une ligne x,
NN
telle qu'on ait = Ée on fera un angle quelconque 774C,' on
prendra sur ses côlés 4E — m, AB —=n, AH —p; puis menant
ÆEB et sa parallèle ZZC, AC sera la quatrième proportionnelle cherchée x.
2° Les lignes quelconques AB, AC, AD, AE, AF, ..... (fig. 83) partant d’un même point À , sont coupées en parties proportionnelles par les parallèles BF, bf; car en n'ayant égard qu'à 4B et AC,
"AB" “AC 1 FAC PR nu À >< ODA TE de MÊME——— -, à CAUSE des droites 4C
et 4D, etc. Réunissant ces proportions qui ont rapport commun, il vient
3° Pour diviser une droite donnée AF (fig. 84) en plusieurs parties égales, par ex., en cinq, on mènera une ligne quelconque indéfinie aF, sur laquelle on portera cinq fois l'ouverture de compas arbitraire Fe — ed = de —...., puis menant 4a et les parallèles Bb, Ce, Dd, Fe, on aura 4B — BC = CD —
4° Pour partager une ligne donnée à F (fig. 85) en parties proportionnelles à cellès d’une autre droite donnée af, on tirera la ligne quelconque. 4F, sur laquelle on portera FE = fe, ED = ed, DC = dc....; puis menant Æ4a’ et LA ER Bb'...., on aura les points de division cherchés e’, d’, c'....
Si fa est l’une des AE RAOES dine figure, et qu’on veuille que cette dimension devienne F4’, il faudra changer les parties /e, /d..… en le, Fd'....L’échelle d’un plan étant, par ex., fu, elle est devenue Fa’. C’est à cette construction que se rapporte l’art de ré« duire un plan à une échelle donnée.
218. Deux triangles 4BC, 4'B'C' (fig. 86) dont les angles sont respectivement égaux, sont nommés Semblables où Équiangles : les côtés de même dénomination sont appelés ÆZomoloques.Soient 4= 4", B — B', C—C'; AB est homologue de 4'B’, BC'de B'C', AC de A'C". Les côtés ROSE ucs se st UER en ce qu’ils sont opposés aux angles égaux.
Deux triangles semblables ont les côtés homoloques proportionnels. En effet, plaçons le triangle 4B'C'sur 4BC, de sorte quelecôté 4C' tombe sur son homologue 4C de 4 en E'; 4'B' tombera sur 4B de 4 en D, à Cause de 4— 4". Mais l’angle ED = C'= C; donc
AB AC BC
Réciproquement , deux triangles qui ont les côtés homoloques
! D’ tt"
proportionnels , sont semblables. En effet, si = _— Ds
prenons 4D — A'B', et menons DE parallèle à BC, nous ayons
= = 2e et à cause que 4D = 4'B', le 1° rapport est commun aux deux proportions; les autres rapports sont
donc égaux, savoir 4'C'— AE, BC = DE, Les triangles ADF ,
A'B'C' sont égaux, et par conséquent 4BC, A'B'C' sont équian-
gles.
219. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 86) qui ont un angle égal
[D/ JAVA AD Ad sont semblables. Car en appliquant 4'C' de 4 en £, 4’B' rs en AD, et 4’B'C' en ADE. Or, par hypothèse, on a 47 = 4 #£ ; donc, DE est parallèle à BC (n° 216), et les triangles 4BC et 4ADE ou 4'B'C' sonté quiangles.
220. Donc (fig. 86), 1° deux triangles dont les côtés sont respectivement parallèles sont semblables. Gela est évident pour 4BC et 4'B'C' (n° 192, 3°) ; quant à 4BC et C'IH, en prolongeant les côtés vers 4’ et PB”, puis menant 4'B’ parallèle à A7 ou 4B, on a [= 4’, H— B' comme alternes-internes. Ainsi, C’ZH étant équiangle à 4’B'C’, l’est à ABC. Les côlés parallèles sont homoloques.
2° Deux triangles ABC, A’B'C' (fig. 87), dont les côtés respectifs sont perpendiculaires, sont semblables; car prolongeons les côtés A'C’, B'C' jusqu’à leur rencontre en F et Æ£ avec AC, les angles C et £ sont compléments, ainsi que C’et Æ, à cause des triangles rectangles ECG, EC'F: donc C — C’. On prouve de même que 4— 4’, B — B". Les côtés perpendiculaires sont homologues.
3° Les lignes AB, AG, AD ....(fig. 83) partant d’un même point À, coupent en parties proportionnelles deux parallèles quelconques BF, bf; car les triangles 4BC, abc, semblables donnent
A= À’, compris entre des côtés pr oportionnels ——
LCR 6, de même, 4CD, acd, donnent 4 2 cp, ; ainsi ac be AC cd l’on a €D — sc On ade même 5 — BE dt D:
cd bc : cd de
4 Si les lignes 4a, £e, Hh (fig. 82) sont des parallèles équidistantes, Æ',e, sont les milieux de 4X et ah, et réciproquement. De plus, Æe est la moitié de (a 4 Hh), puisqu'en menant 4C parallèle à ah, la ligne £B — :H0, et Be = Aa = Ch =}? (Aa Ch). Donc £e = + (4a Hh).
5° C’est sur ces principes qu’est fondée la construction des Échelles. Après avoir porté un nombre quelconque de parties égales sur une droite indéfinie CZ (fig. 88), par ex., 5 de C'en D, on élève par les points de division des perpend., sis on porte de même sur CA, 5 parties égales arbitraires Ca, ac....; par les points a, €, e....,on mène des parallèles indéfinies à CZ; enfin, ontire les Zransversales CB, 20 F, 15 G,.... Il suit de cette construction, que puisque Ca, LUE se ss SON 5,3 se de C4; ab, cd, ef,.,.. sont de même :,+<, +.. +” AB;eo est url ou (5 + =) de 4B, ouenfin + de CD.
On a donc ainsi ain bee la ligne CD en 25°, ce qu'on n'aurait pu faire autrement d'une manière aussi distincte, vu la petitesse des parties. On peut se servir de cette échelle pour diviser une longueur en parties égales : on cherche combien cette longueur contient de parties de l'échelle, en portant une égale ouverture de compas sur une des parallèles indéfinies, et observant qu’elle réponde à des divisions à peu près exactes : si, par ex., elle tombe de Z en o, la ligne contient 57 divisions. Pour couper Lo en 9, on calcule le 9° de 57, qui est 6, et l’on prend une longueur de six parties de l'échelle.
Cette échelle est surtout emplo yée pour réduire les lignes d’un dessin dans un rapport donné : on a coutume de former CD et CA de dix parties, et de numéroter convenablement les transversales, afin d'en faciliter l'usage. C'est alors une échelle de dixmes (voyez fig. 89). |
6° Voici un autre moyen remarquable de subdiviser une échelle en fractions très-petites. Si les longueurs égales 4B, CD (fig. 90) sont partagées , l’une en 5, l’autre en 6 parties égales aux points 1, 2, 3... et 11, 12...., la longueur 411, que nous désignerons par @, sera le 5° de 4B, a = 5 AB, et C1 = :4B; d'où
A11—Cl=;AB—:AB—=< AB, ou + a. Donc, les règles étant apniuées Cen 2 D en B, le n° 11 dépaidée le n° Idea, 12 dépassera 2 de 2 a, 18 de ‘au...
D’après cela, si FA a ne qu'une longueur portée sur l'échelle:4B s'étend du point zéro jusqu’en +, elle contient 18 parties, plus la fraction i13, qu’il faut évaluer. On applique la règle CD (qu'on appelle Vernier ou Nonius du nom desinventeurs) en C'D’ le long de 42, demanière que C” réponde en 2; examinant la suite des divisions, on en reconnait deux qui coïneident, 1" el 5; ainsi la division 17 dépasse 4 de + a, 16 dépasse 8 dei a....; sh 13 dépasse C’ ou ? de ? a — 118; s c'est la fraction chérchée; et 13 est la longueur proposée en parties de l'unité a.
On a soin de faire Îles divisions serrées, afin que les fractions soient plus petites, et qu'on soit assuré que deux divisions coïnci- - deront toujours sensiblement. Si # — 1 parties de 4B répondent à n divisions du vernier CD, celui-ci sert à évaluer le x° d’une division de l'échelle, et si la coïncidence est. établie à la graduation #°
du vernier, la fraction est —. L’entier ést donné par ie chiffre de n |
la ligne 4B, et la fraction par celui du vernier.
L’échelle de la fig. 91 a 9 de ses divisions coupées en 10 sur le vernier 4B, qui donne les 10° : Îles divisions en coïncidence sont au n° 6 du nonius, et la longueur de o à À est 57,6.
Le même principe s’appiique à la division des arcs de cercle, dans les instruments propres à mesurer les angles. Si l'on a divisé (p. 216) la circonférence en 360 parties égales ou degrés, et chaque degré en deux; qu'une alidade mobile autour du centre porte à son extrémité un vernier dont 80 parties interceptent 29 de ces demi - degrés; ces subdivisions du nonius dépasseront de =, 5 25... les demi-degrés , et donneront ainsi , à la seule inspection , dès 6065 de degrés ou des minutes. Si le zéro de l’alidade est d’abord placé (fig. 86) en a, au n° 0 du cercle, et si elle est dirigée à un objet 4, l'instrument restant ainsi fixé dans le plan des points A CB; qu'on fasse glisser l’alidade sur le limbe pour la dirigerà l’objet B, le zéro de l’alidade sera porté sur un point b du cercle, et l'arc ab qui mesure l'angle proposé 4CB sera formé, par ex., de 53 degrés et d’une fraction que le vernier servira à faire estimer en minutes. Îl suffira d'examiner quelle est la division du vernier qui coïncide avec une de celles du cercle, et de compter son rang à
partir de zéro. À cet eflet, on grave les chiffres des divisions du vernier de 5 en 5 ; on lit ainsi les degrés sur le cercle et les minutes sur le vernier.
221. Soit un triangle 4BC (fig. 92) rectangle en À; si l’on abaisse sur l’hypoténuse BC la perpend. 4D, les deux triangles partiels 4BD, ADC seront semblables entre eux et à 4BC. Car l'angle B est commun aux triangles 4BD et ABC; outre l'angle droit, en D pour l’un , eten 4 pour l'autre : il suit donc de là que angle Cest égal à BAD, C — «. De même, C est commun aux triangles 4DCet ABC, outre l'angle droit ; ainsi 8 — B. Les triangles 4BD et ADC ont d’ailleurs les côtés perpend. En formant des proportions avec les côtés homologues, on trouve que,
1° Za perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre les deux segments de Ain Pi BC. Car les triangles 4BD et 4DC
donnent — d'où AD? — BD X DC.
DB
AD = 5 DC
20 Chaque côté AB de l’angle droit est moyen proportionnel entre
lPhypoténuse entière BC et le segment BD correspondant. Car les
AB
BD ; triangles 4BD, ABC donnent — GC’ AP DDR RC:
ADC et ABC donnent 4C? — DC X BC.
3° Le carré de l’hypoténuse BC est au carré d’un des côtés BA de l’angle droit, comme l'hypoténuse BC est au segment BD correspondant à ce côté. Cela suit de l'équation 4B° = BD XX BC, divisée par BC,
"Fr, AB? BD | puisqu'on aa =.
4° Le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. En effet, ajoutant les équations 4B° — BD X BC, AC? = DC X BC, on trouve
AB? — AC? = BC (BD . DOY=BE
Désignant par a, b, c les côtés opposés respectivement aux angles A, B, C, a étant l'hypoténuse, on a
a — hp + €.
Cette proposition , la 47° d’'Euclide, et la plus importante de toute la Géométrie, apprend à trouver la longueur de l’un des côtés de
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tout triangle rectangle, connaissant les deux autres; on a, en éffet,
a= y (b+c), et b=y (a — 0).
Rapportant donc les côtés a, b, c à une unité, on en mesürera deux (n° 175), et l’on conclura par un calcul simple le nombre d'unités du troisième. Soit, par exemple, b= 8, c— 4, on trouve æ —9 LL 16—925, d'où a— 5,
La réciproque de cette proposition résulte des deux suivantes. On peut, au reste, démontrer directement que si AC? — AD? DC: (fig. 15), le triangle ADC est rectangle : car, nienons DB perpend. sur CD, et prenons DB — AD); le triangle DCB est rectangle, et l’on a CB? — DB: + DC'; ainsi, CB? — AC, et les deux triangles ACD, BCD sont égaux. Donc l’angle 4DC = CDB = 1 droit.
222. Le carré d’un côté de.tout triangle quelconque est égal à la somme des carrés des deux autres côtés + le double du produit de la pro-
jection de l’un de ces deux côtés sur l’autre, multipliée par ce dernier côté.
On prend quand le premier côté dont on cherche la valeur est op- :
posé à un angle obtus, et — quand ce côté est opposé à un angleaigu.
En effet, si l'angle Z (fig. 64) du triangle BC est aigu , en abaissant la perpend. BD sur 4C, on a it trianples SERA CBD, ABD qui donnent
BC'= BD'+ DC, BD? = AB? — AD°; d'ou BC? = DC? + AB? — AD’, &@ = © + DC — »!,
en désignant par a, b, c les trois côtés BC, AC, AB du triangle, et faisant 4D = x. Or, DC — AC — AD — b — x; en substituant, il vient
PET + © — 2br.
Si le triangle proposé a son angle 4 obtus, comme cela arrive
à 4'BC, tout se passe de même ; si ce n’est que DC = CA + AD = b + x, d'où @ = 1? + © + dbz.
Ici x désigne le segment adjacent à l'angle 4 Li est opposé au côté a dont on cherche la valeur.
Ainsi, lorsque les trois côtés d’un RUE sont donnés, il
est bien aisé de juger de là nature de chacun de ses angles ; on prendra les perpend. 4B et 4C (fig. 16) égales aux deux petits côtés
bet &, et l'on mènera BC ; suivant qué BC sera , © où = a, l'angle opposé au grand côté à sera aigu, obtus ou droit : dans ce dernier cas, BAC serait le triangle même.
Si les côtés sont donnés en nombres, après en avoir fait lés carrés a°, b? et «, on comparera le plus grand à la somme des déux autres, et, Suivant qu’il sera égal, plus petit ou plus grand que cette somme, l’angle opposé sera droit, aigu ou obtus. Le calcul pétt même dünner la longueur de la perpend, BD = h (fig. 64), Cat on tire de notre formule,
A0 AGE st At Mr) 2b
æ devient négatif, lorsque l'angle auquel se rapporte le segment x est obtus, comme pour le triangle 4’BC, pour lequel & © be. La res prend le signe - quand a < à, comme fig. 65.
Le second seoment de la base est CD = y = b — x; enfin, la hauteur est *
h—=BD=Y (c+x) (c— x).
Toutes ces formules se prêtent aux log. Soient, par exemple, a —= 150, b=— 66, c — 110; on voit que le triangle est possible (n° 206, 46), car 150 << 110 -E 66, et © 110 — 66. De plus, 159° © 110: L 66°, donc l'angle ést obtus ; on trouvé AD = x = 33 — 78,78. ..— — 45,7878.... BD — h— 100,017.
224. Si la ligne AC (fig. 93) divise en deux parties égales l’angle À au sommet du triangle BAD , les côtés AB et AD sont proportionnels aux segments BC et CD de la base. En effet, en prolongeant DA en £, ‘ p, LE AB AEX., jusqu’à la rencontre de BE parallèle à 4C,on a Do — GC ° °': l'angle BAC— ABE = DAC, de plus £ = DAC; donc Ê = ABE.
AD AB Le triangle Æ 4B étant isocèle , on a AE — AB ; donc DC — EC
225. Les parties de deux cordes BE, DC (fig. 94) qui se coupent
en À, forment des produits égaux * BA X AE = DA X AC. En
* On peut donc trouver la surface d’un triangle dont on connaît les trois côtés, puisqu'on a sa base & et sa hauteur k. Dans notre exemple numérique, cette aire est
*#* On énonce ordinairement ainsi ce théorème et celui du n° 228 : Les cordes se cou- 16*
effet, menant BC et DE, nous avons les triangles BAC, DAE qui sont semblables à cause des angles (p. 233) inscrits au même arc, Er À de — D. Comparant les côtés homologues , il vient BA Ps d'où BA X AE = AD X AC.
226. La perpend. 4D (fig. 95) au diamètre BE se nomme une ordonnée.
L’ordonnée AD est moyenne proportionnelle entre les segments, AB, AE du diamètre ; car AD — AC dans la proportion qui précède. D'ailleurs, ceci revient au n° 221, 1°, puisque (fig. 92) le triangle rectangle 4BC est inscriptible au demi-cercle.
Si l'on veut donc une ligne x moyenne proportionnelle entre deux lignes données m etn (fig. 95), on prendra, sur une droite indéfinie, AB=m, AE = n; on élèvera une perpend. DC au point 4, et sur le diamètre BE on tracera un cercle BDEC; AD sera x.
227. Il résulte aussi de la proposition (n° 221, 2) que (fig. 92) la corde AB est moyenne proportionnelle entre le diamètre BG et le segment BD correspondant. On a donc (fig. 96) B4° = BC X BD
NBA ADN etBE? = BC X BF, d'où —— BRUT RTE cordes qui partent d’un même point de la circonférence sont entre eux comme les segments du diamètre qui passe par ce point.
226. Toute sécante AE, AC (fig. 97) multipliée par sa partie extérieure AB, AD, donne le même produit, AB X AE — AD X AC : en menant les lignes DE, BC, on a les triangles semblables 420, ADE'; car outre l'angle commun 4, ils ont C = E (p.233). Ainsi,
ainsi, les carrés de deux
AB ACuigis RAD ape JOÙ AB X AË— AD X AC:
La tangente AB (fig. 98) est moyenne proportionnelle entre une sécante quelconque AC et sa partie extérieure AD. En effet, en menant BD, les triaugles 4BD , ABC sont semblables, car outre l’an-
gle commun, on a C— A4BD (n° 211, 4°) ; ainsi, LE di ei
ou 4B? — AD X AC.
pent en parlies réciproquement proportionnelles ; les sécantes sont réciproquement proportionnelles à leurs parties extérieures. Nous avons préféré les énonciations cidessus, comme comprises dans une phrase plus claire et plus facile à se présenter à l'esprit.
Ces théorèmes peuvent être renfermés en un seul; car, soient a et b les distances mesurées sur la droite 4C (fig. 94, 97), d’un point À à la circonférence, ou 4D — a, AC — b; soient de même a” et b'les parties analogues pour une autre ligne 4B£, où 4B—#", AE = b'; on aab= «'b', quel que soit l'angle sous lequel les lignes se coupent, et en quelque lieu que soit le point 4. Si l’on fait tourner 4E autour de 4, les points d’intersection B et Æ changeront, et lorsque la ligne 4B (fig. 97) sera tangente, B et FE coïncideront ; ainsi & — b’, d'où ab — «”?.
229. Voici plusieurs problèmes qu’on résout par ces divers principes :
I. Mesurer la hauteur d’un édifice AB (fig. 99). On plante verticalement un piquet ou Jalon DE ; puis on dirige un rayon visuel DB au sommet B, et l’on marque le point C où il rencontre l’hori-
CE A Lie :
200; ON a =; tout est ici connu, excepté le 4° terme 4B, qu’on détermine par le calcul (n° 72, 2e). ,
On pratique cette opération plus commodément en se servant des longueurs 4C et CE" de l’ombre que projettent les hauteurs AB, D'E" sur l'horizon.
IL. Mener une tangente à deux cercles (fig. 100). Soit 4D'D cette tangente ; joignons les centres par la ligne 4C'C, et menons les
AC C'D
rayons CD, C'D'; nous AVONS TE TS + Mais pour une sécante 47, en mettant CZ et C’I' au lieu de CD et CD, on aura ee A donc CZ est parallèle à C'Z’.
AC dep ln
‘On mènera donc deux rayons parallèles quelconques CZ, C'I'; la droite ZZ' ira couper C’C au point 4, par lequel menant la tangente à l'un des cercles, elle le sera aussi à l’autre. Lorsque les cercles ne se coupent pas, il y a une seconde solution en 4’, ce qui fait quatre tangentes.
LIL. Par deux points donnés C et D (fig. 98), tracer une circonference qui touche la droite donnée AB? Cette droite ne passe pas entre Cet D, puisqu'elle couperait la corde CD : en joignant Cet D par une droite prolongée en 4 jusqu’à la rencontre avec 4B, AD et AC sont connus, et il s’agit de trouver 4B, car il ne restera plus qu’à faire passer un cercle par trois points donnés B, C, D (n° 198). Or, 4B est tangente et 4Csécante (n° 229), d'où 4B2 = 4C X AD:
on trouvera aisément (n° 226) la moyenne proportionnelle entre AC et 4D.
Le problème a deux solutions , attendu qu’on peut porter la lonsueur AB en sens opposé; voy. n° 329, II, et la fig. 197, où 4 et B sont les points donnés et DD” la tangente.
Si la tangente était donnée parallèle à la corde, comme fig, 54, où 4, B sont les points donnés, et 7G la tang., le centre serait visiblement sur FF" perpend, au milieu de la corde 4B, et le pied F serait le point de contact. Il faudrait ensuite tracer le cercle qui passe par 4, Bet F.
IV. Décrire un cercle CAB qui passe par un point donné m (fig.101), et touche deux droites données DA, BD. On a vu (n° 210, 1) que le centre de ce cercle est sur CD coupant par moitié l’angle 4DB. D'ailleurs, la corde im perpend. sur CD est coupée en o par le milieu : ainsi on mènera cette perpend. sur CD, on prendra om— où, et il restera à faire passer un cercle par 2 et =, qui touche DB ou DA.
Si le point donné est en 4 sur l’une des droites, le centre est à la rencontre C de DC avec 4C perpend. à DA.
On sait donc tracer un cercle qui passe par trois points, ou par deux points et touche une droite, ou par un point et touche deux droites,ou enfin un cercle qui touche troisdroites données (n° 210,1).
V. Tracer un cercle BiA (Gg. 101) fangent à deux droites DA, DB, et à un cercle Km donné. Le centre C est sur CD, qui coupe en deux parties égales l'angle BD A : de ce centre inconnu Ctraçons un cercle 4KG passant par le centre donné K ; que ce centre Æ soit transporté en un point quelconque de HKG, le cercle C 4m doit être tangent à ce cerele mobile. Considérons celui-ci dans sa position 74, où iltouche DA ; la tangente LH à l'arc {ZX est perpendiculaire au rayon CH, et par conséquent parallèle à 24. Donc la droite LH est connue, puisqu'elle est parallèle à D4, et distante de DA de la quantité donnée Km — HA. I faut en dire autant de Z'H' parallèle à DB. Ainsi le cercle HKGH! sera facile à décrire, puisqu'il est tangent aux droites tracées LA, L'A', et passe en K ; ce cercle KG a le même centre C que celui qu’on cherche ; il ne reste donc qu’à mener CÆ, et Cm sera le rayon demandé.
Comme les parallèles LH, L'H' peuvent être menées dans l’angle D, le problème comporte deux solutions, pouryu que la circonf. Km ne coupe DA, ni DB. -
On trouve, dans le 2° Supplément à la Géom. descript. de M. Hachette, un grand nombre de problèmes de ce genre.
VI. Trouver un point C (fig. 117) sur la circonférence 4BD), tel que les cordes BC, CD, menées à deux points donnés 4 et D de cette
L k m courbe, soient entre elles dans un rapport donné — —. En suppoa PP
sant le problème résolu, la ligne CO qui coupe en parties égales l'angle BCD (n° 224), donne TT — = = _ on prendra donc le milieu À de l’are D AB, et l’on partagera en © la corde DB dans le rapport donné ; la droite 40 prolongée donnera Île point C. VII. Étant données la corde 4B — k, et la hauteur DE —h d’un segment ABDE de cercle (fig. 52), trouver, par le calcul, le rayon DC = r? Le triangle rectangle 4DE donne 4D°=+k? —L h°; mais on tire du n° 227, pie 2hr; ainsi, en égalant à deux valeurs,
on trouve r = + h + = On a coutume de donner le nom de flè-
che du segment à sa hauteur DE. |
Si 4 — 313 et k — 12,32, on trouve r — 1000. Cette formule peut servir à faire retrouver le centre C d'un arc tracé. |
VIII. Par le point B (fig. 102) d’intersection de deux cercles, mener une corde CD, qui ait une longueur donnée #. Supposons le problème résolu ; menons par le point B une ligne quelconque EF, et joignons À avec £, C, Fet D; les triangles 4EF, ACD ont l'angle £ — C, comme appuyé sur le même arc B1A ; de même, F — D : ainsi, — ns , et AC est une quatrième proportionnelle à £F, Met AE ; on prendra donc FL — M ; on mènera ZX parallèle à 4F, AK sera — 40 : il ne s'agira plus que de décrire du centre 4, avec ce rayon 4K, un cercle qui donnera, par son intersection , le point C ou C’ : on a ainsi les deux solutions du problème, qui serait absurde si l'arc décrit avec le rayon 4K était entièrement au dehors du cercle 4£.
IX. Proposons-nous de couper une ligne CA (fig. 103) en deux parties telles, que la plus grande BC soit moyenne proportionnelle entre l’autre partie 4B et la ligne entière AC ; c’est ce qu’on appelle couper la ligne AG en moyenne et extrême raison. La proportion AB : BC :: BC : AC ne peut faire connaitre BC, parce qu’elle contient une 2° inconnue 4B ; mais augmentant chaque antécédent
de son conséquent (n° 73, 1°), comme 4C — 4B + BC, on a AC: BC :: BC4+ AC: ACou AC =BC (BC + AC); il s’agit donc de déterminer sur 4C un point B tel, que ZC soit moyen proportionnel entre BC et BC — AC; c'est ce qui aura lieu si l’on construit un cercle dont C soit la tangente, BC Æ 4C la sécante entière, et BC la partie extérieure (par conséquent Æ4C la partie interceptée dans le cercle). Élevons en 4 la perpendiculaire AD = =: AC, menons l’hypoténuse DC ; nous avons
AC = CE X CF = CE X (CE + CA
donc CE est la longueur inconnue qu’on doit porter de C en B; B sera le point demandé *,
X. Inscrire un triangle def dans un autre ABC (fig. 105), c'est-àdire le placer comme DEF, de sorte que d tombe en D sur le côté AC, etc. En supposant le problème résolu, et traçant par les points EFB une circonférence, ainsi que par ADF, on voit que le segment FOEËE est capable de l'angle donné B, et le segment FOD capable de l'angle 4 (n° 212, IV). Décrivons donc sur je et fd des segments capables de B et 4. La base 4B est donnée, et forme une double corde dans les deux cercles. Si donc, d’après le problème VIIL, on décrit en fla corde ab — AB, il ne restera plus qu’à mener les
lignes ad, be prolongées en c, et l'on aura le triangle abc = ABC; |
par conséquent on connaitra les points D, E, F, puisque BE — be, etc. Comme on peut mener la corde ab de deux manières, le problème a deux solutions.
Des Polygones.
230. On nomme Polygone toute figure 4BCDEF (fig. 106) terminée par des droites. Le Quadrilatère a 4 côtés, le Pentagone 5,
* On peut encore opérer comme il suit (fig. 104). On a trouvé AC: = BC? + AC X BC= BC X (BC+- AC) = BC X BD,
en prolongeant la ligne 4C de CD — CA. E étant le milieu de DC, on a BC = BE — EC, BD = BE + EC; le produit change notre équation en 4€? — BE? — EC?; ainsi AC, BE, EC sont les trois côtés d'un triangle rectangle EFC. On mènera done CF égal et perpendiculaire à AC ; tirant l'hypoténuse EF et la portant de E en B, on aura le point B. Cette construction s'applique avec élégance au théorème n° 240.
l'Hexagone 6, l'Octogone 8, le Décagone 10, le Dodécagone 12, le Pentadécagone 15, etc. Le nombre des angles est le même que celui des côtés ; car tant que le polygone n’est pas fermé, chaque côté qu'on trace fait un angle de plus, et la figure reçoit un côté de plus qu'elle n’a d’angles ; enfin le côté qui ferme le polygone fait deux angles.
Une Diagonale est une ligne 4D (fig. 118) qui traverse le polygone d’un angle à l’autre. La diagonale 4C sépare le triangle 4BC du polygone 4BCD... de n côtés, et réduit la figure à 4ACDEF de n — 1 côtés, Chaque diagonale menée de 4 sépare de même un nouveau triangle, et réduit le polygone à avoir un côté de moins ; enfin, lorsqu'on n’a plus qu’un quadrilatère 4DEF, la seule diagonale 4£ le partage en deux triangles. Ainsi, il y avait d’abord autant de diagonales que de triangles et de côtés supprimés; mais pour la figure de 4 côtés, une séule diagonale donne 2 triangles ; donc le nombre de diagonales qu’on peut mener d’un même angle À à tous les autres est n — 3; celui des triangles est n — 2.
Tous les angles de l'hexagone 4BCD.... sont Saillants ; Yangle A (fig. 107) est Rentrant (n° 172).
231. Pour construire un polygone dont toutes les parties soient données, après avoir pris sur une droite indéfinie (fig. 106), une longueur 4B égale à l'un des côtés, on formera en 4 et B deux angles BAF, ABC égaux à ceux qu’on sait devoir être adjacents à AB ; puis on prendra sur BC et 4F les longueurs données, et ainsi de suite.
Après avoir ainsi tracé les côtés F4, AB, BC, CD et DE, le côté FE, destiné à fermer l'hexagone, est déterminé, ainsi que les angles £ et F, Si donc n désigne le nombre des angles d’un polygone, 2n sera celui des parties qui le composent, 2n — 3 est celui des quantités qu'il suffit de connaître pour pouvoir le construire. Il y a donc des relations qui lient entre elles ces 2n parties, de sorte qu’on puisse déterminer 2 côtés et un angle, d’après la connaissance des autres parties. Ce problème de Polygonométrie ne peut maintenant être résolu ; mais il est facile d’assigner la relation qui existe entre les angles.
232. Si n est le nombre de côtés et D l'angle droit, la somme des angles antérieurs est 2D (n — 2), ou 2 fois autant d’angles droits que le polygone a de côtés moins deux. Car menons d’un point quelconque
intérieur © (fig. 106), les lignes O4, OB, OC... ; elles formeront
autant de triangles O4B, OBC.... qu'il y a de côtés. La somme de tous les angles est donc deux droits, répétés autant de fois qu'il y a de côtés, ou 2n D. Mais la somme des angles en © vant quatre droits : donc on a 2nD — 4D, C'est aussi ce qui résulte de ce que
ces angles sont la somme de ceux des (x — 2) triangles en lesquels |
le polygone est décomposé par ses diagonales (fig, 118).
233. Les quatre angles d’un quadrilatère valent donc quatre droits. Si celte figure a deux de ses côtés parallèles 44, Hh (fig.81), on la nomme Trapèze; c'est un Parallélogramme (fig. 108), si les quatre côtés sont parallèles deux à deux. On sait d’ailleurs (n° 193), que la diagonale BD partage tout parallélogramme en af trianoles égaux 4BD, BCD; que les angles opposés sont égaux, A= C, B=— D; que les côtés opposés sont égaux. Réciproquement, si 4B=— DC et AD = BC, la figure 4BCD est un parallélogramme. Les diagonales 4C, BD se coupent mutuellement en deux parties égales ; cela résulte de légalité des triangles 4O0D et BOC. |
Le Rhombe onu Lozange est un M ae ré (fig. 109) dont les quatre côtés sont égaux. Il est visible que les diagonales 4C et BD sont à angle droit, parce que les quatre triangles 40D, 4OB, DOC et BOC sont égaux. Réciproquement, si 40 = OC et DO = OB, la figure 4BCD est un parallélogramme, qui devient même un rhombe, lorsque 4C et BD sont à angle droit.
Enfin, si Le parallélogramme 4BCD (fig. 110) a l'un de ses angles A droit, l'angle opposé C, qui lui est égal, sera aussi droit; il en est de même des autres B et D, puisque réunis ils valent deux droits, et qu'ils sont égaux ; la figure a donc ses quatre angles droits. C’est pour cela qu’on nomme Rectangle le parallélogramme qui a ses angles droiïts. Les diagonales 4€, BD sont égales.
Si AB — AD, le rectangle s'appelle Carré; le carré a donc les quatre côtés égaux et Îes quatre angles droits.
234. La somme des angles extérieurs GAB, HBC... (fig. 111),formés en prolongeant dans un même sens les côtés d’un polygone, vaut toujours quatre angles droits. En effet, les angles extérieurs sont suppléments des intérieurs adjacents : mais l'angle 4OB est suppléplément des angles O4B — OBA; de mème, BOC Test de OBC-- OCB, etc ; donc la somme des angles en ©, ou quatre droits, est la somme des suppléments des angles 4BC, BCD... du pois gone. C. q. f. d.
285. Les polygones qui ont les côtés éganx et les angles égaux sont appelés Réguliers. Un cercle qui touche tous les côtés d'un polygone est appelé Znscrit ; le cercle est Circonscrit quand il passe par les sommets de tous les angles.
On peut toujours inscrire et circonscrire un cercle à un polygone régulier ABCDEPF (fig. 112). 1° En effet, divisons les angles 4 et B en deux parties égales, par les lignes 40 et BO, et du point O de concours menons OC. Le triangle 4BO = BOC, car AB = BC ; le côté OB est commun, et l'angle 4BC a été divisé en deux parties égales : donc O4 = OC = OB. On prouvera de même que OB = OD = OC, etc.
On voit donc que le paint © est le centre du cercle circonserit au polygone; que les lignes menées de ce centre aux angles sont égales ; qu’elles divisent ces angles en deux parties égales ; qu’elles forment des triangles isocèles 4OB, BOC... Enfin que les in aw centre AOB, BOC..... sont égaux entre eux.
2° Les cordes 4B, BC.... étant à la même distance du centre O, les perpendiculaires OG, OI... sont égales (n° 208) ; si donc on décrit du centre O avecle rayon OG une circonférence, elle touchera tous les côtés du polygone en leur milieu G, £.... s
236. Nous savons donc circonscrire et inscrire des circonférences à un polygone régulier donné. Le problème inverse consiste à inserire ou circonscrire nn polygone régulier d'un nombre de côtés déterminé à une circonférence donnée : or, il s'en faut de beaucoup qu'on sache résoudre ce problème en général. Nous allons exposer les cas dans lesquels on peut en trouver la solution.
Avant, nous remarquerons que, lorsqu'un polygone est inserit, il est aisé d’en circonscrire un d’un même nombre de côtés, et réci-
: proquement. En effet, soit 4BC.... (fig. 113), un polygone régulier
inscrit donné ; aux points 4, B, C.... menons les tangentes af, ab,
bc... , leur système formera le polygone circonscrit demandé ; car,
les triangles a 4B, bBC....sont égaux et isocèles, parce que leurs bases 4B, BG..,. sont égales, et que leurs angles adjacents ont la même mesure (n° 211, 4°) : donc aB = Bb=bC = Cc..., l'angle ate Len, tn L
On pourrait aussi (fig. 112) mener des tangentes par les milieux 9; à k... des arcs 4gB, BiC, CkD...; abcdef formerait le polygone demandé : car les côtés étant parallèles à ceux du polygone inscrit, les angles sont égaux (n° 192, 3°) : de plus, l'angle GOT est
divisé en deux parties égales par OB, puisque B est le milieu de l'arc gi. D'un autre côté, le triangle 90h — bOi, et Ob coupe le même angle gOi en deux parties égales : ainsi les trois points O, B, bsont en ligne droite, Il en est de même de O, Cetc, deO, Det d... On a
4 Bn BEC iv OS
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d’où ab — bc, puisque 4B — BC. Et ainsi des autres côtés.
Cette double construction serait assez pénible : il est préférable de mener une seule de ces tangentes ab (fig. 112), de la conduire jusqu'aux rayons O4, OB prolongés, puis de décrire du rayon Oa une circonférence, sur laquelle on porte ab autant de fois qu’il y a de côtés. |
Réciproquement, si le polygone circonscrit abcdef est donné, on mènera du centre © les lignes a0,bO. .., puis par les points A, B..., où elles coupent la circonférence, on décrira les cordes AB, BC....,et le polygone régulier sera inscrit.
237. Puisque la somme des angles au centre est 4D, chacun vaut
Do lorsque le polygone est régulier, » désignant le nombre de côtés
du polygone.
L’angle au centre du triangle équilatéral est donc + D, - Celui du carré est D, du pentagone régulier + D, De l'hexagone = D, du décagone + D, etc...
La somme des angles à la circonférence (n° 232) est 2D (n — 2);
2 4 . r w chacun vaut donc ), Ainsi l'angle du carré est droit ;
celui du pentagone régulier est ©? D, de l’hexagone + D, du décagone + D...
: C hs ; Chaque côté 4B, BC... sous-tend un arc — me C désignant la cir-
conférence. |
288. Le côté FE de l’hexagone régulier inscrit est égal au rayon OF (fig. 114) : car l'angle FOE est le 6° de quatre droits, ou O0 —<2D; les angles égaux Æ et F' du triangle isocèle OFE valent ensemble 2D — © D ou À D : chacun vaut donc © D, et le triangle OFE a ses trois angles égaux ; d'où FE — OF.
Si l’on joint les angles de deux en deux, on aura le triangle BDF équilatéral inscrit : comme £O = EF = le rayon À, ODEF est
un rhombe, les diagonales sont à angle droit (n° 233), et 10 = EI = : R; ainsi (n° 221, 4°),
FI= y (FO—10)=Y(R—:R)=RY/3;
d'où FD — R J/ 3. C'est le côté du triangle équilatéral inscrit.
En divisant en 2, 4, 8... parties égales les arcs 4B, BC..., on aura les polygones inscrits de 12,24, 48:.. 3 X 9; côtés.
239. Puisque (n° 237) l’angle au centre du carré (fig. 110) est droit, pour inscrire un carré dans un cercle 4BCD, on mènera deux diamètres perpendiculaires 4C, BD, et l’on joindra leurs extrémités. On voit, en effet, que la figure 4BDC a les quatre angles droits et les côtés égaux. On a
AD? = DO? + 40° — 2R; d'où AD = Ry/2.
Û AD » , ( . Puisque ——— V 2 on voit que la diagonale du carré est incommen-
R surable avec son côté (n° 63).
On sait donc inscrire les polygones de 4, 8, 16..,.9: côtés.,
240. Soit 4B (fig. 115) le côté du décagone régulier inscrit, l'angle O an centre est + D (n° 237) ; les angles égaux O0 4B, OBA réunis valent 2D — = D ou À D ; donc chacun vaut + D, c’est-à-dire est double de ©. Pour trouver le rapport de 4B au rayon 40, divisons l’angle B en deux parties égales par la droite CB ; l'angle ABC = O = CBO, indique que le triangle OBC est isocèle, d’où OC = CB. Mais le triangle {CB l’est aussi, à cause de C—#D— A4; ainsi CB— AB — OC. Or, on a (n° 224) = #5 ou PT, ou le côté 4B moyen proportionnel entre 4C et 40 ; d’ailleurs, CO ou 4B << 40 donne aussi 4C <° AB : donc (n° 229, IX),
En divisant le rayon en moyenne et extrême raison , la plus grande partie sera le côté du décagone régulier inscrit.
AB = BF donne 4F pour le côté du pentagone régulier inscrit. On pourra aussi inscrire les polygones réguliers de 20, 40. ...5 X 2° côtés. Et comme les côtés de l'hexagone et du décagone sous-tendent des arcs qui sont le 6° et le 10° de la circonférence C, la différence de ces ares, ou 2 C — = C— Z= C, est sous-tendu par le côté du polygone régulier de 15 côtés , et de là ceux de 80, 60 .... 15 X 2; côtés.
Tels sont les polygones réguliers qu’on sait inscrire, et qu’on
peut comprendre daris la formule « X< 2, a étant l’un des quatre .
nombres 3; 4, 5 et 15, et i —0, ou un nombre éntier et positif quélconque. Quant aux autres polygones; on se contente, faute de mieux, de diviser, en tâätonnant, la circonférence en un nombre convenable de parties égales. On résout aussi le problème à l’aide
du compas de proportion et du rapporteur ; mais comme ces instru-
ments sont eux-mêmes construits par tâtonnement, ün ne peut regarder ces procédés comme géométriques. La division de la circonférence en parties égales est surtout importante pour faire les instruments propres à la mesure des angles (voy. la Géométrie du Coïpas, par Mascheront). Comme la trisection de l’angle compléte-
PARTS
Baie
rait cette opération (n° 212, 111), on s’est longtemps, mais en vain, M efforcé de trouver la solution de cette question. Elle est miaintenant démontrée impossible par le secours de la règle et du compas seuls
241. Nous terminerons par l'exposition de quelques propriétés des quadrilatères inscriptibles au cercle.
I. On à, dans le quadrilatère 4BCO (fig. 116), 4 EL C—=2 droits, puisque les angles 4 et C embrassent la circonférence en-
tière (n° 211) ; de même, B EL O— 2 droits. Ainsi, dans tout qua- À
drilatère inscriptible au cercle, les angles opposés sont supplémentaires. |
Réciproquement , si 4 + C— B4 O0 —92 droits, le quadrilatère ABCO est inscriptible au cercle, puisque si la circonférencé passant par 4OC, ne passait pas en PB, l'angle B’ ne serait pas le supplément de O (n° 218).
Donc, on peut toujours circonscrire un cercle à tout rectangle ABCD (fig. 110);les diagonales BD, AC sont les diamètres.
IL. Dans tout quadrilatère 2nscrit ABCD (fig. 117), le produit des diagonales égale la somme des produits des côtés opposés. Car, menons CK qui fasse l'angle KCD = BCO ; d’où BCK — OCD, en ajoutant OCK aux deux membres : 6r, l’angle B4C — BDC (n° 211) ; ainsi les triangles BAC et XCD sont semblables. De même, l’angle CBK = CAD, et le triangle CBK est semblable à C4D..Donc on à
KD _ AB BK __ AD CD ACC 1740
d'où AD X AC = AB X CD, BK X AC = ÀD K BC: sjou-
tant ces équ:, il vient enfin 4C X BD= ABX CD + AD K BC.
III: Si des points 4 et B (fig. 108), on abaisse sur la base DC du parallélogramme {BCD les perpendiculaires 4£, BF, les triangles 4DC, BDC donneront (n° 222)
AC = AD? + DC — 2DC X DE, BD* = BC + DC + 2DC X CF
En ajoutant ces équ., comme DE = CF et 4B — DC; ona BD? L 4C° — AD° 4 BC? + DC + AP.
“het re j
Ainsi, dans tout parallélogramme , la somme des carrés des diagonales est égale à la somme des carrés des côtés. La proposition est d’ailleurs évidente pour un rectangle (n° 221, 4).
Des Figures semblables et de la Circonftrence.
242. On dit que deux polygones (fig. 118) ABCDEF, abcdef sont semblables , lorsqu'ils sont formés des triangles T ett, T'ett, s T'eét”...., respectivement semblables et disposés dans le NA ordre.
Sur une droite donnée ab, homologue à 4B, il est aisé de décrire un polygône abcd,... semblable à 4BCD .... On fera d’abord # semblable à 7, ce qui ne présente aucune difficulté (n° 218); puis t semblable à 7”, sur ac homologue à 4C, etc.
Les polygones semblables ont les angles égaux et les côtés homoloques proportionnels. Gar les triangles semblables J'et # ont l’angle B —:b, ainsi que l'angle BCA — bca; de plus (n° 218),
= 7. De même, 7’ et # ontl’angle 4CD — acd; d’où l'on voit que l'angle BCD = bcd : en outre, + Hu ui 2
ac de bc . On prouverait de même, à l’aide de 7”’et #”, que l'angle CDE =cde, ; CD _ DE ei que cd Riad
Réciproquement , si les polygones ont les angles respectivement
AB BG .C égaux, et si de plus Ses pr == etc., les polygones sont
semblables ; car B — b, et les côtés qui comprennent ces angles sont proportionnels, par hypothèse; d’où il suit (n° 219) que T'ett sont |
semblables, et de plus, 30 = ae, et l'angle BCA — bca. Retran-
bc chant ces angles de BCD = bcd, il reste l'angle 4CD — acd; et comme on suppose He ie he J'en À di PRISON ER U go à Cause du
BC Û rapport commun » 7? Ce Qui prouve que T' est semblable à #; et
ainsi de suite. |
1° Les polygones réguliers d’un même nombre de côtés sont des figures semblables, puisque leurs angles sont respectivement égaux, ainsi que leurs côtés (n° 235).
2° Si après avoir conduit les diagonales des angles 4 et a (fig. 119), on a des triangles semblables chacun à chacun, les angles sont égaux, et les côtés homologues proportionnels : donc, si l'on mène les diagonales d’un autre angle tel que £, e, les nouveaux triangles composants seront aussi semblables.
8° Donc, deux diagonales homologues quelconques BE, be (fig. 119) sont proportionnelles à deux côtés quelconques CD, cd, savoir, 548 LE ses be cd |
4° Soient deux polvsones semblables 4BC.... abc (fig. 119) : si l'on prend deux côtés homu'ogues quelconques £D et ed, et si, de leurs extrémités, on mène les diagonales à tous les autres angles, on | formera des triangles respectivement semblables, EDF à edf, ED A4 à eda, E BD à ebd, etc....; car les angles des polygones sont égaux, et les diagonales homologues sont proportionnelles aux côtés.
9° Lever un plan n’est autre chose que construire des polygones semblables à ceux que forment, sur le terrain , les droites qui joignent des points dont la situation respective est connue. Pour cela, on mesure sur le terrain un nombre suffisant de parties ; puis on décrit ensuite, sur le papier (n° 218....), d’autres triangles semblables à ceux qui composent les polygones dont il s’agit.
243. Si, dans deux polygones semblables (fig. 119), on mène deux droites Gh , gh, placées semblablement, c'est-à-dire coupant les
côtés BC, bc en parties proportionnelles, ainsi que Fe et fe, les lon-
GH BC gueurs GH, gh seront dans les rapports des côtés, où ———
oh be ? "
feront des angles égaux avec ces côtés. En effet , soit pris sur BC et bc : x HGis, 5 CBia. CH
des points Æ et h, tels qu’on ait = TT > et menons
HE, he. Les triangles ÂCE, hce seront semblables (n°219), puisque,
l'angle ÀCE = hce, I s'ensuit que l’angle E HC — ehc et
EH HG. BC eh: het bot
Maintenant , en considérant les polysones semblables 4BHEF , abhef, si les points G et g coupent les côtés FE et fe proportionnellement, la ligne GA jouira de la même propriété que HEÆ. Donc, etc.
244. D'un point quelconque © (fig. 120), pris dans l’intérieur du polygone 4BC...., menons des lignes O4, OB....auxsommets 4BC....; prenons sur ces lignes des longueurs qui leur soient proportionnelles, ou telles qu’on ait TZ # ue A #Les triangles O0 4B, Oab seront semblables, et 4B parallèle à ab. En raisonnant de même pour OBC, Obc, etc., on verra que les polygones 4BC,... abe,... ontles côtés parallèles et proportionnels, et par conséquent sont semblables.
De même, sur les lignes Ob, Oa, si l’on prend des parties OK, Ok proportionnelles aux côtés ae, AE ; puis OF, of proportionnelles à ab, AB, etc., les polygones XFG,...kfq, ...seront semblables, comme formés de triangles. OXT, Oki, OKF, okf,.... respectivement semblables.
245. Les périmètres de polygones semblables sont comme leurs lignes homologues ; car (fig. 118) on a = = = = MES PR et le théorème (n° 73, 3°) donne
COM PERE AB BC
Fab se Vo 70 ———
ab + be + cd +.... bc
En appliquant ceci aux polygones Se Re même nombre Ne ABCD AB OB
de côtés, on a SERRES à 0 ES LRO AT": (Hg: 121) , parce
que les triangles OBT, Obi sont PER comme ayant les
angles au centre égaux (n° 235) ; ainsi, les périmètres des polygones
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réguliers semblables sont entre eux comme les rayons des cercles inscrits et circonscrits.
246. La circonférence est la limite des polygones réguliers inscrits |
et circonscrits (n° 113). Chaque côté 4B (fig. 122) d’un polygone
régulier étant plus court que l'arc CB qu’il sous-tend, on voit que
la circonférence rectifiée est plus longue que le périmètre de tout polygone inscrit. De plus, prenant Gau milieu de l’are BCA, on a la corde 4B <° AC + CB, ce qui fait voir qu’en doublant le nombre des côtés d’un polyvone inscrit, le périmètre approche de plus en plus dela circonférence, sans cesser d'être plus petit qu’elle. D'un autre côté, l’are CAL << CE - EL (n° 172) fait voir que le périmètre de tout polygone circonserit est plus grand que Îa circonférence ; la tangente 4XÆ est le demi-côté du polygone circon-
scrit d'un nombre double de côtés (n° 236) ; et comme KA, perpen-
diculaire à 40, est < l'oblique KE, on a 4K-L KC< EC:en#
doublant le nombre des côtés d’un polygone circonserit, le péri- :
mètre approche donc davantage de la longueur de la circonférence sans cesser d'être plus grand qu'elle.
P et p étant les périmètres de polygones réguliers semblables, l’un circonscrit, l’autre inscrit, et R et r les rayons OC, OI des
cercles inscrits, on a e == 2 et P — p — . (R—r) (n°78, 1°).
Or, P diminue en s’approchant de la circonférence LCB....,
R est constant, et À — r ou CT décroïît indéfiniment lorsqu'on double successivement les nombres de côtés de polygones P et p (n° 209) ; ce qui prouve que la différence P — p entre leurs périmètres approche autant qu’on veut de zéro, c'est-à-dire que ces
périmètres approchent indéfiniment de la circonférence , qui est *
toujours comprise entre eux, et qui ne leur est jamais rigoureuse-
ment égale : done, etc.
247. Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons ou leurs diamètres. En effet (fig. 121), désignons par C et cles circonférences dont.les rayons sont BO—=R, bO = r; par P et p deux polygones réguliers inscrits 4BC. ...abc.... semblables, enfia par Z et z la différence entre chaque périmètre et la circonférence circonscrite, ouC—P=Z,c—p=3x. Onentire
Pak ne Gaia d'où € 090 z ae hs 0 ce rie
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or, À, C, ret € restent constants, Z et z varient avec le nombre des côtés, et peuvent devenir aussi petits qu’on voudra; donc (n° 113)
248. Trouver une ligne droite égale à une circonférence d’un rayon donné , c'est-à-dire rectifier cette courbe. prares deux circonfé-
rences C, c de rayons À, r : nous avons =——— — ;
2R * férence contient done son diamètre le même nombre de fois, que nous désignons par 7. Si l’on connaissait ee quotient constant 7, on
aurait donc
chaque circon-
circonférence R — 2rR.
Pour déterminer le rapport constant x de toute circonférence à son diamètre , il faut trouver la longueur rectifiée d’une circonférence quelconque , ainsi que celle de son diamètre ; puis diviser la première par la seconde; le quotient sera le nombre 7. Pour cela, prenons un polygone régulier quelconque dont nous connaissions le périmètre , et les rayons r et À des cercles inscrit et circonscrit ; puis concevons un autre poygone régulier isopérimètre, c'est-à-dire,
d’un contour égal ; et calculons les hé r et À’ des cercles inscrit et circonscrit à ce dernier.
BE — a (fig. 123) est un côté de ce polygone, AD un diamètre
perpendiculaire, € le centre du cercle BDE ; CA4= r; CB=R sont les rayons donnés des circonf. inscrite et circonscrite. Menons DB, DE, puis la perpendiculaire CG tombant au milieu G de | la corde DE ; et par le point G, ZG parallèle à BE ; IG sera moï- (tié de BE (n° 218). Comme l'angle E DB est moitié de £CB, EDB ‘sera l'angle au centre, et GZ le côté du polygone régulier d'un | nombre double de côtés; DF =, DG = R' seront les rayons de ‘cercles inscrit et circonscrit à ce dernier. Or on a
DF=2:D4—=:(DC+ CA),our = 57 (R-ÉÈr); .
dans le triangle rectangle CGD, DG° = DC X{DF (n° 221, 2e), ‘ou À = Rr'; ainsi’ et À’ sont donnés par les équations
= (RE N, R=Y (Br).
Répétant ce calcul sur le polygone ZG, on trouvera de même les rayons 7” et À’ des polygones réguliers isopérimètres d’un nombre
‘ double de côtés du précédent ; puis les rayons »’”, R’”, etc.; on aura ainsi une série de résultats ,
dont chaque r est la moyenne arithmétique, et chaque À la moyenne géometrique entre les deux termes précédents. Tels sont les rayons des cercles inscrits et circonscrits à cette suite de polygones réguliers isopérimètres d’un nombre de côtés continuellement doublé. Mais F étant au milieu de 4D, 4F ou DF > 48 > r; puis l'hypoténuse DC > DG, ou R°<[ R : ainsi r, r',r”.... croissent, et R, R', R".... décroissent continuellement. 7e quantités tendent sans cesse vers l'égalité à mesure que les côtés deviennent plus nombreux; car BC°— C4? — BA°, ou R° — r° — = æ, donne
RIEDS
et a décroit autant qu’on veut, tandis que »’ augmente. On voit done que si l’on superpose tous ces polygones en faisant coïncider leurs centres C, D,...les circonf. inscrites. s’en ecartent, et les circonscrites s’en rapprochent de plus en plus. Elles finissent par ne laisser entre elles qu'un espace aussi petit qu'on veut, dans lequel se trouve tracé le polygone régulier. Que l’on ait poussé le calcul des ret R jusqu’à 10 chiffres décimaux, par exemple, et l’on trouvera enfin deux rayons dont ces dix chiffres seront les mêmes : la distance du polygone à ses deux circonf. sera nulle dans cet ordre : d’approximation, et l’on pourra prendre le périmètre de ce polygone pour longueur de ces circonf.
Soit donc a le côté du premier polygone de n côtés ; na sera son contour , et celui de chacun des autres polygones : et si x est le rayon des cercles inscrit et circonscrit dans l’ordre de décimales conservées au calcul, ou celui de la circonférence définitive —œnñn«@, On aura
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—=6;R=]l,;r—Y (OP — 1B) (fig. 122), our—?:y 8:0on en tire successivement les résultats suivants :
Dès qu’on arrive à deux rayons successifs égaux >, ce nombre est le rayon de la circonférence isopérimètre qui est — 6 — 2rx; or x — 0,95492 9662 ; ainsi 7 — 8,14159 2654. On peut obtenir ainsi 7 avec telle approximation qu’on veut. Au reste, nous exposerons des procédés plus expéditifs. On obtient
r — 5,14159 926555 89793 923846 926433. 83279, log. r — 0,49714 98726 94135 85455 192682 88291.
Le
Si dans l’équ. cire. R — 27R, on fait R = =, et — 1, il vient cire. — 7, et À cire. — x : donc le rapport constant x de toute circonférence à son diamètre exprime aussi la circonf. dont le diamètre est un, et la demi-circonf. qui a un pour rayon.
* Le calcul des rayons Rest facile par log. ; mais on l’abrége encore par le procédé suivant. Soit R = r! + d, d étant la différ. des deux rayons entre lesquels on veut une moyenne géométrique. R'? = W/(r°? + r' d):on a (n° 135) en extrayant la racine
d? d R'= TH Ed — FrÉ etc. =nV(+-).
* Ces formules abrégent les opérations : mais on remarque que si d n’a au plus que la moitié des chiffres de r', en considérant ces nombres comme entiers, d? est € 8r' parce que d? n’a plus que la même quantité de chiffres que r'. Pour avoir une valeur de R! approchée à moins de +, on peut donc se contenter de R! = r'+4-+ d, qui est moyenne _ arithmétique entre R et r’. Ainsi dès qu'on est arrivé à deux valeurs consécutives de Retr', dont la moitié à gauche de leurs chiffres est une partie commune, on n’a plus a prendre que des moyennes arithmétiques. C’est ce qui arrive ci-dessus au nombre marqué (*) et à tous les suivants. Alors il n’est plus nécessaire de calculer ces moyennes successives; car soit » un de ces nombres et » + d le suivant, leur moyenne est m+ = d=m +3 d —+ d'; et continuant de prendre les moyennes, on trouve
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nombres dont la limite est » + + d': telle est la valeur définitive des quantités r et R lorsqu'elles sont devenues égales.
Si on limite la valeur à r— 3,142... on trouve qu'on peut « poser 7— <= 38 7. Ge résultat très-simple, dû à Archimède, est R adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant 8,141593, a trouvé 7 — 2, nombre remarquable en ce que les termes sont formés des trois premiers impairs , répétés 2 fois, 113, 355, Ce résultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une erreur d’un centimètre sur une cire. de 18000 mètres de rayon (1 ligne sur, 4000 toises de rayon).
Voici une rectification graphique approchée de la circonf. On a prouvé (n°5 238, 239) que le côté du carré inscrit est Ry/2; que celui du triangle équilatéral est Ry/ 8 : la somme est À (1/2 y 3) ou À X 8,14627...., égale, à un demi-centième près, à la demicirconf. rectifiée. Ainsi, après avoir inscrit au cercle proposé, par les procédés connus, un carré et un triangle équilatéral, on ajoutera le côté de l’un au côté de l’autre, et l'on aura, à très-peu près, une droite égale à la demi-circonférence.
Lorsque la circonférence C est donnée, et qu’on demande son « diamètre D, de C = 7 D, on tire |
Di C—ROk=E—0,31881..., log % = 1.50285013. .
L'are ACB (fig. 122) étant le n°"° de la circonférence, ou l'angle O le n°" de 4 droits, « son nombre de degrés, on a la proportion 180° : zR :: « ? la longueur 3 de l'arc 4CB ; donc
s= TT 2 phe, et en faisant logk = 2241877897.
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d'égale étendue, sans qu'elles puissent coïncider par la superposition.
Deux rectangles 4E FD, aefd (fig. 124) sont égaux lorsque leurs bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi, ou 4D — ad et AE — ae : on voit en effet qu'on peut faire coïncider l’une de ces figures avec l’autre. Mais si l'on comparele parallélogramme 4BCD au rectangle 4EFD, on les trouvera simplement équivalents, parce que le triangle 4EB = DFC.
Les parallélogrammes ABCD, abcd, qui ont des bases égales et des hauteurs égales sont équivalents, puisqu'ils équivalent aux rectangles égaux ADFE, adfe.
Soit un triangle 4BC (fig. 125); menons CD et BD parallèles à AB et AC ; les deux triangles 4CB, BCD sont égaux : ainsi, tout triangle est la moitié d’un parallélogramme de même base et de même hauteur. De sorte que tous les triangles 4CB, AEB, AFB..... ; qui ont même base 4B et leurs sommets sur CF parallèle à 4B, sont égaux.
250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quelconques. VE 12 & | 1° Les rectangles de même base sont comme les hauteurs. En effet, si les deux rectangles 4BCD — R, abcd —r (fig. 126) ont les bases AB et ab égales, et que les hauteurs 4D = 1 et ad — h soient commensurables, il y aura une longueur ax contenue # fois dans
: IT m H et n fois dans k; et l’on aura (n° 156) Te En menant par les points de division #, x’, y, y... . des parallèles aux bases, les rectangles R et r seront partagés, l’un en "», l’autre en n rectangles -
égaux, et l'on aura
: A m PA — == md. d’o — 7:
Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de même 4D en parties égales 4x’, x'y...:, et portons l’une sur ad en za, æy....3 s0it 2 le point de division le plus voisin de d : en menant . CRE al ai \ 1-,7 il parallèle à de, R = 7 à cause de la commensurabilité , ou r dl h id r h À S RTtT R = - PL donc on à 7 = 7j; Puisque dletid sont aussi petits qu’on veut, et que r,R, h, H sont constants (n° 113).
® Les rectangles sont entre eux comme les produits des bases par les hauteurs. Car (fig. 127) soient des rectangles 4C, ac dont les bases sont 4B — B, ab = b : portons l’une de ces figures sur l’autre, en faisant coïncider l’un de leurs angles droits, ce qui déterminera les rectangles AK — r, et 4H — KR”, de même hauteur 47; R' ayant même base 4B que le rectangle 4C = R, et même hauteur 47 que r, on a donc
— a ne =
sh BH , d'où — ———
8° Les mêmes théorèmes ont également lieu pour les parallélogrammes, puisqu'ils sont équivalents aux rectangles de même base et de même hauteur. Donc les parallélogrammes sont entre eux comme les produits des bases par les hauteurs.
251. Mesurer une aire, c’est chercher le nombre de fois qu’elle contient une autre aire donnée. Prenons pour unité de surface le rectangle abcd, pour mesurer le rectangle 4BCD (fig. 128); puisque Æ => X E on portera la base ab sur AB, afin de savoir combien l’une est contenue dans l’autre : on en dira autant des hauteurs ad, AD ; ensuite on multipliera ces nombres de fois ; HWSATS 8 X 4 — 12, R contient ici 12 fois r.
Comme les bases et les hauteurs pourraient ne pas se contenir exactement, on dit plus généralement que la mesure d’une aire ABCD (fig. 127) est son rapport avec une autre abcd prise pour
unité (n°* 86, 71); cette mesure est le produit du rapport + des
. H A . ( r bases par celui 7 des hauteurs. Il en est de même de tout parallé-
logramme. D'où il résulte que si / représente le nombre abstrait B HA M , esse US AS
F+ ra 7 l’aire du parallélogramme est / fois celui qui est l’unité de la surface.
Si l’on prend pour unité d’aire le carré abcd (fig. 128) dont le côté est l’unité linéaire, on a b — h — 1, d'où R — BH. BH estle produit abstrait des nombres d'unités linéaires contenus dans B et H ; soit encore ce produit BH — |, l’équ. revient à À — l fois le carré pris pour unité d’aire. Ainsi, l’aire d’un parallélogramme est le produit des nombres de fois que l’unité linéaire est contenue dans sa
AIRES DES POLYGONES. 265 base et dans sa hauteur, ce qu’on exprime d’une manière abrégée, quoique incorrecte, en disant que l’aire d’un parallélogramme est le produit de sa base par sa hauteur.
La mesure de l'aire 4BCD (fig. 110) du rectangle qui a ses côtés égaux est BC X BC; l'aire du carré est donc la seconde puissance de son côté. C’est pour cela que les mots carré et seconde puissance sont regardés comme synonymes.
252. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des lignes évaluées en nombres, doit se dire aussi des rectangles qui ont leurs | côtés pour facteurs. Par exemple, la proposition (n° 228) peut s’énoncer ainsi : Le carré construit sur la tangente est égal au rectangle qui a pour base la sécante entière, et pour hauteur sa partie extérieure; et ainsi des autres.
Le caractère essentiel des démonstrations géométriques est de réunir la rigueur du raisonnement à une clarté comparable à celle des axiomes. On ne doit jamais y perdre de vue les objets comparés : ainsi ces théorèmes n'ayant été obtenus que par des calculs fondés sur la théorie des lignes proportionnelles, nous donnerons ici une démonstration directe des trois propositions fondamentales, relatives au rapport des aires, Les autres en dérivent ensuite sans efforts, ainsi qu'on peut s’en convaincre en les reprenant tour à tour.
253. I. Construisons (fig. 129)sur la ligne 4C—.4B + BC les carrés AF et AI : il est visible que l'aire 47= AF+FI+ EH CF, ou = AF + FI + 2CF, parce que les rectangles £H et CF sont égaux. Comme 4F est le carré de 4B, FI celui de BC, on retrouve ainsi la proposition,
(a + D} = a + 2ab + b’, a et b étant des lignes, et a°, b°, ab des aires. Pareillement, 4F — AI + FI — 2£E1, à cause de BD = BI — FI et de £7 — BI : on retrouve donc aussi
(a — b} = a? — Lab + BP.
254. IL. Soit un triangle 4BC (fig. 130) rectangle en À; décrivons des carrés BF, BG, AE sur ses trois côtés; puis menons les obliques 4F, BE et la perpendiculaire Æ4ZL sur l'hypoténuse BC. Les triangles 4CF, BCE sont égaux ; car leurs angles en C se composent de l’angle commun BCA plus d’un angle droit BCF ou ACE;; d’ailleurs, les côtés adjacents sont BC = CF, 4C — CE, côtés des
carrés. Mais ces triangles sont les moîïtiés des rectangles CD, AE, puisque les bases communes sont CF, EC, et que les sommets À et B sont sur les bases opposées DZ, BA : donc rectangle CL — AE. On prouve de même que rectangle BL — BG, et ajoutant ces équations BF= AE Æ BG, ouæ@ = bc ; c'est-à-dire que le quarré construit sur l’hypoténuse est égal à la somme des carrés construits sur les côtés de l’angle droit (comme n° 221, 4°).
Les rectangles CZ et BF de même hauteur sont entre eux
| . |, CE où CT CD" comme les bases DC et BC : ainsi TTBT NEA
BG _BD , AE _ CD BF, BG ACL B CRD
Ces propositions reviennent à celles du n° 221, ® et 8, * II. Si le triangle BC n’est pas rectangle (fig. 131), et que l’angle À soit aigu, faites la même construction que ci-dessus , et abaissez BX, CM perpend. sur les côtés opposés. Le même raisonnement prouvera que les triangles 4CF, BCE sont égaux, ainsi que les rectangles CL, ÜK, dont les aires sont doubles de celles des triangles. Ainsi, rectangle CL — CK — AE — AK; rectangle BL — BM — BG — AM. Or, les triangles rectangles BAT, AOC sont semblables, à cause des deux côtés perpendiculaires qui comprennent un angle égal (no 205, 8°); d'où 47 : 40 :: AB" AC, et ATX 4C— 40 X AB, rectangle 4X — AM. Ajoutant donc les rectangles CL et BL, il vient BF — AE + BG — 24K, ou @ = bp + ç — 2b X AI (comme n° 222).
Si l’angle BAC est obtus (fig. 133), la même construction donneencore le triangle BCE—CAF, d'oùrectang. CL=CK=AE+LAK : on trouve de même BL = BG —- AK ; ajoutant, il vient
BF = AE + BG + 24K, ou æ& = b L © L 2 X AI
(comme n° 222).
255. Le côté du carré équivalent à un parallélogramme est moyen proportionnel entre sa base et sa hauteur. Gar soient B la base, A la hauteur d’un parallélogramme, et x le côté du carré équivalent, on a 2° — BH. D'après cela, pour carrer un parallélogranime , ou en avoir la quadrature (n° 251), portez-en la base et la hauteur (6g. 92), de B en C, et de B en D, sur une droite; puis , sur le diamètre BC, décrivez une demi-circonférence BAC qui coupera en 4
; on à encore
T'ES PPS a ; cé nak ent 5 " ET ai Là: - Le
AIRES DES POLYGONES
la perpendiculaire DA menée en D sur BC: la corde BA sera le côté du carré cherché (n° 227). Si la figure donnée est le rectangle CL (fig. 180), en prenant BC — DE, on a le carré CT = rect. CL.
256. L’aire du triangle est la moitié du produit de sa base B par sa hauteur H, ou — = HB, d'après ce qu’on a dit (n° 249).
1° Le carré équivalent à un triangle donné est 3? — : BH ;on a donc la quadrature d'un triangle, en cherchant une moyenne proportionnelle entre la hauteur et la moitié de la base, c’est-à-dire en prenant (fig. 130) BD égal à la moitié de la base, et BC à la hauteur, et achevant la- construction comme ci-dessus ; BG est équi-
valent au triangle proposé.
20 Les triangles ABF, BIC (fig. 134) qui ont même hauteur, sont entre eux comme leurs bases AF, IC.
Pour couper par une ligne BF un triangle 4BC en deux parties qui aient entre elles un rapport donné, il suffit. de partager (n°217, 4°) la base ZC en deux segments 4Æ, FC qui soient dans ce rapport, et de tirer BF,
Soit un polygone ABDE' .... (fig. 135) ; menons 4D et
sa parallèle BC, qui rencontre en C le côté ED prolongé; enfin, tirons 4C. Le triangle 4BD peut être remplacé par 4CD, qui lui est équivalent; ainsi l'hexagone 4BDE FG est équivalent au pentagone ACEFG.
En appliquant de nouveau cette construction à ce pentagone , on le changera en un quadrilatère,' puis en un triangle, et enfin , si l’on veut, en un carré. On sait donc réduire tout polygone à un triangle, ou à un carré équivalent.
258. L’aire d’un polygone s'obtient ende décomposant en triangles, et cherchant l'aire de chacun. Si le polygone est régulier, comme ABCD . ... (fig. 112), l’aireest égale au périmètre, multiplié par la moitié du rayon OG du cercle inscrit, qu’on nomme #pothème, Car # étant le nombre des côtés, on prendra # fois l'aire ADR d’un des triangles au centre, savoir,
n X AB X = OG = périmètre X + OG.
259. L’aire du trapèze AHah (fig: 82) est le produit de sa hauteur | par la moitié de la somme de ses bases parallèles, ou par la ligne menée à distance égale de chacune. En effet, menons 4C parallèle à ah,
puis Æ£e par les milieux de 4A et ah; Ee sera parallèle à 7h (n° 220, 4°), Or, l'aire du parallélogramme 4Cha est le produit de
sa hauteur par Ch ou Be : celle du triangle 4HC est le produit de cette même hauteur par + 4C ou E'B ; ainsi, l'aire 4Hah est le produit de la hauteur commune par £e, ou par AC + + AC, ou enfin par £(4a-4 Hh) (voyez, pour l'aire du quadrilatère, n°° 318, V ; et 364, VD).
260. L’aire (fig. 112) du trapèze 4Bba = + Gg X (AB + ab). En multipliant 4B et ab par le nombre des côtés des polygones réguliers ÂBCD ....,abcd...., on obtient leurs périmètres P et p. Ainsi, la différence de leurs aires est — + Ggq (P + p). Comme Gg tend sans cesse vers zéro, lorsqu'on fait croître le nombre des côtés, et que + (P + p) approche de plus en plus de la circonférence, cette différence peut êtrerendue aussi petite qu’on veut. Ainsi, l’aire du cercle est la limite des aires des polygones réquliers inscrits et circonscrits (n° 113).
L’aire C d’un cercle de rayon R est le produit de la moitié du rayon par sa circonférence, où du carré du rayon par le rapport 7 de la circonférence au diamètre. En effet, soient « l'excès de l’aire du polygone circonscrit sur celle du cercle, p la circonf., et B l’excès du périmètre du polygone sur la circonférence ; l'aire de ce polygone, ou C- « est donc (n° 258) —+ À (p +- 8). Comme les variables « et B décroissent indéfiniment *, on comparera les termes constants (n° 113), et l’on aura, à cause de p —27R (n° 248), -
cercle C—?pR= circonf. X <R= 7R.
Soit D le diamètre, on a cercle — ;7D°, ou à peu près
DE
Lorsque l'aire C du cercle est donnée, le rayon
—0,31831, log. 1.50285018.
R= \À/ T=VF0, =
* Observons qu’on aurait été conduit au même résultat, si, raisonnant d’une manière analogue, mais inexacte, on eût négligé les termes « et 2, qui doivent disparaître ensuite : c’est ce qui arrive dans la méthode des infiniment petits, où l'on considère la circonférence comme un polygone régulier d'une infinité de côtés ; car alors € est l'aire de ce
r ® “ D] R La Fr e A polygone, at p le périmètre, et l’on trouve € — HN Ce procédé pourrait donc être re-
gardé comme parfaitement rigoureux, si l’on s'assurait à priori que les termes ainsi négligés sont infiniment petits. Consultez, à ce sujet, les Réflexions sur la Mélaphysique du Calcul infinitésimal, par Carnot.
POLYGONES SEMBLABLES, à 269
Un rectangle qui a pour base la demi-circonférence rectifiée, et pour hauteur le rayon, est égal au cercle ; on à ainsi la solution approchée du fameux problème de la quadrature du cercle. Pour le résoudre rigoureusement, se qui est à peu près inutile, il faudrait trouver la valeur exacte de 7.
261. L’aire du secteur AOBI (fig. 136) est le. produit de la moitié du rayon par l’arc AIB ; en effet on a
AOBI ATB cercle s
circonf.
La longueur de l'arc 4ZB est connue (page 262) : ainsi Secteur = TE he, log h =3.9408478.
l'arc ÆZIB étant le ne de la circonférence, et « son nombre de degrés. :
L’aire du segment 4ZLBI est égale à celle du secteur, moins le triangle 4OBL (n° 364, VIT).
Aux arcs semblables et concentriques 4BD , abd (fig. 168), circonscrivons des portions de polysones réguliers ; le système de ces trapèzes formera une aire dont la limite sera 4DBabd. 11 est aisé d’en conclure que l'aire 4BDabd, comprise entre deux arcs concentriques, est égale au produit de la distance a entre ces arcs, multipliée par la moitié de leur somme , ou par l’arc a’ b'd’ décrit à distance égale de l’un et de l’autre (n° 259).
On peut toujours évaluer, par approximation, une aire curviligne, en la considérant comme un polygone dont les côtés sont fort petits, et la décomposant en triangles ou en trapèzes. Par exemple, tracons dans l'aire a 4Dd (fig. 162) les parallèles équidistantes 4a, il, bB, kK....dD, que nous désignerons par p'p”...., pl), et menons une perpend. quelconque «'d”’ sur Æa : l'aire sera ainsi coupée en trapèzes, dont les aires sont + (p + p”)k,2(p" Lp)k..., k étant la distance de deux parallèles. La somme est a4Dd — k (Cp Hp" Lp.. + + pl); ainsi, Paire curviligne est le produit de la distance k entre les parallèles, par leur somme diminuée de la moitié des deux extrêmes.
Comparaison des Surfaces.
262. Comparons les aires des polygones semblables. 1. Les aires de deux triangles semblables ABC, abc (fig. 137) sont
comme les carrés de leurs côtés homologues. Car la similitude donne
— — Le mais les perpendiculaires BD et bd aux bases 40, ac,
ab forment les triangles semblables 4BD, abd, d'où D = SE
donc — (ce qui est conforme au théorème 243). Multi-
BD pliant les deux membres par go na
= mm 2 met en
IT. Les aires de deux polygones semblables ABCD, abcd, sont comme
les carrés de leurs lignes homologues (fig. 118). Car la similitude
À AB
des triangles 4BC, abc (n° 242) donne la proportion L ER
rh AC? AB?
on a de même TS rs Et0r; réunissant ces rapports ac égaux, il vient T T' N dt AB° ‘fo CT Lulo 4). ei Ré due :7E
ppt 0 PISTES JU ABS ibid BOB VOIR
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263. Concluons de là que, 1° si l’on construit trois polygones M, Net P (fig. 138) semblables, de figures quelconques, dont les côtés homologues soient ceux d’un triangle rectangle 4BC, on aura
EYE AR A PPS RE PER Be FTPBOSE TIC AB? BC+ AC
or, AB? = BC? + 4°; donc M = N + P. Cette proposition étend celle du carré de l’hypoténuse (n° 254) à tous les polygones semblables ; de sorte qu’on peut aisément construireune figure égale à la différence des deux autres, ou à leur somme, ou à la somme dé tant d'autres qu’on voudra, pourvu qu'elles soient toutes semblables.
2° Les aires des polygones réguliers d’un même nombre de côtés sont comme les carrés des rayons des cercles inscrits et circonscrits.
3° Les cercles C, © sont comme les carrés de leurs rayons R, r, ou
POLYGONES SEMBLABLES. 271 de leurs diamètres : car soient z et 8 les excès des aires des polygones circonserits sur celles des cercles G, c ; C4 a, ce 8 seront les aires des polygones ;
ie CHa PR:
d'où © Ti ve: L; puis(n® 119) 2 = À.
Cela résulterait aussi de ceque C= 7 À, c —rr°.
4° Le cercle qui a pour diamètre l’hypoténuse d’un triangle rectangle est donc égal à la somme de ceux qui ont pour diamètres les côtés de l'angle droit; de sorte qu’il est facile de former un cercle égal à la somme ou la différence de tant de cercles qu’on voudra.
264. Deux triangles ABC,abc (fig. 137),qui ont un angle égal A =a, sont entre eux comme les rectangles des côlés qui comprennent cet angle. En effet, les perpendiculaires BD , bd sur leurs bases donnent
ee BD X AC
(n° 256) —— MREPREUT ET STATS : or, les triangles semblables 4BD,
nn AB abd donnent L PTS ABC __ AB X AC
pue abc ab X ac
On peut à l’aide de ce théorème, résoudre les questions suivantes: ,
I. Diviser un triangle ABC (Kg. 134) en trois parties égales, par des droites FD, FE qui se joignent en un point donné F sur la base AC. Divisons la base en trois également aux points Æ et Z ; comme le triangle CBI est le tiers de CBA (n° 256, 2°), l’aire inconnue CDF = CBI. Or, on a,
CDF__ CDX CF.
CBI CB X CI
CD sx. CT
donc CD K CF— CB X CI, ou —— CE — CF?
ce qui prouve (n° 216) que DJ est parallèle à BF, et que, par conséquent , il faut mener BF, puis ses parallèles ZE, DT, et enfin DF, FE, >
II. La même construction sert à diviser l'aire 4BC (fig. 139) en #,5,... parties égales par des lignes FE, FE", FD, FD : il
faut couper la base 4C en autant de parties égales. On sait donc diviser l'héritage triangulaire 4BC, en parts REAISE par des sentiers qui aboutissent à un puits commun 7,
III. Décrire un triangle E'ZX qui soit équivalent à 4BC (fig. 140), dont la base soit £'Z et le sommet situé en un point Æ de la ligne donnée NX.
Supposons d’abord que les deux triangles 4BC, ADF soient équivalents : comme
AB __AF ADS AG
on a AB KXK AC— AD X AF, ou E ainsi, BF est parallèle à DC (n° 216). Donc si l’on veut construire un triangle £ GH — ABC, dont le sommet £ soit donné, la base GH étant dans la direction 47 de celle du triangle donné, on mènera ED parallèle à 4C, puis DC et sa parallèle BF, et l’on aura ADF— ABC : prenant ensuite dans la direction 4C, GH— AF, le triangle GHE sera — ABC, et remplira la condition demandée. Observez que la même construction s’appliquerait encore au cas où , au lieu de donner le sommet £, on donnerait la base GAH ; on pourrait même donner aussi l’angle Z7 : autant de problèmes différents qui sont résolus par le même procédé.
En prenant ÆG pour base, on pourra de même transformer le triangle £ GH en un autre IL équivalent, qui aurait son sommet en Z; on aurait changé Île triangle BC en EIL, le côté EI et : l'angle ZEL étant donnés. Enfin LK, parallèle à E'Z, coupe la droite donnée VX au point X, et le triangle EIK = EIL — ABC résout le problème proposé. On pourrait déterminer le point Æ en se donnant la longueur IK, ou l'angle £ XZ (n° 212, IV), ou toute autre condition.
Des Plans et des Angles dièdres.
De la définition du Plan (n° 154), il suit que
1° Le plan est une surface infinie en longueur et largeur.
2° Trois points , ou deux droites qui se coupent, sont toujours dans un même plan, et en déterminent la position. En effet, on peut visible-
PTANS. £
ment concevoir une infinité de plans qui passent par l’une des droites, ou par la ligne qui joint deux des points donnés, puisqu’on peut faire tourner l'un de ces plans autour de cette ligne comme sur une charnière. Mais ce plan s'arrêtera dans son mouvement, si l'on fixe hors de la ligne un point par lequel il doit passer.
3° Un triangle est toujours dans un plan.
4° Deux parallèles déterminent un plan.
5° Deux plans ne peuvent, sans se confondre , avoir trois points <omruns en ligne droite : ainsi l’intersection de dèux plans est une droite.
266. Faisons tourner l'angle droit PAB (fig. 141) autour de 4B, jusqu’à ce que 4P fasse, avec une troisième ligne 4C, un angle droit PAC; on dit alors que 4P est perpendiculaire au plan des deux droites 4B, AC.
Si une droite AP est perpendiculaire à deux autres AB, AC, qui se croisent en À, elle l’est aussi à toute ligne AT tracée par ce point dans le plan BAC des deux dernières. En effet, évaluons l'angle PAT : pour cela, joignons les trois points P, C, B quelconques, mais tels néanmoins que 4B — AC. Les lignes PB, PC seront egales, à cause du triangle PAC — PAB, Au milieu © de la base BC des triangles isocèles PBC, ABC, menons PO, 40, qui seront perpendiculaires sur cette base BC (n° 163, 2°) ; les triangles rectangles PCO, PAC, ACO donnent
PR = PO + OF, PO = AP. + 407, OP = 4F
d'où PZ — 41° + 4P°; ainsi l'angle P AI est droit; P 4 est perpendiculaire à tonte droite 4Z, tracée dans le plan MN.
On conclut de là, que, 1° es obliques PC, PB(fig. 141), qui s’écartent également dela perpendiculaire AP, sont égales, et réciproquement. Cela suit du triangle P4C— PAB.
Les pieds B, E, D, C des obliques égales PB, PE... (fig. 142) étant sur une circonférence dont le centre esten 4, on voit que, pour abaisser d’un point P hors d’un plan MN une perpendiculaire à -
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ce plan, on marquera trois points Æ, B, C‘sur ce plan, à égales distances de P ; le centre 4 du cercle passant par ces trois points sera le pied de la perpendiculaire.
20 S? l’on fait tourner l'angle droit PAB (fig. 142) autour de son côté AP, l’autre côté AB décrira un plan perpendiculaire à AP ; car menant en 4 le plan MN perpendiculaire à 4P, s'il ne contenait pas la droite 4B dans toutes ses positions; que l’une füt, par ex., AD hors de MN, le plan DAP qui couperait MAN selon CA perpen-
diculaire à 4P, donnerait, dans ce plan DA4P, deux der |
laires CA, DA à AP.
8° Par un point G ou À (fig. 142), on peut oujoure mener un plan
MN perpendiculaire à une droite AP, et l’on n’en peut mener qu'un
seul. Car, soit menée CA perpendiculaire sur 4P ; en faisant tourner l'angle droit PAC autour de AP, 4C décrira le plan ÆN dont il s'agit.
4° D'un point À ou P (fig. 142), on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire AP à un plan MN ; elle est la plus courte distance du point P au plan : plus une oblique s’écarte de AP, plus elle est longue. Comme les obliques égales s'écartent également de la perpendiculaire, on peut en effet ramener ces diverses lignes à être dans le même plan. Si l’on admet, par exemple, que 47 © AC, on prendra
AE = AC dansle plan PAL, et puisque PZ 5 PE = PC, on en “
tire PI © PC.
5° Deux plans ME, mn (fig. 143) perpendiculaires à une même droite AP ne peuvent se rencontrer ; car s’ils n'étaient pas parallèles, en joignant un point quelconque © de leur ligne d’intersection avec les pieds 4 et P, les lignes 40, PO seraient deux perpendiculaires abaissées d'un point © sur la même ligne 4P, ce qui est pure (DEUST DOS
6° Pour mener d’un point P (fig. 141) wne ligne PO, dre laire à une droite BG, située dans un plan quelconque ÆN, on mè-
_nera PA perpendiculaire sur ce plan AZN ; puis du pied 4 de celleci, on abaissera 40 perpendiculaire sur BC; enfin, joignant les % points O et P, PO sera la perpendiculaire demandée. Il suffit, pour x s'en convaincre, de prendre sur BC, OB — OC, de mener 4B et
AC, puis de répéter la démonstration ei-dessus.
Remarquez que le plan PA4O est perpendiculaire sur BC, ce qui |
donne aussi le moyen de smnener, par un point donnéP, un plan perpendiculaire à une droite BC.
PLANS
267. Lorsque deux droites PA, QO (fig, 144) sont parallèles, le plan MN perpendiculaire à l’une PA, l’est aussi à l’autre QO ; car, menant dans le plan HW, la droite 4O et sa perpendiculaire RO; ici, comme fig. 141, BO est perpendiculaire au plan PAO, et par conséquent à VO, qui est dans ce plan P4O (n° 266). Mais en outre, à cause des parallèles P4, 00, l'angle PAO étant droit, 004 l’est aussi ; en sorte que © 0 est perpendiculaire sur 40 et BO, c’est-àdire, sur le plan 40B ou MN.
Réciproquement, deux droites AP, QO, perpendiculaires au même plan MN, sont parallèles entre elles; car, sans cela, on pourrait mener en À une parallèle à 00, autre que 4P ; cette parallèle serait, aussi bien que 4P , perpendiculaire au plan MAN, ce qui serait absurde (n° 266, 4°). |
Donc, deux lignes Aa et Bb (fig, 145), parallèles à wne troisième Ce, sont parallèleS entre elles; car, en menant un plan perpendiculaire à Ce, il le serait aussi à ses parallèles {a et Bb, en vertu de notre proposition : il suit de sa réciproque, que 4a est parallèle à Bb.
268. Les intersections KI, ki (fig. 143) de deux plans parallèles MN, mn par un même plan KKI sont parallèles ; car d'une part elles sont dans un même plan, et de l’autre elles ne peuvent se rençcontrer. |
Donc, 1° la ligne AP, perpendiculaire au plan MN, l’est aussi à tout autre plan parallèle mn; car, en menant par 4P un plan quelconque BCcb, les intersections BC, bc étant parallèles, l'angle bP 4 est droit. Ainsi, 4P est perpendiculaire à toute ligne bc tracée par le point P dans le plan ». j
2% Les parallèles li, Kk, énterceptées entre deux plans parallèles MN, mn, sont égales; car le plan ZÆki de ces lignes donne les parallèles ZX, 2k ; ainsi la figure Z£ est un parallélogramme, d’où
Donc deux plans parallèles sont partout à égale distance l’un de l’autre.
269. St la droite Ce (fig. 145) est parallèle à la ligne Aa, elle l’est aussi à tout plan -AabB qui passe par Aa : puisque Ce est entièrement comprise dans le plan Ac des deux parallèles, si Ce pouyait rencontrer le plan 4b, ce ne serait que dans l'un des points de 44, qui ne serait pas parallèle à Cc.
Étant données deux droites ab, Cc non parallèles, et qui ne se coupent pas, on peut toujours faire passer par l’une un plan paral-
lèle à l’autre, et l’on n’en peut mener qu'un seul; car, par un point quelconque a ou b, menons a 4 ou bB parallèle à cC, le plan 4h sera celui qu’on demande.
270. L'inclinaison de deux plans 4b, Ac (fig. 145), qui se coupent, ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés l’un de l’autre, est ce qu’on appelle un angle Dièdre : nous le désignerons par ba Ac, en mettant les lettres a 4, qui marquent l’intersection, -entre celles b, c, qui se rapportent aux deux faces. :
-Les angles rectilignes bac, BAC, qui résultent de l’intersection d’un angle dièdre par deux plans parallèles quelconques sont éqaux. En effet, ab et AB sont parallèles (n° 268), ainsi que ac et 4C; prenons, sur ces droites, des parties égales ab — AB, ac — AC; menons Cc, Bb, cb et CB. La figure 4b donne (n° 193) Bb égale et parallèle à 4a : de même la figure 4c donne Cc égale et parallèle à Aa. Ainsi, Bb est égale et parallèle à Ce, et la fig. Cb est un parallélogramme. On en conclut CB — cb, et par conséquent le triangle bac — BAC, et enfin, l'angle bac — BAC.
Concluons de là, que, 1° s2 deux angles bac, BAC dans l’espace ont les côtés parallèles et l'ouverture tournée dans le même sens, ces angles sont égaux. Si l'ouverture est tournée en sens contraire, ces angles sont suppléments, comme n° 192, 8°.
2° Les plans de ces angles sont parallèles. En effet, ayant abaissé au sommet a une perpendiculaire a7 sur le plan bac, et mené par le point Z, où elle rencontre le plan BAC, et dans ce plan, les parallèles ZX, IL, à AB et 4C, elles seront parallèles à ab et ac (n° 267). Or, les angles Zab, Zac sont droits et égaux à aZK, aIL. Ainsi al est perpendiculaire au plan ÆZL (n° 266). Donc les deux plans bac, BAC sont perpendiculaires à une même droite (n° 266, be).
8° Les triangles bac, BAC qui joignent les extrémités de trois droites égales et parallèles dans l’espace, sont égaux ; les plans de ces triangles sont parallèles.
271. Soient deux angles dièdres BAPC, bapc (fig. 146) coupés par des plans BAC, bac perpendiculaires à leurs arêtes, AP, ap; les angles dièdres sont dans le même rapport que les angles rectilignes BAC, bac, résultant de cette section, et dont les côtés sont des perpendiculaires menées,dans chaque face,en un point de leurs arêtes, AP, ap.
En effet, 1° en quelque point 4 de l’arête 4P que la section perpendiculaire soit faite, l'angle BÆC'sera le même (n° 270).
2° Si les angles BAC, bac sont égaux, les angles dièdres le sont
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3° Si BAC et bac ont une commune mesure CAx, en la portant sur CAB et cab autant de fois qu'elle peut y être contenue, et menant des plans par les arêtes 4P, ap et les lignes de division 4x, Ax'...., chaque angle dièdre contiendra l'angle dièdre CAPzx, autant de fois que CAx est contenu dans CAB et cab. D'où il suit que les angles dièdres sont entre eux dans le rapport de CAB à cab.
4° Si les angles C4B, cab sont incommensurables , on prouvera aisément (comme n° 181, 2°) que cette proportion a encore lieu.
Concluons donc (nes 36, 71) qu'un angle dièdre a pour mesure lPangle rectiligne qui résulte de l'intersection de cet angle dièdre par un plan perpendiculaire à son arête, puisqu'après avoir pris cab pour unité d'angle, on peut prendre l'angle dièdre cpab qui lui correspond pour unité des angles dièdres, comme n° 182; de sorte qu’en dernière analyse, les arcs de cercle servent aussi ï de mesure aux angles dièdres.
Dans la rencontre des plans entre eux, on trouve les mêmes théorèines que pour celle des lignes. Ainsi, les angles adjacents de deux plans qui se coupent valent deux droits, et leurs angles opposés au sommet sont égaux. Deux plans parallèles, coupés par un plan sécant, forment les angles correspondants, alternes-internes, alternesexternes, égaux ; et réciproquement, etc...
272. Les plans sont dits perpendiculaires, lorsque leur angle dièdre est mesuré par angle droit.
La droite AB (fig. 147) étant perpendiculaire au plan MN, tout plan PQ qui passe par cette ligne est perpendiculaire à MN ; car, en menant dans le plan MAN la droite 4C perpendiculaire sur RP, l'angle BAC est droit (n° 266). Donc, 1° pour élever en A la perpend. AB au plan MN, appliquez sur ce plan le côté PR d’un angle droit PAB, et faites tourner cet angle autour de PR jusqu'à ce que le plan PO devienne perpend. à MN.
2° Par une droite, telle que PQ ou AB (fig. 148), on ne peut mener qu’un seul plan perpend. à MN ; ce plan 4BOP est déterminé par une perpend. 4P à MN.
3° La Projection À d’un point P sur un plan MN est le pied de la perpend. 4P, abaissée du point P sur ce plan.
La projection 4B d’une ligñe PQ, est la suite des pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de la ligne sur le
plan. Si cette ligne est droite, le système de toutes ces perpend. formera un plan PABOQ, perpend. à MN : l'intersection ZB de ces deux plans ést la projection de la ligne PO, projection qui est une drüite déterminée par célles Z et B de deux points P et Q.
L’angle qu'une ligne droite fait avec sa projection sur tin plan ést ce qu'on appelle l’inclinaison de la droite sur le plan. Les lignes AB, AO..:. (fig: 141) sont les projections sur le plan ZZN des droités PB, PO....; et les angles qu'elles forment avec ce plan sont PBA, POA..
273. Si les plans PQ et MN (fig. 147) sont perpend. entre eux, et-
qu’on mène dans l’un PQ, la perpend. AB sur leur intersection PR, elle le sera à l’autre plan MN. Car, si l'on iiène däns ce plan MW, AC perpendiculaire sûr PR, l'angle BC séra droit, puisqu'il mesure celui dés plans : ainsi, 4B sera perfiendiculäire sur PR et sur AC (n° 266).
Récipfüquement, si les plans PO et MIN sont perpend., et que, par un point 4 de leur intersection PR, on élève la perpend. 4B au plan MN, elle sera dans le plan PO; car, si élle n’y était pas, en menant, dans ce plän PO, une perpend. à PR en 4, elle serait unie 2° perpéhd:, en cé point, au plan HN.
Done, si deux plans PO, RS (fig. 149) sont perpend. à un 8° MN, léuf intersection 4B est perpend. à MA : car si par le point 4 on veut élever une perpend. à ce plan #N, elle doit être située à la fois dans-les deux plans PO, RS.
274. La plus courte distance Oo (fig. 145) de deux droites aob, AC, qui né se coupeñt pus, est la ligne perpend. sur l’une et Pautre. Car faisons passer par ab un plan bac parallèle à ZC, et par 40 un plan BAC pârallèlé à ab (ne 269) : la plus courté distance cherchéé sera visibleinent celle des plans parallèles bac, BAC (n° 268, 2e). Par ab, on mènera ün plan baZX perpend. au plan BAC; l'intérséction ÎK coûper4 4C en un point O; enfiñ, élevant Oo perpend. süt le plan BAC, Oo sera la ligne cherchée.
275. Deux droites AB, CD (fig. 150) sont coupées en parties proporhionnelles par trois plans parallèles RS, PQ, MN. En effet, hénons AD, et tirons les droites BD, EF, FG, AC; EF $era parallèle à BD (n° 268), ainsi que AC à Æ°G. On aura donc
AË _AF CAF CES AT OUR ES FD FD CD" FER
ANGLES POLYÈDRES. 279 Des Angles polyèdres.
276. Lorsque divers plans (fs. 151) ont pour intersections successives, deux à deux, des droites S4, SB, SC...., qui se réunissent en un même point S, l’espace indéfini renfermé entre ces plans est ce qu'on nomme Angle polyèdre ou Angle solide. Chacun des angles ASB, BSC.... qui le composent sont des Angles Plans.
Et si cet espace est limité par un plan 4BCDE, le corps SABCDE s'appelle une Pyramide.
Si le polygone 4BCDE, qui sert de base à une pyramide, est régulier, et de plus, si la perpendiculaire S77, abaïssée du sommet S passe par le centre 77 du polygone, la pyramide est dite régulière.
Du reste, on distingue les pyramides, ainsi que les angles polyèdres, par le nombre de faces qui composent l’angle S': un angle Trièdre a trois faces ; un angle ÆHevaèdre en a six, etc.
277. Tant de lignes SA, SB.... qu’on voudra (fig. 151), partant d’un point S, sont coupées en parties proportionnelles par deux plans parallèles AC, ac; ou, les arêtes d’une pyramide SAG sont coupées proporhonnellement par un plan ac parallèle à sa base. Car les parallèles 4B à ab, BC à bc.... donnent
SA SB AB SB SC BC
et comme ces proportions s’enchainent par un rapport commun, on trouve Ta EU —e..ss Sa Sb Sc
La réciproque se démontre aisément.
278. Le polygone abc. ..., qui résulte de la section d’une pyramide par un plan ac parallèle à sa base AG, est semblable à cette base.
AB BÜ,r CD ne Car on a aussi —— — —— ———,,.,;et comme d’ailleurs les ab bc cd côtés des polygones 4BC...., abc.... étant parallèles, les angles A et a, Bet b.... sont égaux (n° 270), on en conelut que ces polygones sont semblablés. Ces polygones sont entre eux comme les carrés des distances au sommet ; car, en menant la perpendiculaire SA sur ABC...,,elle coupera abc... en, etl’onaura rs = RAT — ab abcd....
. AB SB SH (n 262); maIls rl Fa — TS 279, Dans tout angle trièdre S (fig. 154), l’un quelconque des an-
; donc. ...
gles plans est plus petit que la somme des deux autres : il n’y a lieu à démontrer la proposition qu’à l'égard du plus grand angle plan ASE. Prenons donc, dans cette face, l'angle DSE — FSE ; puis menant la droite quelconque ÆB, prenons sur l’arête SF une partie SC — SD. Les triangles DSB, CSB sont égaux, et donnent BD = BC ; et comme BA <° BC + CA, on entire 4D <° AC: Ainsi, les triangles 4SC, 45D ont l'angle 4SD << ASC (n° 173), et par conséquent l'angle
BSA < BSC + CSA.
280. Un angle polyèdre S (fig. 183) a la somme des angles plans: qui le composent moindre que quatre angles droits. En effet, puisque l’angle polyèdre S est convexe, on peut toujours le couper par un plan qui donne une base ABCDE, et forme la pyramide S4D. Des angles de cette base menons les lignes O4, OB, OC.... à un point O intérieur et arbitraire : elle aura autant de triangles qu’il y en a pour former l'angle S; et la somme des angles de ces divers triangles sera de part et d'autre la même.
Cela posé, on a l'angle plan 4BC < ABS —- SBC ; on en doit dire autant des autres angles trièdres C, D....; d’où il suit que la somme des angles du polygone 4BC.... est plus petite que la somme des angles à la base dans les triangles S4B, SBC....; donc la somme des angles plans en S' est, pour compenser, plus petite. que la somme des angles en O.
On ne peut donc former , avec des polygones réquliers égaux, plus de eg polyèdres; car, 1° GE angle de l’hexagone régulier valant + d’un droit (n° 237), ou + 2), trois de ces angles font 4D, et ne Laden être employés à Pan PE un angle polyèdre. A plus forte raison , ne pourrait-on pas employer quatre hexagones réguliers , ou des dia cones etc.
2° On ne peut, avec 4, 5 . . . pentagones réguliers , composer un angle polyèdre, non plus qu'avec 4, 5.... carrés, ou 6,7.... triangles équilatéraux ; car chacun des angles vaut respectivement D, 1D,<D.
3° Ainsi, le corps dont il s’agit ne peut avoir ses angles polyèdres formés que de trois pentagones réguliers, trois carrés , 5, 4, ou 3 triangles (voyez la Géométrie de M. Legendre, app. aux livres Vlet VII : on y démontre qu’on peut en effet former ainsi les polyèdres réguliers à 12, 6, 20, 8 et 4 faces ).
281. Deux angles trièdres S ets (fig. 152 et 154), formés d’angles plans respectivement égaux ESF — esf, ESG = esg , FSG — fsg, ont leurs angles dièdres égaux. Car, si l'on prend deux arêtes égales Sb, sb, et qu’on leur mène les plans BAC, bac perpend., on aura visiblement les triangles rectangles égaux SBC—sbc et SBA—=sba ; d’où SC = sc, SA — sa ; donc le triangle SCA = sca, et par suite le triangle BAC — bac. Ainsi, l'angle 4BC = abc, ou plutôt l’angle dièdre 4BSC — absc. Il en est de même des deux autres angles dièdres.
1° Si les angles plans égaux sont disposés dans le mêmeordre, comme dans les fig. 152 et 154, en appliquant la face asb sur son égale 4SB, sbe se placera sur SBC, sc sur SC, et bea sur BCA : ainsi, Les corps coïncideront.
2° Mais si les angles plans ésaux ne sont pas disposés dans le même ordre (fig. 154), 4SB — A'S'B, ASC — A'S'C' et BSC = B'S"C', alors les angles dièdres sont encore égaux , mais ils ne peuvent plus coïncider. Pour appliquer le triangle 4’B'C’ sur son égal 4BC, il faut renverser le corps S°4'C'B", placer B'C' sur BC, A'B° sur 4B et 4'C’ sur 4C; l’un des corps se trouve situé en dessus de la base ZBC, l’autre est en dessous (fig. 155). Les corps sont alors Symétriques (voy. n° 300) ; car les perpend. SB, S’B sur le plan de la base commune Æ4BC sont égales.
3° Ilest visible qu'on pourra encore faire coïncider les angles trièdres Sets (fig. 152, 154), s'ils ont un angle dièdre égal formé par deux angles plans égaux et semblablement placés.
4e Siles angles polyèdres S et S' (fig. 151) sont formés d’angles _dièdres égaux et d’angles plans égaux, chacun à chacun, et disposés dans le méme ordre, ils seront éqaux. Car, menons des plans par l'une des arêtes SB et par toutes les autres, ils formeront les angles trièdres ESAB, ESBD .... Opérons de même sur #’; l'angle dièdre ESAB — E'S'4'B, donne l'angle plan ESB— E"S'P', et l'angle _ dièdre 4AESB — A'E’S'B, mais, par supposition, l'angle dièdre AESD = A'E'S'D'; retranchant, il vient BÈSD — B'E'SD'. Donc l'angle dièdre BESD — B'E’S'D' : et ainsi des autres.
Surfaces des corps.
282. On nomme Prisme (fig. 157) le corps engendré par le mouvement d'une droite Æa, qui se meut parallèlement, son extré-
mité 4 décrivant un polygone quelconque 4BCDE , et sa longueur Aa restant la même. Si l’4réte Aa est perpend. au plan de la Base ABC...., on dit que le prisme est Droit.
Comme 4a est égale et parallèle à Bb, Ba est un parallélogramme (n° 193); il en est de même de Cb....; donc, toutes les faces latérales d’un prisé sont des parallélogrammes. Une partie quelconque Aw de l’arête Æa engendre aussi des parallélogramines Ba’ Ch'...., de sûrte que le polygone a’h'c".... décrit par le point 4, ayant ses côtés égaux et parallèles à la base 4BC....,ces polygones sont
égaux, et leurs plans sont parallèles (n° 270, 2e). Done, toule section .
faite dans un prisme. par un plan parallèle à la base est égale à cette base : les basés opposées ABC . .,., abc .:..sont donc égales et parallèles. La distance de ces bases est la Jauteur. | 283. L’aire d’un prisme est le produit d’une arête Aa (fig. 158) par le périmètre d’une séction perpend. be’... . 11 est visible que, les deux bases exceptées, l’aire du prisme est la somme des aires des
Le . . . . . . \ ‘ pärallélogrammes qui le composent. Sile prisme est droit, l'aire
est lé produit du contour de sa base par une de ses arêtes. En coupant le prisme Æc par un plan ab'c'.... perpendiculaire à
l’arête a, et plaçant la partie supérieure a’c sous l’inférieure 40,
de sorte qüe abc. coïncide avec 4BC..., le prisme deviendra droit. Donc, etc.
284. Supposons que la base du prisme soit un parallélogramme ABCD (fig. 156); oùtre les faces 4C, ac égales et parallèles, on a encore la face 4b égale et parallèle à De, puisque les côtés des angles a AB, dDC sont égaux et parallèles (n° 270). De même, pour les faces Bc, 4d : c’est ce qui a fait donner le nom de Parallélépipède au prisme dont la base est un parallélogramme, puisque les six faces sont égales et parallèles deux à deux, en sorte que l’on peut prendre l’une quelconque pour base.
Réciproquement, le corps formé de six faces parallèles deux à deux est un paralkélépipède ; car les plans 4C, ac étant parallèles , AB est parallèle à ab (n° 268), 4a l'est à Bb; la face 4b est donc un parallélozgramme : de même pour Bc, 4d....; doncle polyèdre peut être considéré comme engendré par le mouvement de 4a glissant parallèlement sur les côtés de 4BCD.
Un prisme est déterminé lorsque la base 4BC.... (fig. 157) et l’arête génératrice {a sont données de grandeur et de position ;
donc un parallélépipède l’est (fig. 156), lorsqu'on connait l’un de
ses angles trièdrès 4 et les longueurs des arêtés 44, 4B et AD qui le forment: »
Si l’arête Æa est pérpenü, à la base (fig. 166), et si cette base est ün rectangle, le parallélépipède est Rectangle : tous les angles y sont droits ; chaque arête est pérpend., aux plans qui la terminent ; cat oh sait que trois droites 4a, AD et AB étant perpend. entré elles, chacune l’est au plan des deux autres (n° 266) ; sien outre les arêtes sont égales, le prisme est nomimëé Cube.
285. Le plan DdbB (fig. 156) qui passé par deux arêtes oppo“ sées, donne un parallélogratime dont /és diagonales Db, Bd se coupent en deux parties égales (n° 233) ; les quatre diagonales Db, Bd, Ac, Cd se coupent donc au même point O ; car Bd coupe Db en son iilieu ©, et Ac doit aussi couper Db en deux parties évales.
266. Lorsqu'une courbe quelconque 4CDB (fig. 159) tourne autour d'un axe Æ4B, elle engendre une Surface de révolution. Le caractère distinctif de ces surfaces consiste en ce que, quelle que soit la courbe génératrice ACDB, tout plan perpend. à l’ave donne pour intersection une circonférence de cercle. Car la droite DZ, perpend. à 4B, détrira dans son mouvement un plan perpend. à l'axe (n° 266, 2°) ; de plus, le point D conservera toujours la même distance DJ à cet axe. ñ
287. Le Cylindre est un corps engendré par une ligne indéfinie Aa (fig. 160) qui se meut parallèlement en glissant sur une courbe quelconque 4BCD. Nous regarderons ici le cylindre comme teriñiné par deux bases datallèles ABCD , abcd ; la Hauteur est la distance entre les bases.
Inscrivons et circonscrivons des polygones à la base du cylindre : la génératrice, en glissant sur leur contour, décrira deux prismes, dont le cylindre est visiblement la limite *, comme sa basé est la limite de leurs bases, Il est aisé de conclure de là, que
le Toute séction faite dans un cylindre PENSE à la base donné une courbe égale à celle de la base.
2° L’aire d’un cylindre droit Ac (fig. 161) est le produit du périmètre
* Cette proposition repose sur celle-ci, qui est analogue à celle du n° 172, êt que nous régardons comme évidente, d’après l’idée que nous nous formons de l'étendue des aires : l'aire d’une figure plane est moindre que celle de toute surface terminée au même contour; et de deux surfaces convexes terminées à ce contour, la plus grande est celle qui enveloppe l’autre.
de sa base par sa hauteur. En effet, soit C le contour de la base, « l'excès du périmètre du polygone circonscrit sur C, en sorte que ce périmètre = C + x; Aa = H ; enfin, S l'aire du cylindre, et B l'excès de l'aire du prisme circonscrit sur S, on aura SL B— H (C+- à), d'où (n° 118), S— AH X C.
3° Sile Rene est me Ac (fig. 160), la section a'b'c'd’ perpend. à la génératrice forme deux corps 4c’, ca’ qui rapprochés par leurs bases ac et 4C, qu’on fait coïncider, donnent un cylindre droit. Ainsi, l’aire du cylindre oblique est le produit de sa génératrice Aa par le contour d’une section a’b'c'd’ perpend. à 4a.
4° Le rectangle qui a pour hauteur la génératrice d’un cylindre droit, et pour base le contour de sa base rectifiée, est égal à l'aire de ce cylindre. C’est ce que Monge nomme le Développement de cette surface. Lorsque le cylindre est oblique, la section perpend. à l'arète se développe suivant une ligne droite a’d’ (fig. 162) à laquelle toutes les génératrices sont perpend. Si donc on élève en divers points a’, b', c’, d’, des perpend. sur lesquelles on portera en dessus et en dessous des parties a'a, a À, b'b,b'B,.... respectivement égales aux portions de chaque génératrice, tant en dessus qu’en dessous de la section a’b'c'd’ (fig. 160), on aura l’aire aD, terminée par deux courbes parallèles abcd, ABCD, et qui sera le développement de la surface du cylindre.
5° On ne considère dans les éléments de Géométrie que les cylindres dont la base est circulaire : l’ Axe est la droite parallèle à la génératrice et qui passe par le centre de la base. Le Cylindre droit peut donc être regardé comme engendré par la révolution d’un rectangle 4 Ooa qui tourne autour d’un de ses côtés Oo. Toute section faite parallèlement à la base, dans ce corps de révolution, est un cercle (1° et n° 266) égal à cette base. L’aire est S—27R}H ; étant la hauteuret R le rayon de la base (n° 248).
266. L’aire d’une pyramide s'obtient en ajoutant les aires des triangles qui la composent : si la pyramide est régulière, l’aire est le produit du demi-contour de sa base par la perpendiculaire menée du sommet sur un de ses côtés, parce que ces triangles sont égaux, et ont pour hauteur commune cette perpendiculaire qu'on appelle Apothème.
289. On nomme Cône le corps engendré par une droite indéfinie AS (fig. 163) assujettie à passer toujours par un point fixe S, qui est le Sommet, et à glisser sur une courbe donnée quelconque 4BCD.
Cette surface est formée de deux Vappes opposées , réunies en S. Nous ne traiterons ici que du cas où la base est circulaire : l’Axe est la ligne SO menée du sommet S au centre © dela base : la Jauteur est la perpendiculaire menée du sommet sur cette base. Quand cette perpend. se confond avec l’axe, on dit que le cône est Droit (fig. 164); on peut le concevoir engendré par un triangle rectangle ASO qui tourne sur un côté SO de l'angle droit. Toute section parallèle à la base d’un cône droit est un cercle (n° 286).
290. Si l'on inscrit et circonscrit des polygones réguliers au cercle de la base d’un cône droit (fig. 164), en menant des lignes de leurs angles au sommet $, on formera des pyramides régulières, l'une inscrite, l’autre circonscrite au cône, qui sera visiblement leur limite. Il suit de là, que
1° L’aire du cône droit SAC est le produit de la circonf. C de sa base, par la moitié de sa génératrice SA. En effet, soit « l’excès du périmètre du polygone circonserit sur la circonf. €; la pyramide circonscrite a pour aire = À (C<- «), en désignant par .4 l’apothème SA qui est la génératrice. Mais soit S l'aire du cône et B l'excès de celle de la pyramide sur $'; on aura SH 8 —+5A(C +4), d'où (n°1183)$—<4.C;onadoncS—74R, R étant lerayon de la base.
2° Si, avec un rayon SA — la génératrice À, l’on décrit un arc ABD (fig. 168) d’une longueur égale à la circonf. de la base, le secteur 4SD aura la même aire que le cône (n° 261). Ce sera son développement ; les génératrices seront les divers rayons de ce secteur.
3° Le cône tronqué ADda (fig. 165) a pour aire le produit de son côté Aa, par la moitié de la somme des circonf. AG, ac des bases, ou
par la circonfér. ad’ menée à distances égales de ces bases. En effet, les sections ad, a’d’ sont des cercles (n° 286); l'aire du tronc 4Dad est la différence des aires des cônes SD, sad. Si d’un même centre S (fig. 168), avec les rayons S4, sa des génératrices de ces cônes, on décrit des arçs D , ad; qu'on prenne Æ4BD égal à la circonf. 4C de la base inférieure , qu'on mène les rayons S4, SD, l'arc abd sera égal à la circonférence supérieure acd ; car d’une
SA ABD cire. AC û VAS part Re den 2 AL ee PR de l’autre (fig, 165), ce même . ABD cire. AC
rapport S4 = ———— PI Sa abd circ. ac -
suit que les aires des secteurs SABD, Sabd sont équivalentes à celles
; donc abd = circ. ag. Il s’en-
des deux cônes, et que l’aire Aabd DB l’est à celle du rang dont elle est le développement. Donc (n° 261)
cette aire — Aa X a’ b'd'= Aa X + (ad + AD).
291. La Sphère est un corps (fig. 167) engendré par la révolution d’un demi-cercle {DB sur un diamètre 4B. Dans cette révolution , un arc quelconque DF'ou DE engendre une: Zone ; l'arc AD décrit une Calotte ou Zone à une base ; le secteur ÀCD produit le Secteur sphérique ; enfin, le segment 4DG engendre le Segment sphérique.
IL suit de là que la surface de la sphère a tous ses points à égale «
distance du centre C, et que si l’on fait tourner le cercle générateur
ADE BG autour d’un autre diamètre quelconque DA, il produira la même sphère. Par conséquent, tout plan qui passe par le centre M coupe la sphère suivant le cercle générateur qu'on nommeun Grand …
cercle de la sphère.
Un plan quelconque coupe la sphère suivant un cercle ; car, soit DG ce plan ; menant le diamètre 4B perpend., on peut supposer que la sphère a été engendrée autour de cet 4xe de révolution (n° 266). Le diamètre du cercle est la corde DG ; c'est pour cela qu'on nomme Petits cercles de la sphère ceux dont le plan ne passe pas par le centre. La base d'un segment sphérique est un petit cercle.
292. Le plan qui n’a qu'un point commun avee la sphère s’ap- « pelle Tangent : toute droite menée du centre C (fig. 167) à ce plan, « étant plus longue que le rayon C4 mené au point de contact, puisqu’elle ne peut atteindre ce plan qu’en sortant de la sphère ; ce «
rayon est donc perpendiculaire au plan tangent (n° 266, 4°). Rée:iproquement, si la ligne C4 est la plus courte ligne qu’on puisse mener du centre à un plan, ce plan n'aura que le point 4 commun
avec la sphère et lui sera tangent, puisque toute autre ligne menée »
du centre C étant > C4, devra sortir de la sphère. Faisons tourner une tangente quelconque AT, ainsi que le cercle
ADB, autour du diamètre 4B, AT engendrera le plan tangent à“
la sphère.
Lorsqu'un polygone ABDI.... (fig. 169) tourne autour
d'un axe 40, chaque côté DJ engendre un tronc de cône dont l'aire (n° 290, 3°) est DZ X cire. XL ; K étant le milieu de DJ, et
KL perpend. sur l'axe 40. Il est done bien facile d’avoir l’aire en- |
gendrée par ABDI. ..,
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Mais si le polygone est régulier , cette aire devient plus aisée à obtenir ; en effet , soit inscrit un cercle, et mené DG parallèle à l'axe 40 de révolution , puisle rayon XC :les triangles DIG, LXC
DI KC cire. XC ayant leurs côtés perpend. donnent ——- ARE A erni LI d'où l’on tire, l’aire du tronc de cône engendré par ADIM = DI X cire. KL = DG YX cire. XC. Cette aire est le produit de la cireonf. du cercle inscrit par la hauteur DG ou H} de ce tronc,
Il est visible que la même chose a lieu pour le cylindre engendré par le côté ZP parallèle à 4ÂO. Quant au cône que décrit BA, son aire (n° 290, 1°) est + BA X cire. BN; et les triangles semblables ABN, OCA donnent de même Q4 X cire, BN = AN X cire. QC, Il en résulte que la somme des aires engendrées par la révolution de plusieurs côtés de polygone régulier, est égale à la circonf, inscrite multipliée par la somme des hauteurs.
Il suffit, pour notre démonstration, que la portion de polygone générateur soit circonscriptible au cerele : or, la calotte ou la zone sphérique est visiblement la limite de l’aire engendrée par une semblable partie de polygone; d’où il est facile de conclure que, 1°/’aire de la calotte DAG (fig, 167), ow de la zone sphérique DFNG est le produit de sa hauteur AI ou KI par la circonférence d’un grand cercle, Soit À le rayon de la sphère, X la hauieur de la calotte engendrée par DA; ou de la zone décrite par l'arc FD ou FE ; on a(n° 248)
La
surface de la zone — 27 RX;
2° Ainsi, en prenant le diamètre 4B pour la pihotit X, on trouve que l’aire de la sphère est le produit de son diamètre par la circonférence d’un grand cercle, ou quadruple de l’aire d’un grand cercle; donc surface de la sphère = 2R X cire. R — {7R?, |
ou environ = D X (3 L +) D, D étant le diamètre. 3° Pour trouver le ie de la sphère dont l'aire 4 est donnée,
on évaluera R — V+ — 0, 079878. À 0719578 . À
4° Menons les tangentes DE, DG, GF, EF (fig. 170) perpend, et parallèles au diamètre AB; le carré £G engendrera, dans sa révolution autour de 4B, le Dion cérconscrit à la sphère. L'aire ae‘ jh" de la zone produite par un arc quelconque b'f'est égale à celle du ey-
lindre ae’e” a”, puisqueleur valeur est la même — dg X cir. 4C. II en serait de même du cylindre entier par le rapport de la sphère; de sorte que l’aire de la sphère est égale à celle du cylindre circonscrit. Et si l’on y comprend les bases, l’aire de la sphère est les = de celle du cylindre, puisque les deux bases étant des grands cercles, l'aire entière du cylindre en vaut 6, et celle de la sphère 4.
B° Le triangle équilatéral ÆZK (fig. 170), dans sa révolution autour de HB, engendre le cône circonserit à la sphère. La droite ZC coupe par la moitié l'angle Z7B, qui est les + d’un droit (n° 164, 1°); l'arc Bi est donc le 6° de la circonf., et la corde Bi est le côté de l'hexagone — CB — R; le triangle BJi est isocèle, Zi — Bi — À, et 1C— 2R. Ainsi, dans le triangle CZB, on a 1B°—1C— CB —53R?, IB = RV/3, cire. 1B — 2rRV/ 3 (n° 246) ; enfin, l’aire du cône (n° 290) est 672?, ou 6 fois l’un des grands cercles, et double de sa base qui est 87? : l'aire totale du cône est 97R°. En y comprenant les bases, l'aire du cylindre est 6 grands cercles, celle du cône 9, et celle de la sphère 4 ; c'est-à-dire que l’aire du cylindre est moyenne proportionne lle entre les aires de la sphère et du cône circonscrit.
Cette proposition se vérifie de même pour le cône et le cylindre: inscrits à la sphère, ou engendrés par le carré et le triangle équilatéral inscrits au cercle générateur; l’aire totale du cylindre =37k?, celle.du cône — © 7R;, et celle de la sphère 47R?.
Des Corps semblables et symétriques.
294. On dit que deux tétraèdres sont semblables, quand ils ont deux faces semblables, placées de la même manière, et formant un angle dièdre égal. Tels sont les deux tétraèdres S et S’(fig. 171), lorsque 5” 4’C'est semblable à S4C, B'S'4' à BSA , et l'angle dièdre B'S A'C = BSAC. ;
Les arêtes homologues des tétraèdres semblables sont proportionnelles, toutes les faces sont semblables, les angles dièdres sont respectivement égaux, ainsi que les angles trièdres homologues. En effet, placons le triangle C’S’4' sur CSA, en faisant coïncider les angles égaux Set S$’, 4’ C’ tombera en ac parallèlement à 40, à cause des angles égaux 9’4'C' et S4C. De plus , la face B°S° 4" se couchera sur BSA, en vertu de l'égalité des. angles dièdres; enfin, l'angle PB'S'4" étant — BSA, S'B' tombera sur Sb, et B’A4' suivant ab parallèle à 4B. Le tétraèdre S° sera donc placé en Sabc ; les plans
CORPS SEMBLABLES
ABC, abe sont parallèles, et les angles dièdres homologues sont égaux (n° 270). On voit donc
1° Qu’un tétraèdre S4BC coupé par un plan abc parallèle à l’une de ses faces ABC, forme un tétraèdre semblable au premier ;
2° Que les faces 4BC, abc sont semblables, puisque le plan abc est parallèle à BC (n°° 277, 270);
3° De même pour SBC, sbc.
Féciproquement, si les arêtes homologues de deux tétraèdres sont proportionnelles, ou si les quatre triangles sont respectivement semblables (l’une des conditions emporte l’autre), les angles plans en S et S” étant égaux, les angles dièdres le sont aussi (n° 261); donc les tétraèdres sont semblables.
295. Deux polyèdres sont dits semblables, lorsqu’en menant de deux angles solides homologues des diagonales à tous les autres angles, les corps sont décomposés en tétraèdres semblables et disposés dans le même ordre.
Toute p yramide SAC (fig. 151) coupée par un plan ac parallèle à sa base, donne une autre pyramide Sac semblable à SAC, leurs arêtes sont proportionnelles, les angles dièdres et polyèdres respectifs sont égaux. En effet, les tétraèdres S4BE, sabe semblables, donnent les triangles SEÆB, seb semblables, et l'angle dièdre 4SEB — aSeb ; mais comme l'angle dièdre 4SED — aS$ed, en retranchant, on trouve que l'angle dièdre BESD = beSd. Donc les tétraèdres SBED, sbed sont semblables, etc. (n°° 277, 281).
Réciproquement, les pyramides S'A’B'C'...., SABC...., formées de faces semblables et disposées dans le mème ordre sont semblables ; car les angles trièdres qui composent les bases étant formés d’angles plans égaux, sont égaux ; donc les angles dièdres homologues le sont aussi (n°281). D'ailleurs, les angles plans égaux en S'et S’permettent de faire coïncider $’4'D' en Sad. Enfin, les arêtes étant proportionnelles par supposition, les plans 4D, ad sont parallèles.
296. Soient la pyramide SAC (fig. 151) et le corps S°4’C’ formé de tétraèdres S'ÆB'E", S'E'B'D', S'B'C'D' semblables à S4BE, SEBD....;le polyèdre S'4’C’ sera une pyramide semblable à SC; car, ni les angles 4E£B, BED, AËD sont dans un nb r plan et égaux à 4'E'B, B'E'D', A'E'D’,
on à AED = AEB + BED, d'ou A'E'D' — A'E'B' + B'E'D':
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ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le même plan, puisque, s’ils formaient un angle trièdre, on aurait (n° 279) A'E'D' < A'E'B' + B'E'D'.On voit que ce plan passe aussi par B'C'D'.
11 suit de là que, 1° deux polyèdres semblables sont décomposés en pyramides semblables par les plans qui passent suivant les diagonales menées de deux angles polyèdres homologues à tous les autres.
20 Si d’un point intérieur quelconque, on mène des lignes à tous les angles, et qu’on les prolonge proportionnellement à leur longueur, les plans menés par les extrémités de ces lignes seront parallèles aux faces du polyèdre proposé, et en formeront un autre qui lui sera semblable. On trouve ici l'analogue du théorème 244.
297. Deux polyèdres semblables «ont leurs faces semblables, leurs arêtes homologues proportionnelles, leurs angles dièdres égaux, ainsi que leurs angles polyèdres. Pour s'en convaincre, il suflit de mener, de deux angles homologues (fig. 172), les diagonales qui décomposent les corps en pyramides semblables ; les angles polyèdres et dièdres de ces pyramides seront égaux, leurs faces seront semblables : or les faces des polyèdres servent de bases à ces pyramides, dont les angles dièdres et polyèdres constituent, par leur système, ceux des corps proposés.
Réciproquement, si deux polyèdres ont les faces semblables et disposées dans le même ordre ; et les angles dièdres égaux, ils sont semblables ; car les angles polyèdres sont égaux, comme décomposables en angles trièdres égaux (n° 281). Faisons donc coïncider l’un de ces angles polyèdres avec son homologue, les autres faces seront respectivement parallèles. De plus, la similitude des faces donne les lignes homologues proportionnelles ; leurs aires sont donc entre elles comme les carrés de ces lignes; ce qui prouve que les diagonales de l’un des corps sont le prolongement de celles de l'autre (n° 278) : ces corps sont donc formés de pyramides semblables.
298. Des lignes qui joignent quatre angles polyèdres homologues ABCD, abcd (fig. 172) de deux corps semblables étant proportionnelles, forment des tétraèdres semblables (n° 294). Il en résulte que si des angles 4BC, abc de triangles homologues, on mène des lignes à tous les angles DEF...., def.... de deux polyèdres semblables, les tétraèdres ainsi formés seront semblables ; ceci est analogue au n° 242, 4°. r
ct, :
CORPS SEMBLABLES
Réciproquement, deux polyèdres sont semblables, lorsque leurs angles étant joints aux trois angles homologues 4BC, abc, les tétraèdres ainsi formés sont respectivement semblables. En effet, si les tétraèdres D ABC, dabe sont semblables, ainsi que Æ ABC, eabc, les angles dièdres DACB, E ACB seront éganx à dacb, each : ainsi l'angle dièdre DACE — dace. D'ailleurs, les faces DAC, dac de nos tétraèdres sont semblables ainsi que Æ 4C, eac : donc les tétraèdres
AC
DE Æ£ ACD, eacd sont semblables, et on a Pere. (no 294).
Soient F, f, 1, i des angles homologues ; on aura de même FE AC°..DF CMS — =— et —— —— : ainsi, les corps ont leurs lignes homolofe ac df ac ô ques proportionnelles, et les triangles DFE, dfe homoloques sont semblables : de plus, leurs angles dièdres sont éqaux, puisque ZDF est semblable à idf, FE à ife, d'où l'angle ZFD — ifd, IFE = ife, DFE — dfe. En outre, si les points DZFE sont dans le même plan, l'équation ZFE — IFD +- DFE se change en fe = ifd + dfe : d’où il suit que les points e, f, à étant aussi dans un même plan, les faces des polyèdres sont semblables : enfin, les angles polyèdres sont égaux, comme composés d’angles trièdres égaux (281, 4°). Ainsi les corps sont semblables (n° 297).
299. Lorsque deux polyèdres sont semblables, les aires de leurs faces sont comme les carrés des lignes homologues de ces polyèdres ; mais comme ces lignes sont proportionnelles, on a une suite de rapports égaux, formés par les faces homologues, d’où l’on conclut (comme n° 262, II) que les aires totales des polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de leurs arêtes homologues.
On verra aisément que les surfaces de cônes ou de cylindres semblables, c'est-à-dire engendrées par deux triangles ou deux rectangles semblables, sont entre elles comme les carrés de leurs génératrices. En effet, les circonférences C et c des bases sont proportionnelles aux génératrices 4 et a; les aires S et s le sont à
CX Aetc X a (nes 267, 5°, et 290, 1°),
De même, Les aires des sphères sont comme les carrés de leurs
rayons, puisqu'elles valent quatre grands cercles. 19°
300. Lorsque deux polyèdres sont tels, qu'on peut les placer l’un en dessus, l’autre en dessous d’un plan AN (fig. 173), de sorte que les sommets des angles polyèdres 4, a, B, b.... soient, deux à deux, à égale distance de ce plan, et sur une perpendiculaire Aa, Bb....,à ce plan, ces deux polyèdres sont appelés Symétriques. B étant un angle polyèdre du premier corps, en menant BOb perpendiculaire au plan ZW, et prenant OB = Qb, b sera l'angle homologue du second polyèdre,
Les polyèdres symétriques ont.toutes les parties constituantes égales. Pour le prouver, plions le trapèze 4BPQ suivant PO, les lignes AP, aP égales et perpend. sur HN coïncideront, ainsi que BOQ et Bq; d’où 4B = ab : donc les lignes homoloques sont égales. D, d, C, c étant des angles polyèdres symétriques, on aura BC — bc, AC— ac; ainsi, le triangle 4BC — abc; les triangles homoloques sont donc égaux. De plus, le triangle 4DC = ade, BDC — bde : ainsi l'angle DCB = deb, ACD = acd, ACB — acb. Or,
1° Siles plans de ces triangles forment en C et e des angles trièdres, ils seront égaux : donc les angles dièdres et trièdres homologues
sont égaux. Îl en est de même des angles polyèdres, puisqu'ils sont -
formés d’angles trièdres égaux disposés dans le même ordre.
2° Si les points 4 BCD sont dans le même plan, comme l’angle DCB — ACD + ACB, on à dcb = acd + acb ; d’où il suit que les points abcd sont aussi dans le même plan (n° 279), donc /es faces homologues sont égales, comme formées de triangles égaux seinblablement placés. |
301. Tout parallélépipède AGc (fig. 174) ést formé de deux prismes triangulaires symétriques ABd, BCd; les angles dièdres opposés sont égaux, et les angles trièdres opposés sont symétriques. En effet, les deux corps 4abd, Ccbd sont visiblement des prismes (n° 282); la base BDC ou bdc de l’un sera égale à 4BD. Rapprochons ces prismes triangulaires, en faisant coïncider bde avec BD, savoir be avec AD, et de avec AB ; Cchd prendra la situation 4£Æ HI. Or, les perpend. aF, Cf sur les bases sont égales (n° 268), 2° on a de plus Aa —= Cc et l'angle 4aF = cCf; ainsi, le triangle 4aF — CcF, d'où 4F = cf. Par une raison semblable, fb — DF ; ainsi les triangles égaux ÆDF, bof coïncident, et le point f tombant en #7, fC se porte en FE sur le prolongement FE de af. Donc le sommet Æ ou C'est symétrique de a : on verra de même que Z, ou B, l'est de d; et À ou D, l'est de b.
CHAPITRE II
302. Former un prisme droit équivalent à un prisme oblique AD (fig. 176), la génératrice conservant la même longueur AC, Prolongeons les arêtes CA, DB, menons-leur un plan quelconque HN perp.; enfin prenons Pp — BD, menons le plan op parallèle à MW, on aura ainsi le prisme droit Op. Appliquons les prismes tronqués B AOP, DCop, de manière à coucher la base op sur OP qui lui est égale : les génératrices étant perpend. aux bases, et de plus égales (puisque DB — Pp donne BP = pD, et ainsi des autres), les prismes coïncideront, ou oD = OB. Retranchant la partie commune #9, ilreste le prisme oblique D équivalent au prisme droit Op.
303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques, 4D, ad (fig. 176) relativement à un plan FN, en sorte que ce plan soit perpend. aux génératrices. Prolongeons l’arête DB en Pd ; puis, à partir du point P de rencontre avec un plan quelconque HAN perp.. prenons Ph = PB, Pd = PD, ou BD = bd. En raisonnant de même pour chaque arête, on formera le prisme ad symétrique à AD.
Les prismes symétriques 4D, ad sont équivalents. Car prenons Pp = Pp' = BD, et menons les plans op, 0’p’ parallèles à MN : les prismes OPop, OPo'p sont droits et équivalents aux proposés (n° 302). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu’'en les appliquant, de sorte que la base 0’p’ de l’un tombe sur celle OP de l’autre qui lui est égale, il y aura coïncidence. A
804. Deux parallélépipèdes de même hauteur et de même base sont équivalents. Pour le démontrer, rapprochons ces corps de manière à faire coïncider leurs bases inférieures égales ; les supérieures seront situées dans le même plan : il se présentera deux cas,
1° Si les faces latérales FG, EX (fig. 175) sont dans un même plan, les triangles écaux £GH, FIX servent de bases à deux prismes superposables £ M, FIN. Donc, en retranchant tour à tour ces prismes du corps entier Æ NW, il restera les parallélépipèdes équivalents E FIM, EHNL. , | k
2° Si les faces ont une disposition quelconque, les bases supérieures AC, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux à ceux des
bases inférieures MAN, en sorte que leslignes 4B, DC, ab, de seront égales et parallèles ; de même pour 4D, BC, ad, bc. Prolongeons ces lignes, nous aurons le parallélogramme 4'C” égal à AC et à ac. Or, concevons le parallélépipède qui aurait pour base supérieure A'C’, et la même base inférieure HAN que les proposés ; ce corps sera équivalent à chacun de ceux-ci, puisqu'il sera, relativement à eux, dans l'état examiné ci-dessus. Les proposés sont donc équivalents.
305. Il est facile de changer un parallélépipède donné en un autre rectangulaire équivalent. De chaque angie de la base inférieure ABCD (fig. 177), élevons des perpendiculaires à son plan : on aura un parallélépipède droit 4B£EI équivalent au proposé, qu'il était inutile de tracer dans la figure. Puis, menant 4F, BG, perpend, sur AB dans la base 4C, on formera sur 4G le parallélépipède rectangle 4BHK équivalent à ABE1I, puisqu'il a même base 4M et même hauteur 4F.
306. Deux parallélépipèdes rectangles de même base sont entre eux comme leurs hauteurs. Sices hauteurs ont une commune mesure, on coupera les corps en tranches égales, et l’on raisonnera comme pour les rectangles (n° 250, 1°, fig. 126). On démontrera de même le théorème pour le cas où les hauteurs sont incommensurables.
Les parallélépipèdes rectangles P et p de même hauteur, sont entre eux comme leurs bases. En effet, plaçcons ces corps de manière à faire coïncider l’un de leurs angles polyèdres et leur arèête égale, Les bases seront disposées comme 4C (fig. 179) pour P, et 4K pour p ; or, prolongeons ZX en H ; le parallélépipède © construit sur la base 4H et de même hauteur, peut être regardé comme ayant 47 pour hauteur, et la face 4B pour base : comparé à P, il
D donne donc £ — _ Mais si l’on prend la face 41GF pour base
Q | des parallélépipèdes © et p, leurs hauteurs seront 4£ et AL ; AE d'où 2 re En multipliant ces proportions, il vient
Enfin, les parallélépipèdes rectangles P et p sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. Car si les bases sont ACet AK, etles hauteurs 4G et 40, en prolongeant les faces de
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eelai qui a une hauteur moindre , tel que p, jusqu’à la base supérieure de l’autre, on formera un parallélépipède 4LFKG = R, qui aura la même hauteur 7 que l’un P, et même base 4X que R AG PLITAG l'autre p; on aura donc d’une part —=— —, et—— —;de £e PUMA LR DER R ACX AG l'autre; d’où — — PURES Éap AK X AO En désignant par ZZ, Z, K les arêtes qui forment un angle trièdre À r P M H . I . K s, A de P,etpar h, ?, k celles dep, on a ni UE an On voit done que pour mesurer le volume d’un parallélépipède rectangle P, c’est-à-dire pour trouver son rapport avec un autre p pris pour HSE | 72 32 TZ ontre les arêtes respectives qui forment un angle trièdre , et l’on multipliera ces trois nombres. Représentons par / le produit de ces trois rapports ; /'est un nombre abstrait , et le parallélépipède qu’il s’agit de mesurer a pour volume / fois celui du parallélépipède pris pour unité.
unité (n° 36, 71) on cherchera les rapports
Le volume d’un parallélépipède est le produit de sa base par sa hauteur, quand on prend, pour unité de volume , le cube qui a pour côté l’unité linéaire : car h, à etk seront — 1, et l’on aura A. 1. K pour le volume de P ; I, TZ et X sont des nombres abstraits, qui marquent combien les arêtes de notre parallélépipède P contiennent de fois l’unité linéaire ; soit {leur produit 4Æ.7.K, l'éq. P= H.1.,K revient à P — lfois le cube pris pour unité de volume.
Lorsque À —1 — K, on a P — H* ; de là la dénomination de Cube donnée aux troisièmes puissances.
307. Donc, le volume d’un prisme est le produit de sa base par la hauteur : car, 1° s’il s'agit d’un parallélépipède quelconque , il est équivalent à celui qui est rectangle de même hauteur et de base équivalente (n° 304).
20 Si le prisme est triangulaire , comme 4BDabd (lg. 174), en formant le parallélépipède 4e, le volume de notre prisme est égal à son symétrique BDCbde (n° 303) : donc, chacun de ces prismes à pour volume le produit de sa hauteur par la moitié de la base 4C, ou plutôt par sa base 4BD.
30 Enfin, si l’on fait passer des plans par la génératrice 4a (fig. 157) du prisme 4d et par toutes les autres , il sera décomposé
en prismes triangulaires de même hauteur ; la somme de leurs volumes sera donc le produit de cette hauteur par la somme des bases, ou par ABCDE.
On voit aussi que les volumes des prismes de même base sont comme les hauteurs, ou de même hauteur, sont comme leurs bases.
308. Le volume V d’un cylindre est le produit de sa hauteur H par l’aire B de sa base. En effet, désignons par 8 l’excès de la base du prisme circonscerit sur celle du cylindre, et par « l’excès du volume de ce prisme sur celui Ÿ” du cylindre : B +8 sera la base du prisme, V — « son volume; d'où V Lx —(B +8) H; donc F = BH, puisque le volume du cylindre est la limite de celui du prisme (n° 113).
309. Les pyramides de même hauteur et dont les bases sont équivalentes, sont égales en volume. Pour le prouver, coupons un tétraèdre par des plans parallèles à sa base et équidistants. Soit ÆCchaB (fig. 180) l’une des tranches : menons par les points 4, C, a, c des parallèles à l’arête Bb ; nous formerons deux prismes, l’un BDFcba intérieur, l’autre B_4Cebi extérieur au tronc : la différence de ces prismes est le prisme DCea, qui a même hauteur , et dont la base CEDA èst la différence entre les bases 4BC, abc.
En opérant de même pour chaque tranche, on aura une série de prismes d’égale hauteur, tels que De. Or, il est visible qu’en partant de la base du tétraèdre, chaque prisme intérieur DFbB est égal au prisme extérieur de la tranche suivante ; ainsi, en prenant là différence entre tous les prismes intérieurs et tous les extérieurs, il ne reste que les prismes DCea, depuis la 1'° tranche AN : cette différente est donc un prisme de même hauteur que les tranches, ct qui a pour base celle BMN du tétraèdre. Plus les tranches sont nombreuses, et plus la hauteur devient petite ; on peut donc rendre aussi petite qu'on voudra la différence entre les prismes intérieurs et extérieurs, et, à plus forte raison, entre les prismes intérieurs et le tétraèdre. ;
Il est évident que ce raisonnement peut se faire ésalement pour toute pyramide à base quelconque.
Cela posé, soient maintenant deux pyramides P et p de même hauteur, dunt les bases équivalentes réposent sur le même plan : coupons-les par une série de plans parallèles à ces-bases et équidistants, puis formons pour chacune les prismes intérieurs. Soient & et B les excès des pyramides sur la somme des prismes intérieurs,
PYRAMIDES
dont les volumes sont P — x et p — 8. Or, chaque plan parallèle aux bases des pyramides donne des sections équivalentes, puisque ces sections sont entre elles comme les bases (n° 278) : donc, les prismes intérieurs sont égaux deux à deux, d'où P —x=p—8, et (u° 113) P — p.
Le même théorème alieu pour deux troncs formés dans nos pyramides par deux plans parallèles. :
310. Un tétraèdre DABC (fig. 183) est le tiers d’un prisme de même base et de même hauteur : car, sur lés trois arètes formons le prisme 4E ; en ôtant le tétraèdre 2_4BC, il reste la pyramide quadrangulaire DACEF., Le plan CDF en forme deux tétraèdres : l'un FDEC, qui est égal au proposé, comme ayant même hauteur et la base FDE = ABC ; l'autre DACF — DFCE,, par la même raison, attendu que le triangle 4FC — E FC. Nos trois tétraèdres étant équivalents, chacun est le tiers du prisme.
Donc, /e volume de toute pyramide est le produit du tiers de sa base par sa hauteur, puisqu'elle est décomposable en tétraèdres.
Et comme le cône est la limite des pyramides circonscrites , le volume du cône est le tiers de sa base multipliée par sa hauteur, ou le tiers du cylindre de même base et de même hauteur.
On aura le volume d’un polyèdre quelconque en le décomposant en pyramides.
311. Le volume du tronc de prisme triang. ABEF (fig. 184) est le produit de la base par letiers des trois hauteurs des angles trièdres F , D, E de la base supérieure. En effet, faisons les mêmes sections surce tronc 4BE'F qu'au n° 310 ; le plan 4DC donne le tétraèdre D4BC; le plan CF coupe la pyramide quadrangulaire DACEF en deux tétraèdres DFCA, DFCE. Or, on peut, sans changer les bases AFC, EFC, mettre les sommets de ceux-ci en B, puisque DB est parallèle au plan 4CEF (n° 269). Donc on aura les tétraèdres BCAF, BCEF : ce dernier peut même prendre CEA pour base, puisque les triangles CEF et CEA sont équivalents. Le tronc de prisme est donc furmé des trois tétraèdres DA4BC, FABC, E ABC, qui ont même base inférieure ÆBC, et leurs sommets aux trois angles trièdres FDE de la base supérieure; donc, etc. . . . Ce théorème sert à trouver le volume du prisme tronqué à base quelconque. ”
312. Le tronc de pyramide quelconque à bases parallèles est composé de trois pyramides de même hauteur que le tronc, dont les bases sont la base inférieure du tronc, la base supérieure et une moyenne pro-
portionnelleentreees deux aires. Soient une pyramide et un tétraèdre de même hauteur, de bases équivalentes, posés snr le même plan; leurs volumes sont égaux. Un plan parallèle aux bases forme deux troncs, et coupe le tétraëdre et la pyramide suivant un triangle et un polygone qui sont équivalents, puisqu'ils sont proportionnels aux bases (278) : donc la pyramide et le tétraèdre retranchés étant égaux, les troncs le seront aussi. Il reste à démontrer le théorème pour le tronc de tétraèdre 4BFE (fig. 185).
Le plan 4DC donne les deux corps DABC et DACEF : le plan DFC forme les tétraèdres DFEC et DFAC ; or, menant DG parallèle à AF, ce dernier pourra avoir son sommet en G&, au lieu de D, et deviendra F4GC. Ces trois tétraèdres ont même hauteur que le
tronc; leurs bases sont 4BC, DFE, 4 GC. Cela posé, on a (n° 256, 2°}
ABC AB AGC AC. STE LT Le Ag pe ACCES AC? FDE — FE ° O0 9 es seconas mempres son eve ABC AGC
à cause des triangles semblables FDE, 4BC; done —— CC — FDE' Donc, etc.
Soient Z et B les bases d’un tronc de pyramide, Æ sa hauteur : on a pour levolume + 4 (44 B+y 4B).
Il est visible que ce théorème a également lieu pour le tronc de cône. Suient R et r les rayons des bases, 4 — 7R°, B = rr°, le volume du tronc de + 7 ZZ (R? er? H Rr).
313. Tout triangle ABC (fig, 186, 187, 188 et 189), qui tourne autour d’une ligne quelconque CI située dans son plan et passant par un de ses sommets C, engendre un volume égal au produit du tiers de la perpend. CD — p abaissée de ce sommet sur la base AB, multiplié par la surface engendrée par cette base AB.
1e cas. Le triangle C4B tourne autour de l’un de ses côtés CB (fig. 188 et 189). On a vol. C4B— cône CAP + cône BAP (voy. n° 810), ou = < cercle 4P K CB = -:rAP? X CB:vr AP X CB — 2 fois aire 4BC — AB X CD ; donc volume CA4B—:7p.A1P X AB;et comme la surface du cône.engendré par 4B est = = cire. 4P KX A4B = rAP X AB, on a volume CA4B—:p X surf. 4B. Cette démonstration convient aux trois cas où l’angle 4 est aigu, droit ou obtus.
2e cas. Le triangle CAB tourne autour d’une ligne extérieure
CI (fig. 186); volume C4B — volume CAI — volume BCI
= :p (surf, 47 — surf. B1)=—°©p.surf. 4B,
SPHÈRE, SECTEUR, SEGMENT
3° cas. La base 4B est parallèle à l’axe CZ de rotation (fig. 187) : volume CAB = cylindre 4ABEF + cône CAE — cône CBF, ou — cercle CD (4B + :CE— <CF) = irCD° (BEF +- CE — CF) = 7 CD° X 2EF : or, la surface engendrée par 4B est celle d’un cylindre, et = cire. CD X EF = 92rCD X EF; donc vol. CAB = + CD X surf. 4B.
Ce théorème sert à trouver les volumes de la sphère, du secteur et du segment sphérique; car si l'on circonserit à l’arc de cercle 4DP (Gg. 169) une portion de polygone à côtés égaux, et qu’on fasse tourner la fig. autour du diamètre 4O, la révolution complète de tous les triangles C4B, CBD, CDI. . . . engendrera un volume —=+p (surf, 4B surf. BD LL . . . .). Ainsi, ce volume est le produit de la surface engendrée par tous les côtés du polygone, multipliée par le tiers du rayon. Donc
1° Si le polygone est circonserit au demi-cercle 4DB (fig. 167) dé rayon À, désignons par « l’excès de l’aire P de la sphère sur celle qu'engendré le polygone ; par B l'excès du volume de la sphère sur celui que forme le polygone ; ona WHB8—:R(P+ à); d'où l'on tire (n° 113) # — : R X P ; le volume de la sphère est le produit de sa surface multipliée par le tiers de rayon, ou celui de l’aire d’un des grands cercles par les ? du rayon (n° 293, 2°), ou enfin
Volume V de la sphère — {7 R = < 7 D$ — 0,5236 D,
D étant le diamètre 2R.
2° Le rayon R de la sphère qui a Ÿ” pour volume est
R =\/ (5) — VF, log À — 1.3779114.
3° Pour le secteur sphérique DAC, le même raisonnement prouve que le volume est éqal à la surface de læ calotte multipliée par le tiers du rayon, où (n° 293, 1°), la flèche 47 étant h,
Volume du secteur sphérique — +7 Rh.
4° Si l'on retranche le cône DGC du secteur, le reste est le segm. sphérique ADIG ; or le vol. du cône DGC est — + CZ X cercle DI = ©: CI X 7rDP; CI—R—Rh, DE = DC — Cr —2Rh — kr; donc
Volume du segment sphérique = + x h (3R° — h),
5° Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cône ÆZX circonserits à la sphère 4B ont pour volumes, savoir, 1° le cylindre — 7 R? X 2KR ou 2rR%; 2° le cône (voyez n° 293) 37R°2 X = HB, et comme HB° = HP — 1B° = < HP, on trouve JB —3R, et cône — 37R*. Comparant les quantités + 7R%, 27R3 et 37R, on voit qu'elles sont entre elles comme 4 : 6 : 9; ce sont les rapports des volumes de la sphère, du cylindre et du cône circonscrits; le cylindre est moyen proportionnel entre les deux autres ; la sphère est les deux tiers du cylindre circonscrit.
314. Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme les produits des hauteurs par les aires des bases (n° 310). Mais si ces pyramides ABC MISE
SAC, Sac (fig. 151) sont semblables, on a re de
(n° 278) ; multipliant de part et d'autre par nd vient
SABC. :.. SH Saber TR
315. Les volumes des polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs lignes homoloques. En effet, comme deux polyèdres semblables P, p, sont décomposables (n° 295) en pyramides semblables 5, s, $’, s’...en désignant par 4, a, 4’, « des lignes homo-
RU É PACTENE logues de ces pyramides, on a-—= —, ———.... D'ailleurs, s DURS a tous ces rapports sont égaux, puisqu’en vertu de la similitude sup- A + D FOR SRE ‘: à posée , on A = He Donc——-—— -; =... ——; a a 8 8 s a
S+S + S "+... PA EE EE PL To A ARE 1] sera aisé de voir que les volumes des sphères sont entre eux comme les cubes de leurs rayons ; que ceux des cylindres droits et des cônes droits semblables (c’est-à-dire engendrés par des rectangles ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux comme les cubes des longueurs de leurs génératrices ,-ou de leurs hauteurs, ou enfin des rayons de leurs bases.
Les polyèdres symétriques ont leurs volumes égaux, puisqu'il est évident qu’on peut les décomposer en tétraèdres symétriques, et que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales,
d’où (n° 73, 3°)
CHAPITRE PREMIER
APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE, Quelques Problèmes sur les Lignes.
316. Tant que l’Algèbre et la Géométrie ont étè séparées, leurs progrès ont été lents et leurs usages bornés ; mais lorsque ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forces mutuelles, et ont marché ensemble d’un pas rapide vers la perfection. C’est à Viète et à Descartes qu'on doit l'application de l’Alsèbre à la Géométrie, application qui est devenue la clef des plus grandes découvertes dans toutes les branches des Mathématiques (Lacrance, Écol. Norm\, t. IV, p. 401).
C’est donc en introduisant dans les formules algébriques les grandeurs qui composent les parties d’une figure, que nous transporterons dans la Géométrie toutes les ressources de l’Alsèbre , et nous parviendrons sans peine à des résultats qu'il serait difficile d'obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a l'avantage de ne jamais faire perdre de vue l’objet principal , et d'éclairer la route entière qui conduit des premiers axiomes à leurs dernières conséquences (voy. n° 252) ; mais l’Alsèbre a bien plus de ressources.
Ces réflexions conduisent à préférer dans la Géométrie élémen-
taire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur aucun prin- - cipe étranger, et permettent, pour ainsi dire, d'isoler chaque théorème , en le présentant comme une vérité aussi claire que l'axiome d’où il est déduit. Mais , lorsque les questions deviennent plus compliquées, cette méthode, qu’on nomme Synthèse, perd la
clarté, qui est son plus précieux avantage ; l’Analyse reprend toute sa supériorité, et, par sa féconde Éfubhee: généralise les résultats, simplifie les recherches, et lorsqu'elle est employée avec adresse, donne à ses artifices une élégance et même une clarté à laquelle 1É mécanisme du calcul semblait s'opposer. Les problèmes suivants serviront de preuve à ces assertions.
317. Mesurer la distance d’un point inaccessible D à un autre point
A (fig. 181). On prendra sur l’aliynement 4D une partie quelconque AC, et formant un triangle PEU ABC, on en mesurera les côtés 4B — c, AC = b, BC = a * ; puis marquant sur BC un point Æ quelconque, on dirigera vers D le rayon visuel FD; doient 4D = x, EC = g, FA = d. La PEAAÈIS EG à AB 1358
; RO COM EC ne OT D Ter done Co LPO EEE À DA _DG ,, _DG 2 Et EG Mel VEG
Or,ona DG= DA — GA — DA — (CA — CG),
PT Be ou DG = x —b+ À; en divisant cette valeur par celle de EG,
x ax — ab —- bg on trouve Pr ere EE do HS ; — à d'où x = bd +) cg — ad S'il arrive que BF — 4F, ce qu'on est maitre de supposer,
comme c = Ÿd, la solution se réduit à x — b. Je
Il ne s'agira plus que de mettre pour a, b, c, d, et g leurs valeurs numériques, où Île nombre de fois que ces lignes contiennent l'unité, pour trouver # exprimé en nombres.
318. Quelle est la relation qui lie les côtés a, b et c d’un triangle BAC (fig. 117) inscrit à un cercle de rayon R? Menons le diamètre
* Dorénavant nous désignerons les angles des triangles par 4, B, C...., et par ad, bee les cètés qui sont respectivement opposés.
PF” hi
D cn,
PROBLÈMES SUR LES LIGNES. 505 BD, ct les lignes 4D, DC; le quadrilatère 4B DC donne (n° 241, [1) 2Rb= ce X CD + a X AD. Des triangles rectangles BCD, BAD, nous tirons CD = /(4R° — a’), AD =Y/ (4R — c?); donc
2Rb — y (4R: — &) + a (Ar — C); équation cherchée, qui donne l’une des quantités a, b, c et R, connaissant les trois autres.
I. Étant données les cordes de deux arcs AB, BC, on a donc b, ou la corde 4C d'un arc 4BC égal à leur somme.
Si les ares 4B et BC sont égaux, on a a —c, d'où
Rb= ay (4R° — «),
équ. qui donne la corde b d’un arc, connaissant celle a d'un arc aoitié moindre.
IL. Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle ABC (g. 117). Elevons notre équ. au carré, l’un des radicaux disparaitra ; transposons ensuite les termes rationnels, et carrons de nouveau pour chasser l’autre radical, nous trouvons
abc :
15 V/ lac? — (a? + ©? — [DD Cette formule ne se prête pas au calcul des log. : mais le radical affecte la différence de deux carrés, qui = (2ac a? + ©? — b°)
X (2ac — a — cb), ou [(a EH c} — Bb] X [b? — (a — c}];
chaque facteur souffre la même décomposition, et l’on a
abc M2 rie (b Æ c — a) (a + c —b) (a EL b— c), B.—= it D vor a bte, V'p-(p—a)(p—b)(p— 0)’ en faisant, pour abréger, le périmètre 2p = a +- b+-c.
IL. Zrouver l’aire z d’un triangle, connaissant les trois côtés
b? Cr de C a, b, c (n° 222, fig. 182). Le segment 4D — x — Eng From die
or, le triangle 4BD donne BD — (> — 2);,3 — LD K BD devient donc 3 = : V/ Lb'e? — (b? © —a:}],
ou
ou s=Y p.(p —a) (p — b) (p —c).
On a donc, pour le rayon du cercle circonscrit, 4Rz = abc.
IV. Trouver le rayon v du cercle inscrit au triangle. Les aires (fig. 68) des triangles 4OB, AOC, BOC étant + cr, = br; + ar, la somme est z— pr, d'où (voy. n° 364, IX)
fonts Nick! das dans) ep V p
V. Évaluer l'aire d’un quadrilatère ABCD (fig. 77). Menons Ja
diagonale AC— b, et prenons-la pour base des deux MEN ABC, ADC; h et k étant les hauteurs, l'aire demandée est + b (4 + }”).
On peut encore opérer comme il suit. Soit 4BCD Se 191); abaissez les perp. DE = h, CF — kW sur la base 4PB = a, faites AE = b, BF — b’, d'où (n° 259)
l'aire CFED = = (h + h) X (a — b — b').
De plus ADE = © bh, CBF = < b'h : vous trouvezenfin, pour la *
somme de ces aires, ABCD = <+(a—b)h +5(a—b)h.
Cette équ., facile à appliquer, ne convient plus dès que l’une des perpend. tombe hors du quadrilatère. Ainsi (fig. 192), il faudrait changer b en — betb’ en — D’ (voy. n° 339 et 364, VI).
VI. Mener EF perpend. à la base. AC du triangle ABC (fig. 193), telle que les triangles AEF, ABC soient dans le rapport donné de m à n. Soient b et x les bases 4C, AE ; het Le les hauteurs BD, EF;
les aires sont + bh, = y, d'où -%-— —. D'ailleurs, lestriangles
bh
semblables 4£F, ABD donnent vs en faisant 4D —
donc, éliminant y, x — VAE “ee . Sil’onavaitz > k ou 4D,
le point Æ devrait être situé vers ) au delà de D, et la perpend. à AC séparerait un triangle qui n’est plus contenu dans 4BC : ce cas arrive quand bm > kn, ou
m AD ed = AC
319. Connaissant le côté 4B = a (fig. 122) d’un polygone régu- * | lier inscrit, cherchons celui 4C = x d’un polygone régulier dont le nombre des côtés est double. CO, perpend. sur 4B, donne (n° 227)
PROBLÈMES SUR LES LIGNES
AC = CI X 2C0. Représentant par 3 le rayon OZ du cercle inscrit au polygone donné, ona CTl=—R—3:,et0P® = 40 — Ar : donc
2 —2R(R— 3:),et 2 — R° — 50.
En faisant, par ex., « — R, on a R W/ (2 — y/ 3) pour le côté du dodécagone inscrit. De même, a = Ry/ 38 (n° 238) donne + —R pour le côté de l'hexagone, etc.
On peut aussi trouver le côté EF = y d'un polygone régulier
-circonserit, connaissant celui 4B — a, qui est inscrit d’un même nombre de côtés. Car les triangles 4OJI, EOC donnent OI sn paca TOME ue UT ak donc Tv et 3° — À? — :a?.
C’est ainsi que a — Ry/ 2 donne 3 —<Ry 2ety — 2R
pour le côté du carré circonscrit (n° 239); u — RAY 3 donne, pour le côté du triangle équilatéral circonserit, y = 2Ry/ 3, ou le double du coté du triangle inscrit. “
Il est facile de déduire de ces formales le rapport approché x de la circonférence au diamètre, ou la demi-circonférence 7 du cercle, dont le rayon est l'unité (n° 248). Pour cela, posons R— 1, nos équ. deviendront
= (292), s=V(1—ie), y=<
Faisant a — 1, on a, pour le côté du dodécagone inscrit, z=y (2 — y 3)—0,817638. Si de nouveau on fait a— 0,517638, on-trouvera # — 0,26105238.... pour le côté du polygone régulier inscrit de 24 côtés ; et ainsi de suite.
Quatre opérations semblables donneront, par ex., 0,065438166 pour le côté du polygone régulier de 96 côtés ; en mettant cette valeur pour a dans z et y, on a le côté du polygone régulier circonscrit semblable ; et multipliant par 48, on a, pour les demipérimètres de ces polygones 3,1410 et 3,1427.... Cumme la demi-circonf. 7 est comprise entre ces longueurs, on aura donc _r—3,l4..., en ne prenant que les décimales communes.
Pour obtenir une plus grande approximation, comme la circon-
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férence approche d'autant plus des périmètres des polygones, que l'on multiplie davantage les côtés (n° 246), il faudra recourir à des polygones d’un plus grand nombre de côtés. Soit, en général, calculé le côté a d’un polygone inscrit d’un nombre » de côtés ; on aura, pour les demi-périmètres de ce polygone et de celui qui est eirconscrit semblable,
_ an et ie VL(A+<ia)(—<a)]:
NOMBRE DES CÔTÉS. DEMI-PÉRIMÈTRES DES POLYGONES Tia sonde RE ere inscrits, circonscrits.
+1 ONE RE AE CS ve 414109194406 CCS . 8,1427146
4 PR RERO D: RAA ous ue tn à 2 3,1418750
BOAT EE NE Le D:1419010 1. 03 Pt PR 7 3,1416630
SSIAP PILALSOOERE TT RER CR GI FI
BUT US AN TC OT DATI SN Me RAT re 5,1415937
CIAT RE DAT à à de PRITAL OU NE ETS UT 3,1415929
EE RER AR EURE El RTE ADR CU ETS IWC 3,1415927
on en déduit enfin le nombre + donné p. 261.
Constructions géométriques.
321. L'art de résoudre les problèmes de Géométrie consiste, comme on a pu le remarquer (n° 212, 229...), à les supposer résolus, à rapprocher les propriétés de la figure de celles qu’on connaît et qui sont analogues ; à trouver ainsi la loi à laquelle les parties du système sont soumises , et à en conclure les inconnues. Ces procédés exigent beaucoup d'exercice et d'adresse, et l’on ne peut donner de règles générales pour ces combinaisons. L'emploi de l’Algèbre, lorsque le choix des inconnues est fait avec adresse, conduit souvent à des solutions plus élégantes ; on sait mieux reconnaître leur nombre, et l’on juge facilement si le problème est possible ou non, déterminé ou indéteriminé.
Concevons qu'après avoir résolu un problème de Géométrie, on ait construit la figure qui en règle les parties, qu’on ait désigné par des lettres les longueurs des diverses lignes qui la composent , et qu’en faisant usage des prineipes connus, on les ait liées par des équ.; le calcul conduira bientôt à la valeur des inconnues. Cela posé, si toutes les lignes de la figure sont exprimées par dts noim-
bres , l’Arithmétique donnera numériquement ces dernières. Mais il est remarquable qu'on pent assigner ces longnenrs cherchées, même sans le secours des nombres, à l’aide de procédés géométriques, qui auront d'autant plus d'élégance, qu’ils rendront la figure moins confuse. C’est ce qu’on appelle construire la valeur de l’inconnue. 322, Remarquons, avant tout, que le calcul dont il vient d’être question ne peut avoir pour éléments que des rapports de lignes ; en sorte que la ligne À ne peut y être introduite qu’en ayant égard à son rapport avec une autre ligne B, qu'on peut prendre pour unité (n° 175). Alors & représente un nombre abstrait, auquel on peut substituer celui de deux autres grandeurs quelconques a et b,
A a pourvu qu’on ait BTE Il n'entre tas dans les calculs, que des expressions telles que a lv D? d’ ..
binaisons de ces éléments par voie de multiplication, division, ré-
Or, il suit des règles mêmes du calcul, que toutes com-
duction au même dénominateur, etc. , doit conduire à un résultat homogène, c’est-à-dire, dont les termes renferment tous le même nombre de facteurs. Ainsi, les lettres a, b, c.... qui entrent dans une formule, peuvent y désigner des lignes au lieu de nombres , et les termes doivent être homogènes : s’il n’en est pas ainsi, quelqu’une de ces lignes , telles que r, a dû être prise pour l'unité, qui n’est d’ailleurs qu'une longueur arbitraire et connue (n° 36). Dans ce cas, on peut rétablir le facteur 7 partout où ïl a dù disparaitre, lorsqu'on a posé r — 1, c’est-à-dire , introduire r et des puissances convenables de r dans les divers termes, afin qu’ils redeviennent homogènes. Pour que les quantités
2añc + ab — d a — b es PU CT 0 ONE EN BP-TA V'{ 2 ):
représentent des lignes, elles doivent revenir à 2añc + ab%r — dri (a — br’ rar D a$r — cri k 2 L ab” ( 2 ):
= En effet, par exemple, x — V (—") , en faisant évanouir le
radical, devient 2+° = 1 +4, qui, en restituant des puissances
convenables de r, devient 22? — r? + ar. Mise sous cette forme, on peut prendre dans LÉARTIeN pour unité tout autre e signe que r, et même une longueur qui n’y entre pas.
Lorsqu'une formule sera homogène, nous en évaluerons le degré par le nombre des facteurs de l’un de ses termes, si elle est entière ; on retranchera le degré du dénominateur de celui du numérateur, si elle est fractionnaire ; enfin , on divisera le degré de la fraction par l’ordre du radical qui l’affecte , si elle est irrationnelle. Concluons de là qu’en général, pour qu’une fraction représente une ligne, c’est-à-dire soit linéaire, il faut que chaque terme du numérateur ait un facteur de plus que dans le dénominateur ; et s’il entre un radical, il doit affecter une quantité de même degré que lui : le radical carré précédera une fraction du second degré, etc.; les formules de première dimension, c'est-à-dire du 1°" degré, sont constructibles par une ligne ; celles de seconde dimension par une aire ; enfin celles de troisième dimension représentent un volume : et si elles ne sont pas homogènes, on les rend telles en distribuant des puissances convenables de la ligne r qui y a été prise pour unité.
PE
1° La constrnction de x RE offre pas de difficulté; æ est une quatrième proportionnelle à c, a et b. On sait la trouver
(n° 217, fig. 82) ; on pourrait même faire usage des théorèmes (n° 225 et 228).
abc ab 2 Pour 7 — > on cherchera une ligne # — mt et l’on kcirei ave j aura & = —; ainsi deux #4 proportionnelles donneront +.
abcd + ab
8° De même, x — ef se construit en faisant 4 ——, e cd- à CH | ?
— PR et l'ona x — A IT faut trois constructions.
Et ainsi de suite.
abc +- def — ghi Le Um
abc : def ghi.
Um Un Im’
on construit chaque fraction à part , et l’on a trois lignes à ajouter
ou à soustraire.
Pour la /raction polynome x
le dénominateur est monome, on écrit æ —
Cependant si l’on à x — Res il sera. plus court de faire
EM 2 TE nelle aux lignes c, a + bet a — b.
325. On rend le dénominateur monome, lorsqu'il ne l’est pas , en l’égalant à un seul terme de même dimension, et dont on prend à volonté tous les facteurs, excepté l’un y qui y est inconnu, et qu’on -
abc—- def
détermine ainsi qu’il vient d’être dit. Par ex.. pour 3 = —1Z L 45 db + cd?
, c'est-à-dire de chercher une #° proportion-
on fera ab + cd — ay; abc de de cd . d'où Hal = F +0, AU ER
Cette équ. donne y; la 1r° fer ensuite connaître x. abc? + qÿh — mp.
Pour & =" , on fera le dénominateur qù — kq + cmd : di gi klq + cmd = gy; d’où lon tire y = à — — a+
une fois y connu , on à
Le choix des facteurs de l’inconnue y se fait quelquefois de manière à rendre les constructions plus simples; un peu d'adresse et d'exercice facilitent l'application du principe général : ainsi
abc? — ab? … . m(c — m) ÿ ab g = ——— devient 2—————, en faisant …»m = —.
abc _ c? cm c 326. Les Constructions radicales se ramènent à la forme
V’ (ab) ou y (a +):
V4 (ab) est une moyenne proportionnelle entre a et b; on Ja construit
eomme il a été dit (n° 226, fig. 95); on pourrait aussi la trouver à l’aide des théorèmes (n° 227, 228).
Quant à p/ (a + b°), c'est un côté d’an triangle rectangle dont a et b sont les autres côtés. Pour / (a —+- b), on prendra (fig. 92) AB = a, AC = b sur deux lignes indéfinies À) BC à angle droit; l'hypoténuse BC est J/ (a? + b°). De même , pour p/ (a? — b?), on tracera, comme ci-dessus, les lignes 4B et 4C; on prendra 4B—b ; puis du centre B avec le rayon BC = a, on marquera le point ©, ACsera W (a? — b°).'Ou autrement, sur la ligne BC — a comme diamètre, on décrira le demi-cercle 4BC ; puis du centre B avec le rayon 4B — b, on marquera le point 4 ; 4C sera W/ (a—b?).
8327. Pour construire toute quantité affectée d'un radical carré , comme elle doit avoir deux dimensions, on l'égalera à un produit ay ; a étant une quantité qu’on choisira à volonté ; ety une inconnue; on aura alors x = J/ (ay). La valeur de y se déduira aisément ; elle sera une fraction qu’on construira par les principes ci-dessus.
DOIL, DAT OX4, d — Ve LA ; on fera er cd?
d’où y = + at D : on construira y par une 8° et deux 4°:
proportionnelles : enfin on aura x —/ (ay).
Au reste, le procédé général se simplifie souvent avec un peu d'adresse ; ainsi , pour J/ (ac + bd), on fera bd — ay; d'où
y — = et 5 —y [a(e + y)]. De même, x = y (ab + be) de-
vient æ —=ÿ/ [(a+- c)b]. Foy. aussi (n° 329, V) la construction
de \/ (=) , etc.
328. Quoiqu’on puisse construire par cette voie x — W/ (a +b'), cependant la construction du triangle rectangle donne une solution plus simple : c'est pourquoi il arrive souvent qu’on ramène à cette forme les quantités radicales. Ainsi, # — p/ (a Æ bc) devient TVA GES ), en faisant y?— bc ; d’où QE (bc).
De même, 2—=}/ (a? + b—+ 0? La. ...) se construit ainsi. On fait y —= y (a? LD) ; sur les côtés 4B, “BC de l’angle droit B (fig. 194), on prend 4B — a, BC= b; Phyrotenuse AC est y. On az=V(pg+e+ b+L....);onfait y=y/(y + ce)
ainsi, sur /)C perpend. à 4C, on prend CD = c, et 4D est y;
CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES. s11 d'où x = (y? + d +....), et ainsi de suite. La dernière hypo-
ténuse 4F est x (voy. pour la construction de W/n et V= n° 829, IX et V).
Pour æ— J/ (ac — fg + mg +- rd), on fera indifféremment ou
ac — fg + mq + rd = ay, d’où y —=C — ae ee + | tx = y (ay);
ou bien ac =, [9 = #, mj =, rd=U?,
d'oùr=y (y +8 Lo — x); et la construction précédente , convenablement modifiée , donnera x.
Enfin si l'on a x — VAT a? — f? De) OIL EPA AR
NE nus d'où #3 = / (a — y°) : il ne restera plus qu’à obtenir y, On fera & + d = # et ab + cd — PF; 3 et t se trou-
veront aisément, et l’on aura y —£,
Appliquons ces principes à quelques exemples
I. Partager une lonqueur\AC (fig. 195) en deux parties CB, AB, qui soient entre elles dans le rapport donné de m à n. Soient AC—=a, CB = x;ona 4B—a — x, et, d’après la condition pres-
crite , pèse sax d'où 7 = ——
a— x n mn EC, on prendra CD = m, ED = n, si m et n sont des lignes; si ce sont des nombres, on portera une ouverture de compas arbitraire m fois de C en D, et n fois de D en Æ. On mènera 4E£ et sa parallèle BD ; B sera le point cherché.
II. Étant données deux parallèles BC, DE (fig. 196), et un point 4, mener par ce point une oblique ZZ, telle que la partie ZX comprise entre les parallèles soit de longueur donnée — c. Menons AG perpend. sur DE, et faisons 4G — a, FG = b, l'inconnue
ROLE AI
C ” ÉTERNEL ren 2 AS
. Sur une ligne quelconque
Gl= » ; on a
donc x = 4 (c? — b°), On voit d’abord que le problème est
impossible quand b est ce, ou FG © IK. Pour construire cette valeur, du centre F, on décrira l'arc ZH” avec le ravon c; GH sera y/ (c — b°); AI parallèle à FA sera la ligne cherché, puisqu'on voit que ZG est 4° proportionnelle à b, a et GH.
Il y à une seconde solution en 4[; c’est ce qu'indique le double signe de la valeur de x (voy. n° 338).
IT. Étant donnés deux points À et B (fig. 197), et une droite DI)’, décrire un cercle qui passe par ces deux points et soit tangent à la droite. Il suffit de trouver le point D du contact. Soit donc prolongée la ligne 4B en C'; et fait CD — x, CT = a, IB = b, I étant le milieu de 4B. La tangente CD donne (n° 228) x — C4 X CB — (a — b) (a + b); d'où x —y/(a — b°). Sur l’hypoténnse CZ on tracera le triangle rectangle ZEC, dont b et x sont les côtés de l'angle droit, en décrivant le demi-cercle CET, prenant £1 = A1 ; CE sera x — CD. I} y a une 2° solution en D”, à cause dela valeur négative de x (n° 338).
IV. Deux parallèles 4Æ7, BF (fig. 198) et leur perpend. 4B étant données, mener une sécante EF, telle que 4C, moitié de 4B, soit moyenne proportionnelle entre les segments 4£, BF. Soient AE = 3%, BF=y, AC—a:ona @ = xy:1le problème est donc Indéterminé (n° 117), et le nombre des solutions infini. Parmi les diverses manières de les obtenir, la suivante est assez élégante.
Soit CD — r, D étant le point de rencontre de la ligne cherchée £F, avec CD perpendiculaire sur 4B en son milieu C ; ZT perpend. à CD donne les deux triangles égaux £DI, l'DF ; ainsi, y=r XIE, æ = r — IE, d'où x + y — 2r. Éliminant y de «& = xy, on a a — rx —=— &;r'est iciarbitraire, et l’onax = r+ V4 (r2 — a). On devra donc prendre le point D, tel que r soit > a, ou CD > AC: le cercle décrit du centre D avec le rayon r donne EI=V (r— «); donc les points £ et F d’intersection satisfont à la condition, ainsi que £” et F”. Chaque centre D donne ainsi deux solutions EF, E"F'.
V. Parle point À (fig. 204), mener une corde ABD dont les seg-
& ; ; m ments BA, AD aient entre eux un rapport donné ——. Menons le n
diamètre HA4G ; soit CH = r, CA —= b, AD = x. on à HA X 4AG= BA X AD, d'où r° — b—x X BA; mais, par
4 mx max” :
condition , BA ma donc —— = 7° — b°, Faisons r2—} —#, n
CONSTRUCTIONS GÉOM ÉTRIQUES. 515
nh? se Le dr
ROUS AUTONS 7 — \V/ —, quantité facile à construire, On pourrait m
lui donner la forme x — 24% (mn ), et il faudrait trouver une moyenne et une 4e proportionnelle ; mais on doit préférer le procédé suivant. Remplacons le rapport de e par celui des deux carrés: sur une ligne indéfinie (fig. 199), prenons DF et FE, tels qu'on ait
FE n j — — ; décrivons le demi-cercle D4FE, puis menons 4F permn
DEF
E? FE pend.sur DE, et lescordes AD, AE ; nous aurons == (no 227); ainsi x — ES : prenons donc 4B=— k sur 4D, prolongé s'il est nécessaire; BC parallèle à DFE, donnera 4C = x
VI. Un polygone étant donné, en construire un semblable, les aires étant dans le rapport connu de m à n. Nomuions 4 l’un des côtés du polygone donné, x son homologue inconnu ; ies aires étant :: mn
A° d’une part, et aussi :! 4? ! à° de l’autre (n° 262) ; on a — — —, x?
L] x ñn . ; a aoùu T— 4 —. On vient de construire cette expression nm
(Gg. 199) ; ainsi x est une longueur connue. Il ne reste plus qu'à former, sur le côté x homologue à 4, une figure semblable à la proposée (n° 242). La même construction s'applique aussi aux cercles (n° 263, 3°) ; m et x sont ici des lignes ou des nombres donnés. Pour trouver le rapport de deux fiqures données semblables, ABC...., abc. ... (fig. 118), on prend sur les côtés d’un angle droit DAE (fig. 199) des parties 4B, AC égales à deux lignes homologues des figures proposées : la droite BC est coupée par sa perpendiculaire AG en deux segments BG, CG, qui ont le même rapport que ces figures. VIT. Cherchons une fiqure X semblable à une autre P et égale à une troisième Q. P et Q sont donnés : prenons un côté 4 de P, et soit x P ste mp A° son homologue inconnu, on a Fe Pers d’où ü ——; Puisque X — 0. Soient M et N les côtés de deux carrés équivalents à P et Q (n° 237), ou deux carrés M? et N° qui aient même rapport que
M she ceux-ci (fig. 199); il en résultera— 2; ainsi æ est 4° propor-
tionnelle à #4, Net 4.
VIII. Trouver deux lignes x et y, qui aient même rapport que deux parallélogrammes donnés. Les bases étant B, b, les hauteurs 4, k, on doit avoir + =. Si l'on donne y, une construction facile (n° 328) fera connaitre x. Mais si ces deux lignes sont inconnues, l’une est arbitraire ; et l’on peut prendre y — b, d’où x 7; æ est alors une 4° proportionnelle à h, H et B. Ce problème revient à construire un rectangle hx, dont on a la hauteur h, et dont l'aire équivaut à celle d’un rectangle donné BH.
© IX, Pour construire / n, on peut preñdre une moyenne proportionnelle (n° 226) entre n et 1. On remarque (n°: 238, 239) que si l’on décrit le cercle qui a l’unité pour rayon, en y inscrivant un carré et un triangle équilatéral, leurs côtés sont y” 2 et p/ 8. Quant àp/5,p/6...., la construction (n° 328) s'applique à cette recherche ; car, sur l'angle droit CBA (fig. 194), prenons 4B—2, CB=1, on aura AC — //5. De même, CD — 1, donne 4D — 6, etc.
830. L’équation du second degré x? -L px — q suppose une ligne r prise pour une unité (n° 322); il faudrait donc remplacer qg par gr, ou plutôt par »°, en faisant »° = gr. Les racines de
a? — px = m°?s0nt x — —£ … / (en? + p°); on les construit
aisément d’après les procédés généraux que nous avons indiqués ; mais il est plus élégant d'opérer comme il suit :
1° Si l'on a à? — pr = — m°, comme m° = x (p — x), m est moyen proportionnel entre x et p — x. Si donc on élève (fig. 200) AD = m perpend. sur 4B = p, puis si l’on décrit la demi-circonférence 4EB sur le diamètre 4B, DE” parallèle à 4B donne les points £, £”, pour lesquels la perpend. £F ou £’F' est moyenne proportionnelle entre les segments du diamètre. Les deux racines sont donc x — 4Fet x — AF'.
-2° Si l'on a z° — px —m°; comme "” est moyenne proportionnelle entre x et x — p, avec le rayon 4D = + p (fig. 103), on décrira le cercle 4£F, puis prenant sur la tangente une longueur AC=m, la sécante CEF passant par le centre, donne x = CÆ et= — CF, puisque m = CE X CF.
3° Si l'on a 2° + pr — + m°, on fera la même construction que dans les cas précédents; seulement les racines sont changées de signe, puisqu'il suffit de changer + en — x, pour retomber sur les équ. déjà traités. |
X. Soit proposé, par ex., de mener par le point 4 la corde BD (fig. 204), dont la longueur soit donnée = c. Gonservant la notation du problème V, nous avons encore r? — b?, ou k — x X BA, par condition ; BA = © — x; donc & = (c — x) x.
XT. Couper une droite en moyenne et extrême raison ; il faut trouver sur la ligne 4C — a (fig. 103) un point B tel que le segment BC = x, soit moyen proportionnel entre la ligne 4C, et le petit segment ÀAB = a — x, d'où 2° — a(a — x), et
= —taty (a+ ta).
Le radical est l’hypoténuse CD du triangle rectangle 4DC, dont le côté AD = < a —= : AC; ce triangle est facile à construire : on à done x = — + a + CD. Du centre D, avec le rayon 4D, décrivez le cercle £AF ; CE est — x; on porte CE de Cen B, et le problème est résolu, comme on la fait p. 247. Quant à la 2° racine, elle ne convient pas à la question ; pour l’interpréter (n° 107), il faut changer + en — x dans l’équ. ci-dessus qui devient #?— a (ax); et donne > = <+ a + CD — CF : on portera CF de C en D, et ce point D donnera DC moyen proportionnel en DA et CA. Les deux solutions conviendront à cette question : Trouver sur la droite indéfinie AG un point B ou D, tel que sa distance au point C soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point A et la longueur AC.
331. Pour construire les formules de deux dimensions, on les réduit à deux facteurs BA (comme n° 827) ; l’un est la base, l’autre la hauteur du rectangle, dont l'aire a pour valeur lexpression proposée. Ainsi, pouræ —}/ cd (a — b°), on fera a — b— B°, cd H ; B et Æ seront des lignes x à trouver, et l'on aura x = BH, rectangle connu.
Mais si l’on veut que l’aire cherchée soit un parallélogranme ou un triangle, etc., comme la base et la hauteur ne suffisent plus pour déterminer la figure, le problème admet une infinité de solutions, et n’est déterminé que si l’on donne une autre condition, telle qu'un angle, ou le rapport des côtés, etc.
Pour former un triangle équivalent à un cercle dont le rayon
est R = a VAE on prendra le diamètre 2R pour base, et la
hauteur sera une ligne h égale à la demi-circonférence, ou mt
h—7r7R—=+a + Ces valeurs se construisent par la fig. 199,
et il reste ensuite à tracer un triangle dont on prend un angle à volonté.
332. Toute formule à trois dimensions se réduit à un produit de trois facteurs, + — 4BC, qui sont les dimensions d’un parallélépipède rectangle, dont le volume est x. On peut aussi construire cette expression par un cube, ce qui constitue la Cubature des corps, ou par des tétraèdres, des cylindres, etc.
Sur les Signes des quantités dans l’Algèbre appliquée à la Géométrie.
333. Lorsque deux figures ne diffèrent l’une de l’autre que par la grandeur de leurs parties, qui y sont d'ailleurs disposées dans le même ordre, on dit que ces figures sont Directes. Si les quantités a, b, c, d....x, qui composent la 1'°, sont liées par une équation X — 0, elle a également lieu pour la 2e. Mais si les deux figures diffèrent en outre par la disposition de quelques-unes de leurs parties, de sorte, par exemple, qu’on ait # — à — b dans la lre et æ —= b — a dans la 2°, on dit alors qu’elles sont Zndirectes *, L’éq. X — 0, qui a eu lieu pour l’une, peut avoir besoin de quelques modifications pour devenir applicable à l’autre ; c’est ce qu’il s’agit d'examiner.
En nommant x le segment CD (fig. 190 et 193) formé par la perpendiculaire BD sur la base 4C du triangle 4BC, et a, b, c les côtés opposés aux angles 4, B ,C, on a (page 24 1)
BD =e— 4}m=@— x, —@+<'4D — x..,. (1) Mettant pour 4D sa valeur 4C — CD = b — x (fig. 198), ou AC + CD = b + x (fig. 190), on a
= a + D — 2bx, ou © —@ + D + 2bx. .... (2)
* Carnot, qui est l’auteur de cette théorie, qu'il a développée dans sa Géométrie de posilion, nomme corrélatives directes les figures directes, et corrélatives inverses les figures indirectes. Consultez cet excellent ouvrage.
SIGNES EN GÉOMÉTRIE, 517 Les figures 193 et 190 sont indirectes, puisque x = b — 4D dans l'une, et x — AD — b dans l'autre : chacune des formales (2) n’est directement applicable qu’à l’une des fig. Mais la formule (1) appartenant à l’une et à l’autre, la substitution de la valeur de 4D y à seule introduit des différences qui, ne provenant que du signe dex, montrent que l’une de ces équ. (2) doit se déduire de l’autre en changeant z en — x.
334. En général, si, entre les quantités a, b, c. ... x qui composent deux figures indirectes, on a les équ. X = 0 pour l’une, et X = 0 pour l’autre, il faut qu’il y ait au moins une ligne, telle que a, qui soit la somme dans la 1"° fig., et la différence dans la 2° de deux autres b et x; de sorte que &« = b — x pour l'une, et a = b x pour l’autre. Or, on peut toujours concevoir une troisième équ. Ÿ = 0, vraïe pour l’une et l’autre, et telle qu’on en déduise X —0, ou À’ —0, suivant qu’on y mettra b + x, ou b — x pour a. de
Or, ces valeurs de a ne différant que par le signe de x, X et X’ doivent se déduire l’une de l’autre en changeant x en — x. S'il y avait plusieurs quantités indirectes, il faudrait en dire autant de chacune d'elles, Indiquons les moyens de reconnaître ces quantités. Si l'on fait varier lposition des points de la 2 fig. pour la rendre directe avec la 1°, en comparant les deux valeurs + — b — a et a — b, on voit que a a dû devenir > b, de <.b qu'il était ; et comme la variation s’est faite en suivant la loi de continuité, il faut qu’on ait eu à = b : ainsi + a dû devenir nul.
Par ex., si C (fig. 193) se meut vers D et depasse ce point, afin que la fig. soit rendue directe avec 190, CD, ou x, a été nul lorsque C a passé sur D.
æ peut être ee DIEUX l'une des lig., et — pour
l’autre; alors æ aurait passé par l'infini. C’est donc le propre des quantités indirectes de ne pouvoir être rendues directes par le mouvement continu des parties de l’une, sans se trouver dans l’intervalle devenir zéro ou infini.
Lors donc qu’on a une équ. X = 0, entre les lignes a, b,c....x d’une figure, pour obtenir celle X! = 0, qui convient à une fiqure indirecte, il faut simplement changer le signe des quantités indirectes : on reconnaît celles-ci en faisant mouvoir les liqnes de l’une des figures pour la rendre directe avec l’autre; on distingue alors quelles sont
celles des lignes a, b, ©... x qui passent par zéro ou par l'infini ; ces dernières peuvent seules être indirectes:
Mais ce caractère peut s'offrir sans que, pour cela, les lignes qui le présentent soient indirectes; il faut en outre que les relations qu'on tire des deux figures, à l’aide des théorèmes connus, servent, par leur comparaison, à distinguer les quantités indirectes, pour leur attribuer ensuite des signes contraires, C’est ainsi qu'après avoir reconnu que CD = x devient zéro (fig. 193), quand C coïncide avec D, on doit ensuite tirer les valeurs de CD, qui sont AC — AD (fig. 193), et AD — AC (fig. 190) ; ce qui montre que æ a un signe différent. Ù
335. Appliquons cette théorie. Dans le triangle 42C (fig. 201), menons, par un point donné D, une droite DF, et cherchons le rapport « des deux triangles 4BC, AEF. Faisons BC— a, AC — b, AB — c; menons DIT parallèle à 4C, et soient 41 = d, DIT = f, AE X AF
10 $ AB (n° 264). Or, les triangles
AF = x. Le rapport « est —
, \ , d'où
j x semblables 4£EF, DIF donnent 4E — Ë Ê 3 abg (sd) = JE. Mie
Cette éqn. suppose que le point D est dans l'angle Z4C; mais si ce point est en D’ dans l’intérieur du triangle, on aura une figure indirecte à la première. Faisons mouvoir D vers D’, DI deviendra D'T, sans que «, b, c, ni f aient passé par 0 ou c : 47 devenant AJ", a pu seul être indirect, et l’est en effet, puisque 47 = 1B — 4B et 41 '— AB — J'B. Notre équ. n’est donc applicable à ce cas qu’après avoir changé d en — d, savoir abc (x — d) — fx’.
Et si D’ se transporte en D”,D'I' passera par zéro pour être D''I"; on s'assure ensuite que D'J' est indirecte, et que f doit être changé de signe, tandis que x, b, c, d restent comme ils étaient ; d'où æbe (d — x) — fx?. Ce cas, comparé au 1°", a comporté deux indirectes d'et f: l’F l'est pareillement ; mais cette ligne n'étant pas exprimée par l'une des lettres du calcul, il n’a pas été nécessaire d’y avoir égard.
Enfin, si la droite DF doit couper l'angle F"4E" (fig. 201 bis), it est aisé de voir, en faisant tourner DF pour devenir DE", que 4F deviendra 4F° en passant par zéro, et qu'il faut changer x en — x dans l’équ. (4), ce qui la change en la précédente.
Îl est d'ailleurs facile de traiter directement chaque cas, et d'arriver aux équ. correspondantes : la théorie que nous exposons est précisément destinée à éviter de recommencer ainsi les calculs, et a prouver que l’une des équ. renferme toutes les autres, et qu’on peut en déduire celles-ci par de simples changements de signes. Conformément à l'esprit de l’Algèbre, une même équ. renfermera donc tous les cas ; il ne faut que savoir interpréter cette langue pour en conclure toutes les circonstances que peut offrir la question.
336. Comme toute équ. doit donner la valeur de l’une des lettres qui y entrent, il se peut que précisément cette lettre soit celle qui a dû subir le changement de signe pour pouvoir s'appliquer à la figure proposée; alors on entire une valeur négative, telle que
— — k, dont il est aisé de comprendre le sens. En effet, pour obtenir l'équ. X — 0, on a dû supposer le problème résolu, et construire une figure d’après l’état hypothétique des données et de l’inconnue. La solution négative qu’on obtient annonce que la figure supposée ne peut s’accorder avec la question, et qu’en formant cette figure, et la prenant pour base des raisonnements, on a introduit des conditions contradictoires. Si l’on change x en — x, l'équ. À’ — 0 n'appartiendra plus qu’à une figure indirecte ; c’est à celle-ci, et non à la figure supposée, que convient la solution x — 4. On devra donc faire mouvoir les points de cette dernière, jusqu’à ce que À’ — 0 convienne, en faisant, bien entendu, passer par 0 ou © quelques lettres. Alors c'est à la figure ainsi modifiée que convient la solution 2 — 4.
Appliquons ces considérations à divers exemples.
[. Étant donné un point D (fig. 201) hors du triangle 4B0C, mener la droite DF telle, que les deux triangles 4£F, ABC soient dans un rapport donné «. D étant supposé dans l'angle ZAC, on à trouvé l'équ. (4), page 318, d’où l’on tire deux solutions, l’une positive, qui détermine le point F; l’autre négative,et qui se rapporte à la fig. 201 his, où DF' coupe l'angle FAE"; cela suit de ce qui a été dit pour les cas où + est changé en — x *.
* Voici divers problèmes de même nature. Séparer d’un triangle donné ABC, un triangle AEF, qui soit à ABC dans le rapport connu dem; n,
1° Par une ligne menée du sommet B, ou d'un point F de la base, fig. 134 (voy . n° 256 et page 271)
20 Par une parallèle à la base (voy. page 314) ;
Jo Par une ligne EF perpendiculaire à la base AC, fig. 193, page 304.
Par le point D, mener DF qui sépare, dans l'angle indéfini CAB, un triangle AËEF égal à un carré donné q°. Fermons, par une droite QUONeS BC, le triangle 4BC, dont nous ferons l’aire — y’, carré connu (n° 256) ; on suppose r > ou — q. Par condition, get
r sont données. Voilà donc notre rapport connu & — “a , et nous r retombons sur le 1er problème *.
II. Étant donnée une corde 4D (fig. 202), du point O, axtséariiaié du diamètre CB qui lui est perpend., mener une droite OE£ telle,
que la partie FF, comprise entre la corde et l'arc, soit de longueur donnée m. Soient 4B = a, BO = b, FE = met OF = x; nous
aurons OFX FE = 4F X FD ou mx = (a+ BF)( (a — BF) : or, BF? = x° — b°; donc mx — a? + b? — x°, d’où a sd — 5 mEy/ (a + b + rm).
L'une de ces solutions est positive; elle n’offre aucune difficulté, et se construit aisément : pour interpréter l’autre, changeant x en — #,
nous aurons 7% = 2 — a — b —= BF? — x; ce qui suppose BF > a ou BD. Faisons done tourner OF jusqu’en OF'; on voit qu’alors a, b, x sont demeurés directs ; mais lorsque OF passe en D, FE et
FD sont rendus nuls; de plus FD BD — BFet FD — BF — BD:
donc FD est indirect à FD. Il en est de même de FE” = m ; car . AE X FD
_on a (n° 221) FE — rev ant
solution qui convient à F”O se trouve en changeant ici # en — m,
où FD est indirect. Donc la
ou, ce qui revient au même, x en — #.
La question admet donc deux solutions à droite de OB(et par conséquent deux à gauche); l’une est donnée par la racine positive **,
* Si, par le point donné, on mène une droite qui coupe un polygone quelconque, et en sépare une portion égale à un carré #2, en prolongeant les deux côtés occupés par cette droite jusqu’à leur rencontre, l'aire extérieure au polygone, et comprise dans cet
ngle, étant désignée par 4, celle qui est séparée de ce même angle est £? + 4. Si donc on veut séparer d'un polygone donné une aire L connue, il suffira de prolonger deux côtés quelconques, et de séparer de l'angle qu'ils forment, l'aire £ + 4. On aura soin de comparer ainsi tous les côtés, deux à deux, pour obtenir toutes les solutions, en négligeant celles où la sécante se trouve ne couper l’un des côtés qu’à son prolongement. On pourrait encore, au lieu de donner £?, prescrire que la partie séparée du polygone fût à son aire dans le rapport donné de m à n.
* Cet exemple prouve que le nombre des solutions d’une question n’est pas toujours donné par le degré de l’inconnue ; pour n’en omettre aucune, il faut faire varier la figure, la comparer avec toutes ses indirectes, en laïssant toujours les données fixes.
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l'autre par la racine négative. Du reste, il pourrait arriver que la question proposée n'admit pas les solutions indirectes ; c’est ce qui a lieu lorsque le problème exige que FE soit pris dans le cercle, et non au dehors : alors les solutions négatives deviennent insignifiantes ; on en a vu des exemples n° 330.
III. Quel est le segment sphérique GA4D1 (fig. 167) dont le volume est égal à celui du cône CD1G? On à vu, p. 299, que le secteur DAG = À 71h, en faisant la flèche 47 = h ; d’ailleurs le cône CDGI = © CI X cercle DT —=<(r — h) rh, en faisant la demicorde DT = k. La condition imposée revient à dire que le cône est la moitié du secteur, d’où (r — h) k = r°h; mais DI est moyen proportionnel entre les segments du diamètre, ou Æ —h(2r — h); ainsi (2r—h)(r—h)= 17, ouh — SrhLr—0,eth—!7r(38 +8). De ces deux solutions , celle qui répond à +- j/ 3 est insignifiante, puisqu'il faut visiblement que h soit € 2r. L
337. Il est un genre de problèmes qui se rapportent à cette théorie, et qui méritent de nous arrêter.
Supposons qu'il faille déterminer, d'après des conditions données, un point B (fig. 203) sur une ligne fixe CB : on prend un point arbitraire 4, qu'on nomme Origine, et l’on cherche la distance AB = x entre ces deux points. Il peut arriver alors que l’équation X= 0, qui renferme les conditions du problème, admette une solution négative x = — a ; il s’agit d'expliquer ce résultat.
On. a vu que x = a répond au problème proposé, en y supposant cependant que + devienne indirecte ; or, si le point B se meut vers C pour se placer en B”, 4B sera nul lorsque B tombera sur 4 ; ensuite AB deviendra indirecte ; car 4B — CB — CA, et 4B° — CA — CB. Si donc rien n’indique, dans le problème, que le point cherché soit situé à droite de l’origine 4, il est clair que la distance x — à, portée de 4 en P', c’est-à-dire à gauche, y satisfait, On voit même que la solution négative x — — « indique, dans À — 0, une absurdité, qui provient de ce que, pour obtenir cette équation, on a supposé le point cherché placé en Z, à droite de l’origine; position contradictoire à celle que la question comporte, puisqu'on a donné à la figure hypothétique, d’après laquelle on a obtenu l’équ. X = 0, une forme indirecte de celle qu’elle devait affecter réellement. Cette erreur est rectifiée en plaçant B à gauche de 4, en B’.
338. On doit conclure de là que toutes les fois que le but d’un problème est de trouver, sur une ligne fixe, la distance d’un point inconnu
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à l’origine, 2] faut supprimer le signe des solutions négatives que donne le calcul, et en porter les valeurs en sens opposé à celui où on les avait placées pour obtenir l'équation.
C’est ce qu'on a pu remarquer dans le problème (n° 829, II), où l'on a porté aussi l'inconnue GJ (fig. 196) de G en 7’. De même, pour le problème IIE, on a pris CD’ = CD (fig. 197), et D’ a été un nouveau point de contact du cercle cherché avec la droite DD, etc.
Résolvons encore ce problème.
Sur une ligne 4C (fig. 203), quel est le point B’ dont les distances aux points fixes Z et C forment un produit donné = "n°2? Soit AC=—=a,CB'—x;ona 4B — a — x, d'où
æ(a— x) =", etr = 2a + (ia — mn).
11 sera facile de construire cette solution qui est double (n° 330). Sim > + a, x devient imaginaire; mais il ne faut pas en conclure qu'il y ait absurdité dans la question ; car l'erreur peut provenir de ce qu’on a attribué au point cherché B’ une position qui ne lui convenait pas. Plaçons-le donc en B, hors de l’espace 4C, alors CB= x donne 4B = x — a, puis
x(x—a) =", etr—ia+ y (a Em).
Il en résulte que 1° si la question exige que le point demandé soit situé hors de 4C, elle n’est jamais absurde, et ses deux solutions sont l’une en B, l’autre en £'; celle-là provient de la racine positive, et celle-ci de la négative, ou £C— AB.
de Si la question exige que le point soit situé entre 4 et C, elle est absurde, à moins que » ne soit <= AC, c'est-à-dire que le plus : grand rectangle qu’on puisse faire avec les deux parties de 4C est le carré de sa moitié (n° 97, III). On remarquera surtout que l’absurdité indiquée par le symbole imaginaire résulte précisément « d’une erreur de position du point B, analogue à celle qui conduit : ordinairement aux solutions négatives ; ce qui jette un grand jour : sur la théorie que nous avons développée. |
8° Enfin, si la question laisse la liberté de placer le point cherché « entre À et C, ou en dehors, elle admet 2 ou 4 solutions, suivant * que = a est << ou > m». Dans ce dernier cas, lenombre des solutions n’est point donné parle secours de l’Algèbre seule,ou plutôt PAlsèbre M donne en effet tout ce qu’elle doit donner, puisqu'elle ne rend que \ ce qu'on lui a confié, Le problème II, p.320, est dans lemême cas, “
339, Dans tout problème de Géométrie, il y a, comme on voit, deux choses à remarquer. |
1° Toute équation n’est vraie que pour la figure d’où on l’a tirée, et qui doit y demeurer annexée; si l’on veut l’appliquer à une autre figure indirecte à la 1°, on devra y changer les signes de certaines lettres désignant les données. |
2° Quand l’inconnue x est négative, l'équation d’où elle est déduite est défectueuse en tant qu’on l’applique à la fiqure directe; il faut y Changer la distribution des parties, pour l’amener à donner une valeur de x positive, Par exemple, si la longueur x est comptée sur une ligne fixe, elle devra être portée en sens contraire à celui qu’on à supposé.
340. Pour déterminer la situation d’un point # sur un plan (fig. 210), on a coutume d'employer le procédé suivant. On trace deux droites quelconques 4x, Ay, et par le point A on mene les parallèles HQ, MP à ces lignes. Soient MO — x — AP, qu’on nomme l'abscisse; MP — y — 40, qui est l’ordonnée du point #. Si ces longueurs sont données, le lieu du point sera connu, puisqu'en prenant 4P = x, AQ = y, chacune des lignes PM, OM, parallèles à 4y, 4x, devra contenir ce point ; il sera donc à leur intersection. Si y += 0, le point est situé sur 4x ; il est sur {y lorsque + = 0; enfin, pour le point 4, x et y sont nuls; 4x et 4y sont appelés les axes, A est l'origine, Vx et l’y sont des coordonnées de #.
Il est vrai que rien ne disant à priori, si le point est placé dans l'angle y 4x, plutôt que dans ceux y4x, y'Ax, ou y'Ax', la longueur # aurait pu être portée en 4P', et de même y en 40’; de sorte que les quatre points #, N, M', N', satisfaisant aux conditions données, il y aurait indécision entre eux : mais il suit de ce qu’on a dit ci-dessus, que, 1° si le point est inconnu, le calcul le déterminera en donnant ses coordonnées # et y, et selon les signes, on assignera sa position. Nous supposerons dorénavant que les x positives sont comptées de À vers la droite ; et les y positives de 4 vers la partie supérieure. Ainsi, pour les points situés dans
L’angle ÿAx, tel que M, x el y sont posilifs. L’angle yAx!', tel que N, x est négatif et y posilif. L’angle y'Ax, tel que M, x est positif et y négatif. L'angle xAy',tel que N, x et y sont négalifs, 2o Si le point est donné, l'équation tirée de sa situation supposée
n'aura besoin d'être modifiée, quant à certains signes, qu’autant ”
qu’on ferait varier la position de ce point; et pour éviter la nécessité de conserver la figure annexée à l'équation qui en est résultée, on suppose ordinairement au point quelconque donné la situation M dans l'angle y4x, afin que cette figure s'offre d'elle-même : on distingue aisément ensuite, quand on veut appliquer la formule à un exemple proposé, s’il y a lieu de changer les signes des coordonnées + et y de quelque point donné.
L'angle x4y des coordonnées est le plus souvent droit; alors les lignes x et y étant perpendiculaires aux axes, sont les distances du point Æ à ces droites, ce qui simplifie le discours et facilite les constructions.
CHAPITRE IE
Des Sinus, Cosinus, Tangentes, etc.
341. Jusqu’ici nous avons plutôt évalué les inconnues en lignes qu’en nombres ; cependant on sent que l'exactitude des solutions graphiques dépendant de la perfection des instruments et de l'adresse avec laquelle on les emploie, pour obtenir des approximations aussi grandes qu’on veut, on doit préférer l’usage des nombres. Comme on décompose toutes les figures rectilignes en triangles, les opérations géodésiques les plus compliquées se réduisent, en dernière analyse, à des résolutions de triangles, c’est-à-dire à la recherche de la valeur numérique des diverses parties qui les composent. La 7rigonométrie est la doctrine qui enseigne ces sortes de calculs.
Il est nécessaire de trouver des équ. qui lient les angles d’un triangle à ses côtés, afin que plusieurs de ces parties étant données, : | on puisse trouver les autres. L'introduction des angles dans le ealcul exige quelques précautions, parce qu’ils ne peuvent être rapportés à la même unité que les lignes. On a reinarqué que l’angle BCA (fig. 206) serait déterminé, si la position d’un point quelconque du côté BC l'était par rapport au côté 4C. Décrivons du sommet C, avec un rayon quelconque CX, l'arc XG ; l’absçisse CZ et
SIN, COS, TANG, SÉC, COT, COSÉC. 525 l'ordonnée ZX rectangulaires déterminent le point Æ, et par conséquent l'angle C; même une de ces longueurs suffit, parce que le rayon est connu. ,
L'abscisse (fig. 205) CD d’un point quelconque B de la circonférence. s'appelle le Cosinus de l’are 4B ; l’'ordonnée BD en est le Sinus ; on défi it ainsi ces lignes : le sinus d’un arc est la perpendiculaire abaissée de l’une des extrémités de l’arc sur le rayon qui passe par l’autre extrémité; le cosinus est la distance du pied du sinus au centre.
342. Si l’on eût élevé Æ/G (fig. 206) perpendiculaire sur CA, et par conséquent tangente en 6, l’une des longueurs GA et CH aurait aussi déterminé l’angle Cet l'arc XG : on nomme /G la Tangente et CH la Sécante de cet arc ; ce ne sont plus, comme en Géométrie, des lignes indéfinies. La tangente AT d’un arc AB (fig. 205) est la partie qu'interceptent, sur la tangente menée à l’une des extrémités de cet arc, les deux rayons qui le terminent ; la sécante CT est le rayon prolongé jusqu’à la tangente.
Lorsque l'arc ÆB, complément de 4B, est déterminé, 4B l’est également ; on peut donc fixer la grandeur d’un arc 4B, en donnant le sinus GB, la tangente Æ M, ou la sécante CM du complément BE ; c'est ce qu'on nomme le Cosinus, la Cotangente et la Cosécante de l'arc 4B, ou le sinus, la tangente et la sécante du complément de cet arc. | à
343. Le rayon étant donné, la grandeur d’un angle ou d’un arc dépend de celle de son sinus, ou son cosinus, ou sa tangente, ou sa sécante, ou sa cotangente, ou sa cosécante, qu’on désigne par Sin, Cos, Tang, Séc, Cot, Coséc. Nous pourrons donc, dans les calculs, introduire les arcs et les angles, en nous servant de la même unité que pour les lignes droites, but que nous nous étions proposé. Mais, avant de faire usage de ces considérations, comparons ces lignes trigonométriques entre elles, et cherchons les équ. quiles lient, puisqu'il est évident qu’une seule étant connue, les autres en dépendent.
Le triangle rectangle BCD (fig. 205) donne CD? + BD* = CB’; CD est le cosinus, DB le sinus de l'arc 4B = a, CB est le rayon À; donc
sin? a — COS? a = 1, . o . e . . (1) Le triangle rectangle CAT donne CT? = C4? + AT. séc? a —= tang? a + BR? . . e Ê . . (2)
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Les triangles semblables CBD, CT A donnent
CD _CA , CD _ CB DE FTEUAT CL
_ Rsina É tang a — AC) CPR ou " ÿ cos à ? . ( ) EL? | séc «a — A PT où VUE : COS &@ - = 4 ( )
Cette dernière formule prouve que Le rayon est moyen proportionnel entre le cosinus et la sécante : du reste, les équ. (1), (2) et (8), sufhisant pour exprimer que les triangles CBD, CT'A sont rectangles et semblables, la 4° est une conséquence des trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder ces quatre relations comme distinctes ; elles n’équivalent qu'à trois. On peut même s’en convaincre directement en déduisant l'une quelconque des autres par l'élimination.
344, Ces formules doivent aussi avoir lien entre le sinus, le cosinus, la tangente et la sécante de l'arc ÆB complément de 4B. On peut donc y changer le sinus en cosinus, la tangente en cotangente, etc.; mais les triangles semblables CBD (ou CBG), et CME, donnent directement ces nouvelles relations ;
CG GB CG CE À
OPA CE EM CB — oM? J0Ù PR,
DR LR RU RRT SE et coséc a = ———.:. , (6) Sin «& Sin «œ
En multipliant les formules 8 et 5, ou comparant les deux triangles CTA et CME, on trouve que le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la cotangente, ou
tanga XX CO a Re db bec 4 ere Enfin, le triangle rectangle CHE donne CM? = CE? + EM, ou coséc? a = R? +- cot’ a. . . (8)
345. Ces 8 équ., qui n’en forment que 5 distinctes, servent à trouver les quantités sin a, cos a, tang a, cot a, séc a, coséc a lorsque l’une est connue. Il suffit d’un calcul simple pour éliminer. Par ex., l’équ. (1) donne le sinus quand le cosinus est connu, et réciproquement ; car
sin a—}/ (R?— cos’ a), et cos a —}/ (R?— sin’ a).
our
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SIN, COS, TANG, SÉC, COT, COSÉC. 597 De même, l’éq. (2) donne la tangente quand on a la sécante, ete...
346. Parmi ces combinaisons, nous distinguerons la suivante à cause de son utilité. Cherchons le cosinus, étant donnée la
tangente. De (4); on tire cos «a — re > €t comme (2) donne a séc a =} (R?—- tang? a), on en conclut £ R?
: COS a —
VE Etang a)? YU Ah ALT «17 (9) enfin, (3) donnant RÀ sin a — cos a X tang a, on a
RE tang a y (R — tang? a)
On appelle 4D le sinus verse de l'arc 4B; d’où
sin 4 —
LU Tt
sin verse a —= R — COS a.
_ 847. Par sin a, cos a.. .., il faut entendre le sinus, cosinus. ... d’un arc dont la longueur est a, le rayon étant fixé — R ; or, cette longueur dépend du rapport de l’are a, avec le quadrans, et sa détermination semble exiger un calcul ; mais lorsqu'on emploie les ares pour mesurer des angles, le rayon est tout à fait arbitraire; les arcs semblables étant proportionnels aux rayons (n° 182, 3°), ce n’est plus la longueur absolue a de l'arc qui entre dans les calculs, mais son rapport avec le rayon. Les sinus croissent aussi proportionnellement aux rayons, l'angle demeurant le même (fig. 206), TA KT BA | 2 puisqu'on a TZ = Sp: Le rapport du sinus au rayon s'appelle le Sinus naturel; il a pour valeur le sinus de l'arc semblable pris sin @
ñ sont alors
dans le cercle dont le rayon est un, puisque sin & et
équivalents.
Concluons de là que, 1° lorsque le rayon sera ainsi arbitraire, ce qui arrive la plupart du temps, nous ferons À — 1, pour simplifier les formules ; d’où
sin’ a cos a— 1, tang’a Æ 1 — séc’a, tang a. cota = 1, sin 4 à c | tang a — > Sséca — >» CHa—= — » ec.
cos & COS & sin &
2 Mais la supposition À — 1 rendant les calculs propres aux cas seulement où le rayon est arbitraire, si l'on veut rétablir les
formules dans l’état plus général où le rayon R est déterminé, on y sin & COS 4 sed) RM distribuera des puissances convenables de À; de manière à produire l’homogénéité (n° 322).
8° Lorsqu'on connaîtra la valeur numérique sin a du sinus d’un arc &, pris pour un rayon À, on aura celle du sinus de l'arc a” semblable,. dans le cercle dont le rayon est À", en multipliant par le rapport du deuxième rayon À’ au nus R, car
remplacera sin 4, Cos &...., par
*..., Ou plutôt on
sin @ sin d i donne sin a’ nt x sin &.
FR TONER
4° Dans la mesure des angles, on n’emploie pas la longueur absolue
des arcs, mais leur rapport au quadrans; ainsi, par sin a, on entend le sinus d’un arc dont a est le nombre de degrés (voy. n° 183).
348. L’arc de cercle (de rayon À) dont la longueur est a, ayant
pour graduation (a°), exprimée en degrés et fractions décimales,
ou (a”) en minutes, ou («”) en secondes, cherchons des relations
entre ces quantités. Le rayon étant 1, la longueur de la demi- circonférence est (page 261)
z — 8,14159 26536, Lr — 0,49714 98727 ;
z êst la longueur de 180° ou de 10800, ou de 648000” ; on a 160° : 7 :: (a°) : a, d'où 7 (ao) — 180. a ; de même 7 {a’) — 10800. a, z (a”) — 648000.a; donc, en divisant par 7, et posant
uw — 87°,29878, p — 3437,746, pe’ — 206264”,8,
on à R(a)=ua, Ra) = pa; Ra") = y'a
Ces équ. donnent la longueur a d’un arc de rayon R, dont on connaît la graduation, et réciproquement.
Si l’on fait a — R, on a (a°) — x; w est donc le nombre de degrés de l’arc égal aw rayon ; w', w' sont les nombres de minutes ou de secondes de-cet arc. Courbons le rayon sur la circonférence, il y occupera une longueur de (a°) degrés, ou de (a) minutes, ou de (a”) secondes. Prenons ensuite un arc d’un degré, ou (a° is lol rayon À étant 1; ; NOUS AVONS
de même — = ——, HS arc 1’ sin l’?
CPR TERRE EE a = —— arc 1° À arc l” sin 1”?
attendu . les arcs de 1’ et de 1” étant très-petits, on peut, sans
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erreur sensible, les remplacer par leurs sinus (n° 362). On conclut de là que lorsqu'il entre, dans une expression analytique, un arc de cercle déterminé par sa longueur a, le rayon étant un, pour y 1ntroduire à la place le nombre de secondes (x) de cet arc, il suffit de remplacer a par (a”) sin 1”; et par (a) sin V si l’on veut exprimer l'arc en minutes. On trouve
Log m — 1,75812 26324, compl. — 2,24197 73676, Log x’ — 5,53627 38898, compl. — 4,46372 61172 = L sin 1’, Log x” = 5,51442 51532, compl. — 6,68557 48668 = ZL sin 1”,
349. Jusqu'ici notre arc 4B est € le quadrans (fig. 205); faisons mouvoir le point B de 4 vers EH AK. ... pour lui faire décrire le cercle entier, et suivons les variations qu'éprouvent le sinus et le cosinus. En 4 le sinus — 0, le cosinus — À. À mesure quA l'arc AB croît, le sinus augmente, le cosinus diminue, jus en £'; le quadrans 4E a R pour sinus et 0 pour cosinus.
Passé 45 degrés sexagésimaux, un arc, tel que 53°, ayant pour complément 37°, le sinus de l’un est le cosinus de l’autre : ayant donc une table de sinus et de cosinus, étendue jusqu’à 45°, la colonne des cosinus est aussi celle des sinus des arcs complémentaires, qui sont > 45°; on a même soin d’y indiquer cescompléments.
Au delà de 4E = 90°, le sinus décroiît, le cosinus augmente : on voit que, pour 4£'H, les triangles égaux HIC — BDC ont HI1= BD ; ainsi, le sinus d’un arc est le même que celui de son supplément. La même chose à lieu pour le cosinus, car ZC — CD; seulement , lorsque l'arc est > 12 le cosinus est négatif (n° 340). Pour la demi-circonf. 4E 4’, le sinus — 0, le cosinus = — À.
Nous voyons donc que passé 90°, les sinus et cosinus se reproduisent ; pour 137° le sinus est le même que celui de 43°, qui en est le supplément : on peut même préférer le cosinus de 47° qui lui équivaut ; sin 1370 — sin 43° — cos 47°. On voit qu’il suffit d’ôter 9 aux dizaines et de changer le sinus en cosinus, lorsque Parc passe 90°. Cette remarque est surtout utile lorsque l'arc est accompagné de minutes et de secondes ; de même,
cos 137° 17° 32” — — sin 47° 17’ 32”.
Quant aux autres lignes trigonométriques, on pourrait suivre de mème sur la figure leurs variations et leurs signes ; mais il est préférable de recourir aux formules 3, 4,5, 6, puisque l’on vient
de reconnaitre les signes du sinus et du cosinus, On verra donc que
sin 0—0, cos 0 — À, donnent tang 0 —0, séc. 0 = R, cot 0— © , sin 17 = À, cos1,—0..... tang 17 — co — séc 17, cot 17 —0.
Dans le premier quadrans tang & , séc a croissent avec a; cot a.
décroit : sin « est positif dans le second quadrans, tang a, séc a décroissent , cot a croit avec l'arc a; tang a et cot a sont négatifs. On voit, comme ci-dessus, que tang 137° = — cot 47°, . , . ,. cot 137°— — tang 470,
Dans les deux autres quadrans, le sinus et le cosinus reprenant les mêmes valeurs, on voit que tout arc plus grand que le quadrans,
a pour sinus, Ccosinus, tangente.... la même valeur, en ôtant 1800 w
autant de fois qu’il est possible ; seulement il faut avoir égard aux signes ; ceux du sinus et du cosinus sont connus et servent à déterminer les autres. Ainsi,
sin 287°— — sin 77, tang 63e — tang 108 — — cot 13,
Ces diverses propositions s'expriment ainsi : pour l'arc
1 quad. + a... lesin — cosa, lecos — — sina, latang — — cota. 2 quad. + a... lesin — — sina, lecos — —cosa, latang — tanga. 5 quad, + à... lesin —= — cosa, lecos — sind, latang = — cota.
Si l’arc passe 4 quadrans, ou 360°, il faut d’abord en retrancher !
toutes les circonférences. On voit maintenant pourquoi les tables de sinus, cos... ne s'étendent pas au delà du quadrans, ni même du demi-quadrans.
350. Lorsque l’arc est déterminé, son sinus, sa tangente , son 4
cosinus.…... le sont ; mais l'inverse n’est point vrai; ainsi le sinus BD
(Gg. 205) appartient non-seulement à l'arc 4B, mais aussi à son
supplément 4H, et à ces arcs 4B et 4H, augmentés d'un nombre quelconque de circonférences. Tous ces arcs ne donnent que deux angles suppléments l’un de l’autre. On fera le même raisonnement pour les cos... On doit donc s'attendre à trouver deux angles pour solutions, toutes les fois que le calcul aura déterminé le sin ou le cos..….; il reste ensuite à négliger, s’il y a lieu, celle quineconvient pas au problème.
351, En regardant l’arc 4F comme étant de signe contraire à 4B, on voit que (page 323)
sin (—a)——sin a, cos (— a) —= cos 4, tang (— a) = — tang a... \
Des Formules générales.
. 852. La résolution des triangles est renfermée dans un nombre convenable d'équ. entre les côtés et les angles.
En prolongeant BD (fig. 205), on a BD — © BF; ainsi le sinus d’un arc est la moitié de la corde d’un arc double.
Si BFest égal au rayon, il sera le côté de l'hexagone régulier inscrit (238) ; BAF sera le sixième de la circonf., et BA sera le tiers de AE. Le sinus du tiers du quadrans est donc la moitié du rayon. Les formules (1), (3), (5), donnent
" R siMmi7?— 2, cos:1— =: RJ/3,tang 7 re cot 17 = Ry/ 3; 1 i Sin À 1 D ATEÈNS 19 « 28 on connait aussi sin 57, puisque cos <7 — sin +7 : d’où
sin 57 — = RJ/ 8, cos 7 — +R, tang 27 — RJ/ 8, cot 7 — 2
353. Lorsque l'arc 4B (fig. 205) est de 45°, ou la moitié de 4Æ, le triangle CTA est isocèle; ainsi on a 471 — AC, ou la tangente de 45° est égale au rayon. Donc
tang 45°— R—cot 45°, cos 45°—-"-RV 2 — sin 46, tang 135° — — R = cot 185°, sin 135° = <R/ 2 — —cos1350.
354, Soit CAB (fig. 206) un triangle rectangle en À; si d’un angle aigu C, avec le rayon CKX = 1, on décrit l'arc:XG, et si l’on mène le sinus ÆXZ et la tangente ÆG, CI sera le cosinus de C'; or, les triangles semblables CXZ, CHG, CAB donnent
CK_CB CK_, CB, CG C4 OUR CA URT. | AB, GH à A4B?
d'où CA = CB X cos C, AB —= CB X sin C, et AB — CA X tang C.
Celle-ci est le quotient de la 2° divisée par la 1r°. Donc, 1° Un côté de l’angle droit est le Are de l’hypoténuse par le cosinus de l’angle uigu compris. «+ . . 5h, PIQUE AT 115 (54)
2 Un côté de l’angle droit est le Sri de l’autre côté par la | tangente de l’angle aigu adjacent à celui-ci. . . . . . + (8)
Nous représenterons les angles par 4, B et C, et les côtés qui
leur sont respectivement opposés par &, b et c. Ainsi, a étant l’hy-
poténuse, 4 — 90°, on a
b— a cos C, c— a cos B— a sin C, . . . (4) cs pitng.Ce.. Len 0 OMS HONOR ossi wii P)
ra
355. Si de l'angle B (fig. 193) du triangle quelconque 4BC, on abaisse la perpendiculaire BD, l'angle B sera coupé en deux angles, qui seront les compléments respectifs de 4 et C. Nos théorèmes ci-dessus donnent BD — AB. sin 4, BD — BC. sin C; d'ou c sin 4 — a sin C; donc,
sin 4 sin B sin C
puisqu'on peut abaisser la perpendiculaire de l’angle C ou 4. Ainsi, {out triangle a les sinus de ses angles proportionnels aux côtés opposés.
En désignant par x le segment D 4 (222), on a « — b? c° — 2bx ; mais le triangle rectangle BD4 donne D4 — BA X cos 4, ou æ — c cos À ; donc
@ = b + ce — 2bc cos 4 . . . . (D)
Si la perpendiculaire BD (fig. 190) tombe hors du triangle, il
faut + 2bx au lieu de — 2br. Mais comme alors l'angle BCA est |
obtus , le cosinus devenant négatif, le signe de — 2bc cos 4 rede-
vient positif, et se rétablit de lui-même ; donc notre formule s’ap-
plique à tous les cas (339).
Les équ. 4 et B servent à résoudre les triangles rectangles; C
et D servent pour les triangles obliquangles (voy. n° 363).
Soient deux arcs (fig. 207) 4B — «x, BD = B ; cherchons
les sinus et cosinus de leur somme 4) , et de leur différence 4K,
connaissant les sinus et cosinus de « et 8. Menons la corde DK au
milieu Z de laquelle le rayon CB est perpendiculaire; puis les
parallèles Æ7, KH à AO, et les perpendiculaires DP, 1G et KO ; W DP est le sinus de 4D —(x+ 8); KO est celui de AK = « — B;
les cosinus sont CP et CO : ces quatre quantités sont les inconnues du problème.
On voit que DE = EH:DE et IG ont donc pour somme IG+LDE,ou . . . hier eue cDP =sin(s tp), et pour différence ZG — DE — HP, ou KO = sin (4 — B); de même Æ'Z étant la moitié de ZX , on a PG—= GO— ET; ainsi CG et ET ont Dr somme... . .. . :., . et... CO = Cps (a — 0} et pour différence . . . . . . . . CP —= cos (x L B),
- donc sin (4 + 8) — 1G + DE, cos(a HB)—CG+ EL.
Il ne reste plus pour obtenir ZG, DE, CG, ET qu’à appliquer l’équ. À aux triangles rectangles CZG, DET, où l'angle EDI — x, Il vient ZG — CI X sin «, DE = Dlcos a; or, DT = sin Bet CI = cos B; ainsi, ona |
1G = CI K sin à — sin x cos B, | DE"=MDT $C é08'x — sin B cos 4:
on a de même CG — CI X cos à — cos x cos B, EL = DM XX siuox —|{sin-+ sinip ;
d’où sin («+ 8) = sin « cos B + sin B cos «, . . (F)
cos (a E B) = cos « cos B sin & sin B&. . . (F)
Ces quatre formules sont d’un usage très-fréquent. Si le rayon, au lieu d’être= 1, était À, on mettrait simplement À pour diviseur des seconds membres (347, 2°).
857. Faisons « — £ dans ces ni ; en prenant le signe supérieur, on trouve
sin (EE sine. CDs JL En SR 0 lle Het (D cos (24) == COS’x — sin’x.. ., « + .« « . (A) —= Qcos?x — 1 — 1 — 2sin’x,
à cause de sin?x — 1 — cos’z. Telles sont les valeurs du sinuset du cosinus du double de l’arc x *.
* Pour avoir les sinus et cosinus de 3x, on fait 8 = 2%, ce qui donne. . . .. sin 3x — sin &« cos 24 H- sin 24 cos æ, cos 34 — elc.; mais il faut mettre pour sin 2x et cos 2x leurs valeurs, et il vient
sin 3x = 3 sinx— 4 sin3æ, cos 3 &« — 4 cos®4 —3 cos «. Il est aisé de -voir qu'en résolvant ces équ. par rapport à sin « et cos «, on aurait les si-
nus et cosinus du tiers ; on obtiendrait de mème ceux de 4x et 7 etc, (voy. ci-après,
358. Si l’on regarde dans ces équations sin x et cos & comme inconnus, et sin 2x, cos 24 comme donnés, il faudra éliminer entre « elles. Mais comme le caleul serait compliqué, on préfère employer,
au lieu de la 1re, 1 — cos’4 + sin’x; alors en ajoutant 77, où ën soustrayant, on obtient de suite
2cosx — 1 cos 24, 2sinx — 1 — cos 24.
Si donc on change ici 2x en «, ce quiest permis, on a
cosla, — V (—e) sine — V (=), : (DA
équ. qui douhent les sin. et cos. de la moitié d’un arc, La formule de la page 327 devient ainsi propre au calcul des log.
sin verse & —= 2sin=4 — | — Cos x.
359. Divisons l’une par l’autre les formules Æ et F, il vient
sin (4 + 8) __ Sin & cos B H sin B cos « cos (4 E B) cos a cos B Æ sin «sin B°
Or, si l’on divise les deux termes du 2° membre par cos « cos B,
sin & ee en remarquant que {ang & = cos x? ON obtient . S (4
___ tang « E tang B tang (x Æ 8) — LL CE
qui donne la tangente de la somme et de la différence de deux arcs. Si « — , on a celle du double,
2tang à
tan 2x ES LR e ] L2 e C2 e e 2 ë 1 —tang? « (2) * On a de même cot (x £) A fON OP PAT ES (1) cot 8 EE cot« Si l’on fait « = 45°, comme tang 45° = 1, il vient a:
nn LA eee PUB ee G) 1 Etang 8 De même, les formules £ et F donnent sin (œ + £) cot 8 -F Cot « ___ tango + tang 8 @) sin (4 — Ê) 7 cot 8 — cot« tang x — tang ° sin (x + £) cotg LE cote tang « —H tang 8 lé) cos (x FE £) Hi cot « Cot 8 I H tang «tang 8° cos (x + 8) _ cot 8 —tange, _ 17 tang « tang
“Æ : us (5) cos (x — 8) cot 2 + tangx 1 -tang «tang Æ
En divisant l’une par l’autre les équ. (7), il vient
| 1 — cos « 1 — cos « tan Z. _—— (EE Et . . o M ange (IS) ET (H)
Ajoutons et soustrayons les équ. £ ; il vient
sin (a —- 8) Æ sin («4 — 8) = 2 sin x. cosB, sin (a 8) — sin (x — 8) = 2 cos «.sin L.
Divisons ces formules l’une par l’autre, et faisons, pour Apr gEts a+ B= C, eta—B—8B; d'où l'ontire (p. 134)
Dons sin CE sin B sinæ cos B tang & tang + (C + B) - - st . = mn | ns vu .
sin C — sin PB cosæ sin B tans B tang + (C — B)
- La somme des sinus de deux arcs est à leur différence comme la tan-
gente de la demi-somme de ces arcs est à la DSP de leur demidifférence.
* Le même calcul sur les équ. E et F, combinées deux à deux, donne diverses autres formules qui servent à remplacer des sommes et différences de sin et cos par des produits
et des quotients, pour pouvoir faciliter le calcul logarithmique (voy. Introd. d'Euler à l'Anal. des inf.).
sin À sin B= asin . (AB). cos = (AŒEB), (6) cos À +- cos B = 2 cos . (44 B). cos = (4— B), (7) cos B— cos A=a sin = (4 +8) .sin = (4—B); (8)
faisant 4 = 90° dans la 1re, et B = 0 dans les deux autres,
1 sin B=2sin ( + 2) (s-15) = 2 sin° (es +) 1 — sin B = 205? (s re 2) = 2 sin? (e ou = 2) ; (9) -
I 03 1 + cos À = 2 cos? — À ; 1— cos À = 2 sin? — 4. (10) 2 2 ; 1 1 in Faisant, dans (M), « = 90° ++, on a tang (er + r «) Rite ‘ (17) cos æ
Multipliant entre elles les équ. (6) ou (7) et (8), et réduisant, sin? À — sin? B = cos’ B — cos? À = sin (4 +- B) X sin (4 —B), cos? À — sin? B = cos (4-4 B) X cos (A — B), (12)
On a vu (n° 355, fig. 182), sn Me 9, d'où l'on tire (n° 73, 2°) sin ANA C++ b.
sin Css BE Te ="?
d'une autre part, 4 B + C— 180° donne+(C + B) = 90° — puis, tang+(C + B) = cot< 4 : donc enfin
c + b -cot = 4 DEEE Tage (Oe Bjaérut cmeosrid0
Formation des Tables de Sinus, Cosinus....
361. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour nous; et afin de les faire servir à résoudre des triangles , il faut d’abord connaitre les sinus des angles donnés, pour en introduire les valeurs dans nos équations; ou bien, si élles sont destinées à faire connaître des angles, il faut assigner l’arc, le sinus étant donné. Il est donc nécessaire de former une table de sinus, cosinus...., qui donne ces lignes, lorsqu'on connaît ces arcs, et réciproquement.
Concevons donc qu'ayant divisé le quadrans en degrés, minutes...,
Effectuant diverses divisions, on obtient
AR ang LUE) AE Qt 2 (As sen = cot + (4—B); = tan = (4 — D); (15) ALERTE — co = (4 + B) X cot = (4 — B). (16)
DRE ue (ar in), eur é (7
sin? (+ 2) sin? (ss eh Ë ) 1+snB Latine L
1H COS 4 cos? N. 1—C0SB sin? ss B 2 2 ang dng B = ARE — HA Er te end tang 4 Æ tang B = PEET; cot À Ecot B = ses tang 4 EE cot B — ECTS, cot AE tang B — nr
TABLES DE SIN., COS., TANG
et le rayon en un nombre arbitraire de parties égales, on soit parvenu à trouver combien chaque sin, cos.... contient de ces parties ou unités, et qu'on ait inscrit ces nombres près de chaque arc ; on aura formé une table contenant, dans une 1re colonne, les graduations des arcs; dans une 2e les sinus, dans une 3: les cos. ... Il suit des équ. 1, 3, 5 que, quand on a les sinus, un calcul très-simple donne les cos., tang....; ainsi, la recherche des sinus doit d'abord nous occuper, et l’on a vu (349) qu'il n’est nécessaire d'en pousser le calcul que jusqu’à 45°, parce qu’au delà de cet arc les valeurs se reproduisent. Ainsi, il s’agit de calculer les sinus êt cosinus de tous les arcs <{ 45°, le quadrans étant partagé en degrés, minutes. ...
La re équ. du n° 360, et celle qu’on obtient de même en ajoutant les équ. F, deviennent, en posant « = mx, B = »,
sin (mL 1) x —2 cos x.sin x — sin (m — 1) x, cos (m + 1) x —2cosx.cos mz.— cos (m — 1) x.
St les arcs procèdent dans l’ordre x, 2x, 8%....(m— 1) x, mx, (m + 1) x....,æest le plus petit arc de la table, et il suit de nos équ. que si z et y sont les sin. on cos. de deux arcs successifs (im — 1) x et ox, et p = cos x, le sin ou cos de l’arc suivant (m+ 1) x est — 2py — z. Donc, chacun des termes de la série des sinus et de celle des cosinus dépend des deux termes qui le précèdent , et s’obtient en multipliant ceux-ci par 2p et — 1, et ajoutant.
362. Prenons l'arc 4C — CB — AL (fig. 192), et menons la corde 4B et les tangentes LE, CE ; nous avons (170)
corde 4B < arc 4B, LEC © arc LAC; d’où, AI ou sin 4C < arc AC, ECoutang 4C © arc AC.
L'arc << 90° a sa longueur comprise entre celles de son sin et de sa tang ; et comme l'éq. 3, page 326, donne en — __ , dont le 2° membre approche sans cesse de 1, à mesure que x décroît ; le 1er a aussi 1 pour limite, c'est-à-dire que le sinus, l'arc et la tangente tendent sans cesse vers l'égalité, l'arc restant intermédiaire.
Ce principe sert à calculer le sinus du plus petit arc de la table ; car
PT tai des -æ, On tire sin;æ >-+-æ.cos-æ; mul- COS + æ tipliant par 2 cos 5x, ona 2 sin ;æ . COS; > cos ;4, Où MATHÉM, PURES, T, I. 22
de tang + æ ou
sin æ > æ (1 — sin = x), et à plus forte raison sin x > # — + x",
puisque sin + æ <°+ x : on voit donc qu'en résultat sin x est inter-
médiaire à æ etæ — + x, savoir, snv>œr—ra, et x.
Qu’on parte de x = 3,1415926536 et log 7 — 0,49714987 pour calculer #, qui ést une fraction déterminée de la demi-circ. 7, et par suite æ — %x*; comme sin x est compris entre ces deux limites, les décimales communes seront une valeur approchée de sin #, le rayon étant 1; et si x est pris assez petit, comme sin x et x diffèrent de moins en moins, l’approximation pourra être étendue à tel
ordre qu’on voudra ; sin æ — a. D'ailleurs, on a
cos &— y 1 — sin x —y(1 +a)(l—a)=p;
donc le facteur 2p est connu ; et partant, de sin 0 = 0, sin x — @, d’une part; de cos 0x = Î, cos x — p de l’autre, par la lai 2py — z, on calculera de proche en proche les sin. et cos. des arcs 27, 32, Ar...
Par ex., si x — 30, le 180+ du quadrans est x — 0,008726646, 5 4 — 0,000000166, x — 5 25 — 0,00872648 ; ainsi, sin 80’ —0,008726. Si la table doit procéder de minute en minute, avec 6 décimales, tous les sinus d’arcs <° 30° sont censés égaux à l'arc; sin 1’, 2,8"... sont =, =, =. ... de 0,008726. D'où l’on voit qu'il faudra d’abord faire croître les ares de 30” en 80, sauf à les rapprocher ensuite, ce qui sera très-facile : on trouve
p=00s30 = 1,008726 %0,991274, ou 0,999962 — 1—0,000038.
Le facteur 2p est 2 — 0,000076 ; ainsi il est aisé de” calculer les autres nombres de la table.
. En général, pour qu’on soit en droit de prendre # = sin x, il :
faut que + #° n'ait pas de chiffre significatif dans les décimales qu'on doit conserver. En veut-on 8, par ex. ? il faudra que les 8 1ers chiffres de +? soient des zéros; et sans calculer ##, on voit qu’on devra descendre à l’arc de 10’.
Du reste, il faut prendre plus de décimales qu’on n’en veut con- «
server, afin d'éviter que les erreurs s'accumulent et que les derniers
chiffres soient défectueux. On a soin de vérifier, d'espace en"espace, «
les résultats obtenus, soit par les formules des sin (4 + 8) et sin 2z,
soit en calculant d'avance, par le même procédé, les sinus de degré
RÉSOLUTION DES TRIANGLES
en degré, ou autrement. Nous donnerons des moyens plus rapides d'arriver aux valeurs des sin., cos. ...3; mais celui-ci suffit à notre objet.
Au lieu de composer la table avec les valeurs ainsi obtenues, on préfère, pour la commodité des calculs, y inscrire leurs log. Comme les sinus sont plus petits que le rayon, il convient de partager le rayon en assez d'unités pour que le sinus du plus petit arc de la table soit > 1, afin d'éviter les log. négatifs (n° 91). Dans les tables de Callet, les arcs procèdent de 10” en 10”, et le rayon a 10 pour log (ou R = 10 milliards).
Lorsqu'on veut procéder au calcul d’une formule où le rayon est pris — 1, il faut donc restituer les puissances de À, que la supposition de R— 1 a fait disparaître (p. 327); ensuite on recourt aux tables dans lesquelles log R—10. On’peut aussi laisser R—1 dans la formule, et retrancher 10 de tous les log. des sin., cos. . .., ce quiintroduit des caractéristiques négatives. Par ex., log sin 10°— 1,2396... au lieu de 9,2396..…; log tang 1° — 2,2419.... au lieu de 8,2419... Ces parties négatives ne sont pas un inconvénient, et on s’habitue aisément à les employer (voy. p. 106).
Résolution des Triangles.
363. [. Trianeres recrancLes. Les deux équ. 4, B, résolvent tous les triangles rectangles, car elles comprennent les côtés b, c, l'hypoténuse a et l'angle C (fig. 206) : de ces 4 quantités, deux étant données, on peut trouver les deux autres. En éliminant C, on obtient même l’équ. a — b° + c?, si souvent employée. Faisons le rayon — À dans les équations 4 (on a log R— 10),
HD "0 cos Ce, + ME LI) AR DOUR- CO, Re me pal
= bio, NU: . . (3
On ne peut rencontrer que les deux cas suivants * : 1° Étant donnés un angle aigu Cet un côté, les deux autres angles
* Pour résoudre un triangle proposé, placez au sommet les lettres B, 4, €, en les dis tribuant aux angles qui s'accordent avec les lettres dont on se sert dans le texte pour désigner les parties connues ou inconnues, et recourantau cas dont il est question : &,b,e, sont les côtes respectivement opposés aux angles 4, €, B ; et si le triangle est rectangle, A marque l'angle droit, L'équ. dont il s’agit s'applique ensuite directement.
sont connus, puisque 4 — 90°, B— 90° — C'; les deux côtés inconnus s’obtiennent ainsi :
Connaissant l'hypoténuse a, l’éq. (1) donne le côté b.
Si l’on connaît le côté b, (2) donne c, (1) l’hypoténuse a. |
Soient, par exemple, C = 33° 30°, b — 45 ,54, les équ. (1) et (2) prescrivent le calcul suivant :
log b — 1.6583930 . . . . . . .: 1.6583930 log À — 10.0000000 log tang C — 9.8207829 — log cos C — 9.9211066 — log AR — 10.0000000 log a = 1.7572864 log c — 1.4791759 Donc a — 54,,,612 et c — 30,,,142.
Cette opération peut servir à trouver la HatËne AB = 0, d’un
édifice (fig. 208), dont le pied Æ est accessible.
Le calcul se vérifie en changeant d’inconnues (voy. p. 136).
20 Étant donnés deux côtés :
Si l’on connait bet c, l'équ. (2) donne l'angle C ; l'hypoténuse a résulte ensuite de l’equ. (1). On peut aussitirer a de l’équ. (3); mais elle ne se prête pas au calcul logarithmique,
Si l’on a l’hypoténuse a et le côté b, l'équ. (1) donne l'angle C'; le côté c résulte de l’équ. (3), ou de
c=Vy (a —b)=y (a +) (a —D).
Il. Triaveres oBtiQuANGLES, [l y a 4 cas à traiter.
1° Étant donnés un côté a et deux angles B, C, le 3° angle À est connu , et l’on emploie l’équ. €, n° 355.
asin B a sin C ET M ET de
Soient, par ex., a — 28,859, 4— 37029, C— 729"; d'où
l'on conclut B— "70022": ona
log a — 1.4601759 . . . . . . 1.4601759
log sin Z — 9.9739873 log sin C —= 9.9785741 — log sin À — 9.7842824 — 9.7842824 log à — 1.6498808 log c —= 1.6544676
Donc b=— 44 ,656 et c — 45,130. Ce calcul sert à mesurer la distance AC, de C à un point À inaccessible, mais visible (Gg. 208); il donne aussi /a hauteur AB’ et la distance AC d’un édifice dont le pied est inaccessible et invisible ; car, mesurant une base horizontale BC et les angles B'CB, B'BC, qu’elle fait avec les lignes dirigées vers le
RÉSOLUTION DES TRIANGLES
sommet B', on connaïtra B’Cet l'angle ACB', qu’on peut mesurer sans voir le pied 4, attendu que la droite 4C est horizontale. On obtiendra donc 4B" et AC.
Comme il faut être exercé aux applications des formules de la * résolution des triangles, nous donnerons ici les valeurs des côtés et des angles de triangles, auxquels on pourra appliquer ces équations. On prend pour données les parties élémentaires qu'on veut; les autres seront les inconnues que le calcul doit faire trouver. En variant les éléments donnés, on se proposera divers problèmes qui seront résolus par les formules qu’on a exposées, et ce seront autant d'exercices utiles de ces sortes de calculs.
Triangle rectangle d’épreuve.
a = 56m,925 b = 45,540 c — 54m,154 En) 12963080, + . 2.658390, 47. 1.5334543 A: 900 B — 5307/48//,4 C'== 9002 1170 log sin B — 9.9030900, cos B— 9.7781512, tang B —0,.1249589 Triangle obliquangle d’épreuve.
Côtés. Logarithmes, log p = 12:0357 409 a —=-57m,110, log = 1.7617024, log (p—a) — 1.7059406 b = 71 ,517; log = 1.8647735, log (p—b) = 1.5682252 C: == 677 St, log — 1,9435489, log (p—c) = 1.3175947 Angles. Log sin. Log cos. Log tang.
2 Étant donnés deux côtés c, a, et un angle À opposé à l’un d’eux, l'équ. (4) donne sin C — ous Or, la valeur de sin C répond à deux angles C supplémentaires, et l'on a deux solutions (les triangles ABC, fig. 193 et 190).
Il ést vrai qu'une seule est souvent admissible, ainsi qu'on l’a vu (n° 207) ; mais de lui-même, le caleul conduit à reconnaître ce cas, sans y avoir égard spécialement; on forme la somme 4 + C, pour les deux valeurs de C, que donne le calcul, dans le but d’entirer l’angle supplémentaire B, Or, |
Si À est obtus, on ne peut adopter la valeur de C > 90e, puisque 4 + C serait > 180. Il n’y a done qu'une solution ; encore faudrait-il que a fût > c, puisque si lon avait a Ce, notre équ,
donnerait sin 4 < sin C, d’où l'angle aigu supplément de 4 moindre que l'angle aigu C, savoir, 180° — 4 << C, et par conséquent 4 + CS 180°. Ainsi l’absurdité serait mise en évidence.
Si À est aigu ,et qu'on aita—ou > c, notre équ. donne sin C(— ou < sin À ; ainsi le calcul conduira à une valeur de l’angle aigu C < A, donc le supplément 180° — C ne saurait convenir ici, puisqu’en ajoutant 4, la somme est 1800 L 4 — C © 180c. Ainsi le problème a toujours une solution, et une seule.
Enfin, si À est aigu, et que a soit < c, tirons du triangle
c sin 4 + ; d'où
rectangle ABD la perpendiculaire BD = p —
sit Ci . Or, sia < p,ona sin C > À, ce qui est absurde ;
sia—p,onasin C — R, C— 90°; le triangle rectangle BDA convient seul ; enfin , quand « > p, on se trouve dans /e seul cas qui admette les deux solutions.
Tout cela s'accorde avec ce qu’on connait (n° 207, fig. 64). Voici le tableau des divers cas :
A—=ou > 900, une seule solution, B et C sont aigus, a > c; a < csin 4, problème impossible ;
Si A Va —csin A, un seul triangle rectangle, B et À sont aigus; Ur in À et triangle, C est aigu ; avec tie >csin Aet > c, un seul triangle, C est aigu;
a > csin et € c, deux solutions, € a deux valeurs supplémentaires.
8° Étant donnés deux côtés b et c, et l'angle compris A ; en faisant n — = (C— B), la formule NW (n° 360) devient
c— b x ST Ar PE PE 0e. D UT
équ. qui fait connaître l'angle n <[ 90°; or, 4 + BEL C— 180, donne + (C +- B)— 90° — + 4, valeur connue que nous représenterons par M; ainsi nous aurons
(CH B)=m, =(C—B)—=n; . . ,. (6) d'oùC—m}n"n, B— m— n. Il ne restera plus qu’à trouver le :
côté a par le procédé ci-dessus, 1°.
C 72 . e à On peut encore poser tang 9 — 7? équation qui donnera l’are
auxiliaire o; or, par l’équ. (2), p. 334,
RÉSOLUTION DES TRIANGLES. 54 Donc l’éq. N donne
ai
tang + (C — B)— tang (9 — 45°). cot = 4.
Ge mode de solution est utile lorsque les côtés b et c, au lieu d’être connus en nombres, sont des expressions monomes composées, ou données par les log. debet c.
On peut déterminer directement ce côté a sans chercher préalablement les angles, et le faire servir, au contraire, à trouver ceux-ci. En effet, reprenons la formule D, ajoutons et soustrayons 2bc, puis
mettons pour 1 — cos 4 sa valeur 2 sin° + 4 (n° 358, 1); il vient bc sin? :
—(b— cÿ + De (1 — cos À) = (b — c} fi +R)
Cela posé, on cherchera l'angle © qui a a pour carré
de sa tangente, ce qui est toujours possible, puisqu'il y a des tangentes de toutes les grandeurs : la valeur de a deviendra (b — e)y/ (1 + tang?’#), ou (b— c) sée #, ou enfin , en rendant la formule propre au cas où le rayon est À,
di et, tang 9 = MEL Y/ (bo) FUI -€7)
Le calcul logarithmique pourra aisément s'appliquer : on aura
d'abord tango, et par suite cos #, puis a. Voici un exemple auquel
nous appliquerons ces deux procédés, Soient c — 87,812 mètres,
b — 71,577 mètres, 4 — 40° 56; d’où c + b — 159,389 et c — b — 16,235.
Premier procédé. Deuxième procédé.
coti 4... 10.4280331 C ... 1.9435539 (c—b)... 1.21045923 b ... 1.8547735 (C+ b) Pirée. .—2,2024585 . be PE < 3.198327 4 4 1 1 ON anne Foi moitié . . . 1.8991637 ue 2... 0.3010300 > sin + À ... 9.5436489 min —= 8448—C (C— b) . . .—1.2104523 PR =" 010 D tange . . . 10.5533903 C0 — 1.9435539 g +. + 13040/43/ sin À . . . 9.8163609 R(c—b 3 11.2104523 sin C.. .—9.9982089 an LE 9 4487449 a... 1.7617059 |
Donc a = 57,770.
S'il arrive que b diffère beaucoup de €, l’are + est très-petit, et
cos # presque — 1 ; le calcul n’a plus alors assez de précision *. Mais cos 4 — 2 cos + 4 — 1 change l’éq. D en
4bc cos? + <)
— (Bo — Abe oû4 À = Go} (1 TES
Cette dernière fraction est < 1, puisque sans cela & serait imaginaire ; on peut donc en supposer la racine égale au sinus d'un arc y, SAVOÏr :
2 cos =
SIN 9 = ——— DE Ets À y ), a=—(b Loc) cosy.
40 Étant donnés trois côtés. Pour obtenir l'un des angles, tel que 41, il faut encore recourir à l'équ. D
b? da c— «
COS À — She
Or, cette expression présente le même inconvénient que dans le cas précédent , parce qu’elle ne se prête pas au calcul logarithmique. Mais si l'on met pour cos À cette valeur dans sin’ = 4 —:(1—cos 4), on trouve |
Pre, a — (b — c}°
sin a A —— dt 267 act
_et comme le numérat. est la différence de deux carrés (n° 97, III), il vient, en rétablissant le rayon RÀ,
sin 242 A) CRE. dr st Abc |
Cette équation remplit déjà le but proposé; mais elle devient encore plus simple en représentant le périmètre du triangle par 2p = a + b + c; car on obtient (p. 295)
sin 42 / EE | OMS be
* I ne faut jamais employer de cos ni de cot d'arcs très-petits, ou voisins de 180°; non plus que de sin et tang d’ares voisins de 90° ou 270°; parce qu’alors ces lignes changent très-peu pour de petites variations de l’arc. C'est ce qu'on voit d’après les tables de log. Pour que le calcul fût exact, il faudrait done que les log. fussent approchés à un plus grand nombre de décimales.
En se servant de l’équ. cos 4 =: (1 + cos 4), on trouve de
. même, cos 2 A—= R VE bc
On emploie celle de ces deux équ. qu’on veut , à moins que 2 À ne soit très-petit ou voisin de 90° (voyez la note précédente). . + À doit être <7 90°, et la question n’a qu'une solution (n° 350). Voy. page 226. (
Soient , par ex., c — 103,357 mètres, b — 106,836 mètres, et a=—= 142,985 mèt.; d'où 2p—353,178 mèt.,etp—b—69,753 mèt., p—c— 173,232 mèt.,p — a —= 33,604 mèt. Donc,
p—b... 1.8435629 p—aæ... 1.5263910
ARRETE —2,0287176 RARE ETES
TASER —9.0143599 Ve PE —92.0145599 ‘1.6652065 4.2214614
moitié . . . 1.8326051 — sin 24 1.6107507=sin 22
LA 4905120”, A—85043, 2 B — 940ÿ, B — 48010.
On trouvera de même C — 46° 7, et le calcul se vérifie par la condition 4 + B + C—180°.
LIL, Si le triangle est isocèle. À étant l'angle du sommet, a la base, on fera b — c dans l’équ. 8 ou 9, et l’on aura pe aR (p—b)R sont ST PER uns . : . . (10) équ. qui fait connaître l’une des trois quantités a, b et À. | Observez que si l'on donne un des angles, on connait les autres , par l'éq, B= C = 90° — < 4 (voy. n° 205, 6°),
| Problèmes de Trigonométrie.
364. La piupart des questions d’arpentage se réduisent à des résolutions de triangles. Nous offrirons ici quelques-uns de ces problèmes, qui sont d’un usage fréquent. |
[. Zrouver la distance AC (fig. 209), entre deux points l’un et l’autre inaccessibles? On trouvera une base quelconque BD, et les angles ABC, CBD, ADC, ADB, que font avec elle les rayons dirigés de ses extrémités B et D vers À et C: on résoudra les triangles 4BD et
CDB (p. 340, 1°); ce qui donnera les distances AB, BC, du point B aux points inaccessibles À et C;et comme on connait, dans le triangle ACB, deux côtés 4B, BC, et l'angle compris, on aura enfin 4C.
IT. Réduire un angle, un point ou une distance à l'horizon? I est rare que les signaux soient dans un plan horizontal ; alors ce ne sont pas les angles, les points et les distances observés, qu'il faut : porter dans le tracé du plan, mais bien leurs Projections horizontales (n° 272). Ainsi, lorsque le signal, vu de B et de C (fig. 208) est le sommet B’ d’un édifice ou d’une montagne , il faut substituer A à P”, l'angle CAB à CB'B, l'angle ACB à B'CB, etc.
Regardons comme connues, par l'observation ou par le calcul, toutes les parties du triangle B'CB ; comme CA est horizontal, on « pourra mesurer l'angle 4CB’ (même lorsque À ne sera pas visible); puis résolvant le triangle rectangle C4B', on aura CA, et la hauteur AB, Celle-ci, et l’hypoténuse B'B, serviront à trouver 4B dans le triangle rectangle BB". Ainsi on connaitra les trois côtés du triangle horizontal CBA, et par suite les angles qui le forment, et la position du point 4. ;
Soit B'C (fig. 208) une longueur mesurée sur un terrain en pente; il ne faudra porter dans le plan que la projection 4C sur l'horizon, ou a cos C. Le plus souvent C n’est que d’un petit nombre de degrés, et la réduction x — a cos C manque de précision (voy. la note du bas de la page 344). On préfère calculer l'excès de a sur x, ou e— a — a cos C'; or (n° 858) 1 — cos C — 2 sin’ : C, donc, e—2a sin + C — + aC?, enremplaçant le sin par l'arc qui est trèspetit : introduisant son nombre C’ de minutes, ou C — C’ sin 1” (n° 348), on trouve e — + aC”? sin° l’, et la longueur a réduite à l'horizon est x = a — + ! 40" sin? 1”.
IT. Évaluer une PTS verticale BD — x (fig. 190)? si le pied. D de cette verticale est accessible, on mesurera une distance horizontale 4D , ainsi que l'angle À, et le triangle rectangle 4BD donnera x — AD tang 4.
Si le pied D est inaccessible, on mesurera une distance AC dirigée vers D, ainsi que les angles 4 et C; et l’on aura x = AD tang 4, æ= DC tang C; tirant les valeurs de 4D, DC, et les retranchant, on a
PHARPRC x 7 — 40 :sin À sin C 7 tang A tang C7: sin (C — 4)
IV. Un triangle ABC (fig. 209) étant donné, trouver le lieu d’un
point D, en connaissant les angles ADC — B et ADB — »? Soient a, b, e, les côtés, 4, B, C les angles donnés du triangle 4BC, et les
angles inconnus 4BD — x, ACD — y. Les triangles 4CD et ABD donnent (équ. C, n° 355)
b sin ec sin x DA — ES PR, sin 8 sin ?
h à ls s c sin B Soit déterminé un angle », tel que sa tangente soit — b sin y” FE
sin y sin æ°?
aura tang 9 — d'où l’on tire (n° 73) 1—+tangy sin z+siny
1— tango sin x — sin y”
Ou plutôt (n° 859 et 360) tang (45° HE +) — POPSET PORTE Fai
sons, pour abréger, m— = (x L y),n —=+(x — y); m est connu, puisque x y est (n° 233) 360° moins À + CDB,
x + y—= 360 — (4LBLy—=2 m.
c sin B On a don tang © —= ————— T=Mm ñn di: 5? b sin 9’ mL
tangn —tang m. cot (45° +), y—=m—n.
La 1° donne», la 83° n ; d’où l'on tire x, y et la position du point D. On pourra même calculer 4D, CD et BD. Quand tang n est négatif, » prend un signe contraire dans les valeurs de x et y. Si les points 4, B, C, D ne sont pas dans un même plan horizontal, il faut préalablement les y réduire *..
Nous avons résolu ce problème graphiquement (n° 212, VI).
V. Trouver l’aire z d’un triangle ABC (fig. 182), connaïssant
1° Les trois côtés (voy. p. 303) ;
2° Deux côtés et l’angle compris; dans le triangle BCD, on a BD = a sin C ; ainsi, 3 — =: b X BD devient z— + ab. sin C.
* L’équ. que nous venons de traiter a la forme À sin x = B sin y, et on connaît la somme y + x = 2m. Le problème que nous venons de résoudre revient, comme on voit, à trouver deux ares x et y, lorsqu'on connaît leur somme et le rapport de leurs sinus ; le calcul est rendu propre aux usages logarithmiques. Ainsi on sait résoudre l’équation A sin x = B sin y = B sin (9 m — x).
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bain A n B
pd à 10 ettant cette
k sin # Sin C sin D
30 Un côté b et les angles; comme a —
valeur dans l'équ. qui précède, il vient 3 — :<b
VI. Trouver l'aire d’un quadrilatère ABCD (fig. 209), dont on
connaît les diagonales AD — D, BG = D'et l’angle AOB — 9, qu’el-
les forment entre elles? Cherchons séparément l’aire de chacun des
quatre triangles ; d’après l'équ. (2°), nous avons, en ajoutant et dé-
signant par a, b, c, d, les segments 40, OD, OB, OC des diagona- «
les, 3 = + (ac + ad — bd + bc) sin 0. Or, ce quadrinome revient «
à (a + b).(c+ d) = D X D'; donc s — + DD'sint. Concluons de là que Les aires de deux quadrilatères sont équivalentes lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent sous le même
angle (voy. p. 304).
VII. Soient À le côté d’un polygone régulier (fig. 119), n le
nombre des côtés, « le nombre de degrés de l’angle central
AOB —92. 40G = «; le triangle 4GO donne
GO = AG. tang OA4G — +? A ,.cot(5a); le triangle 4OB est — 4G X GO : répété n fois, il produit : l’aire du polygone réqulier = + n 4?, cot (> a).
Le triangle 4LOB — R sin 40G X R cos 40G— +R sin 2(406),
ou 4OB — + R? sin «. En retranchant cette aire de celle du sec-«
7 Re? a 360° degrés de angle 4OB,
teur AOBgq ——
ire d da ha sas _ aire du segmen : ( 150 sin +):
VIIL. Trouver FR d’une zone sphérique DEFNG (fig. 167)? Cette aire = cire. CD X ZIK (n° 293) ; or R étant le rayon CD,
On a
1° cire. CD —97rR, %CI—Rsma, S8CK—= RSsin x.
a el æ étant les latitudes des points D et F exprimés en degrés, savoir 4 = OD, x = OF: done
RATE — CI=R(sin # — sina),
(n° 261), il reste, « désignant le nombre de.
TS — ere tn dd
et d’après les équ. (6) page 335, aire zone sphér. — 4 x 1 sin + (4 — x) cos ? (4 — x).
On prend # négatif quand le point F est situé de l’autre côté de l'équateur OC, c'est-à-dire quand l'équateur est compris entre les cercles des deux bases.
IX. Soit r le rayon OF (fig. 68) du cercle inscrit au triangle 4BC; dans le triangle 4O0F, l'angle OAF est moitié de CAB = À, OF — AF .tang 4, ou r = (p — a) tang = 4, p étant le demipérimètre de 4BC (n° 210, 1); c’est une valeur plus simple que celle du n° 318, IV. On y a vu que l'aire z de 4BC est pr; on a donc 3 = p (p— a) tang + 4.
Ces équ. peuvent servir à trouver un angleetun côté du triangle, connaissant 3 ou r, etc...
X. Soit la corde 4D — k (fig. 168), l'arc 4BD — a qu’elle soustend, À le rayon SA, letriangle rectangle $4b’ donne 4° —R sin 2a, d’où À — 2 R sin + a. Cette équ. donne la graduation a d’un arc, connaissant sa corde k, ou réciproquement. Quant à la longueur de cet arc, voy. n° 348.
Voici un usage important de cette formule. On ne peut se servir du rapporteur (p. 216) pour former un angle d’un nombre de degrés donné, que lorsqu'on ne vent pas une grande exactitude. Prenez un rayon arbitraire $4, dont la longueur À soit mesurée sur une échelle de parties égales très-serrées (page 239); notre équation donne les parties que contient la corde 4. Portant donc sur l'arc 4BD une ouverture 4D — À, menant SA et SD, l'angle ASD sera celui qu’on demande. -L’erreur de cette construction est comprise dans la seule épaisseur des traits. Nous avons publié, sous le titre de Goniométrie, une table très-exacte des longueurs des cordes.
XI. Pour avoir l'expression du volume d’un tétraèdre quelconque, soient 9 l’angle de deux faces, C le côté qui les joint, ZZ et hles perpendiculaires à cette ligne abaissées des angles opposés, hauteurs de ces faces triangulaires ; L sin o est la hauteur du tétraèdre, + CI est la base ; ainsi le volume est = + CHh sine.
XII. Soit un quadrilatère 4BCD (figure 191); désignons par a,b, e et d les côtés, et par (ab), (bc)... ., les angles formés par les côtés a et b, b etc. ... En projetant 4C, DC et BC sur 4B,on a AE = d cos (ad), EF — c cos (ac), FB = b cos (ab); et comme
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AB —a— AE + EF + FB, on obHEnL
a — b cos (ab) + c cos | (ac) — d cos (ad) ; de même, b — a cos (ab) + c cos (be) Æ d cos (bd), c — à cos (ac) + b cos (bc) + d cos (cd), d — a cos (ad) + b cos (bd) + c cos (cd),
en remarquant que les projections, qui sont soustractives, ont pour facteurs des cosinus négatifs (voy. p.321 et 329).
Multiplions ces équ. respectives par a, b, c, d, puis du 1°r produit, retranchons la somme des trois autres ; il viendra .
PARTS + © + d? — 2 [bc cos (bc) - bd cos (bd) + cd cos (cd)];
on aurait aussi
c —@? + b° + d? — 2 [ab cos (ab) H- ad cos (ad) À- bd cos (bd)], et ainsi des autres côtés.
Le mème calcul s'applique au pentagone, ete. En général, dans tout polygone plan, le carré d’un côté quelconque est égal à la somme * des carrés des autres côtés, moins deux fois les produits deux à deux de ceux-ci, par le cosinus de l’angle qu’ils comprennent. |
863. Les lignes trigonométriques servent souvent à faire des « transformations qui rendent les formules propres aux log. ou à résoudre des équ. En voici quelques exemples :
I. Trouver par log. la somme de plusieurs quantités? Soit
— À (a + b). On suppose que a et b sont des expressions algébriques assez compliquées pour que l'emploi des log. puisse avoir “
b 1 de l'avantage. Posons (ang & Es 4 os eile, ue (1)
et éliminons a; il vient
y=4 ( il +1) = 46 (ESS) tang 3 SIN 3
mais sin 45° — y +, donne sin 45°.p/ 2— cos 45° .p/2— 1; en multipliant le numérateur par ces 1°" membres, on a
y — ea (sin 3 . cos 45° -L cos z . sin 45°),
sin sin (3 45°
l'équ. (1) fait connaître l'arc z, et (2) donne y.
SAME RTE EN +.
Pour # = A (a + b + c), on fait ci-dessus 4 — 1, et on à
y = a + b, d'où x = À (y + a expression qu’on traite par la même méthode.
IT. Résoudre par log. une équ. du 2e degré ?
Ler cas. Soit 2° px —q, q étant positif. On a
= —spiVip +a=—;p (+y/1+.
Soit posé tange—= 21; . . CUT PR À
cette équ. fera connaitre l'arc + : éliminant p,”
pue chien. Ve dec (A sée = — y 9 (2).
tang » sin Si l’on prend le signe —, l’équ. (#), p. 335, donne LM MAD de. à eee À 0 MOD)
. : sin Pour le signe +, comme tang + — ts LE me EP
IE cos»
2= — Vq cotépire 0 A supai (8) 2e cas. Soit æ° + px q = 0, q étant toujours positif; posons
FT
(1 + cos?) — — y q.tang + p. . . « (5) lorsqu'on prend le signe — ; le donne *
gp qeot ip > Mi 0050)
Dans ces deux cas, lorsque p est négatif, on en porte la valeur avec son signe dans les expressions (1) ou (4), ce qui les rend né-
“ Chacune des équ. (1) et (4) donne pour & deux valeurs qui, introduites dans l'une des deux formules 2 et 3, ou 5 et 6, suffit pour donner les deux racines.
gatives, puis on obéit à la règle du n° 349 ; ou bien on prend p positif et on change de signe les deux racines. TITI, Résoudre l’équ. # sin + H-c cos x — b?
Ë ) C | Ë Posons | tang Ee 0e ble; | 496 (1) | éliminant c, il vient | : sin ® COS a sin r cos 9
RE A at ei ——————— |.
cos # | d’où, sin (p + x) — a era DUT IR TE UE l'équ. (1) fait connaître l'arc #, (2) donne l'arc o + x, et par suite l’inconnue x *. 0 W:
IV. Résoudre ** l’équ. sin (x Æ 4) — m sin (x <- 1)? | Posons Hi =y:
snfy+iä— 7 tang y + tang 4 (k— 1) d'où, TE = 0 — , | sin [y —+(i—/] tang y — tang + (4 — l) 1 d’après l’équ. Z. On en tire À |
tang y — aie ce 7: tang à (1 — k).
Cette équ. donne y, et l’on trouve ensuite x. Si l’on pose
ln mL 1 + tang 9?
Tim I — tang p Fasant (45° prié
m = tang 9, d'où,
on a. tang y — tang (45° — +) . tang + (7 — 4).
* Soit proposée cette question : construire un triangle ABC (fig. 193) avec les côtés donnés 4C = b, AB = e, faisant un angle inconnu 4 = x, qui soit tel, que le segment CD soit égal à la perpend. FE menée du point donné F, 4F=n.On a FE=n sinx=CD, AD =e cos x, et l’équ. AD + DC = b devient celle que nous venons de résoudre.
* Dans le triangle ABC (fig. 20), on connaît la base 4B = c, et le rapport a * b= m des deux autres côtés 4€, BC; on demande de construire ce triangle sachant que si des angles inconnus 4, B, on retranche les angles donnés CAD = #, CBD = L, il en résulteraun triangle isocèle 4BD.L'inconnue est l'angle x = D AB — DBA; la proportion w nalité des sinus des angles CAB = x + k, et CBA = x + {, aux côtés opposés b et a, dont le rapport est connu = #2, donne l’équ. ci-dessus, d’où il s’agit de tirer +.
ÉQUATIONS DE LA LIGNE DROITE ET DU CERCLE
Equation de la ligne droite.
366. On nomme équ. d’une ligne BMZ (fig. 211) la relation qui a lieu entre les coordonnées x et y de chacun de ses points ; en sorte que si l’on conçoit que l’'ordonnée PM se meut parallèlement en glissant le long de 4r, et que sa longueur varie en même temps que celle de l’abscisse, de manière que cette équ. entre x et y soit toujours satisfaite, l'extrémité 4 de l’ordonnée décrira la courbe,
On peut envisager l'équ. de la courbe comme renfermant deux inconnues x et y; dont l’une est arbitraire. Qu'on prenne pour x une valeur quelconque a ; s’il en résulte pour y le nombre réel b, le point dont les coordonnées sont a et b, que nous désignerons par le point (a, b), sera un de ceux de la courbe. De même si x — « donne y — b', etc. Notre équ. indéterminée fera ainsi connaître une infinité de points dont le système est la courbe même; et l’on peut employer ce procédé pour en trouver divers points , s’assurer de la figure qu’elle affecte et des particularités que présente son cours. C’est ce qu'on verra souvent, par la suite.
Par ex., y = b est visiblement l’équ. d’une droite MN (fig. 210), parallèle à l'axe 4x, 4Q étant = b; y — 0 est l’équ. de l’axe des +. De même, x=— a est celle de PM, parallèle à l'axe 4y, 4P étant —a; et x — 0 est l’équ. de cet axe même.
Cherchons l’équ. d'une droite quelconque
1° Si elle passe par l’origine, telle que ZAN (fig. 212) ; de quelque point D, N...., qu’on abaisse les ordonnées DC, PN...., on aura toujours = à 2Kage .... Soit donc, a le rapport constant de
AC AP ; chaque abscisse à son ordonnée, l'équ. de la droite 4N est
y — AT.
Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans l’un queleonque de ces triangles, on a (n° 354), PN = AP tang 4. On voit que a désigne la tangente de l’angle que la droite fait avec l’axe des x. Plus l'angle NAP croît, plus « augmente; si la droite, telle que
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AN, fait un angle obtus avec les x positifs, a devient négatif, et l'équ. prend la forme y — — ax; ici a est la tangente de l'angle N'AËE, On voit en effet qu’alors les abscisses positives répondent à des ordonnées négatives, et réciproquement.
Mais si l'angle y4x n'est pas droit, le triangle NA4P donne : Les des De id donc alors, a est le rapport des sinus des angles que la droite fait avec les x et les y : rapport qui doit être affecté du signe — , quand la droite est située comme 4’.
2° Sila droite, telle que BA, ne passe pas par l’origine, en faisant AB = b — l’ordonnée à l’origine, et menant ZN parallèle à BH, l'ordonnée PM, on y, se compose de MN — b et de PN — ax; donc on a
y = ax + b; b serait négatif, si la droite était telle que BH.
368. Les quantités + et y, qui entrent dans l’équ. d’une droite, sont appelées Variables; a et b sont des Constantes ; mais on sent que a et b pourraient varier eux-mêmes, et c’est ce qui arrive lorsqu’on fait prendre à la droite BM une autre position. y = ax + b appartient à toutes les droites, qui se distinguent entre elles par les valeurs de a et b.
L'équ. la plus générale du 1* degré, 4y + Bx + C—0, équi-
B lié. | vaut Ay= — 2 — > qu'on peut écrire y = ax - b. Prenons AB — b (fig. 212), et menons BM de sorte que a = tang BE A, mt selon que les coordonnées sont ou ne sont pas sin ANP?.
rectangles ; la ligne BM aura y — ax — b pour équ. ; on voit donc que toute équ. du. 1° degré appartient à une droite qu’on sait décrire. On peut aussi la tracer en déterminant deux de ses points. Puisqu'en B l’abscisse est nulle, en faisant x — 0, on doit trouver l’ordonnée à l’origine; de même, y — 0 donne le point E où la ligne coupe l’axe des x. Ceci est général, quelle que soit la ligne, droite ou courbe. On peut donc se servir de ce théorème pour tracer facilement la droite. x — 0 donney — b— 4B; de même, y= 0 donne Z = — 2 — AE, Par les points Æ et B, ainsi déterminés, on
inènera Æ£B qui sera la ligne cherchée.
Cependant si la ligne passait par l’origine, ou y = ax, ce procédé ne donnerait que ce seul point ; mais on ferait #4 = 1 = CA, et on en conclurait y — à == CD. Il sera bon de s'exercer à décrire les droites qui répondent à des équ. données, telles que 2y + x = 2, y=—3<+x,y — — x — 1, etc...., afin de reconnaitre la disposition d’une droite, d’après l'équ. qui lui appartient.
8369. Trouver l’équ. d’une droite qui passe par deux points donnés. Soient (x’, y’) le 1er point, et (x”, y”) le 2° point; l’équ. de la ligne est y — ax + b, a et b sont inconnus ; or, puisque la droite passe par le point (z’, y’), si l’on faitæ — + on devra trouver y = y'; partant
y = ax +- b devient y — ax + b; retranchant , pour éliminer b, on trouve
y—Yy = a(x — x) , . . , . (1)
C'est l’équ. qui appartient à toutes les droites qui passent par le point (+’, y), et qui ne sont distinguées entre elles que par la valeur de a, c’est-à-dire par leur direction.
Mais si notre droite passe aussi par le point (x”, y”); on trouve de même y” — y —= a (x" — x'), d’où l’on tire
r! ’ ïj a T5 et vr Yi TG — x).
370. Trouver l’angle que forment deux droites entre elles, ces droites étant données par leurs équ. y = ax + b, y = ax +. Soient BC la 1re (fig. 2138), « l'angle B qu’elle faitavec 4x; DC la 2°, x l'angle qu’elle, ou sa parallèle BE, fait avec Ar, E Br — x ; ainsi, 4 = tang 4, & — tang x’; l'angle cherché est VW = à — x.
Or, on a (359)
tang à — tang «x a— a
1 + tang a tang « dd di Si a = à’, les deux droites sont parallèles, puisque Ÿ = 0, ce qui _est d’ailleurs visible. Si aa’ + 1 = 0, tang Ÿ = © , ainsi l’angle W est droit : donc la condition , pour que deux droites soient parallèles ou perpendiculaires, est
tang Ÿ — . (2
a—=œa . ,. . (8), ou a H1—0. . . (1) 23*
371. Par un point donné, mener une droite qui soit parallèle ou pérpendiculaire à une autre droite, ou qui fasse avec elle un angle connu. Soient y —= ax + b l'équ. de la droite donnée, y— «xD celle de la droite inconnue ; il faut déterminer 4’ et b'. D'abord, puisque celle-ci passe par le point donné (+, y) on a l'équation y—Yy —=@ (x — x); il reste à trouver à.
1° Si la droite est parallèle à la 1°, on a a — a’; l'équ.(l) est celle qu'on demande.
2° Si elle doit être perpendiculaire, aa + 1 = 0 ; d’où
1 , 1 : | a D Eue Denute 72 CA Qu SU) . +: : 160(b)
3° Si les droites font entre elles un angle Ÿ dont la tang. soit donnée = m, on fâit »# = tang W, dans l’équ. (2), et l’on a
a — m GE
Sr LR D ME M
Par ex., sim— 1, on a l’équ. d’une droite inclinée de 45° sur la proposée,
372. Trouver le point de rencontre de deux droites données. Soient y — ax + b, y —= ax + b' leurs équ. L’x peut bien être le même pour ces lignes dans toute leur étendue ; mais l’y diffère. Le point où elles se coupent est le seul pour lequel x et y soient les mêmes. Si donc on élimine ces variables, on-aura les coordonnées du point
| P de rencontre : ce calcul est facile ; il donne D — b ab’ — a’b
aa Pr ET,
En général , si l’on élimine x et y entre les équ. de deux lignes courbes, on obtiendra les coordonnées de leurs points d’intersection : c'est même pour cela qu’en faisant y —0, ou x — 0, on trouve les points où la ligne coupe les axes des x ou des y, car ces équ. sont cellès de ces axes.
373. Trouver la distance entre deux points donnés. Soient (+, y’), (x”, y”) ces deux points situés en Met N(fig. 214), menons MR parallèleà 4x, et le triangle renlan ge NMR donnera MN°= MR? RN: : or, On a
NR=NO-—MP= y — y, MR= 40 — AP =x — x; ainsi, la distance cherchée MN — d'est
d == VU" —=xy he (WT) ane IN fe AO
La distance 4M du point M à l'origine est d = J/ (x? + y).
Si les deux points devaient être situés sur une droite BN donnée par son équ. y = ax + b, x’, y, x”, y! devraient satisfaire à cette équation, d'oùy = ax — b, y = ax" + b, et par conséquent
374. Trouver la distance d’un point à une ligne donnée. Soient y = ax “> b l'equ. de la droite BC (fig. 218), M ou M' (x, y) le point. Il faut 1° abaiïsser la perpendiculaire MM’ sur BC ; 2 chercher le point NW de rencontre de ces lignes ; 3° mesurer la distance MN ou MN—9%. Pratiquons ces opérations en analyse. 1° L’équ. de la droite indéfinie MM’ qui passe par le point (+', y’), et qui est perpend. à BC, est (5), n° 371 ; 2 on éliminera x et y entre les équ. des deux droites, et on aura les coordonnées du point 4 d’intersection ; 3° enfin, on mettra ces valeurs pour +”, y’, dans la formule (7).
Mais puisqu'on cherche + — x’ et y — y’, le calcul se simplifie en préparant ainsi l’équ. y = ax — b :
PA , / 4 , 1 , y 0 SERBE of Eye ge 4 er à (6 nd) ;
a (y — ax — b) dd :
Large FRS TE
d’où x — x’ —
somme des carrés de ces quantités est () (1 + a), y — ax — b VA+a) *
pour la distance cherchée, ou la longueur MN ou M'N de la per pendiculaire *,
donc on a d'—
* V (1 + a) comporte H; mais il faut préférer le signe qui rend ? positif (n° 108). Or, l'ordonnée du point R ou R'de BC, qui a x! pour abscisse étant y = ax'+-b, suivant que le point donné sera en M ou en M', c.-à-d., en dessus ou en dessous de la ligne, on
ax! +6 — y aura y! > ou € ax'+- b: donc, dans le 2e cas, on prendra j = - Va+ra) Œ mn .
375. En général, les problèmes (oatis 2 à la ligne droite sont de deux sortes :
1° Ou, une droite étant donnée, on cherche celui de ses points (æ’, y’) qui satisfait à une condition exigée. a et b sont connus dans y = ax + b; de plus, la condition à laquelle le point doit satisfaire étant traduite algébriquement, on a une seconde relation entre z', et y’. L’élimination fait donc connaître ces coordonnées. On pourrait avoir plusieurs droites et plusieurs conditions données; mais les choses auraient encore lieu d’une manière analogue.
2° Ou l’on cherche une droite qui satisfasse, par sa position , à de certaines conditions; alors a et b sont inconnus dans y — ax =+ et le problème consiste à les détérminer, Or, les conditions données, traduites en analyse, conduiront à des équ. qui feront connaître & et b; elles ne pourront êtré qu’au nombre de deux, à moins qu’elles ne comportent elles-mêmes de nouvelles inconnues.
376. Voici plusieurs exemples où ces principes sont appliqués : . LT. Partager èn deux parties égales l’angle que forment entre elles * deux droites données AB, AC (fig. 216). Traçons deux axes rectangulaires 4x, 4y, par le point 4 de concours des lignes ; leurs équ. sont y = ax, y —= bx, a et b étant donnés. Soit y — kx celle de la droite cherchée 4D ; il s’agit de trouver à
L'angle DA4B a pour tangente ———— (n° 371); celle de l'angle
lt
a — k ki -p 1 DAC et À SR PS 1 d’où e_2@D 1), 1-19),
On tire de là la valeur de k, et on la substitue dans y — £x. Comme il y a deux racines réelles, 4’ et £”, le dernier terme — 1 est leur produit, ou #4” L 1 — 0; ee qui apprend que les deux lignes 4D, AË, ainsi obtenues, sont à angle droit (n° 370). |
Si les axes ne passaient pas par l’origine 4, l’équ,. cherchée serait y —y — k (x — x’), k ayant la valeur ci-dessus, et +’, y’ étant les coordonnées du point de concours.
Quand l’une des droites 4€ est l'axe des x, b— 0, et on à sim-
plement #4 a — li.
IT. Étant données les droites 4B, 4x (fig. 217), quel est le point «
D (x, y) tel, que, CD étant parallèle à 4x, on ait AC — CD? Prenons 4 pour origine, 4x pour axe des x; soient 47 — m, y— ax l'équ. de AB ; enfin menons 4D, et supposons que y — kx en soit l'équ. ; a est donné, et il faut trouver », +’ et y’, ou, si l’on veut, + et k.
On a CD= AE — AI — x — m, et, par condition, AC=mT<y=(x — m}; donc y? — 2? — Yma’.
Or, le point C'est sur 4B, et D sur AD ; donc y — amet y = ka’. Éliminant » ety,, il vient ak — 2% — a, équ. qui prouve (probl. I) que 4D coupe par moitié l’angle BAE : x’ ne restant pas dans le calcul, est arbitraire; ainsi, tous les points de 4D satisfont à la question, qui a une infinité de solutions.
IIT. Trouver les équ. des perpendiculaires 4F, CE, BD (fig. 218) menées de chaque angle du triangle ÆBC sur le côté opposé, la base 4C— b étant prise pour axe des x et l’origine est en 4; le - sommet B (+, y’) détermine le triangle.
La droite 4B a pour équ. y — ax, a étant %, parce qu'elle passe
en B. Il est aisé d’avoir de même celle de la droite BC, menée par B (x', y’), et C (b, 0); on a donc, pour les équ. de 4B et BC,
KA nd Lie FRERE Lis mr AL b).
De plus CÆ passe en C (b, 0); 4F par l'origine ; leurs équ. sont donc de la forme y — 4(x — b), y— Bx ; la condition d’être perpendiculaires aux précédentes donne (n° 370)
AV Buy!
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donc les équ. des perpendiculaires sont
Pour trouver le point © où elles se coupent, il faut éliminer x ety; on trouve x — 2% — l’abscisse 4 D du sommet ; ainsi ce point O est sur l’ordonnée BD. Donc les perpendiculaires abaïissées des trois angles d’un triangle sur les côtés opposés se coupent en un même point. En décrivant sur 4C la demi-circonf. AEFC, et par les
points F, £ d’intersection, menant 4F et CE ; puis enfin, par le
point © de concours, traçant BD, on aura les trois perpendiculaires. IV. Trouver un cercle tangent aux trois côtés d’un triangle ABC
(fig. 68). Cherchons d'abord un point © (x, B), qui soit à égale dis-
tance de AB et AC; en conservant la notation précédente, l’équ.
de 4C esty — La, donc les longueurs OF, OF des perpendiculaires sont (n° 374) Die set Ge à V(? + y? + b On a ÀC — b, et l’on met +, parce que le point inconnu O (x, &) peut être en dessus ou en dessous de 4C. « et 8 sont déterminés
par OE = OF, ou «y — 8 (x Æ b), équ. unique; ce qui prouve qu'il y a une infinité de points O, à égale distance de AB et AC,
OF
lesquels, étant sur [a ligne dont l’équ. esty = (— J æ, sont ze
situés sur deux droites, qui passent par le sommet 4, et font, avec
} U la base 4B, des angles dont les tang. sont — Comme le pro- + 6 duit de ces tang. se réduit à — 1, à cause de 3°? y? — c?, ces deux droites sont perp. entre elles : il s'agit de trouver la position
de l’une, 40 (fig. 68).
Comme tang BAC — * on à CUS À — ex
w Votre )oleets d’où tang + 4 — VE Lien À She (NH, n° 859 , et en mulcha» Le
tipliant haut et bas par ce + x’) : donc OA4B = =: BAC ; ce qu’on sait d’ailleurs (n° 210, I). Si l'on mène OZ et sa perp., coupant par moitié l'angle BAC et son supplément , le centre cherché sera sur ces lignes. En traçant CO, qui divise par moitié l'angle C, et sa perpend., puis faisant la même chose pour B, les intersections de ces six droites, combinées deux à deux , donneront quatre points qui seront les centres des cercles tangents cherchés : l’un est inscrit au triangle, les trois autres sont tracés extérieurement.
Au lieu de faire les trois perpend. OD, OE, Of égales entre elles, on pourrait se proposer de trouver le point © par la condition que les rapports de ces longueurs fussent donnés.
V, Par le point M (fig. 219), tracer IQ : qui coupe l’angle
NBz, et forme le triangle BNQ dont l'aire soit donnée. Bx et By étant les axes, les données sont tang VBx — a et le point M (x, B); l'inconnue est BQ — 3%. L'équ. de NO, qui passe en Q (z, 0), est y = À (x — z:); cette droite passe aussi en Æ (a, B); d'où
* € L’équ. de BN est y — ax. Éliminant x pour avoir
Fe
l'y du point commun W, il vient (4 — a) y — Aaz; d'où
42 AQ3% vtt Baz PT Rd CBS 00 À
Or, menons 4M parallèle à BN, et faisons 4B — m. L’équ. de AM, qui passe en M (x, B), esty — B = a (x — à) : pour le point À,y = 0; d'où am — ax — B. Introduisant ci-dessus am pour Bz
Zz — in
ax — B, il vient y — ND —
Cela posé, quelle que soit l'aire donnée, on pourra toujours la transformer en un rectangle , dont la hauteur serait PM — B et dont % serait la base. On devra donc avoir 48 — = zy, ou m3 — 2kz - 2hm — 0; ce qui donne deux solutions faciles à construire (n° 330) : la seconde à lieu quand la droite VQ coupe le supplément de l'angle NBQ (voy. n° 334).
On pourra s'exercer sur les problèmes suivants :
VI. Étant données les équ. de deux droites 4B, AC (fig. 216) ; prendre des parties égales 4B, AC, calculer la longueur BD de la moitié de la corde BC, et en conclure l'angle BAC. La formule doit s’'accorder avec (2), n° 370.
VII. Dans la même circonstance. chercher l'équ. de la corde BC, et celle de sa perpend. 4D, dont la direction doit s’accorder avec le problème f.
VIII. Les perpend. DO, FO, EO (fig. 220), élevées sur le milieu dès côtés d’un triangle 4BC, concourent en un même point ©. En général, si D et F sont situés d’une manière quelconque sur les côtés 4Bet BC, mais divisent ces côtés proportionnellement (la droite DF est parallèle à AC), toutes les perpend. DO, FO se coupent en des points © situés sur une mème droite qui passe par le sommet B.
IX. Trouver les équ. des lignes CD, AF, BE (fig. 220), menées des milieux dés côtés du triangle 4BC aux angles opposés; prouver qu’elles concourent en même point G, qui est aux + de chaeune, à partir da sommet de l'angle.
Plus généralement, si sur deux côtés 4B, BC d'un triangle, on prend des parties quelconques 4D, CF proportionnelles à ces côtés, les droites CD et 4F se coupent en un point G, situé sur la ligne menée de l’angle B au milieu £, du côté opposé.
Consultez le Recueil des propositions de M. Puissant.
Du Cercle.
377. La distance R d’un point M (x, y) à l'origine C (fig. 221) est R = y (x? + y), les axes étant à angle droit; ainsi l’équat. du cercle est
D'EEe URR 20 Let el ee EE
puisque, pour tous ces points, la distance À est constante. Le même raisonnement (équ. 7, p. 357) prouve que
CRD NL Le | nes 8 nb AE +
est l’éqg. d’un cercle dont le centre a pour coordonnées « et 8. Quand l’origine est à l'extrémité O du diamètre a = À, B—0, et l'on a (x — R} + y — R°, ou plutôt
y —=2Rx — x.
Si les + et y font un angle +, le triangle CPM à l'angle P — 180° — >, et la distance constante CH — R de tous les points du cercle au centre C, pris pour origine , est donnée par l'équ. 2 (n° 355) : l’équ. est donc
mL y 2ry cos y—R? . . . . . (3)
Il est bon de s'exercer à reconnaître la figure d’une courbe et ses propriétés d’après son équ. : bien que ces choses soient connues pour le cercle, nous allons, profitant d’un exemple aussi simple , montrer le parti qu'on peut tirer des équations des courbes pour atteindre à ce but. |
878. Comme y =+ y (R° — x°), à chaque abscisse (fig. 221) répondent deux ordonnées égales et de signes contraires ; de sorte | que la courbe est coupée par Ox en deux parties qui coïncident » lorsqu'on plie la figure suivant Ox. La même chose a lieu pour Dy. En faisant x —0, on a y—+ R, et les points y et D de la courbe; plus # croit, plusp/ (R? — x°), ou y, décroit jusqu’à x = À, d’où
DU CERCLE
y —= 0: ainsi, la courbe y MA s'abaisse sur l’axe des x qu'elle rencontre en À. Elle ne s'étend pas au delà de À, car y devient imaginaire. De ces notions résulte la figure de la courbe.
Toute droite OM menée par le point O (— R, 0) a pour équation y= a (x + R); de même pour 4 ( R,0), y — a (x — R)est l'équ. de HA. Le point Æ de rencontre de ces lignes a pour coordonnées
sm tten pt, Pour que ce point soit situé sur la circonférence , il faut que l’équ. 2 y? = R soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi aa (1 EL aa’) —0 est l’équ. de condition qui exprime que les deux cordes se coupent sur'la circonf. On en tire a = 0, ou a’ =—0, ou enfin 1 + aa —0: les deux 1°"* expriment que, lorsqu'une des cordes est couchée sur le diamètre, la condition est satisfaite, ce qui n’apprend rien : l’autre 1 + aa’ — 0 indique que l’une des cordes ayant une direction quelconque, si l'autre lui est perpend., le point d’intersection sera sur la circonférence.
Comme y = R@ — x = (REX) X(R—%) et que RH x = OP, R — x AP,
PM estmoyen proportionnel entre OP et AP.
La longueur de la corde 4M est W [y 4 (R — x)]; ainsi AM = 28 — 2Rr = 2R(R — x); AM est donc moyen proportionnel entre 4P et le diamètre 40.
379. Pour obtenir les intersections d’une droite ÆN et d’un cercle NEXZ (fig. 222), on élimine x et y entre les équ. y —ax +4-b et y = À, de ces lignes ; il vient
MAC CP (La) 01 ; dd Ey/ dé Ge rt mon 1 9 4 b
“en faisant d = —— a distance de la droite au centre y’ (LH 4°) du cercle dont il s’agit (n° 374). Il se présente trois cas : 1° Si le radical estimaginaire, ou d > À, la droite ne rencontre pas la circonférence.
2° Sile radical est réel, ou 9 << R, le cercle est coupé en deux points ; et comme on peut prendre l’axe des + parallèle à la sécante MN, ou a — 0, on trouve = +y (R— 1); le signe +
prouve que le rayon perpend. à une corde la coupe en deux parties égales.
3° Enfin, si le radical est nul, on a 9 — R; la droite coupe la circonf. en un seul point, ou plutôt elle est tangente. Soient 2’, y les coordonnées du point 7'de contact, on trouve
d'où G-— A
Or le rayon CT (fig. 222) mené au point de contact 7' (x, y!) là
ayant pour équ. y=—= av, on trouve a” =: d’où aa — — l:ce
qui signifie (n° 370) que ce rayon est perpendic. à la tangente ; y = ax +-b devient
yy EG — Ris 0 . 2, (À) c'est l'équation de la tangente au cercle en un point quelconque (x', y”) de cette courbe.
Si par un point extérieur M (x, B),on veut mener une tang. MT, il faut trouver les coordonnées zx’, y du point 7 de contact : elles doivent satisfaire aux équ. du cercle, et «, B, à celle de la tangente ; donc
dy = RER, By ar —R . .,. (2
L’élimination conduit à des équ. du 2 degré en x’ et y, en sorte qu’il ya deux points de contact Z' et T', et par conséquent deux tang. MT, MT' menées par le point donné #. Mais, au lieu d’effectuer ce calcul, observons que nos deux équ. n’ont lieu ensemble, il est vrai, que pour les coordonnées constantes x’, y du point de contact ; mais que, si l’on ne prend que la seconde, +’ et y’ deviennent des variables; d’ailleurs, By + «x — R? est l’équ. de la droite TT" qui passe par les deux points de contact, puisque leurs coordonnées +’ et y y satisfont. Il est aisé de tracer cette droite (n° 868), et d'en tirer les points de contact et les tangentes.
y—0 donne l’abscisse du point B, où la corde TT” coupe
, R mis l'axe des x, CB — — : comme cette valeur est indépendante de &
B ou PM, il s'ensuit que si le point # se meut le long de PM, les
DU CERCLE. 365 tang. changent de situation ; la corde 77” tourne autour du point fixe B (voy. 413 et 464, IV).
On peut aussi présenter le calcul de manière à retrouver le procédé géométrique (n° 212, 11). Pour cela, retranchons nos équ. (2), et ne considérons que cette seule différence : x’ et y sont des variables, et les coordonnées du point 7 ou 7” de contact doivent satisfaire à l'équ. y — By 2° — ax = 0, qu'on peut écrire
18 HG ra 3 (e +8)
La courbe à laquelle appartient cette équ. passe donc par les deux points de contact. Or, cette courbe est un cercle dont le centre esten m (3 «, +8), et le rayon — (4 æ +8). Si donc on prend Cp = + CP, pm — =<PM, m sera le centre, et Cm sera le rayon d’un cercle qui passera par les points de contact cherchés Tet T'.
380. Soient deux cercles C et C’ (fig. 57), l’origine en C, CC'=— a sur l'axe des x; leurs équations sont 2° — y — R° pour C, et (x — a) +y = R° pour C’. En éliminant x et y, on a pour les points d’intersection
a? + AR? at R"2 V4 [4a°R° RE (a? = R? RS. R°»] su. jnodlogns sé vapes Re RS LUE NO LEE AU
L’abscisse étant simple et l’ordonnée double, la ligne CC”, qui joint les centres, est perpend. sur le milieu de la corde MN.
Il est aisé de tirer de ces équ. les conditions relatives aux cas où les cercles se coupent ou se touchent (n° 202) : en effet, le radical traité comme p.303, devient
—(a+R<LR)(a+R— R\(R+LR — a) (R + a — R).
Admettons que R soit — ou > ÆÀ”; les deux 1er facteurs seront positifs , et il reste à analyser les cas cn peuvent offrir RL R— a et R +a— R.
1° Siles signes sont les mêmes, ils ne peuvent être —, car on ne peut avoir ensemblea > RL R'et <°R — R'; ainsi, dès que le radical est réel, les circonf. se coupent en deux points, et l’on a a<R+R',;et>R—R.
2° Si l’un de nos deux facteurs est nul, & = R + R', ou a = R — R'; d'où y= 0, x—= R, les cercles n'ont donc qu'un point eommun sur la ligne qui joint les centres : c’est le cas du contact.
TRANSFORMATION
3° Enfin , si lessignes sont contraires, savoir : a>œR+<RetR—R, ou a<R—R'etR+R';
comme la 1°e de ces deux conditions comprend la 2e, il s'ensuit que les cercles n’ont aucun point commun, quand
a > R+ER, où <R—RF!.
881. Voici quelques autres problèmes à résoudre : I. Étant donnés une droite et un cercle, mener une tangente parallèle à cette droite.
IT. Mener une tangente à deux cercles donnés. III, Tracer une circonf. tangente à un cercle et à deux droites
données (le centre est sur la ligne qui divise l’angle donné en deux parties égales).
Transformation de coordonnées.
8382. L’équ. d’une courbe est quelquefois si composée , qu'il est difficile d’en déduire les propriétés ; mais il se peut que cetie complication tienne aux axes cuordonnés auxquels,la courbe est rapportée. On a vu, par ex., que le cercle a pour équations
y— + (x — = RP, y = 2Rr —, © +y—=R;
celle-ci n’est plus simple que parce que l’origine est au centre. Il convient donc de savoir transformer l’équ. d’une courbe, de manière à la rapporter à d’autres axes , afin de simplifier les calculs.
Les axes coordonnés étant 4x, Ay (fig. 223), sous un angle 4 quelconque, supposons qu’on veuille prendre d’autres axes A’x', A'y’ parallèles aux 1°*. Soient 4B — a, BA’ = b les coordonnées de la nouvelle origine ; 4P = x, PM = y, celles d’un point A ; A'C= x", CM=y lesnouvelles coordonnées. On a 4P=—BP+ AB, PM — MC +- CP, ou.
DER D CU SU ED -« Ve © pl) Ces valeurs, substituées dans l’équ. en x et y d'une courbe, la traduiront en x’ et y', et l’origine sera transportée en 4’ (a, b). a et b doivent d’ailleurs avoir des signes dépendants de la position de la nouvelle origine 4’ relativement à ; en sorte que, si elle
DE COORDONNÉES
était située en D , a serait positif et b négatif, et il faudrait faire æ= 2 a, et y—= y — b, etc.
383. Supposons que les axes primitifs Ax, AY, étant rectangulaires (fig. 224), on veuille, sans changer l'origine 4, en prendre d’autres, tels que 4x’, 4y'. Désignons par (xx') l'angle x 4x’, que forment les axes des x et des x’; de même par (xy) l'angle x 4y. Pour un point quelconque M, 4P = x, PM=Yy, AL= x, ML=Y; il s’agit d'exprimer x et y, en +’, y’ et les angles donnés (xx’), (xy'), qui déterminent la position des nouveaux axes. On a 3 —=4ÆX-LLT, ainsi l’abscisse X est la projection sur l’axe des x de la portion de po-
“lygone ALM ; de même y = LX +- M. Or, les triangles KL, LIM donnent {n° 354, 4)
AK — x' cos (xx’), KL = x’ sin (xx’),
LI — y cos (xy'), MI = y’ sin (xy').
Donc, x — x’ cos (xx') - y’ cos mu ÿ
| y —= x sin (xx) + y’ sin (xy') Ea
Si les nouveaux axes sont aussi à angle droit (fig. 225), (æy') = 90° (x) ; d’où
C’est ce que donnent directement des triangles 4KL, LIM; car
x —# COs (xx) — y sin (xv’) y = x sin (xx) L y cos(rx')
AK = x cos (xx), KL— x sin(rx'), LI = y'sin (xx), IM —= y cos (xr’),
et de plus = 4X — IL, y = LK + 1M.
384. Supposons enfin (fig. 224) que les axes Ax, Ay aient une inclinaison quelconque, ainsi que Ax', Ay’. Pour passer des 1° aux 2es, résolvonslestriangles obliquangles 4LK, LMI ; il vient (n° 855),
AK sim 4LK d'où JK— #5 (x'y)
AL sin 4KL’ sin (y) KL men 2/1 F8 AL PE (yy”) VV, PAUL CA sin (7) sin (xy) sin (y) d'où ges ain (ags-( Yisin:(ys') sin (y)
ET æ sin (x +- y’ sin (xy) bis sin (æy)
TRANSFORMATION
Quand les axes primitifs Ax, Ay sont obliques, et que les transformés Ax’, Ay'sontrectangles (fig. 225), il suffit de poser ici (x’y'}— 90, ou (+'y)-complément de (yy'); d'où
2er 9 x’ sin (x'y) — y’ cos (x'y) sin (y)
PR æ' sin (x) + y' cos (xx’)
Les sin (7y)
Nous avons supposé partout que l’axe des x’ est situé en dessus de celui des x, etc. , ce qui pourrait ne pas exister dans un cas auquel on voudrait appliquer ces formules ; il faudrait alors modifier les”
-signes des sin. et cos. d’après la règle des indirectes (n° 839), en
4) es (È
comparant la disposition des axes, dans l'application qu’on veut faire, avec celle des fig. 224 et 225. Par ex., si l'axe des +’ est audessous de 4x, on fera sin (x+”°) négatif, cos (xx’) positif *.
8385. Jusqu'ici nous n'avons déterminé la position d'un point’sur un plan que par ses distances à deux axes; mais il y a bien des manières différentes de la fixer, ce qui fournit autant de systèmes coordonnées (voy. Géométrie de position, par Carnot, p. 423).
Arrêtons-nous aux coordonnées polaires. La position d’un point M (fig. 227) est donnée par sa distance AM = r à un point fixe À, qu'on nomme pôle, et par l'angle MAP — 0 que fait cette ligne: AM avec une ligne fixe donnée 4x; AM est le Rayon vecteur du point M.
L’équ. polaire d’une courbe HN est la relation entre r et 4, pour chacun de ses points. Si le rayon 4 tourne autour de 4, et que sa longueur varie à mesure qu’il tourne, c’est-à-dire avec 4, de manière. que l’équ. entre ret 4 soit toujours satisfaite, l'extrémité J du rayon vecteur décrira la courbe HN.
Le triangle rectangle 4MP, où 4P = x, PM = y, donne
&== #1 C0s0, y—rsin0, 2 y — nr,
Ainsi, pour passer d’un système de coordonnées x et y aux polaires r et 6, il faudra d’abord transformer l’équ. en coordonnées,
* Au reste, il est toujours plus court et moins sujet à erreur de tirer directement les formules de transformation de la figure même qu'on considère, en reproduisantsur cette \ figure les opérations ci-dessus, c.-à-d.en projetant Les longueurs +’ et y’ sur chacun des axes x et y qu’on veut transformer, ces projections étant faites dans les directions de ces derniers axes.
DE COORDONNÉES
rectangles, si elles sont obliques; prendre pour origine le point 4, qui doit être le pôle: enfin la droite 4x, à partir de laquelle on compte les ares 6, devra être l’axe des x. Ensuite on mettra r cos 9 et r sin 9 pour x et y.
Réciproquement, si l'on a l’équ. en r et en 4 d’ane courbe, en éliminant ces variables à l’aide des relations précédentes, on la traduira en coordonnées rectangulaires x et y.
Prenons pour ex. l'équ. (2) (n° 377), du cercle dont le centre « (fig. 226) a pour coordonnées # et B ; elle devient par nos valeur: de æety:
7° — dr (x cos 0 Bsiné) E & LB — R—0... (1)
1° Pour chaque rayon vecteur r, la distance de l’origine À à la courbe est double, 4H et AN. Les valeurs de 7 sont imaginaires pour les inclinaisons 4 de la ligne 4/77 qui ne rencontrent pas le cercle.
2 Le produit des deux racines r”, r” de r est (n° 137, 3c)
"= n — AM se AN=&@+G — RP,
os
quantité indépendante de 9 ; done, si d’un point fixe 4, on mène des
droites quelconques, le produit 4H X AN des deux rayons vecteurs est constant pour toutes les sécantes.
Selon que le point 4 est intérieur ou extérieur au cercle, on retrouve les théorèmes n° 225 et 226.
3° Le coeflicient du 2° terme est la somme des deux racines 7” et r’ en signes contraires ; faisons 4C —=m, l'angle CAM — 9 ; il vient O— pi, a—m cos 1, B — m sin, et
rer = 2m (cos à cos ÿ - sin 9 sin à) — 2m cos (4 — i)—= 2m cos y :
donc 4M AN = 2m cos y, équ. facile à construire lorsque, connaissant deux des quantités »’” — r’, m» et », on demande la &.
4° Pour que 4 soit tangente, il faut que les racines 7” et 7’ soient égales, et l’équ. (1) un carré exact, ou (n° 138)
4 (a cos 8 EL B sin 6) — 4 (a LB — PR) —0, d'où, À? — &° sin° 4 — 248 sin 4 cos 0 —- B? cos 4 —(x sin 4 — 8 cos 8)" ER = m (cos à sin 4 — sin ë cos #) — m sin (9 — 2) — m sin 9.
Dans le triangle rectangle 47C qui a 4C = m pour hypoténuse MATHÉM, PURES, T, 1, 24
et l’angle », R est donc le côté 7'C opposé à cet angle 4 (n° 363): ; CÜ qui prouve que la tangente au cercle est perpendic. au rayon mené au point de contact. D'ailleurs les racines r’’ et r’ étant égales, on à
= 0 + & — RE = m — R = (m + R) (m — À)
our — AB X A1— AM X AN : la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie extérieure.
5° La différence des racines de l’équ. (1) est la corde MN — k, k= +92 LR — («sin 9— 8 cos 6 —2y/ (R?—m* sin° (9 — i)] donc m sin 9 = + ares rh’). Lorsqu'on veut mener pär un point À une corde MN qui ait une longueur donnée, on portera cette corde sur un arc #n (fig. 228) pris où l’on voudra sur le cercle, et la perpendiculaire Co sera la valeur de »# sin 9 — Co ; » est l'angle opposé à Co dans le triangle rectangle dont l'hypoténuse est 4C. Donc tracez la circonf, qui a Co pour rayon, et dun point 4, menez des tangentes à ce cercle, qui détermineront le triangle CFA pour lequel l'angle 4 = 0 : ainsi les tangentes M à ce cercle seront les deux solutions du problème, qui ne seront possibles qu’autant que le point 4 sera extérieur à ce cercle.
6° Sans rien ôter à la généralité, on peut prendre pour axe des # la droite AB (fig. 226) qui joint le pôle au centre, ou B — 0 : or si le pôle est un point Z sur la circonf., R = « et l’équ. (1) se réduit à r2 — 2r R cos 8 — 0, d'où r — 2R cos 8; c’est la longueur 4 d'une corde inclinée de 6 sur le diamètre, Imaginons (fig. 56) un 2° cercle tangent au même point 4, le rayon étant R’'; sa corde sera k'— 2R cos 4, d’où k : k' :: R° R': les cordes menées par le point de contact À de deux circonférences tangentes, intérieures ou extérieures, sont donc entre elles comme les rayons.
ELLIPSE
deux points fixes donnés Æ et 7”, qu'on nomme Foyers, ont une somme constante, z - x — 40 — Ju. Pour trouver l'équ. de l'ellipse, prenons le milieu C de FF" pour origine des covrdonnées, AO pour axe des x, la perpend. ZC pour axe des y; on est assuré d'avance, par sa génération, que la courbe doit être symétrique, par rapport à ces axes, et que l’équ. sera fort simple. On doit, en général, préférer le système de coordonnées, qui est propre à faciliter les calculs et à donner des équ. moins composées,
Soient FC = c, x et y les coordonnées de /Z ; on a dans les triangles FMP, F'MP, = = y + FP’, 3° = y + F'P, ou
= y (x — c}, 2% —= mp + (x + ©}, 8 Lz = a.
En soustrayant les deux 1'e*, il vient
3 — mm =(3 Lz)(s — 3) = 2a (3° — z) = cr.
Ed: enr. cx Ainsi, FM — 3 — a — FA VUE ZX =, Ur NPA à À
Substituant dans la valeur de z° ou z'° ci-dessus, on trouve
Faisant > — 0, il vient, pour l’'ordonnée BC à l'origine, ÿ —= ®@ — ©; si l'on représente cette ordonnée par b, on a donc = «? — €? ; éliminant c’, on trouve enfin, pour l’équ. de lellipse,
CURE Ne OO CT EE A 2
deb ire ame:
En résolvant, ona y = + TE Va
Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées y épales et de signes contraires, l'ellipse est telle que 4BOD (fig. 230) symétrique par rapport à l’axe 40 ; elle l’est aussi relativement à BD, puisque Æ x et — x donnent la même valeur de y. Ainsi, lorsqu'on plie la figure selon 40 ou BD, les parties de la courbe se superposent et coïncident.
y est imaginaire quand # > + à, & l’est pour y > + b; donc là courbe est fermée. BC = b est la plus grande ordonnée, CO = «a la plus grande abscisse ; 40 est ce qu’on nomme le grand axe;
BD est le petit axe ; A et O sont les sommets, C le centre. Ainsi, 24*
l’ellipse est une corde fermée, telle, que la somme des rayons vecteurs menés des deux foyers à un même point quelconque est constamment égale au grand axe ; cet axe est la longueur de la droite qui, passant par les foyers, traverse la courbe de part en part; les extrémités de cette ligne sont les sommets, le milieu est le centre.
8388. Comparons deux ordonnées y, y’ d’une même ellipse, qui ont +, +’ pour abscisses (fig. 230); les équ. a° y? — b? (a? — x’), @ y? = D? (a? — x°°) donnent le quotient
RQ ge | (a fx) (a — 2%).
par a+e)(a—v) or, CP— x, AP — ax, PO —= a — x : ainsi les carrés des ordonnées sont entre eux comme'les produits des distances du pied de ces ordonnées aux deux sommets.
En changeant x en y et y en x, l'équation (3) se change en b° y? + a x° = a° b°; ainsi elle conserve la même forme, qu'on prenne 40 ou BD pour axe des +.
889. Le cercle ZNO décrit du centre € avec le rayon a (fig. 230), a pour équ. F — y (a — +°), où F — PN : comparant cette ordonnée à PM (n° 387), on a F 2. Ainsi le rapport des ordonnées du cercle et de l’ellipse, qui répondent à une même abscisse, est constant et égal à celui des axes ; y est donc toujours < F : le cercle renferme l’ellipse. Celui qu’on décrit avec le rayon BC y est au contraire renfermé.
Cette propriété fournit une construction fort simple de l’ellipse. Après avoir tracé les axes donnés 40, BD, et les circonf. inscrite et circonscrite (dont les rayons sont beta), on mène un rayon quelconque CNW, etpar les points Q et NW, où cette droite coupe les circonf., on trace les parallèles aux axes, OM, NP ; leur section 4 est un point de l’ellipse, car on a
ne ou _ =]; d'où PM = y,
890. La définition de l’ellipse donne un autre procédé pour décrire cette courbe (fig. 229). Après avoir tracé les deux axes AO, BC, du point B comme centre, et avec le rayon CO, décrivez un arc de cercle qui coupera 40 en F et F': ce seront les foyers, à cause de l’équ. & = 4° — c? (n° 386), Du centre F'et avec un
ELLIPSE. 375 rayon égal à une portion quelconque de 40, telle que XO, tracez un arc vers /Z ; puis du centre Æ”, avec le reste 4X du grand axe, tracez un 2° arc, qui coupera le 1‘ en Æ ; ce sera un point de la courbe, car FM FM — AO: on aura de la sorte quatre points de l'ellipse avec les deux mêmes rayons, en décrivant des ares des deux côtés des axes. Le même procédé fera connaitre autant de points qu'on voudra de la courbe,
Lorsque l’ellipse a de grandes dimensions, on fixe aux foyers F et F" les deux bouts d’un fil long de 40, puis on fait glisser sur ce fil, toujours tendu , un stylet # qui trace la courbe.
391. À mesure que les deux foyers s’éloignent l’un de l'autre, ou que b diminue par rapport à a , l’ellipse s’allonge et s’aplatit davantage ; au contraire, si les foyers se rapprochent, elle s’arrondit ; enfin , si ces points se confondent, ou «= b, on ay + x°— a’, et la courbe devient circulaire. On peut donc regarder le cercle comme une ellipse dont les axes sont égaux.
Les équ. (1) montrent que les rayons vecteurs de l’ellipse sont rationnels par rapport aux abscisses x. La distance FC —c est ce qu’on nomme l’£xcentricité; z et z’ deviennent maximum ou minimum pour x = + a, savoir, z—@ + c : ainsi, de tous les points de l’ellipse, © est le plus voisin , et À le plus éloigné du foyer F. L’extrémité B du petit axe est à la moyenne distance de F ; car x — 0 donne z— > —a—BF#.
On nomme Paramètre la double ordonnée qui passe par le foyer; on l’obtient en faisant > — ©, ou à? = a? — b?, dans l’équ. (3); et on trouve y +7; P= = est donc le paramètre : c’est une troisième proportionnelle au grand et au petit axe.
Pour transporter l’origine au sommet À, il faut changer x en x — a dans l’équ. (3), et l'on trouve a°y* — b? (2ax — x”).
392. Rapportons l’ellipse à des coordonnées polaires (n° 385), le pôle étant à l’un des foyers F; changeons x en # + c dans la valeur (1) de FM, et ensuite x’ en z cos 6, 4 étant l'angle HFO ; il vient
'moshatéte 1nPmoa-(l. ve) 7 a+ ccos9 1 + e cos 9°
On désigne par e le rapport de l'excentricité au demi-grand axe, ce —=ae; le pôle est en F',et les arcs 4 sont comptés, à partir du
sommet voisin O, dans le sens OMB. Si l'origine est à l'autre
foyer 7", et les arcs 9 comptés dans le même sens, il faut changer iciecn — €.
De l'Hyperbole.
393, Cette courbe jouit de la propriété que la différence des rayons vecteurs FM — FM (fig. 231) est une quantité constante AO = 2a= 7 — 3, En plaçant l'origine au milieu C de FF", ete, etreproduisant le calcul du n°386,on a demême z°? — z°—2u(z" x) — Àcx ; ainsi
FM=s= a FM=a= ta. ()
Substituant, etc...., puis faisant ©? = a? +, il vient a’? pis. Lx? ee ab°.
On trouvera, comme au n° 387, que l'hyperbole est nés par rapport aux axes FF” et Cy; carona
y= Eyes.
Plus x croît tant positivement que négativement, et plus y augmente; mais on ne peut prendre x <° Ha; y est nul pour x =+a: donc la courbe ne s’étend pas entre les deux sommets. et O ; partant de ces points, elle forme deux branches opposées par leurs convexités et indéfiniment étendues, ouvertes l’une à droite, l'autre à gauche. Le point C'est le centre, AO — 2a le premier axe; l'ordonnée à l'origine est imaginaire , & — 0 donne y = + bj/ — 1. Si l’on rend cette quantité réelle en changeant de signe sous le radical , la longueur b qu'on obtient, ou l’ordonnée centrale rendue réelle, est ce qu'on nomme le demi second axe, qui n’est plus, comme pour l'ellipse, une des dimensions de la courbe.
394. Les ordonnées y et y’ (fig. 232), qui répondent aux abscisses æ et x’, donnent , comme n° 868,
ÿ 2? — (& a) (x — a) (DS AD
mr an | ER
y? a?— a? (x'La) (x —0) Per ra AP EE
On a encore les carrés des ordonnées proportionnels aux produits des distances de leurs pieds aux deux sommets.
HYPERBOLE
Quand a —b,on a y = x» — «° : l'hyperbole est dite équilatère.
En changeant x en y, et y en x, l’équ. devient by? — ax = «b?. La forme est la même, au signe près du 2e membre; les x sont comptées sur BD et les y sur CP ; l'hyperbole est dite rapportée au centre et au 2° axe (comme fig. 257).
Changeant x en x -L a, l’origine vient au sommet 4, et l’équ. de l'hyperbole est
ay = D (2ax + »°).
395. Si l’on décrit une ellipse 4BOD (fig. 232) sur les mêmes axes, elle sera comprise entre les deux sommets et allongée dans le sens des x ou des y, suivant que a sera > ou <° b; ce sera un cercle si l'hyperbole est équilatère. Ces deux courbes ont des propriétés analogues, dont on peut voir les détails dans la GTR de position de Carnot, p. 143.
396. La définition de l'hyperbole donne un procédé pour décrire cette courbe. Après avoir tracé les axes FF, Cy (fig. 231), et marqué les foyers F, F’, on décrira vers A7 un arc de cercle du centre F, avec un rayon quelconque 4@, puis du centre F", avec le rayon OG on décrira un 2° ‘arc; le point A7 de section sera sur la courbe , puisqu'on a FM — FM — AO. On aura, avec les mêmes rayons, quatre points de l’hyperbole, puis autant de points qu'on voudra en changeant de rayons.
Les équ. (4) montrent que les rayons vecteurs de l’hyperbole sont rationnels par rapport aux abscisses.
Le paramètre, ou la double ordonnée passant par les foyers,
l 2b° conserve la même valeur que pour l’ellipse p — PE
En raisonnant comme n° 392, on obtient pour l’équat. polaire de l’hyperbole, le pôle étant en F (fig. 231), et faisant l’angle AFM = 4 etc— ue,
CES 0 er a (e — 1)
a + © cos 6 1 + e cos 0”
397. En comparant les équat. de l’ellipse et de l'hyperbole, on observe que l’une se change en l’autre, lorsqu'on y remplace b par b // — 1. Get artifice de calcul servira à traduire les formules obtenues pour l’une de ces courbes en celles qui conviennent à l'autre.
- | De la Parabote.
398. Étant donnés un point fixe ou foyer Fig. 234) et une droite quelconque Q0Q”, la parabole estune courbe dont chaque point H est à la même distance de F que de QQ’, qu'on nomme directrice. Prenons pour axe des x, DF perpend. sur QQ, pour origine le milieu 4 de FD = p, et pour axedes y la parallèle 4B à QQ" ; 4 est visiblement un point de la courbe.On a AP=—x, PM—y, OM—DP, ou 3—=<p+-1; dans le triangle FMP, FM = 23 = y Æ (x —<p}; donc en égalant les valeurs de z, etc., on a y° — 2px, pour l’équ. de la parabole, courbe qui est symétrique par rapport à l’axe des + seulement.
Il résulte de la génération de cette courbe, que l’ellipse dont le grand axe devient infini se change en une parabole.
Deux points (x, 4’), (y, y’) d’une parabole donnent
= 2pr, ÿ°=pr, =
Les carrés des ordonnées sont entre eux comme les abscisses currespondantes.
Si la constante 2p, qu'on nomme paramètre, est inconnue, et qu'on ait un point de la courbe, on voit que 2p est 3° proportionnelle à l’abscisse et à l’ordonnée de ce point.
Pour tracer la parabole dont on a le paramètre 4B — 2p (fig. 233), comme y estmoyenne proportionnelle entre 4B et x, on décrira un cercle BCP qui passe en B, et dont le centre soit en un point quelconque de 40 ; AC sera l’y qui répond à l’abscisse 4P : ainsi les parallèles CH, PM aux axes coordonnés, détermineront un point # de la parabole. On en obtiendra de même autant d’autres qu’on voudra.
Si l'on faitz—=+;p == AF (fig. 284), on a y = + p; ainsile paramètre 2p est encore, dans la parabole, la double ordonnée passant par le foyer.
8399. La génération de la courbe donne un moyen simple pour la tracer. On a vu que 3 = <p + x; ainsi le rayon vecteur est encore rationnel. Prenez sur l'axe 4x (fig. 234), à partir du sommet 4, des distances 4D — AF —+9p, F sera le foyer, la perpend. QQ" à Az sera la directrice ; et il s’agit de trouver tous les points # qui sont à égale distance de l’un et de l’autre. Menez une ordonnée indéfinie quelconque ZW’, puis du foyer F pour centre, avec PD
APE 1 cos
Des Sections d'un cône droit par un plan.
AFM compté du sommet; il vient 3 —
400. On demande l’équ. de la courbe 40 (fig. 235), intersection d'un cône droit ZDB par un plan quelconque O4.
Si par l’axe BX on fait passer un plan BDI perpendiculaire au plan coupant (il le sera à la base, n° 272), l'intersection de ces plans sera la droite 4O, projection de l’axe du cône sur le plan coupant; c'est ce qu'on nomme l'AÆxe de la section conique. Par un point quelconque P de cet axe, menons un plan parallèle à la base D] ; ses intersections, avec le cône et le plan coupant, seront le cercle FMG et la droite PM, laquelle étant perpend. (n° 273) sur FG et AO, est une ordonnée commune aux deux courbes.
Cela posé, soient 4P = x, PM = y; cherchons une relation entre x, y, et les données du problème, qui sont l'angle B40 = a, l'angle DBI — B et 4B — c. La propriété du cercle donne y = FP X PG; trouvons FP et PG.
Dans les triangles 4FP, POG et 4BO, on a (C, n° 355)
sin & FP sin © sin sin (x + 8) B) ACL UE dc aura 2 PT Sie TM PO TS A0 2% sin O sin (æ— 8) sin MRC c sin B 4H eût c 6 CO SRE. sin sin (x 8)"
Or, dans le triangle BHF, l'angle F est complément de + 8; donc
___ æsin & __ sin («+ 8) c sin B re cos + B? Es cos + B nr a+ B) —«),
et l’on a, pour l'équation demandée,
d — mr [cæ sin B — x? sin («+ B) |. . . . (4)
Pour obtenir toutes les sections du cône, il sufhit de faire prendre au plan coupant toutes les positions possibles , c'est-à-dire de faire tourner la droite 40 autour du point 4 dans le plan BZD, et de changer aussi 4B = c. Il se présente trois cas.
1° Lorsque & + 8 — 180°, le plan coupant est parallèle à Ja génératrice BI (fig. 236); et la courbe s'étend à l'infini ; en faisant sin (4 — 8) — 0, notre équ. devient (à cause de G, n° 357)
sin? B
ç' PEER 4 cos? + B
scæ == dc sint£ 6 . +. . . (B) c’est celle d’une parabole *
2° Tant que « + 8 <[ 180°, le plan coupant rencontre toutes les génératrices d'un même côté du sommet ; la courbe est fermée : (4) en est l’équation.
3° Enfin, lorsque à + 85% 180°, le plan coupant rencontre les deux nappes de la surface de part et d'autre du sommet ; la courbe a donc deux branches étendues à l'infini WAN', LO'O (fig..235), dont la courbure est opposée. Or, « + 8 © 180° change le sinus du signe, et l'on a
sin &
= —— à Les sin Pr-frar sine ( (x 8) + . . (C)
COS
Dans ces deux derniers cas, si l’on représente par 2a la distance AO entre les sommets, et par Æ'un coeflicient constant, on a
c _ B K — sin & sin { x + B) E) sin sin (« + 8) B)° cos? = B
Les équ. 4 et C deviennent y = Æ (2ax «°), qui sont celles de l'ellipse et de l'hyperbole rapportées au sommet (n°5 391 et 394). L’équ. générale des sections coniques, l'origine étant au sommet, est donc y — mx —- n:°. Elle appartient 1° A la parabole, lorsque n — 0, (m —2p) ;
* On aurait pu refaire les raisonnements précédents; FP (fig. 236) conserve la valeur
ci-dessus, en y faisant sin &« = sin 8 ; done FP = erre : de plus, 4Z parallèle à FG
donne le triangle 4BL, dans lequel on a.
sin 8 de sin 8 AL PG sin BAL’ CS +8 BL c à
GÉNÉRALITÉS
2° A l’ellipse, quand n — nie Bt. où de ar a a 3° Enfin à l'hyperbole, lorsque n nya m sait. Ah (12 a
401. Il n’y a rien à changer à tout ce qui vient d'être dit , lorsqu'on fait varier B et c, c’est-à-dire les dimensions du cône et la distance 4B.On ne pent faire 8B=— 0, ou B= 180°; car il n’y aurait plus de cône : c = 0 suppose que le plan coupant passe par le sommet. L'intersection est alors un point lorsque « + B <[ 180° ; une droite quand & 8 — 180° (le plan est tangent au cône); enfin deux droites quand « + B © 180°. Le calcul comprend aussi ces trois cas ; car en faisant c — 0 dans (4), puis sin (4 + 8) positif, nul et négatif, on trouve
ÿ + Kr—=0, L'REZ-T AR | ARR TEE Kr?.
La 1r°équ. ne peut être satisfaite qu’autant (n° 112) que > — 0, et y — 0, ainsi elle représente wn point; la seconde est celle d’une droite ; la troisième , enfin, donne y = + x J/ À qui représente deux droites.
Donc, quels que soient le cône et la position du plan coupant, l’'équ. (4) est celle des six sections coniques ; c étant — 0, on a les trois sections qui passent par le sommet ; et lorsque c n’est point nul, cette équ. représente une ellipse, une hyperbole ow une parabole, suivant que le coefficient de x° est négatif, positif ou nul. |
402. Étant donnée l'équat. d’une ellipse, d’une hyperbole , ou d'une parabole rapportée à son sommet, ainsi qu'un cône droit quelconque, il est facile de placer cette courbe sur le côre, c'està-dire de trouver la situation du plan coupant qui la reproduirait ; _ car, dans les deux derniers cas, on connaît a, K et B, et il s’agit de trouver cet l'angle «, en recourant aux équ. D, Or, la 1r° fait connaître c, quand on a tiré « de la 2%° : celle-ci devient par les équations letG,p.334 et 333,
2XK cos 2 B— 2 sin° & cos B 2 sin & cos & sin B — (1 — cos 24) cos BH sin 24 sin B.
Cette équ. de la forme b = n sin 24 7 cos 2x, a été résolue p. 352. Et si l’équ. donnée est celle_ d’une parabole y = 2p#, l'équ. B donne p = 2csin° + 8, d’où l’on tire c, et par suite la position du plan coupant (fig. 236).
Méthode des Tangentes.
403. Si par deux points # et © (fig. 237) d’une courbe quelconque BMQ, on mène une sécante SO, et qu’on fasse varier la position de © sur la courbe , AZ restant fixe, la sécante prendra diverses inclinaisons. Si l’on rapproche Q de 47 jusqu’à faire coïncider ces deux points, la sécante $Q deviendra TM : cette droite se nomme Tangente; c’est une sécante dont on a fait coïncider les points d’intersection. |
L’équation de toute droite qui passe en un point 7 (x, y') est
Y—Y = A (5 —ir)e ge … ei (li
Pour déterminer la tangente TA, il suffit d’assigner à 4 = tang T la valeur qui convient à l’inclinaison de cette droite ; il faut pour cela exprimer en analyse les conditions qui lui servent de définition.
Désignons par 4 + } et y + k les coordonnées du 2° point Q d'intersection de la sécante SM,ouMR—=Rh, OR =R; la tang.
de l'angle OMR est — tang $. En changeant +’ et yen x’ + h,
et y —- À dans l’équ. de la courbe, et réduisant, il sera facile d'en
tirer > qui est la valeur de tang S. Or, tang Test visiblement /a li- 7 À
mite de tang S, lorsqu’on fait varier le point Q pour l’approcher de M ; en sorte que si l’on pose tang T'ou À = tang IS — x, « pourra décroître indéfiniment. Si donc la valeur ; de tang S a la former p —- B, p étant une quantité invariable , et B une expression en LM et £ susceptible de devenir, avec ces variables, aussi petite qu’on veut, l'équ. 4 = p + BL « se partagera (n° 113) en deux autres, dont l’une, 4 — p, déterminera 4. À est donc ce que devient p + B, lorsque B est nul, c’est-à-dire que A est ce que devient le rapport k : h, quand on y pose k et h nuls.
Concluons de là qu’! faudra substituer y H k et x’ Hh pour x’ et y’ dans l’équ. de la courbe, et en tirer le rapport k : h, puis y faire k et h nuls; on obtiendra ainsi la limite de ce rapport, ou 4, et par suite l’équ. (1) de la tangente (voy. p. 395). 1
La droite indéfinie AZN, perpend. à la tang. au point # de con-
tact, est la Normale ; l'équ. est facile à déduire de celle de la tang., puisque ces droites passent par le point AZ (+’, y’), et de plus sont perpend. L’éq. de la normale est (n° 371)
(4 1 ; RS a mdrr AC. lacon bat Rabie 3 (2)
Les longueurs TP, PN, comprises entre les pieds 7, P, et N de la tangente, de l’ordonnée et de la normale, sont la sous-tangente et la sous-normale. En faisant y — 0 dans nos équ., on obtient pour # les abscisses AT et AN des points T'et N.
sous-tang. TP ou x — x = 7. "2:00 3 4(8)
sous-norm. PNouz—x— Ay. . . . (4)
Il pourrait arriver que la tangente et la normale n’eussent pas la même disposition que dans notre figure, et que la sous-tang fût æ — x',et la sous-normale 2° — x ; mais alors le signenégatif qui affecterait les valeurs (3) et (4) indiquerait cette circonstance (n° 339).
Les longueurs AT'et MN sont appelées aussi, l’une Tangente, l’autre Normale.
404. Appliquons ces théorèmes à la parabole (fig. 234), dont l’équation est y —= 2px; on à y? = 2px', (y + k} — 92p (x L h), qu'on réduit à
k 2p 4 LE —— h : où, — — A — , 2ky LB —= 2ph; d'où, ñ tang S D + Faisant 4 nul, on a À —tang TT:
1° Équ. de la fangente. . . . . yy = p (x + x). | 20 Équ. de la normale. . . . . (y — y) px —x) y = 0.
3° Longueur de la sous-tang. TP — 2x.
4° Longueur de la sous-norm. PN = p.
Donc /a sous-tangente est double de l’abscisse, le sommet Æ est au milieu de TP, le pied 7 de la tang. est à gauche du sommet , et la sous-normale est constante et égale au demi-paramètre, double de la distance focale AF.
La norm, MN=V (PH+PN)=V (+p)=V p@r Fr).
Cherchons l'angle TMF = F (fig. 233) que fait le rayon
vecteur avec la tangente : ce rayon passe par les points ÆZ (x', y') et F (2p, 0); on à donc
| y—y = À'(&— x); d'ou, ARE CN Arai
D’après la valeur de À pour la tangente TI, on a
TTFAZ pe y
à cause de y? — 2px’, et en supprimant le facteur commun +p 2’. Ainsi tang VW — 4 = tang T, le triangle TMF est isocèle. Tous les rayons lumineux et sonores SM, qui sont parallèles à l’axe, se réfléchissent à leur rencontre 7 avec la courbe, et vont au foyer #. De plus, la tangente TM coupe l’angle QMF par moitié, et est perpend. sur le milieu de OF : enfin, FM — FT ; ce qui offre un nouveau moyen de mener la tang 7.
406. Faisons varier le point de contact M (x', y), et plaçons-le successivement en tous les lieux de la courbe, puis observons les diverses positions qu'affecte la tang., lesquelles dépendent de son
équ., c’est-à-dire de l’inclinaison tang 7 — eu et de l’ordonnée à } /
l'origine , Ai — © — + y’. Il est aisé de voir que, 1° au sommet
A, à et y étant nuls, l'axe des y est tangent ; 2 à mesure que le point de contact M s'éloigne, +’ et y’ croïissent, ainsi que Æi, qui est constamment la demi-ordonnée y’, tandis que l’angle 7 diminue.
La tangente prend toutes les inclinaisons ; ainsi 4/ y a toujours une tangente parallèle à une droite donnée : mais, plus Pangle T'est petit, plus le contact AZ et le pied T' s’éloignent du sommet. La parallèle à l’axe répond à une distance infinie. Étant donc donnée
une direction, ou À, on tire aisément y — £, et le point de con-
tact. Par exemple, si Æest 1, on a ÿ — p; d’où # = :p; le foyer Frépond au point G pour lequel la tang. est inclinée de 45° sur l’axe, dans toute parabole.
407. L’équ. yy = p (x + x’) peut servir à mener une tang., sans connaitre le point 7 de contact (x’, y’), pourvu qu’on donne certaines conditions. Si l’on veut, par ex., qu’elle passe par un point donné J (4, B), notre équ. devient By —= p (a +- #'); éliminant
avec y? = 2px', on aura deux valeurs de +’ et y’, deux points M de contact, et deux tangentes. |
Mais l'équ. By — p (ax + +) étant satisfaite par les coordonnées des deux points de contact, est l’équ. de la corde qui les joint. y = 0 donne l’abscisse 3 — — x du point de section avec l’axe, point commun à toutes les cordes semblables, quel que soit Z, pourvu que son abscisse « demeure la même. Ainsi le point Z décrivant une parallèle aux y, les deux tangentes, les points de contact, les cordes qui les unissent, varient , le point seul de section de ces cordes avec l'axe reste le même, et La corde tourne autour de ce point, qui est tantôt à droite, tantôt à gauche du sommet, selon que l’abscisse de Z est à gauche ou à droite du sommet À.
IM étant la tangente cherchée, qui doit être perpend. sur le milieu de QF, I est à la même distance de F' et de Q; le cercle décrit du centre Z avec le rayon ZF passe par le point Q de la directrice , lequel devient ainsi connu. OM parallèle aux x donne ensuite #, ou bien on mène ZM perpend. sur OF, et la tang. est tracée. Il ne faut pas craindre que le cercle ne coupe pas la directrice dès que Z est extérieur à la courbe ; car le problème est alors possible, et le point Q doitexister : on aun 2° point Q et une 2€ tang.
408. Appliquons les mêmes principes à l’Ellipse. Changeons æetyenx h, et y —- k dans l’équ. de cette courbe ; il vient
ay? + ba? = ab, @ (y + 4) Hp (x LR} = &b;
pan D, Me LU UE Dre | de d'où, k(2y +) a LL A(2x + h) b= 0, dur : dy EF
C'est la valeur de tang $, lorsqu'on veut l’équ. de la sécante en
deux points donnés. Pour la tang., on fera k et k nuls, et on trouve b°x 4 À PORN A = — ag Ii ne reste qu’à substituer dans les équations du
n° 403; on a (fig. 238)
1° Équ. de la tangente, «yy + bxx' = «b? ;
2° Équ. de la normale, y — y — _ @@ = +); a — x?
3° Pour la sous-tangente, TP — — ; b?x'
4° Pour la sous-normale, PN = —.
1° La valeur de 4 ne change pas, lorsque +’ et y’ prennent des signes contraires ; ainsi les tangentes en # et M’ sont parallèles (fig. 239).
2° En faisant y — 0 dans l'équation de la tangente, on a
CT = x — S 5; a > x’ donne CT Ÿ a : CT'est indépendant de b;
ainsi toutes les ellipses décrites avec le même axe 40, ont un même pied T' pour la tang TM, TO...., l'abscisse à’ — CP demeurant la même. Ainsi, décrivons un cercle 400 sur le diamètre 40, prolongeons l’ordonnée PM en Q, menonslatang TO, et nous aurons le point 7°. C’est un moyen facile de tracer la tangente à l’ellipse.
UE a — b°
8° y — 0 dans l’équ. de la norm. donne x — CN — MT TER z” (fig. 288); ainsi N et # sont situés du même côté de Cy.
409. Par les points O et 4 (Æ a, 0) menez les droites quelconques ON, AN (fig. 239) ; leurs équ. sont
Le point A de rencontre a pour coordonnées,
a & dau VU te T9 y —= 7e u — « œ— à
Ce point N n'est déterminé qu’autant qu’on fixe les tang x,4 des directions de AN et ON; mais si elles sont arbitraires, on peut en disposer de manière que l'intersection N soit sur l'ellipse : on dit alors que ces lignes sont des cordes supplémentaires. Dans ce cas, nos valeurs de + et y doivent satisfaire à l’équ. «y? + b?x? — a°b’, ce qui donne
gx? bad — 0, ou ax (ax + b°) — 0.
On exprime donc que les cordes se coupent sur l’ellipse, en faisant z
’ . , * . ’ nr :
ou 4 nul (ce qui n'apprend rien), ou ax = — ee Ce signe — provient de ce que « et « sont de signes contraires; car, si VA40 est aigu, NOx doit être obtus. Traçons un cercle sur le grand axe; l'angle AN'O étant droit, 4WO est obtus. Les cordes supplémentaires du petit axe forment entre elles un angle aigu; ce qu'on démontre de même.
On prouve ces propriétés par l'analyse, ainsi qu'il suit, L’angle 6— N des deux cordes supplémentaires est donné par
a —&i, aa — b° 1 ax «(a — b°)’
en éliminant &’. Si à — b, tang 9 este, ou 4 — 90° ; /e cercle a seul des cordes supplémentaires rectangles, et toutes le sont. Quand a > b, x et tang 9 ont même signe : donc les angles NO, NOx sont obtus ensemble. Si a et b croissent proportionnellement , l’angle 4 ne varie pas : ainsi, les directions ON, AN sont constantes, ou les ellipses dont les axes sont dans le même rapport ont les cordes supplémentaires parallèles.
Si 4 est donné, « résulte de l’équ. du 2° degré,
tang 4 —
ae — (a — b°) « tang 0 + b = 0.
Il y a donc deux systèmes de cordes supplémentaires qui forment entre elles un angle donné 0; et ces cordes sont aïsées à construire : les deux valeurs de « ont même signe, à cause du dernier terme - b?. Les grandeurs de 4 sont égales, quand on a (a —b?)tang? 9 — 4a°b ; d’où tang 0 — Etes puis « —. Cette solution sépare les racines réclles des imaginaires (n° 139, 2°) ; ainsi les cordes supplémen taires qui concourent à l'extrémité B du petit axe se coupent sous le plus grand angle obtus. Si AN est couché sur 40, Vautre corde est à angle droit ; 4 tournant autour de 4, l'angle A devient obtus, et s’accroit jusqu'à ce que les cordes passent en B. Passé ce terme, AN continuant de tourner, l’angle N diminue et reprend les mêmes grandeurs.
Pour obtenir graphiquement les cordes supplémentaires qui font un angle donné, il faut tracer sur 40 un segment de cercle capable de cet angle ; l’ellipse est coupée en deux points qui donnent les solutions cherchées.
410. Toute ligne CM menée par le centre C (fig. 239), a pour équ. y = A'z ; si de plus on veut qu’elle passe par le point # (+’, y’),
il faut que y = A'x'; pour la tangente en M, 4 — — arf d’où a?
b° < AA = — Ts — zx. Si donc on mène une corde AA, parallèle à
la ligne CM, qui va du centre au point de tangence, on a 4 —«/,
MATHÉM, PURES, T, 1, 25
d’où 4 — 4; et la tangente TM est parallèle à la corde supplémentaire VO, ce qui fournit encore un moyen très- “simple de mener une tangente à l'ellipse.
411. Faisons décrire la courbe au point de contact M (x, ÿ), et suivons la tang. dans toutes les positions qu’elle affecte. En O,z = a,y = 0; l'équ. de TM devient # = a : ainsi la tang. est parall, aux y. À mesure que le point de contact s'élève sur la
4 A ' , A È bx courbe , + décroïît et y’ croît ; donc 4 = — SR décroît, et | y
CT . croit ; ainsi le point 7' s'éloigne sans cesse, et l’angle MTC diminue, jusqu’à ce qu’en B la tangente devienne parallèle au grand axe. La symétrie de la courbe dispense de poursnivre plus loin cet examen : donc, à n’y a point d’inclinaison donnée qui ne puisse convenir à l’une des tangentes de l’ellipse.
On obtient le point de l'ellipse où une droite doit la toucher, son inclinaison étant donnée, en cherchant x’ et y", lorsque 4 est connu; on a pour cela les équ.
y? + brt = ab, Aœy + br — 0.
On peut également résoudre un grand nombre de problèmes relatifs à la tangente, et qu’on traiterait par une analyse semblable.
Cherchons les segments OA, AK (fig. 238), formés par une tangente quelconque XI sur les tangentes menées aux sommets, On a ayy + bar = db; faisant à = Æ 4, les y sont nos deux segments, savoir,
OP ES ho DE ay ay
Le produit de ces deux quantités se réduit à b° ; donc le produit des segments OZ, AK, formés par une tangente quelconque XA, est constamment égal au carré du demi-petit-axe, quelle que soit la direction de cette tangente XA, Nous verrons (p.390) que les lignes AK et OH peuvent être deux tangentes parallèles quelconques, pourvu qu'au lieu de b° on prenne le carré de la longueur Cy, qui leur est parallèle.
412. Cherchons l'inclinaison des rayons vecteurs sur la tang. (fig. 288). Soient CF — %, les angles FMT = V, FMT = PV”, Toute droite qui passe en Æ (4, 0), a pour équ, y = 4° (x — à);
/ L d'où, #4 — e J =» pour le rayon vecteur FM, qui passe par le
point donné M (z', y'); mais pour l’inclinaison de la tangente,
2 æ/ !/ A= — +! æ = @ — b° donne tang F — au ren +.
y —+ AA ay En changeant « en — «, on a pour tang une valeur égale avec un signe contraire ; on en conclut que les angles F7 et # sont suppléments l'un de l’autre (n° 349). L’angle FMT est aigu et supplément de l'angle obtus F’MT, ou plutôt les angles aigas FMI et FMT sont égaux.
Ainsi, les rayons vecleurs de l’ellipse, menés au point de contact, sont également inclinés sur la tangente et sur la normale. Done, tous les rayons lumineux ou sonores Æ"M, qui partent du foyer F', doivent, à leur rencontre en Æ# avec l'ellipse, se réfléchir à l’autre foyer F. En prolongeant FM, la tang TM divise en deux parties égales l'angle F MG, et la normale l'angle F'MF.
413. On peut se servir de cette propriété pour mener une tang. ou une normale en un point donné Æ# de l’ellipse (&g. 238); car, prenant sur le prolongement de FM, MG = FM, TM sera yperpend. sur le milieu de FG.
Pour mener la tangente TM par un point extérieur donné Z,
cherchons le point # de contact. Supposons le problème résolu ; alors Z étant à égale distance de F'et de G, le cercle FG, qui passe en F, et dont Z est le centre, passe aussi en G ; mais
FG=—= FM +MEF= 40;
donc le point G est aussi sur le cercle décrit du centre F avec le rayon 40.
Une fois ces deux cercles tracés, le point G est connu ; on mène F'G, et l'on a le point #7 de contact. Il est d’ailleurs certain que les deux cercles doivent se couper, puisque, sans cela, le point G n’existerait pas, et le problème serait absurde ; ce qui ne peut être, tant que le point Z est extérieur à l’ellipse : on a même deux points G, et partant deux tangentes.
On peut encore traiter le problème comme n° 379, 3°, et 407; les coordonnées x, B du point donné extérieur Æ (fig. 280) devant satisfaire aux équ. de la tang #X et de l’ellipse, on a
By! + baux’ == ab’, ay"? = br’? == ab ; 25*
l'élimination donnerait pour +’ et y des valeurs du 2° degré. Ainsi, par le point Æ, on peut mener deux tangentes MX, INK. aBy + bax — «b est l'équ. de la droite MAN qui joint les points de contact, puisqu'elle est satisfaite par æ — 2’ ety — y. Il est donc facile de tracer cette droite et d'en conclure ces points, et enfin les tang. ; la fisure 260 ne suppose pas les coordonnées rectangulaires.
Comme y — 0 donne xx’ — «°, équ. indépendante de b et B, CE est constant, quelque part qu’on prenne le point X, pourvu que CA — x et le grand axe 2a restent les mêmes. Donc, si À se meut sur BB parallèle aux y, les tangentes et les cordes varient; mais le point Æ reste fixe, même quand le 2° axe 2b change; en sorte que Æ a la même position que pour Île cercle décrit du centre C avec le rayon a. Le point Æ, dont labscisse est à — a? : «est situé au dedans ou au dehors de l’ellipse, suivant que « est © ou € a, c’est-à-dire suivant que la droite BB’ est en dehors de la courbe, ou la coupe. | |
414. Venons-en maintenant à l’hyperbole : on pourrait ici refaire tous les calculs qu’on vient d’appliquer à l’ellipse ; mais il suffit de changer dans ceux-ci b en by/ — 1 (n° 397). On trouve alors les résultats suivants.
1° Pour l’inclinaison et l’équ. de la tangente,
2 pal Aie “E , @yy — bar = — ph,
La tangente TM (fig, 231) fait avec l'axe des # un angle aigu : elle est parallèle à celle qu’on mènerait au point #7.
On aura de même l’équ. de la normale.
a . La Do CT="; les points Æ et 7 tombent du même côté de laxe
Cy ; comme +’ est © a, Test compris entre C et le sommet 4.
F, Sous-tang = —— ,
Sous-normale = —.
3° Pour les deux cordes supplémentaires ON et AN (fig. 240),
b on à ax — —; les deux angles formés avec l'axe des x sont en-
semble aigus ou obtus. L’équ. de ZN est y = 4(x — a); passant
par le point N (x’, y);ona pour la corde AN, « — + J ; donc
« et y sont de même signe, puisque + > a. Ainsi les angles des cordes supplémentaires avec l'axe des x sont aigus quand A est placé comme äans la figure. Ils sont obtus pour la branche supérieure à gauche, etc... Pour la ligne CH et la tang TM en M, on
j b a AA — ai on conclut donc que le procédé (n° 410) pour me-
ner une tangente à l’ellipse, est applicable ici. On mène au point M de contact la ligne CH, puis la corde ON parallèle à CM, et sa corde supplémentaire VA ; celle-ci est parallèle à la tangente TH.
On trouve, comme (n° LÉ pour l'angle 8 — ONA des cordes
a? 2 suppl. , tang 4 — LES OF LD CHIDEEES ou a >» b; ainsi tang 4 est positif et l'angle 4 est aigu. Si les axes varient dans le même rapport, 4 demeure constant.
Quand 4 est connu et qu'on cherche &, il faut résoudre l’équ. du 2e degré da — a (a? b°) tang9 = b°, dont les racines ne sont jamais imaginaires et ont des signes différents. L’angle 4 n’a pas ici de limites comme dans le cas de l'ellipse. On peut construire les deux solutions en décrivant sur 40 un segment capable de l'angle donné 4, que doivent faire les cordes supplémentaires , et menant des droites de chaque point de section aux deux sommets. Plus x décroît, c’est-à-dire plus 4AN s’abaisse sur 4x, plus 4 diminue, en passant par toutes les grandeurs de 90° jusqu’à zéro.
4° Les angles formés par les rayons vecteurs et la tangente con-
b RAS | servent la inème valeur — ; leurs inclinaisons sur la tangente sont ay
donc les mêmes, ainsique sur la normale; TM divise F'MF (fig. 231) en deux parties égales; on construit donc la tangente par le même procédé que pour l’ellipse (n° 412).
Si le point donné est sur la courbe en 47, on prend MG = MF, et l'on abaisse MT perpend. sur le milieu de FG.
Si le point donné est en Z hors de la courbe, du centre Z on décrit le cercle FG; puis du centre FÆ”, avec un rayon F'G — F'M— FM—AO, on trace un 2° cercle, qui coupe le 1er en deux points ; G étant connu, F"G prolongé en # donne le point de contact #7, Du reste, les conséquences du n° #13 ont également lieu ici.
415. Faisons parcourir au point de contact M (fig. 241) les divers points de la courbe. En 4 (x = a, y = 0), l'équ. de la tang. devient — a; ainsi DD’ tangente au sommet est parallèle aux y. A mesure que le point # s'élève sur la courbe, pour connaître les positions successives de la tangente, il faut en déterminer le pied T' et les diverses inclinaisons ; mais on ne peut déduire ces angles
2 ml
bx | de la valeur 4 — ej? parce que x’ et y croissent ensemble. Pour
lever cette difliculté, mettons pour ay’ sa valeur Æ b/ (x? — «°), et divisons haut et bas par bz’ ; il vient
et D «
AC T
Or, plus +’ croit et plus 4 et CT décroissent; en sorte que, d’une part, le pied Z'de la tangente approche sans cesse du centre C sans y atteindre, et de l’autre, l'angle T diminue en même temps. Mais cette diminution de 7 n’a pas lieu indéfiniment; car le radical approche de plus en plus de un et ne peut dépasser ce terme, qu'il
b n’atteint même qu'à + — 0 ; alors 4 = + R et CT = 0. Dureste,
il est inutile de continuer le mouvement du point Æ sur les autres parties de la courbe, à cause de la symétrie.
Pour construire ces expressions, portons au sommet 4 les ordonnées 4D — AD" — b, tracons CD et CD’ ; ces droites ont pour
b _— équ. y = + — 2 ; elles sont les limites de toutes les tangentes, et ne a
rencontrent la courbe qu’à l’infini : cette courbe est entièrement renfermée dans l'angle O CO’ et son opposé.
La tangente fait avec le 1° axe un angle compris entre DCA et un droit; on ne peut donc mener une tangente parallèle à une droite donnée CZ, passant en C, qu'autant que CZ est dans l'angle QCH.
416. Quand deux courbes s'étendent à l'infini, on dit que l’une est AsymproTe de l’autre, si elle s’en approche de plus en plus, et si l’on peut s'éloigner assez pour que leur distance soit moindre que toute quantité donnée. L'équ. de l'hyperbole est
| by —— b a ai y=+-V dd — € = Es (: — D
ASYMPTOTES
en développant (2° — a?) (p. 178) : le 1 terme excepté, x n'entre qu'au dénominateur ; ainsi tous ces termes décroissent in-
définiment quand + augmente. L'équ. F = + — x appartient donc a
à deux droites CO, CO" (fig. 241), dont l'ordonnée PO 5 PM donne la différence /Q aussi petite qu'on veut. Ces droites, que nous savons ètre les limites des tangentes, sont donc aussi les asymptotes de l'hyperbole.
Si l'hyperbole est équilatère, à = b ; les asymptotes sont à angle droit.
On trouvera que la propriété démontrée à la fin du n° #11 subsiste aussi pour l'hyperbole.
417. Éliminons y entre l’éq. de l'hyperbole et celle y = kx +! d'une droite quelconque, pour avoir les points de section : nous trouvons
(ah? — D?) 2° Æ 2a’hlx + a (P + b:) = 0.
Cette équation du 2e degré se réduit au 1* quand «4 = b:, ou PL D 2k ne coupe donc la courbe qu’en un point, (Le 2° point de section est à l'infini.) Pour l'asymptote même, / = 0, et les deux sections sont
à l'infini, En général, on a
k= + La d’où # = — . Une parallèle aux asymptotes
“3 @kl + ab V4 (EE bp — x).
É— ak? — b? ?
et comme y = kx —- L, le radical est le même pour x et y. Pour que la droite coupe l'hyperbole, x et y doivent être réels ; distinguons trois cas, selon que
ak = <'ou > À EP.
Dans le 1° cas, la droite n’a qu'un point commun avec lhyperbole ; l’équ. du 2°. degré devenant un carré, la droite touche la courbe (voy. n° 424). On peut tirer de là un moyen de mener une tang. par un point extér. Z (+', y") (Gg. 231) ; car y — y = À (x—x) devant aussi être l'équ. de la droite, on voit que [= ÿ — kx', qui, avec léqu, @ k? = l + b°, détermine # et /.
Dans le 2° cas, il y a deux points de section. Posons
akl + bu :
ak? — PL D — æ; d’où tr = — a »
et si la droite passe au centre, / —0,
ab hab , V/ Œ—*«) _b frere ben
Toute droite AM’ qui passe par le centre C, et est dans l'angle asymptotique, coupe la courbe en deux points opposés # et W', dont les abscisses sont égales en signes contraires; il en est de même des ordonnées, et de CM et CW'.
Dans le 8° cas, la droite ne coupe pas la courbe. Si /=— 0, on a ak © b, la droite passe par le centre et est dans l'angle OCÆ (fig. 241) ; elle est parallèle à deux tangentes ; tandis qu’au contraire toute ligne qui est dans l’angle @CO’ coupe la courbe et n’a aucune tangente parallèle.
418. Rapportons l'hyperbole aux asymptotes Ch”, Cb (fig. 242) pour axes des x’ et y; menons /P parallèle à Cb; CP = x,
PM = y. L'angle xCB — « a pour tangente 4 (n° 415); d'où (n° 346), en faisant, pour abréger,
2m —y (a? + b°), | S & — sh in È Re Fe Ve +) TE — Om’ TV & + FT Im
les formules générales (B, n° 383) deviennent
2mx = a (y x), 2my=b (y — x).
Au sommet 4, où y = 0, onax'—y, CD — DA; CBAD est donc un losange, ce qui suit aussi de ce que l’angle DAC —DCA. Substituons ces valeurs d’x et y dans @°y° — b°x° = — al? ; il vient z'ÿ — m° pour l'équation demandée. En faisant + = y, on a CD=m=;y (a + b). Si l'on compte les x et y positifs, selon Chet CH’, l’'équ. est y = — n°.
On nomme »° la RUSAUES de bisperholes si la courbe est qui latère, CBAD est un carré — m° = = «°.
De xy — m° on tire que y décroit nai x augmente, et réciproquement; ce qui prouve que les axes sont en effet des asymptotes.
. ASYMPTOTES. 395 Nous avons trouvé que a = 2m cos «, b — 2m sin « ; ce sont les axes de l'hyperbole qui sont ainsi connus, lorsqu'elle est rapportée à ses asymptotes. Les diagonales C4, DB, du losange CDAB, résolvent d’ailleurs le problème ; car 2 m» sin « = b, DL — CD sin « = m sin «, donnent BD — b.
Multiplions l’équ. #y — m° par sin 24 ; il vient
æy sin bCb’ = 2m° sin « cos « ;
le 1° membre (p. 347, V) exprime l’aire du parallélogramme CPMQ, qui est par conséquent constante, quelque part qu’on prenne le point M sur la courbe; d’ailleurs le 2° membre — + ab; ainsi, l’aire CPMQ est la moitié du rectangle des demi-axes ; ce qui suit aussi de ce que CA — a, BD — b et CBAD — COMP.
. 420. Une semblable transformation pourrait donner l’équ. de la tang. TM au point M (x', y’), rapportée aux asymptotes ; mais on la trouve directement par ce calcul. Cette équ. est (n° 367),
y—Yy = À (x — x), sin S7 4’
A étant : changeons, comme n° 403, x’ et y en x + h
et y - #, dans l’équ. x’y = »,
G'HN +E=m; d'où = — PTE
Telle est la valeur de 4 pour la sécante AZN ; la limite se rap-
porte à la tangente ; d’où 4 — —5 ; donc enfin, l’équ. cherchée
est d'y ya = 2m.
Dm?
Faisant y—0, on trouve x — æ , abscisse CT' du
pied 7 de la tangente, et qui est double de CP ; prenant donc TP — CP, menant TM, on a la tangente. Comme triangle SMO = MTP, le point Æ de contact est au milieu de ST.
Puisque CT = 2x et CS = 2y', l'aire CST = 2x'y sin 2x (p. 347), ou = ab; l’aire CST est donc constante quel que soit le point M ; elle égale le rectangle des demi-axes ; les quatre triangles TMP,CMP,CMO, SMO, sont équivalents.
L'équ. d'une sécante bb’ csty = Kx + L; y — 0 donne
le point de section par l’asymptote, Ch = —L : K; Éliminant æ et yavecry = m°,0nalespoints V, N'de section avec la courbe; d’où Æy° + Lx = m°. Or (n°137, 8°), — Z : K est la somme des racines = Ca’ aN = Ch, ou = Ca + «x b ; donc aN = «à Ÿ, et les triangles Vab, N'ab' sont égaux; d'où BN = b'N'. Toute sécante a des portions égales comprises entre l’hyperbole et l’asymptote.
On tire de là un procédé facile pour décrire la courbe, lorsqu'on a un de ses points A et ses asymptotes. Par ce point menez une droite quelconque bb”, prenez L'N' = bN, N° sera un 2° point de la courbe. En répétant cette construction, on obtient autant de points qu'on veut.
Les abseisses a/V, Ca’, de N et NW’, étant z’, +”, en résolvant les triangles abN, bN'O, on trouve
sin & sin & Nb= #’ : x ; ; N'h= Nb! = x ——; sin b sin b multipliant ces équ., il vient sin? & m? Sin 4 bN Nb’ (=== zx X sin? b K * sim b?
à cause du dernier terme de l’équ. Xw° - Lx = m°. Or, ce produit est indépendant de Z, et toute parallèle à notre sécante l’eût pareillement donné. Donc, deux sécantes ont même valeur pour le produit DN XX L’N, que le carré de la demi-tangente SM, lorsque ces trois droites sont parallèles.
_422. Le procédé du n° 403, pour trouver 4 dans l'équation (1), s'applique à toute équ., quel que soit l'angle des coordonnées ; en suivant attentivement ce qu'on y prescrit : on voit qu'il faut changeræenx — h,et y en y +-k, dans la proposée, ce qui donne deux sortes de termes; 1° ceux qui n’ont nik, ni k, et qui, restant quand ces accroissements sont nuls, recomposent l’équation de la : courbe, et s’entre-détruisent ; 2° des termes dont X ou # sont facteurs, qui sont destinés à donner leur rapport # : h, auquel on substitue 4, en y faisant À et & nuls.
Mais il est clair que les termes qui disparaissent de ce rapport sont éeux où k et k entraient à une dimension supérieure à la 1"°. Done, si, supprimant les raisonnements, on s’en tient au matériel du calcul, on voit qu’il faut 1° changer xen x Lh; yen y Lk, et développer, en ne conservant que les termes de 1"° dimension en h
TANGENTES, 995 et en k3 2% faire k — Ah et diviser tout par le facteur commun h ; 3 enfin tirer la valeur de A. Quand nous serons plus avancés (voy : n° 504), nous reconnaitrons que 4 est éqal à moins la dérivée de l’équ. proposée par rapport à x, divisée par la dérivée par rapport à y. Substituant dans les équ. du n° 408, on à celles de la tangente et de la normale.
Ainsi, pour y + 2ry — 2y + x, on trouve d'abord
2yk + 2xk Qyh — 2k + h, puis 2y4 + 254 + 2y = 24 + 1; pe. cut Le uv:
d'où A PTS tx
Par ex., le point (1, 1) estsur la courbe, puisque ces coordonnées,
mises pour + et y, satisfont à la proposée; on trouve 4 — — =, et l’équ. de la tang, en ce point de la courbe, est y—1=—;(z— 1), ou 2y Lx —53.
Prenons encore l’équ. y? — mx + nx°, qui appartient à nos trois courbes, suivant les valeurs qu'ont #» et n (n° 400) ; on trouve
2yk— mh + 2nhx, 24y — m+ nr, d'où | yes mur
423. Quand la tangente est parallèle aux +, il est clair que dès que la branche de courbe est entièrement au-dessous ou au-dessus de la tangente, l'y du point de contact est © ou <° que les y voisines. Ainsi , l'équ. 4 — 0 doit donner l'y qui est un maximum ou un minimum ; et on la trouve en éliminant > et y entre 4 — 0 et la proposée. 4 — © donne les tangentes parallèles aux y, c’est-àdire les limites de la courbe dans le sens des +.
Soit , par ex., l’équ. y — xy £a — x =: = 0, pour laquelle on trouve 4 1, posant y — æ + 1 —0, et éliminant avec la proposée, on obtient x = 3 et 1, ety—2 et 0, coordonnées des points où la tangente est parallèle aux x; 2 est la plus grande ordonnée, 0 la plus petite ; la courbe ne passe pas audessous de l'axe des +, qu’elle touche au point (1, 0). 2y —x—0 donne z=2+ y 2, y—1+y<, coordonnées des limites latérales (n° 454, fig. 261).
424. Étant données l’équ. d'une courbe du 2° degré, et celle y— ax —- B d’une droite, pour trouver les points de section, il faut éliminer y, ce qui conduira à une équ. du 2° degré en x, de Ja forme ax? + bx +- c — 0. Les abscisses des deux points d’inter-
DH y (b° — ac) œ 24 réelles ou imaginaires, la droite coupe ou ne coupe pas la courbe. Si D? — ac —0, les racines sont égales, et la droite est tangente ; car sia et B étaient arbitraires, en les faisant varier, la droite changerait de position, et les deux points d’intersection seraient d’autant plus rapprochés que D? — 4ac serait plus petit; ces points coïncident quand b? — ac — 0, équ. qui exprime une relation entre 4 et B quand la droite est tangente. L'une de ces constantes reste arbitraire, et on peut la déterminer par diverses conditions, ce qui donne lieu à un grand nombre de problèmes. L’abscisse du
section sont 7 — , t suivant que ces rac. sont
b | ; point de contact est x Eu Quand cela arrive, « et B étant
donnés, on trouve que l’équ. en x est un carré exact ; on reconnait donc que la droite est tangente, et on a le point de contact. Ex. :
Sy = hr 2, y — 2vy 2x LL 4x — 5y + 4 —=0; l'élimination de y donne 2° — 2% L 1 —0—= (x — 1); ainsi la droite touche la courbe au point pour lequel x = 1, y = 2.
Lorsque faisant y — 0, dans une équ., on trouve(x — x} = 0,
on doit en conclure que la courbe touche l’axe des x au point (+, 0) (voy. fig. 261 et251, n°5 443 et454).
Du Centre et des Diamitres.
425. Le Centre d’une courbe est un point C (fig. 243 et 245), qui jouit de la propriété de couper en deux parties égales toutes les cordes, telles que M’, menées par ce point. Mettons l'origine en C ; menons PM, P'M'parallèles à l’axe Cy ; les triangles CPAM, CP'M sont égaux à cause de CM— CM ; d'où CP —CP", PM—P'M'. Donc, lorsque l'origine est au centre de la courbe, les ordonnées et les abscisses sont deux à deux égales et de signes contraires. La réciproque a visiblement lieu.
L’angle yCzx des coordonnées est ici quelconque.
DU CENTRE ET DES DIAMÈTRES
Donc, pour qu’une courbe ait le centre à l’origine, 1l est nécessaire et il suffit que son équ. ne soit point aliérée lorsqu'on y change x en — x, et yen — Y. ,
Appliquons ce précepte à l'équ. générale du 2° degré
Aÿ + Bry + C4 DyLErt F—0. . . (1
Il est manifeste qu’a/in que la courbe ait l’origine pour centre, il faut que son équ. ne contienne pas les termes Dy et Ex ; elle sera de la forme 4° + Bry Cx°LF—0. C'est pour cela que, par anticipation, nous avons donné le nom de centre au milieu de l’axe de l’ellipse et de l’hyperbole; et il devient prouvé que toute corde qui passe par ce point y est coupée en deux parties égales.
Mais une courbe pourrait avoir un centre qui ne fût pas situé à l’origine ; alors il faudrait qu'on pût l'y transporter; on changerait æen & — a, yen y —+ b, et l’on déterminerait les coordonnées arbitraires & et b de la nouvelle origine, de manière à chasser les termes de 1° degré en x’ et y. Faisons ce calcul pour l’équ. (1) : nous égalerons ces termes à zéro, et il viendra
Bb 2Ca LE —0, Ba 2AB+LD—0;. . (2)
: 2AE — BD 2CD — BE d'où Q—=————— , 5 TEE eee
B° — AC B° — 1A4C° et la transformée est Ay° + Bx'y + Cx'? + Q — 0, O désignant le terme tout constant. La courbe du 2° degré a donc un centre toutes les fois que ce calcul est possible, et elle n’en a qu’un seul ; mais elle n’en a point dans le cas contraire, qui a lieu lorsque B° — 4} AC = 0; les équ. (2) sont alors contradictoires (n° 114, 2). Cependant, si l’un des numérateurs de a ou b était en même temps — 0, l’autre le serait aussi : il y aurait une infinité de centres, et les équ. (2) rentreraient l’une dans l’autre (n° 114, 3°).
En général, si a et b représentent des coordonnées variables, les équ. (2) appartiennent à deux droites, dont l'intersection donne le centre ; elles sont parallèles lorsqu'il n’y a point de centre, et elles coïncident lorsqu'il y en a une infinité; les centres sont tous les points de cette droite. Ces cas particuliers s’éclairciront bientôt (n° 458).
Donc la parabole n’a point de centre, puisque B — 4 4C devient 0 — 4 X 0 = 0, pour l'équ. y — 2pr,
426. On dit qu'une ligne est Diamètre d’une courbe lorsqu'elle coupe en deux parties égales toutes les cordes parallèles menées dans une direction déterminée.
Lorsque deux droites sont réciproquement des diamètres l’une par rapport à l’autre, on les nomme Diamètres conjugués. Les axes de l'ellipse et de l’hyperbole sont, par ex., des diamètres conjugués.
Cherchons l’équation d’un diamètre quelconque d’une courbe du second degré. Soit y = ax + b l'équ. d’une droite ; en éliminant y de l’équ. (1), on aura une équ. du 2° degré, que nous représenterons par &° + kx + = 0, dont les racines, de la forme
g x = —:k+Ey/n,
sont les abscisses des points de section de la droite et de la courbe. Le terme — = k est visiblement l’abscisse +’ du milieu de la corde :
en faisant le calcul indiqué, on arrive à l’équ. propre à donner #; cette équ. est
2x (Aa À Ba C) + 24ab + Bb + Da + E = 0.
a étant constant, si b varie, on obtient les abscisses +’ du milieu d’une suite de cordes parallèles : maïs si l’on élimine b, en faisant b — y — ax’, on aura une équation en +’ et y’ propre à toutes ces. cordes; ce sera donc l’équ. de la ligne qui les coupe toutes par moitié; ainsi l’équ. générale d’un diamètre, ordonnée par rapport. à a, est a (Bx' + 24y + D) + 2Cx + Bÿj LE—=0.. . (3)
il s'ensuit que 1° les diamètres des courbes du 2° degré, ou les lignes qui coupent par moitié tout système de cordes parallèles, sont des droites, puisque l’équ. est du 1° degré ; pour une direction donnée a des cordes, cette équ. est facile à construire.
2° Chaque direction des cordes a son diamètre particulier.
8° Tout diamètre passe par le centrê, puisque les coordonnées 4’, y de ce centre (équ. 2) satisfont à notre équ. (3).
Cependant si le centre n'existe pas (la parabole), alors B? — }A4C— 0; éliminant C, l'équ. devient
PUR PIED cat Vo et 0 2710-01)
Le coeflicient de x’ étant indépendant de a, tous les diamètres de
la parabole sont parallèles entre eux ; la direction en est connue. Comme l'axe est l’un de ces diamètres, et qu'il est perpendiculaire
aux cordes, la condition (4) page 355, se trouve iei exprimée LQ
Ba sui 2.4 ” Pr 2. LL 1—0, d'où a — re Cette valeur de a, substi-
tuée dans le dernier terme de l’équ., fait connaitre la position absolue de l'axe, les coordonnées étant rectangles.
Le même calcul pour l'équation générale (3) donne la condition Ba + 2a (GC — À)— B qui détermine a dans cette équ., lorsqu'elle appartient aux axes de l’ellipse et de l’hyperbole.
427. Pour que l'axe des x soit diamètre, les cordes étant parallèles à l'axe des y, il faut que chaque abscisse donne deux valeurs égales et de signes contraires pour y; ainsi, en résolvant par rapport à y les équ. du 2° degré, qui jouissent de cette propriété, il faut qu'on aity= +} À, À contenant x. En faisant le calcul sur l'équ. (1), il est visible que cette condition n'a lieu qu'autant que cette équ. est privée des termes Bxy et Dy.
De mème, pour que l’axe des y soit diamètre par rapport à celui des x, il faut que l’équ. de la courbe ne contienne ni Bxy, ni E#. Donc, pour que les deux axes des et y soient diamètres conjugués, il faut que l’équ. soit privée à la fois des termes By, Dy et Ex, c'est-à-dire qu’elle ait forme
bnp 2, 0,7}
Ainsi, l’origine est au centre ; l’ellipse et l’hyperbole peuvent avoir des diamètres conjugués , mais la parabole n’en a point. Tout cela est indépendant de l’angle des coordonnées. Donc
1° Soit BB” (fig. 243 et 245) un diamètre de l’ellipse ou de l’hyperbole ; on a vu (n°408 et 414) que les tangentes ZG et HX en B et B’ sont parallèles ; de plus, elles le sont aussi au diamètre conjugué Cy, puisque les cordes qui lui sont parallèles sont coupées au milieu par BB, et qu'à mesure que ces cordes s’approchent de B ou B”", les deux extrémités se rapprochent ; enfin, les deux points de section se réunissent en Z , et la double ordonnée devient nulle. Ainsi, pour que la courbe soit rapportée à ses diamètres conjugués, l’axe Cy des ordonnées doit être parallèle à la tangente menée au point B ou PB’, où l’axe Cx des abscisses rencontre la courbe.
2° Toute ligne CB, menée par le centre C, est un diamètre dont le conjugué est parallèle à la tangente en 2; cela résulte de ce que
l’équ. de la courbe rapportée à ce système d’axes, a alors nécessairement la forme (4\. Aïnsi, dans l’ellipse et l’hyperbole , il y a une infinité de diamètres conjugués.
8° Quand 40 (fig. 239, 240) est le 1°' axe de l’ellipse ou de l’hyperbole , il y a toujours deux cordes supplémentaires, ON, AN, parallèles aux diamètres conjugués ; et la relation &’ax + = 0, donnée (n°: 409, 414) pour l'inclinaison de ces cordes sur l'axe 40, convient aussi à celle de ces diamètres. Ils conservent des directions parallèles dans toutes les ellipses ou hyperboles dont les axes a et b ont même rapport.
4 Le problème qui consiste à frouver des diamètres conjugués qui font un angle donné 8 a été résolu pour les cordes supplémentaires (n° 409): 9 a une limite. Cet angle ne peut être droit que pour les axes; dans le cercle, tous les diamètres conjugués sont rectangulaires. Le problème proposé revient à former le triangle ONA, connaissant la base 40 et l’angle opposé V — 8; on décrira donc sur AO un segment de cercle capable de l'angle 4, et les deux points de section avec la courbe donneront les positions du sommet (voy. n° 431, 4°, et 433).
5° Si le diamètre conjugué Cy rencontre aussi la courbe, ce qui a lieu pour l’ellipse (fig. 243), on verra de même que ZK et GH, tang. en D et D’, sont parallèles au 1° diamètre BB”, Le parallélogramme GIKH est appelé Circonscrit à la courbe. Mais Cy (fig. 245) ne rencontre pas l’hyperbole, puisque cette droite est tracée hors de l'angle des asymptotes (n° 417, 3° cas). Le 1° diamètre coupe done la courbe, mais le 2° ne la rencontre pas.
428. Soient Cx et Cy (fig. 243) les diamètres conjugués d’une ellipse; on nomme BB" et DD leurs Longueurs. Faisons CB — a’ et CD =D". Or y — 0 donne x = «’ ; x — 0 donne y — b’ ; ces conditions étant introduites dans l’équ. (4), on a
LA
Ba? — Q, AD? = O ; d'où B — a? A =,
ce qui change cette équ. en ptet, 0... (0
qui est celle de l’ellipse rapportée à ses diamètres conjugués. 429. Soient pareïillement Cx et Cy (fig. 245) les diamètres conjugués de l'hyperbole; CB — a’ donne Ba”? = Q, car y = 0 répond
à æ = 4’. De plus, Cy ne coupant pas la courbe, si l’on connaissait l'équ. rapportée aux diamètres C>, Cy, et qu’on voulüt trouver le point où Cy rencontre la courbe, x — 0 donnerait une valeur imaginaire pour y; mais (par les mêmes motifs qu’au n° 393), changeons le signe sous le radical , cette valeur deviendra réelle; représentons-la par D’; alors x — O0 devra donner y — — b”*, d'où — 4b°?=— Q, b' ou la demi-longueur du second diamètre étant l’ordonnée oblique qui répond au centre, mais rendue réelle. Les équations
Ba®—=@, — Ab°—0Q, donnent B =< A= — ee
12 9 et en substituant dans (4), on obtient pour l’équ. de l’hyperbole rapportée à ses diamètres conjugués
ay? — Dr = — ab", , . . . . (6)
Si l’on prend CD — CD’ — b', les parallèles GA, TK à Cx forment le parallélogramme GZXH inscrit dans l’hyperbole.
Les équ. (5) et (6) pouvant se déduire l’une de l’autre en mettant D’ p/ — 1 pour ?’, il en sera de même des résultats de calculs, qu’on est ainsi dispensé de faire pour l’hyperbole.
430. En changeant x en y, et y en x, l’équ. de l’ellipse conserve sa forme ; toutes les constructions qu’on fera sur l’un des diamètres seront donc applicables à l’autre. Si l’on compte les x sur le 2° diamètre de l’hyperbole, l'équ. devient
* by? gear 4 a’2x° — a'2b'?,
431. Puisque les équ. de l’ellipse et de l’hyperbole rapportées aux axes et aux diamètres sont de même forme, il est inutile de reproduire ici les calculs déjà effectués pour les axes, et l’on peut en déduire que
1° Les carrés des ordonnées PM (fig. 243 et 245) sont proportionnels aux produits des distances PB, PB’, de leur pied P aux extrémités B et B’ du diamètre (n°° 388 et 394).
2 Deux ellipses qui ont l’une pour axes, et l’autre pour diamètres conjugués, 2a’ et 2b', ont mème équ.; ainsi, pour chaque abscisse, l’ordonnée est d’égale longueur, mais sous des directions différentes. Donc, pour tracer une ellipse, lorsqu'on connait les directions et les longueurs des conjugués CB, CD (fig. 244), on
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prendra sur la perpendiculaire à BB", CK = CK' = CD; puis, à l’aide de la propriété des foyers ou autrement, on décrira l’ellipse BKB'KÆ' sur les axes BB’ et KKÆ’ ; enfin on inclinera chaque ordonnée PN, suivant PM, parallèle à CD. Si a’ = b', BKB'K' est un cercle.
Cette construction s'applique visiblement à l’hyperbole; on verra qu’il en est de même de la parabole.
8° L’inclinaison d’une tangente en un point quelconque (x',y"), et l’équ. de cette ligne, sont pour
, b'?: / l'ellipse, 4 = — , Q°yy + bax' = a°b?, l'hyperbole, 4 — ap? ayy — br — — ab”,
A n’est plus la tangente de l'angle que cette droite fait avec l’axe des æ, mais bien le rapport des sinus des angles qu’elle fait avec les deux diamètres conjugués (n° 367).
4° En ayant égard à la même distinction, on pourra voir que le calcul fait (n° 409) pour les cordes supplémentaires s'applique ici, et que le/procédé qu’on en déduit pour mener une tangente a encore lieu. Soit donc menée du centre C (fig. 246) au point de contact # la ligne CA, et la corde parallèle B'N, la tangente TH sera parallèle à Ja corde BN.
Quand l’eilipse et le point # de contact sont donnés, il est aisé de tracer la tangente ; car on trouve d’abord le centre C en menant . 2 cordes parallèles quelconques , et prenant le milieu de la corde BB" qui les coupe par moitié; notre construction s'applique ensuite.
5° D'un point X (fig. 280), hors de l’ellipse, pris sur une droite donnée BB", menons les tangentes XW, XN, puis le diamètre DD’ parallèle à BB’, et son conjugué C4. L'analyse du n° 413 peut être reproduite ici ; ainsi, l’équ. de la corde ÆN, qui joint les points de contact M et N, est a’°By - baux — a”b°; ce qui permet de construire cette corde, donne les points # et N, et enfin les deux tangentes. De plus, si le point ÆÀ se meut sur BP, la corde MN et les tangentes varient, mais le point £ reste fixe : on a, pour son abscisse, ax — a”? ; elle est indépendante de b’ et de £.
6° La propriété démontrée à la fin du n° 411 subsiste visiblement, lorsque l'ellipse est rapportée à ses diamètres conjugués, ce qui
justifie ce qu’on dit que OA, 4K (fig. 238) peuvent être deux tan-
gentes parallèles quelconques (voy, p. 386.)
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Toutes ces constructions ont également lieu pour l'hyperbole.
432, Cherchons maintenant les relations qui existent entre Îles demi-axes a, b, et les demi-diamètres conjugués a’, b'. Reprenons les équ. de la courbe rapportée aux axes et aux diamètres conjugués, et ramenons l’une d'elles à l’autre, à l’aide d’une transformation de coordonnées. Commençons par l’ellipse.
La courbe est rapportée aux axes rectangles C4, CM (fig. 243), et il s’agit de changer les + et y en coordonnées obliques z’, y’, comptées sur les diamètres conjugués CB, CD ; on sait qu'il faut substituer pour x et y, les valeurs (B, n° 383) dans l’équ.
ay + b°r? — D:
savoir, æ—x cosa—+y cos B, y—= x sin « + y'sin 8,
«, B étant les angles que font avec les + les nouveaux axes CB, CD des +’ et y. On obtient
(a? sin? «D? cos? à) +? (a? sin? B D? cos’ B) y”? — (a? sin & sin B — b° cos « cos B) 2x’ y = ab.
Mais on veut que les nouveaux axes soient des diamètres conjugués, c’est-à-dire que la transformée soit a°°y?-L b°x°° = ab”; le coetficient du terme en z’y’ doit donc être nul, | @ sin & sin 8 - b° cos « cos B = 0, a° tang « tang B + b = 0 (1); en divisant par cos & cos B.
Cette équ. , qui a lieu pour les cordes supplémentaires (n° 409), s'accorde avec ce qu’on a dit n° 427 des directions de ces cordes, des tangentes, et des diamètres conjugués.
De plus faisons successivement y’ et + nuls, pour trouver les longueurs 4’, b’ des diamètres, il viendra
(a? sin? 4 He b? cos? à) a? = œb, , + + (2) A (@ sin° Bb cos B) P?— ab. . . . (3) Pour éliminer # et B entre ces trois équ., on tire les valeurs de sin « et cos « de l'éq. (2), à l’aide de l’équ. sin° &« + cos'a = 1; on a a? (a — b°) sin 4 = b° (a? — a”),
a? (a — D) cos 4 = a° (a? — b°).
L'équ. (3) donne de mème (en changeant a’ en b' et « en 6) D’? (a? — b°) sin° B — b° (& — b?), D? (a? — b°) cos B — a° (b°? — b?).
Or, en transposant le 2° terme de l’équ. (1), etélevant au carré, il vient ah sin? & sin? 8 — b4 cos’ & cos° B,
Substitnant pour sin’ et cos’ leurs valeurs ci-dessus, on trouve, après avoir supprimé les facteurs communs,
/ (ar — a”) (a — D?) = (a° — p) (D — br); d'où ah — bh — a (a? + D?) — b° (a? + b?).
Toute l’équ. est divisible par a? — P°; donc enfin
ba LD, À Ainsi la somme des carrés de deux diamètres conjugués de l’ellipse est
constante, et égale à la somme des carrés des axes. Multipliant l’équ. (2) par (3), on trouve
añb4 — a°b° [ (ak sin? a sin? 8 —. b4 cos? « cos? B) — a°b° (sin? & cos’ B Æ sin’ B cos? à) |.
Retranchant de la parenthèse le carré de l’équ. (1), puis divisant par @b°, il vient
ab? — a°b"? (sin? & cos” B + sin° B cos? « — 2 sin x cos « sin B cos B).
Ce dernier facteur est le carré de sin 8 cos « — sin « cos B, ou sin (8 — «); donc a'bsin(s ed) = aber i(n)
Puisque ab sin 9 est (n° 364, V, 2°) la surface du parallélogramme CDBK (fig. 243), on voit que le parallélogramme CK. circonscrit à l’ellipse a une aire constante et égale à l’aire du rectangle des axes, quelles que soient les directions des diamètres conjugués.
Ainsi les trois équ. données par la question, qui étaient 1, 2 et 3, reviennent à 1, # et 5, savoir,
DR fe 0 QD, 27 (4) db = db sin 2 LL ON (5) a tangatang BH =0, , . . , (6)
Observez que B — «est l'angle DCB — 4 que font les diamètres
conjugués ; ces lignes étant parallèles à deux cordes supplémentai-
res, l'équ. (6) résulte aussi de ce qu'on a vu n° 409. Au reste, en
éliminant a et b, à l’aide des équ. (4) et (5), on trouve que (6) revient à x
0 = a" sin & cos « —- b’? sin B cos B, 0 = a”? sin 24 + b? sin 28. ..(7)
Posons a = D’, pour obtenir les diamètres conjugués égaux. L'éq. (7) donne sin 24 — — sin 28; ces diamètres sont donc également inclinés sur le grand axe, de part et d'autre du petit. L’équ. (6) devient — a tang? « + b? = 0 ;
» b BC d'où tang « = + a? T1 (fig. 239).
L’ellipse a donc deux diamètres conjugués éqaux, parallèles aux cordes supplémentaires qui joignent les extrémités des axes. Ce sont les diamètres qui font le plus grand angle obtus. Soit CA l’un d’eux (fig. 243); le triangle CPM donne
a y = a? = (a + b) (équ. 4):
éliminant y° de l’équ. ay + br? = «h°, on a x° = + a°, résultat indépendant de b. Ainsi, les extrémités des diamètres conjugués égaux de toutes les ellipses décrites sur le même grand axe 2a, ont même abscisse = à V4 2.
433, Quant à l’équ. qui fixe la position des diamètres conjugués, inclinés sous l’angle 4, elle a été donnée n° 409,
@ tang? & — (a? — b°) tang a tang 0h = 0. . .. (8)
Les cinq équ. #, 5, 6, 7, 8, qui n’en forment que quatre distinctes, entre les 7 quantités a, b, a’, b', «, «' et 4, servent à en trouver 4, lorsqu'on connait les 8 autres.
Ainsi, dans ce problème (consultez le n° 427, 4°), trouver les axes, étant donnés deux diamètres conjugués en grandeur et en direction, on connaît a’, b', et 9. Multiplions (5) par Æ 2, et ajoutons à (4), nous avons
(a +b} = a +2 a b'sin0 + D,
Cette équation, comparée à D, n° 355, montre que a - b et a —b sont un côté dans deux triangles, dont l'angle opposé est 90° + 4
pour l’un, 90° — 4 pour l’autre, et a’, b’ les deux autres côtés.
434. Pour l’hyperbole, sans refaire ces calculs, il suffit de changerbetb',enby —1etb y —1,etl'on a
a? — D? — @ — P, ab’ sin 4 — ab, a”? sin 24 — D"? sin 28, ou a? tang « tang B — b?, a tang® à — (a? H b°) tang a tang 0 — bp”,
qui servent aux mêmes usages que pour l’ellipse. On voit donc que, dans l’hyperbole, la différence des carrés des diamètres conjugués est : égale à la différence des carrés des axes, et que le parallélogramme inscrit à l’hyperbole est constant et égal au rectangle des axes.
Si a — D, on a a = b, et réciproquement : l’hyperbole équilatère a donc seule des diamètres conjugués égaux, et tous le sont deux à deux, On a encore tang « tang 6 — 1 : que CA (fig. 242) soit le 1° axe, CM et Cy' deux diamètres conjugués égaux ; on a tang MCA — cot y CA = tang y'Cy, ou y Cy — x’ Cz ; etcomme l'asymptote SC fait l'angle SCA de 45°, on a SCM — SCy : ainsi, l’asymptote coupe par moitié les angles de tous les diamètres conjugués de l’hyperbole équilatère.
435. Les triangles OSM, CMP (fig. 242) sont équivalents | (n° 420), et l'aire CPMQ = CMS — = ab : or (page 847), CMS = ©: SM .CM sin 4, 9 étant l'angle CMS des diamètres conjugués ; ou ab — «a X SM sin 4— ab . sin 9 (n° 434); done SM — D’. Quel que soit le diamètre CM, la longueur et la direction de son conjugué est ST. Les diagonales A7 et GX (fig. 245) du parallélogramme inscrit sont les asymptotes.
Le calcul du n° 416 fait sur l’équ. a’?y° — ba = — a°b° dors
b : K uit g «pour équ. des asymptotes, quand les diamètres con-
jugués sont pris pour axes. Nous pouvons en déduire de nouveau divers théorèmes.
Faisons æ = & — CM (fig. 242); il vient y =D = MS = MT; ainsi À est le milieu de S7' (n° 420), et les asymptotes sont déterminées par les extrémités S, T' des diamètres conjugués (n° 435).
Pour toute abscisse, il y a deux ordonnées égales et opposées, quand Cy' est parallèle à la tang ST, Czx’ coupe donc bb’ et NN’ par moitiés; d'où bN = b'N' : et puisque la direction ST' est quelconque, toute corde jouit de Ia même propriété (n° 421).
Transformons l'équ. de l’ellipse «y? + br? — wb’, et
prenons d'autres axes aussi rectangulaires PTE en posant (C, n° 883)
T2 C0Ssa—y'Sinx, y—+2 sine ty cos «, Fin Q « d’où @x"? sin? & 2a°x'y' sin « cos 4 —- a°y"? cos? x — bx"? cos & — 2b°x'y' sin & cos « - by"? sin? à = a°b?,
« désigne l'angle des >’ avec les +. Pour trouver les points de rencontre des nouveaux axes avec la courbe, on fera successivement , LJ .
æ = 0ety = 0; il viendra ab? ab?
À = ——— B? — a sin? « — b° cos’ 4? ai cos? & + b? sin? «
A et B sont les distances du centre aux deux points de section de la courbe par les axes +’ et y’ rectangulaires; donc D 'EINEES Nier, CR.
2 QE RES d RCARET DNS Cette expression étant indépendante de x, prouve que st l’on mène par le centre de l’ellipse deux lignes quelconques à angle droit, les distances À et B du centre à la courbe comptées sur ces lignes, sont telles
que A—? LE B—? est constant.
Le même calcul pour l'hyperbole donne
AT + B—2 — He — b—2 —= constante :
mais, pour concevoir ce qu'exprime PB, il faut imaginer qu'une autre hyperbole conjuguée ayant b pour 1er axe, et & pour 2e, est tracée entre les asymptotes de la courbe proposée, comme on le voit fig. 253.
437. La parabole n’avant pas de diamètres conjugués, rapportons-la à ses diamètres simples. Pour transporter l’origine 4 en un point quelconque (a, b), et changer en outre la direction des coordonnées, il faut (n° 383), dans y? — 2px = 0, faire
s=atcx Hey, y —=b+sx + sy, set s’ désignant les sinus de x et B, c et c’ leurs cos. : ce qui donne D2 — 2pa + 2x’ (bs — pc) + 27’ (bs' — pc’) +255 x'y" + s2%2 + s'2y2 = 0.
Mais, pour que l’axe des x’ soit diamètre par rapport à celui des y, il faut (n° 426) que les termes 2ss’x'y et 2y’ (bs’ — pc’) disparaissent :
done ss’ — 0 et bs' — pc’ — 0, La 1re équ. donne s — 0, = 1; la 2e revient à b tang 0 — p, 4 étant l'angle des x et y’ ; elle détermine cet angle, ou la direction de l’axe y’: a et b sont arbitraires. Donc les parallèles QS à l’axe Ax sont les seuls diamètres, et le sont tous (fig. 234). L’équ. transformée est
s?y"? — 2px' + D — 2pa = 0.
Mais il suit de la définition (n° 426) que, si une ligne est diamètre relativement à une autre, toute parallèle à cette dernière peut être prise pour axe des y: plaçons l'origine au point H, où l’axe des x coupe la courbe, nous aurons b° — 2pa—0, d'où
2px' == 3pa, en faisant L — p’. Comme tang 9 — _— la tangente AT à l’ori- S 2
gine M est l’axe des y’ (n° 404); 2p' est ce qu'on nomme le Paramètre du diamètre MT; mais |
SN 9 = ——_————— — ———— —— à V'E+) V(p +2)?
donc (n° 398) 2p' = =. = 2 (p + 2a) = 4 MF.
sin?
Ainsi, le paramètre est le quadruple de la distance de l’origine au foyer. Réunissons les équ.
btango=p, p—p+2a, b— 2pa.
On voit que, lorsqu'on connaît deux des quantités p, p’, a, b, et 0, on peut trouver les trois autres (sauf les exceptions analytiques) et construire la courbe ; elle a pour équ. y? = 2p'z’,
438. De ce que les équ. aux axes et aux diamètres sont de même forme, on peut tirer les conclusions suivantes.
1° La construction donnée pour l’ellipse (n° 431, 2°) s'applique à la parabole, lorsqu'on connaît un diamètre et son paramètre 2p'.
2° L’équ. de la tangente en un point quelconque (+, y') est /
yy = p' (x + x’); l’inclinaison sur le diamètre est donnée par £
qui est le rapport des sinus des angles que la tang. fait avec les axes.
DISCUSS. DES ÉQU. DU SEC. DEGRÉ. 409 Si la tangente doit être menée par un point extérieur, la construction et les propriétés données n° 407 ont encore lieu.
3° La sous-tangente est encore double de l’abscisse; ainsi l'on mènera aisément la tangente en un point donné, connaissant un diamètre.
Si l’on a une parabole tracée MAM' (fig. 234), on pourra déterminer un diamètre , l’axe, le sommet, les tangentes, etc.; car, en menant deux cordes parallèles quelconques, et joignant leurs milieux, on aura un diamètre MS : traçant ensuite la corde MW perpend. à MS, et AN parallèlement par le milieu P, on aura le sommet 4....
On remarquera que 2p° — D; ainsi le paramètre est une troisième proportionnelle à une abscisse et son ordonnée. On décrira donc facilement une parabole , connaissant la direction d’un diamètre JS sur Mt, et un point de la courbe : car les coordonnées x’, y de ce point font connaître le paramètre 2p', en sorte qu’on a l’équ. y — 2p'x, et qu'on retombe sur ce qu’on a vu.
Discussion des Équations du second degré.
439, Soit demandé de construire les courbes dont l'équation est
. Aÿ + Bay + Ca + Dy+ Er+F—0; . + (a)
les coefficients 4, B.... sont donnés en grandeur et en signes. Les coordonnées seront supposées rectangulaires, attendu que, sans changer le degré de l'équation, on peut toujours les ramener à cet état par une transformation (Æ, n° 384). Comme les courbes ont des formes et des propriétés très-différentes, suivant qu’elles ont ou n'ont pas de centre, nous distinguerons les trois cas de B° — 4 AC nul, négatif ou positif, Pour abréger, nous ferons, par la suite, B? — 44C— m.
lercas. B? — 44C—m— 0.
440. La courbe dont il s’agit étant MDM' (fig. 248), n’a pas de centre; Axet Ay sont les axes. Rapportons cette courbe à d’autres axes 4x’, Ay', aussi à angle droit, et cherchons si l’on peut
rendre ces axes tels, que l’équ. devienne de la forme P
ay® + dj Lex LF—=0, , ,. . . (b) La même courbe WMDM' a pour équ. (a) et (b), les axes étant différents, si l’on peut, par une transformation de coordonnées , réduire l'une à devenir identique avec l'autre. L'angle x 4x’ des deux axes étant 6, passons de cette dernière à l’autre, c'est-à-dire du système y'Ax' à yAT, à l'aide des équ. (C, n° 383), où nous ferons négatif cet angle 9 des deux axes x et x’, parce que celui # de la transformée (a) est en dessous de celui +’ de l’équ. (b) que nous regardons comme donnée, pour un instant. Faisons donc dans l’équ. (b)
Y = y COSô — xsind, » —=ysin0Lx cos , ..(c) Puisque le résultat de cette substitution doit être identique avec (a), et que le nombre constant Fest le même des deux parts, il faut que
les coefficients soient respectivement égaux. Comparons donc, terme à terme, le résultat avec (a) ; nous aurons
@ COS = À, , d'inPdss O; ce 50. HE) — 2a sin6cos8— B; . . . . (2) dcos 8 Le sn0=—D,ecosô— d sinô—#Æ. . . . . (3)
Nous trouvons ainsi 5 équations pour déterminer les 4 inconnues a, e, d, 0: maïisen vertu de la condition B° = 440, (2) rentre dans les relations (1); en sorte que ces 8 équ. n'équivalent qu'à 2, propres à déterminer a et 4, et que le calcul ci-dessus n’est possible que dans le cas de »m — 0. Ajoutant les deux 1res, il vienta = 4+ C; d'où
D'u B sin 0— V A cos 0 — V 2 tang ô — V —, Sin 20—=——, ( a A (2
Éliminant ensuite d et e entre les équ. (3), on a d= Dcoss— E sing, e—DsinsLE cos, , . (4) Dy 4A—EVC MMDY CE &) y a Lo T" y a LT La condition B° — 44C rénd (n° 138) les trois 1° termes de. l’équ. (a) réductibles au carré d’un binome, ou (ky + {x} ; alors 4 et C sont des carrés positifs, dont les racines 4 et/ sont réelles. L’infini, ou l'imaginaire, ne peut donc jamais s'introduire dans ces résultats : ce qui prouve que, dans le cas de 5» = 0, on pourra
ou d —
DISCUSS. DES ÉQU. DU SEC. DEGRÉ. ai
toujours, par une transformation d’axes, réduire la proposée (a) à la forme (b).
Si 4 ou C était nul, comme B°=— 440, B le serait aussi; la proposée serait donc sous la forme (b), etil n’y aurait pas lieu à changer d’axes : et si l’on avait à la fois 4 et C nuls, l’équ. (a) serait privée de ses trois premiers termes, c’est-à-dire serait au E°r degré.
Dans toute équ. proposée où » — 0, on fera donc le calcul cidessus, on plutôt on posera de suite la transformée (b), après en avoir trouvé les coefficients à l’aide de nos équ., et construit le nouvel axe 4x’ (fig. 248), d'après la valeur de 6, savoir :
B tang De V % sin 29 = —— AC o « (6)
Le signe de sin 24 est contraire à celui de B, ce qui apprend si l'angle 28 est © 180, c’est-à-dire si 9, ou +'4x étant > qu’un quadrans, l'axe 42’ est au-dessous de 4x. De là résulte le signe du radical qui entre dans les équ. (5), J/ « conservant toujours le signe -. Du reste, ces coefficients sont compliqués de l’irrationna-
lité p/ a.
Soit, parex., 2y° — 2ry LE Ex y — 2x +5—0;
multipliant par 2, pour mettre en évidence le carré parfait, nous avons 4 = 4,B—=—4,C=1,,:....; doùa—=5, tangé — +, sin 29 — À. On prend les radicaux positifs, et l’on trouve d =0,e——2}/ 5; d’où 5y? — 2x y/ 8 10 — 0. Telle est l’équ. qu'il s’agit de construire, l’axe des +” étant tel, que l’angle x'Ax ait + pour tangente (on prendra 4Æ quelconque et sa perpend. FE, moitié de AE, fig. 248).
441. Le calcul précédent réduit donc , en général , la proposée à la forme (b), qu'il s’agit maintenant de construire sur les axes rectangulaires 4x”, Ay' (fig. 248). Transportons l’origine en un point (., k); ces deux lettres désignent des arbitraires. En changeant
y'etz',eny het x k, dans l’équ. (b), elle devient ay? (2ak + d) y Lex (ak + dk Leh L F) = 0.
Pour déterminer k et, chassons le terme en y’ et le terme constant (la nouvelle origine sera un point de la courbe) ; posons donc
2ak + d—0, ak + dhkLeh LF=0;
dr? — 4aF ak — F
ae e
d'où 4 = — Sa? h —
Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un des points de la courbe * : la transformée est ay’? ex’ —0, qui, comparée à y? — 2px', est l'équ. D’uNE PARABOLE rapportée à son axe **, et tournée dans un sens, ou dans le sens contraire, selon que e est positif ou négatif.
Soit l’équ. 2y° + 5y — 4x = ?; on trouves = — À, h— —1; on prendra 4B = — 1, BC = — Ÿ (fig. 249); ré e est men de 4 en C, et l’équ. devient y” — 2%. La parabole a son sommet
en C, et le paramètre est 2.
L'équ. y — 2y + x = 0, donne y? = — x, AB = BC — (fig. 250), l’origine passe de Z en C, et la parabole est ouverte dans le sens des x négatifs.
Reprenons enfin l'exemple de la page 411, déjà réduit à 5y° — 2x y/ 8 + 10 — 0, les axes étant 4x’, Ay' (fig. 248); nous trouvons 4 —0, k = / 5; le sommet, ou la nouvelle origine est en M’, prenant 4M' = y/ 5 : l'équ. devient y? — 2x’ J/ =; le paramètre est J/ à.
442. Il est un cas où notre calcul ne peut se faire, celui où e— 0 ; car À n'entre plus dans le calcul, et demeure arbitraire ; en sorte qu'on a deux équ. pour déterminer la seule quantité 4. Posant alors seulement 24k + d —0, nous avons, dans cette circonstance,
ay + ak dk LF=0, ou key? — d — kaF,
La nouvelle origine est l’un quelconque des points de la parallèle aux æ, qui à pour CU, ÿ ik
1° Si d — 4aF © 0, on a 2ay = + y" d’— 4aF), équation qui donne deux droites parallèles aux x’, et placées à égales distances de cet axe. Telle est, par ex., EL y® + 4y +3 — 0.
do Si d’— haF —0, on a y — 0, équ. de l’axe des x’; l’équation (b) est donc celle d’une droite parallèle aux +’, L’équation y? + ky + 4 — 0 est dans ce cas.
* Dans les fig. suivantes, À désigne la 1e origine des coordonnées, € la nouvelle.
** Observez que si l'équ. (b) était la proposée, et que les axes n’y fussent pas rectangulaires, il ne serait pas nécessaire de les amener à cet état par une 1re transformation, et que les équ. (b) pourraient être appliquées pour transporter l’origine ; la parabole serait seulement rapportée à l’un de ses diamètres, comme n° 437 ; on pourrait alors aussi aisément la construire que si elle l'était à son axe.
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3° Si dé — haF <[0, la proposée ne représente rien, puisqu’on la ramène à y? n°—0, qui est PARA absurde, C’est ce qui arrive pour l'équ. y"? + 4y +5
L'équ. (b) devient ay° + dy 1; Re —= 0, dans le cas de e — 0; on peut lui donner la forme
(2ay Ed) — d + 4aF = 0.
Ainsi, le 1° membre est plus grand ou plus petit qu’un carré, ou même est un carré exact, selon que 4aF est > , < ou — d’. On peut aisément voir que l’équ. (a) offre la même particularité, et a, dans ce cas, la forme (ky + !x L c} + Q — 0, qui est absurde si O est positif, du 1°' degré si 0 — 0, et enfin qui donne deux droites parallèles si Q est négatif (voy. p. 431).
443. Il est donc prouvé que si m — 0, l’équ. du 2° degré est celle d’une parabole; mais que des cas particuliers donnent wne droite, deux parallèles, ou même rien.
Quant à l’équ. cæ° + dy + er + F— 0,
comme elle revient à (b), où x est changé en y, et yen x, la courbe est la même, rapportée à l’axe des y: on peut au reste transporter l'origine comme ci-dessus. Par exemple, l’équ. 2° + 8y = 2x — 1, en prenant 4C = 1 — k (fig. 251), et portant l’origine de Zen C, devient +’? 3y — 0. La parabole est ouverte du côté des y négatifs, et l'axe des y’ est celui de la courbe.
On trouve que, 1° l’équ. x? — 6x 10 — 0 ne représente rien; 2° 3° — 6x 9 — 0 est l’équ. d'une parallèle aux y; elle revient àæ — 38 ; 8° pour +° — 6x + 7 — 0 on a deux parallèles aux y.
2e cas, B? — 4A4C — m négatif.
444. La courbe à un centre, auquel nous commencerons par transporter l’origine ; car on ne peut plus ici réduire la proposée à la forme (b). Faisons donc le calcul du n° 425, et l’équ. (a) sera ramenée à la forme
Aÿ + Bry + Cx +0—=0.. . . . (f)
Cherchons à la dégager du terme xy, c'est-à-dire à la transformer en
qtpr +O=0 1 #7 ,., . (9)
Substituons donc, dans cette dernière, les valeurs (c) de y’ et +’, et
comparons, terme à terme, le résultat à l’équ. (f), pour exprimer
l'identité ; il viendra g cos 8 -L p ain°0= 4, ., ,.. {1} g sin 0, nCcof be (oh. à to til 2 sind.cos.(p—q)— B., . +. + . (3)
Ces trois équ. servent à déterminer les trois inconnues 4, p et q. La somme des deux 1res devient p Æ g — 4 + ©; formant ensuite B° — 440, ou m, en carrant la 3° et retranchant quatre fois le produit des deux autres, il vient
m== — pq (sini6-L2sin9,. cos’ 8-cos46)=—— 4pq (sin?6—-cos’6),
ou m— — pq. Les inconnues p et q, ayant 4 + C pour somme et — = m” pour produit, sont les racines de l’équ. du 2° degré,
m2 —(4 LC: im à 6. (0) d’où petqg=i(4+ C)+: EE A — Cp.
Ces racines p et g sont visiblement réelles dans le cas actuel. La différence entre les équ. (1) et (2) est
(g — p) (cos 8 — sin° 6) = (q — p) cos 20 4 — C;
en recourant à l'équ. (3), on trouve donc
sin 26 CA PT ET PU er tang 20 = Se " q—P q—p 4 — 0 Cette dernière valeur, facile à construire, donne 24, et, par suite, l'angle 9 d'inclinaison de l’axe des z’ sur celui des x : le signe de tang 26 apprendra si 29 est © ou <[ 90°; mais, dans tous les cas, 8 est <[ 90°, et l'axe des +’ tombe en dessus de celui des +. D'ailleurs, sin 26 est toujours positif; ainsi p — q doit être de mêmesigne que B : donc g est la plus grande des deux racines de 2, si B est négatif, et la plus petite, si B est positif. On saura ainsi distinguer entre elles » les racines qu'il faut préférer pour q et p.
Soit, par ex., l’équ. 5y° 2ry Bx° + 2y — 2x —<{; en transportant l’origine au centre (n° 425), point dont les courdonnées sont h— 7, k= — +, la proposée devient 5y° Æ 2xy + 5x° = 2; on a ensuite, pour l’équ. (2), — 1034+24=0 ; d'oùz=56+l; ainsi, À étant positif, g=—= #4, p=— 6, puis 4y? + 6x7 = 2, équ. qui
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reste à construire, les axes des 2’ et y étant déterminés par tang 2=—= œ , d’où 29 — 90°, c’est-à-dire que l'axe des #’ fait un angle de 45° avec celui des x en Gessus duquel il est placé. Ces constructions sont sans difficulté.
445. Ce calcul ne peut présenter aucun cas d’exception. Il est à observer que» étant négatif dans le cas actuel, sav., B°—44C—1m, le radical des valeurs de z se réduit à V/ (4 + C} — m, qui est <T A + C. Ces valeurs de p et q sont donc de même signe que A +- C, en sorte qu’on peut regarder. comme positifs p et q dans léqu. (g), qu'il s’agit maintenant de discuter. Nous examinerons successivement trois cas, selon que © est nul, positif ou négatif.
1° Si Q = 0, on a qy”° - pr? — 0 ; équ. qui ne peut subsister que si, à la fois, # = 0, y — 0. On a donc un point, qui est l’origine des z’ et y’. L’équ. y — 4x y + 5a° + 25 1 = 0 est dans ce cas; le point est (— 1, —2), ainsi qu'on le reconnait par le calcul, qui transforme d’abord la proposée en y? — 4xy Æ 5° = 0, puis donne z — 3 + 2 y/2, tang 20 = — 1, 20 — 135°, enfin (8 9/ 2).y? LL (3 —9 p/ 2) x? — 0.
2° Si Q est positif, la proposée ne représente rien, puisque l’équ. (g) est absurde, trois quantités positives ne pouvant s’entre-détruire. C’est ce qui arrive dans l’ex. précédent, quand on met, au lieu du dernier terme 1, une valeur > 1.
3° 192 Q est négatif, la transformée (g) devient qgy? + px? = Q. En faisant tour à tour +’ et y’ nuls, pour obtenir les points où la courbe coupe les nouveaux axes, on obtient
F V ge Pc
d’où gq —?, ne LE puis ay"? + br? — a °b°. La courbe est
donc we ELLIPSE , rapportée à son centre et à ses axes 2a et 2b.
Si, dans l'ex, précédent, on met — 1 au dernier terme, on trouve d’abord y? — 4ry —- 5x? — 2, les mêmes valeurs de z et de 9, puis l’équ.
qui appartient à une ellipse dont les axes sont p/ 8 (3 Æ 2 2). 446, Concluons de là que l’équ, générale du 2° degré appartient
à l’ellipse, toutes les fois que m est négatif ; maïs qu’on trouve deux cas particuliers, qui donnent l’un rien, l’autre un point. Lorsque m <{ 0, les valeurs de z sont de même signe : elles deviennent égales dans le cas du cercle, car p — q. Voy. n° 454.
8° cas. B? — AC — m positif.
447. Tous les calculs du n° 444 conviennent encore ici, en sorte qu'il faut reproduire la même transformation et les mêmes valeurs de det z; seulement, comme B? — m + 44C, m étant positif, le radical est © 4 Æ C, et les deux racines de z sont de signes contraires, en sorte que, dans la transformée (g), on peut donner le signe —- à q, et le — à p; savoir :
QU sr pr O0 ES OT ES US Res (1 Analysons les cas de © nul, positif et négatif.
1° Q = 0, on a 97? = pr, d'où y = +4 V2: il est q
évident qu’on obtient deux droites, CD, CE (fig. 252), qui se croisent à la nouvelle origine C, l’axe des x’ coupant par moitié l'angle
DCE qu'elles font entre elles. L’ordonnée + V/£ qui répond q
à æ' — 1, sert à construire ces droites; elle est la tangente des angles DCx', ECx'.
Par ex., l'équ. y? — Gxy + 2° + 2y — 6x 1 — 0, en trans-
portant l'origine au point (0, — 1), qui est le centre, devient Y° — Gxy HE x —0 : on trouve x — 2: — 8; d'oùs —1+3; savoir, q—=4,p——2ety? —<x—0;doùy +: y:
enfin, 9 — 45°. Ces constructions n’offrent aucune difficulté (voy. fig. 252).
20 Si Q est positif, l’équ. (!) devient qy°? — pa”? = — Q : posant
"DD, ma ÿ=\/ 2.1: on faitÀ/ © = b; puis
on pose y = 0, et l’on a
ce sont les demi-axes D'une nyrERBoLe, ainsi qu'il suit du calcul de la
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substitution des valeurs p — a, q = @, qui donne
ay"? STE bx'? = ‘ms aæb?.
On a un exemple de ce cas en remplaçant + 1, dans le dernier terme de l’équ. précédente, par 8 ; les valeurs de z, 9sont les mêmes, et l’on a y? — + 2° — — 1 ; les axes sont b=— 1, a — y 2,
30 92 Q est négatif, on à qy? — px? — © ; un calcul semblable, ou seulement le changement de x en y, et y en x, prouve qu’on a une hyperbole dont les axes sont l'inverse des précédents. Qu'on change + 1 en — 3, dans le dernier terme de l'exemple ci-dessus, et l’on trouvera y? — + °° — 1; les axes sont a—1,b—=}y/2; la courbe coupe le second des axes coordonnés (celui des y).
448. Faisons varier Q dans l’équ. (7). Q étant positif, on a l’hyperbole MAN, LOI (fig. 253); et il suit des valeurs des axes a et
b, qu’en prenant 4D = 4D° — V2 et l’abscisse C4 — 1
q (ou 4D— b et AC — a), les droites CD et CD” sont les asymptotes
de toutes les hyperboles, qu’on obtient à mesure que © s’accroit ; seulement le sommet 4 s'éloigne de plus en plus, et la courbe s'ouvre sans cesse davantage. Si O0 — 0 ,on a les asymptotes mêmes, gy® — pr? = 0. Enfin, si Q devient négatif, on obtient l’hyperbole M'A’ N', T'O'L', tracée entre les mêmes asymptotes, mais dans les autres angles, les sommets 4’, O' s’éloignant à mesure que @ augmente
449. Ainsi l’équ. générale du 2° degré appartient à lhyperbole, toutes les fois que m est positif; mais, dans un cas particulier, on trouve deux droites qui se croisent. Les valeurs de z sont alors de signes différents; et lorsque, abstraction faite de ce signe, elles sont égales, C=— — 4, l'hyperbole est équilatère. Comme B° — 4 4C est toujours positif dès que 4 et C ont des signes différents, on est alors dans le cas de l’hyperbole, quelles que soient les grandeurs de A, B, C.... La même chose a lieu si 4 ou C est nul , c’est-à-dire si la proposée est privée de l’un des carrés +? et y”, et même si ces carrés manquent l’un et l’autre. Dans ces divers cas, la marche des calculs est toujours la même : mais comme dans le dernier elle devient très-simple, nous l’exposerons ici. Soit proposée l’équ.
Bxy + Dy + Ext F=0;
MATHÉM, PURES, T, 1, we :
418 SECTIONS CONIQU ES.
on transporte l’origine au centre, en faisant Bk E = 0, Bh + D = 0; d'où E D 7 Q SEE matter À PET 7? |
en posant O0 — DE — BF. Ces expressions ne sont sujettes à aucune exception. Ainsi l'équ. proposée est celle d’une hyperbole rapportée à des axes parallèles aux asymptotes. L'hyperbole est équilatère quand les xy sont rectangulaires (n° 416). Si CD’ (fig. 253) est l'axe des +’, CD celui des y’; la courbe est tracée dans les angles DCD”, ECE'; si Q est positif, elle est MAN, LOÏ; enfin elle est M'A'N', l'O'L' quand Q est négatif, Si O — 0, l'équ. proposée appartient aux asymptotes mêmes.
Ainsi, pour l'équ. y — 2x + y Æ m — 4, les axes étant 4r, Ay,on ak=—92, h= 1; on fera AB = 1 (fig: 254), BC; Cx’, Cy' seront les asymptotes de l’hyperbole +'y — 2 — m, qui sera MN, OP, si m <°2; M'N', O'P',sim > 2; enfin, »m — 2 donne les droites Cx', Cy'.
450. Il convient de remarquer que, dans les cas de » > ou < 0, si la proposéeest privée du terme en y, le calcul de la discussion est très-simple, et se réduit à transporter l’origine au centre ; il n’est pas même nécessaire de rendre les coordonnées rectangulaires « quand elles ne le sont pas, et l’équ. est alors rapportée aux diamètres conjugués, au lieu de l'être aux axes. En effet, soit la proposée
Aÿ + Cr + Dy + Ex + F=0; E 2C?
QChHE—0, 24kLD—0, Ay°LCr+0—=0,
AG
| D ROSE À k le centre est au point { — res NE est-à-dire qu’on a
en faisant Q— 4h + Ch + Dk LELLEF=E—
Voici divers exemples de ces calculs :
Les équ: 2y° 32° — 3x—92y+2—0, 4y tar a+ 20 | ne représentent rien; la 1r° a pour centre (2, 2), ét se réduit à
*“ Les coordonnées du centre s’obtiennent aisément à l'aide du théorème (506), qui apprend à chasser le 2e terme d’un polynome. Si l'on multiplie respectivement les équ. qui suivent par = et #, et qu'on ajoute, on trouve 44? + Cha = = + (Dk + E), qui sert à réduire la valeur de Q, ainsi qu'on l'indique plus bas,
DISCUSS: DES ÉQU. DU SEC. DEGRÉ. 419
2y1 LE 8x3 > ñ dr la 2° a le centre au point (+, 0), ét donne AVR: —
L'éqnu. y + né — 2y + 4x +3 = 0 appartient au féint (1,2 1).
L'équ. + y + 32° — 12% EL 3 — 0 dônne 4 — 2, 4— 0, puis 2 2 4 8x°—9: les demi-axes de l’ellipse sont ay 8,b=ÿ/6; on prend 4C = 2 (fig. 255), et l'on trace l’ellipse DFEO, en formant DC=— y 3, CO — y 6. Si les coordonnées étaient obliqués, ces longueurs seraient celles des demi-diamètres conjugués.
Pour y 2x — 2y — 0, on a une ellipse tangente à l’axe dés x, dont le centre est sur l'axe des y au point (0, 1); on û as 1, bia 4/"4,
L'équ. y — 42° 4y + 12 — 5 — 0 pa y 129974 en rapportant r Origins de 4 en C (fig, 252), AB = À, BC—=—2; on prend y —=2et x — + 1, et l’on trace CD et CE.
Pour 2y? — 32° — A 2 —0, le centre est au point (—À, À), et l’on a 27° = — ?, On A UTLR AB= <= BC (fig. 256), et l'on décrira bal dont a — +, b — y/ + sônt les axes Ou les diamètres conjugués, selon que és coordonnées sont rectangles ou obliques. ,
L'équ. y° — 24? — 2y + 9 — CAEN — 24? 8 — 0, T'hyperbole pour laquelle 4 — 1, h== 0, «a — 2, b—27y 2.
Enfin 3y° — 22° 9x -L 3y —: donne 4B = h=— + (fig. 257). BC—=k = — ;; d'où 3y? — 27° — ?, équ. qu'il est aisé de rap procher de celle de la fig. 256 ; seulement la courbe est placée différemment.
451. II résulte, de cette exposition, que l'équation généräle du 2° degré présénte trois cas : le 1° où » — 0, qui donne une püra- | bole, oùtre les cas particuliers d’une droite, de deux parallèles, et dè
rien ; le 2° où #ñ est négatif, qui donne wne ellipse, outre les cas particuliers d’un point et de rien ; le 8° enfin où # est positif, qui répond à l’hyperbole, rapportée soit au 1°, soit au 2° axe, outre ün cas qui donne deux droités non parallèles. Comme les sections d’un cône par un plan sont précisément une parabole, une ellipse où une hyperbole; et que lorsque la section se fait par le sommet, on a une droite, un point où deux droites croisées ; de nos huit cas, six sont des sections coniques : ce qui fait dire que toutes les équ. du second degré appartiennent aux sections d’un cône par un plan. Par-
tout où un plan et un cône existent ; il ne peut pas arriver qu'iln'y 27”
ait pas intersection ,-ou qu’on ait deux parallèles ; d’où l’on voit que ce théorème souffre deux exceptions.
En faisant mouvoir le plan coupant parallèlement à lui-même, lorsqu'il passe par le sommet, l’ellipse devient un point, la parabole une droite, l’hyperbole deux droites croisées; c’est ce qui a fait considérer le point comme une sorte d’ellipse dont les axes sont nuls ; une droite, comme une sorte de parabole ; deux droites croisées, comme une hyperbole (n° 400) : ces considérations n’intéressent en rien la théorie.
452. On obtient la grandeur et la direction des axes principaux par le procédé suivant. Supposons d’abord que les axes soient rectangulaires, et que l’origine soit au centre ; l’équ. de la courbe proposée est
Aÿ +- Bxy un Cr? —- O ES QT UNS EURE (1)
Concevons que du centre 4, avec un rayon r, on ait tracé un cercle (fig. 256 bis); l'équ. est x? + y? — r° : il y aura, en général, quatre points de section ; pour les obtenir, menons par l’origine une droite ZX à l'un de ces points, et soit y — Mzx son équ.; en éliminant x et y entre ces équ., on trouve
(A4®LO)MELB°M+Cr+OQ—0. . . (2?
Si le rayon rest donné, cette équ. fera connaître deux valeurs de 4Z, ce qui prouve qu’il n’y a que deux droites allant du centre aux quatre points d’intersection, c’est-à-dire que ces points sont deux à deux sur nn même diamètre. Ces lignes s’obtiennent en construisant les deux valeurs de #7, qui est la tangente de leur angle d'inclinaison sur l’axe des x. Quand les racines sont imaginaires, le rayon r est trop grand ou trop petit pour que le cercle ren-
contre la courbe ; et si les racines sont égales, les points de section «
coïncident deux à deux, et le cercle est tangent à la courbe. La tangente commune à l’un et à l’autre en ce point, est perpendicu-
laire au rayon du cercle, propriété qui ne convient qu'aux axes” principaux. Ainsi les valeurs de /] qui répondent au cas des racines”
égales sont propres à ces axes. Alors on a (n° 136)
Bré.— } (4 + Q) (Cr + 0) —0, ou (B — 4AC) r4 — 40 (4+ C)= 40, puis (48 +HOM+EBr=0,
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dr :6r 20
TER 7: CFE M — 24M = 1,..,.. (3)
en posant, pour abréger, 4 — C— Ba; donc M — ax + y/ (14). Ainsi prenez sur l’axe 4x, AD — 1, élevez l’ordonnée DI = &, AI sera W (1 4 «) : du centre Z, tracez le cercle KAK', avec” lerayon 47, et les points de section X, Æ' donneront les directions 4X, AK" des axes principaux, puisque les valeurs de Æ sont les tangentes des angles XAD, K'AD. Ces lignes sont à angle droit, d'après la construction ; et en effet le produit des deux valeurs de M est — 1 (n° 137). On en tire ensuite les deux valeurs de r qui sont les longueurs des axes :
A+ CEYE — 340 E(A+C>
X RS
Si B° — }4A4C — m est négatif, le radical est <°4<+ C; les deux valeurs de 7° sont, ou positives, et on a une ellipse ; ou négatives, et on n’a rien, ou enfin nulles, O0 = 0, eton a un point À. Quand = est positif, on a une hyperbole ; les valeurs de r? sont de signes contraires ; on change le — en + pour avoir le 2° axe. Cependant lorsque O— 0, on a les deux droites AK, AK’. Ce calcul n’est plus possible quand B?— 44C = 0.
Soit, par ex., l’équ. y? — 2ry + 2r—=2; d'où «= :, etc. M—:+y 5; DI—:, 41—=Y À,etle cercle XAK donne les directions 4K, AX° des deux axes. Enfin r° = 8 + J/ 5 sont les longueurs de ces axes, rayons des deux cercles tangents à l’ellipse.
On pourra s'exercer encore au calcul sur l'équation
gp — Goy Lx L2y — 6x L1—= 0, déjà traitée page 416. Cette méthodé s'applique pareillement au cas où les coordonnées | font un angle ». L’équ. du cercle est alors (n° 377)
a? + y LH 2ry cos y —=7r; éliminant x et y à l’aide de l'équ. y = Mr, on a (Ar + O0) M + (Br + 2Q cos ») M + Cr + Q —0; pour que cette équation soit un carré, il faut que
(2 Br + Q cosy) — (41° + Q) (Cr + O0) = 0,
ou (B?— 4AC)r4 — 401 (4 + C — B cosy) —=40" sin y; . « (5) puis (Ar LH O)M4<Br L Ocosy—0; . . . . (6) l’équ. (5) qu’on résout à la manière du 2° degré donne #° ; on peut éliminer r° entre les équ. (5) et (6). Enfin l’équation (6) donne #, et on peut construire l’équ. y = Mx.
453. Souvent on a plutôt pour objet de connaître la nature et la forme de la courbe dont on a l’équ., que de la construire rigoureusement ; le procédé suivant a l'avantage de donner avec rapidité ces circonstances, et n’a pas, comme le précédent, l’inconvénient d'introduire des irrationnelles dans les coeflicients.
Comme il suit de ce qui précède, que les lignes comprises dans
l’équ. générale (a) p. 409 sont connues d'avance, il ne faut, pour les distinguer entre elles , que trouver un caractère propre à cha--
cune : ce caractère est tiré des limites de la courbe, qui sont trèsdifférentes dans les cas de l’ellipse, de la parabole et de l’hyperbole. Pour obtenir ces limites, résolvons l’équ. (a) par rapport à y ; nous aurons une expression de cette forme,
y= dr LBE UV (mx Linz tp}; . + « (1)
a, B,m,n et p sont des constantes connues (voy. p. 183). Chaque valeur de x répond à deux points de la courbe, tant que le radical est réel ; s’il est imaginaire , la courbe n’a aucun point correspondant à l’abscisse dont il s’agit; enfin, si le radical est nul, on n’a
qu’un point de la courbe. Les limites sont donc relatives à l'étendue
où le radical passe de l’état réel à l'imaginaire. Comme en prenant
pour x des valeurs suffisamment grandes, positives ou négatives,
le trinome m2° + nx — p recoit le signe (139 , 9°) du plus grand
terme mx’; si »m est négatif, pour ces valeurs, le radical devient imaginaire, de sorte que la courbe est alors limitée dans les deux à sens. Elle serait illimitée, si » était positif; enfin , # nul réduirait le radical àp/ (nr p), et l'on voit que la courbe serait limitée”
seulement dans un sens, puisque le signe de nx change avec x.
shot
La nature de nos courbes dépend donc du signe de m, ce qui“ nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse géné-
rale, suivant que », ou B° — 440, est négatif, positif ou nul.
Mais, avant tout, remarquons que, pour construire les ordon-"
nées PM, PM (fig. 258 et 259), qui répondent à une abscisse
AP = %,il faut d'abord porter parallèlement à l’axe des y (dont lan
DISCUSS. DES ÉQU. DU SEC. DEGRÉ, 495 direction est donnée et quelconque) PN = «x +- 8 ; puis, pour ajouter et soustraire la partie radicale MN=—M'N =y (mx? Lnz'4p), on en portera la valeur, de part et d'autre de N, en M et en #, et N'est le milieu de WW”, Tous les points N qui satisfont à l’équ.
y = ax LB UP ton VI dire (2)
coupent donc les cordes parallèles à {y en deux parties égales; ainsi, on tracera la droite BN, qui est un Diamètre de la courbe (n° 426).
Aux points D et D’ d’intersection de la courbe avec son diamètre, lés équ, (1) et (2) ont lieu ensemble (n° 372), et ces points sont donnés par les racines de l’équ.
ma nr Lp=0 4 0 51.68)
On voit de plus que les ordonnées £D, £E"D' correspondantes sont tangentes à la courbe, puisque , le radical étant nul, la proposée est le carré des y — ax — B— 0 ; ainsi les points d'intersection sont réunis en un seul, aux points D et D’ (n° 424).
1er cas. Courbes limitées en tous sens, 1 négatif.
454. 1° Si les racines de l’équ. (3) sont réelles, en les désignant par a et b, et prenant 4E — a, AE° = b (fig. 258), on aura les tang. et les points d'intersection cherchés D, D’ : le radical de (1) prendra la forme te im (x — a)(x — b)]: il n’est réel qu'autant que les facteurs x — a, x — b sont de signes contraires, de sorte que x est compris entre a et b. La courbe ne s'étend donc qu'entre les limites £F, EF" ; elle forme un contour fermé ; c’est une Ellipse.
Remarquons que, pour obtenir Æ, Æ’, on a tiré de (3) des racines de la forme x = h +y/ f; on a donc porté AK —k, puis KE'= KE = f. Donc C est le milieu du diamètre DD’, ou le centre de l’ellipse (n° 427) : ainsi l’on obtiendra le conjugué en cherchant l’ordonnée centrale CO”, à partir du diam., c’est-à-dire la valeur que prend y/{m2°—nx + p) lorsqu'on fait + —h. La courbe étant rapportée à ses diam. conjugués, il sera facile de la décrire.
Par exemple , 3y° — 6xy —L 9x — 2y — 6x + < — 0 donne
= 4 LiHy (— 9x +Lizx—5;onprend 4B—; (fig. 258), et l’on mène le diamètre BW, dont l’équ. est y = x + =; lorsque l'angle y4x est droit, BA fait avec 4x un angle de 45°. En éga- | Jant le radical à zéro, on a # — + x =—+; d'où x =5iE;:
donc 4K = *, KE —KE"— donnent le centre C et les points D, D' d’intersection de la courbe avec le diamètre BN, De plus, EF, £'F" sont tangentes et limites, puisque le radical peut être mis sous la forme VI — 2(x — 1)(x— -)]; d'où l’on voit que y n’est réel qu'autant que x est © et < I.
En faisant x — = sous le radical, il devient p/ ? — CO"; c’est l’un des demi-diamètres conjugués ; l’autre est CD : il est donc facile de tracer la courbe (n° 431, 2°). Ontrouvey = 1 + y: pour la plus grande et la plus petite ordonnée, n° 493.
Pareillement 4° — xy + + x asie; + + = 0 donne lellipse DOD'0"' (fig. 261); 4AK—9, EK —E"K = 2, CK—1;Cest le centre. y— 0 donne 2° — 2x EL 1— 0, carré de x — 1 : donc, si l'on prend 47—1, la courbe esttang. en Zà 4x; 00 —9%b = 2, la plus grande et la plus petite ordonnée sont 2 et 0.
Ilest inutile de dire que, dans les constructions , il faut surtout avoir égard aux signes ; ainsi, pour
49 Byx + Ba? + 12x HE 8y + 1 = 0, ma y=—r—1£y/ (04;
on construit le diamètre BD (fig. 262), dont l'équation est y—=—2— 1; de # Lx—}?, ontireæ—=—:;Æ+l, on prend AK = — =,et KE — KD'— 1, ce qui donne les limites tangentes £D, E'D' de l’ellipse : Cen est le centre, et l’on trouve b'=1.
2° Si les racines de l’équation (3) sont égales, a étant leur valeur, le radical équivaut à p/ — m (x —.a}; ainsi, (1) devient y = ax LB Æ (x — a)y/— m : on ne peut donc rendre y réel qu’en prenant x = 4, d'où y — ax + 8.
Ainsi , on n’a qu'un point ; ses coordonnées sont connues.
Il est aisé de voir qu’en effet la proposée équivaut ici à (y — ax — Bÿ L(x — a) m —0; et comme la somme de deux quantités positives ne peut être nulle, à moins que chacune ne le soit en particulier, la proposée se partage d'elle-même en deux autres (n° 112). L’équ. y — xy + a — 2x + 1 — 0 donne le point dont les coordonnées sont x — 1, ety —+. L’éq.2?+y—0 donne l'origine.
3° Si les racines de l’équation (3) sont imaginaires, pour aucune valeur de x, le trinome — mx—-nx—-p ne peut changer de signe (n° 139, 9°); ce signe demeure toujours le même que celui de son
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plus grand terme — m2°; j/ (— mx? EL nx + p) étant sans cesse imaginaire, la proposée ne représente rien. En effet, cette équ. revient alors à (y — ax — B) + (mx° — nx — p) = 0, dontles deux parties sont positives et ne peuvent s’entre-détruire; par conséquent il est absurde de supposer leur somme = 0, puisque la seconde ne peut être rendue nulle, comme on l’a fait précédemment.
C’est ce qui arrive pour y — 2xy + 22° — 2x + 4 —0.
Pour que m, ou B? — 440, soit négatif, il faut que les trois 1°" termes de la proposée (3), 4y° + Bxy + Cx° forment une quantité plus grande qu'un carré parfait. Dans le 1” exemple cidessus, page 423, ces termes sont
Cherchons dans quels cas l’équ. générale du 2° degré est celle d’un cercle, les coordonnées étant rectangles. Cette équ. est
Aÿ° + Bxy + Cx° + Dy + Ex LH F—= 0;
l’équ. la plus générale du cercle est (2— a) + (y —@® = 1, où
Ye 22 — 2By — Dax Le LB —r = 0.
La 1°, dégagée du coefficient 4 de y? doit être comparable terme à terme à la 2. On en tire d’abord 4 = C, B = 0 : donc quand les x et y sont à angle droit, l’équ. du 2° degré est celle d’un cercle, lorsqu’elle est privée du terme en xy et que les coefficients de x? et de y? sont égaux. Mais de plus il faut que D = — 248, E = — 244, F = A(xæ + 8 — 7), d'où l'on tire
ré ve
ce sont les coordonnées du centre et le rayon du cercle, qu’il est ainsi facile de construire. Remarquez cependant qu'il y a deux exceptions, savoir, quand le numérateur de la valeur de 7° est nul ou négatif : dans le 1% cas, on a wn point unique; dans le 2 ,iln’y a pas de courbe.
On trouve, par ex., que l’équ. 2y° + 22? — 4y — 4x + 1= 0 est celle d’un cercle dont le rayon est W +, et le centre au point (1, 1).
Lorsque les coordonnées sont obliques, on raisonne de même en partant de l’équ. (3) n° 577.
2° cas. Courbes illimitées en tous sens, .m positif.
455, Ici 4y° EL Bxy H- Cx° est moindre qu'un carré.
1° Quand les racines de l’équation (3) sont réelles, a — AE, b=— AE” (fig. 259) donnent , comme ci-dessus, les points D et D’ d’intersection de la courbe et du diamètre BW, et les tangentes £F, E'F'; puis le radical, prenant la forme p/m (x — a) (x — b), n’est réel qu’autant que # — a et x — b sont de même signe, c’est-à-dire quexest © ou <'aet b; x ne peut donc recevoir de valeurs entre a— AE et b— AE", et la courbe s'étend à l'infini de part et d’autre des limites EF, EF; ainsi, elle est une hyperbole.
Pour obtenir le diamètre conjugué de DD', comme le centre C est au milieu de DD", on fera x — AK — h sous le radical, on rendra le résultat réel (n° 429), et l’on aura ainsi D”. On tire ensuite la position des asymptotes (n° 435). Nous allons au reste donner bientôt (n° 457) un moyen plus facile de déterminer ces droites.
Soit, par ex., y — Dry — x — 9y 8x — 8 —0;onentire y=%klH y (2x — 6x + 4). On trace d’abord le diamètre BN,(y—=x<+1);21 — 6x + 4 — 0 donne x = i Æ*, et le radical devient p/2 {x — 1) (x — 2); on prend 4X — 3, EK —£"K—;<; ona les limites EF, EF’ tangentes en D et D'; et comme x est > 2 ou <° 1, on obtient l’hyperbole HW, 00’ (fig. 259). ; |
Pour trouver le diamètre conjugué de DD, on fait — 4AK—° dans W/ (2° — 6x 4), et l’on rend réel; on ab —y/ +. En prenant D'F'— D'H — }/ +, on forme le parallélogramme inscrit, dont les diagonales GÆ”, FI sont les asymptotes de notre courbe.
20 Lorsque les facteurs de mx° Æ-nx- p sont imaginaires, la courbe ne coupe pas son diamètre BN (fig. 263) : de plus, ce trinome doit toujours conserver le même signe que -- mx°, quelque valeur qu’on attribue à x (n° 139, 9°); donc chaque abscisse donne toujours des crdonnées réelles, la courbe s'étend à l'infini de part et d’autre, et elle est une hyperbole disposée comme on le voit fig. 263. |
Quant aux diamètres conjugués, le centre est sur BN qui ne coupe pas la courbe; or, si l’origine était au centre, les abscisses égales et de signe contraire (n° 425) répondraient à des ordonnées égales ; ainsi, le radical devrait être de la forme j/ (mx'? p) ; si donc on
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veut transporter l'origine au centre , il faut fairez=x"<h;h étant tel, que le 2° terme de mx° + nx— p disparaisse (n° 506) ; est l’abscisse du centre ; on trouve k = — — la mème valeur que ci-devant. Ainsi, on prend 4K = h, l'ordonnée XC donne le centre C : faisant ensuite + — k dans J/ (m2° nx + p), il devient — DC— «’. Pour obtenir ?’, il faut chercher les points de rencontre de BN avec la courbe; en prenant la partie imaginaire des racines de x ax + p—0, et la rendant réelle, on a XO = KO’ pour les abscisses des extrémités Æ, £’, du diamètre conjugué prises à partir de celle du centre.
Comme les parallèles FA, GI au diamètre BN sont tangentes à la courbe en D et D’, les ordonnées O'F, IH déterminent aussi le parallélogramme inscrit, et les asymptotes ZF, GI.
Soit, par exemple, y? +- 2zy — 2y — x — 0; on entire y=—xt12Ep(a — x + 1); le diamètre BN (fig. 263) a pour équation y——x1 1; comme x — x + 1 —0 donne v=i + :y—3, la courbe ne coupe pas BN; de plus, 4° — x4-1 étant toujours positif, y est aussi toujours réel ; ainsi, on a l’hyperbole de la figure 263.
Pour trouver les diamètres conjugués, on construit , . . . .. s=i+iy8, AK — :, KO —:y 3— KO' donnent le centre GC, et le 2 diamètre Æ£"; de plus, en faisant + = = dans V (&@—x+l),;onaa =:
3° N° les racines de l’équation (3) sont égales, le radical équivaut à m (x — a), et l'équation (1) devient
y=atLBE(x — a)V/m,
savoir, y=r (Em LBEay/m;
on a donc deux droites qui se coupent au point du diamètre pour lequel x = 4, et qu'il est aisé de construire, puisqu'on a leurs équ.; on obtient un 2° point de chacune, en posant x —0,
d'oùy—8+ay m;
c’est-à-dire qu'il faut porter a p/ # sur l'axe des y au-dessus et au-
dessous du point où cet axe coupe le diamètre. Les droites menées
par ces points et par le 1er, qui leur est commun, sont celles dont il s'agit. 1
Il est clair qu’en transposant et carrant, on a (y — ax — Bÿ — m(x — a) = 0.
Ainsi, la proposée est décomposable en deux facteurs rationnels par rapport à æ et y, et du premier degré, qu’on peut égaler à zéro indépendamment l'un de lautre : c’est ce fait analytique qui explique l'existence de deux droites dans le cas présent.
Soit, par exemple , 4y? — 8xy x? EE 4y + 2v — 2 —0; on trouve y— x — + Hip (82° — 6x LS); or, 8x? — 653 —0 donne x — 1; le diamètre (fig. 264) BN, (y = x — +) est donc coupé en un seul point N pour lequel D A4 = 1 ; et comme la proposée revient à y —=% — + +<+(x — 1)}/ 3, on a deux droites. z —=0 donney=— : +1}/8; on prend BE = BE" — 11/3, et lon trace les lignes £N, E'N.
Soit proposée l’équ. y? — 2xy — 8% — 4h? = 0 ; on en tire y—=xE2p (x LE); y— 3x donne le diamètre BN (fig. 265); et l’on voit qu'il n’est pas coupé par la courbe, et qu’on a l’hyperbole MO, M'O'. Le centre est en C ; on prend CO= CO’ = 2k ; O0’ est le 1° diamètre, puis CE — CE”"—k donne le 2e, DD’, et les asymptotes ÂF, TG. À mesure que 4 décroîtra, la courbe se rapprochera du centre et des asymptotes qui ne changeront pas; k — 0 donne ces droites mêmes. Enfin, si £’ prend un signe contraire, l'hyperbole est GD’, ID tracée dans l’autre angle entre les mêmes asymptotes, et s'en éloigne à mesure que # croit.
456. Quand 4 — 0, la proposée manque du terme en y et l’on ne peut plus opérer comme n° 453 ; mais si l’on change x en y, ety en #, ce qui ne produit qu'une inversion dans les axes, on pourra appliquer nos calculs; il suffira donc d'y changer C en 4, D en E : B — 44C se réduit à B?, m est positif, et l’on a encore une hyperbole. Au reste, pour discuter l'équ. privée du terme 4y?, il est préférable de la résoudre par rapport à x, et d'opérer sur l’axe des + d’une manière analogue à ce qu’on a fait pour celui des y.
Par ex., pour l’équ. à — 2xy Æ 2x — 8y + c — 0 (fig. 266), onac—y—1l+y (y +y—c+ 1); la droite DD'(y = x +1) est diamètre, c’est-à-dire coupe en deux parties égales toutes les cordes parallèles aux x. L’équation y EE y —c — 1 donne y=—i+t y (e — D); si donc c > +, on prendra 4X = +, KE = KE = y (ce — ©), et l’on aura en D et D’ les points où l'hyperbole HD, M'D' coupe le diamètre DD", En faisant y = — =
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dans W (y y — c + 1), et rendant réel, on a W/ (ce — 2), ce qui donne le conjugué de DD’, et lesasymptotes F'G et FH, dont la seconde est parallèle aux y.
Sic—;, on a les asymptotes mêmes ; et si ce +, on a encore une hyperbole entre les mêmes asymptotes, mais elle est tracée en HN et FN’ dansles deux autres angles. |
457. Dans l’équ. générale (1) (p. 422), le radical affecte la quan-
she nv . n° tité m ( = +2) ; ajoutant et Ôtant-— ,
pour compléter
le carré (n° 138), on a 1 RE LAS AD EAU
le radical est de la forme y/ (3° — /); en le développant par l’extraction (page 176), on verra, comme n° 416, qu’on a une suite de termes où z — 2mx H- n est au dénominateur , et qui décroissent quand x croit, le seul ie terme excepté. En négligeant donc Z, on a les équ. des asymptotes de notre hyperbole -
Vus Li; . 0 4
donc, après avoir résolu la proposée, complétez le carré sous le radical
où vous négligerez les termes constants, el vous aurez les équations des asymptotes.
Il est facile de construire ces équ. ; les droites se croisent au
ñn an oint {[——, B — — ui est le centre, et l’on a un 2e point P ( Im° P a) 1 $ P 4 en faisant + — 0, ce qui donne les ordonnées à l’origine B + n°
on portera sur l’axe des y, en dessus et en dessous du point
n 2V m de section de cet axe par le diamètre.
Dans le 1° exemple, p. 426,y—x+1Æ+y (2: — 6x%+ 4); ajoutant et Ôtant © sous le radical, il devient W/ [2 (x — ?} — ;]; négligeant 2, on a, pour équations des asymptotes (figure 259), F—x41+(2r—38)y Faisant nul, ontrouveY = 1+3y ;; il faut porter 3 p/ = de Benzet 2’; Ciet Ci’ sont les asymptotes.
Pour l’équ. page 428, on a y —x +24 (x° +- k); on néglige k&, et il vient, pour équ. des asymptotes, Y — x £2w.
La discussion de l’équ. devient très-facile qüand le terme en #’, où en 4° manque ; par exémple, Bey + Cx° 4 Dÿ + Er EF =0 donne, en résolvant , effectuant la division, et désignant par h, k, { des coefficients connus,
à Cx°LEz+E | AIRE".
PRET De 0 PARLE
Or si l’on construit la droite FC (fig. 266) dont l'équation est Bx + D = 0, cette ligne, parallèle aux y, est l’une des asymptotes nr AUS B de la courbe ; car plus x décroît vers la limite — D? et plus y augmente, devenant infini à cette limite ; ce qui montre que la courbe s'approche indéfiniment de la droite FC. D'un autre côté, en construisatit la droite F’G qui a pour équ. y = hr k, on voit qué pour obtenir les points de la courbe qui répondent à une abscissé quelconque #, on a l’ordonnée en ajoutant à celle de la droite F'G
la longueur G; °t comme plus x est grand, plus cette fraction
Bx + est petite, devenant nulle pour x infini, il est clair que la courbe s'approche de plus en plus de la droite F”G qui est la 2° asymptote.
Lorsque c’est le terme en 2? qui manque, on résout l’équ. par rapport à +, et on trouve de même les deux asyptotes, donit l’une est parallele aux %. Ainsi, quand l’équ. de la courbe est privée du terme en x? ou en y*, l’une de ses asymptotes est parallèle à celui des axes coordonnés dont le carré manque. Gette théorie ne suppose pas que les coordonnées soient rectangulaires.
Soit l’équ. à? — 2vy - 2x — 3y À 1 = 0, ona (fig. 266)
_æ+92r+1, . LÉ:
RE PSE SAT ST APE
l'équ. 2x L 8 — 0 est construite en prenant 47— — À, et menant FH parallèle à Ay ; l'équ. y = + x + + appartient à la droite Æ°G; ce sont les deux asymptotes. Le reste de la construction est facile (n° 421).
De même, pour 27° + 34y — 8y — 8x LE 1 = 0,
les droites GA, FI (fig, 263), dont les équations sont 37 — 3 = 0,
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à = 2 ? y +92, sont lés asymptotes, la première parallèlé aux x. Si l'équation est privée à la fois des deux termes en 4’ et y,
2y + Dy + Ex LF—=0,0ona
les deux asymptotes sont parallèles aux axes, et ont pour équation y= — Ë, x = — D. On pourrait discuter l'équation en transportant l'origine au centre , car l’hyperbole serait alors rapportée aux asymptotes prises pour axes (n° 425), l'équation prenant la forme Ty = NN.
3° cas. Courbes illimitées d’un seul côté, m — 0.
458. Lorsque »m — 0, ou B° —- 440 —0, les trois 1° termes de la proposée, ou 4ÿ + Bxy L Cx’, forment un carré (n° 138) : le radical de l’équ. (1) p. 422 se réduit à /{nx —- p). Après avoir tracé (fig. 248) le diamètre BI (y — «x — 8), on trouve son point D d’intersection avec la courbe et sà tangente £F, en faisant nx — p —0. Soit. — a — la racine 4E de cette équ., le radical devient p/ n (x — a), et n’est réel que quand n et x — a sont de même signé; donc x est > a, et la courbe est située comme M'DM lorsque n est positif; si » est négatif, æ est € a, et l'ona ODM'. La courbe qui s'étend à l’infini d’un seul côté est donc une . parabole.
On peut aisément en déduire le paramètre de ce diamètre, à l’aide d'un seul point de la courbe, et soumettre la courbe à une description rigoureuse (n° 438).
Soit l'équation y? — xy + + 2° — dy — x L5—0;on en tire y =2 x 1ÆEy (2x — 4); on prend 4£ — 2 (fig. 218), EF est limite, 4B = 1, DE — 2 ; la courbe est située comme W'DM.
Pour 4° — y + + x° — 2y + 3x — 8 — 0, on obtient le même diamètre ; et comme le rädical est p/ (— 2x —L 4), on a la courbe ODY'.
Sim ét n sont nuls à la fois, l’équ. devient y = ax . FE En à + V p.
* 1°Si p est positif, on a 2 droîtes parallèles, qu’on trace èn portant ÿ pen BD et BD’ sur l'axe des y (fig. 267), de part et d’autre du | point B où le diam, BN rencontre cet axe. (y + x) — Qy — 2x = 1
donney= — # X1Æ 2; on prend 4B = AN — 1, BN est le diamètre ; puis BD = BD'=y/ 2 — BN; et l'on mène DE, D'E’ parallèles à BN.
2° Si p est nul, y—= ax + B; on n’a qu’une droite : telle est l’'équ. (y + x) — 2y — 2x + 1 — 0, représentée par BN (fig. 267).
3° Si p est négatif, l'imaginaire subsiste toujours, et 2 n’y a pas de ligne. Telle est l’équ. (y + x) — 2y — 2x +2 — 0.
En un mot, (y + x) — 2y — 2x + 1 — k donne
Y—=—<X + —.- V k: # on prend 4B — AN — 1, et l’on trace BN, puis BD = D'B=Y k. Or, plus 4 diminue, plus les parallèles se rapprochent du diamètre BK, avec lequelelles se confondent enfin lorsque 4 — 0 ; si k est négatif, l’'équ. ne représente plus rien.
Quelque point G qu’on prenne sur BN (fig. 267), il doit couper au milieu la partie ZM d’une droite quelconque ; BN est le lieu d’une infinité de centres (n° 425).
Quand » et n sont nuls ensemble , la proposée rev ient À {y — ax — B) — p— 0: 1° quand p est positif, elle est le produit de y— at —B + pp par y — ax — B — V p, où x a même coefficient ; on y satisfait donc en égalant à zéro l’un indépendamment de l’autre ; 2° si p est nul, la proposée est le carré de y — ax — B, nos deux facteurs sont égaux ; 8° enfin, si p est négatif, on veut rendre nulle la somme de deux quantités positives, dont l’une + p ne peut être zéro, et l’équ. est absurde. Telles sont les. causes qui expliquent l'existence de nos trois cas pr
Il résulte de toute cette analyse que
I. Sim, ou B? — 440, est négatif, 4y° + Byx + Ce est plus | grand qu'un carré, C doit être Abe la courbe est fermée; elle est | une ellipse, ou un cercle, ou un point, ou rien. |
IT. Si», ou B° — 440, est positif, 4y° L Bry + Cx° est moin-. dre qu’un carré; la courbe est formée de deux parties illimitées; elle est une hyperbole, ou deux droites qui se croisent. On est dans ce cas, si C'est négatif, ou s’il manque +° ou y”, xy restant.
IT. Sim, ou B° — 44C — 0, 4y° + Bxy + Cx° est un carré, la courbe s’étend à linfini d’un seul côté; elle est wne parabole," une droite, deux parallèles ou rien : quand y manque , avec un des carrés +° ou y”, on tombe dans ce cas.
. 460. On peut composer à volonté une équ. du 2° degré, qui ren-
+ nt mt à on. dire dr er correct
DISCUSS. DES ÉQU. DU SEC, DEGRÉ. 455
tre dans celle qu'on voudra de ces circonstances. Il suflira de recourir à l'équation (1) p. 422, et d'y déterminer arbitrairement les constantes æ, B, m,.... ayant soin de composer le radical de sorte qu’il satisfasse aux conditions requises ; ainsi # sera négatif pour une ellipse, et 2° nx LL p — 0 aura ses racines réelles : » sera positif pour une hyperbole , et suivant que l’équ. précédente à ses racines réelles ou imaginaires, cette courbe coupera ou ne coupera pas son diamètre, etc. On peut enfin se donner des conditions qui déterminent toutes les constantes 4, B.... Voici un ex. de ce calcul:
L'hyperbole ponctuée (fig. 265) a l’origine C au centre, le diamètre BN fait avec les + un angle de 45°; CE — 1 donne G/Æ'tangente et limite de la courbe ; enfin le diamètre conjugué est CO = y 2 : trouver l'équation de cette hyperbole? Elle est visiblement y—=x EY m (x — 1), et il reste à déterminer m. Mais x = 0 donne le radical imaginaire; et changeant le — en -, il faut qu'il soit W/ 2; donc / m —Yy 2, et y? — 2ry — à — — 2 est l’équ. demandée.
Si l’on veut que l’équ. soit celle d’un point, une ou deux droites, ou rien, on peut opérer de même; mais il est plus simple de se conduire comme il suit :
L et M étant de la forme ky + x + g, on a
1° Pour un point, L? M°— 0 (p. 424) ;
20 Pour une droite, L—= 0 (p. 432);
3° Pour deux droites, LM = 0 (p. 426) ; et si l’on veut que ces lignes soient parallèles, le rapport des constantes 4 et / doit être le même dans Z et M (p. 431) ;
4° Pour que l'équation ne représente rien, W doit être un nombre positif quelconque dans Z° + M° + N = 0 (p. 425).
461. Après avoir discuté l'équ. (1), les coordonnées étant rectangulaires, on peut se proposer de Ia construire exactement, sans recourir à la théorie (n° 439), mais en rapportant la courbe à un système de diamètres. Prenons pour axes des +’ une parallèle au diamètre y = ax —- B, sans changer l'origine, ni “, des y.
Comme tang (2x) — «, on a cos (xx) — TES
sin (x2’)—= ak, (ry) — 90”, et les équations B A 3063) deviennent x — ha, y = «hr + y; la transformée de (1) est
ÿ =BEYV (mk 2° + nkx À p).
MATHÉM, PURES, T, 1, 28
1° Si la courbe a un centre, por tons-y l'origine; et l’équ, étant ainsi rapportée à des diamètres conjugués, recevra la forme (n° 427) y=V/(Q + Cx°) : il suffit donc de chasser les termes 8 et nkv.
n Posons y— yL8, x — 2" — ——; ces 2% termes sont les 2 2km et y du centre, et l’on trouve
doter Pr Rings Telle est l'équ. de la courbe proposée, réduite à ses diamètres conjugués. Rien n’est donc plus facile que de construire cette ligne (n° 431, 2°).
Pour Kéquagion # y= x IE V(— 2x + 6% — 4), ona CLS DE NS nn. m=—=— 2..,.,et l’on obtient, pour ti mée, 2 + g' — +; ainsi, après avoir tracé le diamètre BK, y = 2 + 1 (fig. 258), porté l’origine au centre C, comme on l'a vu (n° 454), ; restera à décrire une ellipse, dont les demi-diamètres CO, CD, sont égaux à / =.
2° S'il n’y a pas de centre, » — 0, et le radical devient ÿ' (nkzx'— p) : chassant les termes constants B et p, l’origine sera portée au point où la courbe est coupée par son diamètre ; savoir,
Y=Y +R, x = x" — £; d’où y”? — nkx". Après avoir décrit
le diamètre y = ax + B, l'origine sera prise au point où il coupe la parabole ; l'axe des y” étant parallèle aux y, et l'axe des x” le diamètre, la courbe sera facile à tracer (n° 438).
Pour y —:54—+ 1+#y (25—4), on a (fig. 248) à — +, k =y À, DAN et DF étant les axes, on a l'équation y”? = 4x” J/ +, qui est celle de la parabole MDM'; et comme, page 431-482, on a AB=RL AE = DE x 2:
CHAPITRE V
De la Génération des Courbes.
462. I. Quelle est la courbe qui résulte de l'intersection continuelle de deux droites 4M, BM (Gg. 268) qui tournent autour de
A et B, et sont toujours à angle droit en #? Prenons les Génératrices dans une de leurs positions 4M, MB : l'origine étant au milieu € de AB, et AC = r; les lignes 4 et A/B qui passent, l’une en À (— r, 0), et l’autre en Z (r, 0), ont pour équ.
y=a(x Lr,y—=a(x—7r), . . . (1) de plus, ona a@ ln Los Dis st 24 ere In Ilm(R)
puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de a et a’, qui ne satisfont pas à cette condition, répondent à des droites 4N et BN,
. ’ . , 1 ’ qui ne sont pas génératrices. Si l’on met — — pour a’, les équaa
tions (1), qui sont celles de toutes les droites passant en 4 et B, appartiendront à deux génératrices, dont les directions dépendront de la valeur de a qu’on voudra prendre : la coexistence de ces équ. fera que x et y seront les coordonnées CP, PM, du point de section de ces droites. En éliminant « de ces équations , + et y seront donc les coordonnées du point d’intersection de deux génératrices quelconques, puisqu'elles ne sont distinguées entre elles que par a, quin'y entrera plus.
Ainsi, l'élimination de «& et a’ entre les équations 1 et2, donne
Lots LE x + 7r TT changent (2) en y x = r°: on a un cercle dont le diamètre est 4B.
II. Si les deux génératrices 4M, MB (fig. 269) étaient assujetties à formerun angle donné ÆMB, dont la tangente fût £, l’équ. (2)
léquation de la courbe cherchée : «a —
serait remplacée par {= ——, : on aurait (22 y — r°)1 = 2ry. e placée p Cru sl Gama y En discutant (n° 450) cette équ., où 4C — CB —7r, on verra que
la courbe est un cercle dont le rayon est OB — V ( += :
CO — — donne le centre ©.
En général, an lieu de supposer la courbe décrite par un point qui se meut d’une manière déterminée, on peut la considérer comme engendrée par l'intersection continuelle de deux lignes (droites ou courbes) données, mais variables dans leurs positions ou leurs
formes, suivant une loi connue, On prendra ces génératrices dans 28*
l’une des positions convenables, et l’on aura leurs équ., telles que -
M—0, N— 0: de plus, le changement que ces deux lignes éprouvent tient à celui de deux constantes qui y entrent; mais sont assujetties, dans leurs variations, à une condition donnée P = 0. En faisant de nouveau le raisonnement ci-dessus, on prouvera que, si l'on élimine ces deux constantes entre ces trois équ., on aura pour résultat l’équ. de la courbe engendrée.
S'il y avait trois constantes variables, ontre P — 0, on devrait avoir une autre équation de condition Q — 0; il faudrait éliminer ces trois constantes entre les quatre équ. M —=0,N—0,P—0, Q = 0. Et ainsi de suite... , de manière à avoir toujours une équ. de plus qu’il n’y a de quantités à éliminer.
S'il y avait moins d'équations qu'il n’en faut, l’équation finale serait encore celle de la courbe cherchée ; mais il y aurait un ou plusieurs paramètres variables : le problème serait indéterminé, et l'on y satisferait par une série de courbes. Lorsqu'il y a autant d’équ. que de constantes, il en résulte des valeurs de x et y en nombre fini : on n’a plus que divers points; et s’il y a plus d’équ. encore, le problème est absurde. Tout ceci sera éclairci par des exemples.
III. Étant données les droites DN, Dx (fig. 270) et un point fixe A sur l’une, cherchons la courbe dont chaque point Æ est tel, que la distance MA est égale à la perpend. PAN sur Dry. Goncevons cette courbe comme engendrée par l’intersection continuelle d’une droite mobile PN, perpend. à Dx, pâr un cercle XZ, dont le centre est fixe en 4, le rayon et la droite variant d’ailleurs, de sorte que la condition donnée 4M — PN soit toujours remplie.
L'origine étant en 4, AM — x, AP —8, AD—=p,t=tang NDA; les équ. du cercle LKÆ et de la droite PN sont -
me, mb ot. Une (1)
L'équation de la droite DN, qui passe en D (— p, 0), est y = t (x + p); l'équation de condition 4 — NP devient a =t (8 + p). Lorsque l'on fait varier la droite et le cercle, « et 8 changent seuls ; il faut donc les éliminer à l’aide des équ. (1), ce qui donne
pe (1 — 6) — 2pe —Pp = 0.
1° Si 1, l'angle donné £'DA = 45, et l’équ, devient
D'ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 437 y = 2px + p’, qui est celle d’une parabole E'S, dont l’origine est au foyer 4, le sommet en $, 24S — 4E' — p.
2 Si < 1, l'angle NDA est <° 45°, on a une ellipse dont le centre C et les axes & et b sont tels, que
Lt EN PRE NE 1 AT r FRET LE? = TG;
Si DN est parallèle à DA, on a un cercle, ce qui résulte aussi de ce que, par la génération, PN est constant.
3° Enfin, sit > 1, ou £DA, changé en ZD4, © 450, on a une hyperbole. |
Cette propriété pourrait donner un moyen facile de tracer nos trois courbes; elles touchent toutes la droite donnée DE, DE”...., en son point de section avec 4E (n° 424).
IV. Imaginons que la ligne 4B (fig. 271) d’une longueur donnée se meuve dans l'angle BC4, de manière que ses extrémités 4 et B restent toujours sur les côtés de cet angle : trouver la courbe décrite par un point # donné sur cette ligne 4B? Soient b— AM, a — MB, AC, CB les axes coordonnés quelconques, et c le cosinus de l'angle 4CB qu’ils forment entre eux ; la courbe peut être considérée comme produite par la section continuelle des deux droites mobiles 4B, PM, dont les équ. sont y — ax + 8, x = >; d'où PM = «y + B, CP — y. Il s’agit de trouver l’'équ. de condition entre «, B et >. Or, le triangle PMB donne (D, n° 855), en faisant PB = 3, @ = 3 + PM: — 2cz. PM; d’ailleurs les parallèles AC, PM donnent bz — a X CP:doncona
bz = ay, a — 2 + (ay + 8} — 203 (ay HB).
Il reste à éliminer z, «, Bet +. Mettons y pour «y + B, nous aurons bz = ax, « = 2° + y — 2cyz; enfin, chassant 5, ab? = by L ax? — 2abcxy est l'équ. demandée, qui appartient à une ellipse (n° 454) dont C est le centre.
Lorsque l'angle 4CB est droit, tout le calcul se simplifie beaucoup : on a l’équ. by? + a°x° — ab, qui est celle de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes 24, 2b. Il en résulte un nouveau moyen très-facile de tracer une ellipse. Après avoir décrit deux lignes indéfinies Cy, Cx, à angle droit, on portera, sur une règle M'B, des parties égales aux demi-axes 4M = b, BM = a, puis on présentera cette règle sur l'angle droit yCx, de manière que les
points 4 et B soient sur les côtés de cet angle. Dans cette position, et toutes celles de même nature, le point # sera l’un dé ceux de l'ellipse ; on marquera ces divers points, et l’on tracera la courbe qui les joint. |
Si le point décrivant est situé en #' sur le prolongement de 4B, la même analyse conduit au même résultat, au signe près du terme — Dabcxy. Ainsi, en prenant BM' = a, AM —b, AB est la différence des demi-axes, au lieu d'en être la somme, et la construction demeure la même.
V. Si, du foyer F” d’une ellipse (fig. 238), on abaisse une perpendiculaire sur chaque tangente, quelle est la courbe qui passe par tous les points Z de rencontre de ces tangentes et de leurs perpendicülaires ? «y + b’xx' — a’b° est l’équ. dé la tangente au point (x”, y’) (n° 408). La droite, qui passe par le foyer (— x, 0), a pour équ. y — B (x + «); pour qu'elle soit perp. à la tangente, il. faut (n° 370) que B satisfasse à l’équation b°x'B — ay — 0 : les équ. dés génératrices sont donc à
œyy + bar =@b, bx'y= ay (x + à).
Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent de position avec +’ et y’; l'équ. de condition est celle qui exprime que ce point est sur l’ellipse, «y? + ba"? — a°b?. I] reste à éliminer 2’ et y’ entre nos trois équ. On tire des 1 x’ et y’, et l’on substitue dans la 8° ; on trouve f
By + a (a + a) = [y + a (e + ap.
En développant, on a
garage — PI (ed (0) = 03 or, = b— æ& — a? (n° 386) : le second terme devient donc
y° [(& + «)° + à? — a]; de sorte qu’en réunissant les termes affectés de x? — æ,ona
Le second facteur est visiblement étranger à la question, puisqu'il donne le foyer; l’autre donne le cercle circonscrit à l’ellipse ; c'est la courbe cherchée. | 1° b n'entrant pas ici, le cercle inscrit dans l’hyperbole résout la question proposée pour cette courbe (n° 397).
2° Ce cerele est commun à toutes les ellipses décrites sur le grand axe, et même au cercle qui se reproduit ainsi lui-même.
8° Comme y° +- x? = a° est indépendant de x, on trouve le même cercle en opéränt sur l’un et l’autre foyer.
VI. Pour résoudre le même problème pour la parabole (fig. 234), on verra aisément qu'il faut éliminer +’ et entre
y=pite), pn=—y(@—:p, y2=2p, Il vient 0 = (— 2xy° + 22° — pr) (p — ke ou en réduisant, æ [4y° + (2x — p}] = 0. Le 2° facteur donne le foyer; il faut le supprimer : le 1°, + — 0, donne l'axe des y ; c’est le lieu des pieds des perpend. (+, fig. 234, p. 382).
VII. La parabole NAK (fig. 272) étant donnée, trouver le lieu de tous les points 7, tels qu’en menant les deux tangentes NM et KM, l'angle qu’elles formeront soit toujours égal à un angle donné #.
Les tang. à la parabole aux points (4, y), (x”, y”), ont pour équ. (n° 404) fig. 272,
y'=pat+e), y =p@t+s) L’angle XMN, que forment entre elles ces droites (n° 370), a, pour
tang, { — Er = ESS Lorsqu'on change les points Æ et NN de con-
tact, cet ie doi rester le même ;£est constant : maisæ,Y,2";%") varient ; il faut les éliminer, et l'on a pour cela, outre les trois équ. prétédentés: 2 — 2pr, y? —= 2pr'. x et x”, tirées de celles-ci, changent les deux premières en
ÿ®—2yy + 2pr = 0, y —2yy" + 2pr = 0.
Ainsi, des deux racines de la première de ces équ., l’une est y’, et l’autre y’; donc yy" — 2px, d'où t — Er mt : deplus, y = y EV (y — Vpr) donne y” — y — 2 fois le radical; ainsi, léqu. cherchée est g° — Pa? — pr (2 Le) — à ep = 0.
c’est celle d’une hyperbole; et comme # n'entre qu’au carré, l’une des branches est décrite par le sommet #' de l'angle obtus X'M'N, et l’autre par celui #7 de son supplément NWKX. On trouvera aisément le centre C et les axes de la courbe.
Si l'angle donné } était droit, on { = « , on aurait (n° 398) 9x + p — 0; en sorte que si de chaque point de la directrice on mène deux tangentes à la parabole, elles font toujours entre elles un angle droit.
VIII. Il arrive souvent que l’équ. même de la courbe est donnée, ou presque exprimée dans sa définition, plutôt que par sa génération : ceci mérite à peine de nous arrêter. En voici un exemple : Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est la moyenne proportionnelle entre celles de deux droites données, correspondant à la même abscisse? Il est clair que y = ax LD, y—=ax + D étant les équ. des droites données, celle de la courbe est
= (ax + b) (ax +), où y — aux? — x (ab + ab) = bb’.
1° Si l’une des droites est parallèle aux x, «& — 0 donne g = ab'x + bb', qui appartient à une parabole qu'on décrira aisément, Quand a — 0, y — bb’ donne deux droites parallèles, une droite ou rien, suivant les grandeurs et les signes de b et D’. Lorsqu’on fait abstraction du signe des ordonnées des droites, outre notre parabole, on en a encore une deuxième égale et opposée, et qui a même sommet.
2 Si a et a’ sont de signes contraires, on a une ellipse ; lorsque aa — — 1, les lignes données sont perpend., et l’on a un cercle (on à aussi un point, ou rien).
8° Enfin, si a et a’ sont de même signe, on a une hyperbole : quand & — a’, l’une des asymptotes est parallèle aux droites données, d’où l’on peut conclure lautre (n° 450 et 457). On peut aussi avoir deux droites qui se croisent.
Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des signes des ordonnées , on a à la fois l’ellipse et l’hyperbole décrites sur les mêmes axes, comme fig. 247.
On pourrait varier beaucoup ces problèmes. M. Puissant en a mis plusieurs dans son Recueil de diverses propositions de Géométrie. En voici quelques autres :
IX. Deux angles de 45°, BAC, BDU (fig. 272) étant donnés de position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes 4 et D, de sorte que deux côtés 4B, BD se coupent toujours sur BE parallèle à AD. Quelle est la courbe décrite par le point C d’intersection des deux autres côtés 4C, DC?
On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi que la droite B£.
X. Soit un point # (fig. 274) tel, que ses distances 4M, BM, à deux points fixes 4 et B , soient entre elles dans un rapport donné; quelle est la courbe dont tous les points jouissent de cette propriété ?
En quel lieu de cette courbe 4 sera-t-elle tangente? Comment déterminer le point 7, tels que les distances M4, MB, MD à trois points fixes 4, B et D aient entre elles des rapports connus?
XI. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le lieu de tous les centres des cercles tangents à l’un et à l’autre.
Le mème problème pour deux cercles donnés.
XII. Les côtés d’un angle droit glissent sur une ellipse ou une hyperbole, à laquelle ils demeurent sans cesse tangents ; quelle est la courbe décrite par le sommet (fig. 272) ?
On peut prendre aussi l'angle quelconque, comme au problème VII.
XIII. Deux droites 4F, CD (fig. 220) tournent autour des extrémités 4 et C de la base d’un triangle donné ABC ; trouver le lieu BE de tous leurs points G d’intersection, en supposant que Det F
sont, dans leur mouvement , à la même distance de la base (voyez n° 376, VIII).
Problèmes qui passent le second degré.
463. Nous avons construit page 314, les racines des équations du 2° degré. L'exemple suivant montre ce qu'il faut faire lorsqu'on est conduit par la résolution d’un problème déterminé à une équ. où l'inconnue est élevée au delà du 2° degré. Soit
œ4 — pq? + pre + pm = 0.
Si l’on fait 2° = py, on a y — qy + rx + m° = 0; la proposée provenant de l'élimination de y entre celles-ci, si l’on construit les sections coniques qui s’y rapportent, les abscisses des points d’intersection seront les racines cherchées : ce sont ici deux paraboles, La proposée aura ses quatre racines réelles, quand les deux courbes se couperont en quatre points : il n'y aura que deux points d’intersection s’il n’y a que deux racines réelles : elles seront toutes quatre
imaginaires, s'il n’y à aucun point commun entre les courbes, Au cas qu’il y eût quelques racines égales , les deux courbes : se toucheraient, ete. -
Mais comme l’une des deux courbes est arbitraire , il convient toujours de préférer le cercle comme plus aisé à décrire. Après avoir tracé les deux axes rectangulaires 4x, Ay (fig. 275), on décrira l’hyperbole xy = pm entre ses asymptotes ; éliminant pm, la proposée devient l’équ. d'un cercle facile à décrire,
r1 æ? = y [1 = pq.
Prenez 4C — mn ; du centre C, avec le rayon V/( Li pe),
me)
tracez un Pc RATE sérà coupée en des points M, M”, N, N', dont les abscisses 4P, AP, 4Q, A4Q', seront les 4 racines x. cherchées ; deux sont positives dans la fig., les deux autres négatives. Il pourrait n’y avoir aucun point d'intersection, ou seulement deux.
De même, pour æ4 — px? EL p’qx + pr — 0, on prendra 2 = py; d'où y? — py + gx + pr = 0; ajoutant x? — py = 0, il vient
pa — Dpy + gr +pr=0, = py,
équ. d’un cercle et d’une parabole faciles à décrire. Pour 2 E «x — aq — 0, multipliez par x; faites à? = ay; d’où y Æ ay — gx —= 0; ajoutez la précédente, il vient
pag, où y°—+ a = 2ay gr, suivant que la proposée contient 4 a? on — &?. On construit le cercle que cette équ. représente; les abscisses des points communs « avec la parabole, x? — ay, sont les racines cherchées; x = 0 répond à la racine introduite.
Pour x? — 8a°x — 24, le même calcul donne
= ay, y + à = hay + 2ar.
Soit décrite la parabole HA (fig. 276) dont le paramètre est a, et le cercle C4M, dont le centre est C (a, 2a), etlerayon 4C—=ay/ 8;
le point # d'intersection à pour abscisse x = AP ; c'est la seule. racine réelle.
On peut, par cette construction, obtenir la valeur de V4 UE
Étant données déux droites & et b, trouver entre elles deux moÿennes proportionnelles # et y, a : x : y : b. Puisque 2° = ày, y” —= bx, en construisant deux paraboles, dont a et b soient les paramètres, qui aient l’origine pour sommet commun, et dont les axes respectifs soient ceux des y et des x; on aura, pour äbscisse > et l’ordonnée y de leur point commun, les lignes demandées.
Mais les constructions sont plus simples en employant le cercle au lieu de l’une des deux paraboles. Ajoutons nos équations, il vient 2° y? — ay — bx — 0, et l’on retombe sur la fig. 276, où BC = + a, AB — © b.
Lorsque b — 2a, on a x? — 24°; ce qui résout le célèbre pro-
x . . . . nm blème de /a duplication du cube. Si l’on fait b — — 4, comme on
3 m 3 0 3 . . 1 a &° —— à : on peut donc aussi former un cube z°, qui soit à un n
cube donné @, :: mn.
En général, ces constructions peuvent être variées de bien des manières ; car, puisqu'elles dépendent de deux courbes dont on a les équ., en multipliant ces équ. par des indéterminées et les ajoutant, on obtient différentes courbes PRAREeE à la résolution du pro- Mmé.
464. Au reste, il peut arriver qu'une question proposée comme déterminée ne le soit pas (voy. n° 376, Il), ou même qu’on puisse en faciliter la solution, lorsqu'elle est déterminée, en la faisant dépendre d’une autre question qui ne le soit pas. L'analyse indique d’elle-même ces modifications ; c'est ce qui va être éclairci par les questions suivantes.
I. Étant donnés deux points 4 et B (fig. 277), trouver un 3° point , tel, qu'en menant 4M et MB, l'angle MAB soit la moitié de MBA. pion AB — m; les équations-de 4M, MB sont y—=at,y—=— «à (x — m), Pere étant en À : or, a et a’ sont des tangentes d’angles doubles l’un dé l’autre; donc. .
2a TE » . 4 .
Le (L, 359). Éliminons a et a’ entre ces trois équations,
et faisons abstraction de y — 0, qui n’apprend rien; il vient
> — 82° + 2mx = 0.
On voit que la question est indéterminée , et qu’on y satisfait en prenant pour #7 chaque point de l’hyperbole que nous allons construire, Faisons 4C— CD == m — + AB; C sera le centre, 4 et D les sommets; les asymptotes CG, CH, font avec AB un angle égal aux deux tiers d’un droit, }/ 8 en étant la tangente (n° 852); cette courbe MD sera celle dont il s’agit.
Si l’on veut partager un arc de cercle 4£EB, ou un angle 4XB, en trois parties égales, on prendra le tiers 4C de sa corde 4B ; construisant l’hyperbole ci-dessus, l'intersection avec l’arc donnera (n° 212) le tiers £B de l'arc, ou le tiers E XB de l'angle. |
Pour résoudre le problème de /a trisection de l'angle, nous l’avons d’abord présenté sous une forme indéterminée, et même plus générale, puisque nous aurions pu de même trouver le point d’un arc d’ellipse Z£B, ou de toute autre courbe, qui remplit une condition analogue.
IT. Mener une droite DD”, y — ax + b (fig. 278), de manière que la somme des perpend. MD, M'D', abaissées de deux points: donnés # et M, soit égale à une longueur connue — mn. Il s’agit de déterminer a et b par la condition MD + MD' = m.
La distance du point M (x, y) à cette ligne (n° 374) est ax — y + b VU a) (a — y +5) La —yÿ +=my (4e) : (D) Cette équ. ne pouvant faire connaître que a ou b, le problème est
indéterminé ; si l’on met y — ax pour b dans (1),on a
y—i (y +y=ale—i(+e)]+inp (+); c’est l'équation de la droite cherchée. Transportons l’origine au
milieu de MW’, en C[£ (x x”), (y +y')],ona y= ar LE mp a)s ee, Ju, 1(0)
La direction de la droite est restée arbitraire ; seulement on voit que lorsqu'on à choisi «a à volonté, l’ordonnée à l'origine est = mW/ (1—+ a); ainsi (n° 374) la distance FC— + m, ce qui fournit cette construction. Du centre C des moyennes distances aux axes,
. e". A ‘4 172 1, ; en raisonnant de même pour #' (x”, y’), on a
on décrira un cercle avec le rayon + m» : toute tangente à ce cercle satisfera seule à la condition exigée. C’est ce que rend évidente la propriété connue du trapèze MDD'M (n° 219, 4°).
Si l'on eût donné trois points, il aurait suffi d'ajouter ax” — y" +b
au 1e membre de (1) : en général pour # points, il faudrait remplacer » dans (2) par —. Donc la somme des perpendiculaires
menées de » points sur la droite DD’ est — m, quand DD' est tangent au cercle FC décrit du centre des moyennes distances avec un rayon FC= la n° partie de m.
TI. Étant données deux droites 4P, AD (fig. 279), cherchons un point Æ, tel que les perpend. MP, MD soient entre elles dans un rapport donné= n : m. Prenons 4P pour axe des x, 4 pour origine; AP = x, PM = y; enfin y = ax pour l'équation de 4D.
La perp. (n° 374) MD — VU a) — —— par condition ; d’où anx'
A J n=my (La) Donc, tous les points d’une droite 4M passant en 4, satisfont à la question. Prenons des parties 4C— m, AB — n , sur les perpendiculaires aux droites données , et menons des parallèles BM, CH, à ces droites ; # sera l’un des points de la ligne cherchée, puisqu'il satisfait à la condition : cette ligne est donc 4M.
Si l’on voulait obtenir sur la courbe AN Îles points M et NW, qui jouissent de la propriété assignée, il faudrait construire la droite AM, et prendre ses points d’intersection # et N avec la courbe.
Le point # pourra être situé au-dessous de 4D ; alorsp/ (1 ls a?) ayant un signe contraire, il faudra prendre 4C’ = m en sens opposé de AC, et la section de BM avec C'I.
IV. D'un point Æ (fig. 280) menons deux tang. XM, KN à l'ellipse donnée CMN, et la corde ÆZN qui joint les points de contact. Si l’on fait parcourir au point À une droite quelconque 4B donnée, les points M, N varieront ainsi que MN ; on demande la courbe qui est le lieu des intersections successives de ces cordes HN.
Menons, par le centre C, CD parallèle à 4B, et CA diamètre conjugué de Cy ; prenons ces lignes pour axes. En partant de l’équ. de la tang. à l'ellipse, et exprimant qu'elle passe par un point donné K (x, B), on a prouve (413) qu’il y a deux tang., et que la corde MAN, qui jointles points de contact, a pour équ. «By + b'ax = «b?. Si l’on place le point Æ en B, l’'équ. de la nouvelle corde mn sera la même en changeant B en £’. Le point de section de ces cordes se trouve en éliminant # et y entre leurs équations. En les retran-
chant, il vient @y (8 — 8°) =0, ou y = 0, Ilest donc prouvé que le
point de section est sur l’axe des x, et cela, quels que soient 8, L'; d’où
résulte que toutes ces cordes se coupent en un seul point. La même
propriété a lieu pour l’hyperbole et la parabole (voy. n°s 407 , 413). 465. Les principes exposés précédemment suffisent quelquefois
pour discuter les équ. de degrés supérieurs en z et y. Par ex.,
ÿ — a$ (a — b) x? + abx — 0,
d’où y=EV x (x —a)(x +b); la courbe (fig. 288) est symétrique des deux côtés de l’axe des y, qu’elle coupe aux trois points 4, C et B, pour lesquels x = 0,
a et —'b. On ne peut prendre x positif <a; mais æ peut croitre indéfiniment au delà ; ainsi la courbe s'ouvre à l'infini et ne s’étend pas entre 4 et C. Dans le sens des x négatifs, elle forme une feuille entre À et B, et ne dépasse pas B.
Si a —=0,y— + y (x + b), l'espace 4C est nul, et la double branche infinie a son point C soudé en 4. Si b — 0, y—= + x (x — a), la feuille 4B se réduit à un point 4, isolé de la branche infinie CH.
e ED . \ 1 Soit encore l'équation y —x°y° = 1, d’où y = +
V (A — +) DE 2 AE Pt la courbe est symétrique par rapport aux æ et aux y, et si l’on plie la fig. selon lun ou l’autre de ces axes, les parties coïncident; x est <7 1, et comme x = Æ 1 donne y —< , deux parallèles aux y menées des deux côtés de cet axe à la dis-
tance 1, sont asymptotes de la courbe qui est entièrement renfermée «
entre elles. Enfin x <°Æ 1 ; ainsi la courbe est composée de deux branches infinies et opposées, séparées par un intervalle, comme dans la fig. 263, excepté qu’elles sont rénfermées entre deux parallèles aux y, et > + 1.
Enfin l’équ. 292 y# — y — a — ay +az= 0, équivaut à (a? + y — I] ES 0,
en égalant chaque facteur séparément à zéro, on trouve que la
courbe est formée du système d’un cercle BCP (fig. 2838) dont le rayon est 1 et le centre à l'origine C ; et d’une parabole Z4W", Les s
choses se passent ici comme n° 460, &°,
INTERPOLATION
De quelques autres Courbes.
466. Lorsqu'on donne divers points F, G, M, Z.... (fig. 211), il y a une infinité de courbes qui les unissent ; cependant, parmi celles qu’on peut choisir, il en est une qu’on préfère, comme étant plus simple que les autres ; c'est celle dont l'équation est y = À + Bx + Cx? 4 etc., et qu'on nomme Parabole, par analogie avec la courbe que nous connaissons sous ce nom. Après avoir tracé deux axes 4x, Ay, et marqué les coordonnées 4D, DF, AC, CG.... des points connus, on comprendra dans l'équ. autant de termes qu'il y a de ces points, et il s’agira d'en déterminer les coefficients 4, B, .... par les conditions données, savoir, que Lx= AD — a donney= DF = a; d'où a = 4 + Ba + Ce +... 2° de même, x —8 donne y —b; b — 4 + BB 4 CB +...., en ainsi des autres points. Il faudra ensuite éliminer les inconnues A, B, C,.... afin d'en obtenir les valeurs.
Le calcul peut être présenté d’une manière simple et générale; car, puisque # = « doit donner y — a, la valeur de y est de la forme de y — Aa KX, À et K étant composés de manière que
œ = arende 4 = 1; et À — 0 : ainsi (ne 500), AK —(x — x) K.
! De plus, quand z — B, on a y — b; donc on a en général y= Bb + L, L étant —{(x — 8) L'; de sorte que, pour allier ces deux conditions,
z — L . TL '_ K& , 1, JE ptet, Bb He a (rs — 08) Nr;
A'et B' étant = 1, lorsqu'on fait respectivement + — «, ou — £. En continuant le même raisonnement, on verra que
_y = Aa+ Bb Ce + etc.,
__(z — BP) (x — 9) (x — d). .
mn IG D (a — >) (x —.d). . .?
pts ce — 9) (2 — dh w.
es à NE diet
en prenant pour chaque coefhcient une fraction ayant autant de facteurs moins 1, qu’il y a de points donnés. On obtient ainsi l’équ. approchée d’une courbe donnée, mais
tracée au hasard ; il suffit d’y distinguer un nombre suffisant de | points, pris surtout aux lieux où la courbe offre des sinuosités mar- | quées, et d’en mesurer les coordonnées «, a, B, b, ....
On pourra ainsi trouver, entre des points isolés F, G, M, Z, . .. d’autres points assujettis à la même loi; et de même, entre plusieurs quantités liées par de certains rapports, obtenir une loi qui puisse servir à faire connaître, par approximation, quelque circonstance intermédiaire. C’est en cela que consiste la méthode de l’Interpola= | tion, dont l'application est si fréquente aux phénomènes naturels | (voy. n°° 637 et 947). |
Les mêmes raisonnements servent à faire passer une courbe de | nature connue par une série de points donnés : l'équation de cette | courbe doit alors renfermer autant de constantes arbitraires qu'il ! y a de ces points, sans quoi le problème serait absurde ou indéter- | miné. Ainsi l’équ. la plus générale du cercle étant
CO cmmt es pe CA PR
on ne peut exiger que cette courbe passe par plus de twis points connus (x, a), (B, b), (>, c), et l’on aurait, pour déterminer les constantes k, k et r, les conditions
@— 1} +(e— (B — 4} + (8 — 4} ( — 4 + —h = nr.
Si le rayon r était connu, on ne pourrait plus se donner que deux points, et ainsi de suite.
En général on peut faire passer une section conique par cinq points, puisqu'il y a cinq arbitraires dans l’équ. générale du 2° degré, dégagée du coefficient du 1° terme.
467. Quelle est la courbe DM, OË (fig. 281) engendrée par l'intersection continuelle de la ligne BM, qui tourne autour de B, et d’un cercle ME OQ, dont le centre C glisse le long de AC, de manière que ce centre soit toujours sur BMW? Prenons 4x et BD pour axes. Soient 4C —«, AB = b, CM — AD — a, les équ. du cercle, et de la droite BM qui passe en B (0, — b) et C (x, 0), sont
M ras don AS
éliminant «, il vient ay = (a — y°) (y + b}, ;
La
CONCHOIDE, CISSOIDE, LOGARITHMIQUE. 449
Telle est l’équ. de la courbe proposée, que Nicomède a nommée Conchoïde. WU suit de sa génération qu'elle est formée de deux bran ches, l’une au-dessus, l’autre en dessous de 4x, étendues à l'infini, et dont 4x est l'asymptote; que la plus grande largeur est en DD”, lorsque la droite mobile BM est perpénd. à 4x. Si 4B est a, alors il y a en D'un nœud; ce nœud s'évanouit, et ne laisse qu’un point de rebroussement, lorsque 4B = a (voy. fig. 282).
468. Le cercle AFB (fig. 283) et sa tang. BD sont fixes ; la droite AD tourne en 4, et AM est toujours pris — FD : quelle est la courbe des points #7? Elle résulte de la section continuelle de AD ; par un 2° cercle, dont le centre est en 4, et dont le rayon Æ variable est sans cesse — FD. Les équ. de nos deux cercles, l’origine étant en À, sont à + y — R°, y = 2ax — x° ; celle de 4D est y — Ax; À et À varient, et l’on a An À FD, ou AP = EB.
2a 4° Or, on trouve (n° 372, 354) AE = —— ï _. Ti 1 EB — TE R Mg De PT ARSREULEURNANNE OBS TVA RP NT DA
c’est l’équ. de condition.
Éliminant R et.4, à l’aide de #° y R, y — Az, on a l'éqn. cherchée CET. æ° a+ x — 2ay; d'où y — ge Il résulte de cette équ. que, 1° x ne peut être > 2a, ni négatif: . ainsi la courbe est renfermée entre 4y et BD ; 2° elle estsymétrique de part et d'autre de 4B ; 8° elle passe par l’origine 4 (où elle a un rebroussement) ; #° x — a donne y — + a : les points ZZ et A’, où la courbe coupe la circonf. directrice, partagent celle-ci en ses quatre quadrans ; 5° x — 2a donne y — « : BD est asymptote. Cette courbe est nommée Cissoïde de Dioclès.
469. La courbe OBM (fig. 284), dont les abscisses 4£, AP.... sont les logarithmes des ordonnées correspondantes £F, MP. est nommée Logarithmique : son équ. est x — log y, ou y = a", a étant la base (n° 145). IL est facile de voir que, 1° la courbe n’a qu’une seule branche, qui est infinie à droite et à gauche; 2° l’ordonnée 4B à l’origine est = 1; 8° soit 4£ — 1 — AB, on a EF = a=— la base ; 4 si a est > 1, la partie BM de la courbe qui est dans la région des x positifs, s’écarte sans cesse de 4x (le con- MATHÉM, PURES, T, 1, 29
traire a lieu lorsque a < 1); l'autre partie FO s'approche de 40 ; QAx est l'asymptote. 5° Si l’on prend des abscisses successives en progression par différence, les ordonnées correspondantes formeront une progression par quotient.
Les différentes espèces de logarithmiques sont distinguées entre elles par la base a. |
470. Formons la courbe des sinus (fig. 289) : l'équ. est y — sin x. Chaque abscisse x est le développement d'un arc de cercle dont l’ordonnée y est le sinus, le rayon étant r. Si l'arc est 0, 7r, 27r, .…. le sinus est nul : à partir de l'origine 4, et de part et d'autre, on'prend 4AB= BC—= AB" Fr, les points 4B}BS"C, C’.... sont ceux 6ù la courbe coupe l'axe des x. L’arc croissant depuis zéro jusqu’à + 7r — 4£, le sinus croît aussi jusqu’à £F—r; mais # continuant de croître, y diminue ; la portion 4FB de courbe est symétrique par rapport à FÆ, Lorsque æ passe 4B — 7r, le sinus devient négatif; et comme il reprend les mêmes valeurs, on
a une autre partie de courbe BC égale à la première. Le cours se continue ainsi à l'infini. Ces courbes ne diffèrent entre elles que par le rayon r.
471. Un point Æ (fig. 285) se meut le long de CH, en même temps que CA tourne en €; quand ce rayon mobile était couché sur CA, M était en À; et l’on exige que 4C soit toujours à 4P, comme le quadrans ac est à l'arc décrit ab. On demande quelle est la courbe 4MDB décrite par 4? Elle est produite par l’intersection continuelle du rayon CMet de PM perpend. à C4. Cétant l'origine, soient 4C— a, ab —= 8, CP = à, les équ. de CM et PM
: + AC ac sont y — x tang 0, x — «x. Mais la condition imposée —— — — J 5% P AP ah a Et UNE Alpe nf donne = “—; éliminons « et 0, il vient a — «x 6) r(a — x y —= %& tang Es)! Ouy—+x CO Bd Ve a 2a
ILest aisé de voir, 1° que’ la courbe est symétrique de part et
d'autre de Cy; 2° que Æ x © a rend y négatif; 8° que + x — 2a. donne les asymptotes ON, O'N'; x — 0 donne y — 0 X « ; ex-"
pression singulière de l’ordonnée CD, et dont nous rechercherons plus tard la valeur (n° 786). Dinostrate, inventeur de cette courbe,
QUADRATRICE, CYCLOIDE, 451
lui a donné le nom de Quadratrice, à cause de l'utilité qu'il lui supposait pour là quadrature du cercle.
472. Si un cercle G} (fig. 290) roule sur une droite 4B, le point M, qui originairement était en contact en À, aura décrit l’arc 4M; et le nouveau point de tangence avec 4B sera en D, de sorte que AD sera le développement de l'arc de cercle MD. En continuant le mouvement du cercle, le point # tracera la courbe AMFB, qu’on nomme Cycloïde, Roulette ou Trochoïde.
Après une révolution complète, le point # se retrouvera au contact en B, qui sera un point de la courbe, 4B étant la circonférence du cercle générateur : en £, milieu de 4B, le diamètre FE — 9r de cecerele, est la plus grande ordonnée; la courbe estsymétrique de part et d'autre de l’axe FE. La cycloïde continue son cours à l'infini, en formant en 4, B... . des rebroussements.
Prenons l’origine en 4, 4P — x, PM — y; comme . . . . .. AP = AD — PD, on a x — MD — 3, en faisant PD = 2; z est l’ordonnée OM du cercle CM, l’abscisse y étant DQ; d’où 8 = 2ry — y”. Or, MD est un arc qui, dans le cercle dont le rayon estr, à & pour sinus; Ce qu'on exprime ainsi :
MD = arc (sin — 5); donc on a æ = arc (sin — 3) — g, ou 3 = sin (x + 5); 3 = 2ry — y’.
Si lorigineesten F, FS— x, SM —y, FK —=u,ona FS = AE — AP = AE — (AD — PD) — demi-circ. FKE — arc MD + MQ — FX 4 KN, ouz—=arc (sin —=z)-E 3, 3=—=sin(x — 5), ou x — u sin w.
Les travaux de Fermat, Descartes, Roberval, Pascal, Huyghens, .... ont rendu cette courbe célèbre ; elle jouit de propriétés géométriques et mécaniques très-singulières, mais ce n’est pas ici le lieu de nous en occuper. Foy. le second volume.
Si l’on eût cherché la courbe décrite par un point du plan circulaire différent de ceux de la circonférence, on aurait eu une autre espèce de cyeloïde. On aurait aussi pu donner au cercle mobile un mouvement de translation dans l’un ou l’autre sens, outre celui dont nous venons de parler, ce qui aurait allongé ou accouret la
cycloïde. Enfin on aurait pu faire rouler la circonférence sur une autre courbe : on aurait eu ce qu’on nomme les À picycloïdes. Mais nous ne pouvons qu'indiquer ces objets.
473.0On nomme Spirale une courbe qui est coupée en une infinité de points par toute ligne passant par un point fixe ou pôle. Les spirales forment un genre de courbes dont la génération nécessite, pour ainsi dire, les coordonnées polaires. Telle est celle de Conon, qui porte le nom de Spirale d’Archimède , parce que ce célèbre géomètre en a le premier reconnu les propriétés. La droite 47 (Hg. 286) tourne autour de 4, pendant qu'un point mobile Æ glisse le long de 47. Cherchons l’équ. de la courbe 4MNC, qu'il trace, en supposant que Æ4Z est placée en 4C, quand le mobile est en À ; qu'après une révolution, lorsque 41 se retrouve en Æ4C, le mobile # est en C; qu’enfin les espaces AM = r qu'il parcourt sont proportionnels aux angles Z4C— 0 que décrit 42.
La valeur angulaire 27 devant répondre à 4C = a, on a
6) —— —<— — —; donc, 27rr = 4 T
est l’équ. cherchée. La courbe passe en 4, en C...; les révolutions successives de 47 donnent 0 — 27, — 47, —..,. ; d’où r— a, —= da,.... de sorte que, chaque fois, le rayon vecteur augmente de a. Comme, pour un nombre quelconque # de révolulions, l’équ.
aë : aô FT —= ce devient r — ak + 9”
k étant un entier quelconque, tous les rayons vecteurs s'accroissent aussi de a.
474. Soient menées les perpend. 4C, CD (fig. 287), et décrit du centre C des arcs, tels que PM, égaux en longueur à une ligne donnée CD — a; les extrémités A de ces arcs déterminent une te " Ch CM.
courbe NA, dont on trouve aisément l’équ.; car on a 38 Et or, PM = a, Ch = 1; donc r — a. L’analogie de cette équ. avec xy Em à fait donner à cette courbe le nom de Spirale hyperbolique : on voit d'ailleurs que DE, parallèle à AC, est asymptote.
| & . a} ——— Puisque x — ro n'est nul que quand = © ; et comme 0 — 27,
SPIRALES
— hr, ..., donnent des valeurs de 7 de plus en plus petites, la courbe fait autour du pôle des circonvolutions, et n’y parvient qu'après une infinité de tours.
On a donné de même le nom de Spirale logarithmique à la courbe dont l’équ. est0 — log r, ou r — a. 0 croissant, r croît aussi, et le cours de la spirale s’étend à l'infini; mais 9 étant négatifet croissant, r décroit, de sorte que ce n’est qu'après un nombre infini de tours que la courbe atteint le pôle. Elle participe, comme on voit, des deux précédentes.
La Spirale parabolique a pour équ. r — a Æy/ (pô), de sorte que r — a est moyenne proportionnelle entre p et 4 : on reconnaitra aisément la forme de cette courbe.
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