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PRÉFACE
Ce Livre est la suite du Cours complet de Mathématiques spéciales, dont le Tome 1 [Algèbre et Analyse) a paru en 191 4-
Je dois tout d'abord m'excuser auprès des lecteurs de mon premier Ouvrage de leur avoir fait attendre le second pendant près de six ans. La Guerre a été la seule cause de ce retard excessif.
Malgré cette longue interruption dans la rédaction de mon Cours, j'espère lui avoir laissé toute l'homogénéité que j'escomptais au moment de l'entreprendre. Le but que je poursuis est toujours le même dont j'ai exposé les grandes lignes dans la Préface du Tome I.
J'ai intitulé ce Tome II : « Géométrie » et non pas « Géométrie analytique », parce que, quoique le calcul ait été mon principal instrument, je n'ai pas hésité, toutes les fois que cela me semblait plus simple ou plus fécond, à employer exclusivement le raisonnement géométrique ou bien à le combiner avec la méthode analytique. J'estime qu'il faut habituer les élèves à savoir discerner, dans leur arsenal, les armes les plus puissantes, celles qui doivent les conduire au but avec le moins de peine. Cela n'empêche pas de leur faire traiter quelquefois, par un calcul très long, une question qu'un raisonnement résout en quelques lignes ou, inversement, de leur faire découvrir une solution géométrique subtile, alors que la solution analytique est évidente. Mais, de tels exercices doivent être considérés comme une pure gymnastique, dont l'utilité est très soutenable.
J'ai mené de front la Géométrie plane et la Géométrie dans l'espace, la séparation qu'on établit généralement entre elles me paraissant trop artificielle, surtout en Géométrie analytique, où, la plupart du temps, il suffit de supprimer une coordonnée pour tomber de l'espace dans le plan. Je n'ai fait exception que pour quelques
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Chapitres tels que Droite et Plan, Cercle et Sphère), dans le seul but de les rendre moins longs.
J'ai divisé l'Ouvrage en deux Parties. Dans la première, j'expose les théories générales et, dans la seconde, je les applique à l'étude des courbes et surfaces classiques (exception faite pour la droite, le plan, le cercle et la sphère, dont l'usage est indispensable dès le début |.
J'ai réduit, autant que j'ai pu, la théorie des courbes et sur/aces du second degré, tout en exposant néanmoins, dans leurs grandes lignes, les principales questions qui en font l'habituel objet. Certains Lecteurs estimeront peut-être que j'ai trop condensé ces jolis développements, qui, pendant de nombreuses années, ont constitué presque exclusivement l'enseignement de la Géométrie en Mathématiques spéciales. D'autres, au contraire, inclinant aux tendances nouvelles, me trouveront réactionnaire et jugeront inutiles des Chapitres entiers.
Je suis resté entre les deux camps, ce qui est, sans nul doute, la meilleure position pour recevoir des critiques de part et d'autre. En voici la raison.
L'utilité pratique des coniques et des quadriques me semble très limitée; c'est pourquoi je n'ai pas voulu écrire un Livre qui leur soit consacré en majeure partie, comme l'ont été tant de Traités de Géométrie analvtique. Les lecteurs que ces lignes et surfaces intéresseraient particulièrement pourront se les rendre familières en traitant les nombreux exercices que j'ai proposés à leur sujet.
Par contre, je considère comme désirable, bien que cela ne soit plus guère de mode, que le goût de la Géométrie persiste chez les futurs mathématiciens et la théorie des coniques et quadriques me paraît éminemment propre à le leur donner. C'est pourquoi je n'ai pu me résoudre à sacrifier certaines questions, dont quelques-unes ne font même plus partie des programmes, mais qui m'ont paru susceptibles d'intéresser, malgré tout, les élèves d'élite. Les lecteurs pour qui ces questions n'auraient aucun attrait pourront, sans inconvénient, les laisser de côté.
Dans un ordre d'idées opposé, j'ai donné aux problèmes de Géo-
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métrie infinitésimale tout le développement qui m'a paru compatible avec les connaissances que doit posséder le lecteur de mon Tome 1 en Calcul différentiel et intégral. Je n'ai pas craint d'esquisser certaines théories, telles que lignes asymptotiques, lignes de courbure, congruences, etc., qui ne sont pas encore au programme de la classe de Mathématiques spéciales, mais qui me paraissent aussi faciles à assimiler que bien des calculs de pure Géométrie analytique.
J'ai fait grand usage des points à V in fini et des éléments imaginaires, car ils permettent de voir clair dans bien des questions, qu'on traite, au contraire, avec peine, quand on n'est pas familiarisé avec ces notions.
Dans les exercices, j'ai envisagé souvent des applications numériques^ avec des données prises au hasard, afin que le lecteur puisse juger de la valeur pratique des méthodes qui lui sont offertes, point de vue laissé trop souvent de côté, semble-t-il, par les mathématiciens. Par contre, la précision de la règle à calculs m'a toujours paru suffisante et c'est uniquement avec cet instrument que j'ai traité les exercices numériques résolus.
.T. Hvv*..
Glermont-Ferrand, 3o décembre 1919.
COUUS COMPLET
DE
I. — HOMOGÉNÉITÉ
1. Eu Géométrie, surtout en Géométrie analytique, il y a constamment lieu d'introduire les mesures de certaines grandeurs ( lignes, surfaces ou volumes), entre lesquelles on établit des relations. Cela suppose nécessairement l'existence d'une unité de longueur, d'où dérivent, comme on sait, les unités de surface et de volume.
Dans les applications numériques, celte unité est généralement fixée | mètre, centimètre, etc.); ou bien, on se la fixe soi-même par un certain segment tracé sur la figure.
Dans les questions théoriques, au contraire, on ne s'occupe généralement pas du choix de l'unité de longueur et les équations sont établies indépendamment de ce choix. C'csl alors qu'il y a lieu d'appliquer le principe de V homogénéité.
2. Rappelons d'abord un théorème évident d'Arithmétique : Si,
(') Ce Chapitre n'est pas indispensable pour la compréhension des Chapitres suivants. Néanmoins, le lecteur fera bien d'avoir constamment présent à l'esprit le principe de L'homogénéité, qui donne lieu à d'utiles vérifications dans les calculs de Géométrie analytique.
IIa.u;. — Cour.';, II. i
//<<///■ mesurer une même grandeur, on prend successivement deux
imites différentes l et l . de rapport -r-, = /. , les deux mesures
correspondantes m et m sont dans le rapport inverse — , = y-
Cela posé, imaginons qu'entre les mesures de différentes longueurs d'une même figure on ait établi une certaine relation, indépendamment de tout choix d'unité. D'après le théorème ci-dessus, ces mesures ne sont définies qu'à un facteur arbitraire près; puisque, si l'on vient ;i changer d'unité (ce qui est permis, parce que celle-ci n'est j)a- fixée), toutes les mesures sont multipliées par le même nombre. Ces dernières sont dès lors nécessairement représentées par des lettres a. A. c /, qu'on est en droit de faire varier proportionnellement autant qu'on le veut. Il suit de là que la relation établie
ne doit pas changer quand on multiplie toutes les lettres a, b, ... par un même facteur arbitraire. C'est ce qu'on exprime en disant que la relation est homogène.
En théorie, il ne s'ensuit pas nécessairement que la fonction f soit homogène (t. I, n" 133) ('). En pratique, cela a toujours lieu.
3. Si. dans une question, les données ne sont pas homogènes, ce cjui arrive, en particulier, si certaines sont purement numériques, cela implique le choix d'une unité de longueur.
Mais, si, parlant de données homogènes, on se trouve, ci un certain moment, en présence ci une équation non homogène, il faut en conclure qu'on s'est trompé. 11 est donc utile, dans ces conditions, de faire souvent des vérifications d'homogénéité. Une faute d'homogénéité es'l toujours considérée comme une faute grossière, sautant aux veux et qu'on ne doit jamais laisser passer.
Remarques. - I. Il esta peine besoin de faire remarquer que;
t1) La fonction / pourrait, par exemple, être une somme de fonctions homogènes nulles séparément.
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dans l'évaluation des degrés, une surface ;i le degré :>. un volume a le degré 3, une ligne trigonométrique, un angle, un arc du cercle trigonométrique ont le degré o.
II. Dans le cas de données non homogènes, il esl toujours possible, et c'est quelquefois utile, de rendre homogène une relation qui ne l'est pas. Supposons, par exemple, qu'il en soil ainsi de l'équation mi. Imaginons qu'à l'unité tmplicitemenl ou explicitement imposée on en substitue une autre arbitraire, et soii // la mesure de l'ancienne au moyen de la nouvelle. Les mesures '/. I>. c, . . . , / de\ iennent a'= au, b' = bu, .... I = lu et la relation (i) s'écril
ce qui est une équation homogène en a\ b . .... /', u.
En résumé, on rend homogène la relation proposée par la simple introduction d'une variable d'homogénéité (t. I, n° 227), qui représente C unité de longueur.
II. — CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES
i. Soit à construire une longueur dont la mesure x est donnée, en fonction des mesures «, b, .... / d'autres longueurs supposées connues, par la formule
où / représente une certaine fonction algébrique des variables a, b, ...,Z.
Observons toul de suite que, si l'unité de longueur doil demeurer arbitraire, cette fonction doil être homogène et de degré i (n°.2). S il n en esl pas ainsi, on est obligé de choisir une certaine longueur pour unité, qui, représentée par une lettre u. permet de rendre la formule l 3 | homogène i n" '.). remarque 11).
Non-, pouvons donc nous borner à examiner les cas <<ù la fonction y est homogène el de degré i. Hâtons-nous de dire d'ailleurs que le problème posé n'esl pas toujours possible dan- le sens que ' nous envisageons ici. c'est-à-dire à la régie et nu compas ( ' >. Sans
(') On entend par là que. pour avoir la longueur demandée, il doit suffire d'effet-
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chercher à approfondir cette question de possibilité, nous triions simplement passer en revue les principaux cas admettant une solution.
5. Expressions ràtionkelubs. — Si la fonction j est rationnelle (t. 1. n° 75), le problème est toujours possible, la construction pouvant même se faire entièrement a la règle.
Premier cas : Construction d'un monôme. — Tout monôme du premier degré est de la forme
alai...ap
bib-y . . . b/t-i
Quand ^> = 2, on est ramené à la construction bien connue d'une quatrième proportion/telle.
D'autre part, l'égalité
(3) X p+i — xl>~~,
montre que la même construction permet de passer d'un monôme xp à un monôme xp+\. Par suite, il suffira de p — \ constructions de quatrième proportionnelle pour obtenir xp, en passant, de proche en proche, par les monômes x2, x:!, . . ., xp_K.
Deuxième cas : Construction (V un polynôme. — On construit séparément chaque terme. On n'a plus ensuite qu'à ajouter ou retrancher des longueurs, ce qui ne souffre pas de difficulté.
Troisième cas : Construction d' une fraction . — Soit
les polynômes P et Q étant homogènes et de degrés respectifs p el p — i , de façon que x soit homogène et de degré i .
On choisit arbitrairement une longueur X. Puis l'on construit des
tuer un nombre limité de constructions faisant appel uniquement à la règle et au compas. Ce point de vue offre d'ailleurs un intérêt plus théorique que pratique. Si l'on a, en effet, à construire la longueur x dans un cas concret, le plus simple est de mesurer les longueurs a, b, ..., I, de calculer ensuite x par la formule (3), où la fonction / peut alors être quelconque, et enfin de construire la longueur, qui a pour mesure x.
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longueurs y et z définies par
(7) ?=\p-iy\ Q = -kP-tz,
constructions centrant visiblement dans le deuxième cas. On a alors
et l'on est ramené à une quatrième proportionnelle.
6. Expressions irrationnelles. — Nous envisagerons seulement les longueurs définies par la formule générale
où X,„ désigne une expression rationnelle, homogène et de degré 2"', m étant d'autre part un nombre naturel.
D'abord, lorsque m = 1 , on choisit arbitrairement une longueur X et l'on construit y telle que
(10) X, = >>tx (n°S).
On a ensuite
(11) x = s/ly\
on est conduit à la construction bien connue d'une moyenne proportionnelle.
Si m a une valeur quelconque, on construit (cas précédent 1
Puis, on a
(i3) a?= vAi5ÏZi3^= \À2'"-'-'j.
On est ramené à une expression de même forme, mais où le nombre m est diminué d'une unité. On conçoit, dès lors, de proche en proche, la possibilité d'avoir x, par ni constructions de moyenne proportionnelle.
7. Dans certains cas rentrant dans les précédents, on peut quelquefois trouver des constructions plus rapides que celles auxquelles conduit la méthode générale. C'est ainsi que les longueurs y a- -\- b2
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et y/ai _ (>■- sont obtenues par la construction évidente d'un triangle
rectangle.
I)< même, on sait construire les racines d'une équation du second degré, sans se servir <le> formules classiques de résolution, qui donneraient lieu à une solution compliquée.
Soit encore à construire les racines d'une équation bicarrée. Choisissant une longueur arbitraire a, posons
Nous obtenons une équation du second degré en y, dont nous construisons la ou les racines positives, s'il y a lieu. Une moyenne proportionnelle nous donne ensuite x = ± \"ky.
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I. - GRANDEURS ORIENTÉES
8. Droite orientée. — Soit une droite indéfinie x' x (fig- i)- On
Fig. i.
peut distinguer sur elle deux sens de parcours. Choisissons arbitrairement l'un d'eux et convenons de l'appeler sens positif, l'autre sens étant appelé sens négatif. ( Le sens positif sera, par exemple, celui qui est indiqué par une llèche sur la figure, i Nous disons alors que notre droite est orientée. Lue droite orientée s'appelle aussi un axe.
Prenons, sur .r\r, deux points quelconques A et B. Ils déterminent un morceau de droite ou segment. Convenons maintenant de faire jouer aux deux points des rôles différents : appelons l'un origine et l'autre extrémité. Notre segment devient un vecteur. Le sens du vecteur est celui d'un mobile qui irait de l'origine vers l'extrémité.
On énonce un vecteur en nommant d'abord l'origine, puis l'extrémité. Aillai, si l'origine est A et l'extrémité B. on énonce « vecteur AB i). On écrit AB. (En supprimant la flèche, <»n désignerait seulement le segment AB.)
Le segment AB donne naissance à deux vecteurs de sens différents,
le vecteur AB et le vecteur BA. Ces deux vecteurs sont dits opposés. Mesure algébrique d'un vecteur. — La mesure algébrique d'un
('") Njus considérons ce Chapitre comme tout à fait fondamental et conseillons au lecteur de se l'assimiler de façon complète.
vecteur porté par un axe est un nombre relatif, dont la valeur absolue égale la mesure de la longueur (') du segment d'où provient le vecteur et dont le signe est + ou — , suivant que le sens du vecteur coïncide avec le sens positif ou avec le sens négatif de Vas <~.
La mesure algébrique du vecteur AB se représente par la notation AB; taudis que la longueur du segment AB (ou BA) se représente simplement par AB i ou BAV Sur la figure i, on a
Â~B=-f-AB, ÏÏÂ = — AB.
On voit que i À~B-hBÂ = o.
On appelle vecteur unitaire de l'axe x x tout vecteur de cet axe qui a pour mesure algébrique -+- 1 .
9. Formule de Ghasles. — Prenons, sur x' x, un troisième point C. Je dis que l'on a
(>.i Â~B h- BC -+- CÂ = o.
En effet, dans le cas de la figure i . on a
Â~B = AB, BC = BC, CÂ=— AC
En ajoutant et remarquant légalité évidente AC = AB -{- BC. on obtient bien l'équation (2).
11 existe cinq autres cas de ligure, suivant l'ordre dans lequel se présentent, de gauche à droite, les trois points sur l'axe. Mais, ils se ramènent tous au précédent, par l'application de la formule (1). Par exemple, ^i les points se présentent dans l'ordre ACB, on a, d'après le cas déjà étudié,
AC -+- CB + BÂ = o ou
CÂ — BC — AB
ce qui est l'égalité (2).
^nus laissons au lecteur le soin d'examiner les quatre autre cas : CAB. BAC. BCA, CBA.
(x) On suppose implicitement l'existence dune certaine unité de longueur.
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La formule (2) est tout à fait fondamentale en Géoniétrie analytique ('). Elle pose le nom de formule ou relation dç Ckasles. On peut encore l'écrire, par exemple,
O ) AC = AU -+- BC
Extension de la formule de Chasles. — Au lieu de trois points, prenons-en un nombre quelconque n, tous sur r'x, que nous appellerons A,, A2, A3, . . . , A„. Je dis que Ton a
(4) A-tAs-f- A2A3-t-. . .+ A„_iA„+ A»Ai = o.
Nous le savons déjà pour n = 2 et 3 | formules (1) et (2)].
Dès lors, raisonnons par induction : admettant l'équation j . établissons la suivante :
(5) A, A, -h A2A3-H. . .+ A^-jA,, -h A„A„+1-+- A„+,A, = o.
En retranchant ( 'î) de (5), nous sommes ramenés à prouver
(6) A„ A„+i + A/t+i Ai — A„A,= o,
ce qui résulte de (1) et (2).
La formule (4) est donc générale. Elle peut encore s'écrire
(7) A[A„= A, Aa-H A* A3 -t- •• . . -*- A„_!A„.
10. Abscisses. — Quand on veut étudier des ligures tracée^ sur une droite, il est commode de se servir d'abscisses.
On commence par orienter la droite. Puis, on y choisit un point fixe O, qu'on appelle origine des abscisses, ou simplement origine. À chaque point INI de la droite, on fait alors correspondre le nombre relatif
qui est dit son abscisse. Ce procédé établit manifestement une correspondance parfaite (-) entre l'ensemble des points de x x el l'ensemble des nombres relatifs. 11 permet de substituer les seconds aux premiers, ce qui est le fondement de la Géométrie analytique.
( ' ) Il faut la connaître par cœur, sous les formes (2), (3) et (9), sans aucune hésitation. Elle dispense complètement de regarder la figure. (3) Cf.: Cours, t. I, p. 22, note 1.
Problème. - - Connaissant les abscisses ./ v et xu des points A et B, calculer AB.
La solution est une conséquence immédiate de la formule de Chasles. Si, en effet, on applique celle-ci aux trois points O, A, B, on peul écrire
ÛÂ -»- Â~B -+- BÔ = o ou
.rv-f- AB — xb = o:
il où I on lu'''
i 8 ' Al> = ick — xK.
Ce qu'on ('nonce :
La mesure algébrique d un vecteur égale l'abscisse de Vextrémilé moins l'abscisse de l'origine.
Non- ferons un usage excessivement fréquent de cette proposition qui, au fond, ne diffère pas de la formule de Chasles.
Changement d'origine. — Supposons qu'à l'origine O, on substitue une nouvelle origine O', définie par son abscisse x0 = 00'. Si x désigne la nouvelle abscisse de M, on a, d'après (8),
ou
(lO; X = Xa-r- X'.
On a, de la sorte, indifféremment la nouvelle abscisse en fonction de l'ancienne ou l'ancienne en fonction de la nouvelle.
11. Courbe orientée. — Etant donnée une ligne courbe quelconque, on peut l'orienter, tout comme une ligne droite, par le choix d'un certain sens <le parcours comme sens positif .
On oriente du même coup toutes ses tangentes par la convention suivante. La tangente en M ( /ig. 2) sera orientée dans un sens tel que deux mobiles partant de M et se déplaçant dans le sens positif. l'un sur la courbe, l'autre sur la tangente, se trouvent du même côté de la normale en M dès qu'ils ont quitté ce point. La demi-droite
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directrice AIT ( n" 15) de la tangente ainsi orientée sera appelée La demi-tangente positive en M.
Nous allons voir à présent ce que deviennent les considérations exposées plus haut, quand on remplace l'axe x'x par une courbe orientée.
Deux cas sont à distinguer :
Premier cas : Courbe ouverte. — On a absolument les mêmes définitions et les mêmes formules que sur la ligne droite, avec cette seule différence que les vecteurs sont remplacés par des arcs orientés. La mesure algébrique d'un are d'origine A et d'extrémité B se représente par AB.
Si l'on choisit, sur la courbe, une origine des arcs, chaque point M
est déterminé par son abscisse curviligne s = OM.
Deuxième cas : Courbe fermée. — Soit une courbe fermée {Jig- 2), sur laquelle nous choisissons un sens positif, indique par la flèche. Prenons deux points A et B et proposons-nous de définir la mesure algébrique AB. On éprouve tout de suite des difficultés, parce qu'il va deux arcs d'origine A el d'extrémité B, ce qui n'avait pas lieu pour la courbe ouverte. Il y a même une infinité d'arcs commençant en A et se terminant en B. si l'on admet qu'un arc puisse s'enrouler indéfiniment sur lui-même, dans un mus ou dans l'autre. Voici, dés lors, la définition que nous adopterons :
On représentera par le symbole AB tout nombre relatif a obtenu
de la manière suivante. Imaginons qu'un mobile parte de A, se déplace sur la courbe dans un sens quelconque, sans jamais rebrousser chemin, traverse le point B autant de J'ois qu'il lui
plaît, mais s' a rrèt e finalement en ce point. Il aura peu couru une longueur de courbe dont la mesure sera la valeur absolue de a. De plus, s'il a tourné dans le sens positif, a sera positif ; s' il' a tourné dans le sens négatif, a sera négatif.
D'après cola, le symbole AB représente une infinité de nombres, <jui sont appelés ses différentes déterminations. Ces nombres sont liés les uns aux autres de manière très simple. Considérons d'abord les déterminations positives. Elles sont obtenues lorsque le mobile va dans le sens positif. Si a/ désigne celle qu'on obtient en arrêtant ce dernier au moment où il arrive pour la (A -|- i )"'nu' fois en H, on a évidemment
On xjc=%0-+-'kL,
en appelant L la longueur totale de la courbe fermée. De même, si (3* désigne la i /. + iy,,me détermination négative, on a
(12) P*=Po-*'L.
De plus, il est évident, sur la figure, que
a0-H[iu| = L
ou
Mil y..,— ,B0=L, j30=a0— L.
De la comparaison des formules (ii), (12), (i3), résulte que toutes les déterminations sont comprises dans la formule générale
OÙ k désigne un nombre entier quelconque, positif, négatif ou nul.
12. Les formules (1), (2), (3), (4) sont encore vraies dans le cas actuel, à condition d'ajouter /r L aux seconds membres, le nombre entier k dépendant du choix des déterminations des différents arcs figurant dans les relations. Démontrons, par exemple, la formule de Chasles pour trois points :
04) AB-4-BC-t-CA*=#L.
Supposons d'abord qu'en tournant dans le sens positif, on ren-
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contre les points dans l'ordre ABC {Jig. 2). Si AB0, BC0? CA0 désignent les plus petites déterminations' positives, la figure montre qu'on a
ABo-f-BCo+G\o=L-
Comme on a les déterminations générales AB. BC, CA, en ajoutant aux précédentes des multiples entiers de L, le premier membre de (i4) ne saurait être qu'un multiple entier de L.
Si les points se présentent dans l'ordre ACB, on a
AG-hGB-+- BA = AL,
ce qui revient à (i4) en changeant tous les signes.
Sur une courbe fermée, on définit encore Yabscisse curviligne
du point M par 5 = OM. Mais, il n'y a plus de correspondance parfaite entre les points et les nombres. Si l'on se donne s, on en déduit bien un seul point M. Mais, a un point M donné, correspondent uniinfinité de valeurs pour s.
La formule (8) devient ici
(i5) AB = iB-iA+/(L.
De même, les formules (9) et (10) deviennent
(16) s' = s — Si, -h /,L.
( 17 ) s == 50-t- s' H- kh.
13. Angles. — Définissons d'abord ce qu'on appelle plan orienté.
Un point fixe O étant pris dans un plan, .une droite peut pivoter dans le plan et autour du point dans deux sens différents. Si l'on convient de choisir l'un de ces sens comme sens positif de rotation, on dit que le plan est orienté.
Le choix du sens positif est évidemment indépendant du point O. On peut, par exemple, prendre comme terme de comparaison le sens des aiguilles d'une montre.
Quand une courbe fermée convexe est tracée dans un plan orienté, on peut V orienter dans le sens du plan. \ oici ce que nous entendons par là. Prenons le point fixe O à l'intérieur de la courbe. Faisons tourner la demi-droite O). dans le sens positif. Le point M
I î CHAPITRE H.
où elle rencontre la courbe décrit celle-ci dans un sens qui est, par définition, le sons positif.
Inversement, quand, dans un plan, on a orienté une courbe fermée convexe, on peut orienter le. plan dans le sens de la courbe.
1 i. Cela posé, prenons, dans un plan orienté, deux demi-droites issues du même point, OA el OB {fig- ■ >). Elles déterminent un
Fi g. 3.
angle, au sens élémentaire du mot. Mais, si nous convenons de leur faire jouer des rôles différents, appelant par exemple OA coté origine et OB côté extrémité, nous obtenons un angle orienté. Nous le représenterons par le symbole (OA, OB) [énoncez : angle de OA acec OB, en nommant le premier le côté origine].
Nous allons définir la mesure algébrique de cet angle dans le plan orienté. A cel effet, du point O comme centre, traçons un cercle de rayon i. Orientons ce cercle dans le sens du plan ( n" 13 ). Nous obtenons le cercle trigonométricjue. Soient a et b ses points de rencontre avec OA et OB. Par définition, la mesure algébrique
de l'angle (OA, OB) est la mesure algébrique de l'arc ab sur le
cercle orienté. On la représente par la notation \ OA, OBj.
Si Ton se rcpoiir au n° 11, on voit qu'il existe une infinité de déterminations différant entre elles de multiples entiers de 2tt, car la longueur L du cercle trigonométrique est égale à 27:. Si a désigne l'une d'elles, on a
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Quel que soit À-, les lignes trigonométriques de U)\. ( )Bj sont entièrement déterminées.
La formule de Chasles s'applique encore et s'écrit, par exemple,
(18) (oa, ob) ■+- (ob. de) -f- ((5c, oa) = il-.
Angle polaire d'une demi-droite. — Choisissons une demidroite fixe issue du point O, soit Ox, que nous appellerons X axe polaire. Nous appellerons angle polaire d'une demi-droite quelconque Oa, l'angle de Ox avec OX, soit oj — U )x, OX/. Il n'esi déterminé qu'à 2 A-ré près. Mais, inversement, sa connaissance détermine complètement OX.
Si wA et wR désignent les angles polaires de OA et OH, on a
(19) (OA, OBJ = w n - «A -f- 2 k - ;
ce qui s'énonce (cf. n° 10 ) :
La mesure algébrique d'un angle égale V angle polaire de V extrémité moins l'angle polaire de l'origine, à 2 A- près.
Les formules du changement d'axe polaire sont
(21) w = co'-h u>o-t- a Aie.
Remarque. — Si Ton a seulement besoin des lignes trigonométriques de IÔA, OBJ ou de ses multiples, on peut négliger, dans la formule (19), le terme 2/»-, qui n'a aucune influence. Il n'en sérail plus de même si l'on voulait calculer les lignes trigonométriques des
sous-multiples de \OA, OB/.
lo. Extensions diverses. — Les considérations précédentes s'appliquent immédiatement à des demi-droites tracées dans un plan orienté à partir de points différents de ce plan. Il suffit de leur substituer, pour toute question d'angle, les demi-droites parallèles el de même sens ( •) issues du point fixe O.
(l) Par analogie avec la lliéorie des vecteurs ( n° 99), nous qualifierons d'équipollcntes des demi-droiles parallèles et de même sens.
!>«■ même, od peu! considérer des axes ou des vecteurs tracés n'importe où dans le plan orienté. On substitue à chacun d'eux ce que uous appellerons sa demi-droite directrice, c'est-à-dire une demi-droite issue de O, parallèle à l'axe ou au vecteur et dirigée dans le sens positif de l'axe ou du vecteur.
Soient maintenant deux droites non orientées D et D' tracées
dans un plan orienté, Nous appellerons \D, D'y [énoncez : angle de D avec D'] l'un quelconque des angles obtenus en orientant arbitrairement les deux droites. Si l'on observe que le fait de remplacer l'une ou l'autre des demi-droites OA et OH par la demi-droite opposée a pour unique conséquence d'augmenter ou de diminuer
de - chacune des déterminations de \OA, OBj, on voit que ^D, D'y est déterminé à un multiple quelconque de - près. On peut écrire
Parmi les lignes trigonométriques de \D, D'y, la tangente est seule déterminée sans ambiguïté de signe.
La formule de Chasles s'applique encore, mais à k~ près.
Imaginons à présent deux demi-droites (ou deux axes) dans un plan non orienté. Leur angle sera défini en orientant arbitrairement le plan et choisissant arbitrairement le côté origine ^t le côté extrémité. Si l'on observe que le changement d'orientation du plan, ainsi que l'échange du côté origine avec le côté extrémité, ont pour seul effet de modifier le signe des différentes exterminations, on voit que l'angle \ de nos deux demi-droites est donné par une relation de la forme
Parmi ses lignes trigonométriques, le cosinus est seul déterminé sans ambiguïté de signe.
Remarques. — I. Dans le cas actuel, les deux demi-droites (ou axes jouent le même rôle. Aussi, peut-on dire « l'angle de ces deux demi-droites », sans énoncer l'une avant l'autre, comme il est nécessaire dans un plan oriente'1.
II. Lorsqu'on a affaire à deux demi-droites ( ou axes) tracées dans l'espace et non dans un même plan, on mène les demi-droites équi-
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j)ollcntcs (ou directrices) à partir d'un point fixe O. Ces dernières déterminent alors un plan qui, en général, n'est pas orienté. ( >n se trouve donc dans les conditions qui viennenl d'être examinées.
On pourrait enfin envisager deux droites non orientées dans un plan non orienté. On serait conduit à des déterminations de la forme /.-±:a. Les Lignes trigonométriques ne seraient plus déterminées qu'en valeur absolue, la tel cas est. sans intérêt pour nous.
II. - PROJECTIONS
16. Projections si r i\ \\e. — Soient un axe x'x et un plan 1' non parallèle à cet axe. On appelle projection d' un point quelconque M de t'espace sur x! x parallèlement à P, le point m où x'x rencontre
e plan parallèle à 1* mené par M. La projection d'un vecteur AB
est le vecteur ab, qui a pour origine la projection de l'origine et pour
extrémité la projection de l'extrémité de AB. Ce vecteur projection étant porté par un axe, il y aura lieu de considérer sa mesure algébrique ab. Nous emploierons souvent, pour abréger, le mot projection pour désigner cette mesure algébrique.
Les projections d'un même vecteur mil- deux axes parallèles (') et parallèlement à un même plan ont manifestement. même mesure algébrique!
Les projections de deux vecteurs équipollents (n°99) sur un même axe et parallèlement à un même plan ont encore même mesure algébriques
Si l'on a l'égalité géométrique ( n° 100)
(aa) ' A'B'= wiAB,
on a, en projetant toujours sur le même axe parallèlement au même plan,
(i"i) a' b' = m ab.
(Les valeurs absolues «les deux membres sont égales en vertu 'les
(') Quand nous dirons que deux axes sont parallèles, il sera entendu qu'ils ont même sens positif. Sinon, ils seront dits opposés.
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propriétés de proportionnalité bien connues des segments interceptés sur deux droites par des plans parallèles. Quant aux signes, ils s<mi les mêmes parce que, si deux vecteurs parallèles ont même sens, il en es! <lt-' même de leurs projections el inversement. )
L'é^'ili/>: algébrique < 23 i sera dite la projection de Végalité géométrique (22).
Imaginons maintenant an deuxième axe y*y tracé n'importe
où dans l'espace. Considérons an vecteur A!> porté par cet axe el
projetons-le en ab sur x ' x. Nous allons démontrer le théorème suivant, qui a une importance capitale et que. pour cette raison, nous appellerons :
Théorème fondamental. — La mesure algébrique de la projection ah est égale à la mesure algébrique de ABsury'y multipliée par la projection du vecteur unitaire de y' y sur x x.
En effet, soit m = AB. Soient, d'autre part. OU le vecteur uni-
taire de y'y ^n° 8) et ou sa projection sur x x. On a manifestement 1 égalité géométrique
AB = m OU.
En la projetant sur x' .r. on obtient l'égalité algébrique (n° 16)
ab = mou ou
(24 ) ab — AB ou.
Au lieu de supposer AB surr'j, on pourrait évidemment le supposer seulement parallèle Ày'y.
Si un vecteur n'est parallèle à aucun axe, on peut encore lui appliquer le théorème fondamental, en imaginant cet axe et lui donnant, par exemple, le sens du vecteur, auquel cas AB est simplement la longueur du \ ecteur.
Si l'on ;i à projeter plusieurs vecteurs parallèles, il y a avantage à introduire, s'il n'existe pas déjà, un axe parallèle à la direction confia mune de tous ces vecteur-.
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18. Théorème des projections. — Etant donnés plusieurs vec~ leurs, lu projection de leur somme géométrique (n° Mil | est la
somme algébrique de leurs projections.
Soienl les vecteurs Vl1B1, A., IL, ..., A„B„. de somme géométrique AB. ( )n ;i donc
AI! = A1B,-f-AsB2-i-...-+-AnB„.
Projetons lotis ces vecteurs sur x'.x\ je dis que l'on a (')
l'aG ) ab = ai b\ -t- a <*/)*-+-. . .-+■ anbn.
En effet, construisons le contour polygonal ()P, IL • • .P«j dont les côtés consécutifs sont équipollents à A,B,, A2B2, . .., AHB„. Par
définition (n° 101), OPn est équipollent à AB. Il nous suffit, dès lors, de démontrer l'égalité
Opn— Opi-i- Pifî-^-- ---ï-Pn-lPn-
Mai>. cela n'est autre que la formule (7).
Le théorème des projection» r»i, lui aussi, extrêmement important et nous en ferons un fréquent usage dans la suite.
L'égalité algébrique ( 26) est dite la projection de l'égalité géométrique ( 2.") 1 sur ./ •'./ .
19. Projections orthogonales. — Lorsque le plan I' est perpendiculaire à x'x, on dit que la projection est orthogonale. S "ici. dans ce cas, ce qu'il y a à ajouter aux considérations précédentes.
Reprenons 1rs deux axes 1 c etjr'y du n° 17, pour nous occuper de la projection sur x x du vecteur unitaire OT de y'y. Menons par ( ) un axe parallèle à ./•'./•. soit X'OX. Projetons orthogonalement le point l en l »ur eei axe. On sait que ou = 01' . D'autre part, si, dans le plan \( ) r. nous traçons le cercle trigonométrique de centre O, en l'orientant arbitrairement et prenant l'origine des arcs
(l) D'une manière générale, nous désignons par des petites lettres les projections des points désignés par les grandes lettres correspondantes.
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sur la demi-droite ()\ ( directrice de'X'X), nous savons que OU' est,
par définition, le cosinus de l'angle \0X, Or). Mais, cet angle est une des déterminations de l'angle V des deux axes x'x èly'y (n° 15). Comme toutes ces déterminations ont le même cosinus (n° 15), on peut énoncer la proposition suivante :
Etant donnés deux axes dans l'espace, la projection orthogonale du vecteur unitaire de chacun d'eux sur l'autre est égale au cosinus de leur angle.
Dès lors, le théorème fondamental (n° 17) devient, dans le cas de la projection orthogonale, qui est le plus fréquent dans la pratique :
Théorème fondamental. — Etant donné un vecteur porté par un axe y' y ou parallèle à cet axe, sa projection orthogonale sur un autre axe x x est égale à sa mesure algébrique sur y' y multipliée par le cosinus de l'angle des deux axes.
Si aucun axe n'est parallèle au vecteur, il suffît (n° 17) de multiplier la longueur du vecteur par le cosinus de l'angle que fait sa direction positive avec x' x.
20. Notion de coordonnées. — Nous avons vu, au Chapitre précédent, comment on peut déterminer chaque poinfd'une droite ou d'une courbe par un nombre relatif, appelé abscisse du point. On peut étendre cette notion à tous les points d'un plan, ou d'une surface quelconque, ou de l'espace.
S'il s'agit des points d'un plan ou d'une surface, à chacun d'eux on fait correspondre deux nombres x et r, qui sont dits ses coordonnées. S'il s'agit des points de l'espace, à chacun d'eux on lait correspondre trois nombres x, j', z, qui sont encore dits ses coordonnées. De plus, la correspondance entre les points et les groupes de (2 ou 3) nombres doit être parfaite, tout au moins pour une certaine région (du plan, de la surface ou de l'espace).
C'est sur cette notion que repose toute la Géométrie analytique. On conçoit, en effet, que, permettant de substituer à chaque point un groupe de nombres, elle permette aussi de substituer aux relations entre points, c'est-à-dire aux propriétés de la Géométrie, des relations entre nombres, lesquelles rentrent dans le domaine de ■ l'Analyse. Un lien étroit est, dès lors, établi entre ces deux sciences, qui constitue la Géométrie analytique et la Géométrie infinitésimale.
Rien ne s'est révélé plus fécond que cette fusion entre deux sciences au premier abord très différentes. Chacune d'elles rend service à l'autre et le géomètre moderne doit être également apte à saisir les raisonnements de la Géométrie pure et à transformer les équations de la Géométrie analytique. Lu où les premiers sont impuissants ou compliqués, les secondes seront un instrument certain et simple de réussite. Dans d'autres circonstances, au contraire, quelques déductions géométriques remplaceront avantageusement des calculs impraticables. Il faut savoir allier à propos les deux méthodes et les contrôler l'une par l'autre.
La notion de coordonnées est très générale, en ce sens que la correspondance sur laquelle elle repose présente un grand degré d'indétermination. Suivant le choix qu'on en fait, on obtient tel ou tel système de coordonnées.
Lu système étant défini, on peut obtenir tous les autres par un simple changement de variables (t. I, n° 139) sur les coordonnées qui le constituent. Dans cet Ouvrage, jious envisagerons rarement ce point de vue général et nous utiliserons presque exclusivement des systèmes de définition géométrique simple, que nous allons d'ailleurs exposer dans ce Chapitre.
21. Coordonnées cartésiennes 01 rectilicnes. — Le> coordonnées que nous emploierons le plus souvent sont les coordonnées cariésiennes ou rectilignes. Elles ont été inventées par Descartes, qui est regardé, pour cette raison, comme le fondateur de la Géométri analytique.
Coordonnées dans le plan. -- Choisissons arbitrairement deux axes Ox et Oy, se coupant au point O ( flg. { >.
On appelle abscisse du point M la projection du vecteur OM sur Ox parallèlement à Oy. On appelle ordonnée du même point la projection du vecteur OM sur ( )y parallèlement à Ox.
Si donc on mène MP parallèle a Oy et MQ parallèle à Ox. l'abscisse est OP. l'ordonnée est OQ. On les représente ordinairement par les lettres respectives x et y. En tout cas, on nomme toujours l'abscisse la première.
Les deux nombres x et y constituent les coordonnées du point M. IN repondent bien a la notion du numéro précédent, car si la coi-
naissance de M entraîne évidemment celle de x et y, il n'est pas moins visible que se donner x et y équivaut à se donner M. Il suffît, en effet, pour obtenir ce point, de porter OP = x sur Ox, OQ = y sur Oy, puis de mener par P une parallèle à Oy et par Q une parallèle à Ox) ces deux droites se coupent au point M cherché.
Les axes Ox et Oy sont appelés axes de coordonnées. Le premier se nomme aussi axe des x et le second axe des y. Le point O est V origine des coordonnées ou simplement V origine.
Le contour polygonal OPM est appelé contour des coordonnées du point M, parce que ses cotés ont pour mesures respectives, sur Ox et sur Oy, l'abscisse et l'ordonnée. De même, OQM est un contour des coordonnées. On a Y égalité géométrique
(i) OM = ÛP + OQ.
Pour cette raison, on dit souvent que le vecteur OM a pour composantes x et y suivant les axes, ce que nous écrirons quelquefois
(i bis) OM = x -\-y.
Les coordonnées sont dites rectangulaires ou obliques, suivant que les axes sont ou ne sont pas perpendiculaires entre eux.
22. Coordonnées dans l'espace. — Choisissons arbitrairement trois axes Ox, Oy, Oz issus du même, point O et non situés dans un
Fis- ô.
même plan, ou encore, comme on dit. formant un véritable trièdre
On appelle abscisse, ordonnée et cote du point M les projection-
<lu vecteur OM faites respectivement sur Ox parallèlement au plan rO;. sur Or parallèlement à z()x et sur Oz parallèlement à
ri) y.
Si donc on mène les plans MSP parallèle hyOz, MSQ parallèle à zOx et MTR parallèle à xQy, l'abscisse est OP, l'ordonnée est OQ, la cote est OR. On les représente ordinairement par x, y. z. En tout cas, on les énonce toujours dans Tordre ci-dessus.
Les trois nombres x, y z constituent les coordonnées du point M. Le lecteur vérifiera, comme nous l'avons fait plus liant, cpie la correspondance est parfaite entre les éléments M et ( x. r, s).
Les trois axes Ox. Oy. Oz sont appelés axes de coordonnées ou, respectivement, axes des r, des y, des z. Les plans yOz, zOx xOy sont appelés plans de coordonnées, ou, respectivement, plans des yz, des sa?, des xy. Le point O est Y origine. Le trièdre Oxyz est le trièdre de coordonnées.
On appelle contour des coordonnées tout contour issu de O et
dont les côtés sont équipollents à OP, OQ, OR. Il v en a six; exemple : OPSM. On a l'égalité géométrique
OM = OP-+-OQ + OR
et l'on dit que OM a pour composantes x, y, z suivant les axes, ce que nous écrirons encore
(■ibis) OM = x -+- y ■+■ z.
Les coordonnées sont rectangulaires si les axes sont deux à deux perpendiculaires, auquel cas le trièdre Oxyz est dit trirectangle. Dans l'hypothèse contraire, les coordonnées sont obliques.
Applications. — I. Projections d'un vecteur. — Soit le
vecteur MM, défini par les coordonnées x, y, z de son origine et X . y\ z de son extrémité. Cherchons sa projection sur O x parallèlement à yOz. 11 suffit d'appliquer la formule de Chasles [n° 10, formule (8)] pour trouver que cette projection est x' — x, abscisse de l'extrémité moins abscisse de V origine. De même, les projections sur Oy et O; sont y' — y et z' — z.
IL Centre des distances proportionnelles. — Soient n points
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M,(#t,j,, s,) ('), M2(.r,, )-,, s2), M„(# „, r„, z„). A chacun
d'eux M/, affectons un certain coefficient positif ou négatif mi. Cela posé, nous appellerons centre des distances proportionnelles des points Mi affectés des coefficients nii le point M défini par l'égalité géométrique
(3) m, MM, -f- ot,MMj+. . .+ mnMM„ = o.
Nous prouverons l'existence d'un tel point et nous aurons du même coup ses coordonnées en projetant (3) sur chacun des axes de coordonnées parallèlement au plan de coordonnées opposé. Projetons, par exemple, sur O.r parallèlement àj(,):; nous avons
(4) nit'xi— x) ■+- m2(x2 — #)+...+ mn(x,i — x) = o;
d'où, en supposant m , -\- m2-f- • • • + nin -^é. o;
, . v _ m{ Xi ■+■ m2x2 -+- . . . -1- mnxn
/»! -+- m.2-r-. . .+ mn
Si donc la somme des coefficients n est pas nulle (-), il y a un point et un seul répondant à la question; ses coordonnées sont
Zm,Xi t-miYi ZmiZi
Théorème. — O/i «e chance pas le point M st To/i remplace plusieurs des points M/ y>ar /ew/ centre de distances proportionnelles affecté d'un coefficient égal à la somme de leurs coefficients.
En effet, remplaçons, par exemple, M,, Ma, ..., M y, par leur
centre de distances proportionnelles M'(.r', y\ z') atïecté du coefficient
m.\ -j- ms-f-. . . -+-m., = m'.
Le centre M" relatif aux points M', M/,+ l, . . . , Mn a des coordonnées.
(') Celle notation, très employée, signifie que les coordonnées du point M, sont
(-) Lorsque Sm, est nul, les sommes lm,j:., Smj(, Zmizi ne l'étant pas toutes, z7 /t'y « /?«s de centre des distances proportionnelles. Si toutes ces sommes sont nulles, il est, au contraire, indéterminé : tout point M de l'espace vérifie (3).
I elles que
.. a m'x'-h m„+ia",J+i -4-. . .-+- ninxn ( - ) ar = i — !
Mais on a, outre /«'= m, H- m2 -+-...-+- mp, ( 8) m'a?' = miJ| -4- fn2x-2-h . . .-t- mpscp.
En remplaçant m' et /n'a?' par ces valeurs dans x\ on retrouve x. Même chose pour y" et s". Donc, M" coïncide avec M. c. q. f. d.
Corollaire. — On peut déduire de là la construction suivante du point M, qu'on donne souvent comme définition du centre des
ii s\ • i» / P i ^M i rrii
distances proportionnelles : Un construit l , tel c/ue ^ = — >
P2M2 • r, , P2Pi — "'3 • d , / P3P2 —mi
puis P2 tel que-f-r-= .puis P3 tel que — — = , >
P2M:J P:)Mi
e£ <r«/m de suite jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les M,. Le dernier point \\i_t obtenu est le centre des distances proportionnelles cherché.
En effet, nous remplaçons d'abord M, et M2 par leur centre de distances proportionnelles P, affecté du coefficient /?, = mi + m2, puis P, et J\I3 par leur centre P2 affecté du coefficient
p2 = pl -+- /»3 = m, -4- »i8-+- m3,
et ainsi de suite. Or, nous savons que toutes ces opérations laissent le point M invariable.
Ceci nous prouve du même coup que, quel que soit L'ordre dans lequel on prend les M/, la construction précédente conduit toujours au même point final.
Remarque. — Dans le cas de n = 2, le centre des dislances propor-
1 • * i • • "\r~nii 1 ^ ^'* 1 fil*
lionnelles est le point qui divise M, Mo dans le rapport = ■■
r l ll MM, '"1
Si Ton prend ni, = 1, m2 = X, on voit que les coordonnées du point
oui divise M, M > dans le rapport. ' = — -a sont 1 " ll M M2
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Centre des moyennes distances. — 11 est obtenu en supposant
tous les coefficients nii égaux. Ses coordonnées sont, d'après i 5),
xl-i-xi+-... + a;n y\~y<i — '-- — y,i sv-+-Zt -+-.... -4- zn \io) > j ■ — ■ — '
c'est-à-dire les moyennes arithmétiques des coordonnées des points proposés.
Si n = 2, on a le milieu du segment M, M2
, . -ri + -r2 yi — y-2 Zi H- zt
\ll) 5 > *
Si n = 3, on a le centre de gravité du triangle M, M2M3 | ' )
,n-^ j-j-4-3-3 v,— jK2-i-^3 -1— fl+ fa i, 1 2 j T— — ■ > , •
Pour n = 4< on aurait de même le centre de gravité d'un tétraèdre.
2i. Détermination d'une direction. — Les coordonnées cartésiennes se prêtent aussi très bien à la détermination des directions.
Etant donné un axe ou une demi-droite, nous appellerons point directeur de cet axe ou de cette demi-droite l'extrémité li du vecteur qui a pour origine l'origine des coordonnées, pour longueur 1 et pour direction et sens les direction et sens de l'axe ou de la demidroite. Les coordonnées de ce point seront appelées les paramètres directeurs de l'axe ou de la demi-droite. Leur connaissance entraîne celle du point U et détermine par suite complètement la direction et le sens de Y axe ou de la demi-droite.
Les paramètres directeurs sont au nombre de deux en Géométrie plane et de trois en Géométrie dans l'espace. Mais, en aucun cas. ils ne sont indépendants; ils sont liés par une relation (2) qu'on peut obtenir en exprimant que la distance OL est égale à l'unité. Nous fie
(') On peut le voir en s'appuyant sûr la construction donnée plus haut, ou bien
en vériliant l'égalité géométrique GM,-+- GM}+ GM3 = o.
(-) C'est facile à prévoir, car il suflit d'un angle, dans le plan, de deux angles, dans l'espace ( n,JI -29 et 30), pour déterminer une direction. Les paramétres directeurs sont donc en nombre surabondant d'une unité.
nous en occuperons que dans le cas des axes rectangulaires ('), hypothèse dans laquelle elle est fort simple.
Soient d'abord deux axes rectangulaires Oxy et le point directeur U, de coordonnées [a, b). Le contour des coordonnées OAL constitue un triangle rectangle, pour lequel le théorème de Pvthagore donne
(i3) ÛÂ2-<-ÂÏÏ2= OU2,
c'est-à-dire I i i i a2 -+- 62 = i .
Si maintenant nous considérons le trièdre trireetangle Oxyz et le
Fig. fi.
UfcL.bc/
contour OABL des coordonnées du point L ( fig. 6), nous avons, dans les triangles OBI et OAB (2),
OU" = BU"-+-OB~ = BU
OA
Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, les paramètres directeurs d'une direction sont les projections orthogonales du vecteur unitaire de cette direction sur les axes. Ce sont donc les cosinus des angles que fait la direction avec les axes (n° 19). C'est pourquoi ils portent, dans ce cas, le nom de cosinus directeurs.
!2o. Lorsqu'on veut seulement déterminer la direction d'urie
(') Pour les axes obliques, voir Niewenglowski. Cours de Géométrie analytique (Gaulhier-Villars), 1. 1, n<" 47 à ô'i; t. Ht, n" 15 à 18. Nous désignerons dorénavant cet Ouvrage sous la rubrique N,. N,,, !STm, suivant qu'il s'agira des Tomes I, II ou III.
C) On peut aussi se servir d'un théorème sur la diagonale d'un parallélépipède rectangle, dont nous donnons, en somme, la démonstration.
droite non orientée, il suffit de se donner les projections sur les axes, parallèlement aux plans de coordonnées ( ' ), d'un vecteur quelconque porté par la droite ou, ce qui est équivalent, les coordonnées ( y., B~ y) de l'extrémité V d'un vecteur parallèle ayant pour origine
l'origine des coordonnées.
Si l'on imagine d'orienter la droite par le vecteur unitaire OL . on
a une égalité géométrique de la forme ON = p. OU, p étant un certain nombre positif ou négatif (2 i. Par suiLe (n° 16), si a. b, c désignent les paramètres directeurs de la droite ainsi orientée, on a
(17) y. — pa, $ = pb. y = ?c-
Autrement dit, a, (J, y sont des quantités proportionnelles aux paramètres directeurs. Nous les désignerons néanmoins souvent, pour abréger, sous le nom de paramètres directeurs. Quand les axes seront rectangulaires, il n'y aura aucun danger de les confondre avec les cosinus directeurs. En coordonnées obliques, lorsque nous voudrons spécifier qu'il s'agit des projections du vecteur unitaire, nous dirons paramètres directeurs unitaires.
Connaissant les paramètres directeurs a, (â, y au sens général que nous venons de définir, il est facile d'avoir les paramètres unitaires, ou, pour nous borner au cas des axes rectangulaires, qui seul esl intéressant, les cosinus directeurs. Il suffit de tenir compte des équations (17) et (16). On en déduit, par un calcul élémentaire,
d'où
(18) p =±v'vr--r- p-h -;-.
Puis,
Suivant que, dans la formule (18). on prend le signe -f- ou le
signe — , la droite est orientée dans le sens du vecteur OA de projections a, (3, y ou dans le sens opposé.
(') Nous considérons seulement le cas de la Géométrie dans l'espace. Dans le plan, il n'y a rien à changer, à part la suppression d'un axe et delà coordonnée correspondante.
(2) Ce nombre p est égal à OV sur la droite orientée.
26. Sens de rotation. — On peut aussi déterminer les directions par des angles. \ cel effet, if nous faut, au préalable, définir des sens positifs de rotation.
Orientation du plan xOy. — Quand, dans nu plan, ou a deux axes de coordonnées 0.ry, on convient toujours de l'orienter de
telle manière que 10 #, Ojy possède une détermination comprise entre o et ~. Autrement dit. le sens positif de rotation est celui dans lequel il faut faire tourner la partie positive de l'axe des r pour l'amener sur la partie positive de l'axe des y, en ne décrivant qu'un angle intérieur à deux droits. Ce sens est évidemment déterminé sans aucune ambiguïté. Nous l'appellerons souvent, pour abréger, le sens de Ox vers ( )y.
Sens positif de rotation dans les plans et autour des axes de coordonnées. — Soit maintenant le trièdre Ojr;. Nous prendrons eomme sens positif s de rotation dans les plans ocOy, yOz, z-Ox. les sens respectifs de Ox vers Oy, de Oy vers Oz et de Oz vers Or. Ces sens ne changent pas dans une permutation circulaire cpielconque effectuée sur les axes.
Nous allons maintenant définir les sens de rotation autour des axes. Imaginons qu' un plan passant par Oz tourne autour de cette droite. Il peut tourner dans deux sens différents. Nous dirons qu'il tourne dans le sens positif si sa trace sur xOy décrit ce plan dans le sens positif . On peut encore dire que le sens positif est celui qui amènerait z-0 x sur zQy par une rotation inférieure à deux dièdres droits. C'est le sens de zOx vers zOy. Les sens de rotation autour de Ox et Oy sont. de même, ceux de xOy vers xOz et de yOz vers y( ).r.
27. Sens positifs de rotation autour d'une droite orientée <-t dans un plan quelconque de Vespace. — En supposant toujours l'existence de> axes Oxyz. on peut aisément orienter, au point de vue de la rotation, un axe quelconque A A de l'espace. 11 suffit d'imaginer qu'on déplace le triédre Oxyz de telle sorte que O; vienne se placer sur ).'/, el dans le même sens. Le sens positif de rotation autour de Or ne cesse pas, dans ce déplacement, d'être constamment
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déterminé. Il l'est donc encore quand Oz est sur X'X et constitue alors le sens positif de rotation autour de a A (').
On définit de même le sens positif de rotation autour dune demi-droite ou d'un vecteur.
Il est aisé de se rendre compte que le sens positif de rotatiob change quand on remplace l'axe (ou la demi-droite, ou le vecteur) par un axe (ou une demi-droite, ou un vecteur) opposé.
Pour oriente/- un plan l\ on lui mène, à partir d'un de ses points, une demi-droite perpendiculaire Ma. Puis, on imagine un plan tournant autour de M A dans le sens positif défini par cette demidroite. Sa trace sur I* décrit celui-ci dans un sens qui est le sens positif de rotation dans P.
Il est évident que ce sens dépend essentiellement de la région de l'espace dans laquelle se trouve Ma. Si l'on remplace Ma par la demi-droite opposée, le sens est changé. La région qui contient Ma sera dite la région positive. Il est donc équivalent d'orienter un plan ou de se donner sa région positive.
28. Trièdres à gauche et trièdres à droite. — 11 existe d'autres procédés que le précédent pour orienter un axe au point de vue de la rotation. L'un d'eux, fréquemment employé, consiste à imaginer un observateur couché le long de l'axe, dans le sens de l'axe (c'està-dire le sens positif allant des pieds à la tète) et à prendre pour sens positif de rotation soit le sens de gauche a droite < qui amène la main gauche de l'observateur sur sa main droite en passant en avant), soit le sens de droite à gauche. L'inconvénient d'un tel procédé (2) est qu'il crée des confusions, en ce sens que les différents géomètres ne sont jamais d'accord sur ce qu'ils appellent sens positif et sens négatif. C'est ainsi, qu'en France, les géomètres adoptent généralement le sens de gauche à droite comme sens positif, tandis que le> astronomes adoptent le sens de droite à gauche (sens direct). En Allemagne, les géomètres font comme les astronomes.
La comparaison de notre méthode avec celle de l'observateur nous montre qu'il existe, de ce point de vue, deux espèces de trièdres.
(') Si X"X est Ox ou O^, on retrouve les sens positifs définis au numéro précédent.
('-') Il est néanmoins commode, nous dirons même indispensable, pour distinguer pratiquement les sens de rotation dans les applications et les comparer au sens défini par les axes.
3a CHAPITRE III.
Ceux qui définissent le sens positif comme sens de gauche à droite sont dits trièdres à gauche. Les autres sont dits trièdres à droite.
Si l'on remplace un axe par Taxe opposé, le trièdre change d'espèce. Il en va de même si l'on permute deux axes < '). L'espèce ne change pas dans une permutât)' i circulaire.
Un trièdre de coordonnées étant choisi, tout trièdre de même espèce sera dit trièdre positif, tout trièdre d'espèce différente sera dit trièdre négatif.
29. Angles polaires d'une demi-droite. — Les conventions précédentes étant adoptées, voici comment on peut encore déterminer, par rapport à des axes de coordonnées, une direction, que nous pouvons toujours ramener à être celle d'une demi-droite OX issue de l'origine.
En Géométrie plane, nous déterminons OX par son angle polaire o (n° 14), l'axe polaire étant Ox et le sen» positif de rotation le sens défini par les axes ( n° 126 ).
Supposant les axes rectangulaires, calculons les cosinus directeurs en fonction de es. On a
a = cos^Oar, OXy = cosep.
Puis,
b = cos\6y, Ox).
Or. d'après la formule de Chasles < n° 1-4),
Or. OXj = (Or, OXj — {Ox, Oy
Donc :
b = cos (o — — ] = cos ( — — a \ = sir» ep.
Les cosinus directeurs d'une demi-droite d'angle polaire o sont cos s et sinco. C'est là un résultat qu'il est bon de retenir une fois pour toutes.
30. Soit maintenant le trièdre trirectangle Oxyz (fig> ')■ Projetons OX orthogonalement sur xOy et sur la projection obtenue, choisissons arbitrairement une demi-droite Ou. Nous appellerons
(') L'espèce d'un trièdre n'est donc déterminée qu'autant que ses arêtes sont orientées et qu'est fixé l'ordre dans lequel on doit les énoncer.
longitude l'angle polaire b de Ou dans xOy. Nous appellerons colatitude l'angle 8 = \Oz, OXy, le plan ;Oa étant orienté de 0,5
Fi g.
vers Ou,, ou, ce qui revient au même, autour de la demi-droite Ou,',
qui a pour angle polaire o-j — - dans le plan des xy.
Les angles z> et 9 seront appelés les angles polaires de Oa. Calculons les cosinus directeurs. Ce sont les projections du vecteur
unitaire OU sur les axes. Projetons U en A sur xOy, donc sur Oui (ou sur son prolongement). On va projeter sur les axes l'égalité
OU = 0A + AU
Si nous observons que OA sur Ou. est le deuxième cosinus directeur de OÀ dans le plan O z-]x et que, d'autre part, 8 est, dans ce plan, l'angle polaire de OA, nous avons, d'après un calcul déjà fait (n° 29),
OÂ - sin6.
Dès lors, les projections de (20) donnent
a = OA costp = «in6 coscp, b = OA sintp = sin6 sincp, c = cosO.
Les cosinus directeurs de la demi-droite d'angles polaires (cp, 8)
sont :
sinôcosç), sin6 sincp, cosô.
C'est encore là un résultat à retenir par cœur.
Remarque. — 11 est quelquefois commode d'introduire la latitude A
qui est l'angle \0u., OaJ, le plan étant orienté deO[Ji vers O:. On a Haag. — Cours II. 3
en observant que H n'est plus mesuré avec le même sens positif. Les cosinus directeurs de O A sont alors
cosXcoso, COsXsintp, sinA.
31. Angle de deux demi-droites. — Soient Oa et O).', de cosinus directeurs respectifs (or, b, c) et (a', b' ', c'). Appelons V leur angle. Cet angle se trouvant dans un plan non orienté, son cosinus est seul déterminé sans ambiguïté (n" 15). C'est ce cosinus que nous allons calculer.
A cet effet, projetons orthogonalement le vecteur unitaire de 0\ sur Oa, en nous rappelant que ce vecteur a pour composantes a, b, c suivant les axes (n° 22). En appliquant le théorème des projections (n° 18), le théorème fondamental (n° 19) et nous souvenant que les angles que fait Oa' avec O.r, Oy, Oz ont pour cosinus respectifs a', b , c ', nous avons
(■2i) cos V = aa' -+- bb' -+- ce',
formule très importante à retenir par cœur.
Condition cC orthogonalilê. — On l'obtient évidemment en annulant cosV :
(22) aa' -+- bb' -\- ce' = o.
Cette condition garde la même forme quand on substitue aux cosinus directeurs des paramètres directeurs, qui leur sont proportionnels (n° 25).
3î2. Changement de coordonnées. — Etant donnés le tnèdre Qxyz et un autre trièdre O'x'y'z' défini par rapport au premier, tout point M de l'espace possède deux systèmes de coordonnées : les anciennes x,y,z, relatives à Oxyz et les nouvelles x\ y\ z' relatives à O' x'y ' z'. Nous nous proposons d'établir les formules qui permettent de passer de chaque système à l'autre.
Il faut d'abord définir le nouveau trièdre par rapport à l'ancien. A cet effet, nous nous donnons les coordonnées x0, y0, z0 de O' et les
paramètres directeurs unitaires (n° 25) a, 6, c de O x\ a', b\ c' de O'y, a", 6", c" de 0'«' par rapport à Oxyz.
Gela posé, essayons par exemple dé calculer .r, y, s en fonction
dex',y',z'.
Pour avoir a?, on doit projeter OM sur Ox parallèlement à yOz. Mais, on a l'égalité géométrique (n" 22)
(23j QM = ÔQ'-hx'-hy-+-z'.
Projetons-la sur Ox parallèlement à yOz. La projection de OM
est x. Celle de 00' est x0. Celle de x' est égale à x' multiplié par la projection du vecteur unitaire de O' x' sur Or parallèlement kyOz, c'est-à-dire par le premier paramètre directeur a de O' x' . Les projections de r' et de s' sont, de même, y' a' et z'a". Finalement, nous
avons
x = x0 -+- ax1 '•+■ a'j-'-f- a"-s'.
En permutant circulai rement les lettres #, y, z et a, b, c, nous aurons y et z) de sorte que nous pouvons écrire les formules du changement de coordonnées :
i x = x0-h ax'-t- a' y' -h a" z ,
{•i4) < r = ro-hbx'+ b'y'-h b"z',
\ z = z0-+- ex' -h c'y' -h c" z' ,
qui sont encore à retenir par cœur.
Elles donnent les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. Si l'on voulait les nouvelles en fonctions des anciennes, il suffirait de résoudre le système (24) par rapport à x' ', y', z' . Le déterminant \\a a' a"\\ est nécessairement différent de zéro, car on doit pouvoir tout aussi bien calculer x', y1 ', z' en fonctions de x, )', z que X, y, z en fonction de x\y\ z' .
Remarque. — On aura les formules correspondantes de la Géométrie plane , en faisant 'z =-z'= c = c' = c" = a" = b" = o, soit donc
I x = ,r0-\- ax'-h a' y', / Y = 7o + bx 4- b y .
33. C\s particuliers. — I. Les nouveaux axes sont 'parallèles aux premiers ('). — Les formules (24) se réduisent visiblement à
(26) x = x0-)-x', y =y*-±-y\ z = zo-t- z',
formules qu'on pourrait établir très rapidement en projetant sur les axes (anciens ou nouveaux) l'égalité géométrique
OM = 00'+0'M
On a aussi
(28) 'x'=X — X0, y' = y—yQ, z' = Z — z0.
II. L'origine ne change pas. — 11 suffit de faire x0 — y0 = -So = o dans les formules (24) qui deviennent alors homogènes en x\ y . z' et définissent une substitution linéaire (t. I, n° 297).
34. Changement ue coordonnées rectangulaires. — Nous allons nous attarder sur le cas très important où les axes anciens et nouveaux sont rectangulaires. Nous supposerons en outre qu'on peut passer des premiers aux seconds par un simple déplacement (2). Enfin, nous ne changerons pas d'origine.
I. Dans le plan. — On peut passer de xOy à x' O' y' par une rotation d'un certain angle cp autour du point O. Les angles polaires
de Ox' et de Ov' sont respectivement ©et© -i Leurs cosinus direc-
teurs sont donc (n" 29)
a = cos<p, b = sin cp, ,
a' = cos ( <p H — - ) = — si n cp, b' = sin ( <p -i )= coscp.
En portant dans (25), où l'on aurait annulé x0 etj'0, on a les formules très importantes :
(29) x = x' cos<p — ^''sihcp, y = x' sincp -i-'}J co«<p.
(') Quand on fait un tel changement, on dit qu'on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes au point O' ou, simplement, qu'on transporte les axes au point O'.
(2) C'est-à-dire que les axes Oxy et O x' y' doivent définir le même sens positif de rotation ( n° 26), dans le cas du plan et que les trièdres Oxyz et O' x' y' z' doivent être de même espèce (n° 28), dans le cas de l'espace.
On passe de Qx'y' à Qjv par une rotation de l'angle — o. Donc, en changeant v en — -s> et les accents de place dans (29% on obtient
(3o) x = x coso -+- y sin ç. y ' = — arsinç -t-^y coso:
ce qu'on peut vérifier en résolvant 1 29) par rapport à x', v .
3o. II. Dans V espace. — Nous avons les formules
. x = ax'-+- a' y' -\- a " z' .
(3i) v = bx'-h b'y'-h b'z',
z = ex' -h c y' -\- c" z' .
Mais les paramètres a, 6, c, ... sont des cosinus directeurs, puisque les anciens axes sont rectangulaires. On a donc (n° 24)
En second lieu, les nouveaux axes sont orthogonaux deux à deux; cela entraîne les relations (n° 31)
(33) a' a" -\- b' b" -h c' c " = o, a"a -+■ b'b -+- c" c = o, aa' •+- bb' -h ce' = o.
On reconnaît les conditions qui expriment que la substitution linéaire (3i) est orthogonale (' ) (t. I, n° 2'-'9).
Au reste, on aurait pu le prévoir en remarquant qu'on devait avoir, a priori, l'identité
(34) ^ + j2+,!E=:r'2 + 7'Ja-Z'2)
car les deux membres sont égaux à OM" (n° 177 V
Appliquons maintenant ce que nous savons sur les substitutions
orthogonales (t. I, n° 299). D'abord, on peut écrire de suite les
formules
qui donnent les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes (2). Puis, on- a (2),
(36) a2-t- rt'2-i_a"2= 1, 62-h b'1— b"2 — 1, c2 -+- r'2 -+- c"2 = 1 ;
(37) bc -r- b' c' -+- b" c" = o. ça -t- c'a'-i- c"a"= o, ab -\- a' b' -+• a" b' — o.
(l) Le lecteur s'explique maintenant l'origine de cette dénomination. (3) Ces formules sont évidentes, si l'on observe que les cosinus directeurs de Oxi par exemple, relativement aux axes Ox'y'z', s<>nt a, a', a".
On sait maintenant que le déterminant des neuf cosinus
est égal à dz i . Je dis qu'il est égal à -f- 1 .
Pour le prouver, employons l'artifice suivant. A est une fonction continue des cosinus (t. I, n° 282). Donc, si l'on déplace Ox'yrz' d'une manière continue, il ne peut varier que d'une manière continue. Comme ses seules valeurs possibles sont + i et — i, il ne varie. pas. Profitons-en pour l'amener sur Oxyz, ce qui est possible, par hypothèse (n° 31). Nous avons alors
Donc, dans le cas général, A est bien égal à-f-i.
Remarque. — Si les deux trièdres étaient d'espèces différentes, on aurait A = — i, comme on le verrait en amenant 0#'sur0.r, Oy' sur Oy et O^' sur la demi-lroite opposée à Oz.
Signalons enfin les formules relatives aux mineurs de A (t. I, n°299) :
qui permettent d'écrire immédiatement les cosinus directeurs de Ox' connaissant ceux de Oy' et de O z' .
Si les deux trièdres sont d'espèces différentes, il faut changer les signes des premiers membres.
36. Angles d'Euler. — La position du trièdre Ox' y' z' par rapport à Oxyz dépend de trois paramètres, car les neuf cosinus a, b, ... sont liés par six relations indépendantes et six seulement, à savoir les équations (3a ) et (33). On peut se proposer de résoudre le problème du changement de coordonnées en n'introduisant que ces trois paramètres. On y arrive par le moyen des angles d"1 Euler.
Les plans xOy et x'Oj ' étant supposés distincts, choisissons arbitrairement sur leur intersection une demi-droite O). {fig- S). Nous
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appellerons •l ou angle de précession ( ' ) l'angle polaire de cette demidroite dans le'plan Oxy. Nous appellerons H ou angle de nutation (')
Fig. 8.
l'angle \0-, O-'/, le plan de cet angle étant orienté par la demidroite Oa, qui lui est visiblement perpendiculaire. Enfin, nous appel-
lerons s ou angle de rotation propre (') l'angle \Q\,Ox' ) dans le plan orienté Ox' y' .
Nous allons faire voir que ces trois angles, qu'on appelle les angles d'Euler, déterminent Complètement le trièdre Ox'y'z'. Pour cela, nous allons montrer qu'on peut passer du trièdre Oxyz (ou trièdre T) au trièdre Ox'y' z' (ou T' ) par trois rotations consécutives.
Première rotation ouprécestion. — Rotation de l'angle 6 autour de O^. Le trièdre T vient enT, ou Ox<y{ 3,, Ox{ suivant O A.
Deuxième rotation ou nutation. — Rotation de l'angle h autour de O A ou Ox{. Le trièdre T, vient en T2 ou Ox2 r2.:2, 0;2 suivant O^'.
Troisième rotation ou rotation propre. — Rotation de l'angle cp autour de O;' ou 0;2. Le trièdre T2 vient en T', car 0:2 reste sur O;' et Ox2 vient sur Ox', ce qui exige que Oj'2 vienne sur Oy', car T2 et T' sont trirectangles et de même espèce.
Rien n'est plus aisé maintenant que d'établir les formules du changement de coordonnées. Appelons {x,y, z), (x,,y,, zK ), (x2, j'2, 32),
(l) Ces dénominations sont empruntées à la Mécanique et à l'Astronomie.
./ . i , s') les coordonnées de M par rapport aux trièdres T, T,, T2 T'. Le passage de chaque trièdre au suivant se faisant par une rotation autour d'un de ses axes, on est ramené ehaque fois à un changement de coordonnées rectangulaires dans le plan. En appliquant les formules i 29), t)n a successivement :
, x =X]COS'| — j-jsin^- y = &\ sin ^ -+- jn cos'i,
(4o) ■ xi = xi, r,=j2cos6 — s2sinO, zt = jK2sinO -t- .s2cosô;
' a?2= ar'cosy — y'sintp, y2 = ^r'sino -hy'cosy, 2 = 2'.
On pourrait aisément en tirer x, j>', z en fonction de #', y\ z . En comparant avec (3 1), on aurait les neuf cosinus en fonction des angles d'Euler.
37. Extensions mvERSEs. — La considération des coordonnées cartésiennes conduit à des extensions, qui sont indispensables, comme on le verra dans la suite, pour la généralité de certaines propositions géométriques.
Points imaginaires. — Jusqu'à présent, les coordonnées étaient des nombres essentiellement réels. Nous admettrons dorénavant les coordonnées imaginaires. Quels que soient les nombres x, y, z, nous conviendrons, de dire qu'ils définissent toujours un point M. Si les trois nombres sont réels, le point sera réel. Si l'un au moins d'entre eux est imaginaire, le point sera imaginaire. C'est évidemment là une simple façon de parler et les points imaginaires n'ont, en somme, qu'une existence purement analytique. Mais cette façon de parler est fort commode et, tout paradoxal que cela puisse paraître de prime abord, l'introduction des éléments imaginaires en Géométrie s'est révélée comme excessivement féconde au point de vue de l'avancement de cette science dans le domaine réel.
Deux points M et M' sont imaginaires conjugués, si leurs coordonnées de même nom sont imaginaires conjuguées (t. I, n" 28).
On convient <t étendre aux points imaginaires les définitions et formules relatives aux points réels. C'est ainsi que le milieu des deux points M et M' est, que ceux-ci soient réels ou non, le point de
or i or \f i v z ' z
coordonnées ' r ' ' ~~ Observons, à ce propos, que le
milieu de deux points imaginaires conjugués est réel, car son abscisse, par exemple, est égale à la partie réelle commune à x et à x'.
3cS. Points a i.'im m; cooRnoNNÉEs bomogènes. — Imaginons qu'un point M se déplace dans l'espace de telle façon que la distance OM croisse au delà de toute limite ('). ÎNous dirons que le point M s'éloigne à V infini.
Dans le cas particulier où OM tend en outre vers une droite fixe 01, nous dirons que M va à V infini dans la direction OX ou encore qu'il tend vers le point à l'infini dans la direction O A ou sur OÀ.
D'après cette définition, il est évident que deux droites parallèles ont le même point à l'in/ini. On dit aussi quelles se coupent à r infini.
Soient x, >', z les coordonnées cartésiennes variables du point M précédent. A la limite, l'une au moins d'entre elles est infinie. Si OÀ ne se trouve dans aucun plan de coordonnées, elles le deviennent toutes les trois. Réciproquement, si x. y, s deviennent infinis, le point M va à l'infini ; mais, on ne sait plus dans quelle direction, si direction il y a. On tourne cette difficulté par l'introduction des coordonnées homogènes (2).
On appelle coordonnées homogènes du point M(#, /, z
tout groupe de quatre nombres X, Y, Z, T non tous nuls et
tels que
ï -ar' T ~y' T ~~ *'
Un point donné admet une infinité de systèmes de coordonnées homogènes obtenus en multipliant l'un d'entre eux par un facteur arbitraire. En particulier, en supposant T = i, X, \, Z deviennent les coordonnées ordinaires.
Cela posé, imaginons que le point M aille à l'infini dans la direction OÀ de paramètres directeurs a, b, c. On peut prendre à chaque instant X, Y, Z comme paramètres directeurs de OM. A la limite, ces trois nombres doivent donc devenir proportionnels à a. b. c. On peut même supposer qu'ils deviennent égaux à a. b. c. en utilisant
(') Ceci n'a de sens précis qu'autant qu'on suppose les coordonnées de M et, par suite, Ja distance OM fonctions d'un certain paramètre, pour une valeur particulière duquel OM devient infini (t. I. n° 58). Quand on s'abstient de fixer un paramètre, on s'imagine instinctivement un mouvement du point M et Ton choisit, en somme, le temps pour paramètre.
(5) Les coordonnées homogènes ont aussi une autre utilité, en ce sens qu'elles permettent de simplifier certaines formules de Géométrie analytique.
le facteur arbitraire par lequel on peut toujours les multiplier, en même temps que T. D'autre part, l'une au moins des coordonnées x, y. s devient infinie. Comme X, Y, Z restent tous trois finis, il faut que T tende vers zéro. Donc, lorsque le point M va à V infini dans la direction OX, un de ses systèmes de coordonnées homogènes tend vers (a, 6, c, o).
Réciproquement, si X, Y, Z, T tendent respectivement vers a, 6, c, o, comme l'un au moins des paramètres directeurs «, b, c n'est pas nul, il y a au moins une des coordonnées x, y, z qui devient infinie. De plus, les paramètres directeurs X, Y, Z de OM ont pour limites a, b: c; donc. OM a pour position limite OÀ et le point M va à l'infini dans la direction OÀ. Finalement, on voit qu'il est légitime de dire que le point à V infini dans la direction de paramètres directeurs a, b, c a pour coordonnées homogènes (a, 6, c, o).
Les coordonnées homogènes permettent donc de distinguer entre eux les différents points à l'infini, pe que ne permettaient pas les coordonnées ordinaires. Quand on emploie les coordonnées homogè/iêSj les points à l'infini ne donnent jamais naissance à aucune difficulté particulière et ne diffèrent, au point de vue analytique, des points à distance finie que par la condition T= o. Nous ferons grand usage de cette importante propriété.
40. Coordonnées polaires. — Un autre système de coordonnées très employé, surtout en Géométrie plane, est celui des coordonnées polaires.
I. Dans le plan. — Le plan étant orienté, on choisit un axe Ox, appelé axe polaire, le point O s'appelant pôle. Sur la droite OM, on choisit un sens positif quelconque, de manière à obtenir une demidroite O A. L'angle polaire 'o de cette demi-droite est appelé ['angle polaire du point M. La mesure algébrique OM = p sur O À est appelée le rayon vecteur du point M. Les nombres p et o) sont les coordonnées polaires de M.
Il est évident que la connaissance de ces coordonnées entraîne celle du point. Mais, la réciproque n'est pas vraie. A un point M donné correspondent une infinité de déterminations (') pour (p, w). Soit,
(l) La notion de coordonnées diffère donc un peu ici de celle que nous avons donnée au n* 20. Mais, cela n'a pas d'importance pratique.
en effet, /• la longueur OM. Si l'on oriente O A de 0 vers M, on a : p = r
et oj = « + 2 /,-t:, en appelant a une des déterminations de \Ox, OMJ. Si Ton oriente O A dans le sens opposé, on a
s = — r el w = a -+- (2 A: -4- i)tc.
Les différentes déterminations des coordonnées de M sont donc données par les formules
| p = — r\ w-a + (2A- + ij-.
Relations avec les coordonnées cartésiennes rectangulaires. — A l'axe polaire Ox adjoignons un axe Qy d'angle polaire — Si r et y sont les coordonnées du point M par rapport aux axes Oxy, on a,
en projetant OM et se souvenant que les cosinus directeurs de OA sont cosco et sinw (n° 29) :
(4'2) ce = pcosta. j' = psinu>.
On en tire, si Ion veut ( ' ),
jr y
(43) p=? rfcy'ar'-t-j'*, cosco = — > sinu> = —
Changement d'axe polaire. — On ne change jamais le pôle; mais il y a souvent lieu de changer d'axe polaire. Si w0 désigne l'angle polaire du nouvel axe, on peut prendre évidemment (n° 14)
p = p', oj = w0-t- w' (2).
11. Z?ems l'espace. — Partons d'un trièdre trirectangle Oxyz. Prenons sur la droite OM une demi-droite O A. Soient o, 0 ses angles polaires relativement à Oxyz (n" 30) et soit p la mesure algébrique
(') On a aussi tangw = — • Mais, si l'on a déjà choisi le signe de p. cela ne suffit
pas pour déterminer o>. Cela le définit, en ellet, seulement à k~ près, tandis que les formules (43), qui donnent à la fois coso> et sinw, le définissent à 2kx près.
{■) Nous négligeons les 2k- de la formule (21) du n- 14, à cause de l'indétermination de w et 0/ [formules (40]- De même, nous négligeons : p = — p',
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de OM sur OÀ. Les trois nombres -s», 0, o sont . les coordonnées polaires de M ( ' ).
Coordonnées semi-polaires. — Un système plus employé est le suivant. Projetons M en m sur xOy. Soient o et m les coordonnées polaires de m dans xOy. Soit s la cote de M. Les trois nombres p, o). 3 sont appelés les coordonnées semi-polaires ou cylindriques du point M.
( l) Ils ne sont pas entièrement déterminés et il y aurait lieu d'établir des formules analogues aux formules (41)'- C'est ce que pourra faire le lecteur à titre d'exercice.
41. Équation d'une ligne dans le plan. — Maintenant que nous savons représenter les points par des nombres, il s'agit de voir comment on pourra représenter des assemblages de points. En Géométrie plane, le seul assemblage qui nous intéresse est la ligne. Cherchons donc de quelle manière il est possible de déterminer analytiquement une ligne donnée (C) (').
Tout d'abord, il est clair que les coordonnées, que nous supposerons d'abord cartésiennes, des différents points de cette ligne ne sauraient prendre indépendamment des valeurs arbitraires, sans quoi la ligne passerait par tous les points du plan. Elles sont nécessairement liées par une relation
et par une seule, car s'il y en avait une autre, on pourrait résoudre par rapport à x et j', et la ligne ne comprendrait qu'un nombre fini de points.
Réciproquement, considérons tous les points du plan dont les coordonnées vérifient (i). Imaginons qu'on donne à x une valeur déterminée. L'équation (i) admet un certain nombre de racines en y, soient jki, y-i, J3, • • -, auxquelles correspondent les points M,(#,jkO» M2(#, J2), M3(#, _r3), • • • • Si maintenant on fait varier x de —y. à + oc, ces points se déplacent dans le plan et décrivent des arcs de
(') Dans la pratique, les lignes (et surfaces) auront toujours une définition géométrique, quand elles ne nous seront pas données analytiquement. Mais, on peut néanmoins concevoir une ligne (ou surface ), sans songer à aucun mode de définition, en imaginant un dessin de trait idéalement fin.
Les concepts de ligne et de surface peuvent donner lieu à des discussions philosophiques, dont la place n'est pas dans cet Ouvrage.
courbe. L'ensemble de tous ces arcs constitue la courbe définie par V équation (i) (').
Cette courbe (C) comprend nécessairement la ligne (C) qui nous a servi de point de départ. Elle peut ne comprendre qu'elle. Mais, il peut arriver aussi que (C) ne soit qu'une partie de (C), soit que l'équation (i) puisse se décomposer en plusieurs autres, soit qu'il y ait impossibilité de représenter la ligne proposée par une équation non soumise à des restrictions. Nous verrons des exemples de l'un et l'autre cas.
D'une façon générale, V équation (i) sera dite V équation de la ligne (C) si les coordonnées de tout point de (C) vérifient (i) et si, réciproquement, tout point dont les coordonnées vérifient (i) appartient à (C).
Ce qui vient d'être dit des coordonnées cartésiennes pourrait se répéter avec des coordonnées quelconques. Il est plus simple de remarquer qu'on passe du système cartésien à tout autre par des formules telles que
(2) x = o(x',y'), y = <Ka?',y)i
et que, si la ligne (C) est représentée par l'équation (i) dans lé premier système, elle sera représentée, dans le second, par Yéquation transformée
Remarque. — Le raisonnement fait plus haut est en défaut lorsque l'équation (i) ne renferme pas y. Dans ce cas, elle est vérifiée pour un certain nombre de valeurs #,, x2, . .., de x et quel que soit y.
(') Si la fonction f (x, y) est continue et admet des dérivées partielles du premier ordre, celte courbe répond à la notion expérimentale qu'éveille en notre esprit le mot ligne. Mais, on peut imaginer des fonctions pour lesquelles cette notion disparaît totalement. L'élude des courbes correspondantes rentre plutôt dans le domaine de la haute Analyse que dans celui de la Géométrie et nous n'en rencontrerons jamais aucun exemple.
Les arcs décrits par les points M; ne s'étendent pas nécessairement à l'infini à droite et à gauche. Ils peuvent cesser d'exister, en totalité ou en partie, en même temps que les yL correspondants, quand x pénètre dans certains intervalles.
Le nombre des racines yt et par suke des arcs constitutifs de la courbe peut quelquefois être infini. Mais cela n'arrive jamais que pour des fonctions transcendantes particulières.
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Or, le lieu des points dont l'abscisse a une valeur donnée est évidemment une droite parallèle à Oy. Donc, si l'équation (i) ne renferme pas y, elle représente un ensemble ou, comme on dit encore, un faisceau de droites parallèles à Oy; de même, si elle ne renferme pas x, elle représente un faisceau de droites parallèles à Ox.
i2. Lignes algébriques. — On appelle ligne algébrique toute ligne dont l'équation, en coordonnées cartésiennes, peut être obtenue en égalant éi zéro un polynôme en x et y. Le degré de ce polynôme est appelé degré de la ligne .
-Montrons que cette définition est indépendante du choix des axes.
Supposons que la fonction j \x,y) du numéro précédent soit un polynôme de degré m. Puis, prenons de nouveaux axes O'x'y'. La nouvelle équation sera de la forme [n° 32)
(4) /Oo-f- ax' -h a'y\ y^-\- bx' +- b' y' ) = o.
Le premier membre est encore un polynôme en x' ', y', dont le degré ru' ne saurait dépasser m, puisque x et y sont du premier degré en x', y' . D'autre part, m ne peut être supérieur à m', parce que le retour des nouvelles coordonnées aux anciennes se fait par des formules analogues. Dès lors, on a m' = m et, quelle que soit la manière de choisir les axes, la ligne (C) est toujours algébrique et de degré m.
43. Cette invariance du degré a. du reste, une explication géométrique fort simple, résultant du théorème suivant :
Théorème. — Toute ligne algébrique de degré m est rencontrée en m points par toute droite du plan.
En effet, en choisissant convenablement les axes. ce qui est permis, nous pouvons supposer que la droite sécante est Ox. 11 suffit dès lors de faire y = o dans l'équation (i) pour avoir l'équation aux x des points de rencontre :
Cette équation sera généralement une équation algébrique de
degré m et, comme telle, admettra m racines (t. I, n°219), auxquelles correspondront m points d'intersection.
Toutefois, il est nécessaire de faire certaines conventions pour que Ténoncé précédent soit tout à fait général.
D'abord, il peut arriver que le degré de (5) soit inférieur à m d'un certain nombre/? d'unités. Dans ce cas, on dit que p des points /le rencontre sont à l'infini. On justifie ce langage en démontrapt que si une sécante non parallèle à Ox tend vers cette droite, parmi ses points d'intersection avec la courbe, il y en a p dont la distance à l'origine croît au delà de toute limite.
En second lieu, si l'équation (5) possède une racine multiple d'ordre a, le point correspondant doit être compté a fois.
Enfin, si l'équation (5) possède des racines imaginaires, il faut compter, parmi l'intersection, les points imaginaires (n"37) correspondants.
44. Théorème. — Etant donnés deux polynômes f(x, y) et g^x^y), pour qu'en les annulant on définisse la même courbe, il faut et il suffit qu'ils soient constitués par les mêmes monômes affectés de coefficients proportionnels.
i° La condition est suffisante. — Car si elle est remplie, on a une identité de la forme
(6) g(x, y) = kf(x, y) (k = const.)
et, par suite, tout point qui annule/ annule g et réciproquement.
2° La condition est nécessaire. — Si les équations f= oetg = o représentent la même courbe (C), elles doivent avoir les mêmes racines en x pour toute valeur numérique attribuée à y, puisque ces racines sont les abscisses des points de rencontre de (C) avec la parallèle à Ox qui constitue le lieu des points du plan d'ordonnée y. Par suite, les polynômes f et g, considérés comme des polynômes en #, doivent avoir leurs coefficients proportionnels (t. I, n° 205). Autrement dit, on doit avoir une identité de la forme (6), où / désigne, jusqu'à présent, une constante relativement à .r, c'est-à-dire une fonction de la seule variable y. Mais, le même raisonnement répété en échangeant les rôles des deux axes nous prouve que /. ne doit dépendre que dex.
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Ces deux conditions ne peuvent être simultanément réalisées que si A:
est une constante absolue, auquel cas les polynômes jouissent bien des propriétés qu'indique l'énoncé (t. I, n° 200 bis).
En coordonnées homogènes (n" 39), l'équation ( i) s'écril
ou, en désignant par F(X, Y, T) le polynôme obtenu en rendanty*(ic, y) homogène,
Une courbe non algébrique est dite transcendante. Quelles que soient les transformations qu'on fasse subir à son équation cartésienne, il est impossible de la mettre sous la forme (i), où J(x, }') désignerait un polynôme.
45. Equations paramétriques d'une ligne. — ■ Un autre mode de représentation, souvent plus commode que le précédent, est celui de la représentation paramétrique.
A chaque point M de la courbe on fait correspondre un nombre t, qui est dit son paramètre (' ). On choisit généralement le mode de correspondance de telle manière que, lorsque / varie dans un certain intervalle (£0, £,), le point M décrit la courbe entière ou bien l'arc qu'on veut se borner à étudier. En outre, une variation continue de t entraîne un déplacement continu de M, sauf peut-être pour certaines valeurs particulières. Enfin, dans les applications, le paramètre a très souvent une signification géométrique simple et intéressante, telle que : abscisse curviligne du point, angle polaire de la tangente ou de la normale, etc. (2).
Le mode de correspondance entre M et t étant choisi, il est clair que les coordonnées de M sont des fonctions déterminées de £, soit
(l) Ce paramètre est, en somme, la coordonnée du point M sur la courbe.
(J) On peut aussi parfois prendre x (ou/) pour paramètre. On est alors conduit à une équation de la forme y—fix) [ou x = /(y)], qui rentre aussi, si l'on veut, dans la forme (i).
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On dit que les équations (,j) constituent un système d'équations paramétriques de la courbe (').
Une courbe étant donnée, il existe une infinité de manières de la représenter paramétrique ment, qui toutes se déduisent de Tune d'elles par un changement de variable sur le paramètre
Si la courbe est définie par l'équation (i), on peut imaginer qu'on choisisse arbitrairement la fonction x =f{t\. En portant dans (i) et résolvant par rapport à y, on obtient g(t).
Plus généralement, on peut poser é
(8) ei^y) = t,
g désignant une fonction quelconque de x et r, puis résoudre le système (i), (8) par rapport à x et à y.
Réciproquement, donnons-nous, de manière quelconque, les équations (-). A. chaque valeur de t correspond un point M. Si nous faisons varier 7, M décrira une ligne, qui sera donc définie par les équations paramétriques (-). Dans ce cas, la signification géométrique du paramètre pourra être plus ou moins simple.
Si l'on veut avoir l'équation de la courbe, au sens du n° 41, ou, comme nous dirons quelquefois, son équation implicite, il suffit d'éliminer t entre les équations paramétriques (n° 58).
46. Intrrsectiojn de deux courbes. — Il est toujours aisé, théoriquement du moins, de calculer les coordonnées des points d'intersection de deux courbes définies analytiquement.
I. Les deux courbes sont définies par leurs équations implicites. — Soit à trouver l'intersection de la courbe (i) avec la courbe
Il suffit de résoudre le système (i), (9) par rapport à x et y. A chaque solution (a?, y j correspond un point d'intersection.
Si les courbes sont algébriques et de degrés respectifs m et p,
( ' ) Quand on change d'axes de coordonnées, il faul calculer les nouvelles coordonnées en fonctions des anciennes pour avoir les nouvelles équations paramétriques.
le nombre de leurs points fie rencontre est mp. Cela résulte en effel du théorème rie BezouK t. I, n°238), à condition de compter les points à l'infini el les points imaginaires, et de tenir compte des ordres de
multiplicité des solutions.
II. Les deux courbes sont définies par leurs équations paramétriques. — Soit à trouver l'intersection de la courbe (7) avec la courbe
A tout point de rencontre correspondent une valeur pour t et une valeur pour 0 telles que
(li) /(<) = <p(0), g{t)= t
Réciproquement, si (f, 9) désigne une solution du système (1 1), en portant, soit la valeur de t dans (7), soit la valeur de H dans (10), on aura les coordonnées d'un point d intersection.
III. Les courbes sont définies, l'une par son équation implicite. V autre par ses équations paramétriques. — Soit à trouver l'intersection des courbes (1) et (7). Les t des points de rencontre sont donnés par l'équation
47. Equation d'une surface. — Dans l'espace, deux assemblages de points vont nous intéresser : la surface et la ligne.
Les coordonnées cartésiennes .r, y, z des différents points d'une surface donnée 1 S | ne sauraient prendre des valeurs indépendamment arbitraires et sont liées nécessairement par une relation
03) f(*iy,*) = o,
et par une seule, car. s'il y en avait une autre, on ne pourrait pas choisir arbitrairement les valeurs de x et y, par exemple, ce qui doit, au contraire, être possible (-*).
(l) Cela revient à dire que toute parallèle à Oz rencontre la surface. Cela est vrai (du moins tant que la parallèle reste dans certaines régions) si la surface n'est pas un cylindre de génératrices parallèles à 0;. Mais, dans ce cas. il suffit de remplacer x et y par x et z ou bien par y et z. puisque aucune surface ne peut être à la fois un cylindre parallèle à Oz, un cylindre parallèle à Oy et un cylindre parallèle à Ox.
Réciproquement, considérons tous les points de l'espace dont les coordonnées vérifient (i3). Ceux de ces pqints qui sont dans le plan a?0'r, parallèle à xOy et lieu des points de cote h = OC ^constituent une courbe (C«) définie, par rapport aux axes O' x et O'y, par l'équation
Si h varie, cette courbe engendre une surface, qui comprend certainement la surface (S), mais peut aussi, dans certains cas, en comprendre une ou plusieurs autres.
D'une façon générale, V équation (i3) sera dite l'équation de la surface (S) si les coordonnées de tout point de (S) vérifient (i3) et si, réciproquement, tout point dont les coordonnées vérifient (i3) appartient à (S).
Par un changement de variables, on aura l'équation de la surface dans n'importe quel système de coordonnées {cf. n° 41).
Remarque. — Le raisonnement ci-dessus est en défaut quand la fonction f ne dépend que de z. Dans ce cas, l'équation (i3) représente un faisceau de plans parallèles à xOy (cf. n° il).
Signalons, à ce propos, un autre cas particulier : celui où f dépend seulement de deux variables, par exemple x et y. Pour qu'un poini M appartienne à la surface, il faut et il suffit que la parallèle menée par ce point àO; perce le plan des xy en un point m situé sur la courbe (C) de ce plan qui a pour équation /' = o, relativement aux axes Oxy. La surface est donc un cylindre de base (C) et de génératrices parallèles à Oz.
48. Surfaces algébriques. — On appelle surface algébrique toute surface dont l'équation cartésienne peut être obtenue en annulant un polynôme en x, y, z. Le degré de ce polynôme est appelé degré de la surface.
On montrerait, comme aux nos 42 et 43, que cette définition est indépendante du choix des axes et que le degré est égal au nombre de points d'intersection de la surface avec une droite quelconque, à condition de compter les points imaginaires et à l'infini et de tenir compte des ordres de multiplicité.
Théorème. — Toute section plane d'une surface algébrique de degré m est une ligne algébrique de degré m.
Il suffît, pour le voir, de prendre le plan sécanl pour plan des xy.
Accidentellement, le degré peut s'abaisser de /> unités. On convient alors de compter la droite de l'infini (n" 8(>) du plan sécant comme droite multiple d'ordre p dans la section, ci; qui se justifie par des considérations analogues à celles du n° \"2.
Théorème. — Étant donnés deux polynômes /(oc, y, z) et g(x, y, z), pour qu'on définisse la même surface en les annulant, il faut et il suffit qu'ils soient constitués par les mêmes monômes affectés de coefficients proportionnels.
i° La condition est suffisante. — Car, si elle est remplie, on a une identité de la forme
(i5) g(.v, y, z) = kf(x, y, z) (Ar=const.)
et, par suite, tout point qui annule / annule g et réciproquement.
2" La condition est nécessaire. — Si les équations f== o, g = o représentent la même surface, elles doivent avoir les mêmes racines en 3 pour tout groupe de valeurs numériques attribuées à x et y. On en conclut une identité de la forme (i5), où k ne dépend pas de z. Mais, pour des raisons analogues, k ne dépend pas de x, ni dey. C'est donc une constante absolue; d'où, etc. (c/. n° Ai).
En coordonnées homogènes, l'équation (i3) s'écrit
F étant le polvnome / rendu homogène. Toute surface non algébrique est dite transcendante.
il). Equations paramétriques d'une surface. - Les surfaces sont aussi susceptibles de représentation paramétrique.
V chaque point M de (S) on fait correspondre deux paramètres u et e, dont la connaissance fixe réciproquement la position du point sur la surface et qui sont appelés les paramètres ou les coordonnées curvilignes du point sur la surface ( cf n" 20). Dans les applications, ils ont souvent une signification géométrique simple. Au contraire,
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quand on étudie les propriétés générales des surfaces, on ne se préoccupe presque jamais de les interpréter.
Le mode de correspondance entre M et (u, c) étant choisi, on peut calculer les coordonnées de M en fonction de u et t>, soit
On obtient, de la sorte, un système adéquations paramétriques de la surface.
Toute équation en u, v définit une courbe (G) tracée sur lasurface. Si l'on exprime u et c en fonction d'un paramètre £, on obtient les équations paramétriques de (C) sur (S). En portant ces expressions de u et p dans (16), on a a?, y, g en fonction de t, c'est-à-dire les équations paramétriques de (C) dans l'espace (n° 53).
On peut déduire les équations (16) de l'équation (i3) en choisissant arbitrairement x et y en fonction de a, v et résolvant par rapport às(') (cf. n° 45). Réciproquement, connaissant (16), on aura (i3) par élimination de u, v (n° 63 >.
00. Détermination d'une ligne dans l'espace. — Une ligne de l'espace peut être définie, de deux manières : par l'intersection de deux surfaces ou par le déplacement d'un point. De là résultent deux modes de représentation analytique.
1. La ligne est donnée par V intersection de deux surjaces. — Soit la ligne (G), intersection des surfaces (S) et (S') d'équations cartésiennes respectives
d; f(x,jr,z)=j>1 ff(x, y, z) = o.
Il est clair que les équation- (17) déterminent complètement la courbe, à condition toutefois que celle-ci soit l'intersection., complète des deux surfaces, c'est-à-dire que (S) et (S') n'aient aucun point commun en dehors de (C). S'il en est ainsi, les. équations (17) sont dites les équations de la ligne.
La courbe (C) étant donnée, il existe une grande indétermination dans le choix de ses équations, résultant de ce fait qu'on peut toujours
(') Si l'on prend x =u, y = v, on a une équation de ,'la forme z = /< x, y), qui rentre, si l'on veut, dans le type ( i3).
LIGNES 1.1 H BPACB8. > >
imaginer une infinité de surfaces se coupant suivant cette courbe. M;iis. répétons-le encore ifne fois, il faut toujours bien prendre garde
que les deux sur/aces choisies se coupent suivant (C) et suivant (G) seulement.
En particulier, si La ligne a été définie par les équations ( 1 7 . on esl toujours en droit de remplacer ces dernières par deux de leurs combinaisons linéaires linéairement indépendantes, soit
(18) X/-+- \>.g = o, X/-i- \ïg = ... i ;,:>: - >.' ;J. r- 0 .
Car ces équations entraînent (17). comme elles sont entraînées par
elles.
51. Cylindres projetants. Parmi les surfaces passant par (G),
il \ <-n a qui sont particulièrement intéressantes quand on veut se représenter la forme de la courbe dans l'espace. Ce sont les cylindres s'appujanl sur (G) et de génératrices parallèles ;iux axes de coordonnées. Les hases de ces cylindres sur les plans de coordonnées sont hjs projections [') de la courbe sur ces plans.
Cherchons comment on peut obtenir l'équation du cylindre projetant la courbe sur xOy. Cette équation ne doit renfermer que x et r. et peut être considéré comme l'équation de la projection (c) relativement aux axes O xy (n" 47). Or, soit m(x' , y' ) un point quelconque de (c). La parallèle à O;, menée par m, rencontre (C) en au moins un point M | fig. g). Or, tous les points de cette parallèle ont des coordonnées de la forme (x', y', z). Il suit de là que les équations en c
ont au moins une racine commune, à savoir la cote de M.
Réciproquement, si les équations (;o,) ont une racine commune en g, cela veut dire que la parallèle à O;, menée par m\ ./ . y 1, rencontre (C) et, par suite, que ni se trouve sur < c 1.
En définitive, pour que ///./. 1 appartienne à (c), il faut et il suffit que les équations (ig) aient au moins nue racine commune en z. On aura donc l'équation de (c) ou du cylindre projetant sur xOy en éliminant z entre les deux équations de (C) (t. I, n" 231 ).
(') Ces projections ne sont orthogonales qu'en coordonnées rectangulaires.
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C'esl là une règle <ju'i! importe de retenir. On a des règles analogues pour les projections sur )(): et ;0;.
Les équations des cylindres projetants étant plus simples que les équations (17), comme renfermant chacune une coordonnée de moins, on peut être tenté de substituer deux d'entre elles aux deux équations proposées. Mais, c'est en général illégitime.
En effet, considérons, par exemple, les cylindres (c) et'(c') projetant (C) sur Oxy et Oyz (Jig. 9). Ils se coupent évidemment sui-
vant (C). Mais, ils peuvent avoir d'autres points communs. En général, la droite m M rencontrera en effet (G) en un seul point M, tandis qu'elle rencontrera le cylindre (c') en un ou plusieurs autres points, tels que N.
La courbe représentée par les équations de deux cylindres projetants est donc plus générale que la proposée.
De même, il n'est permis de substituer l'équation d'un cylindre projetant à V une des équations (17), qu'après s'être assuré qu'on n'introduit pas une courbe nouvelle. Dans le cas particulier où l'équation non remplacée représente une surface qui n'est jamais rencontrée qu'en un seul point P par chaque génératrice du cylindre, la substitution est toujours légitime, car le point P coïncide nécessairement avec le point M de (C).
o!2. Lignes algébriques. — Une ligne de Vespace est algébrique si l'on peut faire passer par elles deux sur/aces algébriques.
Si les fonctions y et g des équations (17) sont des polynômes, la ligne (C) est donc algébrique.
Théorème., — Les projections (rime ligne algébrique sont algébriques et réciproquement. — Car l'élimination de z, par exemple, entre les équations (17), conduit à une équation algébrique en x ci r, si /'et » sont des polynômes (t. I, n° 233). La propriété subsiste d'ailleurs quand (G) n'est qu'une partie de l'intersection des surfaces 1 1 - 1, car sa projection est une partie de la projection de l'intersection complète, laquelle projection ne peut se décomposer qu'en des courbes algébriques.
La réciproque est une conséquence évidente de la définition de l'algébricité.
On appelle degré d'une courbe algébrique de V espace le nombre de ses points de rencontre avec un plan quelconque. Cette définition concorde avec celle du n° 43, dans le cas d'une courbe plane.
Tiiéobème. — Deux surfaces algébriques de degrés m et p ont pour intersection complète une courbe algébrique de degré mp.
En effet, soit (G) l'intersection complète de la surface (S) de degré m avec la surface (S') de degré p. Coupons par un plan P quelconque. Nous obtenons, dans (S), une ligne plane de degré m et, dans (S'), une ligne plane de degré p (n° 48). Ces deux lignes se coupent en mp points, qui sont manifestement les points de rencontre de P et de (C). Le théorème est donc démontré.
Corollaire. — Toute ligne qui est intersection complète de deux surfaces algébriques et qui n'est pas plane, ne peut avoir pour degré un nombre premier.
Car ce degré est de la forme mp, aucun des nombres m et p n'étant égal à l'unité.
Si, par un moyen quelconque (n" 53), on découvre une courbe algébrique gauche de degré premier, on peut donc être assuré qu'elle ne pourra jamais être obtenue comme intersection complète de deux surfaces algébriques.
53. Equations paramétriques d'une ligne dans l'espace. — Envisageons maintenant l'hypothèse où
II. La ligne est engendrée par le déplacement d'un point. — A
chaque position M de ce point, on peut faire correspondre un paramètre /. relativement auquel on peut répéter ce qui a été dit au n" io, à propos d'une courbe plane. Les coordonnées de M sont des fonctions déterminées de / :
Les équations (20) constituent un système d'équations paramétriques de la courbe.
Lorsque celle ci est donnée par deux équations telles que (17), on peut imaginer qu'on choisisse arbitrairement J(t), puis qu'on résolve 11-) par rapport à r et z ou, plus généralement, qu'on adjoigne à 1 _ ) une équation telle que
En considérant seulement les deux premières équations ( 20), on a e\ idemment les équations paramétriques de ta projection sur xOy. De même pour les deux autres projections. En éliminant t. on aurait donc les équations des cylindres projetants. Nous savons (n" o! ) que deux de celles-ci ne peuvent être prises, en général, pour déiinir la courbe. Du reste, il arrive même très fréquemment qu'une ligne de l'espace donnée par des équations paramétriques n'est pas susceptible d être représentée par deux équations en x, y, z. Il en est ainsi, par exemple, des courbes unicursales de degré premier (n° o2) ('). On tourne quelquefois cette difficulté en représentant la ligne (C) par trois équations en x, y, z, définissant trois surfaces ayant en commun (C) et (C) seulement. Les trois cylindres projetants répondent souvent à la question. Mais, un tel mode de représentation est toujours .moins commode, pour l'étude de la courbe, que le mode de représentation paramétrique.
54. Intersection de lignes et surfaces pains l'espace. — Plusieurs problèmes se présentent.
(') Du moins, si Ion n'accepte que des équations algébriques en x, y, z. On pou irait peut-être imaginer des surfaces transcendantes se coupant entre elles ou coupant des surfaces algébriques suivant lesdites courbes. Mais, cela ne présente pas d'intérêt pour nous.
LIGNES ET SURFACES. ïg
I. Intersection de deux surfaces. — Si toutes deux sonl définies par leur équation implicite, on est ramené au n' 50.
Soient maintenant la surface (S ) définie par ( i 3 > et la surface (S') définie par (16). L'équation
esl l'équation de l'intersection en coordonnées '/. 1 sur la surface S in" il)). Elle peut conduire aux équations paramétriques, comme il a été expliqué au n" 'il).
Nous n'envisagerons pas l'hypothèse où les deux surfaces seraient définies par des équations paramétriques.
II. Intersection d'une ligne et d'une surface : Premier ras. — Soient la surface ' S 1 définie par (i3) et la ligne (C) définie par
Elle- se coupent ri certain nombre de points donl les coordonnées -ont obtenues en résolvant le système (i3), (23) par rapport
Il esl clair que ceci résout en même temps le problème «le l'intersection de trois surfaces données par leur- équations implicites.
Si les surfaces sont algébriques el de degrés ///. p, ■/. le nombre des' point- il intersection e>t mpq.
Deuxième cas. — Soient la surface (S) définie par (i3) et la ligne (G) définie par (20). L'équation
est l'équation aux t des points d intersection . A chaque racine /' correspond un point de rencontre dont les coordonnée- sont obtenues en remplaçant / par t' dans (20 .
Si la surface et la courbe sont algébriques, le nombre des points d' intersection est égal au produit de leurs degrés ( ' ).
III. Intersection de deux lignes : Premier ras. — Soient la
(') Nous admettons ce théorème, dont la démonstration générale ne rentre p<is dans !e cadre de cet Ouvrage. Ajoutons que, dans les applications, sa verilication e?t toujours ais
ligne (C) définie par ( i ;) et la ligne (O) définie par
Tout point commun doit vérifier à la fois (17) el 1 25). Or, nous avons là quatre équations à trois inconnues, qui seront généralement incompatibles. Donc, deux lignes prises au hasard dans l'espace ne se rencontrent pas. Cette proposition est d'ailleurs tout à fait intuitive.
Dans le eas où les lignes dépendent d'un ou plusieurs paramètres arbitraires, on peut se proposer de chercher quelle relation doit exister "entre ces paramètres pour qu'il y ait rencontre. La réponse est immédiate : il suffit d'exprimer que le système (17), (23) est compatible, c'est-à-dire d'éliminer x, y, z entre les équations des deux courbes. Nous aurons souvent à résoudre ce problème.
Lorsque les deux lignes sont les intersections complètes de deux surfaces par une même troisième, elles se rencontrent aux points communs aux trois surfaces.
Deuxième cas. — Soient la ligne (C) définie par (1- ) et la ligne (C) définie par (20). Pour qu'il y ait rencontre, il faut et il suffit que les équations
(*6) flf(t), g{ih Ht)] = o, g[f{t), g(t),h(t)] = o
soient compatibles en /.Toute solution commune, substituée dans (2o)j donnera un point de remontre.
Troisième cas. — Soient la ligne (C) définie par (20) et la ligne (C) définie par
(27) *=/i(6), y = ffl(0). z = hl(t).
Pour qu'il y ait rencontre, il faut et il suffit que les équations
'(23) /(0=/i(e), *(.*) = tfi(O), h(t)=h1(B)
soient compatibles en t. 9.
00. Lignes et sukfaces imaginaires. — De même qu'il y a intérêt à introduire des points imaginaires (n° 37), il esl utile de considérer des lignes et des sur/aces imaginaires. Celles-ci peuvent se présenter de deux manières.
LIGNES ET SURFACES. t) I
Premier cas. — Leur équation ou leurs équations n'ont que des coefficients (r) réels, mais ne sont vérifiées par les coordonnées d'aucun point réel. Dans ce cas, les points imaginai/es de la ligne ou de la surface sont deux à deux conjugués. En effet, soit, par exemple, la surface (i3) où Ton suppose que / est un polynôme à coefficients réels (-). Si l'on substitue, dans/; les coordonnées de deux points imaginaires conjugués, on obtient des résultats imaginaires conjugués (t. 1, n° 30, remarque II). L'un de ces résultats ne peut être nul sans que l'autre le soit. Donc un des points donnés ne peut être sur la surface sans que l'autre s'y trouve également.
Deuxième cas. — L'équation ou les équations ont des coefficients imaginaires. S'il s'agit encore d'une surface algébrique, pour fixer les idées, on aura une équation de la forme
les polynômes P et Q avant leurs coefficients réels.
Pour qu'un point réel soit sur la surface, il faut et il suffit que ses coordonnées annulent P et Q. Donc, les seuls points réels qui puissent être sur la surface sont les points réels de la courbe (3)
L'équation conjuguée de (29), (3i) P( a", jk, z) — iQ(x, y, z) = o.
représente fa surface imaginaire conjuguée de la précédente. Elle a évidemment les mêmes points réels. Ses points imaginaires sont les conjuguée de ceux de ('291), car si l'on substitue dans P-f-ï'Q et P — /Q des coordonnées imaginaires conjuguées, on obtient des résultats conjugués (t. I, n° 30, remarque II), donc nuls en même temps.
(1) Nous nous bornons aux lignes et surfaces algébriques.
(2) La démonstration est évidemment valable quand bien même la surface aurait des points réels.
(3) De même, dans le plan, une ligne imaginaire au sens actuellement envisagé. ne peut avoir qu'un nombre fini de points réels. Une ligne imaginaire de l'espace n'en aura généralement aucun.
56. Interprétation des inégalités. — La Géométrie analytique permet d'interpréter simplement les inégalités à deux et à trois inconnues.
I. Inégalité à deux inconnues. — Soit (3?) f(x,y)>o
Nous allons chercher dans quelle région du plan doit se trouver un point M pour que ses coordonnées cartésiennes vérifient V inégalité.
A cet effet, construisons la courbe (G) représentée par l'équation
Elle partage le plan en un certain nombre de régions, telles qu'on puisse joindre deux points quelconques P et P' de chacune d'elles par un trait continu ne traversant pas (C); et qu'on ne puisse, au contraire, passer de Tune à l'autre sans traverser (C). Je dis que tous les points d'une même région (R) donnent le même signe à f. En effet, admettons que les deux points P et P' donnent des signes différents. Joignons-les par un trait continu ne rencontrant pas (G). Si le point M va de P à P' en suivant ce trait, ses coordonnées sont des fonctions continues d'un paramètre t, qui part d'une certaine valeur t0 et arrive à une certaine valeur £,. Si l'on suppose que J (x, y) soit, en outre, une fonction continue de x, y dans toute la région (R), ce qui arrivera toujours si c'est un polynôme (t. I, n° 136), seul cas que nous avons à rencontrer dans la pratique, f deviendra, de la sorte, une fonction continue de t. Cette fonction, prenant des signes différents pour t = t0 et pour / == £,, devrait s'annuler entre t0 et /, (t. I, n° 59, théorème II), c'est-à-dire en un point du trait PMP'. Mais ceci n'est pas possible puisque ce trait ne rencontre pas (C).
Deux régions sont dites voisines si l'on peut passer de l'une à l'autre en traversant une seule fois la ligne (G) et en un point simple (n° 198). Elles donnent à f fies signes différents, car lorsqu'on traverse (G), f s'annule en changeant de signe.
Cela posé, prenons arbitrairement, dans le plan, un point M0, qui ne soit pas sur (G). Cherchons le signe de /(#<>, y0). Si nous trouvons -f-, la région qui comprend M0 sera dite positive ou possible. Les régions voisines seront négatives ou impossibles. En passant,
de proche en proche, d'une région aux régions voisines, il est clair
qu'on arrivera à distinguer toutes les régions possibles des régions impossibles, ee qui résout le problème que nous nous étions posé.
Remarque. — On choisit, autant que possible, le point M0 de manière que ses coordonnées soient simples et donnent ày„ un signe facile à déterminer. On prend souvent, par exemple, l'origine ou bien un point à l'infini sur l'un des axes.
II. Inégalité à trois inconnues. — Soit
On l'interprète dans l'espace, au moyen de la surface
On procède absolument comme plus haut.
57. Lieux géométriques dans le plan. — On appelle lieu géométrique l'ensemble de tous les points du plan qui satisfont à une condition donnée. Celte condition doit d'ailleurs ètic une condition simple, c'est-à-dire qui se traduise par une seule relation entre les coordonnées, sans quoi le lieu ne comprendrait qu'un nombre limité de points, tandis qu'il doit être, au contraire, constitué par une ou plusieurs lignes.
Le lecteur sait que la recherche des lieux géométriques est parfois fort aride quand on n'a, à sa disposition, que les moyens d'investigation de la Géométrie pure. On procède plus ou moins par tâtonnements, car il n'existe pas de règle générale permettant d'arriver à coup sûr au résultat, quel que soit le problème envisagé.
En Géométrie analytique, au contraire, il existe des méthodes fixes, qui s'appliquent dans tous les 'cas, du moins théoriquement. Dans la pratique, toutefois, elles ne sont utiles qu'autant qu'elles conduisent à des calculs praticables. L'habileté du géomètre consiste précisément à savoir éviter les calculs compliqués. Ajoutons qu'il ne faut jamais délaisser les raisonnements de la Géométrie pure, une déduction évidente pouvant amener parfois des simplifications considérables dans la solution analytique.
La première chose à faire est de choisi/- le système des coordonnées qu'on se propose d'utiliser, si toutefois il n'est pas imposé dans l'énoncé. C'est là une opération dans laquelle il ne faut pas s'engager à la légère, car un choix mal approprié peut occasionner un échec dans la recherche d'un problème ('), par suite des calculs inextri-
(!) Ces observations sonl valables pour la résolution analytique de n'importe quel problème de Géométrie, bien que nous les présentions seulement à propos des ieux géométriques.
cables auxquels il donne naissance. On doil étudier attentivement renoncé, et se rendre compte mentalement des avantages <i inconvénients que présenterait tel ou tel système. Puis, on décide entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires (' ). Après quoi, il faut choisir les axes. Par exemple, si l'on aperçoit un axe ou un centre de symétrie dans la question, il sera généralement avantageux de le prendre pour axe ou pour origine de coordonnées (ou axe polaire ou pôle). La plupart du temps, on choisira les axes de manière à simplifier le plus possible les données. S'il est question de propriétés métriques (n° 67), on prendra des axes rectangulaires.
Il arrive que, malgré toutes les précautions prises, on s'aperçoit dans la suite, alors qu'on est déjà bien engagé dans la question, qu'il eut été plus avantageux de choisir autrement les coordonnées. Il ne faut pas craindre de changer de système, dans de semblables circonstances, soit en reprenant le problème à son début, soit en utilisant totalement ou partiellement les résultats déjà obtenus, par le moyen des formules de transformation de coordonnées. En particulier, il arrive fréquemment qu'on passe, au courant d'un problème, des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires ou inversement.
Il peut arriver aussi, quoique plus rarement, qu'on mène de front l'emploi de deux systèmes, utilisant tantôt l'un, tantôt l'autre.
Revenons maintenant à la théorie des lieux géométriques pour exposer les méthodes qui permettent dç les déterminer analytiquement, quand on a fait choix d'un système de coordonnées. Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, aux coordonnées cartésiennes. Mais, tout ce que nous dirons s'appliquerait à n'importe quel autre s\ stème.
58. Méthode directe. — On prend un point quelconque M(.r, y) dans le plan et Von exprime qu'il satisfait à la définition du lieu. On obtient de la sorte une relation entre x et y, qui est l'équation du lieu.
(') Ou tout autre système. Dans cet Ouvrage, nous ne ferons guère usage que des coordonnées cartésiennes et polaires (semi-polaires dans l'espace), exception faite pour les coordonnées trilinéaires (ou létraédriques) (Chap. X). Ajoutons qu'il y a lieu également quelquefois de choisir entre les coordonnées ponctuelles et tangentielles (Chap. XX ).
Haag. — Cours, II. 5
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Méthodk par élimination. — On cherche deux familles de courbes (C) et (C), dépendant d'un seul et même paramètre X ci telles que tout point dit lieu se troUve à V intersection de deux courbes homologues et que, réciproquement, deux courbes homologues ne se coupent qu'en des points du lieu.
Il arrive d'ailleurs fréquemment que le lieu est précisément défini par le moyen de deux semblables familles. Soient
(o f(*,y,l) = Oi g(r, y, V> = o,
les équations des courbes (C) et (C). On a la règle suivante :
Règle. — Pour avoir l'équation du lieu, on élimine X entre les deux équations (i).
Soit, en effet,
le résultat de l'élimination (t. 1. n° 231).
i° Tout point au lieu vérifie l'équation (2), car, si l'on substitue ses coordonnées à x, y dans les équations (1), ces dernières ont au moins une racine commune en X, à savoir le paramètre relatif aux lignes (C) et (G) qui se croisent en ce point.
20 Tout point vérifiant (2 (est un point du lieu, car, si l'on substitue ses coordonnées à x, y dans les équations ( 1 ), ces dernières ont au moins une racine commune en A. A cette racine correspondent dès lors une ligne (C) et une ligne (C) se coupant au point considéré, lequel appartient donc bien au lieu.
59. Solutions singulières. — Quand on emploie la méthode précédente, il arrive quelquefois que prennent naissance ce qu'on appelle des solutions singulières. Voici en quoi elles consistent. Imaginons que, pour une certaine valeur À0 de X, les lignes (C) et (C) se confondent ou bien se décomposent en avant une. partie commune (S). Tout point de (S) vérifie nécessairement l'équation parce que vérifiant les équations 1 1 ) pour une même valeur À0 de X. Dans cette circonstance, on doit donc nécessairement constater la décomposition de R (x,y) en au moins deux facteurs, dont l'un.
égalé à zéro, donne (S). Si l'on considère le lieu connue délini par l'ensemble des points communs à tous les couples de lignes (G), (C) homologues, on ne peut pas dire que la -courbe (S) ne fasse pas partie du lieu. Mais, elle en constitue une partie pour ainsi dire accidentelle et peu intéressante, qu'on appelle une solution singulière. Il peut y avoir plusieurs soin lions singulières.
Solutions étrangères. — 11 arrive aussi qu'on introduit dans R(j?, y) des facteurs étrangers. Pour tout point annulant un tel facteur, les équations (i) n'ont pas de solution commune en X. La courbe correspondante ne fait, à aucun titre, partie du lieu et constitue ce qu'on appelle une solution étrangère.
Les facteurs étrangers proviennent toujours des calculs relatifs à l'élimination qui, à un moment donné, cesse d'être correcte (') (t. I, n°2'<6).
Moyen de reconnaître les solutions singulières et les solutions étrangères. — Quand on s'est aperçu de la décomposition de R (x, y) en un certain nombre de facteurs, il importe de savoir déceler ceux qui correspondent à la véritable solution, à des solutions singulières ou à des solutions étrangères.
Soit donc (A) la courbe que représenterait l'un des facteurs si on l'égalait à zéro. Substituons les coordonnées d'un quelconque M de ses points à x et à y dans (i) et cherchons la racine commune de ces deux équations en h. Si elle n'existe pas, le facteur est étranger. Si elle existe, mais possède une valeur constante X0, c'est-à-dire indépendante de la position de M sur (A), la solution est singulière. La courbe (A) fait en effet partie à la fois des courbes (C) et (C) qui correspondent à la valeur a0 de X. Enfin, si la racine commune varie, lorsque "M décrit (A), on a affaire an lieu proprement dit ou à Tune de ses parties ( -).
60. Introduction ue plusieurs paramètres. — Il est quelquefois difficile de trouver un paramètre X en fonction duquel on puisse calculer pratiquement les coefficients des équations (i). Quand il en est ainsi, on écrit ces dernières en introduisant des paramètres
(') Ce qui ne veut pas dire qu'on ait fait des fautes de calcul.
(2) It peut arriver que le lieu véritable se décompose en plusieurs courbes.
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surabondants, en nombre n aussi élevé que cela est nécessaire. Mais, pour qu'il n'existe en réalité qu'un seul paramètre indépendant, tous ces paramètres sont liés par n — i relations distinctes.
Pour avoir V équation du lieu, on élimine les paramètres entre les équations des deux courbes et les relations de condition.
La démonstration de cette règle se fait d'une manière entièrement analogue à celle du n° 08.
Remarque. — Si les courbes (C) et (G.) dépendaient de deux ou de plus de deux paramètres indépendants, il n'y aurait pas de lieu. On pourrait en effet faire passer deux courbes homologues par tout point du plan, car on aurait, pour cela, à résoudre deux équations à deux inconnues au moins. Cependant, il peut arriver exceptionnellement que le lieu existe (cf. Exerc, Chap. V, exercice résolu n° 3). On se 1 explique du reste très bien si l'on observe qu'on peut toujours imaginer deux familles de courbes telles qu'une infinité de courbes de chaque famille passent par tout point d'une ligne donnée, a priori, comme devant servir de lieu.
On reconnaît analjtiquement qu'on se trouve dans cette circonstance exceptionnelle en essayant de résoudre les équations des deux courbes par rapport aux paramètres. On doit constater que cette résolution est impossible tant qu'on attribue à x et à y des valeurs arbitraires. La condition de possibilité donne l'équation du lieu.
61. Méthode des équations paramétriques. — On cherche les équations paramétriques du lieu. Cela peut se faire de deux manières.
I. Ou considère un point quelconque M du lieu. On cherche ensuite un paramètre qui aura, la plupart du temps, une signification géométrique simple, en fonction duquel on puisse calculer directement les coordonnées de M.
II. Comme au n° 08, on considère le lieu comme engendré par l'intersection de deux courbes variables dépendant d'un paramètre et Von résout leurs équations par rapport à x et à y, qui se trouvent ainsi exprimés en fonction du paramètre. En particulier, si les courbes sont des droites, les calculs seront simples, puisqu'on aura seulement à résoudre deux équations du premier degré à deux
inconnues. Plus généralement, si les courues sont algébriques et ne se coupent qu'en un point variable, les autres points d'intersection étant fixes, on pourra toujours obtenir les coordonnées de ce point variable par des calculs rationnels. Il en va de même si les courbes se coupent en plusieurs points variables, mais dont un seul est inconnu.
Toutes les fois que V élimination du paramètre semble impraticable, il ne faut pas oublier de tenter la resolution par rapport
62. Lieux géométriques dans l'espace. — Dans l'espace, l'élément générateur du lieu peut être soit un point, soit une ligne. Dans le second cas, le lieu est une surface. Dans le premier cas, il peut être une surface ou une ligne, suivant que sa définition comporte une ou deux conditions simples.
Au sujet du choix des coordonnées, il y a lieu de répéter tout ce que nous avons dit au n° 57.
Quant aux méthodes à employer, ce sont les extensions des méthodes de la Géométrie plane.
Premier cas: Lieu engendré par une courbe. — Les équations de cette courbe dépendent d'un seul paramètre, sauf le cas accidentel analogue à celui qui a été signalé au n° 60. Pour avoir l'équation du lieu, qui est une surface (S \. on élimine le paramètre entre les deux équations, ce qui se démontre comme au n° 58.
Comme dans le plan, il peut y avoir des solutions singulières et étrangères (n° 59) et l'on peut introduire des paramètres surabondants liés par des relations (n° 60).
Si la courbe est donnée par des équations paramétriques
on élimine h et t entre ces trois équations. Ou bien, on regarde simplement les équations (3) comme les équations paramétriques de la surface (S).
(') On pourrait encore imaginer que les courbes variables fussent données par leurs équations paramétriques ou bien seulement l'une d'elles. En éliminant les paramètres ou bien calculant W, y en fonction de l'un d'eux, on aurait encore d'autres méthodes.
63. Deuxième cas: Lieu engendré par un point. — On peut d'abord employer la méthode directe (n° 58). Suivant le nombre de conditions simples, on obtient une ou deux équations; le lieu est une surface ou une ligne.
On peut aussi employer la méthode directe en équations paramétriaueSj c'est-à-dire calculer directement les coordonnées d'un point quelconque du lieu en fonction de i ou 2 paramètres.
Supposons maintenant que le point générateur soit défini par l'intersection de trois surfaces (S,), (S2), (S3), représentées toutes trois par leurs équations implicites.
I. Les surfaces dépendent de deux paramètres distincts. - Soient
(4) /,../-. y. .-.>.. ;jl) = 0, f*(x,y,*,\ J*) = o, /s (a-, y, z,l,\x) = o
leurs équations respectives.
En éliminant X, u, on aura l'équation implicite du lieu, qui est une surface. En résolvant par rapport à x,y, z, on en aura les équations paramétriques. Ce dernier procédé sera particulièrement commode si les surfaces (4) sont des plans. Le premier le sera, au contraire, si/,, fi,f% sont linéaires en À, u.
Si l'on a été obligé d'introduire des paramètres surabondants ).,, X2, .... Xw liés par n — 2 relations, on les élimine entre les équations des surfaces et les équations de condition.
IL Les surfaces dépendent a" un seul paramètre. — Soient
(5) f(x,j',z,\) = o, fi(x,y,z,l) = o, f%{*, y, z, \) = o.
En résolvant par rapport à x, y, z, on a les équations paramétriques du lieu, qui est une courbe (C). Cette méthode est tout indiquée quand les surfaces (5) sont des plans.
Voyons maintenant si Ton peut procède/- par élimination. Il est facile de voir, a priori, qu'il y a des cas où cela n'est pas possible, du moins si l'on exige que la courbe (C) soit représentée par deux équations simultanées en x, y, z et deux seulement. Il suffît, en effet, d'imaginer que (C) soit une de ces courbes qui ne sont pas représentables par deux équations implicites (n° 52).
Du reste, en essayant de faire l'élimination, nous allons tout de suite rencontrer des difficultés.
LIEIX GÉ0MÉTRIQ1 ES. "'
On peut d'abord songer à éliminer À entre une des équations ( >, et let deux outres. Mais cela peut se faire de trois manières et l'on peut être embarrassé pour choisir la meilleure. Kn second lieu, admettons par exemple. qu'un ;iit éliminé X entrey*! et f.,, puis entre fx et/3; soient
les équations obtenues. Si un point M les vérifie, on peut affirmer qu'en substituant ses coordonnées dans (5), les équations /, = o, /2 = o auront une racine commune À3 et que les équations /j = o, f3 = o auront aussi une racine commune À,. Mais, rir/i ne prouve que X2 sera égal à X3 {cf. t. I, n° 239 )• Il y a cependant un cas où il en est certainement ainsi : c'est le cas où f est du premier degré en X, puisque l'éq uation /î = o n'admet alors qu'une racine- Encore est-il nécessaire de vérifier que f\ ne s'annule pas identiquement, c'està-dire quel que soit X, ce qui peut arriver pour une infinité de points, satisfaisant d'ailleurs toujours forcément aux deux équations (fi) (cf. Exerciees, Gliap. V, exercice résolu n° 6).
On peut essayer de tourner la difficulté en représentant le lieu par les trois équations simultanées (n° 53)
(;) Rt(x, y,z) = o, R.2(x,y, z) - o. R3(a?, y,z) = o.
Tout point les vérifiant donnera une racine commune Xi à /2, /3, une racine Commune X2 à fa, fi et une racine commune X3 à f\,ft. Mais, on ne saura toujours pas si Xt = X2=X3, bien qu'on puisse affirmer que cela arrive pour une infinité de points, à savoir les points de la courbe (C).
Il y a là, on le voit, une source de difficultés, sur lesquelles nous ne pouvons nous appesantir davantage. La conclusion à en tirer est que, exception faite pour quelques cas simples, il est préférable de chercher les équations paramétriques du lieu, plutôt que de procéder par élimination.
I. — REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DE LA LIGNE DROITE
lii. Equation dé la ligne droite. — La droite est une lit: m- algébrique du premier de<zré . En effet, si on la prend pour axe des #, -un équation esty = o, ce qui est une équation du premier degré. On sait, d'autre part, que l'algébricité et le degré sont indépendants du choix des axes (n° i-2). Donc, quels que soient ceux-ci, toute droite du plan est représentée par une équation du premier degré :
(i) Aï + Bj + C^o.
Réciproquement, toute équation du premier degré représente une droite. En effet, partons de l'équation (i). Soient M0 et M, deux points qui la vérifient. Changeons d'axes, en prenant l'origine en M„ el l'axe des x suivant M0M,. L'équation transformée est encore du premier degré, soit
Elle doit (ire vérifiée pour M0, c'est-à-dire pour x' = y'= o. Ceci exige C'=o. Elle doit être vérifiée aussi pour M,, dont l'ordonnée nouvelle est nulle, l'abscisse ne l'étant pas, pour que M, soit différent de M„. Ceci n'est possible que si A' = o. Mais alors, l'équation (2) se i' duit à y' = o, qui représente le nouvel axe des x, c'est-à-dire la droite M,, M, .
Il est. du reste, facile' d'établir directement la proposition précédente. On peut le faire 'le bien des manières. Nous allons suivre une méthode qui aura l'avantage de nous donner, du même coup, plusieurs résultats important
Forme normale ou canonique. — Supposons lesaxes rec
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tangulaires et proposons-nous d'établir I équation <1 une droite donnée D. Il s'agit, au préalable, <!<• définir La position de cette droite par rapport aux axes. Dans ce but, uous menons par < > la perpendiculaire à I) et Mini- L'orientons par une demi-droite ( 0 . <l angle polaire f
(/£#■• 10). Soit maintenant I' l'intersection (!<■ D avec la * 1 1 < • 1 1 . • ( >/ Non- poserons
OP
Il est clair que la connaissance des nombres çp el /> détermine complètement La droite D; car, de œ on déduit O/.. de /> on déduit ensuite I' <■( il ne reste plus qu'à mener par P une perpendiculaire àOX.
Inversement, connaissant D, il \ a deux manières de choisir OX, auxquelles correspondent des angles o différant d'un multiple impair de ~ et des valeurs opposées <!<• /*. De sorte qu'à une droite donnée correspondent pour (©, /> | lr> déterminations
s k îc, />
et
I lL -H7,
Ces nombres çp rt /> seront appelés les coordonnées normales de In droite D. Ce sont, en somme, les coordonnées polain - a i11 </// point. P. Mais, alors que L'angle polaire de 1' cesse d'être déterminé quand P vient en O, L'angle ^ l'est toujours, à a/"n ou (2 A' -h 1 )- près.
Quand une droite sera définie par ses coordonnées normales , nous l'orienterons toujours, sauf indication contraire, par l'angle
polaire -z. •
Cela posé, nous allons chercher l'équation de La droite D, connais-
sanl cp et j>. A ce! effet, nous allons employer la méthode directe de recherche des lieux géométriques (n° 58). Soit M un point quelconque du plan, de coordonnées .r, y. Projetons-le orthogonalement en Q sur D. Nous allons calculer le nombre
d= QM,
que nous appellerons distance de la droite au point ('), mesurée suivant la demi-droite Oà.
Nous avons l'égalité géométrique
OP
PQ -+- QM = OM = x -+- y.
Projetons-la orthogonalement sur Oà. Nous avons, en nous rappelant que les cosinus directeurs de Oà sont coscp et sincs (n° 29) :
d d'où
/>-+-tf = ;rcoscp-i-iysincp; d = x coscp -+- ^sincp — p,
formule très importante en elle-même, qu'il importe de retenir.
Pour que le point M (oc, y) soit sur la droite D, il faut et suffit que d soit nul. L'équation de cette droite s'écrit donc
X oos cp -+- y sincp — • p = o.
Cette forme d'équation s'appelle Informe normale ou canonique. On reconnaît qu'elle est bien du premier degré en x, y.
66. Réciproquement, soit, en coordonnées rectangulaires, l'équation
Aa? + By -+- G = o.
Je dis qu'elle représente une droite. Pour le prouver, je vais calculer cp et p de telle manière que (8) et (9) représentent la même ligne, qui sera la droite de coordonnées normales cp, p. Les conditions d'identification sont (n° 44)
coscp A
(') Et non du point à la droite.
Prenons pour inconnue auxiliaire p la valeur commune de ees trois rapports. Nous avons
(ii) cos(p = pA, sincf = pB, p= — pC
Mais, coso et sino sont liés par
(12) cos2<p -+- sin2(p = 1 .
Donc,
d'où
Choisissant pour p l'une quelconque de ces valeurs, <p el p seront donnés par (11); l'angle, étant d'ailleurs déterminé à la fois par son cosinus et son sinus, sera connu à ik~ près, ce qui définira sans ambiguïté la demi-droite OX, d'où le point P, d'où la droite D. Si l'on change ensuite le signe de o, on retombe sur la même droite, car cos'j) et sincp changent de signe, o se change en tp + 7c, Oa en la demi-droite opposée; mais, p se changeant en — p, on retombe sur le même point P, donc sur la même droite D. Finalement, nous voyons que toute équation du premier degré représente bien une droite.
Ceci n'est valable qu'en axes rectangulaires. Mais, pour ce qui concerne le degré, on peut l'admettre aussi en axes obliques, puisque le choix des axes est sans influence sur ce point de vue (n° 42).
On peut aussi établir une forme normale de l'équation de la droite en axes obliques ('); mais cela présente peu d'intérêt.
Les calculs qui précèdent attirent un certain nombre de conséquences.
D'abord, en supposant toujours les axes rectangulaires, la perpendiculaire à la d/oiteD représentée par V équation (9) a pour paramètres directeurs les coefficients A et B de x et de y. Si l'on veut
les cosinus directeurs (cos'j et sin'^), on peut prendre .
et , On oriente ainsi la perpendiculaire en question dans le
(») Cf. Ni, n° 8-2.
sens du vecteur (A, B), d'où résulte l'orientation de D par une cotation de — - (<) (n° Go).
Deux droites D et D' (A'.r -f- B'j' -+- C' = o) étant ainsi orientées, leur angle A a pour cosinus, d'après la formule (21 ) du n° 31,
v AA'+BB'
(i4 ) cosV =
La condition pour qu'elles soient orthogonales s'obtient en annulent ce cosinus :
05) AA'+BB'=o.
C'est là une formule à retenir.
On peut aussi avoir très aisément la formule qui donne la distance de la droite D à un point quelconque M (a?, y) du plan. Appliquons la formule (7), en tenant compte de (11) et (i3) :
(16) d = p(Aa?-H Br-H C) = J
Si l'on prend, par exemple, le signe + devant le radical, on a la distance algébrique de D à M, mesurée suivant la demi-droite qui a la direction et le sens du vecteur (A, B). Si l'on veut simplement la distance absolue, on prendra | d\.
67. Cas des axes obliques. — Les formules du numéro précédent ne sont plus exactes. On pourrait les généraliser (2); mais cela ne nous semble pas utile. Toutes les fois qu'il sera question d'angles, d'orthogonalités, de distances ou, comme on dit, de propriétés métriques, nous prendrons des axes rectangulaires. Mais, s'il n'est question que de propriétés projectiles (3), il n'y aura pas d'inconvénient à choisir des axes obliques (4).
(') On peut dire aussi que D est orientée par le vecteur (B, — A).
(2) Cf. Ni, n" 113 et 124.
(3) Ce sont les propriétés non métriques. On les appelle ainsi parce qu'elles se conservent dans toute projection cylindrique, ce qui n'a pas lieu pour les propriétés métriques.
( ' ) Il peut arriver qu'on ait intérêt à prendre des axes obliques, même lorsqu'il est question de propriétés métriques. On peut se tirer d'affaire en adjoignant aux
Quand les axes sont obliques, les coefficients A et B ne sont plus les paramètres directeurs de la perpendiculaire àD. Ils caractérisent néanmoins la direction de la droite. On peut le voir en se ramenant aux axes rectangulaires p;ir un changement de coordonnées, sans changement d'origine. Les 'formules de transformation étant homogènes, les coefficients A et B de l'équation transformée dépendent uniquement des coeflicients A et B de l'équation proposée. Si ceux-ci restent fixes, G variant, ceux-là le resteront aussi, la perpendiculaire à 1) menée par O demeurera invariable et, par suite. I) se déplacera parallèlement à elle-même.
On peut aussi raisonner directement comme il suit. Je dis que. quels que soient les a\es, les équations ( i ) et
(17) \ A.x -+- Ry = o
représentent des droites D et D0 parallèles. En ellet. faisons un changement d'origine quelconque m" 33); l'équation transformée de ( 1 ) s'écrit
A.(a?0-+-a?')-+- B(j0--f-y ) -+- G = o ou
(18.) ^a?'-t-Bây'-4-(Aa?0-+-B<Xo-+-G) = o.
Profitons de l'indétermination de x0, r0 pour annuler le terme constant Ax0 4- Br0 -f- G; il suffit pour cela que la nouvelle origine O' soit sur D. Dans cette hypothèse, l'équation (18) se réduit à (17), aux accents près qui affectent les coordonnées courantes. Imaginons
alors qu'on imprime à la figure i.rOi', L)0 1 la translation OO . La droite D„ viendra se placer suivant la droite dont L'équation par rapport aux axes x' O' y' est l'équation (17), pu x et y seraiénl affectés d'accents. Cette droite est précisément D. On peut donc amener D0 sur D par une translation: il en résulte bien que ces droites sont parallèles ( ' ).
axes obliques O&j' desaxes rectangulaires O^k' telsque \Ox, Ov I — — • En appelant 0 l'angle des premiers, on utilise les formules de changement de coordonnées x' = x ■+■ y cos6. y' = r si 116.
(') Le même raisonnement peut èlre employé pour démontrer que deux courbes quelconques se déduisent l'une de l'autre par translation. Plus généralement, pour
La droite D„ passe à l'origine; on peut donc énoncer la règle pratique suivante :
On obtient la parallèle menée par V origine à une droite donnée, en supprimant tous les termes constants dans l'équation de cette droit''.
Pour que les droites D et D soient parallèles, il faut et suffit que les équations u-) et A'x-\-B'y = o représentent la même droite D0. c'est-à- dire que Ton ait (n° 44)
68 Coefficient angulaire. — Supposons que le coefficient 13 ne soit pas nul (' ). On peut alors résoudre l'équation par rapport à y :
L'équation obtenue est de la forme (211 y = mx -+- n .
Cette forme d'équation est assez fréquemment employée. Il ne faut cependant pas s'en exagérer l'importance et tomber dans le travers qui consiste à l'employer exclusivement et à se figurer, en particulier, qu'il faut toujours passer par son intermédiaire dans les questions de directions, d'angles, d'orthogonalité, etc. Elle olfre l'inconvénient, parfois très grave, de détruire la symétrie entre les coordonnées, et aussi celui de ne pas convenir pour les parallèles à Oy. Néanmoins, il y a des circonstances où elle est très utile.
Sous la forme (21 |, on voit que la ligne droite est la courbe représentative 1 t. I, n° 57) de la fonction linéaire la plus générale.
Le coefficient m caractérise la direction de la droite, comme cela
montrer que deux courbes C et C0 sont égales, on effectue un déplacement d'axes (sans déformation) tel que l'équation transformée de C„ (ou de C) devienne identique à l'équation non transformée de C ("u de C„).
(x) S'il l'était, l'équation serait de la forme x — const. et représenterait une parallèle à Oy. De même, si A = o, on a une parallèle à Ox.
résulte du numéro précédent. Aussi l'appelle-t-ou le coefficient angulaire ou encore la pente de la droite.
Le terme constant // est l'ordonnée du point d'abscisse nulle ou point de rencontre de la droite avec Oj. On l'appelle ordonnée à l'origine.
La parallèle D0 menée par l'origine a pour équation
Le point (1, m) en l'ait partie; on peut donc prendre Les nombres 1 , m comme paramètres directeurs de D (n° 2o) ( * ).
Si les axes sont rectangulaires et si a désigne l'angle polaire de D, arbitrairement orientée, on a, par suite,
cosa sina'
(•23) m — tanga (*).
On peut déduire de cette interprétation géométrique simple la formule qui donne l'angle V de D avec D'. Nous savons que cet angle est défini à k~ près (n° lo). Sa tangente est seule déterminée sans ambiguïté. Nous pouvons donc prévoir qu'elle seule pourra se calculer sans double signe, c'est-à-dire sans radicaux (3), Effectivement, si a désigne l'angle polaire de D', nous avons
(24) V = a'—u + kiz:
d'où
. , ., , , tantôt' — tanga m' — m
(-23) tangY=tang(a — a)
1+ tanga' tanga i — mm' Celte formule est à retenir. Si l'on revient aux coefficients
(') Un système quelconque de paramètres directeurs étant formé par les composantes d"un vecteur quelconque porté par D, on en conclut que le coefficient angulaire est le rapport des composantes suivant Oy et Ox d'un tel vecteur,
(2) L'angle a n'est délini qu'à /. - près (n° 15); mais sa tangente est entièrement déterminée.
(3) Nous avons déjà vu (n° 66) que le calcul de cosV introduisait des radicaux. Comme tangY' n'en introduit pas, sinY en introduirait aussi.
8o CHAPITRE VI.
A, B, A', B', en comparant (20) à ( 21), on a , , ,r AB'— HA' ,
En écrivant que tang Y est nul ou infini, on retrouve les conditions (iq) et (1 5 ). En partant de (25), la condition d'orthogonalité s'écrit
(27) mm'-\- 1 — o.
On peut donc dire que pour que deux directions soient rectangulaires^ il faut et il suffît que leurs coefficients angulaires aient pour produit — 1.
69. Droites particulières. — L'axe des x a pour équation y = o. Son coefficient angulaire est nul. Une droite parallèle a une équation de la forme y = const.
L'axe des y a pour équation x = o. Son coefficient angulaire est
infini ( m — — = — ). Une droite parallèle a une équation de la forme
x = const.
La première bissectrice, ou bissectrice de l'angle formé par les parties positives des axes, a pour équation
comme le vérifiera sans peine le lecteur, en observant que le contour
des coordonnées d'un point de cette droite forme un triangle isoscèle.
Le coefficient angulaire est 1. Une droite parallèle a une équation de
la forme
y — x = const.
L'autre bissectrice, ou seconde bissectrice, a de même pour équation
donc pour coefficient angulaire — 1 . Une droite parallèle a une équation de la forme
y -H x = const.
(') Pour le cas où les axes sont obliques, voir Ni, n" 112 à 118.
70. Construction d'une droite donnée pab son éqi iriON. - En principe, on construit deux points particuliers vérifiant l'équation et unies joint par une droite. Le choix seul de ces points peul varier
d'un exemple à l'autre. On s'arrange pour que leurs coordonnées se calculent le plus aisément possible.
La plupart du temps, on cherche les points sur les axes. ( )n a Le point sur Ox, par exemple, en annulant y dans l'équation el résolvant ensuite par rapport à x. Citons, à ce propos, la forme importante d'équation
qui met en évidence les points en question. Le point sur Oj" a pour abscisse a et le point sur Oy a pour ordonnée b.
Réeiprocpiement. si l'on connaît les points de rencontre d une droite avec les axes, on peut écrire instantanément son équation sous la forme < 28). Ceci ne s'applique toutefois qu'autant que la droite ne passe pas a V origine. Dans ce cas particulier, on cherche un point en donnant à x une valeur quelconque non nulle, telle que 1. et cherchant la valeur correspondante de y. En particulier, si la droite est donnée par son coefficient angulaire, on construit le point (1 , m \.
71. Régions positive et négative d'une droite. — Soit la droite D représentée par l'équation | 1 1. Elle partage le plan en deux régions. Nous savons (n° 56) que l'une est dite positive, parce que ses coordonnées rendent positif le premier membre /(./. r 1 de 1 1 \. L'autre région est dite négative.
Pour distinguer les deux régions, on peut substituer les coordonnées d'un point particulier, comme il a été expliqué au n"o0. ( )n peut aussi remarquer que si l'on mène, par un point M0 de D, le
vecteur M0M de projections A et B, ce recteur se trouve dans la région positive. En effet, les coordonnées de M sont #0-|-A, r0-f-.B. Leur résultat de substitution dans/(#, y) est
(AJrd+ B^o-t- C | - 1 A?- B-) = A* + B*,
puisque M0 est sur D. 11 est bien positif.
Haag. — Cours, II G
72. Equations paramétriques. — Au lieu de représenter une droite par son équation, il est souvent plus commode d'utiliser ses équations paramétriques (n° io). Rien n'est d'ailleurs plus aisé que d'établir relies- ci, et cela indépendamment de tout ce qui précède.
I. La droite est définie par un point et par sa direction. - Soit la droite D issue du point M0i xn. y0 ) et de paramètres directeurs (or, b). Soit M un quelconque de ses points, dont nous voulons calculer les coordonnées x, y. Supposons d'abord les paramètres directeurs unitaires ( n° 25 |. Nous prendrons pour paramètre variable
(29) MoM^p.
En projetant le vecteur M0M sur les axes, nous a\ons (nos 23 et 17 |:
x — x0= :.a, jr — y0z=?b:
d'où
Si a et b ne sont pas les paramètres unitaires, on a encore les mêmes formules. Seule, la signification de a est un peu changée :
•-1 \ est le vecteur de composantes a, b. on ;i
Dans tous les cas, on peut dire que p est proportionnel à MftM.
Les c des points M0 et à l'infini sont respectivement <> et y-.
Les formules (3o ) nous prouvent une nouvelle fois que la droite est une ligne algébrique [et même unicursale (n° 264)] du premier degré. Du reste, si l'on \eut obtenir l'équation implicite, il suffit d'éliminer p ( n° 58 ). ce qui donne
Lorsque les axes sont rectangulaires, on peut écrire (3'2) x — x()-+- p cosç, y = y0 -+- p sin ç,
■^ désignant l'angle polaire de la droite, par cela même orientée.
II. La droite est définie par deux points. - Soienl M, ./■,. r, i et M2(.r2. y. 2 ) ces deux points. On pourrait d'abord se ramener au cas précédent, en prenant a = x-2 — xt, b .— yx — V-> [projections du
vecteur M jM2 7, puis M0 en \l,. ou en M2. ou au milieu de M,M2 si l'on ne veut pas détruire la symétrie, (l'est ainsi que L'équation ( 3i I donnerait, par exemple,
x-2 — xi y-i — y\ Mais, on peut procéder directement. Posons
MM
M.Mo Nous avons ( n" 23 i
Remarquons que les j des points M,. M2. à l'infini el au milieu de M, M2, sont, respectivement, o. ce, — i . -\- i .
73. Droite de l'infini et droites imaginaires. - I- équation générale des droites en coordonnées homogènes est ( n" ii i
(36) \X — BY-t-GT = o.
Or. considérons l'équation particulière
Elle est de la même forme que | 36 I et l'on est conduit à dire qu'elle représente une droite. Mais, si l'on revient en coordonnées ordinaires, elle s'écrit i = o, ce qui est absurde. Gela n'est d'ailleurs pas ('-tonnant, si l'on se souvient que l'équation < o~ | caractérise les points à l'infini du plan in" 39). L'équation (3j) n'a donc aucun sens, du point de vue de la Géométrie élémentaire. On convient de lui en donner un, du point de vue analytique, en disant qu'elle représente toujours une droite. Cette droite, purement conventionnelle, constitue le lieu des points à l'infini du plan et, pour cette raison, s'appelle la droite de l infini.
On peut aussi la considérer comme la limite d'une droite dont les
CIIU'ITRK VI.
points de rencontre uc, 3 avec les axes, et, par suite-, ions les points, s éloignent indéfiniment de L'origine. Il suffit, pour s'en rendre compte, d'imaginer que les coefficients A et B de l'équation (36) tendent vers zéro, C restant lixc et non nul. L'équation limite
obtenue de la sorte n'est autre que (3^). D'autre part, O a == — — et < Vjj = — — augmentent indéfiniment ; a et (3 vont bien à l'infini.
Malgré ([ne la droite de l'infini soit une pure conception analytique, à laquelle nous a conduits la considération des coordonnées cartésiennes homogènes ((j, nous en parlerons toujours comme d une droite ordinaire. C'est ainsi que nous dirons que les points à l'infini d'une ligne et, en particulier, le point à l'infini d'une droite sont les points de rencontre de cette ligne ou de cette droite avec la droite <le l'infini. C'est là une façon fort commode de parler, dont l'introduction en Géométrie est tout à fait féconde, ainsi qu'on pourra s'en rendre compte dans la suite de cet Ouvrage.
Observons que la droite de V infini n'a aucune direction déterminée. Son coefficient angulaire, m = — tt, se présente, en effet, sons la forme illusoire — (t. I, n" 126 ).
7i. Lue droite est imaginaire (n° 55) si son équation possède an moins un coefficient complexe ( - ), c'est-à-dire est de la forme
I* et Q étant des fonctions linéaires réelles, dont la seconde n'est pas identiquement nulle.
Théorème I. Toute droite imaginaire possède un point réel et un seul.
C'est le point de rencontre des droites P = o, Q = o (n° 55). Il peut être accidentellement, à l'infini, >i ces dernières sont parallèles
(') Nous verrons (t. III) qu'elle s'introduit aussi tout naturellement dans la théorie des projections coniques.
(-) Il faut de plus, bien entendu, qu'il ne soit pas possible de rendre les coefficients réeh en les divisant par un même facteur.
ou bien'si l'une d'elles est la droite de l'infini, ce qui arrive si I une ou l'autre des formes P et Q se réduit à une constante.
Théorème II. — Deux droites imaginaires conjuguées se coupent en un point réel.
Car ce point est le point de rencontre précédent dés droites P = o, Q = o.
Théorème III. — ■ La droite qui joint deux points imaginaires conjugués est réelle.
En effet, le milieu de ces deux points M, et Ma est réel I n" 37 i. De plu». les paramétres directeurs de la droite qui les joint sont proportionnels aux projections x2 — x{ ety2 — Vi du vecteur MjM2. Or, ces projections, différences de quantités imaginaires conjuguées, sont des imaginaires pures ( t. I. n" 32). Si on les divise par ù on obtient des paramétres directeurs réels. La droite M, M2 a donc une direction réelle. Comme elle a un point réel, elle est réelle.
II. — PROBLÈMES DIVERS
7o. Droites passant par un point fixe. — Soit un point donné M„( x0, y0). Nous nous proposons de déterminer analytiquement la droite la plus générale qui passe par ce point.
I ne première méthode consiste à se servir de la représentation paramétrique I du n° 72, en choisissant arbitrairement a, h. Si l'on veut ensuite particulariser la droite par une condition relative à >a direction, il suffira de donner h ces paramètres des valeurs convenables. C'est ainsi que si l'on cherche la perpendiculaire menée par M0 ^> une droite D donnée par V équation ( i) en coordonnée-, rectangulaires, on peut écrire immédiatement ses équations paramétriques sous la forme (n° 66)
(3g) a?=^a?a,-t-pA, y = y0-+- ?B.
On peut aussi chercher l'équation générale des droites qui passent par M0. Partons de l'équation (Y), où A, B, C ont des valeurs quelconques. Ecrivons que la droite représentée par cette équation passe par M0 ; nous obtenons l'unique condition à laquelle doivent
satisfaire A. B, C : «
' i<:> i Ajd-tB/d-î-C^o.
Nous pouvons, par exemple, choisir arbitrairement A et B et résoudre par rapport à C. En portant dans (i ) ou, ce qui revient au même, en retranchant i Jo) de (i), nous avons l'équation générale demandée
«40 vo — #,>)-+- B(jk — y«) = o-
où, répétons-le, A et B sont arbitraires.
En fonction du coefficient angulaire, elle s'écrit
Comme application, on peut écrire instantanément l'équation de
la droite menée par M0 perpendiculairement à la direction de cosinus directeurs a. h < n " 06 I :
<" 4 -> i at.r — x0) -+- b(y — y0) = o.
En particulier, si la direction donnée est définie par son angle polaire ~^. \ équation i \ 3 i - écrit
(44) i ./■ — x0 i cos © -+- (y — y0 ) sinç = o.
76. 11 peut arriver que le point M0 soit défini comme riant l'intersection de deux droites données i P) et (Q i. d'équations respectif es
Dan> ce cas, duc faudrait pas se croire ohligé de calculer le> coordonnées ./0. r„ pour avoir l'équation générale cherchée. Celle-ci peut, en effet . s'écrire
où X désigné un paramètre arbitraire.
D'abord, il est évident que la droite | \o i passe par M0, quel que soit A, car les coordonnées de Mfl annulent P, Q, donc P-4-XQ. En outre, elle peut coïncider avec n'importe quelle droite M0û passanl par M„. En effet, prenons un point M, sur M0ô, autre que M0-
Calculons a pour que ce point vérifie (45); nous axons I équation
(46) P1^-Xo, = o,
qui détermine X de manière unique, car \\ et Q, ne peuvent être nuls tous deux, puisque M, n'est pas à l'intersection de (P) et (Q).
Le. paramètre A étant ainsi calculé, la droite < {5 > a deux points communs M„ et M, .avec M0o, donc coïncide avec elle.
Ceci peut sembler en défaut lorsque Q, = o, c'est-à-dire lorsque M0 Z coïncide avec (Q)- Mais alors, il suffit & admettre la valeur X = oc. L'équation (45), divisée au préalable par À, se réduit à Q = o et représente encore M0^-
On peut éviter cette légère objection en prenant l'équation ( [5 i sous la forme homogène
(47) XP-^;jlQ = o.
À et u étant tous deux arbitraires. Le paramètre \ de tout à l'heure
est ici y* On a la droite (Q) en prenant simplement X= o, de même
que (P) est donnée par u = o.
Les équations (45) et (47) conviennent encore lorsque M0 est à l'infini] c'est-à-dire lorsque ( P) et (Q) sont parallèles. 11 suffirait, pour le voir, de passer en coordonnées homogènes. Le raisonnement précédent s'appliquerait sans aucun changement. On peut aussi vérifier que, quel que soit A, la droite (45) esl, dans l'hypothèse actuelle, parallèle à (P) et à (,0 ). Nous laisserons au lecteur le soin de le faire.
Les équations ( {5 i ou ( \~ ) représentent ce qu'on appelle un faisceau de droites. Le point M0 est le sommet ou point de base du faisceau.
Théorème. — Si l'équation d'une droite renferme un paramètre variable h au premier degré, la droite passe par un point fixe.
Car, si l'on ordonne par rapport au paramètre, on obtient une équation delà forme (45). Le point fixe est obtenu en annulant séparément le coefficient de A et l'ensemble des. termes indépendants de A ou, plus généralement, en prenant l'intersection des droites correspondant à deux valeurs particulières de A, qu'on choisit de manière à avoir des simplifications, quand c'est possible.
77. Faisceau de droites ayant pour sommet l'or k.i.ne. — 1 héorème. - Toute équation algébrique. Jiomogène en x, y et de degré p, représente un faisceau (') de /> droites passant à l'origine.
Soil
is f(r,y} = o
cette équation. Divisons-la par xp , elle devienl i t. I. n° 133)
ou
en posanl — = m. L'équation i {g i en /// est algébrique et généralement de degré/?. Elle admet p racines m,, ra2 n::>\\. I, n° 219).
Pour qu'un point vérifie I {g i, il faut el suffit qu'il vérifie l'une des équations
mxx.
Or, ces équations représentent p droites passanl à 1 origine. Lensemble de ces p droit»- constitue la courbe définie par i {8) el le théorème esl démontré.
Remarques. - - I. L'énoncé précédent n'est général que si l'on admet les droite- imaginaires correspondant ;iu\ racines imaginaires de | î<) i et -i l'on compte pour x droites celle qui correspond à une racine multiple d'ordre a.
II. Il peut arriver que le degré de l fg) soit abaissé <le q unités. ( iela indique alors que / 1 ;r. y i renferme .ri en facteur. L'équation I (8 I esl «loue vérifiée pour x = o, quelque soit y. Notre faisceau coin prend alors ()) . qui doit être compté q fois; moyennant quoi, I énoncé esl toujours général.
L'équation | Jp) -appelle /'équation aux coefficients angulaires des droites du faisceau ; le lecteur voit pour quelle raison. < )n l'obtient en l'ai -nul ./ = i, y = m dans | J8).
(') L-e mot faisceau a ici un sens un peu différent tle celui qu'il ;i\;iit au numéro précédent; il ne comprend qu'un nombre fini de droites et non pas une infinité.
Théorème. — Etant données deux courbes algébriques
on obtient l'équation du faisceau des droites joignant V origine à leurs points d' intersection en éliminant la variable d'homogénéité entre leurs équations.
Rendons les équations (5i) homogènes :
(ùi) *(X. Y,Ti=o. W(X, Y. T) = o.
Tout point P commua aux deux courbes, qu'il soit nu non à distance finie, a des coordonnées homogènes qui vérifient à la fois les deux équations (.52) en T et annulent par suite leur résultant R(X. Vi. Tout point M de la droite OP a maintenant des coordonnées ordinaires x, y qu'on peut prendre égales à X, Y, puisque V 1 sont définies à un facteur près, et vérifiant, en conséquence, 1 équation
(54) K(ar,.y) = o.
Réciproquement, si un point M vérifie (54), les équations (5a), où Ton remplacerait \, \ par X,y, ont au moins une racine commune en T, soit T, ('). Mais alors le point P de coordonnées homogènes ( x, r, T,) appartient à l'intersection. Or, le point M se trouve sur OP.
On voit finalement que. pour qu'un point M appartienne à l'une des droites OP, il faut et il suffit que ses coordonnées satisfassent à l'équation | 5 î >. ( lette équation représente donc bien le faisceau des droites ( )1\
Remarque. — D'après la démonstration précédente, Y\(x, y) est nécessairement homogène. On peut le vérifier, en ordonnant (52 suivant Les puissance.-, de T et appliquant Le théorème du poids (t. 1. n° 233). On trouve ainsi que l'équation ( 5{ > est homogène el de degré pq en appelant/- et q Les degrés des courbes proposées. Le faisceau qu'elle représente comprend donc pq droites ( n° 77). On démontre que si l'une de ces droites est multiple d'ordre a, il s'y trouve a points d'intersection. D'où il résulte que le nombre total de ces points est pq. conformément au théorème de Bezôut t n° 46).
( ' ; Si T[ = o, F est à l'infini.
79. 11 nous arrivera souvent de considérer des faisceaux de deux droites. Un tel faisceau esl représenté par une équation quadratique de la forme
\ ./-' — a B xy -+- CjJ = o .
L'équation aux coefficients angulaires est
Pour que les deux droites du faisceau soient réelles, il faut et suffit que eette équation ait des racines réelles: d'où la condition
Dans le cas de l'égalité, lc^ deux droites sonl confondues.
Pour qui' les deux droites soient perpendiculaires, il faut et suffît, en supposant les axes rectangulaires, que leurs coefficients angulaires, qui sont les racines de (5(i>, aient pour produit — i
( n" CS i. ( )r. ce produit est éga.1 à ^; d'où la condition — = — i ou
Condition pour qtte trois droites soient concourantes
Soient les trois droites
' Pi = A.tx-h Bt y ■+■ Cf= o,
Pour qu'ejles s'oient concourantes, d faut et suffit que le système ( .)<)) soit compatible en x. y ou, plus exactement et afin de ne pas éliminer le cas où, les droites étant parallèles, le point de concours serait à l'infini, que le système homogène obtenu en employant des coordonnées homogènes admette une solution non nulle. On sait
(t. 1. n" 292 i que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
On peut donner une autre interprétation. La. condition A = o
exprime que les trois formes linéaires I',. P2, I':, sont dépendantes (t. I, n° 2Ô6). Donc, pour que les trois droites soient concourantes, il faut et il suffit qu*on puisse trouver trois nombres a,. X2, ).:i non tous /mis tels que
(61) XtPi-t- X2Pa-H X3P3 = o.
Du reste, on peut démontrer directement cette nouvelle règle. Si la droite (P3) passe par l'intersection de ( l', i. i l'-j >. on sait ( n° 76) que son équation peut être mise sous la tonne
((>?.) . XPt-h}jiP2— o.
Mais, le> équations < 62 i et P3 = o représentant la même droite, on a une identité de la forme ( n° -44 1
XP1+fxP2= vP3,
ce qui est (6.1), aux notations près.
Inversement, si Ton a (61) avec, par exemple. X3=zéo, on peut en tirer P3 = — ^ P, - P2. D'où il résulte que ( I';) i passe par Tinter-, section «le f P,) el de I l'o >.
La condition ( (il 1 est quelquefois d'une application très commode, parée qu'on aperçoit, dès la première inspection, la combinaison linéaire à former. C'est ainsi qu'il arrive qu'en ajoutant simplement les équations on obtienne une identité.
81. Droite passant par deux i'Oints. — Soient les deux points AI,. M2. On peut d'abord définir la droite qui les joint par l'équation 1 33 ) ou par les équations paramétriques < 35 1. A oici maintenant une autre forme d'équation fréquemment employée.
Afin (pie notre raisonnement puisse convenir pour le cas où l'un des points M,, M2 irait à l'infini, employons des coordonnées homugènes. Soient ( \,. \ ,, T, > les coordonnées de M, et (X2, A2. T2 > eelles de M2. Soit, d'autre part.
(63) AX -+- BY -+- CT = o
l'équation cherchée. Les coefficients Inconnus \. B, C doivent
vérifier les relations
j AX,+ HVi- GTt=o, 64) • .
( A\> — BYa-H CT2 = o.
On pourrait en tirer des valeurs proportionnelles à V, B. C qu'on porterait ensuile dans (63). Ceci revient a éliminer les inconnues homogènes V. B. G entre les trois équations i (i.i i et (64). Or, un peut faire immédiatement cette élimination, par l'emploi d'un déterminant ( t. 1. n" 292 i :
Telle est l'équation cherchée.
Si les points M,, M2 sont à distance finie, on peut l'écrire, en divisant les première, deuxième et troisième lignes par T. T,, T2 respec-
tivemenl :
i 66 i Xi j-! i
82. Aire d in triangle. — Soit le triangle A, A2A3 défini par les coordonnées cartésiennes rectangulaires (') de ses sommets. Nous nous proposons de calculer son aire algébrique S ( t. T. n" 174), en supposant qu'on prenne comme sens positif, sur le périmètre, le sens AjÀo Va. Rappelons que S est positif ou négatif, suivant que ce sens coïncide avec le sens positif défini par les axes (t. 1. note de la page 220 i ou avec le sens opposé.
Cela posé, abaissons la hauteur A, H. Le côté A2A3 étant orienté de A2 vers A3, nous en déduirons l'orientation de la droite qui porte la hauteur par une rotation de + - autour de H (n° 65). Dès lors. nous a\i>n<. en grandeur et en si^n'e.
67) a s = a2a3x ÏTÂ7.
car il est manifeste (pie S et HA, onl toujours le même si^ne.
Or. soit -^ l'angle polaire de la hauteur orientée. Celui de A2A3
est z — — • En projetanl A., A3 sur les axes, nous avons l cc:i— ,/j = \2 A3COS ( ç — - j = \2 \3 siii . .
Xs— y%= A2A3sin (<P — - ) =— V2A3cos<p.
(') Pour les axes obliques, voir Ni. n" 129.
D'autre pari, soii
(69) D 1 arcoso ■+- y sincp — /> = o
L'équation de A2 V:! sous la forme normale. Nous savons que 1 on ;
1 11" Go i
(70) HA, = X\ COSçp-l- J'i s in ç — p.
Mais l'équation de A2A3 peut encore s'écrire (11" 81)
^3 yz 1
En comparant les coefficients de x dans ((io/i cl (71), on voit que D' n — y3
13e sorte que si
Xy J'i I
Xi y, 1
A = {Xi co?-.p — y\ si" 9 — /> )• A2A3 = 11 A 1. A3 A3 = 2 S.
Nous avons donc finalement la formule
Xi y, I
** yz 1
Remarque. - Si l'on échange deux des indices, le sens positif du périmètre est change, donc aussi le signe de S. Mais il en est bien de même du signe de A, car on a échangé deux lignes de ce déterminant (t. I. n'278).
LE PLAN ET LA DROITE DANS l'eSPACE.
I. - LE PLAN
83. Equation pi plan. -- De même que la droite en Géométrie plane, le plan, dans l'espace, est représenté par une équation du premier degré ( i V A x — B y -4- Cs -j- D = o, '
et réciproquement. Ceci peut se démontrer en généralisant les raisonnements des n"s 04 et 6o. Reprenons seulement celui du n" Go.
Les axes étant supposés rectangulaires, nous nous proposons d'établir l'équation d'un plan donné I*.
Abaissons de O la perpendiculaire sur P et orientons-la par une demi-droite Oa, de cosinus directeurs rt, b, c. Soit maintenant Q l'intersection de P avec O A. Nous posons p = OQ. Les quatre nombres a, b, c. />, dont les trois premiers sont liés par i n° 24)
déterminent complètement la position du plan P. Nous les appellerons les coordonnées normales de ce plan.
Quand un plan sera défini par ses coordonnées normales, il sera toujours orienté, sauf indication contraire, par la demi-droite Oa (n°27).
Cela posé, soit un point M (x, y. z) de l'espace. Projetons-le orthogronalement en R sur P. Nous allons calculer <l = RM. distance duplan au point, comptée positivement suivant OX.
Nous avons l'égalité géométrique
( 3 ) OQ -+- Q H — R M = x -+- -y -4- ; .
(l) On peut prendre, par exemple, a = sin 8 eus p, 6 = sinÔ sin y, c = cosô ( n° 30).
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Projetons-la orthogonalement sur Oa :
p-r-d^xa-^-yb-r-zc; d'où
, , d=ax-\-by — cz — p.
En annulant d, nous avons l'équation du plan I', sous la forme normale ou canonique
(5) ax ■+■ by -t- cz — p = n .
Elle est bien du premier degré en x,y, z.
Réciproquement, l'équation (i) représente un plan, quels que soient A, B, C, D. En elFet, elle représente la même surface que (5), si Ton prend (n° 48)
En axes obliques (2), tout plan est aussi représenté par une équation du premier degré et réciproquement, puisque le choix des axes est sans influence sur le degré (n" 48).
Si. Si l'on revient aux axes rectangulaires, la normale au plan P représentée par r équation (i) a pour paramètres directeurs A, B. C, coefficients de x,y. z. Si l'on veut les cosinus directeurs, on
peut prendre , , — Un oriente
ainsi la normale dans le sens du vecteur (A, B, C), d'où résulte
l'orientation du plan.
L'angle de deux plans orientés P et P', étant défini par l'angle
de leurs normales, est donné par la formule
AA'-hBB'-+-CC
I 7 i cos \
v/A2^ B*-hC*\/A'*-hB'*-+- C'2 La condition d' or tho tonalité s écrit (8) AA'-*-BB'-i-CC'=o.
La distance du plan (i) au point M(a?, y, s), comptée positive-
(-) On peut aussi établir une équation canonique. .Cf. Nui, n°' 47 et 48.
ment suivant le vecteur (A, B. C), est
85. Comme au n" 67, on démontrerait que si D varie, A, B, G restant fixes, le plan se déplace parallèlement à lui-même, même si le> axes sont obliques. En particulier, on a le plan parallèle mené par V origine en supprimant le terme constant :
( 10 ) A/+ Y>y — Ce = o .
On en déduit la condition de parallélisme des plans P. P :
L'a condition pour que le plan P soit parallèle à la direction de paramètres directeurs a, b. c s'écrit
(12) Aa+B6 + Cc = o,
car elle exprime que le plan (10) contient le point (a. //. c) et, par suite, la parallèle à la direction proposée menée par l'origine.
Comme au n" 71, on démontrerait que la région positive du plan peut être indifféremment caractérisée, soit par le signe de Àa;4-B)' + C: + I). qui doit être le signe + pour tout point de ladite région, soit par le vecteur (A, B, C), qui doit s'y trouver si on lui donne pour origine un point du plan.
Signalons enfin l'équation
abc
qui est commode lorsqu'on définit le plan par ses points sur les axes (OA = «, OB = b, OC = c), mais qui cesse d'être applicable quand le plan passe à l'origine.
Si l'on suppose, par exemple, c infini, l'équation se réduit à
et représente un plan parallèle et Qz, comme d'ailleurs toute équation du premier degré ne renfermant pas z (cf. n" 47).
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Les plans de coordonnées et leurs plans bissecteurs ont pour équations {cf. n" 69)
tSG. Plan del'l\ki.m et plans imaginaires. — L'équation générale des plans en coordonnées homogènes s'écrit
(i5) A.X-f-B¥ + CZ-f-DT = o.
L'équation
est de cette forme. On est donc conduit à dire qu'elle représente un plan, bien qu'elle conduise à une absurdité, si l'on revient aux coordonnées ordinaires. Pour les raisons qui ont été exposées au n" /3, • m dit que l'équation (16) représente le plan de l'infini, lieu des points à l'infini de l'espace et position limite d'un plan dont les points de rencontre avec les axes et, par suite, tous les points, s'éloigneraient indéfiniment de l'origine.
Les points à l'infini d'une ligne sont ses points de rencontre avec le plan de l'infini. Les points à l'infini d'une surface constituent une li^ne plane, section de la surface par le plan de l'infini.
En particulier, les points à l'infini d'un plan quelconque de l'espace constituent une droite, intersection de ce plan avec le plan de l'infini; c'est la droite de l'infini du plan (n" 73).
(S7. Un plan imaginaire a une équation de la forme
(17) P + f'Qio,
P et Q étant des fonctions linéaires à coefficients réels.
Tout plan imaginaire possède une droite réelle; c'est la droite d'équations (n° 55)
Deux plans imaginaires conjugués se coupent suivant une droite réelle, qui est la droite précédente.
<S8. Plans passant par un point fixe. — L'équation générale des Haag. — Cours, II. 7
plans qui passenl par le point M0( J„. r„. s0 I peut s'écrire (19) A x — a:0)-!-B(j — y0) ■+- C(z — z0) = o,
A. B. C étant arbitraires. Cela s'établirait en répétant Je raisonnement du 11 7o.
Comme application, on peut écrire instantanément l équation du plan mené par M„ perpendiculairement à la droite de cosinus directeurs a. 6, c. soit (n° 84)
! 20) a (x — x0)-\- b (v— vu) -+- c(z — z0) = o.
11 peut arriver que le point M0 soit défini par l'intersection de trois plans (' ) :
On peut alors ('(rire l'équation générale cherchée sous la forme
I 22) ÀP-r- flQ-+-VR= 0,
, . 'h. v étant arbitraires. Cela se justifie par un raisonnement analogue à celui du n" 76.
Les plans (22) constituent un réseau de plans, dont le point M„ est le sommet ou point de base.
L'équation (22 t peut aussi s écrire, sous forme non homogène,
I 23) P -f- /. Q — ;jl R = 0.
89. La condition pour (pie quatre plans soient concourants se trouve en généralisant les raisonnements du n" 80. Soient les quatre plans
( Pj = A1a;4-B,j-t-C1*-+-D1 = o,
\ Pj= \o.r-4- B,k — Css-4- D,= o.
i P3= A3a; -+- B:iy -i- C-,z -+■ D3= o,
Pour qu'ils aient un point commun à distance finie ou à l'infini, il faut et il suffît que l'on ait
(25) Il a, t;,- <;:, n, |! = o,
(') It peut alors être à l'infini.
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ou encore qu'on puisse trouver quatre nombres a,, X2, a3, a-, non tous nuls donnant lieu à l'identité
X, Pi-+-X2P2-+-X3P3-+-X4P4 0.
90. Plains passant par une droite fixe. — Si la droite est donnée par deux points M0, M,, à distance finie ou à l'infini, on prend un plan quelconque (il et l'on écrit qu'il passe par M0 et M,. On obtient de la sorte deux conditions entre A. B, G, D, desquelles on peut toujours tirer deux des coefficients en fonction des deux autres.
Supposons maintenant que la droite soit définie comme intersection de deux plans : P = o, Q = 0. En raisonnant comme au n° 76, on prouvera que l'équation générale cherchée est de la forme
OU
XQ
XP
Les plans (27) ou (28) constituent un faisceau de plans, dont la droite lixe est la droite de base.
Condition pour que trois plans aient une droite commune. — Pour que les trois plans 1 P, ), (Pj), (P3) aient une droite commune, il faut et il suffit que Von puisse trouver trois nombres /.,. Aj, \4 non tous nuls donnant lieu à l identité
( 29 ) >. 1 lJi -+- À2 P, + a;j P3 = o.
(Répéter identiquement le raisonnement du n" 80.) Il revient au même de dire que les trois formes linéaires 1 3o ) p; ■ = A , • X -+■ B, Y -+- C/ Z + D, ■ T
doivent être dépendantes (t. I. 11" 295). Ceci exi^e, comme on sait il. I, 11" 29C). théorème I), la nullité des quatre déterminants du troisième ordre déduits du Tableau
A, B, G, Di (3i) A, B, G2 D2
On arrive au même résultat en exprimant que le système linéaire et liomo-
1(1(1 gène
possède deux variables non principales (t. f, n° 290), comme cela doit être si les trois plans ont en commun tous les points d'une droite.
91. Plah passant par trois points. — En raisonnant comme au n Si, le lecteur trouvera que le plan passant par les trois points M^X,, Y„ Z„T|), M2(X2, Y2, Z2, T2), M:!< \3. ï a, Z:i, T3) a pour équation, en coordonnées homogènes,
Si les trois points sont à distance finie, on peut aussi l'écrire
Si l'un des points est à l'infini, il suffit d'annuler son T dans l'équation (33). C'est ainsi que le plan passant parle point M,, à distance finie et parallèle aux deux directions de paramètres directeurs (•#, b, c), (a', //, c) a pour équation
ou. en retranchant la deuxième ligne de la première et développant suivant la dernière colonne.
yi
ROJECTIQN DUNE AIRE PLANE
Soit une courbe fennec et
orientée (G), tracée dans un plan oriente P. Soit maintenant un autre plan oriente I*'. Projetons ortliogonalement (C) sur I''. suivant (C), et orientons (C) au moyen de (Ci, c'est-à-dire que si un
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point M décrit (G) dans le sens positif, sa projection M' devra décrire ( Ci dans le sens positif.
Cela posé, nous avons déiini, au n° 174 du Tome I. les .tires algébriques A et A' limitées par ( C ) et (C). Nous allons prouver que si a désigne l'angle de nos deux plans orientés, c'ëst-à-dire l'angle de leurs normales positives (n'J 27), on a la formule
i i: i A'= A cos©.
A cet etïet, prenons le plan P' [tour plan des x' y d'un trièdre trirectan°le Ox'y'z'. Faisons tourner celui-ci d'un angle ç autour de <>./'. ce qui l'amène en Oxyz (' ). Nous pouvons prendre Oxy pour plan P. Or, nous savons (t. I, u° 174) que A et A' sont données par les intégrales définies
/ xdy, A'= / x'dy\
où la variable d'intégration t est choisie de telle manière que, lorsque t croît de t0 à £,, M décrive ( C i, en entier, une seule fois et dans le sens positif.
D'autre part, les deux premières formules du changement de coordonnées i n" 34 ) nous donnent, en supposant ^ nul,
(3g) x'='àc, y' = ycosf,
car les coordonnées de M' sont les deux premières coordonnées de M par rapport à Ox'y'z'. Portant ces valeurs dans A', nous obtenons
i \t)j A = / x dv coso = coss / x dy = A coso. c. Q. F. D.
Une démonstration plus élémentaire consisterait à admettre l \- 1 en valeur absolue, ce qui est une proposition bien connue, et à vérifier ensuite l'identité des signes dans tous les cas de figure possibles.
Si l'on applique la formule (3y) aux projections S.,-, S,, S- sur les plans de coordonnées d'une aire S située dans un plan oriente par
(') Le lecteur est prié de taire la ligure, s"il en éprouve le besoin.
IOÎ CHAPITRE VII.
les cosinus directeurs a, b. c de sa normale, on a
i ii) S.,.= S.rt, SV=S.Z>, Ss=S.c.
Elevant au carré et ajoutant, nous avons la formule intéressante
I 41 ) S* -H S* -H SJ = S» ( a1 -+- bl -T- C2) = S- .
On peut l'appliquer, par exemple, à un triangle A<A2A3 de l'espace, en prenant, conformément au n" <S2.
Xi Vi I
a-2 Vi 1 x3 y-.i 1
93. Volume d'un tétraèdre. — Soil le tétraèdre A,A2À3AS, défini par les coordonnées rectangulaires ( ' 1 de ses sommets. Nous nous proposons d'évaluer son volume algébrique, défini de la manière suivante :
Orientons le plan A2A3A4 par le sens de parcours A2A3A, sur le périmètre du triangle A2A3 V, 1 n" 13 1. Le volume Y sera positif ou négatif suivant que le point A, se trouvera <l<uis la région positive ou dans la région négative du plan ainsi orienté 1 n" 11 1.
abaissons la hauteur \,II. appelons S la surface absolue du triangle A2 A 3 Ai, qui est aussi son aire algébrique, d'après la ((invention faite précédemment pour l'orientation de son plan. On a, en
grandeur el en signe (44)
Il \, ciani comptée positivement suivant la normale positive au plan A2A3A,.
Si «, 6, e sont les cosinus directeurs de celte normale. 1 équation canonique du plan AjA^A, est de la forme
et Ton a ( n" 83
by
I! \ ,= </./'! -+- l>Yi
CZ. — p
1 ' J Pour le c;is des a\c^ obliques, voir Mm, " *-'■
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Mais l'équation du plan A.>A3A., peut aussi s'écrire i n° 91
Xi y 2 z, i
xk yk cv i
En comparant les coefficients Je x dans i {5 i et ( \~ i. <>n voit que
ïï ~ «
en appelant S.,, l'aire algébrique de la projection du triangle A2A3A4 sur j'O; cl s appuyant sur le numéro précédent. Par suite.
HA1=P
Portant dans ( \ \ i. nous obtenons finalement la formule GV=P'1 =
X2 fi Si I
■*V V; Ci I
On remarquera son analogie avec la formule 1721 du Chapitre précédent.
On pourrait en déduire aisément les changements de signe que subit A quand on permute les indices de différentes manières et contrôler ces changements en s appuyant seulement sur la convention faite au début de ce numéro.
LA DROITE
94. Eovrriovs o'lwk droite. — Toute droite I). pouvant être définie comme intersection de deux plans ( I' ) et ( P'), peut être représentée par deux équations du premier degré
(5i) P^A^^B/+C:-D = o, P' == A'./- h- M'y -t-Cs— D' = o.
qui sont ses équations < 11" 50 |.
Luc certaine indétermination réside dans le choix de ces équations,
provenant île ce (ju'il existe une double infinité de manières (*) de définir une droite donnée comme intersection <le deux plans. On peut remplacer les équations (5i ) par les suivantes :
où a. ).', ;j.. m. sont quatre constantes assujetties à l'unique condition
: ". ; - 1'/ — À' ;jl - o.
'En particulier, on peut toujours prendre pour équations d'une droite celles de deux de ses plans projetants. On pourra prendre, par exemple, les plans projetant sur ;0.r et sOjk, à condition qu'ils ne soient pas confondus, circonstance qui ne peut se présenter que pour, une droite parallèle à xOy. Si donc la droite I) n est pas Dfirallèle au plan des ry. on peut écrire ses équations sous la forme particulière i - )
(54) x = az-r-p, y = bz--q,
où a1 b, p. q sont quatre constantes, déterminées en même temps que D. Ceci nous prouve, en passant, que la droite la plus générale de l'espace dépend de quatre paramètres indépendants ,.çe qu'on peut d'ailleurs voir de bien d'autres manières.
Si la droite I) est.parallèle à xOy, on peut la déterminer par le plan qui la projette à la fois sur zOx et zQy et par le plan qui la projette sur xOy] on a ainsi les équations
La parallèle D0 à la droite D représentée par les équations i "> i |: menée par l'origine, est obtenue en menant par O les plans | P0) et i P'0) parallèles à (P) et ( P'). Ses équations s'obtiennent par simple suppression des termes constants ( n" <So i. soient
A x -4- By -t- C s - o. A'.r -+- B'y -+- C s = o.
(') C'est-à-dire dépendant île deuv paramètres arbitraires.
(2) x (igure nécessairement dans la première équation, parce que la projection de D sur zO.v n'est pas parallèle à O.r (n" (18). I>e même, y ligure dans la seconde. H ne faut pas attacher une trop grande importance'aux équations (54), qui ont l'inconvénient de détruire la symétrie des coordonnées et de ne pas convenir à toutes les droites ( cf. ne 08 ).
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De ces équations, on peut tirer ((. I, n° 292 )
BG — CB' = GA.'— AC = AB '— BA
Il en résulte (n° 2o ) que les quantités BC — CB , CA — AC '. AB — BA' peuvent être prises comme paramètres directeurs de D0 et, par suite, de D.
95. Equations paramétriques. — Nous avons les mêmes équations qu'en Géométrie plane, avec simplement une coordonnée de plus.
1. La droite est définie par un point et par sa direction. — Soit Mn(.ro, j'oi -■{)) le point et soient a. b. c les paramètres directeurs de la droite. Comme au n° 72, on montrerait que les coordonnées d'un point quelconque M de I) sont
(56) x = x0-h pa, y = ya~-zb, s = z0-\-pc,
p désignant M0M ou une quantité proportionnelle.
En éliminant p, on a les équations de la droite sous la forme
x — x0 V—Xo s—z0
Comme application, on peut écrire instantanément les équations, en coordonnées rectangulaires, de la perpendiculaire au plan i i | menée par M0. Il suffit < n" 84) de remplacer, dans i 56) ou i V i, a. b, c par A, B, C.
II. La droite est définie par deux points. Soient M, t.r,, rf, S|) et -M2 (#2) }' -2i zi) ces deux points. On pourrait d'abord se ramener au cas précédent, en prenant a = x-2 — x,, b =y-2 — y m c= z-2 — ^t
(cf. n" 72). Les équations I 5- i donneraient, par exemple,
~ • • MM, -
(Jn peut ainsi poser t==t =- — A; on a alors 1 l MM,
96. Distance d'un point \ i .m: droite. — La méthode à employer diffère suivant la manière dont la droite est définie.
Premier cas : La droite est (Je fin le par un point et par ses cosinus directeurs. -- Soient M0( ./0. _}'„, ,50) le point et a, 6, clés cosinus directeurs. Sait,, d'autre part, le point M, (.r,, y{, ;, i. qui se projette orthogonalement en P sur D. Le triangle Fectangle M0PM, nous donne
Or | n° 177
M0M, = (xt — x^Y+iy^— y0 )*-+-< zx— z0)-.
En second lieu, Sl^P est la projection, sur D, du vecteur M„M,. qui a pour coin j >< >>;mtes suivant les axes xt — #„, V\ — yo- z , z0. On a donc
M0 P = a (ar, — ./„ I -H b [ yx — y0 ) -4- c |
En portant (62) et (63) dans (61), on a le carré de la distance cherchée.
Si l'on veut les coordonnées du point. l\ il sut'lil d'appliquer les équations < 56 1 en prenant pour z la valeur < (j.'î 1.
Si Ton veut la perpendiculaire M, P, on peut remarquer que Ton en connaît deux points : M» et P. On peut aussi la déterminer par le plan'perpendiculaire à D mené par M| (n° 8«S 1 :
a(x — Xi | — b (y — yt H- c (s — Zy) = o
et par le plan M, M0l)i dont l'équation peut s'écrire, par exemple, en s'appuvant sur l'équation ( 36 ).,
Nous laissons au lecteur le soin de découvrir les légères modifications qu'il convient d'apporter aux résultats précédents quand a. />. c sont seulement proportionnels aux cosinus directeurs.
Deuxième cas : La droite est définie par deu c plans. — Soienl les plans
P== Ax-h by — Cz — D = o. Q s A' x — Wy — C z — D'= o.
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Cherchons le plan (H) mené par l) perpendiculairement au plan I I). M, ). Il nous suffira de prendre ensuite la distance de M, à ce
plan.
I .es plans ( Il i et i I ). M, I <>ni des équations de la forme < n° 91) >
(67) P + )lQ = o.
Pour 1 I ). M , 1. on a I', -)-).(), = o ; d'où 1 équation
(68) PQi— QPi=d.
Le /. du plan 1 II » sera obtenu en écrivant l'orthogonalité des plans
1 ()- ) et ( l>8 1. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les calculs, qui offrent peu d'intérêt avec des coefficients tous littéraux et quelconques: La méthode seule importe.
Remarque. — Dans le cas particulier où les plans 1 P ) e/ (Q) sont rectangulaires , il est aisé de voir que le carié de la distance cherchée é<;ale la somme des carrés des distances de M, à ( P) et à i O i. On se ramène donc immédiatement à un problème connu 1 n" «Si i.
En particulier, si la droite est parallèle à un plan de coordonnées, par exemple, s il s'agit delà droite 1 ."">.> 1 parallèle au plan x Oy^ on aura
/, / vo ' Xx + By+C ■'-'
(*>$) <*» = <*.— &)» v*^ir-
car les équations ( 55 ) représentent deux plans perpendiculaires.
!)7. Pli s coi rte distance de DEi x droites. — Ici encore, il v aurait lieu de distinguer plusieurs cas. \ u la complication du problème,
nous nous bornerons à considérer celui où les deux droites so/t( données par un point et leurs cosinus directeurs.
Soient I) déterminée par M0i .r0. r<)- ~-<\ » el le- cosinus ( a. b. c 1 el I) déterminée par M, 1 ./■,, r,. zt) et les cosinus {a. //. c). Soit, d autre part, PP'la perpendiculaire commune aux deux droites. Nous allons chercher les quantités M0P = 0 et M, P — 0 . Pour cela, écrivons que PP est perpendiculaire à I) et à 1) .
Les paramètres directeurs de PI' sont, si l'on veut, les projection?
de PP sur les axes, c'est-à-dire
x{— p'a'— i.r„ — pa), >-, — p' 0' — ' y*— ;/": ;i-;"-';-;fj.
Les conditions de perpendicularité à I) el i )' sont i n° 31)
S a (xt — ./•„ ■+- p'a' — pa) = o, S a'(xy — x0 ■+- p'iz' — pa)=^o ou
j p'i aa'->r bb'-hcc')—? = a (x0—Xi) — /> (yo—fi) ■+■ c (~0— ~i • ( 70) \
( p'— pi </«'--- 66 -+- ce') = a (a?0— #1) + ^'(j'o — Ji) — c (z0— zt).
En résolvant ce système par rapport à :. 0 et portant dans les équations paramétriques de I) et I). on aura les coordonnées des points P et P. d'où la droite PP' et la distance PP . Nous laissons encore au lecteur le soin de développer les calculs. 11 aura avantage à introduire l angle "V des deux droites, dont le cosinus figure dans (jo)
comme coefficient de 0' et de z. Le cas particulier où "V -— - donne lieu à des simplifications manifestes.
98. Droites imaginaires. — On appelle droite imaginaire l'intersection de deux plans imaginaires. Une telle droite I) est donc représentable par deux équations de la forme
(71) P-iO = o. P'H-tQ'=o,
P. Q, P. Q' désignant quatre fonctions linéaires à coefficients
réels (').
Une droite imaginaire na en général aucun point réel et ne se troi+ve clans aucun plan réel. En elîet, si un point réel vérifiait les équations ( 7 1 ), il vérifierait les suivantes :
qui sont généralement incompatibles ( - ).
De même, si un plan réel passait par D, il aurait une équation de la forme (n°90)
I ;3 , (Xh-i»(P -4-ï.Q)-+.(X'.-f-ty)i P-'+ t'Q') =0,
À, ;ji, /.', y.' étant quatre constantes réelle* telles que le coefficient de i dans
(73) soit nul, c'est-à-dire telles que l'on ait
('j Si P' et Q' sont des combinaisons linéaires de i'. Q, la droite est réelle; nous supposons qu'il n'en est pas ainsi.
1-1 II revient au même de dire que les droites réelles A et A' des plans (P-Hi'Q)et (P'+ÏQ'j < 11 ' iS7 ) m- se rencontrent pas.
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identité généralement impossible pour des valeurs non toutes nulles de À. p.,
(jn sait d'ailleurs que la condition d'existence d'une telle identité et lacondition de compatibilité de* équations (72) sont des conditions équivalentes. Donc, si une droite imaginaire a un point réel, elle est dans un plan réel et réciproquement .
Deux droites sont imaginaires conjuguées lorsque l'une d'elles est l'intersection des plans imaginaires conjugués des plans qui définissent l'autre. La droite conjuguée de (71) est donc
Théorème. — Si deux droites imaginaires conjuguées sont dans un même plan II 1, ce plan est réel, ainsi que le point de rencontre des deux droites.
En effet, tout plan réel coupe les deux droites suivant deux points conjugués. La droite qui joint ces deux points est réelle 1 n" 74). Donc, le plan ("Il 1 est coupé suivant une droite réelle par tout plan réel. Il est, par suite, nécessairement lui-même réel. On sait maintenant que deux droites conjuguée» tracées dans un plan réel se coupent en un point réel 1 11" 74)
I. — VECTEURS LIBRES
99. Généralités. — Nous avons défini d'une façon précise, au n' S. le sens qu'il faut attribuer au mot vecteur.
On peut imaginer des vecteurs distribués d'une manière quelconque dans l'espace.
Deux vecteurs sont dits équipollents lorsqu'ils ont même longueur, même direction et même sens, ce qui équivaut à dire qu'on peut passer de l'un à l'autre par une translation. Ils sont dits opposés, lorsqu'ils ont. même longueur et même direction, mais des sens opposés.
Dans ce paragraphe, nous ne distinguerons pas deux vecteurs équipollents. L'origine de chaque vecteur sera laissée entièrement libre. D'où le nom de vecteurs libres que nous donnerons aux vecteurs envisagés de ce point de vue.
Nous conviendrons d'exprimer que deux vecteurs sont équipollents par le symbole
que nous appellerons une égalité géométrique.
100. Nous avons défini, au n" 1G, la projection d'un vecteur sur un axe, parallèlement à un plan donné. Nous avons vu que deux vecteurs équipollents avaient même projection.
' On peut déterminer un vecteur libre pur ses projections sur trois axes non parallèles à un même plan.
Soient, en effet, les trois axes ()x. ( ) r. 0,3, qu'on peut toujours supposer issus du même point et qui forment alors un trièdre de
coordonnées. Étant donné un vecteur ,\ . projetons-le sur O.r parai-
lèlemenl à rO;, sur Qy parallèlement à zOx el sur Oc parallèlement àxOv- Les projections obtenues \, \ . Z peuvent rire consi-.
dérées comme les coordonnées du point M tel que ( >M = Y et que nous appellerons point représentatif du recteur. Il en* résulte que
le vecteur V est entièrement déterminé, en tant que vecteur libre, par les trois nombres X., Y, /.. qui seront appelés, pour cette raison, ses coordonnées.
A.u lieu de projeter V sur chaque axe parallèlement au plan de coordonnées opposé, on pourrait, moyennant certaines restrictions, le projeter parallèlement à un plan quelconque attaché à cet axe. Contentons-nous d'examiner le cas des projections orthogonales. Si ;, r,, Z désignent ces projections, elles
déterminent, elles aussi, le vecteur V. Car, les connaissant, nous portons OA = ; sur Ox, UB = rt sur Oy, OC = Z sur O z ; puis, nous menons par A un plan perpendiculaire à Ox. par }> un plan perpendiculaire' à Oy, par C un plan perpendiculaire à O*. Ces trois plans se coupent en un seul point M, qui
est le point représentatif de V.
Une conséquence évidente de ces propriétés est que toute égalité géométrique équivaut à trois égalités algébriques distinctes, obtenues par projection sur trois axes quelconques non parallèles éi. un même plan, les projections pouvant être obliques ou orthogonales, comme il vient d'être expliqué.
Le produit d' un recteur \ par un nombre m est un vecteur V
parallèle à V, de longueur égale à celle de Y multipliée par | m | et de même sens ou de sens contraire, suivant que m est positif ou négatif.- Nous écrirons l'égalité géométrique
qui équivaut aux trois égalités algébriques ( n" 16 i (3) X'= mX, Y'=:mY, Z'= m'A.
Dans le cas particulier où m = — i. on retrouve les vecteurs opposés ( n" 8) et Ton écrit
Addition géométrique. — Soient plusieurs vecteurs
Menons, parmi point quelconque O, le vecteur ( >AI, ^= A ,. Puis,
par M, , menons M, M2 = V2 ; par M2, M2M3 = ^ :!; et ainsi de suite jusqu'à épuisement de tous les vecteurs donnés. Nous obtenons un
point final M«. Par définition, le vecteur OM„ i ' | ou tout vecteur
équipollent ^ sont dits la somme géométrique des vecteurs proposés. ( le qu'un écrit
D'après le théorème des projections (n° 18), cette égalité géométrique équivaut aux trois égalités algébriques
(6) X=2X,, Y=^Y„ Z=Vz,-,
où \,. Yt-, Z, désignent les projections du secteur Y/ el \. \ . Z celles
du vecteur A .
Les formules (.6) non- prouvenl i[iie \, Y, Z sont indépendants de l'ordre dans lequel on a considéré les vecteurs. Autrement dit, on peut répéter la construction précédente en intervertissant cet ordre d'une manière quelconque; on obtient toujours le même point
final M,,, la même somme géométrique ' \ . L'addition géométrique est une opération commit tative, au même litre que l'addition algébrique.
On peut aussi, sans changer \ . remplacer plusieurs des vecteurs "\ , par leur somme géométrique. Cela équivaut à remplacer, dans (6 )? plusieurs des \,. 1 /. Z, par leurs sommés effectuées. On sait que cela ne modifie pas \. i . Z. L'addition géométrique est une opération associative, de même que l'addition algébrique,
Etant donné un vecteur \. on peut 1»' décomposer suivant les
ares i ou trois droites non parallèles à un même plan |. Si 1 on repré-
— > sente*, en effet, par X le vecteur parallèle à 0.r, qui a pour mesure
(') Le vecteur OMn esi plus particulièrement appelé la résultante du contour polygonal OM, M,... .M„.
algébrique X sur cet axe, et par Y, Z les vecteurs analogues, on a
l'égalité géométrique V = \ -+- i -+- Z, comme on le voit en projetant. Pour cette raison, X, 1 , Z sont aussi appelés les composantes
de Y suivant les axes.
102. Soustraction. — Retrancher un vecteur Y d'un vecteur Y , c'est trouver un vecteur ^ " tel que l'on ait
— ;►• Eu ajoutant aux deux membres le vecteur — Y , on a
car deux vecteurs opposés ont évidemment une somme nulle.
Retrancher un vecteur équivaut donc à ajouter le vecteur opposé. La soustraction n'est donc pas ù distinguer de l'addition.
Signalons néanmoins l'égalité
(8) MM'= ÔM'— Oftï.
déduite de ()M'=()M + MM et qui est une extension de la formule de Chasles < ' ). prise sous la forme (8 ) du n" 10.
103. On peut combiner l'addition géométrique avec la multiplication par un nombre et écrire des égalités de la forme générale
(9) \ = /«iV! — /»2V2 + . . .-+- m„ V„, ce qui équivaut à
(io) X=ym,X„ Y =2 rm Y,, Z =^mtZt.
10 i. Produit scalaire de deux vecteurs. — Soient les deux vec-
l ' | tille s'y ramène d'ailleurs immédiatement par projection sur les axes. Haag. — Cours, II. S
teurs V et \ . Si V et V désignent leurs longueurs respectives et
6 leur angle, on appelle produit scalaire de ces deux vecteurs le
nombre
(n) V.V'= VV'cosO'.
( î'èsl donc un nombre et non un vecteur.
Si l'on écrit (12) Y.V = V. V'oosO = V'.YcosO,
on voit, en vertu du théorème fondamental des projections (n° 19), que le produit scalaire est aussi égal à la longueur d'un des vecteurs multiplire par la projection orthogonale de Vautre sur lui (•).
11 en résulte immédiatement | n° 1<S) que, si V est la somme géométrique de plusieurs autres vecteurs V'1} V'2, .... \ „. le produit scalaire de A par A ' est la somme algébrique des produits scalaires de Y par X \, \\ \ 'n. Autrement dit. on a l'égalité
(i3) "v.(v^-h\^H-...-f-vt") = V.V1-^T.V2-l-...H-V.V„i
ce qu'on exprime en disant que la multiplication scalaire est une opération distrib utive .
Plus généralement, on peut développer le produit de deux sommes géométriques comme celui de deux sommes algébriques.
On pourrait utiliser ceci pour calculer \ . V, connaissant les projections \. ^ . Z et V. ^ '. Z' des deux vecteurs sur les axe>. supposés rectangulaires. Il est aussi simple de procéder directement.
Les cosinus directeurs de nos deux vecteurs sont
et
(*) On prend évidemment comme sens de l'axe de projection le sens du vecteur sur lequel on projette. Plus généralement, on peut imaginer des axes quelconques A et A'
parallèles respectivement à Y et à V. Si 0' désigne leur angle, on a V . V — V.V.cosO' = V.proj.V#A= V'.proj.VA*.
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On a donc (n° 31)
XV— YV— ///
COS'J = rrr"; »
d'où
(r4) V.V'=VV'cos6 = XX '-f- VY — ZZ'.
105. Dérivée géométrique d'un vecteur. • — Imaginons un vecteur \ . qui dépend d'une certaine variable indépendante t. D'une
façon précise, ses projections X., Y, Z sont des fonctions déterminées
de t. Nous dirons aussi que le vecteur est fonction de t.
On peut étendre à un tel vecteur la notion de dérivée. Nous allons
définir la dérivée géométrique du recteur \ en reprenant mot pour mot la définition de la dérivée d'une fonction ( t. I. n" ()(> i.
Donnons à / un accroissement algébrique quelconque Ai. Il lui
correspond un accroissement géométrique A^ pour le vecteur. Considérons le ve< teur — ( n° 100). Supposons qu'il tende vers une limite
déterminée \ quand \t tend vers zéro. Nous dirons alors que V est
la dérivée géométrique de A .
On ramène immédiatement cette notion à celle de dérivée algébrique, en observant que les projections de A\ sont A\, Aï, AZ;
11 j AV . AX AY AZ T ,. . . . .
celles de -r- sont ensuite — , -r—, -r— • Leurs limites, quand Ai* tend
-Xf At -if At l
^ i i . • . i -i • dX dX d'L
vers zéro, sont les dérivées algébriques —j-, — , —, supposées existantes. Il s'ensuit que la dérivée géométrique est un vecteur qui a pour projections les dérivées algébriques d<>s projections du vecteur proposé.
Nous emploierons, pour représenter la dérivée géométrique de V,
la notation -r- • di
Il est manifeste que la dérivée géométrique d'une somme géométrique est la somme géométrique des dérivées géométriques de chacun de ses termes.
II. — VECTEURS GLISSANTS
106. Moment d'un vecteur par rapport a un point. — Nous allons envisager maintenant un autre point de vue, dans lequel interviendront les origines des vecteurs ou, plus exactement, les droites qui les portent.
Deux vecteurs joueront le même rôle et ne devront pas être regardés comme distincts quand ils seront équipollents et portés par la même droite, qui sera appelée leur directrice. Autrement dit, on pourra, sans inconvénient, ^/a/re glisser chaque vecteur le long de sa directrice. D'où le nom de vecteurs glissants, donné aux vecteurs envisagés de ce point de vue.
On est conduit à cette notion de vecteurs glissants par la considération d'un élément fondamental, qui est le moment d un vecteur par rapport à un point.
Soient un vecteur AB et un point O {fig- n). Nous appellerons
Fig. il
moment de AB par rapport à () et nous désignerons par la nota-
tion AB, O le vecteur ( )R défini par les conditions suivantes :
i° 77 est perpendiculaire au plan ( ) VU :
2° Sa longueur est mesurée par le même nombre que le double de la surface du triangle OAB : OK = AB X OH ('•).';
(l) Cette condition détruit l'homogénéité, de sorte que le moment dépend du clmix de l'unité de longueur. Toutes les fois qu'il sera question de moment, il sera donc implicitement supposé qu'on a choisi cette unité.
3" Son sens doit être tel qu'il se trouve dans la région positive du plan OAB, supposé orienté de OA vers OB (.' ) (n° 27).,
Cette définition attire quelques remarques.
La première condition devient illusoire quand AB passe par O. Mais, cela n'a aucune importance; car, d'après 2°, le moment est alors nul. Ceci nous apprend en passant que pour que la directrice d'un vecteur passe par un point donné, il faut et il su [fit que le vecteur ait un moment nul par rapport à ce point.
La troisième condition suppose l'existence d'un trièdre de coordonnées permettant de définir la région positive de tout plan orienté, comme il a été expliqué au n° 27. En France, on choisit habituellement des axes à gauche (n° 28) et l'on dit que le sens de OK doit être tel qu'un observateur ayant les pieds en (), la tête en K et
regardant AB voie le point A à gauche du point B. Si l'on adopte cette convention, il est nécessaire, quand on lait la théorie analytique des moments, de toujours prendre des axes à gauche, de manière à avoir toujours les mêmes formules fondamentales. On évite au contraire toute difficulté et l'on concilie tous les procédés d'orientation en adoptant la convention de 3", basée sur le choix d'un trièdre de coordonnées, qui reste à la disposition du lecteur.
Si l'on fait glisser le vecteur AB sur la droite D. il est évident que le moment OK ne change pas. De là l'origine des vecteurs glissants.
107. Projections du moment si r les axes. — Ln problème fondamental est le suivant :
Connaissant les coordonnées de l'origine d'un vecteur et ses projections sur les axes, calculer les projections de son mome'nt par rapport à l'origine des coordonnées.
Comme il s'agit de propriétés métriques, nous supposerons essentiellement les axes rectangulaires.
( ') Il équivaut de dire que AB doit se trouver dans la région positive du plan KOA , orienté de OK vers OA ou de AO vers AK.
Cela posé, soienl ■< . y. z les coordonnées du point A et \, ^ . />
les projections du vecteur AB. Soienl. d'autre part, a, 3, y les eosinus directeurs de la demi-normale positive du plan < >AB, orienté de ( > V
vers 01). Le moment ( )K est dirigé suivant cette demi-normale, sur laquelle il a pour mesure algébrique 2 S, en appelant S la surface absolue du triangle OAB, qui coïncide avec sa surface algébrique. Ses projections sur les axes sont
Mais on a vu (n° 92) que Sa. Sj. S-' sont les aires algébriques des projections du triangle OAB sur jOs, z-Ox, xOy et l'on a, en observant que les coordonnées du point B sont a?-f-X, y-\-\, 3-f-Z(n°82),
L= rZ
rZ-^Y;
Ces formules très importantes seront appelées fprmules fondamentales des moments.
108. On peut en déduire immédiatement les projections du moment par rapport à un point quelconque O défini par ses coordonnées x0. y0, ;o- Si l'on transporte en effet les axes au point < ) . les nouvelles coordonnées du point V sont .r — a?0, y — y(). z — 50(n°33);
quant aux projections de AB, elles n'ont pas changé. Dès lors, les
projections de AB, O sont
io)Y = yZ-zY-(y0Z-z0Y)
(17) L'=t — O-oZ— z0Y), M'=M— (z0X— x0Z\ N'=N-(a?0Y— j0X).
Ces formules peuvent s'interpréter géométriquement d'une manière élégante. Les quantités telles que r„ / ;0\ sont, en vertu des formules (16). les projections du moment par rapport à O du vec-
teur O'C = AB. On a donc
Al;. 0 = VI5, O — O'C. 0 ou
(18) \I5, O = AB, O'-r-O'C, 0.
109. Momemt par rapport A i\ 1\E. — Prenons le [min! < )' n'importe où sur Ox\ nous avons r0=o, 30 = o. La première formule (17) nous donne alors L'= L. Donc :
Théorème. — Si Von prend le moulent d'un vecteur par rapport à un point variable sur une droite, la projection de ce moment sur cette droite est constante.
Cette projection constante ou plutôt sa mesure algébrique sur la
droite, supposée orientée, s'appelle le moment de AB par rapport à la droite. Ce moment est un nombre <■[ non plus un vecteur.
Théorème. — Pour qu'un vecteur soit dans un même plan cuec une droite donnée, il faut et il suffit que son moment par rapport à la droite soi/ /iul.
Car, pour que AB et Ox soient dans un même plan, il faut et il
suffît que l'on ait - — -> c'est-à-dire L = o.
110. Coordonnées dix vecteur. — A tout vecteuu glissant correspondent six nombres X, ^ . X. L. M, N, qui sont ses projections sur les axes et ses moments par rapport aux axes. Ces six nombres sont liés par une relation fort importante
(19) LX + MY -+- NZ = o,
que nous appellerons la relation fondamentale. ( )n l'établit en remarquant, d'après les formules ( 16), que. son premier membre est le développement d'un déterminant qui aurait deux lignes identiques à \, Y, Z.
Réciproquement, je dis qu'à tout système de nombres vérifiant (19) correspond un vecteur glissant et un seul admettant i es six nombres pour projections et moments.
En effet, les trois premiers nombres définissent le vecteur en tant que vecteur libre. Reste à trouver les coordonnées a?, y. z de son origine A. Elles doivent vérifier les équations (16). Mais ces trois équations, où x, v, s seraient regardés comme des coordonnées courantes, représentent trois plans passant par une même droite D (n° 90), car en multipliant la première par X, la seconde par \ , la troisième par Z et ajoutant, on obtient une identité, grâce à l'hypothèse (19). H J a donc une infinité de points A répondant à la question, à savoir les points de la droite D. Cette droite est d'ailleurs parallèle au vecteur. La droite parallèle menée par l'origine a, en effet, pour équations (n"9i )
yl. — sY = o, -X — arZ = o, xY — /X = o
ou
ce qui représente bien une droite parallèle au vecteur (X, Y, Z .
Il suit de là que tous les vecteurs AB cherchés ont pour directrice commune la droite D. Ils se déduisent de l'un d'eux par glissement et ne constituent qu'un seul vecteur glissant.
Les six nombres X, Y, Z, L. M, X, liés par (19), qui sont déterminés par AB et cpii le déterminent, sont appelés les six coordonnées du recteur. Ce sont des coordonnées surabondantes, en ce sens qu'elles ne sont pas indépendantes.
Remarque. — Les plans (16) auxquels il a été fait allusion tout à l'heure ne sont autres que les plans projetant D sur les plans de coordonnées. •
111. CoORDOXXÉES PLUCKÉRIE.WES D 1 NE DROITE. Ce SOnt leS COOT-
— > données d'un vecteur \ quelconque porté parla droite, soient a, [3, y,
/, m, n. Elles sont liées par la relation
De plus, elles ne sont définies qu'à un facteur près. ( )n peut toujours.
— y en effet, multiplier \ par un facteur quelconque, ce qui a manifestement pour effet de multiplier les six coordonnées par ce facteur ( ' ).
(a) Les projections le sont, d'après les équations (3). Les moments le sont ensuite, d'après les formules (16).
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Pour cette raison, on dit que ce sont des coordonnées homogènes (cf. n«39).
Les coordonnées a, 8, Y sont les paramètres directeurs de la droite (n° 25).
Quant aux coordonnées /, m, /?, on peut les interpréter par les équations
(21) yt~ -z$ = l, zy. — x-; = /n. xi-/a = /(.
qui représentent les plans projetant la droite sur yOz, zOx. xOy
(n°ol).
Si le vecteur Y a pour longueur 1. x. [3, y sont les cosinus directeurs ; nous dirons alors que les coordonnées sont unitaires.
112. Moment d'bh vecteur par rapport a i.\e droiie donnée par ses coordonnées pll CKÉRiENNES. — Supposons que celles-ci soient unitaires, la droite D étant par cela même orientée. Soit M(x.y. s 1 un de ses points, satisfaisant par conséquent aux équations (21).
Nous devons projeter le vecteur MK= AB. M sur I) 1 n" 109). Or, les composantes de ce vecteur sont données par (17). Le moment cherché est donc
AB, h = aL'-f- p.U'— -;N '= Sa| L — j Z + *Y).
Ordonnons cette expression par rapport à \, ^ . Z, L. M, N. Le coefficient de X est y y — $>s = /. d'après (21 ). On a donc
(12.) AB, D = IX — m\ -nZ + aL- 3 M -r--;X.
Si les coordonnées de D ne sont pas unitaires, il suffit de diviser le second membre de (22 i par \ x2-r-j$2H- y3.
113. Moment relatif de deux vecteurs. — Soient les deux vecteurs
AB et A'B' de coordonnées X, Y, Z, L, M, N et X'. Y . Z', L'. M'. N'. On
appelle moment relatif de ces deux vecteurs le produit scalaire fn" 104) de l'un d'eux par le moment de l'autre par rapport à un point quelconque de la directrice du premier.
Prenons, par exemple, le produit scalaire de AB par le moment de A'B' par
rapport à un point quelconque de la directrice D de AB. En vertu des n°' 104
et 109, ce produit scalaire est égal à la mesure algébrique de AB sur la
droite D. orientée d'une manière quelconque, multipliée par le moment de \ W par rapport à D. Si l'on appelle x, $■, y, /, m, n les coordonnées pliickériennes unitaires de D et p la mesure algébrique AB, on a
(23) X=pa, Y = pp, Z = py, L = p/, M = pm, >.=?",
et (n' 11-2)
Al!'. D = /X' — mY'+ nZ'-aL'+?M'
En multipliant cette dernière expression par p et tenant compte de (23), on a le moment relatif cherché
NZ'-f-L'X + M'Y + N'Z.
D)l = LX'
Cette expression ne change pas quand on échange les deux vecteurs; donc.
on obtiendrait le même résultat en calculant le produit scalaire de A'B' par
le moment «le A 15 par rapport à un point de D'. Autrement dit, les deux vecteurs jouent des rôles symétriques dans la définition de leur moment relatif. C'est ce que met du reste très bien en évidence le théorème suivant :
Théorème. — Le moment relatif des deux vecteurs AB, A'B' est égal à six fois le volume algébrique du tétraèdre AB B'A' ou A'B'BA.
En effet, nous avons (n° 93)
en retranchant la première ligne de la seconde et la quatrième de la troisième. En développant ensuite suivant la règle de Laplace (t. I, n° 286), on retombe sur le second membre de (24)'. On peut aussi retrancher la première ligne de la quatrième et développer ensuite suivant la dernière colonne :
x —x y —y z — S X ( L' - y Z'-h .s Y' ) = XL' + YM '+.ZN'
= -SX[Y,(z'-z)-Z'(y-y)]
III. — SYSTÈMES DE VECTEURS
1 l \. Somme géométrique et moment résultant. — Soient plusieurs
vecteurs glissants V,r>,. A2B2. .... AflBra. On dit qu'ils forment un système de vecteurs, que nous représenterons par la lettre S.
On appelle somme géométrique du système !<■ vecteur (.25) 11 = Ai Jm-i- V2B2 h., .-f- ArtBn.
On appelle moment résultant du système par rapport à un point O le vecteur
(a6) S, O = A 1 1 ï j , 0 4- A2\',,, O -+-... -+- ABB„, O.
Si \/, ^ ,, /„,, L/, M,, N"i désignènl 1rs coordonnées du vecteur A; Bj,
— y les projections de R sont
il n n x
celles de S, O sont
Le moment résultant par rapport à un point quelconque 0'(.r, y, s) a pour projection sur ( )x
ou, d'après (27) et (28),
L'= L-jZ + ^Y.
Par permutations circulaires, on a les autres projections :
(29) L'=L — yZ-hzY, M'=M-^X+.*Z, N'= N — a?Y-t-^X.
D<- même que les formules (17), les formules (29) s'interprètent par une égalité géométrique
où OR désigne la somme géométrique du système menée par le point O . Pour le voir, il suffit de projeter (3o) sur les axes, en s'appujant sur < 16); on retrouve les formules (29) résolues par rapport à L, M, N.
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1 15. Le moment résultant par rapport à un axeD est la somme algébrique des moments A/H;. D. En vertu de la définition de ces derniers (n° 109), de la définition du moment résultant par rapport à un point et du théorème des projections, on peut dire aussi que S,D esl la projection sur D du moment résultant de S par rapport à un point quelconque de D.
Les moments résultants de S par rapport aux axes sont les quantités L, M, N définies par les formules (28).
Le moment résultant par rapport à la droite D de coordonnées plùckériennes unitaires a, ji, y, /. m, n est donné par l'application des formules (22), (27) et. (28 ) :
( 3i) STT) ±= IX -+- /wY -h nZ -+-«L -+- pM -t- 7 N.
116. Systèmes équivalents. — Deux systèmes S et S' sont dits équivalents quand ils ont même somme gé métrique et même moment résultant par rapport ci tout point de Vespace.
D'après les formules (29), il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que les six quantités X, Y, Z, L. M, IN aient les mêmes valeurs pour les deux systèmes. Autrement dit, ces six quantités déterminent un système, à ses équhalents près. Pour cette raison, on les appelle les six coordonnées du système. On peut alors dire que pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient mêmes coordonnées.
On peut dire aussi que si les deux systèmes ont même somme géométrique, il suffit que leur moment résultant soit le même par rapport à un point particulier de l'espace (ici l'origine) pour qu'il soit aussi le même par rapport à tout point de l'espace.
Théorème de Varignon. — Si plusieurs lecteurs sont concourants, ils forment un système équivalent ci leur somme géométrique menée par leur point de concours.
En effet, le système S proposé et le système S' formé par la somme
géométrique OR. appliquée au point de concours () ont même somme géométrique et même moment résultant par rapport à O (ce moment esl nul). Cela suffit, on vient de le voir, pour qu'ils soient équivalents.
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Le vecteur OR mené par ( ) s'appelle la résultante des recteurs proposés. Remplacer plusieurs vecteurs concourants par Leur résultante s'appelle compose/' ces recteurs. On peut inversement décomposer un vecteur suivant plusieurs autres ayant la même origine que lui.
Opérations élémentaires. — Ce sont les suivantes
i" Glissement d 'un vecteur sur sa directrice.
2° Introduction ou suppression de deux recteurs opposés de même origine.
3° Composition de plusieurs recteurs concourants ou décomposition d'un vecteur en vecteurs concourants.
Toute opération élémentaire effectuée sur un système le transforme en un système équivalent. C'est évident pour la première. La seconde introduit ou supprime un vecteur nul dans la somme géométrique et aussi dans le moment résultant par rapport à un point quelconque, car il résulte immédiatement de la définition du n° 106 que deux vecteurs opposés et de même origine ont des moments opposés par rapport à tout point de l'espace. Quant à la troisième opération, elle est sans influence, en vertu de l'associativité de l'addition géométrique (n° 101) et du théorème de Varignon ( n" 116).
Réciproquement, on démontre (') que, étantdonnés deux systèmes
(') On peut donner, par exemple, la démonstration suivante :
Prouvons d'abord que tout système 1 équivalent à zéro peut être effectivement réduit à zéro par des opérations élémentaires. A cet effet, prenons trois points O, O', O" formant un triangle. (Le lecteur est prié de faire la figure.) Chaque vec-
teur A,B, de S peut être décomposé suivant A-O, A,0', A;0". On obtient, de la
sorte, des vecteurs concourants en O, O', O". En les composant, il reste les Unis
•vecteurs OY, 0'\", 0"Y". Je dis que ces vecteurs sont dans le plan OO'O". En eflVt,
la droite O'O" a un moment nul par rapport à V et Y". Mais, d'après l'hygothèse,
elle a aussi un moment nul par rapport, à S et, par suite, par rapport à V ■+■ V'-t- \ ".
Donc, Y a un moment nul par rapport à O'O" et se trouve, en conséquence, dans le
plan OO'O". De même pour V et V". Je dis maintenant que ces trois vecteurs con-
— ^ courent. En effet. Y doit avoir un moment nul par rapport au point de rencontre M
équivalents^ on peut passer de l'un à l'autre par un nombre limité d'opérations élémentaires. Il existe même une manière de présenter la théorie des vecteurs dans laquelle on donne cette condition comme définition de l'équivalence. Ce point de vue tinson origine d'une méthode d'exposition de la Statique élémentaire du corps solide, reposant sur un certain nombre d'axiomes, qui conduisent précisément aux opérations élémentaires. Nous envisagerons au contraire la Statique (t. 111) sous un jour entièrement différent, en nous appuyant sur la théorie des vecteurs telle qu'elle est exposée dans ce Chapitre.
La proposition énoncée ci-dessus concilie les deux points de vue.
118. Couples. — On appelle couple tout système de deux vecteurs opposés n'ayant pas même directrice.
Un couple a évidemment une somme géométrique nulle.
Théorème. — Un couple a même moment résultant par rapport ù tous les points de l'espace.
Cela résulte de l'égalité géométrique (3o), puisque O'R est nul. Ce moment résultant constant, considéré comme vecteur libre (n° 99), s'appelle l'axe du couple.
Pour en obtenir une construction simple, prenons le moment
•résultant par rapport à A,. 11 se réduit au moment de A2B2. C'est
donc un vecteur A, K perpendiculaire au plan du couple, de longueur
égale à la longueur commune des deux vecteurs multipliée par leur
plus courte dislance d (appelée bras de levier) et dirigé vers la
région positive du plan du couple, supposé orienté par le sens de
parcours A, B, A2B2 sur le parallélogramme V, B, A^Bo, ou bien de
A, B, vers A, A2. par exemple.
de Y et V. En transportant les trois vecteurs au point M et les composant, on obtient zéro, puisque la somme géométrique de S doit être nulle.
Cela posé, soient deux systèmes équivalents S et S'. Je veux passer de S ,i S . Appelons X le système formé par S' et les vecteurs opposés à ceux de S. Ce système est équivalent à zéro et peut être réduit effectivement à zéro par des opérations élémentaires. Par les opérations inverses, nous pouvons, en partant de zéro, constituer £ ou, en partant de S. constituer S -H S. Mais nous pouvons à présent supprimer S «t les vecteurs opposés de S. 11 nous reste finalement S .
77 existe une infinité de couples admettant un axe donné K. On obtient le plus général d'entre eux en choisissant arbitrairement le
vecteur A, B,, sous la seule condition qu'il soit perpendiculaire à K.
Le plan n mené par A,B, perpendiculairement à K est le plan du couple. Le bras de levier d est obtenu en divisant la longueur
de K par celle de A, B, . En menant dans II les deux droites paral-
lèles à A,B, et à la distance d. on sait que l'une d'elles est La direc-
trice de A2Bo. C'est d'ailleurs celle qui se trouve dans la région positive du plan K A,B|. orienté de A, K vers A,B,, puisque le trièdre A, B, AoR doit être positif.
Deux couples de même axe sont manifestement équivalents.
119. Composition des couples. — Théorème. — Tout système dont la somme géométrique est /tulle équivaut à un couple.
En effet, d'après (3oi, un tel système a même moment résultant par rapport à tous les points de l'espace. Il est donc équivalent à l'un quelconque des couples qui admettent ce moment pour axe.
Considérons, en particulier, un système constitué par plusieurs
couples d'axes respectifs Kf, K2 K„. Il a une somme géométrique nulle et un moment résultant K = K, -}- K2-|-. . ,-f- Krt par rapport à tout point de l'espace. D'après le théorème précédent, il est donc équivalent à un couple unique d'axe K. Donc :
Théorème. ■ — Tout système de roupies équivaut à un couple unique ayant pour axe la somme géométrique des axes des co up les prop osés .
Cet énoncé s'appelle la règle de composition des couples.
120. Réduction v vu vecteur et a un couple. — Théorème.- — Tout système peut être réduit à un vecteur appliqué en un point arbitrairement choisi et à un couple.
Nous entendons par là que le vecteur et le couple doivent former un système S' équivalent au système proposé S.
Choisissons donc un point quelconque M de l'espace. Le vecteur du système S' en constitue, à lui seul, la somme géométrique; c'est
donc le vecteur MR équipollent à la somme gé métrique de S. L'axe MR du couple de S' constitue, à lui seul, le moment résultant S', M. Il coïncide donc avec S, IV» _
Le système S' ainsi constitué est d'ailleurs bien équivalent à S. comme ayant même somme géométrique et même moment résultant par rapport à M (n° 116).
Le vecteur MR et le couple MK(V) constituent /es éléments de réduction relatifs au point M.
121. Gomme cas particuliers, il peut arriver que MR soit nul (on
retombe alors sur le premier théorème du n" 110. ou bien que MK soit nul, pour une certaine position du point M. Dans cette dernière
circonstance, le système se réduit à un recteur unique MR. Ceci ne peut d'ailleurs arriver qu'avec des systèmes particuliers. Il faut, en effet, et il suffit que leurs coordonnées satisfassent à la relation fondamentale (19) (n° 110). Cette condition s'interprète géométriquement
de la manière suivante :
Théorème. — Pour qu'un système soit réductible à un recteur unique, il faut et il suffit que ses éléments de réduction relatifs à un point quelconque de l'espace soient rectangulaires.
En effet, on peut toujours supposer que la réduction est faite à l'origine des coordonnées. Dés lors, les paramètres directeurs
de OR sont \. 1 . Z,; ceux de OK sont L. M. ^s ; la condition (19)
apparaît alors comme la condition d'orthogonalité de OR et de OK.
122. Variation des éléments de réduction avec le point M. — Quand le point M se déplace dans l'espace le vecteur MR demeure
(') Bien entendu, ce couple est seulement déterminé par son axe et peut être construit comme il a été expliqué au n 118.
équipollent à lui-même. Mais le couple MK varie II obéil néanmoins au théorème suivant :
Théorème. — La projection de l'axe du couple de réduction sur le vecteur de réduction est constante.
Il revient au même de dire que le produit scalaire (n° lOi) des
éléments de réduction est constant, puisque MR rote équipollenl à lui-même. Or, si x, y, s sont les coordonnées de M, ce produit scalaire s'écrit, en utilisant les formules (i4) et (29),
X(L^-^Z-h*Y) + Y(M — «X+a?Z) + Z(N- a;Y-H^X)=.LX-t-MY-t-NZ.
11 est bien indépendant de la position. du point ML
On s'explique maintenant pourquoi les éléments de réduction doivent être rectangulaires quand le système équivaut à un vecteur unique ; car, en faisant la réduction en un point de ce vecteur, on obtient un couple nul, donc de projection nulle sur le vecteur. En réduisant ensuite en un point quelconque, la projection du couple doit demeurer nulle.
123. Axe central. — Cherchons où il faut faire la réduction pour avoir un couple d'axe minimum. D'après le théorème précédent. ceci arrivera si l axe du couple est dirigé suivant le vecteur.
Ecrivons, à cet effet, que les composantes L', M , IN' du premier sont proportionnelles aux composantes X, \ , Z du second. Nous avons, en utilisant les formules 1 29),
Ces deux équations sont du premier degré en x, y, z et représentent donc une droite A, sur laquelle doit se trouver le point M.
Multipliant haut et bas le premier rapport par X, le second par ^ , le troisième par Z et ajoutant terme à terme, nous obtenons un rapport égal :
,,_ . LX-MY + XZ
La droite A vérifie donc aussi les équations suivantes : L—fZ+-zY=MX, M—zX-hxZ = hY, X — xY + yX = h'L
Uaag. — Cours, II.
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ou
(36) yl — sY = L— AX, zX — xZ = M — /iY, seY — yX = H—hZ.
Ses coordonnées plûekériennes sont, par suite (n° 111), i ;: ! x . y, z. l — /i X, ai — h \. N — h z.
En particulier, \. N. Z sont ses paramètres directeurs; elle est donc parallèle à la somme géométrique du système | '•).
En définitive, le lieu des points pour lesquels les éléments de réduction ont même direction est une droite parallèle à la somme géométrique du système. Cette droite s'appelle Y axe central du système. Ses équations sont (34) ou i 36 i (projections sur les plans de coordonnées i.
Si Ton fait la réduction en un point M de Taxe central, on obtient
le vecteur MR et le couple d'axe MK, dirigés tous deux suivant A. Ln vecteur et un couple semblablement disposés constituent ce qu'on
appelle un torseur. Le rapport - s'appelle le pas du torseur. Ici,
il est égal à la valeur commune des rapports (34), qui représentent les
rapports des projections de MK et de MR sur les axes. Nous axons donc
Ce rapport est constant, ce qui résultait d'ailleurs aussi du théorème du n° 122. On l'appelle le pas du système. Il est donné, en fonction des coordonnées du système, par la formule (35).
Quand on déplace M sur A. MR ne fait que glisser suivant celte
— *" droite; donc aussi Mlv, d'après (38). Le torseur de réduction subit
simplement une translation suivant A. On peut donc considérer
comme identiques les réductions aux différents points de l'axe
central.
Dans le cas particulier où le pas est nul. la réduction en un
(') On peut aussi le voir en supprimant les seconds membres de (36), de manière à obtenir la parallèle à A menée par l'origine.
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point de l'axe central donne un couple nul, d'après i 38 l, <l<m« un vecteur unique. On rétrouve la condition (19).
Réduction a deux vecteurs. — Théorème. Tout système
peut être réduit à deux vecteurs, dont l'un <-st porté pur une droite arbitrairement choisie^
Autrement «lit. étant donnée une droite quelconque I), on peut trouver un vecteur \ , sur D et un vecteur V^ quelque part dans
l'espace tels que le système \ (. "\ ■> soit équivalent un système S.
Soient a. 'p. y, /. />?, n les coordonnées pliickériennes unitaires de la droite D, par cela même orientée ( n" 111 1. Suit p la mesure algébrique de V, sur D. Les coordonnées de ce vecteur sont
(3g) ?*> ppi ?■;■ p^ ?mi ?n-
Celles de \ a sont, par suite.
( 4o ) X — pot, Y — pP, Z — c ■; . L — p 1. M — p m, N — p n .
<;n. en les ajoutant à celles de \ ,. on doit obtenir celles de S. Mais. pour que les expressions ( (o) puissent servir de coordonnées à un vecteur, il faut et il suffit qu'elles satisfassent à la relation fondamentale ( n» 1. qui devient ici
(4i) (X - pa )(L — p/) ■+- ( Y— pp ) ( M - p m)- < Z — pV | (N - p n) = o.
Dans cette équation, p est la seule inconnue. Ordonnons donc par rapport à p. Le coefficient de c'2 est la. -J- ni 3 — ny = o, d'après (20). Il reste l'équation du premier degré
(42) p(/X+mY + /iZ + aL+pM + 7 N ) = LX ■+■ MY — NZ.
Nous voyons que. sous la condition qu'on n ait pas
(43) IX - m Y H- «Z + La-f- M i - N 7 = ...
le problème posé est possible et admet une solution unique. 11 ne lest pas si la droite D vérifie l'équation (43) (1 I. Lue telle droite est
(') Sauf, cependant, si le second membre de (42) est nul, auquel cas il est indéterminé. Mais cette circonstance offire peu d'intérêt, car le système est alors réductible à un vecteur unique, dont la décomposition est évidente.
appelée droite exceptionnelle <»u encore droite de moment nul, car, d'après !<s formule | >i |, le moment résultant de S par rapport à D est alors nul.
12.vi. Complexe LINÉAIRE. — Les droites dont les coordonnées pliïckériennes vérifient une même relation linéaire et homogène constituent ce qu'on appelle un complexe linéaire {cf. n° 394). Comme on peut toujours regarder les coefficients de cette relation, supposée écrite dans l'ordre (43), comme les coordonnées d'un certain système de vecteurs, on voit que tout complexe linéaire est constitué pat* l'ensemble des droites exceptionnelles d'un système de vecteurs.
Cette interprétation permet d'établir aisément les principales propriétés de ces complexes.
Plan polaire. — Les droites du complexe qui passent par un point donné M
— *" sont toutes perpendiculaires au moment résultant MK. Leur lieu est donc le
plan perpendiculaire à MK mené par M. On l'appelle le plan polaire du
point M.
Pôle. — Soit à trouver les droites du complexe qui se trouvent dans un plan donné P. Prenons un point quelconque M de ce plan; son plan polaire coupe P suivant une droite D du complexe. En partant d'un autre point M', on trouverait de même une autre droite D' du complexe située dans P. Les droites D et Df se coupent en un certain point N. Le plan polaire de ce point contient D et D': il coïncide donc avec P. Par suite, les droites du plan P qui passent par "S appartiennent toutes au complexe.
Supposons qu'il y en ait une autre, D", ne passant pas par N. Je dis que toute droite D'" du plan appartient au complexe. En effet, D'" coupe D" en un point Q, dont le plan polaire contient D" et QN (d'après ce qui précède) et, par suite, se confond avec P; D", se trouvant dans ce plan polaire, appartient bien au complexe.
En définitive, ou bien les droites du complexe situées dans le plan P passent par un point fixe N, qui admet P pour plan polaire et en est appelé le pôle; ou bien toutes les droites du plan P font partie du complexe.
Cette dernière circonstance correspond d'ailleurs à un cas tout à fait particulier. Si l'on fait la réduction du système S en un point M quelconque de I',
on obtient un couple d'axe MK perpendiculaire à P et un vecteur MR nécessairement situé dans P. parce que son moment par rapport à tout autre point M' de ce plan doit être normal à P. Les éléments de réduction étant maintenant rectangulaires, on sait ( nu 121) que S est réductible à un vecteur unique. Les droites de moment nul sont tout simplement celles qui rencontrent la directrice A de ce vecteur. On dit que le complexe est spécial. Le plan P précédent n'est autre qu'un plan quelconque contenant A et l'on s'explique pourquoi toutes ses droites appartiennent au complexe.
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126. Droites conjuguées. — Soit une droite A quelconque 'le l'espace. Je dis que les plans polaires des différents points de cette droite passent par une même droite.
\in effet, prenons deux points particuliers Mtl MjSurA-. Leurs plan? polaires se coupent suivant une certaine droite A'. Tout point M' de V a un plan polaire contenant M' Mi et M' Ms (droites du complexe; et coïncidant. |>ar suite, avec le plan (M', A). Il en résulte que toutes les droites qui s'appuient à la fois sur A et A' font partie du complexe. Si l'on prend maintenant un point quelconque M sur A, son plan polaire contient toutes les droites passant par .M et s'appuyant sur A'; c'est donc le plan (.M. A
En définitive, on voit que les droites A et A' sont telles que les plans polaires des points de chacune d'elles passent par l'autre; ou, si l'on veut, le lieu des pôles des plans qui passent par l'une et l'autre. On dit que ce sont deux droites conjuguées par rapport au complexe.
Remarque. — Quand on réduit le système S à deux vecteurs, les directrices de ces derniers sont deux droites conjuguées, car toute droite s'appuyant sur elles est visiblement une droite de moment nul.
127. Systèmes de vecteurs parallèles. — Supposons que tous les vecteurs du système S soient parallèles à une même demi-droite ( > /.. de cosinus directeurs a\ l>. c. Soient xt. v;. :■; les coordonnées du
point A/ et m/ la mesure algébrique de A; B/ suivant O À. Les coordonnées du vecteur A/B, sont
( m; a, ntib, m,<\
( y,rn,c — z^ni/b, Ziinca — xtniiC, Xi>n,b — ypn ,-a ;
d'où l'on déduit celles du système :
f 45) X = a 2 miy Y = bl mi: Z = c S ni; :
' "j N = bZmixt—aI.nilyi.
Débarrassons-nous d'abord du cas particulier où S/?ij= <>. La somme géométrique du système est nulle; le système est équivalent à un couple.
Soit maintenant ï/>?,= m ^é o. Nous avons d'abord
( J7 ) \ = ma, Y — m l>. Z -- nie.
Puis, nous remarquons que, dans les formules < i<>>. interviennent les expressions 1/nix;, !m;y;. 2mt\s/, déjà rencontrées à propos du
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centre des distances proportionnelles (n°23). Si non- appelons #, v. z les coordonnées du centre A des distances proportionnelles des points \, affectés des coefficients ////. nous avons
Portanl dans < {6), il \ ient
L = myc — mzb, M = mza — mrc, N = mxb — ni) a
ou. en tenant compte de I \~ i,
l. = j/.-cV, M = -X-.rZ, N=arY— j> X.
On retrouve les formules (16). Tl en résulte que /e système est équivalent à un vecteur unique appliqué au point A. Ce vecteur unique s'appelle la résultante des vecteurs parallèles proposés.
Son point d'application A reste fixe quand on change l'orientation commune des vecteurs et quand on les fait varier proportionnellement.
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MM M M M> M< M' M
Si Ion appelle £{- l'abscisse de M,, nu a, d'après la formule <l<- Chasles (n° 10) el d'après In définition du n" 3 1<S «lu Tome I,
(2) (Mj M» M, MO = {xx*Axzxi).
Dis lors, nous pouvons appliquer au l'apport anharmonique de quatre points toul ce qui a été dit, au sujet <lu rapport anharmonique de quatre nombres, dans la Noie II <ln Tome l. En particulier, on peut énoncer des théorèmes analogues aux théorèmes I el II du n" 3I(S. par le seul remplacement du mol nombre par !<• mol point .
Remarque. — Si les points M, el M2 sonl différents, lé point M., esl entièrement déterminé par la connaissance des trois points M,. M_,. M, ci du rapport anharmonique /. - i M , \L M . M , |. On peut, ru effet, déduire de ce dernier, d'après (i), la valeur «lu
(') L'un des points peul très bien être .i l'inGnij j'.ir exemple,
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rapport • Ur. on -ait qu il existe un seul point divisant un seg-
ment donné dans un rapport donné.
129. Division harmonique. — ( )n < 1 1 1 que les quatre points forment une division harmonique lorsqu'un de leurs rapports anharmoniques est égal à — i ; soit, par exemple,
auquel cas les points Ml7Mâ sont dits conjugués harmoniques par rapport aux points M,. M4. On sait d'ailleurs (t. I, n" 320 ) que la condition < 3) ne change pas quand on échange les deux points ■de chacun des deux groupes M,, Mo et M3, M4 ou bien quand on échange les deux groupes. C'est pourquoi l'on peut dire que chacun des deux segments I ') M|M2, M3M4 est divisé harmoniq uement j>ar l'autre.
La condition d'harmonie peut s écrire sous différentes formes. D'abord, de la définition même résulte immédiatement la suivante :
Mo. M 3 M, M,
ou
Si l'on prend Al, pour origine des abscisses, la condition (<5) <*lu n° 320 (t. 1) nous donne
.M, Mo M, M, M, M,
Si l'on prend pour origine le milieu I de M, Mo. la condition ( ~) Au n" 320 nous donne
7) ÏMt= Ïm\ = Mi.ÏMi.
Cette égalité nous montre qiie le segment M3M_, est tout entier ■lu même côté du point I et qu'il empiète sur le segment M, Mo, sans lui être intérieur. Cela résulte de ce que 1M3 et IM4 doivenl
<l; Et uo.i vecteurs.
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être de même signe, leurs valeurs absolues étant l'une plus petite, l'autre plus grande que la valeur absolue de 1 \l , ou IM2.
On voit aussi que si M ,, par exemple, va à l'infini, \l:, vient en I. car IM3 tend vers zéro I ' >; el réciproquement.
Si M|. M, sont confondus, l'un des points M,. M.k se confond avec eux, l'autre demeure arbitraire. Car IMj=IM2=o; l'un
des facteurs IM3, IM., doit être nul, l'autre étant quelconque.
Lorsque les deux groupes de points sont définis chacun par nue équation du second degré donnant leurs abscisses, la condition d'harmonie est la condition 1 9) du nu 3121 (t. I 1.
130. 11 arrive fréquemment que l'on doit prendre le rapport anharmonique de quatre points situés sur une droite définie par ses équations paramétriques. Si l'on a affaire aux équations (56) du n° 95, on sait que le paramètre p n'est autre que l'abscisse du point M sur la droite considérée, convenablement orientée. On a donc
(M1M2M,MO = (ptp2p3p*).
Plus généralement, si x,y, z- se présentent sous la forme de fonctions ho nxo graphiques du paramètre t, on a
(! M , M3 M3 M4 ) = (/,/, hh).
Cela résulte du théorème fondamental du n" '.VU < t. 1) et de ce que le rapport, anharmonique de quatre points est évidemment égal au rapport anharmonique de leurs projections sur ()x, par exemple ( - ).
131. Rapport anharmonique d'c> faisceai de droites. — Imagi- % nons quatre droites concourantes et situées dans un même plan xi M.
soient Sa,, Sa2, Sa,-,. Sa.,. Supposons-les définies par l'équa-
(') On le voit tout aussi bien sur (6).
<■) Dans une telle projection, les rapports ' ' el ' ' ' sont, en effet, con-
M,M,J> M, M, serves. On |)eul aussi observe! que l'on a
(x,.r^3.r4) = (y, y,;>',.r,) = "(.•,:::i:t) = (ptPsp P '• puisque X. y. z sont fonctions linéaires île p.
lion I n 7<i )
où l'on doit donner à X quatre valeurs particulières X|, ).._>, X3j a-, ('). Coupons-les par une sécante quelconque 1) et proposons-nous d'évaluer le rapport anharmonique ( M, M2 M3 M ., ).
Imaginons (pion tonne 1 équation donnant l'abscisse (2), par exemple du point de rencontre M de I) avec la droite O a représentée par | 8 i. ( >n obtiendrait une équation de la forme
x\ a -t- b\) == c -+- dl,
a. b. c. d désignant des constantes. L'abscisse de M est donc une fonction homographique de a. Dès lors, d'après le n" 130,
(9) (M1M2M3Mt) = (XiX2X3X4).
On voit que ce rapport anharmonique est indépendant de la sécante D. 11 ne dépend que du faisceau S(X( . X2, a,. a; i. On l'appelle roppmt a n harmonique de ce faisceau et on le représente parla notation Si a, X2X3 a-, i.
Si l'on prend (P) parallèle à Oy et (Q) parallèle à Ox, — X est égal au coefficient angulaire et l'on voit que le rapport anharmonique de quatre droites est égal au rapport anharmonique de leurs coefficients angulaires.
Si la sécante 1) est parallèle à S).., par exemple, le point M4 est à l'infini et l'on a i ; )
S(X1X2X3X4)=^iËl»
MâM3
(') L'une d'elles peut être infinie, si la droite correspondante coïncide avec (Q). (-) Si D était parallèle à Or, on formerait l'équation donnant l'ordonnée. (3) On peut démontrer, d'une façon élémentaire, la constance de (M, M2M,M4) en menant par M, la parallèle M,)!.' à S\ et prouvant l'égalité
M SM; M. M, SM
En divisant membre à membre, on obtient (i).
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Remarque. — De la remarque faite à la fin du n° 128 résulte que. si Sa, et S).o sont distinctes, Sa, est entièrement déterminée parla connaissance de Sa,, Sa2, Sa., et du rapporl anharmonique.
Théorème. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est égal au rapport anharmonique de leurs projections coniques sur un plan quelconque, à partir d'un point quelconque.
Les deux rapports sont, en effet, égaux, d'après ce qui précède, au rapport anharmonique du faisceau formé par les quatre projetantes.
On exprime celle propriété en disant que Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite est un invariant projeclif ou, simplement, quVZ est projectif.
132. Faisceal harmonique. - — Le faisceau S < a, , Ào. ).:t. )..,) est dit harmonique si i un de ses six rapports anharmo niques est égal à — i; soit, par exemple.
III) S(À,À//.3>.vi =— I.
auquel cas les rayons Sa,. S/,, sont dits conjugués harmoniques par rapport aux rayon* SX3, Sa,. On dit encore que l'angle a,Oa.»
est divisé harmoniquement par V angle X3OA4.
Une sécante quelconque coupe un faisceau harmonique suivant une division harmonique et réciproquement.
En particulier, si la sécante est parallèle à S A ,, par exemple, le point M3 doit être au milieu de M, M, 1 n° 129).
Si les deux droites SA:, et. S A4 sont rectangulaires, le triangle SM(M2 est isoscèle, puisque sa médiane est la hauteur. Donc S A:, est bissectrice intérieure de \4 SÀo, S),-, étant la bissectrice extérieure.
La réciproque se démontre d'une manière analogue el l'on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. — ■ Si un angle est divisé harmoniquement par un angle droit, celui-ci est constitué par les bissectrices du premier. Réciproquement, les bissectrices d'un angle divisent harmoniquement cet angle.
Supposons que les deux droites Sa, et SX2 d'une part. Sa3 et Sa4
I jo CHAPITRE IX.
d'autre part, soient définies quadratiquement par les équations (la) AP24-2BPQ + CQ2=o, A'Ps-haB'PQ-H- C'Q2 = o.
Les nombres )H et \-2 d'une part, ).:i et X4 d'autre port, sont les racines des équations du second degré
(i3) A).*— 2BX-+- G = o, A'X2— 2B'X-f- C'=o.
On sait ( t. 1, n" 321) que la condition cV harmonie de ces quatre nombres s'écrit
(14 ) AC'-t-CA'— aBB'=o.
Cette équation est. en particulier, la condition d'harmonie des faisceaux définis par les deux équations
(i5) Aa^-t-aBây •+■ Gy2 = o, A'a~2-4- iW xy ~ C'jk2 = o.
On peut applic{uer ceci, concurremment avec le théorème démontré I dus haut, à la recherche des bissectrices du premier faisceau. Le second faisceau sera, en effet, constitué par les bissectrices du premier si l'on a, outre i 1 \ ).
qui exprime l'orthogonalité de ces bissectrices 1 n" 79 |. Tenant -compte de (16), (1 4 ) s'écrit
(C — A)A'= aBB'.
On satisfait à cette équation en prenant
Le faisceau des bissectrices cherchées a finalement pour équation (17) B(.r2 — j^) + (C — ^)xy = o.
133. Polaire d 1 \ poikt par rapport a .un angle. — Soient deux droites SXt, Sa2 et un point fixe P (fig- 12). Par ce point menons une sécante variable PM, M_, et cherchons le lieu du point M conjugué harmonique de P par rapport à M, M2.
Le faisceau S (A,, X25 P- M) est harmonique. Le lieu de M est don» la
RAPPORT ANHARMONIQIE. — HOMOGRAPHIE; INYOLUTIOX. I.|l
droite Sa conjuguée harmonique de la droite fixe SP par rapport à a,SÀ2 (')• On l'appelle la polaire de P par rapport à V angle
X, Sa2-
On peut en .donner une construction très simple. Prenons une deuxième sécante PM^M, . Soit M' le point conjugué harmonique
• Fig. 12.
de P par rapport à M',, M',. La polaire cherchée est la droite MM . Mais, si l'on observe que les points M,, M2 et M7,, M'2 sont aussi à l'intersection de nos deux sécantes avec les droites M, M'2 et Mo M , . <[Lii se coupent en S', on s'aperçoit que MM' est aussi la polaire de I'
par rapport à l'angle AI, S' \L et, comme telle, passe par S'. Dès lors, il suffit de joindre SS' pour avoir la polaire cherchée. Analytiquement, soient
i is i P =-o, Q = o
les équations de. SA, et Sa2 et (xft, y0) les coordonnées du point P. L'équation de la polaire cherchée est de la forme (8). Celle de SP est
de la même forme, avec X =
Qo
= À0. Les a correspondant à (P)
et (Q)sont, d'autre part, o et ce. On doit donc avoir (X,X0,o,oo) = — i ou (t. I. n° 320) a = — A0. L'équation de la polaire est donc
(') D'après une remarque du n" 131, il n'y a qu'une droite conjuguée harmonique d'une droite donnée parrappoil à deux autres droites données (sauf le cas singulier
a'ù les trois droites données sont confondues).
I_j> CHAPITItE IX.
ou
PQe-hP0Q = o.
Remarque. Nous venons de démontrer, en passant, que les
«Imites
<ao) P-^XQ^o. P— XQ = o .
sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites (18).
13 i. Quadrilatère complet. — Reprenons la figure 12. La figure formée par4 les quatre droites indéfinies M, M2, M', M'2, M2M'j et M, M, constitue ce qu'on appelle un quadrilatère complet. Les six points de rencontre de ces quatre droites deux à deux, c'est-à-dire M,, M2, M,,M2, PS, sont les six sommets du quadrilatère. Les droites M, M'2, M, M, et PS, qui joignent les couples de sommets opposés, sont les trois diagonales. Elles forment un triangle S'AB appelé triangle diagonal. Chaque côté de ce triangle est la polaire du sommet opposé par rapport aux deux couples de côtés du quadrilatère qui tiennent se couper su/' le côté considéré du triangle.
En effet, il résulte de la' construction du n° 133 quelapolaire de S',
par exemple, par rapport à À, S "a2 ou NLI'M',. est SP. On voit aussi que le segment M^M'j par exemple est divisé harmoniquement parles points S'. A. C'est ce qu'on exprime en disant que chaque diagonale est divisée harmoniquement par les deux autres.
135. Rapport anuarmomque d'un êaisceai de plans. — Imaginons quatre plans passant par la même droite et définis par l'équation (n°90)
P4-àQ = o,
où l'on doit donner à À quatre valeurs particulières >.,. À2, A3, a,. Coupons-les par une sécante quelconque I); nous obtenons les quatre points M,. \12. M,. M;. Comme au n° 131, on démontrerait que leur rapport anharmonique est égal à (A,. A2. A3. À.,) et, par conséquent, indépendant de D ('). On l'appelle rapport anharmonique des
{[ ) Ou peul le démontrer géométriquement de la manière suivante. Soit une deuxième sécante quelconque D', qui coupe en Mj, My, M3, M-,. Prenons une sécante auxiliaire D', qui s'appuie à la fois sur L) et D'; elle coupe en M"1} M2, M3. M4. Le
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quatre plans. II détermine le quatrième, connaissant les trois premiers (remarque du n" 128).
On déduit de là, comme au n° 131, que le rapport anharmonique
de quatre droites se conserve dans toute projection conique .
Les faisceaux harmoniques de plans se définissent comme les faisceaux harmoniques de droites et jouissent des mêmes propriétés.
Etant donnés deux plans et un point P, on définit le plan polaire de P par rapport aux plans proposés delamème manière qu'au n° 133. L'équation (ig i représente encore ce plan, -i les équations iS i représentent les plans donnés.
II. — HOMOGRAPHIE, INVOLUTION
13G. Divisions ho\iogp,ai>hioues. — Soient deux droites quelconques D et D'. Choisissons sur chacune d'elles un sens positif et une origine des abscisses. Soient maintenant un point M. d'abscisse./-. surD et un point M', d'abscisse x' , sur D'. Supposons qu'ils varient de telle manière que leurs abscisses satisfassent constamment à la relation
( 22 ) A xx -+- 1» x -+- C x' -+- D = o
du premier degré séparément par rapport à x et par rapport à x'.
On dit alors qu'ils décrivent deux divisions homographiques ou encore avrils sont encorrespondance homo graphique. Lesdroites D et D sont appelées les bases des divisions.
La relation (22) est dite relation homo graphique; elle définit chacune des variables comme fonction homographique (t. I, n° 244) de l'autre { ' ), car on a, par exemple.
plan (DD") coupe les quatre plans suivant quatre droites concourantes et ton a, d'après le n° 131,
(Mt,M7, m., m,) = (M^. m;, m;;, u; k
De même,
(M'i.M'jiMi.Mi) = (M'i,M'2,M'3,M'4);
<roù
(Mi.M,, M3,M<) =(M1.M,2. M,. M', |. c. Q. F. P.
(') Ceci n'est exact toutefois que si AD — BC 7e- o. Lorsque \D - BC = o,la relation (22) se décompose. L'homographie est dile singulière et il n'y a plus, à proprement parler, de correspondance.
Cette définition est indépendante du choix des origines surD etD', car un changement d'origines transforme manifestement toute relation homographique en une relation homographique*
On peut lui donner une forme plus géométrique et presque exclusivement employée dans les applications :
La correspondance en tre les deux poin ts doit être a Igébrique. De plus, à un point M doit correspondre un point M' et un seul; inversement, à un point M' doit correspondre un point ^let un seul (').
Toute correspondance satisfaisant à ces conditions est bien homographique, car elle se traduit analytiquement par une relation entre x et i\ qui est d'abord algébrique, puis du premier degré eux', puis du premier degré en r, donc de la forme (22).
Ce critérium est généralement très commode pour reconnaître que deux divisions sont homographiques. D'abord, on a rarement à se préoccuper de la condition d'algébricité, qui est, pour ainsi dire, toujours remplie dans les applications. Dans tous les cas, on reconnaît qu'il en est bien ainsi à ce fait que la construction d'un point à partir de l'autre peut se faire uniquement par l'intermédiaire de lignes ou surfaces algébriques.
Quant aux autres conditions, on s'aperçoit qu'elles sont vérifiées ou non, en essayant de construire M7 connaissant M, puis M connaissant M'. Dans les deux cas. on ne doit trouver qu'une solution ( - >.
437. Théorème fondamental. - Le rapport anharmonique de quatre points de l'une des divisions est égal au rapport anharmonique des quatre points homologues.
Cela résulte manifestement de ce que x est fonction homographique de x' et du théorème fondamental du n° 322 (t. I).
Réciproquement, une correspondance est homographique si elle conserve le rapport anharmonique. Soient, en effet, M,, M2, M. trois points fixes, M un point variable de D et soit M'10 M,. M'3, M les
(') Autrement dit, la correspondance doit être algébrique et parfaite [cf. t. I, p 2 ■. noie (1)].
I l>ans le dénombrement des solutions, il tant compter les solutions imaginaires, dont l'oubli pourrait faire croire a une correspondance univoque, alors qu'il y aurai! correspondance plurivoque.
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quatre points homologues de D'. L'hypothèse est qu'on a
quel que soit M. Or. ceci s'écrit
relation de la forme
ou
/, i ./■ — x ± 1 1 ./■' — x\ ) — k i x — xt) ( x' — x't ) = o,
ce qui est une relation homographique.
La propriété fondamentale que nous venons de démontrer peut, d'après cela, servir de définition, si l'on veut. aux. divisions homographiques i ' i.
Théorème. — Toute correspondance /tomographique est entièrement déterminée par la connaissance de trois cou/des de points homologues, lesquels peinent être choisis arbitrairement.
En effet, si Ton convient que les trois points arbitraires M,, \L.
M3 de D ont pour homologues les trois points arbitraires M', M.,, M'3 de D'. la correspondance est entièrement déterminée par L'égalité | '> i i.
On peut aussi observer que la connaissance de trois couples de points homologues se traduit par trois équations linéaires et homogènes en A, B. C. I) [coefficients inconnus de (22)], cequi détermine, comme on sait ( t. I. n° 292 >, ces quatre nombres, à un facteur pré-.
Corollairk. — Pour que quatre couples de points (M,, M( 1. (M2, M, '. (M3, M3), (M,, M!t) appartiennent à une même homographie, il faut et il suffit que (M,, M2,M3,M , ) = ( M, . M'g . M , . M,).
Les trois premiers couples déterminent, en effet, une certaine homographie. Le point M. homologue de M.s est tel que
( M,, Mo. M3) M,) = (M',, M'j, M:.,, Ml);
(') C'est ainsi que procédait Chasles.
Haag. — Cours, II. iu
(M'l(Mi)M'3!Mi) = (M')1M;)M;,IHI).
Par conséquent, M\ coïncide avec M,( (n° l!28. remarque ».
138. Homologues des points a l'infini. — Supposons que M' aille à l'infini sur D'. c'est-à-dire que x' augmente indéfiniment. La for-
uuile ( 23 i nous montre que x a pour limite — -r-
Supposons d abord A -^ o. L'homologue du point à L'infini de D esl un certain point I de D. situe à distance finie. De même, l'homologue du point à l'infini de D est un certain point 3! de D', avant
. . B pour abscisse r- •
Si r on prend ces deux points pour origines des abscisses, on doit avoir C = B = o. La relation (22) prend alors la forme canonique
I 7 5 1 rj' = k = const.
FM.J'M=A
Supposons maintenant A = o. La relation (22 1 est alors linéaire
et montre que chacune des variables x et x' devient infinie en même temps que l'autre. Autrement «lit. les points à L'infini des deux divisions sont homologues .
Si Ton prend pour origine des abscisses deux points homologues quelconques, x el ./•' doivent s'annuler en même temps, ce qui exige D = o. La relation 1 22 1 prend alors la l'orme canonique
1 >- \ x = kx', 1 /, = censl . 1,
qui montre «pie deux figures homologues quelconques -ont semblables, le rapport de similitude étant k. On dit. pour cette raison, que les deux divisions sont semblables.
139. Divisions de même base. — Jusqu'à présent, nous avons supposé que les bases I) et D' étaient quelconques dans l'espace. Nous allons envisager maintenant le cas particulièrement important ou elle-
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sont confondues. Nous supposerons que l'origine îles abscisses ei le sens positif sont les mêmes pour les deux divisions.
Cela posé, une question vient assez naturellement à l'esprit : Quels sont les points qui coïncident avec leurs homologues ? On les obtiendra en faisant x-=x' dans (22) :
(28) ÈLX--V (B -t-C)a7-t- D = o.
Cette équation du second degré nous donne les abscisses des pointa cherchés, qui sont appelés les points doubles de l'homographie. Il 3 a donc deux points doubles. Ils peinent être réels et distincts, imaginaire^ conjugués (') ou confondus, suivant la nature des racines de (28).
Théorème!. — Si deux divisions ho mo graphique s de même base présentent plus de deux points doubles, elles sont confondues.
Cela résulte de ce que si L'équation (28) possède plus de deux racines, elle en possède une inimité ( t. I. n° 20o i. D'ailleurs, on a, dans cette hypothèse,
la relation | 22 l se réduit à x = x' .
Théorème II. — Le rapport anharmonique des points doubles et de deux points homologues est constant.
Soient E, F les deux points doubles; A, A' deux points homologues particuliers et M, M deux points homologues quelconques. Je dis que
(291 1 FFM.M'i = 1 EFAÀ').
En effet, d'après le théorème fondamental du n" 137, nous savons que
(3o) I EFAM) = < KI-A'M',.
ou
ah
ME
ÂF
XTf
VF
' Wf
aM
MF
\ïe
Âl7
MF
ce qui est (29).
(') En supposant toutefois les coefficients A. I!. C. 1> réels.
Théorème III. — Les points doubles ont même milieu que les homologues des points à /' in/ïni.
Le milieu des points doubles a pour abscisse la demi-somme des racines de (28),
c'est-à-dire -• Mais c'est aussi la demi-somme des abscisses des
points I et J' du n" 138.
1 iO. Divisions en involution. — La relation (22) est dite involiïtive lorsqu'elle est symétrique en x, x', c'est-à-dire lorsqu'on a B = C. Toute relation homographiqué involutive est donc de la
tonne
| 3 1 ) A xx' +B(x-hx')-+- D = o.
Si Ton garde les hypothèses faites au numéro précédent, les divisions homographiqué s définies par une telle relation sont dites en involution.
La propriété caractéristique des divisions en involution et qu'à tout point P de la base commune D correspond le même point Q, que l'on considère P comme appartenant à la première u à la seconde division ( ' ).
En effet, si X désigne l'abscisse de P, on doit, suivant le cas, remplacer, dans (3i), x ou x' par X et résoudre par rapport à x' ou à .r. Il est clair que les deux opérations conduisent au même résultat, puisque la relation (3i) ne change pas quand on intervertit x et x' .
Réciproquement, supposons que le point Q, d'abscisse tj., soit homologue du point P, ce dernier pouvant être indifféremment regardé comme un point M ou comme un point M'. La relation (22) doit être vérifiée pour x = X, x' = jjl et poura?' = X, x = [x. On a donc
AXp. -4- B À + C jjl -4- D = o, A ;jlX +Ba + GX -+- D = o.
Retranchant ces deux équations, il vient
Si l'on suppose K^é [/., c'est-à-dire si P n'est pas un point double. on c nécessairement B = C; il y a involution. Donc :
Théorème. — Pour que deux divisions homo graphiques soient
('j On peut dire aussi que si au point P correspond le point Q, inversement, au point Q doit correspondre le point P, en considérant Q comme appartenant à la première division.
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en involution^ il suffit qu'un seul point, autre qu'un point double, ait même homologue dans les deux divisions.
Corollaire. - Pour que les trois couples (Ml5 M,). (M2, M,). (Ms, M3) appartiennent à une même involution, il faut et il suffit qu'on ait, par exemple, (33) < MlMaMsM',) = (M'1M'2M/3M1 i.
En effet, ees trois couples définissent une certaine homographie (n° 137). Pour que cette homographie soit une involution, il faut et il suffit que le couple (M't, M, » soit un quatrième couple de points homologues, ce qui s'exprime précisément par i 33 i | n° 137).
14-i . Outre les propriétés générales des divisions homographiques, les divisions en involution possèdent les propriétés spéciales suivantes.
Théorème 1. — Une involution est déterminée par deux couples de points homologues.
Soient ( M , , M,), ( Mo, M,i ees deux couples. Le couple (M',, M,) doit aussi appartenir à l'involution. Les trois couples (Mt, M,). ( Mo, M.,), (M',, M| ) déterminent une homographie. Mais, cette homographie est bien une involution, parce que M, a même homologue dans les deux divisions.
On peut observer aussi que la connaissance de deux couples de points homologues se traduit par deux équations linéaires et homogènes entre les trois coefficients inconnus A. B, D de ( 3i ).
Prenons pour origine des abscisses le point homologue du point à l'infini, qu'on appelle quelquefois point central de l' involution. La relation (3i) prend la forme canonique (20 V* L'équation aux points doubles s'écrit
x*=k, x = ±yfk,
ce qui démontre que le point central est au milieu des points doubles. Si Ton pose y/À' = a, la relation ( 2.V1 s'écril
( 3 i 1 xx' = a-,
d'où résulte (n° 129 ) le théorème suivant :
Théorème II. — Tout couple de points homologues divise harmoniquement les points doubles.
I .).. CUAPITBE l
Le raisonnement ci-dessus ne s'applique pas toutefois lorsque le point à V infini est un point double. On sait, dans ce cas, que les divisions sont semblables | n" 138). Le coefficient A e^t nul et la relation i >i ) se réduit à
Le deuxième point double est donné par
2 Bx -+- D = o.
Si on le prend pour origine, on a 13 == o; ( 3î) ) devient
Les points homologues sont symétriques par rapport à O, conformément au théorème II. On dit que les deux divisions sont symét ri// lies.
142. Faisceau x homographiques. — Soient deux divisions homographiques ^D) et (D) et deux points fixes S et S' extérieurs respectivement aux droites D et I)'. Joignons S aux points de D et S' aux points de 13'. Nous obtenons deux faisceaux de droites, de sommets S et S . Si l'on fait correspondre les rayons des deux faisceaux qui aboutissent à des points homologues des deux divisions, on dit que les deux faisceaux sont homographiques .
D'après le théorème fondamental du n° 137 et d'après le n° 131, le rapport anharmonique de quatre rayons de l un des faisceaux est égal au rapport anharmonique des quatre rayons homologues de l'autre faisceau.
Réciproquement, si l'on établit entre deux faisceaux une correspondance jouissant de cette propriété, celle correspondance est homographique. Si l'on coupe, en effet, chaque faisceau par une droite n<" passant pa^ en son sommet, on obtient, sur ces deux droites, deux divisions homographiques, en vertu de la réciproque démontrée au n° 137. On est, dès lors, ramené à la définition ci-dessus.
Si les deux faisceaux ont pour équations, dans leurs plans respectifs,
l'^-ÀQ = o, P'4-A'Q'=o, le rapport anharmonique de quatre valeurs quelconques de X doit
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être égal au rapport anharmonique des valeurs correspondantes de / .
Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour que les faisceaux ( 07 ) soient homographiques est que /. et /.' soient liés par une relation homographique.
On peut, en particulier, appliquer ceci aux coefficients angulaires.
Théorème. — Si l'on coupe deux faisceaux homographiques par deux droites quelconques^ on obtient deux divisions homegraphiques.
Cela se voit immédiatement par la considération «lu rapport anharmonique.
Théorème. - La connaissance de trois couples de rayons homologues détermine deux faisceaux homographiques.
Se ramène au théorème analogue du n" 137. en coupant par des
droites.
Remarque. — Le critérium indiqué à La fin du n" 137 s'applique
évidemment aux. faisceaux.
113. Faisceaux \y y\t même plan et même sommet. — En les coupant par une droite D quelconque, on obtient deux divisions homographiques de même hase. On sait que ces deux divisions ont deux points doubles. En les joignant au sommet commun S, on obtient deux rayons qui sont chacun à lui-même son propre homologue et qu'on appelle rayons doubles.
On peut étendre aux faisceaux les théorèmes [ et II du n° 139; il suffit de couper toujours par une sécante quelconque ne passant pas par S.
Les faisceaux sont en insolation si les divisions qu'ils déterminent sur taie droite quelconque le sont. Tout rayon issu de S doit avoir même homologue, qu'on le considère comme appartenant à l'un ou à l'autre faisceau.
Si deux faisceaux homographiques sont en insolution, leurs rayons doubles sont conjugués harmoniques par rapport à tout couple de rayons homologues.
Se ramène au théorème II du n° 1 il .
144. Faisceaux homographiques de plans. — Reprenons les divî-
C1IAIMTIŒ IX.
-ions homographiques du n° 136. Si abus joignons les points homologues M el M' à deux droites fixes A el A', nous obtenons deux faisceaux de plans homographiques.
('.(- faisceaux jouissent des mêmes propriétés que les faisceaux de droites. Ils découpent des divisions homographiques sur deux droites quelconques ne rencontrant pas l'une A, l'antre A'. Ils découpent des faisceaux homographiques de droites dans deux plans quelconques ne passant pas l'un par A. l'autre par A': les sommets de ces faisceaux sont les points de rencontre de ces plans avec A et A'. Ce que nous avons dit des équations i ■'>; | s'applique, sans aucune modification, aux équations analogues représentant des plans.
Lorsque les droites de base A et A' des deux faisceaux sonteonfondues, il existe deux plans doubles.
Lorsque tout plan passant par la base commune a même homologue dans les deux faisceaux, ceux-ci sont en involution. Deux plans homologues quelconques sont alors conjugués harmoniques par rapport aux plans doubles.
145. Extensions diverses. — On peut faire correspondre homograpliiquement loues sortes d'éléments géométrique*, associés en deux familles dépendant chacune d'un paramètre. Nous rencontrerons des exemples de ces sortes d'extensions dans la suite de cet Ouvrage (nos.368, 4'26 1. Bornons-nous à signaler ici les cas suivants :
i" Correspondance homographique entre, les points d'une droite et les droites d un faisceau ;
■i" Correspondance homographique entre tes points d'une droite et les plans d' un faisceau •
3° Correspondance homographique entre un faisceau de droites et un faisceau de plans.
On peut caractériser ces correspondances par la condition que le rapport anharmonique de quatre éléments de même nature doit être égal au rapport anharmonique des quatre éléments homologues ou encore par ce fait que la correspondance doit cire algébrique et parfaite.
Arrêtons-nous au cas particulier suivant.
1 W). Soit une droite fixe D. Considérons les points M situés sur D et les plans | |> , qui passent par D. Etablissons entre eux une correspondance homographique. Nous obtenons ce qu'on appelle une corrélation anharmonique ou simplement une corrélation.
KlPPi.RT AMIAIIMoMol ]■:. — HOMOGRAPHIE; INVOLUTION. I'jj
Nous appellerons plan asymptote de la corrélation le plan i l\, i qui correspond au point à l'infini M0 de I). plan centralle plan < I', \ perpendiculaire à (P0) et passant |>;ir I). i><>ii,i central le poinl M, homologue de | P, \.
Imaginons qu'on rapporte la corrélation aux axes suivants. Pre-
aons I) pour axe des c. M( pour origine, < l\ i pour plan «le- :/.
i l\ i pour plan des zy. Soient M2 et M deux points de I) autres
que M,, z-2 et c leurs cotes, (P2) et (P) les plans homologues,
o2 et a les angles polaires de ces plans relativement à :().r. On a,
par h ypot lièse,
( MîMM,M0) = (PJPPiP8),
ou (t. I, n°318'
z . o, ao) = | tan» -o- tan.go, o, x |,
Si l'on considère comme fixe 1<' point \L «'t comme variable le
point M, on voit qu'on a. en posant k = — >
1 ' ' tangos
(38 ^ = /, lang m.
Cette élégante formule s'appelle la formule de Chasles. Le coefficient constant /. s'appelle le paramètre de distribution de lu corrélation. Son signe indique le sens dans lequel tourne le plan P autour de D, lorsque M décrit cette droite dans un sens déterminé. Suivant que /.• est > o ou •< o, cette rotation a lieu dans le sens positif ou dans le sens négatif définis par la droite I). supposée orientée dans le sens de parcours du point VI.
Théorème. — Si Von établit sur une même droite deux roi-relations différentes, il existe deux couples homologues qui leur s ait communs.
En effet, soient \l et M' les points homologues d'un même plan i l'i dans les deux corrélations. 'Ils décrivent des divisions homogra-
pliiques. car on a. par exemple,
(M1MïMaM4) = (PiP1P3P, = M't M', M's M'4). Ces divisions ont deux points doubles I-,. Fa. A chacun deux
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correspond le même plan i*l>, pour b|,$9 pourF2) dans les deux corrélations. Les couples (F,, <l>, K (F2, $>*) sont donc bien deux couples homologues communs.
S'il y a plus <lr deux couples homologues communs, les corrélations coïncident, car il en est ainsi des divisions M. M'.
III. - APPLICATIONS
La théorie «les divisions el faisceaux homographiques donne naissance à d'innombrables applications, dans la recherche de certain? lieux el enveloppés. Ces applications reposent sur quelques théorème^ généraux, qu'il importe de très bien connaître et que nous allons maintenant passer eu revue.
1 17. Droites joignant les points homologues de deux divisions homographiqi es. - Soient les deux divisions D el D' et deux points homologues quelconques M et M'. Nous nous proposons d'étudier I ensemble des droites MM'. Plusieurs cas sont à distinguer.
Ihéorème I. — Si les droites D et D' ne sont pas dans un même plan, la droite MM' engendre une surface du second degré.
En effet, coupons cette surface (S) par une droite quelconque A. Poui point de rencontre est donné par une droite MM' située dans un même plan avec A. 11 revient au même de dire que, pour une telle droite, les deux plans (A, M) et (A, M ') doivent se confondre. Or, ils décrivent deux faisceaux homographiques (n° 144), "ayant même droite de base A. Ces faisceaux possèdent deux plans doubles ('). Il \ a donc deux positions de la droite MM' qui s'appuient sur A et, par suite, deux points de rencontre de A avec i ï ). La surface (S) est donc bien du second degré.
Elle contienl évidemment la droite I). lieu de M, et la droite IV. lieu de M'. Le plan tangent en M, par exemple, est DMM' (n° i ï 7 ). Si la droite MM' est supposée réelle, la surface S ne peut être qu'un
(') Il peut arriver, pour certaines positions de la droite A. que tous tes plans soient doubles. Dans ce cas. toutes les droites MM' s'appuient sur A, qui se trouve donc sur la surface (£). Ces positions particulières de la droite A sont tout simplement les génératrices de(S) du système dont ne font pas partie les droites MM , c'est-à-dire du même système que D et !>' ( n" 447).
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hyperboloïde à une nappe ou un paraboloïde hyperbolique \ □ 5o6 el 562). On distingue les deus <;is en cherchanl si la droite MM peut être rejetêe à fin fi/a. Ceci arrive si les points à l'infini de l> et D' sonl <lcs points homologues (c'est-à-dire ->i les divisions sont semblables). La surface est alors un paraboloïde.
Théorème II. — Si les droites D et I) sont dans un même plan , leur point de rencontre n'étant pas à lai-même son propre homologue, la droite MM' enveloppe une conique.
Cherchons les droites MM qui passent par un poinl quelconque P du plan {fig. ï3). Les faisceaux PA1 el PM' sont homqgraphiques.
Fig. rî.
Us ont deux rayons doubles <|ni son! évidemment les droites cherchées. L'enveloppe esl donc une courbe telle qu'on peut lui mener deux tangentes par toul poinl du plan, c'est-à-dire une courbe de seconde classe, c'est-à-dire une conique I n° ii!2).
Cette conique | Y \ est tangente à D. En effet, -i M vient en O. M vient eu V. quelque pari sur D; MM' se confond avec I). qui esl donc bien une tangente particulière de (r). On sait d'ailleurs) n°273-) que le point de contact est la limite du point de rencontre de l> avec une tangente infiniment voisine; c'esl donc la limite du point M quand MM' tend vers D; c'est le point \.
De même, la conique (T) est tangente à D . au point B homologue du poinl O considéré comme point M.
On peut déterminer de la manière suivante, le genre de la conique m" 460).
Supposons que M aille à l'infini sur D. Si M va à L'infini sut D1 i1 ). la
droite de l'infini est tangente à i I" i, qui -est donc une parabole < n° 468). Ce cas étant écarté, soient I' le point homologue «tu point à l'infini de l>
(' ) Les division* sonl semblables ( n 138
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et J L'homologue du point à l'infini de D'. Les parallèles F' G à D et JC à l>' sent tangentes à i r). Gomme il en est de même de D et de D', le parallèle; gramme O.K.I est circonscrit à la conique, dont on a, en passant, le centre w. Cela posé, m V et B sont extérieurs à ce parallélogramme, la conique est une hyperbole; s'il- lui sont intérieurs', la conique est une ellipse i ' >.
iiS. Nous avons supposé 1rs points A el B distincts du poinl 0. Si le point <> es! à lui-même son propre homologue, A et B sont confondus avec Lui. Les droites distinctes D el D' sont tangentes au même point O à (T). La conique dégénère nécessairement en'deux points, donl le poinl O i n" 442). Du reste, lorsque M et M' viennent en O, la droite \l \I est indéterminée; elle doil seulement passer par O. Tontes les droites issues de O sont donc des tangentes à (F). Mais, elles consl il neni une solution singulière, sans intérêt. La véritable solution est donnée par l'autre poinl de dégénérescence de la conique (Y) el l'on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème III. — Si les droites IJ el \ï sont dans un même pian, leur point de rencontre étant à lui-même son propre homologue. la droite MM' passe par un poinl lise.
Il est du reste aisé de donner une démonstration directe de cette proposition. Soient M,, M2, M trois points de D; Mn M'2, M' les points homologues de I)'. Les droites M, M,. M2M'S se coupent en un certain point I*. Je dis <pie. quelle que -ml la position du point M sur D, la droite MM' passe aussi par P. En effet, les droites PM et PM' décrivent deux faisceaux homographiques de même .sommet. Or. les trois rayons PO, PM,, PM2 sont des rayons doubles. Doue, tons les rayons son] doubles et PM coïncide avec PM'.
149. Intersection de deux faisceaux homographiques sitils dans le même plan. Théorème IV. — Le lieu des points d'interseç-
tion des rayons homologues de deux faisceaux homographiques de même plan et de sommets différents est une conique.
(' ) Ils ne peuvent être l'un intérieur, l'autre extérieur. Au reste, les droites Al! et JI' doivent être parallèles, car le diamètre Ow doit passer par le milieu de AB f n 163), comme par le milieu de JI'. Nous conseillons au lecteur de vérifier directement ce parallélisme, en se servant de la relation (22) et prenant le point O pour origine commune sur l) et sur D'.
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Ce théorème é*st corrélatif | n°299) «lu théorème II el se démontre d'une manière analogue. Coupons par une droite quelconque I). Pour que le |><>ini M vienne sur I), il faut et il suffit que Les points de rencontre I* el P' se confondent. Or, ils décrivent sur O deux divisions homograpliiques, lesquelles ont deux points doubles. Ces points douilles sont les points de rencontre «le I) avec le lieu, qui est donc une courbe du second degré.
Lorsque S), vient sur SS', S'a.' vient occuper une certaine posjp tion SB, le point" M vient en S', qui appartient donc au lieu. La tangente en ce point est la position Limite de S'a '. c'est-à-dire SB.
De même, le lieu passe par S, la tangente en ce point étant SA, homologue de S S. considéré comme rayon «lu second faisceau.
Ce qui précède suppose toutefois que S B et S V ne se confondent pas avec SS', c'est-à-dire que la ligne des sommets n'est pas à ellemême sa propre homologué. Dans le cas particulier où il en est ainsi, la droite SS appartient au lieu, à titre de solution singulière (n° 59). La conique précédente se décompose en deux droites, dont lune est SS et L'autre le véritable lieu. Donc :
Théorème \ < — Si la ligne des sommets est à elle-même sa propre homologue, le lieu est une droite.
Ce théorème, corrélatif du théorème IIJ, peut être démontré directement de la manière suivante. Soient (Sa,, S'X', », | SXo3 S X' ) deux couples de lavons homologues. Joignons, par une droite I). les points M i, Mo correspondants. Je disque deux rayons homologues quelconques SX, S/, se coupent sur I). En effet, ils découpent, sur I). deux divisions homographiques admettant trois points douhles M0 (point de rencontre avec SS'), M, et Ma et, par suite, confondues. Autrement dit, SX et S'a' coupent constamment D en un même point . c. o. F. n.
loO. I\ TÉRSEC1 IOX DE DEUX FAISCEAUX HOMOGRAPHIQUES DE PLANS. —
Théorème \ I. — Le lieu des droites d intersection des plans homologues de deux faisceaux homographiques de plans est une quadrique.
Premier cas: Les droites de hase des deux faisceaux ne sont pas dans le même plan . — Le plan du premier faisceau rencontre A
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en M : le plan du second faisceau rencontre A en M. La-droite MM es! l'intersection des deux plans. Or. M «-i M décrivent, sur A et A', .|»ii\ divisions homographiques. On est, dès lors, ramené au théorème 1 .
Deuxième cas : Les (boites de base sont dans un même plan. qui n'est pas à lui-même son propre homologue. — Le raisonnement ci-dessus esl en défaut, car les points M et M sont confondus avec le point <!<■ rencontre O des droites de base et ne déterminent plus, par conséquent, l'intersection OX des deux plans.
Le lieu de ()"/. est un cône du second degré et de sommet O. C'esl évidemment mi cône de sommet O. Pour démontrer qu'il est du second degré, il suffit de le couper par une droite quelconque. Les deux faisceaux de plans déterminent, sur cette droite, deux divisions homographiques, dont les deux point- doubles >ont le- points d'intersection.
Le cône passe par A, le plan tangent le long de cette droite étant homologue du plan A OA. Car si A O). tend vers A OA. Oa tend vers OA <■! AU"/, vers le plan tangent 1<- long de OA.
De même, !<• cône passe par A . le plan tangent riant homologue de AOA '.
Tous ces résultats auraient d'ailleurs pu se déduire du théorème 1\ , en coupant les faisceaux de plan- par un plan fixe quelconque, ne passant pas par ( >.
Troisième cas : Le plan des droites de base est à lui-même sou propre homologue. — Le cône précédent dégénère en la solution singulière constituée par le plan AOA et un autre plan, qui est la solution irritable. On pourrait le démontrer en répétant le raisonnement lait à propos du théorème \ . On peut aussi le déduire de ce théorème en coupant par un plan ne passant p.is par O.
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loi. Coordonnées triliné\ires. — Imaginons, ilans I.; plan, un svslème i|iielconque de coordonnées cartésiennes. Soient ;, t, les coordonnées d'un point quelconque .M et X, Y. T ses coordonnées cartésiennes homogènes, définies, comme on sait ( n" 39), par les formules
ci ; = Y ' ''■ = t '
Faisons, sur les variables X, V. T. une substitution linéaire quelconque
(2) l V = où x — b'y — c' z,
les a, b, . . . , c' étant assujettis à l'unique condition (|, • m = y ,/ h c y - o.
De (a), on peut tirer inversement
t x = ot X-+- p Y-+- -, T,
Lorsque le point M est donné, on sait que X. Y, T ne sont définis qu'à un facteur près: il en est donc de même des .r, y. z. Ce-- trois nombre:» r, y. c «ont appelés les coordonnées trilinéaires homogènes du point M.
Quand on les connaît, on peut calculer les coordonnées cartésiennes ordinaires, grâce aux formules ( 1 1 et (a), qui donnent
formules qui montrent bien que le point M ne change pas. quand on remplace x. y. z par /.x. j.y. '/.z.
CIl.VPITItl. \.
152. Triangle de référence. — Les équations (4) permettent d'interpréter aisément les coordonnées trilinéaires du point M. < observons d'abord que les équations
représentent tn»is droites (a), I &). (c), non concourantes, car le déterminant
|j a^Y || = — (t. I. n° 297) n'est pas nul (n° 80).
Ces trois droites constituent un triangle, qu'on appelle le triangle de référence,
A vrai dire, ce triangle peut ne pas cire un triangle au sens élémentaire
du mot. Il peut arriver, si deux des droites (a), (b), (c) sont parallèles ( si
l'on a, par exemple, —, = jr-, ) , qu'un de ses sommets soit à l'infini; ou bien y. p /
qu'un de ses côtés coïncide avec la droite de l'infini (') (si l'on a, par
exemple, x" == 3' ' = o .
Quoi qu'il en soit, nous représenterons toujours le triangle de référence
par un triangle ordinaire ABC {fig- \\)\ le sommet A sera opposé au côté (a),
i.r = o); le sommet B sera opposé au côté (b), (y = o); le sommet C sera
Fig. 14.
opposé au côté (c), (5 = 0). Si l'un de ces sommets est à l'infini, il faudra regarder la figure comme purement schématique.
Le sommet A, qui est à l'intersection des côtés (b} et (c), a pour coordonnées trilinéaires (.r, o. o), x ayant une valeur quelconque non nulle, l'e même, B et C ont pour coordonnées (o, y, o) et (o, o, z).
Les formules ( \) peuvent s'écrire
x = T<> S-f-p ij-t-7 i.
y = T<a'ï-3'r(-Y'j, - = T (**£-*■ P'iri + f).
Or, on sait 1 n" 661 que a|-+- 3ttj -f-y, par exemple, en égal, à un facteur constant près, à la dislance du point .M à la droite (a). On voit donc que les
(') De ce point de vue, le» coordonnées cartésiennes homogènes X, Y, T peuvent être considérées comme des coordonnées trilinéaires, le triangle de référence étant constitué par les axes et la droite de l'infini.
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coordonnées trilinéaires du point M sont proportionnelles aux produits par des constantes déterminées des distances de ce point aux trois côtés du triangle de référence. A chaque côté est affecté un certain coefficient, par lequel doit être multipliée la distance correspondante.
D'une façon plus précise, considérons le point U, dont les coordonnées trilinéaires sont égales (x=y — z) et que nous appellerons le point unitaire. Des points Li et M, abaissons les perpendiculaires sur les côtés du triangle \RC. D'après ce qui précède, les coordonnées trilinéaires du point M sont de la forme
(8) x = ïz\nj, . y = ).z'MÏJ, s==Xe"MÏÏ,
e, î', z" désignant trois nombres déterminés et À un facteur arbitraire. Les coordonnées du point U sont, de même,
i g i a-'= À =L1), .r'= >.'e l K. ./= /.':"tl;.
Eu divisant chaque équation (8) par l'équation (9) correspondante, on a,
ï ./■ en posant p = -r— )
. _ . mP _^ mô _ iiïïï
° Ud ' ' FË ' Uïï *
On voit qu'un système de coordonnées trilinéaires est entièrement déterminé quand on connaît le triangle de référence et le point unitaire .
< le point unitaire peut d'ailleurs être arbitrairement choisi, pour un triangle déterminé, à condition de ne pas être sur le périmètre de ce dernier. On peut toujours, en effet, calculer z, z . z" de façon à rendre égales les coordonnées d'un point donné, pourvu qu'aucune d'elles ne soit nulle.
153. Équations DIVERSES. — Nous avons vu que toute courbe algébrique de degré m était représentée, en coordonnées cartésiennes homogènes, par une équation algébrique homogène et de degré m. En faisant la substitution linéaire (à), on arrive évidemment à une équation de même forme
OU /(*i.Ti z) = °j
où f{x, y, z) désigne un polynôme homogène et de degré m. En particulier, une droite a une équation du premier degré :
(i'i i\x — V>y -+- Cz = o.
Par exemple, la droite de V infini in 73) a pour équation T = o ou,
d'après ( 2 1.
L'équation générale des droites passant par l'intersection des droites P = o, Haag. — Cours. U. 1 1
Q = o est . comme au nn 76,
P-i~XQ = o (')
ou
XP
En particulier, toute droite passant par A a une équation de la forme i 16 I V>y -f- Cz = o,
et réciproquement. De même, les droites passant par B ou G sont caractérisées par ce fait que leur équation ne renferme pas y ou z.
Toute équation algébrique, homogène et de degré m en y, z. représente un faisceau de m droites issues de A. Cela se démontre en raisonnant comme au n° 7". Si l'équation est en z. r. les droites passent par B; si elle est eux, y, elles passent par C.
Étant données deux courbes algébriques •
on obtient le faisceau des droites joignant le point A à leurs points d'intersection, en éliminant x entre les équations (17). Cela se démontre en répétant le raisonnement du n° 78. où les notations seules diffèrent.
En éliminant y ou z. on aurait un faisceau analogue, de sommet B ou C.
Tout ce qui a été dit aux n"s 80 et 81 à propos de la condition de concours de trois droites et de l'équation de la droite joignant deux points donnés s'applique sans modification aux coordonnées trilinéaires.
Etant donnés les deux points M, ( xt. yi} «, 1 et M^i x-2, y-2, Sj), le point M de coordonnées .
Xi -f- /.X-2,
y =ji-+->j>'2,
décrit la droite M|M2, lorsque À varie. En effet, si (12) est l'équation de cette droite, on a
donc
A /-, — 1! n -+- C-Zi =• o, A./'. — ]i y. 2 — C z2 = o;
A Xi-hlXi) -h-B(71-h).J,)-r- C(31H-).^2) =0,
quel que soit /,.
On peut aussi remarquer qu'en portant les valeurs 11 8; dans (5). on obtient, pour ç et r,, des fonctions homographiques deX,de même dénominateur, c'està-dire les équations paramétriques d'une droite. On voit, du même coup, que si l'on donne à X quatre valeurs quelconques, on obtient quatre points dont le rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique des valeurs
(') Le rapport anharmonique de quatre de ces droites égale le rapport anharim nique <lc~ À.
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correspondantes de X (n° 130). En particulier, -i M3 désigne le point X = i, on a, en remarquant que les X des points M| et M2 sont respectivement o et --/--,
ou (20)
(M, AI, M M 1) = ( 0 x X 1) = (X 1 0 x ) = X
MM
MM
MM, M,. M, MM
On voit donc que X est proportionnel au rapport
(/,• = const.).
Mm,
MM
loi. Systèmes particuliers. — Sui\ant la position qa'oecupe le point unitaire par rapport au triangle de référence, on obtient tel ou tel système de coordonnées trilinéaires. Nous examinerons seulement les deux cas suivants :
Coordonnées barycentriqu.es. — Prenons le point unitaire au centre
Fis. ■'•
de gravité (fîg. i5). Le plan étant arbitrairement orienté, nous avons
MP
gU
aireMBC
aire GI!C
Mais, aireGBG= 4aireABC = §. Donc
GP
En se reportant à (10), on voit que les coordonnées x,v. z sont proportionnelles aux aires algébriques M1JC, MCA. MAI). Ce système porte le nom de coordonnées barycetitriques.
On peut lui donner une autre interprétation. Je dis que M est le centre des distances proportio/melles des points A, H. C affectés des coefficients respectifs x, y. z. En effet, si l'on applique les formules du n° 23, 00 obtient,
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pour les coordonnées cartésiennes, des expressions de la for
(ai) ; = > r, = — ,
c'est-à-dire de la formel")), où l'on supposerait simplement a" = b" = c". Les nombres x, y, z constituent donc bien un système de coordonnées trilinéaires. D'ailleurs, pour v = z= o, M vient en A: pour z = x = o, M vient en B; pour .r = y = o, M vient en C; pour x = y = z, M vient en G. Donc, A.ÇC e:?t le triangle de référence et G est le point unitaire (1).
D'après (ai), on voit que la droite de l'infini a pour équation, en coordonnées barycen triques,
L5d. COORDONNÉES NORMALES. — Prenons le point unitaire au centre d'un cercle inscrit ou exinscrit. Si l'on oriente la perpendiculaire à chaque côte du triangle de telle manière que le point U se trouve dans la région positive ( n" 71 >, on a
ÛD = Uë = ÏÏF.
D'après (10), on voit que les coordonnées .r, y, z sont proportionnelles aux distances algébriques MP, MQ, MR.
On les appelle coordonnées trilinéaires normales.
Supposons, pour fixer les idées, que U soit au centre du cercle inscrit. La perpendiculaire à chaque côté est alors orientée vers l'intérieur du triangle. Prenons, d'autre part, comme sens positif de rotation du plan celui qui est défini par le sens de parcours ABC du périmètre. On a, en appelant a, b. c les longueurs des côtés,
2 aire MBG = a PM, 2 aire MCA = 6QM, 2 aire MAB = cRM.
(') On peut aussi donner la démonstration directe suivante. Prouvons que (n° Ï3 )
—>-->■■->■ -4- (ij V = a7.MA.+y.MB -4-s.MC = 0.
Prenons, en effet, le moment par rapport à A. Ce moment est normal au plan et a pour mesure algébrique sur la demi-normale positive
V,A = y. aire MBA + z. aireMCA.
Or. nous venons de voir <iue — — . . . . = — — t. . ,. = : — 1 . . ■ Donc. V, A = 0.
aireMCA aire MAB aire MBA
De même. V,B = V,C = o. Le vecteur V, ne pouvant passer à la fois par A, B et C. e-^t nécessairement nul. c. Q. F. D.
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D'autre part 'cf. L\ereice proposé n" 20 du Chapitre VIII)
2 aire MBC -+- % aire MCA -f- a aire MAI; = '. aire ADC = 'S. Donc,
(23) ^rÏÏ-+-^QM + cîTM = -S.
Si donc l'on pose
(24) x = zV\\. y = s 037. ^ = cÏÏTT, on a
( 25 ) a v -h by -+- es = 2 p S .
Si le point M va à l'infini, comme .r, ^, z doivent rester finis, les formules (a4) montrent que p tend vers zéro. On aura donc Véquation de la droite de l'infini, en annulant p dan* i a5 I, ce qui donne
Le lecteur trouvera d'autres équations relatives aux coordonnées normales dans Ni, n° 188.
156. Coordonnées tétraédriques. — Imaginons, dans l'espace, un système quelconque de coordonnées cartésiennes. Soient •:, r,. ~Ç les coordonnées d'un point quelconque .M et X, Y, Z, T ses coordonnées homogènes définies par (n° 39)
(27) c = j> TJ = ïf' -■ = j'
Faisons, sur les variables X, Y, Z, T. une substitution linéaire quelconque (1.1, n° 297)
d'où
les déterminants | a £ c e || et | z j 7 1 || étant différents de zéro.
Lorsque le point .M est donné, x, y, z, t, comme X, Y, Z, T. sont définis à
un facteur prés et sont appelés les coordonnées tétraédriques de M.
Quand on les connaît, les coordonnées cartésiennes ordinaires sont données
. Il \ Il 1 H I s
pai
- l, y ■+■ cm z ■+- e' i
157. Les équations i = o, y ■= o, z = o, £ = o représentent quatre plans
i aucun point commun, puisque || x (3 •; : j1 o n " 89 i. '.''-quatre
plans forment un tétraèdre A.BCD, appelé tétraèdre de référence i ' I. Nous
supposerons que le sommet \ est opposé à la face x = o\ de même, l! est
o, C à s = o el I) à / = o. Les coordonnées de ces sommet-*
sont respectivement i r, o. o, o), (o. y, o, o), (o, o, -, o), (o. o, o, t).
En raisonnant coi e au n" 152, on voit que x,y, z. t sont proportionnels
aux produits par des constantes déterminées des distances de M uu.r quatre faces du tétraèdre de référence.
Si l'on introduit le point unitaire U, dont les coordonnées sont égales (jf = y = z = /), "n .i. comme au n 152,
\lr MQ M~R MB
m p V¥- ' il i K '
158. Toute surface algébrique de degré m est représentée, en coordonnas tétraédriques, pai une équation de la forme
"u y désigne un polynôme homogène de degré m. En particulier, l'équation
A.r-T- lî^-r- Gz - Dt = o
représente un plan. Par exemple, le plan de l'infini a pour équation
a i -t- b "y - <■'" z ■+■ et = o.
L'équation générale des plans passant par l'intersection des plans (P . 1 \ R est. comme au n° 88,
/ p _ .;... + vr — o.
En particulier, les plans passant par A ou B ou C ou I» sont carai Lérisés
par le fait que leur équation ne renferme pas x ou y ou z ou /.
La condition de concours de quatre plans est la même qu'au n° S1.).
tétraèdre peut avoir t, -ou 3 sommets a l'infini.
COORDONNÉES i un l si. \ nu- m n i it vi ÎDB1QI i l ne droite (SI définie par deux équations du premiei d
Les plana passant par cette droite oni poui équation générale
i ;: , fcp - h »
P temple, l'arête lîl> .i pour équations
(38) ./■ - ii. z
toui plan passant par BD a une équation de la forme
II) \ ' < '. Z —- (t.
Le plan passant par trois points donnés se détermine comme au n* 9i\ Étant donnés deux points M r • i ..V|. s,, t{ ) et M le point M
de coordonnées
décrit Ij droite M|M.,, lorsque ) varie. Le rapport anharmonique de quatre points de cette droite égale le rapport anharmonique de leurs \. On ■ eocore l'équation i .><> I.
189. Suivant la position du point unitaire, on obtient t-'l on tel système c 'données télraédriques.
En le prenant au centre «le gravité, on obtient le système 'le- coordonnées barycentriqueSj qui s'interprète comme au n l'ii ./ ■. . . c, / <.>nt propi i lionnels aux volumes algébriques | n° 93) MBCD, MADC, MABD, MACB («); ou bien, ce sont les coefficients dont il faut affectei les points A. B, ( D pour que leui- centre des distances proportionnelles soit en M.
En prenant le point unitaire au centre d'une -pluie inscrite ou exins on obtient le système des coordonnées normales, pour lequel ./ . », z proportionnels aux distances algébriques MP, MQ, Ml!. M*- {cf. Nui, n 71)
160. MODE D'EMPLOI DES COORDONNÉES I Rit INI LIRES i r TETRA BORIQUES. -Les
coordonnées trilinéaires '>u tétraédriques "'• -mit d'un emploi commode que dans 1rs questions où n'interviennent aucune propriété métrique niaueun rapport autre qu'un rapport anharmonique. Elles — • » 1 1 1 spécialemenl imli • quées lorsque, les conditions précédentes étant réalisées, il e\i-ie, dans la
il faut bien prendre garde .i l'ordre dans lequel on énonci les somme se débarrasse de cette préoccupation en convenanl que chacun des quatre volumes est positif' mi négatif, suivant qu'il <e trouve >ln même côté que le U référence <>/' <tu côté apposé.
l(»S CHAPITRÉ \. — COORDONNÉES TRILTNÉ4IRES KT TÉTRAÉDRIQUES.
question, un triangle ou un tétraèdre jouant un rôle particulièrement important, qu'on |>reii(] alors comme triangle ou tétraèdre de référence, le point unitaire demeurant arbitraire ou étant choisi, lorsque cela est possible, de manière à amener encore quelques simplifications.
Malgré ce qui vient d'être «lit plus liant, on peut quelquefois utiliser les
•ordonnées trilinéaires ou tétraédrîques pour rétablissement de certaines
propriétés métrique*. Il suffit de se donner arbitrairement les équations de la
droite de l'infini ou du plan de l'infini, lorsque les seuls éléments métriques
intervenant dans la question sont des rapports de la forme . où A,
MB B, M désignent trois points en ligne droite. On remplace ce rapport par le rapport anharmonique (ABMN), en appelant M le point à l'infini de la droite Ali.
Si l'on a affaire à des angles, il faut, en outre, se donner une équation du
second degré, destinée à représenter un certain cercle ou une certaine sphère,
de manière à déterminer, de concert avec l'équation de la droite ou du plan
de l'infini, les points cycliques (n° 163) ou le cercle imaginaire de l'infini
n 17'.)). On applique ensuite les propriétés signalées aux n"8 164, 1<S0 et 181.
Si l'on a affaire à des distances, on peut encore se tirer d'embarras, en convenant que l'on s'est donné, par exemple, une sphère de rayon i ou bien en introduisant une certaine forme quadratique (cf. Ni, nos 184, 186). jMais on est conduit à des calculs compliqués, sur lesquels nous n'insistons pas.
Observons, pour terminer, que, pour l'étude des propriétés métriques, il peut être avantageux d'utiliser des systèmes particuliers de coordonnées, tels que les coordonnées normales.
161. Distance de deux voiîïis. - Soient deux |><>ini- M,i /,. r,'. M2(#o, y* i. que nous supposons d'abord rapportés .1 deus axes rectangulaires. Soient <l leur distance el ta l'angle polaire «lu vecteur M( M2. On a
(1) ./■ t — .r, = f/c<'-;. jo — V! = rfsinç.
Enlevons au carré <■( ajoutons
(2) d*-=(xt— xiY-t-(yt-j'i)*'
Telle est la formule qui tionne, en axes rectangulaires, le carré de la distance de deux points.
Bien qu'on s'en scr\e peu souvent, nous allons aussi établir la formule en axes obliques. Soit d'abord à calculer la distance < >.M. On a l'égalité géométrique (n° 21)
OM = x h .1 -.
Formons le carré scalaire (n° 104
(3) OM = .r -— v2 — iry cos6, 8 <li -ipnant l'angle des axes, l'osons
1 i 1 !• .1 -. i 1 r^ a:' — > •-' — ixy cosO.
Pour avoir la distance MiMt, il suffit de porter l'origine en Mi. I-es non \ elles coordonnées de M2 sont x% — X\ et Y»— Ti, et l'on a
162. Equatiob du cer< le. - S. ni un cercle 1 G 1 de centre I x, f3 , et de rayon R. Pour qu'un point Ml r, y \ ^>n\ sur ce cercle, il faut et
i~o CHAPITRE XI.
il suffit qu'on ail CM = R2 ou, d'après ( 2),
(6) (x — <*)*•+• (y — p)s— Rs= o.
Telle est, en coordonnées rectangulaires, l'équation du cercle de centre C(a, [3 1 el de rayon R.
En coordonnées oblique?, l'équation est, d'après 1 ïj,
Développons l'équation (6), nous obtenons
en posant
(9) ' a» 4-^ — Rî= v.
Je dis que, réciproquement, toute équation de la forme (8) représente un cercle, quelles que soient les constantes a. Jj, y. En effet, celte équation est identique à l'équation (6), si l'on prend
Elle représente donc bien un cercle, dont le centre a pour coordonnées y.. (3 et dont le rayon est donné par (10). Il est à remarquer que ce rayon n'est réel que si a2-)- (32 — y >> o.
Si a-'-j-j- — y -< o, le rayon est imaginaire pur 1 t. I, n° 28). L'équation (8) n'est vérifiée pour aucun point réel; le cercle est imaginaire | n" 55).
Si a-— (3a — -y= o, le rayon est nul. L'équation (8) se réduit à
(in ( x — 7. )- -+- ( y — jî )'2 = o
ou
Le cercle se décompose en deux droites imaginaires conjuguées issues du point C, qui en est le seul point réel. On dit que c'est un cercle évanouissant ou dégénéré ou de rayon nul.
163. Points cycliques. — ■ Coupons le cercle (8) par la droite de l'infini. A cet effet, imaginons qu'on rende l'équation homogène et
qu'on v fasse ensuite T = o (n° 73). Il reste l'équation
(jii 1 se décompose «ml
(i î 1 y = ix , y =— i.i .
Les point» ii l'infini du cercle onl pour coordonnées homogènes m. 1. ni «i (i. — /. ni. Ou voit qu'ils sont indépendants des coefficients -/. (î, •-. Donc, éoms tes cercles du plan ont les mêmes points à l'in/ini.
Ces points, qui sonl imaginaires conjugués, sont appelés points cycliques ou points circulaires à l'in/ini. Nous désignerons tnujours ]<■ premier par la lettre I el 1<' second par lii lettre J.
Théorème. — Pour qu'une courbe du second degré soit un cercle, il faut et il suffit qu'elle passe par les points cycliques.
En effet, nous savons déjà que la condition est nécessaire. Démontrons qu'elle est suffisante. Les axes étant supposés rectangulaires, toute courbe dû second degré a une équation de la forme
(i5 \ 1 - < B / y I '.y1— > I)./- - 2 Ey -t-F = o.
Si on lii coupe par la droite de l'infini, on obtient deux points situes sur le faisceau
(16 \ > - -t- 1 B xy -- 1 \y- = 0.
Ces points étant, par hypothèse, les points cycliques, le faisceau i 16) iloii coïncider avec le faisceau (i3). Identifiant les deux, équations, il
\ -iciii
Mais alors, si l'on <li\ise (i5) par A. on obtient une équation du type (8), qui. nmis le savons, représente un cercle. i .q.f.d.
COROLLAIRE. — Pour qu'une équation du second degré, en coordonnées obliques, représente un cercle, il faut et il suffit que l'ensemble des termes du second degré soit proportionnel à <ltx,y).
Car, l'équation du faisceau joignant l'origine aux points cycliques esl (18) L /-. 1 - ...
Ce corollaire pourrait aussi s'établir directement par identification avec (7).
Droites isotropes. On appelle droite isotrope toute
droite passant par l'un des points cycliques ou, ce qui revient au même, ayant, en axes rectangulaires, un coefficient angulaire égal à -\-i ou à - i .
Par tout point P <iu plan passent, deux droites isotropes. Ces deux droites sont imaginaires conjuguées, si P est réel. Si a et (3 -<>nt les coordonnées de P, elles ont pour équations les équations (12) et constituent le cercle de rayon nul de centre P. Elles sont définies nuadratiquement par l'équation (1 1). En particulier, les isotropes de l'origine sont représentées par (i3 ) ou (1 4)-
Les droites isotropes jouissent de propriétés fort curieuses, dont les applications en Géométrie sont innombrables.
Théorème I. — Tout segment de droite isotrope a une longueur nulle. En effet, soient les deux points Mi(xllyi) et M2(a?g, y{) situés sur une même isotrope, ce qui se traduit, par exemple, par la condition
(19) yi—yx=i(x*—*\)-
On a
Réciproquement, si deux points Mi, M2 sont à une distance nulle l'un de l'autre, ils sont sur une même isotrope. On pourrait le montrer par un calcul inverse du précédent. On peut aussi observer que le point M2 se trouve sur le Cercle de rayon nul de centre Mj et, par conséquent, sur une des isotropes qui passent par Mj.
Pour rappeler cette propriété, les droites isotropes sont appelées quelquefois droites de longueur nulle.
Théorème II. — Toute droite isotrope fait avec elle-même un angle indéterminé.
Appliquons en effet la formule (i5) du n° 08. en y faisant m = m' = i. Il
vient
iane> = - = -,
ce qui est bien une expression indéterminée (t. I, n" 126).
Réciproquement, si une droite fait avec elle-même un angle non nul, c'tst une droite isotrope.
En effet, si tang V ne s'annule pas pour m = m ' , il faut qu'on ait i-\-mm'= o ou m- -+- 1 = o, m = ± ;'.
Kn particulier, toute droite isotrope est perpendiculaire à elle-même et réciproquement.
Corollaire. — Si un angle de grandeur constante tourne autour de son sommet, ses cotés décrivent deux faisceaux homographiques , dont les rayons doubles sont les droites isotropes issues du sommet fixe.
En effet, soit V.OX, OX'J = V = const. Connaissant <JX, nous en déduirons OX' par une rotation de l'angle V. Inversement, connaissant OX', nous en déduisons OX par une rotation de l'angle — V. Il y a donc bien correspondance bomographique entre les deux rayons, ce qu'on peut du reste voir aussi en observant que, d'après la formule (a5 l du n° <>8, les coefficients angulaires m et m' sont liés par une relation homographique.
l'our que OX se confonde avec OX', il faut et il sullit, d'après ce qui précède, que ce soit une droite isotrope. Les rayons doubles sont donc bien les isotropes issues de 0.
Lorsque l'angle est droit, et dans ce cas seulement, les deux faisceaux sont en involulion. Car, c'est le seul cas où la rotation de l'angle -+-\ et la rotation de l'angle — V conduisent à la même droite. On peut aussi remarquer que c'est le seul cas où la relation
(no)
(i -f- mm' ) -t- (m — m') col V =? o
e«t involutive.
En vertu d'un théorème du n" 143, on peut énoncer la proposition suivante :
TnÉORlhlli III. — Pour que deux droites soient rectangulaires, il faut et il sujjit quelles soient conjuguées harmoniques par rapport aux droites isotropes issues de leur point de /-encontre ; ou encore, en coupant par la droite de L'infini : Pour que deux points soient à l'infini dans deux directions rectangulaires, il faut et il suffit qu'ils soient conjugués harmoniques par rapport aux points cycliques.
On peut utiliser ce tbéorème pour mener les perpendiculaires en coordonnées obliques. Pour avoir la perpendiculaire à OX, il suffit de prendre la polaire d'un de ses points par rapport au\ isotropes issues de O.
Théorème I\ . — L'angle d'une droite isotrope avec une droite quelconque autre qu'elle-même est constant.
On a, en effet.
I n) tangY =
. un -+- i
/ : — = — / = const. C.Q.F.D.
THÉORÈME V. — Soient OX et OX' deux droites quelconques. Si l'on désigne par p le rapport anharmonique Ol IJ XX' ), on a
V = (oX, OX') = ilogp
En effet, on a
_ (m — i)(m'-—i) mm'-\-\ — i i ni — m ) m-+-i' m' — i ( m -— i) ( m' — i) mm' -+- 1-+- i ( m' — m)
. m — ?n i-i-mm' i — t'tancY cosY — isinV
. ut — m l -4- * —
H-itaneV cos\ 4-zsinV
I -7- IIU1I —_ o-îlV
ai'V == — loe p.
Y = - logo.
La formule (22) est connue sous le nom de formule de Laguerre* Elle s'écrit aussi
Si les droites 0)» et OX' varient de telle manière que V ou p demeurent constants, on retombe sur le corollaire du théorème II et l'on démontre du même coup sa réciproque.
Si Y — -, on a
p = e-*'rc= cos( — 7î) -+- 1 sin( — -) = — 1 ; le faisceau 0(IJ XX') est harmonique. Réciproquement, si p = — 1 . on a
cos >\ — i sin aV = — 1; d'où
2 \ = ( 2 k -4- 1) it , Y = /.---+- 4-' • On retrouve le théorème III.
16o. Equations paramétriques nu cerclk. Tangente. — Nous pouvons nous fixer la position du point M sur le cercle de centre C
par Fangle polaire <p du vecteur CM. Non- avons alors, eh projetant
sur Ooc et O » .
x = a ■+■ R co> ç . _y = 3 — R sin o.
Telles sont les équations paramétriques du cercle. On peut vérifier aisément sur elles les propriétés élémentaires de In tangente nu cercle. Les paramètres directeurs de celte tangente
rome I. 11" 109, I.
sont (n° 192) -?- et -^j c'est-à-dire — R'sinçp et Rcos'f. On peut
do d prendre pour cosinus directeurs
— sin s ei cosœ ou
ïo.(T + ï) et ,n(c-:)
ce qui nous donne o -f- - pour angle polaire de lu demi-tangente
positive. On voit bien qu'elle est perpendiculaire au rayon CM. Son équation est
x — t. — K cos s y — (3 — \\ sin o
— sin e eos o
OU
(>:j ) (x — a) cjsœ -+- {y — (J) sin p — R = o.
On a l'équation sous la forme normale in" 60 ). On vérifie que la distance du centre à la tangente <-:?t R.
Cette dernière propriété est très commode pour trouver l'équation tangenlielle (n° 207). 11 suffit d'écrire que le point C(o, (3) est à une distance R de la droite
(26) U.r — l'y — IV = 0;
ce qui donne, en appliquant la formule (i(i) du n" 66,
R2= («a + i'Z -+- w)* u* ■+- v* OU
(27) («a + pp + w i!— R*(m?-+- ('*) = 0.
166. Puissance d'un poijvt par rapport a un cercle. — Soient le cercle (C) représenté par l'équation (8) et un point P(#0, y0). Menons par ce dernier une sécante quelconque Pa de cosinus directeurs a, b. Elle rencontre le cercle aux points M, M'. Je dis que le
produit p = PM,. PM7 'demeure constant. Lorsque Pa pivote autour de P.
Pour évaluer commodément ce produit, prenons les équations paramétriques de Pa (n°72), en posant PN==p. Les coordonnées de N sont jt0 H- pa, y0-\-pb. L'équation aux a dv± points d'inlersec-
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tion est donc
f(x0-+- pa, y0-h pb) = o,
en appelant /' i .r. y i le premier membre de (8).
Les racines de cette équation du second degré en p sont PM et l'M . Il s'agit d'en évaluer le produit. Pour cela, il nous faut le coefficient de p2 et le ternie indépendant de o. On a immédiatement ce dernier en faisant 0 = 0 dans le premier membre de (28); cela donne J 'i.r0, v0). Quant au coefficient de d2, il provient évidemment des
termes
qui donnent, comme termes en s-,
puisque a et £ sont des cosinus directeurs. On a finalement
Cette quantité est bien indépendante des cosinus directeurs a. A, «lune de la direction de la sécante P).. On l'appelle puissance du point P par rapport au cercle. D'après la formule (29), nous pouvons énoncer la règle suivante :
Piègle. — Pour avoir la puissance d' un point par rapport à un cercle, on substitue les coordonnées du point aux coordonnées courantes dans le premier membre de r équation du cercle, supposée écrite tout entière dans un même membre et de telle manière que le coefficient de x--\- y- soit é^id à l'unité.
Axe radical; ce.mtiE radicxl. — Soient deux cercles
to) 0=^+^ — 1-x x — 2 (ï y -t- y = o ,
■ 1 1 1 C = x- -f- y- — î y.' x — 2 çt' y -+- 7' = o .
Le lieu des points qui ont même puissance par rapport à ces deux cercles a pour équat ion
C'est donc une droite. On vérifie qu'elle est perpendiculaire à la direction de paramètres directeurs 2(a' — a), 2(|j' — ?j) (n°6G"i.
LE CERCLE. \--j
c'est-à-dire à l;i ligne des centres. Elle | » ; i > >< • évidemment par les points communs aux deux cercles, car <•«•> points annulenl (. el C, donc C — C. On l'appelle a#e radical des deux cercles.
S.ni maintenant un troisième cercle : C"=o. Les ;i\< ;s radicaux de ces trois cercles associés <leu\ à deux ont pour équations respectives
En ajoutant membre à membre, on obtient unr identité. Donc i n" SI) les trois droites sont concourantes. Leur point de concours est appelé centre radical des dois cercles. On aurait ses coordonnées en résolvant deux quelconques des équations (33) par rapport ;ï .r. y.
Problème. — Exprimer que deux cercles donnés par leurs équations sont tangents.
On peut écrire la condition élémentaire bien connue :
d = Rzt R\
où d désigne la distance des centres. On peut aussi écrire que l'axe radical est tangent à l'un quelconque des cercles, en se servant de l'équation tangentielle.
1()<S. Angle de deux cercles. — On appelle angle de deux cercles l'angle \ des tangentes en un quelconque de leurs points de rencontre.
On peut arriver à une définition plus précise, en procédant de la manière suivante. Orientons arbitrairement les deux cercles et menons les demi-tangentes positives (n" il ) en un de leurs points de rencontre. L'angle Y de ces demi-tangentes sera, par définition, l'angle des deux cercles orientés ou , suivant l'expression créée par La guerre, l'angle des deux cycles. Cet angle n'est pas orienté, car si l'on voulait, par exemple, prendre pour côté origine la demi-tangente au cercle (G), le sens de l'angle changerait quand on remplacerait le point M par le point \ {Jig. 16). Le cosinus de l'angle Y est donc seul déterminé sans anibiguïté.
Nous allons calculer ce cosinus. Pour obtenir une formule générale, nous ferons la convention suivante. Le plan étant supposé orienté, nous regarderons anime positif le rayon de tout cercle orienté dans le sens positif et comme négatif le rayon de tout cercle orienté dans le sens négatif | ■
(l) La demi-normale positive est dirigée vers le centre du ctrcle. dans le premier cas: vers l'extérieur, dans le second cas.
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Cela posé, appelons R ei IV les rayons algébriques des cycles (G) et(C'). Si ces rayons sont <le même sigae, les cycles ont même orientation, leur angle
est TMT'ou T. MT, : il est égal à OMO',
Or, le triangle OMO' nous donne
("777'=^ ÔÏV^-r- (Fm* — aOM.O'M cosOM 0\ ( hi a donc, dans ce cas, en appelant d la dislance des centres,
R2_i_ Ri—ffr-
ÏH)
Si H et R sont de signes contraires, l'angle V est TMT', ou TiMT'; il est
supplémentaire de OMO'. son cosinus est — cosOMO'. Mais, comme le produit HR' a changé de signe, on a encore la formule \ 34), qui est donc ton jours vraie, en grandeur et en signe.
Supposons que nos deux cercles soient déliais par les équations et l mi. Nous avons
a - - y. ' '- — ( ri — i 'f- — 2 aa' -+- 2 [3 p' — 7 — y' . 2à7'+ 2 3 S' — V — y'
= 3ta +
Donc
R IV
On dit qnc deux cycles sont tangents, lorsque leur angle est nul. La formule ( 3 j ) donne alors
d où
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Si les cercles ont même orientation, ils -ont tangents intérieurement; sinon, ils sont tangents extérieurement.
Les deux cycles -ont < I i t > semi-tan gents, qîiand leur angle est ■ -'il à -. On a alors
et les conclusions inverses des précédentes.
16!>. Centre de similitude de deux cycles. — On sait que deux cercles sont homothétiques l'un de l'autre de deux manières différentes, ce qui donne lieu à deux centres de similitude. Lorsque les cercles sont orientés, on confient d'appeler centre de similitude des deux cycles celui qui correspond ù une bomothétie dans laquelle les demi-tangentes positives aux points homologues sont non seulement parallèles, mais aussi de même sens. C'est le cenne de similitude externe S (Jig. 161. lorsque les cycles ont même orientation; c'est le centre de similitude interne S', lorsqu'ils ont de- orientations différentes. Dan- tous.les cas, on a la formule
d'où l'on déduit les coordonnées de S 1 n" 23 I
,;'" -r= IV- K ' y- R'_R
170. Cercles orthogonaux. Deux cercles sonl orthogonaux, lorsque leur angle esl droit. D'après (3zj . il faul el il suffit qu'on ail
Coi rf* = RM- R's ;
ou que le rayon OM soil tangenl .i (C) ou <|u<' O'M -'>ii tangent ,i (G) ; "H que la puissance de O par rapporl à (C 1 soil I! -. carré du rayon de 1 C 1.
. Théorème. — Si deux cercles sont orthogonaux^ tout diamètre de V un est divisé harmoniquement par Vautre et réciproquement.
En effet, si (C) et (C) sonl orthogonaux, on a 1 fig. 1 7 1
(41) TnT (7ïï = R»=ÔN = ()P .
Donc (n° 129), ^ el l} sonl conjugués harmoniques par rapport
Réciproquement, si cela est, on a ( ji); d'où, elc. La condition d'orthogonalité des cercles (3o) e< (3i) s'écrit. d'après i '>*> i,
(4a) 25ta'H-2pp'=Y-+-f-.
Pis. i-.
cc*>
TnÉORÈAIE. — Si les coefficients de l'équation d'un cercle variable vérifient une relation linéaire à coefficients constants, ce cercle reste orthogonal à un cercle fixe.
Supposons que les coefficients a, J3, y de (3o) varient tout en étant liés par la condition
Nous allons déterminer a'. {}', y' de telle manière que la condition ( j2), qtri est, elle aussi, linéaire en se, (î, y. soit identique à (43). Nous avons
rf'
L'identification est donc possible, tant que c ^ o. Lorsque c = o. l'équation (43) ne renferme plus que a et (3 et montre que le centre C décrit une droite. Cette droite est alors un diamètre pour tous les cercles (G), qu'elle coupe orthogonalement. Si on la considère comme un cercle de rayon infini, le théorème est encore vrai dans ce cas particulier.
171. r \ isi i \ i x de cercles. -- Etant donnés deux cercles (Cm)- <i i G2 i. les cercles (C) qui passent par leur intersection ont pour équation générale
(44) Ci-4-XCi=o.
Cela se démontre en répétant le raisonnement du n° 76 et s'appuyarit
LE CERCLE. I S i
vnr ce que deux cercles coïncident nécessairement quand ils onl trois points communs*
Ces cercles (C) constituenl ce qu'on appelle un faisceau, de cercles; (Ct) et (Ca) sont les cercles de base; Leurs points de rencontre sont les points de base.
Pour simplifier l'étude du faisceau, prenons puni axe des a la Ligne des centres et poux axe des y l'axe radical de (Ct) et de (Ca). Les polynômes Ct et Ca sont alors de la forme
(45) Ci = x%-\- y- — >t.1x -+- Yi ' -2 = -^2 -T- j'* — 2 a2 a? -t- Yj
le terme constant v étant le même, comme égal à la puissance commune de O par rapport à (Ct) et(Ca). L'équation (44) devient alors,
en remplaçant A par — ,
Si A, -)- a2 = o, elle se réduit à x = o el représente O)', qui doit être regardé comme le cercle de rayon infini du faisceau . Si A| + A o yé. o, l'équation (46) est de la forme
a étant arbitraire.
Sous cette forme, on voit tout de suite que l'axe radical de deux cercles quelconques du faisceau est Or; on l'appelle l'axe radiai/ du faisceau.
Les points de base s'obtiennent en faisant x = o dans (47)> ce qui donne
Us sont réels si " <C o, imaginaires conjugués si Y^>o, confondus si y = o. Dans ce dernier cas, tous les cercles du faisceau sont tangents en O à Or.
Le carré du rayon du cercle (47) est a2 — y. 11 est nul, pour
Le faisceau comprend donc deux cercles de rayon nul. dont le» centres, donnés par | .{<.)). sonl appelés points limites. Ils sont symétriques par rapport à O y. Ils sont réels quand les points de base sont imaginaires, imaginaires quand les points de base sont réels, confondus avec O quand les points de base sont confondus avec O.
i^ . in \riTiu: xi.
Théorème. — Les points limites sont conjugués (n° 832) par rapport à tout cercle du faisceau.
En effet, l'équation aux abscisses des points de rencontre de Ox avec 1«' cercle < \~ i s'écril
Les racines ont pour produit y = OL = OL' . en appelani LetL' les points limites. De là résulte le théorème énoncé, en vertu du n° 129.
172. Constructions diverses. — I. Construction des points limites. — Du point O. on mène une tangente OT à un cercle quelconque du faisceau et on la rabat r-n OL et OL'. sur la ligne «les centres, de part et d'autre du point O.
II. Cercle du faisceau passant par un point donnéM. — Cette construction, ainsi que les deux suivantes sont évidentes quand les point? de base sont réels. Occupons-nous donc seulement du cas contraire.
Menons par M un cercle quelconque (C) qui coupe (Ct) en deux points réels P et Q. La droite PQ, axe radical de (C) et de (Ci), rencontre l'axe radical du faisceau en un point S, par où passe Taxe radical de (C) et du cercle cherché (C), puisque les trois axes radicaux doivent concourir. Joignant SM. nous avons cet axe radical; il rencontre (C) en un deuxième point M', par où doit passer aussi le cercle cherché. La perpendiculaire au milieu de MM' rencontre la ligne des centres du faisceau au centre de (C).
III. Cercle du faisceau ayant un centre C donné. — Le rayon R de ce cercle est donné par R* = OC — OL . Sa construction est évidente.
IV. Cercle du faisceau ayant un rayon donne. — Son centre est donné par OC = R2 - OL . Sa construction est évidente.
173. Faisœaix orthogonaux. — Les faisceaux de cercles se présentent dans le problème suivant : Trouver les cercles orthogonaux à deux cercles donnés.
Cherchons, par exemple, les cercles orthogonaux aux cercles (G4) et (C2) précédents. Soil
/ - y- — 2 a' x — > fi' y -fc- y = -o
l'équation d'un tel cercle (T). On doil avoir I n" 170)
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Retranchant membre à membre, il vient a'=:o, puis v'=— v. Pal conséquent, les cercles cherchés onl pour équation générale
p. étant arbitraire. Ils ferment Un faisceau, dont l;i ligne des centre? est Oy et l'axe radical O.r. Ae\s points de base sont les points limites du faisceau précédent et les points limites sont les points de base de ce même faisceau.
Si l'on écrit la condition d'orthogonalité des cercles | 17) et (5o), on obtient une identité. Donc, tout cercle du premier faisceau est orthogonal à tout cercle du second. Pour cette raison, <m dil que les deux faisceaux sont orthogonaux.
174. Réseaux de cercles. — Soient trois cercles (C, ), (Çj), (C3) n'appartenant pas à un même faisceau.
Les cercles (G) définis par l'équation
constituent un réseau de cercles, dont (Ci), (C*), (C3) sont les cercles de base.
Prenons pour origine le centre radical de ceux-ci | ' >. En répétant un
calcul analogue à celui du ïi" 171, on trouve que l'équation (5l) pread la forme (2)
{')■>) .r- ~- 1- — •' y.r — ' fi y — y = o,
a, fi étant arbitraires et y une constante égale à la puissance commune de 0 par rapport aux trois cercles de base.
On voit que l'axe radical de deux cercles quelconques du réseau pas-e par O, qui est appelé centre radient du réseau. On voit également que tout cercle du réseau est orthogonal au cercle V de centre 0 et de rayon / Y et réciproquement. Ce cercle f est appelé cercle orl/ioto/iu'aue fin réseau ou des cercles (C,), (C»), (C3).
17IS. Cercles isogonavx. — Soient deux cycles (C, ) et (C2) définis par les
(') Ceci est en défaut, si les axes radicaux des cercles de base sont parallèles. On voit alors aisément que le réseau se compose de tous les cercles qui ont leurs centres sur une droite donnée.
(2) On élimine ainsi les cercles de rayon infini constitués p,n les droites passant par O.
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équations i ' i - —
(53) .r- -+-}■-—■> a, x h- a = o, ./'- ■ ■ y- 1%iX H- a = o
et par les rayons algébriques Rj, R ,.
Un cercle (G) est dit isogonal à ces deux cycles, s'il les coupe sous le même angle. Peu importe d'ailleurs son orientation, car le changement de celle-ci ne fait qu'ajouter tc aux deux angles de (G) avec (Cj) et (C2) et, par conséquent, les laisse égaux s'ils l'étaient primitivement.
Si R désigne le rayon de i C), on a, d'après (35 ), la condition
< aa, — y — a ■> aa> — y — a
RR, 2RR
ou
2a(a, R,— Rta2) = (y -+-a)( R2 — Ri).
Si l'on appelle » l'abscisse du centre de similitude S des deux cycles proposés (n° 169). cette condition s'écrit, d'après (3g),
Mais, ceci est la condition d'orthogonalité du cercle (G) et du cercle (F), défini par l'équation
( 5 î I xï-Jf-yï _ , ï j- _(_ a — o.
Ce cercle ( 1"; « pour centre S e/ appartient au faisceau (Ci, C2). Nous l'appellerons le cercle d'isogonalité des deux cycles donnés. ÎNous pouvons alors énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Pour qu'un cercle soit isogonal aux cycles (Ci), (C2), il faut et il suffit qu'il soit orthogonal à leur cercle d'isogonalité.
176. Soient maintenant trois cycles (Ci), (C2), (G3). Appelons (IV), (F2), (r3 i les cercles d'isogonalité de (C,), (C3), de (C3), (C,) et de (C,), (Cs i.
Tout cercle (C) isogonal à (C2), (C3) et à (C,), (C3) est isogonal à (Ci), (C2). Donc, tout cercle orthogonal à (T,) et à ( T2 ) est orthogonal à (r3). 11 s'ensuit (n" 173), que (T,), (1Y), (T3) appartiennent à un même faisceau (es). Les centres S,. S2, Sa de ces cercles sont donc sur une même droite, qui est Y axe de similitude des trois cycles.
Les cercles i C) isogonaux à la fois à (Ci), (C2),(C3) constituent, d'après ce qui précède, le faisceau (f) orthogonal à (çp)(n° 17oj. Ce faisceau admet l'axe de similitude pour axe radical.
Si, au lieu de cycles, on donne simplement des cercles, on peut, en les orientant de toutes les manières possibles, obtenir différents faisceaux de
(') On prend donc pour axe des x la ligne des centres et pour axe des y l'axe radical des deux cercle?.
cercles isogonaux. On peut toujours supposer le rayon H| «le (Ci) positif, grâce à un choix convenable de l'orientation du plan. On a alor«. pour les deux autres rayons, les quatre combinaisons de si^ne< :
li,
A chacune d'elles correspondent un faisceau (/) et, par conséquent, un axe de similitude.
On peut observer, d'autre part, que le cercle orthogonal aux trois cercles donnés ( ' ) ( n° 174) fait partie à la fois des quatre faisceaux, car l'on hogonalité de deux cercles est indépendante de leur orientation.
En résumé, on voit qu'il existe quatre faisceaux de cercles isogonaux à trois cercles donnés; ils sont déterminés par le cercle orthogonal, d'une part et les quatre axes de similitude, d'autre part.
(') Lorsque les trois cercles donnés appartiennent ii un même faisceau (F), ce
faisceau coïncide avec le faisceau (s) du texte; donc, (/) coïncide avec le faisceau orthogonal à (T). Les quatre faisceaux de cercles isogonaux se confondent avec |. faisceau des cercles orthogonaux.
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177. Distance i»f. deux points. — Soient deux points M, (/,, j, ,;, ) et M2i.r_,. i o. 32 ': que nous supposons rapportés à trois axes rectangulaires. Soienl d leur distance et «, b, c les cosinus directeurs du
vecteur M , M . ( )n a
■>'i — xt = d.a. y, — X\ — (l.l>,
Elevons au carré et ajoutons; il vient, en tenant compte de la formule ( i(> ) du n° 21.
Telle est la formule qui donne, en axes rectangulaires, le carré de la distance de deux points quelconques de l'espace.
En axes obliques, nous commençons par calculer le carré de la distance de l'origine au point MO, y, z). Partant de l'égalité géométrique
faisons le carré scalaire :
— > — > OM = x - v
•' — >fZ COSÀ -r- 2Z.4?COS|l -f- 2.Xy COSV,
où X, ■).. v «ont les angles des axes, à savoir yOz, zOx, xOy. Si l'on pose
(3) <l [x, y. z ) = 3?2-f- y2 ■- z? — >yz]cosA -+■ >.zr cosjji -+- ixy cosv, on a, comme au n" 161,
M|Mj- ■ Xï — xuyi-yu zt — zx).
178. Equation de la sphère. - En coordonnées rectangulaires, l'équation de la sphère (S), de centre C(a, (3, y) et de rayon R,
I A Sl'Ill.Ui:. [87
s'écrjt. (I après ce qui précède,
En coordonnées obliques, l'équation est
Développons l'équalion (5) \ nous obtenons
(7) .r2 — r2 — a5 — à-aar — '/.'■' ■ ay* -t- 0 = o., ou posan I
Réciproquement, tonte équation de la forme (7) représente une sphère de centre (a, [3, v) el donl le rayon 1^1 donné par
(8) R2=a2_Hp2+Y2_S.
Ce rayon peut d'ailleurs èlre réel, imaginaire pur ou nul. Dans ce dernier cas. la sphère est dite évanouissante ou de raj on nul. Elle n'a qu'un seul poinl réel, qui est son centre C; elle dégénère, comme nous le verrons un peu plus Loin (n° ISO), en un cône imaginaire de sommet ( '..
J 70. Cercle imaginaire de l'infimt. — Coupons la sphère 1 7) par le plan de l'infini. En passant par l'intermédiaire des coordonnées homogènes, on voit que la section es.t la même que celle du cône imaginaire du second degré défini par l'équation (n° 375)
Gomme cette équation est indépendante des coefficients 2. j. y, 0. on \itit que tontes les sphères de V espace ont mêmes points à V infini.
Ces points, tous imaginaires, doivent être regardés comme constituant un cercle, puisqu'ils sont obtenus comme intersection d'une sphère avec un plan, à savoir le plan de l'infini. Ce cercle est appelé le cercle imaginaire de l'infini ou encore Vômbilicale. Nous le désignerons, dans les numéros suivants, par la lettre 1 1").
Théorème. — Pour qu'une surface du second degré soit une
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sphère, il faut et il suffit qu'elle passe par le cercle imaginaire de V infini.
Même démonstration qu'au n° 163.
Corollaihk. — Pour qu'une équation du second degré, en coordonnées obliques, représente un cercle, il faut et il suffit que l'ensemble de ses termes du second degré soit proportionnel à i(i, y, z).
180. Cônes, droites, plans isotropes. — On appelle cône isotrope tout cône ayant pour base le eercle imaginaire de l'infîni. C'est ainsi (pie le cône (9) est le cône isotrope de sommet O. ("est aussi une sphère de rayon nul, de centre O.
On appelle droite isotrope toute droite qui rencontre le eercle imaginaire de l'infini, ou. ee qui revient au même, dont les paramètres directeurs vérifient l'équation (9). Les droites isotropes, ainsi définies, qui appartiennent à un plan donné ( P) ne sont autres que les isotropes de ee plan définies au n° L64. En effet, ce sontles droites qui, situées dan> 1 P 1, passent par l'un ou l'autre des deux points de rencontre de (P) avec le cercle de Vinfini. Or, ces points ne sont autres que les points cycliques de (P), car tout cercle tracé dans 1P1. si- trouvant sur mie sphère, coupe le plan de l'infini en deux points appartenant nécessairement à (Y).
Les droites isotropes de l'espace jouissent, d'après cela, des diverses propriétés établies au n° 164. En particulier, ce sont des droites de longueur nul le (•).
Théorème I. — Pour que deux droites (h) et ( D' ,1 de l'espace soient rectangulaires, il faut et il suffit qu'elles percent le plan de l'infini en deux points conjugués < n" 432-) par rapport au cercle imaginaire de l infini.
En effet, menons les droites parallèles à (D ) et CD'; par un même point O,
P) Dans le plan, ce sont les seules courbes de longueur nulle. Dans l'espace, il n'en va plus de même. Toute courbe gauche dont les tangentes sont isotropes est une courbe de longueur nulle. En effet, la longueur d'un arc quelconque d'une telle courbe est donnée par (t. I, n" 172)
dt.
Or, si les tangentes sont isotropes (et dans ce cas seulement), on a x'* ■+-' y'* -\- z"1 — 0; d'où s = 0.
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soient OX et <>)'. Pour <j ne ces deux droite» soient rectangulaires, il faut et il suffit que leurs points à l'infini INI et M', qui sont aussi les points à l'infini de 1D1 et ( D), soient conjugués harmoniques par rapport aux point-, cycliques I et J du plan XOX' ( n" 164). Comme ces points ne sont autre-, que les points de rencontre de la droite MM' avec (T), le théorème est démon l ré.
Théorème II. — Une droite et un /dan perpendiculaires ont pour traces sur le /dan de l'infini un point et une droite qui sont pôle et polaire par
rapport à l'ombilicale.
En effet, supposons que OX reste fixe et que OX' décrive, autour de <>, un plan 1 P 1 perpendiculaire à OX. Le point Al reste lixe: M se déplace dans le plan de l'infini, en restant conjugué de M par rapport à (T ) et décrit, par conséquent, la polaire de M par rapport à ce cercle (11° 432). Comme le lieu de M' n'est autre que la droite de l'infini du plan (P), le théorème est démont ré.
181. < >n appelle plan isotrope tout plan tangent au cercle de l'infini.
Pour qu'un plan soit isotrope, il faut et il suffit qu'il soit parallèle à ses perpendiculaires. Car, pour que sa droite de l'infini soit tangente à (T), il faut et il suffit qu'elle contienne son propre pôle 1 n° 433 1.
De cette simple remarque résulte que la condition pour que le plan
( 10 1 ux — ■ cr — »: + //= 11
soil isotrope est. en coordonnées rectangulaires,
Cette équation exprime, en effet, que le plan (10) est parallèle à la droite de paramètres directeurs 1 //, r. w 1, qui est, comme on sait, perpendiculaire audit plan.
L'équation 1 111 e>t l'équation tangentielle du cercle de l'infini.
THÉORÈME III. — Pour que deux plans soient perpendiculaires, il faut et il suffit i{ue leurs traces sur le plan de l'infini soient conjuguées pai rapport au cercle de l'infini (n° 443) ou encore qu'ils soient conjugues harmoniques par rapport aux deux plans isotropes issus de leur intersection.
En effet, pour que deux plans (P) et ( P') soient perpendiculaires, il faut et il suffit que l'un d'eux, 1 Pi, par exemple, soit parallèle aux droites perpendiculaires à l'autre. Ceci revient à dire que la droite de l'infini (D) de (P) doit passer par le pôle de la droï'te de l'infini 1 D' 1 de 1 P'; par rapport à (T). Or, c'est la condition de conjugaison de ces deux droites ( n" 443 1. Ceci veut dire aussi que (D) et (D') doivent être conjuguées harmoniques par rapport aux
tangentes à (F) issues de leur point de rencontre (n° 443 1 et, par conséquent, que ( P ) et ( P') doivent être conjugués harmoniques par rapport aux plans isotropes issus de leur intersection, puisque ces plans contiennent évidemment les tangente^ précédentes.
Remarque. — Les points c\ cliques d'un plan isotrope sont confondus. Tout cercle d'un tel plan est donc une conique du genre parabole (n° 460).
]<S:2. Eqi étions paramétriques de la sphkre. Plan tangent. — Nous [ m . 1 1 \ < »n - fixer la position d'un point M sur la sphère (Si de
centre (. par les angles polaires (n° 30) 0, cp du vecteur CM. Nous avons alors, en projetant sur les axes,
ii - x = a + R si 11 6 cosç, y = 3 -+- R sin6 sine. z = y — R eos6,
équations paramétriques de la sphère.
Le plan tangenl au point Mi,/. 1. ri de la sphère 1 7 > a pour équation 1 n" "2Ui >
( 1 3 ) (X — x) {x — z)-i V-ri(/ — 'j ) — | Z — z) {z — y) — "•
Les coefficients de \. ^ . Z étant les projections du vecteur CM Mille- axes, on vérifie que ce plan est perpendiculaire au rayon CM.
Si l'on remplace, dans ( [3 l, x. v. z par (12 1. on obtient
(i4) (X - z) sin 8 cos s 4- 1 Y — ,'; ) sin6 sin ç -+- (Z — y) cos '3 — R = o,
équation canonique du plan tangent.
L'équation tangentielle de la sphère s'obtient m écrivant que la distance du centre à un plan quelconque es! égale au rayon, ce qui donne (n° <Si )
(i5) 1 n y. ■+■ p |3 — wy — /• 1- — R-i m2 + c2 — n! i = o.
183. Puissance. — La puissance d'un poinl par rapport à une sphère se calcule en répétant lé raisonnement «lu n° 166: elle est soumise à la même règle que la puissance d'un point par.rapport à un cercle.
Le plan radical des deux sphères S = o, S'= o a pour équation
Le- plans radicaux des trois sphères (S), (S . s issociées. deux
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à deux ont pour équations
lis passent par une même droite, comme on le \uil en ajoutant leurs équations (n° 90). Cette droite est Y axe indien I des trois sphères.
Les six plans radicaux de quatre sphères ont un point commun, appelé centre radical. Par ce point, passent aussi les quatre axes radicaux des sphères associées trois à trois.
184. Angle dp: deux sphères. — C'est l'angle des plans tangents en un de leurs points de rencontre.
On peut orienter une sphère de deux manières différentes, suivant la manière d'orienter chaque plan tangent ou, ce qui revient au même, la normale à ce plan (n° 27). Si la demi -normale positive e«t dirigée vers le centre de la sphère, nous conviendrons de regarder le rayon comme positif. Sinon, le rayon sera négatif.
Deux sphères étant ainsi orientées, leur angle est égal à l'angle des deminormales positives en un de leurs points communs.
Il est donné par la formule (cf. n° lf)8 |
(iM cos\ = -^
ou
-> yy' — :— -> *. r". — I— > w r. ri
(17 ) cosV = — —
aRR'
Les deux sphères sont tangentes ou semi-tangentes, suivant que l'angle V est nul ou égal à t.. Suivant le cas, on a
rf = ±.(R — Rf) ou d = =(R -r- R' ..
Le centre tle similitude de deux sphères orientées se définit et se détermine comme celui de deux cercles orientés (11" 169 l.
185. Sphères orthogonales. — Deux sphères sonl orthogonales lorsque leur angle est droit. La condition d'orthogonalité prend les différentes formes énoncées, au n° 170, pour l'orthogonalité de deux cercles | ' 1. En fonction des coefficients (\c> équations, elle s'écrit
(18) >(aa'-t- yy - v; I = 8 - S',
(') Le lune circonscrit à chaque sphère le long «lu cercle d'intersection a pour sommet le centre de l'autre sphère.
ce qui donne lieu à un théorème analogue à celui du n" 170.
INI). Faisceaux et réseaux de sphères. ^- Etant données deux sphères 1 S, » et 1 Sg), toutes les sphères qui passent par leur intersection sont définies par l'équation
1 g ' Sj -1- /. S, = o.
Elles forment un faisceau, dont 1 S, 1 et 1 S, 1 sont les sphères de base, leur cercle d'intersection étant le cercle de base.
Si l'un prend pour axe des ; la ligne des centres de ( S,) et de (S2) el pour plan des ./ y leur plan radical, l'équation ( ifj) prend la forme
où v est un paramètre arbitraire et 0 une constante.
Si l'on v fait 2=0, on obtient l'équation du cercle de base dans son plan xOy :
Ce cercle est réel, imaginaire ou évanouissant, suivant que 0 est <o, > o ou = 0. Dans ce dernier cas, toutes les sphères du faisceau sont tangentes en O à xO y ( n" 206).
Le faisceau comprend deux sphères de rayon nul, dont les centres, appelés points /imites, ont pour cotes ± yo et jouissent des mêmes propriétés (pie les points limites d'un faisceau de cercles < n" 171).
1 NT. Étant données trois sphères ( S| ), (S»), (S3) n'appartenant pas à un même faisceau, le* sphères qui passent par leur intersection ont pour équation générale
(22) /. 1 St — / ., S2 — /. , S3 = o.
Ces sphères forment un réseau, dont (Si), (S2), (S3) sont les sphères de buse, leurs deux points communs étant les points de base.
Prenons pour a\e des z l'axe radical de ces dernières ( ' ) el pour plan des xy e plan de leurs centres. Un calcul analogue à celui du n° 174 montre que
(l) Ceci n'est pas possible, lorsque cet axe radical est rejeté à l'infini, ce qui arrive quand les centres Ct, C... C3 sont sur une même droite A. Le lecteur constatera, sans difficulté, que, dans ce cas le réseau comprend toutes les sphères ayant leur centre sur A.
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l'équation (21) prend la forme ( i3 ) X- + /!+ z- — 1 À x — 2 [j.r — 0 = 0,
À et [x étant arbitraires.
Deux sphères quelconques du réseau ont un plan radical passant par <>z. Trois sphères quelconques du réseau ont pour axe radical O z, qui, pour cette raison, est appelé l'axe radical dit réseau. Les points de base A et B sont les points de Os ayant pour cotes ± y/ — o. Ils sont réels, imaginaires conjugués ou confondus, suivant que 0 est < o, > o ou = o. Dans ce dernier cas, les sphères du réseau sont toutes tangentes en O à Os.
La sphère (23) a un rayon nul si l'on a
Il \ a donc, dans le réseau, une infinité de sphères de rayon nul; le lieu de leurs centres est le cercle du plan des xy qui a pour centre O et pour rayon \f?j. On l'appelle le cercle limite du réseau. Il peut être regardé comme l'intersection des deux sphères de rayon nul qui ont pour centres les points de base, ainsi que le vérifiera ai:-ément le lecteur.
188. Soient les deux sphères (Si), (Si) définies par les équations
(25) x'1 -\- y1 -\- z1 — 271 z -t- a = 0+ x-—y--hz'2 — 2-;2 z -+- a = o.
Cherchons toutes les sphères (S) qui leur sont orthogonales. Une telle sphère étant représentée par l'équation (7), on doit avoir
2^Yl = a -r- 0, 2"fYï = a ■+■ ° ;
Telles sont les uniques conditions. L'équation générale de nos sphères ( X) est donc
( 27 ) xi -r- y'2 -+- z'1 — 2 ~/.x — ». \j.v — a = o,
où X et 'j. sont arbitraires.
Elles forment un réseau. Toute sphère de ce réseau est orthogonale à toute sphère du faisceau
dont (S^et (S2) sont les sphères de base. Le réseau et le faisceau sont dits orthogonaux.
Les points de base du réseau sont les points limites du faisceau. Le cercle de base du faisceau est le cercle limite du réseau. Il est orthogonal à toutes les sphères du réseau.
Si l'on cherchait les sphères orthogonales à trois sphères n'appartenant p;is
Haag. — Cours II. . i3
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a un même faisceau, on trouverait, par un calcul analogue au précédent, les sphères d'un faisceau orthogonal au réseau délini parles sphères proposées.
189. Li . ercle dams l'espace. I ii cercle dans L'espace <'-i défini par les équations d'une >|>ln'ic- ei d'un plan ou bien de deux sphères. Dans ce dernier cas, le plan du cercle est d'ailleurs le plan radical des deux sphères.
I 11 cercle^ (C) étant défini comme l'intersection d'un plan | l'i avec une sphère i S | de centre I el de rayon 11. le centre I' de ce cercle est
la projection de 1 sur (P) et son rayon es! \ R- — 11' •
On appelle axe du cercle la perpendiculaire 11' à son plan menée par son centre.
On peut écrire les équations paramétriques d'un cercle ( G) défini par son centre, son plan et son rayon. Soient a, p\ y les coordonnées du centre C. Soit H le rayon. Soient enfin (a, 6, c) et (a, b', c' ) les cosinus directeurs de deux demi-droites rectangulaires C).- et C p situées dans le plan du cercle.
Fixons la position d'un point quelconque .M de (C) par l'angle vÇ~/.,CÀlJ = tp, le plan XCp étant d'ailleurs orienté de C). vers Cp.. Si nous projetons M en P sur G), et en Q sur C;j., nous avons
I m, GP== R cosep, GQ = H sino.
L»'autre part.
< im QG-+- CP CQ.
Projetant celle égalité géométrique sur les axes de coordonnées, nous avons les coordonnées de M en fonction de <f :
; x = -j. — Rô cosç -+- Ro' sino, y = S -i- R b cosç -4- l« b' sin ç. c = y — R c cos'^ — H c *in z.
190.. Le cercle si r la sphère. - Suit la sphère (S), d équation
i 3 i • .' - — r- -+- -s8 — II- = o.
Tout cercle ( G) traeé sur cette sphère peut être délini par l'équation ( li i et par celle d'une sphère quelconque. Pour cette dernière, on peut prendre le plan (II) du cercle <»u bien la sphère i ï i orthogb-
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paie à (S i le long de ( < ! i. ><»it ( ' )
Le plan ( Il ). 'm plan radical de (S) el (S), a pour équation
(33) xx — 'iy -r-;; — K- = ô.
C'esl le plan polaire | n° 132) du centre P de (S) par rapport à ' S propriété du reste évidente, si l'on se rappelle que le cône circonscrit à (S) le long de (Ci a pour sommel I' in" 135).
Soient deux cercles ( G) et (C) tracés sur ( Si. Ils se coupent en Jeux points (réels ou imaginaires;, intersection de (S) avec la droite d'intersection de leurs plans (II) et (IT). Soit M l'un de ces points, supposé réel. Soient enfin P et P' les centres des sphères (Ï i et (£') orthogonales à (S) suivant (Ci et sui\ant (C). Menons les tangentes MT. MT'. Joignons, d'autre part, Ml' et MP'. Ces quatre droites sont dans le plan tangent en M à (S). De plus, MP est perpendiculaire à MT et MP' perpendiculaire à MT'. Il s'ensuit que
l'angle TMT' est égal à l'angle PMP' ou en est supplémentaire. Il en résulte que Vangle des deux cercles (C) et (C) égale Vangle des deux sphères
La condition d'orlhogonalité s'écrit, d'après la formule (18),
C'est aussi la condition pour que les deux points P et P' soient conjugués par rapport à la sphère (S) (n° 432). On sait d'ailleurs (n° 443) que deux points sont conjugués en même temps que leurs plans polaires. Donc :
THÉORÈME. — Pour que deux cercles tracés sur une sphère soient orthogonaux, il. faut et il suffit que leurs plans soient conjugués par rapport à cette sphère.
Cela est, du reste, évident géométriquement. Car, si les cercles (C i et ( C) sont orthogonaux, la tangente MT, par exemple, passe par P'. Ce dernier point, pôle de (11), se trouve donc dan» (11) et les deux plans sont conjugués.
Réciproquement, si P' se trouve dans (II). la droite MP', qui est tangente
à (S), coïncide nécessairement avec MT : l'angle PMP1 est droit, les cercles sont orthogonaux
191. Si le plan (II) tourne autour d'une droite fixe (A); le cercle (C) passe
(l) Le ternie constant est R-. puissance de O par rapport à (->■
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par deux points fixes \ el B, intersection de ( A ) a\ec l S |. Il engendre, sur la sphère, un faisceau, dont A et B sont les points de base et (A) l'are radical . Il y a, dans ce faisceau, deux cercles de rayon nul, dont les centres A'. B' sont les points de contact des plans tangents à (S) menés par (Ai et sont appelés points limites du faisceau. Ils sont réels, quand les points de base sont imaginaires et vice versa. Ils peuvent être considérés comme l'intersection de (S) avec la droite ( A i conjuguée de (A).
Si un cercle ( Ci est orthogonal à deux cercles donnés (G,) et (C2), son plan passe par les pôles Pi et P2 des plans (11]) et (Il2) de ces cercles et réciproquement. Les cercles orthogonaux à deux cercles donnés sont donc les cercles du faisceau qui a pour axe radical la droite conjuguée (n° 436) de la droite d'intersection des plans de ces deux cercles.
Tout cercle (Ci du faisceau (/) défini par (Ci) et (C2) est alors orthogonal à tout cercle t < '.' | du faisceau (/') précédent, car les plans de ces deux cercles sont conjugués, comme passant par deux droites conjuguées. Les deux faisceaux sont dits orthogonaux. Les points de base de chacun d'eux sont les points limites de l'autre.
Dans le cas particulier où (A) est tangente à (S), les points de base \ et B de (f) sont confondus; les cercles (C) sont ions tangents en A à (A). La droite i A ; est aussi tangente à (S) en A et d'ailleurs perpendiculaire à (A). Les cercles (C ) sont tangents en A à (A'j.
Le lecteur n'est pas sans remarquer l'analogie de ces propriétés avec celles qui ont été établies, au Chapitre précédent , à propos des faisceaux de cercles dans un plan. On peut d'ailleurs ramener les deux théories l'une à l'autre, en faisant une inversion ayant son pôle sur (S).
rANGENTES ET PLANS TANGENTS.
192. Tangente \ cne cm uni: définie PARAMânuQUEMENT. — Soit une courbe quelconque (G) de l'espace, dont les coordonnées du point couiant sont supposées exprimées en fonction <l un paramétré quelconque t. Soient M (a?, y. : i le point de paramètre t et
M(.r-)-Ajr\ i — A>-, ; ~ A: i le point de paramètre t -+- A/. La droite MM' a pour paramètres directeurs A,r. Ar, Ar. ou. >i I on
veut, — > — > — Supposons que \t tonde vers zéro et, par suite,
M' vers M(*). Les rapports précédents tendent vers les dérivées ..< ■'. y . :■' de ./ . y. z par rapporl à /. en supposant toutefois que ces dérivées existent. Si elles ne sont pas toutes trois nulles, elles Constituent les paramètres directeurs d'une direction bien déterminée, direction limite de la sécante MM'.
On peut donc affirmer «pie. moyennant les hypothèses faites sur i .■'. r . s', la droite MM' (end vers une position limite déterminée, quand M' tend vers M sur la courbe (2). Cette position limite est, par définition, la tangente en M à la courbe. Elle a pour paramètres directeurs x',y', z'] comme elle passe par le point M. elle est parfaitement connue.
On peut aussi prendre pour paramètres directeurs d<- la tan-
(l) En supposant toutefois les fonctions .z-. y, : continues pour la valeur considérée île /.
(■ ) Lorsque les dérivées x'. y', - n'existent pas toutes trois ou bien sont toutes nulles, on peut chercher les parties principales des infiniment pctii* Ad?, Ai. A;, en prenant St pour infiniment petit principal. En divisant par une puissance convenable de It, on aura, l> la limite, trois quantités non toutes nulles, paramètres directeurs de la tangente. Si l'un au moins des accroissements A /.Ai, As n'a pas de partie principale déterminée, il peut arriver que la tangente n'existe pas. Non- ne nous occuperons pas de ces singularités, qui se rattachent à l'Analyse plutôt qu'à la Géométrie.
gente les différentielles a'.r. >lv. <lz, qui sont proportionnelles aux dérivé» s #', y , s (t. I. u°137). Cela esl tout indique quand on lient à ne pas préciser le choix du paramètre /. comme il arrive, en particulier, dans certains problèmes, où l'on doit raisonner sur une courbe inconnue, qu'on se propose, par exemple, de déterminer in" 34<St.
193. Demi-tangente positive. — Imaginons qu'on ait choisi, sur la courbe, un système d'abscisses curvilignes (n° 11). Soient s et S-J-A5 les abscisses curvilignes des points M et M'. Supposons As >> o. Les cosinus directeurs de la demi-droite qui va de M
vers Al -ont -y » -j~, -y, en appelant / la longueur de la corde MM .
< )r. on peut écrire, par exemple,
Ax _ A.r A^
Lorsque 1s tend vers zéro par valeurs positives, il e?t clair que la demi-droite MM' tend vers la demi-tangente positive en Al (n° 11).
D'autre part, — tend vers -3- el y tend vers 1 (•) 1 t. L n" 172).
Donc, -r- n pour limite -s-« In calcul analogue donne le> limites / l as °
de -j- et de -^- Il suil de là que la demi-tangente positive, en M à la courbe 1 C) a pour cosinus directeurs
dx , dy dz
c/.v rf.s rts
194. Lorsqu'on emploie des coordonnées homogènes ou tétraédriques, on peut raisonner de la manière suivante. La sécante MM' est déterminée par les ieux points
M(x, y, z, t) et M'(.r — A.r, y -- A/, s -+- As, f -i- A/).
Mais on peut remplacer M' parle point i\l"i \x, A> -, \z, \t ) (n" I08 >, qui, lorsque M' tend vers M, a pour limite le point V(dx, dy, dz, dt). Les points M et P déterminent la tangente en M.
( ' ; Vers + 1 et non vers — i . puisque As et / sent
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19o. Lin plan est dit tangent à la courbe (G), lorsqu'il contient une de ses tangentes. L'équation générale des plans tangents <'n M est donc l'équation générale des plans passanl |>;ir MT. On peul La mettre sous différentes formes i n" 90). Signalons l;i suivante :
dy d:
où a, [ï, v désignent i rois nombres arbitraires, qui sonl . par exemple, les paramètres directeurs d'une droite du plan tangent non parallèle à MT.
196. Tout ce ([ni précède s'applique' à la Géométrie plane; il suffît de supposer 3 = 0. En particulier, si y désigne Van g le polaire de la demi-tangente positive, on a
dx
dy ds
Si l,i courbe est définie par une équation <\r la forme (3) y = f{x\
on peul prendre x pour paramètre /. Les paramètres directeurs <\f la tangente sont alors 1 et -~ ■ Le coefficient angulaire de la tan-
gente est donc
dy
dx
f'(x) {cf. 1. I. u" 60).
Dans le cas particulier où la courbe passe à l'origine, nue règle assez communément employée consiste a prendre pour coefficient
angulaire de la tangente la limite du rapport — quand x tend
vers zéro. Cela se justifie d'après la définition même de la tangente,
puisque — est le coefficient angulaire de la sécante joignant le point O
de la courbe au point infiniment voisin \.c y).
L'équation de la tangente en M à la courbe (.3) esi
Si l'on y fait ^ = o, on obtient, en appelant l* la projection de M
sur O.r el T le point de rencontre de la tangente avec cet axe,
TaNGEMTE A UNE COURBE PLANE DÉFINIE PAU UNE ÉQUATION
implicite. — Soit la courbe plane définie par l'équation
Si l'on imagine x ely exprimés en fonction d'un certain paramètre, d'ailleurs quelconque, l'équation de la tangente au point M(.r, y) est, d'après le numéro précédent,
dx dy
où X et \ désignent les coordonnées courantes. Or, x et y vérifient identiquement l'équation (4); on a donc, en différentiant (t. I, n° 140),
(6) f'xdx+Jydy = o.
Eliminant dx et dy entre (5 ) et (6), nous avons
Telle est l'équation de la tangente.
Dans le cas où /(x. y) est un polynôme, on peut la transformer comme il suit. Le terme constant
fait songer assez naturellement à l'identité d'Euler (t. I, n° 134-j. Si l'on désigne pary/ la dérivée par rapport à la variable d'homogénéité (t. I, n° 227), on a
(8) ■'/',- yfl + fl^mfix, y),
m désignant le degré de f(x,y). Or, pour les coordonnées du point M./(#, y) est nul; dès lors, (8) devient
vfx+yfy+f^o] a où
L'équation i - \ peut dune s'écrire
Si l'on passe en coordonnées homogènes, elle devienl
(10) XF'.-VF^-TF^u,
où ¥(x,y, t) désigne le polynôme /(.r, y) rendu homogène.
Au rcsle, il est aisé d'établir directement l'équation (ioj. Il suffit, en effet, de vérifier quelle est satisfaite pour les points
M(x, y, t) et V{d.r.dy,dt) (n° 194), c'est-à-dire qu'on a
(11) ■'■f.ï— jf;-wf, = o
et
(12) F , dx — Y ydy — F't dt = o.
Or, l'équation 1 1 1 1 n'est autre, en vertu de l'identité d'Euler. que l'équation de la courbe, qui est vérifiée identiquement par les coordonnées de M. Quant à d-2), c'est la même équation différentiée ; elle est également satisfaite.
Il est à remarquer que ce raisonnement convient tout aussi bien pour des coordonnées trilinéaires quelconques, auxquelles s'applique donc l'équation (10).
198. Points mlltipi.es. — L'équation 1 10) devient illusoire quand les trois dérivées partielles F'x, F'v. F^ sont nulles simultanément. Ceci ne peut arriver que pour des points particuliers de courbes particulières, car les trois équations homogènes
n'admettent pas, en général, d'autre solution que la solution zéro. Il existe. néanmoins, des courbes admettant de tels points, qui sont désignés sous la rubrique générale de points singuliers. On peut les caractériser géométriquement en étudiant l'intersection de la courbe, que nous supposerons algébrique ('), avec une sécante quelconque passant par M.
Déterminons cette sécante par un point quelconque W(x\y\t , autre que M. Les coordonnées d'un point quelconque P de la droite MM' sont de la
(') On pourrait aussi la supposer transcendante, pourvu que la formule de Taylor, écrite plus bas- lui fût applicable. Mais l'étude des points multiples n'a d'intérêt, à notre point de vue, que pour les courbes algébriques.
forme (n 153)
le poinl I' venant d'ailleurs en M pour X = o.
L'équation aux À des point? d'intersection île la sécante avec la courbe -'< crit
i i F( t ;4- Xr', y -^ '/.y', t -f- À /' | o
ou. en développa ni par la formule de Taylor (t. I. n"5 132. 136),
i '> F ■ ./•. r. h —>.../■' F , — I V\ :-/'!-',)-- — ( .i- F, — y F, — II", I- -t- . . .
Le poinl M se trouvant sur la courbe, F(x, y, t) est nul. On vérifie que l'équation (i5) admet X = o pour racine. Si le point J\l n'est pas singulier et si le point M' n'est pas sur la tangente en M, le coefficient de X n'est pas nul, la racine X = o est simple: on dit qu'un seul point d'intersection se confond avec le point M.
Au contraire, si M' se trouve sur la tangente en M, la racine X = o est au moins double et il y a au moins deux points d'intersection confondus avec le point M. Ainsi donc, la tangente en un point non singulier est caractérisée par la propriété de couper la courbe en au moins deux points confondus avec le point de contact (').-
Supposons maintenant qu'on ait affaire à un point singulier. Quel que suit M', l'équation (i5) admet la racine À = o à un ordre de multiplicité au moins égal à 2. Il en résulte que la propriété caractéristique d'un point singulier est que toute sécante passant par ce point coupe la courbe en au moins deux points confondus avec lui.
Envisageant tout de suite le cas le plus général, imaginons que toutes' les dérivées partielles de F(x, y, t) soient nulles au point M, jusqu'à l'ordre p exclusivement, auquel cas on dit que M est un point multiple d'ordre p. Quel que soit M', l'équation 05) admet X = o comme racine multiple d'ordre p. Autrement dit, toute sécante issue de M coupe la courbe en p points confondus avec .M et p seulement, du moins tant que la sécante est quelconque. Il y a au contraire au moins p-t-i points d'intersection confondus avec M, si le point M vérifie l'équation
(16 (x'F,.— yvy ~ i'F't)ip>= o.
Celte équation, algébrique et de degré p en x\ y\ t' , représente nécessai-
('j Cette propriété est, du reste, assez intuitive, d'après la définition même de la tangente. Lorsque la sécante MM' tend vers la tangente MT, le point d'intersection M' vient se confondre avec le point .M, qui appartenait déjà à l'intersection.
tan ,i;\ il - i.i pi \n.s rANGEîS i-.
renient un faisceau de p droites issues «le M. rai -i elle esl vérifiée par un point M-, elle I esl aussi pai tous les points de la «Imite MM . qm donnent, en effe t . tous la même sécante.
On voit donc que, parmi les sécantes issues de M. il \ en a /> qui donnent />-+-i points d'intersection confondus avec M. Par analogie avec le cas de /■ —i. nous dirons que oes p droite"; sonl (es tangentes au point M. <>n démontre d'ailleurs '(ne. dans l'hypothèse actuellement envisagée, la courbe alTecte, au voisinage du point M, la forme de /> branches se croisant en ce point et tangentes respectivement aux // droites ci-dessus déterminées Certaines de ces branche-, comme d'ailleurs certaines des p tangente- en M peuvent être imaginaires. Plusieurs tangentes peuvent aus=i se confondre. L'étude des diverse- particularités que peut présenter une courbe au voisin d'un point singulier est fort difficile et complètement en dehors du cadre de cet Ouvrage. Contentons-nous de résumer les résultats précédents en un énoncé qui. seul, devra rester dan- la mémoire du lecteur :
I n point M est multiple d'ordre /> lorsque toute sécante issu* de ce point coupe la courbe en p points confondus avec lui et p seulement. Il y a /> droites qui coupent en an moins p-\-\ points confondus avec M : ce sont les p tangentes en Vf.
inalytiquement, un tel point est caractérisé par le fait que 1rs dérivées partielles du premier membre de l'équation homogène de la courbe doivent s'y annuler jusqu'à l'ordre /> exclusivement.
I lorsque /> = 2, on dit aussi qu'on a un point double. Les deux tangentes ''n ce ppinl peuvent alors être réelles <•! distinctes, imaginaires ou confondues. Dans le premier cas, deux branches réelles se croisen.1
en M (fig- 18, a). Le point esl appelé point nodal. Dans !-• second
1 ') On peut observer que -i M se déplace sur l'une <le ces branches, en se rapprochant indéfiniment du point M. la sécante MM', qui, primitivement, coupait la courbe en p points confondus avec M et en un point confondu avec M', la coupera, à la limite, en /i + i points confondus avec M et sera devenue, par conséquent, une des p droites que nous avons appelées tangentes au point M.
cas, les branches qui se croisent en M sont imaginaires; à part le point M, la courbe ne possède aucun point réel au voisinage fie ce point, qui est appelé, pour cette raison, point double isolé{fig. 18,6). Dans le troisième cas, deux branches arrivent en M, tangentiellement à une même droite. Ordinairement, la courbe affecte la disposition (c); le point M est dit point de rebroussement. Mais on peut aussi avoir l'une des dispositions (d), (e), (/). Il peut arriver aussi que les deux branches de courbe qui arrivent en M soient imaginaires conjuguées (l). La discussion des conditions dans lesquelles se trouve réalisée l'une ou l'autre des dispositions ne rentre pas dans le cadre de cet Ouvrage ( - >.
Lorsque p = 3, \, . • • • le point M est appelé point triple, quadruple, ....
Remarque. — Les calculs précédents sont évidemment valables pour des coordonnées trilinéaires quelconques. De plus, le point M peut très bien être à l'infini. Ce cas sera étudié à part au Chapitre X\ .
199. Poijvt multiple a l'origine. — Il est particulièrement commode de reconnaître la nature d'un point, au point de vue multiplicité, lorsque ce point est à l'origine des coordonnées (3 i.
Ordonnons l'équation de la courbe, en coordonnées cartésienne^, non homogènes, par groupes homogènes de degrés croissants; soit
d- i zp(x, y) + ç/( . ,-./-. ,)—...— o,„(a?, y) = o,
où -ïq(x,y) désigne un polynôme homogène et de degré q. La courbe passant à l'origine, son équation ne renferme pas de terme constant, de sorte que y? est >i.
Menons, par O, une sécante quelconque O A, de paramètres directeurs a, b. Les coordonnées d'un quelconque de ses points sont de la forme za. zb. L'équation aux p de ses points d'intersection avec la
(') Nous supposjiis, bien entendu, que le point M et les coefficients de l'équatiou de la courbe sont réels.
(2) Cf. Nii; n" 28 à 31.
( ) Dans la pratique, lorsqu'on soupçonne qu'un point à distance linie est multiple, on y transporte l'origine des coordonnées. On a alors un moyen facile pour reconnaître l'ordre de multiplicité et pour avoir les tangentes.
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courbe s écrit dé> lors
(i8; ?/'?/l(«, 6) + ?/'-«-«?,,+ ,(«, 6.1— . ..— y»zm(a,b) = o.
Si la sécante est quelconque, elle admet la racine p = o comme racine multiple d'ordre />; p points d'intersection sont confondus avec O, qui est un point pnpl*. En annulant le coefficient de pP, soit
(19; zl,(a,b)^o,
on obtient la condition pour que Oa coupe en au moins p -\- 1 point-, confondus avec O. Comme a et b sont, en somme, les coordonne-, d'un point quelconque de celte droite, on peut dire que l'équation
définit le faisceau des p tangentes en O (n° 77 1.
Nous pouvons finalement énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Lorsque les termes de moindre degré d' une équation algébrique en x, y son/ de degré p, l 'origine des coordonnées est un point mul(iple d'ordre p, dont les tangentes sont obtenues en annulant l'ensemble de ces termes de moindre degré.
Il e>t à remarquer que cet énoncé est valable pour p = 1 . c'està-dire quand O est un point simple; en annulant L'ensemble des termes du premier degré, on obtient l'équation de la tangente en ce
point.
^00. L'emploi des coordonnées trilinéaires donne lieu à un théorème analogue. Imaginons, par exemple, qu'on ordonne l'équation suivant les puissances décroissantes de s :
(21) *'"-/' ç,,(.r, y) 4- z»<-P-iç/)+l(x, y) -+-. .-.-h <?m(x,y) = o.
En répétant le raisonnement ci-dessus, on verra que toute sécante issue du sommet A 10, o, 1) coupe la courbe en p points confondus avec ce sommet, qui est un point multiple d'ordre/?. Le faisceau des tangentes en ce point a pour équation
201. Points multiples d'une courbe définie pàaamétriqt ement. —
Soil la courbe plane < ' | définie par )<•> équations
On reconnaii que cette courbe admel an poinl M,,( /,,. r„ i pour poinl multiple d'ordre // à ce fait qu'il existé p valeurs différentes
de /. soient i,. t2 //;. qui donnent à x ely les valeurs xe et y0
A chacune «le ces valeurs t/,. correspond une branche de courbe passant par M(l. donl les points sônl obtenus en donnant ù t des valeurs voisines «le ih. La tangente <jn \l„ à cette branché a naturellement pour paramètres directeurs /'(<*), g' (j'h )•
De ce qui précède, résulte la méthode générale de recherche des peints multiples, en équations paramétriques. On calcule, si elles existent, les solutions du système
/l t)—/(t')=o, §-(< — g(t')= o, pour lesquelles t ^ /'.
Lorsque les fonctions /' et g sont rationnelles, on peut se débarrasser de cette dernière restriction, en remarquant que les premiers membres des équations précédentes sont divisibles par / — /': on effectue .la division et l'on obtient, comme quotients, des fonctions s\ métriques de /, t' (3). C est en égalant ces quotients à zéro qu'on obtient le véritable système donnant les points multiples. Comme il est symétrique, il y aura généralement avantage à prendre pour inconnues auxiliaires les fonctions symétriques élémentaires p = t-h t', q =t£ (t. I, n° 239i.
En général, chaque solution en p, q donnera un point double, puisqu'il lui correspond seulement deux valeurs différentes de / donnant les mêmes valeurs à x, y. Mais on conçoit très bien que deux solutions différentes (p, q) et ( Pi, q\\ puissent donner deux couple^ (t, t' ) et (tx,t\) admettant une valeur commune, par exemple fj— t' i i). Dans une telle hypothèse, on aura trois valeurs différentes de t donnant les mêmes valeurs à x, y, donc un point triple. On généralise sans peine. •
( ' ) Ce que nous allons dire s'applique aussi aux courbes gauches. Dans ce cas. les trois coordonnées ./ . v. c doivent reprendre plusieurs fois les mêmes valeurs.
('■ ) On suppose, bien entendu, que ceci n'a pas lieu pour tous les points de la courbe, c'est-à-dire que la représentation paramétrique est propre ( n° "264).
( ) La fraction = garde, en effet, la même \;ileur. quand on échange
t et t .
< ) On le reconnaît à ce que les équations i- — pt ■+■ q = o et tz — pxt -+- qv — o ont une racine commune.
•2 )2. Points de rebroussement. — Imaginons qu'a/ie solution /<. >/ conduise à une racine double en t, c'est-à-dire que l'on ait t = ( . Les deux branches de combe qui passent au point correspondant M,, sont alors confondues; on doit donc avoir un point de rebroussement 1 ' 1.
O- T- , , • fit)— f(t')
bi Ion observe que le quotient : — tend, lorsque / tend vers t,
\er- la dérivée /'(t), on voit que, dans le cas particulier actuellement considéré, la racine double / doit annuler à la fois f \ ( cl g'\ 1 . Or, il n'est pas difficile de voir que c'est là une propriété caractéristique du point de
rebrousse nie nt .
t- rr ■ d.r dy . . . .
hn elret, si — - et -5- s annulent simultanément 1 >■ >u i- / = t», lorsque t tradt dt '
verse, en croissant, cette valeur particulière, x et y doivent simultanément changer de sens de variation, c'est-à-dire passer par un maximum ou par un minimum. Il s'ensuit, de manière évidente, que le point M (a:-, y) ne peut continuer à se déplacer dans la même direction. Il rebrousse chemin, suivant une nouvelle branche de courbe. A vrai dire, nous ne savons pa< <i cette nom elle branche sera tangente à la première; autrement dit. nous ignorons -1 l'on n'aura pas un point anguleux (t. I, p. 7>, note); Pour le discerner, il faut
étudier le rapport -j- ■> au voisinage de t r0. On cherche sa limite lorsque t
tend vers t0 successivement par valeur- inférieures, puis par valeur- supérieures; on obtient ainsi les coefficients angulaires des tangentes aux deux branches. S'ils sont confondus, on a un point de rebroussement dont on connaîtra, du même coup, la tangente (2). Ajoutons que cela arrive toujours lorsqu'on a affaire à une courbe algébrique, car on démontre que le point anguleux ne peut exister que dans les courbes transcendantes ( Nu, n 22
203. Plan tanoent a une surface. — Soil une surface (S) que nous supposerons d'abord définie paramétriquement. Par le point M. de paramétre- u. v el de coordonnées j\ y. z. traçons une ligne quelconque (G), située sur la surface. Les paramètres directeurs de la tangente MT a cette ligne sonl dx. dy. dz i u° I9l2). c est-à-dire
Tv
dx dx . Oy dy dz dz — du - dv, ~du-\--~-dv. —du dv.
<>u oc du oc ou dv
(') D'une façon plus précise, ou peut concevoir une courbe, dont les coefficients dépendraient d'un paramètre variable a. de telle manière. qu'un point double (t,t') tende, lorsque A tend vers /, . vers un point de rebroussement \ t .
(-) Cette tangente n'est plus donnée par la règle ordinaire, puisque x' et y sonl nuls.
Les équations paramétriques de cette tangente sont donc (n° 95)
\ du dv
I -t- du di
dv
' \ du
dx
dû
dv
ày
du
ày
dv
dz
dz dû
En éliminant a du et a dv entre ces trois équations, nous avons l'équation du lieu engendré par MT, quand on fait varier la ligne (G) sur la surface, tout en la faisant passer par M,
Cette équation représente un plan (.'), qui est appelé le plan langent en M à la surface
Remarque. — Le plan tangent dépend, comme son point de contact, des deux paramètres indépendants u et v. Il eh est. du moins, toujours ainsi en apparence. Cependant, nous verrons (n° 281) qu'/7 existe des surfaces, appelées suif aces dèveloppables, dont le plan tangent ne dépend que d'un seul paramètre. Effectivement, on peut très bien concevoir que l'équation (24), tout en ayant l'air de dépendre à la fois de u et de c, ne renferme ces deux paramètres que par l'intermédiaire d'une certaine fonction A de u et de w Dans
(') A. condition, toutefois, que les trois mineurs
dy i)z dz <)y dz dx dx dz <)x <)y tiy ilx
du <>v du dv du dv du dv du dv du "*•
. • dx ày ôz ne soient pas simultanément nuls. Lorsqu il en est ainsi. — > -1- > — sont pronr- ^ H dv dv dv v r
tionnels à — * — > — : la tangente MT est fixe, d'après les équations (23). Tout ce ou du du 1 m v
... ... ,, . ..... • ,. dx dx
qui précède suppose aussi, bien entendu, I existence des dérivées partielles — . — - ■ • • rr r itu <>c
au point M considéré.
ce c;i-;. le pian tangent ne dépendra que de la valeur de ) . Mais alors, il touchera la surface en une infinité de points, à savoir tous les points dont les u. c donneront la même valeur à la fonction /.. Nous verrons d'ailleurs que ces points sont en ligne droite (n° 2X1 |.
20i. Soit maintenant une surface | S) définie par l'équation
Menons encore, par le point \li.r. r. ci el sur la surface, une ligne I r, j quelconque. La tangente MTà cette-ligne a pour «'([nations
il.r cl y a z
Or, quelle crue soit la ligne (G), du moment quelle est tracée sur (S), les coordonnées de ses différents points satisfont à ( a.Vi. donc aussi à l'équation différenciée
f'xdx + f'ydy + f<zdz = 0.
L'élimination des paramètres homogènes tlx. <7r. dz entre * 26 1 et ( :>.- 1 est immédiate el donne
(X-a)/t+CY-jr)/;+(Z-i)/î = .o.
Cette équation représente encore un plan, lieu <\e> tangentes telles que \1T : c'est l'équation du plan tangent.
On peut remarquer son analogie avec l'équation (7). Un calcul entièrement analogue à celui du n" 197 permet aussi de l'écrire sous la forme
ou, en coordonnées homogènes, . ,
(3o) X FÏ+Y Vy /■ F'.+ TF'(= o,
équation qu'on peut aussi vérifier directement, comme au n" 19?.
Il arrive quelquefois qu'on donne l'équation de la surface sous la forme
Haag. — Cours. II. 1 i
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I . c<| ii, m ion (28) ilc\ ienl alors
àx dy
<>z dz
ou. <'u posant, >in\;iiii une m >i ;i 1 1< >n courante, n = — > q= — >
1 ' ox ' Oy
(3 2 ( Z — S 1 = /> I X -!F)4- fff^ — ) ' ' .
205. I V.N6EJVTE \ 1 M: COI RBE DE L'ESPACE DÉFINIE PAR DEUX ÈQTJA-
nojvs implicites. — Soil la courbe définie par les équations
Elle esl à la l'ois sut les deux surfaces < / 1 el 1 g . Donc, sa tangente est à l'intersection des plans tangents à ces deux surfaces ; elle a pour équations
!2(K). Points multiples. — L'équation ,(3o) devient illusoire quand les quatre dérivées partielles I-,. I,. FI, I-, sont nulles. On dit alors que le point M est un point singulier.
En répétant exactement les mêmes calculs qu'au 11" litS. i>n obtient les résultats suivants, que nous uous contenterons il énoncer :
1" Les tangentes à une surface eii un point non singulier sont caractérisées /><tr lit propriété de couper cette surface en deux points confondus avec ledit point.
20 Un point M est multiple d'ordre p lorsque toute sécante issue de ce point coupe la surface en p points confondus avec lui et p seulement. Il y a une infinité de droites <jui coupent en au moins /> — | — 1 points confondus avec M : on les appelle les tangentes en M ; leur lieu est un cône de degré p 1 ' 1.
Analyliquement, un ici point est caractérisé par le fait que les dérivées partielles du premier membre de V équation homogène de la surfne,- doivent s'y annuler jusqu'à V ordre p exclusivement.
Pour cette raison, un point multiple (/*>i) esl aussi appelé jx>iiit conique. Bien entendu, il peut arriver que le cône dégénère; par exemple, il peul poser <;;i p plans, réete ou imaginaires, distincts ou confondus.
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I Longue le point est à l'origine des coordonnées, V ordre de multiplicité est égal au degré des ternies de moindre degré ; le cône des tangentes est obtenu en anniïlant l'ensemble de ternies.
Cette dernière partie de I énoncé - établi! en raisonnanl comme aii M' L99 et s'étend (cf.. n°200) aii cas où !<■ point étudié est, en coordonnées tétraédriques, un sommel du tétraèdre de référence.
^()7. ËQt \TH>\ r \ \i;i.\ Il KI.LE I) l'NK COURBE l'I.VM . I.l.llll il'ilHH'C
mie courbe (C) dans le plan xO r. <>n appelle équation tangentiellé de cette courbe La condition à Laquelle doivent satisfaire Les coefficients //. c, w pour que La droite
(3j » \ r\ — ir = ii
lui soil tangente i cf. n" 293 i.
On peul imaginer diverses méthodes pour la calculer.
D'abord, Lorsque La courbe (C) esl définie géométriquement, on peul quelquefois utilisa- une propriété caractéristique simple de sa tangente. G'esl ainsi que nous avons procédé pour !«• cercle ! n 1(35 i.
On peul aussi, el c'esl souvenl assez pratique, exprimer que la droit'- (35) coupe la courbe en deux points confondus. V cei effet, on forme L'équation qui détermine, par l'intermédiaire 'I une inconnue quelconque, Le plus convenablement choisie I ' I, les points d'intersection de La droite avec la courbe. Puis, on écril que cette équation a une racine double.
Lorsque La courbe esl donnée par des équations paramétriques, ou peut, en outre «le la méthode précédente, identifier L'équation avec l'équation de la tangente en un point quelconque, de paramètre t. Puis, on élimine ce dernier entre les équations d'identification
Supposons enfin nue La courbe soil définie par L'équation
(l) Cette inconnue seraj par exemple, l'abscisse, l'ordonnée, ou bien un paramètre p "ii X n 72) relatif ;i la droite, ou bien ua paramètre t relatif à la courbe, lor- [u'on connaît des équations paramétriques de cette dernière.
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Identifions l'équation (35 > avec l'équation (9) de la tangente au
point M '/.n :
U V IV
Pour que la droite (35) soit tangente, il faut et il suffit que l'on puisse déterminer x el r. vérifiant à la Fois 1 36 > et 1 ■>- 1. On peut observer que l'on doit avoir aussi
■ 38 1 ux -+- rj' h- ir = o,
puisque M diiii se trouver aussi bien sur la tangente que sur la courbe. Mais ce n'est pas là une nouvelle condition à ajouter aux précédentes, dont «'lie est une simple conséquence algébrique^ La valettr commune «les rapports 1 .''>- 1 est, en effet, égale à
■''/.. -.>;/',—.// mf\ x,y
u r vy -+- w ux — vy — w
comme on le voit en multipliant haut et Las le premier rapport par x. le deuxième par r. le troisième par c et ajoutant terme à terme. Dè> lors, m l'on a 1 36t), on a^aussi | 38), 'car les rapports 1 07) ne peuvent être nuls tous trois, sans quoi le point M serait un point singulier et l'équation (9), qui nous a servi de point de départ, ne sei-ait plus applicable. Réciproquement, si l'on a (38), on a aiessi (36), car les rapports ( 37) 'ne peuvent être tous trois infinis, puisque les coefficients u. e. w ne sauraient s'annuler simultanément. 11 est donc loisible d'adjoindre aux équations (3<y), soit l'équation (36), soit l'équation 1 38 >. D'où la règle suivante :
lirt.LK. — Pour former V équation tangentiélle de la courbe (36), on élimine x et y entre les équations I >; I el 1 36 1 ou bien entre les équations < .'>-') et (38) (').
Remarque. — L'équation tangentiélle d' une courbe algébrique est algébrique. Car elle est obtenue par des calculs algébriques.
(l) En général, l'équation (38) est préférable à (36). D'aboi'd, elle est de degré moindre. Ensuite, l'élimination entre (3-) et (36) offre l'inconvénient, implicitement signalé Jans le texte, de conduire à une équation qui, et priori, doit être vérifiée identiquement, quand la courbe présente un point deuble. Pour éviter cette difliculté, il faut bien prendre garde, dans les calculs de l'élimination, de rejeter toutes les valeurs de x, y qui annuleraient les rapports < '■'•-).
Équation tangentielle d'une courbe de l'espace <>i dune
[• ; •■ *,<::■: . — ■ < 1 esl la condition pour que le plan
soit tangenl à la courbe ou à l;i surface.
S'il s'agit <l'une courbe, on exprimera généralement qu'elle coupe le plan en deux points confondus. On peul aussi procéder par identification de l'équation (3g) avec l'équation générale des plans tangents.
S'il -';i-if d'une surface définie paramétriquement, on identifie >g avec l'équation (24). Puis on élimine les paramètres [q<«'l faudra désigner par d'autres lettres que m et >. pour éviter toute confusion avec les coefficients <le (3i))] entre les relations obtenues.
Si la surface est. au contraire, définie par l'équation a5 1, <>u identifie | H» 1 avec ( >9) :
U V iv r
Puis, on élimine x, y. z entre (4°) ef (2^) "ll ^lr/> entre et (4i) {cf. n" 207 1 :
( j 1 UX -+- r )' -+- W-5 -H /' = O.
En général, cette élimination conduit à une seule condition enter u. e. <r3 /•. Lorsque cette condition est remplie, les équations [o) et ( »i), par exemple, ont une seule solution commune en x. y. ; : le plan (39) est tangent en un seul poinl à la surface^ qui n'est pas développablè (n° 203).
Il peul arriver, au contraire, que l'élimination conduise à deux a/nations tan gentie lies. Lorsqu'elles sont vérifiées, on < I « » ï t constater que le système 1 î<> . > ji admet une infinité «le solutions eux- y. z. à savoir les coordonnées des points d'une droite, toul le long de laquelle le plan 1 [3g 1 esl tangent à la surface. Le plan tangent ne dépend plus que d'un paramètre : la surface esl développablè (n° 203).
Il ne rentre pas dans le cadre de cet < ouvrage de chercher à quelle condition <l<>ii satisfaire la fonction f\ ./■. r. c 1 pour que la surfa* e soit développablè. Contentons-nous de faire observer au lecteur que, s'il fait son élimination correctement, sans se tenir nécessairement
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pour satisfait dès qu'il a obtenu une relation entre //. r, <r, /■, il saura toujours reconnaître les c;i^ où il se trouve dans cette circonstance l>;iri iculière.
209. Normales et plaks normaux. -- On appelle n ormaie à une courbe toute perpendiculaire à une tangente MT à cette courbe, menée par le point de contact M. qui s'appelle aussi !<• pied de la normale. Les normales en un point donné soni eri nombre infini et engendrent le' plan normal à la courbe, qui es t. le plan, nient'' par. M, perpendiculairement ;'i la tangente MT. Il a pour équation, en coordonnées rectangulaires,
! > \ / ilx — i Y — y ) dy — (Z — z) dz = o;
puisque les paramètres directeurs de la tangente soni da . <ly, dz. On aura une normale quelconque en adjoignant à relie équation l'équation d'un plan quelconque passanl par M.
En Géométrie plane, il n a >\ qu'une seule normale, située dans le plan <le la courbe. Lorsque celle dernière est orientée, nous conviendrons d'appeler demi-normale positive la demi-droite déduite de la demi-tangente positive par une rotation de H — « Si -j. désigne, comme au n° 196, l'angle polaire 'de la demi-tangente positive, celui île la demi-normale positive sera «loue a— J — - •
Soit I' la projection de M sur Ox ei soil ÎS le point de rencontre de la normale avec cel axe. On appelle soùs-normale la quantité l'^N Si les axes sont rectangulaires, on a (n° 196)
l*\ = == = ri .
pt _Zi y
210. On appelle normale à une surface ^ en un de ses points, la perpendiculaire menée, parce point, au plan tangent.
Si la surface esl définie paramétriquement, en coordonnées rectanr gulaires, elle a pour paramètres directeurs
oy oz
dz dy
• n dz
n.r dy
dy dx
du oc
dit dv
nu dv
mi dv
du àO
Ou dv
comme il résulte de l'équation i \ j i.
Si la surface esl définie par l'équal ion i 20 >, la novmale en M 1 ./ . i\ c a pour paramètres directeurs / , . /, . / ! ' . comme il résulte de l'équa- I ion | 28 (.'
( hi appelle plan normal a nue surface toul plan passanl par une de ses n< irmales.
Lorsqu une courbe <l«' l'espace esl définie par deux équations implicites, telles que (33), son plan normal en M 1 ./ . 1 . a esl défini par les normales aus deux surfaces | f) <■( > g 1. que nous supposons non tangentes en M * ' 1. Il a pour équation (n" 91 1
/. fi fz
Les paramètres directeurs <l une quelconque des normales <'ii M
Mllll
où À. désigne un paramètre arbitraire.
21 i. Problèmes on ers. A propos des tangentes el plans tangents, normales el plans normaux, <m peut se poser différents problèmes-, dont nous allons (lin- quelques mots.
Problème I. - Détermine?' les tangentes a uni courbe plane, qui passenttpar tin point donné <lc son plan.
Si l'on connaît l'équation de la tangente en fonction il un paramètre /. comme cela arrive lorsque la courbe esl donnée par des équations paramétriques, il suffît d'y remplacer les coordonnées courantes par les coordonnées x0: ),, <ln poinl donné. On obtient l'équation aux / des tangentes cherchées.
Si la courbe esl donnée par l'équation 1 \ 1, on écril que I équation (9) est vérifiée pour X = x0, ^ ==j'o- On obtient une équation en .1 . y ([ni, jointe a j . permet «le calculer les coordonnées des points de contacl des tangentes cherchées.
>i l'on connaît l'équation tangentielle de la courbe, soil
a. ts ( u, p, w ) = o.
Lorsque les surfaces sont tarïgentes, voir a° 343,
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il -iifïii d'adjoindre à celle équation la suivante :
( \~ i UXq+ CJ'o-r- W = O,
qui exprime que la droite (35) passe par le point donné. Eliminant w entre ces deux équations, on a
i ;s i ôi w, c, — ux0 — vyQ i = o,
équation homogène en //. c, qui détermine les directions des tangentes cherchées. En particulier, si l'on remplace u par ni et v par — 1 . on obtient Y équation aux coefficients angulaires
i ',(| i o i »i, — i . ,r„— mar0 l = o.
*2\^2. Classe d'uwe courbe plane algébrique. - (.est le nombre des tangentes qu'on peut mené)- à celle courbe par un point quelconque de son plan. Ce nombre es! évidemment égal au degré de l'équation (48) en //, e, c'est-à-dire égal au degré de V équation iangentielle (46)-
On peut aussi calculer la classe en parlant de l'équation ponctuelle i 4 i. Les points de contact des tangentes issues du point Li.r,,. \\ l sont à l'intersection de la courbe proposée avec la couche représentée par l'équation
Si m est le degré <le (4), m — i est celui de 5o). D'où il résulte que les points de contact cherchés sont au nombre de nu m — i) i n" 46 i. La clause d'une courbe algébrique de degré m est donc égale à m\ m — i i.
Il importe d'observer que cet énoncé doit être néanmoins soumis à des restrictions. Les équations (4) et i 5o i sont, en effet, toutes deux vérifiées pour f'x= o. /,'- = o. fî= o, c'est-à-dire par les coordonnées des points singuliers. lorsqu'il y en a. Or, les droites joignant ces points au point P ne sont pas des tangentes; de sorte qu'il convient de réduire la classe précédemment calculée du nombre d'unités fourni par les point* singuliers dan- le dénombrement des points d'intersection des courbes i j i el i ïo).
Il v a là une source de difficultés, que non- ne pouvons aborder ici. Contentons-nous de signaler, sans démonstration, que. dan- le cas où la courbe présente d points doubles et /• points de reb.roussement , «an- présenter d'autres singularité-, la classe est égale à m(m — i) — id — >/-, d'après Plucker i ' .
(<) Cf. Nn,*n- 15.
Problème II. — Déterminer les plans tangents menés. par
une droite donnée à une courbe donnée de /'espace ou à une surface donnée non développable.
Ce problème se résout d'une manière analogue au précédent.
Contentons-nous de dire que si
1 5i) ?("> vi w-> r) — °
est l'équation tangenlielle de la courbe ou de la surface el m
1 . 1 2 1 uxx — vxy '-+- wt z -t- rt= o, i/jT-c.,/-mv.,:-;';=o
sont les équations de la droite donnée, les plans tangents cherchés ont pour équation
1 >3 1 1 ll\ — \Ui \X — 1 Ci — Ai', \y — 1 W, — À IV, \Z -+- Tj - A/v, = O,
a étant déterminé par l'équation
(54) <p ( u>\ — À"2, t'i — / *',. f| -1- ). wâ, /-i + X/"2) = o.
Lorsque la courbe ou la surface sont algébriques, l'équation (5i) l'est aussi et son degré est égal au degré de l'équation (54 > par rapport à a. Il indique le nombre des plans tangents </ui passent par toute droite de l'espace, nombre qui est appelé la classe de la courbe ou de la surface.
Problème III. -- Exprimer qu'une droite donnée de l'espace est tangente à une sur/ace donnée.
On exprime qu'elle coupe la surface en deux points confondus ou bien (n° 306) que. parmi les plans tangents qui la contiennent, il v en a deux qui se confondent.
214. Problème IV. — Mener, par un point donné, les normales à une courbe ou à une surface donnée.
S'il s'agit d'une courbe en Géométrie plane, on écrit que la normale en un point quelconque passe par le point donné. On obtient l'équation aux / des pieds des normales, si la courbe est définie paramétriquement. Si la courbe est définie par l'équation l j \. on obtient
(55) (x0— x)f'— (yo—y)fx=o.
riÎ5 CHAPITRE Mil. — TANGENTES ET PLANS rANGENTS.
Cette équation représente une courbe, qui qoupe la proposée aux pieds des normales cherchées. Remarquons que si la courbe donnée esl algébrique el de degré ///. il en esl de même, en général, de la courbe 55 i : «le sorte que Ir problème comporte m- solutions. Mais il peut \ avoir des exceptions a cette règle.
S il s agii il une courbe dan- l'espace, que nous supposerons définie paramétriquement, on écril que le plan normal passe par le point donné. On obtient l'équation aux / des pieds des normales.
S il s agit ,| imi. surface, on écril que la normale passe par le point donné. On obtient deux équations qui, jointes à l'équation de la surface, déterminent les pieds (les normales cherchées.
zlo. Podaikes. - On appelle podaire d'une courbe on d'une surface relativement à un point O le lieu des projections de O sur les tangentes <>u plans tangents a la courbe ou la surface proposées.
La podaire d'une courbe C esl une courbe 1' i '). La podaire d'une surface S est une surface ï ou une courbe l\ suivant que S n'est pas mi esl développable.
Dans le cas d'une courbe plane, lorsque l'on connaît l'équation canonique de la tangente
.'■ i -M» 's - y s'ni ce — j'{ 01 = 0,
on peut eenre immédiatement l'équation polaire de la podaire pai rapport à l'origine :
< >n appelle antipodaire d Tune courbe <>n d'une surface une courbe ou une surface admettant la proposée pour podaire. Les antipodaires sedéterminenl parla théorie des enveloppes (Chap. XIX i.
-i l'on définissait cette podaire comme lieu des projections «le O sur les plans tangents à C, ce serait nue surface engendrée par des cercles passant par 0 ou, si l'on veut, l'inverse d'une surface réglée ( n" 'Mu).
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216. Méthode générale. Soil une coxirbe (G), donl nous imaginons les coordonnées a ■. i . ; du poinl courant M exprimées en fonction d'un paramétre t. Soil "N i ,, < ./',,. r„. s0) IIM point particulier, de paramètre t0. On peul se proposer d'étudier certaines propriétés de celte courbe, ne faisanl intervenir que les points voisins de M0. c'est-à-dire donl le paramétrées! voisin de /„■ Il esl alors commode de procéder de la manière suivante.
Posons/ /„--// (ou h, si t0 30 ). Puis,. calculons les déve-
loppements limités, d'ordre n (t. I. n" HO), de /. ». 3, suivant les puissances croissantes <l<- h, soient
( ./• - r„ -,/,// ,, ir ... + anhn + y-li" i i ,, ■+- 0{/i -t- l> h- -
C, II
bnh" -f- W*"-4 '.
les fi. I>. c désignant des constantes et y, [3. restenl finies pour A I ,es fonctions
i : .'■,, -i a\fl ■- a Ji7 -t- . .
des f onc ti ons de h , « 1 1 1 1
représentent, comme on sait, .''. i. s, avec une approximation d'ordre n -\- 1 , si // est infiniment petit du premier ordre. Il s'ensuit que la courbe (y ('), définie par les équations paramétriqiu peut remplacer la courbe (C), '/// voisinage de M-0, avec la même
(l) Elle esl algébrique, unicursale, de degré «. Ses points à l'ipfini sont tous confondus: pour celle raison, on dit quelquefois que c'est une parabole rf'oi par analogie avec le cas 'le n — 2.
(Il U'ITHi: \l V.
ipproximation, La distance des points homologues M(a?,jK,s) eL
(3) M ;jl = ^, ./■ — ; .2 — i r -v-';-I >2 = /*"-,-1\V--r- ,V2-r- 7- : elle es! infinimenl | > « * t i t <» d'ordre au moins égal à ri-\-\.
"2\~ . Positiob d'une courbe plane par rapport a sa tangente. — La courbe (C) étanl supposée plane, menons la tangente M„T0 au point M0. Si l'on donne à h de petites valeurs positives, le point M décril un petit arc, aboutissant au point M„. que nous appellerons, pour abréger, Y arc élémentaire positif. Si l'on donne à h des valeurs négatives, ayanl de petites valeurs absolues, M décril, au contraire, Y aie élémentaire négatif. Supposons maintenant, [tour fixer les idées, que M0T0 ne soit pas parallèle à Or C) et menons, par M„, cette parallèle, soil M0X. Nous formons ainsi quatre angles : i . :•«.. • >. 4-
Cela posé, nous nous proposons de reconnaître successivement dans lequel <lc ces quatre angles se trou ce cime un des deux arcs élémentaires positif et négatif précédemment définis.
C'est en cela que consiste, d'une façon précise. Vétude de la position d'une courbe plane par rapport à sa tangente.
Soit
■ i ÀX+ 15V — C = o
l'équation de la tangente M0T0. Pour savoir de quel côté se trouve le point M(x,y) par rapport à cette tangente, il suffît (n° 71) de connaître le signe de la quantité
V = Ax 4- B>-+- C.
De même, pour savoir de quel côté se trouve le poinl M par rapport à M,,/., il suffit de connaître le signe de x — x0. Or, ces deux quantités sont infiniment petites avec h : on aura donc leurs signes, pour les petites valeurs de h. en calculant leurs parties principales (t. 1, n° 123). Ces parties principales étant acquises, on y supposera successivement A o, puis h <Co- La considérai ion de- signes obtenus donnera la réponse à la question posée i - >.
- M I ■ Lait parallèle à Oy, on mènerait M,-,/, parallèlement à Ox. (-) Bien entendu, il faudra, au préalable, déterminer la région positive de la droite M0T0, définie par l'équation (\).
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"218. Entrons un peu dans le détail des calculs, en non- boraanl
au cas où les coefficients a,, l>{ «1rs développements | ■ sont pas
simultanément nuls ( ' >. Si nous remarquons que ce sont les valeurs des dérivées ',4- -ttj pour h = o, l'équation de la tangente M„ I ,
(Ih an ' l
s écnl
mi
(G) at(\ — .)'„ 1 — 6] \
Telle es! L'équation qui < l< >ii jouer le rôle de L'équation i {). On à
Pour calculer la partie principale de cette expression, aous devons (t. [, n" 1±2 1 remplacer x ci r par les développements (i), poussés jusqu'au momenl où Ton obtient un terni»: aon nul dans \ Le terme en h disparaît identiquement. Le terme en A- es!
(ût, 6a — b\Ctz)h-. En -encrai, il ll'esl pas nul cl constitue la parti-
principale cherchée.
Quant à celle de x — x0, elle est égale à <iji. car atyéo, <lu fait qu'on ,i supposé M„ I '„ non parallèle à Or. Supposons, par exemple, rt,>o. La région positive de M0T0 est celle qui contient le point à l'infini sur la partie positive de ( ) r.
Si a{ &a— l>\ «2 "• N est > o, quel ([ue soit le signe de h. Donc, les deux arcs élémentaires issus de M„ sont au-dessus de M„ I „. I arc
positif à droite, l'arc négatif à gauche {fig- |(i- " • <)" dit que la courbe est concave, en M„. vers les y positifs.
as est d'ailleurs !<■ plus fréquent. Lorsque <*,— 6, - o, le point M ■i point de rebroussemeut (n° 202), circonstance évidemment exceptionnelle.
222 i II VI'ITHK XIV.
Si (/, //o- A, a2 o, \ est < o : onaladisposition'delafigure i \\.î>: la courbe est concave vers les y négatifs.
Examinons maintenant le ca> particulier où (/,/a— ^«r-n. Le terme en A:' de \ est (a(63 «:»61 i//:). Il n'est pas nul, eu général. Si ",/>:, -a$b( o, \ a le signe de // : ori a la disposition de la figure 19, g. Si a, 63 «361 "• V ;i le signe contraire à h ; on a la disposition de la figure 19, d. Dans les deux cas, fo courbe traverse sa tangente. Le point M0 est appelé point d' inflexion.
Il peut arriver, plus particulièrement, que le coefficient de h* s'annule ù son tour, en même temps que le coefficient de h'-. Soit, d'une manière générale, (atbp- Ù.iap)hP le premier terme non nul du développement de \ . Si p est pair, on a l'une des dispositions des figures 19, a. et 19, h. suivant le signe de a,bp — bAap\ sijo est impair, on a un p< uni d 1 uflexion .
219. Ordre du contact de la tangente. — Les calculs précédents se rattachent à l'étude, du point de vue infinitésimal, de I<i distance M I* du point .M à la tangente M,, I ,,. < >n sait, en effet, que celle distance esl proportionnelle à \ (n°66); elle a donc le même ordre infinitésimal.
D'autre part, la distance M0M = y/(ic - x^y'-Ç-'y — Xo)2 a pour partie principale \ a--\-b~.h, quantité non nulle, puisque a{ el 6( ne sont pas tous deux in ils (n° 21<S i. Il en résulte que h est du même ordre que M,,^l .
Cela posé, si M„ c\/ un point ordinaire, \ a pour partie principale « a{ b-2 6|«2 >/'J: on en conclut que-Zct distance MP <?x/ infinihk'ui petite du sec-ond ordre par rapport à MBM. On dit que la tangente M0T0 a un contact du premier ordre ou contact simple ,i\ ec la courbé.
>'/ VI„ rs/ //// point a1 in fie. 1 ion . \ est en général du troisième ordre; donc, A/ distance Ml* es/ infiniment petite du troisième ordre par rapport à VI0M. On dit que la tangente MaT0 o.u tangente d inflexion a un contact du second ordre avec la courbe.
Dans le cas où \ esl d'un oraVe infinitésimal p encore plus élevé, la tangente M,/!,, a un contact d'ordre p — ■■ t , la distance Ml* étant inliniiuenl petite (\\i p" "Ie ordre.
On peut .111 - - 1 caractériser I ordre du contact, en comptant le
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nombre des points d'intersection de la courbe avec M,, I ,,. qui sonl confondus en M„. L'équation aux // des points d'intersection est, <'n effet, \ = o. Lorsqu'il y a contact d'ordre p i, elle renferme hP en facteur; donc, il y a p points d'intersection confondus avec M„. En particulier, La tangente en un poinl ordinaire coupe La coïirbe en deux points confondus avec ce point, ce <|u<' nous savons déjà. Luc tangente il inflexion coupe, au contraire, en trois points confondus ;i\ ec !<• poinl >l inflexion i ' .
220. ( .\s de i- \ courbe r = /'«./■ i. On a vu, dans L'étude précédente, le rôle important que [ouenl les coefficients successifs >>,. h, des développements (i). Nous n'avons | » ; • — à revenir ici sur la méthode à suivre pour les calculer; nous avons traité à fond cette question au Chapitre \lil du Tome 1. Rappelons seulement que, théoriquement, on peut effectuer les développements parla formule de I ;i\ Lor (t. I. n° llo); les coefficients «i, "2. <i ,. ... sonl alors / .
-■'■„■ -',,- ••• el les coefficients b{.h>.l>:.- • •• soni de même |
- .)'„. - yn en designanl par x0, v0 ru.r(1. ... les valeurs
des dérivées successives, pour / — t0j des fonctions x el y de /.
On obtient des résultats particulièrement élégants, en appliquant ceci au cas où la courbe esl définie par une équation <l<' la forme
Si I on prend x pour paramètre, on a
Donc tous les coefficients ai sont nuls, sauf le premier '/,. qui est égal à i. Quant aux coefficients 6|, l>z. 63 ils <»nt pour valeurs
y'n.i - KÂi 7 Y les k', >' • )' '"• • • • désignant, cette fois. Les dérivées
successh es de y par rapport à x.
Reprenons, dès lors, les résultats du n" 218, ''ii remarquant < j i n ■ .
(') i>n s'en rend très bien compte, géométrique nt, de la manière suivais
gnons M„ à un poinl voisin M. Cette sécante rencontre de nouveau la court» en M . île l'antre côté de M„. Lorsque M tend vers M . . c'est-à-dire lorsque la sécante ten<l vers la tangente, on voit l>ien que M tend ^ * « i — ■ vers M, et, à la limite, les trois
jnts M . M. M viennenl - Ire suivant M .
dan- l'hypothèse actuelle, at est bien positif, comme nous le supposions <MI numéro précité.
Les coefficients de k-, A3, ... se réduisenl à - iu. -i; On
peut dune énoncer la proposition suivante (').:
Théorème. - La courbe I 8 I est concave, en M0, vers les y positifs "ii négatifs, suivant que la dérivée seconde -— prend, en ce point, une valeur positive un négative. Si cette dérivée s'annule, ht dérivée troisième restant différente 'le zéro, on a un point d'inflexion, /'lus particulièrement, si les dérivées successives sont nulles, jusqu'à l'ordre p exclusivement, <>n a un point d'inflexion, lorsque p est impair; lorsque p est pair, la courbe est concave vers 1rs y positifs ou négatifs, suivant que lu dérivée y1** est positive ou négative.
221. Recherche pratique des points p'inklexion. — Nous venons de voir
i meut on reconnaît qu'un point donne d'une courbe donnée est un point
d'inflexion. Mais on peut se proposer aussi de déterminer tous tes points d'inflexion d'une courbe donnée \ - l.
La méthode à suivre varie, d'après le mode de définition de la courbe.
I. Si elle est donnée suies la forme \ s i, l'équation aux x des points d'inflexion est
II. Si elle est donnée sous forme paramétrique quelconque, l'équation aux / des points d'inflexion est
(io) x'j -_)■'./■"= o,
comme il résulte des a01 218 et 2*20.
Remarque. — L'une ou l'autre des équations (9) et (10) exprime que la dérivée du coefficient angulaire de la tangente est nulle ; autrement dit, que ce coefficient angulaire passe par un maximum ou pur un mini nui m lorsque le point de contact traverse un point d'inflexion. C'est, du reste, ce que
(') On en trouvera une démonstration directe dans Nu. n°" '2 et 3.
(2) Nous entendons ici par point d'inflexion tout point où la tangente a un contact d'ordre au moins égal à 2. Mais il peut arriver, si le contact est d'ordre impair, que. malgré cela, la courbe ue traverse pas sa tangente et n'ait pas l'aspect, par conséquent, d'un véritable point d'inflexion ou, comme on dit encore, d'un point à lisible inflexion. On dit, dans ce cas, qu'en a tfn point méplat.
ÉTUDE D'UNE COURBE AI VOISINAGE li'l V DE SES POINTS.
montre très bien la ligure 19(0: minimum: d: maximum); le sens de rotation de la tangente change à la traversée du point d'inflexion.
De cette ob»er\ alion résulte d'abord qu'on peut, dans l'équation (io), remplacer x',y' par un système quelconque de paramètres directeurs y., (ï de la tangente, c'est-à-dire par des quantités proportionnelles à x', y. C'est, du reste] ce qu'il est aisé de vérifier par tin calcul direct. Si l'on remplace x et y' par py. et pri dans (10), on obtient
(il) y.y i-y.'=(».
Une deuxième conséquence est la suivante. Le sens de rotation de la tangente ne change pas seulement quand on traverse un point d'inflexion, mais aussi quand on passe par un point à l'infini, qui n'e*t pas un point d'inflexion et qui admet une asymptote (n°234). On peut donc prévoir que l'équation (10) ou l'équation (il) donnent non seulement les t des points d'inflexion, mais aussi lest des points à l'infini. C'est ce que montre très bien le calcul suivant.
Soit
Les t des points à l'infini sont les racines de C. Or, on peut prendre (12) y. = C.V— M.. p = GB'— BC.
Portant dans (il), il vient, après un calcul facile. (i3) CA = o,
en posant
On voit que G se trouve bien en facteur, de sorte que l'équation véritable aux t des points d'inflexion est non pas l'-.équation (11), mais l'équation
Il est bon de ne pas oublier l'existence' de cet inconvénient, que présente l'équation (11). Dans les applications, en effet, on effectue généralement les calculs indiqués par les formules (ia); puis on porte, dans (11), les valeurs obtenues pour y. et 'i et l'on arrive à l'équation do), sans -'apercevoir de sa décomposition.
II convient donc de rétenir une fuis pour tantes que l'équation (il) [ou (10)] est divisible par le facteur qui donne les points à l'infini, à moins qu'on ne préfère écrire tout de suite l'équation (i5), ce qui. somme toute, est encore plus pratique ( ' ».
i Nous allons d'ailleurs retrouver cette équation au u' Il \ a g. — Cours. II.
(HAl'ITHK XIV.
222. III. Une autre méthode de recherche des points d'inflexion consiste à chercher les droites i D | qui coupent la courbe en trois points confondus (■cf. n° 267). Analytique naent, cela revient à exprimer qu'une certaine équation a une racine triple. La connaissance de celte racine donne le point d'inflexion, dont la tangente est la droite (D).
IV. On peut appliquer ce procédé en coordonnées trili néaires. Soient x. y, z les coordonnées trilinéaires du point courant de la courbe, exprimées en fonction du paramètre /. Si
Vy
est l'équation dune tangente d'inflexion, la valeur de / correspondant à son point de contact doit vérifier, outre l'équation (16), le» deux équation» dérivées (t. I. n° 226)
Vy
IV z = O,
Si nous éliminons u, c. w entre ces trois équations, nous obtenons
Telle e*i l'équation aux / des points d'inflexion, Elle s'applique, en particulier, en coordonnées cartésiennes homogènes. C'est ainsi qu'on retrouve l'équation (i5), en prenant x = A, y = B, z = C.
Nous ne nous occuperons pas de la recherche des points d'inflexion d'une courbe définie par une équation implicite. Contentons-nous de faire observer
qu on peut toujours calculer —^- C t. I, n° 135): en l'égalant à zéro, on obtient
une équation à laquelle doivent satisfaire tous le- points d'inflexion ( '• |.
On démontre qu'une courbe algébrique de degré m, qui possède d points flou blés et r points de rebrousse nient s, a ) /)i( rn — i ) — 6d — S /• points d'inflexion, dette formule est due à Pliicker.
223. Etude d'une courbe algébrique définie par i ne bquatiok implicite, AC VOISINAGE d'un POINT SIMPLE ' - ). — On coin menée par transporter l'origine en ce point. Les termes de moindre degré sont alors du premier degré, puisque le point est simple ( n° 199). En les annulant, ou a, comme on sait, l'équation de la tangente. Si nous appelons m le coefficient angulaire de celle-ci. supposée non confondue a\ec Oy (3), nous pouvons écrire l'équation
(') Pour plus de détails, voir \,,. n°' 6 à !).
(;) Lorsque le point est multiple, le problème peut dévenir fort difficile. Cf NM , Chap. IV.
(•1) Si la tangente était Oy, On échangerait, dans ce nui suit, les rôles de X e( y
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de la courbe, ordonnée par groupes homogènes de degrés croissants, sous fa
forme
| ta ) y — mx ■+- zjx, y) -+- ç3(ar, y) -+-...+ ?„(>, y) = o.
Gela posé, pour connaître la position de M(x, y) par rapport à la tangente OT, d'équation Y — mX = o, nous devons chercher le signe de la quantité \ == y — mx. A. cet elïet, nous allons chercher sa partie principale, ■h prenant x pour infiniment petit principal.
La relation entre V et t s'obtient par élimination de y :
( 20) \ — ç 2(3", fnx -+- V 1 — ^3! a:, w » - \ )•+-.. .H- ^»i ■''. »ia; 4- V ) = o.
Niius aurons la partie principale de Y. en réduisant cette relation à ses termes d'ordre infinitésimal minimum, ce à quoi on arrive en comparant les différents ternies et négligeant tout terme de- qu'on a reconnu qu'il en existe un d'ordre moindre.
Tout d'abord, dans o.,(x, mx -+- V), ç:ii x, mx-\-V) nous pouvons
supprimer tons les termes renfermant V, car chacun d'eux est formé du produit de V par une certaine puissance de x, ou bien contient V à une puissance supérieure à la première: dans tous les cas. ces rennes ->onl tous d ordre infinitésimal supérieur à l'ordre de V. premier ternie de 1 20). La relation 1 20 I se réduit maintenant à
(21) V -t- ./■- çp2(i, m ) -+- .r3 ç3(i, m )-+-.. .-t- x" o»(l, m | = o.
En général, a>g(i, m) n'est pas nul; les termes en a-5, x'1 . ... sont à négliger devant le terme en x'1 et la partie principale de V est — .r'-ç,fi, />/ ). Si l'on observe que V est positif du côté desjr positifs, on voit que la courbe est concave vers les y positifs ou vers les y négatifs, suivant que o»| 1, m) est négatif ou positif.
Si 0,(1, m) = o, \ est d'ordre infinitésimal = 3 : on a un point d* inflexion. Si w/;(i, ni) est le premier coefficient non nul (p>3), l'inflexion est \isible lorsque/? est impair, invisible lorsque p est pair.
224. Position d'une courbe g-auche par rapport a ses plans tangents. Pjlan ôsculateur. — Supposons maintenant que (C) soil une courbe gauche. Soil
("1 A.X + BY4-GZ + D-0
l'équation d'un quelconque des plans tangents en M0. Pour savoir de quel côté se trouve le point M par rapport à ce plan, nous devons déterminer le signe «le la quantité
| i3) V=s'Aaf+.Br + C*+ L>.
A cet effet, nous calculons sa parlie principale, h élant toujours pris pour infiniment petit principal.
Supposons que le point M0ne soit pas un point singulier. Les coefficients a,, />,, c, des développements (i) ne peuvent alors s'annuler simultanément et constituent les paramètres directeurs de la tangente. On a donc, puisque le plan | 22 1 doit contenir cette tangente,
( >4 i A a?0 -+- By0 -+- C z„ -+- D = o, A at -4- B bx -f- C Cj = o.
Dès lors, si. dans \. on remplace #, v, s par les développements (1), on voit que le premier terme non identiquement nul est
Si Aa2 + B62-f- Cc2^é o, il constitue la partie principale cherchée. Dans ce cas, A garde un signe constant quand li traverse la valeur zéro; autrement dit. les deux arcs élémentaires issus de M0 sont d'un même côté du plan langent.
De plus, la distance MP de M au plan tangenl e^i infiniment petite du second ordre par rapport à la distance M0M (cf. n° 219). On dit que le plan (22) a un contact du premier ordre avec la courbe.
Si. comme nous le supposerons. a2. b>. C2 ne sont pas tous trois nuls, et, de plus, ne sont pas proportionnels à r/,, bx. c,. les équations (24) et la suivante
déterminent, de manière unique, des quantités proportionnelles à A. B, G, D ('). Parmi les plans tangents, il y en a donc un et un seul. (Il), pour lequel V est infiniment petit d'ordre supérieur au second.
En général, la partie principale de \ e>t. pour ce plan,
1 Aa.,+ Bb3-hCc3 i/r\
(') On a (t. I, n° 292)
A = ?(blr., — c, //. 1. B == p(c,a3— «,(,), C = pC^é,— b^a.) ; pui<.
D=-(Aa?a+ By0+Czt),
p désignant un facteur arbitraire.
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Art3-+-B63-|-Cc3 étant, par conséquent, supposé ?=u. On voit que \ change de signe avec h; donc, les arcs élémentaires issus de M0 sont de part et d'autre de (II), qui est traversé par la courbe.
On voit aussi que la distance de M à (II) est infiniment petite du troisième ordre par rapport à la distance M0M; le plan | II i <jt la courbe ont un contact du second ordre.
Le plan (Il i est appelé plan oscillateur en M0 à la courbe Résumons tous ces résultats en l'énoncé suivant :
Théorème. — Etant donné un point quelconque M0 d'une courbe gauche, tout plan tangent en M0 laisse, en général., In courbe, au voisinage de M0, d'un même côté de ce plan. La distance d'un point M de la courbe, voisin de M0. au plan considéré est infiniment petite du second ordre par rapport à la distance M0 M.
Cependant > il y a un plan tangent particulier, appelé plan osculateur. qui traverse la courbe en M0. La distance de M à ce plan est infiniment petite du troisième ordre.
Bien entendu, cet énoncé peut souffrir des exceptions, lorsque les coefficients des développements (i) ont des valeurs particulières. Quand il en est ainsi, on dit que le point M0 présente des singularités. Ce n'es! pas ici le lieu de les étudier. Contentons-nous d'observer que, quelles qu'elles soient, on saura toujours, par la méthode précédemment exposée, reconnaître la position de la courbe, au voisinage de M0, par rapport à n'importe lequel des plans tangents en ce point.
22o. Autres propriétés du plan osculatkur. — Le plan osculatnur peut être caractérisé par d'autres propriétés.
Théorème I. — Le plan oscillateur coupe la courbe en trois (joints confondus.
Car l'équation aux h des points d'intersection, soit V = o. admet une racine triple nulle.
Théorème IL — Le plan oscillateur en M0 est la limite du plan M„ T0M, lorsque M tend vers M0.
En effet, le plan M0T0M est représenté par l'équation (22) si 1 on a.
3 5o chapitre XIV.
outre i 2 i i,
./.r. r désignant toujoursles coordonnées de M. Or, si l'on remplace, dans cette dernière équation, .r, j\ ^ par les développements 1 . If terme constant et Je terme en h disparaissent, en vertu de (2 i '. I )i\ isant par //-. il \ ienl
Si A tend vers zéro, 1271 devient (26), équation qui caractérise, comme nous lavons vu, le plan osculateur 1 ' 1.
I héorème III. — ■ Le plan osculateur en AI0 est la limite du plan un- ni' par M0T0 parallèlement à la iajtgente en M, quand M tend
vers M0.
En effet, ce plan est représenté par i 22 |, si l'on a. outre ( ^i), dcc dy dz
En tenant compte de la deuxième équation | 2 J) et divisant par 2/1. ou retrouve (2^). Le raisonnenienl s'achève comme précédemment.
On énonce quelquefois ce théorème, en disant que imil plan oscilla leur es/ parallèle à deux tangentes infiniment cuisines.
Jleniai a//e. — Il résulte de l'un ou l'autre de ces deux derniers théorèmes que le plan osculateur d' 'une courbe plane est le plan <le cette courbe.
*226. Equatio.m m plais osculateur, — Il importe de savoir écrire l'équation du plan 'osculateur en un point quelconque d'une courbe donnée.
\ eei effet, imaginons que les développements | 1 | aient été obtenus
1 ' 1 Ce Lhéorème explique très bien le précédent. Il moulre aussi pourquoi le plan osculateur traverse la courbe. Si l'on considère, en effet, le plan langent MHT„M, les deux arcs élémentaires issus de M„ sont d'un même côté de ce plan. L'un de ces arcs
est d'ailleurs M„M. Lorsque le plan tancent tend vers le plan oscillateur, il devient de plus en plus petit et finalement disparaît. La combe, qui traversait le plan tangent en M. traverse maintenant le plan osculateur en M„.
ÉTUDE B UNE COURBE W VOISINAGE D UN l>E SES POINTS
par lit formule » 1 * ■ Taj for. Nous avons alors
«i = ar0.
Si qous nous reportons ;mx conditions i a j el s5 et si nous supprimons les indices o, pour simplifier L'écriture, nous voyons que l>> plan oscillateur en M I a . \ . z | est représenté par l'équation
^/ condition que Von ait
\ ./■ i-B/+Ci'=o, \' — i!)'— <;^ =o.
EH minant A. B, C entre > 28 i et (29), nous avons l'équation du plan osculateur -mis la ferme
< >n jieul quelquefois simplifier cette équation par la remarque suivante, d!ttne assez grande importance pratique :
Si y. /■ y sont des quantités seulement proportionnelles à x - Y . z. c'est-à-dire un système quelconque de paramètres directeurs de la tangente^ Véquation <ln plan osculateur peut s'écrire
ïi
En efTel . soient
p désignant un facteur quelconque. Portons dans 1 >o)
X — ar V — v Z - z
Ce déterminant se décompose en deux (t. I. n" 2<St 1. 1. un des déterminants partiels a pour dernière ligne p'a, p [J, p y; il est nul, parce que celte Ligne est proportionnelle [à la seconde 1 1. I. 11 2<XI >.
î3a CHAPITRE XIV.
L'autre déterminanl est visiblement égal au déterminant (3i), multiplié par ïj- ■ .Notre remarque est donc justifiée.
-227. An lieu d'utiliser les équations (36) ou (3i), il est quelquefois plus simple d'employer des procédés particuliers. Il peut arriver, par exemple, que l'on découvre des coefficients A, lî, C vérifiant les équations (29). Portant dans (28), on a l'équation du plan osculateur.
On peut aussi, dans certains cas, chercher un plan qui coupe la courbe en trois points confondus. On est alors ramené à écrire qu'une certaine équation a une racine triple, laquelle racine triple donne le point d'osculation cf. n° 222 l.
\ 1 1 pliquon? ce procédé en coordonnées tétraédriques. Soient x, y, z. t les coordonnées du point courant M, exprimées en fonction d'un certain paramètre u. Soit
AX + BY+ GZ-+- DT
l'équation du plan osculateur. Le paramètre u de M doit satisfaire aux trois équations
(33) {' Aa;+ By -+- Cz-t-D* = o, \ ./'■- B/-f- ("'.5'— Dt'= <>.
j A./ '— I! ) — CU"-+- !>/' = o.
En éliminant A, P>, G, D, nous avons l'équation du plan oscillateur
Cette équation s'applique, en particulier, en coordonnées cartésiennes homogènes. Klle peut être avantageuse, lorsque les coordonnées ordinaires se présentent sous la forme de fractions, ayant le même dénominateur, d'autant plus que ce dénominateur se trouve en facteur, d'après un calcul du n" 221, dans chacun des mineurs y' z" — ~ y" , z' x" — x'z", x' y" — y' x" et, par suite, dans l'équation (3o) tout entière.
L'équation (34). au contraire, élimine ce facteur, que l'on pourrait très bien ne pas apercevoir, dans l'application de l'équation 1 3o).
ti^S. Définitions. Soil une courbe quelconque (G), plane ou gauche. Imaginons qu'un point M puisse se déplacer, mit cetle courbe, de manière que sa distance à un point fixe 0 croisse au delà de toute limite. On dit alors 'qu'il décrit une branche infinie de la courbe.
Si, en même temps, la droite OM tend vers une position limite déterminée O/. (' ), <»n dit que la courbe passe par le point à Vinfini dans ht direction OX (n° 38). Cette direction est appelée direction asymptotique de la branche considérée. \ oyons ce que devient la définition de la tangente en un point M0, lorsqu'on suppose ce point à l'intini.
Nous joignons MM,,; autrement] dit, nous menons par M la parallèle à OX. Puis, nous cherchons la limite de cette droite quand \J tend vers M0, c'est-à-dire s'éloigne à l'infini dans la direction OX. Plusieurs cas peuvent se présenter :
i " MX tend vers une position limite déterminée (A i. -iluée à distance finie (ftg- 20, a). On dit alors que la droite < A i est asymptote à la branche île courbe considérée.
• MX s'éloigne indéfiniment. Dans ce cas, la tangente est la droite de l'infini. Par analogie avec le cas particulier de la parabole (n° 453), on dit que la branche considérée est une branche parabolique, de direction OX. Elle affecte la forme d'une parabole, dont
(') Il peu! arriver que cette position limite n'existe pas, soil que OM tourne iiulélinimenl autour de O, auquel cas la branche considérée est appelée spirale, soit que OM oscille indéfiniment, comme il arrive, par exemple, pour la courbe
lorsque x devient infini
I axe sérail parallèle à 0\ du moins tanl qu'on n'en regarde qu'une portion suffisammenl éloignée ( fig. ao. b).
Fig. so.
■ Ma oscille indéfiniment, ^m> tendre vers aucune position limite. Dans ce cas, la tangente au point à l'infini n'existe pas. On démontre que ceci n'esl d'ailleurs possible que pour des courbes transcendantes ( •), de sorte que, pour une courbe algébrique, la tangente en un pointa l'infini est ion jouis soit une asymptote, suit la '//<>//,■ de l'infini.
!229. Autre définition de l'asymptote. - Revenons au <;i^ de lé figure 20, >i. el abaissons la perpendiculaire Ml' sur | Y». Dire que MX tend vers i \i équivaul évidemmenl à «lire que Ml* tend vers zéro. ( Mi peut donc encore définir l'asymptote comme étant une droite dont la distance à un point de I" courbe tend vers zéro, lorsque ce point s'éloigne indéfiniment.
Court/es asymptotes. — \ ce propos, signalons l'extension suivante. On dit que deux branches infinies < C t et (C I sont asymptotes ( fig. 21 ). lorsqu'on peut joindre chaque point M de (C) à un point M' de (C), de telle manière que la distance MM tende vers zéro, lorsque M va à l'infini sur ( C; et, par suite, M' sur 1 <
Il est clair que la définition précédente rentre dans celle-ci: il suffit de prendre M' en P.
Deux branches qui ont une même asymptote sont évidemment asymptotes. Mais on peut aussi imaginer des branches paraboliques asymptotes ; tel est le cas de la figure 21. En particulier, l'une de ces dernières, (C) par exemple.
(') Telle est la sinusoïde (t. I. n 76), pour laquelle M'a oscille entre 1rs deux droites v =±1.
peut être une véritable parabole. Il peut être utile, lorsqu'une courbe possède une branche parabolique, d'en chercher une parabole asymptote ; c'est
Fig. ai.
là. en effet, un moyen de se mieux renseigner sur la manière dont cette branche se comporte à l'infini.
230. Détermination des vsvmptotes d'une courbe plane définie paramétriquemlent. — La première chose à faire esl de chercher les paramètres des points ;'i l'infini. On les obtient en calculant les valeurs de i qui rendent x ou y ou x et y infinis. En particulier, si, comme il arrive souvent, a? <i ^ se présentent sous la forme de fractions, on doil chercher les racines des dénominateurs el vérifier qu'elles n'annulenl pas en même temps les numérateurs correspondants. IJ ne faut pas oublier non plus la valeur / — x. lorsqu'un numérateur est, pour cette valeur, infiniment grand d'ordre supérieur an dénominateur correspondant.
Les paramètres des points a l'infini elani obtenus, soit /„ l'un d'eux. Il s'agit maintenant de déterminer, si elles existent, la direction asymptotique et l'asymptote correspondantes.
LorsqiCune seule des deux coordonnées devient infinie, la question est tout de suite résolue. Supposons, par exemple, que. pour / = /„. )- devienne infini. ./ tendant, an contraire, vers une valeur linie ./•„. Il est à peu pies évident que la droite ./=./„ est, dan- ce cas, l'asymptote elle-même. En effet, lorsque / tend vers /„. M va à l'infini el la distance (' i MP-= | x — x0 | tend vers zéro.
Arrivons maintenant au cas généra] où x et y deviennent simultanément infinis.
Par définition, la direction asymptotique est & direction limite de
(' (Jette distance est oblique à l'asymptote, lorsque les coordonnées sont obliques. Mais cela n'a aucune importance, car la distance normale, qui est encore plus petite, tend, a fortiori, vers zéro.
i >l> CHAPITRE XV.
la droite OM {fig. 20). Or, -1 x et y sont les coordonnées du point M. OM a pour coefficient angulaire—- On aura donc le coeffîcient angulaire de la direction asjmptotique en cherchant la limite m de £ pour / = /0 (t. I, n° 126, II). L'équation de Ma est maintenant
fU
w X = jk
jNous aurons l'équation de l'asymptote en cherchant la limite de la quantité 0 =y — m r (t. I, n° 126. IV ». Soit c? cette limite, supposée linie ; l'équation de l'asymptote s'écrit
Si. au contraire. 0 augmente indéfiniment, la droite Ma s'éloigne à 1 infini, on a une branche parabolique.
231. Position de la courbe par rapport a sok asymptote. - Il y a lieu de reprendre, pour le cas d'un point à l'infini, l'étude qui a fait l'objet des nos 216 à 218.
Si Ton donne à t des valeurs t0-\-h un peu plus grandes que /0 (// >> o), M est très éloigné sur une certaine branche. Si l'on donne
Fig. 22.
à / des valeurs un peu plus petites que /„ (h < o 1, M est très éloigné sur une autre branche. Il s'agit de savoir reconnaître la position
qu occupe chacune de ces branches, parmi les quatre positions possible- indiquées par les figures 22 (a H /> ).
Supposons d'abord qu'on [ail une jasymptote parallèle à < > r. Il suflit de connaître les signes < I < • » - «• t de ./■ — x0 = l'Ai. Pour cela, on en cherchera le> parties principales, en prenant h pour infiniment petit principal (*).
Supposons maintenant, que l'asymptote ne soit parallèle à aucun des axes et soit représentée par l'équation (2V Pour savoir dans quelle région se trouve le point M(#, y) par rapport à cette droite. il nous faut connaître le signe deV= y — m.r — d=B — d (n° 7 !)(-). Cette quantité est d'ailleurs infiniment petite, puisque [f/ esl la limite 'le 0 | n" 230). On devra en chercher la partie principale. En outre, on aura à se préoccuper |du signe de x (ou de y), afin de savoir vers quelle extrémité de l'asymptote la courbe se dirige. Ce signe se déterminera toujours au moyen de la partie principale.
Supposons enfin qu'on ait une branche parabolique, dan- la direction OX, de coefficient angulaire /// (*). La quantité 0 augmente indéfiniment en valeur absolue. Suivant qu'elle tend vers -h oc ou vers — ce. la parallèle Ma. dont 0 est l'ordonnée à l'origine, s'éloigne à I infini dans la région des y positifs ou dans la région des r négatif-. I) autre part, le signe de x (4) nous indique si le point M s'éloigne vers les x positifs ou vers les x négatifs. Cela suffit pour placer la comité.
Résumons les résultats établis dans ce numéro et dans le précédent en une règle pratique qu'il importe de retenir :
Règle. — On cherche d'abord les valeurs de t qui rendent x ou y ou x et y infinis.
Si y seul, devient, infini, x prenant une valeur finie .r„. la
Si <0 = oc, on prendra h= -• Plus généralement, on peut prendre pour infiniment petit principal n'importe quelle fonction de t qui tende vers zéro, quand / tend vers /,,.
Observons que la région positive est celle du point à l'infini sur la partie positive de Oy.
("j Si m est infini, de même d'ailleurs que si m =0, il suflit de chercher les signes de x et de y.
(4) Si m est fini et — <>, <e signe est ;iu>si celui de 1 ou le signe opposé, suivant
que m e»t 0 ou ; 0, puisque — tend vers ni.
droite x = x0 est asymptote. On détermine sa position vis-à-vis de la courbe au moyen des signes de y et de x — ./„.
Si x et y deviennent simultanément infinis, le coefficient
angulaire m de ladirection asymptotique est lu limite de — ■ Si
cette limite est nulle ou infinie, on a une branche parabolique, de direction Ox ou Or, et dont on détermine la position au moyen des signes de x et de y. Sinon, on cherche la limite d de o = y mx. Si cette limite est in finie, on " une branche par CLbolique, dont on détermine la position au moyen des signes de o et de i (ou dey). Si elle est finie, on a une asymptote d? équation \ m\ = d. On reconnaît la position de la courbe par rapport à cette asymptote au moyen du signe de la quantité o — d.
232. Emploi des développements limités de / i;r nu j. — On peut, s très rapidement, effectuer, toutes les opérations précédentes, quand on connaît dés développements limités, poussés suffisamment loin, de X et de y. Mais, dans le cas actuel, ces développements, que nous supposons ordonnés suivant les puissances croissantes de l'infiniment petit h. doivent commencer par une puissance négative (t. I, n" I VI I.
Bornons-nous à considérer le cas où x et y deviennent simultanément
infinis et sont, en outre, infiniment grands du premier ordre par rapport à - • On a des développements de la forme
l ./■ — u„ — ajt — <t .h1 — ....
y = , ' -r- b0 -h bx li — l>< li"' — n
On peut écrire immédiatement l'équation de l'asymptote
(4) a\ — bX — (aô„- baa
On peut le vérifier en appliquant la règle précédente. On peut uiiN«i. plus rapidement, observer que la quantité
(5) Y = a y — bx — i ab0 - ba0 ) = h(abi — ba\) ■+■ /<- 1 ab.z — ba, i --. . . .
qui est proportionnelle à la distance MP, tend \ers zéro avec h. De plus, le signe de cette quantité donne la position de la courbe par rapport à l'asymptote.
-I'\\. Le cas particulier où la courbe (C) est donnée sùus la forme y = f(&)
mérite, bien qu'on puisse le faire rentrer dans le précédent, en posant x = /. d'être examiné à part, dans le cas du moins où y devient infini en même temps que x.
Dans cette hypothèse, calculons le développement limité de y suivant les puissances décroissantes de x. en nous arrêtant aussitôt que nous obtenons une puissance négative, soit
y = a„x" — an -,-r"-1 — . . . — (i{x — an — —
La courbe (C), d'équation
Y = a, ,./■"— a a !./■"' — . . .— axx — a0,
est asymptote à la proposée. En effet, si nous joignons les deux point- M
et M' de même abscisse, la distance M'M = v — Y = ■ h.... tend vers zéro,
^ xi'
quand x croit indéfiniment. De plus, le signe de —nous donne le sens du
vecteur M'A! et non- indique, par conséquent, la posilnai de (G) par rapport à i C i.
Si, comme le suppose implicitement le développement ci-dessu-. n est entier, la courbe i C' l est une parabole du nième degré. Lorsque n = i , c'est une droite; c'est l'asymptote. Lorsque n = 2, c'est une véritable parabole: la courbe (G 1 n'a pas d'asymptote, mais une branche parabolique dans la direction Oy; de même que si n > 1.
Il peut arriver aussi (t. 1, n 11:2' que le développement procède suivant des puissances fractionnaires. Dans ce cas, il n'y a pas de ternie constant «„. Si «>i, on a une branche parabolique dans la direction Oy ; si «<iT on a
une branche parabolique, dans la direction Ox. Le rapport — tend en effet vers x, dans le premier cas. et vers o, dans le second cas.
23-4. Ordre de contact d'une asymptote. — Eludions le nombre des points de rencontre de la courbe avec l'asymptote, qui sont rejetés à l'infini. Si l'on coupe par une droite quelconque (D), d'équation
(6; àX + BY + C=o,
l'équation aux h des points d'intersection s'écrit, en admettant les développements ( ; .
(; { Aa-hBô)-4-A(A«0-+-Bè0-+-G)
+ A9(Aai-f- B/ji , — h3{ àa,+ B68)+...= o.
Si A# — B6 = 0, c'est-à-dire si (D) est parallèle à l'asymptote I i I, on a la racine h = o. Cette racine est simple et. par conséquent, il \ a un seul point d'intersection à l'infini, tant que Afl0 + Bè0+C^o, c'est-à-dire tant que
i D n'est pas l'asymptote elle-même. Si (D) est l'asymptote, la racine h = o e-i double, en général; il y a deux points d'intersection à l'in/ini. Gomme lorsqu'il s'agit du contact en un point à distance finie, nous dirons que, dan< ce ca-. l'asymptote a un contact du premier ordre avec la courbe. Il peut arriver accidentellement (|ue le coefficient de h'2, dans (7), s'annule a 1 1 < s i . quand on coupe par l'asymptote. Soit, d'une manière générale,
(A<7/,-f- Bbp)hP+i
le premier terme non nul. Dan* ce cas, p^-\ points d'intersection sont rejetés à rinjini; l'asymptote a un contact d'ordre p avec la courbe.
Comme au n° 219, nous dirons que le point à l'infini considéré est un point d inflexion, dès que p > 1 et, plus particulièrement, lorsque/» = 2. Dans ce dernier cas et, d'une façon générale, lorsque p est pair, V est d'ordre infinitésimal pair; donc, les deux branches de courbe positive et négative ( n" 217) sont du même côté de l'asymptote (Jig. 23, a). Au contraire, si/» est impair, en particulier lorsque p— i, les deux branches sont de part et d'autre de I asymptote (fig. 23, b). Ces conclusions, comme on le voit, sont opposées à celles que nous a\ons établies pour les points à distancefinie (n°2L8).
Fig. 28.
Un a aussi des résultais contraires, quand on examine les variations du coefficient angulaire de la tangente, à la tra\ersée d'un point à l'infini. Dans le cas de la figure 2'J, b, qui est celui du point ordinaire, on voit que le sens de rotation de la tangente change, quand celle-ci devient asymptote; donc, le coefficient angulaire de la tangente passe par un maximum ou un minimum. Au contraire, dans la figure 2'J, (/, la tangente continue à tourner dans le même sens (sens inverse des aiguilles d'une montre), quand on passe de la branche supérieure à la branche inférieure.
Pour terminer ce paragraphe, nous ferons observer que l'ordre de contact d'une asymptote (A 1 est égal à l'ordre infinitésimal de la distance .Ml'
(fig. 20, ai. quand on prend — — pour infiniment petit principal . En
effet, MP est proportionnel à Y. Or, si p est l'ordre du contact, V est
d ordre /> par rapport à li. Mais, la partie principale de ('infiniment grand OM
ou \'x- -4- >■- e^t, d'après (3), T /a2-+- b1. Celle de -^— ; est / , . , ; de sorte
que /i est du même ordre que — — • f'.ela justifie bien la propriété ci-dessus
énoncée, qui pourrait servir de définition à l'ordre de contact d'une asymptote.
23o. Points \ l'infini d'une courbe plane, algébrique, définie par une équation [MPLiciTE. — Soit une courbe(G), plane, algébrique el de degré ///. définie par l'équation
Pour avoir ses points à l'infini, nous passons en coordonnées homogènes ( n° 39) et obtenons l'équation
Les coordonnées homogènes des points cherchés sont définies par L'équation (9) et la suivante
Or. si l'on tient compte de 1 io), (9) devient
e>| \, \ ) désignant l'ensemble des termes de F(X, \ , T 1 qui ne ienferment pas T. Ces termes proviennent évidemment des termes de plus haut degré f(#, y) de/( x, y).
Piappelons-nous maintenant que le point 1 \. YT, o) est à l'infini dans la direction de paramètres directeurs X, \ . Si donc X et \ vérifient (11), ce sont les paramétres directeurs d'une direction àsympto tique, et réciproquement.
Imaginons dès lors qu'on mène toutes les directions asymptotiques par l'origine; on obtient ce qu'on appelle le faisceau des directions asymptotiques. Tout point de ce faisceau a des coordonnées x, y proportionnelles à une solution X, "\ de (11), et réciproquement. Comme <p(X, \ ) est une fonction homogène, un tel point doit vérifier l'équation
et réciproquement.
On conclut de là, finalement, que l'équation (12) représente le faisceau des directions asymptotiques. Elle est d'ailleurs de degré m : Haag. — Cours, II. 16
donc, le faisceau comprend m droites, réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues. Ceci s'explique d'ailleurs, si l'on remarque que/ priori une courbe algébrique de degré /// doit posséder/?? points à l'infini, intersection de cette courbe avec la droite de l'infini.
Des considérations cpii précèdent, nous tirons la régie suivante, qu'il importe de retenir et qu'on retrouve, du reste, instantanément, en songeant à couper par la droite de l'infini :
Règle. — On obtient l'équation du faisceau des directions asymptotiques en annulant V ensemble des termes de plus haut degré de V équation proposée.
236. Supposons qu'on ait isolé un rayon du faisceau précédent, soit
Il s'agit de trouver l'asymptote correspondante.
Tout d'abord, on peut observer que cette asymptote n'est autre, par définition (n° 228), que la tangente au point à l'infini M0, de coordonnées homogènes | [3, — a, o). En appliquant l'équation générale (io) du n° 197, on obtient pour équation homogène de Vasymjitote :
04) XFX.^: _a, o)-HYFV(P, — a, o) + TF^(p, — a, o).
Toutefois, cette équation n'a de sens que si les dérivées partielles Fy, Fv, Fr ne s'annulent pas simultanément (') pour X= ($, ^ = — a, T = o, c'est-à-dire si le point à l'infini M0 n'est pas un point singulier (n° 198). La méthode suivante, au contraire, est applicable, quells que soit la nature de ce point.
Coupons la courbe par une droite quelconque parallèle à (i3), soit
((5) -j.x -+- riy = X.
Parmi les points d'intersection doit se trouver le point M„. de sorte qu'il reste au plus m — i points à distance finie. Supposons, d'une
(') Si \\ et Fy seules s'annulent. la tangente est la droite de l'infini; on a une branche parabolique.
manière générale, que ces derniers soient en nombre ( ■ ) m — /> ( p i) et ceci, quel que soit X. Toute sécante passant par M0 coupe alors en p points confondus en M0. Donc M„ est un point multiple, d'ordre p (n° 198). On a les j> tangentes en ce point en écrivant qu'un point de plus, parmi les points d'intersection, est à l'infini ou, ce qui revient au même, qu'il v a un point de moins à dislance finie. Ce résultat est obtenu, par exemple, en annulant le coefficient de la plus haute puissance de x ( ou de y) dans l'équation aux x < ou aux y > des points d'intersection. On est conduit de la sorte à une équation algébrique en A, dont le degré est, en général. />. puisqu'il doit v avoir p tangentes en M0. Dans ce cas, il y a p asymptotes données par l'équation (i5),où l'on doit remplacer successivement ). par les p racines de l'équation ci-dessus mentionnée. Toutefois, il peut arriver que le degré de cette dernière s'abaisse et soit seulement p — q (<£ •£[> ). Dans ce cas, il y a seulement p — q asymptotes ; les q autres tangentes en Ma sont confondues avec la droite de l'infini.
Des considérations qui précèdent, nous tirons la règle pratique suivante :
Règle pratique! — Pour trouver la ou les asymptotes qui correspondent à une direction asymptotique déterminée. on coupe la courbe par une parallèle quelconque à cette direction. Le nombre des points d'intersection qui sont rejetés à l'infini donne l'ordre de multiplicité du point à l'infini dans la direction considérée. En écrivant qu un point de plus est rejeté à l'infini, on a les asymptotes cherchées^
237. In cas particulier, remarquable par sa] simplicité, est celui où la direction asymptotique est parallèle à l'un des axes de coordonnées, soit Ox, pour fixer les idées. Couper par une parallèle à Ox revient à considérer y comme constant dans l'équation de la courbe. Le degré de cette dernière par rapport à x. retranché du degré m de la courbe, donne, en conséquence, l'ordre de multiplicité p du point à l'infini sur Ox. Les tangentes en ce point sont obtenues en annulant le coefficient de la plus haute puissance de x, ce qui conduit à
(l) Ce nombre est, par exemple, le degré de l'équation aux x (ou aux y) des points d'intersection.
une équation on v. de degré = p. dont les racines sont les ordonnées des .i-\ mptotes cherchées. I )onc :
Règle. — Lorsque l axe des x est direction asymptotique. on a les asymptotes correspondantes en annulant le coefficient de la plus haute puissance de x dans l'équation proposée (').
On a une règle analogue pour Or.
238. Position de la courbe par rapport a une asymptote. — Nous nous bornerons à indiquer le principe de la méthode à employer pour résoudre ce problème, qui n'est simple que dans le cas où le point à l'infini considéré n'est pas un point multiple (2). Soit m le coefficient angulaire de la direction asvmptolique, que nous pouvons toujours supposer fini, quittes à échanger les rôles de x et dey, si m était infini. L'équation de l'asymptote est de la forme
Y = m X — cl
et se détermine comme il a été expliqué au numéro précédent. Il s'agit d'avoir le signe, pour x='±aoi de la quantité infiniment petite V=r — ma — et. À cet effet, nous cherchons sa partie principale en fonction de l'infiniment
grand x ou, si l'on préfère, en fonction de l'infiniment petit—- Opérant comme
au n° 223, nous éliminons y, de manière à obtenir l'équation algébrique qui lie x et V, soit
Puis, procédant toujours comme au n'' 223, nous supprimons tout lerna: reconnu comme infiniment petit par rapport à un terme non encore supprimé.
Pratiquement, si le point à l'infini est simple, l'équation (16; est de degré m — 1 par rapport à x. Le coefficient de ./'"'• doit s'annuler pour V = o, puisque, dans cette hypothèse, l'équation (16) devient l'équation aux abscisses des points de rencontre de la courbe avec l'asymptote. Le terme en .i'"-x est donc de la forme hYxm~1, A étant une constante (3i. Tout autre terme renfermant V sera à supprimer, car ./ n'y figurera qu'avec un exposant <}/» — 1 et le quotient de ce terme par AY.r'"— l sera nul, pour x = vo. Resteront les termes indépendants de V (*), dont on ne gardera que celui dont le degr<;
(') Si l'on passe en coordonnées homogènes, cette règle apparaît comme un cas particulier du théorème énoncé au n° 200, à propos des points multiples en coordonnées trilinéaires.
(2) Pour le cas d'un point multiple, voir N , n05 61 i> 65.
(3) Il ne saurait renfermer des puissances de V supérieures à la première, car l'équation fi6) est de degré m, par rapport à l'ensemble des variables x et V.
Pour les apercevoir aisément, il est commode de faire Y = 0, dans l'équation.
sera le plus élevé, pour une raison analogue à la précédente. *^e degré sera ni — i, puisque l'unique terme en .*"'-> est AY-r'"-'. Il nous restera finalement une équation de la forme
A V j:"1~1 -+- B xm-P = o ( p 5 a ) ;
<]'où nous tirerons la partie principale de V :
Si p est pair (par exemple, p = 2), les deux branches sont de part et d'autre de l'asymptote (fig. 23 6). Si p est impair (p?3 ), on a un point d'inflexion, avec la disposition de la figure >3 a.
1239. Points \ l'infini d'ume surface algébrique. - Soit une surface algébrique (S), de degré m et d'équation
En passant en coordonnées homogènes, on voit, comme au n" 235, que les points à l'infini de cotte surface sont définis par les deux équations
o(X, Y, Z) représentant l'ensemble des termes de plus haut degré de J (.r. \\ z ). Ils constituent une courbe algébrique, plane et de degré m. section de (S) par le plan de L'infini. Si l'on joint l'un d'eus à l'origine, on obtient une direction asymptotique de la surface. Si on les joint tous à l'origine, on obtient un cône algébrique, de degré m, qu'on appelle cône des directions asymptotiques et dont l'équation est
2Ï0. Soient a, [3, y les paramétres directeurs d'une direction asymptotique particulière 07.. Le point à l'infini M0 correspondant a pour coordonnées homogènes (a, p, y, o). Le plan tangent en ce point a pour équation homogène (n° 20 1)
{21) XFX (a, 3, v, o) H- YFY (a, 3, 7, o) + ZF , \ y.. j3, -;. 0 ) +TF'T l *, p\ •;. 0) =o,
en supposant toutefois que les quatre dérivées partielles ne soient pas nulles simultanément, c'est-à-dire queM0 soit un j'oi/it simple.
CHAPITRE XV. — ASYMPTOTES
Si l \. |-'Y. Iz ne sont pas toutes trois nulles, le plan (21) est à dislance finie et porte le nom de plan asymptote. C'est le lieu des tangentes en M0 aux tourbes tracées sur la surface et passant par ce point ; c'est donc le lieu des asymptotes parallèles à O)..
Si Fx = Fy = Fz = o, le plan tangent est le plan de Vin fini. Les courbes tracées sur la surface et passant par M0 ont des branches paraboliques, dans la direction O)..
241. Si le point M0 est multiple, on procède comme il suit. Coupons par une parallèle quelconque à OÀ ; si M (x.y, :■) est un point de cette parallèle, l'équation aux p des points d'intersection, par exemple, s'écrit.
(29.) /( x — pa, j — pp, z -+- p-;) = o.
Soit m — p le degré de cette équation par rapport à p. Il y a p points d'intersection à l'infini; le point est multiple d'ordre p.
La sécante MX sera tangente à l'infini, si un point de plus, parmi les points d'intersection, va à l'infini. Ceci s'exprime en annulant le coefficient de p"l~P, dan- 1 'i-i). On obtient ainsi une équation en x,y. :, de degré ^ p, qui représente le cône des tangentes en M0 (n^SOG), c'est-à-dire le cylindre des asymptotes parallèles à OÀ.
Ce cylindre doit être, en général, le degré p (ri0 206 j. Mais, son degré peut s'abaisser, du fait que le cône des tangentes en M0. dégénère en un véritable cylindre et le plan de l'infini, compté un nombre de fois égal à l'abaissement du degré.
Il va sans dire que. la méthode que nous venons de décrire s'applique, en particulier, lorsque/; = 1 et peut être employée concurremment avec celle du numéro précédent.
2i2. Courbes définies paramétriquement. — Le mode de représentation analytique le plus favorable à la construction des courbes planes est celui de la représentation paramétrique.
Soit une courbe (G), définie par les équations
La méthode générale que l'on doit suivre, pour construire une telle courbe, se résume en quelques mots :
On étudie les varia/ions des fonctions x et y; puis, faisant croître t de — x à -+-00, on suit.de proche en proche, le déplacement du point M(X.) ), en s' aidant du tableau de variation précédemment construit.
En pratique, cette régie doit être complétée par un certain nombre d'observations.
2i3. Choix de l'intervalle de variation- . — L'opération par laquelle on doit toujours commencer est la détermination de l'intervalle de variation de t ( ' ).
D'une manière générale, cet intervalle doit comprendre toutes les valeurs de t, pour lesquelles x et y sont simultanément définis. Mais, on peut souvent le réduire par des considérations de périodicité ou de symétrie (cf. , t. I. n° 6(.) >.
I. Périodicités. — Si les fonctions /( t) et g\t) ont une période
(l) _\ous ne saurions trop engager le lecteur à se bien pénétrer de cette recommandation, que les commençants ont la fâcheuse tendance d'oublier, tant ils sont pressés de calculer les dérivées de x et de y.
commune T, il est clair qu'on peut se borner à taire varier t dans un intervalle de longueur T. car si l'on dépassait cet intervalle, on retomberait sur les mêmes valeurs de x el dey, donc sur les mêmes points.
Il peut arriver aussi que x et y donnent lieu aux identités
(2) /(<-t-T)s/(0+*o, #(*+?) = ff(*)+yo,
x0 et r0 désignant des constantes. Au point M(x, y), de paramètre /. on peut faire correspondre le point M' (a? + x„. y -hyô)i de paramètre Z-f-T. On passe du premier au second parla translation
constante, représentée par le vecteur \ . de composantes x0, y0. Dès lors, on construira L'arc de courbe correspondant à un intervalle de variation de longueur T. Si l'on veut ensuite la courbe en
entier, il suffira d'imprimer à l'arc obtenu les translations ±z \ ,
±r 2 Y. ± 3 \ . etc.
2ii. II. Symétries. — On a des symétries toutes les fois que. par un certain changement effectué sur la variable t. on obtient un simple changement de sigîie d'une ou deux des coordonnées x et y ou bien un échange de ces coordonnées, combiné ou non avec un changement rie signe. On a. en effet, les théorèmes suivants :
Théorème I. — Les points M( /. y) et M <./'. y') sont symétriques par rapport à i 'origine, si l'on a x' = — x, y-= — y-
Ces deux égalités expriment, en effet < n" 23 i. que le milieu de MM' est l'origine.
Théorème II. — L"s points M et M' sont symétriques par rapp ji t a < )./, si Ion a x = x, y' = —y.
A la vérité, il s'agit ici d'une symétrie parallèlement à Or. qui ne
devient une véritable symétrie (ou symétrie droite, par opposition à la symétrie oblique | que si les axes sont rectangulaires. Elle ebt caractérisée par le fait que MM' est parallèle à Or et a son milieu sur Ox. Or, la première condition se traduit par x' — x et la seconde par/+j = o ou/ = - y.
CONSTRUCTION DES COUBBES PLANES. 2 l<j
Théorème 11F. — Les points M et M sont symétriques par rapport à Qy, si Von a x' = — x, y' =y.
Dé monst ration analogue.
Théorème IV. — Les points M et M' sont sym<:triqucs par rapport à la première bissectrice, si l'on a x' = .r, y = x.
En efl'et. le milieu de MM' a pour eoordonnées — — > ■ "*" ; il esl
sur la première bissectrice. De plus, ht droite MM' a pour paramètres directeurs y — xy x — y; elle est parallèle à la seconde bissectrice, donc perpendiculaire à la première.
La symétrie dont il s'agit ici est donc une symétrie droite.
Théorème \ . — Les points M et M sont symétriques par i apport à la seconde bissectrice, si Ion a x = — r, j' = — x.
Démonstration analogue.
Aux cinq théorèmes précédents, on peut en rattacher d'autres, déduits des premiers par un simple changement de 1 origine des coordonnées. C'est ainsi que si l'on a x' = a — x et y' = b — -y. les
points M et M sont symétriques par rapport au point (-, -)-De même, si x' = a — x et y' = />'. M et M sont symétriques par rapport à la parallèle à Or. dont l'abscisse est - •
245. Cela posé, si l'on découvre qu'un certain changement, en
général très simple (tel que t\ — t, t \ -, t\--\- t, etc.). effectué sur
la variable t, ne modifie pas ou ne fait qu'échanger les \aleurs absolues de x et dey('), on conclura à Y existence d'un élément de symétrie [point ou droite) pour la courbe. On pourra se borner à faire varier t dans un intervalle tel que le changement précité, effectué sur les valeurs de cet intervalle, donne un nouvel intervalle, qui, ajouté au premier, reproduise d'intervalle entier de variation (qui. d'ailleurs, apudéjcàètre réduit). Ayant construit l'arc de courbe correspondant à l'intervalle ainsi réduit, on n'aura plus qu'à compléter par symétrie.
(l ) Ou bien donne des changements de la forme x \ a — x. y \b — y .
2iG. Lorsqu'on a choisi* 1 intervalle de variation de /, on étudie, dans cet intervalle, les variations de x et de y. On dresse un tableau figurant à, la lois ces deux variations, comme il a été expliqué au n° 06 du Tome I.
On construit ensuite les points remarquables el les tangentes en ces points (' ) (n° 192). Nous appelons ainsi les points dont les t figurent, comme valeurs remarquables, dans le tableau de variation. On peut y ajouter quelquefois, afin d'avoir des renseignements supplémentaires -m- la courbe, les points de rencontre avec les axes, dont les t sont obtenus en annulant .r ou y. ou bien les points multiples, les points d'inflexion.
Parmi les points remarquables doivent toujours figurer les points à l'infini, dont les t sont les valeurs de discontinuité du tableau (t. I. n°66. 2°). On doit construire, avec soin, les asymptotes correspondantes et, si possible, la position de la courbe (n° 231). On conçoit, en effet, toute l'importance du rôle que jouent les branches infinies dans la forme générale de la courbe, Si l'on oublie l'une d'elles ou si on la trace dans une mauvaise direction ou avec une fausse asymptote, l'aspect de la courbe peut être modifié du tout au tout.
Tous ces préliminaires étant terminés, on n'a plus qu'à tracer la courbe, en joignant par un trait continu et régulier les points précédemment construits (2) et tenant compte des tangentes et asymptotes. De plus, l'inspection du tableau indique, à chaque instant du tracé, par les sens de variation de x et de y, si la courbe va de gauche à droite ou de droite à gauche, de bas en haut ou de haut en bas. Enfin, on complète, s'il y a lieu, par symétries.
247. Coi 1115 F.S DÉFÎMES PAR F _\ E ÉQUATION IMPLICITE. Soit la
courbe (C) définie par l'équation
(x) Pour certains points importants, on peut aussi, si l'on veut, chercher la position de la courbe par rapport à la tangente ( n° 217), si toutefois cette position ne résulte pas, d'une manière évidente, du tableau de variation, comme il arrive quelquefois.
(2) Si, dans certaines régions, on trouve que la courbe n'est pas suffisamment guidée, on construit d'autres points supplémentaires, en donnant à t des valeurs numériques convenablement échelonnées. On peut même employer uniquement cette méthode empirique, quand on ne sait pas étudier les variations de x et de y à la manière classique.
Il n existe pas de méthode générale pratique, pour construire une telle courbe d'une manière précise. La marche à suivre varie d'un exemple à l'autre. Nous nous bornerons à indiquer les cas les plus courants.
Citons, en premier lieu, le cas où l'on peut, de l'équation (3), déduire des équations paramétriques de la courbe. On est alors ramené aux paragraphes précédents, ce qui est très avantageux, pourvu que la représentation paramétrique obtenue ne soit pas trop compliquée.
Nous verrons, au Chapitre XVIII, comment on reconnaît, a priori. que certaines courbes algébriques, définies par une équation implicite, peuvent être représentées paramétriquemcnt et comment on calcule pratiquement cette représentation. Pour l'instant, bornons-nous à mentionner le cas très simple où l'équation (3) est résoluble par rapport à l'une des coordonnées. En pratique, ceci n'a guère lieu que si l'équation est du premier degré par rapport à x ou à y. ou encore, quelquefois, par rapport à x- ou à y-. Quoi qu'il en soit, si Ton peut résoudre, sans trop de complication, par rapport à y-, on obtient une équation de la forme y — f(x) et l'on est ramené à étudier les variations de la fonction f\ c).
"21S. Ces hypothèses particulières étant exclues, voyons comment on peut effectuer la construction, en utilisant directement l'équation (3).
On commence par chercher le plus de renseignements possibles sur la courbe. C est ainsi quon détermine tout d'abord les asymptotes, quand elles existent et, si cela est possible, la position de la courbe par rapport à elles. Puis, on peut chercher les points de rencontre avec les axes ('), quand cela présente peu de difficultés. Si l'on aperçoit un point multiple, on cherche les tangentes en ce point (n° 199), comme on peut le faire, au surplus, pour tout point simple obtenu comme point remarquable.
On peut aussi, en s'appuyant sur les théorèmes du n° 2ii, essayer de découvrir des symétries. C'est ainsi que la courbe admet l'origine pour centre de symétrie, lorsque son équation ne change pas
(') Ou avec certaines parallèles à ces axes.
quand on change simultanément x en — x et y en — y. En effet, -i M(.r, y) appartient à la courbe, le point symétrique M'( — x, — y) lui appartient aussi, puisque l'équation f( — x, • — y) = o équivaut à/(#, y) = o.
En particulier, pour qu'une courbe algébrique admette l'origine pour centre de symétrie, il faut et il suffit que son équation ne renferme que des termes de degré pair ou que clés termes de degré impair. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette proposition, qui est à peu prés évidente.
De même, si l'équation ne change pas quand on change seulement j? en — x ou ( )' en ■ — r), Oy (ou O x) est un axe de symétrie.
Si l'équation est symétrique par rapport à x et r, la première bissectrice est axe de symétrie. Si elle se reproduit dans le changement x | — )' et )'| — x, c'est la seconde bissectrice qui est un axe.
Si l'on veut reconnaître la symétrie par rapport h un point quelconque M0(a?0, )'o)r on transporte l'origine en ce point et l'on applique le critérium précédent. De même, si l'on veut reconnaître la symétrie par rapport à une parallèle à un axe de coordonnées ou aune bissectrice, on transporte l'origine en un point quelconque de celle droite.
249. \ oici maintenant le principe de la méthode généralement employée pour avoir une idée précise +le l'allure de la courbe. On coupe par une droite variable (D), passant par un point fixe P et l'on étudie la réalité et la distribution des points de rencontre, en faisant pivoter la droite autour de P, de manière à ce qu'elle balaie tout le plan.
Pratiquement, cette discussion n'est possible que dans les cas où l'équation déterminante des points de rencontre est une des rares équations qu'on sait discuter facilement, telles que l'équation du second degré, l'équation du troisième degré sous la forme canonique (t. I, n° 265), l'équation bicarrée.
Quant au choix du point P, il est précisément guidé par la condition ci-dessus*. Par exemple, si la courbe, étant algébrique et de degré ///, possède un point multiple d'ordre m — 2, en prenant le point P en ce point multiple, la droite (D) ne coupera la courbe qu'en deux points autres que I* et l'on aura à discuter une équation du second degré.
Lorsque le point l} est à distance finie, on peut \ transporter l'origine des coordonnées. La discussion revient alors à passer en coordonnées polaires.
Le plus fréquemment, on essaie de prendre le point I' à l'infini sur l'un des axes. On coupe alors par des parallèles à Ox ou à Or. Suivant le cas, cela revient manifestement à discuter l'équation (3) par rapport à x ou par rapport à y. On peut alors s'occuper non seulement de la réalité, niais encore du signe des racines, de façon à reconnaître les portions de la courbe qui sont d'un côté ou de l'autre de 0 y ou de Ox.
250. Méthode des régions. — • Pour terminer, nous allons donner un procédé particulier, qui, s'il permet rarement, à lui seul, de construire la courbe, peut néanmoins donner des renseignements précieux.
Imaginons cpie l'équation de la courbe (C) puisse être mise sous la forme
les facteurs P,, P2, P:i. . . .. Qn étant des fonctions de x et de y telles que les courbes (P, ), (P2). ( P3)- • • -, (Q«)> cluon obtient en les annu-
lant, soient de forme connue et très faciles à construire. Traçons les lignes (P) en traits mixtes et les lignes (Q) en traits pointillé-»
i/îff. 24).
Tout d'abord, il est évident que tout point de rencontre d'une ligne (P) avec une ligne (Q) appartient à la courbe (C), car, pour un tel point, les deux membres de (4) sont nuls, donc égaux.
On obtient, de la sorte, un certain nombre de points particuliers de la courbe à construire.
l5.\ CHAPITRE XVI.
En second lien, considérons les régions délimitées dans le plan par le*- différentes lignes (P) el (Q). Quand le point M(#, y) se déplace \\ l'intérieur d'une de ces régions, sans en toucher les lignes" démarcatrices, il est manifeste que les fonctions P,, P2, . ..,Q„ gardent chacune un signe constant, puisque aucune d'elles ne s'annule (*). Les deux membres de ({) ont, par suite, dans ladite région, partout le même signe ou partout des signes différents. Dans le second cas, il est clair que la courbe (C) ne peut avoir aucun point dans la région considérée, puisque les deux membres de (4), J prenant des signes contraires, ne peuvent devenir égaux. Pour cette raison, on dit que la région est impossible et on la couvre de hachures. Les régions non impossibles sont dites possibles et laissées en blanc. La courbe peut passer dans chacune d'elles, mais n'y passe pas nécessairement.
Quand on a déterminé la nature de toutes les régions, on part d'un des points <lr rencontre A des courbes (P) avec les courbes (Q). En général, quatre régions aboutissent à ce point; deux sont possibles et deux sont impossibles (fig. i'\ ). On amorce la courbe ( C), à partir de A, dans une des régions possibles. On doit ensuite sortir de cette région par un autre point analogue à A et pénétrer de nouveau dans une région possible. Il peut arriver que cela ne puisse se faire que d'une seule manière (par exemple, sur la figure i\. on doit sortir par le point Bj. Dans ce cas, il n'y a pas de difficulté: Mais, il peut aussi se présenter plusieurs sorties (2), auquel cas, on ne peut continuer le tracé, sans renseignements complémentaires. On recommence alors la même opération, en partant du même point A, mais dans l'autre sens, ou d'un autre point. 11 arrive quelquefois qu'on peut, par ce procédé, construire la courbe en entier. Mais, cela est assez rare et la méthode des régions doit être en général employée concurremment avec une autre méthode.
Remarques. — I. 11 arrive quelquefois qu'un facteur. \\ par exemple, esl essentiellement positif ou négatif, comme cela ;i lien
(') On suppose, bien entendu, qu'on n'a affaire qu'à des fonctions continues. Pratiquement d'ailleurs, ce sont des polynômes, car la méthode des régions ne s'applique guère qu'aux courbes algébriques.
(-) Telle est, sur la figure, la sortie de la région dans laquelle on a pénétré après le point B. On peut sortir par C, D ou E.
lorsque ce facteur est un carré ou une puissance pain-. Dans cette circonstance, la ligne (P< ) "doit être laissée de côté pour le régionnemenl. car sa traversée par le point M est san- influence sur le signe de P, et, par suite, sur le signe du premier membre de ( {). Néanmoins, il peut être utile de la tracer, car elle peul donner des points de (C), par sa rencontre avec les lignes | Q).
II. Pour déterminer pratiquement la nature des différentes régions, on prend un point, de coordonnées aussi simples que possible l l'origine, un point à l'infini, etc.) et situé en dehors de toute ligne i l'i ou (Q). Puis, on voit quels signes il donne aux deux membres de (4)- On en déduit la nature de la région dans laquelle il se trouve: d'où résulte la nature de chaque région voisine ( ' ). De proche en proche, on arrive ainsi à reconnaître toutes les régions.
2ol. Forme d'une courbe gauche ou d'une surface. — Pour se faire une idée de la forme qu'affecte une courbe gauche dans l'espace, on construit ses projections sur les plans de coordonnées ( n" 51) et l'on essaie, par la pensée, de suivre le déplacement d'un point dont les trois projection-- décriraient les courbes ainsi construites. Avec de l'imagination et si la courbe proposée n'est pas trop compliquée, on arrive ainsi à se représenter cette dernière.
S'il s'agit d'une surface, on la coupe par un plan se déplaçant, d'une manière continue, parallèlement à un plan de coordonnées. On construit cette section et l'on étudie ses variations de forme et de grandeur, quand le plan sécant balaie tout l'espace. On peuf répéter cette opération pour les trois plans de coordonnées.
On peut aussi compléter celte étude par la recherche des contours apparents sur les plans coordonnés. Le contour apparent sur xOy, par exemple, est la base, dans ce plan, du cylindre circonscrit parallèlement à O^. On a son équation en écrivant que l'équation en c a une racine double, car cela revient à exprimer que la parallèle à O;, qui a pour trace le point (x, y) sur xO r, coupe la surface en deux points confondus et lui est, par conséquent, tangente.
(l) La nature change, quand on traverse une seule ligne de régionnement ou un nombre impair de ces lignes. Elle ne change pas quand on en traverse un nombre pair.
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On peut aussi écrire que le plan tangent à la surface est parallèle à Or. ce qui se traduit par la condition/: — o. Puis, on élimine centre cette équation et l'équation de la surface. D'après la théorie des racines doubles (t. I, n° 226). cela équivaut à la méthode précédente.
Ajoutons que, dans l'espace, les éléments de symétrie se découvrent par des règles analogues à celles des nos 2ii et 248.
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2o2. Détermination df.s tangentes. — Soit une courbe plane < C |, rapportée à un système de coordonnées polaires, de pôle O et d'axe polaire Ox [fig- 25). Soient M(p, u) un quelconque de ses points
et MT la demi-tangente positive en ce point, la courbe étant par conséquent, supposée orientée. Menons la demi-droite OX, d'angle polaire co et posons
V=\OX,MTJ.
Nous allons calculer l'angle ~\ par son cosinus et son sinus.
A cet effet, menons O 1 , d'angle polaire »-\ — ■ On sait (n° 29)
que cos \ et sinl sont les cosinus directeurs de MT relativement aux axes OXY. Or, soit M' un point variable de la courbe. Si s' désigne son abscisse curviligne et x\y ses coordonnées par rapport aux axes fixes 0X1. on- sait (n°193> que les cosinus directeurs de la
i • • irirrii • dx' dy' ^..
demi-tangente positive M 1 en ce point sont —p et —■• D autre part.
si to'= oj -f- h et o' sont les coordonnées polaires de M par rapport à
Ox. h et o' sont les coordonnées polaires du même point par rapport
Haag. — Cours. II. 17
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à OX; donc (n° 40)
,r'= p' eos//. y'— p' sin/i; dx' dp' , , . , dh dy' dp' . . , , dh
— r-7 = -y-y COS II • 0 Sin II -y—. , —77 = -7-7 S1I1 /* -+- o cos « — — , •
as as as as as as
Si, dans ces formules, nous faisons h=o, nous obtiendrons les cosinus directeurs de MT. Or, quand M' vient en M, -j-r devient égal
, do , . , . dh d(io -+- h) dta' , . , , dm
a -j-> 0 devient e<ral a o et -y-, = —, = —ry devient égal a —r--
ils l l ds ds ds ds
On a donc finalement ( ' )
/ \ v d? ■ v cho
(1) cos \ = -7-» sin V = p — — •
' ds ds
Si la courbe 11 est pas orientée, la tangente est définie seulemcn par tan» \ :
(a) tang\ = -^ = ^>
en appelant p' la dérive -y- • Celte formule peut aussi s'écrire
(3) cotang V = (logp)'.
!2o3. Considérons le point A où MT rencontre 01 . On appelle sous-tangente polaire la quantité
(4) S,= ÔÂ.
Il est aisé de la calculer, d'après ce qui précède. L'équation de MT par rapport aux axes OX\ s'écrit, en effet,
Y =langV(X — p)= |-(X-p).
Si l'on y fait X = o, on obtient l'ordonnée de A, c'est à-dire la sous-tangente :
(5) sf=-£,
(') On peut retrouver rapidement ces formules, en considérant M' connue infiniment voisin de M et remarquant que les projections de MM' sur 0 \ et O^ sont sensiblement dp et pf/u (t. I, n° 173), la longueur MM étanl sensiblement égale à ds.
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ce qui peut encore s'écrire
La normale M\ rencontre 01 en B. On appelle sous-normale
polaire la quantité
(;) s«=ôb.
Le triangle rectangle AMB, dont OM est hauteur, nous donne
ÔM2 =— ÔX.ÔB ou
d'où
Les formules (2), (5 |, 8 l fournissent trois procédés différents pour déterminer la tangente en un point donné. On emploie l'une ou l'autre, suivant la forme de l'équation qui relie p et w. En particulier, on se servira de la sous-tangente, calculée par la formule (6),
>i - se présente comme fonction très simple de w. Si, au contraire,
c'est p qui est le plus simple, on utilisera la sous-normale. Enfin, si p est donné sous la forme d'une expression calculable par logarithmes ( produit ou quotient >, on emploiera la formule (3).
2oi. Cas ou la courbe passe au poli:. — La courbe passe au pôle, si 0 s'annule pour une certaine valeur w0 de w. Dan- ce cas, la droite d'angle polaire co0 est tangente en O à la courbe.
En effet, soil M un point de celte dernière dont l'angle polaire w est voisin de to0 et le rayon vecteur & voisin de zji.ro. La droite OM a pour angle polaire w. Quand w tend vers co0. M tend vers O et OM devient une tangente en O, ce cpii justifie l'assertion ci-dessus.
Si p s'annule pour plusieurs valeurs de 10, ne différant pas les unes des autres par des multiples de it, on aura plusieurs tangentes au point O, qui sera, dès lors, un point multiple.
Il arrive quelquefois, pour certaines courbes transcendantes, que p tend vers zéro, quand oj tend vers — x ou vers — x. Dans ce cas, la
courbe s'enroule indéfiniment autour du point O (■), tout en s'en approchant à une distance aussi petite qu'on le veut. On dit alors que le pôle est un point asymptote de la courbe.
Dans le même ordre d'idées, lorsque p tend vers une limite finie et non nulle p0, pour tu := =boc, le cercle de centre O et de rayon p0 esl appelé cercle asymptote.
255. GoxcAvm';: inflekiox. — Reprenons les notations de la figure i5 et proposons-nous de reconnaître la région dans laquelle se trouve le point INI' par rapport à JVIT, quand on le suppose infiniment voisin de M.
Appelons p0, u>0 les coordonnées de M. L'équation de MT par rapport aux axes OXY peut s'écrire
Nous aurons le renseignement demandé en cherchant le signe de
où x et y désignent les coordonnées cartésiennes de M' par rapport à OXY. Si p et 10 o -+- h sont les coordonnées polaires de ce point, on a
:r = p cos h , y = p sin h : donc
A = p ( cos h — — sin h ) — p„ .
V po /
Il est avantageux, pour éviter la multiplication de p par la parenthèse, de diviser par p. Pour plus de symétrie et aussi pour ne pas changer le signe de A, divisons aussi par p0, en observant que, p étant infiniment voisin de p0, le produit pp0 est positif: nous obtenons ainsi la quantité
B = — ( cosh — ^-sinh\
qui a même signe que A.
Il nous faut chercher ce signe, pour les valeurs infiniment petites de h. Appliquant toujours la même méthode, nous calculons la partie principale de B (t. I, n° 123). .
Supposons que —soit développable suivant les puissances croissantes de h,
par la formule de Taylor, jusqu'à un ordre aussi élevé qu'il sera nécessaire.
(') Dans le sens positif, si w tend vers -\-rJ~- ; clans le sens négatif, si w tend vers — =o .
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Nous avons
Les termes constants et en // disparaissent identiquement. Le terme en A2 est
-?Ur (?);]■
Si l'on observe que la région où A est > o est celle des X positifs, on voit que la courbe est concave vers les X positifs ou négatifs suivant que — -+- ( - )
est négatif ou positif. Si h ( - 1 = o, on a un point d'inflexion. Il faut
pousser plus loin le développement de B. Le terme en A3, par exemple, est
S'il n'est pas nul, on aura un point à \ isible inflexion; la position de la courbe résultera du signe du crochet. S'il est nul, il faudra encore poursuivre le développement de B, jusqu'à ce qu'on obtienne un terme non nul.
En résumé, nous pouvons énoncer les conclusions suivantes :
Théorème. — En un point M, d'angle polaire co, la concavité est tournée vers le point à l'infini de la demi-droite d'angle polaire u> ou vers la
direction opposée, suivant que la quantité — h l -I est négative ou positive. Si cette quantité est nulle, on a un point d'inflexion (l).
256. Asymptotes. — On obtient les points à l'infini de la courbe, en cherchant les valeurs de <o auxquelles correspondent des valeurs infinies de z. Il arrive parfois que p devient infini en même temps que to. Dans ce cas. iln'ya pas de direction asvmptotique. La courbe
(') On peut aussi obtenir l'équation des points d'inflexion en écrivant que l'angle
polaire u + V de la tangente passe par un maximum ou par uu minimum (n° 221 )#
hn a-noulaut sa dérivée, on a i H — — -= o ou
i +( arc tang -V) = o équation qu'il est aisé de ramener à la précédente
tourne indéfinimenl autour du pôle, en s'éloignant de plus en plus. On dit qu'on a une spirale.
Si, au contraire, p devenant infini, oj tend vers une limite linie w0, la droite d'angle polaire to0 est la position limite de OM ; c'est la direction asymptotique t n° 228).
Pour avoir l'asymptote correspondante, on calcule la so'us-asymptote, qui est à l'asymptote ce que la sous-tangente est à la tangente. On sait d'ailleurs qu'une asymptote n'est autre qu'une tangente ( n° 228): par conséquent, la sous -asymptote peut rire calculée par remploi de la formule (6). Lorsqu'elle est infinie, il y a branche parabolique.
On peut aussi déterminer la sous-asymptote par un procédé direct. qui a l'avantage de donner, du même coup, la position de la courbe (n°23i ).
Soient OX la direction asymptotique. d'angle polaire co„. et 0\
la demi-droite perpendiculaire, d'angle polaire w0 -f- - (fig- 26);
Fi g. 26.
Menons MP parallèle à OX. Par définition, l'asymptote est la limite de cette droite. Pour la déterminer, il suffit de- calculer la limite OA de OP, qui n'est autre que la sous-asymptote. Or, OP est la projection, sur OY, du vecteur OM, porté par la demi-droite O À, «d'angle polaire to. On a donc
OP = OM . cos( OX, OY 1 = p co> ( u>o -r- — — w ) = p sin ( tô — ti>0 1 .
Par suite, la sous-asymptote est la limite d de la quantité 8 = a sin(oj — to0), quand u> tend vers w0 ( ' ).
Si l'on veut avoir la position de la courbe par rapport à
(') Cette limite se présente sous la forme y- x o (t. I, n° 12G).
ÉTLDE DES COURBES PLANES EN COORDONNÉES POLAIRES. l6i
V asymptote, il suffit d'étudier le signe deAP = o — <1. quand w est infiniment voisin de o0. À cet effet, on pose w — «0 = h et L'on cherche la partie principale de o — cl. par rapport à h. Il faut, en même temps, avoir soin d'observer le signe de l'infiniment grand p, ce qui peut se faire au moyen de sa partie principale
Remarque . — On peut montrer aisément que la limite de o coïncide avec la valeur de la sous-asymptote donnée par la formule (6).
On a, en effet .
sin | eu — u>o '
Cette expression se présente sous la forme -• Si on lui applique la règle de l'Hospital (t. 1, n" 126), on voit qu'elle a même limite
COS((0 — OJn l , , ,. I /-> . i • i l 1
aue ; — —i c est-a-dire ?-• <_ est bien la valeur que donne
\ p / w . \r'/wo
la formule (6), quand on y remplace co par u>„.
257. Symétries. — Il importe pour la construction des courbes, de savoir reconnaître éventuellement leurs symétries par rapport au pôle ou par rapport à iine droite quelconque passant par le pôle.
Théorème I. — Les deux points M | p, w | et M i p', to') sont symétriques par rapport au pôle, si l'on a
c' — — p, (.-/ = w — 2 /. ~ ou bien p' = p, to'= w -+- (a k -+- l)ic.
En effet, dans le premier cas, les vecteurs OM et OM' ont des mesures algébriques opposées sur la même demi-droite (d'angle polaire un ; donc, ils sont opposés. Dans le second cas, ils ont même mesure algébrique sur deux demi-droites opposées (d'angles polaires respectifs u> et w-}-7c); ils sont donc encore opposés.
Théorème II. — Les deux points M et M' sont symétriques par rapport à la droite OA, d'angle polaire a, ou par rapport à la droite OR perpendiculaire, suivant qu'on a
to'=2« — w, p'=p ou bien io'=2a — w, p'= — p.
En effet, les demi-droites O/.. d'angle polaire co, et OÀ'. d'angle
polaire <•>'. admettent pour bissectrice la demi-droite d'angle polaire t0 + t0' = a, c'est-à-dire OA. Si p'= p, OÏÏ = OM, les points M el
M' sont évidemment symétriques par rapport à OA. Si p' = — p, OM" = — OM, les deux points sont symétriques par rapport à la
bissectrice extérieure de l'angle XOV, c'est-à-dire par rapport à la droite OB. perpendiculaire à OA.
Si. en particulier, on applique ce théorème, en supposant a — o
ou -> on obtient les suivants :
Théorème III. — Les deux points M et M' sont symétriques peurapport à l'axe polaire, si l'on a
co' = — u>, p'=p ou bien u>'=n — w, p'= — p.
Théorème IV. — Les deux points M et M' sont symétriques par rapport à la perpendiculaire à l'axe polaire, si Von a
ou bien
10 — — tu .
Les théorèmes I, III et IV sont d'une application fréquente, dans la construction des courbes. Ils se retrouvent d'ailleurs instantanément, en interprétant les formules intéressées sur une figure qu'on trace rapidement ou qu'on se représente mentalement.
2o8. Colrbes simples. — Avant d'entreprendre la construction d'une courbe définie par son équation polaire, il est toujours bon de vérifier, par un examen rapide, qu'on n'a pas affaire à une courbe classique, de forme bien connue, telle que droite, cercle, conique. Si l'on néglige cette précaution, on s'expose à commettre la maladresse ridicule qui consiste à construire par points une droite ou un cercle.
Ln procédé toujours très rapide et qu'il est facile de ne pas oublier, pour éviter cette sorte d'accident, est de passer tout simplement en coordonnées cartésiennes. La transformation ne souffre aucune difficulté toutes les fois cju'on doit arriver à un résultat aussi simple que ceux qu'on se propose précisément de discerner.
Néanmoins, il est des équations polaires particulières qu'il est bon de retenir. Telle est Y équation de la droite.
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Laissant de côté le cas banal où clic passe au pôle, son équation cartésienne par rapport aux axes rectangulaires classiques attachés à tout système de coordonnées polaires (n'J 40) peul s'écrire
ax ■+- by = i .
Utilisant les formules de passage (n° 40), on a l'équation polaire
— = «cosco -+- b sin w.
On voit que - se présente comme une fonction linéaire et homogène en cos ui et sinto.
La droite qui passe par deux points donnés Mj, M, a pour équation (c/.n° 81)
cos w sinw
— coso)[ sinwi P«
— cosco2 sinio.]
ou, en développant suivant la première colonne,
— sin( wi — w.) ) H sin( o).-> — m ) ~ sint '■) — Wi) = Oi
P Pi ?2
Si l'un des points, M2 par exemple, est à l'infini, il suffit d'annuler — > ce
qui donne
- sin ( w i — (,> .) ) H si n ( w ., — w ) = o.
P Pi
En particulier, l'équation de la tangente au point Mji pi, &>i) d'une courbe donnée est, en adoptant les notations du n° 232 et observant que l'angle w2 est, dans ce cas, égal à &>i+ V,
-sin V — — sin ( o)i -t- V — ut) = — [sin V cos (w — wi) — cos V sin < w — wj l]
P Pi ?i
ou, en se servant de la formule (2 |.
CO S ( W — C
P pi
( — ) sin ( o) — \pi/
259. Soit maintenant un cercle^ que nous supposerons d'abord quelconque. Son équation cartésienne est de la forme
-- -+- y- -+■ 2 A x -+- % By ■+■ C = o .
à laquelle correspond l'équation polaire
( 10 ) pJ — 2p1 A costo -f- B sin u<) -+- G = o.
S'il s'agil d'un cercle passant au pôle, C est nul. En supprimant le faeleur p, l'équation ( 10) prend la forme
(il)' p = a cos m -t- b si n w .
Cette fois, c'es£ p çw/ est une fonction linéaire et homogène de costo eJ sineo ( ').
Signalons enfin comme équation à retenir l'équation d'une conique dont le pôle est un foyer ( n° 520 I,
260. Construction d'une courue définie par une équation de la
forme p =J '< to). — Ce cas est. de beaucoup, le plus important, tant par sa fréquence que par sa simplicité. 11 comporte les opérations suivantes, qui doivent être effectuées dans l'ordre où nous les donnons.
i" Recherche de i intervalle de variation de to. — A priori, on doit faire varier to dans tout intervalle où la fonction f (to) est définie. Mais on peut souvent obtenir des réductions, grâce à des considérations de -périodicité ou de symétrie.
En particulier, si la courbe est algébrique, p doit être fonction algébrique de eosto et de sinw; on pourrait en conclure que c'est nécessairement une fonction périodique de co. dont la période est commensurable avec t:. et réciproquement. Sans envisager ce point de vue général, signalons seulement le cas où p est une fonction rationnelle des lignes trigonomélriques de multiples commensurables de to. Si p est le plus petit dénominateur commun des multiplicateurs de to. il est clair qu'en changeant to en to + ap-, - sera
chance en \- a—, les multiples entiers de — seront auirmentés d'un
nombre entier de fois 2- et leurs lignes trigonométriques et. en conséquence, p ne seront pas changés. Il suit de là que la fonction p
(') L'analogie entre le; équations (9) et (11) s'explique par ce fait que tout cercle passant par le pôle est l'inverse d'une droite et réciproquement, le centre d'inversion étant au pôle.
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admettra certainement pour période o.p-. ce qui ne veut pas dire que cette période ae puisse être, dans certains cas, réduite à l'un de ses sous-multiples (').
De toutes façons, quand on a reconnu que p admettait une
période il, on peut se bornée à taire varier u dans un intervalle quelconque ( il 1. de longueur il. On construit l'arc «le courbe correspondant ; puis on lui imprime, autour du pôle, les rotations zz il, ± 2Q, . . .. Si, comme il arrive quand la courbe est algébrique, il est commensurable avec Tt, on finit par retomber sur lare initial < 2 i : la courbe se ferme (:! ). Sinon, on obtient une infinité d'arcs différents et la liyne passe aussi près qu'on le veut de tout point dont le o est atteint par /'< w >, quand co décrit l'intervalle i Û) ( ' i.
Lorsqu on a obtenu la plus petite période de p, on recherche les symétries, par l'application des théorèmes du n" 257. A cet effet, on essaie des substitutions de la forme w| — w, co | tz — co, to|--f-co. co j 2 a — co, . , . , et l'on regarde si p ne change pas de valeur absolue. Chaque fois qu'il en est ainsi, on a découvert une symétrie | •) et l'on peut réduire de moitié l'intervalle de variation.
2(31. L'intervalle le plus réduit étant obtenu :
2° On étudie les variations de z en fonction de ta.
3° On étudie le signe de p. Ceci est indispensable, pour savoir dans quel sens on doit porter chaque rayon vecteur (n° -iO).
4° On construit les points remarquables et les tangentes en ces points. Entre autres, on doit déterminer avec soin les points à l'infini,
(') Si l'on pose tang — = t. il est aisé de voir que p, cosco, siuco tt, par suite,
x et y s'expriment rationnellement en fonction de /. La courbe proposée est donc. non seulement algébrique, mais unicursale.
(-) Si — est la fraction irréductible égale à — j ceci arrive au bout de y rotations,
dont l'ensemble équivaut à p tours complets.
(3) A vrai dire, ceci est une façon de parler, car, malgré cette circonstance, la courbe peut être ouverte (s'il y a des brandies infinies) ou se composer de plusieurs courbes fermées.
(4) Ces points constituent une région délimitée par un ou plusieurs cercles concentriques au pôle (cf. Chap. IV: exercice résolu nu î >.
(5) Il y a exception si. à la suite de la substitution w|w + x, p se change en — p. On retombe sur le même point et l'on peut, sans rien oublier de la courbe, se borner à faire varier w dans un intervalle de longueur -.
1rs asymptotes correspondantes et, si possible, la position de la courbe par rapporl à celles-ci. Les valeurs de to qui rendent o infini figurent il ailleurs nécessairement dans le tableau de variation, comme valeurs de discontinuité. De même, l'étude du signe de o conduit, en général ('), aux valeurs qui annulent celle quantité et qui sont. comme on s;iit (n° 2oi ). les angles polaires des tangentes au pôle.
Observons enfin qu' aux points où o est maximum ou minimum, la courbe est normale au rayon vecteur, car la sous-normale p' est nulle.
■ >" On trace une ligne continue joignant les points remarquables (2), en observant les indications du tableau de variation.
(>" On complète, s'il y a lieu, par symétries et par rotations.
262. Points multiples. — Une courbe étant donnée par une équation de la forme p =/( w), on peut aisément, du moins en théorie, en déterminer les points multiples.
Ln point M( p, ta) est multiple s'il est obtenu plusieurs fois dans la construction de la courbe (3). Ceoi peut arriver de deux manières:
i° En ajoutant ih -- à to, k ayant une valeur entière convenable, on retrouve la même valeur pour p.
2° En ajoutant (ik-\-i)- à to, p change de signe.
Il suit de là qu'on aura les points multiples en cherchant les valeurs de m pour lesquelles l'une ou l'autre des équations
/(«) =/i w -i- 2Â- I, /(to I =—/['.> +12/,-^ I )-]
admet une ou plusieurs solutions entières en k.
263. Autres formes d'équation. — 11 arrive quelquefois qu'une courbe est définie par une équation de la forme to =/(c). Si l'on ne peut résoudre par rapport à p, on étudie les variations de to en fonction de o.
(') Si une valeur w0 annule p sans le faire changer de signe, la courbe admet visiblement un rebroussement au pôle, la tangente de rebroussement ayant pour angle polaire w0.
C1) Si, dans certaines régions, la courbe n'est pas assez bien guidée, on construit quelques points supplémentaires, en donnant à o> des valeurs numériques convenablement échelonnées.
(3) On suppose, bien entendu, que ceci n'a pas lieu pour tous les points de la courbe, c'est-à-dire que l'intervalle de variation de to a été suffisamment réduit. .
ÉTUDE DES COI RUES PLANES EN COORDONNÉES POLAIRES
Plus généralement, si la courbe est définie par des équations
paramétriques de la forme
ii 'i p = f(t), w = Sr(t)1
on étudie les variations <l<; o et de <•) par rappori à /. (huis un intervalle aussi réduit que possible par les périodicités ou symétries. 11 peut se faire enfin qu'on donne l'équation polaire de la courbe
sous forme implicite :
< )n clierclie alors à discuter, par rapport à p, ce qui re> ienl à couper par une droite variable passant au pôle (cf. n° 249), ou bien, par rapport à co, ee qui revient à couper par des cercles concentriques au pôle.
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ï26i. Courbes planes unicursales. — Lne courbe plane est dilc unicursale si l'on peul trouver un système d'équations paramétriques dans lequel x ely son! des fonctions rationnelles (i. I, n°7oN) de /.
On peul toujours, dans ce cas, choisir la représentation paramétrique de telle manière que, lorsque t croît de — co à +tt. le point Ml x.y i décrive la courbe en entier, une seule fois et toujours dans le même sens ('). Lne semblable représentation est dite repr<'sentation paramétrique propre. Elle définit, en somme, une correspondance parfaite entre les nombres t de l'intervalle ( — x, -)- x ) et les points de la courbe.
11 peut arriver, au contraire, que chaque point soit obtenu pour plusieurs valeurs du paramètre (-). La représentation est alors impropre et peut être simplifiée par un changement de variable surf.
Toute courbe unicursale est algébrique, car l'élimination de t entre les équations paramétriques conduit à une équation algébrique en a?, y (t. I. n° 233). Pour, avoir son degré, on coupe par une droite que/conque in" 43'). Si la représentation paramétrique est propre, le degré cherché est égal au degré de l'équation aux / des points d'intersection.
26o. Procédés pour reconnaître, sur leur équation implicite, que certaines courbes sont unicursales. -- Si toute courbe unicursale esl algébrique, il faut se garder de croire à la réciproque. 11 existe des procèdes généraux qui permettent -de déceler l'unïcursalité ou la non-
(') Cette propriété, que nous admettrons, explique l'origine du qualificatif « unicursale ».-
(2) Il suffit, par exemple, de faire le changement de variable t = /'-. à partir d'une représentation propre, car à chaque point correspondent deux valeurs opposées de t'.
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unicursalité sur l'équation implicite. Ils sont intimement Liés à la recherche des points multiples.
C'est ainsi que si une courbe algébrique de degré m possède un point multiple P, d'ordre m — i, elle est, à coup sur, unicursale.
Vax effet, coupons-la par une droite variable (D) passant par P. Parmi les points d'intersection, le point P figure m — i fois ( n" 11)8 i ; .il ne reste donc qu'un seul point variable -M. qui. lorsque la droite pivote, décrit la courbe. Or, l'équal ion aux x des points d'intersection a des coefficients rationnels par rapport à cens, de (D), lesquels sont fonctions linéaires d'un paramètre variable / (n° 76). Gomme nous connaissons, à l'avance, une racine multiple d'ordre m — i de cette équation, à savoir l'abscisse de P, nous pouvons, par des calculs rationnels ('), évaluer l'unique autre racine, qui est l'abscisse de ~\l. Il est clair, dès lors, que cette dernière scia fonction rationnelle de /. Il en va de même pour l'ordonnée. Notre courbe est donc bien unicursale et nous savons en obtenir une représentation propre (-).
Parmi les courbes de la catégorie précédente, on peut ranger les courbes du second degré. Le point P, qui est un point simple, peut être pris n'importe où sur la courbe.
Citons aussi les cubiques à point double, dont on rencontre assez fréquemment des exemples.
265. Théorème. — Le nombre maximum de points doubles que puisse
, , . , ■ , , , i m — i ) | m — 2 ) présenter une courbe algébrique de degré m est ; lorsque
ce nombre est atteint, la courbe est unicursale.
„ o . , , ■ . , ( ui 111/» O. I
i" Supposons qu une courbe (C) possède hi = u points
doubles Ai, Ag, ..., An. Prenons, sur celle courbe, /< points Bj, Ba, ..., B;,, autres que les points doubles, p étant un nombre que nous allons déterminer dans la suite, mais que nous supposons déjà vérifiant une égalité de la forme
n étant entier et •< m .
(') En utilisant, par exemple, une des relations entre les coefficients et les racines {t. I, a' 220).
(2) Il y a, en effet, correspondance parfaite entre le point .M et la droite (D) et, par suite, entre le point M et le paramètre /.
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En vertu de celte dernière hypothèse, nous pouvons faire passer, par les points V et B, une courbe algébrique (T), de degré n (et, en général, une seule t I ' i. Les points A comptent pour ■?. u dans l'intersection des deux courbes, parce que doubles sur (G). Les points B comptent pour y?. Supposons maintenant qu'on ait
Les deux courbes auront plus de mri points communs, ce qui n'est pas possible in" 46 i, sauf si elles se confondent ou bien ont une partie commune. Mais ceci non plus n'est pas possible, car nous supposons, bien entendu, la courbe (Ci indécomposable et, d'autre part, puisque n est plus petit que m, la courbe ( T i ne peut comprendre ( C) ni se confondre avec elle.
Nous aurons donc démontré la première partie de notre théorème, si nous pouvons trouver deux entiers p et « satisfaisant aux conditions précédentes.
Bésolvons. dès lors, le système (i), (2), par rapport aux inconnues/?, n. Betranchant (1) de (2), nous avons
n2 — ru 2 m — 3) -+- (m — 1) (m — 2) = o.
Cette équation du second degré admet les racines
entières et toutes deux inférieures à m.
Portant ces valeurs dans (2), par exemple, nous avons ensuite
( 4 ) p 1 = 2 m — 3 , pî = m — 3 ,
nombres également entiers.
20 Supposons maintenant que la courbe (G) possède seulement
= v points doubles, A|, A*. .... A,, .
Les nombres p et n étant choisis comme précédemment, prenons encore,
sur la courbe, p points fixes quelconques B^ B2, ..., B^,, autres que les
points doubles. En vertu de (1), le nombre total des points A et B est
n(n -+■ 3) „ , c . . r . , , , 1. On peut donc faire passer par eux une infinité de courbes
algébriques (F), de degré n, constituant un faisceau (cf. Chap. XXXVIII,
Car le nombre des coefficients de l'équation générale du ivim° degré est
Le nor n ( n
(n + i)(« + a) «(/n-3) 3-+-...-h(/i + i)= = -+1. Le nombre de para-
mètres dont dépend la courbe générale de degré n est donc
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exercice proposé n" lj. Les coefficients de l'équation générale «le ce faisceau renferment linéairement un paramètre variable /.
Cela posé, chaque courbe < 1* i coupe i C i aux points \ el l!. qui comptent pour '£•/—/> dans l'intersection. D'après (2), il ne reste qu'un seul autre point de rencontre M, le seul variable avec t et qui décrit C quand / varie. En raisonnant comme au n° 26o, on voit que ses coordonnées peuvent se calculer rationnellement en fonction de /. La courbe 1 C 1 est donc bien unicursale.
On peut étendre ce théorème par la considération de points multiples d'ordres quelconques, dont chacun équivaut alors à un certain nombre de points doubles. Mais nous ne pouvons aborder ici cette question, qui est fort ardue.
Comme application, citons la quartique à trois points doubles, pour laquelle m — \, v = '!. Les formules (3) et (4) donnent, dans ce cas,
n 1 = . 3 . p ! = ") : n% = 2 , pi = I.
On obtient donc une représentation paramétrique rationnelle de la courbe
en la coupant par un faisceau de cubiques ou par un faisceau de coniques.
La seconde solution est évidemment la plus simple.
La dinerence entre le nombre maximum de point- doubles
qu'assigne à une courbe algébrique son degré m et le nombre de points
doubles qu'elle a effectivement est appelé genre de la courbe.
2G7. Problèmes divers. — La représentation paramétrique rationnelle des courbes unicursales est particulièrement commode pour la
résolution Je certains problèmes, dont nous allons dire quelques, mots.
I. Condition pour que trois points de la courbe soient en ligne droite. — Soient trois points M,, M2, M3, de paramètres tt. t2. t3: on demande la condition qui doit lier ces paramétres pour que les points soient en ligne droite.
v cet effet, nous coupons la courbe par une droite quelconque
| j , tir — vy — w = o.
Puis, nous exprimons qu'on peut déterminer u. e, w de telle manière que l'équation en t obtenue admette pour racines /,, /2. /:!. La manière la plus élégante d'arriver à ce résultat consiste généralement à écrire les 11 relations entre les coefficients et les racines ( // étant le degré de la courbe), puis à éliminer entre elles le- trois Haag. — Cours, II. is
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paramètres homogènes //. r. w el les n — 3 racines /■,. / /„
autres que t,. t-2. /.,. < )n esl conduit, de la sorte. à une relation entre /,. /_.. /.,. ([m est la relation demandée.
Pour l'aire le calcul d'une manière symétrique, il convient de remplacer les deux groupes de racines /,. /2, /■, el /,. / tn par leurs
fonctions symétriques élémentaires respectives (t. I, h°220; cf. noie de la page s8 • i.
La condition étant supposée remplie, on peut avoir L'équation de la droite M|M2M3, en résolvant, par rapport à u. e. ir, les équations obtenues par l'élimination «le /., /■. ...,/„ seulement.
Si, dans les résultats précédents, on suppose t< =t2 = t et t3 = h. on obtient, d'une part, une équation en 9, dont les racines sont les paramètres des points d'intersection de la courbe avec la tangente au point de paramètre /; d'autre part, l'équation de cette tangente.
Si l'on suppose tt = t-2 = tz = £, on obtient l'équation aux / des points d'inllexion ( n° 222).
II. Condition pour que quatre point 's soient sur un mente cercle OU six points sur une même conique, etc. — On coupe la courbe par un cercle quelconque ou par une conique quelconque et l'on continue comme dans le problème précédent. Plus généralement, on peut déterminer, par cette méthode, la relation qui doit exister entre les paramètres de p points pour que ces p points soient sur une des courbes d'une famille donnée, dépendant de p — \ constantes arbitraires.
En égalant deux ou plusieurs des paramètres, on obtient des cercles, coniques, .... tangents, bitangents, tritangents, oscillateurs. ... à la courbe proposée.
III. Condition pour que les tangentes en trois points soient concourantes. — On forme l'équation aux / des points de contact des tangentes issues d'un point quelconque Pur. y > ( n" 211 i et l'on exprimé qu'il est possible de déterminer ce point de manière que cette équation admette pour racines les paramètres /,. /2. /:, des points considérés. A cet effet, on écrit les relations entre les coefficients et les racines et l'on élimine entre elles r. y el les racines autres que /, . t .. t-,.
On peut aussi calculer x et y en fonction de £,, t.2. t?t: on a ainsi les coordonnées du point de concours P.
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Si l'on fait, dans l'équation de condition, /( t% / et /; 8, L'équation en 'i obtenue admel pour racines les paramètres des points de contact des tangentes issues du point M, de paramètre £, autres
que la tangente en ce point.
Si l'on l'ait f4 = t, = (s = f , on obtient l'équation aux t des points de rebroussement q° 300 .
On peut généraliser ce qui précède en cherchant la condition pour que certains groupes <le tangentes soient tangents à une même courbe appartenant à une famille déterminée. Pour cela, on emploie toujours le même procédé, en partant de l'équation aux / des tangentes communes à la courbe proposée et à une courbe quelconque de la famille considérée.
268. Courbes g-àuches umictjrsales. — Lue courbe gauche est dite unicursale si l'on peut trouver un système d'équations paramétriques
dans lequel x, y, z sont fonctions rationnelles de /.
On peut répéter ici tout ce qui a été dit au n° 21) i. sauf que, pour avoir le degré, on coupe par un plan quelconque ( n" ^2 .
Théorème. — Toute courbe algébrique, de degré m^ possédant deux points multiples P et Q, d'ordres /> et q tels que p-\-q=m — r . est unicursale < ' .
En effet, coupons-la par un plan variable (II), passant par P el Q. Ces derniers points comptant pour p -+- q =m — 1 dans l'intersection, il n'en rote qu'un seul M qui soit variable. Ses coordonnées s'obtiennent par des calculs rationnels et sont, par suite, des fonctions rationnelles du paramètre variable dont dépendent Linéairement les coefficients du plan 1 II .
Comme application, citons la cubique gauche, pour laquelle les points P et Q sont deux points quelconques, nécessairement simples.
Toute quartique gauche possédant un point double P remplit aus>i
t ' 1 Si /< — q — n). la 1 ourbe est plane ou se décompose et comprend une courbe plane. Car, si M est un point de cette courbe autre que P et Q, le plan M PO coupe en ni -+- i points, donc en une inimité. Il contient toute la courbe ou une partie de celle-ci.
En particulier, une cubique a point double est plane ou se décompose. 1 ne quartique possédant deux points doubles est plane ou se décompose.
les conditions précédentes, puisqu'il suffil de prendre pour point Q un point quelconque de la courbe, autre que I'.
:2(>Jt. ( >n peul se poser, à propos des courbes gauches unicursales, des problèmes analogues à ceux que nous avons résolus au n°267. On peut chercher, par exemple, la relation qui doit exister entre les t de quatre points pour que ces points soient dans un même plan. La méthode à employer est toujours la même et nous ne croyons pas utile d'\ revenir.
En égalant deux des paramètres, on obtient un plan tangent. Si l'on égale en même temps les deux autres, le plan est bitangent. Si l'on égale trois des paramétres, on obtient un plan oscillateur. Si on les égale tous quatre, on a l'équation aux t des points possédant un plan surosculateur.
270. Surfaces unicursales. — Une surface est dite unicursale si l'on peut en trouver un système d'équations paramétriques tel que x. y. z soient fonctions rationnelles de m", v.
Si la représentation est propre, il y a correspondance parfaite entre les points de la surface et les groupes de nombres (u, v).
On peut aussi faire correspondre à chaque point M de la surface, de paramètres u et v, le point m du plan des xy (ou d'un plan quelconque dans lequel on a choisi deux axes de coordonnées), qui a pour coordonnées cartésiennes, dans ce plan, u et v. A chaque ligne tracée sur la surface correspond, de la sorte, une ligne tracée dans le plan et réciproquement. Un tel mode de correspondance porte le nom de représentation plane de la surface.
Toute surface unicursale est algébrique. Pour avoir son degré, le moyen le plus rapide consiste assez souvent à former son équation implicite, par élimination de u et e. On peut aussi couper par une droite quelconque et compter le nombre de points d'intersection.
Imaginons, par exemple, que les équations paramétriques de notre surface aient été mises sous la forme
fii fi, fz- f\ désignant quatre polynômes en a, v n'ayant aucun diviseur
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commun. Coupons par la droite (A) définie par les équations
/ V.r B'y-hC'z+ D'= o,
A, B, ..., D' étant des coeflicients arbitraires. Les paramètres des points d'intersection sont déterminés par le système
(8) \ /, ( u, v) - I : /, ( u, v ) 4- ( ! fi ( «, v) -+- D/4( u, v) =• o,
(9) \'/\( u. v ) -+- B'/ji //. c 1 ■+- C'f3(u. v) -t- D'/Vl //. p) = o.
Il revient au même de dire, en se servant de la représentation plane, que les points représentatifs des points d'intersection sont les points communs aux deux courbes définies par les équations (8) et (91. où u et v sont regardés comme des coordonnées cartésiennes courantes. Il faut prendre garde, cependant, que certains de ces points peuvent ne pas convenir. Ce sont, lorsqu'ils existent, ceux qui appartiennent à la fois aux quatre courbes
(10) f[(u, i>) = o. fi(u,v) = o, /8(a,t>) = o, fifu.ii — o.
Pour les valeurs correspondantes de u, v. les fractions x. y. z se présentent
sons la forme illusoire - et ne constituent les coordonnées d'aucun point o
déterminé de la surface 1 ' |. \u reste, il est bien évident que les point- représentatif- des point* d'intersection doivent, comme ces derniers, être variables avec la droite (A; et ne sauraient, par conséquent, comprendre aucun des
(l) En réalité, à un tel système de valeurs, soit w0, e0, correspondent, en général, les points d'une droite. En effet, posons
et développons /,( u0-H x, e0-t- |i ), ... par la formule de Taylor (t. I. n° 132 ). Désignons, pour simplifier l'écriture, par A et H les valeurs des dérivées partielle- —
et — > pour u = u0 et v = v0. Nous avons alors, en négligeant les termes eu a. (3 de degrés supérieurs à un.
_ A, a -f- B, ï — . . . _ A, a -t- Ba ft 4- . . . A a -f- B ,1 ~- . . .
Lorsque a et rp tendent \ers zéro, de telle manière (pie le rapport - tende vers une limite déterminée /.. ces expressions tendent vers (t. I, n" 1"2G)
.. _ A,— B,X _ A,— IV >■ „ _ A — Il '/,
coordonnées d'un point qui, lorsque a varie, décrit une droite.
S CHAPITRE XVIII. — COURUES ET SURFACES UNICURSALKS
point:- communs aux courbes (10), puisque ces points, lorsqu'ils existent, sont i ous fixes.
Ces précautions étant signalées, il est aisé d'avoir le degré de la surface. Si m désigne le plus fort degré des polynômes /,. /2. /:!. /•.. le nombre total des points de rencontre des courbes (8) et (9) est évidemment m-. Soit, d'autre part./) le nombre des points communs aux quatre courbes (10). Le degré de la surface est m- — p.
En tbéorie, la règle est, on le voit, fort simple. Dans la pratique, elle peut donner lieu à des difficultés parfois considérables, à cause de la détermination du nombre /).
THÉORIE DES ENVELOPPES
I. — ENVELOPPES DE COURBES DANS LE PLAN
"271 . FvMILLE DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION IMPLICITE. Soit Une
famille de courbes (G), dépendant d'un paramètre variable x. On appelle enveloppe de cette famille une courbe (Et, à laquelle toutes les courbes < G) sont tangentes.
Nous allons démontrer l'existence de cette enveloppe et donner la règle qui permet de la trouver, en nous plaçant d'abord dans l'hypothèse où la famille des courbes (G) esl définie par une équation implicite
renfermant le paramètre variable x.
Soit M un point de contact de la courbe i Ca >. de paramètre y., avec l'enveloppe (E>. supposée existante. Les coordonnées X, 1 de ce point sont évidemment des fonctions de a. Elles vérifient identiquement L'équation
qui exprime que le point M est sur la courbe I Ga).
Q s'agit maintenant d'exprimer que les courbes (E et i Ca ) ont. en M, la même tangente. Les paramètres directeurs de la tangente
à i E i sont -j- j -ri'1' D'autre part, la tangrente à (Ca i a pouréqua- (loL an '
tion | n" 197 i
(3) — X /\ — ' y — Y |jfj = o,
(') Lorsque a varie. le point M i\. ^ | décrit, en effet, la courbe (E). On se trouve, dès lors, dans les conditions du n" 19?:
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où .r. y désignent les coordonnées courantes. Ces de\ix tangentes ayant déjà le point M commun, pour qu'elles se confondent.il faut et il suffit qu'elles aient la même direction, ce qui se traduit par
Le> fonctions inconnues X cl ^ sont donc assujetties à vérifier les conditions 2 et j el celles-là seulement. Il semble qu'elles soient. dès lors, définies par un système différentiel, puisque l'équation < j |
renferme les dérivées -r- et -r des fonctions inconnues. En réalité, il ay. aa
n'en e>t rien, car l'équation ( \ ) peut se simplifier, si Ton tient compte de l'équation (2). Dérivons, en effet, totalement cette dernière par rapport à a; nous avons (t. I, n° 130)
,, dX d\
Si l'on tient compte de (5), on voit immédiatement que. pour que l'équation l i soil vérifiée, il faut et il suffit que l'on ait
En définitive, les fonctions X et \ peinent être maintenant considérées comme définies par le système (2), 6). Xous pouvons, des lors, énoncer la règle suivante :
Piegle. — Les coordonnées du ou des points de contact de la courbe (Ca) avec son enveloppe sont définies par I équation proposée et V équation dérivée par rapport au paramètre a. Si Von résout le système'de ces deux équations par rapport à xet y, on a* les équations paramétriques de l'enveloppe. Si, au contraire, on élimine entre elles le paramètre a. on a l'équation implicite de V enveloppe 1 n" 58 1.
~2~~2. Remarque?. — I. Lorsque les courbes 1 G) sont des droites, on peut toujours calculer aisément les équations paramétriques de l'enveloppe. Le> équations | 2 ) et ( 6 1 sont, en effet, dans ce cas, du premier degré en \. ^ et il est facile de les résoudre.
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II. L'élimination de a entre (2) ci (6) équivaut à exprimer que l'équation .(-2) a une racine double eu a (t. I. u° 228). Donc, pour /noir V équation implicite de Vénveloppe, il suffit d'exprimer que Véquation proposée a une racine double par rapport au paramètre variable.
Cette remarque esl particulièrement à utiliser, lorsque l'équation^) est du second degré en a <>u l>ien du troisième degré, sans terme en a- ou sans terme en a ( équation aux inverses).
On peut l'interpréter géométriquement de la manière suivante : Par tout point P du plan, on peut taire passer un certain nombre de courbes (C), dont les oç sont donnés par l'équation (1), où l'on regarde x et y comme les coordonnées de I*. Pour que le point I* appartienne à l'enveloppe, il faut cl il suffit (pie deux de ces courbes soient confondues.
C'est ainsi que, parmi les tangentes qu'on peut mener à une courbe par un de ses points, la tangente en ce point compte pour deux.
III. Lorsque l'équation (2) est algébrique en se, on peut la remplacer par l'équation dérivée par rapport à la variable d'homogénéité
(t. I, n°!227). Cela peut amener des simplification- soit dans la recherche des équations paramétriques, soit dans la recherche de l'équation implicite de l'enveloppe.
IV. Un cas assez fréquent et particulièrement simple est celui où l'équation donnée ne renferme a que par ses cosinus et sinus, et cela linéairement. Soit donc
.(7) A cosa -T- B sina = C.
les A, B. C étant des fonctions de x. y indépendantes de x.
Dérivons par rapport à y. :
(8) — A. siiia -+- B cosa = o.
Pour éliminer a, élevons au carré et ajoutons; il vient
273. Points limites. — Considérons deux courbes (Ci voisines,
de paramètres y. et xA-h. Ces deux courbes se coupent en an certain
nombre de points, déliais par le système
I in i f(*>y, * I = O,
tu) f{*,y, a — A) = o.
Supposons maintenant que, a étant fixe, h tende vers zéro. La courbe (Ga+^) tend vers la courbe (Ga). Quant aux points d'inlersection précédents, ils tendent, sur (Ca), vers certaines positions limites, (pion appelle les points limites ou points caractéristiques de cette courbe.
Pour les déterminer, il ne faut pas faire directement h = o dans l'équation (n), car elle se réduit alors à l'équation (10) et le système (10), (il) devient indéterminé. Pour lever cette indétermination, remplaçons l'équation {i i) par la suivante :
qui est une combinaison linéaire des deux précédentes. Si, maintenant, nous faisons tendre h vers zéro, l'équation (12) devient, à la limite,
(i3) fx(x, y, a) =0.
Les points limites sont donc définis par le système (10), (i3). On reconnaît le système \ 2 |, 1 6 1. Donc, les points limites de chaque courbe (C) coïncident avec les points de contact de cette courbe avec son enveloppe. On peut dire aussi que l enveloppe d'une famille de courbes à un paramètre est le lieu des points limites des différentes courbes de cette famille.
27 i. Solutions singulières. — Il convient, néanmoins, d'apporter quelques restrictions aux considérations qui précèdent.
Certains points limites peuvent, exceptionnellement, ne pas appartenir à l'enveloppe, si l'on définit cette courbe comme nous l'avons fait au n° 271.
Premier cas : La courbe (C) passe par un ou plusieurs points fixes. — Soit P un tel point. Il appartient, quels que soient a et //. à l'intersection des lignes (sCa) ci (Cy_+/,). D'où il résulte qu'il fait partie des points limites de ( < la '• quel que soi! a.
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Du reste, on peut le vérifier analytiquément, en observant que ses coordonnées X, Y vérifient identiquement (2) par hypothèse, et ( \), parce que les
.... dX d\ 11 m 11 1
dérivées -7- et -y- sont nulles. Mous savons, d autre part, que les equa-
ClOL CIX
tions (2), ( 1 i entraînent l'équation (6).
Le point P est donc, à coup sur, un point limite. Mais, comme il est fixe, il ne saurait engendrer aucune portion de l'enveloppe.
Lorsque cette circonstance se présente, on dit que l'enveloppe dégénère en un certain nombre de points, qui sont les points /ires, et en une certaine tourbe, qui est V enveloppe véritable, an sens du n° 271.
Il peut arriver que cette dernière n'existe pas, l'enveloppe étant tout entière dégénérée en points Jixes. Il en est ainsi lorsque les courbes proposées constituent un faisceau, soit
X étant une certaine fonction de a. Dans ce cas, en effet, deux courbes quelconques de la famille ont pour intersection les points de base du faisceau, c'est-à-dire les points communs aux deux courbes fixes o = o et <b = o. Il s'ensuit que les points limites se confondent eux aussi avec ces points de base, qui constituent, dès lors, l'enveloppe dégénérée (i).
275. Deuxième cas : Les courbes (G) présentent des points multiples. — Soit Q un tel point, que nous supposons variable avec a, pour ne pas retomber dans le cas précédent. \ous savons (n° 198) que ses coordonner» X et Y annulent f^ et J\. Elles satisfont donc à l'équation (4), en même temps qu'à l'équation (2). Elles vérifient, par suite, aussi l'équation (6). Le point Q doit donc être considéré comme un point limite (2)et la ligne qu'il décrit doit faire analytiquément partie de l'enveloppe. Mais, il n'y a aucune raison pour que cette ligne soit tangente à chaque courbe (G) au point Q correspondant. Cette portion de l'enveloppe analytique ne répond donc pas à la définition du n" 271 et doit être regardée comme une solution singulière, qu'il v a lieu de séparer de la véritable solution.
Celte séparation se fait d'elle-même quand on cherche l'enveloppe par ses équations paramétriques. Mais, il n'en est pas de même lorsqu'on détermine
(') Si l'on applique à l'équation (i4) la règle générale donnée plus haut (n° 271), on doit éliminer a entre (i'i) et l'équation dérivée
Cette dernière étant indépendante de 2. on est conduit à penser que l'élimination est toute faite et que (»4'J est l'équation de l'enveloppe. En réalité, si l'on tient
compte de (i) ).(ii) se réduit à 3 {x, y ) = o et l'on voit bien que les point- limites sont fixes et qu'il n'j a pas de véritable enveloppe. (a) Voir la Note (1) de la page suivante.
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celle-ci par «on équation implicite, suivant la règle du n° 271. Il faut alors vérifier que cette équation se décompose, l'un des facteurs de décomposition étant le premier membre de l'équation du lieu du point Q. Ledit facteur doit d'ailleurs figurer au carré, si Q est seulement un point double (').
276. Applications de la théorie des points limites. — l>a théorie des points limites permet souvent d'introduire des considérations géométriques intéressantes dans la recherche des enveloppes. C'esl ainsi cpie, si l'on peut trouver une construction simple de ces points, on ramené la recherche de l'enveloppe à la recherche d'un lieu géométrique.
L'application aux enveloppes de courbes algébriques donne des renseignements qui sont quelquefois utiles. Supposons que la courbe variable (C ) soit algébrique et de degré //.
Deux courbes infiniment voisines se coupent en n- points (n° 46). Donc, sur chaque courbe (C), il v a n- points limites ( - ). Si l'on défalque les points fixes et les points multiples, on peut trouver le nombre de points suivant lesquels chaque courbe touche son enveloppe. C'est ainsi que, s'il v a n- — i points fixes ou multiples, il n'y a qu'un seul point de contact dont on peut, à coup sûr, calculer les coordonnées par des opérations rationnelles ( cf. n° 266 ). La recherche des équations paramétriques de l'enveloppe est doue toute indiquée, dans cette circonstance.
Enveloppes oe cercles. - La théorie des points limites
(') On peut se rendre compte géométriquement de ce fait, en considérant deux positions voisines du point Q, que nous supposons point double, pour fixer les idées. La branche i' coupe la branche i au point M.:, voisin de Q; la branche :>' coupe la branche i au point Mt, également voisin de Q. Lorsque Q' tend vers Q, il en est de même de M, et de M.,. On voit donc bien que 0 est un point limite. Il doit même compter pour deux, puisqu'il est la limite commune à deux des points d'intersection des courbes infiniment voisines (C) et (C).
(-) On le voit aussi, en observant que l'équation (i3) est, en général, de degré n, comme l'équation (i-o), puisque la dérivation par rapport à x n'affecte que les coefficients. Il peut arriver cependant que, dans cette opération, les termes de degré n disparaissent tous. .Mais, alors, c'est que leurs coefficients dans (io) étaient constants. Par suite, les n points à l'infini de (C) sont fixes et font partie des points limites. Ceci explique le fait qu'il n'y a plus, dans ce cas, que n(n — i) points limites à distance finie.
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conduit à des résultats particulièrement élégants lorsqu'on l'applique à une famille de cercles.
Soil un cercle variable (C), donl Le centre 1 décrit une courbe (D) {fig- 27), à laquelle on consacre ordinaireménl !<•
nom de courbe déférente ou simplement déférente. Soil (C) le cercle voisin, de centre I . Les deux cercles ^e coupent en deux points \ et Y. symétriques par rapport à la ligne des centres II'. Lorsque (C) tend vers (C), 1' tend vers I, II' tend vers la tangente IT, N et N' tendent vers les deux points limites Al et AI ('). On peut, dès lors, énoncer la proposition suivante :
Théorème. — ■ C Inique cercle ( G) touche son enveloppe en deux points, qui sont symétriques peu- rapport à la tangente à la déférente au centre dudit cercle.
Cette propriété permet de construire l'un de ces deux points quand ou connaît l'autre. Ceci arrive, par exemple, quand on définit la famille dés cercles (G) par la déférente (D) et par une courbe (^S), à laquelle tous les cercles (G) sont assujettis à rester tangents. ( >n connaît le point de contact M de (G) avec (S 1. Le point M . qui s'en déduit, décrit une autre courbe 1 S' 1 qui, avec (S), constitue toute l'enveloppe.
Un autre cas très simple est celui où le cercle (G) passe par un point fixe O ( fig. 28). Ce point est alors un point limite (n° 274). L'autre est le point M, symétrique de O par rapport à la tangente IT. Son lieu constitue l'enveloppe du cercle. Or. ce lieu est bomothétrque
(') Les deux autres points limites sont les points cycliques.
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du lieu du point A. projection de O sur IT. Dr là résulte l;i proposition suivante :
! héorème. — L'enveloppe d' un cercle variable, qui passe par un point fixe O, est homothétique de la podaire (n° ï21o) de la déférente par rapport à ce point, le rapport d'homothétie étant 2, le centre d'homothétie étant O.
Citons enfin le cas plus général où le cercle (C) est orthogonal à un cercle fixe. Si I' | fig. 27) désigne le centre de ce cercle, il appartient à l'axe radical NN' des deux cercles (C) et (C) (n° 173). A la limite, la droite MM' passe aussi par P. Il s'ensuit que, pour avoir les deux points de contact M, M', il suffit de jnendre l'intersection du cercle (G) avec la perpendiculaire abaissée de P sur la tangente à la déférente.
Le produit PM . PU' est constant et égal au carré du rayon du cercle fixe orthogonal aux cercles (C) (n° 170). Il en résulte que l'enveloppe est anallagmatique relativement à ce cercle fixe (n" 1:20 1.
278. Introduction de pauamètiîes surabondants- — De même que nous l'avons déjà expliqué à propos des lieux géométriques (n° 60), il est quelquefois commode, sinon indispensable, de substituer au paramètre unique a plusieurs paramètres liés par des relations. Imagiuons, par exemple, que la famille des courbes (C) soit représentée par l'équation générale
ii) f(x, y, a,, a2, x„ ) = o,
les n paramètres a; étant liés par les n — 1 relations indépendantes
■ zn-x(-j.x, y... ..... y.„ ) = o:
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de sorte, qu'en réalité, nous n'avons qu'un seul paramètre indépendant.
On peut toujours imaginer qu'on ail tiré, des relations (16 .
n — i des paramètres en fonction du //ien"', soit, pour fixer les idées, a,, a2, . . ., rJ-n—\ en fonction de y.n. En portant dans ( i5 |, ou n'a plus qu'un seul paramètre. a,,, et l'on est ramené au cas du n° 271. Dès lors, les points limites sont définis par l'équation (i5) et par celle qu'on en déduit en dérivant totalement par rapport à -/„. soit
Or, les dérivées inconnues
th. i <7 y..,
da,
sont déterminées
dy.„ dv.n dct„
par les équations (i6) dérivées totalement par rapport à a„, c'està-dire
,' efcpi doLi i)çi da, d<$\ dx„-\ O&i
i)xy dy.n ' ()i± dàt-n '"' àan-i da„ d*n
<9cp2 dxt <)zn (/y,,-i do*
( 1)7.1 dy.n
da,
dx,
ffon-\ dott
<>rn—l d'J.,,
<Hn-
ôxv din àxn—i dxu <)xn
d%\ dy.-i dy.„-
dxn dxn ' (t. I. n°291)
Kliminant —-> -j—> ••-> — ; — entre (in) et (10), nous avons d'J.n dxn dxn *
EL EL
ih.i /)y..2
'llï 'lll
i)xv <)x-2
EL
âa.n (fa
'Jy„-I
Les points limites sont, en définitive, déterminés par le système (i5), (19). Pour avoir leur lieu, quand a,, a2, .... a„ varient en satisfaisant aux équations (16), il suffit d'éliminer ces paramètres entre les n -\- 1 équations (i5), (16) et (19). Si l'on observe que l'équation (19) résulte, si l'on veut, de l'élimination des différentielles (/a,, d-j.-,. .... doin entre les équations (ià) et (16) diflfé-
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rentiées totalemenl par rapport aux oc/, on peut énoncer la règle suivante :
Règle. — Pour «voir l'équation de l'enveloppe, on élimine les xi et leurs différentielles entre les n équations (i5) et (16) et celles quon en déduit /><tr différentiation totale par rapport aux y.;.
Examinons le cas assez fréquent où «=2. L'équation des courbes (G) est
avec
(21) tp( 2, . ï-, 1 = o.
L'équation (19) s'écrit, dans ce cas,
L'équation de l'enveloppe s'obtient en éliminant a,, a2 entre (20 1. l 2 1 1 et 1 22 i.
î27î'. Famille définie PAU des équations paramétriques. — ■ Supposons maintenant que la famille des courbes (G) soit définie par les équations paramétriques
Sur la courbe 1 G« ), le point de contact M a un certain paramètre t, qui est fonction de a. Si, dans 1 2 > ). on remplaçait t par cette fonction, on obtiendrait les équations paramétriques de l'enveloppe, le paramètre étant a. Les paramètres directeurs de la tangente à cette courbe sont donc
1 àt dy. âa ' dt d% ' <)% '
D'autre part, ceux de la tangente à (Ca) sont / - àf dg
Tt> ~t' puisque, le long de cette ligne, t seul varie.
THKOlUi: DES ENVELOPPES. 289
Exprimons maintenant que les deux tangentes coïncident, en écrivant la proportionnalité des paramètres directeurs (24) (,t (25); il vient, après une simplification évidente,
df âff
dt dt
ou
' d% dt <)y. dt
Cette équation nous définit la fonction de a par laquelle d faut remplacer t dans (23), pour avoir les équations paramétriques de l'enveloppe cherchée.
Observons, toutefois, qu'on peut tout aussi bien tirer, de (26), y. en fonction de t ou bien / et a en fonction d'un troisième paramètre 0. En portant dans (2'S >, on aura toujours les équations paramétriques de l'enveloppe.
Si l'on en voulait l'équation implicite, on éliminerait / et a entre (23) et (2(i |.
Remarque. — Les équations (23) peuvent, si l'on veut, être considérées comme définissant un système de coordonnées curvilignes dans le plan. Les courbes coordonnées (a = const.) ne sont autres que les courbes (C) proposées. Leur enveloppe est définie par l'équation (26), dans ledit système de coordonnées. Si l'on observe que, dans cette équation, les paramètres t et / jouent le même rôle, on en conclut que l'équation (26) définit aussi l'enveloppe des courbes (t = const.). En chaque point de cette enveloppe, les lignes coordonnées (a) et (t) sont tangentes, tandis qu'en tout autre point du plan, elles se coupent sous un angle non nul.
II. — ENVELOPPES DE SURFACES
1280. Enveloppes a un paramètre. — Soit une famille de surfaces (S) définie par l'équation •
qui renferme un paramètre arbitraire 7.
On peut étendre ù cette famille la théorie des points limites exposée au n" 273. Les <\ru\ surfaces (Sa) et (Sa+/( '), de paramètres 7. et 7 h
Haao. — Cours, II. ni
se coupent suivant une certaine ligne qui, lorsque h tend vers zéro, tend, sur (Sa), vers une courbe limite (Ga), qu'on appelle la courbe caractéristique ou simplement la caractéristique de (Sa). En répétant le raisonnement du n° 273, on montre que cette courbe a pour équations l'équation i ■>- \ <i la suivante :
On appelle enveloppe des surfaces (S) le lieu des caractéristiques de toutes ces surfaces.
L'équation de cette enveloppe résulte de l'élimination du paramètre a entre (21-) et (28). On peut répéter à son sujet les remarques II, III, IV du n° 272.
Nous allons montrer qu'e//e est tangente à chaque surface (S), tout le long de la caractéristique correspondante .
En effet, soit M(a?, y, z) un point quelconque de (Ga). L'équation du plan tangent à (Sa) en ce point est (n° 204)
(a9) (X-x)fx + (Y-y)f>y + (Z-z)f>r = o.
D'autre part, soit F(.r, y% z) ce que devient /'(#, y, z, a), quand on y remplace a par sa valeur tirée de (28 V L'équation de l'enveloppe
est évidemment
F(.r, jk, z) = 0.
Celle du plan tangent en M à cette surface est <3o) {X-v)F'x + (Y-jr)F'y-ï(Z-z)F>z = o.
Or, on a (t. I, n° 130) (3i) F*-/Wi^> F'y=fy+f*%> *'Z^A+Ad£-
D'autre part, le point M se trouvant sur la caractéristique (Ca), ses coordonnées vérifient l'équation (28). Si l'on tient compte de ce fait, les formules (3i) nous donnent
P'x=A, Fr=/r5 F;=/i.
L'équation (3o) devient identique à (29) et la propriété est démontrée.
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Bien entendu, ce qui a été dit au n°278. ;'i propos de l'introduction de paramètres surabondants, s'applique au cas actuel.
281. Surfaces déveeoppabees et périspmerks. — Appliquons ce qui précède aux enveloppes de plans.
L'intersection de deux plans quelconques de la famille est une droite. Il en est donc de même de la caractéristique de chacun d'eux. L'enveloppe est engendrée par le déplacement d'une droite; c'est une surface réglée | n° 307 ). De plus, le plan tangent à cette surface est le même tout le long dune même génératrice, puisque c'est celui des plans proposés qui admet cette génératrice pour caractéristique. Lne telle surface porte le nom de surface développai) le i'i.
Considérons maintenant une famille de' sphères à un paramètre-. Le lieu de leurs centres est une courbe, que nous appellerons, comme au n° 277. la courbe déférente. Deux sphères i S ) et (S') de la famille, de centres I et F, se coupent suivant un cercle, qui admet pour axe la droite II'. Si (S') tend vers (S), ce cercle tend vers la caractéristique de (S). De plus. IL tend vers la tangente IT à la déférente. Donc, chaque sphère de la famille touche son enveloppe suivant un cercle, qui admet pour axe la tangente à la déférente au centre de cette sphère.
L'enveloppe est une surface cerclée et porte le nom de périsphère.
282. Enveloppes y deux parauetkes. — Soit une famille de surfaces | S > définie par l'équation
(ri) f(-*'>y, -• Zj P)= <»,
qui renferme deux paramètres arbitraires indépendants, y. et j.
On appelle enveloppe de cette famille une surface i E | tangente à toutes les surfaces S .
Soit -AI un point de contact de la surface (Sa,«) avec cette enveloppe Ses coordonnées i \, \ , Z) sont évidemment des fonctions
1 'a démontre que les surfaces développables sont les seules qui paissent être déformées sans déchirure ni daplicature, de manière â être appliquées sur un plan ou, comme on dit, <h''\eloppées.
de a. 3. Ces fonctions satisfon! identiquement à l'équation
D'autre part, l'équation du plan langent en M à | Safi) étant (a? - X )fx + < > - Y)/; -h (* - Z)fi = o,
pour que la surface (E), qui est le lieu de M quand a et rp varient, soit tangente à ( Sa>p), il faut et il suffit qu'on ait, quels que soient
dv. cl </j.
(34) fidX+fiidY+flidZ = o.
Comme au n° 271, cette équation se simplifie. Si l'on différentie totalement (33), on a
(35) A dX -/v d\ +/J dL +/a dy. -±-fpdï = o. Moyennant cette équation, (34) équivaut à
/a <& +/S rfp = O.
Comme ceci doit avoir lieu quels que soient o?a, <i,3, on en conclut cpie les fonctions X, Y, Z doivent, outre (33), vérifier
Le système (33), (36) suffit pour définir ces fonctions.
Si on le résout par rapport à X, Y, Z, on a les équations paramétriques de l'enveloppe. Si l'on élimine a, ,3, on en a, au contraire, V équation implicite.
283. Points limites. — On peut étendre aux enveloppes de surfaces à deux paramètres la théorie des points limites exposée au n° 273.
Considérons trois surfaces de la famille (S), (S'), (S") de paramètres (a. & ), (a-+-/i, 3 -+- k), (a -h A', p~hk'). Elles se coupent en un certain nombre de points définis par le système :
On appelle points limites de la surface ( S) la limite des points précédents quand h, k, li ' . /.' tendent vers zéro de manière quelconque. Pour les déter-
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miner, développons (38) et (3o,) par la formule des accroissement- lini-. i t. I, n°13i); il vient, en tenant compte de (3? •
h fxi.r. y. z. ol~-01i. 3 — 0 k ) — /. ■/: l x . y. z , % — <)/,. p — 6 k I = o, h'f'^ ./'. v. z. y. — O'A'. p — 07.') -+- k'f'?(x, y. z. y. ■+- 07/'. S - 07,' , = o.
Divisons la première de ces équations par A, la seconde par h'\ puis, faisons tendre //. k. h', /.' vers zéro, en appelant À et À' les limites respectives
* k' V de — et — • .Nous obtenons
(40 t faix, y. s, x, ($)-+- X/p(a?, ^, z, a, ; » = o,
(40 /iO, r> -s. *rp) — ^'/p< r- J'- z. =-. >,' = o.
Si, comme il est légitime ('), nous supposons /.' = À, ce système équivaut à
(42) /aO, y, s, a, ,3.) = o, /^(.r, ,/, s, a, 3) = o.
Finalement, «os points limites sont définis par le système O7), (42). Us coïncident donc avec les points de contact de la surface (S) avec f enveloppe (E).
Il convient toutefois d'apporter quelques restrictions, analogues à celles du n° 27-4. C'est ainsi que, si la surface (Si passe par certains points fixes, ces points fixes font partie des points limites, mais ne sont pas des points de contact. Ils constituent une dégénérescence de l'enveloppe.
De même, les points multiples de (S), quand ils existent, sont de- points limites et engendrent une surface, qui fait analytiquement partie de l'enveloppe, mais constitue une solution singulière, qu'il convient de séparer de la solution véritable.
284. Introduction de paramètres surabondants. — Supposons que la famille des surfaces (S) soit définie par l'équation
les n paramètres a, étant liés par n — 2 relations distinctes
fi («li a2, «n) =0,
, ,, ) <pi («ii *2 *«) = o.
. ?«-i(«ii *» st«) — o.
(') Les équations (4o) et (40 doivent, en effet, être satisfaites quels que soient X et / '. puisque nous voulons que h, k, h', k' tendent vers zéro de manière quelconque.
Imaginons que l'on ait tiré de ces relations n — 2 des paramètres en fonction des deux autres, par exemple x3, av, . . ., %n en fonction de a] et de a2. En portant dans (43), on est ramené au cas précédemment traité. Les points limites sont alors déterminés par l'équation (43) et par la suivante
(4^) -f-dsti-h -^d*.2-+- -j— <fa34-...-t- -4— dan = o,
o%i dy, ax3 dy.n
qui doit être satisfaite quels que soient di^ et dt^. Or, dy.3, da^, . . ., dyn se calculent en différentiant (41)- En éliminant ces différentielles entre (45) et
(4o) d'^i = o, do* = o, ..., <i<p„.-2=o,
on obtient une équation linéaire et homogène en dxl, dy*. En annulant séparément les coefficients de d-Xy et de dy..2, on a deux équations qui définissent avec 1 43 l, les points limites. En éliminant entre elles, (43^et (44)) Ies n paramètres a,, on obtient l'équation de l'enveloppe. Appliquons ceci au cas où n = 3.
Soit la famille de surfaces définie par l'équation
les trois paramètres a, ,5, v ('-tant liés par la relation
Différentions ces deux équations, par rapport à a, jï>, v :
(49) Eliminons d*
—■ dy. -, ap H — ~ "V = o,
dy. d'6 ' c#y '
Y- rfa -t- -£ rf i -4- -f dy = o.
oa d'i dy '
djfd_1_djdy
dy. dy d
f d<f \ j I àf à? df dz \ 1Q
Cette équation doit être vérifiée quels que soient ch. et d$. Cela entraîne les deux suivantes :
dÂd-i — dA h. ~ d_L h. _ dJ. 'h. -
dy. dy d-- dy.~~°' dj dy ~~ dy d[i ~ °'
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qui peuvent s'écrire sous la forme plus symétrique
ra r> r;
L'équation de l'enveloppe résulte, en définitive, de l'élimination de a, [j. y entre ( i; ), (48) et (5o I.
28'i. Enveloppes de plans et de sphères. — Soit d'abord une famille de plans à deux paramètres. Trois plans quelconques" de la famille ont un seul point commun. Si deux de ces plans tendent vers le troisième (P), ce point commun tend vers l'unique point limite de (P). Chaque plan de la famille touche dune son enveloppe en un seul point . Ladite enveloppe est une surface quelconque non développable.
Soit maintenant une famille de sphères. Le lieu de leurs centres estime surface (D), qu'on appelle surface déférente . Soient trois sphères quelconques (S), (S), (S") de la famille, de centres respectifs I. I . [". Elles ont deux points communs N, N', symétriques par rapporl au plan HT'.
Supposons maintenant que (S') et (S") tendent vers (S). Les points I' cl 1 tendent vers I et le plan 111 tend vers le plan tangent en I à (D ). Quant aux deux points X et N'. ils tendent vers le> points limites M et M de i S ». De là résulte la proposition suivante :
Théorème. — Dans toute famille de sphères à deux paramètres, chaque sohère de la famille louche son enveloppe en deux points symétriques par rapport au plan tangent à la surface déférente au centre de cette sphère.
Si l'on connaît à l'avance l'un des deux points de contact, on en déduit l'autre par une construction immédiate. En particulier, si la sphère passe par un point fixe O, on démontre, en raisonnant rumine au n° 277, que V enveloppe est homothétique de la podaire de la déférente par rapport à O.
De même, si les sphères proposées sont orthogonales à une sphère fixe, de centre O, la corde de contact MM' est la perpendiculaire abaissée de O sur le plan tangent à la déférente. L'enveloppe est une surface anallagmatique (cf. n" i-25).
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III. — ENVELOPPES DE COURBES DANS L'ESPACE
280. Coi HUIS DÉFINIES l'Ai! DEUX ÉQUATIONS IMPLICITES. — Soit la
famille de courbes < G) définie par les équations (5i) /(a?, y, z, a) = o, g{x, y, z, a) = o,
qui renferment le paramètre variable a. Proposons-nous de chercher une courbe (E) tangente à toutes les courbes (G).
Soit M un point de contact de la courbe ( Ca), de paramètre a. Les coordonnées X, Y, Z de ce point sont des fonctions de a, qui vérifient identiquement les équations (5i). On a donc, quel que soit a,
Exprimons maintenant que les deux lignes (E) et (Ca) sont tangentes. La tangente à (E ) a pour paramètres directeurs (n° ll)^)
dX d\ dZ (D3) 1iy Ih.' T*'
La tangente à (Ca) a pour équations (n° 20o)
5 j (x-K)f^(y-\)f^(z-Z)fz^o,
où x, )', ; représentent les coordonnées courantes.
Pour que ces deux tangentes coïncident, il suffit qu'elles aient la même direction, puisqu'elles ont déjà le point M commun. Ecrivons donc que la direction (53) est parallèle aux deux plans (54), nous avons les deux conditions
( ,, dX d\ ,,dZ
, dX , d\ t dZ
Si, maintenant, nous dérivons totalement, par rapport à a, les équations i 5 ■>. », nous voyons, comme au n° 271, (pie les conditions (55) équivalent aux suivantes :
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En définitive, les I rois fonctions inconnues \. Y, Z doivenl satisr faire identiquement aux quatre équations (62) el (56). I>'- 1 files fonctions n'existenl pas eu général. Donc :
Théorème. — I ne famille de courbes à un paramètre prise au
hasard dans l'espace ne possède, en général, pas d'enveloppe. Pour que cette enveloppe existe, dans le cas où la famille est définie par les équations (01), il faut et il suffit que les quatre équations (5i) et (56) soient compatibles en x, y, s, quel que soit a. Si cela est, la solution commune donne les coordonnées du point de contact en fonction de a et, par suite, les équations paramétriques de V enveloppe.
287. Signalons un cas où l'enveloppe existe toujours. C'est celui où la famille de courbes est constituée par les caractéristiques d'une famille de surfaces ci un paramètre.
Soit, en effet, la famille de surfaces définie par l'équation
Les caractéristiques de cette famille ont pour équations 1 équation (Sy ) et la suivante | n° 280)
Pour eette famille de courbes, les équations v5(5) deviennent
Les quatre équations (5^), (58), (5q), se réduisent, comme on le voit, aux trois suivantes :
Elles sont généralement compatibles en x, y, s, puisqu'il y a juste autant d'équations que d'inconnues. Il y a donc bien une enveloppe, dont on calculerait les équations paramétriques en résolvant le système (60) par rapport à x. y, z.
288. Enveloppes de oroites. — Appliquons ce qui précède aux enveloppes de droites. Soit la famille de droites définie par les
équation
\.r-h By + Cz-i- D = o.
où les coefficients A. B, . . ., D, sont des fonctions quelconques de oc. Dérivons, par rapport à a.
Pour que 1rs équations (fn) et ((b) soient compatibles en x, y, z, il faut et il suffit que Ton ait
Telle est la condition que doivent remplir les coefficients pour que nos droites aient une enveloppe.
2X9. Conformément au n°!287, cette condition est toujours remplie lorsqu'on a affaire aux caractéristiques d'une famille de plans à un paramètre, définie, par exemple, par la première équation (6i). Le point de contact est alors déterminé par le système
A x -+- B y -t- C z -T- D = o, A'a7-t-B'y-i-C'.3-!-D' = o, A" x -+- B"jk -4- C"z -+- D"= o.
En résolvant ce dernier par rapport à x, y, z, on a les équations paramétriques de l'enveloppe.
Si l'on se reporte au n° 281, on peut dire que les génératrices d'une surface développable ont toujours une enveloppe. Cette enveloppe est appelée arête de rebroussement de la surface (').
Théorème. — Le plan oscillateur en un point M de V arête de
(') Cette dénomination tient à ce que tout plan coupe la surface suivant une courbe admettant pour points de rebroussement les points de rencontre du plan avec l'arête.
Lorsque la développable est un cône, le point limite de chaque génératrice est le sommet du cône. L'arête de rebroussement est alors réduite à ce sommet. Ceci s'applique également aux cylindres, considérés comme des cônes de sommet à l'infini.
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rebroussement coïncide arec le plan tangent a ta surface . développahlr tout le long >le la génératrice tangente en M à I arête'.
Vous allons montrer, en elFet, que les fonctions .r, y, s, définies par (6 \ ». « 65 i et (66), vérifient identiquement Les équations
(67) \x' + \',y' -r-Cz' = ...
ce qui suffit pour démontrer Le théorème u" !22G |. Dérivons totalement (64) par rapport à y.,
\ ' x ■+- B'.y — C',2 — D'-f- Aj'+ Bj^'-r- Cs' = o.
En tenant compte de < 65 1, cette équation se réduit à \ 67 1. Dérivons maintenant totalement <>- .
Nous aurons démontré | 68 . si nous prouvons que l'on a
(69) V.r'-B>'+CV = o.
Or, dérivons totalement 1 65 t,
A ./■ -• l; c + Cî — D A ./•'— \\ y - Cz' = o.
Eu tenant compte de (66), cette équation se réduit à (69). Donc, le 1 héorème esl démont ré.
On peut aisément démontrer que, réciproquement, 1rs plans osculateurs d'une courbe gauche quelconque enveloppent une surface développable dont la courbe gauche est V arête de rebroussement.
En effet, admettons que l'équation (64) représente Le plan oscillateur au point \\[x.y. s), de paramétre x. < )n a. dans ce cas, Les identités (64)j (67) et (68). En dérivant totalement (64), par rapport à y., et tenant compte de 67 I, on obtient i <i.~> ). En dérivant 1 67 | et tenant compte de (68), <>n obtient (69). Enfin, en dérivant (65) et tenant compte de 1 69), on obtient (66). I^es coordonnées ./■. r. ; vérifianl à la fois 1 6 j |, 1 65 > et (66 1, Le point M décrit bien, quand x varie, L'arête de rebroussemeril de la développable enveloppée par le plan osculateur (64). c. ■.». 1 . d.
290. Courbes définies pab des équations paramétriques. — Soit
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maintenant la famille de courbes définie parles équations (70) x=f(t,y.), y = #(t,a.), z = k(t, a).
En raisonnant comme au n? 279, on voit que, s'il y a une enveloppe, le t du point de contact de la courbe (Ca) doit satisfaire aux égalités
Pour qu'il y ait une enveloppe, il faut et suffit que ces équations soienl compatibles par rapport à t, quel que soit ce. Si cela est, la solution commune constitue le t du point de contact. En portant dans ( -o 1, on a les équations paramétriques de l'enveloppe.
COORDONNÉES TANGENTIELLES .
I. — COORDONNÉES TANGENTIELLES DANS LE PLAN
291. COORDONNÉES d'une DROITE. — Jusqu'à présent, l'élément sur lequel nous avons fait reposer la Géométrie analytique a été le point. C'est lui qui nous a servi de point de départ et nous a permis d'édifier la théorie analytique des lignes et des surfaces, par la considération des diverses relations que l'on peut établir entre ses coordonnées. La Géométrie, envisagée de ce point de vue, porte le nom de Géométrie ponctuelle et les coordonnées correspondantes sont appelées coordonnées ponctuelles.
Mais, on peut, tout aussi bien, prendre comme élément générateur une ligne quelconque d'une nature déterminée, telle que la droite, le cercle, les coniques, etc., ou bien une surface, telle que le plan, la sphère, les quadriques, etc. Cela peut être commode pour l'étude de certaines questions, d'un genre particulier.
Nous ne pouvons entreprendre ici le développement de considérations aussi générales. Nous nous contenterons d'exposer, dans ce paragraphe, le point de vue qui consiste à prendre la droite comme élément générateur du plan et qui conduit à la Géométrie et aux coordonnées tangentielles.
292. Il '.s'agit d'abord de définir les coordonnées ri' une droite. Nous avons déjà donne mie telle définition au n" ()5. sous la dénomination de coordonnées normales. Mais ce ne sont pas celles dont nous voulons entreprendre ici l'élude systématique.
Soient deux axes de coordonnées quelconques Ox et Oy. Par rapport à ces axes, toute droite D a une équation de la tonne
(i) ux -+- vy -+- «' = o.
Nous appellerons coordonnées Jiomogènes de cette droite les coefficients u. e. w. Ce sont des coordonnées homogènes, en ce sens que, pour une droite donnée, elles ne sont évidemment définies qu'à un facteur près.
Par exemple, les coordonnées homogènes de l'axe des x sonl
< ii M'iriu: \\.
(o, r. o). ( 'elles de < ) y sonl de même i //. o, o) el celles de la droite de l'infini (o, <>. w). Les parallèles à O./' sonl caractérisées par la condition a = o et les parallèles à Or par la condition ^= o. Pour une droite isotrope, od doil avoir, eu Supposant les axes rectangulaires, // - •- iv = o ou bien u — iv — o.
La définition précédente convient, <<m^ modification aucune, aux coordonnées trilinéaires (Ghap. X i. Si, dans un tel système, la droite D a pour équation
( i ) u x -+■ vy + (cz = o,
les coefficients u, v, w sont ses coordonnées trilinéaires.
Par exemple, les cùtés du triangle de référence ont respectivement pour coordonnées (u, o, o), (o, v, o), (o, o, w).
Toute droite passant par le sommet A(i, o, o) est caractérisée par la condition u = o. De même, si elle passe par 15 ou C, on a v — o ou w — o.
!293. Equations tangentielles. — Proposons -nous maintenant
d' interpréter les équations que Von peut établir entre, les coordonnées que nous venons de définir.
Tout d'abord, il convient d'observer quune telle équation doil être homogène. Si. en effet, elle est vérifiée par les coordonnées .'/. r. w. elle doit l'être aussi, quel que soit X, par les coordonnées \u. ~/x. Air. qui conviennent à la même droite
Cela posé, soit l'équation homogène
Ci) fi u, c. w ) = o.
EHe établit une équation entre les deux paramètres indépendants donl dépend la droite D. Elle définit une famille de. droites, à un paramètre. Ces droites admettent une enveloppe (E). de sorte que l'on peut dire, tout aussi bien, que l'équation (3 l définit cette enveloppe dont elle est appelée l'équation tangentielle < cf. n" 207 ).
On peut se proposer de passer de celle équation tangentielle à l'équation ponctuelle de l'enveloppe i E). Pour cela, il suffit d'appliquer la méthode générale du n" 278.
Nous avons à chercher l'enveloppe de la droite i i ), sachant que ses coefficients sont liés par la relation (3). Nous pouvons toujours considérer, par exemple, w comme constanl . «le façon à ne plus avoir que deux paramètres non homogènes // el r Ijés par une relation. On
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>ait alors que. pour avoir l'équation ponctuelle «I»' l'enveloppe, il faul éliminer u et v entre les équations (i), (3) et
On peut simplifier un peu les calculs et les rendre plus symétriques, m faisant la remarque suivante. La valeur commune des rapports | \< est égale, d'après une propriété élémentaire, au rapport
ux -+- v y
Or, d'après l'identité d'Euler (t. I, n° 134), on a, en appelant m le degré d'homogénéité uV/( u. r. w\.
<6) ufu -f- »•/;. - wf'w s mf( a, v, w ).
Si l'on lient compte de (3), ceci nous donne
D'autre part, d'après (î i. on peut écrire
ux -\- vy = — vp.
Dès lors, le rapport < 5 > devient égal à • "' = /l[..
On peut donc affirmer que les équations (i), (3 I, (4) entraînent les suivantes :
Réciproquement, si l'on a (8), chacune des équations (i) et (3)
entraîne l'autre. En effet, la valeur commune des rapports (8) peut
s'écrire
uf'u-+- vfi-r- wf'w _ mfi a. v, iv)
u.r -t- vy -+- w //.'■ --- vy — w
Si, comme nous le supposons, les rapports (8) ue sont ni nuls ni infinis ( '), ceci nous montre que chacune des quantités f (w, e. u •) el ux-\- <")'+ u" ne peut être nulle sans que L'autre le soit.
(') Ils ne peuvent évidemment être inlinis, car le dénominateur du dernier est i. Pour qu'ils soient nuls, il faudrait q u e f'H . f'%, et f^ le fussent. La droite I» correspondante serait alors une tangente singulière ( n° Î9
(IIMMTIII \\.
Finalement, pour obtenir l'équation ponctuelle cherchée, il suffil d'éliminer // el v <>n. ce qui çeviekil au même, à cause de I liomogéuéité, //. »•. w entre I 8 l el (i) ou fentre l >s i el i 3 i.
Introduisant, pour plu-- de symétrie dans Les formules, des coordonnées homogènes (ou trilînéaires) a . r. s, nous pouvons énoncer là règle suivante :
Règle. - Pour calculer V équation ponctuelle homogène de la courbe définie pur V équation tangentielle homogène (3). il suffit d'éliminer //, r. w entre les équations
& = â _ fk
et l' une ou F autre des équations i ■>. | et i 3 |.
Remarquons d'ailleurs que l'équation (2) sera généralement préférable à l'équation 1 3 1, comme étanl plus simple.
294. D'après (9), les coordonnées homogènes du point de contact de la droite D (//. r. w) sont f'u, /'„, f'w.
nu peul «-D déduire une méthode pour trouver 1rs points d'intersection de la courbe E 1 ;ivec une courbe quelconque, définie par son équation ponctuelle
çp ' .r, )', z ) = o.
Il «uflit de résoudre le système constitué par l'équation (3) et la suivante :
Y (fu,fi>,fw) = '»•
On obtient ainsi les coordonnées 'les tangentes à (E) aux points cherchés: d'où l'on peut déduire les coordonnées de ces points eux-mêmes, par l'application des formules 1 ;) |.
-1 ainsi qu'en coordonnées cartésiennes, on aura les points à l'infini, en combinant l'équation (3) avec f'w — o.
295. Courbes algébriques. Classe. — Nous savons déjà (n° 207) que toute courbe algébrique ;■ une équation tangentielle algébrique. Réciproquement, toute équation tangentielle algébrique définit une courbe algébrique. Cela résulte, en effet, de ce que les calculs qui conduisent à l'équation ponctuelle de cette courbe soni. d'après l.i règle précédente, tous algébriques el aboutissent, par conséquent, .1 une équation algébrique en ./ . r. ^.
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On appelle classe d'une courbe algébrique le degré de son équa i mu tangentielle | cf. n° 212). C'esl aussi le nombre des tangentes û l,i courbe qu on peul mener par un poinl quelconque <!<■ son plan.
Z96. l'.'.'i \ HOU rANGENTIELLE Dl POIHT. toute <<>uihr dû
première classe a une équation tangentielle de La forme iio) \u-r- Be-h Ctv = o.
Or, une telle équation exprime simplement que la droite I > i u, » . w ) passe par le point P qui a pour coordonnées bomogénes l \.1>. (li. La courbe | E) dégénère (lune, dans ce cas, <"ii un point ( cf. n° -7 I | «i 1 on peul dire < | < i< - :
Théorème. Toute équation tangentielle du premier degré représente un point nu, ce qui revient au même, toute courbe de première classe est un point .
Réciproquement, toute droite qui passe par le poinl I' .< des coordonnées iini satisfont à L'équation | io). Donc, tout point est repn sente, en coordonnées tangentielles^par une équation du premier degré.
Signalons Les équations tangentielles * 1 « - quelques points remarquables du plan :
Origine : t%> <>.
l'oint à V infini dans la direction de paramètres directeurs a. b ■
[du - - bv = n.
Point à V infini sur < )./• : // = o.
Point à V infini sur Or : v = o (').
Points ••) cliques l en coordonnées rectangulaires) :
u ± iv = o ou u* -+- p> = o.
Théorème. Deux courbes algébriques, de classes m et pont mp tangentes communes.
(') En coordonnées trilinéaires, tes équations *u = <>. v — o, tv = o représentent les soumets \. B, C du triangle de référence.
Il wo. — Cour.<;. II.
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Les tangentes sont, en effet, déterminées par deux équations algébriques homogènes en //. r. w, <lc degrés respectifs m et p et auxquelles il suffit d'appliquer le théorème de Bezout (t. I, n° 238).
Si, en particulier, on prend p = i , on retrouve la propriété connue, d'après laquelle on peut mener m tangentes à une courbe de la //a"""' classe, par tout point de son plan.
Théorème. — Une. courbe algébrique de la m*èrne classe est, en général, de degré m (ni — j).
Coupons-la, en effet, par une droite quelconque. \ous avons à combiner l'équation (3) avec (n° 294).
Cette dernière étant de degré m — i, il y a ni i in — i) solutions.
Toutefois, il y a lieu d'observer que certaines de ces solutions peuvent ne pas convenir. Ce sont celles qui annulent à la fois f'u,fv, /'«,. Elles correspondent, comme on sait ( n" 299), aux tangentes multiples. S'il n'y a que des tangentes doubles et d'inflexion, on démontre la formule suivante :
o = mini — i ) — -xd — 3 /,
où o désigne le degré, d le nombre des tangentes doubles, /le nombre des tangentes d'inflexion.
297. Principe de dualité. — Le lecteur, s'il se reporte aux calculs développés au n° 207, ne manquera pas de remarquer l'analogie qu'ils présentent avec ceux du n° 293. On passe des premiers aux seconds, ainsi que des seconds aux premiers, par le simple échange des variables x, v, z (ou t) avec les variables «, p, w.
Observons aussi que, si la droite a une équation ponctuelle du premier degré, le point a, de son côté, une équation tangentielle du premier degré.
Une analogie semble donc se dessiner entre la géométrie ponctuelle et la géométrie tangentielle. En fait, cette analogie peut être poursuivie aussi loin qu'on le veut. On peut déduire analytiquement toute la géométrie tangentielle de la géométrie ponctuelle, par le simple ('-change, signalé plus haut, des variables x\ y, & avec les variables ru e, w. 11 suffit de savoir interpréter géométriquement ce! ('•change. 11 équivaut à une transformation importante, que nous retrouverons plus tard, mais dont nous allons néanmoins établir, dés maintenant, les propriétés fondamentales.
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A tout point m { x. y. z l, oe l'ail correspondre la droite l)i u . p, w), définie par
(il) h = .r, v =J', (»• = 3.
£7 M décrit la droite D0(f/0, e0, cr0), on a
(12) u0x-+- tyr -H n-0z = o.
Or, ceci peut s'écrire, d'après (1 1),
(i3) xqu -+-j-0v-i-z<)(v= d,
ce qui exprime que /a droite D passe par le point fixe M0 <7«i correspond à D0.
Si l'on prend quatre points M,. M2, M3, M* sur l)0. leurs coordonnées sont de la forme (x + X/#', k + À, >-', r- + Xiz) (i = 1 , 2, 3, \ ). Celles des droites D,, D2, D:{. I)., correspondantes sont de la même forme, d'après (n). Il s'ensuit que les rapports an harmoniques (MIM2M3M4) et (D, D2D:{ D,) sont égaux, comme égaux tous deux à (À, La:1Àj).
Les deux propriétés précédentes suffisent pour caractériser notre transformation et en établir toutes les autres propriétés.
298. Imaginons, par exemple, que M décrive une certaine courbe (C) ; I) enveloppe alors une certaine courbe (E). Je dis que la tangente en M à (C) est la droite homologue du point de contact de D avec (E). En eiïet, prenons sur (G) le point M' voisin de M. Il lui correspond la droite D', tangente à (E). A la droite MM correspond le point P de rencontre de D et de l) . comme il résulte de la première des propriétés précédentes. Or, si M' tend vers M, .MM' tend vers la tangente MT en M à (Ci: d'autre part, D' tend vers l>et le point P tend vers le point de contact de I) avec | E (n°27o). Oe point de contact est donc bien l'homologue de la tangente MT.
Au reste, ceci n'est pas moins évident par le calcul. Soit, en effet,
l'équation ponctuelle de (C). L'équation tangent ielle de (E) est alors
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Or, les coordonnées de la tangente en Ma (C) sont f,.fy./': (n° 197); d'autre pari, les coordonnées du point de contact de D avec (E) sont J „-J\ '•-/». (n° 294). Si l'on tient compte de (n). on voit bien que ce point de contact et celte tangente sont point et droite homologues.
Grâce à cette proposition, la relation entre les deux courbes (C) et (E) est réciproque. Si
(16) *(", f> «') = o est l'équation tangentielle de (C).
est l'équation ponctuelle de (E). Ceci résulte, d'ailleurs, aussi de la remarque faite au début du numéro précèdent.
Dans le cas où elles sont algébriques, le degré de chacune des deux courbes égale la classe de l'autre.
299. La correspondance dont nous venons d'exposer les propriétés fondamentales permet de déduire de n'importe quelle proposition une proposition nouvelle, qui est dite corrélative de la première. On obtient son énoncé et sa démonstration, en remplaçant, dans renonce et la démonstration de la proposition primitive, les droites par des points et les points par des droites, conformément aux principes généraux ci-dessus.
Analytiquement, à toute formule de géométrie ponctuelle ( ' ), correspond une formule de géométrie tangentielle. qu'on peut écrire immédiatement par le simple échange de x. r. s avec w, c, w.
C'est ainsi que de l'équation de la tangente en coordonnées ponctuelles (n° 197). on déduit F équation du point de contact en coor-
(') A vrai dire, cette transformation des formules ou des propositions ne conduit à des résultats d'interprétation simple que s'il s'agit de formules ou propositions ayant trait à des éléments projectifs. 11 ne saurait être question de propriétés métriques, puisque nos coordonnées peuvent être des coordonnées trilinéaires quelconques. Si l'on veut transformer p >r corrélation des propriétés métriques, il faut, au préalable, les traduire en langage projectif {cf. n° 164): à moins qu'on n'ait choisi des coordonnées particulières, telles que les coordonnées cartésiennes rectangulaires.
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données tangentielles :
(i8) vfû -+- v /";, -+- w./;. = o,
qui résulte d'ailleurs aussi de ce qui a été vu au n" *29i.
De la théorie des points multiples (n° 198), on peut déduire la théorie des tangentes multiples. Une tangente est multiple d'ordre p, si elle compte pour/j parmi les tangentes issues d'un quelconque de ses points. Elle possède alors p points de contact, caractérisés par le fait que, parmi les tangentes issues de chacun d'eux, p -+- i sont confondues avec elles.
Analytiquement, une telle tangente se reconnaît à ce qu'elle annule les dérivées partielles de /(«, p, u'), jusqu'à l'ordre p exclusivement. L'équation -imultanée des/) points de contact s'écrit
Du théorème du n° 200, on déduit corrélativement le suivant :
Théorème. — Si les termes de moindre degré en u, v sont de degré p, soit i\'"' i'Op(u, v), le côté AB du triangle de référence est tangente multiple d'ordre p. L'équation simultanée des p points de contact est
Ceci s'applique, en particulier, si les coordonnées sont cartésiennes, à la droite de l'infini.
.300. A un point de rebroussement, correspond une tangente double, dont les deux points de contact sont confondus. On peut démontrer que cette tangente est, en général, une tangente d'inflexion. Voici par exemple, comment on peut raisonner.
Premier cas : Le point de rebrousse/tient est de première espèce ( n° 198). — Soient le point de rebroussement R et la tangente de rebroussement A (fîg. 29)
Fig-. 29.
Prenons, sur cette tangente, le point P, voisin de R. De ce point, on peut mener, outre PA, les deux tangentes voisines PB et PC, qui comprennent PA dans leur petit angle.
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Dans la figure corrélative, le point R devient la droite r; la tangente A d.' vient le pointa; le point P devient la droite'/», voisine de r et passant par A. Les droites PB et PC deviennent les points b et c. En outre, comme on peut, par une rotation très petite autour de P. amener PB sur PC, en passant par l'A. on peut aussi, par un déplacement très petit sur />. amener /; sur c. en passant par a. Cela signifie que b et c sont, sur p, de part et d'autre de a.
Si l'on prend maintenant le point P sur le prolongement de AR. on ne peut plus mener les tangentes PB, PC. Donc, si l'on prend la droite p de l'autre côté de la droite r, par rapport à la position précédente, les points b et c n'existent plus.
De ces considérations, il résulte manifestement que le point « et la droite r sont, pour la courbe l'y), un point et une tangente d'inflexion.
Deuxième cas : Le point de rebrousse nient est de seconde espèce (n° 198 I. — Reprenons les notations et les raisonnements précédents, mais en examinant la figure >o. La droite PA est, cette fois, extérieure au petit angle formé par
Fi°r. 3o.
les droites PI! et PC. Donc, les points b et c sont du même côté de a. Il s'ensuit que la courbe I y) présente en a un point de rebroussement de seconde espèce.
En définitive, nous avons le théorème suivant :
Théorème. — La figure corrélative d'un point de rebroussement de première espèce est un point d'inflexion ; la figure corrélative d'un point de rebroussement de seconde espèce est un point de rebroussement de seconde espèce.
En géométrie tangentielle, le point de rebroussement est caractérisé par le fait que, parmi les tangentes qui en sont issues, il y en a trois de confondues avec la tangente de rebroussement. Cela résulte visiblement de la démonstration précédente, quand on suppose que P tend vers R, et cela correspond à une propriété caractéristique des tangentes d'inflexion (n° 219). On peut tirer de là une méthode de recherche des points de rebroussement, en coordonnées tangentielles.
La formule du n° 296 apparaît, en vertu du théorème ci-dessus, comme corrélative de la formule de Pllicker du n° 212. De même, en partant de la formule du n° 222. on voit que le nombre des rebroussements d'une courbe
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algébrique de classe m est 3 m (m — 2) — GiY — .S /. d désignant le nombre dès tangentes doubles et i le nombre des t tngentes d'inflexion.
La corrélation étroite, que nous venons de mettre en évidence, cuire l,i géométrie ponctuelle el la géométrie tangentielle, porte le nom de principe de dualité. Elle a été mise en relief, pour la première fois, par !<• géomètre français Chasles.
II. - COORDONNÉES TANGENTIELLES DANS LESPACE
301. Coordonnées d'un plan. La géométrie tangentielle de l'espace est obtenue en prenant le plan comme élément fondamental.
Si un plan I' a pour équation, en coordonnées liomogènes ou tétraé-
driques,
(21) ux ■+■ vy — wz-{-rt — of
les coefficients ". p, <r. r sonl appelés les coordonnées homogènes de ce plan.
Par exemple, les coordonnées desplansyOs, zOx el xOy sont respectivement («yO,o,o), (o,p,o,o . (oro, w-,0). Celles du plan de l'infini sont (0,0, o, /').
S'il s'agit de coordonnées tét'raédrîques, nous avons là les coordonnées de~ faces du tétraèdre de référence.
302. Equations tangentlelles. Pour la raison exposée au n" 293, toute équation établie entre //. r. w. r doil être homogène. Soit, par exemple,
(22.1 f(u,i\iv,r) = o.
Les Lrois paramètres dont dépend le plan P sont liés par une relation ; non- obtenons donc une famille de plans à deux paramètres. Ces plan- admettent une enveloppe (E), dont l'équation (22; est dite V équation tangentielle.
En appliquant la règle du n" 2K'i el raisonnant comme au n° 293. on établira la réglé suivante :
Règle. - L'équation ponctuelle qui correspond à l équation
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tangentielle (22) est obtenue en éliminant //, t\ o\ ;• entre les équations
f f f f f23) --^i = -LiL = J-S = *-L
et l'une ou l'autre des équations (21) et (22).
L'équation (ai) est généralement préférable, comme plus simple.
D'après (23), le point de contact du plan Pi //, c. w, r. 1 a pour coordonnées homogènes f„. fv, /„'.. /,..
L'enveloppe (IL) est, en général, une sur/ace non déceloppable. Mais, ce peut être aussi une courbe. On sait, en effet, qu'une courbe de l'espace possède, tout comme une surface, une équation tangentielle (n° 208). Quand il en est ainsi, on dit que Y enveloppe (E ) est dégénérée. On distingue ce cas du cas général par le fait que la règle énoncée ci-dessus conduit à deux équations en x, y. z. t, au lieu d'une, ou encore à ce que les cjuantités /,',, /■;. /;,,, f , .'., sont proportionnelles, quand on tient compte de (22), à quatre fonctions d'un seul paramètre.
Théorème. — ■ Toute équation qui ne renferme pas une des coordonnées représente une courbe plane, située dans une des faces du tétraèdre de référence.
Soit, par exemple, l'équation
La trace du plan P ( u, v, «•, /•) sur la face BCD du tétraèdre de référence a pour coordonnées, dans ce plan et par rapport au triangle BCD, c, <r. /. Dès lors, l'équation (24) exprime que cette trace est tangente à une certaine courbe (y) du plan BCD ou, ce qui revient au même, que le plan P est tangent à cette courbe. c. Q. F. D.
En coordonnées cartésiennes, une équation qui ne renferme pas u (ou c, ou <v) représente une courbe du plan des y, z (ou des z, x, ou des x, y). Une équation qui ne renferme pas r représente une courbe du plan de l'infini.
C'est ainsi qu'avec des axes rectangulaires, Yéquation
(25) bs + p1 + w* = o
représente le cercle imaginaire de l'infini (n° 181).
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303. Equations tax;entieuli:s ni m: surface développAble;* — Donnons-nous maintenant deux équations tangentielles
(26) f(u, 0, w, r) = o, g(u, v, iv, r) = o.
Les plans P qui y satisfont ne dépendent plus que d'un seul paramètre. Ils enveloppent, en conséquence, une surface développable (S) (n° 281). Ce sont, d'ailleurs, les plans tangents communs aux deux surfaces ! ou courbes ) (S) et (S'), définies respectivement par la première et par la deuxième équation (26). De sorte que la développable (S) est circonscrite à la fois à (S) et à (S').
On obtiendrait son équation, en appliquant la méthode générale du n° 281 ou bien en essayant d'exprimer u, u, n\ r en fonction d'un paramètre et appliquant ensuite la règle du n° 280.
Dans le cas particulier où g. par exemple, est du premier degré, (S') se réduit à un point A (n°283). La développable (S) est alors le cône de sommet A, circonscrit à (S).
304. Surfaces et courbes algébhïques, Classe. — Toute équation tangentielle algébrique définit une surface non développable ou une courbe algébriques. Cela se justifie comme au n" 295.
Le degré de ladite équation se nomme la classe de la surface ou de la courbe. C'est aussi le nombre des plans tangents qu'on peut mener par une droite quelconque ( n" 213).
Une équation du premier de 2 ré.
1 27 ) A.BH-Bc + C«' + Dr = o]
représente un point, à savoir le point (A, B, C. D ).
Elle exprime, en effet, que ce point se trouve dans le planP^w, u,cv,r). Signalons les équations de quelques points remarquables :
Origine : /• = <>.
Points à V infini sur 0#, O y ou O z : u = o, v = o, w = o.
305. Deux équations algébriques représentent une développable algébrique. La classe de cette développa hic est, par définition, le nombre des plans tangents qu'on peut lui mener par un point quelconque de V espace. Si (A, B, G, D » sont les coordonnées de ce point, ces plans tangents sont déterminés par le système (26), (27).
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Si /// et p sont les degrés respectifs de /et de g. le nombre des solutions de ce système est égal à mp, d'après le théorème de Bezout. Donc :
Théorème. — La classe de la développable circonscrite à deux surfaces algébriques de classes m et p est égale à mp.
En particulier, si/? = i, la seconde surface se réduit à un point et l'on voit que le cône circonscrit ci une surface algébrique à partir d'un point quelconque de l'espace est de la même classe que cette su/ face.
Deux équations du premier degré réprésentent une droite, à savoir la droite qui joint les deux points représentés par chacune des équations prise séparément.
306. Principe de dualité. — Le principe de dualité s'étend à l'espace. Il résulte analvtiquement de l'échange des coordonnées ponctuelles et tanyentielles.
Au point M(#, ) . s, / i. on fait correspondre le plan Pi ;/, c. u\ /■ i, défini par
(28) u = x, v=y, vp — * z, r — t.
En raisonnant comme au n" 297, on constate que si M décrit le plan P0, P pivote autour du point M0 homologue de ce plan. Supposons maintenant que M décrive la droite D, d'équations
(29) utlx -+- v0y 4- w0z -r - /•„ t = o, iii.r — vxy -+- wvz -f- i\t — o. Les coordonnées du plan P satisferont, conformément à (28), ù
■( 3o) x0u -k-y^v -\- ZqW -+■ }0r = o, xiu-\-ytv -+- S\w -+- tir = o.
Ceci exprime que P contient la droite IV. qui joint les points M-0(à?oj Jo5 Soj t0 ) et M,(#,, r,. zi: t\).
Si M décrit maintenant I) . P passe par une droite fixe D". Or. M„ et M, constituant deux positions particulières de AI. les deux plans (29) constituent deux positions particulières de 1'. Par suite, D* n'est autre que D.
Les droites D et D' sont donc telles que les plans homologues des points de chacune d'elles passent par Vautre.
On dit qu'elles sont conjuguées (cf. n" 436 l.
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En raisonnant comme au n" 297, on montrera que le rapport enharmonique de quatre points en licite droite égale le rapport anharmonique des quatre plans homologues.
307. Imaginons maintenant que M décrive une surface (S). Le plan P dépend de deux paramètres et admet une enveloppe (E), qui est, a priori, une surface non développable ou une courbe. Au plan qui contient trois positions infiniment voisines de M, correspond le point d'intersection des trois plans P homologues. D'où il résulte qu'au plan tangent (FI) en M à i S t. correspond le point de contact u. de Pavec(E) <n°283).
Deux cas sont maintenant à distinguer.
Premier cas : La surface (S) n'est pas développable. — Le plan (II) dépend de deux paramètres; donc aussi le point ;jl. Par suite, Y enveloppe ( E) est une surface.
Deuxième cas : La suif ace (S ) est développable. — ■ Le plan (Il ) ne dépend plus que d'un seul paramètre; donc aussi le point <x.
Par suite, Y enveloppe (E) est une courbe (y).
Plus particulièrement, si (S) est un cône, de sommet c. tous les plans (H) passent par ce sommet. Les points ;j. sont, par suite, tous dans le plan homologue de <r.
La courbe ( y ) est plane.
Réciproquement, si M décrit une courbe. P enveloppe une développable. Gette développable est un cône, si la courbe est plane.
Analvtiquement, dans le premier cas, les équations ponctuelle et tangentielle de (E) se déduisent des équations tangentielle et ponctuelle de (S), par l'emploi des formules ( 28 ).
Le degré de chacune des deux surfaces égale la classe de l'autre.
Dans le second cas, l'équation tangentielle de (y) se déduit de l'équation ponctuelle de ( S ) et les deux équations ponctuelles de (y 1 se déduisent des deux équations tangentielles de (S), toujours par l'emploi des formules (28). Le degré et la classe de (S) égalent la classe et le degré de ( v).
D'une règle donnée au n° 37G, on déduit, par dualité, la suivante :
Tukorèmk. — Etant donnée la développable (2), définie par les deux équations tangentielles (26), on obtient l'équation tangentielle de sa
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section par la face ABC du tétraèdre de référence, en éliminant r entre les deux équations (26).
On peut appliquer maintenant ceci à la recherche de la section d'une surface (S) non développable par le même plan. 11 suffit de prendre, pour (2 l, la développable circonscrite à (S) tout le long de cette section, en observant que cette développable est définie par l'équation de (S), soit (22) et par/^ = o (cf. n° 29-4).
308. Comme en Géométrie plane, toute proposition possède sa corrélative. Tl en va de même pour les diverses formules de Géométrie analytique.
A la théorie des points mulliydes ( n° 206), correspond celle des pleins tangents multiples. Au cône des tangentes, correspond la courbe de contact. Le théorème du n° 206 (3°) donne, par dualité, le suivant :
Théorème. — Si les termes de moindre degré en u, c, w sont de degré p. soit rm-Pop(u,v,(v), la face ABC du tétraèdre de référence est plan tangent multiple d'ordre p. La courbe de contact . qui est de lapième classe a pour équation tangentielle '
( 3i ) op\ u. v. w | = o.
Ceci s'applique, en particulier, -i les coordonnées sont cartésiennes, au plan de l'infini.
309. Définitions. — Tout le monde possède, d'une manière plus ou moins vague, la notion de courbure. Pour ne citer qu'un exemple les cyclistes savent très bien apprécier la courbure d'un virage, pour l'avoir quelquefois appris à leurs dépens.
De cette notion vulgaire, il s'agit de tirer une notion précise, se traduisant par une définition mathématique.
On reconnaît pratiquement que la courbure d'une ligne est plus accentuée, à ce fait que l'orientation de sa tangente change plus rapidement, quand le point de contact décrit une longueur déterminée sur cette ligne. Ceci nous conduit assez naturellement à la définition suivante.
Soient, sur la courbe plane (C), les deux points M et M' et leurs tangentes MT et M' T. Ces deux tangentes font entre elles un certain angle s. appelé angle de contingence. Plus cet angle est grand, pour une longueur donnée de l'arc MM', plus la courbure dudit arc est accentuée. Dès lors, nous appellerons courbure moyenne de
l'arc MM' le quotient vrrn ' l'angle s étant évalué en radians.
J arc MM D
Imaginons maintenant que le point M' se rapproche indéfiniment du
point M. Les quantités t et arc MM' tendent toutes deux vers zéro;
mais, leur rapport tend, en général, vers une limite déterminée, qui
est appelée la courbure de la courbe (C) au point M.
Si l'on applique ces deux définitions à un cercle, on reconnaît immédiatement que la courbure moyenne d'un arc quelconque et la courbure en un point quelconque sont égales à l'inverse du rayon du cercle. Par analogie, on appelle rayon de courbure de la courbe (C) au point M V inverse de ta courbure précédemment définie.
On appelle cercle de courbure un cercle tangent en M à (C), ayant la même courbure que cette ligne au point considéré et situe
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du même côté qu'elle, au voisinage de M, par rapport à la tangente MT. Son rayon est évidemment égal au rayon de courbure en M. Son centre est obtenu en portant sur la normale en M, à partir de M et vers la concavité de la courbe, une longueur égale au rayon de courbure; on l'appelle le centre de courbure.
310. Cotjrbi re algébrique. — L'étude de la courbure des courbes planes est considérablement facilitée par l'introduction du signe de cette courbure.
Imaginons que la courbe ( C) soit orientée, ainsi que le plan dans lequel elle est tracée. Soient MT et M'T' les demi-tangentes positives en M et en M'. Nous appellerons, cette fois, s l'angle algébrique in" 11)
(i) e = (.MT, M'T'J.
D'autre part, soit A s l'arc algébrique MM'. Xous appellerons
courbure algébrique au point M la limite du rapport — > quand
As tend vers zéro. Il est facile d'interpréter le signe de cette quantité. Menons, en M, la demi-normale positive MN, qui, par définition.
se déduit de MT par une rotation de -h- (n° 209). Si cette deminormale est dirigée vers la convexité de la courbe, on voit que s et As sont de signes contraires, — est négatif. Au contraire, si M^ esl dirigée vers la concavité, s et As sont de même signe. — est positif.
Finalement, la courbure algébrique est positive ou négative, suivant que la demi-normale positive est dirigée vers la concavité ou la convexité de la courbe.
Il y a deux cas où cet énoncé peut, a priori, sembler en défaut. Ce sont ceux où le point INI est un point d'inflexion ou un point de rebroussement . La concavité n'est, dans ebacun de ces cas, pas déterminée. Il en est, par suite, de même du signe de la courbure. Mais nous verrons (n° 319) que, précisément, la courbure est nulle dans le premier cas, et infinie dans le second. Il n'est donc pas étonnant qu'elle n'ait plus de signe.
L'inverse R. de la courbure algébrique sera appelé le rayon de courbure algébrique.
COURBURE DES COURBES PLANES. 3lQ
Théorème. — Si M, désigne le centre de courbure relatif au
point M, on a MM, = R, en mesurant le vecteur MM, suivant la demi-normale positive MN.
En effet, si R>o, MN est dirigée vers la concavité, c'est-à-dire
dans le sens de MM, (n° 309); done MM, >» o. Si, an contraire R <C o, MN est dirigée vers la convexité, c'est-à-dire dans le sens
opposé de MM, ; donc MM, << o. Dans les deux cas, R et MM, ont
le même signe. Ils ont, d'autre part, la même valeur absolue (n°309). Notre formule est donc exacte.
311. Formules relatives a la courbure. — Supposons la courbe (C) rapportée à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy. Appelons x, y les coordonnées du point M. 5 son abscisse curviligne Mir (G) et a l'angle polaire de la demi-tangente positive MT.
Si l'on se reporte aux notations du numéro précédent, on a, d'après la formule de Chasles (n° 14), s = Aa. La courbure algébrique est
Aa donc la limite de — -> quand As tend vers zéro. Cette limite n'est
autre que la dérivée — -• On a donc la formule
*■ ds
dy.
Piappelons, d'autre part, les suivantes ( n° 196) :
._. dx dy
(5) — — =cosa, — • — sina.
ds ds
Los formules (2) et (3) sont les formules fondamentales, sur lesquelles repose toute la théorie de la courbure des courbes planes. Il importe de les connaître par cœur, sans aucune hésitation.
On peut immédiatement en déduire d'autres, qu'il est également bon de retenir ou, en tout cas, de savoir retrouver instantanément.
Tout d'abord, la comparaison des formules (2) et (3) nous donne
(4) dx = R cosa du., dy = R sina du.
Cherchons maintenant les coordonnées (#,, j't) du centre de cour-
bure. D'après le théorème du n° 310, nous avons
(5) r| = .T + Rcos(aH \, yx = y -+- R sin ( a -f- - )
ou
(6) a", — x — Rsinz, yx = y -+- Rcosa.
312. Développée. — O/î appelle développée dune courbe le lieu de ses centres de courbure.
Si l'on imagine x, y. R exprimés en fonction de a, les formules (6) constituent les équations paramétriques de la développée (G,) de la courbe (C). Cherchons la tangente en M, à cette développée. A cet effet, nous différentions les formules (6) :
dxi = dx -f- R cos y. dr — dR sin a, dyi — dy — R sin a dx •+- dR cos a
ou, en tenant compte de (4),
[ dx\ = — dPk. sin a = dR cos ( a -\ 1 >
f r/>i = û?R cos a = dR sin ( a -f- - j •
Ces formules nous montrent que l'angle polaire de la tangente
cherchée esl a -f- -• Donc, cette tangente n'est autre que la normale
M, M à (C). Il suit de là que la développée d'une courbe est aussi V enveloppe de ses normales. Le centre de courbure M, est le point limite de la normale (n° 273), c'est-à-dire la limite vers laquelle tend le point de rencontre de cette normale avec la normale en M', quand M' tend vers M.
313. Cette nouvelle propriété du centre de courbure est d'un emploi très commode pour la recherche du centre de courbure d'une courbe définie d'une manière quelconque et dont on ne veut calculer ni l'arc 5, ni l'angle polaire a de la tangente.
Supposons, par exemple, que la courbe (C) soit définie par de> équations paramétriques quelconques, c'est-à-dire que x et y soient exprimés en fonction d'un paramètre t quelconque. Ecrivons l'équa-
lion de la normale en M | n° 209) (S) (X — x)x'-h(Y—y)y=o.
Diflerentions par rapport à t :
Les Jeux équations (8), (9), en X, \, définissent le point limite de la normale (n" 273). c'est-à-dire le centre de courbure M,. En v remplaçant X par a?t, \ par yK et résolvant ensuite par rapport à jc{ — x et yK — y. on obtient les formules
y'(x'- — r'-) x'ix'^-h y'-)
,I0) Xi = x — , „ -, — -, V] = y-i : — 7. '-j—t, '
Ces formules peuvent être quelquefois d'un emploi commode. Mais, elles sont assez difficiles à retenir exactement et il nous semble préférable, lorsqu'on ne peut utiliser pratiquement les formules (6), décrire l'équation de la normale et de répéter, sur chaque cas particulier, les calcul- (pie nous venons de faire.
Des formule- I 10), on peut déduire le rayon de courbure absolu. On a
{x'y" — y'x f- Cr'2-f- r'- 1-
Cette formule esl seulement à utiliser pour la recherche de la valeur absolue du rayon de courbure et quand on ne possède pas déjà les éléments s et a. qui figurent dans la formule (2). Mais, son emploi est peu commode et souvent néfaste, dans toute question où doit intervenir la courbure algébrique. Elle peut donner lieu à des fautes de signe, en particulier, lorsqu'on cherche non seulement le rayon de courbure, mais aussi le centre de courbure. Elle rend très souvent impraticable la solution de certaines questions, qui sont, au contraire, très simples, lorsqu'on utilise la formule (2). Ceci - applique, en particulier, aux problèmes qui consistent à rechercher les courbes sati-faisant, relativement à leur courbure, à certainepropriétés imposées à l'avance [cf. n" 348).
Si l'on a affaire à une courbe définie par une équation de la forme Haag. — Cours, II. M
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y =y(#), il suffil de supposer x = t, dans les formules (10) el i i i \. Elles dc\ iennenl alors
Ce que nous venons de dire, relativement à l'emploi des formules (10) et (ii), s'applique aux formules (i 2) et (i3). En particulier, nous ne saurions trop recommander au lecteur de ne pas attacher une importuna- exagérée à la formule (i3), qui doit s'effacer devant la formule (2) (').
314. Longueur de la développée. — Les formules (7) mettenl en évidence une autre propriété très élégante <le la développée. Orientons celle courbe de telle manière que la demi-tangente positive
m Al, ait le sens de la demi-normale positive MN, d'angle polairea-f-- • Si nous appelons st l'abscisse curviligne de M( sur la
(') Si nous insistons de la sorte, ce n'est point que la formule (i3) nous inspire une aversion irraisonnée. Mais, nous avons eu, à maintes reprises, l'occasion de nous rendre compte du rùle néfaste qu'elle a joué jusqu'à présent, dans l'enseignement de la courbure. Elle constitue, pour bien des élèves, la base de toute recberche relative ii cette si intéressante théorie et contribue à leur donner l'impression que cette dernière nécessite toujours des calculs pénibles et inélégants. Que de fois n'avons-nous pas entendu din- : « La courbure, c'est difficile! », à des élèves qui savaient par «œur la formule (i3), mais ignoraient la formule (2) ou la considéraient comme d'une importance négligeable. Quand on part d'une formule inélégante, on arrive toujours, li moins d'être nn artiste, à des résultats inélégants, quand on obtient des résultats.
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développée, nous avons, en comparant les formules I 3 i el ~ i,
( i i) dsx = d\\
s, = R -+- const.
On en déduil immédiatement la mesure algébrique <l un arc quelconque de la dé> eloppée. On a, par exemple (/*©"• 3 1),
, ni. M, M, =s\ — sl= R — FI = ,M' M , — MM,,
ce qui <<: traduil par] énoncé suivant :
Théorème. — - J.<i mesure algébrique d'un arc (M, M' - de la développée d'une courbe (G) égale V accroissement algébrique du rayon de courbure algébrique de cette dernière, </ti<in<l le centre de courbure correspondant passe de M, à M,.
315. Ce théorème permet de calculer, sans quadrature, la longueur de tout arc de développée. Il convient seulement, pour l'appliquer correctement, d'observer avec soin les signes des arcs et rayons de courbure. Faute de prendre toutes les précautions nécessaires, on peut être conduit quelquefois à des résultats tout à fait paradoxaux. Imaginons, pai exemple, qu'aux deux points M et M fig. ta . les rayons île courbure l'« el R' soient égaux eh
Kir. :;•.
grandeur ci en signe. < m peut être tenté d'en conclure que la longueur «le l'arc tle développée compris entre les point- M, et M, esi nulle, ce qui e$l manifestement absurde. En réalité, c'est la mesure algébrique M|M, qui est nulle. Ceci prouve que si l'on décrit cet arc, de M\ vers M,, on parcourt une certaine longueur dans le sens positif et nue certaine longueur dans le sens négatif. Donc, à un moment donné, on rebrousse chemin. ' loin me <>u ne r<\ ient pas sur mi arc déjà décrit, on traverse nécessairement un point de rebrous-
?ement M','. Du reste, ceci résulte aussi (n"s 316 et 319) de ce que le rayon de courbure de (C) passe, entre M et IW', par un maximum ou un minimum (sur la figure '}?., par un maximum), puisqu'il revient, en M', à la valeur initiale qu'il avait en M.
Dès lors, la longueur / de l'arc de développée compris entre Mj et M', s'évaluera de la manière suivante. On a
/ = m, m; •+- m", M', = MtM'; — m; m\ = ir— r — (iv— r*)
on. puisque R = R'.
Des précautions analogues doivent être prises toutes les fois que, sur l'arc de développée dont on cherche la longueur, se trouvent un ou plusieurs point? de rebroussement.
316. Développées successives. — L'angle polaire de la demi-tangente positive en Mj à (Ci) étant Kj = a ■+- -> le rayon de courbure en ce point est, en tenant compte de (i {),
(,n\ R - dsi - dK
Le centre de courbure correspondant est le point M> (Jig. 3i), tel que
MiM2=Ri, suivant la demi-droite MiNj, d'angle polaire a|-j — = a -Kir.
Il décrit la développée ( C2 ) de (Ci) ou, comme on dit quelquefois, la développée seconde de (C ).
r i I l //~i x r» d\\\ dR\ d2R ..
Le rayon de courbure de i Lo ) est R* = —, — = — ; — = -= — : il est mesure
dy.i dv. d'x-
suivant la demi-droite d'angle polaire y. -\ -• Un peut continuer ainsi indéfiniment et obtenir les développées successives de la courbe initiale (C). On trouve que la développée nieme a pour rayon de courbure R„ = ; mesure
suivant la demi-droite d'angle polaire a -+- (n -+- 0 — •
Remarque. — La formule (17 ) nous apprend que Rt s'annule, quand R passe par un maximum ou un minimum. Si l'on se reporte au n° 319, on eu déduit le théorème suivant :
Théorème. — Lorsque le rayon de courbure d'une courbe plane passe par un maximum ou un minimum, le centre de courbure correspondant est un point de rebroussement sur la développée.
317. Développantes. — Les propriétés découvertes au n° 311 donnent une solution immédiate du problème suivànl :
Trouver toutes les courbes qui admettent pour développée une courbe donnée.
Soient (C) la courbe donnée el (y) une des courbes cherchées (fig. 33). La tangente en M à (G) est normale en u. à (y). Si nous
Fig. 33.
orientons (C) d'une manière quelconque et si nous appelons s l'abscisse curviligne de M, nous avons, d'après (i5),
s = [j.M -+- const.,
le vecteur uM étant mesuré suivant la demi-tangente positive MT. Nous pouvons d'ailleurs supprimer la constante, en choisissant convenablement l'origine des arcs u.0. Nous avons alors
(18) Âni = _ s.
On conclut de là c[u on obtient une des courbes cherchées en
portant, sur chaque tangente MT, un vecteur Mu, avant pour mesure algébrique — s, suivant la demi-tangente positive. Le point u. décrit cette courbe, quand M décrit la proposée. En changeant Vorigine des arcs sur cette dernière, on obtient toutes les courbes demandées.
Ces courbes, en nombre infini, portent le nom de développantes de la courbe (C). Leur détermination est. comme on le voit, subordonnée à la rectification de (G).
De lune d'elles (y), on peut déduire toutes les autres, en portant, sur chaque normale à (v), une longueur constante u.u' = /. On a, en effet,
En faisant varier /, on a toutes les développées.
Les deux courbes (y) el (y7) sont dites parallèles. Dans le cas particulier où la courbe (C) se réduit à un point 1'. on a s = o et 1 on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Toute courbe plane dont les normales passent par un point fixe P est un cercle de centre P.
Description mécanique des développantes. — Imaginons un fil. d'une certaine longueur )., enroulé sur la courbe < C) et fixé, par une de ses extrémités, à cette courbe. L'autre extrémité est libre et se trouve primitivement m <j.0. Déroulons notre fil, en le maintenant tendu. A chaque instant, la portion déroulée Ma a évidemment même longueur que Tare de courbe Mp.0 qu'elle recouvrait précédemment. Dès lors, si l'on oriente la courbe (G) dans le sens du déroulement, on a
M [j. == M ;jl0 = — s .
Le point tu décrit donc la développante (y) et il suffit de fixer la pointe d'un crayon à l'extrémité libre du fil pour obtenir le tracé de cette courbe.
En faisant varier la longueur du fil ou son point d'attache avec (C), on a toutes les développantes.
Remarque. -- La courbe (y) est normale, en ul0, à (C). Ce point est, sur (y), un point de rebroussement, car le rayon de courburecorrespondant est nid i n" 319). L'autre branche du rebroussement >erait obtenue en' donnant à s des valeurs négatives.
318. Cercle osci r.ATELTt. — Reprenons la courbe (C) du n°3ll. Considérons un de ses points M0 et les cercles qui lui sont tangenten ce point. Cherchons, parmi ces cercles, ceux qui ont, avec la courbe, un contact du second ordre
Afin de simplifier les calculs, prenons le point M„ pour origine des coordonnées, la demi-tangente positive en ce point pour axe des x et la demi-normale positive pour axe des y. Tout cercle (Y), tangent en O à la courbe, a une équation de la forme
(19) .rs-r-jr2— -ït.y = o.
Imaginons, d'autre part, que les coordonnées #, y d'un point M
quelconque de (C) aient été exprimées en fonction de l'angle polaire a de la demi-tangente positive eu ce point. Si. dans i 19), on remplace x el y par ces expressions, on obtient l'équation aux a des points de rencontre de (C) et de (T). Il s'agit de déterminera pour que cette équation ait une racine triple nulle.
Lu valeur a = o est déjà racine simple, car. pour a = o, x et r sont nuls, d'après les hypothèses laites plus haut. Ecrivons maintenant qu'elle est racine double, en annulant la dérivée totale par rapport à a :
xx'-^yy' — X/ = o
01, en tenant compte de I \ l,
(2>) . x cosa — y sin a — ). sina = o.
Celle équation est encore vérifiée identiquement pour a = o. comme il fallait du reste s'y attendre, puisque, quel que soit A, le cercle (F) est tangent à (G).
Ecrivons enfin que a = o est racine triple, en annulant la dériver seconde, c'est-à-dire en dérivant l'équation ( 20 ) :
x' cosa -4- y' sin y. — x sin a 4- y cosa — À cosa = 0 OU, eu tenant compte de ( \ i,
R — x sin y. -h y cosa — X cosa = o.
Si, dans cette équation. Ton fait a = o, il vient
De là, résulte la proposition suivante :
Théorème. — En chaque point de toute courbe plane, it existe un seul cercle ayant, avec la courbe, un contact du second ordre. Ce cercle n'est autre que le cercle de courbure qui, pour cette raison, est aussi appelé cercle oscillateur.
Ce théorème fournit un moyen indirect quelquefois commode de déterminer le centre et le rayon de courbure d'une courbe plane. On cherche le cercle oscillateur, en exprimant qu'il coupe la courbe en trois points confondus. Ce procédé sera utilisé, en particulier, pour les coniques (n° 532).
3?.s chapitre xxi.
319. Rayon de couubure ex ex poixt d'inflexion ou de rebroussement. — i° Point d'inflexion. — Ed un tel point, l'angle polaire flt <lc la tangente passe par un maximum ou par un minimum. Donc. la
dérivée — est nulle. D'où il résulte que le rayon de courbure est ds
infini. Ceci peut d'ailleurs se voir aussi sur les formules (i i) ou 1 13 I, dont les dénominateurs sont nuls (n° 221). Enfin, on peul observer que la tangente, ayant un contact du second ordre avec la courbe, doit être considérée comme le cercle oscillateur, dont le rayon est dès lors infini.
2° Point de rebroussement. — Soit le point de rebroussement R (fig. \\ ). Supposons, pour fixer les idées, que la demi-tangente positive en ce point
Fig. 3^.
soit RT. Les sens positifs sur les deux branches du rebroussement sont, en conséquence, les sens indiqués par les deux flèches.
Gela posé, appelons «jij *M', *r les abscisses curvilignes des points M, M', R. On a
5|; — sm = AIR > O, sn — *1T = M'R > <>.
L'abscisse curviligne de R est donc plus grande que celles des points voisin?; elle constitue un maximum de s. considérée comme fonction de l'angle polaire /.
ds Dès lors, la dérivée — est nulle au point R. Autrement dit, le rayon de dx
courbure en un point de rebroussement est nul.
On peut donner, de cette proposition, une démonstration plus analytique, basée sur la formule m). On sait que, si la représentation paramétrique de la courbe est convenablement choisie, les dérivées x' et y' s'annulent toute* deux pour la valeur t0, qui correspond au point R i n" 202). Soient, d'autre part, a et b les cosinus directeurs de la tangente au point de paramètre t. On a
(21) x' — pa, y' = pô :
la fonction p devenant nulle pour t — t„.
Dérivons les formules (11) par rapport à t : (•23) V= pa'-t-p'a, y"— pb'-j-p'b.
Portons enfin i 21 1 et 1 2 3 1 dans (in; il vient, en tenant compte de (22),
(24) I rt 1 = ?.. ., ! . ,.♦
v ^ ' ' I a 0 — va \
On voit bien que, pour ( = f0, cette quantité s'annule (*).
320. Courbure déduite de l'équation normale de la tangente. Imaginons que la courbe (G) soit l'envelpppe de la droite (D), définie par l'équation normale < n° 60)
{20) r costp -\-y sins = />,
où /> désigne une certaine fonction de- .;.
Le point de contact M est défini par l'équation (20) et par l'équation dérivée
< -2.G ) — a: sino -+- _/ coso = />'.
Or, l'équation (26) représente une droite (D,) perpendiculaire à (D). Comme cette droite passe en outre par M, ce n'est autre que la normale en ce point. Elle enveloppe la développée (C,) de (C). Pour avoir son point de contact, c'est-à-dire le centre de courbure M< de (C), il suffit de dériver une nouvelle fois :
{•27) — rcos'j — y si 11 o =/>".
Les équations (26) et ( •■>- 1 définissent les coordonnées de Mf ; il serait facile de les calculer. A,ous préférons faire les remarques
-ni van tes :
L'équation (27 1 représente la droite (D2 ) menée, par M,, parallèlement à ( D). Or, si l'on mène la perpendiculaire O A à ( D ) ( fig. 35 » et >i on l'oriente par l'angle polaire o, on sait que ( n° 60)
ÔP = />, ÔP7=— p".
(') A condition toutefois que ab' — ba ne s'annule pas. Ceci n'arriverait que si le coefficient angulaire de la tangente passait par un maximum ou un minimum. c'est-à-dire si l'on avait un rebrousse ment de seconde espèce. Il y aurait alors indétermination. Mais nous ne pouvons insister davantage sur ce sujet.
I Vautre pari, on
MM, = PP2 = OP2 — QP = —p" — p = — (P + />" >•
On voit donc que si l'on définit la demi-normale positive à la courbe (G) par l'angle polaire tp, le rayon de courbure algébrique de cette courbe est — (/?+/?')•
Fi?. 35.
C'est là une proposition fort élégante, qui permet de résoudre rapidement bien des questions relatives a la courbure.
Remarque. - La droite (D2) enveloppe la développée seconde d<- (C). En continuant les dérivations, on obtiendrait les développées successives. D'une façon générale la développée /j"1"1'' est l'enveloppe de la droite (Dn), d'équation
U-r-n^J +âysm(ç-T-n^j = p " .
321. Colrisure en COORDONNÉES polaires. — Soient r et 0 les coordonnées polaires du point M de la courbe i C >. L'angle polaire y. de la demi-tangente positive est définie par les formules i n" 252)
a= 0+Y, dr = ds cos V . r rfO = cfc sin V.
' Le rayon de courbure algébrique est ensuite donné par la formule (a), qui
devient
ds
t3i) K=dôTdv'
Les formules | 3o) et | 3i) sortf /es formules fondamentales de la courburei en coordonnées polaires.
covnBuiu: iu-s coubbes planes.
On pourrait en éliminer s et V, de manière à obtenir le rayon de courbur
en fonction des seules variables /• et 0 et des dérivées —, ~ lcf
M dfc KJ' résolu n° 7). Mais la formule ù laquelle on arriverait est compliquée et san grand intérêt. Mieux vaut la remplacer par les trois formules simples ( 3o et (h).
e exercice
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3^. Indicatrice des tangewïes ; courbure. — Ce que nous avons dit au n° 309 pour les courbes planes peut se répéter pour les courbes gauches. Etant donné un are MM' d'une telle courbe, les tangentes m M et M' font un angle e, appelé angle de contingence. Le rapport
-rrrr, est appelé courbure moyenne dudit arc et la limite de ce
arc .M M ri J
rapport, lorsque M' tend vers M, est la courbure au point M.
De même que pour les courbes planes, il est indispensable, pour
la simplicité et l'élégance de la théorie, d'introduire la courbure
algébrique. A cet effet, nous commençons par orienter notre courbe
d'une manière quelconque. Soient s l'abscisse curviligne du point M
et MT la demi-tangente positive en ce point i fig. 36). Par le point
Fig.
fixe O. memms la demi-droite Ou, parallèle à MT el de même sens ei prenons son intersection u. avec la sphère (S), de centre O et de rayon i ('). Lorsque M décrit ( C >. \j. décrit une courbe sphérique
( ' ) Ce point (i n'est autre que le point directeur de la demi-droite MT (n° 24).
qui est appelée Y indicatrice des tangentes ou première indicatrice de la courbe (C). Orientons cette indicatrice dans un sens arbîl paire. Soit alors <r l'abscisse curviligne du point il. Nous appellerons rayon de courbure algébrique de la courbe (G), au point M, la quantité
La courbure algébrique est, par définition, 77 = -r— 11 esl facile
0 ' ' ' K ds
de vérifier que >a valeur absolue n'es! autre que la courbure telle qu elle a clé définie plus haut, au moyen de l'angle de contingence. En effet, prenons, sur (C). le point 31,, infiniment voisin de M el d'abscisse curviligne .s- + As. 11 lui correspond, sur l'indicatrice, le point y.i: infiniment voisin de u. et d'abscisste curviligne (T-f-Ac L'angle de contingence 1 relatif à l'are MM, est évidemment égal à l'angle u.Ou.( ou encore à la longueur de l'arc de grand cercle tracé sur (S) entre y. et u.t. Or, cet arc est un infiniment petit équivalent à I are u.ULt de l'indicatrice, suit | At|. car ces deux arcs sont des infiniment petits équivalents à la corde u.u.t (t. [, n° 172). Dès loi-, le
rapport ., _, a même limite que le rapport — . Cette limite esl
1 ! arc i\l M, ! ri
doue
Remarque. — Si la courbe (G) est plane, l'indicatrice (y) est un grand cercle ; l'abscisse curviligne 7 n'est autre que l'angle polaire a de la demi-tangente MT : on retombe, dès lors, sur la définition d^i n° 310.
323. Normale principale : centre, cercle et axe de courbure ;
binobmale; torsioiv. — Menons la demi-tangente positive u.9 à la
courbe (y). Elle est située dans le plan tangent en 'J. à la sphère (S);
(die est donc perpendiculaire à Oy. et. par suite, à AIT. Si nous
menons maintenant la parallèle M3N à iiQ, nous obtenons une normale
à la courbe (C), qui sera appelée la normale principale. Elle sera
orientée comme 11Q.
Je dis que le plan NMT est le plan oscillateur eu M à < G). En effet, ce plan est parallèle au plan Ou.0, lequel peul être considère comme la limite du plan O |jl |j. , . quand y.{ tend vers |i. Comme Ou, est parai-
lèle à La tangente m M, à (G), on esl ramené au théorème III du
On peut «lune dire que la normale principale est la normal*' située dans le plan oscillateur.
Nous appellerons centre de courbure de lu courbe (C) au point M, le poiui C. de \l\ défini par
Nous appellerons cercle de courbure le cercle de centre C cl de rayon R tracé dans le plan osculateur. L'axe de ce cercle, c'est-à-dire la perpendiculaire (Ai menée par C, au plan osculateur, sera appelé axe de courbure ou droite polaire.
324. La perpendiculaire MB au plan osculateur, menée par AI, est. appelée binormale. On l'appelle ainsi parce qu'elle peut rire considérée comme normale à deux tangentes infiniment voisines, en vertu d un théorème rappelé tout à l'heure. Elle sera toujours orientée de telle manière (pic Je trièdre trirectangle MTM3 soit un irièdre positif I n°28). Ce trièdre es! appelé trièdre deFrenet ou trièdre principal relatif au point M.
Menons la demi-droite Ou' parallèle à MB ci de même sens. Elle perce la sphère (2) au point y.'. Quand M décrit (Cl, ;j.' décrit une courbe (y' i, qui est appelée Y indicatrice des bi normales ou seconde indicatrice de la courbe (Ç).
Je dis que la tangente 'j.'fl' est parallèle à u.9.
En effet, le cône décrit par 0 ■/ est supplémentaire du cône décrit par O ;jl, puisque Op.' est perpendiculaire au plan tangent O ;jlO (n° 378), Il s'ensuit que O a est perpendiculaire au plan tangent O ;x'0'. Donc w/ô' est perpendiculaire à Ou.. Mais elle est aussi perpendiculaire à 0;j.'. Elle est donc perpendiculaire au plan ;-»-0(u.' et, par suite, parallèle à [x8.
vi l'on veut éviter l'emploi des cônes supplémentaires, on peut donner la démonstration analytique suivante:
Soient i a. //. c i. i a . b' . c'), (a\ l> . C I les cosinus directeurs respectifs de Mi. M\. MB. Ils sont lies par les relations bien connues entre les neuf cosinus (n° 35). Les coordonnées d\\ point u.' sont a", b", c". Les paramètres directeurs de u/6' sont donc da . db'\ de".
Il nous suffit de vérifier que u/9' e>t perpendiculaire à MT et MB,
c'est-à-dire que l'on a
a da" -4- b db" — c de' - <> .
a" da" — b" db" — c"dc" = o.
L'équation (4) résulte de la différentiation de a"2-\-b 2-f-c"2=i. Pour établir i^3), différentions ad — bb"+ cca= o; il vienl
i a dd' -+- b db' -+- c de" | .-+- 1 a* da — b ' db -+- c " rfci = o.
Or, la seconde parenthèse est nulle, car elle exprime que Ml> esl perpendiculaire à u.9. La première l'esl (lune aussi, ee qui prouve la relation (3 |.
!î2o. ( leei étant établi, nous orienterons j. 0' comme ul9 et (y1) de
telle manière que >a demi-tangente positive eu |a' soit u, 'b'. Soil maintenant d l'abscisse curviligne de uJ. Nous appellerons torsion de la courbe (C) au point M la quantité
T ds
ds L inverse T = —, de la torsion sera appelé rayon de torsion.
La torsion peut s'interpréter d'une manière analogue à la courbure. Considérons le point dt de (y'), qui correspond au point M,
de (C). Lare Ao-'=a'u.') est un infiniment petit équivalent à l'angle
e{= (Ojx', O^j). Or, cet angle n'éstautre que celui do plans osculateurs en M et en M,. On peut donc dire que la torsion en M est la
limite du /apport T7-rr> Quand M, te//d vers M.
1 r arc MMi J
On j>eut aussi interpréter le signe de la torsion. Si lé plan u/OjXj, qui esJ
sensiblement perpendiculaire à Ou, est orienté par cette demi-droite i n° 27 l,
I angle e' = ( O u/, O jjl | ) est, à vrai dire, un infiniment p>'t it équivalent non pas
à A-, mais à — 1?' ; de sorte que la torsion est la limite de — — • Si l'on
As
suppose, pour fixer les idées, As>o, ^ a le signe contraire à i. Or, quand
on passe du point .M au point M,, le plan osculateur tourne sensiblement autour de MT. puisque cette droite est la caractéristique dudit plan. Cette rotation a pour amplitude e', en grandeur et en signe, puisque i est l'angle dont tourne la perpendiculaire O \i! au plan osculateur. Si l'on observe, d'autre
part, que le sens positif de MT est le sens de M vers Mi, puisque As est supposé positif, on peut énoncer la proposition suivante :
Si le point M se déplace infiniment peu sur la courbe (G), le plan oscillateur en ce point tourne infiniment peu autour de la tangente en M. Si Von évalue le sens de cette rotation en orientant la tangente dans le sens du déplacement du point M, la torsion en M est positive ou négative, suivant que la rotation est négative ou positive.
Ceci nous montre que le signe de la torsion n'est pas conventionnel, comme celui de la courbure. Ce dernier dépend du sens, arbitraire, dans lequel on a orienté (y). Le signe de la torsion, au contraire, est entièrement déterminé par la courbe. De la forme de cette dernière dépend, en effet, uniquement le sens dans lequel tourne le plan osculateur pour un déplacement infiniment petit du point M. Si, d'ailleurs, on change le sens de ce déplacement, le sens de la rotation change aussi; mais, la demi-droite autour de laquelle elle est évaluée est remplacée par la demi-droite opposée; de sorte que le signe de la rotation demeure le même ('i.
326. Formules de Frenet. — Nous allons calculer les dérivées des neuf cosinus introduits au n° 324, par rapport à s.
Les coordonnées du point y. étant a, b, c, les cosinus directeurs
a', b', c' de u.8 sont -;-, —, -r- Cn° 193). On a donc, par exemple. 1 d? d? d? x r l
da »■»*■'■ .
— - = a . Mais, on peut écrire
da
dl
da ds da ds di ds
da ds
db b' de ds R ds
Donc
Répétons le même calcul pour le point [*'(«", b", c | :
d'où
, da"
a — TT
da" ds ds di'
ds
da" a' ds ~ T'
db" b' ds ~~ T '
de" ds
Pour calculer —;— > dérivons la relation ds
(') On peut aussi vérifier l'invariance du signe de la torsion, en changeant le sens positif soit de (C), soit de (y).
nous obtenons
da , da' „ du"
ds as ds
ou, en tenant compte de (6) et (7),
ad . da' d'à'
Divisant par «', nous avons
da a a" <lb' b b" de c c"
~dl z "k — t' 777 _r~t' 777 = ÎT— T'
Les trois groupes de formules (6), (71, (8) portent le nom de formules de Frenet ( -).
Elles permettent, quand on connaît les neuf cosinus, de calculer R et T, en grandeur et en signe.
327. On peut aussi calculer R, en élevant les formules < (> ) au carré et ajoutant, on obtient ainsi
1 /da\* fdby ( de,*-
(i-)} R^{ds-) ■*-[*) +{dï) ■
Cette formule aurait d'ailleurs pu se déduire immédiatement de la formule (1), qui donne, en effet,
1 (h- da- -t- db2 -4- de"1
K^ = ds2 = ds* '
c'est-à-dire | 9).
Si Ton appelle x, y, z les coordonnées du point M de | C I, on sait
que a — -t~7 b — -^-, c = -r" La formule (0) peut donc aussi s'écrire ^ ds ds ds •J/ r
, . 1 (&x\* (dïyy (d*z\*
(lo) Rl = (d^) +{-dé) + U*j'
On peut transformer cette formule en imaginant que .r, y, z sont exprimés en fonction d'un paramètre t quelconque. On a, en désignant par des accents les dérivées par rapport à t et supposant, pour fixer les idées, que la courbe
(2) Les formules (8) sonl aussi appelées formules de Serre! .
Haag. — Cours, II. aa
est orientée dan> le r-ens des t croissants,
dx x'
as ^-+7!+^- (a/t+y%+z'*y
ds2
d2 v d- z Par permutations circulaires, on aurait -— - et —7—;' Portant dans (io), il
ds2 ds'1
vient
1 i.r'2__y'2 -+- /^(/î+jy + V*) — ix'2-\-y'2-:r-z'2)(x'x"-±-y'y"-+-z'z")2 R2 _ ix'2-hy'2-^ s'2)*
x — 1'- — z'2) (a?*2 ■+• y**-+- z"- ! — ' x' x" — y' y" — s'z")* cr'2 — y'-— z'- 13
Si nous transformons le numérateur par l'identité de La grange ( 1. 1, n°285), nous obtenons enfin
1 _ (y'z" — z' y" i2-f- ( z x" — x' z" i2-+- ix'y" — y x" i- R* ( x'2-\- y'-^r- z'-):i
Celte formule [ainsi d'ailleurs que les formules (9) et 110)] permet de calculer seulement la valeur absolue de la courbure. Elle présente les mêmes inconvénients que la formule (n) du Chapitre précédent, à laquelle elle se réduit d'ailleurs, quand on y fait z = o.
328. On peut faire un calcul analogue pour la torsion. Multipliant la première formule 1 S . par a", la deuxième par b'\ la troisième parc" et ajoutant, nous avons
1 „ dd „ db' „ de'
T ds ds ds
Or, on a, d'après ( 61.
da' d / da\ dR da d2a
ds ds \ ds 1 ds ds ds'2
Portant dans 1 12 ). il Client, en remarquant que
„ da . „ db „ de
a' — 1- b -. hc — = o,
ds ds ds
~TR=a~dl2"X~~ds^~hCd^
/> i 1 d~a ^ •!•,-.•• dt .
■ alculons — tt ■ On a, en posant, pour simplifier I écriture, — = A,
ds2
ds
da
ds
il', i
rfs2
r = f/'i'+i/ÀV + r'irA'/])..
D'autre part, on sait que «"= bc — cb' ln° 35); donc,
„ _ / , de db\ _ . _ ,, „ . , , ., , , . , . , „ , . . , .
ii")! «"= RX:j<y,s" — --'y" i.
Si nous portons maintenant ( i4j et (i "> ) et les formules analogues dans (l3), nous avons
16 i - ^ ■= R2Xo[^'"(y^"_ -y , _y( s'^—aV) -^'"(ar'/'-jV)].
Si nous nous souvenons que Xs= —7- ; 7
ï < 1 1 1. nous avons
et si nous nous reportons
v' z" — z'y" >* -+- (z'x'— x z" f- -+- ( v'y" — y' x" y La formule (16) devient, dès lors,
On voit que l'expression obtenue est rationnelle, ce qui confirme l'existence d'un signe déterminé pour la torsion (cf. n° 325).
< 329. Développées d'une courbe gauche. — Imaginons qu'en chaque point M de la courbe (C), on mène une normale MX à cette courbe et cherchons s'il est possible de déterminer la loi suivant laquelle varie cette normale, de telle manière qu'elle engendre une développable.
Nous définirons cette normale par l'angle 0 = (M\, MX), mesuré dans le plan orienté NMB. Ses cosinus directeurs sont
a = a' cosO -+- a" sin0, j3 = b' cosO -r- b" sinô, y = c 'cosO -+- c "sinO. La condition, pour qu'elle engendre une développable, est <n° 372)
dx da
ds ds
34 o ou
dci ' da . . dQ , , . ,, ,. A , ,. - • n
—7- cosO h — si n 0 -! r- ( — a sin G -+- a coso ) a coso -f- a si nt)
«5 as as
ou. en tenant compte des formules de Frenet,
a ( — — — ■=■ ) cosQ -H — si no — ( — a si no -+- a coso) a coso -H a sin 0
V ri 1 / 1 as
„. „ 111 • . 1 cos6 . , . ,
Î51 1 on multiplie la première colonne par — - — et qu on 1 ajoute a la seconde,
l'équation devient
a ( — — =r ) (et" cosO — a'sinOj a' cosO -1- a" sin 6 =0 \ as 1 /
— — ) H a a" coso — «'sinO a' coso -+- a" sin 6 || = o.
Le déterminant qui nous reste est égal à — 1, comme il résulte de sa décomposition en déterminants partiels (t. I, n° 281). Finalement, la condition cherchée se réduit à
d'où l'on tire
dQ 1
Ç ds _ Çs ds ~J T ~'l t
const.
Nous pouvons finalement énoncer la proposition suivante :
Théorème. — 77 existe une infinité de développables engendrées par des normales à la courbe (G). Quand on a l'une d'elles, on obtient les autres en faisant tourner la normale MX, d'un angle constant quelconque, autour de M T.
Les arêtes de rebroussement de ces développables, qui sont des enveloppes de normales de la courbe (C), sont appelées les développées de cette dernière. Il est facile d'avoir leurs équations paramétriques. Celles-ci sont de la forme
(10) X = x -4- p(a' cos6 -4- a" sin 6),
p étant déterminé par la condition
dX
d\ _ dZ
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Or, on a, en utilisant les formules de Frenet et la formule (18 ),
— t- — a -\ — 7- (a cosO -4- a sinO) as as
■+- p — cosô ( — -t- — | -t- — sinO -+- — ( a" cosO — a' sinO ; .
dX ( ocos6\ do
-d7=aV--R-)-1-ds-7-
Les équations (21) seront vérifiées si l'on prend
1 cosO
Portant dans (20), nous avons les équations des développées
| X = x -+- R a' ~ R a" tan g 0, Y —y -+- Rb' -t- Mb" langO,
| Z = z -+- Rc'-t- Rc" tangO,
où 0 est donné par la formule (19).
Ces équations montrent que le point de contact de MX avec la développée se trouve sur l'axe de courbure de (G). Ceci est, du reste, une conséquence du théorème II du n" 331, qui permettrait d'écrire directement les formules (22).
Quand la courbe (G) est plane, une des développées est la développée au sens du 11" 312 ou développée plane. Les autres sont enveloppées par des normales faisant un angle constant avec le plan de la courbe. Ce sont des hélices {cf. Chap. XXIV, exercice résolu n" 9).
330. Courbe rapportée a un trièdre de Frenet. — Pour étudier les propriétés relatives à la courbure des courbes gauches, il esl commode de choisir les axes suivants. Prenons pour origine des coordonnées un point O de la courbe (C), qui sera, en même temps, l'origine des arcs. Prenons pour axe des ./• la demi-tangente positive en ce point, pour axe des y la normale principale et pour axe îles r la binormale.
Cela posé, considérons un point M de la courbe, voisin de O et d'abscisse curviligne s. Nous allons nous proposer de calculer les développements de ses coordonnées x, r, -^ suivant les puissances croissantes le s, en nous limitant au troisième ordre. Soient
I X = ai 5 -+- <7ô 5- -t- «3s:i-i-. . . , (i3) • y = /;, s -4- b^s1 — b:is3 -+- . . .,
' z = Ci s -4- c-2s'2 -4- e:is:i -+-...
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les développements cherchés. Nous en déduisons
, a = ai -+- la-is — 3 «3 s'2 -4-. . . ,
(24) j 6 = 6, -+- ?.6os -4- 3 6352 -h . • .,
f c = C! -I- 2CjS 4- 3C3*4 -+-. . ..
Pour s = o, on doit avoir a = 1, & = o, c = o ; donc.
\<m> avons ensuite, d'après les formules (6),
as
de c' — R -r = R(2C> -+- 6c3s -4-. . . 1, as
Pour s = <>. on doit avoir a' = o, &'== 1, e'== o; donc.
Nous avons enfin, d'après (8),
dR a a"
6 a3 R — oa3— - s -H . . . = — — — 7=r > «s 11 1
. __ + 6fc,R + «,*3 _, + ...=- R_T,
6c3R-4-6c3-j-s-+-...=— 5 — = ■ as h 1
Faisons s = o, en observant que l'on doit alors avoir a"=o, // = o, c" = 1 : il vient
1 , 1 /dR\
(29) a3 = - -— , 63=— ÂRï(^r) .'
6Rg7 6Rg\«fc/o 6R0T0
Nous avons finalement nos neuf coefficients. En portant leurs valeurs dans (23). nous obtenons les développements cherchés :
" (Trt "
couiiBunrc DBS coi rues gauches. 3î>
îNous axons supprimé les indices o, qui figuraient dans les formules (27) et (29), afin de simplifier récriture. Mais, il est bien
entendu que les quantités R, T, — -j — sont prises, dans les formules (3o), avec leurs valeurs pour s = o. Ce sont donc des constantes et non des fonctions de s.
331. Propriétés diverses. — Les formules (3o) permettent de découvrir très simplement un grand nombre de propriétés des courbes gauches.
On peut d'abord retrouver immédiatement toutes les propriétés caractéristiques du plan oscillateur, établies aux n"s 22 i et 22o.
Voici, maintenant un théorème sur les tangentes :
Théorème F. — La plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines est un infiniment petit du troisième ordre par rapport à l'arc qui sépare les deux points de contact.
Soit 0 la plus courte distance de la tangente Ox et de la tangente MT. Elle est égale à la distance de O à la projection de MT sur yO z.'Ov cette projection a pour équation dans le plan des yz
dz ,n ^ dy
OU
2RT '" ) \R ; / t2R*T
les points de suspension, dans cliaque parenthèse, représentant des termes de degrés supérieurs à ceux des ternies écrits. On a, dès lors,
Si l'on prend s pour infiniment petit principal, la partie principale de cette
[oR2'r| S3
,i2RT
quantité est
IClle est bien du troisième ordre.
Théorème II. — La caractéristique du plan normal est l'axe de courbure.
Le plan normal en YI a pour équation {ii) a(X — a:)-4-6(Y — j)-+-c(Z'— s) = o.
Sa caractéristique est définie par cette équation el l'équation dérivée par rapport à s (n° 280), soit
do ~d~s
(X — se) -h — (Y — y) -h -£ (Z — z) — (a2-f- 62-+- c«) = o.
ds
ds
a'(X— ^) + fe'(Y — y)-hc'(Z — z) — R = o.
Pour s = o, les équations (32) et (33) se réduisent respectivement à
Telles sont les équations de la caractéristique du plan normal en O ; ce sont bien les équations de Taxe de courbure.
332. Ce théorème fournit un moyen de déterminer le centre et le rayon de courbure d'une courbe gauche définie d'une manière quelconque. Supposons, par exemple, que .r, y, ~ soient exprimés en fonction d'un paramètre t quelconque. Le plan normal a pour équation
L'axe de courbure a pour équations l'équation ( 35) et la suivante :
Kn prenant l'intersection de cette droite avec le plan osculateur (n° 226 ),
courbure: des coi mus gauches.
on a les coordonnées du cenlre de courbure :
^- [ar*(a?'8-|-jr'2 -+- x;'2) — x' ( x' x" -h y' y"-¥ z' z ')],
en appelant A, B, C les coefficients y' z" — z'y", ... du plan osculalcur.
Quant au rayon de courbure, on peut le calculer en prenant la distance du point M(x, y, z) à l'axe de courbure ou bien par la formule
RJ= (a?j — »)»-+- fjri — ^ )*.■*-(*!— ^)2-
En tenant compte de (3J), on retrouve la formule (il).
333. Cercle osculateur ; sphère osculatrice. — Reprenons la courbe (G) définie par les équations (3.o) et cherchons les sphères qui ont avec elle, au point O, Un contact du second ordre.
A priori, une telle sphère i S ) doit être tangente, en (), à Oj, et, par conséquent, avoir son centre dans le plan des yz. Son équation est de la forme
Xs+ Y
Z*_ 28 Y — avZ
Remplaçons-y X, Y, Z par les développements (3o) el écrivons (jue l'équation en s obtenue admet une racine triple nulle, c'està-dire que son premier membre est divisible- par s3. Notre équation s'écrit, en négligeant les termes de degré supérieur au troisième,
— ■■> fi «2
âR
tis
RT
HT
Pour qu'il y ait une racine triple nulle, il faut et il suffît que l'on ait (3 == R. L'équation générale des sphères (S ) est donc
X2+Y?-+-Z2— 2RY — 2YZ = o,
où y demeure arbitraire. Cette équation définit un faisceau, admettant le cercle de courbure pour cercle de base. Donc :
Théorème I. — Les sphères qui ont un contact du second ordre
m -ec une courbe donnée, en un point donné, sont les sphères qui contiennent le cercle de courbure en ce point.
Ce cercle est, par suite, le seul qui coupe la courbe en trois points confondus; c'est le cercle osculateur [cf. n° 318).
Cherchons maintenant si, parmi les sphères (S), il y en a une qui ait un contact du troisième ordre. Il nous faut annuler, dans l'équation (09), le coefficient de s3; cela nous donne
Donc :
ds
Théorème II. — Il y a une seule sphère ayant un contact du troisième ordre avec une courbe donnée, en un point donné.
Il n'y a pas de sphère ayant un contact d'ordre supérieur (•) (sauf en certains points exceptionnels); aussi, la sphère précédente, qui a le contact d'ordre maximum, est-elle appelée la sphère osculatrice.
Théorème III. — Le centre de la sphère osculatrice coïncide avec le point de contact de Vaxe de courbure avec son enveloppe.
Reprenons, en effet, les notations du théorème II du n° 331. Le point limite de l'axe de courhure est obtenu en dérivant l'équation 1 3 > 1 par rapport i\ s, ce qui donne, en utilisant les formules (8),
dR
Pour s = o, cette équation se réduit à
X Z dR
R T ~*~ ~dl
Si l'on tient compte de (34 ), on en tire
dR
ds
En comparant avec (41 I, on termine la démonstration.
(') Cela tient à ce qu'une sphère est déterminée par quatre points: ici. ces points sont infiniment voisins.
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334. Courbure normale; théorème de Mettsnier. — Soient une surface (S) et un point G de cette surface. Nous nous proposons d'étudier la courbure au point O des différentes lignes tracées sur S et passant par ce point.
Pour simplifier les calculs, prenons O pour origine des coordonnées el le plan tangent en ce point pour plan des .iy. L'équation de notre surface est alors de la forme
le=> fonction> r. p = -r- » Q = t~ s'annulant toutes trois pour
1 <Kr <>y
Cela posé, traçons, sur i S i et par le point O, la courbe (C) | fig . '»- .
Fisr. 3t.
Xl /<*>
Orientons-la d'une manière quelconque et soit OT Ja demi-tangente positive en O, d'angle polaire y.. Pour déterminer le centre de courbure C relatif à ce point, nous allons chercher l'axe de courbure | A >
(f) Lr- point O est supposé non singulier. Tout ce qui va suivre ne saurait donc s appliquer à un point singulier (cf. exercice résolu n° 5).
et li- point Ci où celle droite rencontre O; ('). Avant C,, on en déduira C par projection orthogonale sur le plan oscillateur
Imaginons qu on ait exprimé les coordonnées x, y, z d'un point quelconque M de (C) en fonction de l'abscisse curviligne s = ( )M. L'équation du plan normal en ce point à (C) est (2) ( X — x)xJ+ ( Y - y) y' +-(Z — z)z'= o.
La caractéristique de ce plan est définie par l'équation (2) et la suivante (n° 280 1 :
en observant que .r'1 — y' --h z'2 = 1 .
Pour s = o, ces deux équations définissent la droite (A). La première représente le plan normal en O, qui contient Oc. La seconde représente un autre plan, qui coupe 0,3 au point C,. Pour avoir la cote c, de ce point, il suffît donc de faire .s : = o, X = o, Y = o. dans (3 I, et d'en tirer Z, ou p, ; on obtient ainsi
Calculons z"0. Les trois fonctions ./•. r. 3 de s vérifient identiquement l'équation (1). Dérivons totalement par rapport à s .t. I. n° 130) :
(5) z' = px'—qy'.
Dérivons encore une fois :
(6) z" = px"-+- q y" — rx'--~ >sj-' y' — ty2,
r. s. t désignant, suivant une notation classique, les dérivées par-
tielles
()x- f)x i)y ()y- Si, dans l'identité (6), nous faisons maintenant 5 = 0, nous
,i\ ôns
s0 = r0x0- -\- iSaX^y^ -t- t0y02 .
(') (A) rencontre Oz, car elle est dans le plan normal en O à ( C ), lequel passe par O c.
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Or, a?'0 = cosa, r(i sina in" 193). Donc,
3 JJ = /-0 cos2a -+■ 2.s() cosa sina — t0 <\\\-y..
Portons dans i î ), en supprimant, pour simplifier l'écriture, les
indices de r0, s0, t0', nous avons la formule
(7) — = /• cos5 a -7- is cosa sin a -f- / ?in'2 a. pi
Cette formule, fondamentale pour la théorie qui nous occupe, nous montre que le point G( est entièrement déterminé quand on se donne la tangente OT.
De là résultent les conséquences suivantes
Théorème I. — Toutes les courbes de la surface qui ont le même plan oscillateur en O ont le même centre île courbure.
En effet, ce centre de courbure est la projection t\u point C( sur le plan oscillateur commun.
Corollaire. — Toute courbe tracée sur la surface et passant par O a menu- centre de courbure, en O, que la section de la surface par le plan oscillateur de ladite courbe au point O.
Car le plan oscillateur d'une courbe plane n'es! autre que le plan de cette courbe.
Théorème II (dit théorème de Meusnier)-. - Le lieu des centres de courbure des courbes tracées sur la surface et tangentes en ( > à OT est un cercle, dit cercle de Meusnier.
Ce cercle est, en effet, le cercle décrit dans le plan perpendiculaire
en O à OT. sur OC, comme diamètre, puisque l'angle C,CO esl droit.
Si l'on appelle 0 l'angle du plan osculaleur TOC avec le plan tangent rOr. le rayon de courbure p = OC est donné par la formule
(8) p = pisin6.
Cela esl évident, dans le triangle rectangle C|CO. Le point C, et
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h longueur ;, sont appelés centre et rayon de courbure normale de la courbe (G). Ce sont manifestement le centre et le rayon de
min lune de la section normale qui admet même tangente en 0 que | ('. i.
336. l\i»h \Tiut i: n Ki un. - Prjoposons-nous maintenant d'étudier les variations de la courbure normale, quand la tangente OT décrit le plan xOy. Ceci revient à étudier les variations de la quantité — définie par la formule (-), quand on lait varier a. Cette étude
ne présente, analyt lentement, aucune difficulté. Mais, elle est rendue plus intuitive par l'interprétation géométrique suivante.
Portons, sur OT. une longueur OP = \/p, -et cherchons le lieu du point P. Les coordonnées de ce point dans le plan xO y sont
x = y pi cosa, y = /p( sina.
Moyennant ces formules, l'équation (-) s'écrit
(9) 7\v- ■+- -is.Ty — t y- = r.
Elle nous montre que le lieu du point P est une conique de centre O. Cette conique est appelée Y indicatrice d'Euler relative au point O. Quand elle est construite, elle permet de suivre aisément
les variations de o,, car ces variations sont celles de OP , lesquelles
sont évidentes pour n'importe quelle conique.
L'indicatrice est une ellipse, une hyperbole ou un système de deux droites parallèles, suivant que rt — s- est ^> o, < o ou = o.
Les asymptotes, qui sont imaginaires dans le premier cas, réelles et distinctes dans le second cas, confondues dans le troisième cas, portent le nom de tangentes asymptotiques de la surface (S) au point O. Le rayon de courbure normale correspondant à chacune d'elles est infini. Autrement dit, toute section normale tangente en O à une tangente asymptotique admet le point O comme point d inflexion (n° 319). Il en est de même, d'ailleurs, de toute section oblique en vertu du théorème de Meusnier.
337. Les axes de l'indicatrice sont appelés les tangentes principales de la surface (S ) au point O. Ces tangentes sont rectangulaires
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ci toujours réelles. Les sections normales correspondantes sont appelées sériions normales principales. Les centres el rayons de courbure de ces sections sont les centres efl rayons de cowrbure principaux.
Les rayons de courbure principaux sont, d'après la définition de l'indicatrice, les maximum et minimum du rayon de courbure normale o,. Si l'on se reporte à la formule (-), on peut déduire immédiatement de cette remarque l'équation qui donne ces rayons. Il suffît, en effet, d'écrire l n) sous la forme
( r — — ) cos2a + i.s cosa sin x -t- ( t ) sin-a = <>.
\ Pi/ \ Pi/
D'après une méthode élémentaire bien connue, lés maximum et minimum de o, sont obtenus en exprimant que cette équation du second degré en tanga ou cotangat admet une racine double. On obtient ainsi l'équation du second degré en R
dont les racines R, et R2 sont les rayons de courbure principaux. Développée et ordonnée par rapport à -> elle s'écrit
(il) — —(r — t,-^-rt — si=o.
Les fonctions symétriques élémentaires
rt — s1 et — — (-—- = /•-+- t
R,K, Ri R,
jouent un rôle trèï. important dans la théorie des surfaces et portent les noms respectifs de courbure totale et courbure moyenne { ' | de la surface i S) au point ().
Lorsque cette dernière est nulle en chaque point, la surface est appelée surface mi ni ma.
Si l'on annule la dérivée de — par rapport à a, on obtient Véqua-
(') La courbure moyenne est, plus exactement, -( - — \- — J •
don aux angles polaires des tangentes principales
(t — r) sin2a -4- 2 s cûsïz = o OU
(i3) tangua
338. Ombilics. — La formule (i3) devient illusoire quand on a à la fois
Dans ce cas, le point O est appelé ombilic de la surface (S) et jouit manifestement des propriétés suivantes :
L'indicatrice est un cercle; Toutes les tangentes en O sont principales; Le ravon de courbure normale est constant ; Les tangentes asymptotiques sont isotropes.
339. Formule d'Euler. — Imaginons que les axes O.r et Oy qui, jusqu'à présent, ont été deux tangentes rectangulaires quelconques, soient les tangentes principales. L'indicatrice est alors rapportée à ses axes, ce qui est caractérisé par la condition s = o.
Les courbures principales sont données, l'une par a = o, soit— = r.
l'autre par y. = -, soit — = /. La formule (7) peut alors s'écrire, en remplaçant, pour plus de symétrie dans l'écriture, 0, par R, , _. 1 cos- a sin2a
Cette élégante formule porte le nom de formule d'Euler. Elle permet d'établir rapidement certaines propriétés.
Par exemple, changeons a en a + -, nous avons ! sin-a cos2 a
R7 = R, "^"TTT' Ajoutons à (1 j ) :
1 1 cos2 y. -+- sin5x sin2a -t- cos2a _ 1 1
R + R7 = ~~ R~i ~R2 = R7 ~^ ÏÏT
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Donc, la somme des courbures de deux sections normales rectangulaires est constante et égale à la courbure moyenne.
l\U). Forme d'une surface m voisinage d'un de ses points. — La connaissance de l'indicatrice relative au point O permet de se rendre compte de la forme de la surface (S), au voisinage de ce point. Trois cas sont à distinguer, suivant le genre de cette indicatrice, que nous allons d'ailleurs supposer rapportée à ses axes.
Premier cas : Indicatrice elliptique. — On peut avoir une ellipse réelle ou imaginaire, suivant que le signe commun à /• et à / est le signe -|- ou le signe — . Dans le second cas, la courbure normale est constamment négative. En changeant le sens de O.S, on la rend positive et l'on se ramène au premier cas, que nous allons donc seul examiner.
Supposons, pour fixer les idées, que Ox soit le grand axe de l'indicatrice et Oy le petit axe. Si l'on imagine un plan normal, parlant de zOx et venant s'appliquer sur z( ) y. le rayon de courbure correspondant diminue île R, à R2; le centre de courbure dé< rit le vecteur G|C2, situé sur la partie positive de O-S I fig. 38) et tel
Fie. 38.
bue ÔCj = OA . OC2=OB . Si notre plan sécant, continuant à tourner dans le même sens, quitte zOy pour venir de nous eau s'appliquer sur sOx, le rayon de courbure reprend symétriquement les mêmes valeurs que précédemment; le centre de courbure décrit
le vecteur G2G|. Ceci nous montre que toute section normale esl concave au point ( \ vers les .: positifs et a une courbure d'autant plugrande que son plan est plus voisin de sOy. La surface esl donc située, au voisinage du point O, tout entière au-des>u> du plan / ( > i .
Il au;. — Cours, 11. • >
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On dit qu'elle est concave vers les z positif s et convexe vers les z négatifs.
Ce cas esl caractérisé par le fait que les rayons de courbure principaux ont le même signe.
Deuxième cas : Indicatrice hyperbolique. — Supposons, pour fixer les idées, que Ox soit Taxe transverse. Soient OX et Oa' les deux asymptotes (Jig. og).
Fi?. 3g-
Reprenons notre plan normal, tournant autour de O;, dans le sens positif, à partir de zQx. Le rayon de courbure correspondant commence à croître, à partir de R, = OC, =OA . Il devient infini, pour le plan ;OÀ. Le centre de courbure décrit la demi-droite C, c. Les sections correspondantes sont concaves, en O, vers les ; positifs et ont une courbure de plus en plus petite. La section par ;OX a une courbure nulle; elle présente, en O, une inflexion et traverse, par suite, le plan tangent.
Continuons maintenant à faire tourner notre plan sécant. 11 coupe dorénavant l'indicatrice en des points imaginaires. Le demidiamètre OP est une imaginaire pure; son carré, c'est-à-dire pt, est négatif. Pour suivre ses variations, il suffit de construire l'hyperbole conjuguée de l'indicatrice (n° \,fl >, définie par l'équation
rx2-+- ty* = — î.
Le plan jOT' coupe cette hyperbole en P' et le rayon de courbure
correspondant est égal à — OP' . Quand OT' va de OX à Or, ce
rayon croît de — ce à R2 = OC2= — OB ; le centre de courbure ( / décrit, dans le sens des z croissants, la demi-droite (l.2z'. La section
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tourne sa concavité vers les ^ négatifs et a une courbure absolue de plus en plus grande.
Si Ton continue à faire tourner le plan sécant, la courbure reprend symétriquement les mêmes valeurs. Le centre de courbure décrit ( .0 z' . puis s G,.
En résumé, on voil que le-, sections < l« >n i la tangente en ( > se trouve dans l'angle des asymptotes qui comprend Or, sont, au voisinage de O, au-dessus de xOy. Celles, dont la tangente se trouve dans l'angle des asymptotes qui comprend Ot\ sont, au contraire, au voisinage de O, au-dessous de ./Or. Les sections intermédiaires, tangentes à O). ou O//. traversent ./ < )y.
La surface traverse donc son plan tangent, la traversée ayanl lieu tangentiellement à O) et à ())/.
Nous verrons d'ailleurs (n° 'M*2 ) que la section par xOy présente, en O, un point double, dont les tangentes sont OX el 0\ : ceci confirme la conclusion précédente et montre que, au voisinage du point O, la portion du plan couverte de hachures (Jig. 3o,) est audessous de la surface: la portion non hachurée est, au contraire, au-dessus de la surface.
On dit qu'au point O, la surface est à courbures opposées.
Dans ce cas. les rayons de courbure principaux sont de signes contraires.
Troisième cas : Indicatrice parabolique. — Comme elle a un centre, elle se décompose en deux droites parallèles. Ces deux droites peuvent être réelles ou imaginaires conjuguées..
Le second cas se ramène au premier, par un changement de sens de O;, comme pour l'indicatrice elliptique. Supposons donc nos deux droites réelles et, prenant pour axe des y la droite équidistante, figurons l'une d'elles, (D ) (Jig- 4° '•
Reprenons toujours notre plan normal, tournant autour de Oz. Lorsqu'il est sur z().i\ le rayon de courbure est minimum :
R, = OC, = OA . Quand le plan tourne et vient s'appliquer
sur sOy, pt = OP augmente constamment jusqu'à -4- se : le centre de courbure C décrit la demi-droite C( ^.
Ceci nous montre que toutes les sections normales sont concaves, en O, vers les ; positifs, sauf la section par ;Or. qui présente une
inflexion. < >n sait d'ailleurs (n° 34-2) que la section par jO r admet le point < > cl l'axe ( )y pour point et tangente de rebroussement. On peut essayer, d'après cela, do se représenter la forme de la surface au voisinage du point (). Cela est beaucoup plus difficile que dans les deus cas précédents. Si l'on considère la section par le plan ;OT, voisin de zOy < fig. {" h cette section est, au voisinage immédiat
Fig. 4o.
du point O, au-dessus du plan tangent; mais, elle traverse ce dernier au point M, qui est d'autant plus voisin de O que la droite OT est plus voisine de Oy. Entre O et M, elle présente nécessairement une inflexion. D'après cela, on peut voir que, au voisinage de O, la portion du plan ji) y extérieure aux deux branches du rebroussement est au-dessous de la surface; la portion comprise entre ces deux branches (couverte de 'hachures) est, au contraire, au-dessus de la surface.
Le point O est appelé point parabolique.
Ce cas est caractérisé par le fait qu'un des rayons de courbure principaux est infini.
341. Maximum ou minimum d'une fonction de deux variables. — Aux considérations qui précèdent, peut être rattachée l'élude des maxima ou ininima d'une fonction de deux variables.
Onditquela fonction z = f(x.y) est maximum (ou minimum) pour x = x0, j=jK0, si l'on a/(x0,y0)>f(a;,y) [ou f(xit, y0)<f(x,y)], pour toutes les valeurs de x, y infiniment voisines de cc0; y0 (l).
Par un changement de variables évident (2 i, nous pouvons, pour simplifier, nous ramener aux hypothèses x0 = y^j= z0= o.
(') D'une façon précise pour \x — xt,\ < z et \y — ,r„ | < e, s étanl un nombre positif suffisamment pelit.
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Si nous interprétons géométriquement notre définition, nous voyons que pour qu'il y ait, par exemple, minimum, il faut et il suffit que la surface (S), représentée par l'équation z = f(x, y) soit, au voisinage de l'origine, tout entière au-dessus du plan des xy. Si nous excluons les cas où le point O serait un point singulier pour cette surface, il est tout d'abord évident que le plan tangent en ce point doit être xOy; ce qui se traduit analytiquement par les conditions
Ensuite, l'indicatrice d'Euler doit être une ellipse réelle; ce qui peut se traduire analytiquement par la condition que r x- -h a. s xy -{- t y- soit une forme quadratique définie positi\e i t. I, n" 30(> !.
En définitive, nous pou\ons énoncer le théorème suivant, qu'on peut d'ailleurs démontrer analytiquement :
Théorème. — Pour que la fonction f(x, y) soit minimum pour x = x„, y ==^0, il faut et il suffit :
i° Que f'x et fy s'annulent pour x = rIM y = y»;
2° Que la forme quadratique r§x--\- is^xy -f- tfsyi soit définie positive, en appelant r0, stj, t0 les valeurs des dérivées partielles f'^.., fxy% f"-.i pour x — a?0, y — y0.
3Ï^2. Section d'une surface par son plan tangent. — A la théorie de l'indicatrice, se rattache l'étude de la section de la surface | S) par le plan tangent ./O r, ainsi que par les plans parallèles infiniment voisins.
Développant la fonction /'( .i\ y ) suivant la formule de Mac-Laurin (t. I, n° 132), l'équation ( i) peut s'écrire
(16) z= -(rxi-hzsxy-+- tyz) -h tf-i(x,y ):
C5:1i.r, )) désignant un polynôme homogène et du troisième degré en ./, )', dont les coefficients sont des fonctions de r et de y demeurant finies quand x et r tendent vers zéro.
La section par xOy a pour équation dans ce plan
(17) - 1 rx'2 -f- 'isxy ■+■ ty- | — ©:,i x, y ) = o.
D'après le théorème du n° 199, elle admet l'origine pour point double, les tangentes en ce point ayant pour équation quadratique
(18) rxï-\- isxy -f- ty- — o.
On reconnaît l'équation des tangentes asympto tiques. Donc :
Théorème I. — La section d'une surface par un de ses plans tan cents admet le point de contact pour point double, les tangentes en ce point étant les tangentes asymptotiques.
Le point double est donc isolé, nodal ou de rebroussement. suivant que l'indicatrice est elliptique, hyperbolique ou parabolique.
Coupons maintenant la surface (S ) par le plan z = s, z désignant un infiniment petit. La projection de la section sur xOy a pour équation
-1 /'.r'+2s xy -+- ty- ) -+- <p3 ( x, y ).
Elle possède des points ( réels ou imaginaires 1 infiniment voisins de l'origine. Si l'on considère x et y comme des infiniment petits du premier ordre, (jji.c, y) est un infiniment petit du troisième ordre, négligeable vis-à-vis
de - ( 7-X--+- 2s xy -+- ty2 ), qui n'est que du second ordre. Dès lors, on peut
dire que les parties principales £ et 7, de x et dey satisfont à l'équation
1 Vï > .1
(20 1 S = - ( /' ; - — î S rr — I ( 2 1
qui représente une conique homothétique à l'indicatrice. Donc:
Théorème fi. — Tout plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce plan coupe la surface suivant une courbe, qui, dans le voisinage du point de contact, est sensiblement homothétique à l'indicatrice.
Le lecteur utilisera ce théorème pour compléter l'étude faite, au n" 3-40, sur la forme de la surface au voisinage du point 0. II supposera successivement
c>oel£<n.
313. Intersection de deux surfaces tangentes. — Soit une deuxième surface (S'), tangente en O à xOy. Son équation peut se mettre sous une forme analogue à (16), soit
z = - ( V x--t- %s' xy -h t'y2 1 -+- o'3 1 x,y |.
La projection de l'intersection des deux surfaces sur le plan desxy a pour équation (n° ol)
- [1 r — /•' )X2-r- i( s — s' )xy -+- ( t — t' \y- \-+-<Çz(x,y) — ç'3 1 x^y 1 = 0.
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On voit qu'elle admet l'origine pour poinl double, les tangentes en ce poinl ayanl pour équation
(22) r — /■' \x-— '?a v — s' \xy ■+■ (t — l' \ y- = o.
Or, celte équation n'est autre que celle du faisceau des diamètres communs aux deux indicatrices ( n" lc\\. Donc :
Théorème III. — ■ Si deux surfaces sont tangentes, leur intersection admet le poinl de contact pour point double les tangentes en ce point étant les diamètres communs au./ deux indicatrices des deux surfaces.
314. T-ANGENTES CONJUGUÉES. — Deux tangentes en un même point sont dites conjuguées, lorsqu'elles sont conjuguées par rapport à l'indicatrice de ce point ou, ce qui revient au même, conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes asymptotiques.
Théorème i de Dupîn i. — Si une courbe (C), /racée sur la surface, est tangente en 0 à OT, le plan tangent à la surface le long de cette courue enveloppe une développable qui, au point 0, est tangente au plan tancent le long de la tangente OT', conjuguée de OT.
En effet, soient x. y, z les coordonnées d'un point quelconque M de (G), supposées exprimées en fonction d'un paramètre t quelconque. Le plan tangent à (S) on ce point a pour équation
(»3) Z — z=/?(X — *)+ jf(Y — y ).
La caractéristique de ce plan est définie par cette équation et par l'équation dérivée par rapport à t :
— z' = p'( X — ,ri- cj'i Y — y | — px' — q y
ou, en observant qu'un a identiquement i ' i z'=* px'-k- qy*,
\u point O. cette dernière équation devient (25) //0X + ?;Y = o;
c'est l'équation, dans le plan des xy. de la caractéristique OT'. Les paramètres directeurs de cette caractéristique sont donc, si l'on veut, q0, — p0, o. D'autre part, ceux de la tangente OT sont x'0, y0, o. La condition de conju-
(') Cela résulte de ce que les fonctions x, y, z vérifient identiquement l'équation (i).
guaison s'écril donc i n° 463 t
Or, d'après le théorème des fonctions composées, on a, pour toute valeur de t,
, dp , dp , .
p = -f- a" -+- -r- X = rx -\- s v , ox a y
, dq . dq , . .
q =—!-x-\-—Ly=sx-i-ty.
* àx àyJ
L'égalité I 26 1 devient dès lors évidente et le théorème est démontré.
3i3. Lignes ASYMPTOTIQUES. — On dit que la ligne (C) est une ligne asymptotique, si la tangente en chacun de ses points est une tangente asymptotique.
Une telle tangente étant à elle-même sa propre conjuguée, elle est aussi la caractéristique du plan tangent à (Si, en -\ertu du théorème de Dupin. Il s'ensuit que la développable enveloppe de ce plan tangent admet (G 1 pour arête de rebroussement 111" 289). Donc, le dit plan tangent est osculateur a (G).
Réciproquement, si le plan osculateur en chaque point M de 1 G 1 est tangent à (S), comme sa caractéristique est la tangente MT à 1 C 1, cette tangente est à elle-même sa propre conjuguée; c'est donc une tangente asymptotique et la ligne ( C 1 est une ligne asymptotique.
(Vous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Les lignes asyinptoticju.es d'une surface sont caractérisées par ce fait que le jjlan osculateur en chacun de leurs points est tangent à la surface (1).
Ce théorème permet d'écrire immédiatement l'équation différentielle des lignes asymptotiques.
Soit
1271 a(X — xi — ii Y — /) + c(Z — z 1 = o
l'équation du plan tangent à (S) au point M(x,y, z |. Pour que ce plan soit osculateur à la ligne i G i, il faut et il suffit qu'on ait 1 n" 246 )
(28) ax"-h by"-+- cz" = o.
Or, on a identiquement
(ao,) ax' -+- by'-\- cz' = o,
(*) On appelle ligne géoclésique une ligne dont les plans osculateurs sont normaux à la surface. On démontre qu'elle est plus courte que toute autre ligne joignant deux de ses points et tracée sur la surface.
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puisque la tangente à (G) se troine dans le plan tangent à (S). En dérivant par rapport à /, il \ient
< 3o i i ax" -+- b y" ~r Ci* i -4- ( a' x'-f- b'y' -+- c z') — o.
Moyennant cette identité, la condition (28) équivaut à
< 3 1 > a'x'-f- b' y' -+- c' z = o ou à
< 3 > 1 da dx — db dy + rfc dz == o.
Telle est Y équation différentielle des lignes asymptotiques.
Si la surface est définie paramétriquement, elle est de la forme 1 ' 1
( 33 ) A du--+- ■>. B du dv -t- C dvl = o
et se décompose en deux éciuations différentielles du premier ordre. // y a donc deux familles de lignes asymptotiques, dépendant chacune d'un paramètre arbitraire.
3i6. Lignes de courbure. — On dit que la ligne I G) est une ligne de courbure, si la tangente en chacun de ses points est une tangente principale.
Si l'on applique, à une telle ligne, le théorème de Dupin, on \oit que la normale MT' à < Ci située dans le plan tangent à < S), qui est conjuguée de la tangente MT à (G), enveloppe une courbe, laquelle est une développée de (C 1 ( n" 329 1. Il en résulte que la normale MN à (S 1 le long de (G », qui, en chaque point M, se déduit de MT' par une rotation d'un angle droit autour de MT, enveloppe une autre développée, autrement dit. engendre une développable.
Réciproquement, si M\ engendre une développable, il en est de même de MT', qui est, dès lors, conjuguée de MT. Comme ces deux tangentes sont à la fois rectangulaires et conjuguées, ce sont les tangentes principales, et la ligne 1 C 1 est une ligne de courbure. JNous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Les lignes de courbure d'une surface sont caracté/isé-es par ce fait que les normales à la surface tout le long de chacune d'elles engendrent une développable.
On peut en déduire immédiatement l'équation différentielle des lignes de courbure. En conservant les notations du n° 343 et se reportant au n° 31*2,
(•) Si l'on prend pour paramétres x el y, on a a = p. b — q. c— — 1 : l'équation (32) devient
/• dx"- -h 2 s dx dy -f- t d}- = 0.
J()2 CHAPITRE XXIII. — COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE
cette équation s'écrit
dx da a dy db b dz de c
Il y a lieu de faire à son sujet les mêmes remarques que sur l'équation ( 32) des lignes asymptotiques.
347. Lorsque M décrit la ligne de courbure (G), la normale i\IN enveloppe une courbe T, développée de (Ç). Le point de contact w se trou\e sur l'axe de courbure de (C) ( n" 329 i. Donc, en vertu du tbéorème de Meusnier, io est le centre de courbure normale de (G). Comme la tangente MT est une tangente principale, to est un centre de courbure principale.
A la seconde ligne de courbure (G' ), qui passe par M, correspond de même le second centre de courbure principale wr.
Quand M décrit i S), w et io' décrivent deux surfaces X et -'. dont l'ensemble est appelé sur/ace des centres de courbure. Elles contiennent respectivement les courbes T et 1", puisque T, par exemple, est le lieu de to, quand M décrit G. Il s'ensuit que la normale MN est tangente en w à 2 et en o>' à S' (cf. n° 391).
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3i8. Méthode générale. — Nous nous proposons d'éludier, dans ce Chapitre, une catégorie fort intéressante de problèmes, dont la solution e^l subordonnée à l'intégration d'une ou plusieurs équations différentielles. Ces problèmes consistent à chercher les courbes qui satisfont à certaines conditions, imposées à l'avance et concernant leurs tangentes, normales, are. rayon de courbure, etc. On peut aussi quelquefois leur rattacher la recherche de certaines surfaces assujetties à des conditions analogues ; mais, en général, de tels problèmes conduisent à des équations aux dérivées partielles et ne sont pas du ressort de cet Ouvrage. La plupart du temps, d'ailleurs, nous nous bornerons à des problèmes de Géométrie plane. La méthode générale que nous préconisons pour la résolution de semblables problèmes est la suivante :
On exprime analytiquement la condition imposée, en introduisant pour cela les quantités nécessaires (telles que coordonnées du />oint cowant. angle polaire de la tangente, abscisse curviligne, coordonnées normales de la tangente, rayon de courbure, etc. )et les différentielles de ces quantités . On écrit ensuite, outre cette condition imposée, toutes les relations indépendantes, qui doivent exister, pour une courbe quelconque, entre les quantités introduites ou leurs différentielles. Si n désigne le nombre de ces quantités, on doit alors avoir en tout n — i équations. On élimine, entre elles, n — i des variables introduites et il reste finalement une équation différentielle, qu'on intègre. En se servant ensuite des autres équations, on calcule, de proche en proche, n — 1 des variables en fonction de la n'ème. On obtient, en particulier, les coordonnées du point courant en fonction de
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cette n'L'"'e variable et, par conséquent, les équations paramétriques de la courbe cherchée.
Ces équations renfermant un certain nombre de constantes arbitraires d'intégration, il y a toujours une infinité de courbes qui répondent à la question.
349. Cette règle générale attire un certain nombre de remarques. Tout d'abord, il arrive souvent qu'on peut se borner à introduire, comme variables, les coordonnées (cartésiennes ou polaires ) du point courant de la courbe clierchée. On considère l'une de ces coordonnées comme fonction de l'autre, par exemple, y comme fonction de x et l'on écrit la condition imposée, qui se traduit par une équation différentielle d'un ordre plus ou moins élevé. Théoriquement, cette façon de procéder est même toujours possible. Mais, il ne faut l'utiliser qu'à condition qu'elle conduise, rapidement et sans calculs pénibles, à une équation simple de forme. Si on l'applique, au contraire, d'une manière inconsidérée, elle peut être désastreuse, compliquer le problème et le rendre insoluble.
11 faut bien se rendre compte, en effet, de la justesse des réflexions suivantes. Quand on recherche une courbe, on n'est pas du tout certain, a priori, que son équation implicite soit simple et cela est encore plus vrai, si l'on assujettit cette équation à être de la forme y = j(x). Il peut très bien se faire que cette dernière équation soil excessivement compliquée et que cependant la courbe cherchée soil susceptible d'une représentation paramétrique simple. Dans cette circonstance, l'équation différentielle qui lie x et y sera compliquée, ne rentrera peut-être pas dans un type connu comme inlégrable et, en tout cas, si elle est intégrable, donnera lieu à des calculs pénibles et conduira à un résultat inélégant.
On aura, au contraire, très probablement, des calculs beaucoup plus simples si l'on s'arrange de manière à obtenir, en définitive, la représentation paramétrique à laquelle nous a\on> fait allusion plus haut.
Mais, comment peut-on reconnaître, à l'avance, la variable susceptible de conduire à cette représentation? Le moyen le plus sûr de la découvrir consiste précisément à appliquer la règle générale donnée au numéro précédent, en se guidant uniquement, pour l'élimination
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des variables surabondantes, sur le maximum de simplicité des calculs. Si une façon d'éliminer ne donne rien, on en essaie une au tic, jusqu'à ce qu'on obtienne, en définitive, une équation différentielle simple et intégrable.
Bien entendu, ceei n'est pas toujours possible et nombreux sont les problèmes de Géométrie infinitésimale, qui sont insolubles par le moyen des seules fonctions élémentaires ou de quadratures effectuées sur ces fonctions. Mais, il n'en est pas moins vrai qu'on échoue bien souvent dans la résolution d'un tel problème, pour l'unique raison qu'on a mal choisi ses variables ( • ). Il ne faut jamais faire ce choix a priori, sauf dans quelques cas évidents. Ce sont les calculs qui doivent le faire ressortir, à condition toutefois qu'on ne les ait pas brutalisés et qu'on se soit, au contraire, laissé guider par eux. S'ils ne sont pas suffisamment simples, qu'on introduise des variables surabondantes. Mieux vaut avoir affaire à plusieurs équations simples qu'à une seule équation compliquée.
Ajoutons à cela que quelques considérations géométriques sur le problème posé sont parfois fort utiles et permettent de prévoir les variables qu'il faudra garder, parce que, par exemple, on sera certain qu'elles conduisent à une équation à variables séparées {cf. n° 3o3 >.
Ces généralités étant exposées, nous allons passer en revue les principaux types de problèmes qu'on rencontre dans la pratique.
350. Trajectoires orthogonales. — Soit une famille de courbes (C), dépendant d'un paramètre arbitraire a et que nous supposerons d'abord définie par l'équation
(il /<.r,jr, a) = o.
Nous nous proposons de trouver toutes les courbes qui coupent orthogoiialement toutes les courbes (C).
Soit ( r) l'une d'elles. Elle coupe à angle droit la courbe (Ca), en un point M, dont les coordonnées x et y peuvent être considérées comme des fonctions de a. Les paramètres directeurs de la tangente MO
(') C'est ainsi que bien des élèves ont la fâcheuse habitude de choisir invariablement, quel que soit le problème posé, x et y pour variables. La plupart du temps. ils sont immédiatement arrêtés par la complication des calculs. S'ils les poussent jusqu'au bout, ils sont effrayés par l'équation différentielle à laquelle ils arrivent et déclarent le problème insoluble.
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à ! r i sont dx, dy. D'autre pari, l'équation de la tangente MT. en M,
à (Ca) est (ii° 197)
La condition d'orthogonalité de ces deux tangentes est
Les fonctions inconnues x et y sont définies parle système (i), (2).
Si l'on élimine a entre ces deux équations, on obtient une équation différentielle du premier ordre en x, y, dont les courbes intégrales (t. I, n° 186) constituent les courbes (T) cherchées. On sait que ces courbes forment une famille à un paramètre. On les appelle les trajectoires orthogonales des courbes (C). Ces dernières sont, ellesmêmes, les trajectoires orthogonales des courbes (Y). Les deux familles réunies constituent un réseau orthogonal.
Au lieu d'éliminer a entre les équations (1) et (2), on peut éliminer y, par exemple, en tirant cette coordonnée de (1) et portant dans (2). On obtient une équation différentielle du premier ordre en ,r et a. En l'intégrant, on a x en fonction de a et d'une constante arbitraire ; portant dans < 1 1, on a ensuite y. On obtient ainsi les équations paramétriques générales des courbes (T).
3ol. 11 arrive quelquefois que les courbes ( G) sont définies comme courbes intégrales d'une équation différentielle du premier ordre
dy 'dx
On peut, dans ce cas, écrire immédiatement l'équation différentielle des courbes (T). En effet, soient x, y les coordonnées d'un point quelconque M d'une de ces courbes. Le coefficient angulaire de la
(ly
tangente MB, en ce point, à celle courbe est -j-- Celui de la tan-
dx
gente AIT à la courbe (C) qui passe par Al est donc m = *-• Or,
la courbe (C) vérifiant l'équation (3), on a
Fia-, y, m) = o
(') Cette équation s'obtient pratiquement, en différentiant totalement l'équation (1) par rapport à a? et à r, puis en changeant dx et dy en dy et — dx.
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et, par conséquent,
FH
L'équation (4) est l'équation différentielle des courbes (T). On voit qu'elle se déduit de l'équation (3) par une règle très simple et, d'ailleurs, toute intuitive [cf. note (') de la page précédente].
352. Supposons maintenant que les courbes (G) soient définies par des équations paramétriques :
(5) X =/! t, a., y= g(t, ai.
Une courbe (F) déterminée coupe orthogonalement la courbe (Ga)
en un point M, dont le t est une certaine fonction de a, qu'il s'agit
de déterminer. Les paramètres directeurs de la tangente MO à I Y \
sont, en tout cas,
àf , àf . de ' de ,
dt dt ' dt dx '
étant bien entendu qu'on doit, dans ces expressions, remplacer / par la fonction précédente et dt par sa différentielle. D'autre part, les paramètres directeurs de la tangente MT à ( Ga) sont
df dg_
dt' dt'
La condition d'orthoffonalité s'écrit, dès lors,
\dt ) \dt /■ J Idl dy. dt da ]
C'est une équation différentielle du premier ordre en t, a, d'où l'on tirera t en fonction de a et d'une constante arbitraire. En portant dans (5), on aura les équations paramétriques générales des courbes (T).
On peut d'ailleurs tout aussi bien, si cela semble plus commode, calculer a en fonction de t ou bien a et t en fonction d'un troisième paramètre (t. I, n° 189). En portant dans (5), on obtient toujours les équations paramétriques des courbes (T).
353. Cas divers d'intégration. — Voici quelques types tle familles de
courbes, pour lesquels on peut toujours, a priori, résoudre, par quadratures, le problème des trajectoires orthogonales.
I. Les courbes (C) se déduisent de l'une d'elles par des translations rectilignes de même direction. — Prenons, par exemple, Ox parallèle à cette direction. La famille des courbes (C) demeurant invariante pour toute translation parallèle à Ox (*), il en est nécessairement de même pour la famille des courbes (Y). Dès lors, celles-ci ont certainement une équation générale de la forme
x = cp( y
const..
à laquelle correspond l'équation différentielle
(8) dx = f'(y ) dy.
Xous sommes donc assurés à V avance que l'équation différentielle de nos trajectoires est à variables séparées.
C'est ce qu'il est aisé de vérifier a posteriori. L'équation générale des courbes i G) est de la forme
(9) x =f(y) i_4- const., à laquelle correspond l'équation différentielle
dx=f(y)dy.
Par la règle du n" 351, on en déduit immédiatement l'équation différentielle des trajectoires orthogonales
ou
dy=—f'(y)dx dx=- dy
Nos prévisions sont bien réalisées et l'équation générale des courbes (T) est
const.
II. Les courbes (G) se déduisent de l'une d'elles par des rotations autour d'un point fixe O. — En raisonnant comme tout à l'heure, on voit que les courbes (Y) jouissent de la même propriété. Ceci se traduit anal\ liquement en coordonnées polaires, de pôle O, par une équation générale de la forme
a) == çp(p) -+- const.,
(') On dit qu'elle appartient au groupe des translations parallèles a Ox.
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à laquelle correspond l'équation différentielle
c/w = tp' ( p ) dp .
Les variables seront donc encore séparées, si l'on opère en coordonnées polaires.
Effectivement, soit
(l3) w =f(p) -+- const.
l'équation générale des courbes (C). La tangente à l'une d'elles, en un fie ses points M, se déduit du rayon vecteur OM par une rotation de l'angle V défini par la formule ( n° 252)
04) tangV = '— - = pf(p).
La tangente à la courbe (Y) qui passe par M est pareillement déterminée par un angle v', défini par
Ci )) tang\ = E-T- ,
la dérivée — se rapportant cette fois à la courbe (Y). Or, on doit avoir
V'= V-f- — y donc
tanuV = —
tangV ~ ?/'(.?) L'équation diilérentielle des courbes (Y) est finalement
p dio i
qui est bien du type prévu et donne, par intégration,
u> = — / — t^- h const.
IIL Les courbes (C) se déduisent de l'une d'elles par des hornothéties de centre fixe O. — En répétant toujours le même raisonnement, on voit que les courbes (F) jouissent de la même propriété, ce qui se traduit analytiquement, en coordonnées polaires, par une équation de la forme
Gp = cp(tu) (G = const.), Haag. — Cours, II. -4
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à laquelle correspond l'équation différentielle
dr. 5>'(u>)
qui est encore à variables séparées.
Effectivement, soit
KP=/l
K = const.)
l'équation générale des courbes (C). En adoptant les notations du cas précédent, on a
tanîV =
D'où l'on déduit l'équation différentielle des courbes | r)
dp /( w )
rfp /"( ou) û?m
ou
d'où
• M rfffl
//iwirf
1 C = const.).
On pourrait aussi opérer en coordonnées cartésiennes, d'origine O. On obtiendrait une équation homogène en x, y, qui s'intègre, comme on sait, par quadrature 1 t. I. n° 190). \
3oi. Trajectoires orthogonales d'une famille de cercles. — Soient oc, :. 1; les coordonnées du centre et le rayon d'un quelconque de nos cercles, ces trois quantités étant des fonctions connues d'un même paramètre t. Ecrivons les équations paramétriques de ce cercle :
,r = 7. -+- R cos cp, y = (3 -+- R gin cp.
Appliquant la méthode du n° 352, nous pouvons écrire immédiatement l'équation différentielle en 'j, t «les trajectoires orthogonales :
d.r dy
COS '-i ~ i 1 r tp
^a — H si n o <r/^ — r/R cos c (7ri — R co« c é/c -1- rfR sine
COS
ou, en retranchant dR îles deux membres et chassant les dénominateur-, di. sin - — c/: cosœ — lî <Yc
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ou, enfin,
dz a' sine — i'ooso (19)
dt K
Or, cette équation se ramène à une équation de Riccati, en posas
tang- = 8 (t. 1, n°3i6i. On peut, dès lors, en conclure, d'après les propriétés
classiques de cette équation, que la dé 1er mi nation de nos trajectoires se ramène à deux, une ou zéro quadratures, suivant qu'on connaît à l'avance une, deux ou trois de ces trajectoires. Par exemple, si les cercles (C) sont orthogonaux à un cercle li\e {V0), celui-ci compte pour deux trajectoires, puisqu'il est orthogonal à chaque cercle (C) en deux points, ce qui fait connaître deux solutions particulières de l'équation (19). La détermination des autres trajectoires n'exige plus qu'une quadrature. Ceci s'applique, en particulier, lorsque les cercles (C) ont leurs centres en ligne droite.
Enonçons enfin la proposition suivante, qui résulte des nos 324 (t. I) et de l'exercice proposé n" 2 du Chapitre XXXVII :
Si l'on considère quatre trajectoires particulières 1 Tj), (r2), {?$)• ' . ■ elles coupent orthogonalemenl chaque cercle 1 G) en quatre points Mi, M's, M3, M4, dont le rapport anharmonique demeure constant, quand (G) varie.
3oo. Equation intrinsèque d 1 ne courbe plane. — Passons maintenant à un autre type de problème, qui est le suivant :
Déterminer une courbe plane, sachant que le rayon de courbure R en chacun de ses points est li<; à l'abscisse curviligne s de ce point par une équation donnée
En adoptant les nut;ilions du Chapitre XXI, non? avons
ds
dï.=J'S>-
Cette équation s'intègre immédiatement et donne
r ds
Le second membre renferme implicitement une constante arbitraire additive. Mais, on peut la négliger, en remarquant <jue sou introduction équivaut à augmenter toutes les valeurs de 1. d'une même
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quantité, ce qui revient à faire tourner les axes d'un certain angle, variant avec la constante.
Nous connaissons maintenant a en fonction de s ou, si l'on veut. s en fonction de a. Nous avons en?uifr
dx = ds cos y. , dy = ds sin y. ; d'où
i 22 i x — I cos x ds, y = ! sin y.
ds.
Ces deux nouvelles quadratures comportent encore deux constantes arbitraires, mais qui peuvent encore être supprimées, par une translation convenable des axes. Cette translation est, d'ailleurs, la plus générale dans le plan, si l'on donne aux deux constantes toutes les valeurs possibles.
En définitive, les équations paramétriques d'une des courbes cherchées sont données par les formules (22). où Ton néglige les constantes d'intégration: a étant donné, en fonction de s, par la formule (21), où l'on néglige également la constante (l).
Toutes les autres courbes se déduisent de celle-là par une translation quelconque, suivie d'une rotation quelconque, autrement dit par un déplacement quelconque dans le plan. Il équivaut de dire que toutes les courbes qui satisfont à l'équation 1 20 1 sont toutes les courbes du plan égales à l'une d'elles.
On pouvait, du reste, prévoir qu'ayant une des courbes cherchées, on en aurait une infinité d'autres par des déplacements dans le plan, car un tel déplacement n'influe ni sur R, ni sur s. Nous venons de prouver cpi'on les obtient toutes par ce procédé.
On peut donc dire «juë V équation (20) définit une courbe unique, si Von fait abstraction de sa position dans le plan, c'est-à-dire si l'on ne tient compte que de sa forme et de sa grandeur. Pour cette raison, on l'appelle Y équation intrinsèque de cette courbe - .
(') Au lieu de calculer a, x, y en fonction de s. on peut, si cela parait plus commode, calculer 5. x. y en fonction de a.
(2) Le lecteur a pu se rendre compte que la recherche d'une courbe définie par son équation intrinsèque est un problème très simple, quand on le traite comme nous l'avons fait, conformément à la méthode générale exposée au n° 3icS. Il serait, au contraire, impraticable, si l'on s'imposait à l'avance de trouver la courbe sous la forme y =/(x), en utilisant la formule (i3) du n° 313. Ceci s'explique, du reste, par la manière compliquée dont s'introduiraient les trois constantes d'intégration.
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356. Problèmes divers. — Voici d'autres problèmes, moins classiques que les précédents, mais dont on rencontre assez fréquemment des exemples, pour que nous jugions utile de les traiter rapidement.
Problème I. — Déterminer les courbes dont le rayon de courbure est une fonction donnée de la normale limitée à une droite fixe.
Prenons la droite fixe pour axe des x. La normale en M rencontre cet axe au point N. Posons >. = MN. Par hypothèse, on a
y"(X) désignant une fonction donnée.
Ecrivons les différentes relations qui existent entre x, y, R, X et les autres quantités qui vont s'introduire. Nous avons d'abord i n° 311 i
' >\) dx = R cosa d-y., rfy=Rsinarfa.
Écrivons maintenant que l'ordonnée y •+- Xsin (a H ] du point N est
nulle ; nous avons
< 25) y -r- A cosa = o.
Les quatre équations (23), ( ->4 ), (^5) entre les cinq variables R, À, x. y, y. déterminent entièrement le problème. Il s'agit d'éliminer trois de ces cinq variables. La variable x est toute éliminée, puisqu'elle figure seulement dans la première équation i i,\ i. Quant à y, son élimination est immédiate. En difierentiant (25), nous avons
R sin y. dy. -+- dl. cosa — À sina dx = o
ou
d). cosa = sina dy. [X — /(À)]
| 26 1 tanga dy. =
X— ./Va I Cette équation est à variables séparées et donne
<■.>;> log|cosa| = / . / _x = log|çiXi| ^logC,
9 1 ).) désignant une fonction déterminée et G une constante arbitraire positive. On tire de là
(28) cosa = Cç(X).
Portant dans (25 l, nous avons ensuite
Ï29) y= — cx?(X).
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Enfin, la première équation (24) nous donne
C2/(X)çi À i>'(X)rfX
dx = C/(X)o(X) dot
d'un 1 .'>()
à une constante additive près, dont la suppression revient à négliger une translation parallèle à O x. Les équations (29) et(3oi constituent les équationparamétriques des courbes cherchées. Elles renferment la constante arbitraire C.
Remarque. — Au lieu de calculer x et y en fonction de X, on peut, si cela semble plus simple, les calculer en fonction de ce. A cet effet, on calcule X en fonction de x, au moyen de (28 1. En portant dans (25), on a y. En portant dans (23 I, puis ( 24 ), on a .r, par une quadrature (M.
357. Problème II. — Déterminer les courbes dont le rayon de courbure est une fonction donnée de la normale, limitée à la sous-normale polaire.
Soient /•, 0 les coordonnées polaires d'un point quelconque M d'une des courbes cherchées. La normale en ce point rencontre la perpendiculaire en 0 à O.M au point \. Posons X = M Y Nous avons, par hypothèse,
D'autre part (n° 321), on a
ds
dD -+- d\ dr = dsco$Y. r d% = ds sinY
Enfin, 'si l'on observe que la normale AIN est orientée par l'angle polaire O-t-V-4-— , on a, en projetant le vecteur MIN sur la demi-droite d'angle
polaire 6,
ou
— r = X cos ( Y -t- — J = — >. si n Y
r = X sin V.
(') Si l'on cherche la courbe sous la forme y = f(x). en utilisant la formule ii 1 | 'lu n° 313, on arrive à une équation différentielle du second ordre, dont l'intégration rst loin d'être évidente, du moins tant que la fonction f{\) est quelconque.
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Il s'agit maintenant d'éliminer quatre des six variables R, '/.. s, 6, V, r entre les cinq équations (3l), I '!> I, I 3 J I, i ">\ i.
L'élimination de R, 5, 0 est immédiate. En effet, de i"33 I, on tire
<fc =
cos \
cVi = — tang\ r s
Portant dans 1 32 i et remplaçant R par /( /. 1, il vient
I 36 1 f\ X I (— tang V - rf\F>) = -^ •
^ V r / cos\
Eliminons enfin /• entre 1 3 î 1 et 1 36 1 :
fi X) -y" tangV -+- 2 dX = d\ tangV — ) d\
r/X tançjV
ou I 37 I
col V (A
Cette équation est à variables séparées et donne
fi X 1 - X
10g Sin\ = / .— — -; :«/.
XX— 2/1 AI
d'où l'on tire une équation de la forme
(38) sinV = Ccp(X) (C = const.).
Portant dans ( 3{ |, on a i 39) r = CX-ji "/ 1 .
La deuxième équation 1 >"> | donne ensuite
C a> ( XI
rfe
La ?(X;J /i_g*œ.2| X
D'où l'on déduit 0 par une quadrature.
Au lieu de calculer r et 0 en fonction de X, on peut, si cela paraît plus commode, les calculer en fonction de V. De toutes façons, on obtient les équations polaires paramétriques de la courbe cherchée. Elles renferment l'unique constante arbitraire C, si l'on néglige celle qui s'introduit dans la quadrature ( }o) et qui équivaut à une rotation autour du pôle.
338. Problème III. — Déterminer une courbe, sachant que le rayon de
courbure en M est une fonction donnée de la distance CM. On a
équation à laquelle on doit ajouter i 32 i et i 33 i.
Nous allons éliminer R, s, 0, en nous servant des équations iô . Nous avons
f\ r)\ — tangV 4- d\\
cos Y ou
dX sinV i
(42) COSV— -i = -z
Cette équation est linéaire en sinV et admet pour intégrale générale
, , . ~ i • • i , . i C r dr
en désignant par <„ une constante arbitraire et par art 1 intégrale / — •
Ayant r en fonction de V ou \ en fonction de r, on a 0 par la quadrature
/ , ,s. r. C tangV 7
( î i i 6 = / -—5- rf/-.
Problème IV. — Déterminer une courbe, sac/ianl que le rayon de courbure en M est une fonction donnée de la distance du point 0 à la tangente en M.
Si (©, p) sont les coordonnées normales de cette tangente, l'équation du problème s'écrit immédiatement (n° 320)
Cette équation s'intègre par quadratures (t. I. n" 195. II).
Problème V. — Déterminer une courbe, sachant que le rayon de courbure en M est une fonction donnée de la distance de M à une droite fixe.
On a, par exemple.
D'où (n° 311)
(47) dx = f(x ) cosa di.
Cette équation à variables séparées donne x en fonction de x ou bien a en fonction de x. On a ensuite y par la quadrature
(48) y = l tan g a dx .
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359. Problèmes slr li:s courbes gai ches. — Ou peut aussi se poser <Jcs problèmes analogues aux précédents pour la détermination de certaines courbes gauches. Mais, on peut, dans ce cas, imposer à La courbe soit une, soit deux conditions. I ne courbe gauche exige, en effet, pour sa détermination, la connaissance de deux fonctions d'une variable. Si l'on se donne une seule condition, il subsiste une fonction arbitraire. Si l'on s'en donne deux, la courbe ne dépend plus que d'un certain nombre de constantes arbitraires.
Des exemples seront indiqués dans les Exercices (voir aussi l'exercice résolu n" i <\u Chapitre XIX). Contentons-nous ici de traiter le suivant.
Problème. — Déterminer une courbe, sachant que la courbure ou la torsion sont nulles en chacun de ses points.
i" La courbure est nulle. — L'arc de la première indicatrice est nul (n° 322). Si donc on laisse de côté certaines solutions imaginaires, cette indicatrice se réduit à un point. Les tangentes à la courbe sont donc parallèles à une droite fixe. Si l'on prend cette droite pour
axe des s, on a
x' = o. y' = o; d'où
x == const. . y = const.
La courbe clierchée est une droite.
La droite est donc la seule courbe réelle à courbure nulle.
2° La torsion est nulle. — Cette fois, c'est la seconde indicatrice qui se réduit à un point. La binormale a une direction fixe, par exemple, la direction de Os.
La tangente lui est perpendiculaire; on a donc z = o ; d'où z = const. La courbe est plane, dans un plan (it), parallèle à xQy. Quelle qu'elle soit, du reste, dans ce plan, sa torsion est bien nulle, car, son plan osculateur en chaque point coïncidant avec (-), la binormale est partout parallèle à Os et la seconde indicatrice est réduite à un point.
Les seules courbes de torsion nulles sont donc les courbes planes.
On voit, sur cet exemple, que, dans les problèmes de Géométrie infinitésimale, il ne faut jamais négliger les considérations géométriques, qui peuvent amener parfois bien des simplifications.
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360. Surfaces de i;i';volutio>. — On appelle s urface de révolution toute surface engendrée par la rotation d'une courbe quelconque (C) autour d'un axe fixe A.
La courbe (C) est appelée courbe génératrice.
Chacun de ses points M décrit un cercle P, dont le centre I se trouve sur A et dont le plan est perpendiculaire à A. Ce cercle est le parallèle du point M.
On appelle plans méridiens les plans qui passent par l'axe et courbes méridiennes ou simplement méridiennes les sections de la surface par ces plans.
I ne surface de révolution donnée peut é\ idemment être engendrée d'une infinité de manières par la rotation d'une courbe; on peut, en effet, prendre comme génératrice n'importe quelle courbe tracée sur la surface, pourvu qu'elle rencontre tous les parallèles ('); en particulier, on peut toujours prendre la méridienne.
II est quelquefois commode de considérer la surface comme engendrée par ses parallèles, c'est-à-dire par un cercle dont le centre décrit la droite fixe A, dont le plan est constamment perpendiculaire à cette droite et qui est assujetti à rencontrer la courbe génératrice (C). En particulier, c'est en se plaçant à ce point de vue qu'il est le plus facile d'écrire l'équation d'une surface de révolution.
Soit une surface de révolution définie par deux points A, <i A2 de s-on axe et par sa courbe génératrice (C). Tout parallèle peut être considéré comme l'intersection de deux sphères S, et S2 ayant leurs centres respectifs en A, et A2. Ses équations sont donc de la forme
(l) Si elle ne rencontre pas U>us les parallèle?, elle engendre seulement une partie de la surface.
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où S, ei S2 sontles premiers membres des équations de deux sphères particulières i d'ailleurs quelconques, par exemple de raj on nul I ayant pour centres A, et A2 cl où a, ri désignent deux constantes, dont la variation arbitraire donnerait tous les cercles admettant pour axe A,A2. Pour que le cercle (i) soit un parallèle de la surface proposée, ,il faut et il suffit qu'il rencontre ( C ).
En exprimant cette condition < n" 54), on obtient une relation entre les paramètres a et j. soil
L'équation de la surface s'obtient, dès lors (n° 62 i. en éliminant a. et (3 entre i i) et ( 2), ce qui donne
(3) /(S,.Ss) = o.
Telle est la forme générale et caractéristique (') sous laquelle peut
se mettre l'équation de n'importe quelle sur lace de révolution.
On peut prendre le point Y.,, par exemple, à l'infini. Ceci revient à remplacer la sphère S2 par un plan P perpendiculaire à l'axe. L'équation de la surface s'écrit alors
(4) /(Si,ï») = o.
C'est ainsi que toute surface de révolution d'axe Oc a une équation de la forme
ou, ce qui revient au même (- }.
Dans ce dernier cas. la méridienne du plan des zx a pour équation, dans ce plan,
Réciproquement, si l'on se donne cette méridienne par \n\v équa-
(') Cette forme est caractéristique, car, réciproquement, toute équation telle que (3) peut toujours être obtenue par une élimination analogue à la précédente et. par conséquent, la surface peut être engendrée par un cercle admettant pour axe la droite lixe \,A,.
(-) La forme (ô) revient à considérer chaque parallèle comme l'intersection de son plan et de son cylindre projetant sur /Or.
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ti<>n telle que (6), on peut écrire immédiatement l'équation de la surface, eu remplaçant simplement x- par x2-\-y2.
Plus généralement, supposons que la courbe génératrice soit définie par deux équations en coordonnées semi-polaires (/•, 0, s), dont l'une soit ( ' i
En y remplaçant r'2 par oc- — y-, on a l'équation de la surface.
On peut d'ailleurs, si l'on veut, regarder l'équation ( -) comme 1 équation de la surface en coordonnées semi-polaires, la caractéristique des surfaces de révolution, dans ce système de coordonnée-, étant que leur équation est indépendante de 6 (2).
Si, de ( - i on tire, z ==/( r), les équations paramétriques de la surface peuvent s'écrire
(S) :r = /-cos0. y = rs\n'i. z=f(r).
Ce sont ordinairement les plus avantageuses pour l'étude des propriétés spéciales des surfaces de révolution.
Mais, on peut aussi, plus généralement, exprimer r et s en fonction d un paramètre t quelconque; on a alors des équations de la forme
(9) :r=/(ncos0. y =/(0 sin 0 . z = g(t).
G est ainsi qu'il est quelquefois commode de prendre, pour variable /. lare de méridienne.
361. Propriété FO_\i>A\n;xT w.k. La propriété fondamentale et caractéristique des surfaces de révolution est qu'elles glissent sur elles-mêmes quand on les fait tourner autour de leur axe.
I ne telle rotation a. en effet, pour unique résultat une permutation des génératrices ou, si l'on veut, un glissement de chaque parallèle sur lui-même, ce qui ne change évidemment pas la surface.
(') Si les deux équations renferment 6, on l'élimine et l'on obtient une équation de la forme (7).
(-) A ce point de vue. elles sont analogues aux cylindres (n° 47). D'ailleurs, les cylindres peuvent être considérés comme des surfaces de révolution, dont l'axe est à l'infini dans le plan d'une section droite.
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Réciproquement, si une surface ne cesse pas de coïncider ave< elle-même dans une rotation continue autour d'un axe (i.ve A. elle coïncide nécessairemenl avec la surface de révolution engendrée, dans ce mouvement, par une quelconque de ses courbes.
On peut résumer ceci en disant (pie les surfaces de révolution sont les seules qui soient invariantes pour une rotation continue autour cV un axe-fixe.
De celle invariance, résulte le principe général suivant :
Quand on a trouvé une propriété pour un élément E quelconque (point, tangente, plan tangent, normale, ligne tracée sur la surface, etc.) d'une surlace de révolution (S), on a la même propriété pour tous les éléments E' qui se déduisent du premier peu rotation autour de lare.
En effet, si Ton fait tourner toute la figure (S, E) autour de A, de manière à amener E en E', la propriété ne cesse pas d'avoir lieu. Or, dans ce mouvement, S demeure invariable. Dès lors, la propriété danla nouvelle position peut être considérée comme s'appliquant à E' et a S. c. o. f. i).
362. Plains tangents; normales. — Le plan tangent en un point M contient la tangente MR. au parallèle passant par ce point, tangente qui est manifestement perpendiculaire au plan méridien (A, M). De là résulte la proposition suivante :
Théorème. ■*- Le plan tangent en un point quelconque d'une surface de révolution est perpendiculaire au plan méridien qui passe par ce point.
Le plan tangent en M contient aussi la tangente MT à la génératrice (C). C'est donc le plan RMT.
Cette construction du plan tangent est en défaut lorsque MT coïncide avec MR., c'est-à-dire lorsque la génératrice coupe normalement le plan méridien. Nous verrons, au n° 363, par quoi il faut alors la remplacer.
Si une courbe (C) ou une surface (S') est tangente à < S), il en est de même de toutes les courbes ou surfaces qui s'en déduisent par rotation autour de A. Cela résulte, en effet, du principe du n° 361.
Nous pouvons prendre, en particulier, pour surface (S') la surface
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de révolution engendrée par | G'), car cette surface est tangenteà 3 comme ayanl avec elle deux tangentes communes, à savoir la tangente au parallèle I Pi et la tangente à (C) I ' |. Comme, dans la rotation, cette surface demeure invariable, nous voyons qu'elle est circonscrite à (S.) le long du parallèle (P).
Si uous prenons comme courbe (G') la tangente MT à la courbe méridienne, nous obtenons le cône de révolution circonscrit et cela nous montre en passant, conformément d'ailleurs au principe du n° 361, que les pions tangents <jn tous les points d'un parallèle rencontrent l'axe au mente point T, sommet du cône ci-dessus.
Si nous prenons comme courbe (C') le cercle tangent en M à la méridienne et qui a son centre N sur l'axe, nous obtenons la sphère inscrite et nous apprenons, toujours d'accord avec le principe du n" 361. que les normales en tous les points d'un parallèle rencontrent l'axe au même point N. centre de la sphère inscrite.
Un peut démontrer, à ce propos, la réciproque suivante : Toute surface dont les normales rencontrent une droite donnée A est de révolution autour de cette droite.
En effet, coupons-là par un plan H perpendiculaire à A. Soit M un point de l'intersection. La tangente MT à cette courbe est perpendiculaire à la normale MX et à A ; elle est donc perpendiculaire au plan de ces deux droites. Mais alors, la normale Mn à la courbe dans son plan est située, à son tour, dans le plan | M. A) et, par suite, passe par le pied n de A sur H. La section plane considérée est une courbe dont toutes les normales passent par le point fixe n : c'est donc un cercle de centre n ( n° 317). Toutes les sections par des plans perpendiculaires à A étant des cercles ayant leur centre sur A, la surface est de révolution autour de A (n" 360).
363. Centres de coutîdi re. — Chaque plan méridien est un plan de symétrie de tous les parallèles, donc un plan de symétrie de la surface. Il s'ensuit que c'est aussi un plan de symétrie de lindicatrice d'Euler < n° 336) relative à chaque point M de la méridienne ;j. correspondante. Par conséquent, la tangente MT, à celle-ci est une tangente principale et le centre de coin bure C, de y. en M est un centre 'le courbure principale.
L'autre tangente principale MT2est perpendiculaire à \JT,: c'est donc la tangente nu parallèle (P). L'axe de courbure de ce paral-
(l) On fait abstraction du cas où (C) serait normale au plan méridien du point de contact.
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lèle étant A, le deuxième centre, de courbure principale ( -2 se trouve sur cette droite, en vertu du théorème de Méusnier (n° 334 ; c'est le centre de la sphère inscrite.
Si nous considérons une courbe (G) tracée sgr la surface et tangente en M à MT2, son axe de courbure doit passer par C2. Ceci nous permet de trouver le plan tangent, dans le cas exceptionnel laisse de côté au n" 302. Il suffit, en effet, de prendre l'intersection C2 de A avec l'axe de courbure de (G) en M, puis de mener, par M, le plan perpendiculaire à C2 M.
364. Lignes de courbure: lignes asymptotiQues. — Les lignes de courbure (n° 346) sont évidemment les méridiennes et les parallèles, puisque les tangentes à ces courbes sont les tangentes principales.
Pour les lignes asymptotiques (n"3io), la solution est moins évidente. On peut toutefois remarquer, a priori, que, lorsqu'on en a une, on en a toute une famille en faisant tourner la première autour de A, ainsi qu'il résulte du principe du n° 361. Dès lors, l'équation polaire des projections des lignes de cette famille sur xOy (on prend les axes du n" 360) est de la forme
(io) 8 = F(/") -t- const.;
leur équation différentielle est de la forme (n) d% = G(r)dr;
elle est à variables séparées. On peut donc prévoir-que tes lignes asymptotiques d'une surface de révolution peuvent se calculer par une quadrature (!).
C'est ce qu'il est aisé de vérifier.
Partons des équations (8). Nous avons
!dx = dr cosO — ;• sin8 «70, dy = dr sin 6 -+- /• cos 8 c/0, dz =/'( r ) dr.
En écrivant la condition
a dx -+- b dy -+- c dz = o,
on trouve ensuite que l'on peut prendre comme paramètres directeurs de la normale
(i3) a = cos6, b = sin6, c
(') Quand on a une famille, on a l'autre par symétrie par rapport à un plan méri dien quelconque.
Ob comparera le raisonnement ci-dessus à celui du n 353 (II).
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En appliquant ensuite l'équation (3î) du n" 345, on obtient l'équation îles lignes asymptotiques
'/ (r) ou
■"i-±'"V-frw'
Klle est bien île la forme (n) prévue.
365. Élément linéaire; angle d'une courbe avec la méridienne. — Élevant au carré les expressions (i?.) et ajoutant, nous obtenons le carré de Vêlement linéaire ou distance ds de deux points de la surface infiniment voisins
i 5 ds"- = dr* -+- f2 d(ï* + dz* - r"- dQ* -h di*,
en appelant dz l'élément linéaire de la méridienne [cf. t. I, n° 173, formule 17)].
Cette formule a été établie géométriquement au Tome I ( loc. cit.). Rappelons brièvement la démonstration.
Considérons les points infiniment voisins M et M'. Projetons ortbogonalement M' en Mi sur la méridienne et en Mj sur le parallèle. Le triangle rectangle infinitésimal MMtM' nous donne
MM' = MM, -h M, M' .
Or, MM, = rfïet M,M' = MM2= rrf8; d'où la formule (i5). Appelons V l'angle de MM] avec MM'; nous avons
(16) da = ds cos Y, r dO = ds sin Y,
r dO r db
(J7) tangV =
d° \,ldi*+dz-'-
Étant donnée une courbe quelconque tracée sur la surface et définie, par exemple, par l'équation polaire de sa projection sur xOy, les formules ( i ~> 1 , fit')) et (17) permettent de calculer sa longueur, ainsi que. l'angle qu'elle fait en chaque point avec la méridienne.
Si l'on assujettit cet angle à rester constant, on obtient l'équation différentielle des loxodromies
^ = tangV^±p£)rfr.
Klle est à variables séparées, ce qui aurait pu se prévoir en raisonnant comme au n° J6J.
3GG. Hélicoïdes. — On appelle surface hélicoïde ou simplement hélicoïde
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toute surface engendrée par le déplacement hélicoïdal 1 1. III) d'une courbe donnée i <i ). L'axe \ el le pas k de ce déplacement sont aussi appelés l'axe et le pas de la surface.
Les hélicoïdes jouissent d'une propriété fondamentale analogue à celle des surfaces <le révolution ( n" 361 i : Ut glissent sur eux—même» quand on leui imprime un mouvement hélicoïdal continu d'axe \ et de pat /. .
Il est d'ailleurs à remarquer que les surfaces de révolution peuvent «'lie regardées comme des bélicoïdeS de pas nul, de même que les cylindres peuvent être regardés comme de> hélicoïdes de pas infini ('). Les hélices décrites pai les différents points de la génératrice deviennent les parallèles de la surface de révolution et les génératrices rectiligoes du cylindre.
De l'invariance ci-dessus résulte un principe général analogue à celui du n° 361.
Si l'on prend \ pour axe des z, les équations paramétriques d'un bélicoïde «le pas Â peuvent s'écrire
(19) ar = rcos8, j = /sinO, z = /.0 -t-/(r).
La dernière peut d'ailleurs être regardée comme l'équation de la surface en coordonnées semi-polaires.
Il ne faudrait pas croire, par analogie avec les parallèles d'une surface de révolution, que les hélice- h -mit des lignes de courbure. La détermination de celles-ci, de même que celle des lignes asymptotiques, est subordonnée à une quadrature, ainsi que le montre un raisonnement analogue à celui du n" 3<>i.
(') On peut démontrer que ces trois catégories île surfaces sont les seules qui puissent rester superposées à elles-njcmes dans un déplacement continu.
Haao. — Cours. II.
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367. Surfaces réglées. — On appelle surface reniée toute surface S 'engendrée par le déplacement d'une ligne droite G.
Cette ligne droite, qui porte le nom de génératrice rectiligne ou simplement de génératrice^ dépend d'un paramètre variable r; elle a • les équations paramétriques de la forme (n° <>> |
(i) (r = y. -+- ua , y — p -+- ub, z = y -H- «c,
où a, [j, Y, a, Z>, c sont six fonctions données de c et où u désigne \in paramètre indépendant de v.
Les trois quantités a, b, c sont les paramètres directeurs de G. Si on les suppose liées par La relation
(2) os+6!+cs=i,
ce sont ses cosinus directeurs. Dans ce dernier cas, le point -1,7, b, c) est le point directeur de G ('). Quand v varie, il décrit. sur la sphère S de centre O et de rayon 1, une courbe (?) qui est appelée V indicatrice sphérique de la surface réglée. Le cône qui a pour sommet O et pour base (/) est appelé cône directeur.
Il peut arriver, comme cas particulier, que le point g soit fixe <>u. si l'on veut, que l'indicatrice se réduise à un point. Dans ce cas., toutes les génératrices G sont parallèles et la surface S est dite cylindrique. Nous y reviendrons ultérieurement (n° 381). Pour le moment, supposons le point g variable avec v.
Le plan tangent à S au point M( m, v) a pour équation (n° 203) -
H X — x a a'-t- ua |] = o,
(') Chaque génératrice est, par cela même, orientée. Le paramètre u a une signi-
fi cation géométrique très simple : si M„ est le point où u = o. on a u M(1 M ( a" 95).
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où les lettres accentuées désignent des dérivées par rapport à e. En remplaçant x\ r. z par les expressions (i) et ajoutant à la première colonne la deuxième multipliée par //. celte équation devient
( 3 ) I X-a a «'+ ua' \\ = o.
368. Étude des plans tangents. — Pour poursuivre commodément l'élude des propriétés spéciales dont jouit une surface réglée le long d'une génératrice particulière G0, nous allons prendre des axes particuliers.
Commençons par choisir G0 comme axe des -. I origine O correspondant à u = o. Prenons ensuite Or parallèle à la tangente à l'indicatrice ( ' i au point g0 homologue de G0, et Ox perpendiculaire au plan zOy. Nous supposerons enfin que le paramètre c. dont la signi- Gcation a été laissée, jusqu'à présent, complètement arbitraire, représente l'arc «le l'indicatrice, celle-ci étant supposée orientée dans un sens tel que la demi-tangente positive en ga ait, non seulement la direction, mais aussi le sens de Or. Nous prendrons, en outre, g0 pour origine des arcs, de sorte que P est nul pour G0.
Ces diverses hypothèses se traduisent analytiquement par les conditions suivantes :
(4) • «o= fo= Yo= «o= à0=o, c0=i;
L'équation i 3 I se réduit alors à (6; X' .':.,— u) — at',Y = o.
En choisissant convenablement l'origine des a qui, jusqu'à présent,
est arbitraire sur chaque génératrice, nous pouvons encore supposer
et notre équation devient
(8) itX — a'0Y = o.
Commençons par nous débarrasser d'un cas particulier, celui de a'0= o. Dans cette hypothèse, l'équation i 8 | s,, réduit à X = o;
(') Cette tangente est perpendiculaire à O g0, donc à G„. puisque l'indicatrice est tracée sur une sphère de centre O.
donc le plan tangent est le même tout le long de la génératrice; c'est le plan des yz. A L'origine, on a u = o, L'équation (8) se réduit à une identité; donc, le plan tangent en ( ) est indéterminé. Lorsque la condition actuellement envisagée est remplie par toutes les génératrices de la surface, on dit que celle-ci est développable (cf. n°372 >.
Ce cas exceptionnel étant mis de côté, l'équation (8) nous montre que le plan tangent en M est un plan passant par O z. et réciproquement tout plan II contenant Oz est langent en un point de cette droite.
Il y a correspondance homographique entre M et 11 ( n° 146), car l'équation i 8 > est linéaire en u ('). On peut donc dire que les plans tangents dune surface réglée le long d'une génératrice définissent une corrélation (n° 146) et Ton peut appliquer au cas actuel toutes les définitions et propriétés données au n° 1 46.
En particulier, le plan asymptote est le plan tangent au point à l'infini; il conserve donc sa signification habituelle (n°240). Avec les axes ci-dessus, c'est le plan des yz (-).
Le plan central est ;0.r et le point central est O. Si Ton introduit l'angle » de zOx avec le plan langent en M. l'équation (8 I s'écrit
(9) ÔM=* tango,
en posant
(io) <=/>-•
On retrouve La formule de Chastes et le paramètre de distribution. Celui-ci indique la rapidité et le sens de la rotation du plan tangent, quand M décrit Oz.
Le théorème démontré à la fin du n° 146 nous donne le suivant :
Théorème. — Deux surfaces réglées ayant une génératrice commune se raccordent généralement en deux points de celte
(') Cela se voit tout aussi bien sur l'équation (3).
(J) On pouvait le prévoir géométriquement. Le plan asymptote est parallèle ai plan tangent au cùne directeur, car les deux plans ont en commun la tangente à \i trace commune des deux surfaces sur le plan de l'infini. D'autre part. Or étant parai lôle à la tangente à l'indicatrice, zQ y est tangent au cône directeur: c'est donc le plan asymptote.
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génératrice. Si elles se raccordent en plus de deux points, elles se raccordent tout du long de la génératrice.
369. Nous venons de voir que les plans tangents d'une surface réglée S non développable sont les plans qui passent par ses génératrices. Cette propriété apporte généralement de grandes simplifications dans la résolution des problèmes qu'on peut se poser sur ces plans, particulièrement en Géométrie descriptive.
Par exemple, si l'on cherche les plans tangents issus d'un point P, il suffit de considérer tous les plans (P, G) ; chacun d'eux est tangent en un point M de G, qui, lorsque G varie, décrit la courbe de contact de S avec le cône circonscrit de sommet P, ou encore la courbe d'ombre propre de la surface S éclairée par P (t. III). ou enfin la courbe de contour apparent de la surface S vue de P. Si l'on coupe le cône ci-dessus par un plan Q quelconque, on voit aussi que le contour apparent sur ce plan est l'enveloppe des projections des génératrices à partir de P. Ceci s'applique, en particulier, dans le cas dune projection orthogonale.
370. Génératrices infiniment voisines. — Le point central, le plan central et le paramètre de distribution ont une autre signification, qui se présente dans la considération de deux génératrices infiniment voisines.
Considérons la génératrice G, dont le paramètre v est infiniment petit. Si l'on développe a, ji, y, a, b, c par la formule de Taylor, en tenant compte de (4), (5), (7), (10). et se bornant aux termes du premier degré en t\ on a
a = Âv, [3 = o, y = y'0e; a = o, b = v, c = 1 .
Les équations de G sont donc, en négligeant les puissances de v supérieures à la première,
(11) x = kv, y = uv, z = y'0 v -4- u.
Cherchons la perpendiculaire commune à G0et G. Elle est parallèle à O x (') et a pour équations
(12) JK = o, s = Y>.
(') Car G, comme G0, est perpendiculaire à Ox, ainsi que le montre la première équation (11), qui ne contient pas u. Géométriquement, cela tient à ce que Gx est perpendiculaire au plan tangent au cône directeur, lequel plan est parallèle aux deux génératrices infiniment voisines.
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La plus courte distance P0P a pour mesure algébrique, suivant Or, (i3) ÏVP = /v.
Lorsque v tend vers zéro, la seconde formule (12) montre que P0 tend
vers < >. D'autre part, le rapport tend vers A", d'après (i3). Si l'on se souvient que v désigne l'arc d'indicatrice et, par suite, l'angle infiniment petit de G0 et de G, on peut énoncer le théorème suivant :
TuÉORÈME. — Si Von considère la perpendiculaire commune PoP aux deux génératrices infiniment voisines G0 et G, et si l'on suppose que G tende vers G0 :
1* Le pied P0 tend vers le point central; ■i° Le plan G„ P0 P tend, vers le plan central;
3" Z,e rapport de P0P à l'angle des deux génératrices tend vers le paramètre de distribution.
M[. Ligne de striction. — Les propriétés que nous venons de trouver ont lieu pour chaque génératrice. En particulier, sur chaque génératrice, il y a un point central. Le lieu de ce point central se nomme ligne de striction.
Pour en trouver les équations paramétriques, à partir des équations (1), on peut procéder comme il suit. On forme l'équation (3) du plan tangent. En annulant le coefficient de a, on obtient l'équation du plan asymptote, l'n exprimant ensuite que ce plan asymptote est perpendiculaire au plan (3), on obtient une équation du premier degré en u, qui donne la valeur de u correspondant au point central. Ln portant cette valeur dans (1), on obtient, en fonction de v, les équations paramétriques de la ligne de striction.
372. Surfaces développables. — Nous avons vu. au n° 368, que, dans certains cas. le plat} langent est le même tout le long de la génératrice et nous avons dit que. lorsque ceci a lieu pour toutes les génératrices, la surface es! développable.
Il est facile, au moyen de l'équation (3), de trouver la condition analytique correspondante. Il suffit d'exprimer que les deux plans qui correspondent à a = <> et à u — x coïncident. Gomme ils ont déjà en commun la génératrice G, il suffit d'exprimer qu'ils ont en commun unpoini quelconque en dehors de G, par exemple le point à l'infini dans la direction o(a\ b\ c). qui appartient au plan asymptote (' ).
(') Ce raisonnement est en défaut si a', b', c' sont proportionnels à a, b, c, car Z et G se confondent. Mais, le coefficient de u dans (3) est nul, co unie a\anl deux colonnes proportionnelles. La condition (i4) est donc toujours valable.
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( .«la donne la condition
04) Il a' a %' || = o.
Cet if condition doit être satisfaite identiquement } quel que soit v.
Lorsqu'une surface est développante, son plan tangent ne dépend que d'un paramètre. Réciproquement, toute enveloppe d'une famille de plans à un paramètre est une surface développable, car chaque plan de la famille touche l'enveloppe le long d'une droite (n°281).
On a vu, au n° !289, que les génératrices d'une surface déveloi pable ont une enveloppe appelée arête de rebroussement. Récipra^ quement\ les tangentes à une courbe quelconque engendrent une surface développable.
En effet, si, dans les équations (i), le point (a, [j, y) est pris au point de contact, a, ù, c sont proportionnels à oc', Jj', y et le déterminant (i4) est nul, comme avant ses deux dernières colonnes proportionnelles.
D'ailleurs, on peut chercher directement la condition nécessaire et suffisante pour que la droite (i) admette une enveloppe (cf. n° 290). Il faut et il suffit que l'on puisse déterminer u fonction de <>, de telle manière que l'on ait
x' y' z' abc
les accents indiquant une dérivation par rapport à V. Or. ceci s'écrit
a' -h ita -f- au 6'— ub' -v- bu y' -+- uc' -+■ eu!
abc
ou. en retranchant u' de chaque membre,'
a' -h ua' (3'
tb'
Afin de ne pas détruire la symétrie, introduisons, comme inconnue auxiliaire, la valeur p des trois rapports; nous avons alors les trois équations
%'-+- lia — :« = o, (l5) (3' -f- ub' — p6 = o,
' y'-+- uc' — pc = o.
La condition de compatibilité n'est autre que (i4).
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Si elle est satisfaite, pour avoir u dans l'hypothèse où a, b, c sont des rosinus directeurs, c'est-à-dire sont liés par (2), il suffit de multiplier la première équation par a', la seconde par b' , la troisième par c' et d'ajouter; il vient
En portant dans (1), on obtient les coordonnées du point de contact ou, si l'on veut, les équations paramétriques de l'enveloppe.
373. On peut se demander ce que devient la ligne de striction dans le cas particulier actuel. Il est facile de voir que ce n'est autre que l'arête de rebroussement. En effet ('), supposant que le point (2, [5, y) est le point de contact, on a identiquement
(17) a = Xa', b — 1^,', c =!"(',
X étant un certain facteur de proportionnalité. Les hypothèses (4) entraînent alors a'0 = j3'0 = o, donc, en particulier, (7), ce qui est la condition pour que O soit le point central. De plus, d'après (10), nous voyons que le paramètre de distribution est nul.
374. Lignes asymptotiques d'une surface réglée. —Les génératrices d'une surface réglée sont des tangentes asymptotiques en chacun de leurs points, puisqu'elles ont un rayon de courbure infini (n° 336). Ce sont donc des lignes asymptotiques (n° 345).
Si la surface est développable, il n'y en a pas d'autres, car les tangentes asymptotiques en chaque point d'une telle surface sont confondues, comme on le voit en coupant par le plan tangent et appliquant le théorème du n° 342.
Si la surface n'est pas développable, il y a une seconde famille de lignes asymptotiques. On démontre qu'elle est déterminée par une équation de Riccati (t. I, Note III; cf. Exercice proposé n° 8 du présent Chapitre).
375. Surfaces coniques. — On appelle surface conique ou cône toute surface engendrée par une droite passant par un point fixe, lequel est appelé sommet.
Les équations (1) représentent un cône si le point (a, (3, y) est fixe, c'est-à-dire si y.. (3, v sont des constantes.
Dans ce cas, l'équation (i4) est évidemment vérifiée, puisque
< ' ; Géométriquement, on peut remarquer que le point de contact est le point de rencontre de deux tangentes infiniment voisines. D'une façon plus précise, ceci veut dire que c'est le pied de la perpendiculaire commune, laquelle a une longueur infiniment petite du troisième <>rdre (n° 331).
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«'== P'=y'=o. Donc, toute surface conique est une suif ace développable.
L'arête de rebroussement, enveloppe des génératrices, se réduit à un point, sommet du cône.
Pour avoir l'équation ponctuelle du cône défini par les équations (i), où l'on suppose a, (5, y constants, il faut éliminer //. v entre ces équations ou bien v entre
Comme celles-ci ne changent pas quand on multiplier — a, y — Jïi, s v par un facteur arbitraire X, il en est de même du résultat de l'élimination. Autrement dit. tout cône de sommet | a. (3, y | <i une équation ponctuelle homogène en x — a, r — ■ B, c — y.
Réciproquement, soit l'équation homogène
En divisant par une puissance convenable de r — y, on obtient
(t. I, n° 133) une équation en -, -^- — — ■ On peut donc exprimer
ces deux rapports en fonction d'un paramètre r. ce qui conduit à des équations de la forme (18). Donc, l'équation | ig 1 représente un cône de sommet (a. ri. y |.
Dans le cas particulier où a = [5 = y==o, L'équation (19) esd homogène en / , r, ;; <?//e représente un cône de sommet à l'origine {cf. n° 77).
On généralise quelquefois l'équation (19) de la manière suivante. Le sommet S du cône peut être défini par 1 intersection de trois plans
Toute droite (i passant par ce point a des équations de la forme
(21) P = ÀR, Q = ;jlR.
a et a désignant deux paramètres constants. Pour que cette droite engendre une surface, il faut et il suffit que X el u, soient liés par une relation
< 22 I /' À. <ju = o.
L'équation de cette surface s'obtient en éliminant X, u, entre (2r)
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.1 ! - ') . ce qui donne
c est-à-dire une équation homogène en P, Q, 1».
Réciproquement, toute équation de cette forme peut être obtenue par une élimination analogue à la précédente. Donc, pour qu'une surfate suit un cône ayant pour sommet le point commun aux trois plans | 20), il faut et il suffit que son équation puisse se mettre sous la forme d'une équation homogène en 1*. Q, l>.
En coordonnées tangentielles, un cône, comme toute surface développable [iï' 303), possède deux équations : l'une d'elles est Véquation tangentielle du sommet {cf. n° 303).
376. On définil quelquefois un cône par son sommet S el une courbe (C), appelée direct lice, sur laquelle doivent s'appuyer toutes les génératrices.
Pour former L'équation d'un tel cône, on peut procéder de la manière SUN anle.
On part des coordonnées (#, y, z) d'un point quelconque M de I espace cl l'on exprime que la droite M S rencontre la courbe (C)7 problème qu'on sait résoudre (n° 54).
Dans le cas où S est à l'origine, il suffit d'éliminer la variable d'homogénéité entre les deux équations de (C) {cf. n° 78) (1).
On peut aussi définir un cône par la condition que ses génératrices soient tangentes à nue surface donnée (S); on dit alors que le cône est circonscrit éx cette surface. L'équation d'un tel cône peut se former comme ci-dessus, mais en exprimant, cette fois, que la droite MS esl tangente à 1 I >.
En coordonnées tangentielles, le cône est représenté par l'équation de son sommet et par l'équation tangentielle de la directrice (C) ou de la >urface (2) {cf. n° 303).
377. Si un cône (. de sommet à l'origine a pour équation ponctuelle
( ') <>ette règle s'applique plus généralement, en coordonnées tétraédriques, quand S est le sommet du tétraèdre de référence opposé à la face t = o.
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le plan tangenl I' au poinl M ('./'. i . z i ;i pour équation
La fonction y étant homogène, on vérifie que ce plan demeure fixe quand M décrit une génératrice I >< «. car r. r. s varient proportionnellement et, par suite, aussi les fonctions homogènes f'xi fi , f't .
Si l'on cDiisidrif j\ )-, c cniiiinr l«> coordonnées homogènt - d'un point /// dans h 1 1 plan, l'équation (24) définit une courbe c «l«- ce plan el l'équation (20 » la tangente nii en /// à cette courbe. Si l'on considère l'équation tangent telle
( iC) 1 tp(w, t>, «i' 1 = o
de c, on peut 1 interpréter comme étant la condition pour que le plan (m, r, iv, o) qui passe à l'origine soil tangenl au cône C. C'est donc la seconde équation tangentielle de ce dernier, la première étant /• = o.
Réciproquement, si l'on connaîl cette seconde équation tangentielle, on peut la considérer comme l'équation tangentielle de La courbée et, par conséquent, remonter à l'équation ponctuelle 1 par la règle habituelle <lu n" i2i)l{. En particulier, les coordonnées d'un point quelconque de la génératrice de contact du plan (a, r. ir. m sont proportionnelles à o„, -s[.. o'w (n° 294); ces quantités peuvent donc être prises comme paramètres directeurs de ladite génératrice.
D'une manière générale, lu Qéométrie analytique des cônes de sommet (). est identique à la Géométrie 'analytique des courbes planes (*).
o7N. Cônes supplémentaires. On appelle cône supplémentaire du cône <1 le cône C lieu des perpendiculaires menées pur O aux pin 11 s tangents P.
Les coordonnées ./•. r. •: d'un point quelconque de la perpendiculaire OG' au plan l'i//. c ir, o» étant proportionnelles à u. r, o.
'•n peut d'ailleurs, si l'on veut, considérer la courbe c comme étant la trace <lu cône C sur le plan de l'infini, m étant la trace de 0<1 et ml la irace du plan tangent P.
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l'équation ponctuelle du cône C est
Par suite, son équation tangentielle esl
en vertu du principe de dualité en Géométrie plane (n° 297). Donc, C est aussi supplémentaire de C et l'on peut dire que la relation entre les deux cônes est réciproque; chacun deux est supplémentaire de /'autre, le plan tangent le long de G' étant perpendiculaire à G, si G' est perpendiculaire au plan tangent le long de G (*).
379. Cônes algébriques. — Lorsque la directrice (G) ou la surface inscrite (2) du n° 376 sont algébriques, le cône t'est aussi, car son équation ponctuelle est obtenue par des calculs uniquement algébriques.
Cette condition suffisante n'est évidemment pas nécessaire, car l'on peut tracer des courbes transcendantes sur tout cône algébrique, de même qu'on peut lui inscrire des surfaces transcendantes.
Théorème. — Etant donnée une courbe algébrique (C), de degré m et de classe p, les cônes qui l'admettent pour directrice sont, en général, de- degré ru et de classe p.
i° Degré. — Coupons le cône par une droite D quelconque. A cet effet, S désignant le sommet, considérons le plan (S,D). Il coupe (C) en m points. A chacun d'eux. I', correspond une génératrice G. qui rencontre D en un point M.
Réciproquement, à tout point M d intersection de D et du cône correspond une génératrice G qui rencontre | C) en un point P.
Le nombre des points M est donc égal au nombre des points I'. c'est-à-dire au degré m de (C).
Si l'on serre davantage le raisonnement, on aperçoit tout de suite des cas où il est en défaut.
(') Ceci est évident si l'on remarque que les traces îles deux cônes sur le plan de l'infini sont polaires réciproques par rapport au cercle de l'infini ( n° 528). On peut aussi le déduire, comme cas limite, de la théorie élémentaire des angles polyèdres supplémentaires.
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D'abord, pour qu'à un point I' corresponde une génératrice G située dans le plan (S, D). il faut (et il suffit) que ce point soit différent de S. Si donc S est sur < G), il ne doit pas être compté parmi les points I'. Or. >i q est son ordre de multiplicité, il compte pour q points dans l'intersection de (S,D) et de (G); de sorte qu'il ne reste que m — q points I* véritables. Donc, si le sommet S se trouve sur (G), avec un ordre fie multiplicité q, le degré du cône est seulement m — q.
La seconde partie de la démonstration peut également se trouver inexacte. Nous avons, en effet, supposé implicitement que la génératrice SM rencontrait la courbe (C) en un seul point P. Or. il peut 'très bien arriver qu'il y ait plusieurs points de rencontre. D'une façon générale, si chaque génératrice du cône rencontre la directrice {C) en n points, à chaque point M correspondent n points P. Par conséquent, le degré du cône, tel qu'il a été précédemment évalué, doit être divisé par n.
Cette circonstance ne se présente évidemment que pour des positions particulières de S. Si S' désigne l'une d'elles, on peut trouver des positions infiniment voisines pour lesquelles il n'y a pas réduction du degré, chaque génératrice G ne rencontrant (C) qu'en un seul point. Mais, lorsque S tend vers S '. il y a n génératrices G qui tendent vers la même position limite G'. On est ainsi conduit à considérer chaque génératrice G' comme comptant pour n génératrices confondues. Le cône de sommet S' est multiple d'ordre n.
Observons encore que cette multiplicité d'ordre n n'est possible que si m — q est divisible par n. Si m — q est premier, il n'y a jamais réduction du degré du cône.
On peut se demander aussi par quel mécanisme se fait la réduction du degré quand le point S tend vers un point S' de (C). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette réduction provient d'une décomposition limite du cùne, suivant le cône véritable de sommet S' et suivant les q plans tangents à (C) en S', qui passent par la direction limite de la droite S'S.
20 Classe. — Cherchons les plans tangents au cerne issus d'une droite quelconque Sa menée par le sommet. En raisonnant comme précédemment, on voit que ces plans ne sont autres que les plans tangents à (C) menés par SX. Leur nombre est donc égal à la classe p de cette courbe.
Mais, de même que pour le degré, il peut y avoir réduction de la classe véritable du cône.
En effet, d'abord un plan tangent P à (G) n'est tangent au cône que si la
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tangente MT au point de contact M est différente de la génératrice SM (!). Donc, il y a réduction de la classe si S se trouve sur la déieloppable engendrée par les tangentes à (Ci. La réduction est égale au nombre de tangentes qu'on peut mener par le point S. Elle est, en général, d'une unité: mais, si S est un point simple de (G), elle est de deux unités. Si S est un point multiple d'ordre q de (C), la réduction est de iq unités (il y a deu\ tangentes pour chaque branche).
En second lieu, il peut arriver que chaque plan tangent au cône compte pour n plans tangents à (G); ceci a lieu lorsque chaque génératrice rencontre la directrice en n points. Dans ce cas. la classe du cône, évaluée comme il vient d'être expliqué, doit être divisée par n. Comme tout à l'heure, le cône est multiple d'ordre n.
Dans le cas particulier où la courbe (C) est plane et le point S en dehors de son plan, il est facile de voir que tous les cas de réduction du degré ou de la classe sont impossibles. Donc, le degré et la classe d'un cône sont toujours égaux au degré et à la classe d'une seclion plane quelconque^ ne passant pas par le son/met.
380. Théorème. — Etant donnée une surface (1), le degré des cônes qui lui sont circonscrits est, en général, égal à la classe de ses sections planes; la classe de ces cônes est égal à la classe de (S).
i° Degré. — Coupons le cùne de sommet S par une droite quelconque D. Tour cela, nous menons, par S. les tangentes à la section de (S) par le plan (S, D). Chacune de ces tangentes est une génératrice du cùne et rencontre D en un des points d'intersection cherchés. Le degré du cùne est donc égal à la classe de la section plane ci-dessus.
2° Classe. — Les plans tangents au cône menés par une droite S), quelconque ne sont autres que les plans tangents à (S) menés par cette droite. Le cùne et la surface ont donc même classe (cf. n" 305).
Comme au numéro précédent, la démonstration peut être en défaut, pour certaines positions particulières du sommet, le degré ou la classe étant alors réduits. Nous laissons au lecteur le soin d'examiner ces cas d'exception.
381. Surfaces cylindriques. On appelle surface cylindrique ou cylindre toute surface engendrée par une droite qui se déplace parallèlement à elle-même.
On peut observer tbul de suite qu'un cylindre es! un cône dont le
(') Si S est sur MT, le plan tangent le tong de MT est le plan oscillateur en M à (C), car c'est la limite du plan SjVUVT de deux génératrices infiniment voisines.
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sommet est à l'infini; de sorte que les propriétés établies nux n "" 37o et suivants s'appliquent a priori aux cylindres. < )n peut d'ailleurs les démontrer directement, en reprenant, mot pour mot, les raisonnements faits pour les cônes. A oyons seulement ce que de\ icnnent les résultats du n° 375.
Pour que les équations (i) représentent un cylindre, il faut et il suffit que a. b. c soient proportionnels à des constantes. Si ce sont des cosinus directeurs, ils sont constants. L'équation (i4) est alors vérifiée identiquement, parce que a . b' , c' sont nuls. Donc, toute surface cylindrique est une surface développable.
Si la direction des génératrices est définie par l'intersection de deux plans
toute droite parallèle à cette direction a des équations de la forme
En raisonnant comme au n° 37o, on démontre que. pour qu'une équation ponctuelle représente un cylindre de génératrices* parallèles à (29), il faut et il suffit qu'elle puisse se mettre sous la forme
Si l'on prend P = o\ O = y. on retrouve une propriété connue (n«47).
Surfaces réglées v plan directeur; conoïdes; On dit
qu'une surface réglée admet un plan i 0 1 pour plan directeur, si toutes ces génératrices sont parallèles à ce plan.
D'après les définitions du n"3G7, le cône directeur est alors le plan parallèle à (II) mené par O; V indicatrice est un grand code, section de la sphère ï par ce plan.
Pour faciliter le langage, convenons que 1 II) est horizontal. Le plan asymptote relatif à chaque génératrice^ ( \ 1 est alors le plan horizontal qui la contient. Le plan central est. par conséquent, vertical.
Il s'en suit que la liqne de striction est la courbe de contact du cylindre
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circonscrit à génératrices verticales; autrement dit,- c'est la ligne de contour apparent (n° 369) pour la direction perpendiculaire au plan directeur.
On le voit tout aussi facilement au moyen de la perpendiculaire commune à deux génératrices G et G', qui est "la verticale menée par l'intersection AI, des projections horizontales G, et G',. Lorsque G' tend vers G, Al, tend vers le point de contact P, de G, avec son enveloppe (E,). Cette enveloppe est donc la projection horizontale de la ligne de striction. Alais. nous savons (n° 369) que c'est aussi le contour apparent horizontal.
Si ç désigne l'angle de Ox avec la génératrice G de cote z, le paramètre de
distribution est k = -r- , ainsi qu'il résulte du théorème du n° 370. dz
383. On appelle conoïde une surface réglée à plan directeur, dont les génératrices s'aopuient sur une droite fixe A. appelée axe du conoïde.
Si l'on prend cette droite pour axe des c et le plan directeur pour plan des xy, l'équation du conoïde est de la forme
On dit que le conoïde est droit quand son axe est perpendiculaire à son plan directeur. Cet are est alors la perpendiculaire commune à deux génératrices quelconques; c'est donc la ligne de striction.
NOTIONS SUR LES SYSTÈMES DE DROITES
384. Divers SYSTÈMES de droites. — Une droite quelconque de l'espace dépend de quatre paramètres indépendants ( n° 94). Si l'on établit entre eux trois, deux ou une relations, on obtient des systèmes de droites dépendant de un, deux ou trois paramètres indépendants.
Un système de droites dépendant d'un seul paramètre est constitué parles génératrices d'une surface réglée ('), dont les propriétés ont été étudiées au Chapitre précédent.
Un système à deux paramètres porte le nom de congruence (2).
Un système à trois paramètres porte le nom de complexe (2).
Ce sont ces deux derniers systèmes que nous allons brièvement étudierdans ce Chapitre.
• iS."). Congruences. — ■ Soit une droite D, dépendant de deux paramètres arbitraires u et v, qui seront appelés les coordonnées de la droite dans la c'ongruence.
On peut écrire ses équations paramétriques sous la forme
x, y, z, a, b, c désignant six fonctions quelconques de u, v. Ces équations s'interprètent géométriquement de la manière suivante : Par chaque point V(x, y, z) d'une surface S (3), on mène une droite D, dont les paramètres directeurs (a, b: c ) sont des fonctions connues de la position de M sur S.
(') Il faut aussi comprendre les tangentes à une courbe plane et. plus particulièrement encore, les droites issues d'un point dans un plan, qui constituent un système particulier appelé quelquefois faisceau plan.
(2) Ces dénominations sont quelquefois étendues à des systèmes à deux ou trois paramètres, dont les éléments constitutifs sont des lignes quelconques de l'espace. On peut parler, par exemple, d'une congruence de cercles ou d'un complexe de cercles.
(3) Il peut arriver que cette surface S se réduise à une courbe. Par chaque point P passent alors une simple infinité de droites D. Plus particulièrement encore, S peut se réduire à un point; la congruence comprend alors toutes les droites issues de ce point et porte le nom de gerbe. Il peut arriver aussi que la congruence comprenne toutes les droites d:un plan; elle se nomme alors hyper faisceau.
Haag. — Cours, II. ^6
On peut évidemment, sans changer la congruence, remplacer chaque point I' par un point quelconque de la droite D correspondante; par exemple, par un point de rencontre de cette droite avec une surface quelconque. Ceci nous prouve que la surface S peut, au fond, être arbitrairement choisie (*). On peut souvent profiter de cette indétermination pour simplifier certains calculs relatifs à la congruence.
Si l'on établit entre u et y une relation quelconque ou, ce qui revient au même, si l'on remplace u et v par des fonctions d'un même paramètre t, la droite D engendre une surface réglée (R). On dit que cette surface appartient à la congruence.
386. Déveloi'pables de la congri ex<;k. — Cherchons si, parmi les surfaces (R) précédentes, il y a des surfaces développables. Il revient au même de chercher si l'on peut faire varier u et v de telle manière que la droite D enveloppe une courbe C (n°372).
Supposons donc u et v fonctions d'un même paramètre t, que nous n'aurons d'ailleurs pas besoin de spécifier, grâce à la théorie des différentielles ( t. I, n° 139), et exprimons que la "droite (î) admet une enveloppe. Nous devons pouvoir déterminer p en fonction de t, de manière que le point F de coor-. données X, Y, Z décrive une courbe C tangente à D. En répétant un calcul déjà fait ( n" 371), on a les conditions
dx — p da
dy
3 dh dz
de
Introduisons l'inconnue auxiliaire X, valeur commune de ces trois rapports, et explicitons les différentielles en fonction de du et de dv ; il vient
dx dx
— du -\ dv
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Eliminons p et A entre ces trois équations du premier degré
da
dx . dx ,
— du H dv
du dv
da , — du du
dv
dv
Cette équation, homogène et du second degré en du,dv, exprime la condition à laquelle doivent nécessairement obéir les fonctions u, v de /. Si on la résout
par rapport à — , on obtient deux équations de la forme
Pi du — Qj dv = o, V ,du -4- Q2<ff = o,
(') Pourvu, toutefois, qu'elle rencontre chaque droite de la congruence.
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les P, Q étant des fonctions connues de u, v. Chacune de ces équations est une équation différentielle du premier ordre entre u et v et admet, par conséquent, une infinité de solutions dépendant d'une constante arbitraire. A chacune de ces solutions correspond une développable de la confluence. Car, si u, v satisfont à la condition (4), les équations (3) sont compatibles en p et X et le point F existe bien, qui décrit une courbe tangente à D. Done :
Théorème. — 11 existe une infinité de développables appartenant à une
congruence donnée. Elles se rangent en deux familles i ' ), dont chacune
est déterminée par l'intégration dune équation différentiel le du premier
ordre entre u et v.
387. Points focaux; plans focaux; surfaces focales.— On sait (t. I, n° 186) qu'il existe, pour chaque équation (5), une solution et une seule, telle que u et v prennent simultanément des valeurs arbitraires données u0, v0. On conclut de là que, par chaque droite D de la congruence, passent deux développables A, une de chaque famille.
Pour chacune d'elles il y a un point F, point de contact de D avec l'arête de rebroussement G. Ces deux • points, Fj et F2, portent le nom de points focaux de la droite D. Il est très facile de les déterminer, sans être obligé pour cela d'intégrer les équations (5). En effet, la valeur de p qui correspond à chacun d'eux doit satisfaire aux équations (3 I, pour des valeurs convenables de du, dv, X. Par suite, elle doit aussi satisfaire à l'équation obtenue en éliminant ces trois inconnues homogènes, à savoir
dx dû
da du
i)x dv
ôa ~àv
Cette équation, du second degré en p, donne les focaux.
des deux points
Les points focaux peuvent être définis autrement
Considérons toutes les surfaces (R) de la congruence qui passent par une droite D donnée. En un point quelconque F de cette droite, chacune d'elles admet un plan tangent (P) déterminé, qui n'est paslemème,en général, pour toutes les surfaces. Cherchons s'il est possible de choisir F de manière que toutes les surfaces (R) soient tangentes en ce point.
Si u et v sont des fonctions quelconques d'un paramètre t, le plan tangent P au point F de paramètre p à la surface (R) définie par ces fonctions, a pour
(*) Il peut se faire que ces deux familles ne soient pas analytiquement séparables, s'il en est ainsi des équations (5), c'est-à-dire si l'équation du second degré (4) en —
n'est pas résoluble rationnellement.
équation ( n° 307
. . / dx da \ , / dx da \ ,
\ — x — -h p — ) du — ( \- p — \ dv a
\ du ' du ) \ ov dv ]
Nous voulons que ce plan soit indépendant de la surface (R) et, par consé-
nuenl, indépendant du rapport Pour cela, il faut et il suffit que l'on ait
dv
précisément la condition (6) (l). Par conséquent, il y a deux points F qui
répondent à la question : ce sont les points focaux.
En chacun d'eux, les surfaces admettent le même plan tangent. Les deux
plans 4»] et 4>2 ainsi définis portent le nom de plans focaux de la droite D.
Leur équation s'écrit, par exemple,
dx da
du du
p devant être remplacé successivement par les deux racines de l'équation (6).
389. Les points focaux F, et F2 dépendent des deux paramètres u, v; ils engendrent donc, quand D décrit la congruence, deux surfaces Si et S2, cl"' portent le nom de surfaces focales de la congruence (2).
Si D décrit une développajjle Ai, l'un de ses points focaux, Ft par exemple, décrit l'arête de rebroussement Ct de cette développable. Si D décrit ensuite la deuxième développable A2 qui la contient, le deuxième point focal F2 décrit l'arête de rebroussement C2 de A2. Ceci nous prouve que les deux surfaces focales S] et S2 sont respectivement les lieux des arêtes de rebroussement Ci et C2 des deux familles de développables A] et A2.
La droite D est tangente aux deux courbes C! et C2, donc aux deux surfaces Zj et I.-2, qui contiennent ces courbes. Les points de contact sont Fj et F,.
Considérons une surface réglée < R) •ppartenant à la congruence. Chacune de ses génératrices D touche Si en Fi. Quand D décrit ( R;, Fi décrit, sur Si, une certaine courbe yi« Si cette courbe n'est pas tangente à D, c'est à-dire si (R) n'est pas une développable d'arête yi, le plan tangent en Fi à (R) est
(J) La condition est évidemment suffisante. Pour montrer qu'elle est nécessaire.
.. er . .. dx da dy db dz
il suffit d écrire que la direction \- ç> — j hs — > —
\du du ou ou ou ' ou
dc\
)i qui appai
tient au plan tangent à la surface v = const., appartient aussi au plan tangent à la surface u = const.
(2) Si les deux familles de développables ne sont pas analytiquement séparables (cf. note 1 de la page 4°3), il en est de même des deux points focaux et des deux surfaces focales. On dit alors qu'il n'y a qu'une seule surface focale, dont 1, et X.. sont appelées les deux nappes.
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déterminé par D et la tangente F i 0 j à y,. Mais c'est aussi le plan tangent à £j, car D et FiOj sont tangentes à cette surface. Toutes les surfaces (R) sont donc tangentes en F] à Si. On retrouve ainsi la propriété établie au n° 388 et l'on voit que les plans focaux <I>i et <£2 ne sont autres que les plans tangents en F, et F2 à S, et 12.
Si 1 R) est la développable AI; d'arête de rebroussement Ct. le raisonnement ci-dessus est en défaut au point Fj ; mais, il ne l'est pas au point F2. Le plan tangent à A| le long de D est donc le plan focal *».
Le plan <\>, admet D pour caractéristique, quand F2 décrit [%, courbe de contact de A, avec Sj. La tangente M2T2 à celte courbe est donc conjuguée de D'( n° 344;. Les courbes C2 et V* forment, sur S2, un système de lignes conjuguées.
Résumons toutes les propriétés qui viennent d'être établies :
Théorème. — Les droites d'une congruence sont tangentes communes à deux surfaces Zi et S2, appelées focales. Les points de contact Fj et F i sont appelés points focaux. Toute surface réglée non développable (R) appartenant à la congruence est circonscrite à la fois à Xj et S2, les points de contact, pour chaque génératrice D, étant les deux points focaux, qui sont dès lors les deux points de raccordement in" 368,) pour deux surfaces ( R ) quelconques . Les plans de raccordement, qui sont les plans tangents <!>! et «J^, en Ft et F2, à Zt et 12, sont appelés plans focaux.
Il y a deux familles de développables appartenant à la congruence. Les développables \^ de la première famille, par exemple, ont leurs arêtes de rebroussement Cj sur 1X et sont circonscrites à X2 suivant des courbes T2. Sur chaque focale, les courbes C et Y forment un système de lignes conjuguées.
390. Focales réduites a des courbes. — 1! peut arriver que l'une des focales, ^1 par exemple, se réduise à une courbe. Tout ce qui vient d'être dit continue à s'appliquer, mais avec certaines particularité-.
La congruence est formée de droites s'appuvant sur la courbe -1 et tangentes à la surface -2. Les développables ^1 sont des cônes circonscrits à Z-2 à partir des points Ft de Si. Les développables A2 contiennent toute> la courbe St. Le plan focal $1 est donc déterminé par D et la tangente FiTi à Si. Pour «ï»j, il d'y a rien de changé.
Il peut arriver, plus particulièrement encore, que les deux focales soient réduites à des courbes, sur lesquelles s'appuient toutes les droites de la congruence. Les développables At sont alors les cônes admettant Xj pour directrice commune et ayant leurs, sommets sur Sj. De même, les développables A2 sont les cônes ayant leurs sommets sur S» et admettant -i pour directrice.
Dans le cas particulier où les focales sont deu\ droites, on ilit qu'or, a une congruence linéaire.
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391. CoNGRUENCES ue NORMALES. — Un exemple intéressant de congruence est fourni par les normales MN à une surface quelconque S.
Le* Jeux familles de développables sont engendrées par les normales le long des lignes de courbure ( n° 346).
Les points focaux sont les deux centres de courbure principaux (n° 347). Les plans focaux sont les deux plans normaux principaux à la surface S; ils sont donc rectangulaires. Les surfaces focales sont les deux nappes de la surface des centres de courbure.
Quand M décrit une ligne de courbure Xi de la première famille, MN engendre une développable Ai, dont l'arête de rebroussement Ci est décrite par le premier centre de courbure principal F,. Le plan tangent le long de MN à cette développable est le plan ^MN, Mti étant la tangente en M à \lm Nous savons (n°389) que c'est le plan focal <ï>.2, tangent en F2 à la seconde nappe S2 de la surface des centres. C'est aussi le plan oscillateur en F, à Ci (n° 289). D'autre part, ce plan est perpendiculaire au premier plan focal «I^, tangent en Fi à Et. .11 s'ensuit que les lignes Ci ont leurs plans osculateurs normaux à Si; ce sont donc des lignes géodésiques de cette surface f1) (note i de la page 36o).
392. Il est intéressant de savoir reconnaître a priori qu'une congruence donnée est une congruence de normales.
On peut d'abord trouver un caractère analytique simple, à partir des équations (i), en supposant que a, b, c sont des cosinus directeurs, c'est-à-dire sont liés par
Pour que la congruence définie parles équations (i) soitune congruence de normales, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer p fonction de u, v, de telle manière que le point lM(X,Y, Z) décrive une surface S normale à D. Pour cela, il faut et il suffit qu'on ait, quels que soient du et dv,
a dX -~- b dX -+- c dZ = o.
En remplaçant dX par dx -+- pda -+• adp, ..., et tenant compte de (9) ainsi que de la relation
(101 a da -+■ b db -4- c de = o,
qui s'en déduit, il vient
( 1 1 1 a dx -+- b dy -+- c dz -+- dp = o.
(') On démontre que, réciproquement, les tangentes à une famille de géodésiques d'une surface quelconque forment une congruence de normales (s'appuyer sur le n° 393).
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Ceci nous montre que l'expression (12) a dx -r- b dy -+- c dz I ' du Q c/r .
où l'on a pose
., n "•/• . <>r As ~ <te . '>/ dz
o« du du dv ov dv
doit être une différentielle totale exacte, à savoir la différentielle de la fonction — p.
Réciproquement, si cette condition est remplie, on pourra déterminer p an moyen de la formule (11), à une constante arbitraire près (t. I, n° 141). Donc :
Théorème. — Pour que la congruence dcfuùe par les équations (1) soit une congruence de normales, il faut et il suffit que l'expression soit une différentielle totale exacte, c'est-à-dire que l'on ait
dp oq (i4) — = -£.
ov du Mais, il ne faut pas oublier que a, b, c doivent être des cosinus directeurs.
3!)3 Voici maintenant un caractère géométrique :
Théorème. — Pour qu'une congruence soit une congruence de normales, il faut et il suffit que les plans focaux de chaque droite de la congruence soient rectangulaires.
Nous avons vu, au n" 391, que la condition esfnécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
Pour simplifier les calculs, profitons de l'indétermination du point P sur la droite D (n" 385) et prenons-le au point focal F,. Supposons, de plus, que les développables soient les surfaces u = const. et v = const.. les secondes étant, par exemple, les développables Aj.
Lorsque v demeure constant, le point Ft doit décrire une courbe Ci tangente à D. On a donc identiquement
dx . dy oz
au OU Ou
'/. étant un certain facteur, fonction de u, v. Portant dans 1 1 î), on trouve
Dès lors, (14) s'écrit
<ii.
\ du ov
. . 'ii. [ o-x da or
dv \ du dv ou àv I
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Mais, si l'on diflerentie (i5) par rapport à v, on obtient dïx
du dv
dv
" dv1
Portant dans (16), i
il reste
Oa Ox
\db c)y
de dz
ou dv
Ou dv
du ov
Telle est, avec les hypothèses actuelles, la condition pour qu'on ait une congruence de normales.
_ , ',. . ^ , da db oc , . ,.
Or, la direction o, dont — , — > — sont les paramètres directeurs, est perdit Ou Ou
pendiculaire à D, en vertu de (10). Elle est, d'autre part, parallèle au plan
tangent le long de D à la développable A1; c'est-à-dire au plan focal <ï>2. C'est
donc la perpendiculaire à D menée dans ce plan. Elle est, par suite, normale
à <£,, puisque les deux plans focaux sont supposés rectangulaires. Mais. <î>, est
le plan tangent en F! à £t. Dès lors, la condition (17) exprime que la direc-
(dx dv dz\ , , 11 . • 1 i-
— , —, — est dans ce plan tancent: elle est évidemment remplie et dv dv Ov /
notre réciproque est démontrée.
39i. Goaiplexes. — On pourrait étudier les complexes en parlant d'équations analogues aux équations ( 1) et supposant, cette fois, x. y, z, a. b, c fonction de trois paramètres u, v, w.
Il est généralement plus commode de se donner la relation qui existe entre les quatre paramètres dont dépend la droite D dans l'espace ou mieux la relation homogène
à laquelle doivent satisfaire ses six coordonnées pluckériennes, en outre de la relation fondamentale (n° 111)
Cette relation (18) s'appelle Y équation du complexe.
Lorsqu'elle est algébrique et de degré p, on dit que le complexe est algébrique et d'ordre p.
Nous avons déjà étudié, au n" 12o, les complexes du premier ordre ou complexes linéaires, qui sont en relation étroite avec les systèmes 'le vecteurs. Nous n'y reviendrons pas.
395. On appelle cône du complexe relativement à un point P le lien des droites du complexe qui passent par ce point.
Ces droites engendrent bien un cône, car en les astreignant à passer par P,
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on les assujettit à deux conditions nouvelles, de sorte qu'elles ne dépendent plus que d'un seul paramètre (l ).
Quand on connaît l'équation (18), il est facile de former l'équation du cône du complexe, qui a pour sommet M0(a"o: JKo> -o )• En effet, soit M{x, y, z) un point quelconque de ce cône. Prenons pour coordonnées de la droite i\I0M les
coordonnées du vecteur M0M, soit
l=y<t* — Zoy, m — z0x — x0z, n = x0y—y9x.
Ecrivons que ces coordonnées satisfont à (18 1 : (21) F(x — x0, y — r„. s — z(l. y0s — z^y, z0x — xQz, x0y - - y„x) = o.
Si, dans cette équation, on regarde x.y, z comme les coordonnées courantes, elle représente l'équation du cône de sommet M0.
Si l'on veut pouvoir considérer des points à l'infini, il suffit d'introduire des coordonnées ponctuelles homogènes, en remplaçant x, y, z, x0, y0, z0
par —, — > -1 — , — , — • Si l'on multiplie les six coordonnées plijckériennes
par 1 10, pour les rendre entières en x, y. .... tih les formules (20) prennent la forme (2)
l y. = xt0— x0t, f) =rt0 — y0t, Y = zta—JS0t,
ll=y0z—s0y, m = zox — x0z, n — x0y—y0x.
En portant dans (18), on obtient l'équation homogène du cône de sommet M0, qui peut être un cylindre si l'on suppose t0= 0.
Lorsque F est algébrique et d'ordre />, il en est de même de l'équation (21). Donc, si un complexe est algébrique, il en est de même de tous ses cônes , dont le degré est égal à V ordre du complexe ,
396. On appelle courbe du complexe relativement à un plan 11 V enveloppe des droites du complexe situées dans ce plan (3). C'est, en somme, l'élément corrélatif du cône précédent.
Cherchons l'équation tangentielle de la courbe du complexe située dans le plan n0(tt0, t>0) «■'„, r0 ). Les coordonnées plijckériennes de la droite D située à l'intersection de ce plan et d'un plan quelconque ft(u, v, w , r) sont {cf.
(') On peut, plus généralement, considérer des surfaces réglées quelconques appartenant au complexe, c'est-à-dire dont les génératrices font partie du complexe.
(2) Cette forme convient aussi bien à des coordonnées tétraédriques; mais alors. les coordonnées pluckériennes n'ont plus la même signification vectorielle {cf. Chapitre VIII, Exercice proposé ne 31).
(3) On peut, plus généralement, considérer des courbes gauches quelconques appartenant au complexe, c'est-à-dire dont les tangentes font partie du complexe.
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<;ii<ip. VIII, Exercice résolu n°- 3) :
jj = Wq II ~
Portant dans (18) et regardant u, c, »•. /■ comme les coordonnées courantes, on a l'équation cherchée. On en déduit que, si le complexe est algébrique et d'ordre p, toute courbe plane lui appartenant est algébrique et de classe p.
Cette propriété et celle du numéro précédent, qui est sa corrélative, ont déjà été vérifiées dans le cas des complexes linéaires (n° 12o l.
397. Généralités sur les transformations. - Transformer une figure/, c'est trouver une autre figure F telle qu'aux éléments de f correspondent des éléments bien déterminés de F et réciproquement.
L'utilité d'une telle transformation résulte de ce que si l'on connaît une relation entre certains éléments de l'une des figures, on peut en déduire une relation entre les éléments homologues de l'autre ligure. Autrement dit, de toute propriété connue de f, on peut déduire une propriété nom elle de F. Inversement, si l'on veut reconnaître l'exactitude d'une propriété soupçonnée pour y, on peut quelquefois. par une transformation judicieuse de f, rendre la propriété évidemment exacte ou évidemment fausse pour F, d'où Ton conclut à la validité ou à la non-validité de l'hvpothèse faite.
Les transformations apparaissent ainsi comme un moyen d'investigation très commode ( ' ) et d'ailleurs des plus puissants.
Les éléments entre lesquels est établie la correspondance qui sert de définition à la transformation peuvent être de nature quelconque. On peut faire correspondre un point à un point, ou à une droite (dans le plan;, ou à un plan (dans l'espace), ou bien une droite à une droite, un plan à un plan, une
(') On peut objecter que les propriété» déduites de propriétés déjà connues, par une transformation, ne sont pas, en vérité, des propriétés nouvelles. Mais, cette objection peut s'appliquer à toutes les Mathématiques. Quand un mathématicien découvre une propriété qu'il qualifie de nouvelle, il ne fait, en réalité, que transformer, suivant les régies de la logique, les propriétés connues qui lui ont servi de point de départ. Il ne retrouve jamais, au bout de ses raisonnements, que ce qu'il y a mis au début. Le mathématicien n'invente rien, il transforme. Cela ne veut pas dire que sa besogne soit inutile, car ses transformations lui permettent de prévoir certains événements d'ordre mathématique, qui fussent, sans cela, demeurés ignorés, de même que le physicien peut prévoir, par ses déductions, un événement naturel.
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droite de l'espace à une sphère, un point de l'espace à un cercle d'un plan (cf. Ghap. XII, Exercice proposé n° 19, et Chap. XXXVI. Exercice proposé 11° 3-4), etc.
En général, la transformation est continue, c'est-à-dire qu'à deux éléments voisins dey correspondent deux éléments voisins de F. Ces éléments homologues doivent toujours, dans ce cas, dépendre du même nombre de paramètres, ainsi que cela est vérifié dans tous les exemples énumérés cidessus.
Une transformation étant définie par la correspondance entre des éléments c de la figure/et des éléments E de la figure F, on peut, en considérant des assemblages convenables d'éléments e et les assemblages homologues d'éléments E, obtenir une correspondance entre des éléments nouveaux e' et E , définis précisément au moyen des assemblages précédents.
En particulier, on peut être amené à considérer des courbes ou des suif aces homologues.
On dit qu'une transformation est une transformation de contact si à deux courbes ou surfaces tangentes de la figure f, correspondent toujours deux courbes ou surfaces tangentes de la figure I".
Transformations ponctuelles. I ne transformation esl
dite ponctuelle, lorsqu'elle fait correspondre des points à des points.
On peut, dans ce cas, prendre comme figures y et F, soit deux lignes (en particulier des lignes droites), soit deux surfaces (en particulier des plans), soil deux espaces (représentés, par exemple, par deux trièdres de coordonnées). Ces deux figures peuvent être distinctes ou confondues. Dans le deuxième cas, la transformation est dite involutive ou réciproque, >i la relation entre les points homologues m et M est symétrique, c'est-à-dire si, lorsque m vienl en M, M vient réciproquement en ///. En outre, on appelle point double, tout point qui se confond avec .son homologue.
Analytiqueuieni. dans le eas d'une correspondance entre deux espaces, représentés respectivement par les axes oxyz et OX\Z, la transformation ponctuelle continue la plus générale est définie par les formules
in X=fix,y,z), \ = g{x,y,z), Z = k( .r,y, z .
où /, g", li désignent trois fonctions continues quelconques de x, )\ z-. Au point m {x, )\ z) de l'espace/, on fait correspondre le point M (X, A , Z) de l'espace F. Inversement, si l'on se donne Al. on
détermine m en résolvant les équations (i) par- rapport à x, y, z (').
Si les figures/ et F sont deux surfaces, on a des formules analogues: mais, il n'y a plus que deux coordonnées a?, y et deux coordonnées \. ^. Ces coordonnées qui seront, en général, des coordonnées curvilignes (n° 19), peuvent être des coordonnées cartésiennes quand /et F sont des plans.
Si J et F sont deux lignes, il n'y a plus qu'une seule coordonnée x et une seule coordonnée X.
En somme, au point de vue analytique, une transformation poncluelle n'est autre qu'an changement de varia/des.
Lorsque le point m décrit une ligne c ou une surface s, le point M décrit la ligne homologue C ou la surface homologue S.
Théorème. — ■ Toute transformation ponctuelle continue est une transformation de contact.
Soient deux courbes c et c, tangentes en m et les deux courbes homologues C et C,. Je dis que celles-ci sont tangentes au point M, homologue de ///.
En effet, soient dx, ch\ dz les différentielles de x. v, z, quand on se déplace sur c, à partir de m. Soient or, or. os les différentielles analogues pour c,. D'après l'hypothèse, il v a proportionnalité entre les deux groupes et l'on a des égalités de la forme
1 2 i 0./ ■ = ~/.dx, of = ^dy, oz = 'rdz.
Si maintenant on se déplace sur G, à partir de M. les différentielles de X, Y, Z sont obtenues, en fonctions de dx, dy, dz-, par différentiation totale des formules i i > :
r/X = -^- dx -+- -f- dy -+- 4~ dz, d\ ^ .... dZ= ....
ÔX i)y •* i)z
(') Il peut évidemment y avoir plusieurs solutions et la correspondance peut ne pas être univoque. Pour lever toute ambiguïté, on peut, soit restreindre le domaine des espaces f et F, soit choisir deux points homologues particuliers m0 et M0 et suivre la correspondance par continuité à partir de ces deux points.
Quand les fonctions y, g, h sont rationnelles et que les équations (1) peuvent, en >>utre, être résolues rationnellement, on dit que la transformation est birationnellc. Elle est évidemment biunivoque.
De même, les différentielles sur Ci sont
oX - f- ox ■+■ f 07 - -L- 0- 3\ = .■:. , oZ= ....
Ox Of dz
Si l'on tient compte de ( 2). on a évidemment
SX = ). dX , 3Y = X rf) . 5Z = À d\ ;
donc. (1 et C\ sont tangentes ('). c.q.f.d.
399. La transformation est dite conforme si elle conserve les angles, c'est-à-dire si l'angle sous lequel se coupent deux courbes c et cy en un point commun m est égal à l'angle sous lequel se coupent les courbes homologues G et Ci au point homologue M.
Théorème. — Pour qu'une transformation soit conforme, il faut et il suffit que les éléments linéaires homologues soient proportionnels.
Nous entendons par élément linéraire de/ la distance ds de deux points m et m' infiniment voisins et, par élément linéaire homologue, la distance dS des points homologues M et M' {cf. t. I, n" 172).
i° La condition est nécessaire. — Soient, en effet, m. p, q trois points infiniment voisins àe f et M, P, Q les points homologues de F. Les côtés du triangle mpq peuvent être considérés comme des éléments de trois courbes et les côtés du triangle MPQ comme les éléments homologues des trois courbes homologues. Par hypothèse, les angles du second triangle sont égaux à ceux du premier; les deux triangles sont donc semblables et ont. par suite, leurs côtés proportionnels.
2" La condition est suffisante. — Car, si elle est remplie, les deux triangles précédents sont encore semblables comme ayant leurs côtés proportionnels. Ils ont, par suite, leurs angles homologues égaux.
La démonstiation précédente nous fait voir, en somme, que dan? une transformation conforme, deux figures homologues infiniment petites sont semblables. Dans le voisinage du point m et du point homologue M, la transformation est une similitude. Mais, le rapport de similitude varie, en général, avec m. Il dépend de la position des petites régions envisagées.
(') Si le lecteur est gêné par l'emploi des dillérentielles, il pourra introduire les équations paramétriques des courbes c et c„ soit
x=f{t), y = g(t), z = h(t) et *! = /,(*)• ^1=^(0, ~-, = V0-
En portant dans (1), il obtiendra celles de C et C, et leur appliquera le théorème des fonctions composées (t. I, n° 130).
TRANSFORMATION?. flj
Ce théorème est un critérium très commode pour reconnaître les transformations conformes. Il suffit, en effet, de calculer ds- et d§- en fonction qua-
dS*
dratique des différentielles dx, dy, dz C1). Le rapport À = -— doit être
indépendant de ces différentielles, tout en pouvant dépendre de x, y. z. La racine carrée n'est autre que le rapport de similitude dont il est question pins haut.
400. Dans le cas particulier où f est un plan et F une surface quelconque, on dit que la transformation conforme réalise une carie de la surface F sur le plan f.
Si x, y sont des coordonnées cartésiennes rectangulaires du plan f. l'élément linéaire*de la surface F doit alors se mettre sous la forme
rfS2= À ( dx^—dy9-),
X étant une certaine fonction de x, y.
Dans le cas particulier où F est une sphère, les considérations ci-dessus trouvent leur application à la construction des cartes géographiques.
Lorsque/" et F sont deux surfaces et que le rapport ~i. est égal à i, les éléments linéaires homologues sont égaux et, en les intégrant le long de deux courbes homologues, on voit que deux arcs homologues finis quelconques ont la même longueur. On dit, dans ce cas. que les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre. Chacune peut résulter de l'autre par déformation.
iOl. Transformations homographiques. — On appelle transformation horrio graphique, toute transformation définie par une substitution linéaire entre les coordonnées cartésiennes homogènes (2) des points Jwmologues, soit
X = ax — by — cz — et:
\ Y — a x — b'y — c'z — e' t , Ci) { ■ J
f L — a x — b y — c z — et,
V T = a"x~lj'"y — c :
le déterminant des coefficients étant différent de zéro | t. I. n" 297 . On peut dire aussi que les fonctions/, g, h des formules (i) doivent être trois fonctions homographiques, de même dénominateur.
(') Par exemple, si x,y.z sont des coordonnées cartésiennes rectangulaires, un a : ds" = dx'1 -f- dy- — dz"-.
('-) Ou tétraédriques.
4 l6 CHAPITRE XXYJll.
La correspondance entre m et M est biunivoque, c'est-à-dire qu'à un point m correspond un seul point M et inversement.
Mais, cette propriété n'est pas caractéristique, car il existe des transformations birationnelles non homographiques, comme, par exemple, l'inversion (n° 421).
Théorème. — ■ Toute courbe ou surface algébrique a pour homologue une courbe ou surface algébrique de même degré.
Cela résulte de ce que les formules (3) transforment toute équation algébrique en x, y, z, t en une équation algébrique de même degré en X, l , Z, T.
En particulier, une droite ou un plan se transforment en une droite ou en un plan.
La tangente a une courbe ou le plan tangent à une surface se transforment suivant la tangente à la courbe transformée ou suivant le plan tangent a la surface transformée.
Théorème. -- Les transformations homographiques conservent le rapport anharmonique.
En effet, soient quatre points en ligne droite m,, m2- tns, '/>,. Leurs coordonnées sont de la forme x-\-\x\ y /. y . z-\-).z', l-\-'/.t\ où 7. doit prendre successivemeni quatre valeurs a,. al>. X3, a..,, dont le rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique des quatre points. En portant dans (3), on obtient des expressions de la forme XH-àX', Y-j-VY7, Z + XZ', T — aT. Ceci prouve d'abord que les quatre points M,"", M... M ;. M , sont, en Ligne droite, ce que nous savions déjà; et ensuite que leur rapport anharmonique est, lui aussi, égal au rapport anharmonique des a. donc égal au rapport anharmonique des quatre points /// ( '). c.q.f.d.
Cette, propriété fondamentale est caractéristique do transformations homographiques. Elle peut servir a leur définition et a été employée par certains géomètres I par exemple Choies i pour é lifier une théorie purement géométrique desdites transformations.
On en conclut, en s'appuyant sur les propriétés des faisceaux de
Ci Les points m et M décrivent donc des divisions homographiques (n" 137).
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droites ou de plans que les rapports anharmoniques de ces faisceaux sont aussi conservés dans toute transformation homographique I ' i. Il en est de même du rapport anharmonique de quatre points d'une conique, qui se ramène à un rapport de faisceau et de quatre tangentes à une conique, qui se ramène à un rapport de points en ligne droite | n° 508).
402. La transformation homographique la plus générale dans l'espace dépend de io paramètres, à savoir les rapports des 16 coefficients des formules (3 ) à l'un d'entre eux (2).
On peut en profiter pour se donner arbitrairement des couples de points homologues.
Si 1 on se donne à l'avance les deux points m et M, il en résulte trois relations du premier degré entre les i5 paramètres ci-dessus, obtenues en écrivant que les coordonnées homogènes du point M sont proportionnelles aux valeurs données par les formules (3) (3). La transformation est donc complètement déterminée quand on se donne 5 couples de points homologues. Il faut toutefois que 1»système linéaire à io inconnues auquel on est conduit ait son déterminant différent de zéro, afin que la solution soit unique. Pour cela, il faut que les points donnés ne se trouvent pas dans certaines positions particulières, qui rendent le système incompatible ou indéterminé. Par exemple, il ne faut pas que trois des points m soient en ligne droite. Si les points homologues n'y sont pas, le système est sûrement incompatible, d'après ce que nous avons vu au n° 401 ; s'ils y sont, il est indéterminé.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces conditions de compatibilité et nous nous bornerons à énoncer le théorème suivant :
Théorème. — 77 existe toujours au moins une transformation homographique de l'espace qui permet de faire correspondre n points donnés de la seconde figure à n points donnés de la pre-
(') On en conclut que ces faisceaux homologues de droites ou de plans sont des faisceaux homograpliiques.
(2) On peut multiplier ces 16 coefficients par un même facteur, sans changer le point M, donc sans changer la transformation.
(3) On peut, si l'on veut, introduire un fadeur de proportionnalité comme inconnue auxiliaire. On a alors quatre équations au lieu de trois ; mais, on a une inconnue de plus.
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mière figure, pourvu que n ne dépasse pas 5 et qu en outre, si les points donnés ont certaines configurations particulières, les propriétés fondamentales (') de la conservation des droites, des plans et du rapport anharmonique, soient toujours respectées.
Ce théorème est 1res important au point de vue des applications que l'on fait habituellement, en géométrie', des transformations honiographiques. Il permet souvent de simplifier les figures, en les transformant homographiquement de manière que certains de leurs points occupent, après la transformation, des positions convenablement choisies. C est ainsi qu'on peut envoyer un, deux ou trois points à l'infini et, en particulier, transformer un plan donné en plan de l infini. On peut aussi envoyer un certain nombre de points sur le cercle imaginaire de l'infini. Les coniques qui passaient par deux de ces points deviennent alors des cercles. On peut même choisir la transformation de manière qu'une conique donnée ~ devienne le cercle imaginaire de l'infini Y (ou, plus généralement, une autre conique donnée). 11 suffit, en effet, de prendre.") points sur y et de les transformer en 5 points de V: cela est possible, d'après le théorème général énoncé ci-dessus, pourvu que le rapport anharmonique de quatre quelconques des 5 poinisoit conservé (2 i. Les quadriques qui passaient par v deviennent alors des sphères.
Si l'on transforme deux points m et m en (\cu\ points M el M conjugués par rapport à V. deux droites d el d. qui passaient respectivement par m et m . deviennent deux droites rectangulaires.
Si l'on transforme en droites isotropes (3) les tangentes à une conique donnée issues d'un point ©, le point 4> est un foyer de la nouvelle coniqi/e.
Quand on a choisi sa transformation, on étudie les propriétés de la nouvelle figure; puis, on les interprète au point de \ne projectif et on les transporte à la ligure primitive. Ou bien, on suit la marche inverse : on transforme une propriété projective soupçonnée dey' en
(') Ces propriétés constituent les propriétés projectives.
Le faisceau mx(m2mlm,tm:i), par exemple, doit avoir même rapport anharmonique que le faisceau M, (M2M . .M4 M_ l.
(9) En envoyant un point de chacune d'elles sur le cercle imaginaire de l'infini.
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une propriété métrique simple de F. Autrement «lit. on applique les principes généraux exposés au n° 397.
Bien entendu, quand on utilise, comme il vient d'être expliqué, une transformation homographique, il est complètement inutile de connaître les formules (3) qui la définiraient. On a uniquement besoin de connaître les couples de points homologues et la qonservation des propriétés projectives.
403. En géométrie plane, toutes les considération^ du numéro précédent sont valables, avec cette seule différence que la transformation homographique générale dépend seulement de S paramètres. Par contre, la connaissance île deux points homologues équivaul seulement à deux équations linéaires entre ces 8 paramètres. Il s ensuit que la transformation est généralement déterminée par quatre couples de points homologues. Le théorème gênerai énoncé pour l'espace s'applique avec la condition n \.
Quant à la transformation homographique entre deux droites, elle a été étudiée en détail au Chapitre IX; nous avons vu qu'elle esl déterminée par trois couples de points homologues (n° 137).
i<H. Points doubles. — Si les systèmes de coordonnées auxquels sont rapportés les points m et M sont les mêmes, on obtient les points doubles eu écrivant que X, Y, Z, T sont proportionnels à as, y, z, t, ce qui donne, en appelant S le facteur de proportionnalité :
• a — S) a?. -+- by — c z — e t = o,
> a' x -»- (b' — S)_jk — c z ->- e' t = o, la x H- b y — ( c — bi;-r e < = o, \ a'"x — b'"y -4- c'" z -+- ( e'" — S) t — o.
Gomme les coordonnées homogènes x, y, z, t ne peuvent être toutes nulles. on doit avoir (t. I, n° 292 ) :
Cette équation est appelée équation en S de la transformation. Elle est du quatrième degré. A chacune de ses racines, correspond, en général, une seule solution homogène du système (4), c'est-à-dire un seul point double.
Donc, une transformation homo graphique de l'espace possède, en général, quatre points doubles.
En Géométrie plane, il y a une variable de moins et le nombre des points doubles est égal à trois.
Sur la droite, il est égal à deux (n° 139).
405. Homothétie. — Pour être complète, la théorie des points doubles devrait donner lieu à une discussion de l'équation (5) et du système (4). Celte discussion très longue et quelque peu fastidieuse ne saurait trouver place ici (*). Nous nous bornerons à étudier le cas particulier suivant : J a-t-il des transformations homo graphiques de l'espace donnant lieu à un plan de points doubles'.'
Prenons ce plan pour plan / = o, c'est-à-dire pour plan de l'infini, si nous supposons des coordonnées cartésiennes (2). Le système (4) doit être satisfait, quels que soient x, y, z, pour t = o. Ceci nous donne immédiatement les conditions nécessaires et suffisantes
La transformation cherchée est donc définie par les formules
X = Sa?4-ef, Y = SjKH-e% Z = Sz -^ e" t, T = e'"t.
Employons des coordonnées cartésiennes non homogènes, c'est-à-dire faisons t = T=i; changeons, en outre, les notations, en remplaçant e, c. <
par a, 3, y ; il vie m
(6) X = a -+- Sir, Y = 0 H- S>, /. = 7 -+- S z.
(les équations onl une interprétation géométrique simple. Si I' désigne le point de coordonnées < a. Jj, y), elles équivalenl à
(7) OM = S.Om + OP,
c'est-à-dire à une homothétie de centre O et de rapport S. suivie de
— > la translation OP. En Géométrie élémentaire, on apprend que ces
deux opérations équivalent à une seule homothétie <le rapport S.
C'est ce qu'il nous est facile de vérifier par le calcul.
(') On peut la faire en suivant une marche analogue à celle du a" 171 pour les directions principales d'une quadrique, c'est-à-dire en prenant chaque point double, dès qu'il est obtenu, pour l'un des sommets du tétraèdre de référence.
(-) On peut toujours se ramener à ce cas par une transformation homographique convenable (n" 402), qui se superpose dès lors à la transformation particulière cherchée.
Soit C(x0. y0. s0) le centre d'homothétie cherchée. On doit avoir
( 8 ) CM = S . G m ;
En identifiant avec (6), on trouve
Telles sont les coordonnées du centre d'homothétie.
Nous pouvons finalement énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Toute transformation hamo graphique possédant 'un plan II de points doubles se ramène à une homothétie, par une transforma/ion h omo graphique supplémentaire envoyant le plan n à l'infini.
Si l'on ne fait pas cette seconde transformation, la première porte le nom d'homologie (1). Le plan II s'appelle plan d'homologie. Le point homologue de G, qui est le seul point double extérieur à II, s'appelle centre d'homologie.
Si l'on interprète projectivement l'égalité (8), on voit que l'homologie peul être définie directement de la manière suivante :
L'homologue 'SI de m est un point de CM tel que, si G' désigne le pour de rencontre de cette droite avec II, le rapport an/iarmonique 1 GG'Mm l doit avoir une valeur constante donnée S, appelée coefficient d'homologie.
406. Toutes les propriétés spéciales de l'homologie, et. comme cas particulier, de l'homothétie, résultent de ce que deux courbes ou surfaces homologues ont toujours en commun leurs points de ren-
" contre avec le plan FF, puisque ces points sont à eux-mêmes leurs propres homologues.
C'est ainsi que deux droites ou plans homologues se coupent dans le plan II (et, dans le cas de l'homothétie, sont parallèles)-. En partit u lier, les tangentes (ou plans tangents) en deux points homologues de deux courbes ('ou surfaces) homologues se coupent dans le plan II (et, dans le cas de l'homothétie. sont parallèles).
407. Deux courbes ou surfaces homothé tiques ont mêmes direç-
(l) Une homologie est donc la transformée homograp/uque d'une homothétie.
tîons asympto tiques, puisqu'elles coupent le plan de l'infini aux mêmes poinl s.
La réciproque n'est vraie que dans le cas des courbes ou surfaces du second degré. Démontrons d'abord le théorème suivant :
Théorème. — Si deux quadriqiies ont mêmes.directions asymptotiques, elles sont homothétiques de deux manières différentes.
Si uent ies deux quadriques
(10) f(x, y, z) = o, fi{x,y, z) = 6,
qui ont mêmes directions asympto tiques. Les deux polynômes/ et fK ont donc mêmes termes du second degré o(#, y, z). Cherchons à déterminer a. (3, v, S de manière que l'équation
soil identique à la seconde équation | to). Développons (n) par la formule de Tavloi (')-(t. I, n° 132) :
(12) /! a. (3, y) -+- S(tf/a + jK/fi-+-<s/T) -4- S««p(*. J, z ) = O.
Identifions avec
(13) y, = œ(.r, y, z) — Ci.r — <; , r -4- C'i 3 -+- Dj = o;
nous obtenons, pour déterminer a. j, y, S,
(i4) /a=SG1, /p=SC', /T = SCÏ,
Pour résoudre ce système, on peut tirer a, ^, y de (i4) en fonction de S, puis porter dans (i5). On obtient ainsi une équation du second degré en S, qui conduit, par suite, à deux solutions, conformément à l'énoncé.
Regardons la question d'un peu plus près
i" Cas de deux quadriques à centre unique. -- Prenons pour axes trois diamètres conjugués de la première quadrique; nous
(') On peut aussi utiliser la formule (20) du n° 30? du Tome I. en imaginant que / a été rendu homogène et considérant F(a-4-Sa:, £ -+- Sr. y + Sa, i-f-o).
axons (n" 46") l
Introduisons les coordonnées a, b, c du centre O, de la seconde quadrique. Nous avons (n° 461 >
Ci = — i A«, G'j = — ih!b, C"l = — •>. A"c. Les équations (i4) nous donnent alors
(17) a= — Sa, p = — S 6, y — — Sc- Portons dans (i5). il vient
Les deux rapports dliomothétie sont donc égaux et de signes contraires.
Cherchons les centres d'hômothétie. 11 nous suffit, pour cela, d'appliquer les formules (9) et (17 ) ; ce qui donne
Sa S b Se .
On en déduit que le centre G, qui correspond au rapport S. es£ tel que
GO
Z,es cfewa: centres d'hômothétie C e£ C son* conjugués harmoniques par rapport aux centres O et O, r/es afea.r quadriques. puisque les deux valeurs de S sont égales et de signes contraires.
Nous venons de retrouver des propriétés qui sont bien connues, en Géométrie élémentaire, dans le cas de deux sphères. {Cf. Exercice proposé n° lo.)
Remarque. — Si la quadrique (/) est un cône, on a D = o, donc S = o; puis, d'après (19"), xQ — y0==z„ = o. L'homothétie a pour centre O et un rapport nul. C'est une homothétie singulière. Tout point à distance finie de (/, ) a son homologue en O : par contre, un point à l'infini de (/, ) a pour homologues tous les points de la
génératrice du cône (/ ) qui passe par ce point à l'infini. Une telle homothétie n'a évidemment aucun intérêt géométrique.
Si la quadrique (fi) es! aussi un cône son centre est situé sur elle, ce qui entraîne la nullité du dénominateur de (18) et l'indétermination de S. Mais ce résultat est évident géométriquement, car deux cônes quelconques ayant leurs génératrices parallèles sont homothétiques par rapport à tout point de leur ligne des sommets.
2° Cas de deux paraboloïdes. — En choisissant convenablement
les directions des axes, on peut mettre j et fK sous la forme | nos 4o7
el 158)
f — Xx*-^- \y*-+- Cx-i-C y-r-C"z+ D,
t\ Xx- -h A.'j'--+~ Ci.r -t- C\y -t- C\ z -+- D,. Les équations i i \ ) s'écrivent alors
•2 A a — C = SC, , 2 A' p + c = se; , C" = se; .
La troisième donne S; puis, 1rs deux premières donnent a et V. enfin, en portant dans (i5), on obtient v. Il n'y a plus qu'une solution. Donc, deux paraboloïdes qui ont mêmes directions asymptotiques sont homothétiques cV une seule manière.
Nous ne pousserons pas plus loin la discussion, le cas de deux cylindres se ramenant à celui de deux coniques et le cas de deux couples de plans étant évident et sans intérêt.
409. Tout ce qui vient d'être dit aux nos 405 à 408 s'applique à là Géométrie plane par simple suppression d'une coordonnée. On trouve ainsi que toute transformation homographique admettant une droite A de points doubles se ramène à une homothétie. en envoyant A à l'infini. Si A est à distance finie, la transformation «'appelle homologie. A étant Y axe d'homologic.
Les propriétés de l'homologïe et de l'homothélie en Géométrie plane sont tout à fait analogues à celles de l'espace. En particulier, on démontre, comme aux n"" 407 et 408. que deux coniques ayant mêmes directions asymptotiques sont homothétiques de deux manières différentes, si ce sont des ellipses ou des hyperboles^ d' une seule manière, si ce sont des paraboles.
Si deux coniques de l'espace ont mêmes directions
asymptotiques, elles sont également ho mot hé tiques. On peut, en effet, par la translation de l'une d'elles, les ramener à être dans le même plan, puisque leurs plans sont parallèles. On se trouve alors dans le cas précédent et l'on sait, d'autre part (n° -405), qu'une homothétie suivie d'une translation équivaut à une homothétie. Une conséquence immédiate est la suivante :
Les sections, par deux plans parallèles, d'une même quadrique ou de deux quadriqu.es homothétiques sont deux coniques homothétiques. Car ces coniques ont mêmes points à l'infini. On peut, en particulier, appliquer ceci à une quadrique et à son cône des directions asymptotiques.
411. Transformations quadratiqles. — On appelle transformation quadratique une transformation telle que les coordonnées homogènes X, Y, Z, T du point M puissent s'exprimer sous forme de polynômes homogènes et du second degré par rapport aux coordonnées homogènes x, y. z, t du point homologue m et vice versa.
La définition est, comme on le voit, analogue à celle des transformations homograpliiqu.es; la seule différence est que les formes linéaires (3; doivent être remplacées par des formes quadratiques.
Nous ne pouvons pas entreprendre ici une étude complète de ces transformations. Nous nous bornerons à en esquisser la théorie dans le seul cas de la Géométrie plane, sauf en ce qui concerne 1' 'inversion, que nous étudierons aussi dans l'espace, à cause de son importance particulière.
La transformation quadratique plane la plus générale est définie par
f, g, h désignant trois formes quadratiques en x, y, z, telles qu'en résolvant les équations (n) par rapport à x, y, z. on obtienne, à un facteur commun près, une solution rationnelle (') en X, Y, Z. II revient au même de dire que les deux coniques, définies par les équations en x, y, z :
( Xh(x, y, z) — Zf(x, y, z) = o, ( ^hfx,y, z) — Zg{x,y, z) = o,
doivent se couper en un point m dont les coordonnées puissent se calculer rationnellement en fonction de X, Y, Z. Or, deux coniques se coupent en quatre points. Si les fonctions f, g, h sont prises au hasard, à chaque
( ' ) Nous supposons, pour le moment, que cette solution est simplement rationnelle. Nous verrons ensuite qu'elle est nécessairement du second degré.
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point M correspondent donc quatre points m et la transformation n'est pas birationnelle. Pour qu'elle le soit, il suffit que, parmi ces quatre points, un seul soit variable avec M, les trois autres a, b, c étant fixes et, par conséquent, communs aux trois coniques
(23) /=Pi ff'=o, h = o.
On peut démontrer et nous admettrons que cela est aussi nécessaire.
412. Les points a, b, c, qui portent le nom de points fondamentaux, ne sauraient être en ligne droite, sans quoi les coniques (z3) auraient une droite commune; y, g, h auraient un facteur linéaire commun et, en le supprimant, les formules (21) définiraient une transformation homographique.
Prenons le triangle abc, appelé triangle fondamental, pour triangle de référence. Les coniques (28) lui étant circonscrites, y, g, h ne renferment pas de termes carrés et les formules (21) prennent la forme
a. b. ..., c" étant neuf constantes, dont le déterminant doit être supposé différent de zéro, sans quoi X, Y, Z seraient liés par une relation linéaire.
M<>\ ennant cette hypothèse, on peut tirer, de ( i\ ), yz, zx, xy en fonctions linéaires et homogènes de X, Y, Z. Ces trois formes linéaires sont indépendantes (t. I, n° 296): prenons-les comme nouvelles coordonnées du point M; nous avons alors
(25) yz = X, zx = Y, xy = Z: d'où, au facteur xyz près,
(26) x = YZ, y = ZX, z = XY; ou bien encore, toujours à un facteur près,
(27) xX = 1, yY = l, zZ = i.
En définitive, nous voyons que, si Von choisit convenablement les triangles de référence t et T, auxquels sont rapportés respectivement les points m et M, la transformation quadratique la plus générale peut être définie par les formules (i5), (26) ou (27).
Si l'on revenait à des triangles de référence quelconques, les formules (20) et (26) nous montreraient que les coordonnées de chaque point s'expriment en fonction homogène et du second degré des coordonnées de l'autre, conformément à la définition générale du n° 411.
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413. Énonçons maintenant quelques propriétés des transformations quadratiques.
Les triangles t et T sont appelés, avons-nous dit, les triangles fondamentaux; leurs sommets «, b. c et A. B, G sont les points fondamentaux.
Si y et z sont nuls, \. V, Z le sont aussi, d'après (a5). De même, si Y = Z = o, on a x = y = z = o, d'après (26). L'homologue d'un point fondamental est donc indéterminé.
Pour lever l'indétermination, on peut imaginer que m, par exemple, tende vers a, eïi suivant une droite déterminée aX, définie par l'équation
( 28) vy -t- w z = o.
» >n peut prendre pour coordonnées de m
Portons dans (25) et divisons par X : il vient* ( 29) X = — X vw. Y = — v, Z = w.
Si maintenant X tend vers zéro, de manière que m tende vers a, nous voyons que M tend vers le point A> (X = o, Y = — v, Z = w). On peut donc, de ce point de vue, considérer que a a pour homologues tous les points du côté BC. D'une façon plus précise, si m tend vers a en suivant la droite (28), M tend vers le point de rencontre de BC avec la droite
(3o) (iY + cZ = o.
Bemarquons d'ailleurs que si, dans (29). on fait varier X, le point M décrit la droite (3o). Donc :
Théorème. — L'homologue d'une droite d passant par a estime droite D passant par A.
L'équation de l'une se déduit de l'équation de l'autre par simple échange des coefficients.
414. ThÉobeme. — L'homologue d'une droite quelconque d tracée dans le plan du triangle abc et ne passant par aucun de ses sommets est une conique Y circonscrite à ABC et réciproquement.
En effet, si ni décrit la droite d d'équation
fin 11 x — vy — w z = O,
M décrit la conique T
< 3a) mYZ — vZX -+- h'XY = o,
qui est bien une conique quelconque circonscrite à ABC. Réciproquement, si M satisfait à (3*2), m satisfait à (3i).
On a évidemment un énoncé analogue, en échangeant le? rôles des deux triangles fondamentaux.
Théorème. — A toute courbe algébrique (s) de degré m et admettant les points fondamentaux a, b, c pour points multiples d'ordres respectifs /?i, pi, p3, correspond une courbe algébrique (S) de degré
im — (pi-Jt-p<t-hp3)
et admettant les points fondamentaux A, B, C pour points multiples d'ordres respectifs m — (/>2-t-/?3), m — (/?3 + />i), nt — (pi-+- p-i )•
On pourrait le démontrer par le calcul. La démonstration suivante nous paraît plus simple.
Coupons (S) par une droite D quelconque. Pour cela, il nous suffit de prendre les homologues des points de rencontre de (5) avec la conique 7 homologue de D. Le nombre total de ces points est 1 m. Mais, il faut en enlever les points fondamentaux (i) a, b, c, qui comptent respectivement pour pt, p.2, p3 points dans l'intersection. Il ne reste que im — ( p\ -+- p^-t- p3) points, dont les homologues appartiennent à la fois à D et à (S). Ce nombre •est donc bien le degré de (S).
Si D passe par A, son homologue est une droite d passant par a. Elle coupe (s) en m — px points autres que a; donc, D coupe (S) en m —pi points autres que A. En retranchant ce nombre du degré im — (p 1 -4- p^ -+- p3 ) précédemment trouvé, on obtient le nombre de points confondus en A, soit1 m — i Pî+Pz)- Le point A est donc bien un point multiple d'ordre m — ^pi-T-pz).
On peut le voir autrement en comptant les branches de (S) qui passent par A; cela nous donnera du niême coup les tangentes à ces branches.
Si M tend vers A sur l'une d'elles, de tangente AT, m tend vers un point t de bc. Comme ce point doit appartenir à (s), nous voyons que le nombre de branches cherché est égal au nombre de points de rencontre de (s) avec bc, abstraction faite des points b et c. Ce nombre est égal à m — (p$-l- P3), puisque b et c comptent respectivement pour p% et p3 points.
Ce raisonnement nous prouve que les tangentes en A à (S) sont les droites homologues des droites joignant a aux points de rencontre de (s) avec bc.
415. Transkormation du second ordre. — Tout ce qui vient d'être dit dans les nos 411 à 414 s'applique sans qu'il soit nécessaire de supposer confondus les
(') Au point a, ne saurait correspondre un point M0 commun à U et à (S), car suivant que m tend vers a sur 7 ou sur (s), la position limite de M est différente ( n° 113 ) ; elle ne peut donc être M0. Ce raisonnement ne serait en défaut que si 7 et ( s) «'■taient tangentes en a; mais, cela n'est pas possible quelle que soit la droite D.
plans abc et ABC. Autrement dit, la correspondance étudiée peut très bien être établie entre les points de deux plans différents.
Supposons maintenant, au contraire, ces deux plans confondus. On ditalorque la transformation quadratique précédente est une transformation du second ordre lorsque les deux triangles fondamentaux sont confondus.
Comme un changement de triangle de référence équivaut à une transformation homograpliique, quand on fait correspondre les points qui ont mêmes coordonnées dans les deux systèmes, on conclut immédiatement que toute transformation quadratique équivaut à une transformation du second ordre suivie d'une transformation homo graphique.
Thkorkmk. — Toute transformation du second ordre est involutive (n° 3î)8).
Car les formules (9.7) sont symétriques par rapport aux deux groupes de variables x,r, z et X, Y, Z.
Thkork.me. — Une transformation du second ordre est déterminée par son triangle fondamental et un couple de points Iiomologues.
D'après les formules (27), il semble que la transformation soit entièrement déterminée par son triangle fondamental, puisque ces formules ne renfermenl aucun paramètre. En réalité, il y a tout de même quelque chose d'arbitraire, c'est le point unitaire du système de coordonnées ( n° 152). Si on le change, en le prenant n'importe où dans le plan, les coordonnées sont multipliées par desfacteurs constants et les formules (27) prennent la forme
( ;n> 1 xX = a, yY = $, sZ=y>
a, 3, y étant trois constantes quelconques. Telles sont les formules qui définissent la transformation du second ordre la plus générale, quand on a fixé le point unitaire du système de coordonnées.
Dès lors, on voit bien qu'on peut se donner arbitrairement deux points homologues, car il suffit de prendre pour valeurs de y., 3, y les produits de leurs coordonnées de même nom. Cela détermine évidemment la transfoimation.
THÉORÈME. — l ne transformation du second ordre possède quatre fjoi/its doubles.
En effet, ils sont donnés, en revenant aux formules (27), par
d'où les quatre solutions (1, 1, 1), (1, 1, — 1), (i. — j. 1), 11. — 1. — 1).
On peut remarquer que les formules (27) sont caractérisées, dans le groupe des formules générales (33), par la condition que le point unitaire soit un point double.
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TilÉORÈME — La polaire d'un point m par rapport à toute conique ^ passant par l<-s quatre points doubles passent par le point homologue M.
L'équation générale des coniques S peut s écrire
À x- -- <xy- ■+- v z'2 = o,
avec la condition
La polaire du point m(x,y,z) a pour équation
i - I XX ./■ — ;j. Yj' + vZ; =u.
Elle est bien satisfaite par les coordonnées du point M, en vertu de (27) el de (36).
On conclut de ce théorème une définition géométrique de la transformation :
Le point M homologue de m est le point de concours ( n" 505) des polaires de m par rapport aux coniques du faisceau ponctuel qui admet les points doubles pour points de base.
- Tout faisceau ponctuel permet, de la sorte, de définir une transformation du second ordre (1). Gela nous montre, en passant, qu'une transformation du second ordre est déterminée par ses quatre points doubles.
416. Transformation par points inverses. — On appelle ainsi une transformation du second ordre dont les points doubles sont les centres des cercles inscrits et exinscrits dans le triangle fondamental.
Les coordonnées trilinéaires employées dans les formules (27) sont alors des coordonnées normales (n° 155) puisque le point unitaire est un des points doubles. Jl en résulte la propriété suivante :
Théorème. — Les distances de deux points homologues à chaque enté du triangle fondamental sont inverses.
D'où le nom donné à la transformation.
Théorème. — Les points homologues sont foyers associés des coniques inscrites dans le triangle fondamental.
En effet, étant donné un point quelconque m, il y a une conique et une seule inscrite dans le triangle et admettant m pour foyer, puisqu'on en connait
(l) On le voit en prenant le triangle conjugué commun In" 184) pour triangle de référence et l'un des points de base pour point unitaire.
cinq tangentes (n° 499). Le foyer F associé à m satisfait au théorème précédent (n° o)5o). C'est donc le point M homologue de m.
Théorème. — Les droites joignant deux points homologues à un sommet quelconque du triangle fondamental sont isogonales par rapport à ce triangle.
Gela résulte du théorème précédent et du théorème de Poncelet (n°516).
Thkorèmk. — La transformation par points inverses peut être définie au moyen d'un faisceau d'hyperboles équilatères.
En effet, les points doubles forment un groupe oi thocentrique. Les coniques X du n° 41 o sont donc des hyperboles équilatères et réciproquement.
Théorème. — Les points cycliques sont deux points homologues.
Car ils sont conjugués par rapport aux hyperboles ^.
Théorème. — La droite de l'infini a pour transformé le cercle circonscrit au triangle fondamental .
Cela résulte du théorème précédent et du théorème du n° 41-4.
417. INVERSION. — Considérons une transformation du second ordre admettant pour points fondamentaux les points cycliques et un point 0 quelconque. Soit, d'autre part. A un des points douldes ( ').
On pourrait étudier géométriquement les propriétés spéciales de cette transformation, en utilisant, par exemple, les coniques -. qui sont les hyperboles équilatères de centre O et passant par A. Nous préferons suivre une marche analytique.
Prenons deux axes rectangulaires O ; et Oc,, le premier passant par le point A, dont nous désignerons l'abscisse para. Introduisons, en même temps, un système de coordonnées trilinéaires x. y, z admettant le triangle OU pour triangle de référence et le point A pour point unitaire. On passe d'un syst.ème à l'autre par les formules
,__. \ — ir. t — i r
/on t x —y i ' —y)
}. Z HZ
Cela posé, appliquons les formules (ss5). Le point M', homologue de m. a pour coordonnées trilinéaires
(') Cela suflit pour déterminer la transformation, en vertu d'un théorème «lu n° 415. car un point double est un couple de points homologues.
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on en déduit ses coordonnées cartésiennes (;'. i\') par les formules (3o X-4-Y . £ X-ï . n
lA ;- T? ' 2lZ Ç2 .,"
Laissant maintenant de coté les coordonnées trilinéaires, remplaçons les lettres ;. r par -r. r . nous voyons que la transformation considérée est définie par les formules suivantes :
qui entrainent d'ailleurs les formules symétriques, puisque la transformation est involutive 1 n -ilo).
Ces formules ont une interprétation géométrique simple. D'abord, si l'on change y en — y, ce qui remplace m par le point M symétrique par rapport à Ot, elles deviennent
x*-hy* ou, en introduisant les coordonnées polaires 10, p du point M,
■ 1 > x = — costo, r = — sinco.
Les coordonnées polaires de M' sont donc ( i3; w = 10, p = — •
I tn en déduit que le point M' se trouve sur < >M et satisfait à la relation
(44) ÔMÔM = a"-.
< >n reconnaît la transformation étudiée en Géométrie élémentaire sous le nom (Y inversion ou transformation par rayons vecteurs réciproques. Donc :
ThÉORÈME. — Toute transformation du second ordre admettant pour points fondamentaux les points cycliques et un point O équivaut à une inversion de centre O an:oinpagnée d'une symétrie par rapport à une droite passant par O.
ilS. Nous allons maintenant étudier spécialement les propriétés
ilr V inversion .
Rappelons que le point O est appelé centre on pôle d'inversion <■[ le produil constant a2 puissance <i inversion. Cette puissance peut
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(I ailleurs être positive ou négative) suivant le cas, a esl réel ou imaginaire pur.
Le cercle I de centre 0 el de rayon a porte le nom de cercle d'inversion. < "esl le lieu «!«•- points doubles de la transformation. < Mi peu! caractériser les points homologues .M h M par la condition d'être conjugués par rapport à ce cercle el d'appartenir .< un même diamètre.
On | > < ■ 1 1 1 appliquer l<: théorème général du n H», en remarquant |ue la ~\ métrie Faîte au n° -il 7 n'a f.iii qu'échangei les pointa cycliques.
On retrouve ainsi les propriétés suivantes, bien connues en G métrie élémentaire el sur lesquelles nous n'insistons pas :
L'inverse d'une droite ne passant pas par le pôle est un cercle
passant par le pôle.
L'inverse d'un cefcle ne passant pas par le pôle est un autre cercle ne passant pas par le pôle.
On ;i au ^ - 1 1 énoncé suivant :
Tin orème. - L'inverse d'une conique ne passant pas par le pôle est une quartique bicirculaire admettant ce pôle pour point double.
L'inverse a 'Une conique passant par le pôle est une cubique circulant- admettant ce pôle pour point double.
Il sérail aisé <!<• démontrer ces propositions directement en refaisant les raisonnements du n° 114, c'est-à-dire en coupant la transformée par une droite d'abord quelconque, puis passant par <> ou par un point cyclique. On peut aussi employer le calcul, en portant les mules (41) dans une équation «lu second degré «-n x . y avec ou sans terme constant {cf. n° 122). Nous laissons au lecteur le soin de développer toutes ces considérations.
( lontentons-nous ici «le montrer que 1«' point < ) est un peint double et de trouver les tangentes en ce point.
Pour que M' vienne en 0, il faut el il suffit, d'après i i ), que .M aille à l'infini. Or, la conique a deui points à l'infini. Dune, M vient deux fois en O et les tangentes en ce point sont parallèles aux directions asymptotiques de la conique.
It.VAG. — Cours. II.
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419. Étudions les propriétés de l'inversion en ce qui concerne les tangentes.
Le | >lus simple esl d'employer les coordonnées polaires, en utilisant la relation
Si on la dérive logarithmiquement par rapport à 10, on obtient
jh_ d-J _
z, do) rJ doi
ou. en introduisant l'angle A du rayon vecteur avec la tangente
col Y — cot V = o.
On déduit de là V'= — A . Donc :
Théorème. — Les tangentes à deux courbes inverses en deux points homologues M et M' sont symétriques par rapport à la perpendiculaire A au milieu de MM'.
11 équivaut de dire que le cercle C qui passe par M, W et qui est tangent en M à la courbe (S) est aussi tangent en M' à la courbe (S') (').
Si l'on considère deux courbes S et S, passant par M et les courbes
inverses S' et S\, qui passent par M', l'angle TMT, est symétrique de
l'angle T'M T, par rapport à A. Ces deux angles sont donc égaux ; d'où :
Théorème. — L'inversion conserve les angles; c'est une transformation conforme i n° 399).
< »n peut retrouver ce théorème par la comparaison des éléments linéaires. On a. par exemple,
dS* = dp? — p2 û?0)2 == p* ( -Ç — d(U*\ ,
ds'i = p'2 | ^_ + dtO* ) = p'2 ( ^- - d,,A ,
Ce i est un cas limile de la propriété suivante : Deux points quelconques et leurs homologues sont sur un même cercle. On démontre cette proposition en Géométrie élémentaire et l'on s'en <ei i | ni comme point de départ pour
établir la propriété de; tangentes.
car, d'après (45), on ;i
On a donc
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d£_ dp
ds' ds
Les éléments linéaires sonl bien proportionnels.
On peut aussi obtenir la formule (46), en établissant d'abord une formule bien connue en Géométrie élémentaire et qui donne le rapport de la distance M'Mi à la distance MAI, des points homologues. D'après les formules C [l'on a
= a-r - y r - x<i ■+■ y 2 — 2 ( A x' + y\ y ) ■■-> , », „„.. (x\T — .ri.r)
[p«+ p'ï — 2(.r,a7 4-jKi7)]
d'où
- —\(ri-*)*--(yi-y)ï]= iïtïmm»î
Pip Pi ,j~
MM', = f!-MM1= £-MM,
M\r, _ mm, p' pi
En supposant Mi infiniment voisin de M, on retrouve ( J6 I.
i20. Courbes anallagmatiques. — On appelle ainsi toute courbe (A) ^«i e\s£ à elle-même sa propre inverse.
Lu moyen très simple d'obtenir toutes les courbes anallagmatiques consiste à observer qu'à chaque couple de points homologues M, M' on peut faire correspondre un cercle G bitangent à (A), les points de contact étant précisément M et M'. Cela résulte, en effet, de ce qui a été vu au n" 419. Ce cercle est orthogonal au cercle d'inversion l (n° 418). puisqu'il est divisé harmoniquement par un de ses diamètres (n° 170).
Nous avons \ u la réciproque au n° "211 . Donc :
Théorème. — La courbe dnallagmatique la plus générale est obtenue (') en prenant V enveloppe' d'une famille quelconque de
(') Pour l'équation générale d'une telle courbe; cf. Chapitre \\, Exercice proposé
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cercles orthogonaux à un cercle fixe; ce dernier est le cercle d'inversion ou cercle cl' anallagmatie .
421. Inversion dans l'espace. — L'inversion dans l'espace a la même définition que dans le plan. Mais, il y a alors une sphère d inversion S, qui est le lieu des points doubles de la transformation et par rapport à laquelle deux points homologues quelconques sont conjugués.
Si l'on prend trois axes rectangulaires quelconques Oxyz avant pour origine le pôle d'inversion, les coordonnées de deux points homologues sont liées par les relations réciproques, analogues à (4 1) •
En effet, si nous désignons par z la distance OM, les cosinus directeurs de la droite OM, orientée de O vers M, sont -,-■,-• Si p' est la mesure algébrique OM' sur cette droite, on a
Or, p'= — • En portant dans les formules ci-dessus et se rappelant
que z- = x- -\- y- -*- z-, on obtient (48).
422. Les théorèmes du n° 418 s'étendent à l'espace de la manière suivante :
Théorème I. — L'inverse cV un plan P ne passant pas par O est une sphère passant par O.
Théorème IL — L'inverse d'une sphère S ne passant pas par O est une sphère S' ne passant pas par O.
Théorème III. — \J inverse d' une quadrique Q est une cyclide du troisième ou du quatrième degré, suivant que cette quadrique passe ou ne passe pas par O.
Démontrons tout ceci par le calcul. Soit d'abord (J9j ux -\- vy -\- wz -*- r — o,
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l'équation du plan P. En y remplaçant x.y. z par les expressions (48), on obtient
(5o) it x -f- v y -f- w z H -(x--\- y--i- z-) = o,
équation d'une sphère passant à l'origine. D'où le théorème I. Soit maintenant l'équation d'une quadrique Q :
(5i) Aa?2-f- A>s \-A'z*
-h 2 Bjj -f- iB' zx -+- 1 B" xy -f- i Cx ■+■ i C'y -f- iC" z -f- D = o.
En opérant comme ci-dessus, on trouve que l'équation de la surface inverse est
(52) A^24- A>2-+- A "z*-h iByz-±- iB' zx ■+- ?.B"xy
ofr2-r- V2-r- Z-) D
- -V= — '■ {Gx + C'y ■)- C" z)+ —L(x*+ y*-*- z*)*= o.
Dans le cas général, on a bien une ejelide du quatrième degré (n° o82). L'origine en est un point double, le cône des tangentes étant le cône des directions asymptotiques de Q.
Si Q passe à l'origine, D = o, la cyclide n'est plus que du troisième degré.
Si O est une sphère, on a A = A' = A "= i . B = B = B"=^ o.
L'équation (02) contient x--\- v2 -f- ^2 en facteur; en supprimant ce facteur, il reste
D(x\-+-y*-+- z*) + <2a'-(Cx -±- C'y + L" z) -h a* = o, équation d'une sphère, conformément au théorème II.
423. L'inverse d' une ligne peut s'obtenir en la considérant comme l'intersection de deux surfaces S et S|, dont on prend ensuite les inverses. Comme surface S(, on peut prendre, par exemple, un cône de sommet O.
Théorème. — L'inverse d'un cercle G est un cercle O.
Si le plan de C passe par O, on est ramené à la Géométrie plane. Sinon, on peut considérer C comme l'intersection de deux sphères S et S,, dont les inverses sont des sphères S' et Sj, se coupant suivant le cercle C
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Pour avoir le plan P' de G', il suffit de prendre pour S La sphère qui passe par O.
Le cône de sommet O et de base C est un cône du second degré, donl C et C sont deux sections circulaires. On dit quelquefois que les plans P et P' de ces sections sont des plans antiparallèles.
On dit aussi que ce sont des plans cycliques (n° 480).
424. Les propriétés des tangentes s'étendent à l'espace et donnent lieu au théorème suivant :
Théorème. — Les tangentes à deux courbes inverses ou les plans tangents à deux surfaces inverses en deux points homologues M et M' sont symétriques par rapport au /dan 1T perpendiculaire au milieu de MM'.
Ce théorème peut se déduire du théorème du n" 419.
Soient, en effet, d'abord les deux courbes inverses C et C.
Imaginons une courbe quelconque G, tangente en M à C et située dans un plan passant par O. Son inverse G', est tangente en M' à G'. puisque l'inversion est une transformation ponctuelle, donc une transformation de contact (n° 398). Nous sommes dès lors ramenés au cas de lit Géométrie plane.
S'il s'agit maintenant de deux surfaces inverses S et S . il suffît de considérer leurs sections par les plans passant par OMM'.
Comme au n° 419, on déduit de ce théorème que Vinversion dans l'espace conserve les angles; c'est une transformation conforme ({). Cela résulte aussi de la formule ( i'i). qui est évidemment vraie dans l'espace, ainsi que ( \~). puisque les quatre points M, M,. M', M', sont dans un même plan.
42a. Courbes gauches et surfaces axaixagmatiques. — Elles se définissent comme en Géométrie plane | n" 420) et sont susceptibles d'un mode de génération analogue, déduit de la considération du cercle ou de la sphère tangentes en M et M'a la courbe ou à la surface. Contentons-nous d'énoncer le résultat, que le lecteur démontrera sans peine, en répétant le raisonnement du n° 420 et se reportant, pour les réciproques, au Chapitre XIX (n°28a et Exercice proposé n° 21).
f1) On démontre que toute transformation conforme clans l'espace peut être obtenue par une succession d'inversions. Ceci n'est pas vrai clans le plan.
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Théorème. — \° La courbe gauche analla gmatique la plus générale est l'enveloppe d'une famille de cercles orthogonaux à une sphère fixe S et dont les axes engendrent une surface développai/le.
1° La surface anallagmatique la plus générale est l'enveloppe d'une famille de sphères orthogonales à une sphère fixe. Si la déférente est une courbe, l'enveloppe des cercles caractéristiques est la courbe anallagmatique la plus générale.
42(3. Transformations corrélatives. — Au point m(x.y. z. t) de l'espace/, faisons correspondre le plan P de l'espace F, dont les coordonnées homogènes (') u. v. iv, r se déduisent de x, y, z. t par une substitution linéaire
r = a'"x -+- b'"y ■+■ cr" z -+- é" t.
Cette correspondance définit, entre les deux figures, ce qu'on appelle une transformation corrélative.
Ce n'est pas une transformation ponctuelle.
Au n° 306. nous en avons rencontré un cas particulier, à savoir la transformation définie par les formules
C'est celle qui nous a conduit au principe de dualité. Nous l'appellerons la transformation canonique.
La transformation corrélative générale (53) équivaut à la transformation canonique (54), accompagnée de la transformation homographique générale (3).
On peut donc, si Ton veut, se borner à étudier les propriétés de la transformation canonique. Comme cette étude a été faite (nos 306 à 308). nous nous bornerons à en rappeler rapidement les résultats, en les appliquant à la transformation corrélative générale (53).
Théorème I. — Si m décrit un plan p, P passe par un point fixe M et réciproquement.
A tout point M de F. on peut, de la sorte, faire correspondre un plan p de f. Cette correspondance définit une autre transformation corrélative entre F et/, que nous appellerons la transfcrmation associée T' de la transformation proposée T.
(') Ces coordonnées peuvent ne pas se rapporter au même tétraèdre de référence que les coordonnées x, y, z, t.
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THÉORÈME IF. — Si m décrit une droite d, P passe par une droite fixe D. Si le plan p tourne autour de d, le point M décrit D.
Le rapport anharmonique de quatre points ni i ou M ) est égal au rapport anharmonique des quatre plans P (ou p) homologues.
La droite D est la transformée de d.
Théorème III. — A deux droites d qui se rencontrent, correspondent deux droites D situées dans un même plan.
Théorème IV. — Si m décrit une courbe c. P enveloppe une développable A. A la tangente mt à c correspond la génératrice de contact G de P avec A.
Si M décrit V arête de rebroussement C de A. p enveloppe la développable o dont c est l'arête de rebroussement.
Aux plans tangents à c correspondent les points de A et aux points de o correspondent les plans tangents à G.
On dit que A est la transformée de c et d est la transformée de o. Lorsqu'elles sont algébriques, la classe de chaque développable égale le degré de la courbe homologue.
Si deux courbes c et c' se rencontrent en m, leurs transformées A et A' ont un plan tangent commun P. Elles sont tangentes au point M homologue du plan tmt'.
Si deux courbes c et c' sont tangentes en /??, leurs transformées A et A' sont tangentes tout le long de la droite G homologue de mt.
Théorème V. — Si m décrit une surface non développable s, P enveloppe, une surface S, qui n'est ni développable, ni réduite à une courbe. Si M décrit S, p enveloppe s.
On dit que S est la transformée de s. Lorsqu'elles sont algébriques, le degré de chacune d'elles égale la classe de l'autre.
Si deux surfaces s et s' sont [tangentes, leurs transformées S et S' le sont aussi. Au point de contact m et au plan tangent commun /?, correspondent respectivement le plan tangent commun P et le point de contact M.
Ce théorème et le précédent nous prouvent que les transformations corrélatives sont des transformations de contact.
'r2~ . Les transformations corrélatives, en Géométrie plane, se définissent comme dans l'espace, mais avec une variable de moins. Au point m, correspond a lors une droite D.
Elles se ramènent, par transformation homographique. à la transformation canonique étudiée au n" 297.
Le théorème I s'applique encore et sert à définir la transformation associée. On a aussi la propriété relative au rapport anharmonique.
Le théorème V s'applique également, en remplaçant les surfaces par des courbes.
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428. Transformation par polaires réciproques. — Soif une quadrique Q, définie par l'équation homogène
Au point ni(x. y, s, t), faisons correspondre son plan polaire I' />ar rapport <i Q (n° 132). Les coordonnées de ce plan i ' i sont données, comme on sait, par les formules
(56) u = i/j., v = l-fy, w = l-fi, r = -Jt.
Elles sont linéaires. Donc, elles définissent une transformation corrélative. Cette transformation porte le nom de transformation par plans polaires réciproques par rapport à la quadrique Q, qui est appelée quadrique directrice.
En particulier, la transformation canonique (54) est une transformation par plans polaires réciproques par rapport à la quadrique
Toute transformation corrélative se ramène à une transformation par plans polaires réciproques par l'intermédiaire d'une transformation homographique convenable.
Les théorèmes 1 à V du n° 426 s'appliquent évidemment aux transformations par plans polaires réciproques. Faisons seulement les remarques suivantes :
Si m décrit le plan/?, nous savons que P pivote autour du pôle M de p (n° 435). Donc, les transformations T et T' sont identiques.
Deux droites homologues sont deux droites conjuguées par rapport à la quadrique directrice (n° 436 ).
La quadrique directrice se transforme en elle-même , car l'homologue d'un de ses points est le plan tangent en ce point.
On définit, de même, en Géométrie plane, la transformation par polaires réciproques par rapport à une conique donnée. On peut faire, à son sujet, des remarques analogues à celles émises ci-dessus.
(') Nous rapportons, celte fois, les coordonnées u. r. iv. r au même tétraèdre de référence que x, y, z, t.
LIVRE II
Dans le Livre I. nous avons exposé les propriétés générales des lignes et des. surfaces. Nous avons du. en outre, étudier, dés le début, à cause du rôle important qu'ils jouent en Géométrie, la droite. Le plan, le cercle et la sphère. Mais, il y a encore beaucoup d'autres courbes el surfaces particulières qui se présentent fréquemmênl dans les applications. Ce sont ces courbes et surfaces que nous allons maintenant étudier, en utilisant tous les moyens d'investigation que nous ont fournis les théories du Livre ï.
Nous considérerons d'abord les courbes et surfaces du second degré, puis quelques courbes et surfaces particulières du troisième el du quatrième degré et enfin plusieurs autres courbes et surfaces classiques algébriques ou transcendantes.
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429. Les courbes du second degré sont connues depuis la plus haute- antiquité. Elles ont été étudiées par de nombreux géomètres, dont quelques-uns des plus célèbres, sous le nom de sections coniques (par abréviation coniques), parce qu'ils les considéraient comme sections planes d'un cùne à base circulaire.
Les surfaces du second degré doivent principalement leur développement à la Géométrie analytique, à laquelle elles ont fourni, en même temps que les coniques, un vaste champ d'applications, qui, pendant longtemps, a éclipsé tous les autres, mais doit être maintenant réduit à de plus justes proportions.
Nous mènerons de front l'étude des courbes et des surfaces, en commençant par les propriétés projectives, c'est-à-dire celles qui se conservent dans toute transformation homographique (n° 401).
Ces propriétés sont indépendantes du choix des axes ou, plus généralement, du triangle ou tétraèdre de référence. Elles sont communes à toutes les courbes ou surfaces du second degré et s'établissent très simplement à partir de leur équation générale.
Dans tout ce Chapitre, nous emploierons des coordonnées homogènes, qui pourronl être indifféremment regardées comme cartésiennes ou tétraédriques. Nous ne ferons aucune distinction entre le réel et l'imaginaire.
430. Dégénérescences. - La surface du second degré la plus générale est définie par
?i f désigne une forme quadratique quelconque (t. 1, n° 300). En
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supprimant la variable /. on aj de même, L'équation générale d'une courbe du second degré (').
Nous savons (t. \, n° 301 > que la forme /" peut être décomposée en une somme de 4? 3, 2 ou i carrés indépendants. \ oyons quelle esl l'interprétation géométrique de cette proposition analytique.
Premier cas : Quatre carrés. — C'est le cas général. Nous verrou-, au Chapitre \\\. quelles sont les différentes formes que peut alors 'affecter la surface. Pour l'instant, nous conviendrons seulemenl de dire qu'elle est une quadrique véritable ou non dégénérée.
Deuxième cas : Trois carrés. — L'équation prend la forme (■2) P2 — Q2^-R2 = o.
D'après le n° 375, elle représente un cône, donl le sommet est à l'intersection des plans P = o. O — o, R= o.
En Géométrie plane, on a une conique véritable ou non dégénérée (2).
Troisième cas : Deux carrés. — L'équation prend la forme
Elle se décompose en deux. équations du premier degré
(4) P±iQ = o
et représente un système de deux plans, dan- l'espace, de deux droites, dans le plan.
Quatrième cas : Ln carré. — L'équation prend la forme
( ' ) Si l'on fait abstraction du système de deux droites ne se rencontrant pas. il n'y a pas de courbes gauches du second degré. Car, en prenant trois points sur une telle courbe, le plan qui les contient coupe la courbe en plus de deux points, donc en une infinité. Par suite, il contient la courbe en entier, à moins que celle-ci ne se décompose en deux droites.
(*) Si la variable t manque dans /, on a un cône dont le sommet est le sommet D(o, o. o, i) du tétraèdre de référence. On peut aussi regarder l'équation (i) comme définissant une conique dans la face ABC: cette conique n'est autre que la base du cùnr.
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Elle représente un plan double, dans l'espace, une droite double, dans le plan.
Les trois derniers cas, dans l'espace, les deux derniers, dans le plan, constituent ce que nous appellerons des dégénérescences. Ils offrent un intérêt géométrique médiocre, mais se présentent néanmoins fréquemment dans les applications; il est donc important de savoir les reconnaître.
Un premier procédé est tout indiqué; c'est celui de la décomposition en carrés. Il est surtout applicable avec des équations à coefficients numériques. Nous y reviendrons au Chapitre suivant.
Un autre procédé, souvent plus commode, résulte de la considération des points doubles.
131. Points doubles. — ÎNous savons (t. I, n° 305) que les quatre cas envisagés tout à l'heure peuvent être caractérisés par Tordre du déterminant principal déduit du discriminant A de /ou, ce qui revient au même, par le nombre des variables arbitraires dont on peut disposer dans la résolution du système linéaire (t. I, n° 290)
6 1 fx = o, /;. = o, fi = o, // = o.
Or, ce système caractérise les points doubles (n° 206).
Nous pouvons donc affirmer que, dans le premier cas, il n'y a pas de point double; dans le second cas, il y en a un, dans l'espace (sommet du cône), zéro dans le plan; dans le troisième cas, il y en a une infinité en ligne droite, dans l'espace (intersection des deux plans), un seul, dans le plan (intersection des deux droites); dans le quatrième cas, tous les points du plan ou de la droite double sont des points doubles.
Tous ces résultats sont d'ailleurs bien évidents géométriquement et, comme tels, faciles à retenir. Comme ils sont différents dans tous les cas, ils peuvent servir à caractériser les diverses dégénérescences.
i32. Points cohjtjgi es; polaire, plan polaire, — On dit que deux points M, et M2 sont conjugués par rapport à une quadrique (ou '■unique) S; s'ils sont conjugués harmoniques- par rapport aux deux points de /encontre P', P' de S avec la droite M,M2.
Supposons que S --oit représenté par l'équation (i) et cherchons la condition epui doit lier les coordonnées (.ri,j'i, ;(, t,) et (\r2,j'o. z.. f2)
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de nos deux points. In point P quelconque de M,M2 a des coordonnées de la forme xt + ~)>x2, j-, -\-'/.y2, zi-\-').z2: tl-+-\tl. L'équation aux /. des points l" et P" est
Si X' et X" sont ses deux racines, on doit avoir (jx° 130)
X'-hX" = o.
Autrement dit, il nous faut annuler le coefficient de X dans (7). Or, ce coefficient est ■2/(xl\x2) (t. I, n°307). La condition cherchée s'écrit donc
<8) 3"i/.^/i/;- ;i/. + 'iX> ^/; ,+72/', + -2^, + ^/;, = o. .
On exprime que deux points sont conjugués en annulant la forme polaire de f par rapport à leurs coordonnées.
Cherchons le lieu de M2 pour une position donnée de M,. Jl suffit de regarder, dans (8), x2,y2, «25 L± comme les coordonnées courantes. L'équation étant du premier degré, le lieu est un plan, appelé plan polaire de M, par rapport à la quadrique. Son équation peut s'écrire sous les deux formes
(9) xf,+y /;,-«-*./=,-*- </;,=<>.
I 10 xxfx — y if y -t- zJL -Vhft = o.
La première est ordonnée par rapport aux coordonnées courantes.
La seconde est avantageuse quand quelques-unes des coordonnées #,, Vi, z{, tK sont nulles. Enfin, quand il s'agit d'écrire l'équation d'un plan polaire, il ne faut pas oublier les règles générales données au tome I (n° 308), qui sont souvent les plus commodes.
En Géométrie plane, le lieu est une droite, appelée polaire de M, par rapport à la conique. Les équations (9) et (10) s'appliquent, en supprimant t et /, .
i-33. Dans le cas particulier où M, est sur (a <juadrique. l'équation (9) représente-, comme on sait in" 204-), le plan tangent en ce point. C'est le seul cas où un point soit dans son plan 'polaire^ car, si l'équation (9) est satisfaite pour x = .r, . v= r( . z=zi. t= /,.
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il en est de même de l'équation (i), en vertu de l'identité d'Euler (t. I, n" 307).
Il est aisé de se rendre compte pourquoi un plan tangent est plan polaire de son point de contact. Si M, est sur S, quelle que soit la sécante M, à, l'un de ses points de rencontre avee S, P par exemple, est en M, . Si M, a n'est pas tangente, P' est distinct de P et M2 est forcément en M, (n" 129). Si M,X est tangente, P' est confondu avec P et Mo est indéterminé sur M,X.
Tout ceci s'applique en Géométrie plane : la polaire d'un point d'une conique est la tangente en ce point et c'est le seul cas où le point soit sur sa polaire.
434. Pôle. — Étant donné un plan quelconque II (m) use --H vy -+- wa-\- rt ; = o,
cherchons un point M, qui l'admette pour plan polaire. En identifiant les équations (9) et (1 1), nous avons
(ta) ^,= A«, /;, = Xp, /:,= a«', fî = lr,
A étant un facteur de proportionnalité.
Si la quadrique n'est pas dégénérée, le déterminant A de ce système n'est pas nul; il y a donc une seule solution et, par suite, un seul point M, ('), qui est appelé le pôle du plan II. Si l'on introduit la forme adjointe ©(«, e, Wj r) de/(.r, r, z,£), on sait qu'en prenant
A = - > on a
(i3) a?i = r <p£, Y\— -<?'«,, zy— -?'«») '1 =
Les coordonnées du pôle de II sont donc, à un facteur arbitraire près, cp'8J ep'„ «pi,, ?',..
En Géométrie plane, la droite A (m, p, w)-a, de même. ?//? />ô/e unique par rapport à toute conique non dégénérée ; les coordonnées de ce pôle sont ç/, ©'„ cp^;.
Envisageons maintenant le cas des dégénérescences. On pourrait
(' ) Quand on fait varier X, x\, /,, zv tx varient proportionnellemenl ; le point M, ne change pas.
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discuter le système (i 2) ; mais, il est plu> simple devoir les choses géométriquement.
Supposons d'abord que la quadrique S soit un cône. Coupons-la par un plan quelconque Q ne passant pas par son sommet 0; nous obtenons une conique G. Si M, et M., sont conjugués par rapport au cône, leurs projections m{ et m2 sur Q à partir de O sont conjuguées par rapport à G et réciproquement, en vertu de l'invariance du rapport anharmonique ( n° 131 ). 11 suit de là que le plan polaire de M, est le plan déterminé par O et la polaire de m, par rapport à G. Ce plan demeure fixe quand M, décrit la droite Om, : nous dirons que c'e.-t le plan polaire de cette droite par rapport au cône.
Réciproquement. >i un plan II passe par O, il a une infinité de pôles, qui sont les points de la droite joignant le sommet au pôle m, de l'intersection de II avec Q par rapport à G. \ous dirons que cette droite Om( est la droite polaire du plan II par rapport au cône.
Si n ne passe pas par O, il n'a pas de pôle, si Ton excepte le pôle singulier constitué par le sommet, qui. de même que tout point double dune quadrique, est conjugué de tous les points de l'espace (').
Si maintenant la quadrique est un système de deux plans, on se trouve ramené à la théorie du n° 135. Si le plan II passe par la droite D intersection de ces deux plans, il admet comme pôles tous les points du plan conjugué harmonique. S'il ne passe pas par D, il n'admet aucun pôle autre que les pôles singuliers constitués par les points de D.
Des résultats analogues ont lieu en Géométrie plane, quand la conique se décompose en deux droites.
Le cas du plan double ou de la droite double ne présente aucun intérêt.
•435. Tukorèmk. — Si un point M décrit un plan P'. son plan polaire P pivote autour du pôle M! deV et réciproquement .
Cela résulte de ce que M et M' sont constamment conjugués, puisque M est toujours dans le plan polaire de M'.
(') C'est évident géométriquement et aussi sur -
Haag. — Cours, II. 29
I m i I1AP1TRE \\l\.
On a un théorème analogue en Géométrie plane, en remplaçant les plans I* et I*' par des droites.
Corollaire. — Les plans ta nue ni s à une quadrique en tous les points d'une section plane passent par le pôle du ]>lan de la seclion, et réciproquement les plans tangents issus d'un point fi. ce ont leurs points de contact dans le plan polaire de ce point. Ces plans tangents enveloppent un cône circonscrit à la quadrique le long de la conique lieu des points de contact.
En Géométrie plane, lès tangentes issues d'un point à une C'iniquc ont leurs points de contact sur la polaire de ce point.
i36. Droites conjuguées par rapport a une quadrique. — Théorème. — Si le point M décrit une droite D, son plan polaire P passe par une droite fixe D' ; si un plan P' tourne autour de L>, son pôle M' décrit D .
En effet, prenons deux points particuliers M, et M2 de D ; leurs plans polaires P, et P2 se coupent suivant une certaine droite D .
Tout point M' de D' se trouve à la fois sur P, et sur P2 ; son plan polaire P' passe donc par M, et par M2 et, par suite, par D. Réciproquement, tout plan P' passant par D a son pôle sur D'.
Tout point M de D se trouve maintenant sur le plan polaire P. de tout point M' de D'; son plan polaire P passe donc par M' et. par suite, par D'. Réciproquement, tout plan P passant par D' a son pôle sur D.
Les droites D et D sont dite> conjuguées par rapport à la quadrique. In point quelconque pris sur l'une et un point quelconque pris sur l'autre sont toujours conjugués. On en conclut la propriété suivante : Tout plan P passant par D' coupe D suivant un point M et la quadrique suivant une conique C; M est pôle de D' par rapport (L C.
Parmi les plans qui passent par D, on peut considérer les plans tangents; leurs points de contact sont les deux points d'intersection de la quadrique avec la droite conjuguée D'. Ceci nous prouve en passant que les quadriques sont des surfaces de seconde classe (ri0 213 |, ce que nous retrouverons bientôt < u" \\\ ).
Î37. Si la droite D est tangente en M à S, la droite I) se trouve
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dans le plan polaire de M, c'est-à-dire dans le plan tangent T en ce point; de plus, comme I) est dans T. I)' passe par le pôle de ce plan, c'est-à-dire par M. Elle esl «lime elle aussi, tangente en M a s.
ha section de S par le plan tangent DMD' se compose de deux droite? G et G' (n° 447). Deux points quelconques, pris respectivement sur D et D', doivent être conjugués par rapporta cette section ; donc, D et D' sont conjuguées harmoniques par rapport à G, G'. Si l'on remarque, pSar ailleurs, que G et G' sont les tangentes asv mptotiques du point M l n" 374), on en conclut que D et D' sont deux tangentes coujuguées, au sens du n° 3 il.
Le lecteur démontrera aisément que ce cas particulier est le seul où les droites conjuguées se rencontrent. Nous lui laissons aïissi le soin d'examiner ce qu'il advient de la théorie des droites conjuguées quand la quadrique S dégénère.
i38. Triangles, trièdres, tétraèdres conjugués. — Lu triangle ABC est conjugué par rapport à une conique C si ses sommets
sont deux à deux conjugués par rapport à cette conique. Chaque sommet a pour polaire le côté opposé. On obtient le triangle conjugué le plus général en choisissant A arbitrairement dans le [dan. puis P> arbitrairement sur la polaire de A. et enfin C conjugué de 1) sur cette polaire ou, ce qui revient au même, pôle de AB.
In triangle ABC esl conjugué par rapport à une quadrique S. s il est conjugué par rapport à la section de S par son plan. On peut aussi donner la même définition que pour une conique. Le plan polaire de chaque sommet passe par le enté opposé. La droite conjuguée de chaque côté passe par le sommet opposé.
Si la quadrique S est un cône de sommet O, le trièdre OABC est tel que chaque" arête a pour plan polaire la face opposée (n"434); on en conclut qu'il est coupé par un plan quelconque P suivant un triangle A'B C. qui e«-t aussi conjugué. On dit que ce trièdre est conjugué par rapport au cône.
Revenons à une quadrique S quelconque. Un trièdre OABC est dit conjugué- par rapport à celte quadrique, si le pôle de chaque face se trouve sur l'arête opposée. Il revient au même de dire que la droite conjuguée de chaque arête doit se trouver dans la face opposa
Lu tétraèdre VP>(d) esi conjugué par rapport à S si ses sommets sont Aev.s à deux conjugués. Chaque sommet a pour plan polaire le [dan de la face opposée. Chaque arête a pour conjuguée 1 arête opposée. Chaque face est un triangle conjugué et chaque angle trièdre est un trièdre conjugué.
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On obtient le tétraèdre conjugué le plus général en choisissant A arbitrairement dans l'espace, puis B arbitrairement dans le plan polaire de A, puis C arbitrairement sur la droite conjuguée de AB, et enfin D au pôle de ABC.
439. Si la quadrique (î) est rapportée à un tétraèdre conjugué, le plan polaire du point ( î , o, o, o) doit se réduire à x = o. Or. ce plan polaire a pour équation (n° 432)
fx= O.
On doit donc avoir une identité de la forme De même,
lui appliquant l'identité d'Euler, on en déduit
/=Aa72-t-B^2+ G^2+ BtK
L'équation de toute quadrique rapportée à un tétraèdre conjugué est donc de la forme
La réciproque est évidente.
En faisant t — o, on obtient de même l'équation générale des coniques rapportées à un triangle conjugué
u5 Aa?«+B^+Gz'-=p.
C'est aussi Y équation générale des cônes ayant pour sommet le point (o, o, o, î) et conjugués par rapport à l'angle trièdre correspondant du tétraèdre de référence. En particulier, en coordonnées cartésiennes ordinaires, c'est l'équation des cônes ayant pour sommet V origine et conjugués par rapport au trièdre de coordonnées.
Si, dans la décomposition en carrés (n° 430), on prend les plans P = o, Q = o, ... pour faces du tétraèdre de référence, on obtient une équation de la forme (i4)- On en conclut que ces plans constituent toujours un tétraèdre conjugué. S'il n'y a que trois carrés, on obtient trois plans formant un trièdre conjugué par rapport au cône qu'est alors la quadrique. En Géométrie plane, on obtient trois droites formant un triangle conjugué par rapport à la conique.
iiO. Constructions diverses. — Soit à construire la polaire d'un point M. par rapport à une conique C (fig- \^- — Menons par INI deux sécantes coupant C aux points A, A' et B, B'. La polaire
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cherchée passe par les points E et E conjugués harmoniques de M par rapport à \ Y et à BB'. On peut donc aussi la considérer comme polaire de M par rapport aux deux faisceaux de droites AB, A' B el \B , V B. Il en résulte qu'elle passe par les sommets N et P de ces faisceaux. Cela suffît pour la construire.
Pie. ii.
Remarquons que Ton peut échanger les rôles des trois points M. N, P; ils forment donc un triangle conjugué.
Si l'on sait mener les tangentes issues de M, on a la polaire cherchée enjoignant leurs points de contact.
Pour construire le pôle d'une droite, on prend l'intersection des polaires de deux de ses points. En particulier, on peut prendre l'intersection des tangentes aux points où elle coupe la conique.
On peut imaginer des constructions analogues dans l'espace; mais elles ont moins d'intérêt et ne sauraient être réalisées qu'en Géométrie descriptive.
Equation tangentiexle. — - L'équation tangentielle de la qua-
drique (i) s'obtient en éliminant oc. j', z, t et a entre les équations (n°208)
fi6) f'x- X u, /,".= Àe, f'z = au;, /; = À r
et l'équation ( i i ou bien la suivante :
(17) ux -t- vy — wz — rt = o.
Supposons d'abord que la quadrique ne soit pus dégénérée. En prenant A = -, tirant .r. y. :■. t de (16) el "portanl ilans 1 1 i, on
obtient
( ii.viMiiu: \\i\
z désignant, comme an n" 434, la forme adjointe de f. On peut aussi éliminera, i. -. f, X entre (16) et (17) soit par des calculs élémentaires, soil un moyen d'un déterminant :
Cette dernière équation résulte, d'ailleurs, aussi de laformule (40 du n" 311 du Tome I.
Rappelons encore que les coefficients de la forme adjointe sonl proportionnels aux mineurs du discriminant (t. I, n°31i); on peut donc prendre ces mineurs comme coefficients de l équation tangeïitielle.
En Géométrie plane, on a des procédés analogues pour former V équation tangentielle d'une conique non dégénérée. Il suffit de supprimer une coordonnée. dans tout ce qui précède.
La seule dégénérescence qui présente de l'intérêt au point de vue tangentiel est le cône. Xous savons ( n° 303 ) qu'il possède deux équations tangentielles. L'une, du premier degré, représente le sommet: l'autre, du second degré, représente une quadrique quelconque inscrite dans le cône ou bien une section plane ne passant pas par le sommet.
l'oiu trouver ces équations, on peut poursuivre l'élimination de x. y. z. t. a entre (16) et (17 >. On peut aussi, dès que Ton s'est aperçu que la quadrique est un cône, chercher son sommet et une section plane et en calculer ensuite séparément les équations tangentielles.
442. Si RFACES ET COURBES DE SECONDE CLASSE 5 DÉcr.AÉRESCENCES TAN-
gektielles. — L'équation (18) est du second degré: donc, une surface (nu une courbe) du second degré est aussi de la seconde classe. Examinons la réciproque et cherchons ce que représente
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L'équation (i 8) quand on suppose que s est une forme quadratique quelconque eu //. c tp, r.
Nous savons qu'on passe de L'équation Langentielle à L'équation ponctuelle au moyen des mêmes calculs qui servent à passer del L'équation ponctuelle à L'équation lange ntielle ; il suffit simplemen d'échanger Les variables ./•. t\ r, t <-t u, p, o-, / i u" 306 \. Donc, si cp est une somme de quatre carrés, L'équation ponctuelle correspondant à (18) s'obtiehl encore en annulant là forme adjointe. Nous dirons, dans ce cas, que L surface représentée par (18) n'est pas dégénérée et nous arrivons à cette conclusion qu'il y a identité complète entre les surfaces (ou courbes) \<>n dégénérées du second degré et de la
seconde classe.
Examinons maintenant Les dégénérescences langentielles comme nous avons examiné, au n° i30, l«'s dégénérescences ponctuelles. Nous appliquons, à cet effet, le principe <\c dualité.
Premier <-as : Quatre carrés. — La quadrique n'est pas dégénérée; «'lie n'a pas de plans tangents doubles.
Deuxième cas : Trois carrés. — L'équation (18) représente une conique; il \ a //// plan double^ qui est Le plan de La conique.
Troisième cas : Deua carrés. — L'équation (18) se décompose en deux équations du premier degré; elle représente deux points; il \ a une infinité de plans doubles, qui sonl les plans passant par ces ilcux points.
Quatrième cas : Un carré. — L'équation (18) représente un point double; tous les plans qui passent par ce point sont des plans tangents doubles.
Il n'y a pas lieu de faire une discussion particulière pour la Géométrie plane; il suffit de remarquer que Le deuxième cas est alors Le cas général, le troisième et Le quatrième eus constituant des dégénérescences.
La recherche pratique des dégénérescences tangentiefles peut se faire soit par la décomposition en carrés, soit par la recherche des plans tangents doubles.
443. Éléments conjugués en taxgentiellks. — On peut reprendre, du point
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de vue corrélatif, toute la théorie des éléments conjugués exposée dans les n s 432 à 439.
Deux plans P, et P2 sont dits conjugués par rapport à la quadrique ^ définie par l'équation tangentielle (18) s'ils sont conjugués harmoniques par rapport aux plans tangents issus de leur intersection.
Si («i, i'i, <i',, rt) et i Ui, vit a-2. r2) désignent leurs coordonnées respectives, les coordonnées des plans tangents sont
"l 'II,. I',— Al";., H'!— Àtl'2, '"l+^,/*2)
a étant donné par l'équation du second degré
1201 çp («i 4- X «», c, -'/.v2. w1-r-hwi, /-j -I- À r±) — o.
La condition d'harmonie est que la somme des racines soit nulle, c'està-dire
'i ''1^-'''^- »'i?ws-l- ''ir;:= «ir»-1'^;,- «'ïrl,,- ''^i',= °-
autrement dit. la contUtio.n pour que deux plans soient conjugués s obtient en annulant la forme polaire de ç par rapport à leurs coordonnées.
Si Pi reste fixe, P2 passe par un point fixe .M, appelé pôle de Pi, et dont l'équation tangentielle s'écrit sous l'une ou l'autre des deux formes équivalentes :
• 23 i ttio'„+Pi o'„-|- «•!>+''!;;.= 0.
La première montre que les coordonnées de ce point sont proportionnelles à
Tout ceci s'applique, que la quadrique 1 soit dégénérée ou non. Supposons maintenant qu'elle n'est pas dégénérée. Si l'on rapproche les formules (24) des formules (i3), on voit qu'il y a identité entre les deux définitions du pôle d'un plan, résultant des deux points de vue ponctuel et tangentiel.
Tout ceci s'applique évidemment en Géométrie plane, en remplaçant les plans conjugués par des droites conjuguées.
Ail. Lorsque la quadrique - dégénère en une conique, deux plans conjugués Pi, P2, leur intersection G et les plans tangents P', P" issus de cette intersection sont coupés pnr le plan n de la conique suivant deux droites Di, D,, un point Q et deux tangentes T'. T". Les quatre droites forment un faisceau harmonique de sommet Q ; donc D( et D2 sont conjuguées par rapport à la conique. Il s'ensuit que, si, Pi restant fixe. P2 varie en restant conjugué
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de l'i, D2 varie en pestant conjuguée de D| et, par »uite. pivote autour du pôle M de D,. D'où la règle suivante :
Le pôle d'un plan I' par rapport à une conique de plan II s'obtient en prenant le pôle de la trace de P sur 11 par rapport à cette conique.
On verrait de même que, si ~ dégénère en deux points A et B, le pôle <lu plan P c-t le conjugué harmonique du point où ce plan rencontre la droite AI! par rapport au segment AB. On a une règle analogue en Géométrie plane.
44-5. Le lecteur examinera ce que deviennent, par dualité, les définitions données au n° 438. Contentons-nous de faire observer que, dans l'espace, le triangle et le trièdre conjugués sont deux éléments corrélatifs. De même qu'un triangle est conjugué par rapport à la quadrique S s'il est conjugué par rapport à la section de S par son plan, de même un trièdre est conjugué par rapport à la quadrique - -il est conjugué par rapport au cône circonscrit i ' | à S à partir de son sommet.
Les équations corrélatives de (ij) et (i5), soit
A«2-hBp*+C
C iv- = o,
sont respectivement les équations tangentielles d'une quadrique rapportée à un tétraèdre conjugué et d'une conique rapportée à un triangle conjugué.
446. Génératrices- rectilignes des quadriques. — Les quadriques dégénérées contiennent tontes des droites, dont la distribution esl évidente et n'offre aucun intérêt particulier. .1 priori, il existe aussi des droites sur une quadrique non dégénérée, car. en la coupant par un plan tangent quelconque, on obtient une conique à point double (11" 342), c'est à-dire deux droites < n° 131).
Nous allons étudier leur distribution et leurs propriétés.
L'équation d'une quadrique non dégénérée peut toujours se mettre
(') A "vrai dire, nous n'avons pas défini, du point de vue langentiel, les éléments conjugués par rapport à un cône, qui n'est pas une dégénérescence tangentielle. On y arrive en transformant, par dualité, la définition des éléments conjugués par rapport à une conique de l'espace, qui n'est pas une dégénérescence ponctuelle. Deux plans passant par le sommet d'un cône sont conjugués par rapport à ce cône s'ils sont conjugués harmoniques par rapport aux plans tangents issus de leur intersection. Un trièdre est conjugué par rapport à un cùne de même sommet, si les plans de ses faces sont deux à deux conjugués par rapport à ce cône.
sous la forme
PQ = RS
P, Q, R, S désignant quatre formes linéaires indépendantes. En effet, la décomposition en carrés nous donne une équation qui peut s'écrire, si Ton ne s'occupe pas de la réalité,
les formes P , Q', R', S' étant indépendantes. Il suffit, dès lors, de poser
pour obtenir l'équation (2-).
Cela posé, on aperçoit tout de suite les deux familles de droite -
(30) P = rS. Q=-R.
Quand le paramètre u varie, la droite (29 1 engendre la surface (a-)> comme on le voit en éliminant ce paramètre (nG 62). I >■ même, quand r varie, la droite (3o) engendre aussi la quadrique.
Nous obtenons ainsi deux systèmes de génératrices reclilignes.
Je dis qu'i7 n'y a pas d'autres droites sur la surface. En effet, supposons qu'il v en ail une : G. Coupon— la par le plan P = o. Le point d'intersection M annule le premier membre de (27), donc !<• second, donc R ou S. Supposons qu'il annule R. Le point M appartient à la droite P = o, R=o; donc, G rencontre cette droite et -< trouve dans un plan de la forme
P + ÀR = n.
Mais, ce [dan coupe la quadrique suivant les deux droites P = o, R = o et P + ).R = o, >.Q-t-S = o.
La première est la droite v = o; la seconde est la droite u — — X. La droite G, qui coïncide nécessairement avec l'une d'elles, appartient donc à l'un des systèmes ci-dessus. On aboutirait à une conclusion analogue en supposant que M annule S.
PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES COURBES ET SURFACES DU SECOND DEGRÉ
iiT. Théorème I. — Par tout point de la surface passe une génératrice et une seule de chaque système.
En effet, cherchons à faire passer la droite (29) par le point M,,. O11 a. pour déterminer la valeur de u. deux. équations du premier degré
l-ii. P0— ul\„= o. Q„ a — S0=o.
Ces. équations sont compatibles, parce que M0 satisfait à (27), par hypothèse. Elles ne peuvent être vérifiées toutes deux identiquement, car cela exigerait que les quatre quantités P03 Q01 R0. S0 fussent toutes nulles, ce qui est impossible, à cause de l'indépendance des quatre formes linéaires P, Q. R. S. Elles admettent donc une solution et une seule (').
On raisonnerait de même pour l'autre système.
Théorème 11. — Tout plan tangent contient une génératrice et une seule de chaque système.
Ce -ont les deux génératrices issues de son point de contact.
Théorème III. — Deux génératrices de même système ne se rencontrent pas.
Car. si elle> se rencontraient, il passerait deux génératrices de même système par leur point de rencontre, ce qui est contraire au théorème I.
Théorème I\ . — Deux génératrices de systèmes différents se rencontrent.
En effet, les génératrices 1 // 1 et 1 p) se rencontrent au point d'intersection des trois plans
(3a) P = itR, P = r5. P = «pQ.
On peut aussi chercher un plan contenant à la fois les deux
( ' ) Cette solution peut être u = x, si Q„ = R0 = o.
droites. Il a une équation qui doit être à ia fois des deux formes
p_„R_l_). /Q_ Is ) =o,
P— vS -H;jl(q — -R.\ = o.
( les équations sont identiques si l'on prend X = 'jl = uv; de sorte que les deux génératrices sont dans le plan
Corollaire. ■ — Deux génératrices de systèmes différents ne peuvent coïncider.
Car, si une droite appartenait à la fois aux deux systèmes, elle rencontrerait toutes les génératrices (m) comme appartenant au système (t ) et toutes les génératrices (t>) comme appartenant au système (m). Mais, d'autre part, elle ne saurait rencontrer aucune génératrice (u) parce quelle appartient au système (m), ni aucune génératrice (v) parce qu'elle appartient au système (v). On arrive à une contradiction; l'hypothèse est donc absurde.
Théorème V. — Les génératrices d'un système décrivent deux divisions liomograpiiiques sur deux génératrices quelconques de Vautre système.
Cela résulte visiblement des théorèmes IV et I.
La réciproque de ce théorème a été démontrée au n° 1 47.
Théorème VI.-- Une quadrique est entièrement déterminée quand on connaît trois génératrices Gt. G2, G:J de même système.
Car, si l'on prend un point quelconque M sur G,, la génératrice G' du second système qui passe par M est entièrement déterminée parla condition de passer par M et de rencontrer Go et G3. Quand M décrit G,. G' décrit la quadrique.
ii8. On met quelquefois les équations des deux systèmes de génératrices sous la forme suivante. On écrit l'équation de la quadrique
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Cette équation est vérifiée identiquement si l'on pose
( 35) P = R cos-f — S sin z, Q = R si n 9 — Si
ou bien
(3*6) 1'= R cos<|< — Ssin-i. Q = R sim|/ — S cos^.
Ces deux groupes d'équations définissent chacun un système de génératrices.
Remarques. — I. Les équations i2Qi. (3o) ou (35), (36) s'appliquent aussi bien en coordonnées tangentielles.
II. Pour que les génératrices soient réelles, il faut et il suffit que L'équation de la surface puisse se mettre sous l'une ou l'autre des formes ( i- i ou (34), les formes linéaires P, Q, R, S étant réelle?. Il revient au même de dire que la décomposition en carrés chat donner deux carrés positifs et deux carrés négatifs.
III. Lorsque la quadrique dégénère en un cône, les deux systèmes de génératrices viennent se confondre.
CLASSIFICATION DES COURUES ET SURFACES DU SECOND DEGRÉ; POINTS A L'iNFINI, CENTRES, DIAMÈTRES, PLANS DIAMÉTRAUX.
4i(d. Classification par la décomposition en carrés. — ■ Dans le Chapitre précédent, nous avons classé les courbes el surfaces du second degré suivant le nombre de carrés indépendants que donne la décomposition du premier membre de leur équation. Mais, nous ne nous sommes nullement préoccupés des signes de ces carrés. En autre, nous n'avons fait intervenir nulle part le plan de Vinfini. Or, ces deux considérations ont une. importance capitale dans la forme des lignes et des surfaces. Si dune nous voulons être renseignés sur les diverses configurations que peuvent présenter une conique ou une quadrique, il nous faut reprendre la classification par la décomposition en carrés, mais en tenant compte à la fois des signes et du plan de l'infini.
Soit l'équation du second degré, que nous supposerons toujours à coefficients réels el écrite en coordonnées cartésiennes homogènes
Nous allons décomposer la forme quadratique f par la méthode de Gauss (t. I, n°301), en nous astreignant à ne jamais prendre t pour variable directrice. C'esl grâce à celte distinction de la variable / que le plan de l'infini va jouer son rôle particulier. Convenons, en outre, de faire / =1. auvxiiôt la décomposition terminée.
Il s'agit d'examiner maintenant tous les cas possibles de décomposition.
Chaque extraction d'un ou deux carrés fait disparaître une ou deux variables de la forme quadratique résiduelle. Il est, par suite, commode de discuter d'abord les cas où il manque des coordonnées.
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Premier cas : II manque deux coordonnées, soit, par exemple, y e\ z.
Si a; figure au carré, on peut la prendre pour Variable directrice; on obtient alors une décomposition de la forme
I* désignant une fonction linéaire réelle renfermant x. et // désignant une constante positive, négative ou nulle.
Si .r ne figure qu'au premier degré, on ne peut rien extraire; en faisant t = i . on a la décomposition
Enfin, si x ne figure pas du tout, on a la décomposition
Deuxième cas : II manque une coordonnée, soit ;.
S'il y a un terme en X-. par exemple, il nous donne un carré ± l'-' et il reste une forme quadratique en y. I, qui donne une décomposition de la forme i 2 1. (3 1 Ou I \ ). Cela nous donne les décompositions suivante- :
les signes ± devant être combinés de toutes les manières possibles.
Remarquons que les équations P=o, Q = o ont toujours une solution unique, car de la seconde on peut tirer j', qui y ligure seul, et de la première on tire ensuite a: , qui y figure certainement.
S'il n'y a pas de termes en x'2 ou en y-, mais un terme en .ri ', on extrait simultanément deux carrés de signes contraires et l'on a une décomposition cpii rentre dans la forme (5). Les équations P=o, Q = o ont encore une solution unique, car elles donnent L'une X — y. L'autre x — y.
Si x et y ne figurent qu'au premier degré, on ne peut rien extraire et l'on a une décomposition de la forme (3) ou (4), avec cette seule différence que P peut renfermer deux variables au lieu d'une.
Troisième cas : II ne manque aucune coordonnée. — S'il y a un
' n u>i nu: \\\.
terme <'ii ./ •-'. il nous donne un carré P2, plus im<' forme quadratique en y, s, qui se décomposera suivant (5), (6), (7), (3) ou 1 j); il où les décomposil ions sun antes :
les signes — devant encore être combinés de toutes 1rs manières possibles.
Les équations P o, <v> o, R = o onl toujours une solution uiih]ii>\ car les deux dernières donnent y et s, d'après le cas précédent . et la première donne ensuite ./•.
Dans les types 10 el 1 1 ». les plans I' o, ( } 0 ne sont jamais parallèles, car le second est parallèle à Ox et le premier ne l'est pas.
Si / ne renferme pas de carrés, elle renferme au moins un rec-
tangle, soit xy, sans quoi l'équation (1) s'abaisserait au premier
degré, ce que nous ue supposerons [>a-. On peut donc extraire deux
• arrés I'-' — <v>- et il reste une .forme quadratique en s, t. qui donne
! ou j). On rentre dans les types (8), (9) ou (10).
Les équations P = o. Q = o, R = o ont encore une solution unique, car la troisième donne z; puis, les deux premières donnent l'une ./—>'. l'autre x — y. Dans le cas du type (»o), les plans P = o, Q :o in- ~"ut jamais parallèles, car il- coupent le plan des 1 y suivant des droites respectivement parallèles aux deux bissectrices.
En résumé, tous les types possibles de décomposition sont compris dans les formules (8 à 1 ■> . ri. dan- tous les cas, les plans P = o, Q = o, R = o forment unvéritable trièdre o«,s/R manque^ un véritable dièdre.
Les trois derniers types sont ceux de la Géométrie plane, les droit-- P o. O o étant toujours concourantes.
loO. Equations réduites; formes m.-> coniqt ks kt quadriques. — Les plans ou droites P . Q), R peuvent toujours être pris pour plans ou axes) de coordonnées. Les formes linéaires P. <x>. R deviennent alors respectivement proportionnelles à '.y. s, et, en
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égalant à zéro chacun des types de décomposition •• 12
obtient des équations réduites, <|in vonl nous permettre d'étudier très simplemenl les différentes formes que |><-ui affecter une courbe <>ii une surface du second degré.
Nous pourrions nous borner .1 l'étude des lyp 11 les
autres se ramènent à l'étude des formes d'une conique, lesquelles s.int bien connues en Géométrie élémentaire. Il nous pai 11 utile, néanmoins, de faire ici cette étude, que nous envisagerons en p emier lieu, en négligeant toutefois le type (12)1 '["i représente deux plans 1 mi droites 1 parallèles : P = \ h.
151. Ellipse. Considérons le type (10 dans. le. cas où les carrés V- et Qa ont le même signe, que nous pouvons toujours -u j »[>•►-« ; être le signe ---, quitte à changer l<' -i^n>- de A.
Si h > >>. la courbe n'a aucun point réel; nous l appellerons ellipse imaginaire. Dans l'espace, on aurait un cylindre elliptique imaginaire.
Si A o, L'équation se décompose en I' r'Q o; La coniqui La quadrique) dégénère en deux droites (ou deui [>l<ui^ sécantes et imaginaires con \ iug /"'es.
Le seul cas intéressant est A o. Il non- donne une équation réduite de la forme
Le lecteur reconnaît L'équation élémentaire de l'eUipse 1. • j » | > • .1 ses axes. Mais i>i. les axes de coordonnées peuvent être obliques. ( ionstruisons donc La courbe.
D'abord, elle admet l'origine pour centre de symétrie • n 248 les axes de coordonnées pour axes de symétrie oblique n° ^«i . Vous pouvons donc nous borner à considérer Les valeurs positives de r ''i de y. Nous tirons, |>;u- exemple,
y- as.>- ->-
et nous voyons que Lorsque x croît de 0 ■> ". y décroît de 6 à
le point courant M décrit l'arc l>\ fig. 1 • L'équation de la tan-
11 — 1 ri, II.
gcnte en ce poial esl i n" 197 i
Xx _ Y v
~7Ï "^ IJï
Eli.' nous montre que Les tangentes en B <•[ A sont respectivement parallèles à 0.r et Oy. En complétant l'arc BA par symétrie, on
Fig..42.
obtient la courbe fermée ABA'B'. que nous appellerons ellipse réelle, nous réservant de prouver plus tard (n° 469) son identité complète avec la courbe connue sous ce nom en Géométrie élémentaire
Dans l'espace, l'équation (i3) représente un cylindre elliptique réel.
' -452. Hyperbole. — Supposons maintenant que, dans le type < io), P2 et Q2 soient précédés de signes contraires. -
Si h = o. l'équation se décompose en P ± Q = o. La conique i ou la quadrique) dégénère en deux droites (ou deux plans j sécantes réelles.
Si h ■=?=. o. I équation réduite est de la forme
x- ya- b-
à un échange près des axes ou de tous les signes.
Le lecteur reconnaît l'équation élémentaire de l'hyperbole Construisons néanmoins la courbe.
Comme tout à l'heure, l'origine et les axes de coordonnées sont des éléments de symétrie.
On a
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Si y croît de h ;'i -i- x. x croî( de a à + 00 el le point romani pari du point V de ()./■, avec une tangente parallèle .1 < > y. el s'éloigne à 1 infini, asymptotiquement à i;i droite (')
En effel . on ;i
Cette expression tend vers zéro par valeurs positives; cela non-' prouve bien que la droite 171 es! asymptote et, <-n outre, qu'elle esl au-dessus de la courbé, pour l'arc considéré A), (fig. i > |.
Fig. 43.
En complétant par symétrie, on obtient les deux branches infinies XAu., X.'A'u.', don! l'ensemble constitue une hyperbole.
Si l'on changeait — 1 en -\- 1 dans l'équation in obtiendrait
les deux branches XBX', y-B'y.'. tracées en pointillé el qui constituent ["hyperbole conjuguée tle la première [cf. n° o33i.
Dans l'espace, l'équation (i5) représente un cylindre hyperbolique.
lo3. Parabole. — Passons maintenant au type (ii)- Il nous donne
(') Cela peut se voir sur l'équation de la tangente [analogue à (i4)]- écrite en coordonnées homogènes. Ou peut remarquer aussi que les asymptotes sont les
directions asymptotiques menées par le centre (n i61).
pour équation réduite (18)
iiiAi'inii: \\\
y- — ipx — o.
Le lecteur reconnaît l'équation élémentaire de la parabole'. Construisons néanmoins la courbe.
L'axe des a esl un axe de symétrie oblique pour la direction Ov. La courbe passe à l'origine, avec la tangente Oy. Elle admet pour direction asymptotique O.r. l'asymptote étant rejetée à l'infini i a0 -'M i. Enfin, lorsque y croît de o à + x. x croît égalemenl de o :i 4- x el le point M décrit l'arc O"/. {fig- i4)- En complétant par
symétrie, on a la courbe /.Oa . que nous appellerons parabole. Dan- l'espace, l'équation (18) représente un cylindre parabolique.
154. Ellipsoïde. — Passons maintenant au type (8), dans le cas où PJ, Q-. Iï- ont le même signe, par exemple le signe +.
Si la constante h est > o, aucun point n'est réel; nous dirons que l,i surface est une ellipsoïde imaginaire.
Si h = o. on a un cône (n° 375 >, qui n'a que son sommet de réel : c'est un cône imaginaire.
Le seul cas intéressant est celui où h est << o. On a alors l'équation réduite
Étudion's la forme de celle surface.
D'abord, l'origine est un centre de symétrie. Ensuite, chaque plan de coordonnées est un plan de symétrie oblique pour la direction de l'axe opposé.
Coupons par le plan z = h; l'équation de la section par rapport
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;m\ axes O'xy (fig- (5 i esl en |> »sanl
La section esl donc une ellipse in" 151), qui n'esl réelle que -1 — c- h • h- <■. Quand // croît 'le 0 à c, clic pari de l'ellipse 'lu plan «le- ./ > . puis diminue constamment, en restant homothétique à elle-même et enfin se réduit au point C «le ()r (ou a deux droites imaginaires), pour A : <■. Le plan de section est alors tangenl eu ce poinl 1 ' '.
On a «les conclusions analogues pour les sections parallèles aus autres plans de coordonnées. La surface est donc une surface fermée, inscrite dans le parallélépipède x = di a, y = ± b, z = dtici et donl
la figure h <l«inne une idée, i On s'est borné à représenter la portion de la surface située dans la région positive des imis plans de coordonnées. 1
On l'appelle ellipsoïde réel.
lot>. Hyi'Khboloïde a i m: nappe.
Supposons maintenant que
deux carrés seulement soient de même signe.
(') Puisque la section se décompose. » >n peut aussi le voir sur l'équation général du plan tangent, qui est
ir />■ c'
Examinons 'd'abord le cas de h = o. On a une équation réduit' de la forme
Elle représente un cône réel de sommet O, qui a pour bases une ellipse dans le plan ; = c et des hyperboles dans les plans y = b et x = a.
Supposons maintenant h ^o et du signe du carré qui est seul de son signe. Nous avons l'équation réduite
Comme tout à l'heure, l'origine el les plans de coordonnées sont des éléments de symétrie.
Le cône des directions asymplo tiques est le cône (23); il est réel. C'est d'ailleurs le cône asymptote. On peut le voir en prenant l'équation du plan langent en coordonnées homogènes, ou bien en se rappelant que l'origine est centre (n° 461), ou bien en calculanl la distance V = MM' entre le point M de (24) et le point M' de (a3) de mêmes x et y. En posant
/ x- yy a- 6-
on a
1 c 1 II
Lorsque u tend vers + 00, V tend \ers zéro par valeurs positives et z = cu tend vers 4-00. Donc, le cône (20) est bien asymptote el se trouve au-dessus de la surface, dans la région des ; positifs. '
Coupons par le plan z = h. Nous obtenons une ellipse représentée par l'équation (21), si l'on pose
Quand h croît de o à -i- oc, cette ellipse part de l'ellipse du plan des xy et augmente indéfiniment en restant homnthétique à ellemême.
Coupons parle plan y= h. La section a pour équation par rapport
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aux axes O" xz j fig. \6) :
të F
C'est une hyperbole qui a, par rapport à 0>r. la disposition en
Fig. 46.
trait plein ou en pointillé de la figure 43, suivant que h2 est << b2 ou ^>b-. Pour Ji=±b, elle se décompose en deux droites réelles, concourantes au point B, où le plan de section est alors tangent.
Les sections par les plans parallèles à yOz sont des hyperboles analogues.
La surface est constituée par une nappe infinie entourant Os et s'évasant de plus en plus, au fur et à mesure qu'elle s'éloigne de xO y, en se confondant à la limite avec le cône asymptote (fig- 4'i >•
On l'appelle hyperboloïde à une nappe.
4o6. Hyperboloïde a deux nappes. — Supposons maintenant que h ait le signe des deux carrés qui sont de même signe. Nous avons l'équation réduite
L'origine et les plans de coordonnées sont toujours des éléments de symétrie.
Le cône asymptote est toujours le cône (23). Mais, cette fois, si
l'on répète le calcul (20), on trouve A = — • ; de sorte que, dans
la région des z positifs, le cône est au-dessous de la surface.
Le plan z = li coupe encore suivant l'ellipse | :>. i i. mais avec
Cette ellipse n'est réelle que pour h-^> c-.
Pour h = c, elle se réduit au point C ( ou deux droites imaginaires ) : le plan de section est tangent en ce point.
Fig. 47-
Si h croit de c à -j-oc, l'ellipse croit indéfiniment en restant homo thétique à elle-même.
Le plan y = h coupe suivant l'hyperbole
qui a, par rapport à O'x, la disposition en trait pointillé de la figure |.!.
La surface comprend deux nappes symétriques, situées de part et d'autre des plans z = zn c, entourant O^ et s'évasant de plus en plus, au fur et à mesure qu'elles s'éloignent de xOy. en se confondant à la limite avec le cône asymptote {fig. \~).
On l'appelle hyperboloïde à deux nappes.
L'hyperboloïde (26) est dit conjugué de l'hyperboloïde (2 _j ! < cf. n° 452).
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457. Paraboloïde elliptique. — Arrivons enfin au type (9), en supposant «l'abord lés deux canes de même signe. Nous avons l'équation réduite
(a7) Zl + |_2. = o,
p et q désignanl deux constantes positives.
Le plan xOy est un plan de s\ métrie oblique pour la direction Qz ; il en est de même du plan xO z pour la direction Oy. Le plan yOz est tangent en G ( n" 206).
L'axe des x es! la seule direction asymptotique réelle. Le plan asymptote correspondant est le plan de l'infini, comme on le voit en prenant l'équation du plan tangent en coordonnées homogènes.
Coupons par le plan x = h. Nous obtenons l'ellipse
ipll '/.(/Il
Elle n'est réelle que pour h >- o et lorsque h croît de o à -f- x. elle croît indéfiniment, en restant homothétique à elle-même, depuis le point O jusqu'à une ellipse infinie.
Le plan ^ = h coupe suivant la parabole P'
(29) ■y*=ip(x— —
Si l'on porte l'origine au point O'f ■ — > o, 1i\. l'équation ci-dessus devient
( 3o) y1 — ipx .
Elle est indépendante de h. Donc, lorsque h varie, P' subit une translation. Le point O' décrit d'ailleurs la parabole Q, section de la surface par z-Ox.
En coupant par y = h: on verrait de même que la surface peut être engendrée par la translation ( ' ) de la parabole Q, le point O décrivant la parabole P, section par xOy.
Remarquons que les paraboles P et Q tournent toutes deux leur concavité vers les x positifs.
(') C'est une surface de translation {cf. Chap. XXIII, Exercice résolu n° 6).
4j4 CHAPITRE XXX.
La surface se compose d'une seule nappe, tangente en O à yO:, entourant la partie positive de O x et s 'évasant de plus en plus au fur et à mesure qu'elle s'éloigne de^Or [fig- 48).
Fig. '&.
On l'appelle paraboloïde elliptique.
ioS. Paraboloïde hyperbolique. — Supposons maintenant que les deux carrés du type (9) soienl de >iunes contraires. Nous avons
l'équation réduite
p et q désignant encore deux constantes positive>.
Les plans yOx et zOx sont encore des plans de symétrie oblique el r< ) z est toujours tangent en O.
L'axe des x est toujours une direction asymptotique. le plan asymptote correspondant étant le plan de l'infini. Mais il \ a d'autres directions asymptotiques réelles, à savoir celles des deux plans
slp sfq
qui sont appelés plans directeurs {cf. n" 562). Le plan asvmplote correspondant à la direction (a, y//>. ^ q), par exemple, a pour équation ( n° 240)
vp \q
Il est parallèle au premier plan directeur. La section par le plan x = h est l'hyperbole
2 pli iqli
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Elle coupe en deux points réels xOy ou xOz suivani que h esl ^> o ou <u.
( lomnie au numéro précédent, on peut voir que les secl ions par les plans parallèles à ./ ( ) y ou xQz sont des paraboles déduites par translation des paraboles 1* et Q des plans xi > r el xOz. M ;i i ^ cette fois, la parabole 1* tourne sa concavité vers les x positifs, tandis que Q tourne sa concavité vers les ./• négatifs. Cette simple différence
Fig. jg.
.siiilii pour entraîner une modification profonde dans la forme de là surface, qu'on se représente, celte fois, beaucoup plus difficilement {fig. 19). On la compare quelquefois à une selle. On l'appelle paraboloïde hyperbolique.
io9. Non? connaissons maintenant toutes les formes de courbes ou de surfaces qu'est susceptible de représenter une équation du second degré et nous possédons en outre un moyen certain de reconnaître, sur une équation à coefficients numériques donnés, à quel cas nous avons affaire. Ce moyen consiste à faire la décomposition en carrés comme il a été expliqué au n° 449 et à examiner dans quel type rentre la décomposition. Si l'on n'a pas présent à l'espril le Tableau de correspondance entre 1rs divers types el les diverses surfaces, il suffit d'écrire l'équation réduite pour se reconnaître aussitôt.
460. Points a l'infini ; genre. — On classe quelquefois les coniques et quadriques en genres, au moyen de leurs points à l'infini.
En Géométrie plane, trois cas sont à distinguer. Suivant que les points à l'infini sont imaginaires, réels et distincts ou confondus, on dit que la conique esl du genre ellipse, du genre liyuerbole ou du genre parabole, donnant ainsi à chaque genre le nom de la coniquenon dégénérée qui en fait partie.
Le genre d'une conique donnée par son équation se reconnaît aisément en écrivant le faisceau des directions asymptotiques (n°23o) <t en cherchant la réalité de ses rayons (n° 79).
Dans l'espace, la nature de la section par le plan de l'infini pour les différentes classes de quadriques se reconnaît facilement sur les équations réduites, en formant le cône des directions asymptotiques. On groupe toutes les quadriques de même section en un même genre, auquel on donne le nom de la quadrique non dégénérée ou la moins dégénérée. Chaque genre est caractérisé par la décomposition en carrés de la forme quadratique rz>(x,y, z) constituée par les termes du second degré. Voici le Tableau des genres :
Tableau des gejires.
G en ri:.
SECTION par le plan de l'infini.
CÔNE
do* directions asymptotiques.
QUADRIQUES en faisant partie.
Ellipsoïde.
Conique imaginaire.
Cône imaginaire.
Trois carrés
de même
si-ne.
Ellipsoïdes réel et
imaginaire ;
cône imaginaire.
Hyperboloïde.
Conique réelle.
Cône réel.
Trois carrés
non de même signe.
Hyperboloïdes
à une et à deux nappes;
cône réel.
Paraboloïde elliptique.
Deux droites imaginaires.
Deux plans imaginaires.
Deux carrés
de même
signe.
Paraboloïde elliptique :
cylindre elliptique ;
système de plans sécants
imaginaires.
Paraboloïde hyperbolique .
Deux droites réelles.
Deux plans réels.
Deux carrés de signes contraires.
Paraboloïde hyperbolique ;
cylindre hyperbolique;
système de plans sécants
réels.
Cylindre parabolique.
Une droite double.
Un plan double.
Un carré.
Cylindre parabolique; plans parallèles.
CLASSIFICATION DES COURBES ET SURFACES DU SECOND DEGRÉ
Le genre d'une conique de l'espace se reconnaît en coupant par le plan de l'infini. En particulier, si la conique est définie, comme c'est presque toujours le cas, comme section d'une quadrique Q par un plan P, ses points à l'infini ne changent pas si l'on remplace Q par une quadrique homothétique (n° 407) et P par un plan parallèle. En particulier, on peut couper le cône des directions asymptotiques par un plan parallèle à P mené par l'origine. Suivant que l'es deux génératrices d'intersection sont imaginaires, réelles et distinctes ou confondues, la conique proposée est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
461. Centres, plans diamétraux, diamètres. — Nous avons vu, au cours de la discussion des équations réduites, que certaines coniques et quadriques admettent des éléments de symétrie. Rien n'est plus facile que de faire la recherche de ces éléments, dans le cas particulier des courbes et surfaces du second degré. 11 suffit, en effet, d'interpréter proj ectivement leur définition pour être ramené à la théorie des éléments conjugués, exposée au Chapitre précédent.
Ainsi, un centre est le pôle du plan de l'infini. Ses coordonnées sont donc données par le système (n° 434)
(35) /£ = ?, fy = °, /i=°j
la dernière équation devant être supprimée en Géométrie plane.
La discussion des centres pour les différentes espèces de quadriques (ou coniques) résulte de la discussion du n° 434. On peut aussi la faire très aisément au moyen des équations (35) appliquées aux équations réduites. On reconnaît ainsi que les ellipsoïdes, hyperboloïdes et cônes ont un centre unique. Les paraboloïdes n'ont pas de centre, car ils sont tangents au plan de l'infini, dont le pôle est le point de contact ou point à l'infini de l'intersection des plans directeurs. On dit quelquefois qu'ils ont un centre unique à l'infini. Les cylindres elliptique et hyperbolique et les systèmes de plans sécants ont une ligne de centres. Le cylindre parabolique, qui est tangent au plan de l'infini le long d'une génératrice, n'a pas de centre ; on dit quelquefois qu'il a une ligne de centres à Vinfini. Enfin, le système de plans parallèles a un plan de centres.
Pour les coniques, l'ellipse, l'hyperbole et les sécantes ont un
centre unique; la parabole a un centre à l'infini; les droites parallèles ont une ligne de centres.
Le cône circonscrit à partir du centre a sa courbe de contact dans le plan de l'infini (n° 435); c'est donc l'enveloppe des plans asymptotes; c'est le cône asymptote.
En Géométrie plane, les tangentes issues du centre sont les asymptotes.
102. Quand on a trouvé un centre O' (#„, y0, 50), on sait qu'en portant l'origine en ce point, les termes du premier degré disparaissent (ri0 2i8). D'autre part, si l'on ne change pas l'orientation des axes, les termes du second degré ne changent pas. Que devient le [finie constant ?
La nouvelle équation s'écril
/■f^o + ^Jo + j'i z0-r-z') = o.
Pour avoir le nouveau terme constant, il suffit d'annuler x' . y . s ; il reste f(%0,y0: s0).
On peut simplifier son calcul en tenant compte de (35). L'identité d'Euler nous donne, en effet,
/(>0. Jo, *o) = ~ (Vv+7»/,'- -u/^-//j = -./'/'„ •
On a une formule analogue en Géométrie plane.
463. In plan de symétrie oblique pour la direction OÀ(a, [3, y), appelé plus couramment plan diamétral conjugué de celte direction, n'est autre que le plan polaire du point à V infini sur ()). : il a donc pour équation ( n° 132)
En Géométrie plane, on supprime le troisième terme et 1 on a le diamètre conjugué de la direction 0)>.
D'après le théorème du n° 43o, tout plan diamétral passe par le ou les centres. C'est aussi évident d'après (35) et (36). En particulier, pour les paraboloïdes, tous les plans diamétraux sont parallèles à l'intersection des plans directeurs.
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Remarquons aussi que la courbe de contact du cylindre circonscrit parallèlement à O a est la section par le plan diamétral conjugué. On a des propriétés analogues en Géométrie plane.
46i. Cherchons maintenant à interpréter la théorie des droites conjuguées par rapport à une quadrique (n° 136), lorsqu'une de ces droites D' est à l'infini. L'interprétation la plus simple consiste à se rappeler que tout plan P passant par D' coupe D suivant un point M, qui est le pôle de D' par rapport à la conique de section. Comme D' est à l'infini, on voit que D n'est autre que le lieu des centres des coniques de section par les plans parallèles P. Cette droite est appelée diamètre conjugué des plans P.
Si l'on considère maintenant les plans polaires des points de D', on sait qu'ils passent par D. Donc, les plans diamétraux conjugués des directions de P passent tous par le diamètre conjugué de P.
On en déduit aisément, d'après (36), les équations de ce diamètre, connaissant l'équation du plan P qui, par exemple, passe à l'origine. Soit
( 57 ) ux ^-vy-%- wz = O
cette équation. Prenons le plan diamétral conjugué de la direction « 1 . — u, o) de ce plan :
Par permutations circulaires, on a deux autres équations analogues et l'on peut écrire les équations du diamètre conjugué du plan (37) sous la forme simple
(38) ik = -!± = h.
Comme les plans diamétraux, tous les diamètres passent par le ou les centres. En particulier, les diamètres des paraboloïdes sont tous parallèles à l'intersection des plans directeurs.
Les plans tangents parallèles aux plans P ont leurs points de contact à lintersection de la quadrique avec le diamètre conjugué. Ces points sont quelquefois appelés extrémités du diamètre.
465. Systèmes de diamètres ou de plans diamétraux coniugiks. —
Interprétons les triangles, trièdres et tétraèdres conjugués (n° 438), dans les cas particuliers où certains de leurs éléments vont à l'infini. Soit un tétraèdre conjugué dont une face est le plan de l'infini. Les trois autres faces constituent un trièdre Oxyz, dont le sommet O est centre de la quadrique. En outre, le plan diamétral conjugué de chaque arête est le plan de la face opposée ; chaque arête est le diamètre conjugué du plan de la face opposée. Un tel trièdre est appelé système de diamètres conjugués ou de plans diamétraux conjugués. C'est évidemment un trièdre conjugué (n° 438). Si on le prend pour trièdre de coordonnées, l'équation de la quadrique ne doit pas changer quand on change x en — x, ou y en — y. ou z en — z. Elle est donc de la forme (cf. n° i-39)
( 3g A x- -+- By- +C52+D = o.
Si Ton se reporte aux équations réduites (19), (a4) el (2^)< on voit que les plans ( P), (Q '), (R) donnés par les carrés de la décomposition forment toujours un système de plans diamétraux conjugues.
Il est à remarquer que ceci ne s'applique pas aux paraboloïdes (') ni au cylindre parabolique, qui n'ont pas de centre à distance finie.
On a des conclusions analogues en Géométrie plane. On doit alors supprimer le troisième terme dans l'équation (•>()).
466. Considérons un triangle conjugué xyz situé dans le plan de l'infini, c'est-à-dire un triangle conjugué par rapport à la conique de l'infini de la quadrique. Tout trièdre Oxyz qui l'admet comme trace sur le plan de l'infini jouit de la propriété suivante : le plan diamétral conjugué de chaque arête est parallèle à la face opposée. Ln tel trièdre est appelé trièdre de directions conjuguées. Ce n'est un système de diamètres conjugués que si O est centre.
Si on le prend pour trièdre de coordonnées, le c<me des directions asymptotiques de sommet O admet toujours O pour centre et, par
(') Dans le cas des paraboloïdes, le trièdre Oxyz. qui donne les équations réduites, est tel que chacun des plans ^0/ et xOz est plan diamétral conjugué de l'arcte opposée. Mais. yOz n'est pas plan diamétral conjugué de Ox: il a seulement une direction conjuguée de celte droite ( n° 46<i).
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suite, Oxyz pour système de diamètres conjugués ('). Il s'ensuil que son équation est de la forme (3g), mais sans terme constant. Donc, si L'on prend pour trièdre de coordonnées un trièdre de directions conjuguées, il n y a pas de termes rectangles dans l'équation de la quadrique et réciproquement .
Nous dirons quelquefois que le plan xOy, par exemple, a une direction conjuguée de la direction de la droite Qz. De même, Ox et O r ou bien zOx et zOy ont des directions conjuguées. Cela veut dire simplement que les traces de ces directions sur le plan de l'infini sont des éléments conjugués (polaire et pôle, points conjugué», droites conjuguées) par rapport à la conique de l'infini de la quadrique.
Tout cela s'applique en Géométrie plane, avec des modification» qui sont évidentes.
467. Méthodes d'identification d'une Conique ou d'ike quadrique.
- — Quand on est en face d'une équation quelconque du second degré, on est quelquefois très embarrassé pour savoir ce qu'elle représente.
Si l'on a affaire à une équation à coefficients numériques, le procédé qui est souvent le plus pratique et qui est toujours le plus sur est celui de la décomposition en carrés {n° 4-49). Il a, en outre, l'avantage de conduire à une équation réduite.
Malheureusement, avec des coefficients littéraux, cette méthode devient rapidement inextricable et il devient nécessaire de trouver des procédés plus simples. On utilise, à cet effet, une ou plusieurs propriétés se mettant facilement en évidence sur l'équation proposée et dont l'ensemble suffit pour caractériser la nature de la surface (ou de la courbe) ( 2).
Parmi les éléments qu'on peut ainsi invoquer, signalons les points à l'infini (classification par le genre), les centres, les diamètres, les génératrices rectilignes, les sections planes, etc. Les propriétés spéciales de ces éléments, pour chaque classe de quadriques, se mettent facilement en évidence sur les équations réduites. Nous en
(') Il faut remarquer que ce cône et la quadrique proposée ont même section par le plan de l'infini.
(-) Pour les coniques, il suffit généralement de chercher le genre et de voir si la conique est dégénérée.
Haag. — Cours, II. 3i
avons rassemblé quelques-unes clans le Tableau ci-dessous, qui résume toute la classification des quadriques.
TYPE dp la décomposition.
NATURE de la quadriquc
ENTRES
DIAMÈTRES conjuuués.
E imag.
E réel.
Cône imag.
Ellipsoïde.
• lône imagin.
= . horsOj g L hors.
rë 1 Sur i i ».
-% j hors.
3 I hors, r sur.
Tous imag.
Tous réels. Tous nuls.
Cône réel.
Hyperboloïde.
Cô n e réel.
Tous nuls.
Pe
Ph
Paraboloïde.
imag.
! réels.
I 1 imas-
1 réels.
i centre à l'infini.
Cf. imag.
Ce réel.
2 plans sécants
ima^r.
•- hors.
T 1 hors.
a \ sur-
"" 1 hors.
.1 ' *Ur-
P2_ QS-h/j
CH
2 plans sécants réels.
Pï-i-0
cP
< '.\ lindre
parabolique.
Plan double.
i ligne à l'infini.
ps+À:8
2 plans / imag.
parai- , réels, lèles ' conf.
= hors.
-r_ hors.
- ' sur.
(') Hors de la surface: sur la surface.
468. — Cas des coordonnées tangentielles. — On pourrait reprendre tout ce qui a été dit dans ce Chapitre, en se plaçant au point de vue tangentiel. En particulier, on peut appliquer à une équation tangentielle la méthode de décomposition en carrés, en prenant comme première variable directrice r (ou w en Géométrie plane ){cf. ENercice résolu n° 3).
Nous nous contenterons de faire les observations suivantes.
On reconnaît les paraboloïdes (ou la parabole) à ce qu'ils sont tangents an plan de Vin fini (ou à la droite de l'infini), ce qui est caractérisé par l'absence du terme en r- (ou en w-).
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On a le centre en formant l'équation tangentielle du pôle du plan de l'infini, soit
En combinant cette équation avec la proposée, on a le cône asymptote (ou les asymptotes;. En particulier, en éliminant r. on a l'équation tangentielle de la conique de /'infini (ou des points à l'infini), qui permet de reconnaître le genre.
Enfin, on peut avoir des renseignements précieux pour l'identification de la quadrique en étudiant la réalité des plans tangents parallèles à certaines directions, en particulier parallèles aux faces d'un trièdre de directions conjuguées.
DIRECTIONS PRINCIPALES ; EQUATIONS RÉDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES.
469. Bit du chapitre. — Dans le Chapitre précédent, nous sommes arrivés, par des changements de coordonnées, à mettre l'équation générale du second degré sous des formes réduites très simples. Mais les nouveaux axes étaient quelconques. Le but du présent Chapitre est de voir s'il est possible d'arriver aux mêmes équations en coordonnées rectangulaires. ( n tel résultat serait particulièrement intéressant en Géométrie plane, car il nous démontrerait l'identité des coniques de la Géométrie analytique avec les coniques de la Géométrie élémentaire (n° 451 l. Nous supposerons que les axes de départ sont eux aussi rectangulaires.
Afin de séparer les difficultés, nous diviserons notre problème en deux :
i° Chercher les directions des nouveaux axes ; 2° Chercher leur origine.
Le premier problème s'énonce de la manière suivante :
Faire un changement de coordonnées rectangulaires de manière que la nouvelle équation ne renferme pas de termes rectangles.
Il n'intéresse que les termes du second degré es (x, y, :)\ de sorte que, s'il est résolu pour une quadrique, il lest aussi pour toutes les quadriques de mêmes directions asymptotiques, c'est-à-dire pour toutes les quadriques homothétiques (n° 407).
En Géométrie plane, on peut employer une méthode élémentaire, qui consiste à faire tourner les axes d'un angle to el à déterminer ensuite cet angle pour que la transformée de la forme quadra-
ÉQUATIONS RÉDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES. \^rJ
tique cp(.r, y ) n'ait pas de terme rectangle (cf. Chapitre VI, Exercice proposé n° 20). On peut aussi remarquer que les axes cherchés sont les bissectrices du faisceau des directions as] mptotiques (ri0 132). Mais ces méthodes ne s'étendent pas aisément à l'espace.
[Vous en connaissons une autre, qui est générale. La question est, en effet, de trouver une substitution orthogonale qui fasse disparaître les termes rectangles de la forme quadratique csf.r, ) , s). Or, ce problème a été résolu au n°310 du Tome I, par la méthode de l'équation en S. Nous pourrions donc nous en tenir là. Nous allons, néanmoins, reprendre la question, en l'interprétant géométriquement.
470. Directions phincipales. — Le nouveau trièdre de coordonnées doit être à la fois un trièdre trirectangle et un trièdre de directions conjuguées (n° 466). Il en résulte que chaque direction d'axe doit être perpendiculaire à la direction de plan conjuguée. Une telle direction de droite sera appelée direction principale.
Il est aisé d'en découvrir géométriquement l'existence, en coupant par le plan (ou la droite) de l'infini.
En Géométrie plane, la trace p d'une direction principale sur la droite de l'infini doit avoir même conjugué harmonique par rapport aux points cycliques I et J et aux points à l'infini de la conique I' et J'. C'est donc un point double de l'involution déterminée par ces deux couples de points (n" 141.) Gomme il y a deux points doubles, il y a deux directions principales, qui sont les bissectrices des directions asymptotiques.
Si la conique est une parabole, les directions principales sont la direction asymptotique double et la direction perpendiculaire. Si elle est un cercle, les points I-, J' se confondent avec les points I, J ; l'involution n'est plus déterminée ; toutes les directions sont principales, ce qui est, du reste, bien évident du point de vue élémentaire.
Dans l'espace, Ja trace p d'une direction principale sur le plan de l'infini doit avoir même polaire par rapport au cercle de l'infini Y et à la conique de l'infini r" de la quadrique proposée. C'est donc un pôle double pour ces deux coniques ( n" 484).
En général, il y a trois pôles doubles formant un triangle conjugué commun, donc trois directions principales formant un trièdre trirectangle et «.le directions conjuguées. Si la quadrique est un paraboloïde, V est dégénérée: son point double est un pôle double; l'intersection des plans directeurs du paraboloïde est une direction principale. Si I" est bitangente à T en I et J [nous verrons que c'est la caractéristique des quadriques de révolution (n° 479)], le pôle p et tous les points de IJ sont des pôles doubles; donc, la direction p et toutes les directions perpendiculaires sont principales. Enfin, si la quadrique
est une sphère, T'est confondue avec V, tous les points du plan de l'infini sont des pôles doubles, toutes les directions de l'espace sont principales, ce qui est, du reste, bien évident du point de vue élémentaire.
471. Recherche analytique des directions principales. — Soienl y.. [3, y les paramètres directeurs d'une direction principale ()'/.. Le plan diamétral conjugué par rapport au cône
(i ) <?(#, y, z) = A.r2-4- k.'y2-+- A" z'1 + i B yz -+- iB' zx -+- ■>. B " xy = o a pour équation ( n" 163 I
rr-ry— .y-'-i— 5®y= O.
Pour qu'il soit perpendiculaire à Oà, il faut ri il suffit que l'on ail
en prenant pour inconnue auxiliaire S la moitié «le La valeur commune des trois rapports. Si S était connu, uous aurions, pour déterminer a, j. y, le système linéaire et homogène
ou
?;-sY = o
(A — S)*Tf-Bff(3 - U ■•; =o,
BJ3 -»-(A'— S)y-o
Pour que ce système admette une solution autre que la solution nulle, il faut et il suffit que l'on ail
Cette équation du troisième degré porte le nom d'équation en S de la quadrique. Dès qu'on en connaîl une racine, on obtient une ou plusieurs directions principales par le système l ().
En Géométrie plane, l> s calculs sont analogues. Il suffit de faire, dans ce qui précède, A"= B = B' = y = ... Le >_\ -tenu | j | se réduit à
<•( l'équation en S à l'équation du second degré 17. S| S)==(À — S) (A'— S) — B"2 = o.
i72. Discussion. — Il existe de nombreuses méthodes ( ' ) permettant de démontrer que l'équation en S a toujours toutes ses racines réelles et d'étudier en même temps la distribution des directions principales. Nous indiquerons seulement celle qui nous paraît à la fois la plus simple et la plus instructive.
Nous commencerons par établir le théorème suivant (2) :
Théorème. — Les racines de V équation en S sont des invariants pour tout changement de coordonnées rectangulaires.
Faisons seulement la démonstration pour l'espace. Elle s'applique au plan et même à un espace quelconque à n dimensions.
Ai S 1 n'est autre que le discriminant de la forme quadratique
Si x\ y', z' désignent les nouvelles coordonnées, on sait crue l'on a identiquement (n° 35)
Si donc s,(./'. y . -') désigne la forme transformée de 'six. y, z) et y, 1 x': y', z') la transformée de à(x, y. z ). on a
(9) M«'.yi*')a?i{*'i/>«')- 's(a^*+y«+^
Par conséquent, l'équation en S relative aux nouveaux axes s'obtient, en annulant le discriminant A, (S) de '|(. Or, on a identiquement (t.I, n°309) (10) A,(S) = A(S),
en se rappelant que le déterminant des neuf cosinus est égal à riz i . Par conséquent, les racines de l'équation en S sont les mêmes poulies deux systèmes d'axes | ; |. c. q. f. d.
(') Cf. Nui, a- 259 à 263.
(-) Cf. n° 494 et Tome I, Chapitre XXV, Exercice résolu n° 4.
(3) On peut aussi, sans faire appel au théorème du n° 309, remarquer simplement que toute racine S de la première équation rend 0 décomposable en moins de trois carrés, donc aussi tyt, ce qui exige que S soit aussi racine de la deuxième équation. Inversement, toute racine de celle-ci satisfait a la première.
Cela posé, envisageons d'abord le cas de la Géométrie
plane.
Si. danso(S l, nous substituons —ce. A, A'. +00, nous obtenons les signes -4-, — , — , -h. Donc, l'équation (7) .a toujours ses deux racines réelles et situées de part et d'autre de l'intervalle 1 V. V |. Soit S, l'une d'elles. 11 lui correspond au moins une direction principale. Prenons-la pour axe des x. Les équations (6) doivent alors être satisfaites pour S = S , . a = 1 , jii = o. Ceci exi^e
un A = S,, B"=o.
La deuxième racine de (- ) est alors S2— : \ .
\ ovons quelles directions principales correspondent à chaque racine. Nous avons deux cas à distinguer.
Premier cas : L'équation en S a deux racines distinctes. - Autrement dit. A V .
Pour S = Si = A, la première équation (6) esl satisfaite identiquement; la seconde se réduit à
c'est-à-dire à j = o. puisque A' — A - o. A la racine s, correspond donc l'axe des x pour direction principale unique. On verrail de
même qu'à S2 correspond seulement Or.
• Deuxième cas : U équation en S a une racine double. — autrement dit, A = A'.
Pour S = A = A', les deux équations 1 (i 1 sont vérifiées identiquement. Donc, toutes les directions du plan sont principales.
Remarque. — \\ec les nouveaux axes, les termes du second degré sont
Ceci nous prouve que la conique est un cercle dans le cas de la racine double et dans ce cas seulement, et aussi qu'elle esl du genre ellipse ou du genre hyperbole, suivant que les racine- sont de même signe ou de signes contraires.
57 ï. Passons maintenant à l'espace.
L'équation (5) est du troisième degré. Donc, elle a au moins une
racine réelle S:l, à laquelle correspond au moins une direction principale, que nous prenons pour axe des z.
Le système { \ (doit alors être vérifié pour S = S:t, a = {3 — o, y=r. Ceci exige
Dans ces conditions, les deux premières équations ( \ 1 se réduisent à (6) i la troisième à (A" — S)y = o. Celle-ci étant vérifiée pour v=o, on voit que les directions principales de la conique de section par le plan des xy sont aussi directions principales de la ciuadrique 1 ' |. D'après le cas précédent, nous pouvons choisir deux de ces directions pour axes des x et des y, ce qui nous donne. d'après 1 1 1 >. B'= o.
Le problème est maintenant très simplifié. Le déterminant A< S 1 se réduit à sa diagonale principale; les racines de l'équation en S sont donc A. V . A". Quant au système < \ 1. il se réduit à
La discussion est des plus faciles.
Premier cas : Trois racines distinctes. — Les trois coefficients A, A . A" sont tous différents.
A la racine S = V correspond la solution unique rp =*' = o, c'està-dire la direction principale Ox. De même, à S == A' correspond < ) r. et a S = V correspond O -.
Deuxième cas : L ne racine double et une racine simple . — On a,
par exemple.
A la racine double S=A=A' correspond la solution indéterminée définie par la seule condition y = o, c'est-à-dire n'importe quelle direction du plan des xy.
A la racine simple S=A" correspond, comme précédemment, Tunique direction principale O c.
(') C'est évident géométriquement, car le plan diamétral conjugué d'une telle direction 3 contient la direction perpendiculaire de xOy et aussi la direction O: ( n 464), Il est donc perpendiculaire à S.
Troisième cas : L ne racine triple. — On a A = A' = A".
Si L'on fait S = A = A.'= A" dans le système < i3 ), il est satisfait, quels que soient y.. (3, v; autrement dit, toutes les directions de L'espace sont principales.
En résumé, nous avons le théorème Minant :
Théorème. — i" L'équation en S a toutes ses racines réelles.
2° A une racine simple correspond toujours une seule direction principale.
3° A une racine double correspondent une infinité de directions principales, para Hèles à un même plan.
\" A une racine triple correspondent . comme directions principales, toutes les directions de l espace.
Y Deux directions principales correspondant à deux racines différentes sont rectangulaires.
6a On peut toujours trouver au moins un trièdre trirectangle constitué par trois directions principales. Si mi le prend pour trièdre de coordonnées, les termes du second degré »(#, y. «) dc\ iennent S, x- -+- S2y2-f- S3 s2.
D'après le théorème d'invariance du n" 172, toutes ces propriétés sont indépendantes du choix des axes. Revenons à des axes rectangulaires quelconques et appliquons au système | \ l les propriétés i "■ '> et î". D'après la théorie des équations linéaires et homogènes (t. I, n° *292 i, nous voyons que le déterminant principal esl d'ordre ». î ou o, suivant que la racine S est simple, double ou triple. Doue :
Théorème. — i° Toute racine simple de l'équation en S annule A(S), mais n'annule pas tous ses mineurs du second ordre.
2° Toute racine double annule tous les mineurs du second ordre, mais n'annule pas tous ceux du premier ordre.
3° Toute racine triple annule tous les mineurs du premier ordre.
\~o. Equations réduites. — Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème posé au n° 469. Nous savons, en eiî'ct. trouver un trièdre trirectangle de directions principales, ce qui résoul la première partie du problème. Pour résoudre la seconde partie, il
n'\ a plus qu'à appliquer la méthode de la décomposition en carrés
exposée au Chapitre précédent. En effet, quand pn a pris des directions principales pour axes de coordonnées, les termes rectangles ont disparu. Dès lors, en appliquant la méthode de Gauss comme il expliqué au n° 149, on obtient des carrés dont chacun ne peut renfermer qu'une seule coordonnée. Par suite, les équations réduites auxquelles on aboutit se rapportent à des axes parallèles aux premiers, donc rectangulaires.
Ce raisonnement est impeccable tant qu'on obtient effectivement trois carrés dans la décomposition, c'est-à-dire quand l'équation en S n'a pas de racine nulle (cf. ()° du théorème du n" 17 i i. Si une racine est nulle, par exemple S,, on extrait un carré en y et un carré en z; il restera une expression linéaire en x ( ' ) : nos conclusions s'appliquent encore.
Si deux racines sont nulles, par exemple S, et Ss. on extrait un carré en y et il reste une expression linéaire en x. z (2). Le plan (Q) correspondant est perpendiculaire à xO z. On peut le prendre pour plan de coordonnées par une rotation des axes autour de Oy suivie d'une translation. Nos conclusions subsistent.
47(5. Cas ou il y a un cextue. — Lorsque la quadrique i ou conique) admet un centre, en aboutit plus simplement à l'équation réduite par la méthode suivante :
i" On transporte l'origine au centre. Cela ne change pas les termes du second degré et nous savons calculer le nouveau terme constant (n° 462).
2° On fait tourner les axes pour les rendre parallèles à tirs directions principales. Cela ne change pas le terme constant etnous savons calculer tout de suite les nouveaux termes du second degré, quand nous connaissons les racines de l'équation en S.
Finalement, on peut écrire a. priori 1 équation réduite sous la forme (i4.) S,^— S2iy2-i- S:i;2+ -f'o=°>
sans qu'il soit nécessaire d' utiliser aucune formule de change-
(') Si cette expression renferme effectivement x, la surface est un paraboloïde: m elle se réduit à une constante, la surface est un cylindre à centres.
(2) Si elle se réduit à une constante, la surface est un système de plans parallèles; sinon, c'est un cylindre parabolique.
ment de coordonnées^ ni même de connaître les nouveaux axes. Dans la première méthode, au contraire, on es! obligé de faire la transformation à cause des termes du premier degré.
177. Axes, plans principaux, sommets. — Les axes et plans de coordonnées qui, dans le Chapitre précédent, étaient des éléments de symétrie oblique, deviennent maintenant des éléments de symétrie droite.
Si l'on se reporte à la discussion laite aux n"" iijl à £58, on voit que l'ellipse et V hyperbole possèdent (leur axes, qui sont les diamètres conjugués des directions principales. Leurs extrémités son! les somme/s. Tous quatre -oui réels dans l'ellipse, deu\ seulement le sont dans l'hyperbole.
La parabole possède un seul axe, qui est le diamètre conjugué de la direction principale perpendiculaire à la direction asymptotique double. L'autre axe, diamètre conjugué «le celle direction asymptotique, est rejeté à l'infini. La parabole a aussi nu seul sommet.
L'ellipsoïde et les hyperboloïdes possèdent trois plans de symétrie, <jui sont les plans diamétraux conjugués des trois directions principales et sont appelés plans principaux. Ils possèdent aussi trois axes et six sommets. Les -i\ sommets sonl réels pour l'ellipsoïde, quatre sont réels pour l'hyperboloïjie à une nappe et deux seulement pour l'hyperboloïde à deux nappes.
Toutefois, lorsque l'équation eu S a une racine double^ nous savons qu'il va une infinité de directions principales; il \ a 'loinaussi une infinité de plans principaux, d'axes el de sommets'. Ceci s'explique aisément -i l'on se reporte à l'équation < i j't. qui nous montre que la quâdrique est de révolution autour de Oz (n° 360 . si l'on suppose, par exemple. S, = So. Les plan- principaux sonl alors les plans méridiens et les axe- les diamètres perpendiculaire-. L'axe de révolution et le plan ilu parallèle concentrique à la quâdrique correspondent à la racine simple de l'équation en S.
Les paraboloïdes on! deux plans principaux, qui sont les plans diamétraux conjugués des directions principale- perpendiculaires à l'intersection des plans directeurs. Le troisième esl rejeté à l'infini. Il v a un seul axe. intersection des plan- principaux et diamètre conjugué des plans perpendiculaires à l'intersection des plans directeurs. 11 v a aussi un seul sommet.
Lorsque les deux racines non nulles de Vé.quation en S sont égales^ le paraboloïde est de révolution. M esl évidemment elliptique. Il j a une infinité de plans principaux, qui sont les plans méridiens; mais il n'y a qu'un seul axe et un seul sommet.
Dans le cas des cylindres, les plans principaux, axes et ligue? de sommets se déduisent immédiatement des axes et sommets dune section droite.
i78. Equation aux carrés des demi-axes. — Une quadrique (ou conique; à centre est déterminée en grandeur quand on connaît les longueurs de ses axes. Il peut donc être utile de savoir les calculer directement, sans être obligé de former l'équation réduite.
Une première méthode consiste à se reporter à l'équation (i/j) et à remarquer que les carrés des demi-axes sont donnés par la formule
S devant être remplacé successivement par les racines de l'équation en S. En éliminant S entre cette dernière et (i5), on a une équation en z. qui est Y équation aux carrés des demi-axes.
Une autre méthode, dite méthode de Gallois, consiste à chercher les sphères (ou cercles) concentriques et hitangentes à la quadrique (ou à la conique) donnée. Les diamètres de contact de ces sphères (ou cercles) sont les axes demandés.
479. Condition pour qu'une quadrique soit de révolution. — D'après la discussion du n° -477, pour qu'une quadrique soit de révolution, il faut et il suffit que son équation en S ait une racine double n<ui nulle.
D'après un théorème du n" 474. nous savons que si S est cette racine, le déterminant A(S ) a tous ses mineurs nuls et réciproquement. Il en résulte que la forme quadratique
doit se réduire à un carré parfait (t. I, n° 305). Soit P- ce carré. L'équation du cône des directions asymptotiques peut s'écrire
(i6i S(^--r-jK2-+--2)-^p2= o.
Elle représente bien un cône de révolution, dont V axe est per-
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pendiculaire au plan P = o (n" 360). L'axe de la quadrique est donc, lui aussi, perpendiculaire à ce" plan, qui donne, par suite, la direction des plans des parallèles.
On peut interpréter l'équation (16), en disant que le cône des directions asymptotiques est bitangent au cône isotrope le long des deux génératrices du plan (P) et réciproquement ( n° 507). Il est équivalent de dire que la conique de l'infini de la quadrique proposée doit être bitajigente au cercle de l'infini fl). La corde île contact est la trace des plans des parallèles et son pôle est la trace de l'axe de révolution (cf. n° 470).
£80. Plans cycliques. — On appelle ainsi les plans qui coupent la quadrique suivant des cercles.
On peut se borner à chercher les plans cycliques du cône C dedirections asymptotiques et seulement ceux de ces plans qui passenl à l'origine, car tout cela ne change pas les points à l'infini de la section. Or, un tel plan 1* doit couper C suivant deux isotropes. Autrement dit, il doit contenir deux des quatre génératrices d'intersection du cône C et du cône isotrope T. Nous sommes donc ramenés à chercher les plans sécants communs à ces deux eône> ( n 509). Ils sont obtenus en écrivant que le cône
(';) ?(#, y, ~) — SO^-f-jr5— z*) = o
dégénère en deux plans, c'est-à-dire en annulant le discriminant i\u premier membre. Nous retombons sur l'équation en S. Donc, les /dans cycliques sont, donnés par Véquation (17). où Von doit remplacer successivement S par les trois racines de Véquation en S. Chaque racine donne deux plans cycliques; il y a donc en tout six plans cycliques. Mais, deux seulement sont réels. On le voit immédiatement sur l'équation réduite, au moyen de laquelle l'équation (17) s'écrit
(S,-ë)a?«-h(S»— S).yi+(S3-S)s» = o.
En remplaçant successivement S par S(. S2, S3, on constate que l'on n'obtient deux plans réels que pour S = S2, en supposant, pour fixer les idées, S1>-S2>S3. Comme les racines de l'équation en S sont des invariants (n" 472 1. ce résultat est indépendant ^\r< axes et
(') L'équation en S n'est autre que l'équation en a de ces deux coniques i n 18
l'on peut affirmer que les deux plans cycliques réels sont fournis par la racine moyenne de V équation en S. Ils se coupent, d'ailleurs, suivant la direction principale correspondant à cette racine, ainsi cju'on le voit sur l'équation (18),
Dans le cas de la racine double, les plans cycliques réels se confondent suivant les plans des parallèles.
481. Tout ceci peut s'interpréter dans le plan de l'infini, au moyen de la conique de l'infini Y' et du cercle de l'infini Y.
Les traces des plans cycliques sont les sécantes communes à. ces deux coniques. Elles se groupent deux à deux suivant les coniques dégénérées du faisceau (Y1, F"), lesquelles sont données par l'équation en X (n° 483), qui n'est autre ici que l'équation en S. Deux sécantes associées se coupent en un pôle double; donc deux plans cycliques associés se coupent suivant une direction principale.
Les quatre points de base du faisceau sont imaginaires; donc, un seul couple de sécantes communes est réel'(n° 485, III), et, par suite, un seul couple de plans cycliques. Les trois pôles doubles sont réels, donc aussi les trois directions principales.
Lorsque les coniques sont bitangentes, les sécantes communes sont la corde de contact IJ et les tangentes en I et J. Les plans cycliques sont les plans des parallèles et les plans isotropes issus de l'axe de révolution de la quadrique.
482. Axes et plans principaux en coordonnées tangentielles. — Si une quadrique (ou conique) est définie par son équation tangentielle, on peut trouver ses plans principaux (ou axes) en partant d'un plan (ou droite) quelconque (u, v, w, r) et exprimant que son pôle est à l'infini dans la direction perpendiculaire. On reconnaît, le cas écbéant, que la quadrique est de révolution, au fait qu'il y a une infinité de plans principaux passant par une même droite.
Une fois connue la direction d'un plan principal (ou axe), on a les sommets de l'axe perpendiculaire en cherchant les points de contact des plans tangents (ou tangentes) parallèles.
INTERSECTION DES CONIQUES ET QUADRIQUES
483. Intersection de i»i-:i \ coniques. — Soient doux coniques S et S' définies par leurs équations ponctuelles
i S = o, Sf = o.
Le théorème de Bézout | u" i(» | nous apprend qu'elles se coupent en quatre points. Pour calculer leurs coordonnées, on pourrait
former l'équation aux x ou bien aux — ■ Voici une méthode plus élégante.
Considérons les coniques du faisceau (S. S' >. c'est-à-dire les coniques ï définies par l'équation
(2) S + ÀS' = o.
Quel que soit À, chacune d'elles passe par l'intersection des coniques proposées (cf. n° 504). On peut, dès lors, songera profiter du paramètre X pour simplifier le problème, et, pour cela, il suffit, évidemment, de s'arranger pour que la conique S se décompose en deux droites. A cet effet, nous annulons le discriminant Ai ai de S + )vS'; nous obtenons ainsi une équation du troisième degré :
cpii est appelée l'équation en a des deux coniqut s.
Avant unv racine a, de cette équation, nous décomposons la conique St correspondante en deux droites D, et 1), et nous cherchons l'intersection de chacune d'elles avec S ou S' : toutes ces opérations se traduisent analytiquement par la résolution de trois équations du second degré (').
(') Cf. Tome I, Chapitre XVIII, Exercice résolu n° 1.
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i8i. Sécantes communes; pôles doubles. — Chacune des droites D, et D'( est appelée une sécante commune des coniques proposées, parce qu'elle les coupe aux mêmes points. Leur ensemble est un couple de sécantes communes. Il correspond un tel couple à chaque racine de (3 >; il y a donc trois couples de sécantes communes.
Soit P, le point de rencontre de D, et I),. C'est un point double de la conique -f. Ses coordonnées satisfont donc aux équations
Or. ces équations peuvent s'interpréter autrement. Elles expriment
ii »^* je
«pie les coefficients — :» — > ~ de la polaire de P, par rapport à S sont
proportionnels aux coefficients -.— , — , — de la polaire de P. par 1 l dx dy i)z r l
. c. • cn . àS dS' <)> - dS' rapport a o , et, par suite aussi, aux coeincients -r- —h -r- > -, a — ,
11 L dx '/./• dy dy
— — À — - de la polaire de P, parrapport à une conique 2l quelconque
du faisceau. Autrement dit. le point P, a même polaire par rapport à toutes les coniques du faisceau. Réciproquement, s'il a même polaire par rapport à deux coniques 1 différentes, on en déduit la proportionnalité ci-dessus, et, par suite, des égalités analogues à (4); d'où il résulte queP, est un point double d'une conique dégénérée du faisceau .
Un tel point est appelé pôle double et sa polaire polaire double.
Aux trois coniques dégénérées S,, -■_,. ï3 correspondent trois pôles doubles P,. P2. P:t. La polaire de P, par rapport à -;, passe par Pj ; la polaire du même point par rapport à S3 passe par P3 ; comme ces deux droites coïncident, on voit que la polaire de P, par rapport à toute conique du faisceau est P^lV Autrement dit. le triangle P, P0P3 est conjugué par rapport à toutes les coniques -; c'est le triangle conjugué commun. {Cf. t. I. Chap. \X\ . Exercice résolu n° o.)
Toutes ces propriétés sont évidentes géométriquement. Soient a, b, c, d les quatre points de rencontre de S et de S'. Les trois couples de sécantes communes sont (ab. cd), (ac, bd ) et (ad, bc). La polaire de P,. intersection de ab et de cd, par rapport à n'importe quelle conique passant par «, b, c. d. est la droite P2P:{. en vertu de la construction du n° 440.
IIaa;. — Cours. II. 3>
485. Discussion. — • Toul ce qui précède s'applique au eu - généra] où les quatre points «, b, c, d sont distincts. Si deux ou plusieurs de ces points sont confondus, il se produit des modifications qu il est utile de faire ressortir.
Nous allons discuter tous les cas possibles de l'intersection, en nous occupant, en outre, des questions de réalité. Pour ce dernier point de vue, nous supposerons que les coniques S et S' sonl à coefficients réels, de sorte que si un point imaginaire appartient à l'intersection, le point imaginaire conjugué lui appartient aussi 1 n" 55).
I. Quatre points réels. - — - Les six sécantes communes, Les trois racines de l'équation en À el les trois pôles doubles sont réels et distincts.
II. Deux points réels a, b el deux points imaginaires conjugués c. d. — Les sécantes <d/. cd sont réelles el distinctes; la racine a, et le pôle double I', sont donc réels. Les sécantes ac, b,l sont imaginaires non conjuguées, car la droit»' imaginaire conjuguée de ac. par exemple, est ad; la racine X2 et le pôle double l'j sont donc imaginaires. On a une conclusion analogue pour le couple (ad, 6c), la racine X3 et le pôle double IV Les deux couples S2, S3 sont imaginaires conjugués, puisque '/'/ est conjuguée de ac <i bc de bd: donc X3 el P3 sont imaginaires conjugués de /._. H I'-...
III. Quatre points imaginaires. IU sont deux à Acu\ conjugués; par exemple, b esi conjugué de a et d de c. Les sécantes <il> et cd sont réelles 1 n" 7 ï), donc aussi X, el P, . Les sécantes ac et bd sont imaginaires conjuguées, pince qu'elles joignent deux couples conjugués de points imaginaires; donc, X2 et P2 sonl réels. On ;i une conclusion analogue pour \<td. bc), X3 et P3.
I\ . Deux points confondus <i. b etdeux points distincts c. d. — La sécante ab doit couper chaque conique du faisceau en deux points confondus; c'est donc une tangente el l'on voit que toutes les coniques ï sont tangentes au point \. où viennent coïncider a et b. Les deux autres points c, <f peuvent être réels ou imaginaires conjugués; dans les deux cas, la sécante cd esl réelle. Elle coupe la tangente ab au pôle double réel P, et la racine a, est réelle.
Les Jeux couples (ac, bd) et (ad, bc) sont confondus et composés
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de droites réelles ou imaginaires conjuguées; Xa égale ).,. Pa et P3 se confondent au point de contact A. Le triangle conjugué commun lJ, P2 1*3 est infiniment aplati; le côté P2Pa e>t la polaire de I\ patrapport à une conique quelconque du faisceau.
Ce cas peut être regardé comme cas limite des cas 1 ou IL lorsque b tend vers a.
V. Deux points confondus a, b et deux points con/o/idus c, d. — Les coniques sont bitan génies. Leurs points de contact A et B peuvent être réels ou imaginaires conjugués ( '). Les sécantes ab et cd sont les tangentes en ces points; elles sont réelles ou imaginaires conjuguées. Dans tous les cas, la racine A| est réelle, ainsi que le pôle double P, .
Les deux couples (ac. bel ) et I ad . b<- ) ^e confondent avec la droite double, toujours réelle, qui joint les points de contact et qui est appelée, ordinairement, la corde de contact. La racine a.> = ).;5 est double. Tous les points de la corde de contact sont des points doubles de 22 ( ou S3 ) ; ce sont donc des pôles doubles. 11 y a une infinité de triangles conjugués communs P(P2P3, obtenus en prenant pour P2, P3 deux points quelconques de la corde de contact conjugués harmoniques par rapport aux points de contact.
Ce cas peut être regardé comme cas limite de l'un ou l'autre des trois premiers, lorsque b tend vers a et d vers c.
VI. Trois points confondus «, b, c, le quatrième distinct. — Us sont nécessairement tous réels. Les coniques S sont dites osculatrices au point A. où viennent coïncider à, b, c. Les trois sécantes ab: ac. bc se confondent «avec la tangente en ce point et les trois sécantes cd. bd . ad sont également confondues. Par suite, il en est de même des trois couples 2|, 22, -a- La racine À| = À2 = )v3 esl triple. Les pôles doubles P,. P2. P3 sont tous confondus avec le point d'osculation. 11 n'v a plus, à proprement parler, de triangle conjugué.
Ce cas est un cas limite de IV, lorsque c \r\\(] vers A.
VII. Les quatre points confondus. — Us sont nécessairement
(l) Le cas où les points de contact sont imaginaires ne diffère pas, comme apparence, du cas III. On le distingue par le9 pôles doubles.
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confondus en un point réel, où les coniques 2 sont dites surosculatriees. Toutes les sécantes communes sont confondues avec la tangente en ce point. La racine )v,==X2=X3 est triple. Les coniques S|, 22, S3 se confondent en une droite double, qui est la tangente ci-dessus et dont tous les points sont, par suite, des pôles doubles.
Ce cas est la limite du précédent, quand cl tend vers A. Il a même apparence que le cas IV; il en diffère par ce fait, que tout point de la tangente est un pôle double, tandis que dans le cas W , un seul point de la tangente jouit de cette propriété.
i86. Nous avons maintenant terminé notre discussion. Si 1 on examine ses conclusions relativement aux couples de sécantes communes, on voit qu'elles diffèrent toujours d'un cas a l'autre. Elles peuvent donc servir à caractériser les diverses configurations que peut présente]- l'intersection. En particulier, elles donnent un moyen commode pour écrire ou reconnaître que deux coniques sont tangentes, bitangentes, osculatrices ou surosculatrices.
Dans tout ce qui précède, nous n'avons fait intervenir, nulle part, la droite de L'infini. Nos conclusions sont absolument générales; elles revêtent seulement certaines formes particulière-, que nous Laissons au lecteur le soin d'examiner en détail, quand on suppose que certains points ou droites'sonl à l'infini.
i87. Problème corrélatif. Le problème corrélatif esl La
recherche des quatre tangentes communes à deux coniques. Il peut être traité d'une manière entièrement analogue. Les équations (1) sont alors des équations tangentielles et l'équation représente les coniques S du faisceau tangentiel (S, S') in" ,vi08i, c'est-à-dire les coniques tangentes aux quatre tangentes communes cherchées. L'équation en X détermine Les trois coniques dégénérées du faisceau : E(, ÏL.. ï:>. La conique ï,, par exemple, se décompose en deux points M,. \ll? appelés ombilics. Les tangente- issues de chacun d'eux à toutes le- coniques S sont Les mêmes; de sorte que, lorsque l'on connaît un couple d'ombilics, il suffit de mener, par ces deux point-, les tangentes à une conique ï quelconque pour avoir les tangentes communes cherchées.
La droite M, M', a même pôle par rapport à toute- Les coniques ï: c'est une polaire double. Il v a donc trois polaires doubles, dont les
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pôles sont des pôles doubles. Ceux-ci ne sauraient différer de ceux qui ont été obtenus au moyen des sécantes communes (n° 484). Gela donne lieu, dans le cas où les quatre points d'intersection et les quatre tangentes communes sont réels, à la figure 5o. On peut aussi
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en conclure que, lorsque l'on connaît une racine de l'équation en À ponctuelle, <»n en connaît une de l'équation en a tangentielle et vice versa (*) ; ou bien encore que si Ton connaît les points communs à deux coniques, on peut trouver leurs tangentes communes par des résolutions d'équations du second degré et vice v -rsn .
On pourrait reprendre, au point de vue tangentiel, toute la discussion du n" 48o. Contentons-nous de faire les observations suivantes :
Lorsque les coniques sont tangentes en A, la tangente T au point de contact est une tangente commune comptant pour deux. Les deux autres tangentes communes sont distinctes (réelles ou imaginaires conjuguées ) ; elles se coupent au point AIt et rencontrent T en AL, M'2. Un couple d'ombilics est (A, Mt); l'autre est (M2, M, >. il est double.
Si les coniques sont bita/igentes, les tangentes aux points de contact sont les seules tangentes communes. In couple d'ombilics est constitué par les points de contact ; l'autre, qui compte pour deux, est constitué par le pôle de la corde de contact considéré
(') On démontre que les /. tangentiels sont inverses des '/. ponctuels (n° 495).
connue point double. Toutes les droites qui passent par ce pôle sont des polaires doubles.
Si les coniques sont osculatrices, la tangente T au point d'osculatiou compte pour trois tangentes communes et il y a une autre tangente commune T . Les trois couples d'ombilics sont confondus et comprennent le point d'osculation et le point de rencontre de T et de T .
Si les coniques sont surosculatrices, la seule tangente commune est la tangente au point de surosculation, lequel point constitue l'unique couple d'ombilics. Toutes les droites passant par ce point suni des polaires doubles.
•488. Intersection de deux quadriques. — L'intersection de deux quadriques S el S' est une courbe du quatrième degré n° 52). On l'appelle biquadratique, pour rappeler son origine i ' ».
On peut reprendre, pour les quadriques, les théories des nos 183 et 184. Si \r- équations (i) sont les équations ponctuelles de mis deux quadriques, l'équation (a) représente le faisceau des quadriques ï qui |iasscni par leur intersection. En annulant le discriminant, on obtient une équation en /. du quatrième degré, qui donne le> quadriques dégénérées du faisceau. Ces quadriques sont, ordinairement, des cônes, <i l'on peut dire qu'en général il y a quatre cônes du second degré </iii s'appuient sur une biquadratique.
Tout point double d'une quadruple S dégénérée a même plan polaire par rapport à toutes les quadriques du faisceau : c'est un pôle double. Dans le cas général, les s,, minets des quatre cônes du faisceau sont, quatre pôles doubles et constituent le tétraèdre conjugué commun. I Cf. t. I. Ghap. \\\ . Exercice résolu n" 5.)
189. Décomposition de l'intersection. L'intersection de deux quadriques peut se décomposer en plusieurs lignes dont la somme des degrés est égale à quatre. L'évaluation de ces degrés nécessite quelques précautions, car il peut arriver qu'une ligne'/ doive être comptée plusieurs fois.
( ' ) Il \ a des courbes du quatrième degré qui ne sont pas des biquadratiques (cf. Chap. \\\M. Exercice pi "pose n 28).
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On le reconnaît de la manière suivante. Coupons par un plan II quelconque. Nous obtenons les coniques C et C. sections de S et S' par ce plan. Ces cnniques ont en commun les points de rencontre de y avec II. Soit A l'un quelconque d'entre eux. Si les coniques G et C ont en ce point un contact d'ordre/? — i, c'est-à-dire si A compte pour p point? dans leur intersection, y doit être comptée /> fois dans l'intersection des deux surfaces. Si q est son degré, elle apporte pq unités dans le degré de l'intersection complète.
Cette proposition est vraie pour l'intersection de deux surfaces algébriques quelconques. Dans le cas qui nous occupe, le produit pq ne peut dépasser \. Donc, p ne peut dépasser l'unité que si q est égal à i ou à i: autrement dit, si la courbe y doit être comptée plus d'une fois, elle ne peut être qu'une droite ou une conique. En outre, si elle est une conique, elle ne peut être comptée que deux fois. Une droite peut être comptée trois ou quatre fois; mais, on peut démontrer que les deux quadriques sont alors des cônes de même sommet et dont les bases sont osculatrices ou surosculatrices.
Nous écarterons, d'une manière générale, l'intersection de deux cônes de même sommet, qui se ramène, évidemment, à l'intersection de deux coniques. Dans ces condition-, si la biquadratique se décompose, elle ne peut comprendre que des lignes simples et des lignes doubles, celles-ci étant des droites ou une conique, le long desquelles les deux surfaces sont tangentes.
Théorème. — Si deux quadriques ont une conique Y commune, elles en ont une seconde T', qui constitue, avec la première, leur intersection complète .
En effet, prenons le plan de Y pour plan des xy et soit
l'équation de la conique dans ce plan. Les ternies indépendants de z dans S et dans S' doivent se réduire à f(x, y). Les équations des deux quadriques sont donc de la forme
/'( ;r. ri-îP = o, f(x, y) -H*P' = o,
P et P désignant deux expressions linéaires quelconques. Si on les retranche membre à membre, on obtient une quadrique du faisceau
composée du plan des xy et d'un autre plan P — P'=o. Cetlo quadrique contient toute l'intersection. Celle-ci se compose donc de la conique Y et dune autre conique Y . section de S, par exemple, par le plan (P — P'). c. q. f. d.
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490. Poimts doubles de l'intersection. — Si les deux quadriques sont tangentes en un point A, nous savons (n°343) que ce point est point double de l'intersection. Réciproquement, si A est un point double de la biquadratique, de tangentes AT et AT', toutes les surfaces Z du faisceau sont tangentes en ce point au plan TAT'.
Dans le cas de la ligne double y envisagée au numéro précédent, tout point A de v est un point double de l'intersection complète : mais les tangentes AT et AT' sont confondues avec la tangente à y.
Le cône qui a pour sommet un point double A et pour directrice la biquadratique est du second degré (n° 379); c'est un cône du faisceau. Réciproquement, si un cône ï, du faisceau a son sommet A sur l'intersection, ce sommet est un point double. En effet, on peut considérer la biquadratique comme définie par l'intersection de S, avec une autre quadrique S du faisceau. Or, tout plan Iï passant par A coupe -, suivant deux génératrices AG et VG' et ï suivant une conique C passant par A. Les deux droites rencontrent la conique au point A compté deux fois et en deux autres points M et M'. Donc, le plan 11 coupe la biquadratique suivant deux points confondus en \ et suivant les deux points M et M'. Gela prouve bien que \ est un point double.
Il est aisé d'avoir les tangentes en ce point. En effet, si M tend vers V sur l'une des branches, A G tend vers la tangente VT à cette branche. Celle-ci est, d'autre part, dans le plan tangent à ï. Donc, les tangentes en A sont les deux génératrices d intersection du cône -i avec le plan tangent en V aux quadriques S (•■).
Nous savons que si une courbe gauche du quatrième degré a deux points doubles, elle se décompose nécessairement (n° 268. note de la page 2-5). Donc, si deux quadriques sont bitangentes. leur intersection se décompose. Les deux points de contact \ el V . étant des points doubles de l'intersection complète, sont des points communs aux deux lignes de décomposition, lesquelles sont deux coniques se rencontrant en A et A' ou bien la droite VA' et une cubique passant par A et A'.
491. Discussion. -- Nous allons maintenant passer en revue les
(') Cette démonstration est évidemment valable pour l'intersection d'une surface quelconque S avec un cône quelconque S, ayant son sommet sur S.
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diflérents cas qui peuvent se présenter dans l'intersection. Mais, nous ne nous préoccuperons pas, comme au n° 48o, des questions de réalité, car cela compliquerait par trop notre discussion.
I. Biquadratique Y sans point double. — C'est le cas général de l'intersection de deux quadriques non tangentes. On peut démontrer que les quatre cônes du faisceau sont distincts, les quatre pôles doubles formant un véritable tétraèdre conjugué commun.
- 7 oui plan tangent II à l'un de ces cônes S[ est bitangent à Y. En effet, la génératrice G tic contact rencontre une quelconque des quadriques 1 en deux points M et M' qui appartiennent, évidemment, à 1\ D'autre part, T se trouvant sur S1; sa tangente en M, par exemple, est forcément dans le plan tangent II et il en est de même pour la tangente en M'. Le plan n est donc bien bilangent.
Réciproquement, soit un plan II tangent en deux points RI et M'a T. Considérons la qu ad ri que ^| du faisceau qui passe par un point N quelconque (n°50o) de la droite MM'. Elle contient cette droite en entier, parce qu'elle en contient trois points : M, M', N. D'autre part, elle a le même plan tangent en M et M', à savoir le plan II. (/est donc un cône et l'on peut affirmer qu'il n'y a pas d'autres plans bitangents à T que les plans tangents aux cônes du faisceau.
II. Biquadratique V à point double A. — C'est le cas de l'intersection de deux quadriques tangentes en un seul point A.
Il v a un cône S, du faisceau qui a pour sommet A; on démontre qu'il compte pour deux. Les deux autres 23 et S4 sont tangents en A, comme toutes les quadriques 2. Leurs sommets P3 et P-, sont des pôles doubles; ils sont conjugués par rapport à toute quadrique ^ du faisceau, car le plan polaire double de P3, par exemple, doit passer par Pjj, comme on le voit en prenant, pour S, le cône -,r En particulier, P3 et P., sont conjugués par rapport à S,. On en conclut que les droites AP3 et AP-, sont conjuguées harmoniques par rapport aux deux génératrices d'intersection de S, avec le plan tangent commun P3AP4, c'est-à-dire par rapport aux deux tangentes en A à T.
La courbe T admet deux familles de plans bitangents, qui sont les plans tangents à Z3 et S4.
III. Une cubique Y et une droite D. — On sait (n° 368) que les quadriques S et S' se raccordent en deux points A et B de D. Ces
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deux points sont des points doubles de l'intersection complète, donc, le* points de rencontre de D et de Y .
Le cône S, de sommet A et de directrice Y est du second degré (n° 379); d'autre part, il contient VB. et, par conséquent, la biquadratique complète. C'est donc un cône du faisceau. On démontre qu'il compte pour deux. Il en est de même pour le cône S2 de sommet B.
Le plan tangent de raccordement en A coupe 2l, suivant D et une autre génératrice AG, qui est la tangente à Y. puisque c'est la seconde tangente au point double V (n° 490).
Il peut arriver que les deux points de raccordement A et B soient confondus. La cubique est alors tangente à D et admet le plan de raccordement Il pour plan oscillateur^ ). Les quatre cônes du faisceau sont confondus avec le cône de sommet A et de directrice T. qui est tangent à II le long de D(«).
IV. Deux coniques Y et Y . - - Soient II et n' leurs plan* et A l'intersection de ces plans. Cette droite A rencontre une quadrique ï en deux points A et B, qui peuvent être obtenus indifféremmentpar l'intersection de A avec F ou Y . puisque ces deux coniques sont les sections de S par II et II'. Il s'ensuit que nos deux coniques se rencontrent aux deux points \. et B (3).
Ces points sont des points doubles de la biquadratique et, par suite, des points de contact de toutes les quadriques du faisceau. Le plan tangent commun en A, par exemple, est le plan des tangentes AT el AT' à T et T.
Les plans II et II' constituent un cône dégénéré du faisceau; la droite A est une ligne de pôles doubles.
11 y a deux autres cônes ï:î et --, dans le faisceau. Ce sont des cônes véritable-. Ils sont tangents en A et B. Leurs sommets P3 et l\, sont des pôles doubles; ils forment un tétraèdre conjugué commun avec deux points I', et l'o quelconque- conjugués harmoniques par rapport à AB.
(') Cf. Chapitre XXVI, Exercice proposé iv 12.
Puisque la tangente AG à r se confond avec D. (3) Cette démonstration nous prouve que deux coniques tracées sur une même quadrique se rencontrent nécessairement en deux points.
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Voici maintenant quelques cas particuliers :
a. Les coniques Y et Y sont tangentes. — L'un des cônes Z3 et -4 se confond avec le cùne dégénéré 1 If. Il) et il n'y a plus qu'un seul cône véritable dans le faisceau.
b. La ennique Y se décompose en deux droites distinctes AC, BG. — Les quadriques sont bitangentes aux points A. I!. C. Le seul cône véritable du faisceau a pour sommet C et pour base l\
c. Les deux coniques se décomposent en droites distinctes. — L'intersection est constituée par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche. Les quadriques sont tangentes aux quatre sommets A. B, C, D de ce quadrilatère. Les cônes du faisceau sont les couples de plans 1 ACB, ACD 1 et (ABD, CBD . qui comptent chacun pour deux. Les diagonales AC, BD sont des lignes de pôles doubles. On obtient un tétraèdre conjugué commun en prenant deux points quelconques P|. P2 divisant harmoniquement AC et deux autres pointquelconque- I',. P4 divisant harmoniquement BD.
d. Les coniques se décomposent et ont une droite commune D. — L'intersection comprend cette droite D et deux autres droites D' et D"qui s'appuient sur elle. La droite D compte pour deux : c'est donc une génératrice de raccordement 1 n 489). Le seul cône du faisceau est le couple de plans ■ D, D'), (D. D" 1 et les pôles doubles sont les points de D.
Ce cas est la limite du précédent, lorsque deux côtés opposés AB. CD du quadrilatère gauche tendent l'un vers l'autre, C tendant ver- A et D vers B.
e. La conique Y' est une droite double D'; — Le plan II' coupe eliaque quadrique 1 suivant la droite double D'. Donc, toutes ces quadriques sont des cônes tangents à 11' le long de D' et admettant pour base commune la conique Y
f. Les deux coniques sont des droites doubles. — Toutes les quadriques X sont des cônes de même sommet et bitangents.
g. Les deux coniques sont confondues. — Les quadriques sont circonscrites le long; de cette conique double | n° 489 >. Les cônes du faisceau sont le plan II considéré comme plan double et le cône circonscrit le long de Y.
Les pôles doubles sont le sommet Pi de celui-ci et les points de II. Tout triangle P2P3P; conjugué par rapport à T forme avec Pi un tétraèdre conjugué commun.
h. Les deux coniques sont confondues et décomposées en deux droites. — Ces deux droites sont deux génératrices de raccordement. Leur plan 1!.
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considéré comme plan double, est le seul cône du faisceau. Tous ses points sont des pôles doubles.
Ce cas est la limite du cas d, lorsque la droite D" tend vers D'.
\\)i. Nous avons épuisé tous les cas possibles.
Nous savons, en effet, que si l'intersection comporte une conique, elle en comporte une autre et rentre dans le cas IV. D'autre part, les cas I, II et III étant écartés, il est impossible que l'intersection ne comprenne pas une conique. Il faudrait, pour cela, qu'elle se décomposât en quatre droites ne se rencontrant pas deux à deux. .Mais, cela est impossible, car. dès que deux quadriqucs ont en commun trois génératrices de même système, elles coïncident (l) (n° iïl k
Si l'on examine attentivement les résultats de la discussion, on découvre aisément des propriétés caractéristiques de ebaque cas. Citons, par exemple, le nombre et la distribution des points de contact. En particulier, rappelons que lorsque deux quadriqucs sont bilangentes, leur intersection se décompose ton /ours: on se trouve dans le cas III ou dans le cas IV, suivant que les deux points de contact sont ou ne sont pas sur une même génératrice.
Voici un corollaire qui est souvent utilisé en Géométrie descriptive :
Théorème. — Si deux quadriques S et S' sont circonscrites à une même troisième S", elles se coupent suivant deux coniques.
Soient, en effet, C et C les coniques de contact. Comme elles sont sur une même quadrique S", elles se rencontrent en deux points A et B. En ces points, les quadriques S et S' sont tangentes, parce qu'elles sont tangentes à S''. Leur intersection se décompose doue en deux coniques passant par A et l> l - ' ■ .
\ oici, au surplus, une démonstration analytique directe. Si (P) et (Q) sont les plans des coniques C et C . les équations de S et S' sont de la forme < n° 507)
S" XP2=o, S"-f-uQ2=o.
(') Pour que notre raisonnement fut complet, il faudrait examiner le cas de deux droites doubles ne se rencontrant pas. En coupant par le plan tangent commun en un point quelconque de l'une d'elles, on voit aisément que les quadriques coïncident encore.
(-) Si A et B appartenaient à une même génératrice, les coniques C et I décomposeraient et auraient en commun la droite AB, qui serait, dés lors, une génératrice de raccordement pour S et S'. On se trouverait dans le cas IV. d: l'énoncé serait toujours valable.
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En les retranchant membre à membre, on obtient un cône du faisceau décomposé en deux plans :
v/XPzfc/jÂ.Q = o.
L'intersection se décompose donc en deux coniques, dont les plans sont les plans ci-dessus. Remarquons qu'ils forment un faisceau harmonique avec les plans des coniques de contact.
Gomme caractéristiques de l'intersection, on peut aussi considérer les cônes du faisceau. C'est ainsi que, pour que deux quadriqu.es se coupent suivant deux coniques, il faut et il suffit que le faisceau (/d'elles déterminent comprenne un couple de plans. Ceci peut aussi être regardé comme la condition pour qu'elles soient bitangentes, si l'on excepte le cas de la génératrice commune.
De même, pour que deux quadriques soient circonscrites, il faut et il suffit que leur faisceau comprenne un plan double.
493. Problème corrélatif. — Le problème corrélatif est l'étude des plans tangents communs à deux quadriques définies tangentiellement. Ces plans tangents enveloppent une développable A de quatrième classe, qui est circonscrite à S et à S , ainsi qu'à toutes les quadriques X du faisceau tangentiel défini par (2), si les équations (1) sont les équations tangentielles des quadriques proposées.
L'équation en >. détermine les quatre coniques Sj, 22, £3, Z4 du faisceau.
Les plans de ces quatre coniques sont les plans polaires doubles et leurs pùles sont les pôles doubles considérés dans la tbéorie précédente.
Far ebaque point de Sl5 par exemple, on peut mener deux génératrices de A et réciproquement. Cette propriété est, en effet, corrélative de celle des plans bitangents à une biquadratique (*) (n° 491). Les coniques du faisceau sont donc les lignes doubles de la développable.
Si les quadriques S et S' sont tangentes, deux des coniques S se confondent suivant une conique du plan tangent au point de contact.
Si elles sont bitangentes, la développable A se décompose généralement en deux cônes de la seconde classe, dont les sommets constituent une des coniques X. Ces deux cônes, étant circonscrits aux mêmes quadriques, se coupent suivant deux coniques (n° 492), qui sont les deux autres coniques du faisceau.
Si les quadriques S et S' sont circonscrites, les deux cônes se confondent avec le cône circonscrit le long de la conique de contact. Le sommet de ce
(' ) Le plan tangent à un cône du faisceau ponctuel contient deux tangenles à la biquadratique.
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cône, considéré comme point double, est une conique du faisceau. La conique de contact en est une autre.
494. Invariants simultanés de deux coniques ou quadriques. — La théorie de l'équation en À donne lieu à d'intéressantes propriétés d'invariance, dont nous allons dire quelques mots.
Théorème I. — Les racines de l'équation en. /. sont des invariants pour tout changement de coordonnées.
En effet, le discriminant A(A) est simplement multiplié par le carré du module de la substitution (t. I. n" 309 ). Donc, ses racines ne changent pas. ( Cf. t. I, Chap. XXV. Kvercice résolu n" o.)
Théorème II. — Deux coniques (ou quadriques) étant données, les racines de leur équation en A sont déterminées à un facteur près.
En effet, si la conique (ou qtiadriqiie > S est donnée, la forme quadratiques est déterminée à un facteur arbitraire près, quand le système de coordonnées est choisi. Il en est de même pour la forme quadratique S'. Or, l'introduction de ces deux facteurs arbitraires dans S et dans S' ne fait évidemment que multiplier ). par leur rapport. Si l'on combine ceci avec le théorème I. "il obtient le théorème II.
Corollaire. — Toute fonction homogène et de de gré zéro des racines de l'équation en À est entièrement déterminée par la connaissance des deux coniques (ou quadriques). On dit que cette fonction est un invariant simultané des deux courbes (ou surfaces).
De même, toute relation homogène i et de degré quelconque l est invariante.
Du fait qu'elles sont indépendantes du choix des coordonnées, ces fonctions ou relations invariantes ont nécessairement une interprétation géométrique ne faisant intervenir que les deux coniques i ou quadriques i S et S'. Un choix judicieux des coordonnées facilite généralement la recherche de celte interprétation.
Inversement, si. avec un système particulier de coordonnées, on découvre qu'une certaine propriété géométrique s'exprime par une relation homogène entre les racines de l'équation en À, cette relation est valable pour des coordonnées quelconques.
49o. Tout ceci s'applique indifféremment en coordonnées ponctuelles ou tangentïelles. Il existe d'ailleurs un lien très étroit entre les deux points 'le vue, ainsi qu'il ressort du théorème suivant :
Théorème III. — Les A ponctuels sont inverses des À tan gentic Is. Supposons que S et S' soient des formes quadratiques en ./-. r. r. / et dési-
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gnons par s et s' les formes adjointes i t. I, n° 31 1 >. Appelons Ai À i le discriminant de S -+- ).S' et oi a i le discriminant de s -H as'. Si a annule Ai À i. les quatre équation»
<)t dt
ont une solution non nulle i x: 1 '. z, t |. Soient l u, r. u . ;• > et i u , c'. w1 . r les varialdes adjointes de cette solution par rapport à S et à S'. On a
i <)s i Os'
OS
dS . OS'
WS
. JS'
lx '
' Ox
ày^ ày~ "
dï "
i dS
?. Ox
i OS'
2 'Àr
puis, à cause de 5 .
d'où
puisque la dérivée partielle — est linéaire et homogène. En tenant compte de 11 ' Ou a '
la dernière équation 1 6 l, cette égalité s écrit
Os' , Os à s 1 Os'
Ou ' Ou Ou ' A Ou
« <n a les égalités analogues pour c, u», /', et cela prouve que - annule 0 /. .
Si l'on n'astreint pas s et s' à être exactement les formes adjointes de S et S', mais seulement des formes proportionnelles, on peut seulement dire que les '/. ponctue/s sont proportionnels aux inverses des /. tangentiels.
496. Nous allons retrouver ce résultat en calculant explicitement les coeflicients de Ai X 1 et de Si a l, mais dans le cas des coniques seulement. Soient
S = \lxi — A ly1 — A ; s2 — 2 13 ! yz -+- 2 F32 zx — 2 B3xy,
s = «, «2 -1- ai v2 ■+- a3 ic-— ib^vw 4- 2 Ao wu — 2 63 *<t>
et les notations analogues affectées d'accents pour S et 5'. Désignons, d'autre part, par «1, y.2, . ... $3 les mineurs du discriminant A de S. On a l t. I. n° 311 l
Cela posé, développons A' X 1 suivant les puiss; n es de À ! 8) A '/. ) = A-4-6X-4- b'A2-r- A'À\
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A et A' sont respectivement les discriminants de S et île S'. Quant à 6 et fc»', si on les ordonne respectivement par rapport aux A'. IV et par rapport aux A, B. on trouve
( 6 = \\ a. — A'2a, — A;a;i -f- aB', .i , -i- 2 B ,,,:;,> — >\i, ,: , | 9'= Ai'^ + Ajai + Aiïi+'iBi ^-+2Bî^ + 2B,^,
ou, en tenant compte de 7 .
( e=ii\,rt,-t- Aj a, + A'3 <?:; — 2 B, 6, -+- 2 B'2 6, — 2 B; b3 I, / 6' = A'i Aj a\ — A_, a., — A3 a3 - ±V>i 6', -h 2 B2 b'., — 2B363 .
Si maintenant nous posons I 1 1 , 3 (X ) = 8 -+- 6X -F- 0' /.- -1- 0' X3,
nous avons 0 et 0' par des formules analogues aux formules l 10 1. En le> écrivant, on aperçoit-immédiatement les identités
d'où l'on déduit, en -e rappelant que 0 = — et 0 = — '
A A Cela nous redonne bien le théorème III.
497. Coniques iiarmoniquement inscrites 01 circonscrites. — Parmi les
relations homogènes que l'on peut établir entre les racines de l'équation en À, deux des plus simples sont les suivantes :
1 1 î 1 Ai -f- h, — a3 = o, — -—-+---= o.
Aj /., /,:
c'est-à-dire, avec les notations du numéro précédent.
ou
Cherchons à les interpréter géométriquement. Prenons, par exemple,
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l tilisons la seconde formule i 9 1 et essayons de la simplifier le plus possible, en choisissantconvenablement le triangle de référence 1 n° 494). Nous pouvons d'abord annuler [s',, ,V.,, p'3 1 et en même temps B',, B'2, B3 1 en prenant ce triangle conjugué par rapport à S' < n"s 439 et 443). Nous pouvons ensuite annuler Aj et A.2, en prenant les sommets Pi(i, 0,01 et P»(o, 1, 01 sur S. l'our réaliser simultanément toutes ces conditions, nous prenons Pj arbitrairement sur S, puis P2 à i'intersection de S avec la polaire de Pj par rapport à S', et enfin P3 au pôle de PiPo par rapport à S'. L'équation (16) se réduit alors à
Si nous nous bornons à considérer le cas où S' n'est pas dégénérée, le produit A', \'., est différent de zéro et la condition 1 16 i se réduit finalement à
Son interprétation géométrique est évidente; elle signifie que P3 est sur S, c'est-à-dire que le triangle de référence est inscrit dans cette conique. Ce résultat est d'ailleurs valable, quelle que soit la position de P, sur S. Enfin, en éebangeant les rôles des deux coniques, on interprète de même 0 = o.Nous pouvons finalement énoncer le théorème suivant :
Théorème I. — La condition t)'= o est la condition nécessaire et suffisante pou?' que l'on puisse inscrire dans S des triangles conjugués à S'. S'il existe un tel triangle, il en existe une infinité. La conique S est alors dite harmonique ment circonscrite à S'. La condition 0 = o est, de même, la condition pour que S' soit harmoniquement circonscrite à S.
En appliquant le principe de dualité et se rappelant l'équivalence des conditions 1 14 1 et 1 i5 l, on a la proposition corrélative :
Théorème II. — La condition O'=o est la condition nécessaire et suffisante pour que l'on /nasse circonscrite à S des triangles conjugués à S'. S'il existe un tel triangle, il en existe une infinité. La conique S est dite harmoniquement inscrite dans S', laquelle est harmoniquement circonscrite éi S, au sens du théorème précédent. Enfin, la condition 0 = o est la condition pour que S' scit harmoniquement inscrite dans S.
Il resterait à examiner ce que signifient les conditions précédentes lorsque l'une ou l'autre des coniques S et S' dégénère. Nous laissons au lecteur le soin d'établir (*) que, lorsque S est, par exemple, harmoniquement circonscrite
) Il suffit d'appliquer les formules (9) ou (10) ou les formules corrélatives, en prenant, dans chaque cas particulier, les éléments de dégénérescence comme entés ou sommets du triangle de référence. On peut aussi voir ce que deviennent les iriangles inscrits dans S et conjugués à S' ou circonscrits à S' et conjugués à S. Haâg. — Cours. II. 33
il i CHAPITRE XXXI I.
à S', les cas de dégénérescence s'interprètent de la manière suivante :
2 droites distinctes. Ces deux droites sont conjuguées par
S rapport à S' ;
„ ,, . , ' i droite double Cette droite est tangente à S :
o dégénère en
2 points distincts... La droite qui les joint est tangente
i point double Aucune condition.
2 points distincts . . Ces deux points sont conjugués par rapport à S ; S' dégénère en ' i point double..... Ce point est sur S ;
2 droites distinctes. Leur point de rencontre est sur S; i droite double Aucune condition.
•498. Triangles de Poncelkt. — Un problème analogue à ceux qui viennent
d'être traités est le suivant :
Chercher la condition pour qu'il existe un triangle inscrit dans > et
circonscrit à S'.
Choisissons le triangle de référence de la manière suivante : P3 est un point quelconque de S et Pl5 P2 sont les points de rencontre avec S des tangentes à S' menées par P:{ . Le triangle PtP^P:* est inscrit dan* S. Nous allons chercher la condition pour qu'il soit circonscrit à S' et nous essaierons de mettre cette condition sous forme d'une relation homogène entre les racines de l'équation en X.
D'après le choix du triangle de référence, nous a\ons
D'autre part, la condition nécessaire et suffisante pour que Pj Pj soit tangent
à S' est
Nous avons maintenant, d'après 1 10 ) et 17 . tg 1 0'= ■> : A'i Biô', - BoA; ■-'.'. h .
puis, d'après ( 9 ) et 1 1 - .
0= — A'tBï— \2\Vj - A3l-}â ^2, \\x B2B, B'jB3Bi-f B'3B,BS .
ou, en exprimant les coefficients A'. B' en fonction des coefficients tangentiels a '. h'.
(20) t) = a'[Bj6i2-, v>ih::- - -\\]/>r^ .i;,i;;a,// .i^b,/-,^
-t- 2 B, Bsl I> b — 11 . 6'j)]
(îl)
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En comparant i tg i et i 20 1, on aperçoit de suite l'identité 0 8'2
5?=.^-2B1Bt6;a'1
Si l'on écarte les cas de dégénérescence, on en conclut que la condition 1 18 j équivaut à la suivante :
relation homogène, donc invariante.
Ce résultat subsiste, quelle que soit la position de P3 sur S et quel que soit le système de coordonnées.
Nous avons finalement la proposition suivante :
THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des triangles inscrits dans S et circonscrits à S' est la condition 1 22 . S'il existe un tel triangle, il en existe une infinité.
Ces triangles portent le nom de triangles de Poncelet. Il existe un théorème analogue pour des polygones d'un nombre quelconque de cotés, inscrits dans S et circonscrits à S', et qui portent le nom de polygones de Poncelet. Cf. Ghap. XXXVII, Exercice proposé n" 18. 1
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•199. Détermination dfs coniques et quadp.iques. Pour déterminer une conique dans vm plan ou une quadrique dans l'espace, il suffit de connaître les coefficients de son équation ponctuelle ou tangentielle, ou plutôt les rapports de ces coefficients à l'un d'entre eux. Or, ces coefficients sont au nombre de six pour une conique, el de dix pour une quadrique. Donc, une conique, dans .son plan i ' (, dépend de cinq paramètres; une quadrique, dans V espace, dépend de neuf paramètres.
Pour déterminer une conique (ou une quadrique), il faul donc l'assujettir à cinq i ou neuf) conditions simples indépendantes, une condition étant dite simple, si elle s'exprime par une seule relation i ntre les coefficienl s.
Nous appellerons condition ponctuelle (ou tangentielle) une condition qui s'exprime par une relation linéaire entre les coefficients ponctuels (ou tangentiels). ! ne condition tangentielle esl du second legré, en Géométrie plane, el du troisième degré, dans l'espace, par rapporl aux coefficients ponctuels, el vice versa. Mêla résulte, en . Tel. île- propriétés des coefficients des formes adjointes i n° iil >.
Une conique I ou quadrique) est déterminée d' une manière unique par cinq (ou neuf ) conditions ponctuelles, ou par cinq (ou neuf ) conditions langentielles ind<:p<n<!<inies. Car, on peut calculer les coefficients ponctuels ou les coefficients tangentiels en résolvant un système linéaire. En particulier, on a le théorème sui- \ . i i : I :
héorèaie. - Par cinq points du plan i ou neuj points de
('•) Une coniqi e, dans l'espace, dépend de huit paramètres; les trois coordonnées de son plan s'ajoutent, en effet. aux cinq paramètres ci-di -
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l'espace), on peut faire passer une conique (ou une quadrique) et Von n'en peut faire passer qu'une.
Corrélativement, il existe une seule conique (ou quadrique) tangente à cinq droites du pian {ou neuf pians de V espace ).
Car, en exprimant, par exemple, qu'une quadrique passe par un poinl donné, on écril une condition ponctuelle.
Il faut, toutefois, prendre garde que les conditions résultant de l'ensemble des points (ou plans) donnés soienl indépendantes. Si elles ne le sonl piis, il \ ;i une infinité de solutions.
Pour reconnaître cette indépendance, on peul vérifier <|n<' le déterminant du système linéaire « 1 < > 1 1 1 dépendenl les coefficients n'esl pas nul. Mais cela est compliqué, à cause de l'ordre élevé <l<' ce déterminant* <)n peul reconnaître géométriquement l'indétermination à ce fait que les cinq | ou neuf) points donnés fonl partie de i intersection de deux coniques (ou quadriques). En Géométrie plane, rien n esl plus simple. Nous savons, en effet, que si l'intersection de deux coniques comprend plus de quatre points, elle en comprend une infinité : l<s deux coniques se décomposent el mit une droite commune, en dehors de laquelle elles n'onl qu'un seul point d'intersection.
Si doue cinq points appartiennenl à deux coniques différentes, quatre au moins s<mi en li^ue droite, et, si l'on veul être certain de la généralité du théorème ci-dessus, il suffi! d'ajouter, dans son énoncé, que parmi les ùinq points donnés, il n'y en a pas quatre en ligne droite (ou que, parmi les cinq droites données, il n \ en a pas quai re qui concourenl |.
Dans l'espace, il > ;i i; i i de reconnaître si Les neuf points donnes sont sur une même biquadratique. La question esl beaucoup plus difficile; nous la Lisserons <le côté. *
500. Passons en revue quelques autres conditions, qui se présentent courammenl dans les applications.
Donner deux puants conjugués esl une condition ponctuelle i n" &32); donner deux droites conjuguées, en Géométrie plane, ou deux plans conjugués dans l'espace est une condition tangentielle n" Ï43). H en résulte qu'un pâle et sa polit i re (ou son plan polaire i équivalenl indifféremment à deux (ou trois) conditions ponctuelles ou à deux | ou trois i conditions tangentielles.
Ceci s'applique, en particulier, quand on donne un point et la
tangente (ou le plan langeai) en ce poinl '),ou bien un centre t - 1. ou bien an />/«/? principal i :i i i a#e, en Géométrie plane >.
Donnci- deux 'huiles conjuguées par rapport à une quadrique équivaut à quatre conditions ponctuelles ou tangentielles. Tl suffit, en effet, d'exprimer que deux points dé la première droite sont conjugués de deux points de la seconde ou que deux plans passant par la première sont conjugués de deux plans passant par la seconde. Ceci s applique, en particulier, quand on donne un axe. qui doit être conjugué de la droite de l'infini des plans perpendiculair< 5.
Donner une courbe de degré p. par laquelle doit passer une quadrique, équivaut, en général, à >.p-\-i conditions ponctuelles, obtenues en écrivant que la courbe a ip — 1 points sur la surface. Par exemple, une droite, une conique, une cubique valent respectivement 3, 5, - conditions. I ne quartique équivaul généralement à 9 conditions et détermine la quadrique; toutefois, une biquadratique (n° 188) équivaut seulement à 8 conditions puisqu'elle appartient à tout un faisceau.
oOl. Appelons élément remarquable tout élément qui est déterminé quand la conique 1 ou quadrique) l'est. Si cet élément, considéré comme libre dans le plan 1 ou l'espace 1, dépend de p paramètr sa donnée équivaut à p conditions -impie-.
Par exemple, en Géométrie plane, un point ou nue droite remarquables valent deux condition-: un cercle en vaut trois.
Dans l'espace, un point ou un plan remarquables valent trois conditions; une droite ou une sphère en valent quatre; i\ne conique en vaut huit.
Citons, comme points remarquables, le centre, un sommet 1 ' », un ombilic 1 '), un foyers ') (pour une conique seulement : comme
(' i On peut dirr aussi que cela revient à donner deux ou trois) points nu deux (ou trois) tangentes (ou plan- tangents) infiniment voisins.
(2) Pôle de la droite (ou du pi; le l'infini.
Le point a l'infini dans la direction perpendiculaire doil être son pôle.
(4) four exprimer qu'un point M est sommet ou ombilic, on écrit qu'il esl sur la quadrique, puis que le plan tangent en ce point est perpendiculaire au diamètre conjugué ou qu'il est cyclique.
(5) Un lover équivaut à deux tangentes, à savoir les isotropes qui en sont issues (n° 51
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droites remarquables (l'une conique, une asymptote, un axe, une tangenteraù sommet; comme plans remarquables d'une quadrique, an plan principal, un plan tangent au sommet; comme coniques remarquables, une section principale, une focale.
502. Remarque. Lorsqu'on donne simultanément plusieurs conditions composées, il n'est pas toujours correct, dans le décompte des conditions simples équivalentes, d'additionner purement et simplement les conditions simples équivalentes à chaque condition composée envisagée séparément. 11 peut arriver, en effet, qu'une des conditions données soit entraînée, en totalité ou en partie, par l'ensemble des autres.
Par exemple, un a\e d'une quadrique et un sommet de cet axe ne valent pas j — f— 3 = j conditions, mais seulement 5. car le sommet, étant déjà sur l'axe, il ne reste plus qu'à exprimer qu'il est sur la quadrique, ce qui fait seulement une condition et non trois, comme s'il s'agissait d'un sommet isolé.
De même, si l'on se donne deux génératrices rectili gnesT) et D , cela fait 6 conditions si les génératrices sont du même système, mais seulement 5 si elles sont de systèmes différents, car. dans ce cas, elles se rencontrent en un point M et, quand on a écrit que D est sur la surface, il suffit d'écrire que D' y a deux points, puisque M s'y trouve déjà, comme appartenant à 1).
On verrait de même que trois génératrices donnent () conditions ei déterminent la quadrique. si elles sont de même sv -terne i cf. n" HT. théorème VI); mais elles ne donnent que ~ conditions dans l'hypothèse contraire.
Le lecteur pourra vérifier aussi que chacun des systèmes de lignes qui constituent, une biquadratique dans les cas 111 et W du n° 491 équh aul a X conditions.
503. Familles de comqi es oi de quadriques; équations <;éxérales. — Supposons que l'on impose à une conique ton quadrique i ."> — p i ou <) // i conditions simples indépendantes. Il y a une infinilé de coniques (ou quadriques) satisfaisant à ces conditions. Elles dépendent de /> paramètres arbitraires et constituent ce que l'on appelle une famille 0 j> paramètres.
Pour trouver leur équation générale, on part d'une conique (ou
quadrique) quelconque et l'on écrit les conditions imposées. ( )n tire ensuite de ces conditions tous les coefficients en fonction homogène de /? — }— i d'entre eux.
Par exemple, l'équation générale des qvadriques circonscrites au tétraèdre de référence s'obtient en écrivant qu'elle est vérifiée quand on annule toutes les coordonnées, sauf une. On trouve ainsi que les coefficients des carrés doivent être nuls, ce qui donne, pour l'équation cherchée.
X| XV — 1-1 Y ^ — ) 3 ZX -f- /.; Xt -r- '/.., Yt ■+■ X6 Z( = O,
les À étant tous arbitraires.
En changeant ce, y, z, t en u, r. w. r. <ui a de même l'équation générale des quadriques inscrites dans le tétraèdre de référence.
En annulant t ou /•. on a les équations analogues en Géométrie plane.
Si le tétraèdre est défini par le» équations I' = o, Q = o, l! o, S n de ses faces ou de ses' sommets, il suffit de remplacer, dans l'équation ci-dessus. ./■. i . z, t par P, <_>. \\. S. Cela revient à faire un changement de coordonnées.
La méthode générale indiquée ci-dessus donne souvent lieu à des calculs compliqués, qu'il est quelquefois possible d'éviter par] emploi de procédés plus élégants. Dans certains cas même, on peut écrire «In premier coup l'équation demandée, comme nous allons en voir un exemple au numéro suivant.
504. Faisceai i poni iiij.s. Soient les deux coniques (ou quadriques i S et S , définies par les équations ponctuelles
Cherchons l'équation générale des coniques {ou quadriques passant par leur intersection i cf. n" 76, 90, 171, 186 . Je <li^ que cet te équation est
/. désignant un paramètre arbitraire.
En effet, d'abord nous avons <léj;ï remarqué i n ÏK) > que toutes les coniques (ou quadriques) S définies par cette équation passent bien par l'interseetion <lc S et <l<' S'.
Réciproquement, »<hi S0 une conique (ou quadri j 1 1 < ■ quelconque contenant cette intersection^. Prenons-y un point M0 arbitraire en
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dehors de cette dernière et déterminons /. par la condition que X passe par M0. Nous avons l'équation du premier degré
I 3) S0-f-XS'0 = o,
qui ne saurait être indéterminée, car. d'après l'hypothèse faite sur le choix de M0, S0 et S0 ne peinent être tous deux nuls. Nous obtenons ainsi une valeur unique pour / | qui peut être infinie si S'0 = o), et. par suite, une seule conique (ou quadrique i S passant par M0. Je di» que cette conique i ou quadrique ) coïncide avec S0.
En effet, s'il s'agit de coniques, il suffit de remarquer quelles ont cinq points communs : M0 et les quatre points d'intersection a. b. c d de S et de S' et Ton est ramené au théorème du n" 1-99 I ' I. S'il -"a^it de quadriques, tout plan 17 passant par M0 coupe S et S0suivant deux coniques avant cinq points communs : M0 el les quatre points de rencontre de II avec la biquadratique F suivant laquelle se coupent S et S': donc, ces deux coniques coïncident et. par suite, aussi les quadriques, puisque ceci a lieu quel que soil II.
Finalement, l'équation (2) ne représente que des coniques (ou quadriques 1 satisfaisant à la condition imposée et elle les représente toutes. C'est donc bien l'équation générale cherchée.
L'ensemble des coniques (ou quadriques) ï est appelé faisceau ponctuel. Les coniques (ou quadriques) S et S' sont les coniques 1 ou quadriques) de hase. Elles peuvent évidemment être remplacé is par deux coniques | ou quadriques 1 quelconques du faisceau.
Les joint-, a. h. c, d (ou la biquadratique Y) sont appelés les points de hase 1 ou la biquadratique de base 1.
0O0. Propriétés générales des faisceaux pomctuels. — D'après la démonstration du numéro précédent, nous pouvons déjà énoncer la proposition suivante :
Théorème I. — Par tout point extérieur à la base, passe une conique (ou quadrique) du faisceau et une seule.
(') Ce théorème s'applique, car, des quatre derniers points, trois ae sauraient être en ligne droite, si l'on écarte le cas où S et S' auraient une droite commune. Il c-t ■ ï ailleurs facile de voir que, même dans ce cas, notre raisonnement est encore valable: .Mais ce cas n'a pas grand intérêt.
On en déduit le théorème suiyanl :
Théorème II ou de Desargues. - Les coniques (ou quadriques d'un faisceau ponctuel déterminent une involution sur toute droite fixe du plan (ou de l'espace ..
Nous entendons par laque les points de rencontre TM <i M' de la droite D avec une même conique (ou quadrique) ï décrivenl deux divisions homographiques en involution i n" i ':')<. En effet, la relation entre M el M esl évidemment algébrique. Elle esl biunivoque, car, si l'on se donne M. par exemple, - esl déterminée d'après le théorème I et, par suite, aussi M . second point de rencontre de S avec D. Enfin, la correspondance esl réciproque, car si M vienl en M . ï ne change pas el M vienl en M.
Les points \| el M se confondenl lorsque ï esl tangente à I) el dans ce cas seulemenl . I )onc
Théorème III. Il y a deux coniques (ou quadriques) du
faisceau tangentes à la droite I) : leurs points de contact sont les points doubles de Vinvolution de Desargues; ils sont conjugu 's par rapport à tout le faisceau.
En particulier, tout faisceau ponctuel de coniques comprend deux paraboles, comme on le voit en prenanl I > à l'infini. Leurs directions asymptotiques sonl des directions conjuguées par rapport à chaque conique du faisceau.
Théorème In. - Les quadriques 1 d'un faisceau ponctuel® découpent sur un /dan quelconque II un faisceau ponctuel a de coniques t : il y a trois quadriques ï tangentes à II ; leurs points de contact sont les //ides doubles du faisceau œ : ils forment un triangle conjugué par rapport à toutes 1rs quadriques -.
Toutes ces propriétés sonl à peu près évidentes. Les points de base du faisceau '^ SOllI les points de rencontre de II a\ee la biquadratique de hase de <!>- La quadrique - est tangente à II si sa section c se décompose en deux droites el réciproquement. Or, il \ a trois coniques dégénérées dans le faisceau o (n° 18 l i. Leurs points doubles, qui son! les points dé contael des quadriques tangentes, sonl les pôles doubles i\i\ faisceau de coniques; ils forment un triangle conjugué
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par rapporï à toutes Les coniques r | n'J -48i). donc |>;ir rapport ;'s toutes les quadriques 2 i n" 438 I.
S: ! on prend pour FI le plan de l'infini, on voil que tout faisceau ponctuel de quadriques comprend trois paraboloïdes, dont les directions d'axes forment un trièdre de directions conjuguées i n° R)i) i p<>ur chaque quadrique du faisceau.
Théorème \. — Etant donnés deux points quelconques P et P. il y a. en général, une seule conique (ou quadrique) du faisceau les admettant comme points conjugués. S'il y en a plus d'une, les deux points sont conjugués par rapport à tout le faisceau .
En eflï-t. soient j> et p' les fermes polaires de S et de S' par rapport à ces deux points. La condition pour qu'ils soient conjugués par rapport a 1 est
Elle e?t du premier degré en /. : elle admet donc une seule racine, sauf -i = p' — o, auquel cas elle e-t vérifiée quel que soit a.
Remarque. — Dans ce dernier cas P et P' sont les point- doubles de l'involuiion de Desargues de la droite qui les joint.
THÉORÈME VI. — Dans tout faisceau ponctue/ de coniques, il y a une hyperbole équilatère i n 529 I ; s'il y en a plus d'une, il y en a une infinité.
Gela ré-iilte du théorème V, si l'on prend P et I' aux points cycliques.
THÉORÈME VII. — Toute hyperbole cquilat'ere 2l circonscrite à un triang-le ABC passe par son orthocentre D.
En effet, considérons le faisceau <!• qui admet pour coniques de hase deux quelconques de ces hyperboles. Il est tout entier composé d'hyperboles équilatères. Trois de ses point- île hase sont A. i;. C : soit D' le quatrième. Les roupies de droites i VIL CD'), i AL. BD . BG, AD') sont rectangulaires. Donc, D' est l'orthocentre D c. Q. i". n.
Théorème N III. — Les polaires (ou plans polaires) d'un point fixe P par rapport aux coniques | ou quadriques) d'un faisceau ponctuel passent par un point ou droite fixe.
Cela résulte de ce que l'équation de cette polaire (ou plan polaire) est
\"iis démontrons, du même coup, que les trois hauteurs du triangle sont :oncourantes.
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linéaire par rapport à À {cf. démonstration du théorème Y; on peut aussi déduire la proposition actuelle du théorème V lui-même).
Dans le cas particulier où I' est un pôle double, sa polaire i ou plan polaire l reste fi\e quel que soit A.
En Géométrie plane, à tout point P du plan correspond, par le théorème VIII. un point P', point de concours de toutes les polaires de P. Les deux point- sont conjugués par rapport à toutes les coniques 2; leur correspondance est donc symétrique. Nous dirons que ce sont deux points associés cf. n° 41o).
Théorème IX. — Si le point P décrit une droite A, son associé P' décrit une conique Y.
En effet, définissons P' par l'intersection des polaires de P par rapport à S et S'. Quand P décrit A, ces polaires passent respectivement par deux pointfixes, qui sont les pôles Q et Q' de A par rapport à S et S'.. D'autre part, elles sont manifestement en correspondance homographique. Leur point de rencontre décrit'donc une conique Y, qui passe par Q et Q'.
Si l'on observe maintenant que S et S' sont deux coniques quelconques du faisceau, on en conclut :
Théorème X. — La conique Y est aussi le lieu des pôles de A par rapport
aux coniques -.
Tout point d'une polaire double A! est associé «lu pôle double Pj de cette ;i daire. Donc, si P vient à l'intersection de A avec A,. P' vient en P^ D'où il résulte que la conique Y passe par les /"des doubles. Elle est circonscrite au triangle conjugué commun.
Prenons maintenant P à l'intersection de A avec une sécante commune ah. Le point P' correspondant est conjugué harmonique de P par rapport à ab. On obtient, de la sorte, six points particuliers de la conique Y, qui, ajoutés aux trois pôles doubles, nous donnent, en tout, neuf points.
Théorème XJ- — Le lieu des centres d'un faisceau ponctuel de coniques est une conique, appelée conique des neuf points.
Il suffit de prendre la droite de l'infini pour droite A.
Les neuf points sont alors les trois pôles doubles et les milieux des -ix segments obtenus en associant les points île base deux à deux.
Les directions asymptotiques de cette conique sont celles des deux paraboles du faisceau.
Dans le cas particulier du faisceau d'hyperboles équilatères, ces directions asymptotiques sont isotrope-, puisque les points doubles de l'involution de Desargues sur la droite de l'infini sont les points cycliques. Donc, la conique est un cercle. C'est le cercle des mut' points du triangle formé par trois
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quelconques des points de base. On obtient donc, en passant, une propriété de ce cercle, bien connu en Géométrie élémentaire :
Théorème XII. — Le cercle des neuf points d'an triangle est le lieu des centres des hyperboles étjuilatères circonscrites à ce triangle.
506. Dans un faisceau donné, il n existe pas de cercle, en général. Pour qu'il y en ail un, il faul el il suffit que les points cycliques -nient deux points homologues de l'involution de Desargues île la droite de l'infini. Il équivaut de dire que les point- doubles de cette involution doivent être à l'infini dans deux directions rectangulaires. Gomme ces points doubles sont conjugués par rapport à toute- Les coniques du faisceau, ce sont les points à l'infini de leur- directions principales | n° i70 I, lesquelles sonl doue fixes.
Réciproquement, si deux coniques du faisceau oui mêmes directions principales, les point- à 1 infini de ces directions sont les points doubles de 1 involution de Desargues, qui admet, par suite, les points cycliques comme points homologues. Donc,
Théorème XIII. — Pour qu'un faisceau ponctuel contienne un
cercle, il faut et il sujjlt que les coniques de base aient leurs axes parallèles, auquel cas toutes les coniques du faisceau ont leurs axes parallèles.
En particulier, les trois couples de sécante- communes doivent avoir des bissectrice.- parallèles el l'on peut dire encore que, pour que quatre points a. I>. c, d pris sur une conique soient sur un même cercle, il faut et il suffit que les cordes ab et cd, patexemple, soietit également inclinées sur les axes de la conique.
507. Manières d'écrire l'éqi \tiox d'un faisceau ponctuel. — Au Chapitre précédent, nous avons étudié en détail les coniques < et quadriques) dégénérées qui appartiennent à un faisceau donné. Il est souvent commode, quand on veut écrire l'équation du faisceau, de prendre une ou deux d'entre elles pour conique- i ou quadriques > de base. Voici quelques équations générales formées de cette manière.
Coniques passant par quatre points donnés a. 0. c, d :
~> ab .cd -i-Xac.bd = o,
en représentant conventionnellement paraè, par exemple, le premier
membre de l'équation de la droite ab.
Coniques tangentes en a à une droite T el passant par A^ux points
< 6) T .bc -hAab.ttc — u.
Coniques tangentes en a à T et en b à T' :
(7) TT'+À^2=n.
Coniques tangentes en a à une conique S el passant par deux de ses points b et c :
(8 ) S -1- \ab.ac = 0
(9) S -t- AT. 6e = o,
T représentani la tangente en a.
Si on laisse la droite bc indéterminée, on a toutes les coniques tangentes en a à S.
( Ioniques bitangentes à S en a el /> :
du S + XTT/=o,
T el I " représentani les tangentes en a et £. Coniques osculatriees en a à S :
(12) S — 1T .ab — o,
T désignant la tangente en a et aè une sécante passanl par a. Coniques surosculatrices en a à S :
(i3) S + ÀT»=o.
Quadriques passant par deux coniques données de la quadruple S :
(Ù) S-+-XPQ = o,
I' el Q représentant les plans des deux coniques.
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Quadriques passant par un quadrilatère gauche ABCD : (i5) ACB.ACD — '/. BDA.BDC = o.
Quadriques circonscrites à S :
(16) S-hàP2=o,
P représentant le plan de la conique de contact.
508. Faisceaux tam; i:\tiels. — Si les équations i i | sont des équations tangentielles, l'équation | 2 1 définit un faisceau tangentiel, dont S et S sont encore appelées les coniques (ou quadriques) de base. Les coniques (ou quadriques) S de ce faisceau sont caractérisées par la condition d'être tangentes à toutes les tangentes communes t ou plans tangents communs | (*) à S et à S .
Les propriétés des faisceaux tangentiels se déduisent par dualité de celles des faisceaux ponctuels. Nous laissons au lecteur le soin de les énoncer et de les démontrer, en reprenant corrélativement les
n :>niao07.
Enonçons seulement la proposition corrélative du théorème VIII.
Théorème VIII bis. — Le lieu des pôles (Tune droite (ou plan) fixe par rapport aux coniques (ou quadriques) il' un faisceau tangentiel est une droite.
En particulier, le lieu des centres est une droite. En Géométrie plane, cette droite passe par le milieu de chaque couple d'ombilics; c'est la droite rie Newton du quadrilatère complet formé par les quatre tangentes communes.
Comme en coordonnées ponctuelles, il est souvent commode d'utiliser les coniques 1 ou quadriques) dégénérées du faisceau pour former l'équation générale. On obtient ainsi les équations corrélatives des équations du n° 307.
."09. Faisceaux de cônes. — Si l'on considère des cônes 1 ayant même sommet O et dont les bases dans un plan II forment un faisceau ponctuel ou tangentiel de coniques, on obtient un faisceau ponctuel ou tangentiel de cônes. Ils peuvent être caractérisés par la condition de passer par quatre droites fixes issues du point O et appelées droites de base ou d'être tangents à quatre plans fixes passant par O et appelés plans de base.
L'équation générale d'un faisceau ponctuel de cônes est encore 1 équa-
(') Dans le cas des quadriques, on peut dire aussi que chaque quadrique £ doit être inscrite dans la développahle A circonscrite à S et à S'.
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l'on i 2 ), si les équations (i) représentent les cônes de base. On a une conclusion analogue pour un faisceau tangentiel, à condition d'adjoindre aux équations (i l et l > i l'équation tangentielle du sommet O.
Les propriétés des faisceaux de cônes se déduisent évidemment de celles des faisceaux de coniques, en considérant les bases dans le plan II.
On peut aussi observer que. dans l'espace, les faisceaux ponctuels et tangentiels de cônes peuvent être regardés comme corrélatifs des faisceaux tangentiels et ponctuels de coniques.
510. RÉSEAUX PONCTUELS ET TANGENTIELS DE CONIQUES. — Si l'on impose à
une conique trois conditions ponctuelles distinctes, son équation générale e-t de la forme
(17) XS -+- X'S'-t- }/S"= o.
Elle définit une famille à deux paramètres, qui porte le nom de réseau ponctuel. Les coniques S. S', S" sont dites coniques de base (cf. n" 17 \ .
Le faisceau ponctue/ déterlhinè par deux conicjues quelconques du réseau appartient tout entier au réseau. Car, en combinant linéairement deux expressions de la forme (17), on obtient encore une expression de même forme.
En particulier, on peut définir le réseau comme l'ensemble des faisceaux déterminés par S et une conique quelconque du faisceau (S', S").
I 'n définit de même le réseau tangentiel
auxquelles les propriétés précédentes s'appliquent sans modification.
Gomme exemples de réseaux, on peut citer les coniques circonscrites ou inscrites ou conjuguées à un triangle; mais ce sont des cas très particuliers.
511. RÉSEAUX CONTR AVARIANTS . HESS1KNNE. CAYLEYENNE. — Soient trois coniques Z. S', S" n'appartenant pas- à un même faisceau tangentiel. Considérons toutes les coniques S liarmoniquement circonscrites à chacune d'elles. Leurs coefficients ponctuels sont liés par trois relations linéaires | nos 497 et
i!)(i 1. Ces relations sont indépendantes, sans quoi S, S', X appartiendraient à un même faisceau tangentiel. 11 s'ensuit que les coniques S constituent un réseau ponctuel (R). Chacune d'elles est harmoniquement circonscrite à toutes les coniques du réseau tangentiel (p 1, dont les coniques de base sont 1. S', X" ; cela résulte, en effet, de ce que la condition qui exprime cette propriété est linéaire par rapport aux coefficients tangentiels des coniques S. Nous obtenons finalement deux réseaux 1 R 1 et 1 p . l'un ponctuel et l'autre t mgentiel, qui sont tels que toute conique du premier est harmoniquement circonscrite n toute conique du second.
deux réseaux sont dits conjugués ou cont /'avariants.
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512. Considérons les coniques dégénérées de i R); chacune est constituée par deux droites D et D', se coupant en un point P. Cherchons le lieu de c point. Ses coordonnées x. y, z doivent satisfaire aux trois équations
, OS . , OS' . „ dS"
dx dx dx
, as .,àS' ,„os"
Oy djr Oy
. c/S ., dSj , „ as"
c*- c^j de
Si l'on éliminait a-, j". c, ou obtiendrait la relation homogène et du troisième degré à laquelle doivent satisfaire À, ).', X* pour que la conique (17) soit dégénérée ( ' ).
Si l'on élimine, au contraire, À, /.'. À", on obtient le lien du point I' :
OS Ox
dS' dx
AS
ox
OS
dS"
Oy
oy
OS oz
OS' Oz
dS"
Oz
<.ette équation est du troisième degré en x, y, z : donc, le lieu cherché est une cubique ( H », qui est appelée la hessienne (2) du réseau.
Un calcul très simple, qui aboutit à l'équation (20 1. montre que la hessienne est aussi le lieu des points P dont les polaires par rapport à toutes les coniques du réseau sont concourantes. Si P' désigne le point de concours, il est aussi sur (H ), car la relation entre P et P' est réciproque. Nous dirons que ces deux points sont deux points associés de la hessienne. Ils sont conjugués par rapport à toute conique du réseau (R) ; d'après le Tableau de la page ">i \. ils constituent donc une conique dégénérée du réseau contravariant ( 0 ).
D'après le même Tableau, on peut dire encore que la hessienne de (R; est le lieu des points P d'où l'on peut mener deux droites D et Y)' conjuguées par rapport à toutes les coniques de (0).
Corrélativement, si l'on considère les coniques du réseau (p) décomposées en deux points P el P', la droite A qui les joint enveloppe une courbe 1 r) de
(') Cette relation prouve que les coniques dégénérées d'un faisceau ponctuel /'arment une famille à un paramétre, telle que. par tout point du plan, passent trois coniques de la famille.
(2) Le déterminant H est le hessien des trois formes quadratiques S, S', S".
H.VAG
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troisième classe, qui a pour équation tangentielle
dE df d£"
du au au
t)Z dE' dl."
àv àv dv
ÙZ dYJ dZ"
àw ôw dw
(il)
et qui est appelée la cayleycnne du réseau tangentiel i p .
dette courbe est aussi V enveloppe des droites D dont /es pôles par rapport à toutes les coniques du réseau sont sur une même ligne droite D'. Les droites D et D', qui constituent une conique dégénérée de ( R l, -mit appelées tangentes associées de (F ) .
Enfin, la cayleyehne peut être considérée comme l'enveloppe des droites sur lesquelles on peut trouver deux points conjugués par rapport à toutes les coniques de i R).
ol3. Nous allons chercher la tangente au point I' de la hessienne. A cet effet, considérons le point voisin Q, puis les points P', Q', associés à P, Q. Les deux, points Q, Q' sont conjugués par rapport à toute conique du réseau (R), en particulier, par rapport au couple de droites D, Dt, qui admet P pour point double. Il s'ensuit que le* droites PQ et PQ' sont conjuguées harmoniques par rapport à PD, PDi. Si maintenant. Q tend vers P, Q' tend vers P', PQ tend vers la tangente cherchée PT et PQ' tend vers PP'. Fin dément, la tangente PT est conjuguée harmonique de PP' par rapport à PD, PD,.
I »n a une règle analogue pour la tangente P'T' au point i' .
Si l'on considère le quadrilatère 'J-yj> (Ji#- >i) formé par les quatre
l'is- ">i •
droites D, D,, D', D, et le point de rencontre Q des diagonales xy, tangentes PT et P'T' passent toutes deux par ce poin! ( n" 133). D'autre part, le couple de droites zy, 'y, appartient an faisceau déterminé par l>. D, | el
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(Y)', D',), donc au réseau (R). Il en résulte que Q appartient à la hessienne. Donc,
Théorème. — Les tangentes à la hessienne en deux points associes se coupent su/- la hessienne.
Le point Q' associé de Q est conjugué de Q par rapport à ( D, E),); il est donc sur PP'; c'est le troisième point de rencontre de cette droite avec la hessienne. Les droites Q'PP' et Q'Q sont deux tangentes associées de la cavleyenne.
On a des propriétés corrélatives pour la cavleyenne. La tangente PP' ail met pour point de contact le point M conjugue harmonique de Q' par /apport à PP',
La droite joignant les points de contact de deux laagenles associées est aussi une tangente.
ol4. Foyers d'uïïe courbe plané. - On appelle foyer d'une courbe plane C un point F d'où Von peut mener deux tangentes isotropes ou, ce qui revient au même, le centre d un cercle de ra )'on nul bitangent. La droite D qui joint les deux points de contact est appelée directrice correspondante au foyer F.
Cette définition est connue sous le nom de définition de Plucker.
Il est aisé d'évaluer le nombre des foyers d'une courbe dont on connaît la classe.
Soit, en effet, ni la classe de G. Par chacun des points cycliques 1 et J, nous pouvons mener m tangentes. Les tangentes issues de I rencontrent les tangentes issues' de J en ut2 points, dont chacun esl un lover. Doj C
Théorèm] f ne courir algébrique de classe m possède
m- foyers.
Dans le cas particulier où la courbe passe par les points cycliques, les tangentes en ces points comptent chacune pour deux, de sorte que leur point de rencontre est un loyer qui compte pour quatre. La directrice correspondante est la droite de l'infini. Un tel loyer est Appelé foyer singulier. Les autres foyers sont seulement au nombre de m- — \.
Si la courbe est tangente à la droite de l' in fini, cette droite fait partie des tangentes issues de I et des tangentes issues de J. 11 lui correspond comme foyers le point de contact M et les points 1 el J, ceux-ci étant comptés m — i fois. Quant aux m — i autres tangentes issues de chaque point cyclique, elles donnent [m — i)'1 foyers rentables.
olo. Foyers d'une conique. — T. a théorie des foyers esl surtoul
intéressante pour les coniques.
Si la conique C n'est pas une parabole, ni un cercle, il y a quatre foyers.
Si les coefficients de son équation sont réels, les tangentes issues de I sont imaginaires conjuguées des tangentes issues de .1; par exemple, IF est conjuguée de JF et IF' de JF'. Les foyers F et 1 sont clone réels et les deux autres ta et -s' sont imaginaires conjugués.
Nous verrons in" 53 5 i que les foyers réels coïncident avec les foyers qui servent de base à la définition élémentaire des coniques.
Dans le cas d'une parabole, iJ n'y a plus qu'un seul foyer, il es! d'ailleurs réel, si la parabole l'est et coïncide, lui aussi, avec celui de la définition élémentaire.
Dans le cas du cercle, les quatre foyers sont au centre.
La directrice correspondant à un foyer F est la polaire de ce point par rapport ci la conique. Cela résulte de la définition cidessus et du n° -43o.
Pour rechercher analytiquement les foyers d'une conique, il suffit de prendre un point quelconque F(#, y) et d'écrire que les tan génies issues de c J point sont isotropes. On obtient ainsi deux équations du second degré en x, y. qu'il suffit ensuite de résoudre.
11 v a bien des manières de faire ce calcul, qui dépendent surtoul de la manière dont est donnée la conique. Le cas le plus simple est celui où elle est donnée par son équation tangentielle
(i) /(«i v) fV ' = °-
L'équation aux. coefficients angulaires des tangentes issues (\u point Fl x. y | est (n° 211)
i 2 i /(m, —\. y — mx) = ...
Il suffit d'écrire qu'elle se réduit à (3) m--t- i = o.
Si la conique n'est pas une parabole, on obtient deux équations (\\\ second degré en x, y. Si elle est une parabole, w dans in, done y — mx dans (ai ne figurent qu'au premier degré ; on obtient donc
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deux équations du premier degré en ./. r. conformémenl à ce qui .1 été \ m plus haul .
516. Coniqi es 110M01 u< \u s. — Les foyers de la conique C peux en 1 être considérés comme les <>ml>ili<-s du faisceau tangentiel 11 admettant pour coniques de base C et les points cycliques ('). Nous savons qu'il existe 1 rois couples d'ombilics. Le premier es! 1. .1 : le deuxième esl F, F : le troisième est 0, s .
Les diagonales l.l. FF' el coco formenl un triangle conjugué par rapporl à toutes les coniques du faisceau. Gomme 1.1 est la droite de l'inlïni, FF el ©a sonl deux diamètres conjugués. Ils sont, en outre, rectangulaires, parce que conjugués par rapporl aux points <\ cliques. 1 - ml donc les axes <!<■ G. 1 kmc :
Théorème. — * Les f d'y ers il une conique sont sur ses axes, les foyers réels sur un axe, les foyers imaginaires sur Vautre.
Le point (). étanl le centre de imites le> coniques du faisceau, est, en particulier, le cintre <ie- couples de points F, F' el o, »'. Donc, sur chaque axe, les foyers sont symétriques par rapport au centre.
Les coniques du faisceau If. ayanl toutes les mêmes foyers, sont appelée- coniques homofocales,
appliquons-leur les propriétés générales des faisceaux tangentiels 1 n°508).
D'abord, il existe nue seule conique II tangente à une iJroite donnée I>.
appliquons maintenant le théorème corrélatif «lu théorème fie Desargues. Les tangentes issues d'un point V décrivent deux faisceaux en involution. I. ■- droites l'I et PJ étanl deux rayons homologues, les rayons double* sonl rectangulaires. Far suite, ce sont les bissectrices de tous les couples de rayons homologues. En particulier, ce sont les bissectrices des angles FPF' et oPcs'. .Nous savons, d'autre part, que ce sont les tangentes aux deux coniques du faisceau qui passent par P. Nous pouvons finalement énoncer le théorème suivant :
1 méorème. — 1 Les tangentes menées par un point fixe P à îles c&niques I omofocales ai/mettent <les bissectrices fixes.
20 Par le point P passent deux de ces toniques ; elles se coupe? f à angle droit, leurs tangentes étant les bissectrices ci-dessus.
■ .1 pour équal i"ti t.uigentiellc
FOI i K-. "> ; i
i Lu tangente et lu normale en un point P d'uni conique sont bi triées des droites joignant ce /">int à le ux foyer* d'un même fixe.
4" Les tangentes I' I et l'T menées à uni- conique par un point P quel conque sont également inclinées sur les droites PF ■ t l'I Pond let .
Les propriétés 1° el i" sonl des propriétés bien connues en Géométrie élé m enta ire. Elles nous permeltenl d'affirmer, dès maintenant, que la définition de Plùcker conduit aux mêmes foyen que la définition élémentaire. <>n peut, en effet, quelle que *<>it la définition adoptée, caractériseï les foyers d'un axe A par la double condition d'être symétriques par rapport au centre el conjugués harmoniques par rapport aux deux points \ el I où la normale et la tangente rencontrent \. Or, il n'\ a qu'un «cul couple de points F, I sal isfaisanl à ces condil ions.
Le hrtt des pôles d une droite I* par rapport à des coniques homofocales est une droite D' ( n 508
Les deux droites sonl ■ juguées par rappori à la conique i \, J i; elles sonl
donc rectangulaires. De plus, elles divisent harmoniquement 1rs segments FF' et pcp'. Le point de contact M de la ionique tangente à D fait évidemment partie du lien. On peut donc le construire très simplement de la manière suivante :
On prend le point de rencontre T de l> avec Vaxe FF', puis le />>>i/it \ conjugué harmonique de T par rapport à FF' et l'on projette \ sur l>.
Gela résulte d'ailleurs aussi de la propriété !" du théorème énoncé plus
liant.
517. Dans tout le numéro qui précède, nous avons implicitemenl supposé que la conique C n'était pas une parabole. Voyons maintenant ce qui se passe quand on fait cet te hypol hèse.
Il y a deux couples d'ombilics qui se confondent avec le« points eveliques, le troisième étant constitué par le foyer F el le poinl de contact F1 de la parabole avec la droite de l'infini.
Toutes les coniques II du faisceau sonl tangentes en F à II : ce sonl donc imites r/es paraboles.
La droite FF' esl polaire double. < tr, son pôle par rappori à IJ est le point (i.
conjugué harmoniq le F' par rappori à IJ. c'est-à-dire le point à l'infini
de la direction perpendiculaire à FF'. Donc, FF' esl diamètre conjugué de la direction qui lui est perpendiculaire; c'est donc l'axe commun à toutes les paraboles II el non-; en concluons que le foyer d'une parabole se trouvt sur son axe.
Les autres propriétés énoncées au numéro précédent subsistent sans modification, à condition de t onsidérei toujours le point à l'infini F' des paraboles coin me le foyer associé au foyer véritable F. On retrouve ainsi, en particulier, les propriétés élémentaires de la tangente el de la normale, ce qui permet d'affirmer l'identité de la définition de Plucker et de la définition élémentaire.
M<S. Propriétés rei itives \ k directmce. - Soient un poinl F,
de coordonnées i a, |3 ) et une droite D, d'équation
(.\ ) » .r -T- IT H- (V e= o.
L'équation générale des coniques < ! admettant F pour foyer et I) pour directrice correspondante s'obtient immédiatement par application de l'équation (10) du n° o07,
(5) ( ./■ — a)2-r- (>* — i )'2 -- À ! »J" -+- <•_)- -+- iri- = o.
Prenons F pour origine et la perpendiculaire à D pour axe des a?; notre équation se réduit à
e étant une constante positive, que nous substituons à X, nous bornant ainsi à considérer des coniques réelles.
L'équation (6) a une interprétation très simple. Si M désigne le point courant (x. r) et N sa projection sur D. elle s'écrit, en effet,
MF" = e2.\f\2 ou
MF
Donc,
Théorème. — Le rapport des distances d'un point quelconque <V une conique à un foyer et à la directrice correspondante est constant.
On retrouve encore une propriété élémentaire caractéristique des coniques, qui nous prouve, une fois de plus, l'identité de la définition de Plûcker avec la définition élémentaire.
Le rapport constant e porte le nom $ excentricité de la conique.
Les directions asymptotiques étant données par
on voit que la conique est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l'excentricité est <i,>ioî«=:i) propriétés qui sont également bien connues en Géométrie élémentaire.
519. Reprenons l'équation (6), en introduisant la coordonnée surabon-
ilunte z définie par (8)
Toute équation peut être rendue homogène en x,y, z, en remplaçant, autanl
de fois qu'il est nécessaire, i par -( ' ). C'est ainsi que l'équation (6)
devient
(9) • ^+72-;2- On peut y satisfaire identiquement en posant
(10) a7 = 3COSç, y = zsino:
z et 9 sont alors le- coordonnées polaires du point M. Cherchons Yéquation homogène
Il X — V Y -- <r S == O
de la corde MtM2. Les coefficients u. c, w doivent satisfaire aux deux conditions
11 cos Ç| -t- v sin Oj — iv — o, u cos ç2 — l' s'n ?s — - ,r = o.
En les éliminant entre ces trois équations homogènes, on obtient, après
suppression du facteur ■>. sin- — ,
Y sin
Cette droite rencontre D en un point P, qui satisfait à l'équation
x cos -y sin = <>,
laquelle représente donc la droite FP. Cette droite a, par suite, pour angle
polaire
Donc :
Théorème 1. — La droite FI' est hissectrice de l'angle VIfFM2. Ceci est d'ailleurs facile à démontrer géométriquement. On a, en
(') Ceci revient à prendre de; coordonnées trilinéaires, le triangle de référence étant constitué par O.r, Oy et D.
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effet, en appelant N, cl N2 les projections (!<■ M, et de M2 surD,
FM
FM
el I mi esl ramené au théorème de la bissectrice.
Si la corde M, \l2 devient tangente, AI, et M2 se confondent et FP dr\ irni perpendiculaire à FM , .
En menant, du point i\ les deux tangentes l'M et PM', on obtient le théorème suivanl :
I héorème II. — Si d'un point P de la directrice, on mène les deux tangentes l'M et l'M . la corde de contact MM'passeparF et est perpendiculaire à II'.
Onpeul aussi déduire la première propriété du théorème du n° 435 el de ce que F est le pôle de D. Quant à la seconde, elle résulte de ce que les droites FP et MM' sont conjuguées par rapport à la conique et. par >uite, conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes issues de F. lesquelles sont isotropes.
Si, dans l'équation (12), nous faisons <fi = '^2= 9, nous obtenons X équation homogène de la tangente en M
i3) x eo~^ + y sjno — z = o.
L'équation homogène de la tangente en M' est, de même.
x cos ©' -h Y sin çp' — z = o.
Si nous la retranchons de la première, de manière à éliminer s, nous obtenon*, après suppression du facteur 1 sin '- ,
x sin : — »■ cos - '- = o.
C'est l'équation de la droite joignant F au point de rencontre Q des deux
tangentes; comme elle a pour angle polaire -, nous avons le théorème,
bien connu en Géométrie élémentaire :
Théorème III. — La droite FQ est bissectrice de l'angle MFM'.
Reprenons l'équation (12 let cherchons lVmeloppe de la corde MiM2, quand l'angle MjFMi -demeure constant el égal à >\. On a alors — — = V. Si l'on
FOT! 9. 5 ig
Gl 4- <?i ,■ • \ »• •
pose — = o Uquation (i?. ) s ecnl
(l4) ■'' COSÇ -- i -pi - 3 cos V.
Sun enveloppe, quand ç varie, ;i pour équation homogène n" ■!'- (i5) ./■-' i ■- - z- coss \ .
Si l'on remplace ; par | 8 i. on obtient le théorème Miix.int :
Théorème IV. V enveloppe des cordes vues de F sous l'angle constant ! \ est une conique admettant V p<>m- foyer, l) pour directrice et e i l><iur excentricité.
520. Equatios focale en coordonnées polaires. — Transformons I équation i (i i en coordonnées polaires :
p 2= e-\ : eus io — a i- :
(I où
; = e(p n 'S tu — a .
Le changement de to ea to-i-—ei d<' :■ en — p nou- montre que les deux courbes obtenues en prenant successive me ni le signe + et le signe - au premier membre coïncident I n" iO i. Prenons, par exemple, le signe — . Nous avons alors l'équation
i -+- e cos ta
en posant p ea ( ' ).
Telle esi l'équation polaire d'une conique ^ quand on prend un forer pour pâle et l'are focal pour axe polaire.
La directrice D a pour équation polaire
.[71 p COS '■' '/.
On peut l'obtenir en supprimant le terme constant 1 au dénominateur de (h> 1.
Plus généralement, si l'on prend pour axe polaire i/n>' demidroite quelconque issue du foyer, l'équation <lc la conique est de la forme
(18) - = a cos isinco
(') Cette quantité p est appelée paramètre. On peut la délinir géométriquement comme étant la demi-cord€ menée par F perpendiculairement à l'axe focal.
< I Von obtient V équation de la directrice, en supprimant simplement le terme constant y du second membre.
On le voit en changeant m en to0 — f- « dans (16)- et (17) ou bien en partant de l'équation cartésienne (5 1.
521. Foyers d'une surface. — On appelle foyer d'une surface S tout point F i/ui est le centre d'une sphère de rayon nul bitangente à la sur/ace.
Tandis que. pour une courbe, il n'y a qu'un nombre limite de foyers (n°r>l&). pour une surface, il y en a une infinité ( ' ), constituant une ou plusieurs courbes appelées focales.
Considérons la développable A circonscrite à S et au cercle imaginaire de l'infini T. Si F est un foyer, le cône de sommet F et de base Y est tangent à S en Mj et M2. Le plan tangent à ce cône le long de FMi, par exemple, est tangent à S en Mj et à F en Ni. C'est donc un plan langent commun à S et à Y et, par suite, un plan tangent à A. Sa génératrice de contact avec A passe par ZM t et >. 1 : c'est donc FM]. De même, FM2 est aussi une génératrice de A. Nous voyons donc que le foyer F est un point par où passent deux génératrices de A.
Réciproquement , si F est un tel point, le cône isotrope de sommet F esl tangent à S aux deux points Mi, M2 où les génératrices de A issues de F touchent la surface S; le point F est donc un foyer.
Finalement, nous voyons que les foyers de la surface S sont les points doubles de la développable A; les focales de S sont les lignes doubles de A.
322. Focales d'une quadrique. — Supposons maintenant que la surface S soit une quadrique. D'après ce qui a été vu au 11" 493, les focales ne son/ autres que les coniques du faisceau tangentiel déterminé par la quadrique et le cercle imaginaire de V infini, déduction faite, bien entendu, de ce cercle lui-même.
Toutes les quadriques II de ce faisceau ont les mêmes focales; ce sont des quadriques homofocales.
Dans le cas général, il y a quatre coniques dans le faisceau, donc trois focales *i, *2) *3-
Les plans de ces quatre coniques forment un tétraèdre conjugue par rapport à tout le faisceau. Comme l'un d'eux est le plan de l'infini, il revient au même de dire que les plans II|, Il2, 113 des trois focales forment un système de plans diamétraux conjugués. D'autre part, si l'on applique cette propriété en prenant 1" comme quadrique du faisceau, on en conclut que les trois plans forment aussi un trièdre trirectangle. Ce sont donc les plans principaux communs à toutes
(') Le pointFn'est.en ellet, assujetti qu'à deux conditions, obtenues théoriquement
en écrivant que la spliere de rayon nul esl tangente deux fois.
les quadriqucs du faisceau. Nous avons finalement la proposition suivante :
Théorème J. — Les focales d'une quadrique quelconque sont trois coniques situées respectivement dans les trois plans principaux et admettant chacune pour axes les axes de la quadrique qui sont situés dans son plan.
523. Considérons un point quelconque F de <Iv Soient G et G' 1rs deux génératrices de A issues de ce point et P et P' les plans tangents à A le long de ces génératrices. Ces plans sont tangents à toutes les quadriques du faisceau, donc, en particulier, à <!>,. Us se coupent donc suivant la tangente FT à cette courbe. D'autre part, ils sont tangents, le Jung de G et de G', au cône isotrope de sommet F '. Ils se coupent donc suivant le diamètre conjugué du plan GFG'par rapport à ce cône. Il en résulte que le plan GFG' est perpendiculaire à FT, c'est-à-dire normal à <I>j. Enfin, toute quadrique H du faisceau, étant inscrite dans A, est tangente à P et à P' en des points situés respectivement sur G et G'. Il s'ensuit que le plan GFG' coupe H suivant une conique tangente aux isotropes G et G', c'est-à-dire admettant pour foyer F. Donc :
Théorème II. — Le plan normal en F à la focale *J>, est un foyer p<>ur toutes les sections des quadriques II par ce plan.
Si l'on coupe en particulier par le plan \l2 normal à <!>! en ses deux sommets À[ et Bl5 on obtient le théorème suivant :
THÉORÈME III. — Les sections des quadriques H. par un plan principal 11 sont des coniques homofocates. Leurs foyers communs sont les sommets situés dans IL des deux focales normales à ce plan.
Comme quadrique II, on peut prendre, en particulier, la focale située dans II et l'on voit ainsi que chaque focale a pour foyer s les sommets des deux autres focales qui sont situés dans son plan.
On peut aisément, d'après cela, trouver la nature des trois focales. Chacune a deux foyers réels; à elle trois, elles ont donc six sommets réels. Il s'ensuit nécessairement que l'une d'elles au moins, soit <I>i, est une hyperbole.
Pour faciliter le langage, appelons Ox son axe transverse, Oy son axe imaginaire et Oz la perpendiculaire à son plan. La focale «I^ du plan zOx admet pour foyers réels Ai et Bj, sommets de 4>i ; ses foyers imaginaires sont donc sur O.S. La focale <I\t du plan j'O j a, dès lors, ses quatre sommets imaginaires; c'est une ellipse imaginaire. Ses foyers imaginaires étant sur Or, ses foyers réels sont sur < > ^. Donc, «I>2 est une ellipse réelle. Finalement, nous voyons que les trois focales sont : une hyperbole, une ellipse réelle et une ellipse imaginaire.
ù2i. Cônes de révolution CIRCONSCRIT» A UNE QUADRIQUE. — Considérons le cône circonscrit à la quadrique S à partir du foyer F. Il est tangent à celte
surface, en particulier, aux points Mt et AL; il esi donc tangent, e long de SM, et de SM2, au cône isotrope de sommet F: par suite, il est bitangent au cercle imaginaire de l'infini, donc de révolution ( n° 479). Nous avons vu, d'ailleurs, au n" 523, que les plans tangents le long de SiNIt et de SM2 se coupaient suivant la tangente FT à la focale. Cette tangente est donc l'axe du cône i n° 479). Réciproquement, si le cône circonscrit de sommet F est de révolution, il est bitangent au cùne isotrope, lequel est, par suite, bitangent à S. Donc, F est un foyer.
Nous avons donc le théorème suivant :
Théorème. — Les foyers d'une quadrique sont aussi les sommets <les cônes de l'évolution circonscrits. L' axe d'un tel cône est tangent à la
focale.
Ceci nous donne une autre définition des loyers, ne faisant pas intervenir les éléments imaginaires.
Si l'on applique le théorème précèdent à l'une ou l'autre des focales réelles, on retrouve une proposition classique, qu'on démontre élémentairement au moyen du théorème de Dandelin < cf. Chap. XXXI, Exercice résolu n° i) :
Le lieu des sommets des cônes de révolution axant pour base une ellipse E est une hyperbole H, qui admet pour foyers les sommets du grand axe et pour sommets les foyers de E et dont le plan est perpendiculaire à celui de E. Zr lieu des sommets des cônes de révolution admettant II pour base est l'ellipse E. L'axe du cône de base E et de sommet F, situé su/- H, est la tangente en F à II.
'•25. Propriétés diverses. — Appliquons au faisceau II les propriétés générales des faisceaux tangentiels de quadriques.
D'abord, il y a une seule quadrique liomofocale à une quadrique donnée qui soit tangente à un plan donné.
Appliquons maintenant le théorème corrélatif du théorème de Desargues. Les plans tangents menés par une droite D forment une involution comprenant les plans isotropes, donc ayant ses plans doubles rectangulaires et, par suite, bissecteurs de tous les couples de plans homologues. D'où :
Théorème. — Les plans tangents menés par une droite D à des quadriques homofocales ont des plans bissecteurs fixes, qui sont les plans tangents aux deux quadriques du faisceau tangentes à D.
Ceci est une généralisation des propriétés i° et a0 du théorème du n° .'ilG.
Appliquons maintenant le théorème corrélatif du théorème IV du n° oO.'i.
Les cônes circonscrits aux quadriques H à partir d'un point I' forment un faisceau tangentiel de cônes, comprenant le cùne isotrope. Leurs plans polaires doubles sont donc-deux à deux rectangulaires et sont, par suite, les plans principaux de tous les cônes. D'où :
Théorème. — Les cônes circonscrits à des quadriques homofocaUs à partir d'un point I* ont tous mêmes axes. Il y a trois quadriques du
faisceau qui passent par P; leurs normales respectais sont ces axes. ( f/'oi's quadriques se coupent donc deux à deux à an^le droit.
Ce théorème peut être, lui aussi, considéré comme une généralisation des propriétés i° et 9.° du théorème du n 516.
Le théorème YIFI bis du n" .">08 mous donne enfin le suivant :
THÉORÈME. — Le lieu des pôles d'un plan II par rapport à des quadriques homofocales est une droite D perpendiculaire à ce p/la/i. Elle perce 11 au point de contact avec la quadrique tangente. Elle perce chaque plein principal en un point qui est le pôle de V intersection de ce plan avec II par rapport à la focale située dans ce plan.
d~2\. Cas des pvraboi.oïdes. — Dans les trois numéros qui précèdent, nous avons envisagé le cas général d'une quadrique S qui ne présente aucune position particulière vis-à-vis du cercle de l'infini l\ Examinons maintenant les cas où la développable commune A possède des singularités.
Nous considérerons d'abord le ca« où le plan de f est tangent à S (f), c'està-dire le cas où S est un paraboloïde.
77 n'y a plus que deux focales, dont les plans passent par le point de contact M de S a\«-c le plan de l'infini. De plus, ces plan- sont des plans polaires doubles pour tout le faisceau. >i l'on prend, en particulier, leurs pôles par rapport à f, on \oit que le pôle de chacun d'eux est le point à l'infini dans la direction perpendiculaire. Doue, les pleins des focales sont les plans principaux du paraboloïde.
Toutes le< quadriques H sont tangentes en .M au plan de l'infini. Elles forment un faisceau de paraboloïdes hômofocaux.
En particulier, les focales sont des paraboles admettant même are que ces paraboloïdes.
Le théorème II du n° o23 continue à s'appliquer sans modification. Quant au théorème NI, il subsiste aussi, sauf que les sections considérées sonl des paraboles et n'uni qu'un foyer. En particulier, chaque focale a pour sommet et foyer le foyer et le sommet de l'autre.
Les propriétés des n"5 524 et o2o ne subissent aucun changement.
o^7. Cas des quadriques di: révolution. — Nous avons maintenant à considérer le cas où r est tangent à S < 2 i. Si nous neus bornons i considérer des quadriques réelles, ceci ne peu! arriver que si Y est bitangenl ; . autrement dit si S est une quadrique de révolution.
-( ' ) C'est le eus corrélatif du cas II du u" 191.
(-) Ceci correspond, par dualité, à l'intersection d'une quadrique avec un cône tangent.
(3) Car si un point de Y est point de contact, le point imaginaire conjugué en est un autre.
11 y aurait aussi ii considérer le cas où S contient 1", c'est-à-dire est une sphère. Tous les points de l'espace sont des foyers; mais ce cas n'a pas d'intérêt.
>l( CHAPITRE XXXIV. — FOYEUS.
La développablc A se décompose alors en deux, cônes du second degré. Gomme ces cônes sont circonscrits à P, ils sont isotropes. Il sont, d'autre part, circonscrits à S et, ù fortiori, bi tangents. Leurs sommets F et F' sont donc des foyers, mai? des foyers singuliers.
Tous les plans (tassant par FF' sont des plans polaires doubles pour le faiscran: en répétant un raisonnement déjà fait, on voit que ce sont des plans principaux. Donc, la droite FF' est Vaxe de révolution de S.
Toute? les sections des quadriques II du faisceau par un plan II contenant F, par exemple, sont tangentes aux deux isotropes suivant lesquelles ce plan coupe le cône isotrope de sommet F, puisque ce cône est circonscrit. Elles admettent donc F pour foyer.
Si le plan II passe aussi par F', on voit que les foyers singuliers F et F' ne sont autres que les foyers de la méridienne de S. Ce résultat était facile à prévoir et ne présente pas grand intérêt en lui-même. Toutefois, si on le rapproche de la propriété précédente, on a le théorème suivant :
Théorème. — Ejtant donnée une quadrique de révolution, toute section faite par un plan passant par un des foyers de la méridienne situés sur l'are de révolution admet ce foyer pour foyer.
Les cônes isotropes de sommets F et F' se coupent suivant un cercle <ï>, qui est, on le voit aisément, le lieu des foyers œ et o' de la méridienne autres que F et F'. Chaque point ç> de ce cercle est le sommet d'un cône isotrope tangent le long de ©F et de ©F' aux deux cônes isotropes (F) el (F') et, par suite, bitangent à S. C'est donc un foyer de S et le cercle <P est l'unique focale de cette surface (*). On peut dire, en définitive, que les seuls foyers d'une quadrique de révolution sont ceux de ses méridiennes.
Nous n'insisterons pas davantage sur ce cas particulier, qui ne nous donnerait aucune propriété nouvelle intéressante.
(') On le voit aussi en remarquant que le faisceau admet une conique autre que V et la conique dégénérée (F, V).
528. Dans les Chapitres précédents, nous avons établi un certain nombre de propriétés des courbes <ln second degré, en partant de leur équation générale. On pourrail poursuivre cette étude <•! découvrir, de la même manière, une foule de propriétés nouvelles.
Mais, il est beaucoup plus simple d'utiliser dorénavant les résultats obtenus au Chapitre \\\l et d'étudier les coniques sur leurs équations réduites.
Non- avons deux cas à distinguer, suivant qu'il > ii^ii d'une conique à centre i ellipse ou hyperbole i ou d/une parabole.
I. — CONIQUES A CENTRE
529. Forme de l éqi \i i<>\ nrm m:. - Nous prenons pour axes de coordonnées les axes de la conique (C). L'équation est alors «le la forme ( n" i76 i
Dans le cas d'une ellipse réelle^ V et B sont positifs; nous poserons (2) A = a*, Ji = 62.
\nu> supposerons, pour fixer les idées, a^> l>. de sorte que >.a sera le grand axe et ib le petit <tjt>.
Dans le cas d'une hyperbole^ V et B sont de signes contraires. Par un choix convenable de la désignation de- axes, nous pouvons supposer \ o, l'> . 0 el poser
V = ai, B = — /A L'axe suivant Oa est réel el a pour longueur ></: <>n l'appelle axe
II. vu.. — Cours, II. 3J
réel ou axe transverse. L'axe suivant Oy est imaginaire et a pour longueur zib; on l'appelle a^e imaginaire ou rt^ce /^/* transver.se.
Les asymptotes ont pour équation - =b v = o. Elles sont rectangulaires pour a = 6; dans ce cas, on dit que l'hyperbole est équilatère. Avec les notations précédentes, on peut écrire les équations paramétriques sous la forme
(4) ./=rtcosç-, y = bsinz>,
pour l'ellipse, et
(5) x = achz, y = bs\iç,
pour l'hyperbole ( ' t. Nous en ferons un usage fréquent dans la suite.
Dans le eas de l'ellipse, l'angle © est habituellement désigné sous le nom d'angle d'anomalie excentrique. Nous verrons, au n° 539. quelle est sa signification géométrique.
Si Ton pose
i 6 i tang- = l ou tli- = /,
on obtient les équations paramétriques rationnelles
i—l1 >.bt
pour l'ellipse,
et
1 fi
i — t'-' ibt
pour l'hyperbole. Elles nous montrent, ce que nous savions déjà (n° 265), que l'ellipse et l'hyperbole sont des courbes unicursales.
530. Propriétés des tangentes. - - La tangente en Ml r. y) a pour équation
\x Xy
(') On peut aussi écrire, en introduisant un paramètre imaginaire. x a cos<p, y ib sin».
On retombe sur les équations (_4)j au changement près de b en ib, qui caractérise le passage de l'ellipse à l'hyperbole.
ETLDE DICS CONIQUES SIR LE CBS BQI AT IONS RÉDUITES.
En identifiant .i\ ec
II X -: V Y -+- II
on obtient
En portant dans i i i. on obtienl Yéquation tangentielle ( 10; A «ï— F5 1'2 — ii>» = o.
On peut l'utiliser pour résoudre différents problèmes sur les tangentes. Par exemple, si l'on cherche les tangentes issues d'un point IV/-. t ). «m peut former immédiatement l'équation du second degré qui donne leurs coefficients angulaires (n° "2\ I i,
ou
A m 2 — B — ( y — mx)*= < >
(A — x- ) ni- ■+■ ■>. ni xy — B — y2
En discutant la réalité « les racines, on trouve des propriétés élémentaires bien connues et qui. (railleurs, sautent aux yeux, dès qu'on regarde une ellipse ou une hyperbole. Nous laissons au lecteur le soin de taire, comme exercice, cette petite vérification analytique. Cherchons la condition pour que les Jeux tangentes issues de I* soient rectangulaires. Pour cela, il faut et il suffit que les racines de l'équation (11) aient pour produit -i, ce qui s'écrit
D'où le théorème suivant :
Théorème de Mohge. — Le lieu des sommets des angles droits
circonscrits à une conique à centre <-sl un cercle concentrique à la conique.
Ce cercle porte le nom de cercle de Monge ou encore cercle orthoptique.
Dans le cas de l'ellipse, il est toujours réel el ;i pour rayon da,- -f- b-. C'est le cercle circonscrit au rectangle formé par les tangentes au
somme! .
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Dans le cas de l'hyperbole, il a pour rayon y ci- — ■ b'2. 11 n'est donc réel que si a b. c'est-à-dire si l'angle des asymptotes qui comprend l'axe transverse est inférieur à un droit. Si l'hyperbole est équilatèrc, il se réduit à son centre; les asymptotes sont alors les seules tangentes rectangulaires qu'on puisse mener.
531. Propriétés des normales. - La normale au point M(#,jy) a pour équation
(i4) AX7— BY.r = (A — B)xy.
Cherchons les normales issues (V un point donné P| xt). y0 >. Pour cela, nous remplaçons, dans (1.4 >. X par x0 et \ par r0 : nous obtenons l'équation
( 1 5 ) ( À — B )xy -+- Bjk0 x — A x0 y = o,
qui détermine, avec (i), les coordonnées des pieds des normales cherchées.
Si Ton interprète géométriquement, on voit que ces pieds peuvent être obtenus par l'intersection de la conique (C) avec l'hyperbole (H > définie par l'équation (i5). dette hyperbole passe à l'origine et au point P; elle admet les axes pour [directions asympto tiques. Elle coupe (G) en quatre points réels ou imaginaires. On l'appelle hyperbole d'Apollonius du point P.
Nous avons donc le théorème suivant :
Théorème. — Par tout point P du plan, on peut mener quatre normales réelles ou imaginaires à une conique à centre. Les pieds de ces normales sont à V intersection de la conique et de l'hyperbole d'Apollonius du point P.
Nous allons maintenant discuter la réalité de ces normales.
Faisons d'abord observer qu'il est géométriquement évident que deux au moins sont réelles. En effet, si (C) est une ellipse, la branche de (H) qui passe à l'origine coupe nécessairement l'ellipc en deux points réels. Si (C) est une hyperbole, chaque branche de (\\) a ses deux points à l'infini, l'un
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extérieur, l'autre intérieur à (C) et, par suite, donne au moins un point d'intersection réel.
Pour discuter la réalité des deux autres normales, il faut traiter la question par le calcul. \ cet effet, au lieu de prendre l'équation (i5), déduite tic ii j), partons de la suivante :
Af.ro — .ri Bfiv
déduite de fi3). Si nous appelons X la valeur commune des deux rapports, nous avons
A;r(l li va
Ce sont les équations paramétriques de l'hyperbole d'Apollonius. Portant dans (1), nous obtenons l'équation aux X des pieds des normales :
A chaque racine de cette équation du quatrième degré correspond une normale, dont le pied, donné par les formules (17), est réel en même temps que À. Nous sommes donc ramenés à discuter la réalité des racines de l'équation (18).
A cet effet, nous étudions les variations de/\Xj, (1. I, n" 263 .
Nous remarquons d'abord que f\ X ) devient infini pour À = — A±e et X = — B dz s, en prenant, dans le premier cas, le signe de A, et dans le second, le signe de B. Comme, d'après les conventions faites au n" o2i>. \ est toujours positif, fi — A.) = -+■ x. D'autre part, fi — se) et/i-r.i sont tous deux égaux à — 1. Aous avons donc déjà le tableau suivant 1 ! 1 :
Ceci nous prou\e qu'il y a au moins une racine réelle }^ entre — x et — A et au moins une racine réelle X2 entre — A et — x. Anus retrouvons le résultat prévu géométriquement.
Pour pousser plus loin ia discussion, il faut faire appel à la dérivée
■2 Agj A — X )3
Elle s'annule pour une seule valeur réelle /.', donnée par A-4-X' i: - - X' A — B
Kylf
(') D'après les conventions du n" 529, on a toujours A >!!. donc — A
Nous en concluons d'abord que la racine Ai est unique dans l'intervalle i — », — A i, sans quoi cet intervalle comprendrait trois racines de /Va n donc au moins deux racines de /'(X), d'après le théorème de Rolle (t. I, n" (il |; ce qui est impossible.
Le même raisonnement nous prouve que la racine A* est unique dans l'in- I ci val le — !!. -4- ac), si B >o, ou dans l'intervalle ( — A, — B), si B < o.
Il nous reste finalement un seul intervalle I, où il puisse y avoir d'autres racines que }.{ et A2: c'est l'intervalle i — A, — B ), si.B>o; ou l'intervalle i — B, --y-), si B<o. Comme /(A) prend le même signe a aux deux extrémités, ces racines sont en nombre pair : zéro ou deux. Si elles existent, elles comprennent nécessairement ).', en vertu du théorème de Rolle. et /VÀ'i a le signe opposé à i. Réciproquement, si X' se trouve dans l'intervalle I et h ,/'("/. < a le signe contraire à 7, il y a deux racines, de part et d'autre de a', clans cet intervalle.
Finalement, pour que l'équation (18) ait ses quatre racines réelles, il faut et il suffit que l'on ait les inégalités suivantes :
- A '<>.'< - B, /(X')<o, — P. < /.'. f\ a' i> o, si
si B >o ( ellipse i; B < o (hyperbole).
Dans le premier cas, les formules 1191 montrent tout de suite que A -+- /.' est positif et B -4- À' négatif; donc, la condition — A<X'< — B est satisfaite identiquement. Il ne nous reste que la condition fi X' i< o.
Posons, pour simplifier l'écriture,
Nous avons
kx% i3-+- 1 Byî |3= A.
G ' Cl
A + A'= -.(Aa?J I3, B-4-X' = - -•( Byl >3 ;
La condition de réalité des quatre normales est donc
A3 < C2 ou
A C3, ou. enfin, en remplaçant A par a'2, B par b- et G par c2,
(ai)
ax0 13 — 1 bjo 13— c3< o.
Dans le cas de l'hyperbole, la condition — B < X' équivaut, d'après (19), à A > o. Elle est entraînée parla condition f\ X' >> o, qui s'écrit, en effet,
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et qui demeure, par conséquent, l'unique condition de réalité. En remplaçant V par a2, 1> pai - b- et G par c2, elle s'écrit
i ri l ( ax0 r — i by9 l ' — c* > o.
l£n définitive, on peut énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Du point P, on peut toujours mener deux normales réelles à la conique (C). Pour qu'on puisse en mener quatre, il faut et il suffit que les coordonnées de P satisfassent à l'inégalité (21), si (G) est une ellipse ou à l'inégalité (22 ). si (G) est une hyperbole.
Il nous reste à interpréter géométriquement ces inégalités. Pour cela, nous savons qu'il faut d'abord construire les courbe> (D i, obtenues en annulant les premiers membres i n° 56 1.
Dans le cas de l'ellipse, la courbe (D) a pour équation
1 ax |3 ~ 1 by |3 = c1
Cette équation est résoluble indifféremment par rapport à x ou par rapport a 1 . Si on la résout, par exemple par rapport à x, on constate, en se bornant
aux valeurs positives de x et de y, que, y croissant de o à -r-> x décroît de —
I ./ J T fj a
à o. D'autre part, le coefficient angulaire de la tangente est
dy _ â I by\A
dx b \ ax j
Il est nul au point de départ, infini au point d'arrivée. Nous avons finalement
Fis. o">.
l'arc de courbe A^i, que nous complétons ensuite par symétrie par rapport aux deux axes ( fig- >2 >.
La coarbe présente, comme on voit, quatre points de re brousse ments l ' . Si l'on remarque que l'inégalité (ai") est satisfaite pour x0 = y0= o, on voit
que les points d'où l'on peut mener quatre normales à l'ellipse sont les points intérieurs à la courbe (D).
Dans le cas de l'hyperbole, l'équation de la courbe ( D i -'écrit
ii.r '■ i by i3 = c3.
Elle se construit comme précédemment, en faisant croître, par exemple.
y de o à 4-ao, auquel cas x croît de — à -+- oo. La courbe part encore du ~ a
.a point Ai de 0 a? et va à l'infini dans la direction de coefficient angulaire 7-»
suivant une branche parabolique 1 - |. En complétant par symétrie, on obtient la courbe de la figure 53, qui présente deux points de rebroussements 1 3 1.
Si l'on remarque que l'inégalité (22) n'est pas satisfaite pour .r0= r0 = o, • m voit que les points d'où l'on peut mener quatre normales à V hyperbole sont les points des deux régions limitées par la courbe 1 D 1 qui comprennent les parties éloignées de Ox.
S32. Développée; centre de courbure, rayon de courbure. — Si le point P
(') C'est la projection d'une hypocyclol'de à quatre rebroussements (n° COO). Le point A, est conjugué harmonique du sommet A par rapport aux foyers F, F . 11 est toujours intérieur à l'ellipse. Quant à Br il est intérieur seulement si l'on a a < lr\ 2.
(2) La partie principale de ax — by =[c3-t-(6y)*J — by se calcule aisément en développant le crochet par la formule d*u binôme, après mise en facteur préalable
de by. On trouve comme premier terme non nul du développement ci by) . qui
tend vers l'infini avec y. On a donc bien une branche parabolique (n°"230). Les directions asymptoliques de (D) sont perpendiculaires à celles de(C).
(3) Le point A, est encore conjugué harmonique du sommet A par rapport aux foyers. Il est donc intérieur à l'hyperbole.
vient sur (D), l'équation 1181a une racine double: deux de- normales i ssne- <le P sont confondue-. On en coin lut | n" 27"2 | que la courbe I D) n'est autre que l'enveloppe des normales, c'est-à-dire la développée l u" 312) de la conique (G) (*).
On peut retrouver directement ce résultat de bien des manières, en s'appuyant sur la théorie des enveloppes.
Prenons, par exemple, dans le eas de l'ellipse, l'équation de La
normale sous la forme, déduite de ( i /\),
ax by ,
cosç sino
où es désigne l'anomalie excentrique du point M. Pour avoir I enveloppe, nous dérivons par rapport à ce :
a;rsinc by cose
OU
ni- by
En éliminant ce entre (26) et ( 2- i, on retrouverait l'équation 1 23) 1 - 1. Résolvons plutôt par rapport à x, y :
( >8 1 x = — cos3c, v = — -j-sin3©.
Nous obtenons le- équations paramétriques de la développée Mais, on peut aussi considérer ces formules comme donnant les
coordonnées du centre de courbure C de l'ellipse au point M.
puisque ce centre de courbure est le point de contact de la normale
avec son enveloppe (n° 312).
En prenant la distance R = MC, on peut ensuite calculer le rayon
(') Si P est sur l'un des axes, deux normales sont aussi confondues avec cet axe. Cela tient à ce que les axes sont des tangentes doubles de la développée (n° 299). (-) On tire cos-ç etsiutp de (26) et (2-), en écrivant cette dernière son- la forme
,,,.,■,■■ — {by)'
On porte ensuite les valeurs obtenues dans cos-2 + sin-s =1.
(3) On aurait pu s'en servir avantageusement pour la construction de la courbe ( l* ). faite au numéro précédent.
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de courbure. On obtient
— cos2 s — « cos2c -4- ( -r sin2 1 -+- a) sni- o V « / ' \ b J
cos2 z .„ . _ ?in-c .
i a- sin2o -i- o2cos2cp i2 H j—2- i a- s in2 o ■+- o2co-2 s r2
i a2sin2c -+- è2(
a2sin2c - b2 cos8©-")*
ab
Cette formule, qui aurait pu se déduire immédiatement de la formule générale (11) du n° 313, peut s'écrire, en remarquant que ( — «sin», tcoso) sont les coordonnées de l'extrémité M' du diamètre conjugué de OM (n°533),
ÔM71
On a aussi
1 ii 1
ab
a2jf_62_OM
ab
On voit que le rayon de courbure en M varie en sens inverse-
de OM; il est maximum et égal à -y aux sommets du petit axe,
minimum et égal a — aux sommets du grand axe. a °
Le cercle de courbure (F) a pour centre C et pour rayon R. Nous savons que c'est aussi le cercle oscillateur. Il coupe (G) en trois points confondus au point M et en un quatrième point Q (fig. 32 ). D'après le n° 485, VI, la tangente AIT et la sécante MQ constituent les sécantes communes des deux coniques (C) et (Y). Comme (T) est un cercle, ces deux sécantes sont également inclinées sur les axes de (C ) (n° 0O6'). Réciproquement, si nous menons MQ symétrique de MT par /apport à \ly, le cercle tangent en M à MT et passant par Q est le cercle de courbure au point M. En menant la perpendiculaire au indien de MQ et prenant son intersection avec la normale MN, on obtient une construction simple du centre de courbure.
Dans le cas de l'hyperbole, on a des résultats analogues, qui peuvent se déduire des précédents par le changement de b en ib et de cd en io. Nous laissons au lecteur le soin d'écrire ce que deviennent les for-
mules (261. (28), (29), (3i) fi ilf voir comment varie le rayon de courbure. Quant aux propriétés «lu cercle de courbure, elles ae subissent aucune modification.
533. Propriétés des diamètres. Le demi-diamètre p d'angle polaire o> s'obtienl très simplement en remplaçant, dans (i), a? parpcosw et y par p sinoj :
1 cos'o) sin-oj
On peut aisément discuter sa réalité et sa variation; cela conduil à des propriétés évidentes.
Changeons <o en w -\ — et ajoutons, il vient
Donc, la somme des inverses des carrés de%deux diamètres rectangulaires est constante.
Etudions les systèmes de diamètres conjugués dans l'ellipse.
Étant donnés les deux points M (a?, y) et M'i.r'. r'i. la condition pour que les diamètres O-M et OM' soient conjugués est l n" 163 I
XX' Y Y
(34) — r - -jt - °-
Si nous supposons que M et M' sont sur l'ellipse et ont pour anomalies C9 et a', c<ite condition s'écrit.
cosç ros'j'-f- sin cp sin:; = o
on
cos(cp' — o) = o,
Sur l'ellipse, les extrémités de deux diamètres conjugués sont donc caractérisées par la condition que leurs anomalies excentriques diffèrent d'un angle droit.
Si l'on prend 0'=© -+--> on a
a ■ — — « -in 9 = — T 1 . y = o cosç — — ' .
Si l'on prend ©' = o — -j .r' et >' changent de signe. Par consé-
quentj /<?.* deux extrémités M' <?£ M" ^/// diamètre conjugué de OM o/// pour coordonnées
Ces formules sont connues sous le nom de formules de Chasles. Calculons la somme OM + OM' • Nous avons
OM~-f- OM' =x"-~ y"-^ x'1-^ y'2 = (xi+x'i) — < jk2 — j'2 \,
OM — OM = («2cos2ç — a- sin2çp) — (62sin3ç — 62cos2ç) = a2 -+- 6-.
Calculons l'aire du triangle OMM' :
aire O.MM' =
- ( xy' — yx' ) = - ab (coss sine' — sin o cosœ' ) = - ab sinfo' — ©) = ± - '/&.
D'où les théorèmes suivants :
Théorèmes d'Apollonius. — i" La somme des carrés de deux
diamètres conjugués est constante.
2° L'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est constante.
Dans le cas de l'hyperbole, on a des propriétés analogues. Mais elles perdent une grande partie de leur intérêt du fait que, si M est réel. M' est imaginaire et inversement. Cela résulte, en effet, de ce que les diamètres conjugués sont conjugués harmoniques par rapport auv asymptotes et, par suite, sont l'un dans l'angle cpii comprend la courbe et l'autre dans l'angle qui ne la comprend pas.
Les formules (35), (36) eti 3j) subsistent, à condition dechangerœ <-n «çp, cp' en «V et b en ib.
Si l'on veut éviter les imaginaires, il suffit de considérer, en même temps cpie l'hyperbole proposée. X hyperbole conjuguée, qui se déduit
de la première par le changement de a en ici et <le // en ib I ' I ou, si l'on veut, par une homothétie imaginaire, de centre () et de rapporl i. (Iliaque diamètre est alors réel pour Tune des hyberboles el imaginaire pour l'autre.
Les formules ( 36) et (3~) subsistent sans modification, à condition de considérer les points M' et M'' comme appartenant à l'hyperbole conjuguée de celle qui passe par M. Il en est de même des théorèmes d Apollonius.
o'Si. Fo* ers, directrices. — Cherchons les foyers de la conique (C), en appliquant la méthode générale du n° olo. Il nous suffit pour cela d'identifier L'équation ( i i) avec ?n2-\-i = o, ce qui nous donne
xy = o, A — x- = B — r- .
Ce système admet le* deux solutions :
(38) y — o, x — = \/\ — B -— dz c ( 2 i :
( 3;i ) x = o, y = ± v B — A = ± ci.
Nous avons donc quatre foyers. Les deux premiers F et F' sont réels, situés sur Ox ( :J > et^ coïncident avec les foyers de la Géométrie. élémentaire. Les deux autres o et cp' sont imaginaires conjugués et >ilués sur Oy ('' ) { cf. n° olo i.
La directrice D relative au foyer F a pour équations < n" i32 )
ou
Calculons le rayon vecteur /■ = MF. dans le cas de l'ellipse. -Nous
(') Il revient au même de changer le siune du terme constant de l'équation, ou bien de changer x en ix et y en iy.
(-) Nous poserons dorénavant A — B = c;. La quantité c est réelle, en vertu de l'hypothèse A > B, faite au n° 529.
(3) C'est pourquoi l'a\e < )x est quelquefois appelé axe focal.
(4) Ce sont les centres des cercles de rayon nul passant par 1', F' ou bien encore les points de rencontre des cercles de rayon nul de centres F et I".
a\ ons
r- = ( x — ' - v"- = (a coso — c f2 — b- siu- * = a- cos2 9 — 2 «c ces ç — «2 — &'2 - b- sin - -^
= a2 cos- ç — icic cos 9 -+- a'2 — b- cos2 9 = c- cos2 '9 — 2 ac cos 9 — a2 = (c cos 9 — « i2.
D'où
r — a — c cos 9.
en remarquant que a > C C cosep, <>u rnlin
En changeant c en — c dans 1 ji 1, nous avons le deuxième rayon vecteur r = MF',
(42) r' = flH
( )n aperçoit immédiatement la relation
et l'on retrouve la propriété classique qui •-"•ri de définition élémentaire à l'ellipse.
La formule (41) peut s'écrire
Or, la parenthèse n'est autre, d'après | \o >. que la distance Ml' à l;i directrice D. On a-donc
MF c (44) MP = â = c = consL
On retrouve une autre propriété classique déjà démontrée au n" 518 et l'on obtient en même temps la formule qui donne l'excentricité.
Dans le cas de l'hyperbole, les formules 1 ji 1 et 1 \> | subsistent, au
.signe près. Si M appartient à la branche de droite, — a et l'on a
ex , ex
r = a, r = -a, r — r = ia.
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Si M appartient à la branche de gauche, — <^ a el I <>n a
ex , ex r = a — — ? r — — a , /• — /• = >.<i.
La formule (44 > subsiste sans modification.
03o. Propriétés focales des tangentes et normales. Il serait très facile de démontrer analjtiquement, avec les axes actuels, les propriétés locales des tangentes et normales. Nous considérerons seulement celles qui n'ont pas été établies au Chapitre précédent.
Théorème I. -- Le lieu des projections des foyers sur les tangentes est le cercle décrit sur V axe focal comme diamètre.
Soit P(x, y) un point quelconque du lieu. La perpendiculaire PT à FP menée par ce point a pour équation
(X — x ) ( x — c i -r- ( V — y ) y = < > ou
X(x — c) — Yy— [x(x — c)+y*] = o.
Exprimons qu'elle est tangente à la conique, c'est-à-dire que ses coordonnées x — c, y, — \x{x — c) +.)'"] satisfont à L'équation tangentielle (10) :
(45) A( x — c )'- -- By-— [x(x — c) -+-j^]* = o.
Nous obtenons une équation du quatrième degré, alors que nous attendons l'équation d'un cercle. Cela tient probablement à la présence d'une solution singulière (n° 59). Cherchons-la. Elle ne peut provenir que de la coïncidence des droites FP et PT. Comme ces droites sont rectangulaires, elles ne coïncident que >i elles sont isotropes. Or, cette condition peut être réalisée, car les droites isotropes issues de F sont tangentes à la conique. La solution singulière soupçonnée existe donc bien: elle est constituée par les droites isotropes du point F.
Il faut maintenant la mettre en évidence sur l'équation < {5 i et enlever le facteur correspondant, de manière qu'il ne reste que la solution véritable. A cet effet, portons l'origine des coordonnées
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au point F| '). Notre équation devient
AX2 -f- BY2 — ( X2 + Y2 h- cX)2 = o
ou, en ordonnant par groupes homogènes,
AX2 + BY*— c*X* — ïcX(X»+ Y2j — (X--T- Y*;* = o.
Si l'on se rappelle maintenant que c2=À — B, on voit que les termes du second degré se réduisent à B(X.2-|-Y2). Finalement, X'--f-\ - est en facteur, conformément à nos prévisions géométriques. Supprimant ce facteur, il nous reste
X2-4-Y2-+-2cX — B = o
ou, en revenant aux anciens axes,
(x — c)'2 -hy-^r 2 c{x — c) — B = o, ou enfin, en remplaçant c- par A — - B, (46) x--t-y'2 — A = o.
Le lieu véritable est donc bien un cercle, de centre O et de rayon y/A = a. c. q. f. i>.
Théorème II. — Le produit des distances des foyers à une tangente quelconque est constant et réciproquement .
Cherchons l'enveloppe des droites A telles que le produit FP.F'P' de ses distances à F et à F soit constant et égal à K.
Soit
u x -+- vy -+- w = o,
l'équation de A. On a (n° 66)
FP= MC + "'. FF
D'où
tr'2 — u-c-
u- -\- Vi
{' ) Même si l'on n'avait pas trouvé a priori la solution singulière, ce changement de coordonnées eût été naturel, car on voit tout de suite, sur l'équation ('|5), que le point F est un point double.
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Cette équation tst identique à (10), si Ton prend K = B. Le théorème est donc démontré.
o36. Comiques homo focales. — L'équation tangentielle générale des coniques homofoeales à (C) est (n° 0I6)
i j8 i A«2-t- Hv- — w%-t- X(m2-h c2 ) = o
ou
i ig) ( A — X )m2-j- (B -+- \)v- — w- = o.
Elle est identique à i \- >. si l'on pose K = B-f-A. On peut remonter de [ig) à L'équation ponctuelle :
laquelle aurait d'ailleurs pu être écrite directement, en remarquant simplement que la différence A — B doit demeurer constante pour tout le faisceau.
Les propriétés générales de ces coniques ont été énoncées au n'J 516. Nous allons seulement reprendre la suivante :
Théorème. — Par tout point P du plan passent deux coniques du faisceau : une ellipse et une hyperbole, qui se coupent à angle droit.
Vérifions-le sur l'équation (5o). Si {x, y) sont les coordonnées de P, cette équation donne les a des coniques cherchées. Or, elle est du second degré. 11 y a donc bien deux coniques passant par I*.
Elles sont réelles. En effet, nous avons le tableau de substitutions :
11 y a donc une racine a, comprise entre — A et — B et une racine A2 entre — B et -{-oo. A la première correspond une hyperbole et à la seconde une ellipse.
La condition d'orthogonalité s'écrit, en remarquant que les para-
ni
êtres directeurs de la normale à (5o) au point (x, y) sont
Haag. — Cour*, II. 36
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i Ah-X, i A-i-X2) ' i li - XOCB-i-Xj)
Or. si l'on remplace successivement, dans (5o >, /. par X, et Xj et si l'on retranche l'une de l'autre les équations obtenues, on obtient précisément l'égalité (5i), au facteur X, — X2 prés, qui est différent de zéro, d'après la discussion ci-dessus.
Les coniques homofocales constituent donc bien un réseau orthogonal.
537. Coordonnées elliptiques. — Dans l'étude de certaines questions de Géométrie, de Mécanique ou de Physique mathématique, il est commode de prendre les deux nombres Xj et X2 comme coordonnées du point P. On obtient ainsi le système dit des coordonnées elliptiques.
11 est intéressant de savoir exprimer a~, y en fonction de ces coordonnées. On y arrive très aisément par l'artifice suivant :
On a l'identité
car les racines du premier membre sont, par hypothèse, Xj et X2 et, d'autre part, si l'on chasse les dénominateurs, le coefficient de X2 est — i.
Ceci étant, multiplions les deux membres par A — X et remplaçons ensuite X par — A (cf. t. I, n° 216 I :
En multipliant par B — X et faisant X = — B, on trouve de même/2. Finalement, on a les formules
(53) ^t/lA+2!„ -■ r = l/(B + B-BrM-
De I identité (52), on peut déduire une foule d'autres relations intéressante?. Par exemple, dérivons (5a) par rapport àX, puis faisons X = X] ; nous obtenons (' )
, a -/.,;- (B-i-Xt)" (A-+-X,)(B
(') Dans le calcul du second membre, il suflit de prendre la dérivée du facteur /, — /,,. car les termes provenant de la dérivation des autres facteurs s'annulent tous pour /, = \.
538. Cercles focaux. — On appelle ainsi les c< rcles bitangents à la conique. Ils comprennent comme cas particulier* les foyers; d'où leur dénomination. La corde de contact de chacun d'eux doit être parallèle à l'un des avs. d'après le cas V du n° 48"» ( l). Nous avons donc deux familles de cercles focaux, ayant respectivement leurs centres sur Ox et sur Oy.
Étudions, par exemple, la première famille. L'équation générale des (•uniques bitangentes à ( C ) et admettant pour corde de contact A la droite x = y. est (n" oÛT i
Déterminons À pour que celte équation représente un cercle I
__A = _ ou ) _.
Les coordonnées {x, y) de tout point M de i 1 1 i annulant lu première parenthèse de <5r) ). on voit tout de suite apparaître la propriété suivante :
La puissance de tout point de | C i par rapport à un cercle focal quelconque est un carré parfait.
Cette puissance est d'ailleurs éffale à — (x — y.)-, c'est-à-dire à ( — «MP ) ?
P étant la projection de AI sur A. Si. d'autre part, nous menons la tanpente MT au cercle, nous obtenons l'élégante relation
MT = - MP = e'.MP.
C'est une généralisation de la formule (44)» avec laquelle elle se confond, quand le rayon de (T) devient nul.
Si l'on considère un autre cercle focal (I") de la même famille, on a de m è m e
MT'= e.MP'.
D'où
MT-}- MT'= ei MP — MP') = e.PP'= const.,
si M est entre les deux cordes de contact, et
[MT— MT'| = e.PP' = const.,
si M' n'est pas entre ces cordes. C est la généralisation de la formule (43) et de la formule analogue relative à l'hyperbole. Signalons encore la propriété suivante :
L'axe radical de (Y) et de (F') est équidistant des cordes de contact A et \'.
Le point Éj l'infini de cette corde est un pùle double.
En effet, on obtient son équation en retranchant l'équation i 5j i de l'équation analogue relative à M" i, ce qui donne, après suppression du facteur a' — a.
On a des propriétés analogues pour les cercles qui onl leur centre sur Or.
o39. Ellipse coxsidékke comme projection d in cercle. — Soit l'ellipse ( E i
Au point m ( x. y), faisons correspondre le point Ml \. \ l défini par
Quand m décrit (E), M décrit le cercle i G l défini par L'équation
Ce cercle, décrit sur le grand axe de l'ellipse comme diamètre, porte le nom de cercle principal ou cercle ho mo graphique.
Si l'on pose- = cosQ, on voit sans peine que la transformation
définie par les formules | 5ç>) revient à faire tourner M de l'angle h autour de Ox pour le projeter ensuite en m sur xOy i ' ). Donc Vellipse peut être considérée comme la projection orthogonale de son cercle homo graphique, celui-ci ayant, au préalable, subi une rotation de Vangle 0 autour du diamètre \ \' .
On peut tirer de là une foule de propriétés et de constructions relatives à l'ellipse.
Tout d'abord, si l'on se reporte aux formules (4) et qu'on les compare avec (jg"), on obtient
X = a coso, Y = a si no.
Donc l'angle 0, anomalie excentrique du point m. n'est autre que l'angle (Oar, OM).
(') Cette transformation est une transformation homographique particulière; c'est inc lioinologie d'axe Ox et qui a son pôle à l'infini sur Oy in 105 .
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Ceci nous explique la formule (35 i. car deux diamètres conjugués de l'ellipse proviennent de la projection de deux diamètres conjugués du cercle, lesquels sont rectangulaires.
Tout problème relatif à l'ellipse a son homologue relativement au cercle liomographique et peut être résolu par les procédés élémentaires de Géométrie descriptive connus sous le nom de rabattement et de relèvement. Voici quelques exemples :
1. Intersection avec une droite. — Soit à chercher les points de rencontre de l'ellipse de grand axe AA' et de petit axe BB' avec la droite o {fi g. fi \ i.
Fig. 54.
Nous considérons cette droite comme la projection d'une droite A, du plan II, ('). Nous rabattons celle-ci en A sur le plan de figure IL Nous prenons les points de rencontre M et M' de A avec (G); puis no us les relevons en m et m' sur 0.
Si nous voulons la tangente en nt à l 'ellipse, nous menons la tangente en M au cercle et nous la relevons, en nous servant, par exemple, de son point de rencontre T avec la charnière Ox.
II. Tangentes issues d'un point donné. — • Soit p ce poinl {fig- 55). Nous le considérons comme la projection d'un point P, de II,. que nous rabattons en P sur 11. Par P, nons menons les tangentes PMT et PM'T' au cercle ; nous les relevons ensuite en pnit et pin t.
III. Tangentes parallèles à une direction donnée. — On consi-
(') Nous appelons ainsi le plan, déduit de xQy par rotation autour de Ox, clans lequel on doit amener le cercle homographique pour qu'il se projette sun.mt lcllipse.
dère celte direction o (fig. 56), comme la projection d'une direction A, de Il|. que l'on rabat ensuite en A sur IL On mène les tangentes au cercle parallèle à A et on les relève.
Signalons enfin une dernière application.
Uaire de l ellipse est égale à l'aire du cercle homographique multipliée par cosfy (n° 9^2 i, c'est-à-dire à— a-X. - =izab. On retrouve
ainsi une formule établie au Tome I (Ghap. \ï"\ , Exercice résolu n°5 ).
On pourrait la généraliser en projetant des secteurs ou segments circulaires; on obtiendrait l'aire du secteur ou du segment elliptique en fonction des anomalies excentriques des extrémités de L'arc limite.
54-0. DeSCRIPTIOX DE L'ELLIPSE Al MOYEN D OH SEGMENT DE DROlîl
de longuebr constante. — Soit un segment de droite PQ, de longueur constante et dont les extrémités décrivent deux droites rectangulaires Ox et O r. Quel est le lieu décrit par un quelconque de ses points M I fig. 07 1?
Posons QM = «, PM = b. Si nous appelons o l'angle de Ox
avecQP, les coordonnées du point M sont
x — a cos ç . ..>' = — 6 sino. Fi g. 57.
Donc, le lieu demandé est une ellipse, d'axes a suivant Ox et b suivant Or. Au signe près, l'angle ce est, à chaque instant, l'angle d'anomalie du point M.
Cette propriété est d'une application courante pour la construction graphique des ellipses. On marque les points P, Q, M sur le bord d'une bande de papier. Puis, on déplace celle-ci, de telle manière que P soit toujours sur Ox et Q sur Oy. Dans chaque position, on marque le point M avec la pointe d'un crayon. On a ainsi très rapidement autant de points qu'on veut et il ne reste plus qu'à les joindre par un trait continu.
Il est facile d'avoir la tangente en M. Eu effet, la normale passe par le centre instantané de rotation (t. III et Chap. XXXIX, Exercice résolu n" 1) correspondant a» mouvement de la figure invariable PMQ. Or, ce centre I se trouve aussi sur les perpendiculaires menées par P à Oaret par Q à Or. La construction est. dès lors, évidente {cf. n° o99 1.
On peut généraliser la propriété précédente (cf. n" o99). D'abord, il est évident, sur la démonstration même, qu'elle subsiste quelle que soit la position du point M sur la droite indéfinie PQ, pourvu que les distances PAI et QM demeurent constantes.
Cela posé, supposons que le point M ne soit plus assujetti à être sur PQ, mais simplement à former, avec ce segment, une figure invariable, qui sera généralement un triangle. Supposons, en outre, que les points P et Q soient simplement assujettis à décrire deux droites concourantes quelconques Ox et Oy 1 fig. 58). Je dis que le lieu de M est encore une ellipse.
Considérons, en effet, le cercle (C) circonscrit au triangle OPQ. II a un dia-
PO
mètre constant égal à II constitue donc une figure invariable avec sa
si&xOy
cordeconstantePOet, par suite, aussi a\ec le trianglePQM. Joignons son centre w au point M et considérons les extrémités P'. Q' du diamètre ainsi obtenu. Ils font encore partie de la figure invariable. Les arcs P P et PQ' sont donc cons-
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tants et, par suite, aussi les angles inscrits POP' et POQ',. Il en résulte que le? droites OP' et OQ' sont fixes, soient Ox" et Or'. Elles sont d'ailleurs rectangu-
laires. Nous sommes donc ramenés au cas primitivement traité et le point M décrit une ellipse, dont les axes sont MQ' suivant Ox' et MP' suivant Oy.
La normale en M à cette ellipse passe par le point I, diamétralement opposé à O, sur (C).
oii . Propriétés spéciales oe l'hyperbole rel vtivemem a ses asymptotes. — Une hyperbole rapportée à ses asymptotes a une équation de la forme ( ■ >.
(Go) xy = k,
ce qui s'interprète géométriquement par le théorème suivant :
Théorème 1. — Le produit des dislances d'un point quelconque d une hyperbole à ses asymptotes est constant.
Dans l'équation (60), la distante à chaque asymptote est compter parallèlement à l'autre; mais on peut la compter parallèlement à une direction lixe quelconque; cela ne fait que modifier la valeur de la constante K. On peut, en particulier, prendre les distances orthogonales.
La réciproque du théorème est évidemment exacte, car toute équation de la forme (60) représente une hyperbole admettant les axes de coordonnées pour asymptotes.
Théorème II. — Une hyperbole et ses asymptotes interceptent sur toute droite du plan deux cordes qui ont même milieu.
(') Les axes sont directions asymptotiqu.es et l'origine est centre.
Cela résulte immédiatement de ce que le diamètre conjugué de cette droite est le même par rapport à l'hyperbole et par rapport aux asymptotes.
Cette propriété est utilisée pour construire V hyperbole quand on eji connaît les asymptotes et un point. Il suffit de mener par le point donné P une droite quelconque Pa, qui coupe les asymptotes en M et M' (fig. Sg). Puis, en porte M'P'= — MP. Le point P' appartient
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à l'hyperbole. En faisant varier Pa, on obtient autant de points qu'on veut. Lorsque P' se confond avec P, la droite P A est la tangente en P. Donc :
Théorème III. — Toute tangente à l'hyperbole rencontre les asymptotes en deux points qui ont pou/- milieu le point de contact.
Ce théorème, qui est évidemment un cas particulier du précédent, donne une construction très simple de la tangente en un point donné P {fig. 5g). On mène PA parallèle à Ox; on porte AB = OA et l'on joint PB. Le segment BC a évidemment pour milieu P; la droite PB est donc tangente en P.
Théorème IV. — Si la droite Pa se déplace parallèlement à ellemême, le produit PM. PM' demeure constant.
En effet, prenons pour axes de coordonnées le diamètre O r parallèle à P), et le diamètre conjugué Ox. Notre hyperbole a pour équation (n° 465^
(') On a le signe -H ou le signe — suivant que Oy coupe ou ne coupe pas l'hyperbole.
Soient (a, ,3) les coordonnées de P. Les ordonnées des points M
et M' sont - a et — - a. On a donc a a
en se servant de ce que a. ji> vérifient (<>i |.
Le produit est bien constant et égal au carré du demi-diamètre parallèle à l'A.
Une application immédiate de ce théorème est la construction d<js points de rencontre de l'hyperbole avec une droite donnée D.
Soient, en effet, M et M' les points de rencontre de cette droite avec les asymptotes. Si P est un point de rencontre avec l'hyperbole, on connaît ( ' ) le produit PM. PM' et la différence algébrique
PM — PM = MM
On est ramem'- à un problème élémentaire bien connu.
Cette solution est en défaut si la droite I) est parallèle à une asymptote. Le point M', par exemple, est à l'infini et le produit el la différence ci-dessus sont tous deux infinis.
La solution est alors donnée très simplement par l'équation | 60 Y. Si l'on connaît déjà un point P0(x0,j0) et si la droite I) est parallèle à Oy et a pour abscisse x, l'ordonnée y de l'unique point de rencontre P est donnée oar la formule
contre P est donnée par la formule
(') Pour avoir ce produit, il suffit <!.- mener une parallèle M„M„ ,t MM , par un point connu P„ de l'hyperbole. On a alors PM.PM' = ]' M„.P M .
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c'est-à-dire par une construction de quatrième proportionnelle, qui se fera, par exemple, comme il est indiqué sur la figure 60, en menant M0>< parallèle à M\0. puis NP parallèle àOx.
II. - PARABOLE
o-42. Tangentes. — Nous prenons l'axe de la parabole pour axe des x <-t la tangente au sommet pour axe des y. L'équation est alors
)'- — 1DT = (i.
La constante/? porte le nom de paramètre de la parabole.
Il est à remarquer que l'équation (62) est résoluble par rapport à ../ . de sorte que y peut jouer le rôle de paramètre rationnel, si l'on veut considérer la parabole comme une courbe unicursale.
La tangente au point Mi r. y) a pour équation
En identifiant avec on trouve
uX -+- v Y — w =0, w pv
En portant dans (62), nous obtenons ['équation tangentielle 1 ('){ 1 pv-— 1UW = o.
Si l'on se donne le coefficient angulaire m = — -> on tire de (64 )
Il y a donc une seule tangente de coefficient angulaire donné ( ' ) ; elle a pour équation
Y = mx
P im
Si, dans cette équation, on considère x et y comme les coordon-
(') Cela provient de ce que les deux tangentes issues d'un point à l'inflni comprennent toujours la droite de l'infini, de sorte qu'il ne reste plus qu'une tangente à •listance finie.
nées d'un point P donné, elle constitue Y équation aux coefficients angulaires des tangentes issues de ce point.
On pourrait discuter leur réalité. Bornons-nous, comme au n°530. à chercher leur condition d'orthogonalité. 11 suffit d'écrire que le produit des racines en m est égal à — i . ce qui donne
Nous -verrons (n° 546) que c'est là l'équation de la directrice. Donc :
Théorème. — Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une parabole est sa directrice.
Cette propriété est quelquefois commode pour trouver la directrice d'une parabole qui a une position quelconque dans le plan.
543. Normales. - L'équation de La normale au point M | a . r est
Si l'on fait \ =0, on obtient X — x=p. Donc ht sous-normale M'IN est constante et égale au paramètre.
Si l'on remplace les coordonnées courantes \, ^ par les coordonnées (#0, J'o ) d'un point donné P, on obtient l'équation
1681 xy -;- y(p — x0) — py0 z= o,
qui, avec ( 62), détermine les pieds des normales issues de P.
Celte équation représente une hyperbole équilatère, passant par P. admettant Ox pour asymptote et appelée hyperbole d' 'Apollonius du point P. Elle rencontre la parabole au point à l'infini sur O.r et en trois points à distance finie. Ces derniers donnent seuls de véritables normales (') et l'on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Par tout point P du plan, on peut mener trois
( ' ) Le point ;i l'infini donne comme normale la parallèle ;i <>.z-: cel.i tient à ce <]ue la perpendiculaire à la droite de l'infini est indéterminée ( nu 73).
normales à la parabole; leurs pieds sont à /intersection de celleci avec l'hyperbole d Apollonius de P.
Discutons la réalité de ces normales. Pour cela, formons l'équation aux r
des pieds des normales. Il suflît de remplacer, dans (6X), x par " — , ce qui donne
i (io, i
y "+■ '2P{ p ~~ x® \y — if '/n = °î
équation du troisième degré de la forme canonique. La condition de réalité des trois racines est donc (t. I. n° 26b I
i 70) s [, — x„ 13 — ''-pyl < o.
Pour l'interpréter, construisons la courbe iD) définie par l'équation
'71) Si p — X )3-t- 1~pj- = O.
Cette courbe est une cubique, admettant le point Ai/), 01 pour point de rebroussement et une brandie parabolique dans la direction Oy. Elle a la forme indiquée sur la figure 61 (*).
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Si, dans (701, on suppose xu = yv= o, l'inégalité n'est pas vérifiée. Donc :
Théorème. — Si le point P se trouve dans la région limitée par < D) qui comprend O, il n'y a qu'une seule normale réelle issue de ce point; s'il se trouve dans l'autre région, il y en a trois.
o44. Développée; centre de courbure, rayon de courbure. — Comme au ii° 53:2, la courbe 1 D 1 n'est autre que la développée de la parabole.
Cherchons les coordonnées du centre de courbure au point M(^r. )). A cet effet, nous écrivons l'équation (67) de la normale en
(') Elle coupe la parabole aux deux points (\p. ->p\>) et en quatre point? imaginaires.
fonction du seul paramètre y :
Dérivons par rapport ;"i r. pour avoir le point limite :
En portant X dans (72), nous obtenons ^ . Finalement; les coordonnées du centre de courbure sont
Si l'on éliminait entre elles j-, on retrouverait l'équation (71) de la courbe (Di.
Le rayon dé courbure s'obtienl en prenant la distance MC :
R!=('x-£!v+(Y-r)S=(V,H-r!y+r«cI+-gy=
d'où
formule qu'on peut aussi obtenir immédiatement au moyen de la formule (i3) du 11" 313.
On voit que. le rayon de courbure croit avec r. 'le/mis p. rayon <lc courbure au sommet, jusqu'à l'in/ini. rayon de courbure à l infini.
La construction du cercle de courbure donnée au u°o32 s applique sans aucune modification à la parabole.
54o. Diamètres. — Le diamètre conjugué de la direction de coefficient angulaire /// a pour équation 1 n" i63 >
Il coupe la parabole au point ()' ( -- — , — ). qui u'esl autre que le
' 1 1 im- m/ * l
point de contact de la tangente 1 65 1.
Prenons celte tangente pour axe O'y' et le diamètre pour axe Q'x'.
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Nous savons que la nouvelle équation de l;i parabole est de la forme
76 1- — ip ' x' '.
Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier, à titre d'exercice, en faisant le changement de coordonnées: il trouvera que la valeur de /> est
en appelant a l'angle de Or avec Or.
Si, avec ces nouveaux axes, nous écrivons l'équation de la tangente au point Mi / . y 1, nous retombons sur l'équation (63), avec des lettres accentuées. Si nous taisons ensuite Y'=o, nous obtenons X' = — x' . D'où le théorème suivant :
Théorème. — La sous-tangente PT a pour milieu le point ()'.
C'est une généralisation d'une propriété élémentaire bien connue. Elle résulte d'ailleurs de ce (pie le point T a pour polaire MP (' > et.
par suite, est conjugué harmonique de P par rapport au point O' et au point à l'infini sur O' X1 1 fig. 62 1.
oi6. Foyer. — Écrivons que l'équation (65 1 se réduit a m2-\- 1 = o. Nous obtenons de suite les deux conditions
n (78) y = o, ar= '— j
qui nous donnent les coordonnées du foyer F. La directrice, qui
('j En effet, T se trouve sur la tangente en M et sur la polaire O' x' du point à infini de MP; il est donc bien le pùle de MP (n 440).
en est la polaire, a pour équation
Cherchons le lieu, de la projection de F sur MT. Il nous suffit d'éliminer m entre l'équation (65) et la suivante :
1 80 1 /// 1 ce - — - O,
ce qui donne, tous calculs faits,
On a la solution singulière constituée par les isotropes de F et la solution véritable constituée par la tangente au sommet et bien connue en Géométrie élémentaire.
347. Paraboles homofocales. — Cherchons les paraboles qui ont même axe et même foyer que la parabole (6a). Si X désigne le paramètre de lune
d'elles, son sommet a pour abscisse -■ Son équation est donc
ou
i8ii y- — 2À^-r-À'7' — X) = o.
Si l'on cherche l'équation tangentielle correspondante (n° 441 1, on trouve (82) \(u- — p2 1 - iuIw — u '—) -— o,
ce qui représente bien un faisceau tangentiel défini par les points cycliques, d'une part et par le point F et le point à l'infini sur Ox, d'autre part.
Par tout point P(a?, y) du plan passent deux paraboles du faisceau, dont les X sont donnés par l'équation du second degré i 81). Le produit des racines étant négatif, ces X sont toujours réels et «le signes contraires. Donc, les deux paraboles qui passent par P sont toujours réelles et ont leurs concavités tournées dans des sens opposés. Elles sont, en outre, orthogonales, car, d'après la formule (76), cette propriété se traduit par la condition
XiXj = — y*-, qui est bien satisfaite par les racines de (81).
En prenant ), et À2 comme coordonnées de P, on obtient un système de coordonnées curvilignes orthogonales analogue à celui du n° 537, mais moins intéressant, fl donne lieu aux formules
548. Cercles focaux. — Comme au n° 538, ce sont les cercles bitangents. II n'y en a qu'une famille, dont les centres sont sur Ox et <|ui ont pour équation générale
I 8 \ 1 )- — i.px -r- 1 X — a 12 = o.
Ils donnent li u à des propriétés analogues à celles du n° 538 et qui se démontrent de la même manière.
Haag, — Cours, II. 67
I. - QUADRIQUES A CENTRE UNIQUE
549. Forme bE l'équation réduite. — L'équation d .\nr quadrique à centre l'apportée à ses plans principaux esl de la forme 176
Laissanl de côté l'ellipsoïde imaginaire, nous | :is :
pour l'ellipsoïde :
A = tt-, B — A-. C = — r- a .
pour l'hyperboloïde à une nappe;
pour l'hyperboloïde à deux aappes.
Les formes de ces trois surfaces onl été étudié -s iux n0> loi à 5.>(>: nous n \ reviendrons pas, l< lecteur n'ayant qu'à supposer que les axes de coordonnées sont maintenant rectans
550. Plans tamgems; normales. -- L'équation il u plan tangent au point \l | ./ . ) . z) de la surface esl (n° 204)
\ ./■ \ ] /.z ~Â~ ~ b" " TT _
Si on l'identifie a\ ec
(3) uX v \ n / /
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on a
portant dans i i i, on obtient l'équation tangentielle de la surface : (4) A «2-+- Bp!+ G iv- — /•- = u
Parmi les différents problèmes qu'on peut ~e poser relativement au\ pians tangents, contentons-nous de résoudre le suivant, qui généralise celui du n" 530 :
Cherchons le lieu îles points d'où Von peut mener trois plans tangents formant un trièdre trirectangle.
Soient./-, i. s les coordonnées d'un tel point et soient trois plans tangents ' u, v, ir. r), i u' , v' . »•', /•'), '//'. c". u". /" i passant par ce point et deux à deux rectan gu laires. Nous avons
>) J ll'x -i- "'y -r- w' Z = — A .
f II X — e'i — w" z = — r'.
Elevons au carré et ajoutons, en supposant que les u, r, w sunt des cosinus directeurs et appliquant les relations qui existent entre les neuf cosinus d'un trièdre trirectangle i n" :>.'> |. Il vient, en tenant compte de i j .
Donc le lieu cherché est une splière. ' »n l'appelle sphère ortlwptique ou sphère <!<■ Monge.
Les équations de la normale an point M sonl
\ X— v. lit V — ; C(Z — z)
Cherchons les normales issues du point I* i /,,.;-,. z0). '1 suffil dv. remplacer, dans (6), \. Y, Z par x0, r0- -oj s' nous prenons pour inconnue auxiliaire la valeur commune /. des trois rapports, les coordonnées des pieds îles normales se calculent par les formules
A./-., \iye Cz
'/. étant, d'autre part, donné par l'équation
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Cette équation est du sixième degré. D'autre part, si l'on y substitue x. v, B, — C.+ oc, les résultais extrêmes sont négatifs el l'un au moins des résultats intermédiaires est positif. Il y a donc au moins deux racines réelles. Mais, nous ne pousserons pas plus loin la discussion et nous nous contenterons d'énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Par tout point P de l'espace, on peut abaisser six normales sur une quadrique à centre ; deux au moins sont réelles.
Si. dans les formules (-) on regarde a comme un paramètre variable. on a les équations paramétriques d'une cubique gauche, qui porte le nom de cubique de Chasles ou cubique aux pieds des normales ; elle rencontre la quadrique aux pieds des six normales issues de P. Elle passe par P, par O et par les points à l'infini sur les axes. Elle joue le même rôle que l'hyperbole d'Apollonius en Géométrie [ilanc i n" 531 ).
Le cône qui a pour sommet le point Pet pour directrice la cubique de Chasles esl du second degré (n° 37-; |. Donc :
Théorème. — Les six normales abaissées du point P sont sur un même cône du second degré.
Ce cône est appelé cône des normales (cf. Chap. \ WIN , Exercice résolu n" ' i.
Diamètres. Soil un diamètre OÀ, de cosinus direc
teurs (a, [j, y). Si 2a désigne sa longueur, les coordonnées d'une de ses extrémités sont c-y.. pt3, pv. En écrivanl qu'elles satisfont à l'équn-
tion ( i ), on 8
Le diamètre e-t réel ou imaginaire, suivant que le second membre e>i positif ou négatif. En se reportant aux différentes hypothèses envisagées au n" 549, sur les signes de.V.B, C, on voit facilement que tous les diamètres de l'ellipsoïde sont réels; ceux de 1 11( sont réels quand ils sont extérieurs au cône asymptote: ceux de IIP sont réels quand ils sont intérieurs au cône asymptote. Ces propriétés son! d ailleurs évidentes, quand on se rappelle la forme de chaque surface.
Considérons trois diamètres OÀ. OX\ O À" formant un dièdre trireclangle. Soient p. p', p" leurs demi-longueurs. Ecrivons les trois équations analogues à (9) et ajoutons. Nous obtenons, en tenant compte des relations entre les neuf cosinus (n° 35),
Donc, la somme des carrés des inverses de trois diamètres deux à deux rectangulaires est constante.
552. Soient trois diamètres conjugués OM. OM', OM" d'un ellipsoïde.
Appelons (x. y, z). (ce', y', z'). (x".y". z") les coordonnées de leurs extrémités
M. M'. W. On a
Tï ■+- T =»i 0- r-'
et les relations qui s'en déduisent par permutations circulaires des accents. Posons
et les formules analogues accentuées. D'après (11) et (12), les neuf quantités a,
[3 y" peuvent être considérées comme les neuf cosinus d'un trièdre trirec-
tangle (n° 35). Appliquons-leur les di\erses relations qui existent entre ces neuf cosinus. t
Nous avons d'abord
ou. d'après i'l3),
On a des égalités analogues pour y et pour z. En les ajoutant membre à membre, il vient
MM"— OM'" -+- OM"" = ai-hb*-+c\
Écrixons ensuite que le déterminant des neuf cosinus est égal à i. Gela nous donne
06) x' y' z' = abc
x" y" z" ou. d'après le n° 93.
(17) voiume OMM'M'= — .
Vous «avons enfin que chaque mineur du déterminant est égal à l'élément correspondant. Par exemple.
(iK) y'z-ïy-bi
bc x i a
bc x
Le premier membre est égal au double de l'aire de la projection >, du triangle OM'M" sur vOs i n 82 i: on a donc
I te même,
Élevons au carré et ajoutons; il vient, en tenant compte de iij ,
I te même,
Ajoutons ces trois égalités membre à membre, en tenant compte de la foimule (42) du n° 92; il vient
(19) aire OM'M" + aire OM'M -i-aireOMM' =
Les formules (i5), (17) et (19 l permettent d'énoncer le théorème suivant :
Théorème {d'Apollonius). — Si Von considère le parallélépipède construit sur trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde, la somme des carres des arêtes, la somme des carrés des aires des faces et le volume sont trois quantités constantes.
553. Plans "cycliques; ombilics. Les plans cycliques réels sonl donnés 1 w" i80 1 par l'équation
•mm — b- '-. 7=; Si X- -+- 1- - - 52 l = 0,
011 S désigne la racine moyenne de 1 équation en S.
< us de V ellipsoïde . D'après les conventions faites au a'
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la racine moyenne est -^ et les plans cycliques son!
on
Géométriquement, il esl évident que ce sont les plans passanl par Or el par les diamètres communs à l'ellipse du plan des zx et au cercle concentrique de rayon h.
Il y a quatre plans tangents cycliques réels; leurs quatre points de contact sont quatre ombilics, en vertu du théorème II <lu n° 342.
Cas des hyperboloïdes. — La racine moyenne de l'équation en S esl — ; d ou 1 équation
Ils peuvent être définis géométriquement comme ci-dessus. Il n'y a pas d'ombilics réels, dans le cas de Y hyperboloïde à nue nappe ('); il y en a quatre dans le cas de V hyperboloïde à deux
nappes.
554. Foyers. — Aux nos 521 à 5"27, nous avons donné la définition et étudié géométriquement les propriétés générales des foyers des quadriques. On pourrait reprendre entièrement la question par le calcul, en partant de l'équation (i). Nous conseillons au lecteur de le faire, à titre d'exercice i'2). Nous nous contenterons ici de chercher les équations des focales de la quadrique (i), en nous appuyant sur ce qui a été vu au n° 522.
L'équation tangentielle du faisceau défini par cette quadrique et par le cercle de l'infini est
( i'\) A u- -+- B e2-+- C <cJ — /■--{- X( U--+- v--h w2) = o.
(') C'est évident a prinii, car tout plan tangent coupe cette surface suivant deux droite* réelles ( n° 556 i.
( ' ) Cf. n° 582.
En annulant le discriminant, on voit que les trois focales sont obtenues pour
el
Faisons, par exemple, X = — C; l'équation (23 ) devient (24) ( a — G) m«+ (B — È>«— f2 = o.
Elle représente une conique du plan des xy, qui a pour équation ponctuelle, ce plan.
Par permutations circulaires, on obtiendrait lés deux autres focales et il serait facile de vérifier ensuite, par le calcul, toutes les propriétés établies géométriquement aux nos 522 à 525.
555. QuADRIQUES homofocales. — Ees quadriques qui admettent mêmes foyers que la quadrique (r) sont celles du faisceau tangentiel (23). Leur équation ponctuelle est
Sur cette équation, on peut vérifier les propriétés générales établies au n°525. G'est ainsi que, l'équation (26) étant du troisième degré en À, par tout point Mi ./•, y, z) de V espace passent trois quadriques du faisceau.
Elles sont d'ailleurs réelles. Supposons, en efl'et, pour fixer les idées. A>B > C. On a les résultats de substitution suivants :
G -+- S + ac y. — 1
On a donc bien trois racines réelles À,, À... X3, respectivement comprises
entre . A et — B, — B et — G, — G et -4- x, et auxquelles correspondent un
hyperboloïde à deux nappes, d'axe transverse Or, un byperboloïde à une nappe, d'axe non transverse O; et un ellipsoïde réel.
En procédant comme au n° 536, on peut vérifier que ces surfaces sont deux à deux orthogonales.
On peut aussi prendre les trois nombres Àl5 X,, X3 comme coordonnées du point M; on obtient ainsi le système des coordonnées elliptiques dans l'espace. En identifiant la fraction rationnelle (26) en X avec
(X, — XK>-2— aHX3— à) (A-i-X)(B-f-X)(C-i-X) '
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on obtient, comme au n" 537, les formules
)(A + Xâ
t-BKC
)(C+XS
006. Génératrices rectil ignés. — L'ellipsoïde el l'hyperboloïde ;i deux nappes ont leurs génératrices imaginaires, car le premier membre <le leur équation comprend trois carrés de même signe I cf. n° H8. Remarque II). On peut aussi le voir en remarquant que toutes les sections planes de l'ellipsoïde sont des ellipses: quant à celles de llivperboloïde à deux nappes, elles peuvent être des hyperboles; mais les sections par les plans tangents sont toujours du genre ellipse.
Pour l'hyperboloïde à une nappe, au contraire, les génératrices sont réelles. Pour cette surface, l'équation (i) peut, en effet, se mettre sous la forme (28 ) et, par suite, sous la forme ( 27 > du n° -446. Développons les calculs :
ou
D'où les deux systèmes ( ' ) de génératrices :
(') Ils sont symétriques lun de l'autre par rapport à O. O.rr, Oyz, Ozx. comme
1 1 on !e voit en changeant u en — c. en -■> en 1 en v.
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D'après le théorème IV du n° 147, nous savons que ces deux droites se rencontrent, quels que soient a et v. A érifions-le en calculant les coordonnées du point de rencontre.
En retranchant membre à membre l'une ou l'autre des équations (Il > de l'équation (I) de même rang, on obtient la même valeur de v. à
savoir
Ceci nous prouve déjà que les équations sont compatibles. Portons maintenant la valeur trouvée dans les équations (I) :
Par addition et soustraction, on en tire x el z. On a finalement
les formules
UV
Ce sont les équations paramétriques de V hyper boloïde à une nappe rapporté à ses <l<'iix systèmes de génératrices rectilignes (').
On peut ;u i >> i chercher l'équation du plan qui contient les deux génératrices. Elle est à la fois des deux formes suivantes l n° '<•<> i:
Les premiers membres étanl identiques, les seconds doivent l'êtn
On peut établir des équations analogues pour l'hyperboloïde à deux nappes el pour l'ellipsoïde; mais, elles sont alors compliquées d'imaginaires. En particulier, on
peut rapporter la sphère à ses génératrices isotropes; cela donne lieu à des propriétés très élégantes (cf. Exercices proposés n 25 el .'■
aussi. En égalant les coefficients de i — ~ et de i — ~, on obtient la
condition unique : a _- uv. Portant cette valeur dans l'une ou l'autre des équations, on obtienl l'équation cherchée
1 >2 I - i I — UV I — ^- (il — V) i I — UV I — lu -f- v) = o.
En comparant avec l'équation (2), on reconnaît Xéquation du plan langent au point M 1 //. r 1. dont les coordonnées sont données par les formules 1 3 1 |.
Le point M(tt, ri va à Y infini pour v= — u. Dan- ce cas, /e\ génératrices (Y) <i 'lit so/if parallèles. On vérifie aisément qu'elles sont symétriques par rapport à l'origine.
L'équation | 02) devient
c'est l'équation /?/«/* asymptote-
II. — PARABOLOIDES
•V>7. Forme de l'équation réduite. — L'équation d'un parabo-
Ioïde rapparié à ses plans principaux cl à son plan tangent au sommet est
( Si) " '- t IX = O.
/; et y désignant deux constantes positives et e le nombre + 1 ou le no mitre 1 . suivant que le paraboloïdeest elliptique ou hyperbolique. La forme de la surface ;i été étudiée aux 11'" 157 et io<S: il suffît, dans le cas actuel, de supposer les axes rectangulaires.
Plans tangents; normales. Le plan tangent au point
M / . 1 . s ;• pour équat ion
1 3") 1 — i (X-4-ar) = o.
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En identifianl avec le plan i 3 >, on ;i
X = — i y — — p —, tz — — '/— •
Portant dans (34 ), on obtient Yéquation tangentielle
, 16 i pi- -+- zqu- — ■> m = O.
Elle est satisfaite pour u = v = w = o ; on vérifie ainsi que le paraboloïde est tangent au plan de l'infini I n" -468 ).
Cherchons le lieu des points d'où l'nn peut mener trois plans tancent* rectangulaires. A cet «lier, nous écrivons les équations (5); puis, nous multiplions la première par u. la seconde par u '. la troisième par u" el nous ajoutons; il vient, en tenant compte de (36 i el des relations entre les neuf cosinus.
Le lieu cherché est donc un plan perpendiculaire à l'axe; on l'appelle plan orthoptique ou plan de Monge. Dans le cas particulier du paraboloïde équilatère (p=.Ç, e = — i), il se confond avec le plan tangent au sommet.
Les équations de la normale au point M sont X — x p ( Y — y) i'//.
Cherchons les normales issues du point Pijrv ,i'-r ",. »• En remplaçant, dans les équations ci-dessus, \. ^ . Z par.r0, r0. z0 et prenant pour inconnue auxiliaire X la valeur commune des trois rapports, on voit (jue les pieds des normales sont donnés par le> foi mules
p -H A q -+- EÀ '
X étant donné par l'équation du cinquième degré
( jo) Py\ „ ■+- E<yJ' , - 21 *„ + >. « = ...
' | p — A !- 1 q -+- II.)-
D où le théorème suivant :
Théorème. - Par tout point P de l'espace, ou peut mener cinq normales à un paraboloïde: dont une au moins est réelle.
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Si, dans les équations (3g), on regarde "a comme un paramètre variable, on a les équations paramétriques d'une cubique gauche, qui passe par P et par les points à Finlini sur les axes. Taxe des x •'•tant, en outre, une asymptote. Elle coupe le paraboloïde aux cinq pieds des normales cherchées, le sixième point de rencontre étanl Le point à l'infini sur Ox. Elle porte le nom de cubique aux pieds des normales ou cubique de Chasles.
Le cône qui a pour sommet I' et pour directrice cette cubique est du second degré (n° 379); il contient les cinq normales issues de P et la parallèle à Ox menée par ce point ; il porte le nom de cône des normales.
oo9. Plans cycliques: ombilics. — Les plans cycliques réels sont donnés ( n° 480) par
v~ z* c / « (il) : h S > (x- -+- y- -I- Z2 ) = o,
S désignant la racine moyenne de l'équation en S. dont les trois
racines sont -> — > o.
P q Dans le cas du paraboloïde hyperbolique, la racine moyenne est
zéro; les plans cycliques sont parallèles aux plans directeurs. Chacun deux coupe la 'surface suivant une droite à l'infini et une droite à distance finie. Une telle section peut être considérée comme un cercle, en ce sens qu'elle est du second degré et passe parles points cycliques. Mais, en réalité, il n'y a pas de cercles sur le paraboloïde hyperbolique; ce qui pouvait d'ailleurs être prévu, puisque toutes les sections planes de cette surface sont des paraboles ou des hyperboles i n" 160 ). Passons au paraboloïde elliptique. La racine moyenne de l'équation en S est — » en supposant, pour fixer les idées, p > q. Les plans cycliques sont
php
Vf
Il leur correspond deux ombilics, puisqu'il existe un seul plan tangent parallèle à un plan donné.
'")■• I II \l'l I Itl \\\\ I.
560. Se» lio.\s vi \\i>ni PARAbOLOÏnE de révolution. Les sections planes 'lu paraboloïde de révolution jouissent <l une propriété remarquable que nous allons mettre en évidence.
Prenant I axe de révolution pour axe des z el !<■ plan tangent au sommet pour plan des m . l'équation <lu paraboloïde esl
, i i ./■- i - ipz.
( loupons par le plan
\<hi» supposerons le plan non parallèle à < ):. ^<>n w o. En éliminanl ^ entre ces deux équations, nous obtenons l'équation de la projection de la section sur le plan des xy :
( elle pi ojection est donc un cercle Y.
Réciproquement, l'équation d'un cercle quelconque peul être i < I » -ntifiée avec i [6), en choisissant convenablement u. r. w. r. Donc, tout cercle du plan des xy est la projection d'une sec/ion plane.
Ces deux propriétés sont, du reste, facile à établir géométriquement.
En effet, soit P le point à l'infini sur O-s. La section du paraboloïde par le plan de I infini se compose des deux tangentes PI el PJ menées par P au cercle imaginaire de l'infini i n° 17!)).
Cela posé, le cylindre projetant nne section plane quelconque coupe le plan de l'infini suivant PI, PJ {cf. Chap. \\l\. Exercice proposé n" ^9 1. Il esl donc de révolution autour d'un axe parallèle à Os. Réciproquement, tout cylindre de révolution parallèle à Oz passe par les droites PI, i'.l el a, par conséquent, nue conique commune avec le paraboloïde; il s'ensuil qu'il ci upe celui-ci sui\anl une deuxième conique i n" 489 , c. o. F. i>.
En introduisant le pôle du plan sécant, on établit, entre les cercles «lu plan i les points de l'espace, une correspondance qui jouit de propriétés fort élégantes cf. Exercice proposé n" 34 .
561. Foveus. !-'■ faisceau tangentiel défini par le paraboloïde (36 j et par le cercle de l'infini a pour équation tangenticlle
, - pv ■ : yu - 2 /'/' - . ■ //-' I -n : , = o.
Annulant le discriminant, non- obtenons les / des focales
'/. = — p, "/. = icj.
BTUUE DBS Ql IDBIQl'ER SUR LEURS i '.>" ITIONfi itlhii
Pour î - /-. l'équal i<>n i 47 1 <le\ ienl
' j.s 1 pu- y p)u • 11 r ...
équation tangentielle d'une parabole du plan des zx, dont l'équation | >• >n «• -
turlle. dans re plan, esl
En < hangeanl ^ en y ei /< en y. on a. de même, I équation de I 1 focale 'In
plan île- xy
p)(x-s-fj
Sur ces équations, il esl Facile '!>• vérilier les propriétés 'In n 526. L'équation 17 esl l'équation tangentielle 'l<;- paraboloïdes homoj .m paraboloïde proposé. I^eur équation ponctuelle s'en déduit,
Par toui point P(x,y,z) passent 1 1 < • i -■ par 1l1.1l1.nlc- réels .lu faisceau, .l'un les '/ -'.ut séparés pai les deux nombres — n ei .y. Le premier (Xj — /> 1 esl un paraboloïde elliptique concave vers les a: négatifs. I.'- second 1 — /' >.j — : y esl un paraboloïde hyperbolique. \a troisième y esl un paraboloïde elliptique concave vers les
positifs.
« » 1 1 peul prendre les nombres i 1 . /. :, / , pour coordonnées 'lu poinl I'. On obtient le système il'-- coordonnée s paraboliques \ moins u-ii<- que celui des coordonnées elliptiques. Il donne lieu aux formules suivantes, que le lecteur établira par une méthode analogue ■< celle employée au n '■<>' el où nous avons remplacé 1 par • 1 :
ooz. Génératrices rectilig.nes. Elles ne -"lit réelles que sur l< |..n aboloïde li \ perbolique.
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Ecrivons l'équation de ce dernier sous la forme
\'l> vV \yfp y/qj Les deux systèmes <l<- génératrices ont pour équations respectives
(i) Up fi
(il) '^ ^"
On voit quV//cs sont respectivement parallèles aux deux plans de directions asymptotiques, lesquels sont appelés, pour celle raison, les plans directeurs. Lorsque ces plans son! perpendiculaires, le paraboloïde est dil équilatère.
Le point de rencontre M de la génératrice (m) et de la génératrice (c) a pour coordonnées
i ">4 i x — iuv, y = dp{ u-^-v), z = v ' q( u — c).
Leur plan, c'est-à-dire le plan tangent en M, a pour équation
Le plan asymptote de la génératrice (m) esl obtenu pour p = oo, ce qui donne
I il i l -^— H =2(C
c'est le plan parallèle au plan directeur du système (u).
LES CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME COURBES UNICURSALES ; RAPPORT ANHARMOMQUE, HOMOGRAPHIE.
563. Equations paramétriques du second degré. — Nous savons (n° ï26o) que toute courbe du second degré esl une courbe unicursale. Si x, r, -^ sont les coordonnées homogènes d'un point quelconque, elles peuvent s'exprimer, en fonction du paramètre t. >ous la forme
in ~/.x — at-->r- ibt
'/. y = a' t- — ib' t — c ,
/,; = a'' t'2 -t- ib" t
où /, désigne le facteur arbitraire de proportionnalité.
Réciproquement, des équations de cette forme définissent toujours une conique, sous la seule condition
En effet, si nous coupons par la droite (3) ux -f- vy -h wz = o,
nous obtenons l'équation du second degré
en posant
(5) A = au -r a v — a"iv,
bu -+- b' (
CU -r- C V + C IV.
Il y a donc deux points d'intersection et la courbe est du second degré. Elle ne peut d'ailleurs pas dégénérer, car, si elle comprenait une droite, l'équation (4) serait, pour cette droite, vérifiée identiquement; autrement dit, A, B, C seraient nuls pour des valeurs non Haag. — Cours, II. 38
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nulles de //. r, w et, par conséquent, A le serait aussi, contrairement à l'hypothèse (2).
Quand une conique est définie par des équations de la forme (1), il n'y a aucune difficulté à en faire l'étude complète. On peut calculer son équation ponctuelle en éliminant / et a entre les équation- (1). On obtient immédiatement son équation tangentielle
161 AG lP-=o,
en écrivant que l'équation 1 \ \ a une racine double.
On a son genre ( n° 460 ), en la coupant par la droite de l'infini. On peut la construire, en appliquant la méthode générale des n0' 2f2 à 246. On peut déterminer ses éléments remarquables (centre, foyers, sommets, axes, etc.), soit en se servant de l'équation tangentielle (6)3 soit par des méthodes directes obtenues en exprimant les propriétés caractéristiques de ces éléments.
Enfin, on peut étudier la conique au point de vue spécial envisagé au n° 267 et découvrir, de la sorte, des propriétés intéressantes. C'est ce que nous allons faire d'une façon sommaire, mais sur des équations réduites.
564. Equations paramétriques réduites. — D'après (2), les trois points A = o. B=o, C = o
ne sont pas en ligne droite. Nous pouvons donc les prendre pour sommet- du triangle de référence. Gela se traduit par les conditions
En choisissant convenablement le point unitaire, nous pouvons, en outre, supposer
car aucun de ces coefficients ne peut être nul, d'après (2). Les équations (1) prennent alors la forme très simple
(7) '>.<■ =t\ \y = it, \z = i.
Nous les appellerons équations paramétriques réduites. L'équation (6) devient
uw — v* = o,
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et l'équation ponctuelle s'écrit
Toutes deux montrent que la conique est tangente en A à BA et en G à JiC (n° 507).
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que les points A et C peuvent être considérés connue deux points quelconques de la conique. Ils sont, en effet, caractérisés, dans la représentation paramétrique dont nous sommes partis, par les conditions t\=x, t(-. = o. Or, si nous voulons prendre, pour points A et C, deux points quelconques A' et G' de paramètres actuels tt et f-2, il suffit de faire sur t la substitution homographique
do) ''=^7'
qui ne change pas la forme générale des équations (1) et donne Z'=*j, pour / = <! et t' = o , pour t =■ t2.
Avec les équations réduites (7), l'équation (4) devient
ut'1 4-2W+ w = o.
Si l'on introduit les fonctions symétriques élémentaires des racines
iv w
ti-hh= , tit2— -,
on voit que la conle MiMj a pour équation
, . ti -f- 1,
(il) X r^ V -- 1 I toZ =0.
La tangente en M s'obtient en faisant t\*=- <s?= t : (12) x — ty -t- t- z = o,
36d. Piu>poivt anharmonique. — Nous appellerons rapport anharmonique de quatre points M,, M3, M3, M., de la conique le rapport anharinonique (/, t2t:it;) de leurs paramètres.
Cette définition est indépendante du choix de la représentation paramétrique, pourvu qu'elle soit rationnelle et propre (n° 26i), car on passe de l'une à l'autre par une substitution homographique telle que (10), ce qui ne change pas, comme on sait, le rapport anharmonique (t. I, n° 322).
Au reste, il est facile d'en donner une interprétation géométrique. Joignons un point M quelconque de la conique aux quatre points Mt-.
La droite MM; a pour équation, d'après (i i),
(13) *_^ + ^_ZJ=0.
Elle est linéaire en £,-; donc, A? rapport anharmonique du faisceau M(M, Ar2^NI3 ÎNI,) est égal, quel que soit M, au rapport anharmonique ( tt t-^t^tf,), c'est-à-dire au raoport anharmonique des quatre points AI,, Al2, M3, M*.
Le même rapport est aussi appelé rapport anharmonique des quatre tangentes T,, T2, T3, T-,, aux points AI,. AI2. M3, AL,. On peut en donner une interprétation géométrique corrélative de la précédente, en considérant les points de rencontre Vide ces tangentes avec une tangenteT quelconque. D'après l'équation (12), la droite AP/ a pour équation, après suppression du facteur / — t;,
jr-(t-h tl)z=o.
Elle est linéaire en /,-; donc
(/, tif,t.t) = A( P, P2 P:J Pv) = (F, PSP3P4).
066. Divisiojns holographiques. — Nous dirons que deux points: variables AI et M' décrivent, sur la conique, des divisions hotnographiques. si leurs paramètres t et t sont liés par une relation hom ograph ique
04) a// '-4- rpt -+- y/'-i-G =0.
Cette définition est indépendante du choix de la représentai ion paramétrique, car la relation (i4) ne change pas de forme, quand on l'ail une même substitution homographique sur / et /'.
On dit aussi que les tangentes T et T' en AI et M' sont en correspondance homographique.
F. es propriétés établies aux nos 136 et suivants s'appliquent encore à ces nouvelles définitions.
Le rapoort an harmonique de quatre points AI (ou tatigenlesT) est égal au rapport anharmonique des quatre points M i ou tangentes T) homologues.
Il existe deux points (ou tangentes) doubles dont les l sont ravines de V équation
(i5) xt* h(f +71/ + 0 =0.
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Prenons ces points doubles pour points A et C. Autrement dit. faisons sur / et t' une substitution homographîque telle que les racines de (i5) deviennent x et o. La relation (i4) prend alors la forme ( ' |
06) t'=kt.
Au théorème II du n° 139, correspond le sui\ant :
Théorème I. — Le rapport anharmonique i ACM.M | est constant .
Ce rapport est d'ailleurs égal à (oc, o, t, kt ) = k.
On a évidemment le même théorème sur les tangentes.
Théorème II. — Etant donnes deuc points quelconques Ml5 M2 et les deux points homologues M', , M'2, les deux cordes M{ M', et M, M, se coupent sur la corde des points doubles AC.
En effet, les équations de ces cordes sont respectivement, d après (il) et(i6),
./• ■ y + k t{ ta z — o,
t,+-kt{ .
x y -+- ktoti z = o.
En les retranchant, on obtient j' = o, c'est-à-dire l'équation de AC. Gela démontre !<• théorème.
TheorÈmk III. — Les droites BM et BM' décrivent deux faisceaux honxographiques de rayons doubles BA et BC.
En effet, la droite BM a pour équation
D'autre part, on a t'-=k*t-, relation homographîque entre t* et /2, dont les valeurs doubles sont -x et o. Cela démontre la proposition.
Théorème IV. — La droite MM' enveloppe une conique bitangejite à la proposée aux points doubles A et C.
En effet, d'après (n) el(i6), l'équation de MM' est
' -+- * (17) x — / y -1- kt2 z =0.
(*) Ceci est en défaut si les points doubles sont confondus. Dans ce cas, si l'on prend le point double pour point A, la relation 04) devient /' = t — k. Nous laissons au lecteur le soin d'étudiei- à part ce cas particulier, qu'on peut d'ailleurs considérer comme cas limite du cas général, en supposant que les points A et C se rapprochent indéfiniment.
Son enveloppe a pour équation
• l'est bien une conique tangente en A à BA. et en C à lîC.
567. Divisions ex involution. — On dit que les divisions M et M' sont en involution, quand la relation (141 est involutive. c'est-à-dire symétrique par rapport à t, t'. Pour la relation (16). ceci se traduit par la condition k = — 1.
Dans ce cas, l'équation (17) se réduit à
Donc :
Théorème V. — Si les divisions M et M' sont en involution. la corde MM passe par un point fixe, qui est le pôle B de la corde des points doubles.
On dit que les points M et M' sont en correspondance biejuadratique et involutive, si l'on a, entre t et t'. une relation biquadratique et symétrique, c'est-à-dire de la forme
(18; A/2/'2-j- V,tt'(t — /')-+- Ci '/2_i_/,i)-i- D //'-+- Ei / — /'i-f- F =0.
En introduisant les fonctions symétriques élémentaires / — t' = p et tt'= q, elle s'écrit
(191 A q2 B qp + C/?2 -D?+E/) + F = ...
en changeant D en D — aC.
D'autre part, d'après (11), l'équation de la corde MM' est
2 ■ Si u, v, w désignent ses coordonnées homogènes, on a
En portant dans (19), nous obtenons l'équation fangentielle .le l'en\eloppe \ u 2 — %B vw 4- 4 Ce2 Dilw — iEuv — F u1 = o.
On a donc le théorème suixanl :
Théorème VI. — Toute corde dont les extrémités sont en correspondance l>ii] uadratique et involutive enveloppe une conique.
Si, dans (18), on fait / = t', on obtient une équation du quatrième degré.
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Il y a donc quatre points doubles. Les tangentes en ces points à la conique proposée sont évidemment des tangentes particulières de l'enveloppe. Ce sont les tangentes communes aux deux coniques.
Les théorèmes I à VI ont leurs corrélatifs; nous laissons au lecteur le soin de les énoncer et de les démontrer.
">6<S. Théorie géométrique. — On peut exposer la théorie du rapport anharmo nique et des divisions homographiques sur les coniques, d'une manière entièrement géométrique.
Considérons les quatre points M,, AL, M3, M4 et deux autres points M et M' 1 fig. 63 I, tous situés sur la conique. Si l'on joint Al
Fis. 63.
et M' à un point variable I* de la conique, les droites MP et M'P décrivent deux faisceaux homographiques. Dès lors, si l'on amène P successivement en M,, AL, M:J. AL, et si l'on applique le théorème fondamental du 11" l 'fl. on a
M(.M,M^13M; |= M'i MjMîMsM* \.
11 résulte de là que 1»- rapport anharmonique Ali M, ALA1:, AL, i reste constant, quelle que soit la position de M sur la conique: il ne dépend que des quatre points M,. AL. M3, Al4. On l'appelle rapport anharmonique de ces quatre jinints.
Considérons maintenant une tangente T quelconque et la tangente L au point variable P. Elles se rencontrent au point j> 1 fig. 6 i . 11 est facile dé voir qu'il existe une correspondance homographique entre ce point et la droite MP(nB143). L) où il résulte que le rapport anharmonique des quatre points de rencontre de T avec les tangentes U,, Uâ, L;i. L ( aux points M,, AL, Al3. Al, est égal au rapport anharmonique du faisceau Ali Al, AL Al 3 Al, 1. c'est-à-dire des quatre
Goo
points Mn Mo, M3, M4. Il est donc constant, quand on fait varier T. On l'appelle rapport anharmonique des quatre tangentes; il est égal au rapport anharmonique des quatre points de contact.
Considérons maintenant deux faisceaux homographiques PM et PM', ayant leur sommet P sur la conique (■ ). Ils découpent sur cette; dernière des divisions M et M' dites homographiques.
D après le théorème du n" 142 et d'après les définitions ci-dessus, le rapport anharmonique de quatre points M est égal au rapport anharmonique des quatre points homologues M'. Cette propriété caractéristique peut aussi servir de définition et montre que la définition précédente est indépendante du choix du point P.
L'homographie est déterminée par le choix de trois couples de points homologues.
Il y a deux points doubles E, F, situés sur les rayons doublo des faisceaux PM, PM\
D'après le théorème II du n° 139, on a
(•21) (EFMM') = const.
Théorème. — Etant donnés deux couples de points homologues (Mi, M| ) et (M2, M'2) les cordes M, M', et Ms M', se coupent sur la ligne des points doubles FF .
En effet, soient N, V. P les points de rencontre respectifs de MiM2, M* M,. Mi Mo avec EF (fig. 6_j). D'après (>.i), on a
(EFM,M'1) = (EFM2M/Î |;
d'où
Ms(EFMiM', i = M^EFMjM'j i
et enfin, en coupant les deux faisceaux par la sécante FF ,
(EFFN') = (EFPN).
(') Rien n'empêche de prendre des sommets différents P et P' pour les deux faisceaux.
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Ceci prouve que les points N et N' sont confondus et, par conséquent, que MiM'2 et M2 M', se coupent sur EF (l). c. q. F. n.
Application : Théorème de Pascal. — Soit un hexagone inscrit dans une conique, dont les sommets sont numérotés i, 2, 3, \, 5, 6. Les côtés opposés (12, 45), (23, 56), (34, 61) se coupent en trois points x, p, y en ligne droite.
En effet, considérons, sur la conique, l'homographie déterminée par les trois couples de points homologues (r, 4), (5, 2), (3, 6) et appliquons-lui le théorème ci-dessus. Le point de rencontre a des cordes 12, 45 se trouve sur la ligne des points doubles. Il en est de même des points £ et y. Ces trois points sont donc bien en ligne droite. c. Q. F. D.
Toutes les propriétés ci-dessus ont leurs corrélatives, que nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer. Bornons-nous à énoncer le théorème corrélatif du théorème de Pascal :
Théorème de Brianciion. — Soit un hexagone circonscrit, dont les sommets consécutifs sont numérotés 1, 2, 3, 45 5, 6. Les trois droites 14, 25, 36 qui joignent les sommets opposés sont concourantes.
Il nous reste à chercher l'enveloppe de la corde MM', dont les extrémités décrivent des divisions homographiques sur la conique. On pourrait étudier la question directement et démontrer, par exemple, que les points de rencontre de MM' avec les tangentes aux points doubles décrivent, sur ces tangentes, des divisions homographiques. On serait alors ramené au théorème II du n" 147. Mais, la solution est loin d'être évidente. On arrive, au contraire, immédiatement au résultat, en faisant une transformation homographique envoyant E et F aux points cycliques. La conique devient un cercle. La corde MM' est vue sous un angle constant d'un point P quelconque de ce cercle, ainsi qu'il résulte de la formule (21) et de la formule de Laguerre {n° 164;. Elle a donc une longueur constante et enveloppe un cercle concentrique au cercle proposé. En revenant à la figure primitive, on voit que l'enveloppe de MM' est une conique bitangente à la proposée aux points doubles E, F.
Dans le cas particulier où les divisions sont en involution, l'angle constant ci-dessus est droit et la corde MM' passe par le centre du cercle. En revenant à la figure primitive, on voit que :
Si les divisions M et M! sont en involution , la corde MM' passe par un point fixe, pôle de la ligne des points doubles.
(' ) Autre démonstration. — Si l'on fait varier M;. M,, en laissant fixes V,, M., le point de rencontre Q de M, M', et de M't M, décrit une droite D, car les faisceaux M,M'2 et M[ M, sont homographiques et la ligne des sommets M, M( se correspond à elle-même. D'autre part, E et F sont des positions particulières de Q; donc la droite I> n'est autre que EF et le théorème est démontré.
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Ceci e»t <Iu reste facile à démontrer directement. Soit P le point de rencontre de deux cordes particulières M, M', et M2Mf,. Si l'on mené par ce point une sécante variable P).. elle rencontre la coniqueen deux points N et IV, qui décrivent deux divisions en involution. Alais, cette involution a en commun avec la proposée deux couples de points homologues M,, M', etM2, M',. Elle coïncide donc avec elle, ce qui démontre le théorème.
Citons l'application suivante :
Théorème de Frégier. — Les cordes dune conique vues d'un point fixe Q de celte conique sous un angle droit passent par un point fixe P.
Ce point P est sur la normale en Q, car cette normale est une des cordes de l'énoncé. On l'appelle le point de Frégier relatif au point Q.
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569. Propriétés générales des ci biques planes. — Le nombre des coefficients d'un polynôme du troisième degré étant égal à 10, la cubique plane la plus générale dépend de g paramètres. Une cubique plane est donc déterminée par g points, à condition toutefois que le déterminant principal dont dépend la rechercbe des coefficients soit du 9' ordre, ce qui se traduit par certaines inégalités entre les coordonnées des 9 points.
Soient maintenant deux cubiques
Elles se coupent en 9 points. Ces 9 points ne déterminent pas une cubique : ils appartiennent, au contraire, à tout le faisceau
où /. désigne un paramètre arbitraire.
Les cubiques qui passent par 8 points donnés dépendent linéairement d'un paramètre arbitraire; elles constituent un faisceau de la forme (2), f\ et /■2 désignant deux quelconques d'entre elles ('); elles passent donc par un 9e point fixe, qui est le 9e point de rencontre de J\ et de fî. On peut déduire de cette simple remarque un certain nombre de propriétés élégantes des cubiques planes.
Soit la cubique plane (Ci. Coupons-la par une conique quelconque il'). Il y a 6 points d'intersection : 1, 2, 3, 4, 5, 6. Les sécantes 12. îj. 5r> rencontrent à nouveau la cubique aux points respectifs 7, 8, 9. Je dis que ces trois points sont en ligne droite.
En effet, considérons la cubique | C) constituée par nos trois sécantes et la cubique 1 C" 1 constituée par la conique 1 U) et la droite 78. Ces trois cubique? ont en commun les points 1, 2, ..., 8. Elles ont donc un 9e point commun, qui n'est autre que le point 9, puisque celui-ci appartient à (G) et à 1 G').
(') Ceci peut être en défaut dans certains cas particuliers, qui seraient mis en évidence par la discussion cniiplète du système linéaire dont dépendent les coefficients de la cubique. Nous ne nous occuperons pas, dans tout ce qui va suivre, des difficultés de ce genre.
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IVous voyons donc que (C") passe par 9. Comme (F) ne peut y passer, c'est nécessairement la droite 78 et la proposition est démontrée.
Comme conique (T), on peut prendre deux droites. Ces deux droites peuvent être supposées confondues; on a alors la propriété suivante :
Etant donnés trois points AI, \, P en ligne droite, les tangentes en ces points rencontrent à nouveau la cubique en trois nouveaux points M', Y, P', gui sont également en ligne droite.
Supposons enfin que deux des trois points précédents, par exemple M et N, soient des points d'inflexion. La tangente en chacun d'eux coupe la courbe en trois points confondus. Il s'ensuit que M' se confond avec M, N' avec N. M'Y avec MX, donc P' avec P. Autrement dit. le point P est aussi un point d'inflexion. D'où la proposition suivante :
La droite qui joint deux points d'inflexion cl une cubique la coupe en un troisième point d'inflexion.
D'après la formule de Pliicker 1 n" 2"22). une cubique possède, en général, 9 points d'inflexion. Ces 9 points sont tels que la droite qui joint deux quelconques d'entre eux en contient un troisième et un seulement. Une telle configuration ne peut être obtenue avec des points réels (*). Donc, quelle que soit la cubique, les 9 points d'inflexion ne sauraient être tous réels. Si la cubique est réelle, elle a seulement trois points d'inflexion réels (- 1.
570. Cubiques circulaires a point doublk. — Une cubique C est
circulaire, si elle passe par les points cycliques. Nous considérerons seulement ici relies qui admettent, en outre, un point double (3).
Prenons ce point double pour origine. Prenons l'axe 0)' parallèle à la direction asvmptotique, nécessairement réelle, autre que les directions isotropes. L'axe 0.r sera, bien entendu, perpendiculaire à Oj.
L'équation de la cubique C est abus de la forme
( 3 ) ./• 1 x- — i - ) — A. x- — 15 xy — C y- = o .
S.m équation polaire est
A cos- w + Bsiiuocosw-r C si 11 ! w
ZZ
( ' 1 Cf. Exercice proposé n" 5 du Chapitre IX.
(2) Cf. Exercice proposé n" 4 du présent Chapitre.
(3) Pour les cubiques circulaires quelconques, voir Exercice proposé n° 12.
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on, en remplaçant sin2w par i — cos-'w,
(5) o= ■ h(C Ajcosw — Bsinu>.
cosco
Cette équation peut s'interpréter très simplement, si l'on observe que le second membre se compose de deux parties cj 1 1 i , égalées séparément au premier, représentent une droite et un cercle.
D'une façon plus précise, considérons le cercle I' délini par l'éûuation polaire
(6) p,= (A — C) costo -+- B sinoj ou par l'équation cartésienne
(;) ^ + /^(C-Air-Bj- = o
et la droite A définie par l'équation polaire
COS"J
ou par l'équation cartérienne
et qui n'est autre que l'asymptote de la cubique i n" 237 i. L'équation (5 ) s'écrit
OMj— OM1= Mi M,,
en appelant M, et M2 les points de rencontre du rayon vecteur avec 1" et A respectivement. On a donc le mode de génération suivant de la cubique :
Menons, par le point O, une droite variable OX (Jig- () » (■ Ellieoupe le cercle Y en Mf, la droite A en M*. Portons, sur <)/., OM = M, Mo. La cubique est le lieu du point M, quand ( )/. varie.
La droite A et le cercle Y sont évidemment une droite quelconque parallèle à ( ) r et un cercle quelconque passant par O, >i l'on donn^ des valeurs quelconques aux coefficients \. B, G. Le mode de génération ci-dessus conduit donc toujours à une cubique circulaire à point double, quels que soient le cercle Y et la droite A.
Les tangentes au point double ont pour équation quadratique
A X2 -+- B;rj'-f- G ) '- = O.
( hi arrive à la même équation, en éliminant la variable d'homogénéité entre | - | et 1 g i. Donc | n" 78), les tangentes au point double
sont les droites joignant 0 aux deux points de rencontre de T et del. Ceci est d'ailleurs évident d'après le mode de génération ci-dessus, car M vient en O quand M,M2=o, c'est-à-dire quand OÀ coupe V et A au même point.
Les tangentes sont rectangulaires, quand A passe par le centre de I\ La cubique est alors appelée strophoïde. Elles sont confondues, si A est tangente à I\ Le point O est alors un point de rebroussement et la cubique porte le nom de cissoïde.
Lorsque le point O est sur le diamètre de T pei'pendiculaire à A. ce diamètre est axe de symétrie. La strophoïde et la cissoïde sont abus appelée- strophoïde et cissoïde droites t fig. 66, a et b).
Le point de rencontre de la cubique avec son asymptote e>l le
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point de rencontre T de cette dernier»' avec la tangente en ( ) à Y. Cela peut m' viiir par le calcul ou bien, géométriquement, en remarquant
Fig. 66.
que, si M vient sur A, on a OM = ()M2= M, M2 ; donc, M, vient en O; autrement dit. OX est tangente en O à Y.
Lorsque; Ox est axe de symétrie, ()T est parallèle à A. T <>i à l'infini.
Les points de rencontre de la cubique avec le cercle Y sont à l'intersection de ce dernier avec la droite A parallèle à A et équidistante de O et de A. Cela encore est facile à vérifier analytiquement ou bien géométriquement, en partant de OM, = M, M2.
Ajoutons enfin que la cubique possède deux points où la tanfiente est parallèle à A; ils sont obtenus en prenant M, successivement aux deux extrémités du diamètre de Y perpendiculaire à A. On s'en rend aisément compte, en assimilant le cercle à si tangente au voisinage du point M, considéré. On peut aussi le vérifier par le calcul.
Tous les renseignements qui précèdent suffisent amplement pour donner une idée précise des différentes formes que peut affecter la courbe. On peut, au surplus, la construire, par Ie> procédés classiques, soit au moyen de l'équation (3), soit au moyen de l'équation (5 ). On peut enfin la construire par points au moven du cercle Y et de la droite A. Les ligures 65 et 66 indiquent les formes principales qu'on peut obtenir, suivant la position relative de l\ A. ( ).
571. QuARTlQUES bicircllaires. — Parmi les courbes planes du quatrième degré, nous nous bornerons à étudier celles qui admettent les points cycliques
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pour points doubles et qui portent, pour cette raison, le nom de quartiques bicirculaires. On les appelle aussi, en même temps que les cubiques circulaires, des cycliques.
Leur équation générale est de la forme I ' l
i 1 1 i (x2 — j-'2 >2 -h i x2 -^ y- )( a x -r- by) -r-f(x, y) = o,
/ /-, r) désignant un polynôme du second degré quelconque.
On peut la simplifier un peu par un choix convenable des axes de coordonnées.
Transportons d'abord l'origine au point ( ? ); les termes du troi-
sième degré disparaissent. Faisons ensuite tourner les axes, de manière à les rendre parallèles aux directions principales de la conique f=o; nous faisons disparaître le terme en xy. Nous obtenons finalement Yéquation réduite :
(12) (x- -+- y2 j2 -fAr!+ B y- -+- 2 C x — 2 D j — E = o.
572. Tout cercle G coupe la quartique suivant quatre points à distance finie, car l'intersection totale, qui se compose de huit points, comprend les points cycliques, dont chacun compte pour deux, puisque ce sont des points doubles.
D'ailleurs, soit
1 £ 3 ) x"- — y- — 1-j.x — 2 [iy -+■ y — o
1 équation du cercle. Posons, pour abréger l'écriture,
Si nous remplaçons, dans (12), x2-+-y2 par P, nous obtenons léquation du second degré
( 1 "> ) P2 -i- A x2 -4- B y2 + ïC.r + 2 Dy — E = o,
à laquelle doivent évidemment satisfaire les points d'intersection situés à distance finie. <les points peuvent donc être considérés comme déliais par l'intersection du cercle G avec la conique P représentée par l'équation (l5). Ils sont donc bien au nombre de quatre.
573. On est conduit à des propriétés intéressantes des quartiqnes bicirculaires, en étudiant les cercles qui leur sont bitangents.
Pour que le cercle C ci-dessus soit bitangent à la quartique, il faut et il
(') Un le voit en exprimant que léquation se réduit au second degré, quand on y suppose x ± ri constants; ou bien en écrivant que les trois dérivées partielles ^'annulent pour les points cycliques ( cf. Chap. XV, Exercice proposé n°G).
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suffit que les quatre points d'intersection soient deu\ à deux confondus et, par conséquent, que le cercle G si>it bitangent à la conique T (>). Pour cela, nous savons qu'il faut et suffit que le faisceau (C, Ti comprenne une droite double (n° ASo. Y ». Nous allons donc écrire que, pour une valeur convenable de a, l'équation
(16) P2 — A.r2-+- B j-î-f- 2Co--^2 Dr -f- E -±- \(x*+y*— P) = o
représente une droite double, c'est-à-dire possède une ligne de points doubles (n° 431). Les trois équations du premier degré en x, y,
(17) îPa + Ax -+- C -t- l(x — a) = o,
(18) 2ri + P.7+D —}i)— 3,i=o.
(19) — Py -+- Cx -f- Dr -I- E — /. J = o,
doivent se réduire à une seule. Ou bien encore, si l'on introduit la variable auxiliaire P. les quatre équations (l4)3 (17)) • 18 1. (19), linéaire- en x. y. P. doivent se réduire à deux.
Or, si l'on suppose ). == — A et de — P> (2 I, on peut tirer x et y de (17) et (18) respectivement :
Xa — C-2P7. X3 — D — 2P8
(2o) x= XTÏ — ' v= ' n-w. '•
En portant dans (19) et (r4). on doit obtenir deux équation- satisfaites quel que soit P: cela donne les quatre c militions :
2Ca 2 D3 >.
(il) Y -+- r — ^ — - = O.
A -+- X B — À 2a(Xa — G) 23(X8 — D
Les inconnues sont a. 3. y, à. Gomme nous avons quatre équations pour les déterminer, il semble, au premier abord, qu'il n'y ait qu'un nombre limité de cercles bitangents. Mais examinons no- équations de plus prè- et tâchons de les résoudre.
(l) Il est d'ailleurs facile de vérifier que si le cercle C et la quartique sont tangents en M(x,v), il en est de même de C et T et réciproquement.
(-) Nous laissons au lecteur le S"in de vérifier que les hypothèses contraires conduisent à une impossibilité, si les coefficients de la quartique sont quelconques.
Haag. — Cours. II. 3o
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Non- pouvons d'abord éliminer facilement y- en le tirant, par exemple, de (21) et portant dans < 22 1 et 1 ?4 r. nous obtenons ainsi l'équation
puis l'équation (23). Nous voyons donc que nos quatre équations ne sont pas distinctes et se réduisent à trois, qui sont, par exemple, (25), ( 23 I, (21).
De plu-, dans ces dernières, les inconnues se séparent d'elles-mêmes et l'on aperçoit immédiatement la solution générale :
On détermine X par l'équation du quatrième degré (25). Puis, on choisit arbitrairement y.. 3 satisfaisant à (23). Enfin, y est donné par (21). Ceci peut s'interpréter géométriquement.
D'abord, si. dans (23 ). on regarde X comme constant el ?.. 3 comme les coordonnées courantes, celte équation représente une conique D\. Lorsqu'on a choisi la racine X île (25), le centre I de C peut être pris arbitrairement sur cette conique.
Ce centre étant choisi, le cercle esl déterminé par y. qu'on tire de (21). Or, l'équation (21) est une relation linéaire entre x. 3. y. Tous les cercles qui la vérifient sont donc orthogonaux à un cercle fixe V; (11° 170», dont l'équation est
Nous avons finalement la proposition suivante :
Théorème. — Il y a quai re familles de cercles C bitangents, qui correspondent aux quatre racines de l'équation (25) en X. Les cercles de chaque famille ont leurs centres sur la conique D>, appelée déférente et sont orthogonaux au cercle fixe T\, appelé cercle directeur.
Lorsque À varie, l'équation C>3) représente un faisceau de coniques homofocales 1 n° 536). Donc, les quatre déférentes sont homofocales.
Je dis que chaque cercle directeur est orthogonal aux trois autres. En effet, la condition d'orlhogorialité des cercles I',, et Y;, est (n° 170)
(A — /., M A — /.,) (B-l-Xi M B +- A2)
Elle est bien vérifiée par les racines Àj et X2 de (23 1. comme on le voit en remplaçant successivement, dans cette équation. À par Xi et X», puis retranchant membre à membre et divisant par ).! — Xj (').
">74. Si l'on se reporte au n" 420. on \oit c\\i'une quart/que bicirculaire (') Cf. n' 536.
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est anallagmatique de quatre manières différentes. Les quatre cercles d'anallagmatie sont les quatre cercles directeurs F.
Réciproquement, toute courbe anallagmatique dont la déférente est une conique à centre est une quartique bicirculaire ( ' ).
b7o. Il est aise de trouver les foyers de la quartique. Il suffit, en effet, de chercher les cercles C dont le rayon c^t nul (n°b!4). Pour cela, il suffit de prendre, dans chaque famille. les points d'intersection de la déférente et du cercle directeur. Donc, toute quartique bicirculaire possède 16 foyers, qui sont les points de rencontre des quatre déférentes avec les cercles directeurs correspondants.
576. Qiartiqles BICIRCULA1RES A point DOUBLE. — Si la quartique a un point double P, les cercles passant par P et tangents à la quartique en un point variable M doivent être considérés comme bitangents. Donc, un des cercles directeurs se réduit au point P.
Réciproquement, si un cercle directeur se réduit au point P, les cercles bitangents correspondants passent tous par ce point; leur enveloppe admet P pour point double, les tangentes en ce point étant perpendiculaires aux tangentes à la déférente issues de P i n° 277 et Chap. XIII, Exercice résolu n° 2).
Donc, pour que la quartique ait un point double, il faut et il suffit qu'un cercle directeur ait son rayon nul.
La condition pour que le cercle F>, représenté par l'équation (26), ait son rayon nul est
Or, le premier membre n'est autre que la dérivée de (25). Donc, pour que la quartique ait un point double, il faut et il suffit que son équation en X ait une racine double; le cercle directeur correspondant à cette racine se réduit au point double; la quartique est homotliétique, dans le rapport 2. de la podaire de la déférente par rapport éi ce point ( n° 277 ).
Aux deux autres racines correspondent deux familles de cercles véritablement bitangents. Les cercles directeurs correspondants passent par le point double P. puisqu'ils sont orthogonaux au cercle de rayon nul de centre P In" o73). Il en est de même des déférentes, dont chacune est tangente en P au cercle directeur correspondant, la tangente commune étant bissectrice des tangentes à la quartique, ainsi qu'on le voit en réduisant, au voisinage du point P, la quartique à ces tangentes.
b77. Si nous prenons le point double pour origine, l'équation de la quar-
(') Cf. Chap. XXVIII, Exercice proposé n° 8.
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tique est de la forme
(->;) (a,,- + /,-j!+2(2'î+/2)(a3, + by) -+- A#2-f- iVtxy — G/2 == o.
Vérifions que. conformément à une conséquence du numéro précédent, celle courbe est la podaire d'une conique à centre. A cet effet, nous allons chercher l'équation tangentielle de l'antipodaire.
Les coordonnées de la projection de l'origine sur la droite ( u, c, vo ) sont
II- -h vi
Portant dans (27) et supprimant le facteur w2, nous obtenons l'équation cherchée
(28) u - — 2 wrau -f- bv 1 — A m2 -h 2 B uv -h C c2 = o.
C'est l'équation de la conique à centre A la plus générale. g. Q. F. d.
Les tangentes à cette conique menées par l'origine sont obtenues en annulant w dans (28), ce qui donne
A !/'+lIi«C-r C v*- = o.
Oa vérifie qu'elles sont perpendiculaires aux tangentes à la quartique 1 cf. Ghap. XIII, Exercice résolu n" 2j, définies par l'équation ponctuelle
\ /2-r- y.Bxy -+- G)'2 = o.
Le point O est un point de rebrousseinent lorsque ces tangentes sont confondues, c'est-à-dire lorsque O est sur la conique A.
Si 0 est le centre de A et si. de plus, les axes de coordonnées sont les axes de la conique, on a « = 6 = B = o; l'équation (27 1 se réduit à
(x* — y" )'2 + Aa;!+ C k2 = o.
Si, en outre, la conique est une hyperbole éguilatère, on a C = — A et l'équation devient
(29) (x-i—yiy.^. A(.r2 — y"-) = o.
Gette courbe est connue sous le nom de lemniscate de Bernoulli.
o78. Limaçon he Pascal. — Lorsque la conique A est un cercle, sa podaire porte le nom de limaçon de Pascal.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'équation (28) puisse se mettre sous la forme
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Or, elle s'écrit
(w — au — 6i>)2+ A u- — 2B uv -+- C f2 — (i u — bv)-= o. Pour qu'elle soit Je la forme (3o), il faut et il suffit qu'un ait (3 j) A — a2 = C — 62, B - ab.
On arrive aux mêmes conditions en exprimant que les points cycliques sont des points de rebroussement de la quartique. En effet, si l'on coupe celle-ci par la droite^ = 1 x -j- 0 et si l'on annule le coefficient de a?2 dans l'équation aux x des points d'intersection, on obtient l'équation aux 0 des asymptotes (n°236) :
4 o2 — $io(a -4- bi) — A — 1 B i •+■ C = o . La condition pour que cette équation ait une racine double est
— (a-+- èt')2+ A — iBi — C = o.
Si l'on écrit qu'elle est satisfaite pour les deux points cycliques, c'est-à-dire quand on change i en — i. on retombe sur (3i).
Donc, le limaçon de Pascal est une quartique bicirculaiie à point double caractérisée par la condition . que les points cycliques sont des points de rebroussement.
Si le centre A du cercle A est pris sur Ox, avec l'abscisse a et si R désigne le rayon de ce cercle, l'équation 1 28 1 doit être identique à
O-F-zu)2— R202+e2) = o.
Cela nous donne les conditions
L'équation réduite du limaçon est donc
(32) (x--\- j-2)2— iixix--^- y-) H- {y.-— R2 '.r2— R2 r2 = 0.
Lorsque y. = R, c'est-à-dire quand O est sur A, le limaçon admet O pour point de rebroussement et porte le nom de cardioïde, eu égard à sa forme.
L'équation polaire de la courbe (27) est
(33) p2-r- ip(a cosoj -i- b sinu>) -4- A cOs2co +2B sinw cosw — C sin2to = o.
Dans le cas particulier de la lemniscate. elle se réduit, en supposant, par exemple, A = — 1, à
(34) p = y/cos2w.
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Cette équation permet de construire très simplement la courbe, qui a la forme ci-contre < //,i'. 67).
Fig. 67.
Dans le cas du limaçon (32), l'équation 1 33 >. résolue ]>ar rapport
à o. devient
a cosod dz R.
Cette équation montre que le limaçon de Pascal est aussi une eonclioïde de cercle, à savoir la conchoïde du cercle p = acosw, qui est décrit sur OA comme diamètre (,).
On peut, dans l'équation (35), se borner ;'i prendre le si^ne -+devant R, comme on le voil en changeant <•> en to-f-it el z en — 0 (n°40).
La construction de la courbe au moyen «le cette équation esl immédiate. En cherchanl les valeurs de <•> qui annulent z. on esl conduit à distinguer trois cas suivant que P» y. lî a, R = a. i es trois cas donnent lieu aux tableaux el formes de courbes ci-dessous :
Vis. 68.
Premier ras : point double isolé (fig- 68, a >
tû
(') Le lecteur trouvera sans peine une démonstration élémentaire de cette propriété.
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Deuxième cas : point double nodal i fi g. 6$, b)
XA
Troisième cas : point de rebroussement (cardioïde) {fig. 68, c)
îR M. R ^ o
580. Toute quart ique bieirculaire à point double est une courbe unicursale, puisqu'elle possède trois points doubles (n° 266 j. Pour trouver ses équations paramétriques rationnelles, il suffit, conformément à la méthode générale (n° 266 ), de la couper par un cercle variable passant par le point double et par un autre point fi\e choisi arbitrairement sur la courbe.
Dans le cas particulier du limaçon de Pascal, on arrive immédiatement au
résultat, en posant tanç — = t .
581. Conoïde de IYucker. — l ne surface du troisième degré n'est pas réglée en général; on démontre qu'elle possède 27 droites {cf. Exercice résolu n° 3). Toutefois il y a des surfaces réglées du troisième ordre. Nous allons étudier la suivante :
(36) z = a.T'~rî.
Celte surface est un conoïde droit, d'axe O^ (n° 383), qui porte le nom de conoïde de Pliicher.
Tout plan passant par O; coupe le conoïde suivant une seule droite ( ' ) autre que O;. Tout plan II perpendiculaire à O^ le coupe suivant deux génératrices G et G', admettant pour plans bissecteurs z Ox et zOj\ Ces deux génératrices ne sont réelles que si le plan II est compris entre les plans II, et II2, d'équations respectives z = -+- a et z = — a. Pour le plan II,, G et G' se confondent avec une droite G, du plan des zx, le long de laquelle II, est tangent à la surface. De même, II., est tangent à la surface le long d'une
(') L'axe O; est une ligne double; tous ses points sont des points doubles.
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droite G2 du plan des zy. Le conoïde est tout entier compris entre ces deux plans FI, et n2.
On satisfait identiquement à l'équation < 36 |, en posant
H-) 57=ifcosc, y=us\nv, a = acos2f.
Ces équations constituent donc un système d'équations paramétriques de la surface ('-).
Les paramètres a et v ont une signification géométrique évidente; ce sont les coordonnées polaires dé la projection du point M(w, ri sur ocOy.
Les lignes v = const. sont les génératrices, Lorsque v croit de o à II, la génératrice (p) part de G,, coïncide avec La première bissectrice
de xOy pourv = 'j, atteint ( i2 pour v = -, puis remonte jusqu'à Gt,
en prenant les positions symétriques des précédentes par rapport h zOx
et coïncidant, en particulier, avec là seconde bissectrice de xi > y.
■> — pour p= — r- On se rend compte ainsi de la forme de la surface,
autant, du moins, que cela esl possible.
Le conoïde de Plùcker contient une double infinité d'ellipses E, «|ui sont ses sections par ses plans tangents ou, si l'on veut, par les plans passant par une quelconque de ses génératrices. Coupons, par exemple, par le plan
(38) a?sint> — y to%v — X(s — acos2iJ = o.
En éliminante entre (36) et (38), nous obtenons la projection de la section
sur xOy :
(x sin v — y co%v)(x*- -+■ y*) — X« [x9 — y- — | x1 — y* i cos.2t>]= o.
Le crochet est égal à 21 .r- -in- v — j^'c-os* p). Il est divisible par x sin v — y cos P et, par suite, aussi toute l'équation. Supprimons ce facteur, qui correspond à la projection de la génératrice (v). Il reste
(3g) x2-hj-- — iha ( x sin v -{-y cosc ) = o,
c'est-à-dire l'équation d'un cercle passant à l'origine. Donc, les ellipses se projettent sur xOy suivant des cercles passant pur O.
(') Si l'on substituait à v la variable p'=tang-> on obtiendrait do> formules
rationnelles eu u et v' . La surface est donc unie ur sale (cf. Exercice proposé
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L'équation (3g) peut être identifiée, si l'on choisit convenablement /. et v, avec l'équation d'un cercle quelconque passant à l'origine. Donc, tout cylindre de révolution contenant Oz coupe le conoïde suivant une ellipse E.
On déduit de là le mode de génération suivant :
Le conoïde de Plïtcker est le lieu des droites qui coupent à angle droit une génératrice d'un cylindre de révolution et s'appuient, en outre, sur une section plane de ce cylindre.
Le conoïde de Pliïcker jouit encore de beaucoup d'autres propriétés et se rencontre dans un assez grand nombre de questions de Géométrie et de Cinématique.
o82. Cyclides. — On appelle cyclides les surfaces de quatrième degré qui admettent le cercle imaginaire de l'infini comme cercle double et les surfaces du troisième degré qui l'admettent comme cercle simple. Nous nous bornerons à étudier les premières, en suivant la même marche que pour les quarliques bicirculaires. dont les cyclides du quatrième degré sont l'extension à l'espace.
Par un choix convenable des axes de coordonnées, une telle surface a pour équation (n° 571 )
(4o) (x*-hy*-i- s!)'- + \xn-+ S'y* -4- A"^-f- 2 B;r + 2 ]V y -+- aB** + G = o.
Toute sphère S la coupe suivant le cercle de l'infini, compté deux fois et suivant une biquadratique T. Soit
(4i) x^-hy* -1- -2 — itx — '2 riy — 2*(z -+- 0 = o
l'équation de cette sphère. Si nous posons
(42) P = lax -+- 2py -+- i^z — 0.
la biquadratique T est définie par l'équation (40 et la suivante :
(43) P2-+- A.r2-+- Aj 2 + A".s2-i- 2 Bx -+- 2 Wy -+- >]V z — C = o.
Comme au n° 573. cherchons les sphères bitangentes. Pour que la sphère S soit bitangente à la cyclide, il faut et il suffit que T ait deux points doubles, et. par suite, que S soit bitangente à la quadrique (43). Autrement dit. on doit pouvoir déterminer A de manière que l'équation
(44) P2 ■+■ Aa?» -+■ A 'y* -+- A" z 2
+ 2BX + 2B'/ + 2B"^ -+-C + X(:r2+-J2-r- 32— P) = O
représente un faisceau de deux plans, c'est-à-dire admette i;na ligne de points
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doubles. Les quatre équations
isPa + As+B -+- À i .r — x ) = o.
2 P 3 -+- A' j -}- B'+ À ( y — p ) = o, 2 P v -4- AT* -f- P," 4- }..c--;i=o,
P 8 -+- Bx -h B'y 4- B"z -f- G -H X l ■
doivent se réduire à deux. Ou bien encore, ces quatre équations et l'équation ( |î i doivent se réduire à trois, si l'on y regarde x, y. z, P. connue levariables.
En tirant x. y, z des trois premières équations (45). puis portant dans la quatrième, ainsi que dans (4*)3 on obtient deux équations en P, qui doivent être vérifiées identiquement. Par un calcul analogue à celui du n° o73. on obtient ainsi quatre conditions, qui. en réalité, se réduisent aux troi> suivantes :
2Ba
Elles s'interprètent comme au n" 573. La première donne X; elle est du cinquième degn'. La seconde représente une quadrique à centre, lieu du centre de S. Enfin, la troisième exprime que S est ortbogonale à la sphère
i fo
iBx
iR'r
" ^ A 4- X On a finalement l'énoncé suivant
Théorème. — Il y a cinq familles de sphères S bitangentes à la cyclide. Pour chaque famille, le lieu des centres est une quadrique L>. appelée déférente; les sphères de la famille sont toutes orthogonales à une sphère fixe X, appelée sphère directrice.
Les cinq déférentes sont homofocales. Les cinq sphères directrices sont deux à deux orthogonales.
La cyclide. est anallagmatique de cinq manières différentes | n" 425), les cinq sphères d'anallagmatie étant les sphères directrices i.
La cyclide possède cinq focales, qui sont les biquadratiques foui nies par l'intersection de chaque déférente avec la sphère directrice correspondante.
583. Tout ce qui a été dit aux nos 576 et 577 pour les quartiques bicireulaires à point double s'étend au.-?i aux cyclides à point double.
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Pour qu'une cyclide ait un point double P, il faut et il suffît qu'une des sphères directrices soit une sphère de rayon nul de centre P. La racine correspondante de l'équation (46) en X est une racine double. La cyclide est homothétique de la podaire de la déférente par rapport à P(').
Aux trois autres racines de l'équation eu)., correspondent trois familles de sphères véritablement bitangentes. Pour chaque famille, la sphère directrice passe par P. ainsi que la déférente, le plan tangent commun en P à ces deux surfaces étant un plan principal du cône des tangentes.
584. Cyclide de Dupin. — Une cyclide particulièrement intéressante et qui se rencontre dans une foule de problèmes de Géométrie est la cyclide de Dupin. Elle peut être définie de bien des manières, car elle possède beaucoup de propriétés caractéristiques. Une des définitions les plus simples est la suivante :
La cyclide de Dupin est l'enveloppe d'une sphère S dont le centre u décrit une ellipse E et qui reste orthogonale à un cercle focal C de cette ellipse.
Prenons pour axes des x et des y les axes de l'ellipse E et soient, comme d'habitude. ia et ?.b les longueurs de ce» axes. Supposons, pour fixer les idée-, que le cercle C ait son centre P sur Ox et soit OP = ;. On trouve ai>ément (n"538; que l'équation de cercle est alors
en posant, comme d'habitude, c2 = a- — b2. L'équation d'une sphère S est de la forme
x-~ y --h z2 — lax cos z — '^by sin z — - 8 =0.
Z étant déterminé par la condition d'orthogonalité avec le cercle (5o) :
«2î2 t. - ■> \a cosœ = — b2 -^- 0.
De là, on tire 0 et portant dans l'équation ci-dessus, on obtient
a"- z2 ( ji) x2 — y2-\- z2 — ia(x — £•) cosç — > bj- sin z H- b1 — = o.
(') On en conclut, comme au n° 577, que les cyclides à point double sont des podaires de quadriques. Le cône des tangentes au point double I' est supplémentaire du cône circonscrit à la quadrique à partir du point P. Tout cela peut se vérifier analyliquement, en formant léquat.ion tangentielle de l'anupodaire de la cyclide ( cf. n° 577 ) .
nées SOI
L'enveloppe de celte sphère a pour équation (n° 272 (52) lx*~-y*+z^bï -f-\ =4a*(a? — 02"l-4*2r2
ou, en ordonnant et posant m = — ">
— ■>.( ni- — b* is2— 8/naca? -f- />iv — 2/n2| a2 -1- c2)-!- è4 = o.
Telle est l'équation de la cyclide de Dupin. Elle est bien de la forme (4o).
58d. Indiquons maintenant quelques propriétés.
D'abord, la sphère (5i) pas-e par deux points fixes a et b. dont les coordonna ;. o. w = — b[/ —, — I1' Ces deux points sont sur l'hyperbole H focale de E (n° 52.') l. Chaque cercle caractéristique T passe par ces deux points n 280). La tangente at en a à T est la caractéristique du plan tangent en a à S ('). Ce plan tangent est perpendiculaire à au; il enveloppe donc le cône supplémentaire du cône de sommet a et de base E. Or, celui-ci est de révolution, puisque a est sur ia focale de E 1 n° o2-l 1 : donc, aussi le cône engendré par at. L'axe commun des deux cônes est la tangente oT à M. \ou- avons finalement la proposition suivante :
Théorèmi:. — La cyclide peut être engendrée par un cercle F, c/ ni passe par deux points fixes a et b de la focale de E et coupe celte focale sous un angle constant.
Ces points a et b sont des points doubles de la cyclide.
5S6. L'équalion (53) ne change pas, si l'on v change y en ;. c en 1. a en c, c en a et b en ib. On en conclut que la cyclide est susceptible d'un deuxième mode de génération, se déduisant du premier par les changements ci-dessus.
Il esl ai-é de voir que l'ellipse B devient l'hyperbole 11. Quant aux points a
et b. ils deviennent les points a', b' de E, dont l'abscisse commune esl :' — m — «
Le cercle C devient un cercle C, focal de H et dont le centre P' e-t la projection de a' et b' sur Ox. D'où :
Théorème. — La cyclide précédente est aussi l'enveloppe d'une spht dont le centre m' décrit l'hyperbole II et qui reste orthogonale à un cercle focal C de cette hyperbole. L'Ile peut également être engendrée par un
(') r est l'intersection de den\ sphères S infiniment voisines; donc at est l'intersection des plans tangents à ces sphères.
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cercle T'} gui passe par deux points fixes a et b' de E et qui coupe E sous un angle constant.
587. La cyclide est tangente à la sphère S le long du cercle Y. Les normales en tous les points de ce cercle passent donc par le centre «» et engendrent un cône (de révolution). II s'ensuit que V est une ligne de courbure (n° 346). De même, les cercles 1" constituent l'autre famille de ligne- de courbure. Ils coupent donc orthogonalement les cercles T.
Soit M un point de rencontre de V et u". La normale en M à la cyclide passe par les centres 10 et w' de S et de S'. Donc, elle s'appuie à la fois sur E et sur H. Les points w et <o' sont les centres de courbure principaux relatifs au point M. Le< sphères S et S' sont tangentes entre elles. Donc, chaque sphère S est tangente à toutes les sphères S' et vice versa.
On démontre que toutes ces propriétés sont caractéristiques de la cyclide de Dupin : c'est la seule sur/ace à lignes de courbure circulaires ou dont les normales s'appuient sur deux courbes; enfin, elle peut être définie comme enveloppe des sphères tangentes à trois sphères fixes.
T>88. Appliquons à la cyclide | 53) les résultats du 11" 382. L'équation (46) se réduit à
(a.ij — -y — C-+- — = o.
Le lecteur vérifiera qu'elle admet les racines — A' et — A', auxquelles correspondent la famille des sphères S' et la famille des sphères S. La somme des trois racines étant — A, la troisième racine est
Il lui correspond une famille de sphères S" bita/igentes, dont le lieu des centres est la quadrique
m- m- — c- m- — ai
qui admet E et H pour focales. Les sphères S" sont orthogonale-, à la sphère Z dont l'équation est
ac
et qui passe par les quatre points doubles a. b. a', b'.
589. Tore. — On appelle tore la surface de révolution engendrée par un cercle Y qui tourne autour d'une droite située dans son plan.
(J11 CHAPITRE XXXVIII. — COIRBES ET SI RFAOES DU 3e ET DU 4* DEGRÉ.
( >n [teut aussi le considérer comme étant X enveloppe de la sphère S décrite sur Y comme grand cercle.
Le centre w de S et Y décrit un cercle E. En outre, cette sphère et ce cercle rencontrent l'axe de révolution Oz en deux points fixes a et b. On peut donc considérer le tore comme une cyclide de Dupin; il correspond au cas où l'ellipse E de? numéros précédents est un cercle. L'hyperbole H est alors la droite Oz; les cercles Y' sont les parallèles et les points a', b' sont leurs points cycliques communs. Les sphères bitangentes S" ont leurs centres sur une quadiique Q de révolution, admettant le cercle E pour focale, c'est-à-dire le centre oj de Y comme foyer de sa méridienne. Elles sont orthogonales à la sphère S décrite sur ab comme diamètre; autrement dit, elles admettent a et b comme points conjugués; ou bien encore, le centre O de la surface a même pui-sance par rapport à chaque sphère S" et par rapport au cercle générateur.
Parmi les sphères S ", il v a les plans bilangents. qui sont les plans perpendiculaires à chaque plan méridien menés par les tangentes issues de O au cercle générateur de ce plan. Comme chaque sphère S . chaque plan bilan gent coupe le tore suivant deux cercles ('). Cette propriété est ordinairement connue sous le nom de théorème d')\on Villa/ ceau.
Si l'on prend pour axe des z Taxe du tore et pour plan des xy le plan du cercle E, si l'on appelle, d'autre part, a le rayon de E et II le rayon de T, l'équation d'un cercle méridien du plan des zx est
x- -+- 52 — xax -+- a- — R2 = o.
En v remplaçant ./ par y/.r--|- y- ( n° 360), nous obtenons Yéquation du tore (cf. Chap. XXV. Exercice résolu n° 2) :
(a'2 + /2-^- zn-~r <(>— H* ,1— 4a*(a7* + j^) = o
(5;) (a7*-t-.y»-4-*")»-2Ca>+R*)(af*^-^«)
(') Un plan quelconque de l'espace coupe suivant une quartique bicirculaire. I n plan tangent coupe suivant une quartique à trois points doubles, donc unicursale. Un plan hitangent coupe suivant une quartique à quatre points doubles, donc décomposée en deux coniques se rencontrant en ces quatre points, c'est-à-dire en deux cercles passant par les deux points de contact.
COURBES CYCLOÏDALES
o90. Etude géométrique phélimijvaire. — On appelle courbe cycloïdale la courbe Y engendrée par un point quelconque P du plan d'un cercle G', appelé cercle roulette, qui roule sans glisser sur un cercle fixe G appelé cercle base.
Ces courbes ont une certaine importance en Cinématique, particulièrement dans la théorie des engrenages. Elles intéressent aussi les géomètres par leurs nombreuses et élégantes propriétés.
Nous allons commencer par en faire une étude géométrique sommaire, qui simplifiera l'étude analytique plus complète que nous entreprendrons ensuite.
591. Appelons R le rayon du cercle G et R' celui du cercle C. Le premier sera supposé essentiellement positif. Quant au second, nous conviendrons de lui donner le signe -f- ou le signe — . suivant que les deux: cercles sont tangents intérieurement ou extérieurement ('). Il revient au même de poser R'=OM {fig- 69), la ligne des centres 00' étant orientée par la demi-droite OX qui va de O au point de contact M. Nous poserons, en outre,
Appelons 0 l'angle dont a tourné OX. à partir d'une position initiale quelconque Oa?, le plan étant supposé orienté dans un sens choisi une fois pour toutes. Considérons les mouvements des deux cercles par rapport à un plan qui serait entraîné par OX ou, comme nous dirons, pour abréger le langage, les mouvements par rapport
(!) Si l'on considcre les cercles comme des cycles (n° 168), ils doivent toujours ctre tangents et non semi-tangents.
à OX. Ces mouvements sont des rotations des cercles autour de leurs centres respectifs, c'est-à-dire des glissements des cercles sur eux-
Fig. 69.
mêmes. La longueur d'arc qui passe en M doit toujours cire la même pour les deux cercles, le passage se faisant en outre dans le même sens ('). Il s'ensuit que les angles dont tournent les deux cercles sont en raison inverse de leurs rayons; «le plus, les rotations ont lieu dans le même sens ou dans des sens opposés, suivant que les cercles sont tangents intérieurement ou extérieurement. Dés lors, si le cercle < ! tourne de l'angle algébrique a, le cercle C tourne de l'angle algébrique—- En particulier, si l'on compte les rotations à partir de la position initiale envisagée plus haut, on a a = — 8 et l'angle dont a tourné une demi-droite O'a entraînée par C est — ■ — Si l'angle de OX avec ()'). était primitivement to, il est devenu
(ox. O'à)
( ' ) Le lecteur n'a qu'à se figurer que les deux cercles sont des roues dentées engrenant en M.
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En particulier, pour 6 = ±m-, il devient ta — 2-; donc O'Xreprenc! la même position par rapport à OX, ainsi que tous les points I* entraînés parle cercle C.
Si le roulement continue, les nouvelles positions du cercle C dans le plan de C se déduisent évidemment des précédentes par une rotation de Fannie 2 hit: autour du point O. Toutes les courbes cycloïdales se superposent donc à elles-mêmes cpiand on les soumet à une telle rotation. Nous dirons c[ii'el/es admettent la période angulaire im~. La portion de courbe décrite pendant une période, c'està-dire quand 0 croît de 2/11-. sera appelée une boucle.
Si le roulement se poursuit indéfiniment, le point P décrit indéfiniment des boucles. Pour que la courbe se ferme, il faut et il suffit que la période 2///- soit commensurable avec la circonférence 2-, c'est-à-dire que m soit commensurable. Si m est égal à la
fraction irréductible — , la fermeture se produit au bout de a boucles
ou p tours complets autour de O. Si m est incommensurable, au bon' d'un grand nombre de tours, la courbe remplit pratiquement tout une couronne, si son trait a une épaisseur finie. Elle est évidemment transcendante, car elle coupe en une infinité de points tous les cercles de celte couronne.
59ï2. Considérons une deuxième demi-droite O'X faisant avec O'X un certain angle ©. Soient ( )\ et OX' deux positions de OX dont le^
angles H diffèrent de ///s. D'une façon précise, si '.O'X, O A j = es, nous prenons 9' = 0 -j- mz>. La formule (2) nous donne alors
,OX', O'À'J = 10 + 0 - =w =kO\. O'/J.
Donc, la position de O'X' par rapport à OX' est identique à la position de O'X par rapport à OX. Il résulte de là que les courbes décrites par les points de O'X' se déduisent des courbes décrites par les points homologues de O'X par la rotation qui amène OX sur OX , c'est-à-dire par la rotation mro. Autrement dit, deux courbes cycloïdales sont égales quand elles sont décrites par des points situés à la même dislance du centre du cercle roulette.
On peut donc se borner à étudier les courbes décrites par les points P d'une seule demi-droite O'X, déterminée, par exemple, par Haag. : Cours, II. 4"
GaG CHAPITRE xxxix
a condition co = o. Nous poserons | ' i
Si le nombre e, que nous supposerons positif, est égal à i . le poinl I' est sur C ; la eourbe est appelée épicycloïde ou hypocycloïde, suivanl ([ne le cercle C est extérieur ou intérieur à G, c est-à-dire, suivant que O' est extérieur ou intérieur au segment OM, ou enfin suivanl que m est extérieur ou intérieur à l'intervalle (o,
Si e i . P est intérieur à G', la courbe esl appelée épicycloïde ou hypocycloïde raccourcie. Si c ; ..... i . P est extérieur à G', la courbe est appelée épicycloïde ou hypocycloïde allongée.
Une courbe çycloïdale esl entièrement définie, m déplacement près, par les trois nombres
593. Appelons droites principales d'une courb< çycloïdale T les positions de OX. pour lesquelles le poinl P se trouve sur cette droite. D'après (2), elles sont données par
m ou
(5) G = m «> — km t..
/.étant un entier quelconque. Deus droites principales consécutives font un angle égal à une demi-période < - 1.
Les droites principales sont des axes de symétrie. En efiet, considérons une position C', du cercle C', pour laquelle I' se trouve en I', sur la droite principale OX4. Faisons rouler C successivement dans le^ deux sens et sur une même longueur il are : nous aboutissons en deux positions du point P, qui son! évidemment symétriques par
(') Le nombre a devrait êt,re supposé positif, si l'on prenait :(Te ivemenl I' sui »• À. Mais, il peut èire commode de ne pas s'astreindre à cette restriction et d'introduire, comme nous l'avons fait, la mesure algébrique O'P. !.<■ changement de signe de a équivaut au remplacement <le O a par la demi-droite opposé* esl ■> dire à une rotation de ni ~.
(- ) Si m est commensurablej l<- nombre des droites prin» ipales esl égal au nombre des boucles, si ce nombre esl pain 11 en est le double, si ce noml re esl impair.
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rapport à OX, (fig. 69). Comme ces deux positions apparliennenl à F. < >\, est bien un axe de symétrie de cette courbe.
Les points tels que I', sont, les sommets de la courbe. Ce sont les points les plus éloignés du cercle I) décrit par O'. Il- correspondenl aux maxima et minima du rayon vecteur OP; par exemple, OP, cs\ un minimum et OPo un maximum (fig- *>•) I.
D'après la théorie du centre instantané de rotation (t. 111 1. la normale en un point quelconque P de T est MP (cf. n° 595). En particulier, les normales en P, et P2 sont M, I', et M2PJ, c'est-à-dire les droites principales. Toutefois, dans le cas d'une' hypocycloïde ou épicycloïde, l'un de ces deux sommets, par exemple P,. se trouve sur C et, par suite, confondu avec M, : la normale M,P, esl alors indéterminée. Nous verrons que la droite principale OP, esl non plus la normale, mais la tangente ( n" 595 >.
Pour connaître la forme de la courbe I\ il suffit de construire la demi-boucle P) P.. el d'achever la boucle par symétrie. Cette forme peut varier beaucoup, suivant les valeurs de m et surtout de e. Elle e-t étudiée en détail dans les Exercices proposés n ' 8 ) 1 l.
5',)i. Autre mode de génération'. — L'angle pofaire t de O'X par rapport
à « ) x est donné par la fur mu le de Ghasles et la formule ( 1 ). En supposant oj = o,
nous a vous
en posant
I »ii déduit de lu que toute courbe eycloïdale peut être engendrée <\<- la manière suivante :
Un point V décrit un cercle E d'un mouvement uniforme 1 '); en même temps, ce cercle E est animé d'une translation telle cjue son centn 1 I décrive uniformément un cercle fixe D, de centre ' '. La courbe décrite par P dans te plan Jixe du cercle D est une courbe cj cloïdale.
Avec le- notations précédentes, le rayon du cercle E est (8) a — em R.
I No a s employons ces expressions cioémaliques pour faciliter le langage. .Mais. est bien évident que la notion de temps n'a rien à voir dans la question.
el celui du cercle D est
En outre, quand O' tourne de 6 sur D. P tourne de nO sur E; le rapport des vitesses angulaires sur E et sur D est n.
On remonte de ce nouveau mode de génération à l'ancien par les formules inverses des formules (7 ). ( 8) et (9). soit
R = frfi
an
On peut, sans changer la courbe, intervertir les rôles des deux cercles D el E. En effet, si l'on achève le parallélogramme 00' PO", le point O" décrit un cercle D' égal à E et de centre O, comme P décrit E et P décrit un cercle E' égal à D et de centre O", comme O' décrit D.
Ceci nous prouve que toute courbe cycloïdale peut être engendrée de deux manières différentes au moyen de ce nouveau mode de génération el, par suite, aussi avec l'ancien. Les nombres caractéristiques RI; nii, e\ de la
seconde manière sont obtenus en changeant a en b. b en a et n en — dans (101;
on trouve ainsi, entre les nouveaux nombres et les anciens, le» relations (11) »h-imi = i, Rj^eR. eei=i.
Si l'on change m en 1 — m et e en -> mais sans changer R. on obtient une
nouvelle courbe F, homolhétique de V dans le rapport -• Ceci s'interprète
géométriquement <!e la manière suivante : Prenons 0\ symétrique de O' par
rapport au milieu I de OM {fîg. 70), pui- P] tel que
o; Pi
Fi g. -o.
MP O.- P
Considérons enfin. les cercles C et C, passant par M et de centres respectifs O'
et Oj. Si ou les fait rouler sur C. les points P et l'i décrivent des courbes
.... ol7; O'M Ô\Ft
liomothetiqites, le rapport dliomoluetie étant -=- = -=- = »
OP OP <>',iM
Dan^ le cas particulier où e = i, on a aussi e, = i, P et Pj coïncident avec M
et décrivent la même épicycloïde ou hypocycloïde.
On peut conclure de là qu'on obtiendra, à coup sûr, toute» le- courbes
cycloïdales, en ne considérant que les valeurs de m inférieures à - nu. -i
courbes cycloïoales. ùi<)
l'on veut, en assujettissant le cercle roulette à ne jamais contenir le centre du cercle base (1).
59o. Etude analytique. — Prenons pour ;i\o d<- coordonnées deux diamètres rectangulaires du cercle base, l'axe Ox étanl le même qu'au n° o91. En projetant le contour 00' P sur les axes, on a, d'après i 6 l, (8) et (9 1,
( x = llf ( 1 — m) gosG -+- em cos/iOl, (m)
( >• = R[( 1 — m ) sin 0 — em sin «0 ].
Telles sont les équations paramétriques de la courbe .
Cherchons la tangente en P. A cet effet, différentions les équations ci-dessus :
( dx = — R(i — /n){sin 0 — e sin nO ; r/0.
( dy z=z R ( 1 — »i)| cos 0 — e cos « 0 1 r/0.
^ éritions que la normale passe par l<j point M < Pv cos8, B sin 9 >, c'est-à-dire que l'on a
(14 ) {x— R cosO) *£r -+- 1 >• — R sinO) c/k = o.
En utilisant les formules (12), on trouve (ii) .r— Rcos6= jr-> r — Rmii<) = -
En portant dans (i4)i on obtient une identité.
Etudions plus particulièrement le cas des épicycloïdes et hypocvcloïdes, caractérisé par e = 1 .
Les formules (i3) s'écrivent
' dx _ . . 0 / 1 \
— - = •> R( m — il sin cos I 0,
{dy D/ 0 . / 1 v
-V — 2 R( m — 1 1 sin sin 1 0.
rfo 2 /» V 2 /» /
(') C'est seulement dans celte hypothèse que nous emploierons les qualificatifs allongée et raccourcie pour caractériser les inégalités e > 1 et e < 1.
Si l'on ne fait aucune restriction, la troisième formule (11) nous montre qu'une courbe cvcloïdale peut être considérée à la fois comme allongée et raccourcie.
fi •;., CHAPITRE XXXIX.
On \<>it que l'angle polaire de la tangente est
■un
i! esl égal . la demi-somme des angles polaires de OX et O'à : donc.
la tangente QT esl parallèle à la bissectrice de l'angle XO'X. < >n en conclut qu'elle passe toujours par le poinl T diamétralement opposé ;; M >ur G' {fig. 69), conformément à la propriété de la normale vérifiée plus haut. En particulier, au point Q,, la tangente esl OX,. Gomme, en ce point, le rayon vecteur OQ esl maximum (hypocycloïde) ou minimum (épicycloïde), on a nécessairement un rebroussement.
Lorsque H varie de 0 à m-, a varie de 0 à 0 - 7* On vérifie qu'au
sommet Q2, la courbe est normale à la droite principale OX2 {cf. n° 593). En outre. <>ti en sait assez pour avoir une idée de la forme de la demi-boucle QiQ2. La figure 69 montre une boucle complète d'épicycloïde en trait plein el deux boucles d'épicycloïdes allongée el raccourcie en trait pointillé.
.')!IG. La tangente QT rencontre le cercle F l fig. 69) au poinl T. Le deuxième point di" rencontre T' est en relation très simple avec le premier.
v"ii ts l'angle polaire de l'un <>u de l'autre. < >n doit pouvoir délerminei / <!
manière à avoir les égalités
./• -+- À cos 7. — l\( 1 — -in) )cos<p. y -- /. sin y. = K 1 1 -a m isin ç ou, en remplaçant x, y el -v. par leurs valeurs el divisant par l!.
L ( r — m icosO -+- m cos I 1 ) 0 -+- =r cos ( 1 ) ( ) = t 1 — >t>> icoss,
( i — m) sin 8 -i- m sin ( 1 ) 0 — — sin ( 1 10 =(1 — 2 m (sin s.
m ) \\ nm J
éliminons /.. en multipliant la première équalion par sin l 1 10, la
seconde par cos ( 1 ) 0 et retranchant ; il vient, tous calculs fa ils,
m 8 i 1 — )— c \ — — sin :
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lin Les angles polaires des deux points T et T' sont finalement
Il sont liés par la relation linéaire 1 19 i (m — 1)0 — m:';- m -.
Réciproquement, si /es angles au centre de deux points T et T' rf 'un même cercle F 50/// liés par une relation linéaire, la corde TT" enveloppe une épicycloïde ou une hypocycloïde.
Car. en changeant au besoin l'origine des angles et choisissant convenablement m, on peut toujours identifier une telle relation avec la relation (19).
Cette propriété est en corrélation étroite avec la double génération signalée ;iu n° 594 {cf. Exercice proposé au n° 14 1.
o97. Abc, courbure, développée. — La courbe étant orientée (M par l'angle polaire a de >a demi-tangente positive, l'abscisse curviligne s du point Q est donné.-, d'après 1 1 5 ), par la formule
(20) rfê = 2R(w-I)suw
Intégrons, en choisissant Q, pour origine des arcs : (11) j={Rmfni-i)(i- cos ) = 8Rmi m — ijsin5-
La longueur d'une boucle est obtenue en faisant H = imr.. ce qui donne 8Rra(m — 1 ).
Le rayon de courbure p est, d'après (20) et (16),
ds in m(m — 1 ) . 0
( 2,%) 0 — —. - = 4 K sin
; di. ini — 1 nm
Comparons-le avec QM. On a
QÏÏcos/'z — - J = Rcos6
(*) Sur la figure %. la boucle QtQ2Q3 est orientée de Q! vers Q,. dans le cas de l'épieycloïde et de Q3 vers Q,, dans le cas de l'hypocycloïde.
ou, en utilisant i i ('),
-—-. . m dy m I i \
— QM «in a = ^- = s s 1 1 1 a . [ i — ■ |
m — i ciH m — i uni /
d'où
OM
Donc, le centre de courbure divise le segment QM dans un rapport constant < cf. Exercice proposé n" 7).
Les coordonnées (.r,, yt) du centre de courbure sont données par les formules
\ï i i .rt = .v — psin?., yx = }' ■+ p cosa.
On trouve, tous calculs faits ('),
I xt = ( ni — i ) cos 0 -r- m cos ( i — — ) 0 ,
) îffl-i [v m / J
I y, = h ni — i ) sin8 -4- m sin( ( — — ) 0 .
{ uni — i [ m j J
On remarque tout de suite l'analogie de ces formules avec les formules (12), où l'on a fait e = i. Les crochets sont les mêmes, au Mi;ne près de l'un des termes. On peut penser, dès lors, qu'il existe une relation géométrique simple entre les deux courbes représentées par les deux groupes de formules.
Effectivement, si Ton change, dans i 2") 1, 0 en 8 + m~, on obtient, tous calculs faits,
a"cos~/n rsin-m xsinr.w - ycosizm
.r, b= > ri = ■—
Ces formules montrent que le point (r,, yt ) se déduit du point (./\ j ) par une rotation de l'angle -n) suivie d' une homothétie de rapport ■ On conclut de là que toute hypocycloïde
(') Dans ee calcul, on remplace les produits
in sin 1 — U et 2 sin cus( 1 —
par des différences de cosinus ou de sinus. selon ks formules élémentaires classiques.
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ou êpicycloïde est semblable à sa développée (cf. Exercice proposé n" 7 du présent Chapitre et Exercice résolu n° G du Chapitre XXI i.
o98. Cas pauticuliebs divers. — I : m = — i: limAçoh de Pascal.
— Si m = — i , le cci rie C est égal au cercle < '.. sur lequel il roule extérieurement I fig< 71). A chaque instant, les deux: cercles sont
Fie. 71.
symétriques l'un de l'autre par rapport à leur tangente commune. O étant symétrique de M,, O' de O et P du point fixe P, de OM,. 11 s'ensuit que le lieu du point P est homothétique. dans le rapport 2, de la podaire de C par rapport à P,. C'est donc un limaçon de Pascal (n° 578). En particulier, V épicycloule à un rebroussement engendrée par le point Q n'est autre que la cardioïde.
Si l'on applique au cas particulier actuel les propriétés générales établies précédemment, on obtient des propriétés nouvelles du limaçon de Pascal et surtout de la cardioïde. Nous laissons au lecteur le soin de les én( tncér.
599. II : m = -: ellipse. -- Si m = -, le cercle C a pour rayon •2 2 1 «/
la moitié du rayon de C. Le roulement est. en outre, intérieur, de sorte que G passe constamment par O < fig. 72 |.
(V5 ', chapitre xxxix.
Les équations ( 12 ) deviennent
x = — (1 -h e) coso, y — — (1 — e) sm'i.
Les courbes Y sont donc des ellipses.
L' hypocycloïde à deux rebroiisscments, obtenue pour y = — , est le diamètre M, M, du cercle G.
Tout cela est évident géométriquement. En effet, l'angle au
centre MO Q est double de MOM,. puisque les arcs MQ et MM, sont égaux et que le rayon de C est la moitié du rayon de C. D'autre
part, l'angle inscrit MOQ est la moitié de l'angle au centre MO'Q.
11 est donc égal à MOM, et, par suite, Q se trouve sur OM,.
Le point Q décrit Or. car l'angle QOQ' est droit.
Quant au point P, il décrit une ellipse d'axes 0;r et Or. en vertu du n" oiO.
Si l'on prend le point P n'importe où dans le plan de C ', on obtient encore des ellipses, conformément à la généralisation du n° 540.
En appliquant la propriété générale du n° 595. on obtient une construction très simple de la normale PM à l'ellipse décrite par le point P (cf. n° 540).
600. III : m = -; hypocycloïde a ouatre rebroussements. Le cercle G est le - du cercle G, sur lequel il roule intérieurement. Occupons-nous seulement de l'hypocycloïde et faisons m = - et
e = i dans les équations (12). Il vient, en exprimant cos38 en fonction de cos8 et sin3^( en fonction de sinO (t. III ).
(26) ./• = Rcos:i0, jK = Hsin50.
On en déduit immédiatement l'équation ponctuelle de la courbe
I 27) xj -+■ y* —- l\*.
La formule (16) nous donne ç = — 0; d'autre part, nous savons que la tangente en Q passe par le point ï, qui est milieu de OM. On
COIRBF.S CYCI.QÏDÀLE8. 6)5
conclut manifestement de là que cette tangente est la deuxième diagonale du rectangle qui admet OM pour première diagonale et dont
les côtés sont parallèles à Ox et à Q y. Cette diagonale a pour longueur R; donc, V kypocycloïde à quatre rebroussements est Venveloppe d'une droite de longueur constante qui s'appuie sur deux
droites rectangulaires fixes.
(501. IV : m
; HYPOCYCLOÏDE A TROIS REBROUSSEMENTS.
Le
cercle C est le - du cercle G, sur lequel il roule intérieurement. En taisant m = ~ et e = i dans nalona
a? = — (2 cosO -+- C0S2O ), y
i 2 sinO — sinsO).
En posant tang - = t, on constate que la courbe est unicursale et du quatrième degré. En appliquant la formule de Pliicker (n° 212 i, on en conclut qu'elle doit être de troisième classe. C'est ce que nous allons vérifier, en formant son équation taagentielle.
Cherchons, au préalable, l'équation de la tangente au point P, de
paramètre 9. La formule (16) nous donne © = - -• L équation de
la tangente peut, dès lors, s'écrire
Chassant les dénominateurs et remplaçant x, y par | 28 1. on trouve, après un calcul facile.
A sin — b \ cos — s:n — = o.
L'équation tangentielle cherchée s'obtiendra en éliminant H entre
-in— cos— — sin —
En s'appuyant sur la formule
•36 . e /_ .,0 . ,0\ sin — = sin- | 3 cos2- — sin2- »
l'élimination est immédiate et donne
(3o) in it--r- e-)-;- Rk ( r'2 — — - j o.
L hvpocycloïde à trois rebroussements est donc bien une courbe de la troisième classe.
L'équation (3o) n'a pas de terme en (V3, ni en o -. La droite de l infini est donc une tangente double. Les deux points de contact s obtiennent en annulant le coefficient de w I a' 299 . ce qui donne
it2-f- Ps= o, équation tangentielle des points cycliques.
602. Nous allons démontrer que, réciproquement, toute courbe de troisième
classe bitangente à la droite de Vin fini aux />"inls cycliques est une hvpocycloïde à trois rebroussements.
Une telle courbe a taie équation tangentielle de la forme
(3i) w\ u"- — p2)-H/(Mj p) = o,
_/ désignant un polynôme quelconque homogène et du troisième degré en u. v, soit
(3a) /(«, v)= Attr+Btt>f + C«p!- l>>;.
Il s'agit de montrer qu'en choisissant convenablement les axes de coordonnées, l'équation (3i) peut se mettre sous la forme (3o). Or, si nous portons l'origine au point (.r0, y0) et si nous faisons tourner les axes de l'angle tp, les formules du changement de coordonnées en tangentielles sont (Ghap. I\. Exercice proposé n" 9),
u' = u costp ■+- v sinçp, v' = — u sin cp -+- v co> ç , w' = w -+- ».r0 + ri,,.
En remplaçant u, c, w par ces expressions dans (3o), nous devons obtenir
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l'éqtiation (3i). Eu faisant le calcul et identifiant, on obtient, pour déterminer les quatre inconnues a?o, y0i ©, R, les quatre équations
A = j?0-+- — cus'i( 3 sin2o — cos2s),
B = y<s-+- R sinç>( sin2ç — 3 c<>s'2o ), C = a"0-f- R c<>s z ( cos2o — 3 sin2 ep),
D = r0-f- — sin e ( -3cos2o — sin2©). o
En multipliant la première par 3 et ajoutant à la troisième, il vient
En combinant de même la deuxième et la quatrième, on a
Si nous retranchons maintenant la troisième de la première et la deuxième •le la quatrième, nous obtenons
l A — C = - R cos«p(3 sin2ç — cos2cp ). f D — B= - R sincp(3cos2o — sin- es 1.
qui doivent nous donner R et cp.
En éliminant R, on a l'équation eu o :
(36) (A — C)sin©(3 cos2s — sin2o) — ( D — ■ B)cos<p( 3 sin2 ci ■— cos2 œ) = o.
Elle est homogène et du troisième degré en siritp, cosçp et donne trois valeurs pour tangçp, qui correspondent évidemment aux trois tangentes de rebroussement de l'hypocycloïde ( ' i.
Elevons au carré les deux équations (35) et ajoutons, il vient, après un calcul facile.
A-C)2-HD -B)2=— R
En définitive, l'identification projetée est possible et l'équation (3i) représente bien une lïypocycloïde à trois rebroussemenls, dont les coordonnées du centre et le rayon du cercle base sont donnés par les formules (33), (34) et (3j), les trois tangentes de rebroussement étant données par (36).
(') Ces trois tangentes doivent former un faisceau régulier. L'équation (36) doit
donc être de la forme tang3? — k. hflcctivement, elle peut s écrire tangat? = .__.-. •
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603. La tangente à la courbe (3i) qui a pour coefficîenl angulaire m ;i pou r équation
y = mx — — — .
Elle est de la forme générale
z>( m ) ( 38 ) y — mx ; ,
C5| m | désignant un polynôme quelconque du troisième degré en ///. L'enveloppe d'une droite dont l'équation est de cette forme est donc toujours une hypocycloïde à trois rebroussements. Ceci esl un moyen commode de reconnaître de telles enveloppes.
60-i. Dans le cas <\r l'équation | 3o >. l'équation 38 i s'écrit
(39) Wm('^-x)
ou encore
i i<> ) (a? -H — 1 m*— m-y — nu K — x I — y '= o.
( - < * 1 1 e équation du troisième degré en m donne les tangentes issues du point P( x,y). En écrivant qu'elles une racine double, on « » 1 > i ï » ■ i i drait l'équation ponctuelle de l'hypocycloïde. En écrivant qu'elle a une racine triple, on obtiendrait ses trois points de rebroussetnenl i ' <.
Cherchons le lieu des sommets des angles droits circonscrits. \ cel effet, nous écrirons C|ue l'équation | {o i a deux racine.-. <\r produit -i. Le produit des trois racines étant — • « la troisième
racine est — : — -. Portant celle valeur dans i (o), il vient, tous
calculs faits,
' i" ** KT^C? I •
En (disant le même calcul pour l'équation généra Ii 18). on .i un pi pour trouver la position de l'hypocycloïde définie par cette équation.
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C'est l'équation du cercle tritangent. Donc :
Théorème. — ■ Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une hypocycloïde à trois rebroussements est son cercle tritangent (').
L' hypocycloïde ù trois rebroussements possède encore beaucoup d'autres propriétés élégantes, mais dont le développement nous entraînerait trop loin i - ».
GOo. Gycloïde. - Etudions maintenant le cas particulier où la courbe roulette est un cercle C et la courbe base une droite, que nous prendrons pour axe des x i fig. ~\ i.
Fi?.
Soit Q le point du cercle G, qui se trouve primitivement en O. Appelons H l'angle ' O'Q, O M '. On a. en grandeur el en signe,
ÔÂÎ = P.O.
Soit, d'autre part, 0'P= a.
Pour avoir les coordonnées du poinl P, projetons le contour OMO P sur les axes; il vient, en remarquant «pie 1 angle polaire de
la demi-droite O '() c>t. d'après la formule de Chasles, — - — 0.
(\'i) .r=K0 — rtsinO. y = |{ — «cosO.
606. Tous les points 1* situés à la même distancé a de O' engendrent des courbes se déduisant de l'une d'elles par des translations
,l) En cherchant ce lieu à partir de l'équation (38), on a un autre procédé pour i il e n t i lier l'hypoej ctoïde.
(■) Cf. Exercice résolu n 3 et Exercices proposés n s 27 à 31.
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parallèles à Ox. Car, remplacer P par P0 ( fig. -\ | revient à remplacer O par O0 tel que OO0=QQ0; de sorte que la courbe décrite
par P0 se déduit de la courbe décrite par 1* par la translation OO0.
La courbe entière décrite par P dans un roulement indéfini se déduit de la boucle (A) engendrée pendant un tour complet par des translations parallèles à Ox et d'amplitudes égales à tous Les multiples entiers de >r.l\. Cela est évident géométriquement et on le vérifie analytiquement en changeant 0 en 9 + 2- dans | \± i.
On voit également, soit géométriquement, soit en changeant 0 en 2- — f), qUe la droite x = nR est un axe de symétrie de (A), de sorte que la construction de la courbe totale se ramène à celle de l'arc (Ai engendré par une demi-rotation, c'est-à-dire en faisant varier h de o à -.
Lorsque H croit de o à -. y croît de R — a à I \ + a.
Pour avoir les variations de x. il nous tant prendre la dérivée
dx
— R — a cosO.
Si a P<- cette dérivée est toujours positive; donc, .r croît constamment, depuis o jusqu'à II-. La courbe a la forme indiquée en trait pointillé par la Ggure -\.
On l'appelle cyclo'ide raccourcie.
Si a R, la dérivée -n- s'annule pour une valeur 0, donnée par
cos8j
On a le Tableau ci-dessous
D"où la courbe en trait pointillé de la ligure -j: elle est appelée cycloïde allongée (*).
Si a = P>. la dérivée -r- est constamment positive, sauf pour 0 = o3
I '■ • En réalité, eHe a subi, par erreur, une translation I'.- suivant 0.r.
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qui l'annule, en même temps, d'ailleurs, que -jr - Le point 0 esl un point de rebrousse ment . dont la tangente est Oy, ainsi qu'on le
voit en cherchant la limite de — ou en se reportant au n° 607. La
courbe a la forme indiquée en trait plein sur la figure ~\; elle porte le nom de cycloïde.
DifférentioDS les formules ( \i i
i i'J i -77- = R — a cosO = y. — = a sinO = RO — x.
«0 au
( )n a l'identit»
qui exprime que la tangente est perpendiculaire à PM, conformément à la propriété du centre instantané de rotation.
Dans le cas particulier de la cycloïde. les formules 1 \\ 1 s'écrivenjt
dx D . ,0 dv n . 6 0
(.îi —77- = ïKsiii!-> -f- — al\ sin- cos-«
rf'J 2 c/'J 2 2
( )n en conclut que la tangente a pour angle polaire
L'arc s est ensuite donné par (46) ^2Rs,n-;
d'où, en prenant (_) pour origine.
J7) 5 = 4R ( r — eus- j = SRsin2--
La longueur d'une boucle, donnée par f) = 2 7:, est 8R. Le rayon de courbure p se déduit de (46) et de ( 45 I :
(48) p = -j- = — 4R sin-.
On en déduit les coordonnées du centre de courbure
l x-, = x — p cos - = R(0 — sin 0 ) = — a; — 2RO,
^, = y -h p sin - = — R ( 1 — cos 0 ) = — y.
Haag. — Cours, II.
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Ces formules nous montrent que le milieu du rayon de courbure est le point M.
On remarque aussi que les expressions de #,, yK en fonction de 'J ressemblent beaucoup à celles de x. y et l'on peut chercher à les ramener les unes aux autres. Effectivement, >i . dans i Jg), on change H en O-J-tc, on obtient
xx = R- -t- R(0 — siuO i = R- -f-#, jKi = — R — R cos8 = — î>. R -\- y.
On en conclut que la développée de la cycloïde est une cycloïde
égale, se déduisant de la première par la translation BO,. Elle est tracée en trait mixte sur la figure ~ \.
608. Développakte de cerci.i.. Considérons enfin le cas <ui c'est le cercle roulette qui a un rayon infini. Tout point P de C, c'està-dire de la tangente MT {Jig. 7 » 1, engendre une développante du
cercle C (ri0 317). Deux points différents P el V engendrent deux développantes, qui se déduisent l'une de l'autre par une rotation de
rangieïvop; = !^.
Si 1 on prend OP, pour axe des x el un diamètre perpendiculaire pour axe des y, les équations paramétriques de la développante décrite
par P sont
(5o) x = R(cosO — OsinO 1, y = R(sin6 — 9 cos8),
car MP = R9, si MT est orientée par l'angle polaire 0 — -•
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Dans ce ( Ihapitre, nous allons étudier quelque- courbes et surfaces classiques, qui n'mit pas encore été rencontrées dans les Chapitres précédents et qu'il est néanmoins utile de connaître.
609. Chaînette. -- La chaînette est une courbe plane définie par l'équation ( ' )
)hx
Sa construction est immédiate, puisque nous connaissons les variations de la fonction <\ix | t. 1. n° J09i. Elle a la forme indiquée sur la figure ~6. L'axe O)' est un axe de symétrie et le point V o. i i est
lu
un sommet. L'axe des x est appelé la base de la chaînette.
(') Cette équation n'est pas homogène et implique une unité de longueur particulière (n°3), qui n'est autre que l'ordonnée OA du sommet de la chaînette. Si 1< :i veut une équation homogène, il suffit d'écrire
Y = a cli - ?
a étant une longueur constante quelconque.
Calculons Varc AM = s. Nous avons
ds- — dx-(i -T- sli5/) = ch2.r. dx-;
d'où, en supposant la courbe orientée dans le sens des x croissants, l > , ds = cli ;r. dx
el , en intégrant,
'il s = slix.
L'angle polaire a de la demi-tangente positive MT est donné |>;u-
dx 1 dy
I î) cosa =•— r = — — , sina = -7- = tli a-.
7 «Y a- cli./- as
ds Cherchons le rayon de cou/bure p = -y Pour cela, il nous faut (h.. •s ' dy.
En différentiant la première formule ( i t et tenant compte de la seconde, nous avons
, , sh x dx
— t h x . dy. = — — p- — :
d' où
ax = — ; — • c h x
En tenant compte de (2) nou> avons finalement t "» 1 p = eh-./*.
Les coordonnées du centre de courbure sont ensuite ii. 1 X\=x — shrclu. y y = 2 char = iy.
La seconde formule nous montre que le centre de cou/hure ( . est symétrique de V extrémité N ûfe /« normale par rapport à M.
La développée est aisée à construire, d'après les formules ( 'i». Elle a la forme indiquée en pointillé sur la figure 76.
(HO. Tractrice, — On appelle ;iinsi la développant'' de la chaînette qui a pourpoint de dépari !<■ sommet \. Ses équations paramétriques sont, dès lors, en appelant maintenant t L'abscisse x «lu
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numéro précédent,
i' CC=t SCOS'X=l — tll/.
(7) lu,
La courbe se construit sans difficulté cl a la forme indiquée, en
lit mixte, sur la ligure ~<>.
La tangente en P a pour équations paramétriques
x = t — t li / — A si n y. = t —
iht,
i . i y = — : — - — A cosa == —
À cT77 =
On remarque immédiatement que y s'annule pour X — i . On conclu! de là la propriété suivante :
La tangente PT' I huilée à la base Oxa une longueur constante.
Pour cette raison, la tractrice est appelée quelquefois la courbe aux tangen tes ég a les .
Si l'on fait X = i dans la première formule I 8 I, on obtient x=t. Donc, le point T" est la projection du centre de courbure M sur Ox.
Le triangle rectangle MT'T nous donne ensuite
FM.FF= — PJ'1^ — i :
donc, le produit du rayon de courbure par la normale limitée à la base est constant (cf. Chap. XXI, Exercice résolu n° 2 i.
011. Caténoïde. — On appelle caténoïde ou encore alysséide la surface de révolution engendrée par la rotation d une chaîne! le autour de sa base.
En vertu du n° 363 et de la propriété signalée plus haut pour le centre de courbure de la chaînette, on voit que les deux rayons de courbure principaux a1" celte surface sont symétriques ; doue, la caténoïde est une surface minima | n" 337 i. C'est même la seule surface minima qui soit de révolution, en vertu de la réciproque établie à l'Exercice proposé n° 25 du Chapitre XXI \ .
Si l'on prend l'axe de révolution pour axe des -, 1er- équations paramétriques de la caténoïde peuvent s'écrire C n" 360)
(9) a? = chttcost>, y = ch u sin r. z = 11.
Vêlement linéaire ou. distance ds des deux points infiniment \oisins (u. i>)
et (u +- du, v -r- dv i est donné par mi" 3G5)
(10) ds* = r2di---i- di2,
en appelant /• le rayon eh u du parallèle et d -7 l'arc élémentaire de chaînette donné par la formule | 2). soit >h = ch u du. Portant dans (10 1. on obtient
(u) ds2 = ch2 in dv2 ~ du"- ).
On peut faire une carte de la surface en considérant u. v comme des coordonnées cartésiennes rectangulaires dans un plan in" 400). Il s'ensuit. par exemple, que les loxodromies 1 n" 365 1. qui correspondent aux droites de la carte, ont pour équation générale
(ra) v — k(u — u0).
Ce sont les intersections de la surface par tous les hélicoïdes gauches à plan directeur d'axe Oz > n" 619 |.
En particulier, les lignes as) inptotiques. qui doivent couper à 4^" les lignes de courbure, puisque la surface est minima, ont pour équation générale
(l3) u dz v = const.
\ous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'elles satisfont bien à l'équation générale ni 1 du n° 36i.
612. Pseudosphère. - On appelle aillai la surface de révolution engendrée par une tractrice en tournant autour cle sa base.
En vertu de la propriété énoncée à la lin du n" 010. le produit des deux rayons de courbure prineipaux esl constanl cl d'ailleurs négatif. Autrement dit. la pseudosphère est une surface de révolution a courbure totale constante et négative.
(h\ sait que la sphère esl une surface de révolution à courbure totale constante positive, ('/est l'analogie de ces deux propriétés qui a valu son nom ;'i La pseudosphère. Mais, bien entendu, aucune analogie île Corme n'existe entre les deux surfaces.
Signalons encore la propriété suivante :
Les sphères orthogonales à la pseudosphère sont égales. Cela résulte de ce que la méridienne a ses tangentes égales.
013. Spirale logarithmique. Elle est définie en coordonnées polaires par l'équation
• 1 î i p = e'"M, m = con-t.
ou
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mta = log ;o,
celle seconde forme expliquant l'origine du nom donné à la courbe. Sa construction est immédiate I fig. ~~) ( ' ). Si Ton suppose, pour
Fi g. 77.
lixer les idées, m > o, p tend vers zéro, pour w = — ce. Le pôle est donc un point asymptote.
Si Von fait tourner la spirale de l'angle w0 autour de son pôle. son équation devient
gin m uw = gW(ii(| f>mw
Tous les lavons vecteurs sont multipliés par embH ; la nouvelle courbe est donc ho mothé tique de la première ( - ) dans le rapport emtù°.
La tangente MT au point M est donnée commodément par la formule (n° 252 i
tans > = —r =
La spirale fait donc un angle constant avec le rayon vecteur (3). En la faisant tourner autour de son pôle, on obtient les trajectoires sous l'angle V des droites issues de ce point < '' >.
( ') Sur la figure 77. on a pris //; = -, Y = 63°3o\
(2) Cette propriété est caractéristique {cf. Chap. \\T\ |
(3) Cette propriété est également caractéristique. ('') Cf. Kxercice proposé 11" 11 du Chapitre WIV.
Calculons maintenant l'are de spirale. On a
ds*- = df- -f- r."- d'.>"- = e2""0 ( m2 -J- i ; <r/w2 ;
d'où, en introduisant l'angle constant ^ . pour éviter le> radicaux
, , , e"'Mdoj
(17) ds
puis, en intégrant,
pllthl
ri>s \
, os \
Donc. /V//c r/e spirale est proportionnel au rayon vecteur < ' 1.
Il est à remarquer toutefois que ceci suppose que V origine des arcs a été prise au pôle et cela nous prouve du même coup que l.i longueur dure comprise entre un point quelconque et le pôle esl finie, bien que ce dernier point sôit un point asi mptote.
Calculons le rayon de courbure R.
La courbe étant orientée par lare \. c'est-à-dire, en somme, dans le sens des to croissants, si nous adoptons pour \ l;i détermination
comprise entre o el -j conformément à l'hypothèse m o, l'angle
polaire de la demi-tangente positive est
On ;i donc
ds ds
(tx dto
inV
Le rayon de courbure esl proportionnel au rayon vecteur
Projetons le rayon dé courbure MM, sur le ravon vecteur ()/.. L'angle de 0\ avec la demi-normale positive MN étant \ -» la projection cherchée a pour mesure algébrique sur O),
R cos ( V -
= - KsinV = — P= MO.
Le point M , se projette donc en 0 el l'on peu! dire que le centre de
eau hure est V extrémité de la sous-normale polaire 1 :1 1.
(') Propriété caractéristique.
(-) Propriété caractéristique. Cf. Exercice proposé n 29 du Chapitre XXIV. Propriété caractéristique. Cf. Exercice proposé n Î8 du Chapitre XXIV.
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L'angle M, MO étant constant et égal à— - Y. le triangle rec-
tangle M,OM demeure semblable à lui-même, quand M décrit la spirale. Il s'ensuit que M, décrit une courbe déduite de celle-ci par une rotation et une homothétie et qui est, par suite, une spirale égale à la proposée. Donc, la développée d'une spirale logarithmique est ime spirale égale.
Pour préciser davantage, cherchons l'équation polaire de celie développée. L'angle polaire oj, de Mi peut être pris égal à to -t- -• L'angle de < IXj avec MIN
= Y. Donc, la projection de MM] sur <>/.,, c'est-à-dir
OMt = p,, esi
;, — \\ cos V = p '"I \ = m p = me
de sorte que l'équation polaire cherchée esi
(l\) pj = -.g»«fc>,.
Oji en conclut, en comparant avec iiii, que la développée se déduit de la spirale par une rotation de Vangle '•>,_, défini par Véqualion
e"'w. = me
loa m
01 i. Spirales d Ahchimède et hyperbolique. — La spirale d'Atchimède est définie par une équation polaire du premier degré :
Par une rotation convenable ('), on peut supposer n = o, c'està-dire prendre l'équation
La spirale e?t alors symétrique par rapport àOr. Elle a la forme indiquée sur la figure j8.
(') Celle rotation nous montre qut la spirale d'Archimède est égale à ses conchoïdes.
Pour construire la tangente en M, il y a avantage à calculer la sous -normale : p' = m. Elle est constante ( ' ).
Fig.
La spirale hyperbolique est définie par l'équation polaire : - i
m étant une constante, que nous supposerons positive. Elle admet O y pour axe de symétrie.
Si (o croît de o à -f-x. p décroît de + 00 à <>. Le pôle esl donc un point asymptote et il y a une branche infinie dans la direction ().r. Pour avoir l'asymptote de celle branche, nous remarquons que la sous-tangente en un point quelconque est constante (3) el égale à /??, en vertu de la formule (6) du 11" 2-)*2. La sous-asymptote esi donc aussi égale à ni. La courbe a la forme indiquée sur la figure 79.
Fis.
615. Hélices. - On appelle hélice la courbe que devient une droite D d un plan P quand on enroule ce plan sur un cylindre quelconque G, qui esl appelé cylindre rectifiant de l'hélice. 1 1 n a deux cas particuliers, don! nous allons d'abord non- débarrasser.
Si. pendant l'enroulement, la droite l> esl parallèle a as génératrices du cylindre, il esl clair qu'elle vienl s'appliquer suivant une de ces général rices.
Si, au contraire, D est perpendiculaire aux génératrices, elle vienl
(') Propriété caractéristique.
: 1 Elle ressemble a l'équation cartésienne d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes. D'où le non de la courbe.
i Propriété caractéristique.
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s' appliquer suivant une section droite. Ce n'est que dans l'hypothèse intermédiaire qu'on obtient véritablement une hélice H.
Prenons pour axe des z une parallèle aux génératrices et pour plan des xy le plan d'une section droite v. Soient wX la droite du plan P qui s'enroule suivant cette section, w son point de rencontre avec D et to\ la parallèle à Oc. Nous supposerons wX orientée de telle manière que D passe dans l'angle où X et \ sont positifs. L'équation de la droite D par rapport aux ;t\es coXl est alors de la forme
■ib i Y = rwX,
m étant une constante positive.
Dans l'enroulement, le point P<X. ^ ) de la droite D devient un point M de Fhélice, dont la cote c = Y et dont la projection m sur y a pour abscisse curviligne ? — X. si Ton prend pour origine des arcs sur cette courbe le point A où vient s'appliquer to et pour sens positif un sens tel que la demi-tangente positive en À soit w\. quand w \ ient en A.
Dès lors, si nous savons exprimer les coordonnées .r, y du point m en fonction de t. comme on a. d'après (20 .
(■iCt) z = m?,
on aura finalement les 1 1< >i- coordonnées x, y, z du point M en fonction de 7 et, par conséquent, les équations paramétriques <l' C hélice H.
616. Orientons II dans le sens des 7 croissants et prenons-y A pour origine des arcs.
L'arc AM = 5 e>i égal à wP sur la droite D, supposée orientée dans le sens des \ croissants. On a donc
iin V cos \
en introduisant l'angle aigu V = Do//, dont m e>t la cotangente.
La tangente MT en M à II est. à chaque instant, la partie non enroulée de D. Elle fait donc l'angle constant Y avec les génératrices du cylindre 1 ' 1.
(') Pour la réciproque, cf. Exercice résolu n" 9 du Chapitre XXIV.
f,j2 CHVPITRE XL.
Soit a l'angle polaire, dans ./ O r, de la demi-tangente positive //?/ à y. Cet angle et V sont la longitude el la colatitude (n° 30) de l;i demi-tangente positive MT. Les cosinus directeurs de cette demidroite sont donc
(>S) « = sinVcosa, 6 = sinVsiria, r = cn-\.
Ces différentes propriétés, qui sont à peu près évidentes par la considération de l'enroulement de la droite D, sont aussi très faciles A établir, dune façon d'ailleurs plus rigoureuse, par le calcul. Ou a, en effet,
< 29 1 dx — ûfocosa, dy — (h -in a. dz —- mdz:
d'où
ds- = dx2 -4- d)1 -+- dz1 = 1 1 — m- \dz- ;
d'où la formule (27). Si l'on combine ensuite cette formule avec (29), on a (11" 193)
dx dy d:-
a = — = sin V cosa, h = —r- = sin \ si 11 st , c = -7- = cos V. r/s rfs fifa
On retrouve les formules 1 28 i.
L'indicatrice sphérique (t) cfes tangentes est un petit cercle, de centre I
sur O ^, de plan parallèle à .r Oj'ct de rayon sin Y. < Irientons-leen prenant 2 -
pour angle |>olai re de sa demi-tangente positive y.O. Les cosinus directeurs de cette demi-tangente et, par conséquent, de la normale principale .MN à II sont
(3o) a = — sin a. b' - cosa, c'=o.
('eltc normale principale n'est autre que lx normale <m cylindre C. II s'ensuit que le plan osculateur T. M IN est, en chaque point de l'hélice, normal audit cylindre. On vérifie ainsi, dan- ce cas particulier, nue propriété générale des lignes géodésiques (') (note de la page !(><>).
L'abscisse curviligne s du point ;j. sur l'indicatrice est se sin V. I.e rayon de
(') L'hélice II esi é\ ide loneni une géndesique pour le cylindre C, car elle constitue le plus court chemin entre deux quelconques de ses points M, M . puisque, dans le plan (1*). la droite I» est le pi us court chemin entre les points homologues 1', P'. Voir la réciproque dans l'Exercice résolu n 9 du Chapitre \\l\.
COtlUiES ET SURFACES DIVERSES.
courbure de l'hélice est donc
Gî3
ds_ ds'
si a \ .dy. sin2 V </a
in2 Y
en appelant R le rayon de courbure (Je la section droite y.
La binormale MB a pour cosinus directeurs, en vertu des formules (3y) du n" 35.
cos\ cosse, b = — cosVsina,
sin Y.
On peut en déduire, ce qui est du reste évident géométriquement, que la seconde indicatrice est un petit cercle ( '/'), supplémentaire (•) du petit cercle ii\. On pourrait ensuite calculer, d'après cela, le rayon de torsion - (n° 325 ). Four varier, appliquons plutôt la formule de Frenet (n° 326)
da" ~ds~
nous avons, d'après (3-2 ) et (3o),
-, . d'J. SI 117.
Los V sina — = — ■
ds ~.
d ou
— i ds cos V d'x
— R sin Y cos Y
tangV.
On voit que le rayon de torsion et le rayon de courbure d'une hélice sont
i .v r, ■ i. i e i da a'
dans un rapport constant i '- |. hn appliquant la formule —j- = — > on retrou-
ds
verait de même la formule l Ji i.
liiT. Hélice circulaire. — ■ Une hélice particulièrement intéressante est YJiélice circulaire { :1 i, provenant de l'enroulement d'une droite sur un cylindre de révolution.
Voyons ce que deviennent les résultats généraux précédents dans ce cas particulier.
Prenons pour axe des j l'axe du cylindre C, pour axe des x la normale à ce cylindre au point A et un axe des y perpendiculaire à ;Ox.
Si l'on appelle / l'angle polaire du point m, nous avons <r = R/, R désignant le rayon du cylindre. Les équations paramétriques de l'hélice s'écrivent dès lors
x = Rcos/. ^=Rsin/,
kt.
(l) C'est-à-dire que les cônes de sommet O et de base ii) et (i) sont supplé-, mentaires.
(-; Pour la réciproque, cf. Exercice précité. (3) Il arrive souvent qu'on l'appelle simplement hélice.
<>KÎ
en posant
(33) k=mR.
Lorsque le point M décrit l'hélice, son déplacement suivant O; est constamment proportionnel à sa rotation autour de Oc.
Pendant un tour complet, le déplacement suivant G c est égal à 2 /. ~. Cette quantité s'appelle le pas de V hélice. Lare décrit MM est une spire.
Pour avoir l'hélice complète, il suffit évidemment d'en construire une spire particulière AA' et d'imprimer ensuite à celle spire des translations parallèles à Os et d'amplitudes égales à tous les multiples entiers du pas 1 ' ).
11 nous paraît inutile d'insister sur la forme de l'hélice circulaire. qui est celle de l'arête d'un filet de vis et, par conséquent, est bien connue de tout le monde. Il nous faut toutefois dire un mot du sens de I hélice. La constante /.' 1 qui est quelquefois appelée le pas réduit ou simplement le pas) étant supposée positive, on dit qu on a une hélice à droite, si le trièdre < >./ ) c est un trièdre à droite 1 u" ^N et une hélice à gauche dans le cas contraire.
Deux hélices de même ra\ on et de même pas. mais de sens différents ne sont pas superposables; elles sont symétriques par rapporta un plan, de même que deux trièdres trirectangles de sens opposés.
Si une hélice est à droite, un observateur couché le long de sou axe (-) voit le point M décrire l'hélice en montant, en tournant de droite et gauche. Tel est le cas d'un lire-bouchon et «le In 'dupait des vis, qui sont appelées, dans cette hypothèse, <\>- visa droite ( :I i.
(') Deux spires consécutives sont, en elle t . superposables par trans'alion. Plus généralement, <leu\ arcs quelconques MM et \V de même longueur peuvent élrc superposés par une rotation et une translation convenables. L'hélice g/isse sur ellemême, dans tout déplacement hélicoïdal de pas >/.- et d'a\e <>;. un tel déplacement étant défini comme résultant d'une rotation autour de 0-s combinée avec nue ovulation suivant 0 - ( cf. n° 366).
(-) < >n se rend compte aisément <iue le sens suivant lequel se couche l'observateur est sans importance.
(3) En artillerie, les rayures des canons dits ren es à droite sont également îles hélices à droite. Si l'on regarde l'intérieur du tube, on voit les rayures s'enfoncer en tournant de gauche à droite en passant par le haut, c'est-à due dans !«• sens deaiguilles d'une montre.
COURBES ET SURFACES DINEUSES
Quelques vis, dites vis à gauche, ont pour filet une hélice à gauche (').
618. Toutes les propriétés el formules établies au n° 010 s appliquent sans modification au cas actuel.
L'angle constant "\ sous lequel l'hélice coupe le> génératrices est donné par la formule
( 36) t an n \ = — -- — = »
en appelant/? le pas.
Les formules (3i i et (33) nous montrenl que V hélice circulaire est une ligne à courbure et à torsion constantes (->. puisque le rayon de courbure R de la section droite est constant.
Le rayon de torsion est négatif. On en conclut n 325 que le plan oscillateur tourne dans le sens positif défini par les axes autour de la demi-tangente positive, quand M décrit l'hélice dans le sens positif. Autrement dit, pour une hélice à droite, par exemple, ta rotation du plan oscillateur a lieu de droite à gauche. Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier directement en s'appuyant sur ce que le plan osculateur est normal au cylindre C.
019. Hélicoïde gauche a plan directeur ou surface de vis a filet
carré i - C'est riiélicoïde ( n° 300) engendré par le déplacement
hélicoïdal d'une droite G autour d'un axe O :■ qui la rencontre et lui est perpendiculaire.
On peut dire aussi que c'est un conoïde droit admettant pour directrice une Indice circulaire coaxiale au conoïde.
Ou bien encore, d'après ce qui a été vu au n° 010, c'est la surface engendrée par les normales principales d' une hélice circulaire
Si l'on adopte les notations du n° 300. l'équation de cette surface en coordonnées semi-polaires est
Ses équations paramétriques cartésiennes sont (38) x = ucosv, _y = a sin p, z = kv.
(') De même, quelques canons sont rayés à gauche.
(2) Pour la réciproque, voir Exercice précité.
(3) Elle est ainsi nommée, parce que les flancs du filet d'une telle vis en offrent un exemple concret. Un autre exemple est fourni par les escaliers dits en colimaçon.
CHAPITRE M. — CGIRBES ET SURFACES DIVERSES
Toutes les lignes a = const. sont des hélices de même pas.
Le plan tangent en M contient la génératrice MG et la tangente MT :,\ riiélice (u) qui passe par ce point. D'après ce qui a été vu au n° 616, c'est le plan oscillateur de ladite hélice. Donc, les hélices («) sont lignes asymptoilques de la surface ( n° o4'5). Les autres lignes asymptotiques sont, comme on suit (n° 374), les génératrices G. Elles coupent les premières à angle droit. Il s'ensuit que les tangentes asymptotiques en chaque point sont rectangulaires et. par conséquent, que la surface est minima (n° 3-i7 J.
En s appuvant sur la formule (i5) du n° 365, on trouve que Vêlement linéaire ou distance des points < «, v) et (' u -+- du. v 4- dv) est donné par
d.s°- = duP- -+- 1 u*- -+- k* ) d^ = ( u*- -t- k*- A ' "', - dv*-
Faisons le changement de variable
Ç du ,
U'=J\/^TP-=i°s{li /«*+*)■
En supposant | ' i, [tour simplifier, /. = i, on a (cf. t. I. Chap. \II. Exercice proposé nn 17 i
u = sh //'. u- 4- /. 2 = sh- u' — \ — ch2 u' ;
d'où
I !g) ds-=c\i-u'idu--thi<.
On retrouve la formule (î i). c'est-à-dire Vêlement linéaire de la catènoïde . On en conclut que si l'on étahlit, entre les deux surfaces, une correspondance telle que deux points homologues aient les mêmes coordonnées (*)(//. i , deux lignes homologues quelconques ont même longueur. Les deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre in" 400).
En répétant le raisonnement l'ait au n° 611, on voit que les lignes de courbure, qui coupent les ligne- asymptotiques à i*>\ ont pour équation générale
(4o) u ± v = const.
Dans la correspondance ci-dessus, elles sont homologues des lignes asymp-
totiques de la catènoïde et vice versa.
(') Cela revient à choisir convenablement l'unité de longueur ou bien ,\ faire une homothétie.
(2) Bien entendu, pour l'hélicoïde, u est la nouvelle variable //'.
ERRATA DU TOME 1 (COURS
Page 17, ligne 3 en remontant, au lieu de des m lettres, lire des m — 1 lettres.
Page 28, ligne 23, au lieu de b — — «', lire b = — b' .
Page 5o, ligne 5 en remontant, au lieu de convergente, lire divergente.
Page 5i, ligne 23, au lieu de va= — 1 lire vn = — •
Page 68, ligne 11, dans le crochet, au lieu de — x, lire -+- x.
Page qG, ligne 3 en remontant, au lieu de entre o et t., lire entre — — et -+- -•
Page 173, ligne 7, au lieu de x, lire x, y, z.
Page 184, ligne ai, au lieu de comme, lire connue. Page 206, ligne 9, au lieu de I xnx. lire t xm dx. Page 35o, équation (8), au lieu de A'j, lire \'L
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