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Construire l'expression x
Commençons par construire la longueur c =\/«- — 6-, au moyen du triangle rectangle ABC {Jig.i), dans lequel AC r= fe, CB ^r «, BA=c.
Fig. I-
Puis, choisissant une longueur À, nous devons construire (n° G)
(') Nous ne donnons pas d'exercices sur le principe de l'homogénéité, les occasions de l'appliquer ne devant pas manquer dans la suite de l'Ouvrage. Les vérifications de riiomogénéité sont, du reste, toujours très faciles.
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2 CIIAPITBE I.
Avant le choix de },, profitons-en pour amener des simplifications. Prenons, par exemple, À = v/«^-t- b~-z^ BD (CD perpendiculaire à GB et égal à CA). Nous avons, en remarquant que a^ -\- b^ est divisible par <2-+ 6%
Mais, on peut écrire :
Donc
Gonstruisons la quatrième proportionnelle z-=: — r:= AF( AE = BC,EF
parallèle à BG). Nous avons y = y/c--t- x;^= BF.
Il ne nous reste plus qu'à construire la moj'enne proportionnelle entre \ et y, ou BD et BF, pour avoir x.
Get exemple montre comment, tout en appliquant les méthodes générales, on peut simplifier quelquefois les constructions par un choix judicieux des longueurs arbitraires.
Construire la longueur x^=: \]i -\- y
Rendons homogène (n^i); u représentant l'unité de longueur, nous avons
Nous allons maintenant construire y et ;, telles que
y- = 2 U' et z- = \ 7 u'\ La première longueur nous est donnée par le triangle rectangle isos-
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cèle ABC(AB = BG=: «, AC=:r) {fig. i). La seconde z — \/yû' s'obtient par la mélhode générale du n" G. Prenant À ■= u, nous cons-
truisons
l'uis
HOMOGENEITE. CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES.
:= i/ ^ = \^- a' = \/ a .: u = BE{bD = - Il ).
Z= \/Ju =: BG.
Portant enfin BH := AC, nous avons x ^= GII.
EXERCICES PROPOSÉS
. ^ -11 f a- -T- b- a' -\- b^ à* ^ Ij^ c- -r- h'
GRANDEURS ORIENTÉES. PROJECTIONS
EXERCICES RESOLUS
1. Etant donnés quatre points M, A, B, C sur un axex'x^ démontrer la relation
(i) ÏÏÂ\BG + \rB\CÂ4-MG\ÂB + BC.CX.ÏB = o.
Prenons le point M pour origine des abscisses et soient a, t, c les abscisses de A, B, C. En appliquant la formule (9) du n° 10, la relation (i) s'écrit
Or, les trois premiers termes constituent le développement suivant la troisième colonne du déterminant de Vandemonde (t. I, Exercices, Chap. XXIII, Exercice résolu n" 2)
(3) Il I a a"- ||.
On sait {^loc. cit.) que ce déterminant est, d'autre part, égal à {b — a){c — «)(c — /^), c'est-à-dire au quatrième terme de (?.) changé de signe. L'identité est donc vérifiée.
Généralisation. — Au lieu de prendre M sur x' x, on peut le prendre en dehors. La rtdation (i) subsiste. En efiet, projetons INI en F sur x'x\ nous avons
mX' = \ïp' + fâ', mb' — âîf' -h pb\ mc' = mïï'+ïïc'.
En portant dans (i), nous pouvons décomposer le premier membre en deux parties. La première s'écrit
ÂTPÏBC-f-CX + ÂB)- Elle est nulle, en vertu de la formule fie Cliasles.
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La seconde se déduit de (i) en remplaçant M par P. Comme 1* est sur x' X. elle est nulle, d'après ce qui précède.
La relation (i) ainsi généralisée porte le nom de relation de Stewart.
2. Sur une courbe orientée fermée , on considère deux points mobiles M et i\. dont les abscisses curvilignes x et y vérifient V équation linéaire
(i) Aa.-^By-4-Cirro.
'xFp
Trouver^ sur la courbe^ un point P tel que -^^^^ :=const.
NP
Soit s Tabscibse curviligne de 1*. Si on le prend pour nouvelle origine, l'équation (i) devient (n° 12)
Si l'on choisit convenablement les déterminations de x' et r', le
.r' rapport —, doit devenir constant, sous la seule condition (2). Pour cela,
il faut et il suffit que léquation (2) n'ait pas de terme constant :
( A + B)5 ^ ( AA- -}- B/.')L ^ C = o.
Laissant de côté le cas où A -h B serait nul, on a pour abscisse du point P
^^^ ^ — X^Tb- a + b ^-
Pour avoir toutes les solutions, on doit donner toutes les valeurs entières possibles à A et A'. Mais, si Ton augmente A et A' du même entier m, s est augmenté de — mL, ce qui ne change pas le point P. En prenant /?i =3 — A', le nouveau A' est nul et Ton voit que la solution générale est encore donnée par
(^) » = -ÂTb-'tTb''-
Pour que deux valeurs de A, soient A et Aj, donnent le même point, il faut et il suffit que (A- — A, j -r-— — 0 ^^it entier. Ceci n'est pas possible
si estincommensurable. Il va,danscecas, uneinftnitédesolutions.
Si est, au contraire, éi^al à la fraction irréductible - (^ > o),
on aura seulement q solutions, obtenues en prenant, par exemple, /.• = o, I, 2, . .. (v — i).
3. Dans un plan orienté^ on donne Vaxe polaire Ox et les demidroites Oy et 0^, d'angles polaires respectifs 27° et ■249.". Sur Oy, on prend deux points A et B tels que AB = + 4^5. Sur Oz, on prend les deux points E e^ F tels que Eb^ =1 — 3,2. On construit le carré ABCD, dont le sens de parcours est celui du plan et le triangle équilatéralY^Gt. dont le sens.de parcours est im'erse de celui du plan. Calculer :
1° Les projections orthogonales des côtés et des diagonales du carré sur Ox;
2° Les projections orthogonales des côtés du triangle sur la diagonale Y^h {').
__^ — t 1° Les angles polaires des vecteurs AB, BC sont respectivement 27°
et 27° + 90°. Leur longueur commune est 4,5; leurs projections orthogonales sur Ox sont donc :
4,5 cos27°:=+ 4,01 ; '1,5 cos(:>7''-i-90°) =: — 4,5 sin27°=: — 2,04.
Les projections de CD et DA sont opposées aux précédentes, soit — 4, 01
et + 2,04. La projection de AC est la somme algébrique des projections
de AB et BC, soit + 4,oi — 2,04 =:+ i ,97. La projection de BD est la
somme algébrique des projections de BC et CD, soit — ^2.04 — 4, 01 = — 6,o5. Comme vérifications, on peut remarquer que les angles polaires
4e AC et de BP sont 27°-+- 45»= 72° et 72"-}- 90°, leur longueur commune étant 4,5 v/2 =:6,37. ^^ ^°''^ donc avoir :
-1- I ,97 z= 6,37 COS72°
et
— 6,o5 = 6,37 cos(72"+ 90°) = — 6,37 sin72°,
ce qui est bien vérifié, à 0,01 près.
2° Les îingles polaires des vecteurs EF, FG, GE sont respectivement
(') Le lecteur est prié de faire la (igiu'e.
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L'angle polaire de DB est 27° — 45" = — 18''. Donc, les angles de EF, FG, GE avec DB sont
62°— (—18") = 80°, — .ÎS"-^ i8° = — 4o°, — i78° + i8°r=— 160°.
Les projections demandées sont donc :
ô , 2 cos 80" = 0 , ')oS , 3 , i cos 4o° =r 2 , |6 ,
3 , 1 cos 1 60° = 3,2 cos 20° =: — 3,01.
Leur somme algébrique est nulle, couformémenl au théorème des projections.
EXERCICES PROPOSÉS
1. Les points M, A, B, G étant pris sur un ax.e, démontrer la relation
ÂTX.BCh- MB.CÂ. +MG.AB = o. {Cf. t. I, n" 319.)
2. Les points M, A, B, G, D étant pris sur un axe, démontrer les relations
Î^.CD.Îm-CÎ5.M.ÂG4-DA.ÂB.BD — ÂB.BC.GÂ = o,
MA . BG . GD ."DB - MB . CÏ) . DÂ .ÂG
+ MG .M .ÂB .lÏÏ) — MD .ÂB . BG. GÂ = o,
MÂ\ ml. CD . M — Mb' .T^ . DA . ÂG
+ MG \ DÂ .ÂB . BD — Md'.ÂB . BG . GÂ = o.
I Introduire des déterminants. {Cf. Exercice résolu n° 1 ).]
3. Étant donnés les deux points A et B, trouver, sur la droite qui les
. „ , MA AÏB ,,-,, , ,,
loint, un point M tel que -r=^ = ^=- • (G est ce qu on appelle/J'a/7a^e/-
AB MX
le segment AB en moyenne et extrême raison.)
k. Étant donnés les trois points A, B, G sur un axe, trouver un point M sur cet axe tel qu'on ait une des relations
W> .MG + MG .MA + MÂ.ÀÏB = o, ma' + MB ' + Mg' = 3 MA . MB . MG.
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5. Etant donnés deux pcjinls A et B sur une courbe fermée orientée,
MA
trouver tous les points M pour lesquels ^::;^ a une valeur donnée m.
MB
Nombres de solutions.
6. Étant données deux demi-droites OA et OB d'angles polaires a elb,
trouver une demi-droite O À telle que \0A, O/./ = \0/., OB/. (Bissectrice.)
7. Etant données trois demi-droites OA, OÂ, O)/, d'angles polaires respectifs a, œ, o' , calculer les angles polaires des symétriques OB et OB'
de OA par rapport à O}. et O/', ainsi que VOB.OB'/. Cas où O/. et 0>/ sont perpendiculaires.
8. Soit un triangle équilatéral OAB. On oriente son périmètre dans le sens OAB et le plan dans le sens de ce périmètre. On oriente la droite
x' X qui porte OA suivant le sens de OA. Puis, sur le côté OB, on construit un carré OBCD tel que le sens de parcours OBGDO soit cielui du plan. Sur CD on construit un triangle isoscèle CED, rectangle en E, également orienté dans le sens du plan. Enfin, sur DE on construit les deux, triangles équilatéraux DEF, DEC Calculer les abscisses des projections orthogonales des pointsB, C, D, E, F, Gsuri;'x, l'origine étant en O et en supposant (JA=i.
9. Dans un plan orienté, on donne trois demi-droites OA, OB, OC.
Sachant que (oB, Ocj = a, (oC, OA j =b, (oA,OB/ =: c, trouver la relation qui existe entre les projections orthogonales x,y,z d'un vecteur (juelconque du plan sur ces demi-droites (prolongées au besoin). Même question en supposant la projection sur chaque demi-droite faite parallèlement à la suivante (ou à la précédente).
COORDONNÉES
EXERCICES RÉSOLUS
1. Soient trois ajces reclan^uLairea ^ayz. On donne dans le plan des xy deux points Ai(a7,, ji, o) et A^ix^^y^-, o). Sur le segment A1A2; on construit un triangle éqailatéral AjAjAj tel que son périmètre, orienté par les axes, ait pour sens positif le sens A1A2A3. On fait
tourner le triangle de l'angle 5 autour du vecteur AjA,. Le point Aj
vient en \.^. Enfin, on construit .s«/- A, A., A'., un tétraèdre régulier dont le quatrième sommet A; se trow^e dans la région positive du plan o/7'e/i^e A, Ao A^, . On demande de calculer les coordonnées des points X^^ A3, A; en fonction de x^^y^.x^, y^. 5, ainsi que les coordonnées du centre de gravité du tétraèdre. On calculera enfin les cosinus directeurs des six arêtes dans V hypothèse où la longueur A, A, égale i.
Introduisons comme inconnues auxiliaires la longueur p = A,A., et l'angle polaire o du vecteur .AjAo dans le plan des xy. Ces inconnues sont liées aux données par les équations
(i) J7, — x^^= pcoio. y. 2 — y,:=psinç5,
obtenues par projection sur O^ et sur O v.
Coordonnées de A3. — On a l A, A,, A, A,/ = ^' L'anglepolaire de A, A3
est donc 9 -h ^" • Kn projetant le contour OA1A3 sur Ox et O v, nous avons
X3=Xi-i-pC0S{O -^ j j, J3=z j, -i-p sin I 9 -r
x^^ Xi-{- o[ ces Ci cos -^ — sin o sin -^ j j
Vj = y, -h p ( sin o cos ^ + cos 9 siu ^ j
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OU, en tenant compte de (i),
Xg = j:-i + ( .r, — .r , ) cos -^ — ( v-^ — y , ) sin ~
J'3 — Ji-i-(.r2 — Ji)cos 7^ -+- (.ro— a',)sin-;
J?i-+-'^'-2 , . (Ti — r2)\/'^
/i + .r.. , (.r,— jr,)v/^
Coordonnées de A^. — Menons les hauteurs A3 II et A'j H {/ig. 3). Le
Fiff. 3.
vecteur HA., a pour angle polaire 9+ i" dansj^Oy. Prenons cet angle
pour longitude de HA.j. Si nous remarquons que le sens positif de rota-
tion défini par le vecteur Ai7\, dans le plau perpendiculaire AsHA'j est le
sens de H A3 vers Hz, nous pouvons prendre 9 pour latitude de HA:, (n" 3[)). Dès lors, les cosinus directeurs de HA!, sont (n° 30)
cos^' cos
cos y sm o +
;in9
ou
cosÔsincp, cos 9 cos 9, sinÔ.
Quant à la longueur HA', = HA3, elle est égale àp
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iMifin, le point 11. milieu de AiA,, a pour coordonnées — — -
) o (n° 23). Si nous projetons afors le contour 011 A', sur les axes.
nous avons
\/3 r, . , .ri-+- Vo 0 COSySHlO, J's = ~
0 — cos'> COSO,
ou, en tenant compte de ( i),
avec (n" 161 )
+ (y. — y2)^cos9,
■ ■ 1- (.37.2 — ■^l) COS&,
sin 5,
P = \/( J?.2 — J^l )- -+- ( fi — Jl )'.
I>n faisant ^=:o, on retrouve les formules (2).
Coordonnées de A,. — Soit 1 le centre de A, A, A.j. Le vecteur lA. a pour longueur
\/-(lf)-^r
11 est perpendiculaire au plan AiA^A.. De plus, si l'on amène O:;
sur lA;, 0/ sur lAj. O .'• doit prendre la direction et le sens de AjA,,
parce que A; est dans la région positive du plan AiA^A'j (n°27). Il
s'ensuit que vIAj, IA4/ =; - dans le plan AjH^ orienté par A, A o. Si donc
l'on prend encore o poiirlongitude, on devra prendre 9 -\ — ^ pour latitude
de lAi. Les cosinus directeurs de lA^ se déduisent donc de (3) par le changement de 5 en 5 -(- -< ce qui donne
(0) sin5sînc5, — sinScoso, cos5.
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Enfin, les coordonnées de I, centre de gravité du triangle Ai AgA'.j sont (no^S) *
■^i+^^2 (ji — 72)v/3
cos9,
; Ji + fi _^ (.r. — .gi)v/3 I T^-^ -^ 6
p ^T- sin 7.
COSÔ,
Si nous projetons alors le contour OIA., sur les axes, nous avons
/ _a^^-hJr^ (y,_y,)y/3
i/|sin9(ro-
(y) \y'.= - — + ^ ^ COS0
i/-sinÔ(.r, — .r,;
.ri + .>'
(.rj — .rg) A,
-4 = p( ^sinÔ+ y/icos9).
en posant, pour simplifier l'écriture,
(S) A=z ^cos9— t /|sin9.
Coordonnées du centre de gravité. — Ce sont (n° 23) .z-, -+- X.2 -\- œ'.^ -\- x^ .l'i + J-2 H- J:'t + .74 -
i^(ri— 7^;
en posant
PI V
- cos 0
B=r VcosÔ— y i/4sin0.
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Cosinua directeurs. — Les arêles ayant pour longueur l'unlle. leurs cosinus directeurs sont leurs projections sur les axes, lesquelles sont données par la formule de Chasles, soit
A,A., : x, — x^, r, — ji, o;
[ jc, — j:, , . v^ ^
l — = + (/i — j2)-:7co>9,
I ■r'-y.r-^^(^,_-^,)^cos9, :^sin5;
( •!l=^-(j,-y.)^cos5,
y^-'''-(x,-x,)^cose, -^sin9;
_J L 4- ( ^j — rojA, ; {■^i — -■'2;^»
A.Av
fLl^ + (,,-j,)A. r^ _(,.,_.,) A,
^^si.9+y/|cos9;
en posant
2 Étant donnés deux trièdres trirectangles Oxyz et Ox'y'z de même origine, trouver tous les points qui ont mêmes coordonnées peurapport aux deux trièdres. On supposera successwement les deux trièdres de même espèce, puis d'espèces différentes (').
Partons des formules du changement de coordonnées (n» 35) et supposons-y :x = x', y = y, z^z'.Les coordonnées (anciennes ou nou-
(<) Cf. t. I; E.rerc., Cliap. WIV, Exercice proposé n- o.
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velles) des points cherchés doivent vérifier le système
i {a — 1 ) cr H- a' y + r/' ^ = o,
(i) < bx -\- ib' — \)y -^ b" zz=zo,
! ex -\- c' y -T- ( c'' — I ) - = o.
Premier cas : Trièdres de même espèce. — Le déterminant ô du système (i) est nul. En elfet. si on le multiplie par
en faisant le produit colonne par colonne (n° 283) et tehant compte des relations (Sa) et (33) du \\° 35, on retrouve ô, où l'on aurait changé les signes de tous les éléments, c'est-à-dire ( — i)^ozz: — o. Comme A = I (n° 35), on a ô :=r — ô :^ o.
Je dis que, d'autre part, si les trièdres sont distincts, les mineurs du second ordre de ô ne sont pas tous nuls. En effet, en ^nnulant les nnineurs relatifs à la diagonale principale, on trouve, en utilisant les formules (89) du n° 35.
Or. en ajoutant les deuv premières de ces égalités, il vient c''=i. De même, a = i, b' :=zi. Ceci n'est possible que si O;;' coïncide avec O^, Ox' avec Ox et Oy' avec Oy.
Ce cas banal étant écarté, nous voyons, d'après la théorie des équations linéaires homogènes (n° 292), qu'il y a toujours une infinité de solutions, d'ailleurs proportionnelles. Donc, une infinité de points répondent à la r/uestion: ils sont sur une droite OÀ issue de l'origine (n« 25).
On peut obtenir, sous une forme élégante, les paramètres directeurs de cette droite par l'artifice suivant : Multiplions la première équation (i) par a, la seconde par ^, la troisième par c et ajoutons; il vient, en tenant compte des relations (82) et (38) du n° 35,
{a — \)x -{- by -\~ czz^o.
lîetrauchant de la première équation (i), on a
En permutant circulairemenl les lettres et les accents et supposant
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les différences c' — h", a' — c, b — a' non toutes nulles, on obtient
Les différences ci-dessus peuvent donc être prises pour paramètres directeurs de 0/..
On peut d'ailleurs vérifier, et ceci est une nouvelle démonstration de l'existence de OÀ, qu'en les substituant dans (i) à la place de jc- y, z-, on n'obtient que des identités.
Ceci est en défaut si»c' =: h' , a''= c, b :^ a . Mais alors', il suffit de remplacer, dans (I), Xj y^ z par i — a. b, c, ou bien par a'^ i -\- b' , c, ou bien par a", b", i -f-c". On obtient encore des identités. Donc, OÀ a des paramétres directeurs proportionnels à l'un quelconque des trois groupes de nombres ci-dessus. On peut d'ailleurs observer que le premier groupe
définit la bissectrice de ' Ox, Oo: / (cf. Ivxercice proposé n°lli, le
second d-Hinil la bissectrice de \0v,0y'/ et le troisième la bissectrice
de \0c. O z' I . Ces trois bissectrices coïncident donc avec 0/. i ' i.
(') On peut toutefois se demander si les trois équations c = b' , a" = c, & = a' jointes au\ si\ relations (32) et (33) du n" "25 ne déterminent pas complètement le trièdre Ox'y' z , la solution unique étant précisément le cas banal de la coïncidence. Il est facile de voir qu'il n'en est rien. Si l'on pose c' — b" ~ a, a'=c= p,
b — a ■=^ ■', on trouve, en portant ces valeurs dans /y = eu' — ac . a = '—^ — i. De
même, b' — ^^ i , c" = -^ i .
On a maintenant les neuf cosinus en fonction de t., [î. -.-. En portant leurs valeurs dans (02) et (33), on constate qu'on obtient l'unique relation
( 1 ) 'i- Y" -I- Y* a- -^ a- 'i- = 2 a^^ÎY-
Il y a donc une infinité de triédres satisfaisant aux conditions ci-dessus: ils dépendent de deux paramètres, par exemple a et ,3. On peut vérifier la relation (i) en posant
a = sinO sin -^j
sin h cosï.
I sm ^ cos'.; cos- -•
On trouve alors que la bissectrice coiamune aux trois angles xOx.yOy', zO z'
;i pour cosinus directeurs cos- cos s, cos -sin g, sin-, donc 5 pour longitude
et - pour latitude.
On a, de la sorte, les neuf cosinus du trièdre sj'niétriquc du trièdre de coordonnées par rapport à une droite O a quelconque.
Deuxième cas : Trièdres d'espèces différentes. — Le déterminant 6 n'est plus identiquement nul. Si on le développe suivant la première ligne, en tenant compte des relations telles que — «= b' c" — c' b" (n° 35),
on trouve
Donc, pour qu'il y ait des solutions autres que l'origine, il faut et il suffît qu'on ait
cos>r0.r' + cos/Oy'+ cos^O:3'=: i.
Celle condition remplie, loule solution de (i) doit vérifier (2), si l'on suppose les différences c' — b", a' — c, b — a' non toutes nulles. Mais, si l'on porte les valeurs (2) dans la première équation ( i ), on trouve
fJe mèine, les deux autres équations donnent a" — c = o, b — a'=o. Ceci nous montre que le système (ij ne peut être vérifié, dans le cas actuel, que si l'on a aussi (')
Mais alors, il est aisé de vérifier que tous les mineurs du second ordre de 0 sont nuls. Les équations (i) se réduisent à une seule. II y a une
(') Comme loul à l'heure, les équations (5) entraînent
avec l'unique condition, qui exprime aussi (3),
qui perrriel de poser
a = — sinO sin :
! y-J _,_ Y' a- + a' |ï= = — 2 a^iy,
sinOcos», y— — asin » cos» cos'^
[.e liirJrc oppiist' A O.v y' z' loïncide avec celui de la note précédente (chani;er les signes de a, [t,, ■;, a, b' , c"). (Jn en déduit sans peine que Ox'y'z' esl symétrique de Oxyz par rapport au plan perpendiculaire à 'a droite appelée précédemment 0)>. Ce plan n'est autre (jue P, car il esL aisé de vérifier que les cosinus directeurs de 0/. sont proportionnels aux coeflicienls de cliacune des équations (i).
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infinité de points répondant à la question ; ce sont les poinls cV itn plan V passant à l'origine ( n" 80).
Remarques géométriques. — Dans le premier cas, In demi-droite O). fait Jes mêmes angles avec les demi-droites Ojc et O x\ Oy et O/', O^ etO:;', puisque son point directeur a mêmes coordonnées par rapport aux. deux, trièdres. Par une rotation convenable de O x' r' z' autour de 0/., on peut amener O z' sur O^. 0 x' et Or' sont alors dans le plan xOy et font toujours avec 0/. les mêmes angles que Or et Oy respectivement. Ceci n'est possible que si Ox' et Oy' coïncident avec Ox et Oy ou bien en sont symétriques par rapport au plan zOi.. La seconde hypothèse est, d'autre part, inadmis>ible, car les deux trièdres ne seraient pas de même espèce.
On voit donc (\non peut amener Ox y' z- sur Oxyz par une rotation autour de O/.. Il revient au même de dire que tout déplacement d\ine figure invariable dans lequel un point reste fixe équivaut à une rotation autour d'un Certain axe passant par ce point.
Dans le deuxième, toute demi-droite 07. située dans le plan P fait le même angle avec les demi-droites Ox et 0 x' . Elle se trouve donc dans
Ig plan bissecteur de xOx'. lequel ne peut être, par suite, que le
plan P. Le même raisonnement s'appliquant à vOy' et ^O^', on voit que les deux trièdres sont symélri([ues par rapport à P. ce que nous avons, du reste, vérifié analvtiquement f note de la page précédente).
En se reportant à la discussion faite plus haut, on voit que, pour que les deux trièdres i)xyz et Ox'y' z' soient symétriques l'un de l'autre par rapport à un plan passant par O, il faut et il sujjlt qu'on ait la relation (4)-
3. Les axes Oxyz étant rectangulaiies^ on donne une demi-droite
07. et un recteur A, A, perpendiculaire à cette dend-droite. On fait tourner AjAj autour de A,, dans le plan perpendiculaire à 0/., d'un angle V mesuré au moyen du sens positif défini par O}.. Le point k., lient en A3. Calculer les coordonnées de A,, connaissant celles de X^ et de A, et les cosinus directeurs a, b, c de O/..
Introduisons la demi-droite Ou. qui a même direction et même sens
que A, A., et la demi-droite Ov telle que le trièdre O^.jjlv soit trirectangle
et positif. Si (a', b' . c' ) et {a'\ b\ c" ) sont leurs cosinus directeurs respectifs, on a
(i) pa'—{x,— x^), pb'={yo — yi), Qc'z={z.2—Zi),
Haag. — Exercices. II. 2
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en appelant & la longueur A,A2 et ( n° 35 i
(■O a"=bc'~cb'. h"—ca'—ac', c" - ah' — ha' .
D'autre part, le sens positif défini par O/. dans le plan Ojlxv est
celui de Ou vers Ov. L'angle V est donc l'angle polaire de AiA, dans ce
plan. Les projections de Ai A3 sur Op. et Ov sont, par suite. pcosV et osinV et l'on a régalilé géométrique (')
(3) ' A, A3= p cosVou. -^ p sin Vfl.^. Projetant sur ()j:\ il vient
X-,, — x^zzz 0 cos V^ a' + p si n V a
= cos V ( p «' ) -+- si n V' ( h p c' — c ph' )
^= cosV {x.^ — Xi) -h sin V[^(.:j2 — -^1 ) — t'( r^ — /i)],
en tenant compte de ( i ) ; d'oii
(4) J?:i = a^i(i — cosV) H- X.2 cosVh- (j'4 — y^)c s'm\ -h (-2 — ^1 )^sin V. On aurait r, et r^ par permutations circulaires.
EXERCICES PROPOSÉS
1. On donne les coordonnées rectangulaires du centre et d'un sommet d'un triangle équilatéral. Trouver les coordonnées des deux autres sommets, en supposant d'abord qu'on est en Géométrie plane, puis qu'on est dans l'espace et qu'on connaît les cosinus directeurs de la droite perpendiculaire au plan du triangle. (Cf. l'xercice résolu n° 3.)
2. Les axes Oxy étant rectangulaires, on donne les deux points Xiixj, fi) et A2{xo. r^)- Sur AjAj on construit un carré tel que son périmètre soit, orienté dans le sens du plan suivant A1A.2A3A4. Sur chaque côté, on construit ensuite un triangle équilatéral extérieur au carré. Calculer les coordonnées des sommets de tous ces triangles.
3. Les axes Oxjz étant rectangulaires, on donne deux points Ai(a:,, o, :;,) et A2(a:,, o, c^) dans le plan des zx. Sur ces deux points,
(') .Nous dc.signons par le syinholc .r„g un vecteur parallèle à ()ô eLa>aiil poiii mesure algébrique x sur cfiHc derni-droilt-.
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on construit un carré orienté comme dan? l'exercice précédent. On fait
— _> tourner ce carré de Tangle 5 autour du vecteur Ai A,. Sur le carré obtenu et dans la région positive de son plan, on construit un cube. Calculer les coordonnées de-^ sommets de ce cube. ( Cf. Exercice résolu n° 1. )
\. Connaissant le- coordonnées de deux point-, trouver les coordonnées du symétrique de l'un d'eux par rapport à l'autre.
5. Connaissant les coordonnées du centre de gravité et de deux sommets dun triangle, trouver le> coordonnées du troisième sommet. Etendre la question à un tétraèdre.
G. Les droites qui joignent les milieux des arêtes opposée- d'un tétraèdre et celles qui joignent chaque -ommet au centre de gravité de la face opposée sont sept droites concourante-.
7. Etant donné un pentagone plan ou gauche. les droites joignant le milieu de chaque côté au centre de gravité du triangle formé parles sommets qui ne -ont pa- les extrémités de ce côté -ont cinq droites concourantes. Étendre cette question à un hexagone.
8. Etant donnés les deux points M,f-^o,7; — 4,6; -7-2,8; et M.2( — 3,6; — 5,8; -h 1,4). calculer les coordonnée> du point .M tel
mm; ..
que ^=- = — 1 ,00.
MM
9. Calculer les co-inu- directeurs de- demi-droites OÂ et O/.' définies par les paramètres directeurs (2.7; — 3,i; — 5, 3) et (3, — • 8, H- x ). Calculer l'angle V -< - formé par ces demi-droites. Le plan ÀO).' étant
orienté de telle manière que \( )/., O/// =: \ , calculer les cosinus directeurs de la demi-droite 0,a de ce plan définie par \0/., (J,u/ — o. ainsi que les cosinus directeurs de la demi-droite Ov perpendiculaire au plan et menée dans sa région positive.
On calculera les cosinus de O-j.. pour q = -, en décomposant le
vectt'ur unitaire de O/. -uivant O/. et Ou.
10. Connaissant les angles polaires (5, o) d'une demi-droite 0>., calculer les angles polaires {h' , 9') de la demi-droite O/.' symétrique de O}. par rapport à la demi-droite 0,u. du plan des œy qui a pour angle polaire, dans ce plan, un angle donné '^^.
DIAITrRK III.
11. Étant données deux demi-droites par leurs cosinus directeurs, trouver lés cosinus directeurs de leurs bissectrices intérieure et extérieure. Appliquer aux demi-droites OA et O// de l'exercice précédent.
(Faire la somme géométrique des vecleurs unitaires des deux demidroites proposées.)
12. Etant données trois demi-droites, montrer que les plans passant
par chacune d'elles et par la bissectrice des deux autres sont trois plans
concourants.
(Somme géométrique des vecteurs unitaires.) •
13. Soient une demi-droite O/. de cosinus directeurs a, b^ c et un point M de coordonnées x, y, z, trouver les coordonnées du point M' symétrique de M par rapport à OA. Même question en remplaçant 01. par une droite quelconque parallèle ou par un plan perpendiculaire.
I Les vecteurs OM et OM' ont pour somme géométrique le double de
la projection orthogonale de OM sur OX.J
li. On donne une demi-droite OÀ par ses cosinus directeurs a, b, c et un point M par ses coordonnées x, y, z. On fait tourner M autour de O}. d'un angle 6. Calculer les coordonnées a;', y', z' du point M' obtenu. Montrer que, si l'on pose
cos -
b si M - =
les formules obtenues sont rationnelles en },, /j., v, p.
Applicalion n urnérique : O A de l'exercice n° 9 ; M ( — 3^, h- :>3, — 66);
[Comparer à l'I'^xercice résolu n° 3, en introduisant le point M, projection de M sur OX. On doit obtenir les formules d'Olinde Rodrigues (t. I, Exerc, Chap. XXIV, Exercice proposé n° i).]
15. Etant donnés deux systèmes d'axes rectangulaires Oxy et Ox'y' de rnême orientation, soient z et z' les affixes d'un même point du plan par rapport à C(;s deux systèmes. Montrer qu'on a z=r z'.e'^, en posant
cû r= yOx.Oa;'
IG. Etant donnés deux tf-ièdres trii-ectangles Oxyz et Ox' y'z' de même espèce, trouver les points dont les coordonnées par rapport aux deux trièdres sont proportionnelles.
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[C/. exercice résolu n'^ 2 et aussi t. I, Exerc, Chap. XXIN , Exercice proposé n" 3. On trouve, outre les points de 07 {loc. c<7.), les points des droites isotropes du plan mené par O perpendiculaire à OÂ. Expliquer géométriquement ce résultat.]
17. Dans tout système de coordonnées, on appelle lignes ou surfaces coordonnées les lignes ou surfaces le long desquelles deux ou une coordonnées restent constantes. Cela posé, on demande de calculer les angles polaires et les cosinus directeurs des demi-tangentes positives aux lignes coordonnées qui passent par le point M(o, 6^, o), dans le système des coordonnées polaires de Tespace, en supposant ces lignes orientées dans le sens où croît la variable qui ne reste pas constante.
18. Le trièdre Ox' y' z' étant défini, par rapport à Oxvz. par ses angles d'Euler, B, o, 'h, calculer les angles polaires et les cosinus directeurs de O:;' par rapport à ().r) .;. puis de O; par rapport à Ox'y z'.
19. On donne les angles d'Euler ^ =r 36°, 0 = 253", -1/ = — iio°. Calculer les formules du changement de coordonnées, les cosinus directeurs de l'axe OX et l'amplitude V de la rotation unique qui permet d'amener le premier trièdre sur le second. Calculer enfin toutes les déterminations qu'il est possible de donner aux angles d'Euler sans changer les irièdres.
[Cf. Exercice résolu n" '1 et proposé n" 14.)
2^. Calculer les coordonnées polaires des points ( -h 2 , i ; — 6,8): (—3,7; +B); (4-2,-^7); ( — 4,6; —10,8).
21. Etant donnés deux points O et O , on appelle coordonnées bipolaires d'un point M les distances rrriOM et /■':=0'.M. Etablir les formules qui permettent de passer de ce svstème de coordonnées aux coordonnées polaires de pôle O et d'axe polaire 00' et aux coordonnées cartésiennes rectangulaires dont Torigine est au milieu de 0<J et l'axe des j:suivant 00'.
Calculer le degré de la surface représentée par VéquaLion
( I ) \/.r H- sjy + V''- = • •
Rendons l'équation rationnelle. l]ciivons-la
et élevons au earré
( 3 ) y -^ z ^ 'X \jyz r= I + .r — 2 \Jx.
Isolons le radical 2y/)'^ et élevons encore au carré,
Isolons le terme en \/j7 t-t éi(;vons encore au carré,
La surface est du quatrième degré. [Cf. Chap. XVIII, E\.€rcice résolu n" lî. )
lîei)iar(iues. — 1. 1. 'équation (1) est symétrique en .r, y, ^ ; l'équation (5) doit donc l'être ausNÎ. ( )n le vérifie en développant les calculs et ordonnant. On trouve
(6) {x- + y- -[- z- — xyz — 9.ZX — 2^/)'
+ y"- X -^ z-x -]- z''-y — loxyz ) + 6{x- -1- y- -h z-)
-+- 4 iyz -+■ zx -^ xy) — li{x -\- y -\- z) -\- i^^o.
On peut procéder aulrement. De l'équation (4). tirons 4 \/>2?, permutons circulaireuient et ajoutons, en tenant compte de (i),
En chassant les dénominateurs, on doit retrouver (6). Autrement, l'équation (4) s'écrit
(\{'>.X ~V- \ — S) \f7c z=:{.X — V — zy — LiJZ ^ 6x — 2 Y — 2 Z -\- 1
en posant
'è = X -r- y H- ^, X z= X- -\- y- -j- z^ — ■>. yz — • -i zx — 9. xy.
l'ermutons circulairement et ajoutons, en tenant compte de (i),
Dautre part, multiplions ( 3 ) par \x, permutons et ajoutons, en tenant toujours compte de (1). il vient
^A^ LiS — S(xs/x-h- y\'y -h z\Jz)
= 8 './a^yz (\x + \/y -t- \/^) = 8 \/xyz.
En ajoutant à (8), on a Téquation
8 \'xyz =z A — 2 S + 1
qui, élevée au carré, devient
II. Nous sommes assurés que l'équation (i) entraîne les équations équivalentes (5 ). (6), (7). (9). Mais, la réciproque n'est pas vraie. Pour s'en rendre compte, il suffit d'essayer de remonter la chaîne des équations (5), (4)- (3), (2). De (5) à (4)7 nous obtenons un double signe devant le radical \/x et pouvons seulement écrire
en posant £=±1. Puis, désignant par î une nouvelle unité positive ou négative, indépendante de ;,
s' \^yz ^1 — X — y — z -+- '.ic \^x
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on
(3') (^y-^^'^'l.y = (^-i-^^,Gy.
Enfin, c elant encore égal à ± i et indépendant de s. z' . Finalement. l'équation (5) entraîne seulement Tune de? équations
on les doubles signes peuvent être associés arbitrairement.
2. Quelle esi la condUioii pour que la courbe définie par les équations paramétriques
(l) X:=C0SCp, Jr=COSmcp
so/7 algébricfue ? Quel est alors son degré ?
Je dis que, si ni est incommensurable^ la courbe est transcendante. Pour le prouver, je vais faire voir (|ue les valeurs de ) , qui correspondent à une valeur donnée de ,r, sont en nombre infini, ce qui ne saurait être si la courbe était algébrique.
En eflet. prenons .iczrrcosa. Les valeurs o = a + 2X-. où k est un entier quelconque, donnent toutes k x \di même valeur. J^es valeurs corre-pondantes de y. soit )'/^.:= cos( ma H- ?./i7?î~), sont les cosinus des arcs terminés aux. sommets d'une ligne polygonale régulière dont chaque côté sous-tend iniT.. Ce dernier arc est incommensurable avec la circonférenc»; trigonométrique; donc, la ligne polygonale ne se ferme pas; elle a une infinité de sommets distincts, auxquels correspondent nécessairement une infinité de cosinus et, par suite, une infinité de valeurs de V/.-.
Je dis maintenant que, si m est comi>iensurable , la courbe est algébrique et mrnie uniciirsale. En effet, soit - la fraction irréductible qui
égale m. Si l'on pose — =:: d, on a
.r = cos^'j/, yz=zco%p^h.
On --ait, d'autie part (t. III), que ces cosinus peuvent se mettre sous la forme d(; polynômes en cos'i/, de degrés respectifs qeip. Si donc, on pose cos'h =z t. on voit que la courbe est unicursale et a pour degré le plus grand de-> deux nombres/) et q.
Remarque. — Dans le cas où m est incommensurable, il y a une infinité de valeurs r^. qui approchent tout nombre donné y <; i de moins de î, si petit que soit z. Soit, par exemple. v = C0Sj3. En verla delà continuité de la fonction cosinus, il revient au même de dire qu'il existe une infinité de valeurs de k pour lesquelles l'arc rtiy. -k- ikrtir. approche j5. à un multiple de 27: prè^. de moins de î. Autrement dit. l'inégalité
\jny. — >. km 7. — ^ — 2 k' — | <C £
doit avoir une infinité de solutions entières en /.'. /.'. En divisant par 2 —
3 — lu'j. . • . I
et posant ^ — == A, on arrive a la proposition suivante :
Étant donnés un nombre irrationnel m, un nombre quelconque A et un nombre positif z aussi petit qu'on veut, il existe une infinité d entiers k, k' vérifiant l'inégalité
Or, c'est là une proposition bien connue de la théorie des nombres (').
(') Voici une démonstration élémentaire de cette propriété, qui nous a été communiquée par M. Chatelet.
Etudions les nombres X = km — /.'. X ne peut éire nul que si /." = /.' — 0. car ni
ne peut être égal à ^, parce qu'irrationnel. Deux X sont différents, dés que leurs
nombres constitutifs A' et k' \.e sont, car leur différence est un X.
// r a une infinité de X entre o et i, obtenus en donnant à k toutes le.*; valeurs possibles et prenant k' égal à la partie entière de km.
Il y a une infinité de X de valeur absolue <C z. Soit, en effet, un entier X'. tel
que :y^î- Partageons l'intervalle (o, i) en X intervalles égaux à—. Dans l'un au
moins de ceux-ci, il, y a une infinité de X, puisqu'il doit y en avoir une infinité dans leur ensemble (o, i). Si nous retranchons les X dudit intervalle de i"un d'entre eux,
nous obtenons une infinité de nouveaux X tous inférieurs en valeur absolue à -t>
IN donc à t.
Je dis que, parmi ces X, il y en a une infinité constitués par des nombres k et k' premiers entre eux. En ed'et. si /.' et k' ne sont pas premiers entre eux, en les
divisant pai- leur plus grand commun diviseurc, on est conduit à un nombre X„ = ^
de valeur absolue évidemment plus petite que £. Les X de l'intervalle ( — î, -\- z) sont donc des multiples des X,, du même intervalle à nombres constitutifs premiers entre eux. Si les X,, étaient en nombre fini, leurs multiples seraient visiblement en nombre fini dans l'intervalle considéré, ce qui n'est pas.
Je dis maintenant qu'à tout X^ on peut faire correspondre un X approchant A de moins de t. Il suffit de prendre pour X la valeur approchée p\^ de A à .X,, prés par défaut. Comme | X J < s, on a, a fortiori, | A — X | < | X^ | < ï.
Les X ainsi obtenus sont tous différents et par suite, en nombre infini, car si deux
On peut conclure de ce qui précède la curieuse propriété suivante de la courbe (i) :
Etant choisi arbitrairement un point P dans le carré qui a pour centre O et dont les côtés sont parallèles aux axes et ont pour longueur 2. il existe une infinité d''arcs de la courbe qui passent à une distance de P inférieure à toute longueur donnée.
Il suffit, en elTet, de considérer les arcs qui passent par les points (j7, y^.) précédents, en prenant pour x^=iCO%y. et r = cos3 les coordonnées du point P.
3. Equation d' une section plane dans son plan. — Soit une surface (Sj définie par Téquation
On la coupe par un plan P et l'on veut avoir l'équation de la section par rapport à des axes situés dans ce plan. La méthode générale consiste à faire un changement de coordonnées tel que le nouveau plan des œy^ par exemple, soit parallèle à P. La solution est ensuite évidente.
Bornons-nous à considérer le cas des axes rectangulaires.
Si a. 3, y sont les paramètres directeurs de la perpendiculaire O:;' à P, on calcule les cosinus correspondants a", 6", c" (n" 25). Puis on prend un axe Ox' perpendiculaire à O^' et qu'on peut, pour simplifier, choisir dans un des anciens plans de coordonnées, par exemple dans .rO v. On a alors c^o et a" ci -\- b b =: o; on en déduit a, b, c. Enfin, on a a'^^b'c — c'^; etc. On n'a plus qu'à remplacer, dans (i), x,y. z par les formules (3i) du n° 35.
Il peut arriver que l'on connaisse les angles polaires 9, o de O.:'. Dans ce cas, on peut faire le changement de coordonnées par les formules
fi'entte fux /;\„ et y>'.\o étaient égaux, on aurait, en désii;nant par {x^,, y\) et {x„, jKÔ) 'es nombres constitutifs de X^ et XJ,
px„=p'x\, pyn = p'y\;
d'où
ce qui entraînerait a;,, = .rj, et y„ = y„', puisque les deux fractions sont irréductibles.
Finalement, nous avons bien prouvé qu'il y avait une infiniti' <b- X tels que I \ - A |< s.
Le lecteur, qu'intéresserait ces sortes de considérations, lira avec fruit l'Ouvrage de M. CuATELET : Leçons sur la Théorie des nombres ( Gautbier-Villars).
UGNES ET SURFACES.
d"Euler ( a° 36). en prenant '; pour angle de nulalion. '^ — - pour angle de précession et zéro pour angle de rotation propre.
i. Former les érfuations des cylindres projetant la courbe C :
((I xvz — X- — ^•^-T-^-=;o,
1^1 ' X- -^ X ^- y -^ z znz o.
Projection sur ./ U >-. — Nous éliminons ;. en l irant cette variable lie (2) et portant dans (i) :
xy {x--^ X — y ) ^ x--i- y- — {x-— x — y)-
ou
La couibe se décompose en ( ) v et une courbe du troisième degré. (>eci nous prouve que la courbe C de l'espace se décompose aussi, l'un des éléments de décomposition devant se trouver dans le plan des r.;. F.tïectivement. si Ion fait x r= o dans les équations (1) et (2). elles se réduisent re>pectivenient à
z- — y-=z:o et y — z=zo.
La seconde bissectrice de l'angle i <> - appartient à la courbe C.
Projection sur x(^z. — Nous éliminon- y et trouvons, par un calcul analogue au précédent.
( 4 ) X \^X- ( X — z j — ■> x- ^ Z-- 3 ZX 2 ; ] = o.
La courbe se décompose encore, comme nous pouvions celte foinous V attendre, en C) z et une courbe du troisième degré.
Projection sur r^jz. — Nou- éliminons j:- . Les deux équations sont du second degré par lappinl à cette variable. Nous appliquons donc la lormule 1 14) du n'' 23i du Tome I :
{y — z — y-— -■')'— (' - ^y^) {y — -■) iy^ — j— ^) = o.
D'après ce que nous savon-, le piemier membre doit renfermei' y + ^ ea facteur. Effectivement, le premier terme s'écrit ( y-T-z)-[i-^z — yf. Si nous supprimons ce facteur, il re-te 1 équation du cinquième degré
I .") j V — z) {z — y — I j- — {xyz — i) {yz — y — z)^= o
Remarque. — La courbe Cesldn sixième degré ( n° 52). Si l'on enlève la seconde bissectrice de jkOg. il i'e>le une courbe du cinquième degré, qui se projette suivant des cubiques sur xOy et xO z et suivant une courbe du cinquième degré surjj^O^. Elle ne peut pas être représentée isolément par deux équations implicites, puisque son degré est premier (no 52).
5. Condition de rencontre des deux lignes : ( I ) X- -^ y- — z- — -.1 y. X — 2 p j' — /i- = o ,
Il faut que ces quatre équations en x. r, ~- soient compatibles. En tenant compte de la première (2j, la première (i) s'écrit
■:>. ax -h 2 j3 y = R' — h'-.
En la combinant avec la deuxième ( i), on peut calculer x et v :
d'où
en posant
l^ortant dans (2). il vient
Ces deux équations doivent êtie compatibles en :;. i<2n multipliant la seconde par c- et ajoutant à la premièie, on obtient la condition cherchée :
=rK2
ou, en remplaçant /. jiar | \ ),
(6) k\V{y}-r-'p''-Y={K-—lrf
Si cette condition est remplie, les deux courbes se rencontrent en deux points symétriques pnr rapport à ^Oj' et dont les coordonnées sont données par ( 3 ) et Tune ou l'aulie des équations (5).
EXERCICES PROPOSES
Calculer les degrés des surfaces
\/.r — \Jy = c. ./■'" ~ y'" = z..
3. (>alculer les équations implicites des courbes suivantes :
.r=:cos:2 9, y ^ tango; a.=: tango, v = sino; .
o •rz^sino, )=icos— ;
1 — cos o
— — : -j j'=tangcp ( o =1 paramètre).
i. Même question pour les courbes
.r =: y cos o -f- cos'i o. y = tango tan g -•
o. Condition pour que la courbe, qui a pour équations paramétriquej:- = cos(a^ — ^). j-=:cos(rt'^ — b'), soit algébrique. ( C/.. Exercice résolu n° 2.)
6. Trouver les équations, dans leur plan, des sections planes suivantes :
1° i{x~y){z\/Ç>-f-Zx^Zy) — oz-^—&œy=i,
par le plan mené par O perpendiculairement à la droite d'angles polaire-
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par le plan
T. l'rojeclions sur les plans de coordonnées des courbes suivantes :
(I) .r- -+- y- -+- z- ^= i . X'+iy-^-ix — Zzz^o]
(II) x^^ y^=^x + y -^ z, j;^— r-=;;
(III) {x^-^ y-^ z-f^ œ-—f- — 0, x'^^y'^^ z^'—o.x — 9.y ^izizo.
8. Trouver l'équation implicite de la surface définie par les équations paramétriques
in- -^ «(• uv
9. Calculer les coordonnées des points de rencontre de la surface
m z- — y- 4- ■TJ — 4 '" y — ( 6 wi + 1 ) - + ^ '" ^^ o
avec la courbe définie par les équations paramétriques
X r=z tango, j' = coso, 5=z:tang— •
Montrer qu'il existe une valeur de /n pour laquelle la courbe est sur la surface.
10. Quelle valeur doit-on donner à /n pour que les deux lignes
i o{x--\- y-) -j- jfi{z — 6x — 6y) + 3 — ^m'^zzzo, ( I j ;
X 4- r -\- z = m, x'^ -+- y- -i- z^=z ni-
se rencontrent? Calculer, dans' cette hypothèse, les coordonnées des points d'intersection.
Trouver la condition de rencontre des deux lignes
.r = j:o+ «cos© -i- «'sino, y =y„-|- bco9,o + 6'sino,
^ = Co-}- c costp -{- c' sin 0); A.r + B j -+- C r. 4- D = o, k' x + B'j -i- C',^ -4- D' = o.
12. r^)uelle valeur doit-on donner à m pour que les deux lignes
.c = j -i- 6 ^, j' = 1 5 — 3 m + 5 ( 90 — \^j m). se rencontrent? Coordonnées du point de rencontre.
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1. Équations de l'ellipse el de V hyperbole. — Etant donnés deux points F et F' de distance 2C et une longueur 2rt>iîC, l'ellipse qui a pour foyers F et F' et ia pour grand axe, est définie, comme on sait, par la condition
MF + MF
Prenons pour origine le milieu de FF', pour axe des x la droite FF' et un axe des r perpendiculaire et cherchons l'équation de Tellipse par rapport à ces axes. Nous appliquons la méthode directe (n° 58). Soient .r, y les coordonnées du point M. On a (n" 161)
(2) MF = /- = v/(.-r — c)- + j-, MF'=/-'— \/(x + c)^ + 7^ Portons dans (i); nous. avons tout de suite l'équation demandée
(3) \/{^ — cf-^ y'+\l{x -+- c)--+-7-=:2a. Pour la rendre entière, isolons un radical
(4) • ^(.r _ c)^+ 7--== 2« - \/(.r + c-)-^ + 7^; puis élevons au carré; il vient, en simplifiant.
(5) — 4c.r z=:4rt-— /4«\/(-*' + <^)' + 7'' ou
(6) a\/{x ->rc)- + y-= a--V-cx.
(') i\e faire les Exercices de ce Chapitre qu'après avoir In les Chapitres VI, VII, XI cl MI.
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Elevons une nouvelle fois au carré; nous trouvons, tous calculs faits,
Il s'agit de voir maintenant si l'équation (-) est bien équivalente à (3)^ uialgré les élévations au carré. A cet effet, remontons la chaîne des équations (7) à (3). L'équation (7) n'entraîne (6) ou (5) que si
(8) a-+ cx>o.
Puis, (5) n'entraîne (4) ou (3) que si (9)
2rt > ^/(X H- C j--h J-.
Or, nous avons supposé a >> c; il en résulte, d'après (7 ), que — <i, |./'|<a, |cx|<r/c<rt-,
ce qui entraîne nécessairement (8). L'équation (6) est donc vérifiée.. On en tire
c'est-à-dire (9). Finalement, (7) érjuivaul bien à (3) et représente l'ellipse.
Voyons maintenant ce quelle représente, clans l'hypothèse a<^c.. D'après (7), nous avons
— > [ , I ^ I > rt, \cx\> ca> a^.
Donc, «^-|- CoT a le signe de c.r, c'est-à-dire de a:. 5i .^' >> o, on a (8), donc (6) ; donc
Dès lors, (g) n'étant pas vérifié, on a, non pas (4), mais (12) c'est-à-dire
IIaag. — Exercices, II.
Si :r < o, on a, au lieu de (6),
( 1 4 ) o v/(^ + cy-^y = -
ou, au lieu de (5),
4C^z= 4«'^+ l^a^{.v + cj-H- j2
ou
D'autre part, d'après (i4)t on a
r'=: — a donc,
ex
ex
la -\- r' ^^ a > o
puisque x <Co\ donc, (i5) entraîne
ou
(i6) /• — i' z=i na.
Les équations (i3) et (i6) définissent les deux branches de l'hyperbole qui a pour foyers F et F' et pour axe transverse • 2 a. Nous voyons donc, en définitive, que V équation (-) représente toujours une ellipse si a~:> c, auquel cas on pose a'^^c^-=^b-^ l'équation (j) devenant
Si a<iCy elle représente toujours une Iiyperbole : on pose
et l'équation s'écrit
2. Soient une droite fixe A et un point fi.re O extérieur à cette
droite. Un angle de grande,ur constante AOB tourne autour de son sommet O. Ses côtés rencontrent A en A et B. Trouver le lieu des points de rencontre M des perpendiculaires AM à OA et BM à OB.
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Prenons pour origine le point (J, Taxe des x perpendiculaire et l'axe des y parallèle à A. Soit x ■=z a l'équation de A.
Nous allons former les équations des droites AM et BM en fonction d'un paramètre. Il s'agit d'abord de choisir ce paramètre. Si nous connaissions les angles polaires de QA et de OB (arbitrairement orientées), nous aurions facilement les équations de AM et de BM sous la forme normale (n° 65). D'autre part, il est avantageux de ne pas détruire la symétrie des rôles joués par OA et OB. Dès lors, appelons o — V Tangle polaire de OA et o -i- V celui de OB; de sorte que
(oA, Ob)~9-+-V — (9-V) = 2Y (1 En projetant le vecteur OA sur Or. nous avons a ^ O A cos (9 — V ) ;
d'où
cos(cp — V) L'équation de AM s'écrit, dès lors,
(i) .rcos(o-V)+jsin(9-V)- ^— ^— ^ =
Celle de BM s'en déduit par le changement de S en — V :
( 2 ) X cos ( o -f- \' ) -+- y sin ( C2 H- Y )
cos( c; + V
Deux méthodes se présentent maintenant : celle de Téliminalion et celle des équations paramétriques. Nous les emploierons successivement toutes les deux, en commençant par la seconde, qui nous paraît la plus simple.
Méthode des équations paramétriques. — Nous résolvons le système (1), (2) par rapport à x, y\ on trouve sans difficulté, en faisant les combinaisons linéaires (i)sin(9 + V) — (2)«in'o — V) et — ( I ) cos ( o + V ) 4- ' 2 ) cos ( o — S ) ,
a cos 2 9 a cos 2 9
., , cos ( 9 -F- Y ) cos ( 9 — V ) "" cos- 9 cos^ Y — sin- 9 sin- Y '
a?in2CP a sin 2©
COS! 9 4- V) cos (9 — V) ces- 9 cos- V — sin- 9 sin'''\'
Cj 5 est l'angle polaire de la bissectrice.
Si l'on pose tango = ^, on a aussi
a(i — t-) "iat
cosn^— i^sin^V - cos^V — ^-sin^V
Le lieu est donc une courbe du second degré (n° 563).
Le cliangement de t en — t montre qu'il admet O.r pour axe de
symétrie, ce qui était du reste évident a priori. Les sommets de cet axe
sont obtenus pour ^ =r o et ; = cc; leurs abscisses sont —r- et -: — -p, ■
* cos- V sin-\
Leur milieu, qui est le centre de la conique, a pour abscisse — . ^.^ rr? •
' ^ -1 ' r 2Sin^ V cos^ V
Enfin, les formules (3) nous montrent que les directions asjmpto-
tiques ( n"^ 230) sont données par o±V=:-; elles ont pour angles
polaires — 2 V et + 2 V. En les menant par le centre, on a les asymptotes.
Finalement, le lieu est une hyperbole, dont nous connaissons les asymptotes et les sommets réels.
Dans le cas particulier où V=:=-fj AOB = — ? les sommets sont
confondus et ont pour abscisse commune 2 «7. Les asjmptotes sont également confondues avec la parallèle A' à Oy menée par le sommet double. L'hyperbole se réduit à cette droite A', hbmothétique de A par rapport à O et dans le rapport 2. Ce résultat est d'ailleurs évident géométriquement.
Méthode par élimination. — Il s'agit d'éliminer o entre (i) et (2). L'équation (i) s'écrit
^(coso cos\ -h sincp sin V)- -hy(sincp cosV — sinA'^ cos 9)
X (cos 9 cosV -h sincp sin ^ ) — «(cos^o -f- sin^o) = o
ou, en divisant par cos-o et posant toujours tangtp = t,
(5) .x'(cos\' -\- t sin V)^-f- J'(^ cosV — i>\u\)
X (cosV -h l sin V) — a(i -h f^) = o.
On aurait Téqualion (5') de BAI en changeant V en — V. Mais, il est avantageux de remplacer le système (5), (5') par les deux équations qu'on en déduit par addition et soustraction, lesquelles peuvent être écrites directement, en annulant séparément les termes de degré pair et
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les termes de degré impair en sinV :
\ x(cos2V4-r-sinn')-T-yi(cos2V— sin^V)— «(i ^r-) = o.
ou
^ /2(.r sin-V — a ) -^ ty cos2\ -\- .r cos-V — a _ o.
Éliminons t entre ces deux équations du second degré (t. I, n° 234) :
y2 ( _^ _ 2 rt )2 _ ( 2 ,r- si n- V — 2 x « — y- cos 9, V )
X (_ j2cos2\' — 2.r2 cos'V — 2:ra) = o.
Nous obtenons une équation du quatrième degré. Or, nous avons vu plus haut que le lieu était du second degré. Nous devons donc avoir en facteur une solution singulière {'). Effectivement, si l'on développe et si l'on ordonne par groupes homogènes, on obtient
(^2^ y2) (^r'sin-2V — y^cos-2V — 4«•^ + 4«■l = o• Notre équation se décompose en (-) ^2sin2o\_ V-COS-2V— 4« r-i- 4«^= o,
qui représente Tliyperbole trouvée précédemment, et
qui représente les droites isotropes du point O (n° 161), lesquelles doivent donc constituer la solution singulière.
Effectivement, cherchons la racine commune aux deux équalions (6) en t (n° 59). En éliminant t-, nous avons
^9) '~ j'-cos2V-f- 2a.r — 2.r-sin"-V
(') Celte équation est indépendante de V. Elle représente une droite passant à l'origine et d'angle polaire 2 s. Ceci nous montre que
(ox, Om) = (o^, Oa) -t- VOa;, Ob),
propriété d'ailleurs facile à vérifier géométriquement.
(M Ce n'est pas une solution étrangère, car notre élimination a été faite au moyen du résultant et non par des combinaisons linéaires (t. I, n° 231).
Si l'on suppose / = ïa:, on trouve
quantité constante. Pour cette valeur de t, les quatre droites OA, OB, A]\I, BM sont confondues avec la droite isotrope j'=: ia:.
Au reste, ceci est facile à expliquer géométriquement. Les droites AM et BM se confondent s'il en est ainsi des droites OA et OB. Or, celles-ci sont les rayons homologues de deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles sont les droites isotropes du point O (n° 164). Donc, OA et OB ne peuvent se confondre que suivant une de ces isotropes, auquel cas AM et BM sont aussi confondues avec celte même droite, puisqu'une isotrope est à elle-même sa propre perpendiculaire (n° 164).
3. On donne deux droites O r et Oy et un point P dans leur plan. Par ce point, on mène deux sécantes variables quelconques PAB, PA'B'. Trouver le lieu du point de rencontre des droites AB' et BA'.
Prenons O.r et Oy pour axes de coordonnées. Soient (.ro, r'o) les coordonnées du point P. Pour plus de symétrie, introduisons les quatre paramètres
a = ÔÂ, [3 = OB, a— ÔÂ7, ,3=0^.
Les équations de AB, A'B' sont (n° 70)
En exprimant qu'elles sont vérifiées par les coordonnées du point P, nous avons les deux conditions
D'autre part, les équations des droites AB' et BA' s'écrivent
y- j Cf. jj .
Pour avoir Féqualion du lieu, il faut éliminer a, [3, a', (3' entre les quatre équations (il et (2). Nous avon?i autant de paramètres que d'équations, ce qui était du reste à prtMoir, car les droites AB' et BA '
dépendent de deux paramètres indépendants. On se trouve donc dans le cas singulier signalé au n° 60. Pour reconnaître s'il y a véritablement un lieu, essayons de résoudre le systènae (i), (2) par rapport à a, [3,
cz', ,3'(n°60).
Hetranchons les deuxièmes équations (i) et (2) des premières :
Si le déterminant .r/o + J^^o n'est pas nul, on a
Le système est compatible, comme le vérifie aisément le lecteur; mais, y. = y.\ 13 = [3'; les droites FAB, PA'B', AB', A'B sont confondues,' ce que nous ne devons pas admettre. Si donc on veut que les droites PA, PA' soient distinctes, il faut avoir
(4) ■ .^Jo + /-^o Su-
cette condition étant remplie, il est aisé de constater que le système
f I I I (i), (2) admet une infinité de solutions en -, ^> — ,> g^-
Finalement, le lieu existe bien et a pour équation l'équation (4) ou
qui représente une droite issue de O et conjuguée harmonique de OP par rapport à 0^^ 0/ (n° 133).
i. Lieu des segments de grandeur constante qui s'appuient sur deux droites données de l'espace.
Les deux droites données D et D' jouent le même rôle. Il faut donc prendre des axes ne détruisant pas leur s^^étrie. Voici comment on
procède.
Prenons pour axe des z Va perpendiculaire commune, l'origine étant équidistanle des deux droites. Puis, prenons pour axes des x et des y les bissectrices des parallèles à D et D' menées par O {fig. ^)-
La position de D, par rapport au trièdre trirectangle ainsi obtenu, se
définit par ÔÂ = /i et {Ox, d) =r a. Gela nous oriente du même coup
ia droite, ce qui peut toujours être utile. Pour D', il suffit de changer h en — A et a en — ^ (M-
Cela posé, définissons le segment MM' par
AM=p, AiM'=p'.
Ces deux paramètres p et p' sont liés par la relation qui exprime
Fig. 4.
que MM' a la longueur donnée, que nous appellerons 2/. Les coordonnées de M et de M' sont
M(p cosa, p sin a, h), M'(p' coscz, — p' sina, —h).
Nous avons donc { n° 177)
(i) (p — p')* cos-a -{- (p ■+■ p"f s'm^a -+- [\h^ = 4 /-.
Cherchons maintenant les équations de la droite MM'. A cet efi'et, nous allons prendre, par exemple, les équations des plans (D, M') et (D', M). La première est de la forme (n° 90)
(^sina — y coiy.) -\-').{z — h) = o,
(') Le sj'stéiue d'axes que nous \cn()ns de définir est frcijiunmienl employé. Quand les deux droites ne sont pas parallèles et qu'on ne lient pas à rorlliogonalilé désaxes, ou quand les deux droites sont perpendiculaires, on peut aussi prendre Ox jiarallcle à D et Oy parallèle à D'.
avec la condition
(3) p' sina C03 3C = À /«.
qui exprime que (2 ) contient M'. De (3), on tire /.. En portant dans (2), on a l'équation du plan (D, M'j. En changeant h en ~ h, a en —a, 0 en p'. on a l'équation du plan (D', Ml. Finalement, les équations de MM' sont
, \ h{x s\ny. — y cosy.) -\- 0' (z — /j) sina cosa r= o,
/ h{x s\\\y. -\- y cosy.) — p(.3 + A) sina cosa = o.
Nous aurons l'équation du lieu en éliminant p, p' entre ( i ) et (4)- Rien n'est plus facile. De ( 4 ), nous tirons
z -{- h \cosa sina/ ' li — z \cosa sina/
2 A f hy zx \ , 2h [ h x zy
sina ces a y ' ' h-— z-\cosy. sina
Portant dans ( i), nous avons, en divisant par -—
(5) {zx — hycoly.)^-}- {zy — hx langy)^= (^ — ' ) O^— A"^)'-
Telle est l'équation du lieu. Elle représente une surface du quatrième degré, dont les sections par les plans parallèles à xOy sont des ellipses.
On peut aussi calculer les équations paramétriques du lieu. Les paramètres directeurs de MM' sont ( n° 25)
(p — p'jcosa, i p 4- p'i sina, 2 A.
Le milieu de ^L\i' a pour coordonnées ( n° 23)
sina. o.
Les équations paramétriques de MM' peuvent s'écrire ( n° 95)
-^ cosa -h w( p — p ) cosa,
^ ' ' y = ■ '— sm a + « ( 0 H- p ) sin a,
z = 2hu,
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D'autre pari, si roii pose /-—/*- = a-, on peut satisfaire idenliquement ■
h Téqualion (i) eu posant
(-) (p — p') cosa = 2« cosc, (p + p' j sina =: 2a siu c. a
Portant dans (6), nous obtenons
a: = a{ cota sm c + j cosc ),
y := a[ tanga cosr -i- y sin p |,
Telles sont les équations paramétriques du lieu, où i' et z sont les deux paramètres.
En posant lang- =: /, on voit que la surface est iinicursale.
En supposant c- constant, on voit aussi que les sections par les plans parallèles à œOy sont des ellipses.
5. On donne deu-v droites D et D' et un point A dans t'espace. Par D et D', on mène deux plans quelconques (P) et (P'); puis, par A, on mène un plan (Q) perpendiculaire à leur intersection. Lieu du point commun à ces trois plans.
Adoptons les m^èmes axes et les mêmes notations que dans lexercice précédent. Soient, d'autre part, .Tq, ^q, ^o les coordonnées du point A. Les équations de (P) et (P) sont de la forme
( .rsina — y cosx ~h'l(z — h) =z o, (i) _ -^
/ j? si n a -f- y cos a -h |ul ( ;; -t- A ) = o,
}. et f;. désignant deux paramètres arbitraires. L'intersection de ces deux plans a pour paramètres directeurs ( n" 9i)
— ( /, 4- /JL j cosa, ( }. — l'jLjsina, 2sinacosa. L'équation du plan (Q) est donc
( 2 ) — {X — a'o ) ( A + p. ) cos a
H- (y — r'o) (?. — ^) sin a -h 2(3 — z-o) sin a cosi^ = o.
Nous avons deux paramètres indépendants. Le lieu est donc une surface, dont nous aurons l'équation en éliminant >., /j. entre (i) et (2).
Tiraiil /. et p. de (i) et portant dans (21, on trouve sans difficulté
( 3 ) (X — a^o) (zx — hy cet 5: 1
+ (y — yo) (-37 — /'-^ tanga) -+-(:;— -0) (-'— à'' ) = o.
Le lieu est une surface du troisième degré. Les termes de plus haut degré sont z ( x^ -\- y- -'- z- ) \ cette surface est donc une cyclide (n° 582).
On pourrait aisément en avoir les équations paramétriques, en résolvant le système ( i ), (2) par rapport à oc, y, z. Il est alors avantageux de
substituer à À, [j. les paramètres u —
/. -h IL
et i-
On obtient
évidemment des expressions rationnelles en «, c. que nous laissons au lecteur le soin de calculer.
6. Soient trois axes rectangulaires Oxjz, un point fixe A sur Ox et la parallèle A à O >' menée par ce point. On prend un point M sur Oz et un point N sur A tels que OM =: AN. Dans le plan MAN on décrit un cercle de diamètre AM. Ce cercle coupe la droite M\ en un point P dont on demande le lieu.
Le point P peut être défini par l'intersection de la sphère de diamètre A.\L du plan ^LV\ et du plan MON {fig. 5). Cherchons les
Fi-. 5.
équations de ces surfaces. Soient 2a Tabscisse de A, 2/ la cote de M et l'ordonnée de N. Nou>- axons, pour la sphère, le plan MAN et le plan OMiN,
les équations respectives
(i) jc- H- V- -f- c- — lax — 2/.c=o,
Le point P étant le seul point commun à ces trois surfaces qui soit inconnu, nous devons pouvoir calculer ses coordonnées par des opérations toutes rationnelles. Effectivement, de (2) et (3) nous tirons
/. ( 2 rt — ^1 /. .r
Portons dans (1),
>.- x'^ '/:- (ia — x)"- 2 >.- (■ 2 a — X )
C:;tle équation doit admettre la racine ,r = o, qui correspond au point M. Et, en effet, on constate que les termes constants f\\' et — L\t} se détruisent. Après suppression du facteur :r, il nous reste une équation du premier degré, d'où nous lirons
Porlant dans (4), nous avons y et z. Finalement, /es équation'i paramétriques du lieu sont
( 3 .' -^ = — Ti — ~ ' y
Elles représentent une cubirjuc gauche.
Si, au lieu de chercher les équations paramétriques, on procédait par élimination, on obtiendrait une surface du second degré et deux surfaces du troisième degré, qui doivent admettre la cubique ci-dessus comme courbe commune. Gela serait un mode très compliqué de représentation du lieu {cf. n° 63).
EXERCICES PROPOSÉS
1. Etant données deux droites Ox et Oj^ dans un même plan, trouver le lieu des points dont la somme des distances à ces deux droites est constante. Même question pour la somme des carrés des distances.
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[Prendre les droiteâ coinme a\.es de coordonnées, en inlroduisant l'angle des axes. Si l'on prend les dislances en valeur absolue, le premier lieu est le périmètre d'un rectangle.]
Equation de la parabole
3. Etant donnés ii points A,, A,, . . ., A„ et // coefficients //?,. ni^
/«„, trouver le lieu des points M tels que
itii MA, -r- ni^_ MAj H-. . .-T- m,^ MA„=: const., soit dans le plan, soit clans l'espace.
\. Etant donnés une droite et un point fixes, trouver le lieu des points dont la somme des dislances ou des carrés des distances à cette droite et à ce point est constante.
.0. Soient deux point> fixes A. B et une droite fixe A rencontrant AB. Trouver le lieu des points M tels que les droites MA, MB interceptent sur A lin segment de longueur constante.
6. On considère les cercles tangents à deux droites données. On les associe deux à deux de manière qu'ils se coupent à angle droit. Trouver le lieu lie leurs points de rencontre. ( Solution géométrique, j
7. Même question pour les cercles passant par un point donné et tangents à une droite donnée.
8. Un triangle ABC a deux sommets fixes A et B. De plus, B =^ 2A. Trouver le lieu du troisième sommet.
9. Même question en supposant que les angles A, B, G soient liés par une équation linéaire quelconque :
a A -f- ,3B -f- yC =r o.
Condition pour que le lieu soit algébrique. Montrer que si cette condition est remplie, le lieu est une courbe unicursale.
[On cherchera les équations paramétriques, ou bien l'équation polaire, en prenant, par exemple, A pour pôle et AB pour axe polaire.]
10. Soient deux points fixes A et B. Par A, on mène deux droites D et D' symétriques pir rapport à AB. Puis, par B, on mène la
droite D" perpendiculaire à D. Lieu du point de rencontre des droites D' elD". {É. P., 1913.)
11. Soient un cercle, un point fixe 0 et un point mobile M situés tous deux sur ce cercle. Trouver le lieu du point de rencontre de la tangente en M avec la perpendiculaire en M à OM. (Cissoïde. Solution géométrique.)
12. On donne une droite fixe A et un point fixe O. Par O, on mène deux droites rectangulaires„qui rencontrent A en M, M'. Par M, M', on uiène des perpendiculaires à A, qui rencontrent OM' et OM en N, N'. En supposant que l'angle droit MOM' tourne autour de son sommet, trouver les lieux suivants :
1° Lieux de N, N' et de leur milieu;
2° Lieux des points de rencontre des bissectrices de MOM' avec MN, M'N', NN';
3° Lieux des centres des cercles inscrits aux triangles OMM', ONN', OMN, OM'N' et exinscrits dans l'angle en O.
13. Soient deux points fixes A et A' et deux cercles variables tangents à AA' en A et A' respectivement. Ils se coupent en deux points M, N. Trouver les lieux de ces points et de leur milieu quand :
1° Les deux cercles sont orthogonaux. (Le lieu de M, N' se décompose en deux cercles.)
2" Le point M décrit une droite donnée. (Solution géométrique.)
14. On donne un cercle fixe, de centre O, et un point fixe A. Par A, on mène une sécante, qui coupe le cercle en B et (]. On projette O en H sur BG et Ton prolonge 011 d'une longueur HM = IIB =: IIC. Lieu de M.
15. Soit un cercle de centre O. On prend sur sa circonférence un point fixe A et un point mobile M. On projette ce dernier en P sur AO. Lieux des centres des cercles inscrits dans les triangles OMP et AMP. (On peut employer des coordonnées polaires.)
IG, On reprend les notations de l'exercice résolu n° h :
1° Les points M et M' étant quelconques sur D et D\, trouver le lieu du pied de la perpendiculaire commune à Oz et MM'. (Conoïde de l'Iiicker);
2° Trouver le lieu de ce même pied quand MM' a une longueur constante. On cherchera, en particulier, l'équation polaire de la projection du lieu sur ^Ov;
3° Surface engendrée par MM' quand les plans (D, M') et (D', M) sont rectangulaires. Lieu des points divisant MAI' dans un rapport constant, dans la même hypothèse.
17. Soient trois axes rectangulaires Oa:yz. Sur Oj; et Oy, on prend les points fixes A et B tels que OA = OB = «. Sur 0-3, on prend un point M variable. Lieux du cercle circonscrit au triangle ABM, du centre de ce cercle et de l'orthoc Mitre de ce triangle.
18. Lieu des points de l'espace équidistanls de deux droites données.
19. Lieu des points de l'espace dont la somme ou la différence des carrés des distances à deux droites données est constante.
20. Etant donnés trois axes rectangulaires Ojryz, trouver le lieu des points de l'espace dont la somme ou la différence des distances aux deux axes O.r et 0/ a une valeur constante a. Lieu des mêmes points quand
on les suppose, en outre, à la distance — - de 0-3.
21. Soit le trièdre trirectangle Ojcjz. On prend sur les axes trois points fixes : A sur 0^7, B sur O )'. C sur O3, puis trois points mobiles M, N, P, tels que AM =: Bl\ ^ CP. Enfin, on construit les points M',
N', P', tels que ÔÂ' = ÔM . OM"', Ôb' = ÔN.ÔN', Og'=ÔP.5p. Trouver les lieux des points de rencontre de chacun des plans MNP, M'N'P' avec la perpendiculaire abaissée de O sur l'autre. Trouver aussi les lieux des centres de gravité des triangles M?SP, M'N'P', de Torthocentre et des hauteurs du triangle M'N'P'.
Soit la droite (D), d'équation (i) ^ + 3y — i4 =: o
Former les équations des deux droites qui forment avec elle un triangle isoscèle dangle au sommet iQ, ayant sa base sur (D) et son centre de gravité au point G( i, i ).\Calculer également les équations des hauteurs, des médianes et des bissectrices adjacentes à la base.
\ous allons d'abord calculer les coordonnées du sommet A {Jig. 6). Les équations paramétriques de la hauteur AGA' sont (n° 73)
Le p de A' est obtenu en portant ces expressions dans (i) : I -+- p'+ 3 +9p' — i4 = o;
d'où p'zzzi. Le p du point A est égal à — 20' = ^ 2, car GÂ = — 2 GÂ'.
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Les coordonnées de A sont finalemenl
•^0 = — I . yo
(ihertliOMS maiiiien;inl le coefficient angii'aiie de AI». Si a el 3 désignent les angles polaires de AA' et AB, on a
^ =: a — 5-+-/.-. lang:z=:3,
o , r-. 3 — tango
laneS = tang(a — 5) = ^'
^^ "^ ' i4-3tang{/
IJ'éfjiiation de AI» s'écrit dés lors (n° 75)
3 — lani^9 , ^ 3cos-3 — sin';,
i-h3tang9 cos9 + 3sin{/
(3) x{ — 3 cos5 -1- sin5) -i-^-(cos5-i- 3 sin5) -i- 2(cos5 + 8 sin5) ^ o.
('elle de A(^ s'en déduit par le iliangemcnt île î) en — 0 :
(4 ) ■Jc{2> cosO H- sin *;) + j>'{3 sin 5 — cos5) -+- 2(8 sin {/ — cos9) rnr b.
//auteurs. — Four calculer Téquation île la hauteur issue de B, la première idée est de calculer les coordonnées de B. Mais on peut s'en passer. L'équation cherchée est de la forme ( n° 70)
(5) jc{ — 3 cos9 4- i'mO) -i- y{cos9 + 3 sin(;)
' 4- 2(cos5 -h 8 sin5) -h /(j; -h 3y — 14)^=0.
11 s'agit si(nplement de calculer À pour que la droite (5) soit perpendiculaire à la droite (4), ce qui s exprime par la condition (n" GG)
(3 cos^' -h sin 0) (— 3 cos9 -h sin5 -h 1) -h (3 sin 5 — cos5) ( 3 si n 5 4- cos5 + 3À) = o
doù
A. 10 sin 5 — sin-5 — 9 cos"-5 -+- 9 sin-$ — cos-é ^r o;
i5 sin^^ + sinQcosÔ — -co.s^5) = o
La hauteur issue de C est obtenue en changeant 61 en — B '.
(7) cos9[:r(cos9 + 3 sinÔ) -+- r(3 cos9 — sinô)]
+ 2(i5 sin^Ô^ — sin 6* cosÔ — 7 cos^ô) = o.
On peut contrôler les calculs en vérifiant que les trois hauteurs sont concourantes. A cet effet, utilisons les équations (2) et cherchons le p du point de rencontre de AA' avec la hauteur (6) :
cos9(4cos5 — 2 sin 6* -i- lop cos9)
+ 2(i5 sin^Ô 4- sinScosÔ — 7 cos^5) = o;
(8) p=i — 3 tangue.
Celte expression ne change pas quand on change 9 en — (5; donc, elle constitue aussi le p du point de rencontre de AA' avec la hauteur (7). Cela prouve bien que les trois hauteurs sont concourantes. Les coordonnées de l'orthocentre sont obtenues en portant (8) dans (2) :
(9) .^,= 2 — 3 lang^Ç, j,— 4 — 9 tangue.
Médianes. — L'équation (5) représentera la médiane BG si elle est vérifiée par les coordonnées du point G. ce qui donne }. = 2 sin6'; d'où l'équation
(10) 3^(sin Ô — COS0) +y(cos.0 + 9 sin9) + 2(cos B — 6sin9) = o. Changeant B en — 6*, nous avons la médiane CG :
(il) 3.r(sinÔ + cos6') 4-^(9 sin^ — cos0) — 2(cos0 + 6 sin9) =: o. Bissectrices. — L'angle polaire de la bissectrice issue de B est
tang
cos— — 2 sin -
2 cos r sin —
Tel est le'coefficieiit angulaire de la bissectrice considérée. L'équation^([5{) représentera celte bissectrice, si l'on a
. « - cos 2 sin —
3 cos 9 — sin9 — A 2 2
cos9 + 3sin9 4-3?> 9 . 9
2 cos H SID-
ou
5â(cos sin-\=: (2COS H sin - I (3 cos9 — sin9)
-i- ( 2 sin cos-j( cos 9 -t- 3 sin 9);
d'où
[9 9 . 5 . 9 cos -(cos 9— sin 5) h- sin -(cos 9 H- sin 9) cos sin -
cos sin- "COS sin —
V équation cherchée est donc
(12) a'(sin9 — 3cos9 + i)
H- j(cos5 + 3 sin9-i- 3) + 2(co5 9-(- 8 sin9 — 7) = o.
L'angle polaire a H H -7 4- ^t: de la bissectrice issue de C se déduit
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(le l'angle polaire île la bissectrice issue de B par le changement de Q en — ^ — 71. D'autre part, le même changement échange AB et AC. Donc, on aura Vèquation de la bissectrice issue de C en changeant 0 en — B — t: dans (12), ce <[ui donne
(i3) .r(sinS J- 3cos0H- i)
+ r(3 sinô — cos9 + 3) H- 2(8 sin9 — cos9 — 7) = o.
On peut arriver plus rapidt;ment au.v é(|ualions (12) et (i3) en remar- (juanl ([ue la bissectrice, issue de B par exemple, est le lieu des points équidislanls de BC et BA, les normales à ces deux droites étant orientées toutes les deux vers l'extérieur (ou vers l'intérieur) du triangle. Or, le premier membre de (1) représente le produit par y/io de la distance d de BC au point M(^, y), cette dislance étant comptée positivement suivant le vecteur (i, 3) (n° 66), ([ui est, d'après la figure 6('), extérieur au triangle. De même, le premier membre de (3) représente le produit pary/io de la distance d' de BA au point iM, cette distance étant comptée positivement suivant le vecteur (sin 9 — 3cos^, cosô -h 3 sinô), qui est, d'après la figure 6(') et à condition de remarquer que la projection sur O )'
est positive (o <;$<; — )) dirigé vers l'intérieur du triangle; Pour
que M soit sur la bissectrice issue de B, il faut et il suffit ([ue l'on ail d z^ — f/', ou d -\- d'^^o, ou d\J \o -\- d' \/ \o ^=. o^ ou (1) + (3 ) = p. On retrouve bien l'équation (12).
On verrait de même que la bissectrice, issue de C, a pour é([ualion (i) H- (4) = o, ce qui est (i3).
Vérifions, pour terminer, (jue les bissectrices sont concourantes. En portant (2) dans (12), on obtient le p du point de rencontre de AA' avec la bissectrice issue de B, soit, après un calcul facile,
, , , I — 2 sinô
('^) P^ i + s.ng-
Cette expression ne change pas quand on échange 9 en — ■ B — tz; donc, c'est aussi le p du point de rencontre de AA' avec la bissectrice issue de C. Cela prouve bien que les trois bissectrices se coupent au même point, lequel a pour coordonnées
, ,, 2 — sin9 ^- - --"fl
I + sinô *^ " I + sin9
(') On peut aussi, sans regarder la figure, remarquer que le point G se trouve dans la région négative, car le résultat de subslilution de ses coordonnées dans (i) est négatif (n" 71). Remarque analogue pour cl. -
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•2. Calculer la surface du triangle dont les côtés ont pour crjuation
!A ^ -i- B V — C =0, A"^-hB"j + C"=o.
Première méthode. — Ulilisons la formule (72). du n° 82. Soient :£'i,ji les coordonnées du sommet M qui est à rinlersection des côtés D' et D". On a
d'où Ton tire (l. I, n° 289)
en dé>ignant par des petites lettres le> mineurs du déterminant
ABC
De même
cl ou
abc a' b' c' a" b" c"
Mais le déterminant \\a b c \\ n'est autre (|ue le déterminant adjoint de A; il e-t donc égal à A- (t. I, n° 287). Finalement, nous avons
BA^— AB
En remplaçant C par C + o et C" par C"+ o, ce déterminant ^se décompose en deux autres (Tome 1, n° 281) :
A + p ( B A" - AB" ) = o ;
d'où
Calculons maintenanl«HM — A. Si .r, y sont les coordonnées de M, on a ( n" 66)
h v/A2+ B2 = A^ + Bj -h C,
A'.r + By + C'= o, A"œ + By -+- C"— o.
Eliminons a:, y entre ces trois équations :
d'où
A — /yA2+B2c = o;
CV/A2-+-B- Portant (6) et (7) dans (5), on retrouve (4).
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Etant donnés la droite
(i) P = Ax -+- By -4- C = o
et les deux points M,(j7i, yj), M,_{x,, j\). trouver le rapport suivant lei/uel la droite (P) divise le sep:menl M,M„.
Soit M le point de rencoiilre de {V ) v\ dr M,i\Io. Si Ion pose
■ ' ' 7T= — À. on sait (ine les coordonnées de M sont (n" 23 MM,
l'orlanl dans (i). uou> obtenon- ré<|ualion (|ui doit nous donnei' / :
K{x^-^lx,) -f-H(r,-^>.7,)-+-C(n->.) = o■ On en liic
en appelant P, ce que devient I' .luanJon^- remplace .r, v par ^,-,.7,. Nous avons la formule
mm; w
MMÛ ~ 1*2
h. Théorème de (^éva. — Étant donné un triangle A, A. A3, on prend les points «j sur A2A3. «o sur A3V,. ^3 5m/' A,A,. Pour que les trois droites Air/,, \,a.. A^a^ soient concourantes, il faut et il su (fit que Von ait
«1 A, O5A3 asAi _
a, A3 ^sAi «3^2
Première /néthode. - Prenons i>our axe des x le côté A, A. el pour
axe des > le côté A, A3. Soient ^=zA,Ao et ^^A.As- Soient, d'autre
«,A.i <7oA, a->A, . 1 . ]
part, /,, }.2- >.3 les rapports -^=^, -^-^, -^J^ ■ Les coordonnées des
a, A3 rt->Ai «sAo
points «1, «2» «^'3 ^O'il respectivement ( n° 23)
Oïl en déduit les éf|ualioiis de A,rt,, Ajflîj, Aj^tj
(3) ^_^^li_l2l}^,^o (no70);
<4) ^ i-^^4_i:=zo (n^TO).
'■3 5C fJ
Il s'agit (rex})rimer que ee> trois droites sont coiicouranle>. < )ii pourrait le faire en suivant les méthodes du n° 80. Il est un peu plus simple de procéder comme il suit :
En relrancliant (4) de (3). nous obtenons la droite qui joint l'origine au point d'intersection des droites X^d^^ ^i^d, ("i" 78), soit
Four (|ue les trois droites soient concourantes, il faut et il suffit que les droites (5) et (2) coïncident, ce c|ui se traduit par
(6) r l->.i/.2— o ou >.,/2/.3 = 1.
Deuxième mélhode. ~ Prenons des axes rpielconques. Soient
les équations respectives de A,«.. A, a,, Aja.j. Pour que ces droites soient concourantes, il faut et il suffit que l'on puisse trouver trois nombres À, p.. v non tou< nuis donnant lieu à l'identité (n° 80)
(8) /,p + p,Q + vR = o.
Or. pour expiimer (|ue la fonclion linéaire en .r. )-, (jui est an premier membre, est identiquement nulle, il sufHt d'exprimer qu'elle est nulle pour les coordonnées des points Aj, A^, A3, non en ligne droite ('). On obtient ainsi, en remarquant que P, = Q.^ =r R,^: o.
(9) pQ, -f-vR,=:o, aP,— vR. = o. ÀP3-^;j.Q3 = o.
(') (Jar, si une fonction !iné;iirc / de ^, y n'est pas icientiqiiement nulle, elle ne peut s'annuler que pour les points d'une ligne droite, à savoir la ligne droite représentée par l'équation / = o.
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IVjur que o<-> équations admelleiil des <oliilion>« non nulles «-n À. u. v. il faut el il suffit que I <.n ail (t. I, n° 292)
OU, en développant par la ivgle de Sarru- (t. I. n" 280). (10) PsQ.Rî-PîQîR.^o.
Or, on a. en gardant les notations de plu- haut et ^e reportant à l'exer-
cice précédent.
Ro'
d'oi
Moyennaiil (luoi. la condition (10) apparaît comme identi«pie à (6). o. Le faisceau
( I ) X- —Zxy — 2 V- -4- >. ( 3 X* — 4 -^y -^- y- ) — o
coupe la droite D
IX — jy-t-5=:0
aux deux points A et H. Par V on mène la perpendiculaire à O.V et par B la perpendiculaire à OB. Ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point M, dont on demande le lieu, quand À varie. Déterminer la région de ce lieu où se trouve M, quand A et B sont
réels, ainsi que tes positions de M pour lesquelles Fangle AOF. est droit ou bien égal à 28".
Pour déterminer M en fonction de À, on pourrait songer à calculer séparément les coordonnées de A et de B. pour former ensuite les équations de AM et de BM. Mais une telle méthode serait impraticable, car il est impossible de séparer analytiquement les points A et B, sous peine d'introduire des radicaux qui compliqueraient énormément les calculs.
Voici une méthode indirecte beaucoup plus simple. Observons que les points A et B sont à l'intersection de la droite D avec le cercle (G)
décrit sur OM comme diamètre. Nous allons nous donner les coordonnées a, (3 du point M. Nous formerons ensuite l'équation du cercle (C), puis celle du faisceau qui joint l'origine aux points de rencontre de D et de (C) (n" 78). Nous identifierons ce faisceau avec le faisceau (i).
L'équation du cercle (G), qui passe à l'origine et a pour centre le
point ( -j - ), s'écrit (n° 162)
(3) x^-hy- — a.r — ^y=zo.
Eliminons la variable d'homogénéité enlre (2) et (3) :
(4) 5(.3?^ + j^) + (a^+^y)(2^-y)^o, Identifions avec (i) :
Pour trouver le lieu du point M, on peut soit éliminer 1 entre ces équations, soil les résoudre par rapport à a et (3. A cause des questions auxquelles nous aurons à répondre ensuite, employons la seconde méthode.
Multiplions les deux termes de chacun des trois rapports (5) respectivement par I, 4 et 2 et ajoutons les numérateurs entre eux et les déno-
minateurs entre eux ; nous obtenons le rapport égal — r —■ Le premier
rapport nous donne ensuite a et le second 5. On trouve, tous calculs
laits,
.^. — 45— 4o}. g i5 + 3oA
Ces formules peuvent s'écrire
r — 4o/J. -^ + 3ou.
en posant
Donc (n° 23j, le point M divise le segment MoMj dans le rapport (g) MMo__i3
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M,, el Ml avant respeclivemenl pour coordonnées ( — -rr» H 7; ) et
\ lô lôj
( — 40, 4- 3o). Quand À varie, te lieu de M est la droite Mo.M,.
La condition de réalité An faisceau (i) est
(3 + 47)2-4(1 + SX) (/. - 2) > o
/. doit être extérieur aux racines du trinôme ci-dessus, qui sont — o,4
et — io,<). Autrement dit, tttt- doit être extérieur à l'intervalle
-MM
( ^, -^ ) ou (i,?.3; 32,5).
Vio,6 0,4/
Dans ces conditions, .M reste extérieur au segment -M2M3, M2 et Mj ayant pour coordonnées respectives les valeurs (6) pour À =: — 0,4 et — 10,6, soit ( — 1,3 ; -h 0,238) et (-1- i58, — 126).
Les rayons du faisceau (i) sont rectangulaires pour (n° 79)
I — î H- /(3 + i) = o ou /. = -•
Le point M correspondant a pour coordonnées ( — 4)i5; -(-1,7). Calculons Fannie \ d-a faisceau pour une valeur quelconque de 7. Les coefficients angulaires des deux, rayons sont donnés par l'équation du second degré
Si îu et ni' sont les deux racines, on a (n"68)
m — ni
tangV
I -H nini i -\- mm o /. -4- i
Les valeurs de À correspondant à une valeur donnée de V sont racines de l'équation
4>. -^3\- ,3/. -i-i /' 3/. + iX- ,-.
i — 4 -^^ = I + tang- V
ou '
(12) ^)-{i — 4 tang^V) + 4(xi -^ 2tang2V)>. + 17 — tang- V = o.
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Pour \ = 2S'', on a langVn: o,53>. ; lang- V = 0 , ?,83. L'équalion (12)
devient
ses racines sont gS el — 0,82. Les points ^\ correspondants ont pour coordonnées (—36,6; +26,5) et ( — 2,55 ; + o,43).
EXERCICES PROPOSÉS
Même question pour le point {t, — i) el la droite
k. Soient les deux droites
ntx + ( 2 />? — I ) y + 3 = o , {401 — -)x — ( /« + 2 )y — S = o .
1° Déterminer /n pour qu'elles soient perpendiculaires et calculer, dans celte hypothèse, les coordonnées de leur point de rencontre.
2° Délerminer jn pour qu'elles soient parallèles et calculer, dans celle hypothèse, leur plus courte distance.
o. Déterminer l'angle des deux droites
G. Même question pour les deux droites
{ax + by) cos 9 -\- {bx — ay) sin 9 -\- ex -\- dy -f- /j = o , ( ex + dy) cos 9 — {dx — cy ) ûnQ -\- ax -\- by -^ q =z o .
7. Etant donnée la droite (D), d'équation 3 .r + 2 y — 5 := o ,
calculer les équalions des deux droites qui font avec elle un angle de 45° ^t qui passent par le point (2, — i). Calculer aussi les équalions des deux droites qui forment avec les précédentes un carré ayant une diage-
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nale sur (D). Calculer enfin l'équation de l'autre diagonale et la longueur du côlé du carré.
8. Par l'origine des coordonnées (supposées rectangulaires), on mène une droite OX d'angle polaire o. Sur celte droile on projette orthogonalement, en P, un point donné M. Puis on fait tourner OÂ autour de P duu angle donné 9.
1° Calculer l'équation de la droite P/.' ainsi obtenue.
2° Le i)oinl M et l'angle 9 restant fixes et o variant, montrer que Pa' passe par un point fixe M'. Calculer les coordonnées de M' en fonction -le celles de M et, inversement, celles de M en fonction de celles de M .
3° On suppose maintenant que M décrive une droite D. Montrer que \r décrit une droite D'. Prouver que D' passe par un point fixe quand 5 varie, D restant fixe.
4° On suppose au contraire que M' décrive une droite à'. Montrer que M décrit alors une droite A. Quel est le lieu de la projection de 0 sur A ([uand 9 varie, A restant fixe? (Solution géométrique.)
î). Tliéorèine de Ménélaus. — Reprenant les notations de TExercice résolu n°.V, démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que les points a,, a.,, a^ soient en ligne droile est que l'on ait
rt, A,, (7.> V3 «3A1
10. Généralisation du précédent. — Soit un polygone quelconque A, A2A3AV. . . A„. On le coupe par une transversale quelconque (P), qui rencontre Ai A, en a,, A, A3 en «,, A, A, en a^, ... A„ A, en a„. Démontrer que l'on a
rt,A, «.2A2 ^3 A3 an^n
rtjAj «2^3 «3 A 4 ««Al
[S'appuyer sur l'Kxercice résolu 11° 3.]
11. Vérifier aiialytiquement que les médianes, les hauteurs, les bissectrices, les perpendiculaires au milieu des côtés d'un triangle sonl concourantes.
Wbis. Reprenant les notations de l'exercice résolu n° i, on considère le point a\ symétrique de a, par rapport au milieu de A^Aj et les points analogues a\^\. a\. Montrer que si les points «,, «., a^ sont en ligne droile, il en est de même de a',, «(,, a\.
12. Ebant donné le triangle AjAgAs, par un point O de son plan, on mène les perpendiculaires à OAj, OAj, OA3 . Elles rencontrent respectivement AjA^, A3 A], A, A, en a^, a^, aj. Démontrer que ces trois points <^i) ^2: <^3 sont en ligne droite.
[On pourra s'appujer sur le théorème de Ménélaiis, en se servant de rExercice résolu n<» 3, l'origine des coordonnées étant, d'autre part, prise au point 0.]
13. Même exercice, en remplaçant la perpejidiculaire à OA, par la sj-métrique de OA, par rapport à une droite fixe passant par O ou, plus généralement, pa-r la conjuguée harmonique (n" 132) de OA/ par rapport à deux droites fixes passant par O.
[Prendre ces deux droites lixes^pour axes de coordomuées.].
Etant données deux droites d'équations
(i) P = Aa7H-B/ + C=:o, Q = A'^-+-By + C'=o,
quelle relation doit exister entre / et /ji pour que les droites
(2) P + /.Q=ro, P-\-p.Q = o
aient mêmes bissectrices que (P) et (Q) ?
Cas où les équations (i) sont sous la forme normale
/[J- =-- -TT-^ ^ ; SI forme normale, /.[x = i •
15. Soient un triangle ABC et un point 0. Montrer que la symétrique
de OA par rapport à la bissectrice de BAC et les deux droites analogues déduites de OB et de OC sont trois droites concourantes. [S'appuyer sur l'Exercice précédent.]
IG. Montrer que la droite Nl\' de l'exercice proposé n° 12 du Chapitre précédent passe jjar un ])oint fixe.
17, Etant donnés deux axes rectangulaires O^, Oy, on projette un point P du plan en Asur O.^^ et en B sur Oj. Puis on joint AB. On mène enfin par P la perpendiculaire à AB. Montrer que cette perpendiculaire passe par un point fixe Q quand P décrit une droite parallèle à l'une ou
l'autre des bissectrices de a:Oy. Lieu du point Q quand cette parallèle
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• 18. Etant donnés deux axes quelconques Ox, Oy, un point fixe A sur O^ et un point fixe B sur O v. on considère deux points variables F r. /^ r. . ^ ÛB
sur ija:, O sur Or, tels crue + ^= const. .Montrer que la
' OP OQ
droite PQ passe par un point fixe.
19. l n triangle a un sommet A sur Ox et deux sommets B, B' sur Oi'. On prend un point M sur AF) et un point M' sur AB'.
/\ , i" Montrer que si ces points varient de manière que Tangle MOM' ait
toujours Ox pour bissectrice, la droite MM' passe parum point fixe P. Lieu de ce point quand A, B, B' varient de manière quelconque.
2*> Le point P étant supposé fixe, le côté AB' se déplace parallèlement à lui-même. Montrer que la Boédiane issue de B passe par un point fixe, ainsi que la hauteur issue de B'.
3° Le point P étant supposé fixe, le triangle ABB' se déforme de manière que son centre de gravité décrive une droite passant par O. Montrer que les hauteurs passent chacune par un point fixe.
Etant donnée Téquation
A^* + 2 Bj7y -f- €'»'-= o
en coordonnées rectangulaires, on fait tourner de l'angle o, autour de O, le faisceau qu'elle représente. Calculer l'équation du nouveau faisceau ainsi obtenu. Déterminer o pour que ce dernier admette O^- et Oy pour bissectrices. En déduire l'équation quadratique du faisceau des bissectrices du faisceau proposé.
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•23. Déterminer 7. pour que le faisceau
soil coiislitué }»ar deux droites également inclinées sur la troisième. Séparer ces droites dans cette hypothèse.
2'i-. Étant donnés le faisceau
et un point P dans son plan, montrer qu'il existe deux sécantes passant par P telles que si A, U, C sont les points de rencontre de l'une d'elles avec le faisceau, on ait
PÂ+PB-4-PC^o.
Dans quelle région- du plan doit se trouver P pour que ces deux droites soient réelles? Où doit se trouver P pour qu'elles soient rectangulaires?
[On pourra ])rendre pour inconnues les paramètres directeurs de la sécante PA15C.]
2"S. Calculer l'aire, les équations des côtés tt les cooixlonnées de l'orlhocentre du triangle dont les sommels ont pour coordonnées ( — 2, — 5),
(— 3, -hi), (—6,-11).
On considère les deux plans
P = oc a: + ;3/ H- y ^ = o ,
I** Déterminer a, j3, y pour qu'ils soient parallèles.
Les plans ainsi obtenus forment un parallélépipède dont on calculera les coordonnées des sommets, ainsi que le volume.
2° (Quelle relation doit exister entre a, [3, y pour que (P) et (Q) soient perpendiculaires ? Montrer que les dièdres droits ainsi formés se répartissent en deux familles, pour chacune desquelles chaque face du dièdre passe par une droite fixe.
\° Les conditions de parallélisme des plans (P) el (Q) s'écrivent (n°8o)
Prenons pour inconnue auxiliaire S la valeur commune de ces rapports. Nous avons les trois équations
aS — [3-f-y = o, a — [3S — y = o, a — 73 — y S
Pour que ce système, linéaire et homogène en a, |3, y, admette des solutions autres que la solution zéro, il faut et suffit qu'on ait (t. I, n° 292)
ou
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On aperçoit de suite la racine S, = i. Après suppression du facteur S — I, il reste l'équation du second degré
dont les racines sont 82=: 2, 83 = — 3.
Il nous reste maintenant à chercher les valeurs de a, (3, y qui correspondent à chacune de ces trois racines.
Racine Si=i. — Les deu\ premières équations (3) nous donnent, par addition et soustraction,
(5) [3 = G, a r:: y = I, par exemple.
Les équations (i) s'écrivent alors
(Pi) x-^z = o,
Racine 82= 2. — On trouve, en se servant encore des deux premières équations (3), qu'on peut prendre
d'où les équations
( (P2) 3^ — r + Ss = 0, I (Q2) 3:c— j+5^ + 5 = o,
Racine 83== — 3. — On trouve, de même,
Parallélépipède. — Les six plans (P,), (Qi)) i^z)^ (Q2), (P3), (Q3), étant deux à deux parallèles, constituent les six faces d'un parallélépipède. Les plans (Pj), (P2), (P3) se coupent à l'origine, qni est le premier sommet.
Nous aurons un autre sommet A, par l'intersection de (P2), (P3), (Qi). La résolution du système linéaire formé par les équations de ces plans est élémentaire et donne, pour coordonnées du point A, :
Aj: ^, = —3, y, = — 4, 5,z=:l.
On trouve, de même, les coordonnées des points Aj, intersection de
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(P:j), (P, ), (O.,), et A3, intersection dé (Pi), (Pj), (Q3):
Aj : JTjZr:!, J'2=3, -2^= 'j
Les quatre autres somnaets B,, Bj, B3, G sont donnés maintenant par les égalités géométriques
OB.rzrOAî-^OAj, OBjZzrOAs-^OAi, 0B3=:0A,-0A,,
ÔG = ÔA, -^ 5?,+ Ô?3,
dont on déduit
.>C — JT j — I — X Si ~\~ X^ — ^"" l >
^ — -Sj -h -2 "^ -^3 — ^'
Il est à remarquer que le point G est Tintersection des plans (0^), (Q2), (Q3). G'est donc le point fixe par lequel passent tous les plans (Q). L'équation Q m o est en effet de la forme (22) du n° 88 et définit un réseau de plans. Le lecteur vérifiera sans peine que les coordonnées de G annulent séparément les coefficients de a, 3. y dans Q.
Le volume du parallélépipède est égal à six fois le volume du tétraèdre OA1A2A3. (Prendre, par exemple, pour base du tétraèdre le triangle OAjA, et pour base du parallélépipède le parallélogramme OAïAqBj.) En appliquant la formule (5o) du n° 93, on a donc
Le volume absolu est m.
2° La condition d'orthogonalité des plans (P) et (Q) s'écrit (n°84)
a(y-[3)--,3(a-y)-v(a-73) = o ou
f>8 CHAPITRE VII.
Rlle se décompose en deux :
I. y = o. — Les équations (i) se réduisent à
} — (3^+o(j + (a — 7f3U +/ia— 8[3i=o.
Le plan (P) passe constamment par O;: et le plan (Q) par la droite d'équations (n° 90)
II. a = 4(3. — Les équations (i) deviennent ^^3, ; (3(4^+j) + -/= = o,
Le plan (P) passe par la droite fixe (i4) :;=:o, j + 4-2- = o.
Le plan (Q) pass-e par la droite fixe (i5) — ^-h 4y — 3; + 8 z=o, a: — y — 2 = 0.
o«V /'7 droite D définie par les équations
(i) or + Sj — 3;-f-2 = o, _6^ + 2/ + s + 1/4 = o.
1° Calculer ses cosinus directeurs.
2" Calculer sa distance MM' aw /)o//i< M(— 2, 4- 5, — i), amsf «7«e les équations de la droite MM'.
I" Les cosinus directeurs de D sont donnés par (n" 9i) :
'4 17 5o v/2985' d'où
(3) a = o,256; 6r=o,3ii; 0 = 0,914.
2° Appliquons la méthode indiquée au n" 96 (deuxième cas). L'équation générale des plans passant par D est
(4) (t-6X).r + (8-i-2>.)jK+(-3 + X)c + 2+i4>. = o.
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Le plan (D, M ) est déterminé par la condition
— 2(1 — 6/) + 5(;S + 2/.) — ( — 3 -h X) + 2 -hl4>.
d'où A=z— ;r^. Portant dans (A), on (5) 293^-1-194^ — 148:: — 532 = 0.
Ecrivons que le plan (4; est perpendiculaire à (5) :
293(1 — 6>.) + 194(8 -+- 2I) 4- 148(3 — >.) = o ; d'où
Portant dans (4), nous avons l'équation du plan P mené par D perpendiculairement à MM :
La distance MM' est
Les équations de la droite MM' sont l'équation [ô) et la suivante, qui représente le plan Q mené par M perpendiculairement à D :
ou
(7) i4a^4-i7/H-5oc — 7=0.
3. Soit un quadrilatè/e gauche A, A., A3 Ai. O/i prend un point quelconque Mj sur Aj A,, puis M, sur AjAj, M3 sur A3 A;, M^ sur A4 Ai tels que
^j^ m;â; _ mtâ; _ m;â;_ M~^
M, A, Mo A3 M3A4 M4A,
Par Mj, on mène le plan Pi perpendiculaire à AgA^. De même, par M2, M3, M;, o/i mène Pj, P3, P4 perpendiculaires à A^Aj, A, A,, A, A3. Trouver la condition pour que ces quatre plans soient concourants.
Prenons des ax.es rectangulaiies quelconques et soient Xi, y,, Zi les
coordonnées du point A,, Soit, d'autre part. la valeur commune
des rapports (i). Les coordonnées du point M, sont (n° 23)
Le plan Pj, par exemple, a pour équation (n° 88)
(.3) P.E^ (^— çO {x,-x,) H- {y—fi,) (7.3-/4) + (s-r,) (33— ^-0 ==0.
Les équations de P,, P3, P4 s'en déduisent par permutations circulaires sur les indices.
Pour exprimer que les quatre plans sont concourants, cherchons à former une combinaison linéaire identiquement nulle fn° 89). A la simple inspection de l'équation (3), on voit qu'en ajoutant les quatre équations analogues, les termes en x^ y, z disparaissent identiquement. La somme Pj -I- P, -+- P3 H- P4 se réduit donc à une constante :
Pi+ P2+ 1^3+ P4 = :^[- lA^z-^u) - ri,{y,-y,) - r,,{z,-z,)-\.
Pour que les quatre plans soient concourants, il faut et il suffit que cette constante soit nulle (*). La condition demandée est donc, en remplaçant les Ci, -fii, C/ par (2),
( 4 j i [(m^i -J- m'x.^) (X3 — œ^) + {myi + m'y.,) (7.3 —y,,)
^{mzy-^m'z^){z^ — Z',)'\ = o.
Il est bien entendu que cette somme doit comprendre les quatre crochets déduits de celui qui est écrit par permutations circulaires des indices. Ordonnons par rapport à m, ni :
m[l{xix^ + y^y. + z^z^) —l{x^x,^ + y^y,^-\- z^z^)'] + m'[2(^.:c3 4- 72/3 + 5,^3) — i(a"2^i + 7.,j4+:;,^4)] — o.
Mais on a
io) l{x^x^-^ y^y^-^- ZiZ:,)=^l{x,X:,-\- y,y,,^ z,z,^)
= 2[(^ia^3 + 7,73-H^l^3) + (-^2*-4 + 7274-+--2-4)].
M) La condition est évidemment nécessaire, puisque la somme P,-i- P;+ P3+ P4 doit s'annuler pour les cnordonnées du point de concours. Elle est suffisante, d'après le n" 89.
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Si nous appelons A le crochet de (5) et B la valeur commune des deux membres de (6), notre condition s'écrit
On voit qu'elle est vérifiée pour m z=z m'. Donc, rjael que soit le quadrilatère, si M, est au milieu de Ai A,, les plans concourent.
Si, maintenant, l'équation (7) est vérifiée pour m ■=£ m\ on a B nr 2 A et (7) est vérifiée quels (\\xQiO\Qx\\.n\ ç.\. ni' .\)onc, si les plans concourent pour une position particulière de .M,, autre que le milieu de A, A.,, ils concourent pour toutes les positions de M,. La condition pour qu'il en soit ainsi s'écrit d'ailleurs
On peut l'interpréter géométriquement. La' somme •ï'; îa--^J'/Ja -I-^/^a-
est, en effet, le produit scalaire (n° lOi) des vecteurs OA/ et OA^.. Dès lors, (8) peut s'écrire
= ÔT, . ÔA^ -^ ÔT, . ÔÂ^ ^ ÔA 3 . ÔC 4- ÔA 4 . ÔAi .
Telle est la condition cherchée.
Comme les axes ont été arbitrairement choisis et que la condition (9) exprime une propriété du quadrilatère gauche, qui n'a rien à voir avec les axes, on peut affirmer que si l'égalité (9) est vérifiée pour un point O particulier de V espace, elle est vérifiée quel que soit 0.
Prenons, par exemple, O en A,. L'équation (9) se réduit à
( 10 ) 2 Al A, . A, A. =z Al A, . A, A, -h A, A3 . A, A. .
On peut la transformer en s'appuyant sur l'égalité générale
BC'r= ÂÏÏ' — ÂC' — 2ÂB^.Â€.
Kn multipliant fio) par 2, il vient
=r âtâ:'^ Â"^:; - âtâ;'- Â~^'- Â^'- Â7Â7
ou
do i::^::.^ -^^^' -^'kTx.; ~T7\' =i{'k^^ ^Tj:^) .
Autrement dit, la somme des carrés des quatre cotés du quadrilatère doit être égale au double de la somme des carrés des diagonales. Le lecteur vérifiera que (lo) peut aussi se mettre sous la forme
(12) A1A2.A3A4+ A, A4. AjA,^::: O,
Soient les deux droites
Calculer les coordonnées des pieds et la longueur de leur perpendiculaire commune.
On pourrait employer la méthode décrite au n° 97. Pour varier, nous allons en indiquer une autre, qui peut s'appliquer dans toutes les recherches de plus courte distance.
Prenons, sur D et D', deux points quelconques M et M', de cotes ; etc'. Nous allons calculer la distance MM' en fonction de ces deux variables et nous écrirons ensuite qu'elle est minimum. Nous avons (n" 177)
MM' =(2,5^ + 3r-'+9,5)2+(4^ — [,45'-^2,8)-+(3 — c')'-. Annulons les dérivées par rapport à ^ et à ;' :
3(2, 5'^ 4- 3 c' H- 9, 5 ) — 1, 4(4- — \ , [\z.' + -2 ,^) — z -\- z' = o ou
23 , 25 c H- o , 9 x;' -h 35 zz: o,
0,93-1-11,965'+ 24,6 = 0; d'où
Portant dans (D) et (D'), nous obtenons les coordonnées des pieds M et M' :
La plus courte distance est ensuite donnée par
MM' z=:o,o4^+ 3,01 +0,53 ==:q,34; d'où
MM'=3,o6.
Soient les plans
(P) x(i— Û)—y{i~ f-)^ '2tz=a -f-S/— yt-,
(Q) it^x -k-y — itzz=: a'-t- S'/ — y'/-,
où a, fâ. y, a', ,5', y' désignent des constantes quelconques.
1° Montrer qu'ils passent chacun par un point fixe.
2^ Calculer leur angle \ et étudier ses variations. Ktablir la formule
il^z= tang I h -^ I tan^ (
3° Montrer qu'il existe une infinité de points fixes situés chacun à une distance constante du plan (P). Même propriété pour le plan (Q).
4° Montrer que le plan (P) fait un angle constant a\ ec une certaine droite fixe; calculer cet angle. Même propriété pour le plan (Q).
3. On donne un trièdre (juelcon([ue Oxyz. On prend deux points A et A' sur Ox, deux points B et B' sur Oj^, deux points C et C sur O^ tels que Ton ait
ÔA . ÔV = ÔB . ÔF^ ÔC . OC = I .
On considère les plans ABC ou (P) et A'B'C ou'(P'), ainsi que les centres de gravité G et G' des triangles ABC, A'B'C.
1° Montrer que si les plans (P) et (P') sont parallèles, GG' passe parO et réciproquement. Déterminer le plan (P) de manière que le rapport ■ ait en outre une valeur donnée. Nombre de solutions. OG'
2° Montrer que si les plans (Pj et (P') se coupent dans un plan
fixe (II), GG' passe par un point fixe Go et réciproquement. Quelle relation existe-t-il entre (II) et Go?
'p p Déterminer (P) de manière que le rapport " ait, en outre, une
GqG'
valeur donnée k. Montrer qu'il y a huit solutions, se répartissant en quatre groupes (Pj, P2) tels que le plan (Pj) qui correspond à (Pi) soit parallèle à (Po), (P?) étant, de même, parallèle à (Pi). Montrer que les quatre segments G1G2 ont même milieu I. Lieu de I quand k varie.
3" Montrer que si le plan (II) précédent passe à l'origine, GG' a une direction fixe et réciproquement. Déterminer (P) pour que GG' ait, en outre, une longueur constante. Montrer qu'il y a encore huit solutions jouissant des mêmes propriétés que dans 2".
k. Soit un quadrilatère A1A2A3A4, défini par les coordonnées de ses sommets. Vérifier analyliquement que les plans perpendiculaires au milieu des côtés sont concourants.
5. Reprendre l'Exercice résolu n° 3 en supposant l'angle A, Aj A4 droit. On prendra l'origine en Ai, O^ suivant AiAj, Oy suivant AiA4 et
Oz perpendiculaire.
6. Reprendre l'Exercice résolu n° 3, en menant le plan P/ perpendiculaire à A/A/^.1. Montrer, en particulier, que la condition de rencontre, quand Mj n'est pas au milieu de AjAg, est que la somme des carrés des côtés soit nulle.
7. Reprendre l'Exercice résolu n°3, en remplaçant Pj parM,A3A4, etc. [On exprimera les coefficients des plans au moyen des mineurs du
déterminant 1| xi ji Zi i |1 . On observera que la somme des mineurs relatifs à une même colonne est nulle ou égale à 6\ .]
Même question pour les équations
(1) /^or — >.3j-f-X- 4-À--{-l=:0 ;
( 2 ) 'i> — ni'}} -^ {m -^ i)l- — y. — l :=: o.
[(i) doit admettre toutes les racines de (2) en /.]
10. Equation générale des plans (jui passent par les deux points Mo(2, I, —1). Mi( — 3, G, 2). Déterminer celui de ces plans qui est perpendiculaire au plan projetant Mo^Ii sur xOy.
11. Etant donnés trois axes rectangulaires, on mène par l'origine les trois demi-droites OA, OB, OC, de co-inn- directeurs respectifs (a, 6, c), (a', b', c'), (a", b'' , c").
1° Calculer ré([ualion du plan P mené par OA perpendiculairement au plan BOC, Prouver (|ue les trois plans analogues P, P' P" passent par une même droite.
1° Calculer l'équation du plan Q mené par OA perpendiculairement à P. Ce plan coupe BOC suivant une droite Oa. Prouver que les trois droites analogues sont dans un même plan.
[Introduire les plans perpendiculaires à OA, OB, OC, ainsi que les
angles BOC = À, COA = fji, AOB r= v. ]
12. Gardant les notations de l'Exercice précédent, former l'équation
du plan qui passe par OA et par la bissectrice intérieure de BOC. Prouver que les trois plans analogues passent par une même droite. Prouver que les trois bissectrices extérieures sont dans un même plan. (On utilisera l'Exercice proposé n° 9 du Chapitre III.)
13. Reprenant encore les mêmes notations, former l'équation du plan
perpendiculaire à BOC et qui passe par la bissectrice de l'angle BOC. Prouver que les trois plans analogues passent par une même droite.
li. Étant donné un tétraèdre, on oriente chacune de ses faces vers l'intérieur du tétraèdre. Il en résulte un sens de parcours déterminé sur chaque périmètre. Démontrer que la somme algébrique des aires des projections des quatre faces ainsi orientées sur un plan quelconque est nulle.
15. Soit un tétraèdre AjAaAgA^ donné par les équations de ses faces,
celle de la face opposée au sommet A, étant
A ,• JÎ7 H- B/ y H- C/ :: + D,- = o.
Calculer les aires de chacune de ses faces et son volume. {Cf. Exercice résolu n" 2 du Chapitre VI.)
16. Reprenant les notations de l'Exercice n° 11, on porte OM = p sur OA, ON = p' sur OB, OP = p" sur OC. Évaluer le volume du tétraèdre OMNP en fonction de p, 0' , p", }., /jl, v. {Cf. N,,,, n° 17.)
17. Si P et Q désignent deux fonctions linéaires de ■/',>', z et/(P, Q) un polynôme liomogène en P, Q et de degré m. démontrer que l'équation
représente un faisceau de m plans passant par une même droite.
L'équation
AP-+2BPQ + CQ2=o, où l'on a posé
V ^ ax ^ by — cz ^ d, Q ^ « «3? + b' y -f- c' ^ -h cl,
représente deux plans. Trouver la condition pour qu'ils soient perpendiculaires.
19. Par le point Mq(j:'„, joi -^oji 01 mène la droite D, de paramètres directeurs (a, b. c). De même, par Mi(.3;,, y^, z<^), on mène D', de paramètres directeurs (a b' c' ). Trouver la condition de rencontre de ces deux droites.
20. Même question, en supposant que la droite D' est définie par les équations
Aa: + B V + C 3 4- D =0, K'x + B'y -4- C z -h D'=: o.
21. Etant donnés les deux points M,(j:i, y^, z^) el Mo^r,, y.,, ^2)5 ^^ segment MjMj est coupé en un certain point M par le plan P := o. Cal-
JVIM
culer le rapport ' - {Cf. Exercice résolu n° 3, Chap. VI.)
MM2
22. Soit un quadrilatère gauche A1A2A3A.. On prend les points Mi sur A, A,, M2SurA2A3, IVI3 sur A3A4, M4 sur A^Aj. Démontrer que la
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condition nécessaire et suffisante pour que les quatre plans MiAjA;, M^AiA,, MjAjAj: M^AjAs soient concourants est que Ton ait
MiA, M, A, M3A3 M;A, ^^
mTâ; ^û^, M3A. M. Al ~''
(Suivre la même marche que dans l'Exercice résolu n° k du Chapitre VI. )
23. Démontrer que la relation (i) de l'Exercice précédent est aussi la condition pour que les quatre points MiMjMjMi soient^dans un même plan. (Cf. Exercice proposé n" 9, Chap, VI.)
Comparer ce théorème avec le précédent. Le généraliser pour un polygone gauche quelconque. (Cf. Exercice proposé n° 10, Chap. VI.)
24. Une droite mobile iMM' s'appuie, en M et en M', sur deux droites fixes D et D' et reste perpendiculaire à la droite D. Montrer qu'en désignant par \ l'angle des deux plans DMM' et D'M'M on a MM'tangV = const.
25. Étant données deux droites fixes D et D'. on prend M sur D et M' sur D' tels que les plans (D, M') et (D'. M) soient constamment rectangulaires. On projette M' en P sur D et M en P' sur D'. Prouver que le
rapport — , — est constant. (On pourra employer les axes et nota-
MM ' tions de l'Exercice résolu n° h- du Chapitre V.)
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M2( — 2, I. o) et sur la droite D' qui a pour équations
a; -\- y -\- :z =^ \ , ix — y — •5:; = o.
29. Déterminer la perpendiculaire commune aux deux droites précédentes, ainsi que leur plus courte distance.
30. Même question en remplaçant la droite D par la suivante :
31. Equations paramélriques d'un plan. — i° Le plan est donné par un de ses points Mq et par les cosinus directeurs (rt, b, c) et («', b\ c') de deux droites Mo?^ et Moj^ issues de ce point dans le plan.
2° Le plan est donné par trois points Mq, Mi, M2. Généraliser les formules obtenues.
[Dans le premier cas, prendre pour paramètres u et v les composantes
de MoM suivant Mo>^ et Mqjul.
Dans le second cas, considérer M comme le centre des distances proportionnelles des points Mq, M,, Mj affectés des coefficients u, r, w. On généralise en prenant pour .r, y, z trois fonctions homographiques de u, V, ayant le même dénominateur.]
1. Étant donnés un quadrilatère gauche ABCD, trois nombres fixes m, n, p et un nombre variable}., on construit les points a, b, c, d sur AB, BC, CD, DA tels que
"Brt _ . JÂ — _- JZZ — ^' ££ — _-
— _,n^/., =— '^ ' ]Jx~'^ ' DC~'^
— >- — >- Prouver que la somme géométrique ac -H bd demeure constante.
On a les égalités géométriques
oJ — aî-i-BC-t-Cc, bd=:bB + Bk + kd. Or,
oB = ÂB (m -f- À), Ce = CD -h De = CD (i - /> -i- À),
S = (X — n)BC, Aaf = AD + D^= AD (i — «-/.): d'où
ac+ bd=zAB{m -+-/ — i) -^ BC (i -h >. — n)
-^cb{i — p^'/.)^'DP^{n~i^l).
Le coefficient de l est AB + BC + CD -h DA = o. La somme géométrique considérée est donc bien constante.
2. Soient n points fixes Ai, A,, . . . , A„ affectés des coefficients mj, mj, . . .', /w«. Étudier comment varie, avec le point M, la somme
S = tn^. MÂJ 4- nu . MÂ_Î ^ . . . + m„ . MA,',. Comparons les \aleurs de S pour deux points différents M et M'. A cet
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effet, écrivons l'égalité géométrique
(i) MA,.= MM'+]NrA,.
Faisons les produits scalaires des deux membres par eux-mêmes; il vient, eu égard à l'associa ti vite (n** 104),
( o. ) MA, = M M' + M'A, + 2 M M' . M'A,.
Multiplions par mi et ajoutons toutes les égalités analogues :
(3) S = MM''.im,+ S'+2MM'.[2m,.M'AjJ.
Si m ^r^ ^nii^ o, nous simplifierons le second membre, en prenant M' au centre A des distances proportionnelles, puisque ce point est caractérisé par l'égalité géométrique (n° 23) :
(4) i;///,.âa;=o.
Si l'on pose So=— ^«/AA/ , l'égalité (3) devient
(5) S = /».MÂ'^So.
On voit que S ne renferme plus qu'une quantité variable MA. Ses variations sont donc évidentes. Le lieu des points pour lesquels S a une valeur donnée est une sphère de centre A ( ' ).
Examinons maintenant le cas particulier oii im^■=o.
La formule (3) devient
( 6 ) S = S' + 2 MW [l nti . M'ï] .
D'autre part, il est facile de montrer que i/«/. M' Ki est un vecteur
constant V. En effet, de (i) on déduit
im,.MX, — i w,.^Ta, = MW.lmi= o.
On a donc
(7) s = S'+2MTr.'v.
Siy n'est pas nul, on voit, en supposant que M' reste fixe, que S est
( ' ) La formule (5) a, en somme, clé élablie au n" 184 du Tome I, à propos des moments d'inertie.
une fonction linéaire de la projection de MM' >ur \ ou, ce qui revient au même, dv la distance algébrique de M au plan ])erpendiculaiie
à V mené par M . Le lieu des points pour lesquels S a une valeur
donnée est un plan II perpendiculaire à V. En particulier, si IIq désigne le plan correspondant à S = o. on voil(|ue la valeur deS en un point quelconque M est égale au produit par >.\ de la distance algébrique de M à Ho, distance comptée positivement suivant le vecteur \ . Dans le cas particulier où V ^ o, la somme S est constante.
3. On considère la droite D définie par les équations (i) ux -h r V + wz -^ r ^ o. u' x -t- v' y -^ w' y — /':= o.
Calculer les six coordonnées d' un vecteur V porté par cette droite et ayant pour longueur o.
Commençons par calculer les coordonnées pliickériennes de D. Four cela, nous formons les équations de ses piojections sur les plans de coordonnées ( n" 111). En éliminant ^r entre les é((uations (i), nous obtenons la projection sur j(>c :
y{u\' — uv') — z ( iv' u — w u' ) =: r' u — r u.
On a deux é([uation> analogues [)ar ])ermutatioiis circulaires. En comparant avec les équations i 2 i ) du n° 111, on voit (jue Ion }»eut prendre
(2) X=^IVV' — ÇW', j3 =:««•' — (ï'm', y ^ {' u' — uf';
(3) Izr^ur' — u' r, m =: r r' — v'r, n = ixr' — w'r.
Les coordonnées du vecteur V sont proportionnelles à ces quantités. Si X désigne le facteur de proportionnalité, on doit avoir
D'où À r= ' le double signe correspondant aux deux sens
(ju'on peut donner à V sur la droite D.
k. Étant donné un système S de vecteurs, de coordonnées X, Y, Z, L, M, N. on prend son moment résultant MK par rapport au point M. Quand M décrit une droite D. K décrit une droite D'.
Haag. — Exercices, II. '»
i" Calculer les coordonnées pliickériennes a', jS', y', l' , tn' , n' de D' en fonction des coordonnées pliickériennes a, j3, y, /, m, n de D.
2" Quelle relation doit exister entre ces dernières pour que D et D' soient dans un même plan II ?
Si œ. y^ z sont les coordonnées du point M, celles de K sont (n** 108)
; A-'=^ + L — yZ + sY,
Avant de faire aucun calcul, on peut remarquer que ces formules définissent une transformation homograplii(|ue (n" 401). Donc, si M décrit une droite D, K décrit certainement une droite D'.
1" Si M décrit D, ses coordonnées sont de la forme {n°95) jz^'o+pa, j'o+pjS, ^o+p"/- En portant dans (i), on obtient des expressions de la forme ^0 + p(a — j3Z + yY), .... On en conclut que K décrit une droite D', dont les paramètres directeurs sont
(2) a'=a~;3Z + yY, (3'= (3 - yX + aZ, y'=y-aY + |3X. Nous avons ensuite
l'=y'-l'-z'^'= (j + M_ -X + ^Z)(y-aY+^X) -(:; + N -.2^y_KyX)(P-yX + aZ).
Ceci doit pouvoir s'exprimer en fonction de a, ji, y et des quantités /, //t, n liées à œ, y^ z par
(3) ^ = jy — -^iS, m=^ za — xy, n=z œ'^ — va.
Il doit d'ailleurs en être ainsi quels que soient X, Y, Z, L, M, N ; donc, ordonnons /' par rappoit à ces quantités. Le calcul ne présente aucune difficulté et, en tenant compte de (3), conduit à la formule
(4) /'=:M(y-aY + [3X)-N(P-yX + aZ)
+ / + Y/i — Zm -H IX-' 4- mXY + nXZ.
Le coefficient de a est — (MY-h\Z). Si nous introduisons Vinvarianl {cf. Exercice [)roposé n" 41)
(5) ' i> = LX-+-MY + NZ,
ce coefficii-nt .s'écrit LX — 12. F.n portant dans (4 ) et prenant tous les
termes qui contiennent \. on constate qu'ils s'écrivent XDR, en introduisant le moment de S par rapport à D, soit
(6) Oro^La— M^^^y — Xl — Ym-^Zn.
Dès lors, la formule (4) prend une forme assez simple; par permutations circulaires, on obtient, en définitive,
l /'zr= — Oa — N .5 -^ My -r- L —Zm + Yn h- X31L,
(7) I m'=3 — i2,S — Ly +i\a + 7?i — X/n- Zl -^YOIL, [ n' = —9.y — Ma 4- L,3 ^n — Y/ ^ Km — ZOIV.
Les formules (2), (7) répondent à la première question.
2° Pour ({ue D et D' soient dans un même plan, il faut et 11 suffit que l'on ait ( ' )
(8) la' -^ m^' -^ «-/'-!- xi' — j3//i'-j- y n' ^ o.
Calculons le premier membre, en remplaçant les a, ^'. . . . , n' par (2) et (7). On a d'abord, en se souvenant que
(9) ly. — /n2> -^ ny z= o, l(x''^?n^'^ny'=\\ l X a |1 .
Fuis
a/'^(3m'-^7/î' = — i2(a-^;32^y^)^ il a X l\\ — Drt(aX^3Y-f-yZ).
Portant dans (8) et remarquant ([iie les deu\ déterminants se déti'uisent. on obtient la relation demandée sous la forme très simple
(10) .m(aX^(3Y — yZ).— £>(a^^-(i2-i--/2) — o.
Elle est homogène et du second degré en a, 5., ..., }i\ elle définit donc un complexe du second ordre (n'^ 39i-).
o. 1" Etant donnés un vecteur \ de coordonnées X, Y, Z, L, M, N et une droite A. de coordonnées pluckériennes cf., 3, y, /, m, n. déterminer un vecteur Y' formant avec V un système admettant ^ pour axe central et un pas donné h.
■.2" Y et A restant fixes, trouver le lieu de V quand h varie.
{') Leur monienl relatif ( n" 11!]) doit être nul.
I** Le système V, V doit être équivalent à un torseur, dont le vecteur Ra pour directrice A et dont le couple K a pour axe AR. Supposant les coordonnées a, j3, ... unitaires, appelons p la mesure algébrique inconnue de R. Les coordonnées de ce vecteur sont
pa, p[3, py, ûl, pni, pn.
Celles du couple K sont
G, o. o, hpy., /'pj3, /'py.
Celles de V sont, par suite,
i' X'=pa-X, Y'=p{3 — Y, Z'=:py-Z, (i) J L'=p(l+ ha)-h, M'=p{7n + hQ)-M,
l N'— p(« + /iy) — N.
Ecrivons qu'elles satisfont à la relation fondamentale
S(pa — X) [p(/4-/ia) — L] = o p'-h - p[y.]. + [3M + yN + /X -+- niY + «Z + /^aX -!- i3Y + yZ)] = o,
en tenant compte des relations
a-— (3-+y-=i, la-h ni^ -h ny =zo, LX + MY + NZ=:o.
On tire de là
, , ^. ^^,. ., aL + [3M + yN + /X + mY + /iZ (2) p^a\-f-(3\ +yZ- "^ ^- j^
Portant dans (i), on aurait les coordonnées du vecteur ^' .
2° Prenons A ])0ur axe des z, la perpendiculaire commune à A el Y pour axe des .r. Nous avons alors
a Z-. 3 = o, y =^ " ' /=/??= n = o ; X =: o , L = o. La formule {■>.) devient
Portant dans (i), il vient
X'riro, Y'zr:— Y, 7/=:^, \/=0, M'=— M, N'=Z/l,
Les équations des plans projetant la droite portant V sont (n" 110)
L'élimination de h entre les deux dernières conduit à la relation fondamenlale MY + NZ=o, supposée naturellement vérifiée. L'élimination de h entre les deux premières nous donne, au contraire, le heu demandé
(3) y^\^zxY = o.
Cette équation ve^véitrMt un paraboloïde hyperbolique équilatère (n° 562), d'axe O/, de sommet O, de plans directeurs xOy et jO;.
Solution géométrique. - Toute droite s'appuyant sur A et lui étant perpendiculaire est visiblement de moment nul. Si une telle droite D s'appuie en même temps sur V, elle aura un moment nul par rapport à V -I- V et à V, donc à V, qu'elle devra rencontrer. Dès lors, \' doit s'appuyer sur toutes les droites D, en nombre infini, qui rencontrent à la fois V et A et sont perpendiculaires à A. La surface engendrée par la directrice de V est donc le paraboloïde hyperbolique équilatère engendré par les droites D.
Quatre vecteurs sont définis de la manière suivante
V, : Origine (2, -Z, —i)\ angles avec Ox : 63«, avec Oy : iS;», avec Oz : aigu; longueur : 4,6.
V, ; Origine ^-k, - i, + 5); angles avec Ox : aigu, avec 0/ : 4» , avec O5 : 123°; longueur .-5, 7.
V3 : Origine (— i, -+- 2, + 7) ; extrémité (3, 46; — 2,5; — i).
V4 : S'appuie sur Vi, V^, Oz, a pour longueur 4, i, est perpendiculaire à Ox et fait un angle obtus avec Oy.
On demande de calculer :
i« Les coordonnées de ce système de vecteurs; 1° Le torseur équivalent;
3" Les éléments de réduction relatifs au point ( — i, + 6, — 2 ) ; 40 Deux vecteurs formant un système équivalent et dont le premier soit sur la droite :
3^ — 5j + iz ^ 4 = 0,
1° Coordonnées de V,
Xj = 4>6cos63°=: 2,09:
Y, = 4,6cosi37''= — 4,600543°= — 3,36; Zi=: 4,6\/i — €08^63° — 005-43° = 4 > 6 V^o , 260 = 2,34 L, = — 3 X2,34 — 3,36 = — IO,38; ^f,=— 2,09— 2 X 2,34=— 6,77; iNi=: — 2x3,36 + 3x2,09^:3—0,45.
Coordonnées de V, :
X2= 5,7 v^i — cos''48° — co5*D7" = 2,94,
¥2=5,700548"= 3,81 ; Z2=5,7cosi23"=— 5,7cos57°=— 3, 16.
Lj=3,i6 — 5 X 3,81 = — 15,89; ^f2=5 X 2,94 — 4 x 3, 16 = 2,06,
Coordonnées de V'3 :
Coordonnées de \\. — Ou a d'abord X^zro, N4 = o. Portant dans la relation fondamentale et se souvenant queYi<o, on a M4=o. Écrivons maintenant que les moments relatifs de V4 et de V^i et de V4 et de Vj sont nuls (n» 113) :
2,94L4+ 2,o6Y4— 12,3oZ4= O.
On lire de là, par la r.'-le du n" 292 du Tome 1,
en se rappelant que Y^ doit être nég:atif. On a finalement X4=o, Y4 = — 2,9r, Z; = — 2,88, L, = — !<•, M4=N4=o. Coordonnées du système. — Nous ajoutons les coordonnées de même'
THÉORIE DES VECTEl'RS. 87
nom précédemment trouvées :
Xrrr— 9,^9, Y=— 6.96, Z = — I I . 70,
2° On a
L\ — MY -^ NZ = — 125 X^-^ Y^^ Z'-— 27.3,2; pas :
Vecteur du torseur
Couple du torseur :
Projections de Taxe central (n° 123) :
3" Le vecteur de réduction est le vecteur R ci-dessus. L'axe du couple de réduction a pour composantes (n" 114) :
M'=— 18, 5i — 2 X 9.49 — II .70 = 49'2; X'r=— 17. 17 — 6,96 -h 6 X 9.49 = 32,8.
On peut vérifier que
L X — M'Y + N'Z = LX -^ M Y — NZ = — 125.
4" Si Ion applique les formules de l'exercice n" 3, on peut prendre pour coordoanées plackériennes de la droite donnée :
/ = — 3x7-^4=— 17, ra = 5 X 7 — 4 X 2 = 27,
Les coordonnées de nos deux vecteurs sont de la forme :
24p, i4p, — p, — i-p, 270, — 3up;
En écrivant que celles de la seconde ligne satisfont à la relation fondamentale, nous avons, pour déterminer p,
+ (— II ,70 + p) (— 17. 17 + Sop) :=0.
Le coefficient de p- est nul, comme on doit s'v attendre (n° 12i); il reste finalement Téquation du premier degré
22op — 125 = G ; d'où
En portant dans les expressions ci-dessus, on obtient les coordonnées des deux vecteurs demandés :
Premier vecteur :
Deuriènie vecteur :
— 4?i5, — 14,91, — II. i3, — II, II, 3.10, — ^o.iS.
On peut vérifier qu'elles satisfont bien à la relation fondamentale.
EXERCICES PROPOSÉS
1. ICtant donné un tétraèdre quelconque, comparer les sommes et difi'érences géométriques auxquelles donnent naissance les trois couples d'arêtes opposées.
2. Prouver que les quatre vecteurs qui ont pour origines les sommets d'un tétraèdre t!t pour extrémités les centres de gravité des faces opposées ont une somme géométiique nulle.
3. Soient un tétraèdre AHClJ; E, F, Il les milieux de AB, AC, AD; E', F', H' les milieux de CD, DB, BC et enfin G le centre de gravité du
tétraèdre. Démontrer l'égalité géométrique
ëe^+Tf' + HH' = 2 ^G.
Tpartir de Ëi?= EA + AC -i- CK' = — ^ AB ^ ÂC ^ ^ CD.J
k. Soient deux droites fixes D et D . On prend, sur D, deux points variables A et B ayant un milieu fixe et, sur D', deux autres points variables A' et B', de milieu également fixe. Montrer que la somme eéométriaue AA'— BB' est constante. Généraliser, en su^^posant qu'il
existe deux points fixes 1 et 1 '. sur D et D , tels que -==r = ^=- = const.
Ib 1 B
[partir de ÂA'= AI ^U' ~Vl\ BB'= BI + H'-^ FB'.J
5. Étant donnés n points A,, A2. . • -, A„, afTeclés des coefficients m,. nu, . . ., /n„, étudier comment varie, avec le point M, le vecteur
nii . M Al -^ /n.2 . MA, -1- ... -h m,, ■ MA^. {Cf. Exercice résolu n" 2.)
6. Effectuer les carrés scalaires de Y -f- V et V -^ V. En déduire les identités
Appliquer ceci, en prenant pour V et V les deux côtés AB, AC d'un triangle. Que donne en particulier l'identité (i) ? (Théorème de la
médiane.) Que donne l'identité (2) si l'on prend pour V la médiane AA'
et pour V le demi-côté A'B ?
7. Étant donnés quatre points quelcon([ues de l'espace A, B, C, M, démontrer l'identité
MA .BC + Jkîfe .CA 4- MC . AB =r o.
[C/. Chapitre II, Exercice proposé n" 1. — On a, par exemple, BC = MC — MB.\
Que peut-on en déduire si l'on prend M à l'intersection de deux hauteurs du triangle ABC ?
8. Etant donné un triangle ABC, on appelle A', B', C les milieux de BC, CA, AB et G le centre de gravité. Soit, d'autre part, M un point quelconque de l'espace. Démontrer que l'on a
(i) 2\fA.MA' + ilB.M^ = 3MG' — ^""^^""+"^'
el les deux égalités analogues, en appelant a, b, c les longueurs des côtés BC, CA, AB.
En déduire que les six sphères décrites sur les côtés et les médianes comme diamètre ont deux points communs. En déduire également le théorème suivantde Géométrie plane :
Par l'orthocentre d'un triangle, on mène la perpendiculaire à une médiane et l'on prend ses deux points de rencontre avec le cercle décrit sur le côté opposé à la médiane comme diamètre. Les six points obtenus, de cette manière, en considérant successivement les trois médianes, sont sur un même cercle ayant son centre au centre de gravité.
[Pour établir (r), faire le carré scalaire de MA + MB + MC, en s'appuvant sur l'Exercice proposé n" 5 et sur l'Exercice résolu n° 2. Si M est un point commun aux trois sphères (BC), (CA) et (AA'), on
a MB.m15 = MC.MA=:M^.MA' = o, puisque les angles BMC, CMA, AMA' sont droits. En se servant de la relation (i) et de
^f^'^ -(m"b + mc),
on trouve aisément que M appartient aux trois autres sphères. On a, en
— ^2 ai -\- b^ -h c- ^ outre, MG = • Cette relation est d'ailleurs vérifiée pour
tous les points d'intersection des sphères (BC) et (AA') par exemple. Si l'on prend ceux de ces points qui sont dans le plan du triangle, on
obtient le deuxième théorème.]
-->■ ~v 9. Soient deux vecteurs U et V fonctions d'une même variable t.
Démontrer la formule suivante :
^/(u.v)_-^^"v ^dV
di. ~ di. ^ di' Généraliser.
10. Produit vectoriel. — Etant donnés deux vecteurs libres Ui et Uj, donnons-leur une même origine O, d'ailleurs quelconque. Soient
alors U, et Lj leurs extrémités. On appelle /to^m/^ vectoriel U, x Uj le
moment Uj U,, O, considéré comme vecteur libre.
Si l'on oriente les plans parallèles aux deux vecteurs au moyen d'un
certain axe A, montrer que Uj X Uj est un vecteur parallèle à A, avant pour mesure algébrique sur cet axe Ui.Uasinô, B désignant langle
Si l'on oriente le périmètre du triangle OUjU, dans le sens défini par OUi, les trois côtés de ce triangle forment un système équivalent à un couple, dont l'axe est le produit U, x La-
Calculer les composantes du produit Ui x U2 en fonction des composantes de Ui et des composantes de Uj.
Démontrer les identités suivantes :
U,xU,=-U,xU,; U,x(U2-U3) = U,x U0-U1XU3;
autrement dit, l'opération n''est pas comniutative : mais, elle est dlstrihutive.
11, Démontrer l'identité de Lagrange (t. I, no 285) en calculant la.
longueur du moment OK = MV,0.
[Ôk' — ÔM \ MV l sinV9 = ÔM \¥V ' - (OM . \rS )'] "
li bis. Soient OK = xMV,0 et OK'=MV',0. Démontrer la formule
(ij ÔK.ôk'=ô^î^(M\^^H')-(MO.M^0•(MO.Mv^
ou
(2) OK.OK'=Ôm'.MV.MY'(coso — cos9cos9'),
©, 5, V désignant les angles VMV, O.MV, OMV,
[Pour démontrer (i),2faire le carré scalaire de OK"=: OK -h OK', en
s'appuyant sur rExercice 11, sur le théorème de Varignon et sur la distributivité du produit scalaire. On peut aussi multiplier les deux matrices {cf. t. I, Chap. XXIII, Exercice proposé n° 14) :
Soit un vecteur V, de coordonnées X, Y, Z, L, M, N
1° Si 0K=: V^O, montrer que le produit vectoriel V x OK ^ V^ OH, H étant la projection de O sur V. En déduire les coordonnées du point H, puis les coordonnées de la projection d'un point quelconque O' {xq, foi ^o) sur Y.
2° Calculer l'équation du plan (O, V), celle du plan perpendiculaire mené par Y et Téquation générale des plans passant par Y.
3° Etant donné un plan ux -+- ç y -i- wz -\- r =zo, écrire les conditions pour que ce plan passe par V. (On écrira qu'il passe par le point à l'infini et par le point H.)
13. Un vecteur a pour origine le point (2, — 5, — 4)- 1' f^i^ 7^° avec Ox, 38° avec Oy et un angle obtus avec Os. Enfin, il a pour longueur 26,2. Calculer ses six cordonnées, son angle avec Oc, son moment par rapport au point ( — 3, 14, 2) et par rapport à la droite
du plan des xy.
Un vecteur est porté par la droite d'équations
X — 2y -h z -]-i-= o, 3x—y—z^2=ia.
Il a pour longueur \ et fait un angle aigu avec la partie positive de Oz. Calculer ses six coordonnées, les projections sur les axes de son moment par rapport au point (i, — 2, i ) et son moment par rapport à la droite qui a pour équations
et dont la direction positive fait un angle aigu avec la direction positive de Ox.
15. Déterminer les vecteurs dont les coordonnées sont de la forme : i-h2>., r<-h4/., — I — ?>, — 3-H2}i, 2 — X, 2 — 2I. Calculer les coordonnées de leurs origines et de leurs extrémités, en supposant que leurs milieux sont dans le plan des xy. Calculer leur moment relatif.
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16. On prend le moment d'un vecteur fixe ^ par rapport à un point O mobile sur une droite fixe D. Où doit se trouver le point pour que le moment soit minimum? Généraliser en remplaçant la droite par une courbe quelconque. En s'appuvant sur le théorème du n° 109, déduire du résultat précédent la position de O qui rend maximum l'angle aigu formé par la droite Da\ec le plan (0, Y).
17. On donne un \ ecleur et un cercle fixes. Etudier les variations du moment du vecteur par rapport aux tangentes au cercle.
18. Démontrer que le moment relatif de fleux vecteurs a pour valeur absolue le produit de leurs longueurs par la plus courte distance de leurs directrices et par le sinus de leur angle.
19. Soient deux plans llxes rectangulaires P et P'. A tout point M de l'espace, on fait correspondre un vecteur \ . dont l'origine est en M et l'exlrémité au point obtenu en projetant orlhogonalement sur P le symétrique de M par rapport à P'.
1° On prend le moment AK de ^ par rapport à un point donné A de l'espace. Quel doit être le lieu de M pour que AK soit situé dans un plan donné ou sur une droite donnée, passant par A? Montrer qu'il y a
deux points M pour lesquels le vecteur AK est entièrement donné à
l'avance. Quel est le lieu du point M lorsque AK varie arbitrairement, de manière à rester seulement parallèle à une droite tixe ?
2° Trouver le lieu du point M lorsque le moment de V par rapport à une droite fixe D de l'espace demeure constant. Cas où D se trouve dans P ou P' ou bien perpendiculaire à lintersection de ces deux plans. Cas où le moment est nul.
20. Quelles sont les coordonnées pluckériennes de la droite du plan des xy qui a pour coordonnées normales dans ce plan o et/? (n°6o)?
21. On donne deux droites Dj et Dj par leurs coordonnées pluckériennes. Calculer les coordonnées pluckériennes de la droite D qui s'appuie sur Dj, D., et passe par un point donné.
22. Montrer, par l'emploi des coordonnées pluckériennes, qu'il existe en général deux droites qui s'appuient sur quatre droites données.
23. Quelles relations doivent vérifier les douzes nombres a. ,3,. . . n' pour que a-^'/.y.'. 3 ^- 75', y -i- À y', l-h'/.l', m -{-'/.m', n-{-}.n' soient
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les coordonnées pliickériennes d'une droite D, quel que soit /.? Montrer que, dans cette hypothèse, la droite D pivote autour d'un point fixe, dans un plan fixe, quand À varie.
(On pourra s'appuyer sur ce fait que si une droite rencontre deux droites D particulières, elle les rencontre toutes.)
On reprend l'exercice résolu n"^ k
1° Calculer l'équation du plan II connaissant a, (3, . . . n et réciproquement.
2° Quelle est la surface engendrée par MK, lorsque la droite D est quelconque? Quelle est la courbe enveloppée par MK, lorsque D et D' sont dans un même plan?
[Pour 1°, on utilisera l'Exercice 12 (3°). Pour 2°, on prendra D pour Oz, Oy perpendiculaire à la somme géométrique R, O au point de D de moment minimum. Puis, on prendra II pour ^Oy, son pôle pour origine et 0/ perpendiculaire à R. On pourra faire aussi une étude géométrique de la question. On montrera que la perpendiculaire menée par M, dans H, au moment résultant MK passe par le pôle P de II; d'où il résulte que D est la droite conjuguée àeldi perpendiculaire A en P à II. Les droites D sont caractérisées par la propriété d'êire perpendiculaire à leur conjuguée. En prenant M à la projection de P sur D, on voit aussi que les droites D sont les directrices des moments Résultants par rapport aux différents points de l'espace. On peut dire aussi que les éléments de réduction par rapport à tout point de T) forment, aiec D. deux plans rectangulaires.
Les droites D situées dans le plan W ne sont autres que les droites MK, d'après la deuxième propriété ci-dessus. Elles enveloppent une parabole de foyer P et de tangente au sommet D. Leurs conjuguées A passent par P t!t décrivent un cône du second degré {cf. Chap. XXVII, Exercice proposé n° 16).]
2'i. Reprendre les Exercices 16 et 17, en remplaçant le vecteur fixe par un système de \ecteurs.
26. l'Aant donné un polygone plan, de périmètre orienté, montrer que les vecteurs constitués par ses côtés, supposés orientés dans le sens du périmètre, forment un système équivalent à un couple, dont l'axe a pour mesure algébrif|ue, sur la demi-normale positive du plan, le double de l'nire iilgébrique limitée par le polvgone.
27. Ivlant donné un polygone gauche, de périmilre orienté, montrer que ses côtés forment un système équivalent à un couple. En déduire
l'existence d'une infinité de polygones tels que chacun d'eux se projette sur tout plan orienté de l'espace suivant un polygone délimitant la même aire algébrique que la projection du polygone gauche.
Un tel polygone plan peut être considéré comme représentant l'aire du polygone gauche. Peut-on étendre cette notion à une courbe gauche fermée quelconque?
Pour une courbe, l'axe du couples pour composantes les intégrales
:urvilignes \ y dz — c dy, ....
28. Étant donné un tétraèdre ABCD, on considère le système formé
par les vecteurs AB, AC, AD, BC, CD, DE. Quels sont sa somme géométrique et ses moments résultants par rapport aux quatre sommets, au centre de gravité et aux six arêtes du tétraèdre?
29. Démontrer que si deux systèmes ont mêmes moments résultants par rapport à trois points non en ligne droite, ils sont équivalents. (Considérer la difTérence des deux systèmes.)
30. Démontrer que si deux svstèmes ont mêmes moments résultants par rapport aux six arêtes d'un tétraèdre, ils sont équivalents. (Se ramène à l'exercice précédent.)
31. Etant donnés un tétraèdre ABCD et un système de vecteurs, montrer qu'on peut toujours déterminer six nombres Xi, x^i ^z-. -^i»
J75, Xf tels que le système jCj AB, .rjAC, x^AD, j^^BC, cc^CD^ cc^DB soit équivalent au proposé. Ces six nombres sont appelés les coordonnées tétraédriques du système (').
(Se ramène à l'exercice précédent.)
32. Gardant les notations de lexercice précédent, déterminer les coordonnées tétraédriques des vecteurs qui joignent les milieux des arêtes opposées.
[Prendre le moment relatif (n° 1 13) du vecteur considéré et de chaque arête du tétraèdre.]
33. Etant donné un système de vecteur:^, on prend son moment lésultant MK par rapport à un point M. Trouver le lieu des points M et K,
(') Voir à ce sujet l'article suivant : Michocx. Sur les coordonnées linéaires générales {Nouvelles Annales de Mathématiques, juin 1912).
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lorsque la droite MK passe par un point fixe. (Deux cubiques gauches.
Prendre le point fixe pour origine.)
34.. L'axe d"un couple a pour composantes 53. —36, 16. Déterminer les deux vecteurs de ce couple, en supposant que Tun d'eux a son origine sur O;, son extrémité dans a:Oy, et se trouve dans le plan
Calculer le bras de levier, la longueur commune des deux vecteurs, l'équation du plan du couple.
Les coordonnées du premier vecteur sont déterminées parZi=:-,
3X,— 2Yi+7Z,= o. 53X,-36Y,+ i6Z, = o, L, = -y,, M, = --X,,
X,=:o. On en déduit celles du second.
35. Un vecteur Y, a pour origine le point U- — i' ^)- pour longueur 28 et fait un angle aigu avecO.r, de 110° avec O/, de 35» avec Og. Un second vecteur Vo a pour longueur 42 et pour directrice la droite d'équations
3XH- J— - + 22=0, — J? 2J + 4- + 5:=0;
il fait, en outre, un angle obtus avec Occ. Enfin, un troisième vecteur Y3 a son origine sur Y,, son extrémité sur Y, et se trouve dans le plan
ox-^y — 3;-f/4 = o.
Calculer les coordonnées du système formé par ces trois vecteurs, les éléments du lorseur équivalent, les éléments de réduction relatifs au point (—2, 7. —3), le moment résultant par rapport à la droite du plan des xy qui a pour coordonnées normales, dans ce plan, — 28", 33. Faire la réduction à deux vecteurs, dont l'un soit porté par cette droite.
36. On réduit un système donné à deux vecteurs Y, et Vo, dont l'un OY^ a pour origine un point fixe O, mais une orientation variable.
1° Trouver le lieu du point \ ,.
2° Montrer que Y, demeure dans un plan i'we (II).
3» Ce plan (II) étant pris pour plan des .ry et le point O pour origine, calculer les coordonnées du point \ 1 en fonction des coordonnées normales dé la droite 1) qui porte V.,. En déduire la podaire de Tenveloppe
de D par rapport à O. quand 0\ , décrit un cône donné. Quelles sont,
en particulier, cette podaire et celte enveloi^pe, lorsque 0\ , garde une grandeur constante al Nature de l'enveloppe suivant la valeur de a.
4° On prend pour ave des c l'axe central du système. Taxe des j? passant par le point O. Calculer, en fonction des coordonnées du point \ iles coordonnées pliickériennes de la perpendiculaire commune à N i et \.2. ainsi ([ue les coordonnées du pied de cette perpendiculaire sur 0\ 1. Lieu de ce pied.
37. Un système de vecteurs admet pour axe central Ox et pour pas k. Par le point Afo, o. h), on mène une droite D perpendiculaire à Oz et dangle polaire y., relativement à 0.r. Par A'(o. o. h'), on mène une autre droite analogue, d'angle polaire a'.
1° Quelles relations doivent exister entre h. h', a. y.' pour que les deux droites soient conjuguées (n** 126) ?
■i"^ Lieu de ces droites ([uand elles font entre elles un angle constant \ .
Nature de la correspondance entre les points A et A'. Cas où V = -•
38. Ltant données deux droites D et D'. on choisit arbitrairement un vecteur sur D et un vecteur sur D'. Trouver le lieu de l'axe central du système formé par ces deux vecteurs. Calculer le pas du système et montrer qu'il reste constant quand l'ave central reste iixe. Prouver qu il v a deux axes correspondant à un pas donné et qu'ils sont symétriques I un de l'autre par rapport à une droite fixe.
39. Soient deux systèmes de vecteurs S et S'. On multiplie tous les vecteurs du premier par un nombre arbitraire À et ceux du second par un autre nombre arbitraire [j.. On obtient de la sorte le système /.S -H /J.S'. Montrer que les système- ([ui ont un pas donné se reparussent en deux familles, pour chacune desquelles l'axe central est fixe. Cas où le pas est nul. Quel est le lieu de l'axe central, lorsque /. et p. varient arbitrairement?
(Comparer avec l'Exercice précédenl.)
iO. Soit un trièdre trirectangle Oxyz. On considère trois torseurs: A d'axe Ojc et de pas a. B d'axe Or et de pas b, C d'axe 0:; et de pas c. (^)uel est le lieu de l'axe central du système }. A -r- ,u.B -f- vC, lorsque ).. /JL, V varient arbitrairement, sous la seule condition que le pas garde une \ aleur constante A ? \ ariation de ce lieu avec h.
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41. Mêmes questions pour le système conslilué par trois veclemà arbitraires portés par trois droites fixes.
(A propos des questions 38 à il, le lecteur pourra consulter un article del'auteur à^m\ç. Journal de Mathématiques pures et appliquées. 1910, p. 343 et suiv.)
i2. Invariants. — Etant donné un système S. de coordonnées X. Y. Z, L. M. \. les expressions V,- — \--^\--\-Z'- et £2 = LX -H MY — XZ sont des invariants pour tout changement des axes de coordonnées, ainsi qu'il résulte de leurs significations géométriques. Le vériller, en établissant au préalable les formules du changement de coordonnées.
Étant donné un deuxième système S', si l'on forme les expressions Ret Çl pour le système S H- /. S', on obtient des invariants, quel que soil ).. En prenant le coefficient de X, on obtient les invariants simultanés XXM-YV^^ZZ et LX -4-MY'+XZ ^+^XL -^Y\r+ZN'. Quelles sont leurs signilications géométriques ? Le second s'appelle le moment relatif des deux systèmes. C'est six fois la somme algébriijue des tétraèdres A/BtB'- A'-. En particulier, si S' est identique à S. on a Vautoniomcnt xil du système S.
43. Théorie géométrique des vecteurs glissants. — On peut suivre la marche suivante :
1° Klablir (i) ÂB,0:=AB,0''4-Ô^^ (Ô^^Âb)
(Amener, par glissement, A et O' dans le plan P mené par O perpendiculairement à AB. Supposer AB=:i. Les trois moments se déduisent
alors des vecteurs OA, O'A, 00' par des rotations de — ~. Le raisonnement s'achève aisément.)
2° Établir la propriété fondamentale du moment par rapport à une droite D, en appliquant i" à deux points O et 0' pris sur I>.
3" Montrer que le moment relatif de AP> et A'B' est égal à 6 Vol. A HIV A'.
4° iJémoiilier le théorème de \ arignon pour Aaiw vecteurs
(2) O V , , M -H O V„ M '- Ôv", M (oV=r=ÔV\-+-ôC).
[Prendre M successivement en O, V,, Nj; puis, n'importe où en dehors du plan \ |0V.,. en projetant sur MO, MVj, W\ > el s'appuyant
Mir 2"; enfin n'importe où dans le plan NiONoCn projetant (<) sur la perpendiculaire à ce plan, M étant pris sur celte perpendiculaire.] 3° Théorème de ^ arignon pour n vecteurs.
I S'nppuyer sur (i) et sur le théorème de \ arignon. ] 7'^ Propriétés et composition des couples; réduction d'un système à un vecteur et à un couple. {/'/■ n"* 119 et 120.;
8" La projection de S,0 sur OR est constante.
(Résulte de 6\ J
9° Partant de la réduction en un point quelconque, trouver Taxe I jntral.
io° Pour qu'un svstème soit équivalent à un vecteur unique, il faut < t il suffit que les éléments de réduction relatifs à un point quelconque -oient rectangulaires.
I I'' Réduction à deux vecteurs, dont lun sur une droite donnée D,
I Piéduire à OR et au couple OK. 0 étant pris sur D. Mener, par R, le plan perpendiculaire à OK, il coupe D au point \ j : 0\ , est le premier vecteur. On cherche ensuite lave central du système S — ON , et
n Ton a le second vecteur, J
i>." Svstème de vecteurs parallèles.
(Prendre d'abord deuv secteurs et chercher un point de leur plan, par rapport auquel le moment résultant est nul. Puis, pour n vecteurs, raisonner par récurrence.)
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EXERCICES RESOLUS
1. Sur iiite droite, on donne quatre points fixes A, B, A', B'. Déier- 'm miner deux points M, M' tels que
(i) (ABMM')n=A, (A'B'_MM') = /.',
le et k' désignant deux nombres donnés.
H y a deu'X solutions Mj, M', et Mj, Mj. Montrer que, quels que soient k et /.', les segments Mj Mg et M', M, sont conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes. Montrer qu''il en est de même des segments MjM, et MaM!,? '>""•* ^ci condition que le rapport anharmonique ( i . — i , A', k' ) demeure constant., et des segments Mj M,, M', Mo, sous la condition ( i, 0, A, /c') = const., 0 désignant un nombre fixe. Quelle valeur doit avoir 0 pour que le segment fixe qui divise harnioniquement MiM, soit le même que celui qui divise harmoniquement
Une première question à résoudre est le choix du paramètre au moyen duquel on va déterminer la position d'un point quelconque de la droite donnée. L'idée qui vient tout d'abord à l'esprit consiste à prendre tout simplement l'abscisse de ce point, en laissant l'origine arbitraire, afin de ne pas détruire la symétrie entre les points fixes donnés. Mais, on devine que les calculs seront compli(jués.
Une autre méthode consisterait à déterminer chaque point 1' par le
FA
rapport -^z^ \ mais cela ferait jouer à A et B un rôle particulier. Ce procédé nous semble cependant devoir donner des calculs assez, simples. Libre au lecteur d'en tenter l'application.
\j^ troisième idée, que nous allons suivie, est celle-ci. Les points (A , I>) et (A', B') déterminent une involution (n° \h\). Soient 1'^, F ses points doubles. Nous fixerons la position de chacjue point F par le rapport"
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— /. Il est clair que, de cette façon, nous conservons toute la syraé-
PF trie des données.
Les points A et fi, ainsi que A' et B', sont conjugués harmoniques par rapport à EF (n° 141). Nous poserons donc
ÂË ÎTE JJ\. , WÊ .
Soit maintenant
MF MF
Conanoe l'abscisse de AI est fonction homographique de / (n* 23). les équations (i) peuvent s'écrire ( n" 130)
(4) {m, — ni. tu') = le. {ni',— m',t.t')z=zh'
ou, tous calculs faits,
{tf — m- ) (i — k) + {t — L')tn (i -+- A' ) =-- o,
^ ' ^ {tL'—m'^){i — k')^{t — t')m'{ï^ k') — o,
ou encore, en posant, pour abréger l'écriture ('),
m(i-^/.) in'{\ — k) _
\ tt' -i- li {l — L') = m-, ■^^ ] tL'^Ji\t--L') — m'-.
De ces équations, on lire ('-)
m- — tn'- , Jun''^ — h' nr
Puis
(9) ^H-Z'r=:±vV-+-4v = ±
('• ) Nous supposons k ^i et k' ^ 1. Si A = i, par exemple, M et M' doivent être <;onfondus et l'on doit avoir aussi k' = i. Ce cas est évidemment sans intérêt.
(-) Nous écartons riiypothcse h = n. qui exige m-= m ': d'où ni = m', k = /.' ou
bien m = — m', k = —. Les points A', B' se confondent avec A, B ou avec B, A et
les deux équations (i) sont identiques. Le problème n'a plus d'inlcrét.
CïLUMTKE IX.
D'où les deux solutions
(lO) /,
On aperçoit de suite les relations
(il) /, + /; = G,
Elles expriment que les segments MjMg, MoM, sont conjugués harmoniques par rapport aux pointsYj^ F, lesquels sont bien indépendants de /.-, /.'.
Si l'on a (12) (1, — i,Â-, /. ) 3z const.
ou
consl.
ou, d'après (6), — -z^ consl., la deuxième équation (8) nous montre que
q = const. = c/?. D'où il suit que les segments M, M', et MoM', sont conjugués harmoniques par rapport aux points fixes C, C définis par
cF
Ces deux points sont eux mêmes conjugués harmoniques par rapport à EF; autrement dit, ils appartiennent à Tinvolulion définie par (A. I!), (A/, 15').
Pour (jur M,. ^\^ soient conjugués harmoniques par rapport à deux points Jixes^ il faut et il suffit que t^. l-i soient conjugués liaimouiques par rapport à deux nombres fixes ou qu'ils soient reliés par une relation homograplii<pie in\oluti\e :
(iVj A/,^.+ lJ(/,4- ^2) -+-C — o
ou, d'après (f o) et (9).
ou
(16) h(li m- — hm'-) -h \\{m-— m'-) -h C(/< — A') = o.
iVautre part, l'égalit';
(17) (1/7, /.-,/.') = }. = const.
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pruL s'écrire, en posant 03 = ■ ^ (t. I. n° 322),
Il h' ' oc. 00) — , — ; m m
ou (t. I, n° 318, théorème 1)
[ li II \
\m ni J
ou
// - / li\
Les relations (16) et (18) sont toutes deux linéaires en h, h'; on peut les identifier, en posant
Autrement dit, si Ton a (17). on a aussi
Zr.v points M., M, .vo«f co/y^^-"e.- tiarmonUjuci par rapport aux points fixes Q, Q', dont les t sont donnés par l'équation
Les t des points M',. Ml étant -J,. - 1,. ils vérifient la relation déduite de (19) par le changemenl de o) eu - co. Us sont donc conjugues harmoniques par rapport aux points R, R', dont les t sont donnés par
'■'" ^"' r- - 2 0) ( 1 - /. ) / -- ^^- '" — 'ii' = o
et qui sont eux-mêmes conjugués des points Q, Q' par rapport a E, F.
Pour nue R. R' se confondent a^'ec Q. Q', il faut et il suffit que 1 on ait 03=0 (en supposant A^i). c'est-à-dire 5=-i. Dans ce cas, le segment QQ' (ou RR) divise harmoniquèment EF, car les racines de (20) [ou (21) 1 sont opposées.
2. Théorèmes de Ménélaiis et de Céva. Pôles et polaires trilineaircs.
— On peut démontrer élégamment, à l'aide du rapport anharmonique, les théorèmes de Ménélaiis (Chap. M, l^xercice proposé n° 9) et de Gèva (ibid.^ Exercice résolu n° i).
Fig. 7-
Soienl le triangle ABC i^/îg'- 7) et la transversale D, Je dis que
Ceci peut s'écrire
aB bC c\ a G b \. cW
^ ~bA "c7\
aC bC cU Menons cd parallèle à BC; nous avons
cA dA
^ ^ dV/
Moyennant (|uoi, (',) devient
^7B _ b\ _dA_. ^ç^^.
aC bC dC
ou
{B(:aoo)r-r (XCbd).
Or, cette égalité est \ raie, car les deux membres sont égaux au rapport anliarmoni(]ue du faisceau c{BCad).
Démontrons maintenant le théorème de Cé\a. Je dis que l'on a
r'H bC C'A
a'C bA. c B I">n efTet, joignons bc. La droite AP est la polaire de a par rapport
à BAC (n" 133). Donc, a' est conjugué harmonique de a j)ar rapport
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à BG et l'on a
homographie: involutiox.
ÔB
aC ».
Dès lors, (3) revient à (i).
Les réciproques se déduisent sans peine des propositions directes, en s'appuyant sur ce fait qu'il n'y a qu'un point qui divise un segment donné dans un rapport donné (*).
Méprenons la transversale D {/ig. 8). Soient a', b\ c' les conjugués
Fie. 8.
harmoniques de a, b, c par rapport à BG, GA, AB. On a la relation (i) et Ie5 relations telles que (4). On en déduit
Donc. les trois droites .\<7', M b\ Ce' concourent en un certain point M. (le point M est appelé le pôle Irilinéaire de la droite D.
Inversement, si l'on partait du point M. on arriverait à la droite D, qui est dite la polaire Irilinéaire de M.
Cherchons V enveloppe de D, quand M décrit une droite donnée A {Jig. 9). Je dis que les points b. c décri\ent des divisions homographiques sur AG et AB. En effet, la correspondance est é\idemment
C) Par exemple, si l"on a (i), bc coupe BC ea un point Oj, qui donne lieu à la
. •• . ,• • . 1 f'i B aB , .. j
même egahte, d ou resuite = : donc dj coïncide avec a.
io6
algébrique. En outre, si Ton se donne b, on en déduit b' . conjugué de bpar rapport à A(;. Joignant 15^', on a M, au point de rencontre avec A.
Fig. 9.
.Joignant CM, on a c', au point de rencontre a>ec Alî; d'où l'on déduit c, conjugué de c' par rapport à AB. Une construction analogue donnerail />, en partant de c. Il y a donc bien correspondance liomographique (n" 130).
Noyons si le point de rencontre A des deuv bases est à lui-même son homologue. Si b \icnl en A, il en est rie même de b' (n" 129); M vient en y sur Alî, ainsi que c' ; c \ient en y' conjugué fie y par rapport à Alî. Pour que y' soit en A, il faut el il suffit que y s'y lrou\e aussi, c'est-àdire que A passe par A. Dans c(; cas, I) passe par un point fixe. D'ailUuirs, MA coïncide; conslaminent avec A, a' est toujours en a. et a en a', qui est le point i'wc ('). ( )n \oil donc (jue si la droite A passe par un sommet A du Iriangbi^ i) passe constamment par le point a! conjugué harmonique^ par rappoit à lU], du point a où A rencontre BC.
Ce cas particulier étant écarté, l'cun eloppc de 1) est une conique. Cette conique est tangente en y' à Al) et, par raison de symétrie, en [j à A(^ et en yj à B(^ Obser\ons d'ailUnirs (juc A a', B|3', Cy' concourent au pôle trilinéairc de A. Donc, si A ne passe par aucun sommet du triangle, l'enveloppe de D est une conique Y tangente à chaque côté du triangle au point où ce côté rencontre la droite Joignant le sommet opposé au pôle trilinéaire de A.
Le lecteur démontrera, d'une manière analogue, par l'usage des
(') Le lecteur csl prir- de faire la figure, dans ce cas particulier.
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faisceaux, liomographiqutîs BM, CM. les propositions corrélali\es (n° 299) suivantes :
Si D passe par un point fixe P situé sur un côté BC du triangle, .M décrit la droite joignant le sommet opposé A au point conjugué harmonirjue de P par rapport à BC.
Si D passe par un ]>oint fixe P situé en dehors de tout côté du triangle, M décrit une conique — circonscrite au triangle et tangente en chaque sommet à la droite joignant ce sommet au point de rencontre du côté opposé avec la polaire Arilinéaire de P.
Il pourra aussi démonlrci- les réciproques de ces différentes propositions et considérer les cas particuliers suivants :
1° A est à rinfini ;
2" A passe par deux pieds de bissectrices ou par le centre de gravité;
3° P est au centre de gra\ ité ou à l'infini ;
4° M décrit le cercle circonscrit.
Si r^ est la conique F qui correspond à la droite A prise à l'infini, on a les points à l'infini de la conique i, en menant, du point P. les tangentes à F^. II s'ensuit que 2i est une ellipse, une hvperbole ou une parabole, suivant que P est intérieur à. extérieur à ou sur la conique F^.
3. Soient un triangle ABC et un point O de son plan. On prend les points A' sur BC, B' 5///- CA. C sur AB. Démontrer que la condition nécessçiirc et suffisante pour que ces trois points soient en ligne droite est que les trois couples de rayons (OA, OA'), (OB. OB'), (OC. OC) appartiennent à une même involution (Chasles).
(i) . 0(ABC V') = 0(A'B'C'A).
Or, on a successivement [fig. lo) 0(A'B'C'A) = (A'B'C'«) = A(A'B'C'a) = (A'CBa)=:p(A'CBA).
L'égalité (i) re\ienl donc à
A];C.\') = 0(A'CB
Fig-. 10.
<e qui est exact, en vertu du théorème I du n" 318 du Tome I. appliqué à un faisceau de droites.
2° La condition est suffisante. — Supposons-la remplie. Soit (> le point où A'B' rencontre Al). D'après i", le rayon OC est homologue de OC dans l'in\ oliilion définie par les deux eoii])les (OA, OA') et (OB, OB'). Par hypothèse, OC est homologue de OC dans la même in\olution. Donc OC et 0(7 coïneiflent. donc aussi (7' et C. Autrement dit, A', B', C sont en ligne droite. c. Q. D. F.
Applications. ~~ Si Ton mène OA' perpendiculaire ;i OA, OB' perpendiculaire à OB, OC perpendiculaire à OC, on retrouve l'Exercice proposé n" 12 du Chapitre V'I.
Si l'on mène OA', OB', OC symétriques de OA, 0B>, <JC, par rapport à une même droite O?., on retrouve ri.xercice proposé n° 13 du même Chapitre.
i. On donne deux droites Ji.i es A et A' non situées dfms un même plan et non perpendiculaires. In f/uadrilatère gauche variable a un coté AB sur A et un côté CD sur A. Les côtés BC, AD sont perpendirulaires. Les angles A et C sont droits. Lieua- des diagonales.
Lieu de AC — BC est perpendiculaire à Cl) et à AD, donc au plan CAD. De môme, AD est perpendiculaire au plan ABC. Les plans ACA et ACA' sont donc perpendiculaires entre eux, puisque chacun d'eux contient une perpendiculaire à l'autre. Ils décrivent, par suite,
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deux faisceaux homojiraphiques et leur intersection AC engendre une surface du second degré (S) (n" li7), passant par A et A'.
Fig. II.
Si A est à l'infini sur A, le plan A'A est parallèle à A; donc BC est perpendiculaire à la fois à A et à A'; c'est la perpendiculaire commune HH'. Le point C est alors en H' et AC est la parallèle H'o à A, menée par H'. On verrait de même que la surface (S) contient Ho', parallèle à A'. C'est donc un hyperboloïde à une nappe^ admettant les plans AHH' et A'IIH pour plans asymptotes (n° 356). Les génératrices de contact de ces plans avec le cône asymptote sont, d'ailleurs, la droite équidistante de A et ô, pour le premier et la droite équidistante de A' et q'. pour le second. Ces deux droites se rencontrent au point 0, milieu de HH'. qui est le centre de (S).
Le plan tangent en H esf AHo, perpendiculaire à OH. Le point W est donc un sommet ; de môme H'.
Les plans perpendiculaires à A el les plans perpendiculaires à A' sont des plans cycliques (n" iSO). Soit, en effet, (P) un plan perpendiculaire à A. Il rencontre A en E. A' en E'. Soient EM et E'M les traces de deux plans perpendiculaires quelconques passant le premier par A, le second par A'. Le plan AEM est perpendiculaire à (P) et à A'E M; il est donc perpendiculaire à leur intersection E'M. 11 s'ensuit que E'.M est perpendiculaire à EM. Le lieu du point M est donc le cercle décrit sur EE' comme diamètre, dans le plan (P ).
Lieu de BD. — Je dis que B et D décrivent, sur A el A , deux divisions homographiques. En effet, donnons-nous le point B. En le projetant sur A', nous avons C. Le plan perpendiculaire en C à BC coupe ensuite A en A. Menant enfin par A la perpendiculaire au plan ABC, nous obtenons le point D, par sa rencontre avec A . A un point B correspond donc un seul point D. De même, on verrait qu'à un point D correspond un seul point B. Les constructions précédentes étant toutes
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algébriques, nous avons bien une correspondance homographique. Le lieu de BD est donc une surface du second degré (S') (n» 147), passant par A et A'.
Si B va à l'infini sur A, C va à l'infini sur A' et nous avons vu que A vient en H. Le plan ABC est alors AHô'; donc AD, ([ui lui est perpendiculaire, vient en HH', D en H' et DB en H'o. On verrait de même que si D \a à l'infini sur A', BD vient en Hô'. La surface (S) a donc en commun c/('et(S) les quatre droites A, A', o, ô'. Elle a, par suite, même centre O.
Remarque. — Les points 11 et II' étant les homologues des points à l'infini, aussi bien pour les di\isions (A, G) que pour les di\isions (15, D), on en conclut (n° 138) que les produits HA. H'C et IIB. 11' D demeurent tous deux constants. Ceci peut encore s'interpréter en disant que les volumes des deu\ tétraèdres HAH'C et HBILD demeurent constants.
EXERCICES PROPOSÉS
j. Sur une droite [\\e. on donne trois points fixes A, B, C et un point variable M. Ktudier les variations du rapport anbarmonique (ABCM).
'i. Sur une droite fixe, on donne deux points fixes A, B et deux points variables M, M'. Étudier les \iiriations du rapport anharmonique y = (ABMM'), sachant que :
1° Le milieu de MM' reste fixe.
2° La longueur MM' demeure constante.
3" Le segment MM' est conjugué harmonique par rapport à un segment fixe.
Montrer que, dans chacune de ces trois hypothèses, à une Naleur donnée de j correspondent deux segments MjM, et MsM'^. Prouxer (|ue, lorsque / varie, MjM, et M', M^ restent conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes.
3. On projette orlhogonalement les fpiatre sommets d'un rectangle sur une droite variable, l'étudier les variations du rapport anharmonique de ces projections.
k. Pour que trois points a, [3, y soient en ligne droite, il faut et il
suffit qu'on ait
P(Qa^y) = Q(P<iy),
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F et O étant deux points quelconques du plan tels que la droite ]'Q ne passe par aucun des points donnés.
5. Trou\er, dans le plan, un système de neuf points tels que la droite qui joint deux quelconques d'entre eux. en contienne un troisième et un seulement (' ).
[Numérotons les points i, 2, .... 9 et appelons droites D les droites qui les joignent trois à trois. Par chaque point passent 4 droites D. Il y a en tout 12 droites D. Soit 128 l'une d'elles. Par 4, il en passe une qui ne contient ni i, ni 2, ni 3; numérotons-là 456. Puis, numérotons les droites issues de i : i23, i47, i58, 169. La droite 24 passe ensuite par 8 ou 9 et 34 par 9 ou 8. Quitte à échanger 2 et 3, on peut supposer 248, 259, 267. Toutes les autres droites D sont alors numérotées; voici leur tableau :
Les faisceaux i(2456) et 2(i456) ont même rapport anharmonique p. D'autre part,
1(2456) = 1(2789) := 2(1789) et 2(l456) r= ■>,(i897) =r-i.
(t. I, n« 319). D"oi.
p r= I — - ou 0- 0 +1 = 0,
dont les racines sont — /et — /-', en désignant par y une racine cubique imaginaire de Tunité (t. I, n° 36). Donc, les quatre droites D issues d'un des neuf points ont pour rapports anharmoniques — y et — /-.
La droite i23 est rencontrée en ni par 456 et m" par 789. On a (i23m') ■r= 4(i235) = — /, par exemple. Puis
(i 23m") =7(1 238) = 7 (4638) ; — ./ = 4(7836) : d'où
Ces propriétés nécessaires étant établies, on peut construire les neuf points de la manière suivante : On prend arbitrairement i 5,3; puis, on construit m' et iri . On choisit arbitrairement les droites D' issue de ni et D' issue de m" et enfin le point 4 sur D'. On peut alors trouver les neuf points et huit des douze droites. Il reste à prouver l'existence des
(') Cette propriété appartient aux points d'inflexion d'une cubique (n" jGU).
quatre droites '^Sg, 368. i58, 169. Pour aSg, par exemple, il suffit de remarquer que '1(72.59) r^(i2m'3) = — ,7'^=^ [l'îSm") = 7(4?-59)].
5 bis. Soit un triangle ABC, un point P et une droite A passant par P et rencontrant P>C, CA, AB en a, ^, c. Démontrer que
(PaZ/c)-rP(AABC).
(Projeter PaOc sur BC, à partir de A.)
(). Soient deux segments AB, de milieu I, A'B', de milieu I', portés par la même droite. Démontrer que la condition pour qu'ils soient conjugués harmoniques peut s'écrire
AB.Al'izzAA'.AB' ou AB h-A'B' =r /, 11' •
7. Démontrer ((uf rorlhocentre et le centre de gravité d'un triangle sont conjugués liarmoni(|ues par rapport aux centres du cercle circonscrit et du cercle des neuf points.
8. Etant donnés deux segments AB et A'B' sur une même droite, déterminer un segment MN qui les divise tous deux harmoni([uement. Démontrer qu'il est réel ou imaginaire, suivant que les segments proposés n'empiètent pas ou empiètent l'un sur l'autre.
Indiquer une construction géométrique. (Le milieu de MM doit avoir même puissance par ia})port à tous les cercles qui passent par A et l'> ou A' et B'.)
î). Soit un (juadrilatère AFîCD, dont les diagonales AC, BD se coupent au point O. Une droite variable pi\ote autour de ce point. Elle ren-
contre AD en a, BC t;n S. Démontrer que le produit ' ■ demeure
aD pC constant.
[Evaluer de deux manières dillériMites le rapport anliarmonique du
faisceau O(ADaO'), O' désignant le point de rencontre de AD, BC]
10. Soit un triangle AB(]. La droite qui joint les pieds îles hauteurs issues de B et de C ronconlre BC en un point a. Montrer que les trois points a, h, c sont en ligne droite. (Polaire trilinéaire de Porlhocentre.)
jl. l'étant donné un faisceau de (juatre droites S/.,, S^W) SX3, S/,,
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démontrer la formule
c^,- , . ^ , sin( S/.,, S/.J sin\S/.i, S/.i /
sinVS>.3, S/.o/ sinl^S?.;, S/.jj Cas où deux des droites sont rectangulaires.
12. Démontrer ijue la condition d'harmonie des angles AiSÀ^j ^-sSÀj peut s'écrire
COS\Ài S).,/ C0S\/.3 S/.. ) = C0S2\|xS jJl'J,
en appelant S, y. la bissectrice de /iS/^ et Sfx' la bissectrice de X^S},;. Cas où SA, et S/.2 sont perpendiculaires.
Soit le faisceau défini par léquation quadrati([ue
kx-~- 2 B xy -H Cy- = o .
Démontrer que si A,B,C varient en demeurant liés par une relation linéaire à coefficients constants, le faisceau reste conjugué harmonique par rapport à deux droites fixes.
[ Identifier la relation donnée a\ ec la condition d'harmonie AC'+CA'-2BB = o.]
li. \'érifiiM' que le faisceau
Aa;- -h 2 B xy -f- Cy- -+->.( j?- -^ j- ) = o
a des bissectrices fixes, lorsque /. varie.
15. Calculer les bissectrices du faisceau iSx- — Soxy -+- Sy'-=: o.
16. Démontrer, par la considération de rapports anharmoni(}ues, le théorème de l'Exercice proposé n° 22 du Chapitre VIT.
{Cf. Exercice résolu n" 2.)
17. Soit un tétraèdre ABCD. On coupe ses six arêtes par un plan (H) quelconque. On obtient les six points «r, b, c, cl, e, f {fig- 12). On prends', 6', c', d \ e' , f conjugués de a, b, c, d^ e, f par rapport à AC, BC, BD, AD, AB. CD. Démontrer que les six plans BDa'. \D b' , ACc', BCf/', CDe', ABy" ont un point commun P.
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[Les plans AB/', ACc', AD//, par exemple, ont en commun la droite ([ui joint A au pôle trilinéaire de fch par rapport au triangle BGI>.
(Exercice résolu n" 2.) Le point P est le pale léfraéd/i/ji/e du plan (U ), (pii est \c plan polaire téiraédrir/iie de P.]
17 bis. Soit un tétraèdre AFîCD et une droite A, qui perce les faces BCD, CDA, DAB, ABC en a, b, c, d. Démontrer (|ue le rapport anharmoni([ue (abcd) égale le rapport anharmonique du faisceau de plans A(ABCD).
[Projeter a, b, c, d sur le plan ABC, à partir de D. On est ramené ;i r Exercice 5 bis.]
18. Soient (Mi, xM',), (Mj, Ml) deux couples de i)oiiits homologues de deux divisions homographiques. On définit un point quelconque M de
la nr.Mïiièrc division par le rapport >. — ^=^A «H le point homologue M' ' MMî
M ' M 'i . De quelle forme est la iclalion entre, }. par le rappoit /.' ~ ■
et//?
Même (lucstion en posant A =-- "
19. Entre les points de deux droites données (distinctes ou confon-
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(lues), on établit deux correspondances homographiques. Existe-t-il des couples de points homologues communs aux deux correspondances? (Se ramène aux points doubles de deux diNÎsions homographiques de mêm.base. CJ. Exercice résolu n" 1.)
Même question pour deux involutions de même base. (/"/•. Exercice proposé n" 8.)
20. Etant données deux divisions horaographi.|ues par trois couples de points homologues, comment peut-on construire, en se servant du théorème III du n» 148, le point homologue d\n, point donné et, en particulier, les homologues des points à l'infini ?
(Si M,, Ma, Mj, sont les points donnés sur D et M',, M',, M; les points homologues donnés sur D', on déplace D' de manière 'que M; vienne en M„ sans que D' s'applique sur D. On peut aussi intro.luire une division intermédiaire D", comprenant M„ U'., et un point quelconque destiné a être 1 homologue de Mj et de M' ).
21. Etant données deux divisions homographiques non semblables, de même base, on appelle I et J' les homologues des points à l'infini de la deuxième et delà première divisions. On sait <|ueles points doubles E E ont même milieu 0 .{ue le segment IJ'. Si O' désigne l'homologue de O, considéré comme appartenant à la première division, montrer que O'J' divise harmoniquement EF. En déduire une construction des points doubles.
' 2-2. JustiHer la construction suivante des points doubles précédents : A et A' désignant deux points homologues quelconques, on fait tourner
le vecteur lA de - autour du point I et le vecteur .rA''de -- autour
du point J'. Soient P la nouvelle position de A et P' la nouvelle position de A'. Le cercle de diamètre PP' coupe la base des divisions aux points doubles cherchés. Cas où I et J' sont confondus.
(On démontrera la similitude des triangles PIE, E.I'P'.)
23. Étant données deux divisions en involution, on prend un point fixe P en dehors de la base. Démontrer que le cercle mené par P et par deux points homologues quelconques passe par un deuxième point hxe P'. En déduire la construction du point homologue d'un point donné et la construction des points doubles.
[Le point P' se trouve sur la droite joignant P au point central (n» lil ).]
A ciiaque droite OÀ issue de 0, on fait co
rrespondre sa syni;
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trique 0>.' par rapport à une droite fixe Ox. Démontrer que 0>. et O/.' engendrent deux faisceaux en involulion. Rayons doubles.
"vo. Si les rayons doubles de deux faisceaux en involution sont rectangulaires, les rayons homologues ont des bissectrices fixes.
26. Étant donné un quadrilatère complet ABCDEF (n° 134), on joint un point O quelconque de son plan aux trois couples de sommets opposés. Les trois couples de rayons (OA, OC), (OB, OD), (OE, OP) ainsi obtenus appartiennent à une même involution. (C/. Exercice résolu n" 3.)
27. Démontrer que les trois cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet comme diamètres ont deux points communs.
[Appliquer le théorème précédent, en prenant O en l'un quelconque des points de rencontre des deux cercles de diamètres respectifs AG et ED. Un corollaire évident consiste en ce que les milieux des diagonales sont en ligne droite.]
28. Soient un triangle ABC et une transversale 1, qui coupe BC en a, GA en b, AB en c. On prend, sur A, trois autres points a', b', c' . La condition nécessaire et suffisante pour que les trois droites Aa', BZ>' Ce' soient concourantes est que les trois couples de points (a, a'), (6, b'), (c, c') appartiennent à une même involution. {Cf. Ex.ercice résolu n° 3. Se ramène à A (aCBF) =z P (ABCa)].
29. Que donne le théorème précédent quand on prend A à l'infini, les points doubles de Tinvolution étant les points cycliques (n° 103) ou bien les points à l'infini de deux directions rectangulaires?
30. Cliercher les points doubles de l'homographie définie par la rela-
tion -z=r- — ^=r = A. Ueciproque.
l)émontrf;r que les droites définies par l'équation
(A -+- lk')œ'-+2{\\ + l\^')œy 4- (C 4- lC')y'-=^o décrivent deux faisceaux en involution, quand >. varie. Former l'équalion
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quadratique des rayons doubles. Mêmes questions pour des divisions ou des faisceaux de plans.
33. Elant donnés deux faisceaux homographiques de sommets et de plans différents, chercher les rayons qui rencontrent leurs homologues. (Couper les faisceaux par l'inlerseclion de leurs plans.)
Si. Etant donnés deux. faisceaux homograpliiques de même sommet et de plans différents, quelle est lenveloppe du plan de deux rayons homologues? (Couper par un plan fixe.)
35. Etant donnés deux faisceaux homographiques de sommet- et de plans différents, quel est le lieu des droites qui passent par un point donné et sappuient sur deux rayons homologues?
30. Quel est le lieu du point commun à trois plans liomologues de trois faisceaux homographiques deux à deux?
[Cubique gauche commune à trois quadriques, obtenues en associant les faisceaux deux à deux.]
37. Un tétraèdre se déforme de telle manière que deux arêtes opposées aient chacune un milieu et une direction fixes. Le volume reste, en outre, constant. Lieux des arêtes non fixes. (S'appuver sur TExercice proposé n" 17 du Chapitre V'III.)
38. Trouver le lieu d'un segment de droite qui sappuie, par ses extrémités, sur deux droites données et qui est vu d'un point donné sous un angle droit. Cas où les droite- et le point donnés sont dans un même plan.
39. Soient, dans l'espace, quatre droites A, B, C, D. On suppose que les plus courtes distances de A à B, C, D sont égales. Trouver le lieu de D, sachant que A, B, C sont fixes et que D doit s'appuyer sur B et C.
(Deux plans et une quadrique.)
iO. Etant données deux droites llxes D et D', dans un même plan, on projette un point quelconque M de ce plan en P, sur D et en P', sur D'. Trouver l'enveloppe de PP' quand M décrit une droite fixe et le lieu de M quand PP' passe par un point fixe.
il. Etant donnés deux droites et un point fixes, dans un même plan, trouver l'enveloppe des droites sur lesquelles les droites données découpent un segment vu du point donné sous un angle constant.
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42. Un polyitone plan de n côtés varie de manière que ses sommets décrivent chacun une droite fixe et que n — i de ses côtés passent' chacun par un point fixe. Enveloppe du /*''""' côté. Cas de dégénérescence. Cas de n = 3.
43. On reprend le pol^^gone précédent et Ion suppose que ses côtés passent chacun par un point fixe et que n — i de, ses sommets décrivent cliacun une droite fixe. Lieu du n"'^'' sommet. Cas de dégénérescence. Cas de /i =r 3.
[On peut déduire de l'un ou l'autre de ces deux exercices, la propriété suivante :
Si deux triangles ABC, A'B'C sont tels que les droites AA', BB', CC soient concourantes, les côtés BC, B'C; CA, C'A'; AB, A'B' se coupent en trois points en ligne droite et réciproquement. Les deux triangles sont dits homologiques (n° 400)].
44. Trouver l'enveloppe des droites d'un plan sur lesquelles quatre droites données découpent une division harmonique.
4o. Soit un quadrilatère complet ABCDEF. On mène les bissectrices des angles A, B, C, D. On obtient le quadrilatère A'B'C'D'. Soit I le point de rencontre des diagonales A'C et B'D'. On suppose que le quadrilatère proposé >e déforme de manière que les points E, F, I restent fixes et que le sommet A décrive une droite A. On demande les lieux de> sommets B, C, D. Discuter la nature de ces lieux, suivant la position de A.
(Extrait de la composition de Mathéruatiques élémentaires donnée au concours d'Agrégation en 1900.)
[Remarquer que les diagonales A'C et B'D' sont bissectrices
de BFA et DEA. On a ensuite des faisceaux homographiques. A propos du lieu de G, on pourra remarquer que la correspondance entre A et C est une transformation par points in\ erses (n" 410).]
40. I.taiil donnés deux point (ixes A et B, trouver le lieu des points M
qui sont tels que les bissectrices de A.MB aient des directions fixes. ( Hyperbole éqnilatère. )
47. Beprendre géométriquement les questions 1° et 2° de l'Exercice proposé n" 12 du r.hapitre \. Démontrer en outre que M\' passe par un point fixe.
[Pour le lieu du milieu 1 de N.N', considérer les faisceaux décrits
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par \\' et par la perpendiculaire à A menée par I. On montrera que, si Q est le point de rencontre de NN' avec A et H la projection de O
sur A, OM et OM' sont le> bissectrices de iiOQ.
Pour 2°, on observera que les bissectrices de MOM' font un angle
constant ±: '^ avec OM et OM'.]
48. Reprendre géométriquement la question proposée n° lo dvi Chapitre VI. (La droite PQ découpe des divisions homographiques sur la droite lieu de P et sur la droite de l'infini. On pourra généraliser en supposant que P décrit une droite quelconque du plan.)
Reprendre la question proposée n" 18 du Chapitre A
50. Reprendre la question proposée n" 19 du même Chapitre. (Pest conjugué harmonique de 0 par rapport à BR'.
Dans 2°, le milieu I de AB' décrit la droite 01; R et I décrivent des divisions homographiques. De même pour R' et le point à l'infini de la hauteur issue de R'.
Dans 3°, R et le point à Tinfini de la hauteur décrivent aussi des divisions homographiques. Pour déterminer B, connaissant ce point à l'infini, on s^appuiera sur2°.)
51. Trouver le lieu de Torthocentre d'un triangle, sachant que deux sommets sont fixes et que le troisième décrit une droite.
52. Étant donné un quadrilatère plan ARCD, trou\er le lieu des points M tels que M (ARCD) = A — const.
53. Soit un triangle isoscèle OAR(OA = OR). Par le point O, on mène une droite Oz perpendiculaire au plan OAR. Par A, on mène une droite fixe quelconque D. Par Oz, on fait passer un plan variable (P). On ])rend le symétrique M de B par rapport à (P). Trouver le lieu de la droite d'intersection de (P) avec le plan (M, D).
54. Lieu des sommets des trièdres trirectangles dont les faces passent chacune par une droite fixe. {Cf. Exercice n° 36).
COORDONNÉES TUILINÉAIRES ET TÉTRAÉDRIQUES.
EXERCICES RESOLUS
1. Pôles et polaires tiilinéaires. Pâles et plans polaires tétraédriques. — Reprenons les notations de l'Exercice résolu n° 2 du Chapitre IX. l^renons le triangle ABC pour triangle de référence. Soient ("^01 y<ii ^o) Jes coordonnées du point M. L'équation de la droite AM est"
Celle de A a, qui est conjuguée harmonique de AM par rapport à AC(/=:o) et AB(^ = o) est (n° 134)
Le point a est donc défini par le système
■ 1 =0, X zr: O.
Jo ^0 •
Il satisfait à l'équation.
Conuiu^ celle-ci ne change ])as quand on permute circulairement les coordonnées, elle est aussi vérifiée par les points b et c. D'où il résulte que les trois points sont sur une même droite !), dont (3). est l'équation.
Récij^roquemenl, si nous partons (rmic droite l> quelconque
(4) «>27 -h l'J -H IV3 =^ o,
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cette équation est identique à (3) si l'on prend
Ces formules donnent donc les coordonnées du pôle trilinéaire de D.
Cherchons le lieu de M. quand Y) passe par un point fixe P (j^h/i, -i). Il suffi L d'écrire que l'équation (3) est vérifiée pour cZ' ^ ^i,/ = ji, s = -i et de considérer ensuite Xç^, yo, -o comme les coordonnées courantes. En supprimant les indices o, on obtient l'équation du lieu :
Xx y, z, (6) _i + £i4_-l-o
ou
(;) x^yz-vyxz-x-^z^xy^o.
Le lieu est une conique circonscrite au triangle de référence (n° 503). La tangente en A s'obtient en annulant le coefficient de x (n° 200) :
jK,;4-^,J=rO OU
On retrouve, aux notations près, l'équation (2). Donc, la tangente en A passe par le point de rencontre de BG avec la polaire trilinéaire de P.
Soit maintenant un tétraèdre ABCD, que nous prenons pour tétraèdre de référence. Coupons-le par le j^lan (II)
(8) ux ^ çy -^ ix'z -i- rt = o.
Si nous gardons les notations de l'exercice proposé n° 17 du Chapitre LX, le plan BT)a a pour équation
(9) UX -i- iVZ = o,
car, il passe bien par BD (n° 158) et par le point a, qui est obtenu en faisant y =: t=zo dans (8), ce qui donne précisément (9). Le plan BDa', conjugué de BDa par rapport kx=^oelz = oa pour équation
(10) UX — i\'Z z= o.
On a des équations analogues pour les cinq autres plans ADft',
Elles sont toutes vérifiées pour
UX =: vy = ivz =1 ht,
c'est-à-dire pour le point de coordonnées [ —i - •> —■> -r\-> qui est le point
\u (• tv II)
de concours des six. plans BDa', ... et que nous avons appelé le pôle tétraédriqiie de (W).
On verrait de même que le plan polaire télraédrique du point ]\I (^■q, Jo, ::o) ^o) a pour équation
Remarque. — Connaissant l'équation de la droite ou du plan de l'infini, on en déduit les coordonnées du centre de gravité du triangle ou du tétraèdre de référence, qui est le pôle de cette droite ou de ce plan, Par exemple, les eoordonnées trilinècdres normales du centre de gra-
vite sont — , — , - (n° lôo).
abc
2. Trouver V équation du cercle circonscrit au triangle de référence en coordonnées normales.
On peut arriver à cette équation par des considérations de Géométrie élémentaire. 'Nous préférons indiquer une autre méthode, qui nous paraît plus instructive.
L'équation cherchée est de la forme (n° 503)
(i) c.yz -h <^zx -\-yxy =zo.
Pour déterminer a, (3, y, nous allons écrire que les points à l'infini sur les deux, bissectrices de l'angle A sont conjugués par rapport au cercle (n° 164).
Ces deux bissectrices ont pour équations
Va\ combinant avec l'équation de la droite de l'infini (2) aœ + hy -\- cz ^r o,
on a les coordonnées des deux points envisagés; on peut prendre, par exemple,
{b -\- r;, — a: - — a) et ( c — b, a, — a ).
Annulons la forme polaire de (i) par rapport à ces deux groupes de coordonnées ( n° 432) :
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OU
On aurait des conditions analogues, en considérant les points à l'infini sur les bissectrices des angles B et C. Elles sont toutes satisfaites, en prenant
a = fl', '^—-Ijy -/ = c.
l/équation du cercle circonscrit est donc
( 3 ) ayz -1-- bzjc -\- cxy r^ o.
Remarques. — 1. L'équation d'un cercle quelconque est
(4) ay~- -1- h zx ~r- cxy — Uix ~ by -^ cz) ( y.x -^ 5j h- y;) = o,
car cette équation représente la conique la plus générale qui passe par les points cycliques (n°o07). Si l'on prend une autre équation analogue, l'équation
représente l'axe radical des deux, cercles.
II. Les droites isotropes issues de A ont pour équation
(c y -r- h z) (b y ^ c z) — a-yz = o.
IIL La condition pour que deux droites D et D'
u X ~.' V y -^ wz = o, a X -^ «'' >'-^ w' z =: o
soient rectangulaires s'obtient aisément en écrivant que leurs points à linfini {bw — ci\ eu — aw. av — bu) et {biv' — et', eu' — a\v\ av' — bu') sont conjugués par rapport au cercle (3). On obtient de la sorte
S(«(''-i- vu')
lab
{u u' -\- VV' -r- WW') = O
OU, en se servant de la formule
€"--= a- -\- b'— lab cosC, (6) S(f/c'T- Ptt') cosC — (««'-h cp'-i- wp'w^') = o.
Par exemple, si Ton prend pour D' le côté BG, on a c' — ip'^o; la condition (6) se réduit à
'7' // = f cosC -i- (i^ cosB.
La hauteur issue de A s'obtient en supposant « =: o, ce qui donne <• m cosB, (r 3= — cosC; d'où l'équation
V cosB =- z cosG.
1. On coupe le triangle ABC par les deux transversales abc, a' b' c {a et a' sur BC, b et b' sur CA, c et c' sur AB ). Démontrer que Ton a
(BC aa') ( ÇAbb) (AB ce) ^- 1,
et réciproquennent.
En déduire le théorème de Ménélaûs ( Chap. VI, E\.ercice proposé n° 9). (Prendre a' b' c' à l'infini.)
2. Soient un triangle ABC et deux, points M et M'. Les droites AINI et AM' rencontrent BC en a et a'; de même, BM et BAI' rencontrent CA en b et b' ; CM et CM' rencontrent AB en c et c' . Démontrer que l'on a encore l'égalité précédente. Réciproque.
3. Soient le triangle ABC, la transversale a' b' c' du n"* 1 et le point M du n° 2. Démontrer que l'on a
( BC aa ) ( CA ^ Z>' ) ( AB c c' ) = — r. Réciproque.
En déduire le théorème de Céva (Chap. M, Exercice résolu n° h).
k. Soient le triangle ABC et un point K dans son plan. On prend les
conjuguées harmoniques de BK par rapport à CBA et de CK par rapport
à ACB. Démontrer qu'elles se coupent sur AK. (l'rendre le point K pour point unitaire.)
Soient les deux droites
A.r H- B >• -h C J =:: O, \' X + IV J H- C'^ ■=: O.
Elles se coupent en un certain point O. La conjuguée harmonique de O.V par rapport à ces deux droites rencontie BC en a. On a, de même, deux points analogues b sur CA et c sur AB. Prouver que les
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points a, b, c sont en ligne droite et trouver l'équation de cette droite :
BC^Cl?
Corrélatif du précédent
7. Calculer les coordonnées trilinéaires normales du centre de gravité, du centre du cercle circonscrit et de l'orthocentre. \érifier que ces trois points sont en ligne droite et calculer le rapport des-vecleurs qu'ils déterminent. [Cy. Chap. XI, Exercice proposé n° 1. — On pourra considérer le centre du cercle circonscrit comme le pôle de la droite de l'infini par rapport à ce cercle (n° 161).]
8. Etendre l'Exercice proposé n° 1 à un quadrilatère gauche. ( Cf. Chap. A II, Exercices proposés n°^ 22 et 23. )
9. Soient un quadrilatère gauche et un point M de l'espace. ^lontrer que les quatre plans déterminés par M et par chacun des côtés du ([uadrilatère coupent les côtés opposés en quatre points situés dans un
même plan.
10. Calculer l'équation du cercle des neuf points en coordonnées n(jrmales. Vérifier analytiquement qu'il passe par les neuf points connus.
Avec les notation? de l'équation (4) de l'Exercice résolu n° 2, on a cosA ^ cosB cosC
11. Calculer les équations des cercles inscrit et exinscrits. (On exprimera que le centre a pour polaire la droite de l'infini, puis que le cercle est tangent à un côté du triangle de référence. On peut aussi chercher l'équation langentielle. )
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EXERCICES RESOLUS
t. Cercle des neuf points : Soient le triangle ABC. Menons les hauteurs AA', BB', GC Soient^ d'autre part, A", B", C" les milieux des calés, A'", B'", G" les milieux des segments AH, BH, CH. Démontrer <iue les neuf points A', B', C, A", B", C", A'", B"\ C" sont sur un même cercle.
Prenons le côlé BG pour axe des oj, la hauteur AA' pour axe des v
Soient ÔÂ — a,ÔB7=b,0C-c.
Le cercle en question, devant passer à l'origine, a une équation de la forme
l">crivons qu'il passe par B". Les coordonnées de ce point clanl |
(n° •!:)), on a
-, — ac — prt=o.
iJe même, en écrivant (ju'il [)asse par G', nous avons
Oit) — ç>ar=.o.
l>e ces deux équations linéaires en a, (3, on lire b -\- c ^ a"- — hc
Notre cercle est maintenant déterminé. Xérifions alors (|u'il passe
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par A — - — , o
C'est la première équation (2).
Nous savons maintenant que le cercle A"B"C" passe par O ou A'. Comme les trois sommets du triangle ABC jouent le même rôle par rapport à ce cercle, s'il passe par A', il passe aussi par B' et C, par raison de symétrie. De même, il passera certainement par W et C", si nous prouvons qu'il passe par A'".
Or, l'équation de AC est
La perpendiculaire BH menée par B est donc représentée par
{x ~ b)c=: ay.
Faisant ^ = o, nous avons l'ordonnée du point H :
Celle du point A"' est ensuite ""—-Il =. tzzJ^ ^ ^^3. ^yj,; ^-^^^ . •_
Gisement ce qu'on obtient en faisant x = o dans (i) et supprimant la solution 7 = o. Le cercle A"B "C" passe donc bien par A'" et le théorème est démontré.
2. On donne deux cercles (C) et (C). Soit M un point quelconque du premier. Trouver les lieux des centres et des points d intersection des cercles qui sont orthogonaux à{C')et qui sont, de plus, lun tangent, Vautre orthogonal en M à (C).
Prenons la ligne des centres 00' pour axe des x et le diamètre perpendiculaire de (C) pour axe des y {fig. i3). Soit R le rayon de (C) et soit ■ '
l'équation de (C).
Appelons 9 l'angle polaire du point M; ses coordonnées sont (2) a7 = Rcoscp, j' = Rsino.
Tout cercle (F) tangent en Ma (G) fait partie du faisceau déterminé
Fis. i3.
par (G ) et la tangente MT. Or, les équations respectives de (G) et de MT sont
.T^--hj'^ ^' = 0>
^ cos o -+- y sin cp — R =n o.
L'équation de (F) est donc de la forme (n° 171 )
(5) a;- -h y- — R- — 2/.(xcoso — ysino — Rjrro. Ecrivons que ce cercle est orthogonal à (C'j; nous avons (n° 170)
(6) 2 a/ coscp = y + 27iR — R'.
Jj'oil
a coscp - - 1\
Portons dans (')); nous obtenons Féquation du premier des cercles de l'énoncé
(7) (a cos 9 - R) (x^ ■- v'^ ^ R2 ) + ( R2 — y ) (^ coso -i- y sin 9 — R) = o. Les coordonnées de son centre satisfont aux deux équations
^ \ 2œ(cc cos 9 — R ) -i- (R- y) cos 9 -- : o,
f 2 y (a C0S9 — R) H- (R- - y) sin9 z- o.
Nous aurons le lieu de ce centre, en éliminant 9 entre ces deux équa-
lions. On en tire
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''''^'^=- nr^ ' sino=r iil:L__.
2ax4-K-— y • 2a^-^K^— y
Elevons au carré, ajoutons et chassons les dénominateurs :
(9) ^^H^-^j-) = {2xa:~K^-y)\
Telle est l'équation du lieu du centre de (T). Elle représente (n» 0I8) une conique de foyer O. La directrice correspondante a pour équation
(ï«) 2a.r-^R2— yrzro.
C'est l'axe radical du cercle (C) et du cercle imaginaire (") ^2-t-7^-^R-^=o.
Quant à l'excentricité, elle est égale à ^. Le lieu est donc une
ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que O' est intérieur a (C), extérieur à (C) ou sur (G).
Le cercle (F) étant orthogonal à (C) et à ,C'), on sait que son centre se trouve sur l'axe radical A de ces deux cercles. Quant à l'intersection de (E) et de (E'), elle se compose du point .M, qui décrit (Gj et du point A-, dont nous voulons le lieu. On pourrait, à cet efTet, calculer 1 équation de (F) et la combiner avec celle de (E). Mais, il est plus simple d'observer que Taxe radical de (E) et de (F), qui passe déjà par M, passe aussi par O', centre d'un cercle, (G), orthogonal à {Y) et a (E'). Xous aurons donc le point \ en prenant l'intersection de (E) avec la droite O'M. Or. les équations paramétriques de celte droite sont
(12) a7=Rcos9-p(Rcoso-a), r = R sino -1- o R sino
ou
(i3) ^==R(i — pjcoso — ap, r = R(i_p)sin9.
Portons dans (-) :
(^<^°s?-R)[R'(i + p)— -2apR(i + p)coso-3cîp^-R^]
-^(I^'— ■/)[R(i^p) — apcosci — R] = o ou ■
(acoso-R)[p2(R^_^«._2^Rcos9)-i-2pR(R_acos9)]
-~ (R2 — y)p(R_ acoscp) = o.
Haag. — Exercices, II.
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On a d'abord la racine 0=0, qui correspond au point M. Divisons donc par p et, en même temps, paracoso- — R; il vient
(i4) p(R2-+-a2— aaRcoso) + 2R^— 2Racos9 — R2+y = o
ou
2Racoscp — R- — y ^^^' ■ P~ R^+a^— 2aKcos9"
En portant dans (12), on aurait les équations paramétriques du lieu. Mais, il est aussi très facile d'éliminer p et 9 entre (i3) et (1/4)- Eliminons R (i -h p)cos9 entre (i4 ) et la première (i3) :
p(R2+ a^) + R^ + 7 — 2a(^ + ap) = o-, d'où
-xocx — R- — y
D'autre part, éliminons 9 entre les deux, équations (i3) :
(17) (^4-ap)2+ r2=rR'-(i + p)^ Portant (16) dans (17), nous rivons Véquation du lieu
[.r(R^+a^)-a(R^-4-y)]^- _^ ^ _ W^'^ax — oi' - yY
— 4R-ûc-^^2+4K2oc:r(a2+y) — R2(a2+y)^=o
ou
(^2 + j-)(R^— a^)^-2xa(R2-y)(R2— «2)
+ (y^— R2a2)(aî— R2) = o ou, en divisant j)ar H- — a-,
(18) {x-~^y^){\\^—a-) — iJca{?>}—y) + W.'a}—y''~o:
Celle éifuulioii représente un cercle (G" ). dont le centre est sur O]^. Son axe radical avec (Cj a pour équation
R2(R2— a2)_ 2a^(ir— y)-f-R-a-- y'-=;o
ou, en divisant par R'' — y,
R-H-y — 2ar = o.
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On obtient l'équation de l'axe radical de (C) et de (C). Donc, le cercle {U) fait par lie du faisceau qui admet (G) ef (C) pour cercles
de base. Le lecteur vérifiera sans peine qu'il a pour rayon ^^^' en appelant R' le rayon de (C). ~
Si a =: R^ c'est-à-dire si 0' se trouve sur (C), il se réduit à l'axe radical précédent. Si R^zrzy, c'est-à-dire si (C) est orthogonal à (C), il se réduit au cercle (C). Dans ce dernier cas, (T) se confond avec (C); cela explique pourquoi N décrit (C).
Solution géométrique. — Le cercle (C) étant orthogonal à (T). la puissance de ()' par rapport à (P) est R'^. On a donc
Le lieu du point N est donc le cercle (C") inverse du cercle (C) par rapport au cercle (C). De plus, comme (G) est tangent en M à (T), (G") est tangent en A à (T).
Il est aisé maintenant d'avoir le lieu du centre P de (F). Dans le cas de la figure i3, on a
PO' - PO =r OM — 0" N =r R — R".
Le lieu du point P est donc une hyperbole.
On pourrait examiner de même tous les cas de figure possibles et retrouver les résultats obtenus analyliquement.
On peut aussi reconnaître le genre de la conique (S) lieu de P, en observant que le point P va à l'inlini lorsque (T) se réduit à une droite. Gette droite se confond nécessairement avec MNO'. Elle est, de plus, tangente à (G). G'est donc une des tangentes à (G) qui passent par O'. Par suite, les directions asymplotiques de (S) sont perpendiculaires aux tangentes menées par O' à (G). Le lieu de P est donc une hyperbole, une ellipse ou une parabole, suivant que O' est extérieur à (G), intérieur .à (C) ou sur (G).
Voici maintenant une autre solution, qui va nous donner la génération du lieu par le foyer O et la directrice correspondante, comme il a été trouvé analyliquement.
Par le point 0', menons la perpendiculaire à 00', jusqu'à sa rencontre en A avec MT. Menons le diamètre AOEF. Gonsidérons le cercle (F"), qui passe par E et F et qui est orthogonal à (C). Soit H son centre. Le point O', centre du cercle (G') orthogonal à (F) et (F"), se trouve sur l'axe radical de ces deux cercles. Le point A se trouve aussi sur cet axe
radical, car sa puissance est AM par rapport à (F) et AE. AF par rapport à (F"), quantités qui sont toutes deux égales à la puissance de A par capport à (C). Il suit de là que O'A est l'axe radical de (T) et (F"). Comme cet axe radical doit être perpendiculaire à la ligne des centres, on peut affirmer que PH est parallèle à 00'.
En second lieu, le cercle (F") est orthogonal au cercle imaginaire (G"), de centre O et de rayon iR, car la puissance de O par rapport à (F") est OE. OF = — R2=:(/R)2. Comme (F") est, en outre, orthogonal à (C'j, le lieu du point H est Taxe radical A' de (C") et (C).
Je dis maintenant que les triangles OPH et O'OM sont semblables. En
eflet, les angles MOO' et OPH sont égaux, comme correspondants. Remarquons ensuite que OH est perpendiculaire à EF et que OP est
perpendiculaire à MA. Les angles HOP et OAM sont donc égaux. Or, le
quadrilatère OiMAO' est inscriptible ; on a donc OAM =: 00' M. D'où
HOP = OO'M. Les deux triangles ci dessus mentionnés ont deux angles égaux; ils sont donc bien semblables. Il en résulte la proportion
PO _ oo; a
Plï ~ OM ~ K'
Le lieu du point P est donc une conique de foyer O, de directrice
correspondante A' et d'excentricité ^y •
3. Sur O.r, on donne un point fixe A, d'abscisse a et^ su/- Oy, un point B, d'ordonnée h. On considère deux cercles variables, tangents entre eux et oilhogonaux le premier en A à Ox, le second en B à Oy. On demande :
i" L'enveloppe de la ligne des centres.
2" L'enveloppe de Vaxe radical.
3° Le lieu du point de contact.
4" Le lieu du centre de similitude autre que le point de contact.
Soient a l'abscisse du centre C du premier cercle et [3 l'ordonnée du centre C du second cercle {fig. i4)- Convenons d'orienter (C) au movcn de la demi-tangente positive AT, de même sens que O^. Le rayon algébrique du cycle obtenu ( n" 108) est, comme on s'en rend compte aisément,
(1) ■ \\=CK = a — y..
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Nous pouvons maintenant orienter (C) en prenant la demi-tangente positive en B dans le sens de Ox ou dans le sens opposé, ce qui revient à
Fig. 14.
prendre R'= — C'B ou h-G'B. En écrivant que les deux cycles obtenus sont tangents (n'' 168), nous serons conduits, suivant la détermination adoptée pour R', à deux groupes de solutions pour les différentes questions posées dans l'énoncé. Mais, chacune des déterminations de R' se déduisant de l'autre par le changement de sens de Oy, ce même changement nous permettra d'obtenir le second groupe de solutions quand nous aurons obtenu le premier. Nous pouvons, d'après cela, nous borner à prendre, par exemple,
Wz=~C'B = ^ — b,
la demi-tangente positive en B ayant donc le sens de O^.
Gela posé, la condition de contact des deux cycles s'écrit ( n° 168)
ou
CC''=r(R-R')2
ou, en posant n -{- b =: m,
(3) 2aj3 — 2m{y. -^ <^) -^ m-=zo.
On voit que les points C et C décrivent, sur Ox et 0 v, deux divisions homographiques.
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1° D'après cela, Tenveloppe de CC est une conique ( n° IW). On pourrait poursuivre la solution dans cette voie. Procédons plutôt analjtiquenaent.
L'équation de CC est
Rien n'est plus aisé que de former l'équation tangentielle de l'enveloppe (n° 293). Identifions (4) avec
(5) ux -\- V y -h w =: o.
Nous avons
D'où
au [3 (' w
Portons dans (3) :
2 (ï'^ H- 2 m iv ( a + (^ ) 4- m- wp =r: o
ou, en décomposant en carrés en prenant tv pour variable directrice (n°4.68),
(6) 2 I (VH ^(«4- t')
On reconnaît l'équation tangentielle d'un cercle (F) (n" 165), dont le centre I a pour coordonnées ( — > — 1 et dont le rayon est — • Ce cercle est tangent à O^ et à Oy.
2°, 3° et 4°- Nous nous bornerons à donner quelques indications au lecteur, qui devra faire les calculs.
Pour 2°, il suivra une marche analogue à celle de 1° et aboutira à
l'équation tangentielle d'un cercle de centre I et de rayon
1» o II- T7"i- '^'-"' (<^ — ^)' 1, Pour 3°, remarquer que la distance Ml =^— — f- -: -, , d après
1° et 2°.
l'our 4", appliquer les formules (Sg) du n° !(){). On peut aussi
prendre le rapport de ct-s deux formules et combiner avec l'équation (4).
On obtient deux équations linéaires en - ? 01 d'où l'on tire ces variables,
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pour porter ensuite dans (3). On obtient, de la sorte, l'équalion du lieu, qui est une hyperbole.
Solution géométrique. — La tangente au point de contact M des deux deux, cercles rencontre BT en G et AT en H (^fig. i4)- i-'^s droites CH et C'G sont bissectrices des triangles HGT et OCC Elles se coupent
donc au point I de rencontre des bissectrices de GTfl et COC On en conclut que MGH et GC' enveloppent respectivement les cercles de centre I et tangents à AT, BT d'une part, à Ox^ Oj d'autre part. Pour le lieu du centre de similitude S, on montrera que AS et BS décrivent deux faisceaux homographiques. A cet effet, on remarquera, au préalable, que les points A' et B', respectivement homologues de A et B dans Ihoniothétie, décrivent des droites BA' et AB' perpendiculaires à 01.
EXERCICES PROPOSES
1. Calculer l'équation du cercle circonscrit au triangle ABC de l'Exercice résolu n** 1. Vérifier que le centre de ce cercle, le centre du cercle des neuf points, le centre de gravité et l'orthocentre sont quatre points en ligne droite et évaluer les rapports des vecteurs qu'ils déterminent. (Géométriquement, il suffit de remarquer que l'orthocentre et le centre de gravité sont les centres dhomothétie du cercle circonscrit et du cercle des neuf points.)
2. Étant donnés un point five O et une droite fixe D, former l'équation générale et trouver le lieu des centres des cercles (C) qui passent par O et qui coupent D en deux points vus de O sous un angle constant. Montrer qxril existe des cercles (F) tels que chacun deux coupe sous le même angle tous les cercles (C). Les cercles (F) forment un faisceau, dont on cherchera les points limites. Solution géométrique.
[On pourra prendre comme paramètre variable l'angle polaire du centre du cercle (C). Pour la solution géométrique, remarquer que le cercle d'isogonalité de deux cercles (C) quelconques passe par 0 et par le symétrique de 0 par rapport à D].
3. Soient deux axes rectangulaires Oxy et une droite A parallèle à 0.37. Désignant par A un point quelconque du plan, la droite OA rencontre A en un certain point B, On considère le cercle (C) de centre A et de rayon AB.
1° Former l'équation générale des cercles (C).
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2° Trouver et construire les lieux des centres des cercles (C) qui sont tangents à Ox ou à Oy.
3° Former Téquation générale des cercles (C) qui sont vus de O sous un angle constant V^ Lieu de leurs centres,
4° Par un point P quelconque du plan passent deux cercles (C) et (C") satisfaisant à 3°. Où doit se trouver P pour que ces cercles soient réels? Lieu de P, sachant que les tangentes menées par O à (C) sont perpendiculaires aux tangentes menées par 0 à (C). Lieu de P, sachant que (C) est orthogonal à (C).
JY. B. — On pourra prendre comme paramètres variables les coordonnées polaires de A.
i. Les axes étant rectangulaires, on donne deux points fixes, A et B, sur O.r. d'abscisses a et — a. On prend un point P quelconque dans le plan, de coordonnées Xq, Jq- Les droites PA et PB rencontrent Oy en A' etB'.
1° Former Téquation du cercle (C) circonscrit au triangle PA/B'.
2° Démontrer que ce cercle est orthogonal au cercle circonscrit au triangle PAB.
3" Lieu du centre de (G), quand P décrit une parallèle à Ooc ou à Oy. Montrei- ([ue, dans chacun de ces cas, le cercle (C) reste orthogonal à un cercle fixe, qu'on déterminera.
4" Mêmes ([uestions, quand le point P décrit un cercle passant par A elB. . •
o. Lieu des points dont le rapport des puissances par rapport à deux cercles fixes est constant. N'arialion du lieu, (|uaiid le rapport varie. Montrer qu'on peut, sans changer le lieu, remplacer les deux cercles donnés par deux cercles quelconques du faisceau qu'ils déterminent. En déduire (|ae les cercles du faisceau de points limites 1^ et L' sont les lieux
des points M tels que -rpp^ consl.
G. Lieu des points dont les puissances par rapport à trois cercles fixes satisfont à une relation linéaire et homogène, à coefficients constants.
7. Démontrer que le produit scalaire de deux vecteurs OA, OB, de même origine, est égal à la puissance de 0 par rapport au cercle décrit sur AB comme dijimètre.
8. Etant donnés deux points M,, Mj par leurs coordonnées, calculer
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réquation du cercle décrit sur Mi Mj comme diamètre. (S'appuyer sur l'exercice précédent, qui donne le terme constant).
9. Démontrer que les cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet comme diamètre appartiennent à un même faisceau, dont 1 axe radical contient les orthocentres des quatre triangles formés par les quatre côtés du quadrilatère associés trois à trois.
(On pourra prendre, par exemple, une diagonale pour axe des j', le milieu étant pris pour origine.)
10. Etant donnés deux faisceaux de cercles, on associe à chaque cercle (C) du premier le cercle (C) du second qui lui est orthogonal.
Trouver les enveloppes de Taxe radical A et de la ligne des centres CC de ces deux cercles. Cas de dégénérescence. Solution géométrique.
(Pour la solution géométrique, remarquer que A découpe des divisions homographiques sur les axes radicaux des deux faisceaux: de même, ce sur les lignes des centres.)
il. Trouver le lieu des points de rencontre des deux cercles (C) et (C) précédents en supposant que les deux faisceaux ont un point limite ou un point de Lase commun et que leurs lignes des centres sont perpendiculaires.
12. Trouver le lieu des centres de similitude d'un cercle fixe avec les cercles d'un faisceau.
13. Etant donnés deux cycles (C) et (C), de rayon R et Pi', montrer que leur cercle d'isogonalité (F) (n° 175) a pour équation
R ~ iv'
en supposant que jc- -\- y- ait le même coefficient dans C et C.
li. Le cercle (C) précédent étant supposé fixe, on imagine que (C) varie tout en faisant partie dun faisceau donné. Former Téquation générale, en fonction rationnelle d'un paramètre, du cercle (F). Montrer que ce cercle est orthpgonal à un cercle fixe. Cas où le faisceau donné a ses deux points de base confondus. Solution géométrique.
[Le cercle fixe est orthogonal à (G) et à tous les (C). Dans le cas des points de base confondus, il y a une infinité de cercles isogonaux.]
15. Etant donnés deux cycles, de centres Oj, Oo et de rayons R,, R,,
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trouver le lieu des points M tels que
MO, MO
(Cercle d'isogonalité. )
16. Lieu des centres des cercles (G) qui coupent deux cercles donnés (C,) et (C,) sous des angles donnés Vj et Vo.
17. Soient trois cycles (C,), (C,), (C3) appartenant à un même faisceau et de rayons respectifs R,, R,, R3. Un cycle quelconque du plan les coupe sous les angles Vj, V,, V3. Démontrer la relation
OjOa RiCOsV,-t- OgOt R2COSV2-I- OiOjRsCOsVa^r o.
En déduire que les cercles (C) de l'Exercice précédent coupent sous un angle constant tout cercle du faisceau (Cj, C2) et qu'ils sont, en particulier, orthogonaux au cercle d'isogonalité des deux cycles (C, ) et (C, ) de centres 0, et O, et de rayons RiCosY, et R2C0s\,.
18. Trouver les cercles qui appartiennent à un faisceau donné (f) et
qui coupent un cercle donné (C ; sous un angle donné Yp^ — . Montrer
qu'on peut, sans changer le résultat, remplacer l'angle ^ par un autre
angle quelconque Vpé — , à condition de substituer "au cercle (C) un
I //-x j Rcos V . .
cercle (C), de rayon 7^7- et appartenant au faisceau détermine
cosN '^
par (C) et la ligne des centres de {/). Déduire de là, en prenant V'=:o,
une construction des cercles demandés.
19. Construire un cercle coupant sous le même angle donné \ trois cycles donnés. Cas où V = o. {Cf. n^lTG et Exercice précédent.)
20. Construire un cercle coupant trois cycles donnés (C,), (C2), (C3) sous des angles donnés V,, V,, V3.
[Un tel cercle doit appartenir au faisceau orthogonal aux cercles d'isogonalité des trois cycles (C,), (C,), (C3), concentriques aux cycles proposés et de rayons RiCOsV,, R2COS V,, R3COS V.j ( Exercice 17). On est dès lors ramené à l'Exercice 18].
EXERCICES RÉSOLUS
1. Etant donnés trois axes rectangulaires Oxyz^ on prend les points A sur Ox^ B sur Oy, C sur 0 z.
1° Equation générale des sphères (S) qui passent par ces trois points :
a** Soient I le centre d' une quelconque de ces sphères et Iq le centre de la sphère (Sq) circonscrite au tétraèdre OA BC Soit enfin H la projection de O sur le plan ABC. Démontrer que la puissance de O par rapport à (S) est égale à a OH. loi.
3° Démontrer que la sphère (Si), qui admet comme grand cercle le cercle circonscrit au triangle ABC. coupe suivant un grand cercle la sphère (i) de centre O et de rayon OH.
4° Démontrer que la sphère (S,), qui est orthogonale en A, B, C à (Sfl), coupe suivant un 'grand cercle la sphère (i'), dont le centre est en O et qui est tangente à (Sq).
Soit ÔÂ = a, ÔB =: Z^, OC = c.
1° Les sphères (S) peuvent être considérées comme appartenant au faisceau défini par le plan ABC et par la sphère (Sq). Or, cette dernière a piour équation
(i) x--^y--+-z- — ax — hy — czr^o,
comme on le constate en remarquant que l'équation aux abscisses de ses points de rencontre avec Ox^ par exemple, doit admettre o et « pour racines, de sorte que les termes indépendants de r, .; sont nécessairement x^ — ax ( ').
(') On peut aussi observei- que le centre a pour coordonnées — ? — > --, puisqu'il
se trouve dans les plans perpendiculaires aux milieiix de OA, de OB, de OC. En outre, il ne doit pas y avoir de terme constant, puisque la sphère passe à l'origine.
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Kn second lieu, le plan ABC a pour équation
L'équation générale des sphères (S) est donc (n° 186)
( O ) x^ -*r y- -^ z- — ax — bv CZ — t.\ r- V H I I = o.
où À désigne un paranaètre arbitraire, qui représente d'ailleurs la puissance de l'origine par rapport à (S).
1° Les cooordonnées du centre I de la sphère (3) sont
X \ a) i\bj 2 \ c
Lorsque À varie, ce point décrit une droite, de paramètres directeurs—? -5 -1 perpendiculaire, par conséquent, au plan ABC; comme abc
cela est, du reste, évident géométriquement. Si nous orientons cette
I • T 'II
droite par les cosinus directeurs ? - — ? — > ou Ion a pose, pour
OUI bni cm *■
abréger l'écriture,
la mesure algébrique du vecteur Iq I est, en remarquant que lo est obtenu pour la valeur /, z=: o,
(6) lol=-}.m.
D'autre part, si l'on pose /t^Oll, les coordonnées du point H
sont , - — 5 l".crivant quelles veriiienl (2), nous avons
a m bni cm
ou, d'après (5),
( >ti a donc
2LI.OII =: >.m — =};. C.Q.F.D.
3° Ecrivons que I se trouve dans le plan ABC :
do il
Le point O a donc même puissance par rapport aux deux, sphères (S,) et ( — ). Il se trouve donc dans leur plan radical. Comme ce plan est aussi le plan du cercle d'intersection des deux sphères, celui-ci est bien un grand cercle de (i i.
4° Ecrivons que les sphères (i) et (3) sont orlhogonales ( n° 18o) ' A
D autre part, le ravon de ( — ) est égal au diamètre de ( So ), c'est-à-dire
Il a iyj\^^^i\^ — —z=z\^a-~-
b'- ^ C'. Le carré de ce ravon
est égal à — À. Le point O a donc même puissance par rapport à ( Sj ) et à CL' ). Le raisonnement s'achève comme précédemment.
EXERCICES PROPOSES
1. Trouver l'équation de la sphère qui passe par les points (r , 2, — i), (3. — I, o), (2, I, I ), (o, 3, I). Centre et rayon de cette sphère. Equations du cercle passant par les trois premiers points. Centre et rayon de ce cercle. Equations de son axe. Equations paramétriques du cercle, en prenant pour variable l'angle dun rayon avec le rayon qui aboutit au premier des points donnés.
2. Former l'équation générale des sphères tangentes à Ox et à Oy, Quel est le lieu des centres de celles de ces sphères qui sont orthogonales à une sphère donnée ou bien'tangentes à une droite donnée ou bien tangentes à un plan donné?
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3. Trouver le lieu des centres des sphères qui passent par deux points donnés A et B et qui sont tangentes à une droite donnée, perpendiculaire à AB. ' (E. P., igiS).
4. Soit un trièdre trirectangle Oa^yz. Far le point A(o, o, A), On mène la droite (D), parallèle à û^Oy et d'angle polaire cp. Par le point A'(o, o, — h), on mène (D'), parallèle à œOy et d'angle polaire — o.
|0 Former l'équation de la sphère (S), (jui a pour centre un point donné I(a, jS, o) de a:Oy et dont un diamètre a une extrémité M sur (D) et Tautre M' sur (D').
2° La sphère (S) rencontre de nouveau (D) en Mj et (D) en M'j. On construit la sphère (S,), de diamètre MjM'j. Puis, on construit une sphère (S.;,), en parlant de (Si), comme (Si) a été construite à partir de (S). De (S2) on déduit de même (S3) et ainsi de suite. Former l'équation de la sphère (S„). Quelle est la limite de cette sphère, quand n augmente indéfiniment?
3° On suppose que le plan radical de (S) et de (Si) passe par un point fixe P de xOy. Montrer que les sphères (S) et (S^) passent chacune par deux points fixes : Q, Q' pour (S) et Qi, Q', pour (S,). Quel est le lieu de ces points, quand P décrit xOyl Où doit se trouver P pour qu'ils soient réels? Montrer que les droites QQ' et QiQ', percent xOy^n deux points qui forment un parallélogramme avec O et P. Lieux des centres de (S) et de (S,).
4" Montrer que, si les plans (M', D) et (M, D') sont rectangulaires, la sphère (S) passe par deux points fixes. Lieu de 1, dans cette hypothèse.
r rv . MMi ^^,11
5° On suppose que le rapport ^^^^r reste constant. Quel est alors le
M' M', lieu de I? Par tout point P de l'espace passent deux sphères (S). Où doit se trouver P pour qu'elles soient réelles ou bien orthogonales?
o. Etendre à l'espace les exercices proposés n" 5, 6. 7, 8 du Chapitre précédent,
G. On donne deux cercles (C) et (C'). Le premier est langent en O à O^ et a pour rentre le point (a, o, o); le second est tangent en O à 0/ el a pour centre le point ( — a, o, o). On prend un point M quelconque sur (C) et un point M' quelconque sur (C).
f° Trouver le lieu du centre du cercle (F) circonscrit au triangle OMM'; ■>° Calculer, en fonction des abscisses des points M et M', lerajon de (F),
la distance MM', le cosinus de l'angle MOM , la tangente de l'angle des
deux sphères (S) et (S') qui passent, la première par le cercle (C) et le point M', la seconde par le cercle 1 C ) et le point M. Montrer, en particulier, que ce dernier angle demeure constant, quand on a
OM2 4-OiVl'2rz:-«2.
3° Calculer, en fonction des abscisses de M et de M', léquation de la
sphère (i), qui a son centre sur 0:r et qui passe par M et M', ainsi que
l'équation de la sphère (1') orthogonale en M et M' au cercle (F).
Démontrer que celte dernière sphère coupe suivant un grand cercle la
sphère de centre O et de rayon 2 a.
4° On suppose que Ton a constamment .. — , =7^» ^' dési-
OM' CM " ^'' gnant une constante donnée. Démontrer que (2) appartient alors à un faisceau fixe, dont on cherchera les points limites. Démontrer également que la sphère (1') ne fait que tourner autour de Ojc. en restant égale à elle-même.
7. Étant donnés deux faisceaux de sphères ayant un point limite commun, on associe à chaque sphère du premier faisceau la sphère du second faisceau qui lui est orthogonale. Trouver le lieu de l'intersection de ces deux sphères. (Sphère.)
8. On considère les sphères (S) tangentes en un point donné A de Oar au plan zOx el les sphères (S) tangentes en un point donné B de Ov au plan JsOy. On associe les premières avec les secondes de manière qu'elles soient tangentes. Trouver les lieux de leur point de contact, de leur centre de similitude, de la droite qui joint leurs centres, ainsi que l'enveloppe de leur plan tangent commun.
(Les lieux sont des coniques et un hyperboloïde à une nappe. L'enveloppe est un cône du second degré.;
On donne deux droites (D) et (D') non dans un même plan
i" Former l'équation générale des sphères (S) tangentes à ces deux droites. Lieu de leurs centres.
2° Soit (So) une de ces sphères. Montrer que les droites (A), qui sont tangentes à (So) et qui s'appuient sur (D) et (D), se répartissent en deux familles. Lieu de leurs points de contact avec (So).
3° Montrer que les droites (A) d'une même famille sont tangentes à une infinité de sphères {!), tangentes elles-mêmes à (D) et à (D'). Lieu des centres de ces sphères.
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4" Chaque droite (A) rencontre (D) en M et (D') en M'. Trouver le Heu du centre de la sphère tangente en M à (D) et en M' à (D').
5'' Montrer que la sphère (U), décrite sur MM' comme diamètre reste tangente, quand (A) varie, à une infinité de sphères (U). Montrer que les sphères ( U) et (U') appartiennent chacune à un réseau fixe. Trouver les lieux de leurs centres. '
(Les questions 2° et 3" faisaient partie du sujet de Mathématiques élémentaires proposé à l'Agrégation en 1891.)
[Définir les droites (D) et(D') comme dans l'Exercice nO 4.
Si Mq et M'y sont les points de contact de (Sq) avec (D) et (D'), on
écrira que MM' = (MyM ± M'^ M')', le double signe donnant les deux familles de droites A. En prenant, par exemple, le signe +, le point de
contact r^ de A et de ( Sn) est donné par -^==^ = • Son lieu est
FM' M'„M
un cercle passant par Mo, M,, et de plan parallèle à Ox.
On constate que la condition de contact de MM' avec (So) est, toujours en prenant le signe -h indiqué ci-dessus, indépendante de l'ordonnée jS,, du centre de (S„). On en déduit l'existence des sphères ÇL).
Le centre I(a, [3, o) de ( U) décrit une hyperbole (H) du plan des xy . En écrivant la condition de contact de (U) avec une sphère quelconque (U'), on constate qu'on peut identifier cette condition avec l'équation de (H), et cela d'une infinité de manières. Le lieu du centre de (U') est l'ellipse (E) focale de (H) {cf. n°^ 584 à 58G).
On peut donner une démonstration géométrique de 2° .en menant par M une parallèle à (U'), qui rencontre M',, F en .\. On montre que
M^ = MMo=MF;
donc Mq.X est parallèle à O^, par exemple, et le plan ^MoM'(, est un plan fixe II, qui coupe (S,,) suivant un cercle r, lieu de F.
l^n coupant par un plan II, parallèle à II, on obtient les points Mj sur D, M', sur I)', F, sur A. On montre que A est tangente à la sphère (D) tangente en M, à I) et en M', à D'. Le centre de, cette sphère se trouve dans les plans perpendiculaires au milieu de MqF et au milieu de M'^ F. Il décrit Taxe de F.
ICn faisant varier soit M'„, soit M„, on voit que le lieu des centres des sphères (i) [ou (S)] est doublement réglé; c'est un paraboloïde hyperbolique équilalère, d'axe 0-.
Lorsque A varie, chaque point tel que F, décrit un cercle r,.1'ousces cercles ont même axe. honc A engendre un hyperboloïde de révolution, dont D el D' sont deux génératrices. Les points M et M' décrivent, de ce
fait, des divisions homographiques. On peut en déduire que le lieu de la projection sur a:Oy du centre de la sphère tangente en i\I à D et en iM' à D' est une conique.
[Le lieu du centre de (U) est la section de l'hyperboloïde ci-dessus par J7O V.]
10. Pour qu'une sphère soit isogonale à deux sphères orientées, il faut et il suffit qu'elle soit orthogonale à leur sphère d'isogonalité {cf. n° 173).
11. Les sphères isogonales à trois sphères orientées forment un réseau {cf. n° 176).
12. Les sphères isogonales à quatre sphères orientées forment un fais ceau. Quand l'orientation des sphères n'est pas donnée, il exi-te huit faisceaux analogues.
13. Etendre à la sphère les Exercices proposés n"* 12, 13, 14, 15 du Chapitre précédent.
14. Lieu des centres des sphères qui coupent trois sphères données sous des angles donnés. (Conique, dont le plan passe par l'axe radical des trois sphères.) iMontrer que ces sphères appartiennent loutts à un même réseau.
15. Soient quatre sphères orientées (Si), (S.2), (S3), (S4), appartenant à un même réseau, de centres O,, O^, O3, Oj, et de rayons Ri, Pu, l'^/Hi- Une sphère orientée quelconque les coupe suivant les angles \\. \\^ \ :j, \ •,. Démontrer la relation
aire O.O3O... K,cosVi— aire O3O4O1 .R^cosYa 4- aire O.Oi0.2.P>3Cosy3 — aire Oi 0203.114 cosVi = o.
Que peut-on en conclure relativement à l'exercice précédent? {Cf- Exercice proposé n° 17 du Chapitre XL)
16. On donne trois sphères orientées (S,), (Sg), (S3), de centres non en ligne droite. Trouver le lieu des centres des sphères (il) tangentes à ces trois sphères orientées. Montrer que lesdites sphères passent par deux points fixes et qu'elles sont tangentes à une infinité de sphères (S) passant, elles aussi, par deux points fixes et dont on cherchera le lieu
IIaag. — Exercices, II. 10
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des centres. Quel est le lieu des points de contact des sphères (2) avec une sphère (S) ou des sphères (S) avec une sphère (i)?
[On prendra pour axe des z l'axe radical des sphères (Si), (So), (S3), et pour plan des j:y le plan des centres, l'axe des a; étant, en outre, perpendiculaire à l'axe de similitude (A). Si a désigne l'abscisse de cette dernière droite (parallèle à O/), le rayon R^ de (S,) est de la forme
OC/ désignant l'abscisse du centre de (S/) et k une certaine constante.
Le lieu des centres de (i) est une conique (C) d'axe Ox et de plan zOx. Les points fixes sont les points de rencontre de (A) avec le cercle orthogonal aux sphères proposées. Si a et R sont l'abscisse du centre et le rayon de (i), on a
a = Rk.
l^es sphères (S) passent par les points communs aux trois sphères (Si), (So), (S3). Le lieu de leurs centres est une conique, focale de (C). Si a' et R' sont l'abscisse du centre et le rayon de (S), on a
Le lieu des points de contact des sphères (i) avec une sphère (S) est un cercle, dont le plan passe par 0 z. Le lieu des points de contact des sphères (S) avec une sphère (2) est un cercle, dont le plan passe par (A). {Cf. Exercices n°* 9 et 14, et aussi n°587).]
17. Etendre à la sphère les Exercices proposés n°* 18, 19, 20 du Chapitre précédent.
18. Etendre la théorie des cercles isogonaux (n°* 175 et 176) aux cercles tracés sur une sphère. (S'appuyer sur le n° 190 et sur l'Exercice proposé n° 10. )
19. On considère les cercles C de la splière U, de centre 0 et de
-> rayon i. Si I est le centre de l'un d'eux, on |»eut l'orienter autour de 01
— > ou de 10 (n° 27). Suivant le cas, on considérera son rayon algébrique /•
comme positif ou négatif.
Cela posé, au cjcle C, on fait correspondre le point P de 01 tel
que \V = ir, c'est-à-dire le centre d'une des sphères de rayon nul pas-
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sanl par G. ( Le centre de l'autre sphère correspond au cvcle orienté dans le sens opposé de G. )
1° Galculer Téquation du plan et les coordonnées du centre de C en fonction des coordonnées a, ,5, y de P.
2° Etant donnés deux cycles G et G' représentés parles points P et P', calculer le cosinus de leur angle ^ en fonction rationnelle de a, 3, y,
3° Si G' reste fixe et V constant, le lieu de P est une sphère S passant par G'. Galculer l'angle \ ' sous lequel elle coupe U. Montrer que,
si V = — j S est orthogonale à U, et que, si V = o ou r:, S est une sphère
de rayon nul.
Réciproquement, si P décrit une sphère fixe S, le cercle G coupe un
cercle fixe G' sous un angle constant, qui est égal à — > si S est orthogonale à U, à G ou à ::, si S est de rayon nul.
4° Si G coupe deux cercles fixes C, et G^ sous des angles constants V, et Vj, P décrit un cercle F, qui passe par l'intersection de G, et de G^. En conclure que tous les cercles G coupent sous un angle constant tout
cercle G' du faisceau sphérique (Gi, C-y). En particulier, si ^ i =: ^2= ~
ou bien si Gi et G2 sont de rayon nul, les cercles G' forment un faisceau orthogonal au précédent. Dans ce cas. et dans ce cas seulement, le cercle F est orthogonal à U.
5° Les cercles G isogonaux à deux cercles fixes sont tous orthogonaux à un cercle de leur faisceau, qui est leur cercle d'isogonalité.
6° Montrer qu'il y a deux cycles coupant trois cycles donnés sous des angles donnés.
[Pour calculer l'angle V. il est commode d'évaluer le produit scalaire
des vecteurs IP et l'P', en utilisant la formule (1) de l'Exercice proposé n° 11 bis du Ghapitre \ III.
Le lecteur pourra reprendre tout ce qui précède en considérant les cercles G du plan des xy.^
TANGENTES ET PLANS TANGENTS
EXERCICES RÉSOLUS
1. Étant données deux courbes orientées (C) et (Cj), soient M et Mj deux points variables quelconques pris l'un sur (G), l'autre sur (Ci). Soient s Vabscisse curvilii;iie de M et MT la demi-tangente positive en ce point, 5, f abscisse curviligne de Mj et M/Pj la demi-tangente positive en ce point. Démontrer que la différentielle de la longueur MM, est donnée par la formule
(i) f/. MM, =r — rf5 cos M, MX — ^,v, cosMM, T^.
Soient .r, y, z et .r,, y,, z^ les coordonnées de ces deux points. On a
MM, ={X — X^y--^ (y_j,)2_,_(:;_;,)2.
d'où
(2) MM,.rfMM,
--= {x — x^) (dx — dxy) -i- ( y— yi) (dy—dyi)-h{z — -i) {dz — dzi).
Appelons a, 6, c les cosinus directeurs de MT ; a,, />,, c, ceux de M,T,; a, [3, y ceux de la demi-droite MM,; «1,(3,, y, ceux de la demi-droite M, M. On a ( n° 193)
dx =: a ds, dy =: b ds., dz r:= c ds,
dxf=:aidsi, dy^=ib^dsx, dz^^^c^ds^;
MM, " MM, — r— rn jy^yj^
Moyennant ces formules, l'équation (2) peut s'écrire, en ordonnant par rapport à ds et c/5, et divisant par MM,.
o?MM|=r fl?.v( — «a— 6[3 — cy)— (^^,(«,«1+ 6,(3,4- c,y,).
Mais, d'après la formule générale (21) du 11" ;{| , cela n'est autre que la relation (1) qu'il s'agissait de démonlrer.
TANGENTES ET PLANS TANGENTS
Solulion géoinétriijue. — Soit M'Mj une position infiniment voisine du segment MM,. Projetons Tegalité géométri({ue
MAI, = iMM' 4- M' m; h- m; m,
sur la droite iMMj, orientée de M vers M,. La projection de MM, est la
longueur / de le vecteur. La projection de M'M', est {l -^ cil) co'sc,
z désignant l'angle \MMi,M'M',j. Cet angle étant infiniment petit, son cosinus est égal à i, au second ordre près; de sorte que la projection
de M'M', peut être remplacée par / + cil. Le vecteur M'M' est infiniment voisin de la tangente Mï et peut être considéré comme ayant pour mesure algébrique ds sur cette tangente. Sa projection sur MM, est donc
6?5cosM,MT.
De même, la projection de AI, M', est
clsi cos ( MM,, MjT,) = — dsi cos MM, T,.
Finalement, on peut écrire, aux infiniment petits du second ordre près,
/ = f/^ cos M 1 MT + / + r^/ + f/j, cos M M, T , ; d'où
dl
ds cos M, MT — dsi cos MM,T,.
Remarque. — Le raisonnement précédent, qui est le type des raisonnements de Géométrie infinitésimale, ne doit pas être considéré comme un raisonnement approché, sous prétexte qu'on a négligé des infiniment petits du second ordre. Il est parfaitement rigoureux, à la condition de ne pas considérer, dans la formule (3 ), les quantités dl, ds, dsy comme les accroissements des variables /, .ç, Sy, mais seulement comme les parties principales de ces accroissements ou, ce qui revient au même (t. 1, n° 138), comme les difTérentielles de /, s. 5,.
2. Étant donnée une courbe plane C, on projette le point fixe O, en P, sur la tangente MT à cette courbe.
1° Montrer que la normale en P à la podaire passe par le milieu I de OM.
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2° Le point O est un point multiple d'ordre égal à la classe de C et dont les tangentes sont perpendiculaires aux tangentes à G issues de O.
1" Soient x,y les coordonnées de M et a l'angle polaire de MT. L'équation de MT s'écrit
' (X — x)s\ï\y. — (Y — y ) cosa = o. On en déduit sans peine que les coordonnées de P sont
(i) .r,:z; >, sina, y,--— /.cosa,
en posant ,
(2) X = ursina — y ca^y..
L'équation de la normale en P à la podaire est ( n° 209)
(X — ,^1) dx^-^ (Y — r'i) dy^=i o.
Écrivant qu'elle passe par I ( — ' — )' nous avons la condition
( 3 I ( .r — 2 /. sin a ) dx^ + ( j + 2 /. cos a ) dy^ = o.
Or, de (i), on lire
dx^ — cD. sina + >. cosa^a, dyi^r— cD. cosa +"A sina da.
Portant dans (3), notre condition devient
d'/. ( ^ sin a — y cos a — 2 >. ) + l- (^^- ( -^ cos a + j sin a ) = o
ou. en tenant comple de (2) et divisant par /,
(4) — <r//. + f/a(:r cosa +v sina) = o.
Or, cette équation n'est autre ((ue ré(|ualion (2) diflTérentiée, si l'on se souvient que dx et dy sont proportionnels à cosa et sina. Le lliéorènie est donc démontré.
2° Le point P vient en O lorsque .ALr passe par O. Or, ceci arrive /> fois si p est la classe de C. Donc, O est un point multiple d'ordre />. Quand P tend vers O, OP tend vers la perpendiculaire à la tangente OMT. Les /> tangentes en O à la podaire sont donc perpendiculaires aux p tangentes à C issues de O.
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Trouver les points multiples de la courbe
ht-— Il 4 Z-^— 7 /--f- 8^ -4-4 (i) x^=i -r- , y=
Appliquons la méthode générale du n° 201. Nous avons le système
(3) (4^^— 7t'24-8^H-4)(2r+i) — (4^'3— 7«'2+8^'-+-4j(2^ + i) = o ou, en divisant par t — t' et posant t -v- t' ^:. p, tt' =z q^
(5) %pq -\- [\p-—l%q — -p=iO.
Eliminbns q\ il vient, tous calculs faits, (6.) 4/^' — 9/^ + 2 = 0,
dont les racines sont 2 et -• En portant dans (4), on a les valeurs cor-
respondantes de » : i et — tt-- Finalement, les paramètres des points
doubles sont donnés par
La première équation admet la racine double ^ = 1. Il lui correspond donc un point de rebroussement (n° 202), dont les coordonnées sont j7 =: I, jK = 3. Pour ^voir la tangente en ce point, on peut employer bien des méthodes. Par exemple, posons ^ =: i -t- A et cherchons les parties principales de j: — i et de j' — 3 :
(y-^ = Vr-r. - = -TTr7 = 3^"("^---)-
La limite du rapport — est 5; c'est le coefficient angulaire de la
tangente cherchée.
Léquation (8j admet pour racines —^ — -• En portant l'uneoii l'autre
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de ces valeurs dans (i), on obllenl
Telles sont les coordonnées du point double. Pour avoir les tangentes, calculons les dérivées
(lO)
Tu ~' {[^t^ — iY ~ i^i'—if
dt
{it + iy
On vérifie, en passant, qir'elles s'annulent toutes deux au point de rebroussement / := i (n"202). En les di\isanl membre à membre, on a le coefficient anî^ulaire de la tangente
dy_ _ f(8^ + 7)(2/ — iV dx l\t — I
Pour / r= 3^ > <^" trouve, en posant £=±^7,
dy 3 pe — 28 20 — 75
dx 32 £
o,o^G et 1,204.
h. Quel est le lieu des /)oints de contact des plans tangents menés j>((r tui point donné de Ox à la surface définie par les équations paranié- J rifjues
Le plan langent au point M
a pour é(|ualion (n° 203)
ou, tous calculs faits,
2X(/it^'--- u') + 2Y(« — 4r) +7.{u- (')-i-/'' + //^t' — V"'' — A'''"0,
<i!i encore
(u) 2 X (4 ('î - If") + 2 Y ( a — 4 p) + Z(« - r) + ( « + r) (/■/■^— 4 t^') = o.
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Ecrivons que ce plan passe par le point P(«, o, o) de Oj; :
Cette équation définit le lieu demandé, en coordonnées curvilignes sur la surface. Elle se décompose en trois équations du premier degré.
III. u -k- {' z=z%a. — Portant dans (1), il vient
(10) x^zia, y-^v{ia — *'), zz:^{'2,a — vY-\-[\v'-.
Le lieu correspondant est une parabole (H"), située dans le plan symétrique de j'O:; par rapport à P et dont la projection sur yO.; a pour
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équation
(il) (5j + ^ — 4«")-— "2rt-(2/ -f- r — 4«-) = O.
Si l'on remplace u par 2a — c dans (2), on obtient l'équation (12) ( — 4r/-2+4a('-l-3r2)(X — «)+Y(2« — 5(0 + Z(rt — (') = o,
qui représente cette fois un plan variable, passant par P. L'enveloppe de ce plan a pour équation (n° 280)
(i3) [5y -^ z — lia{j^ — a)]'- — i2a{x — a) [2 v -h z — f^a(jc — a)] = o.
C'est un cône du second degré, ayant pour sommet P et pour base la parabole (H"), le long de laquelle le cône est circonscrit à la surface proposée. A titre de vérification, on doit, en faisant ce =z 2a dans (i3), retrouver (11) ; c'est ce que le lecteur constatera sans peine.
En résumé., le lieu des points de contact des plans tangents issus de P se compose des trois paraboles (II), (11'), (H"). Le cône circonscrit à partir de P se décompose en deux plans, à savoir les plans de (H) et de (II') et en un cône du second degré, de base (H").
5. Les lettres A, B, C, /, g représentant cinq polynômes quelconques en JC, >', z, démontrer que la surface
admet pour points doubles tous les points de la ligne
Désignant par F(.x', y, z) le premier membre de (i), vérifions que les quatre dérivées F'^., F^, FI, F', sont nulles tout le long de (2). On a, par exemple,
F',^A[,.p+B'^/g -+^C^.g'-+ 2A//.[.-^ B{fg'_,.-i- g/:^) + 2Cgg',..
Celte expression s'annule évidemment pour /zz: ^ m o. On démonlrerait, ])ar un calcul analogue, qu'il en est de même de F_^., Fj, FJ.
Je dis maintenant que les dérivées secondes de F ne s'annulent pas, en général, le long de la courbe (2). En elTet, V'[.t, par exemple, renferme des termes ne contenant en facteur ni y, ni g., à savoir
Cette expression, et par conséquent F'^i, ne s'annulera j)as en général
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SOUS la seule condition que/ et ^ soient nuls. Il suit de là (n"^ 206) que tous les points de la ligne (3) sont bien des points doubles et des points doubles seulement. La ligne (2) est appelée ligne double de la surface.
Autre détnonslration. — Soient P un point quelconque de la ligne (2) et PÂ une sécante quelconque issue de ce point. Formons l'équation aux Q des points de rencontre de celte sécante avec la surface, en prenant le point P pour origine des p (n'' 93). Dans le premier membre de celte équation, / renferme p en facteur, puisque P annule/. De même, g renferme 0 en facteur. Il s'ensuit, de manière évidenle, que F renferme pen facteur. Donc, quel que soit P/., le point P appartient deux fois à l'intersection ; c'est donc un point double.
Remarque . — Le théorème est évidemment vrai en Géométrie plane ; mais alors les points doubles sont les points de rencontre des deux courbes /=ro, gz=zo.
6. Étudier les tangentes et les normales menées par un point quelconque de Ox à la courbe
1° Tangentes. — L'équation de la tangente au point M(j?, •>■) est (n° 197)
Écrivons qu'elle passe par le point P(a, o ) :
( 3 ) a{Zx- — I ) -h y- — 2^ = 0.
Les points de contact des tangentes cherchées sont déterminés par le système (i), (3). De (ij, on tire
Portant dans (3j, on a l'équation aux x des points de contact : (0) x'^ — iax- -^ X -\- a ^= o .
Ayant j?, on a y par (4), ce qui donne deux points symétriques par rapport à Ox.
Il y a donc, en tout, sir tangentes issues de P. Mais elles ne sont pas forcément réelles. Pour qu'une racine de (oj conduise à deux normales réelles, il faut et il suffit qu'elle soit réelle et comprise entre — x et — i ou bien entre o et 4-i, afin que V" soit positif. On pourrait faire la
discussion complète en exprimant ces conditions au moyen de la théorie des équations algébriques. Nous préférons suivre une autre marche, plus simple et plus générale (' ). Nous allons calculer a en fonction de x et étudier ses variations quand le point M décrit la courbe. De (5), on tire
11 faut étudier les variations de celte fonction, quand x croît de — go à — ^ et de 0 à +1. Cela ne présente aucune difficullé. La dérivée est
da di
Elle s'annule pour .r = — 4 / i- p==— i.46S. On a la courbe
{fig. :-0) et le tiibleau ci-dessous
— "ji
— ce
GO
^-oD ^
l'^n coupant maintenant celte courbe par des parallèles à Ox, on a les
(') Klle s'applique loulcs les fois qu'on étudie les tangenles à une courbe issues des poinls d'une droite fixe. Il suffit d'étudier les variations du point 1' sur celle droite, quand le point de contact M décrit toute la courfjc.
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tangentes à la courbe proposée issues de n'importe quel point P de Ojr. On voit ainsi que le nombre de tangentes réelles est donné par le tableau suivant :
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier sur la figure 22 du Chapitre XVI (Exercice résolu n° 4) que ces résultats cadrent bien avec la forme de la courbe. Signalons seulement que le point
est un point d^nflexion ( • ) .
2° Normales. — L'équation de la normale est
Si:---
Ecrivons qu'elle passe par p ; nous avons, en supprimant la solution j' = o, qui nous donnerait la normale Ox aux trois sommets,
ou
ix^
la — I =: o.
Il y a donc quatre normales issues de chaque point P. Pour discuter leur réalité, nous étudions les variations de
IX
Elles sont indiquées par le tableau et la courbe {fig- 16) ci-dessous
— ce
(') D'une manière générale, quand P traverse une tangente double el, comme cas particulier, une tangente d'inflexion ( n° 300), le nombre des tangentes réelles issues de P varie de deux unités. La courbe et ses tangentes doubles séparent les différentes régions de réalité.
En coupant la courbe par des parallèles à O j?, on a les normales à la courbe proposée issues des diflérenls points de O^ et l'on peut dresser
Fig. i6. , .
le tableau suivant, qui donne le nombre des normales réelles :
a : — oc — 2 o - H-co
Le lecteur confrontera ces résultats avec la forme de la courbe. Signalons seulement que les points 1* correspondant h. a ^=. — 2, o, - sont les
centres de courbure relatifs aux sommets Sj, So, 0. Le point V corres-
pondant à « r= - est le centre de courbure du point
On donne la surface
xyz =
I" Calculer son éqnaLion langcnlielle.
2° Calculer les plans tangents passant par la droite
oc -^ y — ^-t-2 = (), IX — y -^Zz — ir=:o.
3° Quel est le lieu des pieds des normales abaissées des différents
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points de Oxt Discuter leur réalité. Calculer celles qui sont issues du point (2, o, o) .
1° Le plan tangent au point M(j7, j, z) a pour équation (n° 20i)
Xyc -i- Y zx -h "Lxy — 3 = o ou
Si on l'identifie avec le plan
(3) »j? + cj + M^^ + /■ = 0,
on a
?>u " '6v " 3ti'
Portant dans (i), on a l'équation tangentielle
(5) 27 uvw 4- r^=i o.
2° Les plans demandés sont de la forme
(6) (2 + >.)'^ + (— I + >')/-^(3 — A)^— I-^2>.=rO.
Ecrivons qu'ils vérifient (5) :
27(2 + >0 (X - I) (3 - >,) + (2A - i)^ = o. Par substitutions successives, on trouve les racines
En portant dans (6), on a les plans cherchés. En appliquant ensuite les formules (4), on a leurs points de contact. On trouve ainsi les trois points
3° Les équations de la normale en M sont
(7) {X~x)xz=(^Y-y)y = {Z-z)z.
Ecrivons qu'elle passe par le point P((7, o, o) :
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Quel que soil T, on a
donc, le lieu demandé se compose des deux cubiques, sections de la surface par les plans bissecteurs du dièdre (O.ry^ Occz).
Pour avoir les normales issues d'un point P donné, il faut résoudre le système (i), (S) par rapport à j^, t, z. Nous avons
(io) y = ^=- (t=±i);
puis
aet enfin
(a — a;)jc:=
ou
(12) , cc'^ — aa:- — s r= o.
Ayant une racine de cette équation, on a ;; par (i i), puis j>' par (10) ; cela donne deux normales symétriques par rapport à O ,r. Elles sont réelles si r est réel et du signe de s. Or, si £ =z: + i , le polynôme (12) présente une seule variation, quel que soit le signe de a. Donc, d'après le théorème de Descartes (t. I, n° 252), il y a une seule racine positive. Si £ = — I, on voit de même (ju'il y a une seule racine négative. On conclut de là que, dans tous les cas, il y a quatre normales réelles, deux à deux symétriques par rapport à O^.
Pour a ^= 2 , on doit calculer la racine positive de
et la racine négative de
La première donne, par substitutions successives.
La seconde admet la racine .r = i. l"^n la divisant par .r — i, on a l'équalion du second degré
dont la racine négative est
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0,6)8: d'où les deux, pieds
iti 1 ,272.
EXERCICES PROPOSES
1, Sur chaque tangente Mï à une courbe (Cl), on prend deux points quelconques 1' et P', assujettis à la seule condition que 1*1^' garde une longueur constante. Démontrer que les plans normaux en P et P' aux trajectoires de ces points se coupent suivant une droite du plan normal en M à ( C ).
(Introduire les coordonnées .r,j^, ;3 de M, les cosinus directeurs r/, h,c de MT et xMP^^o. Le plan normal en P coupe le plan normal en M suivant une droite (|ui ne dépend que de d^ et non de p.)
■1. Etant donnée une courbe plane, la tangente en M rencontre O.r en A et O v en B. Soit P le (juatrième sommet du rectangle qui admet pour côtés OA et OB. Montrer ([ue la tangente en 1* au lieu de 1* est symétrique de PM par rapport à PA.
(Calculer les coordonnées de P en fonction de celles de M et de l'angle polaire de la tangente.)
Lieu des traces, sur rOi', des tangentes à la courbe
Normales issues d'un point donné de Oz. Montrer que les pieds forment un rectangle.
Vérifier que la courbe appartient à la surface
xyz
Montrer que le lieu des points de cette surface, dont le plan tangent passe par un point donné P de Oc, se compose de trois hyperboles équilaléres. Discuter la réalité de ces hyperboles suivant la position du point P sur O c.
On donne la courbe plane (C) par les équations
IIaag. — Exercices, II.
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1" Combien peul-on mener de tangentes à celle courbe ])ar un point I* du plan ? Discuter leur réalité.
2° Former l'équation tangenlielle de (G).
3° Le lieu des sommets des angles droits circonscrits est une courbe du sixième degré. Montrer qu'elle possède trois points doubles, dont un seul réel, sur la droite .r = j.
4" Lieu de P pour que, parmi les tangentes issues de ce [)oint, il y en ait deux dont les points de contact soient vus de l'origine sous un angle droit.
Etant donnée la courbe
trouver le lieu des points du plan d'où l'on peut lui mener trois tangentes formant un faisceau harmonique avec la parallèle à 0,x ou à Oy.
( E. P., igi'j.)
6. Soit la courbe jr'"r«=i. Démontrer (|ue le segnjent intercepté par les axes sur chaque tangente est divisé par le point de contact dans un rapport constant. Calculer l'équation tangentielle.
7. Montrer (|u'il existe deux valeurs de 1 pour lesquelles la courbe
est tangente à une dioite donnée, i'ormer l'équation aux abscisses des deux points de contact. Réalité de ces points. Quel est leur lieu quand ils sont confondus ?
(Ecrirait de la composition d'admission à l'Ecole Normale en i886.)
8. Etant donnée une courbe plane algébrique (C). dV'(|ualion tangenlielle
f[u, i', ni 11,
former l'équation de sa podaire relativement à l'origine. Démontrer (cf. Exercice résolu n° 2) que, si ni est la classe de (C), le point O est, pour la podaire, un point multiple d'ordre m, les tangentes en ce point étant perpendiculaires aux tangentes à (C) menées j)ar 0. Démontrer également que le degré de la podaire est ^.m, sauf si la courbe (C) est tangente à la droite de l'infini, aucjuel cas le degré est abaissé, en général, d'une unité.
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11. Jetant données une surface S et sa podaire i par rapport à O, montrer que la normale en P à i passe par le milieu de OM etcjue le point O est, pour i. un point multiple dOrdie égal à la classe de S et dont le cône des tangentes est supplémentaire du cône circonscrit à S ii paitiide 0. {Cf. Exercice résolu n° 2.)
Introduire les cosinus directeurs (<7, O^c) delà normale en M(.r,r, ;).
Les coordonnées de P sont de la forme ./,— ort, y^=ipb^ Zi=-^pc. On
doit vérifier que S ( r, — — | <r/j;, m o, sachant que Sadx = o.
On donne la surface (S), définie par les équations
V =: v{2U -^ 2M' -^ I ) » V = « ( « -f- 4 (^ + I ) 7 Z = UÇ {2 II -^ 4 l' — \ ).
1" Calculer l'équation du plan tangent (II) au point AI( «,r). .2° Lieu de M ([uand (H) passe par un point ii\e \\ situé sur la droite ■r ^ z zrz o, y -\- 2z=:: O. Lieu de la droite PM.
3° Lieu de M quand (II) reste parallèle à une droite !!xe 07.. Cas où OÂ est dans ccOz ou jO;.
4" Combien peut-on mener de plans tangents à (S) par une droite donnée (D)? Discuter la réalité de ces plans, en supposant que (D) rencontre O- et lui est perpendiculaire.
[Pvemanjuer <pie léqualion du plan langent est divisilde par (2u-\- ^v-h^y— S m-.]
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Que |)eul-on dire des plans tangenls à ]a surface
le long d'une section plane parallèle à .rOr? ( E. I*., iqiS.) (Ils coupent Oc en un même point.)
li. Soit la surface j'-c-— 2.ry; -t- ./- — 2 v = o.
1° Trouver le lieu des points de contact des plans tangents parallèles à Oj. (Gubi((ue gauche.)
2° Calculer, à y^ près, les coordonnées des pieds des normales issues du point (o, I . o).
On formera iV(|ualion aux >■ des pieds des normales. 11 restera une
é(|iiation du troisième degré, après suppression des racines o et i.
Ayant y, on peut calculer .r par .r-
> puis ; par ;
lo. Montrer que la surface
( X- -H y- — I )- — 3 (./■- -f- -)■- — I ) -h ~;^ xy =1 o
admei une ligne de points doubles. Le cùne des tangentes en chacun de ces points se décompose en deux plans. Discuter la réalité de ces [)laiis. suivant la position du point sur la ligne double.
Calculer les équations langenlielles des lignes planes
4- y^ -- axy^ X {x- + y- ) = a[ x- — J- ) , [x- -+- j^ j- — ax-^ --= o.
I On peut se servir des équations paramétriques.]
17. Calculer l'éfjuation langentielle de la surface A ./•"' + By'" + C :'" — i'
yz^x^-, z=zxy.
et celle de la combe
iJiscuter la réalité des normales à cette dernière courbe issues d'un |)oint variable de Oz.
1S. Montrer (jiie la surface de l'iî^xercice résolu 11" 1 du Chapitre IV admet le point (1, i, n comme point triple. | l'artir de l'équation (5).]
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EXERCICES RÉSOLUS
Etudier ta position de la courbe
par rapport à sa tangente, au voisinage du point f = i.
Posons t=^i — h et calculons les développements du second ordre de X el de r :
_3/, _^3A2_ 2 — y. h — II-
^ ^ ■î-ih^li'
La tangente a pour équation
On a
Cette quantité est positive. D'autre paît, la région positive de la tangente est celle des x positifs. Donc la courbe est concave vers les / positifs.
2. Déterminer les points d'injlexion de la courbe r r= j; cot x. Montrer qu ils sont en ligne droite et (jue les tangentes en ces points sont tangentes à une parabole. ( E. P., 1918. )
On a
, .r . '• , ■'-•i'cosj"
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L'équation aux .v des points crinflexion est (n° •2'2l) ( :>.) tang.r ::^ ce.
Cette équation admet une racine et une seule dans chacun des intervalles I A- ^5 /. ;: -h — ) j comme on le voit en coupant la courbe
y —^ tang.r par la droite y = .v (cf. t. 1; Eaerc, Cliap. XXII, Exercice résolu n° 3). Il y a donc une infinité de points dHnfleiion.
L'éc[uation (2) s'écrit xco\.x=z\. Donc ces points d'inflexion ne sont autres que les points de rencontre de la courbe avec la droite A, d'équation J' Z= I .
En un te! point P, le coeflicient angulaire de la tangente est
y' -- cotu' — j: (i + cot^^- ) "
Il en résulte que celte tangente est perpendiculaire à 01*. Elle est donc tangente à une parabole de foyer ( > et de tangente au sommet A.
W. Déterminer les /xunts d'inflexion de la courbe
^--h mt -+ 3
Montrer qu'ils sont en ligne droite.
Employons l'équation (14) du n" 221, en prenant pour coordonnées homogènes du point couraint de la courbe : t- -r- mt -{- ?>, I {L- -^ mt-\-'i), t- -\- I ; on obtient :
t- -H mt + 3 /■' -^ mr--}-Zt t- -4- I il-^m 3/- 4- 2///^ + 3 "it I 3 / + /?i I
ou, en retranchant la troisième colonne de la première,
nit -\- i t'-' -\- mi- -^ Z l t'--\m 3t- +- 2 m/ -+- 3 :>.(
Développons suivant la première colonne : .
( I ) /??/•■* -4- 6 /' — 3 /« / — m- — 6 rrr; O.
Il y a donc /rois points d infiexion. Il s'agit de démontrer qu'ils sont
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sur une même droite. Soit
l'équation de cette droite. Elle coupe la courbe en trois points, dont les t sont donnés par 1 équation
(t ( i- -T- m t — o ) ^ i- { L' -r- int- ~ ?> t) ^ tr( i -^ /- j := o. Cette équalion'doit avoir les mêmes racines que (\). Identifions :
i /' — vni -T- H- iim -I- 3 c 3 // — ir
1)1 6 — '6 m — m- — -"tj
Prenons, par exemple, r := m. (_>n trouve en égalant le premier rapport au troisième, puis au second, m =. — G, puis »rr=:i2 — m-. Portant dans le dernier rapport, on trouve qu'il prend la valeur i du premier. Lidenlification est donc possible et les /mis points d inflexion sont sur hi droite (cf. n° oOM )
6x — niy -T- /??- — I 2 =1 o.
i. Dénionirer que si les tangentes à a ne courbe gauche appartiennent à un complexe litiéairc le plan oscnlateur en un point M de cette courbe est le plan polaire de M par rapport au complexe.
Prenons pour axe des z l'axe central du complexe et soit k son pas ( n° 12o). Les coordonnées du système de vecteurs (S) correspondant sont o, o, I , o, o, k. Soient JT, y, :; les coordonnées d'un point quelconque AI de la courbe, exprimées en fonction d'un paramètre t. La tangente MT
en ce point doit être perpendiculaire au vecteur S, M, de composantes: — r, x^ k. On a donc, par hypothèse, tout le long de la courbe :
(i) — yx' -r-y' x^kz=o.
D'autre part, le plan polaire du point M a pour équation
(2) _ v('X — x)--.r(Y— v)-^ kiZ — z.)^o.
Pour qu'il soit oscnlateur, il faut et suffit qu'on ait (n° 227)
— yx' ^ xv' ^~ k z' - o^ — yx" -^xy" -^ kz'' ^zi o. *
Or, la première de ces conditions n'est autre que (i). Quant à la seconde. elle s'en déduit par simple dérivation.
Remarque. — Les plans osculateurs à la courbe menés par un point
CHAI'ITRK \IV
donné P de l'espace ont pour points de contact les points de rencontre de la courbe avec le plan polaire de P, car le plan polaire de chacun de ces points, devant passer par P, a son pôle dans le plan polaire de P (nOl2o).
Inversement, les plans osculateurs aux points de rencontre de la courbe avec un plan (H) concourent au pôle de ce plan.
Parmi les courbes jouissant de ces propriétés, on peut citer taules les cubiques gauches. On sait, en elTet (Chap. XXVllI, Exercice résolu no6), que toute cubique gauche peut se transformer homographiquement en la suivante :
D'autre part, la transformation homographique transforme tout complexe linéaire en un complexe linéaire (Chap. XXVIII, Exercice proposé no 10). Il suffit donc de vérilier la propriété pour la cubique (3). Or, on constate que l'équation (i) est vérifiée par les fonctions (3), si
l'on prend A =z — -.
o. Trouver l'enveloppe des traces, sur œOy, des plans osculateurs à la courbe ■
COS '2 O
,,,.,. . . >lll- 2 0 1-1
r.n multipliant toutes ces quantités par — -, > on obtient le svsleme
— I K COs2Cp
suivant de paramétres directeurs de la tangente
oc z^ si n-' 9, j3 -ircos^ç, y= — -•
L'équation du plan osculateur s'écrit, dés lors (n° 22C), \-.r Y -y Z-
sin^Oi cos'cs — .—
3sin-ocosct) — Scos^osino o
ou, en divisant par Ssincpcoscp et développant suivant la première
ETLDE l) UNE (.OLRBE AU VOISINAGE D IX DE SES TOINTS.
ligne,
COS'J
Y) ■■ (A — ;;)sino coso = o.
iG«)
Remplaçant a-, r, ^ pir leurs valeurs, nous oljtenons linalemenl
X cos o H- ^ ? i n '^ — Z >i n 2 o =1^ 3 I i .
La trace sur -zOv a pour équalion. dans ce plan,
X coso -f- \ sin 9 =: 3 M.
Elle est tangente au cercle de centre O et de rayon 3R.
[Le lecteur pourra rapprocher cet Exercice de l'Exercice proposé n° '^ du Chapitre XIII, en s'appuyant, d'autre part, sur les propriétés générales des surfaces développables (n° 372).]
7. Calculer L'éq uation du plan nsculaieur à la courbe t ^ r). t- 1
L'application des formules générales (3o) ou (3i) du n° 'liV) donne lieu à des calculs compliqués, à cause du facteur t* ~r t — i (n" 227 j. Employons plutôt la formule (34) relative aux coordonnées h<»mogène> (n° 227). Xous avons l'équation
ou, en développant sui\anl la première ligne,
(i) j:{i — St^)^(U\v^ :{3r^i6t^—o) — i = o.
Autrement. — Soit ( 9. ) A.r + B jj/ -^ C ; + D " o
léquation cherchée. l]cri\ons que léquation aux l des points de rencontre de ce plan avec la courhe, soit
admet une racine triple. Nous devons avoir, outre (3), (4) A+2B/4-D(4/3-4-i)"0,
Prenons D =: — 1 ; nous lirons succe'ssivenient, de (5). (4) et (3),
Portant dans (2), on retrou've ( i ).
T. ElucUer, au voisinage de Vorigine. la courbe
L'oiigiiie est un point double, dont les tangentes sont les bissectrices des axes (n° lî)9i. Étudions d'abord la brandie tangente à la première bissectrice. A cet effet, posons
Portons dans (0 et développons, en négligeant tout terme d'ordre inlinitésimal supérieur à un terme déjà obtenu ( n° 223). Nous avons, en remarquant que V est, a priori, d'ordre supérieur à x :
d"où
On en conclut que la branche considérée est conca^■e vers les y positifs. Passons ;i la seconde branche. Posons
Nous avons
La branche considérée admet O pour point d'inilexion. Elle est audessus de la tangente, à droite de Oj et au-dessous, à gauche.
ErCDE I) LNE COlRIiK M VOISINAGE D LX DE SES POINTS.
EXERCICES PROPOSÉS
Etudier la position de la couihe : Jc = 5 r =; — y par
rapport à sa tançrente. au voisinage du point t -- i, puis au voisinage de
ses points d'inflexion.
■ 2. lùudier les courbes des l'ixercices résolu n° 3 et proposé n° 10 du (lliapitre XIll, au voisinage de leurs points multiples.
.,,•,,., . . , , . a siu.r H- 2 Cf>s-.r — 10
.3. r.ludier Ja position de la courbe ■>' -— > par
cos.r -i- 2
rapport à sa tangente, au voisinage du point 37 = 0.'
[On est ramené m étudier le signe de la quantité
3 (a sin.f -r- cos2,r — i i l — {y..x -^ 12) (ces a: + 2).]
i. ILludier la position de la courbe
/sin/ — 2Co5/ tcos/ — •2sin/
ai — j. — a' al -r 1 — cr
par rapport à sa tangente, au voisinage du point i ^= a.
[ ( )n est rafnené à étudier le signe de x cosa — jk sin « — 1 ou de
(^sin i -!- 2 cos t) cos a — {t cos t •>. sin /) sin a — at — 2 -f- a-
ou de
( a -T- A j si n A -T- 2 cos /< — 2 — «/i . ]
.0. Déterminer les points dinOexion de la courbe (^-j^- = .r-^ (« — x). ( K. P.. 191 2.)
[D'une façon générale, les points d'inflexion de la courbe y- = f{,r} sont donnés par Téq nation 2//' — • /''= o.]
(). Démontrer que si l'on po-e — =:r ;. l'équation aux t des points et- ' ' ^
d'inflexion peut s écrire ; =: o.
' dt-
l'î CHAPITRE XIV. — KTIDE I) LNE COLRBE DU VOISINAGE D UN DE SES POINTS.
Calculer Téquation du plan osculateur à la courbe
a; =: ch ::, )■ :.= sh^.
Montrer que le point de rencontre de ce plan avec ^^z■ est à une dislance constante de la trace de la tangente à la courbe sur le plan des zx.
11, l]qualion du plan osculateur à la courbe 3 :; = .r-, gy-:^ i6-.r . (E. P.. 191 3.)
\'l. Déterminer les plans osculaleurs a la courlie
«jui passent par un point donné de Ox. Discuter leur réalité.
PJ Etudier, au voisinage de l'origine, les courbes
T — i .r -h '1 .x:- + V- + iV^ -{- 7'^ = o,
3x — y -h 'ix--i- A a; y — y- -H y'^ -h x-y —- o,
x'- 4- 2 xy + x"^ + /'* — i '^'^ "-^ o.
De terminer les asyniptotes de la courbe
i{t-hiy (/-ij-
et la position de la courbe par rapport à ces asymptotes. Les valeurs de t qui rendent x. y infinis sont o, — i, zc.
I. t^^o. — X seul est infini: y ii^ -J- ' • ^ ^" ^ donc une asymplole parallèle à Ox et d'ordonnée -h i.
La partie principale de .r est —; celle de v — ^i est — t-. On a la disposition indiquée par la figun- 17. la branche de gauche correspondant à ^ < o et celle de droite à / >- o.
II. / - — I. — En appliquant les règles ordinaires, on trouve que —
tend vers 2 et que y — -ix tend vers l'infini, ce qui indique une branche parabolique. Nous conseillons au lecteur de faire ces calculs. Nous allons procéder autrement, en employant les développements limités de x et de y suivant les puissances de // = ^ -f- i (n°232). En appliquant la méthode générale du Tome I (11° 117), on trou\e
Au point M (.r, y 1, faisons correspondre le point M' [x' , y') (^) .•• -^-3, / = _^^-h|-3.
l~\ CHAPITRE W.
(Hiaiid /i varie, ce poinl décrit une parabole V, qu'il est facile de construire { /ig-. 17). D'autre part, le vecteur M'M a pour projections sur les
axes
Fig. 17.
Il est iiiliniuu'ut petit avec h. Donc, la courbe proposée admet P pour
parabnle asymptote. En outre, le vecteur M'AI (;sl sensibleuienl parallèle a ( > 1', puisque^ — x' est du second ordre en A, tandis que/ — j' est du premier ordre. Gela permet de trou\er la position relative des deux courbes. Pour A > o, M est au-dessus de M' et, pour h - ; o, il est audessous. Dans tous les cas, il est extérieur à la parabole ( //i,^ 17).
lll./rrrcc. — ret y deviennent inlinis; — lend vers i . Puis ^ X
tend vers — 1. On a donc l'asymplole
ASYMPTOTES
avec la disposition indiquée sur la ligure 17, la branche supérieure correspondant à i> o et la branche inférieure à ^ <; o.
•1. Asymplate et position de la courbe
Développons V suivant les puissances croissantes de —■> en l'écrivant
(■tP
et appliquant la série du binôme. 11 faut pousser le développement du crochet jusqu'au terme, en —n [)Our avoir le dé\eloi)])ement de y jusqu'au
terme en —, puisqu'on nous demande la position de la courbe. On
trouve
L'asymptote est donc la droite
La courbe est, au-dessus, à droite, et au-dessous, à gauche. Elle a un contact du troisième ordre avec son asymptote (n° :23i).
3. Trouver une parabole asymptote à la courbe x* ■ — c^ H- 9. x^ -f- r -+- I
ix- -+- X I
Effectuons la division du numérateur par le dénominateur, -uivant les
{)uissances décroissantes de x^ en- poussant jn>quau terme en—, aiin
d'avoir la j)05ition de la courbe. Nous obtenons
10 II
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?\()iis avons donc la paralîole asymplote (P), d'équation
cl la di>|)Osilii'n indiquée sur la ligure iS.
neniarr/ites — ■]. La distance iVIM' i/iff. 18) est infiniment petite du premier ordre ])ar ra[)|)ort à — • Mais, la dislance MM" (parallèle à Or) e>l du >econd ordre. En effet, si m est la valeur absolue du coeflicienl
Fisï. 18.
M UWI \
angulaiie de la laiig<'iile en M' à la parabole, on a visiblement, en
MM' I
menant cett(! tangente, MM"< . Or, m :^^ .?• — y est infiniment
grand du [)remier ordre par rap])ort à .c ; donc — est infiniment petit du
premier ordre |)or rapport à — et MM" est infiniment ])elil du second ordre.
Il e^t à reniarffuer d'ailleurs que -=r— r est aus~-i du second ordre; <le ^ ^ OM .
sorte que MM' est dOrdre — et MM" d'ordre i par rap|tort à tttt-
11. l'oule-. Ie> paraboles égales ( 1"), représentées par l'équation
(/, =r const. ), >ont asym|)totes à la courbe. l*ln effet, la distance NN' {/i,i;- 1^) a pour
ASYMPTOTES. I
limite /.". Or vrr^ tend vers zéro; tloiic, aussi ISN". Seulement, NN" iTest
infiniment petit que d'ordre — par rapport à jyr> tandis que MM" était
du premier ordre par rapport à ^^r, ' Autrement dit ( n° 233), la courbe proposée a un cou tact du premier ordre a^ec la parabole{P)et seulement d'ordre - avec les paraboles (P' ).
\. Asymptotes et position de la courbe
(i) x{x -^ y) {jc — 2r)--H .i'-'H- j^-f- ?>xy := o.
Les directions asymptotiques sont données par
I. ^ 3r o. — La direction asjniptotique est O/. L asymptote correspondante est obtenue en annulant le coefficient de y^ dans (ii :
(•i) 4j7H-lr-0.
Four avoir la position de la courbe, posons x-{-—^~\. L'équation (i)
■4 devient
Le seul terme en j^ est (\\ y^. C'est le seul que nous devions garder de ceux qui renferment V. Parmi les termes indépendants de V, celui qui a le
plus haut degré est — 77/- ^^ donc on réduit V à sa partie principale, on a
d'où
V = -ITT, -7 > O.
La courbe est à droite de l'asymptote.
\\. x-k-y^^o. — Coupons par x -\- y ^r-li.. L'équation aux x des points d'intersection est
(3) .r}.(3.r — 2/)' 4- x^-^ {}. — xy-h 3x{}. — x) = o.
IIaag. — Exercices, II. u
Annulant le coeflicienL de x^, nous tiouvons a :^- o. L'asymptote est donc la seconde bissectrice.
Pour placer la courbe, il nous faut la ])artie principale de/ en fonction de a:, sachant qu"on a (3). Le seul terme en x^ de celte équation est gÂcT^. C'est le seul que nous devions i^arder de ceux qui renferment/.. Parmi les termes indépendants de À, celui qui a le plus haut deyré est — • 3a;-. Si donc on réduit /. à sa partie principale, on a
d'où
La courbe est au-dessus de l'asymptote en bas et à droite, au-dessous en haut et à gauche.
III. j: — 2rii^o. — Coupons para? — 2 r = 7. L'équation- aux j)' des poinls d'intersection est
Le terme de; plus haut degré en y est gj'^; son coefllcient ne s'annule jamais; il n'y a pas d'asymptote, mais une branche parabolique.
Déterminer les asymptotes de la courbe
Les directions asympLotiques sont données par
1. j'=ro. — .Nous annulons le coefficient de la plu^ haute puissance de X, soit j;*. Nous obtcnonsj^'- — i i^: o. D'où le^ deuv asymptotes
Le ])oint à l'inlini sur <J.r est un point double.
IL .X -r- 7. y ^-^ o . — Coupon- |)ar a: 4- 2 y /.. L'équation au\ y e-l
Llle t^-^l du second degré. La courbe étant du cinquième, nous avon> îrfTaire à un point triple, dont les asymptotes sont obtenues en annulant le coeflicit'nt di; y' dans ( 3 ) :
I^araboles asymptotes et positions des courije
or^H- 2
y =^\ X* -X- x^ — X- — 7 jc -h 9 — V '^'^' — -^^ — 2 X- + 1 4 X -^ • I .
y = x^ tang ( — 1 (cas de « m o ).
l8o CHAP.ITRE XV. — ASYMPTOTES.
k. Asymptotes et positions des coiirlîes :
a--' — y-^ T+- xy -\- X — y := o, X- y — y- X ~{- x"- -^ y"- — x^=^o (E.C., igiS), x'' ^ xy"^ — y''-\-y^-x — yx'^^^o (E.C.,1911), {iy — X) {x--\- ixy 4- 77- ) 4-y-— jcy h- 2.r — i = o (E. P., 1912).
Asymptotes des courbes
6. co(.r, j) désignant un polynôme homogène, de degré. /«, démontrer (|ue les points à l'infini du faisceau 9 =^ o sont des points doubles de la
courbe
où A et 1> sont des polynômes de degrés respectifs au plus égaux à m — i et 2/;? — 2.
7. Démontrer que si le facteur ax + j3/ figure au carré dans les termes de plus haut degré d'une courbe algébrique de degré ni, sans figurer dans les termes de degré /?* — i, il y a une branche parabolique dans la direction a r + (3y rzz. o.
.(Le point à l'infini est simple; mais il compte pour deux, dans l'intersection de la courbe et de la droite de l'infini. )
8. Démontrer" (}ue l'équation générale des courbes algébriques de degré m, qui admettent pour asymptote une droite donnée, Przr o, peut
se mettre sous la foime
P9„,_i+ cp„,_2=:0,
9,„_, et o„,_j désignant deux polynômes (|uelconques, de degrés respectifs m — I et m — 2.
(On pourra, par un changement de coordonnées, se ramener au cas où P = r. On trouvera une extension de cette proposition |dans An, n» 55. )
!>. Asymptotes de la courbe
xyi^x -H j -- a — h) -\- k{x -^y — a) {x + y — b) — kxy — o.
Équation générale des cubiques qui les admettent pour asymptotes d'inflexion (E. P., 1912).
Construire la courbe
ht^—it \l^—r.t^^.^t-^-'A
X ^z. , y rrz - — .
L'intervalle de variation de t est ( — x, +gc). On n'aperçoit pas de symétries.
Les discontinuités ont lieu pour i=:± -•
(Calculons les dérivées
dx _ 2 ( 4 ^2 _ 5 ^ _;_ , ) ^y ^ 2 ^ ( 8 /2 — ^ _ ^ )
Tt ^ (4^-— i)- ' ~di'^ (2/ H- I)-
jolies s'annulent, la première pour / rz: - et / ii:^ i , la seconde pour
tz=^ — ^ j ^ = G et f = i . On en déduit le Tableau suivant, dans lequel on
a intercalé la valeur-, (lui annule x (' i :
y'.... — OH- -KO — — — — o-h
ir 7 /f -77- /-;-cc| — «:/o/ - \o — x|-t--^\<i7r -
471 , ij 88 27
jK. . . . — >: ^4 ^ / -^ ^ — =^ / 4 \ -7- "^ ^ ^-^ ir ^l j / — -^
-r-... — 0-4- -HO— ^-T r H- -^- 3 -(-
(') Les racines <le _>' n'élant pas d'un calcul immédiat, nous ne nous en occupons pas.
l8>. CHAPITRE XVI.
I^a dernière ligne nous donne le coefficient angulaire de la tangente
dy _ t(Sl + 7), (2/ ^- D-
Nous avons deux, asymptotes parallèles aux axes .r =: - el y -^ ^ • \.n outre, .r et y devienn'ent simultanément infinis pour 1 = • l'>n appli-
quant la métliode classique (n" 231 ), on trouve que l'asymptote a pour équation
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De plus, y ~~ 2.x- —a pour partie principale — -^h. ( ^'^ ^"^ âj'
cela nous donne la position de la courbe par rapport à cette asymptote.
Enfin, au Chapitre XllI (Exercice résolu n° 3). nous avons trouvé un point de rebroussement, un point double et les tangentes en ces points.
Nous avons maintenant assez de renseignements pour tracer la courbe avec précision ( fi,:;. 19). L'unité de longueur employée est u = 0"™.
Construire la courbe
a.-=:r:sin2f, jrrr tang2^C05^ :
./• et y admettent pour période commune 27:. Si l'on change ^ en t. -^ t. X ne change pas. y change de signe. On a donc une symétrie par ra/vy^orf à Or et l'on peut réduire l'intervalle de variation à un intervalle
(|uelconque de longueur 7:, soit, par exemple, ( ' -, -^ - ) • Si l'on
chan<ïe t en — t. x et r changent de signe; on a une symétrie par rapport à O ( ') et l'intervalle est réduit à f o, - j- Le changement de t
en - — ^ modifie la valeur absolue de j. On ne peut donc réduire davan-
tage.
Les variations de x sont évidentes. Celles de j)^ résultent de la dérivée,
qui est essentiellement positive dans l'intervalle fo,- j- Pour / — 7?
Y^='x, r — i: d'où rasvmptote. Pour /:=o, x = y =^0, — tend vers i;
on a une branche tangente en O à la première bissectrice. Pour ^=7'
xz=zyr:^o. ' tend vers zéro; on a une branche tangente en O à 0.37. •^ X
Pour que la courbe soit mieux guidée, nous avons calculé d'autres
points, en faisant varier t de lo? en lo^'. Les résultats sont donnés dans
le Tal)leau ci-dessous :
o 10 io 3o 4o 5o 60 70 80 90
o o,3o9 o,5SS 0,809 0,931 I o,95i 0,809 o,588 0,809
o o,3>> 0,690 i,>.'.5 2,49 -^t/: — --/: — i,Sî — o.G>5 —0,224 — o,o5i
(•) D'après un théorème de Géométrie élémentaire, on en conclut que Ojk est aussi un axe de symétrie, < e qui résulte d'ailleurs du changement t \- — t.
On en déduit la courbe ci-dessous y fig. 20), sur Ia(|uelle on a marqué tous les points calculés. Il suffirait de la compléter par deux symétries par rapport aux axes. Unité de longueur : u = 25™".
Fis. 20.
'.i. Construire la courbe
iNous remar(|uons tout d'abord que l'équation est bicarrée en .r; donc, la courbe admet Oy pour axe de symétrie et. de plus, on pourra discuter pur rapport à oc.
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Cherchons les asymptotes. En appliquant la méthode classique (n<^^23.ï et 236j, on trouve l'asymptote
De plus, la quantité V = ^r~y~ la pour partie principale - ^, ce qui permet davoir la position de la courbe ( n° 238).
< >n a Tautre asymptote par symétrie par rapport à O/.
Discutons maintenant l'équation par rapport à a:, en nous bornant a considérer les racines positives, quittes à compléter ensuite par svmétrie. L'équation s'écrit
La condition de réalité de x* est
i y -^ ')- — j*— 4r- — I ^o ou
y doit donc être <— 2 ou bien > o.
Pour que x soit réel, il faut en outre que x"- soit > o. (>n est ainsi conduit à étudier le signe des racines en x\ Le produit de ces racines est — V* H- 4 j2 -I- , . Ecrivons, par exemple, qu'il est positif:
ou
y*— 4/'— KO
La somme —2(7 — 1) est < o, quand j> cet > o, quand r< — 2. Nous avons donc, comme valeurs remarquables de y : —2, o, ±\l 1 -t- v5 ==: 2, 06 et nous pouvons dresser le Tableau suivant :
Produit Somme
I racine
2 racines
o racine
I racine
l^ur y — - 2,oô, on a une racine nulle et une racine é^ale à
S— 2(j^i) =1,46. J'our jz=— 2, on a une racine double égale à 1.
iSf)
La tangente au point A(i, — 2) est parallèle à Ojc, car celte parallèle coupe la courbe en deux points confondus en A. D'autre part. A n'est pas un point double, car, en coupant par la parallèle à Or, on obtient, après suppression de la racine y = — 2, l'équation j'-^ — 2/- — 2 = 0, dont la seule racine réelle est 2,309. ^^ droite X = i ne coupe donc qu'en un seul point confondu avec A.
Fi-. 21.
NN
Pour 7 r:z 4- 2,06, Tunique racine réelle este. En raisonnant comme ci-dessus, on peut prouver que la tangente en chaque point de rencontre avec Oj est parallèle à Ox.
Pour mieux guider la courbe, on a calculé les points suivants :
(y = 3, ^ — 1,94); (j = 4, .rnr 3,12); (r = — 3, ^- = 2,99); (jK = — 4, .r=^4,i4).
La courbe est représentée pfar la ligure 21 (;/-:= 5'""'),
Y. Conslruire lu courbe
Le plus simple est de tirer
îl d'étudier ses variations. En utilisant la dérivée — 7-^— rr: i — S.c^, on
dx
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forme louL de suite le Tableau ci-dessous :
OC
On a une branche parabolique dans la direction Oy. Voici quelques points de celte branche :
On peut enfin utiliser tous les renseignements obtenus dans l'Exercice résolu n" 6 du Chapitre XIII.
Fisr. 22.
La courbe est représentée par la figure 22 (« = 10™™). Il resterait à faire une symétrie par rapport à 0.r.
Construire la courbe
logx— jlogj (E. P., 1913;
L'équation ne change pas quand on échange x et r ; donc, la première bissectrice est axe de symétrie. l'Ile fait d'ailleurs partie de la courbe, car l'équation est vérifiée identiquement pour x ^J- Toutefois, la partie
positive seule convient, car a: et y doivent être positifs, à cause des logarithmes.
Pour trouver le reste de la courbe, s'il existe, construisons la courbe auxiliaire (y), d'équation
X loCoC.
Le Tableau de variation ci-dessous s'établit sans difficulté
La brandie infinie est parabolique, dans la direction O.;, car — — v-i- x, pour ^ = + X. La tangente en O est O^, car — -^ — x, pour x z^ o. La
tangente au point (i, o) est parallèle à la première bissectrice, car -j— y prend la valeur i .
finalement, notre courbe auxiliaire a la forme suivante {Jig- 23).
Fis. 2i.
hv
JC
Gela posé, tout point de la courbe proposée (C), autre qu'un point de la première bissectrice, doit avoir pour coordonnées les abscisses :r et a:-' de deux points difl'érents, _M et M', de la courbe auxiliaire, situés sur une même parallèle à Ox. Or, les seules parallèles à O^ qui rencontrent
(y) en plus dun point sont celles dont le c est compris entre o et •
A chacune d'elles correspondent deux points de la courbe (C), symétriques par rapport à la première bissectrice et ayant pour coordonnées respectives {./■,x') et {x\x). Considérons seulement le premier de ces
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points. On voit que lorsque x croit de o à -■> x\ c'est-à-dire r. décrail
de i à - '
La tangente au point A(o, i) a pour coefficient angulaire la valeur, en
ce point, de
, dy \o[ix — I
Ka) -j- -^ 7-^ '
dx 'ogy — 1
valeur qui est égale à — co. La tangente est donc Oy.
Au point Bf->- j) le rapport (4) se présente sous la forme -^•
L équation ordinaire de la tangente devient illusoire. Il faut employer une méthode spéciale.
I^ortons l'origine en I) :
Léquation (ii devient
- - \ ) [log(. + eX) - loge] = f^ + y) [log(. + e\) - log.>]
\[log(i ^eX)— i] — Y[log(i^eY) — 1]
log(i + eX ) — log (i — e\
Fitr. 24.
Comme nous avons affaire aux petites valeurs de X et de Y, nous pouvons développer suivant les puissances croissantes de ces deux variables. Nous avons, en nous limitant aux termes du second degré.
X(eX - j) - \{e\ _ i) + X - Y - -(X2- Y^) 4- . . . = o
igo CHAPITRE XVI.
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les termes non écrits étant du troisième ordre au moins.
En appliquant le théorème du n° 1!)9 ('), on voit t^ue le point B est un point double, les tangentes en ce point étant parallèles aux bissectrices. La première bissectrice était à prévoir comme tangente, puisqu'elle fait partie de la courbe. Reste la parallèle à la seconde bissectrice, qui est la véritable tangente cherchée. Nous avons finalement la courbe ci-dessus {Jig. 24). (Unité de longueur : « = iS™™.)
Remarque. — La méthode employée pour cette construction peut être appliquée à toute courbe définie par une équation de la forme
(7) /(^•)=/(j)- On construit la courbe auxiliaire z =zf(,f).
0. Conslriiire la courbe (') {x'-~i){x'^ — y^) — (j — i)(.r-+ v2- 3).
On ne peut songer à discuter cette équation ni par rapport -ajc^ ni par rapport à y. Par contre, la méthode des régions (n® 250) est tout indiquée. Les facteurs des deux membres donnent des droites et un cercle, tracés sur la figure 20, en trait pointillé pour les facteurs de gauche, en trait mixte pour les facteurs de droite.
En substituant le point à l'infini sur O.r, on obtient les signes 4- à gauche, - à droite. La région correspondante est donc impossible et l'on'en déduit toutes les autres.
Nous avons comme asymptote la première bissectrice, la position de
la courbe étant donnée par/ — x =^ — — — + . . . . Une asymptote, qui
compte pour deux (asymptote de rebroussement), est <)/ ; la position
de la courbe est donnée par œ"-.:-! h . . . •
Ces renseignements suffisent pour trouver la forme générale de la courbe, i'artons de la branche A. Nous ne pouvons quitter la région que
(') Ce tli(;orime a élc établi pour une courbe algcbii(jue. Mais la démonstration serait encore valable si, au lieu d'un polynôme à c<iefli<;ients <onstants, on supposait un polynôme à coefficients variables, mais finis poui' x ~^ y - <<.
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par le point 1> (*). Il nous faut ensuite passer par C (-), puis D (tangentiellement à CD), puis E, puis F, puis G et enfin aller à l'infini sur la branche H. Revenons maintenant à la branche 1 ; elle nous conduit en J, puis en K et enfin à l'infini sur la branche L. \ous avons ainsi toute la courbe.
Pour préciser son tracé, déterminons quelques points supplémentaires. Nous avons d'abord les points sur Or, qui sont donnés par une équation du second degré et ont pour ordonnées 0,79 et — 3,79. Les tangentes en ces points sont parallèles à 0.r, car/î. s'y annule, /y restant différent de zéro.
Nous avons ensuite un point sur Ox. Il est donné par une équation du cinquième degré, que l'on résout facilement par des substitutions faites à la règle à calculs. On trouve .37 = 1,28; la tangente a pour coefficient angulaire — 8, i5.
Fiar. 20.
Nous avons également coupé par la droite y =:^.^ , qui nous a donné: ^1 = — o, 89 ; .r2 = + 0,87 ; ^jzr: -i- 2, 12 et par la droite y =: — 2 , qui nous a donné: Xi = — 2,3i; .rj^r: — 0,66; .2:3=1-1-0,68. La droite
(') On ne peut sortir par J. car il faudrait couper Oy plus de deux fois. Or, il ne reste sur cette droite que deux points d'intersection à distance finie (qui sont dailleurs calculés plus loin).
(-) La tangente en ce point a pour coefficient angulaire — \.
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V ::= — 3 donne à peu près ^2^= — >r3=o,3o. La courbe est alors très bien déterminée (/(a'. 25).
EXERCICES PROPOSÉS
Construire les courbes
V z= ( points u inilexion) ;
5t'-^8t — i5 / points d'inflexion
t- — 1 \et de rebroussement
(points d'inflexion) ^-1- i (
X =i CO'àZ l , y :::z si n 2 ^
sinf cos^
— y/acosr " I — y2sin^
sin'î^ tang^
i + 2COs^ "" 4sin^^ — 3'
X =z t — sli^ch/, T':=i2ch<;
COS^(l -h COS-/) 2COS?^
sin^ "^ >int
X =: t -h 2 cos t, y ^^ f- — si n 2 / ;
.f- z:r logsin-^ — 2C0s-^, j'=sin2f (E. l'.jigiS) (points d'inflexion).
.r = e'^'tangf, y^^e^^coit ( points d'inflexion) .
Four calculer les points d'inflexion des trois premières courbes,
opérer en coordonnées homogènes (n° '•l'I'l) .
La seconde courbe j)rèsente un point de rebroussement, dont le t vérifie l'é(]iiation aux t des points d'inflexion.
La quatrième courbe est symétrique par rapport à la seconde bissectrice {t\ — t).
La septième est symétrique par rapport à la première bissectrice
i t — — 1\' l^'intervalle de variation réduit se compose des deux inter-
,, / r. 7r\ f?)ii .iT. valles ( — -> 4- - I et
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Pour la onzi.-nie, on prendra l'intervalle ( ^ ~, ^ H \ et l'on complétara par symétrie par rapport au point ( ^' -j et par la translation
Pour la treizième, le changement /- 1 f ^ tt donne une humolhétie. Le changement t\t-^ -^ donne une homothélie, suivie d'une svmétrie par rapport à la seconde bissectrice. Intervalle réduit : j^o, - )•]
Construire la courbe
.r = cos4^ v = sin3/' (E. P., iqi3).
Construire en entier la courbe algébrique dont cette courbe fait partie. (Exprimer x et )• en fonction de sin^.)
o. Construire les combes
•^' (•'• + J) - -'-y _ j-2 _ ^ o ; 2 j,-2j2 + j-i_ 4 (.^.2 ^ .,.2 ;, _ Gj := o ;
(Equations résolubles.) i. Construire les courbes
logj:^log)=«, e'^^.ey=za (E. P. .1911).
sin.r — cosr + i = o. cos-.r — cos.r = cos^ )— cosj- (E. P., igiS).
(Equations résolubles. La quatiième se décompose.)
Construire les courbes
uT-y -+- 2 a'^ -+- J'^ — ^v ^ o ;
3a^ (.r- — J' ) + 3 (./•- + r- ) — 2j:y — lo.^' + 6 y — 8 r= o ;
.jy3 _)_ y3 — ■y2__ jr. — I := o ( E. ]*. , 1 9 1 3 ) ;
^^■'(^^■' + /^)-4^'j + 3r'-=:o (E. P., igiS);
( j:-- — j2 )2 _|_ j^ ^ j;.2 — y2 ) _|_ 2 ^- + 3 oC + I := G ;
( Jc -h y f {jc — y ) — 3 J" V + .r =: G ;
.r )'- ( jr- -h y^) — ^* + Jr- — y-=zo;
2v*H-3.r^ — 5x)^33 0 (E. 1*., igiS);
jj^H-y^ — ^Ty =1 o (folium de Descaries).
[ l'our la première, discuter par rapport à .r, puis par rapport ii y. !*uis, régionner, en écrivant l'équation
,r^ {y -\- 2) =^ X — y^ ou bien
l'our la seconde, la méthode des régions suffit, l'our la troisième, discuter par rapport k y.
Pour la quatrième, la méthode des régions suffit, en écrivant l'équation sous l'une des formes
Les tangentes parallèles à O >' ont pour ordonnées de leurs points do
contact )' in:: G et )■ z- - j les tangentes parallèles à O./' ont pour abscisses de leurs points de contact .x=:z± -—•
La cinquième est symétrique par rapport à la seconde bissectrice. La méthode des régions suffit.
Pour la sixième, méthode des régions en écrivant
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OU bien, discussion par rapport à r. On peut aussi résoudre par rapport à )■; on aperçoit alors Taxe de symétrie y :- j et l'on étudie les variations de {y - ,j .
Pour la septième, discuter par rapport à a:.
J'our la huitième, méthode des régions, en isolant les termes du second degré ou bien discussion par rapport à r.
Pour la neuvième, résoudre par rapport à y.
Pour la dixième, méthode des régions.
Pour la onzième, discuter par rapport à r. On cherchera, à titre de renseignements complémentaires, les points de rencontre de la courbe avec ses asymptotes.
Pour la douzième, couper j.ar une droite variable passant à l'origine.]
Construire la courbe
[On peut appliquer la méthode précédente. Mais, il est plus simple de remarquer que l'équation s'écrit
^0 2\-^-H Y--2X — 2Y=zO,
en posant
On construit les trois courbes auxiliaires (i) et (2). qui sont très simples et l'on en déduit autant de points qu'on veut de la courbe p"oposée.
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IMus généraletiieiit, on peut appliquer celte mélliode à loiile coui Ity dont l'équation peut s'écrire
(9.) /(\,Y)=o, \=9(J7), Y=rd;(r)).
les fonctions/, 9. 'l étant simples.]
Construire la courbe o rzz
I — ■?. COS 2 'jj
I.i plu^ pelile période de p esl -. ce qui nous indique déjà une svmé-
Iric jjar rapport au pôle. Le changement de oj en — oi cliano^e & en ■ o :
d"oii symétrie par rapport à Oj. L' mlervalle de variation est
( o, - ) et il faudra compléter par les symétries par rapport à < )j- eL
à O ou, ce (|ui revient au même, par rapport à 0 .r et à Oi'.
0 devient infini itnur ot ^= - et i)our cos 2 oj ^ zr: co^ ^^. d'où
oj =^ — .
Calculons la dérivée — ■— :
^, 1 -f- 2 COSaQi -^ 2 5in2 2 0J 3 — 2 COS2 0J — 2 cos- 2'.)
cos- 'jj (1—2 C< O 2 OJ )- COS- OJ ( I + 2 Cos 2 'jJ j
L- trinôme du second deirré en cos 201. qui est au numérateur, admet iiise seule racine entre — i et -h i , (pal est ^-^•
La valeur correspondante de oj est, à 10' près, 72°4o'. Celle de 0 est taniî -2° 40' ■ — - — — \,97- yi oii le point G (//"•. 26). oii la normale est ( )C,
Tableau :
syniptotes. — Direction '.j = 'i ou OX (fig. 26).— La sons-asymptote
est la limite de
Ô :=:: 0 sin ( OJ —
CHAPITRK XVII.
tanirci) sin oj
COS2W
::= lanir 0)
I + 2 COS'2r,j
Le premier facteur a pour limite lang ^ — y/S. Appliquant au second la
règle de rilospilal, on trouve qu'il tend vers
— - 4sin
Donc,
0 tend vers — -•
Si l'on veut la position de la courbe, il vaut mieux procéder autrement.
l'osons (j) — 1^ = h. En appliquant les métliodes du Tome I (Chap. \'I1I), on trouve
La sous-asymptote, qui doit être portée sur OY f//:,'. 26), est donc
Fig. 2G.
: de plus, 0 -h - a le signe contraire à//. D'où l'asvrnptot^ (A) et les
branches A et \i.
Direction r,) z= - • — On a
0 = 0 SI n I 0)
0 COS'jJ
srn',)
1 + 2 COS 2 (j)
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D'ailleurs, si Ton pose oj ^ = A, on a
cos/i
I — 2 ces 2 A
— = iH- ^ A- +
La sous-asymptote est i et o — [ est positif. D'oi^i l'asymptote et la branche (B).
Nous pouvons maintenant construire la courbe OAEGB, que nous complétons ensuite par symétries. (Unité de longueur : it = 5""".)
2, Construire la courbe o =r -; — i-^; -. •
' 4 sin- 0) -h sin OJ -i- i
La plus petite période de o est it.. Si l'on change o> eu t. — oo, p ne
change pas; il y a symétrie par rapport à Oy. Nous pouvons nous bor-
ner a taire varier co de — - a H j car tt — oj variera de — a -î ce qui
nous donnera un intervalle total de longueur 27r.
Le trinôme du second degré en sin o) qui constitue le dénominateur de p n'a pas de racines. Donc, o n'est jamais infini. ( )n a
(i ) (~) = (8 sinoj H- i) coso).
dette dérivée a, dans l'intervalle | — -' > H ) ? le signe de 8 sin oj + i ,
/> lequel change pour sin oj =r — -, oj = — 8»?, p = — - (point H, y?.;,'. 27).
Tableau :
OJ — 100". — 8'. o. -4-100".
^ 4 ij ^ (1
S; oc CO I '/i
Dans ce Tableau, nous indiquons les valeurs de la sous-tangente, déduites de la formule (1).
On pourrait se contenter de ces résultats pour construire approximativement la courbe, en joignant les quatre points A, B, (^, D par une ligne admettant les tangentes indiquées (la tangente en C fait 4'^" avec ^'^) ( fto- 27). Mais, si l'on veut un tracé précis, il est indispensable
de chercher des renseignements supplémentaires. Etudions, par exemple,
la concavité de la courbe : il nous faut le signe de Or
-j + (- ) :^3(3 — 4sin-03).
(n° 2oo).
Comme le rayon vecteur est toujours positif, la courbe est concave vers le p<Me tant que Ton a
sin- M <C - •
Si ron se borne à Fintervalle
ceci revient a
En particulier, aux points A et D, la convexité est tournée vers le pôle; en B et C, c'est au contraire la concavité.
Pour Cl) ^ dz - j on a deux points d'inflexion E, F. Leurs rayons vec-
teucs sont
OEzir
= o,^i et OF
8 — v/3 ' 8 H- v"3 Les sous-tangentes correspondantes sont et
^ = o,:ii,
soit
I 4V';5 r + 4v/3 o ,3'i et o, 25.
Cherchons encore les points où la tangente est parallèle à i)a\ On doit
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avoir w + V ::^ A - ou
tangV = — langr,).
Or
„„i\- /i^„^\' Il / / • -7 • -,, ( 8 sin Cl) + i) cosfi)
cotv _ (logp) ziz — [log(4 sin-(.j + sinw 4- i)] = — , . ^^
4 sin-',) + sin r,j -1-1
On a, dès lors, l'équalion
(8 sinc) -4- i) cosw
4 sin-(jj -t- sinoj — i
— coloo.
^ous avons d'abord la solution cos w — o, f,j = ± -, «mi nous donne les
points A et D déjà obtenus. Puis
(8 sinr.) + i) sino) z:: 4 sin-cij H- sinoj -i- i ou
'i sin'c) = I ; d'où
Sinc,)=±-, r,)=±-, 0=1
Construire la courbe 0 = sin -^4-2 cos r
La plus petite période de p est 67:.
Si l'on change - en r. ~ ~, c'est-à-dire r,j en STr-^w et ~ en
^ '• —iiG cosinus et le sinus et, par suite, p cliangenl de signe. Cela indique une symétrie par rapport à Ou: et nous permet de limilei- r,) à I intervalle ( —, -\- —l j . On n'aperçoit pas d'autres réductions.
(') 3- — (•) décrit (-^"> i-^-- — )> ce «jui donne l'intervalle total
de lonfïuciir (j-.
Eludions la dérivée (I) p'=_^cos--s.n3
Celle qiianlité s'annule pour
COS -— - = C05 X
ou
(2) ^ - = 2/.Tr ± -X-
Les seules solulions comprises entre et -\ sont - et — - — ^•
Lorsque ^) croît de ^ à - > o' >■ o, o croît de o à — ^ : quand r,) croît
de - a — , 0 <C">, p décroît de a o.
Ces renseignements suffisent pour donner une idée de l'allure de la courbe et montrer qu'elle possède nécessairement un point double D,
dont un angle polaire oj est compris entre — - et — -> l'autre étant égal
à (,) + 2-. I*our le déterminer, nous avons à résoudre l'équation (n" 262)
. 2(0) +27:) 0) + 27: .20 • co
Sin — -;- h 2 COS r, = SI 11 -7; 1- 2 COS —
ou, en transformant en produits les différences de sinus et de cosinus et
2 ( 0) -h 71 ) . , / Cl) H- 7: ~
remplaçant cos par i — 2 sin^ I -
2 sin- — - — ~ ■'. sin —
. / 3 .„ , La seule racine acceptable est = o,366 r= sin 21° a8'. Elle
donne, dans rintervalle ( — 270", -t- 270"), w = - 1 i5"36'; puis, p = 0,590.
Les tangentes aux deux branches de courbe qui passent par D sont obtenues au moyen des deu\ sous-normales, valeurs de p' pour fji '-^ — I i.j^.iO' et pour r.) 3^: + 244" 24'; O" trouve o, 565 et — i ,293.
Pour avoir un tracé précis de la courbe, il est indispensable d'en calculer d'autres points que ceuv qui sont déjà donnés par létude précé-
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dente. En faisant un premier tracé approximatif, nous avons estimé utile le calcul des points du Tableau ci-dessous, où nous avons indiqué en même temps les valeurs de la sous-normale p , pour le tracé des tangentes :
-iM' — i5o° —90° — fio" — jo» o -J-îo" +60° -HOo" -^i-io" — i5o" -f-iSo" -f-2i<
i34 001 866 1-236 16-28 2000 >3i2 -jTiT. -'.âgS •2317 2271 1866 !32; >i', 395 667 739 743 667 5ii 283 o — 3iJ — G-27 —911 —m!:
Nota. — Les valeurs de 0 et de 0' sont données en millièmes ('j. La
courbe est tracée sur la figure 28. Elle est complétée par symétrie en pointillé {u = i5"™).
i. Construire la courhQ
OJ -f- I
Il ny a ni périodicité, ni symétrie et il faut faire variei' O) de — oc à -t- ce, La déii\ ée
(') CelLc approximation est êvidemnienl trop jurande pour l'écliclle fie la figure .iS. Mais, si l'on avait à faire un usage pratique de la courljc, il conviendrait de la tracer, sur du papier à dessin, à une éclieile beaucoup plus grande, par exemple u = ido""'". Les décimales données dans le tableau ne seraient pas surabondantes.
s'annule pour
CHAI'ITHK Wll.
0) e = itr 1 ,
En étudiant les vaiiations du premier membre, on constate qu'il n'atteint jamais la valeur i et atteint + i une seule fois, pour une valeur de dj comprise entre o ei i. En utilisant une table de la fonction e'^, on trouve très rapidement (') o:»,=ro, 704= 'ip'.S; p, = 4?44-
\ous avons le Tableau suivant, pour la vaiiation de 0 :
t -f- GO
\ous avons à clierclier une asvmptote parallèle à Or
o =r 0 Sin 0) :^ I —
( I + '.i OJ -f- . ..):=: 1 + 2 t«) -+- .
Et soiis-asymplote est 1 ; de plus, pour o) < o, la courbe est à gauclie et au-dessous; pour o >> o, elle est à dioite et au-dessus ( /Ig. 29).
Fig. 29.
Poui- cj —:: X, on a 0 =: 1 ; on a donc un cercle asymptote (n" 2oV^
C') On clieiclitj (l.ins la table un iioiiilire ./■ (l1 (iiie e'' — — ^ > le second niembri'
clanl évalué à la iéf,'le. Si l'on ne possède pas de table de la fonction e-xponentielle. on peut cli(-M lier, dans une table de logarithmes, un nombre JK tel que
logr
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Comme p décioîl à partir de r, la courbe part à rinléiieur de ce cercle. Pour les grandes valeurs de — oj. elle est daiileui-5 sensiblement confondue avec la spirale hvpeibolique ( u" Olij : poj = i.
Pour o> z=-f- a;, on a une spirale, qui se confond, à la limite, avec la spirale logaiithmique ( n° G13 i o = e'^. Voici enfin un Tableau de points supplémentaires :
(.•> radians. .
t» srrade.*.. .
ri
i^oy
fi) radian-. .
oj grades.. .
— loi ,9
IS
Pour 'j) ^^ 3, 0 ne difrère du p de la spirale logarithmique que de r , 33, soit environ de 6 pour 100. Pour oj = — 3, p ne dilière du 0 de la spirale liyperboliqiie que deo,o.J, soit environ de 7 pour 100.
La couibe e>t tracée sur la ligure 29 ( a ^^ ~"'"^.5 ).
o. Conslruire la courbe ( I ) p' sin 0) — p ^ cos 2 oj r= o.
L'équation admet la péiiode 27: en oj. L)e plus, si l'on change o) | tt — «. elle reste in\aiianle; il y a donc une symétrie par rapport à Oy et l'on
peut se borner à faire varier oj de ^ à -h - •
Discutons par rapport à p: la condition de réalité est
i — \ sin OJ cos 2 OJ ^" o ou (2) Ssin^oj — 4sinoj-^i^o.
Le premier membre admet la racine - en sin O). Ln divisant par
2 sin 0) — I, il reste une équation du second degré, dont les lacines sont
— - — • Finalement, l'inégalité (2) est satisfaite loi-.-.que 01 -e trouve
dan- lun des inteivalles i — 54°, + 18" ), 1 30", 90"). Pour oj = 'y'^", 18",
30°, l'équatinn (ii aune racine double égale à — : , soit — o,6iS;
^ 2 sin OJ
I .Gi-; I. En chacun de ce- points, la courbe est tangente au rayon vecteur.
2o6 i:hapiti<e wii.
Le signe de o dépend des signes de cos 2 w et sin oj. Il y a du changement pour o):=:±^-)" et pour oj ^:= o. Pour w = o, une racine devient infinie et l'autre égale à 1. C'ierclions l'asymptote qui correspond à la lacine infinie. Il nous faut la limite de 0^=0 sin w. ( )r, è est lié à m pai' l'équation
( 3 ) 0- — 0 4- si n Ci) cos 2 oj = o.
Quand (,) tend vers zéro, une lacine en 0 tend vers zéro; elle coirespond à la racine finie & _r 1 ; l'autre racine en d tend vers 1 et nous donne la sous-asvmptote. Cherchons la position de la courbe. A cet eiïet, posons ô :::= I 4- V; l'équation ( 3 ) se réduit, en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur aux termes gaidés, à
< )n a donc, au second ordre près,
Si 0) est négatif, la courbe est au-dessus de l'asymptote ; d'ailleurs, p 1= — 00; donc, la courbe est à gauche {/iff- 3o). Four oj >> o, on \oit de même (|uc la courbe est au-dessous et à droite.
Cht'rchons la tangente au j)oint A ( rij = o, p =^ t ). Difierentions ( i ) par ra]>porl à w :
( 5) ■>-pp' sinç.) + p* cosco — p' — :>- sin id) := o.
Pour r,) = o. p:=i, cette é(|uation nous donne o' : -.: 1. Telle est la valeur de la sous-normale. ( )n l'n déduit ()ue la tangente en A est ])arallèle à la piemière bissectrice.
< )ccu|)ons-nous maintenant dis valeurs ± /i')". Poui- chacune (Telles, il y a une lacine nulle, donc uni' branche jtassant en ( >, admettant uui'
tangente d'angle polaire r,). L'autre racine est égale à -^ : le i)oint
*' r> I sin a) '
correspondant i^t donc sur l'asymptote, car rétjuation de celle-ci est
0 sin M I . < ]lierclions la tangente. Pour- o) ;^ ± 45°, p = —. j l'équa-
' ' sin 0)
tion (5 ) nous donne p' -^^ dz 9. — y/2. i>a sous-tangente \ aiit '— ^-^ ~7= J
P \/ 2 rp 2
c'esl-à-<liie 3, 4' «'l f'j "^'S"). Pour Iden guider la courbe, nous avons
ETUDE DES COURUES PLANES EN COORDONNEES POLAIRES
encore coupé ])ar w = — 3o", oj = + 60" ei w^-|-go'\ Les résultais et tous les précédents sont consignés dans le Tableau ci-<lessous :
oj — 54° — 4 J° — **'° '^ i^"
pi — 0,618 — v^ — '^-,4' — 70 ^ -t-x i.()i7
Co — o ,618 o o , 4 I 4 I 1 , <> 1 7
So" ^')° 60° 90"
d'où la couibe ci-dessous i/lg'. 3o), complétée en pointillé pai- symétrie {il 1=20""^).
Remarque. — Chaque rajon vecteur coupe la courbe en deux points
dont la demi-somme des 0 est : Le milieu de ces deux points décrit
donc une ligne dont ré(|uation polaire est & sinw =:-. c'est-à-dire la
<lroite homothélique de l'asymptote dans le rapport -• En particulier, les ])oinls de contact des tangentes issues de (.) sont tous sui- cette droite.
EXERCICES PROPOSÉS
Construire les courbes
p Z3 th W, p = -; , 0 = cil OJ, p = —, » 0 := sh (j).
' en ^j) ' s il 'j)
i. Construire la courbe définie par le^ équations paramétriques
' ~ , / ' ' ^ sUi'
Par un point M quelcon(|uc de celle courbe, on mène la symétrique de MO par iap[)ort à la tangente. Elle lenconlre la perpendiculaire menée
])ar <) à (>M en un point P, dont on demande le lieu. I Un remarquera
(|ue MP est conjuguée harmonique de M( ) \rAV lappoil à la normale et à
1^. l^'ngente. D'où -^ =. ^ + 1-
o. Construire les courbes
w 1= p( 0 4- 1) (0 + '0 ; :iOJ = pH (E. P., iqi?.).
0) =^ t — tang f, p =: ■>. H ces t.
(>. Construire les courbes
p- cos w — -'.p sin fj) — coso) = o, p- sinco — 2p -h sin w = o,
[Clia(|ue é(|ualion se décompose, si on la résout ])ar r;q)port à p, en deu\ é({uations de la forme;
(I) P = /.('.>). p = AM-
l'oui- la prernièri' courbe, on constate ([ue y") ( rj) + 7:) ^^2 ( o)). Les deux é<|ualions ( 1 ) leprésentent alors des courbes symétri((ues l'une de l'autre |»ar lapport au |)ùle. Lu courbe j)roposée se décompose. Pour la deuxième courbe, on a, au contraire, /, (o) -h tî) ss — y*,'/'»)' l-'t^s deu\ é(iuations (1) représentent la même courbe ( n" 260).]
ÉTUDE DES COl'BBES PLANES EX COOBDOXNEES POLAIRES. 10<J
Soit la courbe
(1) p" = sin«G.).
1° Calculer l'angle polaire de lu tangente en un ([uelcon((ue de ses points.
2° Conabien y a-l-il de tangentes parallèles à une direction donnée? Montrer que les rayons vecteurs aboutissant aux points de contact forment un faisceau régulier.
3" Que peut-on dire des tangentes aux points de rencontre a\ec une sécante issue du [>ôle?
Soit la courbe - r^: sin
1° hxrire l'équation de la tangente au [)oint M, d'angle ])olaire o.
2° On mèrfe les tangentes MT, M'T' en deux points M et M', ([ui varient
de telle manière ([ue l'angle MOM' reste constant et égal à 3 A. On
a])pelle / les ,t de l'angle polaire de la bissectrice <le cet angle. Calculer,
en fonction dt; t, la tangente de l'aiigh^ polaire <lu [>oint de rt^ncontre P de MT et de M'T'. l"-tudier les variations de celte tangente.
I Pour 2", élirirlnei' - entre les éipialions des deux tangentes.)
11. Mener à la courbe o=cos-^)de3 tangentes de direction donnée (E. (^., 191 1). Etudier-, (juand la direction change, les variations de l'angle formé par- les rayons vecteurs de deux des points de contact.
I Si <p désigne l'angle polaire de la direction donnée, on a ta n g \ = ta rr g ( o — o) ) =^ — , • Haag. — Exercices, II. 1]
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12. On ;i]t])elle conchoïde d'une courbe C une courbe G' obtenue en prolongeant tous les rayons \ecteurs d'une même longueur constante.
Démontrer que les normales auv dilTérentes conchoïdes d'une courbe donnée en tous les points d'un même rayon vecteur sont concourantes. <^)ue i)eut-on dire des tangentes aux inverses de ces conchoïdes?
Soit la courbe
( i) jc^^z^ X- -^ y-.
1° Calculer ses équations par anièliiques rationnelles.
2" Condition pour que trois points soient en li^ne droite: [joints d' inflexion.
3° Condition pour que les tangentes en trois points soient concourantes. Lieu du point de concours, quand ces trois points sont en ligne droite; enveloppe de cette droite.
4" Condition pour que six points soient sur une im-me conique.
5° Condition pour que trois points Mj, M2, M., soient les points de contact d une conique lritan:^ente. La droite^l.^'SX^ rencontre la courbe en P, ; démontrer que < )P, est perpendiculaire à < >Mi et que les trois points }*,, 1'.^. P3 sont en ligne droite. Calculer les coordonnées du centre de granité G du triangle M, M^ M:- et trouver V enveloppe de la droite \\ \\ P^. quand ce point décrit une droite parallèle à <J )', 1 roaver l'équation générale des coniques tritangentes.
6'' Montrer qu'il y a trois familles de coniques ayant. a\ec la courbe, un double contact du second ordre. Pour cliaque famille, la droite qui joint les points de contact passe par un point fixe situé sur la courbe.
~° Trouver les coniques qui ont, av<c la courbe, un contact de cinquième ordre.
I ' Nous avons une cuLii(ue à point double, donc unicuisidc 1 n" 2()0). Pour obtenir ses équations pariimélri((ues lalionnelb"-, nous la coiijion> |>ar une drfjile variable issue du point double, soit
( >. ) y := tx.
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l*oilant dans ( i ), iiou> avon-, m divi^H^l par ,r', (3) u- — i ^ l\ y z=L t + i^
Telles sont les é(|iialioii5 |taiatnétri(|aes demandées.
2° Coupons par une droite (|U('lcon(|ue ( ii° ^G7 ) ( 4 ) ux -^ r )- -L- (T- =r o.
L^éi|uaLion aux t des points (rinlerseclion esl
« ( I + r- ) -t- t' ( / + ^^ ) + IT' :--r
OU
(• / ' H- li (--h Vt H- « -H (T- = O.
l'icrivoiis les relations enlre les cocfficienls et les racines
I-,a deuxième est indépendante de it, v, tv; c'est donc la condition demandée, soit
o- 1 1- -"''il - •
bi on la supi)0se remi)lie, on tire — et ~ tles deux, outres e(|uations ( o),
ce (|ui |»ermet d'écrire réipiation de la droite, en fonction de /,, /ji ^s? sous la forme
La (Condition ((3) prend une forme élégante, si l'on introduit les angles polaires aj, a-i, «s des trois points considérés. D'après ( 2 ), ces angles ont pour ta!ii;ente> res[)e(lives tx, t^, t:^. Dès lors, (6) [leut s'éi'ijre
(8 j I — ta 11 g «2 ta II g ^3 — taiig3^3 tanga, — tan g a, taiig a^^^ o*
Or, on a la formule ( t. 111 )
taiigai-h tanga,+ tani^a., — tauga. tauga, tanga-,
(o) tang(a, + a.,+ a3)=: ^-! 5_J __^.J ^_i »_? e_i.
^ I— tanga.;tanga:j — taiigastaiiga, — taiigaitaiiga.,
La condition (X| é(|uivaut donc à
ta 11 g (a, 4- «2 -)-«:()== -^
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à At: près.
Les points d'inflevion soiil obtenus en falsoul, dans (6), fj = /j =r /;, =r t, ce (|ui donne 3/-= i ou
(II
Nous avons donc deuv points d'intlexion I et I'. svmétri(|ues par rap- ])orl à Ojc (_'). Le premier, par exemple, a pour angle ])ûlaire —) pour
coordonnées ( —, — = 1 et pour tangente la droite dont léquation est V-^ 3v^3/
obtenue en faisant 11 = 1^^=1^= —=. dans ( - i, ce ((ui donne
S/ojc — y— -^^ o y o
3" Commençons par former ré([uation de la langente au point M, de ])aiamètre t. On pourrait le faire directement, d'après la méthode générale du n° 192. On peut aussi utiliser ré([uation (7) en y faisant ti^^ 1^^= t
et ^3 = ; — j conformément à (6). < )n obtient, tous calculs faits,
it
/- + I ) ^ — Il y — ^L--\- \)--
Cette é([uation peut, maintenant, être regardée comme ré([uaUon aux L des })oints de contact des tangentes issues du point F(a^, r). C)r(lonnons-la ( - ) :
t'*+ {1 3j;)/2_ ily -{- I
Éciivons les relations entre les coefficients et les racines, en mettant en évidence la racine ^i et désignant toujours par ,y,, .Vj, s-i les fondions symétri(|ues élémentaires de ^,, /.>, l^ :
(l5) 5,-1-^4 1=0, 5,4- /i5i =r ■'. ix, 53-T- /..S.2 = -- J.J, t'^S-i^zl — X.
Eliminons maintenant Z^, x et y ( n" 207 ). Nous tiions des deux c(| na-
(') Ajoutons qu'il y m a un troisième à riufini sur ()y, la langcnLe étant la droilc lie l'infini.
{'- ) Elle est du quatrième defirc; donc, la courbe est de quatrième classe (11° 2VI).
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lions evlrèmes
(i6) /. nr — 5,, .r 1= I -f- 51.V3.
l^oitanl dans la deuxième, nous avons la condition demandée
(17) S.y—S] -^OS^S^-h 1 = 0.
Si on la suppose lemplie, les coordonnées du point P sont
Supposons maintenant (|ue les trois [)oinls de contact considérés soient en ligne droite. Nous avons, à la fois, (6) et ( 17 ). Si nous posons Si -; À,
nous tirons de ( 17 ), en tenant compte de ( (3 ), Sy= — -^ J'oilant dans
(181, il vient
Telles sont les équations paramétri(|ues du lieu du point P. Si l'on observe que À ^- —5 on a immédiatement son équation implicite :
( 20 ) 3 jry- — JL'- — Y- = o.
Le lieu est une cubique (M. Poitons maintenant les \aleurs de i',, s^ dans Téquation (7); nous obtenons ré(|uation de la droite (|ui porte nos trois points :
(■u) 3/-^ —- 3ÀJ — ''.(i + >.-) — o.
l'^n écrivant (|ue celte é(|uation admet une racine double en 7. in° ill^l).
(') l'Mlc coupe I;i piv)[)f)séc au point O, qui or)rnple pnur six et aux trois points (l'indcxion. On le voit aisément en retiancliant (fn) de (1). Quand I' est en 1, trois des tan;,'cntcs issues de ce point se confondent avec la tangente d'inHexion. Les trois t)oinls de contact se confondent avec 1 et sont en lif;nc droite, sur la tanf;ente. Au reste, on a, dans ce cas, a — ^6 et il est aisé, dès lors, de vérifier les conclusions précédentes sur les équations (19) et (21).
La tansente d'iullexion est tan;;cnlc ii la paiabole ('>) au point (-» )>
5yniétri(|ue de I par rapport au point de rencontre de ladite tangente avec Ox.
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nous avons ré(iuation de ren\eIoppe demandée :
(■^2) ' QT'-H- 8( 3j^ — '0 = o.
I. "enveloppe est une paiabole
\° Coupons })iu- une coniijue (|iielt'oni|iie ( iS ) A .T- -!- ■? B jcy — Cy- ^ i D ^ -^ -i E r -h F ^n o.
L éf|ualion aux / des points d'inleiseclion est
(A 4- ihi ^ C/-)(i — r-y-^ ^(D-f K/) M ^ r-)^-^ f^o
ou
Si nous prenons, pour fixer les idées. C =: 2, les lelations entre les coefficients et les larines nous donnent sueressi\'emeiit
l>=r— .?!, X^>.{s^ — 2), E^i'iSi — s-i, D = 3 -i- .V4 — 2 s»,
5, — 53 -^ S:, ^3 u, F ;== 2 ( .Se -r- .Vo — -Vj — I ).
La cin(|uième de ces leialions. soit
(25) Si — 53-1- .Vj m O,
est la condition demandée. Les auties nou- donnent les coeflicients de ré<|uation (28). qui devient
( 26 ) ( ^2 — 2 ) iC' — .S, a:y -^ >'-
-h (3 -^- 54— 2s,)jr -i- ( 2.V, — S3) y -4- s,— .v^-i- s^— \ = o.
( )bservons <|ue la condition ( 2.5 1 |»eul encore sinlerpiéter élégamment, pai- l'introduction des angles [)ol;iiies a,, y..,, ..., a^ de nos six points. Le premier membie de ( 25 i est, en eflet, le numérateur du fléveloppement de lang ( a, -H a. H- ... + a,, ) (t. lll 1. Dés lois, la condition é(jui-
NiUlt à
(•>.7) a, — ao-i-. . .-^- asi=<),
à / - près.
( ') L'origine est foyer, car i'cquation ( 21) montre de siiile que les tangentes issues fie ce point, olitenues pour a — ±: /, sont isolropes.,(n'' 514).
5" La coni([ue (26) sera liitangente si les six points considérés piécédentiment viennent se confondie deux à deux. \*,\v exemple, supposons a, = «2 = a,, 3f3 — a4 = a2> x^^ ^-6 = 03. La condition [2-) devient, en rélablissanl /. 7: au second membre,
■?. ( «1 -h «2 •+- «3 ) = /.TT
Si Ton suppose /, impair, on retrouve la condition ( 10); les trois points de contact sont en ligne droite : la conique se réduit nécessairement à une droite double.
Cette solution banale écartée, il nous reste à supposer k pair. Cela nous donne la condition
(■i8) ai + a2+a3 = o,
à Ati près. Telle est la condition (|ue doivent vérifier les angles polaires des trois points M,, Mj, M3 de l'énoncé. Soit |3, l'angle polaire du point P, où la droite Mo M3 rencontre de nouveau la courbe. D'après (10), nous avons
p^-{~ a^^ 03^1= —• En retranchant de (28), on trouve
rt, =:
Cela prouve <|ue ( )Pi est perpendiculaire à (JMj.
Ajoutons maintenant les trois é<|uations telles (|ue (29); il vient, en tenant compte de (28),
O 1 retombe sur la relation (10 ). Les trois points I',, Pj, P3 sont donc en ligne dioite ( ' l.
Si (),, 6*2, 63 désignent les paramètres de M], M2, M3, les coordonnées du cenlie de gravité G sont (n° 23)
Cj Cela résulte aussi du n" 509.
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Soient c,, c.2, 7.) If5 fondions symélii(jiies élémentaires de $,, 9.^, b^. On a (t. I, n-^ ±±\)
0] ^ 9] — 61 — <7i{ 7] — -l (72 ) — 7., CTi — 3 (73
D'autre part, si l'on annule, d'ajirès (281, lang l «1 -H «2 + ^'3); o" trouvée, t'n s'appuyant sur la formule f^g),
Posons, dès lors, o"i ^ 7.3 := /.. s", ^^ a : nous avons
Portant dans (3o), il vient
L*éf[uation de la droite P, \\ V, nous e-t donnée [)ar ( -), où Ion doit -u])poser, en vertu de (29),
On obtient ainsi
Si (i décrit une ])arallèlf à Or, X demeure constant. D'après (32 j, on a une relation de la foime
Movt-nnant (|uoi. (33) devient
Celle é(|uation étant du second dej,M é en /.. on a immédiatement ré(|ualion de lenveloppe demandée 1 n^' 'll'I) :
i-'enveloppe est une ellijne, une h\ perbole ou un»- parabole, ^'uivant i|ue A' est < o, > o ou :^ o.
Il nous reste maintenant à trouver réijuation de la coni(|ue tritangenle.
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A cet efifet, >ervons-noiis de I é(|Uiitioii ( 2i\) . Il nous faut calculer Si, 5.2, . . ., .Vg en fonction de (T,, (7.,, (7,^. < )ii ])ouriait le faire diieclement, eu partant des expressions des v,, éciiles tout au long, où Ton ferait ensuite /jizr/o^^ij h^= (■1*^=^-2, ^5 = ^e = ^.i- I' est plus sim])le d'observer (|ue les deux [»olynonnes
doivent être ideiili(|ues. l/idcnlificalion donne de suite
5i=2(Ti, 52 = a'j + 'iTa, 53= 2(a-,g-2 -t- <7;t),
■y4=<7^ + ■'.a, 0-,, 55= ^o-^as, s^=(jI.
Si Ton [>orte dans (^5), on obtient ré(|ualion
((7, — !73)(l rj,)— O,
([ui nous redonne des résultats précédemment trouvés.
Si l'on tient compte des notations adoi)tées tout à l'heure, on a
Si = '>, "/., S.2 — /2 -^ i ja, 53 — 2 / ( fj. + 1 ),
54= [x2+ 2/.-, 5i='îX;jL, ^B^:::/*.
Portant dans (26), nous obtenons ré(|uation demandée :
( .'îô ) ( X- + 2 /ji — ■2)x^ — ■>. / xy + j-
+ (p. — i)(jj. — 3).r + 2X(i — /a.)/~-([j.— "1)2 = 0.
G" Soient y. et a' les angles polaires des deux points de contact M et M . Nous devons satisfaire à ( 2j ) en prenant a, = a., := otj = a et oti = «3 ;^ a^ :rr a' ; ce qui nous donne, en rétablissant/.;: au second membre.
Nous avons trois solutions distinctes et trois seulement, obtenues pour /. z=r o, 1,2.
La solution /. iz; o nous donne a' = ^ a. Les deux points M et M' sont symélri(pies pai- lapport à < ),r. La droite MM' passe par le point à l'infini -■ur- ( )y, (|ui est un point d'inilexion de la courbe.
La solution /. 1 nous donne a ~\- a' - -; • La droite MM' rencontre la
courbe en un point M', d'angle polaire a' tel (|ue a + a' 4- a"i:i: — j
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d'après fio). De là. on lire a" = == —• l.c point M" n'p-l donc
autre ([iie le point d'inilexion (|iie nous avons désigné, dan- 2", pai' l;i lettre 1.
On verrait de même que la solution /i= 2 donne une droite MM' pivotant autour du point dinflexion I' {cf. n° o(î9).
7° Plaisons, dans (27), «i = ^2 ^= . . . ^ ^g ^= ^' Nous avons, en rétablissant At. au second membre,
Il y a six solutions, obtenues pour k := o. 1,2, 3, /j- 5.
/t ^ o. — On a a=o, t=zo,a-:=i.y^^o:, point A. L'équation de la conique se déduit de (26), en v supposant tous les t, égaux à zéro, donc aussi tous les s,. On obtient de la sorte Thyperbole
(Sg) y- — (3A- — i)(j7 — i) = o.
/, = I. — On a a ^ -! ; point 1. La conique est, a priori, la tangente
en ce point, considérée connue droite double. On le vérifie en calculant
Téquation (26) pour /, =; ^2=^ • • • = 'i;= -]=' ^ *" trouve, comme premier
membre, le carré du premier membre de (12). Cette solution est banale et sans intérêt.
/, =: 2. — y. ^ '-i-y t ^- V o, ./• = 4, j = 4 \ o ; point B. Ce point n'est pas
un point d'inflexion. (}x\ doit donc avoir une conique non dégénérée. Pour former son équation, on peut, comme précédemment, utiliser (26). Il est plus simple d'employer (36), en considérant Ôj, 5,, 5,, comme confondus avee y 3, ce qui. donne À =r 3 \ 3, /jLmQ. D'où l'équation suivante :
43^- — Ç>xy \/3 + /- ^ 48^r 48 r v/3 — 64 — o.
f]ui représente une ellipse.
A=r3. — a^=-; point à rinfini sur ()), La conique se réduit à la
droite île linfini considérée comme droite double.
/. :— 4 et 5. — Solutions symétriques des solutions k t- 2 et i par rapport à ()x.
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2. Trouve/- les équations paininéuiqnes rationnelles de la courbe
Celte courl»e {leinniscale de Bernoulli) admet pour points doubles les poinis cycliques et rorigine. Elle est donc unicursale ( n° 265).
Prenons-y un point li\e quelconque, autre que les précédenls, soit, par exemple, le point A (i,o). Coupons la courlie par une conique variable passant par les trois poinis doubles et le point A. autremenl dit par un cercle passant par O et A. Ce ceicle a une ri|uati()n de la forme
ty = o.
Formons l'équation aux y des points d'inlerseclion. lÀeniplaçanl jc- -h y^ par a: -+- ty dans (i), il vient
* {j^ -h ty)'- — .r^H-r-^o
ou
2a.- ty + /'^(^-H- i) := o.
Divisant par y. ce qui ne peut éliminer que les poinis O et A, nous lirons de là
Portons dans (2)
.Af'+^y
ty = o.
Supprimant encore le facteur^, il vient
Portant dans (.'>), nous avons ( 5 ) .r :=
Les équations (4) et (5) constituent les équations paramétriques demandées.
Montrer que la surface S
( I ) \/:r -+■ sjy H- \/~z =
est unicursale. Calculer son de^ré.
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9." Toute section plane est une quai tique unicursale : lieu de ses points doubles.
3" Etudier les sections par les plans tangents.
1° On salisfail iilentiqueinenl à l'équalion i i i en posant
(2) j:- =r H^, y nrC", z =^ ( u — i' — I)-.
La surface e.^t bien uiiinirsale. Au point M(\r, j', z), nous ferons rorres pondre le point //i u/, i) dun plan () u^\ Ce point ni sera appelé V image (le M.
l'our avoir le <legré <le S, il suffit de la couper par une droite quelconque. Dn obtient deux équations de la forme
A«-— Bi'*^- C( «
(|ui représentent chacune une conique du plan i)uv. Ces deux coniques se coupent en (|uatre points, tous quatre variables ('l avec les coefficients A, B, ( ], I). Donc, la surface S est du quatrième degré ( cf. Gliap. 1\ . Exercice résolu n° 1 ).
2" Toute section plane a pour image, dans le plan O^/r, la conique (3). < )r. cette conique est unicursale ( n*^ 2fJo i. Il en est donc de même de la section puis(|ue, si Ion exprime u et c en fonction rationnelle d'un paramétre t et qu'on porte dans ( 2 i, on obtient évidemment des expressions rationnelles.
< >n sait qu'une quarti(|ue plane unicursale pf)sséde, en général, trois points doubles ( n' 2(j() i. Four obtenir ceux de la section ci-dessus, nous devons chercher un point xM (|ui ait deux images m et ni' distinctes. Nous devons a\ oir :
î. î'. z' désignant zc i . Voyons les combinaisons possibles pour ces trois doubles signes. On doit d'abord éliminer £=:ic':=H-i, (|ui ne donnerait pas deux points ni et ///' di>lincls.
I. — La troisième équation (4 ) devient
,1 L( s droites doubles repiésenlL-es par les coeflicienls de A, !!, i'.., I» d'uni aucun point commun.
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Si Ion prend £";-r^i, on a v = o; les deux points /n et ///' sont encore une fois confondus; celte hypothèse est donc inacceptable. Si l'on prend e" = — I, il vient
Si l'on porte dans (3), on obtient deux valeurs opposées pour c < )n trouve donc bien, sur la conique ( o), deux poinls /n et m' distincts et donnant le même point M de la section. Ce point est un premier point (hmble. Son lieu est défini par rétpiation (5), (|ui donne, en portant dans (2),
(6) .a? --= I, y =r G, c'est-à-dire une droite D.
II. £ = — I, £--+!. — ( )n trouve, de même, un deuxième point double^ défini par c r - 1, et dont le lieu est la droite D' :
III. f=. — 1, £':= I. — Il faut prendre £'' = -+- i et
Cela donne un troisième point double, dont le lieu est la droite D":
Kn résumé, les trois poinls doubles de la section par un plan II sont les points de rencontre de ce plan avec les trois droites D, D', D", «jui sont trois droites doubles de la surface. Uemarquons (|ue ces trois droites concourent au point r,)(i, i, 1). Donc, si le plan II passe par (,), les trois points doubles viennent se confondre suivant le point triple w, qui est un point triple de la surface (cf. Chap. XllI, Exercice proposé n" 18).
3° Si II est tangent, son point de contact est un quatrième point double; donc, la section se décompose (n°266). D'ailleurs, d'après ce (|u'on vient de voir, ce quatrième point double ne saurait avoir deux images distinctes, sans quoi il serait sur l'une des droites 1), D', D". C'est donc que la conique (3) a elle-même un point double; par suite, elle se décompose en deux droites. A chacune de ces droites correspond une conique sur la surface. L'intersection se compose donc de deu.r coniques.
Les coordonnées ( //, cj du oint double de (3) doivent satisfaire aux
trois é({uations dérivées ( n° 431 ) :
/ Am + C(« -I- «' — i) =^ o, (lo) \ B (^ + G(a + (' ^ I) = o,
Si l'on élimine «, r, on a Véquation langenlielle de la surface (il) ABC + D(BC + CA+AB) = o.
On voit (}iie la surface est de tioisiènie classe.
En résolvant par rapport à u, r, ou a les parainèliies du point de contact
en portant dans (2), on a ses coordonnées
(]lierchons s'il est possible (jue la conique (3) soit une droite double. Les équations (lo) doivent alors se réduire à une seule.
Si C^o, les deux premières doivent être vérifiées identiquement
quand on y remplace ( m + c — 1) par — :; cela exige A zin B = D = o. Le
plan n est le plan des vy. 11 est tangent à S tout le long de la conique \" représentée par l'équation
et dont l'équation dans xOy est
(|ui montre que F" est ui\& para Ijole tangrnir à Or el à Oy.
Les hypothèses A^o et B^o conduiraient à deux paraboles analogues r et F' des plans y02 et sO.r.
l'nlin, l'hypothèse D =z= o conduit à la coniciue F du plan de l'iiilini. qui a pour image la droite de l'infini du plan O uv et qui se trouve sur le cône
( 1 0 ) .T* + y' -\- z- ~ 2{yz + zœ + xy ) = o.
En résumé, tout plan (an geni coupe suivant deux coniques généra-
lenient dislinctes. Mais, il y a quatie plans particuliers, à savoir les plans (le coordonnées el le plan de rin/ini, qui sont tangents à la surface chacun le long d' une conique. Ces quatre coniques de contact sont sur une même quadrique, d'équat on
(17 ) .r- + jM- ;-— 2( j- + zx -f- jc y) — 2(x + y-i-c)-T-i = o.
Nota. — La surface que nous venons d'étudier porte le nom de surface de Steincr. Elle est la transformée liomographique de toute surface non réglée définie par des équations de la forme
(.8) a: = il, y=à, ,= fl,
.f\-< fil fil .f\ désignant ({uatre polynômes quelconques du second degré en «, r.
\. .Montrer ([ue les courbes des l>\ercices proposés n°* 3 et h du Chapitre IV sont unicursales el en trouver les équations paramétriques rationnelles.
2. Montrer que la courlte de ri'>s^ercice proposé n" 5 du même Chapitre est unicursale (|uand elle est algébrique.
3. i'rouver les équations paramétriques rationnelles des courbes
.r (ir- -f- /- ) -4- axe"- +26 xy -+- ex- = o, x^ -+- y^=z a xy,
.r''-+- 2J*+ X^-^r 3.r'-r -h 4 V^= 0> ^fn _^ j/ii —. ym-l .
(a-^ -f- j- )- -H ( 3c ^ + 3 V ) {.f- + y- ) -\- a x^ -+- 2 h xy -+- cy- = o , (./■- — 7- — .r + I )- -H ( x — y )2 ( 2 .z- — y -+- i)"-
V. On considère la slrophoïde (S) d'équation
ï° Trouver ses é(|iiations paramétriques rationnelles.
2° Condition pour que trois de ses points soient en ligne droite.
3° La tangente en M coupe la courbe en M,; la tangente en M; coupe la courbe en Mj, el ainsi de suite. Calculer le paramètre du point M„. Quelle est la position limite de ce point pour n infini ?
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4" Conditions poui" que les tangentes en quatre points, puis en trois points, soient concourantes.
5° Montrer que, sur la lanoente en M, il y a un point P tel que les trois autres tangentes issues de ce point aient leurs points de contact sur une même droite (l>). Lieu de cj point et enveloppe de (D) quand M décrit (S).
(•'' Montrer ([ue les cordes vues de lorigine h)us un angle dioil passent par un point fixe de la courbe.
7" Condition pour que quatre points de la courbe soient sur un même cercle (C). On suppose ({ue les tangentes en ces quatre points corcourent en un même point P. Tiouver, dans celte liypotlièse, le lieu de P et montrer ([ue le cercle ( C) engendre un faisceau.
8° Montrer (|ifil y a deux, familles de cercles bitangeuts. Pour chacune d'elles, la corde de contact passe par un point lixe de la couibe, qui est le centre d'un cercle fixe orthogonal à tous les cercles de la famille.
Soit la courbe (C) d"t(|ualit)n
a^ -!- J^ ^= ax"^.
1° Condition pour que les tangentes en trois points soient concourantes. Condition pour que six points soient sur une conique.
2'^ Quelle relation géométrique <loit exister entre deux points P et P' |jour ([ue les jioints de contact des tangentes issues de ces deux points Soient sur une même conique (Si? Lieu de P' quand 1* reste fixe. JMontrer que, dans cette hypothèse, la conique iS) passe par quatre points lixes.
3° Trouver les cercles (jui coupent (C) en six points dont les tangentes sont tangentes à une même parabole (II). Montrer (|ue toutes les paraboles (II) sont inscrites dans un triangle llxe.
G. On considère la leniniscate de l'Exercice résolu n" •!.
i« (Conditions pour <[ue (juatre points Mi, AL, Mj, iM;, donnés par leurs /, soient sur nn même cercle ou sur une même droite.
2° Soient C et C les centres des cercles OMjAL, et OM3M4. Démontr. r ipie la condition nécessaire et suffisante pour (|ue les (|uatre points soient sur un même cercle est que les droites OC et OC soient symétriques par rapport à O.r, Pour ([u'ils -oient en ligne droite, il L ut et il suffit que (v soit la projection de O sur la polaire de C par rapport à une certaine hyperbole écpiilatère (II ).
3" Lieu (II') des centres des cercles tangents à la courbe et passant par (_).
IIaac. — /-.'xc/cices, It. 'J
4" Soit 1 le cenlre du cercle laiigenl en JNl et passant par O. Pour (|iie les quatre points Mj, Mj, M3, M; soient sur un même cercle (T), il faut et il suffit que les quatre points 1,, Ij, I3, I4 correspondants soient sur un même cercle (y). E((uation de (y), connaissant celle de (T) et inversement. Pour que (T) soit une droite (A), il faut et il suffit (jue (y) passe à lorigine ; (A) est alors la polaire du centre de (y) par rapport à l'hyperbole (H') de 3°.
5° Par tout point M de la Jemniscate, on peut mener quatre tangentes autres que la tangente en M (deux seulement sont réelles). Montrer que leurs quatre points de contact sont sur une même droite, qui enveloppe (H') quand M varie, et qui est symélri(|ue, par rapport à O, de la perpendiculaire au milieu de OM.
[Pour 2°, poser ^, -h t^z=z p^ Uh~-=^ (]'■, calculer /9, q en fonction des coordonnées de C; puis .Si, ^,1 •^3, ^\ en fonction de />, q^ p' . 7', au moyen du produit {t^— pi-+- rj){r' — p' / ^ q').
Pour 4", calculer les coordonnées de I en fonction du / du point M. Puis, exprimer que I appartient à un cercle (|uelcou([ue (y). Comparer l'équation obtenue avec celles de 1".
Pour 5", on peut vérifier analytiquement, en se servant de léquatiun de la tangente. On peut aussi, plus simplement^ trouver une démonstration géométrique, en appliquant les propriétés de 2° à chaque tangente issue de M et utilisant ensuite 4°-]
Soit la courbe (C
X^t, y^^l', Zz:=zL\
I" Trouver les équations fin plan qui passe par trois points donnés et de la droite qui joint deux points doniu's de celle courbe.
2" Démontrer que, par tout point P de l'espace, on peut mener trois plans oscillateurs à (C), les points de contact étant dans un même plan avec P,
3" On considère deux points variables M et J\l' qui sont en currespondance homographique et involutive sur la couibe, cest-à-dire dont les / sont liés par une relation homographique involutive (n" j YO). Trouver
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le lieu de la corde MM et celui de la droite d'inlersection des plans osculaleurs en M et M ,
.\" Conditions pour que six points ou cinq points de la courbe soient sur une même sphère. Chercher les sphères trifangentes ; lieu de leurs centres; lieu du cercle passant par leurs points de contact; eineloppe de ces sphères.
[Pour 1°, on intrrjdiiira les fonctions symétriques élémentaires des paramètres des points considérés. Dans l'équation du plan, on posera /. = 5, t^-r- t.j=z p, txt^=rj; en annulant le coefficient de 5 et le terme indépendant, on aura les équations de la droite.]
y. Soit la courbe (C)
i"^ Trouver les équations de la sphère qui passe par {|ualre points donnés et du cercle {|ui passe par trois points donnés de la courbe. Lieu de ce cercle, quand son plan passe par une droite fixe ou est parallèle à un plan fixe.
'.° Equation de la sphère osculatrice au point de paramètre t. Par tout point P de l'espace passent quatre de ces sphères. Lieu de P, pour que les quatre points de contact soient sur une même sphère avec 1'. [ Ltiliser les indications données sur lexercice précédent.]
K). On considère la courbe délinie par les équations
1° Condition pour que ([ualre points soient dans un même plan.
2" Montrer qu'il v a deux familles de plans bitangents.
3* Le plan o-culateur en M coupe la courbe en p.. Montrer que, réciproquement, le plan osculateur en fj. passe par M. Prouver que la droite M p. s'appuie sur deux droites fixes, en deux points conjugués harmoniques par rapport à M y.. Le lieu du milieu de M fjt. est une cubique. Condition pour que celte cuijique soit plane. Lieu de la droite M p..
1° Montrer que par tout point P de l'espace on peut mener (jualre plans osculateurs à la courbe et que les points de contact sont dans un même plan passant par P.
I Pour trou\er les droites fixes de 3", on calculera les coordonnées des
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])oiiits qui divisent M [j. dans le rappoil ± -• \ propos de 3° et ^°, on
vérifiera que les tangentes apparliennenl à un complexe linéaire {cf. Cliap. XIN , Exercic-i résolu n" 4 ).]
1 1. Soit la courbe (C)
^ ce*.
1° Condition pour que quatre points soient dans un même plan.
2° Par tout point A de lespace, on peut mener quatre plans osculateurs, dont les points de contact sont dans un plan passant par A. Le plan osculateur en M coupe la courbe en M'. Montrer que le plan osculaleur en M' passe par M et trouver le lieu de MM'.
3° lùpiation générale des plans bilangenls. Soient M et Mi les deux points de contact de l'un d'eux. Montrer que la droite MM, enveloppe une courbe analogue à (C). Montrer que, par la tangente en M, on peut faire passer deux plans bilangents, de points de contact M, et M^j. l^ar la tangente en M], on peut mener un second plan bitangent, de point de contact M,; et ainsi de suite, jusqu'au point M„, En partant de M_,, on peut obtenir, de même, une autre série de plans bitangents, tle points de contact M 2) ^^-3, • • •? M._/, . Calculer les coordonnées de M„ et de M-„, en fonction de l'abscisse de M. Trouver les positions limites de ces deux points, pour n infini.
4° l*ar tout point P de l'espace, on peu t mener quati'e plans bitangent?, dont les huit points de contact se répartissent en deux groupes M, M', M", M'" et Ml, Mj, I\r[, M™, tels que les quatre points de chaque groupe soient dans un même plan. On considère les quatre points M„, M,,, M^,, M™, déduits de M, M', M", M'", comme dans 3°, Montrer qu'ils sont dans un même plan (Q^) et (|ue les plans bitaiigents coriespondants concourent en^un même point P„. Calculer les coordonnées de P„ et l'équation de (0„), en fonction des coordonnées de P. Mêmes questions pour les points M_,,, M'_„, M'L„, M!l„. Montrer que les points P„ et P_,j sont tous sur une courbe analogue à la proposée et que les plans (Q„) et (Q^n) sont tous osculateurs à une courbe analogue à (C). Limites de P„, P_,m (Q-;). (Q_„), pour /i. infini.
12. Calculer, par la méthode du n" 270. le degi'é de la surface de
l'Exercice proposé n" 8 du Chapitre IV. Montrer que cette surface est
coupée suivant deux courbes unicursales du quatrième degré par la
'•urface
Calculer le desré de la surf.ice
in — ■.■
Monlrer que clia([iie seclion plane esl uuicursale. Etudier les sériions qui se décomposent,
[Les images des sections planes {^cj. Kvercice résolu n° 3) sont des cubiques ayant cinq points communs. Ces cubiques sont à point double. Elles peu^ent se décomposer en une droite et une conique ou bien en trois droites. Le plan sécant est alors tangent ou bien bitangent. Le? plans bitangents sont les plans oscnlateurs d'une cubique g-auche.]
TI1É0RII-: DES r.NVELOPPES,
EXERCICES RÉSOLUS
1. Soient deux axes rectangulaires Ox. Or. A tout point M da plan, on fait correspondre la droite AB, qui joint lès projections A de AI sur Ox et Yi de M sur Oy. Lorsque M décrit une courbe (G), AB enveloppe une courbe (E).
1° Démontrer que le point de contact de AB a%'ec (E) se trouve sur la symétrique de la tangente en M à (G) par rapport à MA.
2" Trouver Véquation c?e (E). lorsque (G) a une équation de la forme
1° Soient (a, |3 ) les coordonnées de M. L'équalion de AB est
Le point de contact F de AB avec l'enveloppe est défini par (i) et par l'équation dérivée par rapport au paramètre /. en fonction duquel sont supposées exprimées a et p :
D'autre part, la symétrique de la tangente en M à (G) a pour équation (3)
Il nous faut vérifier (|ue les trois droites (i), (•< ). (3) sont concourantes. Pour cela, nous éliminons la variable d'homogénéité entre (i) et (3) et nous devons retrouver (2). C'est ce (|ue le lecteur vérifiera sans aucune peine.
Solution géométriijue. — Gonsidérons deux positions voisines M el M'
TIIEORIK DIS E.WELOl'I'K?
du point AI (//,:,'. 3i). Les droi(es AB, A'B' correspondantes se coupent en un certain point Q. Je dis (jne ce point se trouve sur la iliagonale RN du rectangle MR.M'IS'. Pour le démontrer, appliquons le théorèuje de
R Mj,-'-^
Ménélaiis au triangle MAB et aux points \, R, O. Il faut prouver (|iu^
!\B RM OA _
A' A BO BB
Cette égalité résulte é\ idemment de la similitude des triangles A'IJA et A'B'O.
Cela posé, imaginons «jue M tende vers M. La droite MM' tend vers la tangente en M à (C). La droite R.\ tend vers la symétrique de celle tangente par rapport à MA. D'autre part, Q tend vers le point de contact de AB avec(E) (n" 273). Comme R.\ passe constamment par Q, il en est de même à la limite et la proposition de l'énoncé est établie.
2" Il nous faut chercher Tenveloppe de la droite (i), sachant que a et 3 sont liés par la relation
.appliquons la règle du ï\P 278. \ous devons éliminer a et j^
entre (i). {'\) et
ou
MX
/??a"'-' /yrS'"-'
Appelons p la valeur comuiune des rapports ci-dessus et portons les valeurs de a et de (3 qu'on en déduit dans (i) et (4) ; il vient
-.yiii -+■ 1 _i , m -!- 1 —
■,in\ y.'/<-Hl_;_ t'//H-1 ) /^/
Eliminant o, nous avons l'équation de l'enveloppe
>n III in-l
( j^"i + l _)_^ yin-t-l ) -^- l^iii
m III m
Comme application, on a l'enveloppe des segments de longueur / , qui s'appuieni sur Ox et Or. 11 suKit, en elTet, de prendre «t — 2 . L'équation (6) devient alors
( 7 ) x" —y^' — /. * ( cf. n° GOO ) .
Soil la droite D
Trouver son enveloppe en y considérant successivement t et A comme seule variable. Trouver ensuite V enveloppe de ces enveloppes.
Enveloppes /. = const. — I^'équalion (i) est du troisième degré par rapport à t. On peut assez aisément exprimer qu'elle a une racine double, en éliminante entre les deux dérivées. On obtient ainsi l'équation implicite de l'enveloppe, qui est du quatrième degré en a, y et du septième degré en ).. Mais on ne voit guère le moyen d'en tirer parti.
Essayons plutôt de calculer les é(iuations paramétriques de renveloppe (ii° 272). Pour avoir des calculs simples, divisons (i) par t et dérivons s iulement ensuite par rapport à t^ de manière à éliminer du même coup x.
'ini:OUlE DES ENVELOPPES.
Nous pouvons alors calculer y, puis /■, en portant dans (i). Ces calculs sont faciles et donnent
L'enveloppe E> est une courbe unicursale du f[uatrièrae degré. Les équations [■>. ) permettraient de la construire aisément, pour toute valeur
numérique attribuée a /.. Les dérivées -r— et -r- > qui servent pour cette
construction (n° 2V'2 i. sont, en elTet ( '),
dx _ 2 À- ( Z^ — /. I- ôy _ X l- / (7^ -I- 7. ) _
dt
ôt
ioA^—'i.y- '
l'étude de leur signe est immédiate.
Tour déterminer l'enveloppe des courbes E> , appliquons maintenant la méthode du n° 270. On a
ôx Â^(4^' — 13>.^'+ 4>'> Oy 7.i-(^i^ — '/.)
dt. "^ d'où l'éijuation
{■xf—\)'-
i' }^ ( À ^ t^)(8f'^Mr/.f'^3 }.2 ) =
La solution ^ ir^ u nous donne l'origine comme });int liniile, solution singulière sans intérêt.
La solution /^m — /. nous donne trois points de rebroussement de L>
(dont un seul réeh, puisque, lorsque cette égalité a lieu, lesdérixées
âr ôv , , , ^/A » /^' • I •
— — et -;— s annulent toutes deux in" 202 1. L. est aussi une solution dt dt
singulière ( n° 27o i.
<Juant au dernier facteur, trinôme du second degré en t^, il sannule
pour r^:= - et l^'^ y}.
l'our l^= -} x et y sont infinis. Mais la tangente, <|ui est toujours
IL
(') On peut se borner à faire le calcul «le la plus siuipic, — > car le rapport
'Tiï doit èîrecgal au coeflicii-nl angulaire de la tangente (i), c'est-à-dire à — r-
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donnée par l"é([ualion ( i ), ne coïncide pas avec la droite de l'infini. Celte
dernière ne fait donc pas })artie de l'enveloppe et la solution t^=: - est
une solution étranj^ère (').
rinalement, il ne nous leste plus (|ue la solution
(6) t'^jl,
qui va nous donner la véritable enveloppe. En remplaçant, dans (2), / par - t'\ nous avons les é(|uations paramétriques de cette enveloppe, soit
Elles représentent une courbe unicursale du septième degré, que nous laissons au lecteur le soin de construire.
Enveloppes t ■=. const. — L'é(|uation (i) est du second degré en },. En écrivant qu'elle a une racine double, nous avons immédiatement l'équation de l'enveloppe E^
Nous obtenons une parabole qui passe par trois points fixes, à savoir l'origine et deux points confondus avec le point à l'infini sur Ox. On. sait donc, à l'avance, qu'il ne reste sur cette parabole; lorsque L varie, ((u'un seul point limite variable. Elfectivement, dérivons (8) par rapport a t\ nous avons, en divisant |)ar ^■-,
(9 ) "ix -\- 'il- y = o.
De là, nous tirons ./■ et portons dans (8). Après suppression de la
o solution singulière vr=<>, il nous reste )■ = -^ t^ ; après quoi, (9) nous
donne x :^ t'.
Finalement, nous voyons que l'enveloppe des courbes E^ est la même
que celle des courbes E) .
(') Elk- sVxplique par le t'ait que l'équation (5) a été obtenue en écrivant que les tangentes à E-^^ et à son enveloppe avaient mèiue direction. Or, si cela suffit pour la coïncidence de ces deux droites, quand le point de contact est à distance (inie, il n'en est pas de même quand il est à l'intini.
THIiORlE UES ENVELOPPES.
Remarque. — On peut se demander si celte coïncidence est purement Corluite ou bien résulte d'une pro[)Osition générale. C'est ce dont nous allons essayer de nous rendre compte.
Soit une droite
(lu)
lî r n- C
dont les coefficients A, B, G sont des fonctions quelconques de deu\ ])aramètres indépendants u et c. Si Ton donne à r une valeur constante, elle envelop])e une courbe E,,, définie par (lo) et
du
du
dC du
Si maintenant c varie, E„ enveloppe une certaine courbe E. Soient M un point limite et T la tangente en ce point. Comme T est tangente à E^, c'est la droite (loi qui correspond au paramètre ç de E^, et an paramètre u de M sur E,,, lequel est une certaine fonction inconnue de c, soit u -^ o{v). On })eut évidemment considérer E comme l'enveloppe de la droite ï, c'est-à-dire de la droite (lo), quand u et c varient, en étant liés par la fonction o. Les coordonnées du point M satisfont donc à réfjualion
âv
âC
ou
âC
Mais elles satisfont aussi à (ii), })uisque _M est sur Ej,. Dans ce? conditions, le coefficient de 9'(i') est nul et il reste
d.^ dW dC
— - ;r -4- -— r + -T- = « > dv av dr
l*]n définilise, les coordonnées du point M doivent vérifier les trois éf[ualions linéaires ( i n i. ( ii ), ( i 2 i, ce qui exige :
Ou du du =^ <»•
à^ àji dC
d^ dv dv
Celte éf|uation nous définit précisément la fonction inconnue (?{v) et l'on peut dire que 1*2 est l enveloppe de la droite (10) quand u et v varient en étant liés par ( i3). On voit que les rôles joués par les deux, variables // et v sont à présent symétriques; donc, la courbe E peut être
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indifféveitimenl regardée comme l'enveloppe des courbes E„ ou V^^,. La coïncideuce remarquée tout à l'heure n'était ]»as fortuite.
Le lecteur retrouvera très facilement les équations (6) et (7 1 en appli- (|unnl l'équation (i3) à la droite (i) et cherchant renvelo})[)e de cette droite, quand on a (6).
W. Les axes Oxyz étant rectangulaires^ on donne une droite \) parallèle à Oœ et rencontrant Oz. On considère le paraholaïde de révolution (11) obtenu en faisant tourner^ autour de Oz, la parabole de foyer 0 et de directrice \).
1" Trouver V enveloppe ( E) des sphères (S) (pii sont tangentes à D et ont leur centre sur ( 11 ) .
:>.° Trouver le lieu du centre des sphères (S) dont u n point de contact avec (E) se trouve dans un plan donné parallèle à xOy.
3° Trouver T enveloppe ( 1' ) des s/>hères ( S ) qui passent par un point donné M de Oy. Trouver l'enveloppe de (P), quand M décrit Oy. Que sont les earacléristiques de cette envelopjpe /
L'é(|uation du paraboloïde (11) est, en aj>pelanl a la cote de D,
(i) x"- + y- -^ -Kaz — r<-=^().
Si a, j3, y sont les coordonnées du centre m de (S), on a donc
D'autre part, pour y z^ i) et z ^n r/, 1j [Meinicr membre de l'écpiatiou de (S; doit se réduire à {x — y.)-. < 'n en conclut immédiatement que cette équation est de la forme
{?) ) u-^-H y^ -\- z"-- — 2 ax — ■>. ^y — '.y ; + a- — «-H- >,yaz=o
ou, en remplaçant y par la valeur tirée de (?. ),
(4) ^^ + j2_^ ..î_ .^ax -- ■>.,Sj -r- ^-^ . -- [3'^3Z o.
Telle est l'équation générale des sphères (S), en fonction des deux paramètres arbitraires a et p.
i" Dérivons par ra[>jtort à ces paramètres (n" 'l^'l) : , ^ , ciz ^(z — a)
De là, nous lirons a eL 3. V.n portant ensuite dans (4)- l'ous avons l'é([iiation de l'enveloppe ( E)
ay-z
:■ —a z ( c — rt )- (- — aV-
oii, en chassanl les dénominateiirs et ordonnant par groupes homogènes.
I <j I c-( .1- -■- V- -- z- ) ~ lazi .x--^ y--+- z- ) -^ a-{X^- + z"- ) =. <k
La surface \\l) est une surface du quatrième degré, dont l'élude a élè proposée à iJ^xercice n" 9 du Chapitre X\ I.
•'." Les points limites de (S) sont sur la droite définie par les équ,;tions ( 5 ). Leurs cotes sont obtenues en tirant x Qi y de ces équations et portant dans (\ i,-ce qui donne, lous calculs faits i ' ).
Nous avons d"abord la S'ululioii z rz: a, à laquelle correspond le point de contact M de (S) avec D. L'autre point limite N, qui est seul a décrire toute la surface (E ). esl donné par Téquation ( ' )
S'il reste dans un plan fixe parallèle à rOy, sa cote ; demeure constante. Le centre w de (S) décrit alors une biquadratique gauclie, intersection de (11) avec le cvlindre du second degré représenté p;ir l'équation (8). où Ton regarde a et j3 comme les coordonnées courantes ( •' I.
En Icnnnl conipie de (2), celle équation j)eut aussi s'écrire
D'oii il résulte que noire biquadratique se projette sur yOc suivant
une parabole d'axe O^, de sommet A et de paramètre — *•
3" Si /. désigne 1 ordonnée de M, on a, en faisant ./• z= o, y ^ )., z =io
(') Ordonner |iar rapport a a- il [>-.
(-') Si l'on lirait^ de celle ('quaLion et i|u'on porte ensuite dans (5), on obtiendrait des équations paramétriques ralionnellts île la surface (E), qui est donc unicursalc.
(•') Ce cylindre nV-sl réel (jue si c est compris entre zéio cl 2«, auquel cas il est liyperitoliquc.
dans l'équation ( 4 ),
( ro)
CIIAI'ITRF. \1\.
Si A demeure constant, il en est de même de jS et l'on peut dire que les sphères (S) qui passent par M se rangent en deu\ classes, obtenues en remplaçant successivement, dans (4), (3 par les deux racines de l'équation (lo). Nous allons donc, tout simplement, regarder j3 comme constant dans l'équation (4) et chercher Tenveloppe (P) de (S) dans ces conditions.
Le paramètre a, qui demeure leseul variable, figure au second degré. Nous pouvons donc écrire immédiatement l'équation de notre enveloppe (n"272j :
;[rt(.r5 4-y-
Celte surface est une cjclide ( n° 08:^) ilu troisième degré. Le cercle caractéristique de (S) est défini par l'équation (4) et par l'équation dérivée par rapport à a. soit
y.z — ax r^ I ) .
Il passe par deux points fixes, situés sur O )' et dont les ordonnées sont les deux racines de l'équation (101 en \. Ceci était, du reste, à prévoir, puisque la sphère (S) passe constamment par ces deux points, quand [3 reste constant.
En outre, il s'appuie constamment sur D, car il passe i)ar le point de contact de (S) avec cette droite. Cela nous donne un mode de génération très simple de la cyclide (P).
Clierchons maintenant l'enveloppe de (P), lorsque [3 varie. L'équation (1 I ) est du second degré ])ar rap])ort à (3. Nous pouvons donc encore écrire immédiatement l'équation de cette enveloppe. Au facteur ; près, on retombe sur l'équation (6).
Le facteur ; ne corresj)ond pas à une partie de l'enveloppe, car, ])Our ; rir o, l'équation (11) se réduit à .r-zno. Le plan des xy coupe (P) suivant la droite y?.ze Or. 11 lui est d'ailleurs tangent tout le long de cette droite, comme on le constate en transportant l'origine en un point quelconque de Oy.
La véritable enveloppe est la surface ( E) de lotit à l' heure. Cela était du reste à prévoir, en vertu du théorème de l'Exercice i)roposé n° IG.
Pour avoir la courbe caractéristique, dérivons (ji) par rapport à (3. Après suj)pression du facteur z, qui correspond à la caractéristique sin-
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gulière Oy, il reste ^
(.3) ^{=.-a)-ay=--o,
(|iii représente un plan passant par D. La droite D est aussi une caractéristique singulière, car elle fait partie de toutes les surfaces (P), comme nous l'avons remarqué plus haut.
En dehors de D, le plan (i3) coupe (Pi sviivant une conique, qui est nécessairement un cercle, ])uisque (P) est une cvclide. Ce cercle est ht véritable earaclérisliqtic cherchée,
i. Déterminer les courbes dont les tangentes s'appuient si//- une courbe donnée. Application aux courbes de longueur nulle.
Soit (C) la courbe donnée. Toute courbe (y), dont les tangentes s'appuient sur fC), est l'arête de rebroussement d'une développable passant par (C) et dont les })lans tangents sont, par consé([uent, tangents à (C). Réciproquement, si une dévelo})pable est renvelo])])e d'une famille de plans tangents à (C), toutes ses génératrices s'appuient sur (C) et son arête de rebroussement fait partie des courbes cherchées. De là résulte la solution suivante :
En chaque point de (G), on mène un plan langent quelconque, variant, le long de (C). suiiant une loi arbitraire. Ce plan enseloppe une développable dont l'arête de rebroussement est la plus générale des courbes demandées.
Cette méthode peut s'appliiiuer même dans le cas où la courbe (C) est à l'infini. Le problème revient alors à chercher les courbes dont les tangentes ont un cône directeur donné. On les olnienl comme arêtes de rebroussement des développables envelo|)i)ées par dos ])lans ]>arallèles aux plans tangents à ce cône.
A})p!iquons ceci à la recherche des courbes de longueur nulle, c està-dire à tangentes isotropes i n° 180). Toutjilan tangent au cône isotroj)e de sommet O a une équation de la forme
Il a./H- yjK — 7-^ = '^)
Or, on peut satisfaire identiquement à relte dernière condition en
prenant
•.'-4o CHAIMTRE XIX.
Dès lors, réqualion (i) devient
i{ i -A- t-).v + {i — i-)r -h 2 Iz Tizo.
L ne famille quelconque de plans isotropes sera définie par une équation de la forme
( 2 ) i{\ — t-)œ + il — t-)y -{- 2t:. = 2f{i),
où fit) dési;^iie une fonction arbitraire de t. L'arête de rebroussement de l'envelo})})e de. celte famille est déterminée par l'équation ( ?/) et les équations déri\ ées première et seconde, soit
t{Lr—r) -h z=f'{l), /,r — r — f"{t).
Résolvant le système {■->.), (3), (.'|) par rapport à ./,_}', r-, nous obîenons les é [nations i>aramélriques de la courbe de longueur nulle la plus cénéiale
^Vv
Ces équalions servent de base à d'importantes recherches de Géométrie supérieure (' ) .
EXERCICES PROPOSÉS
On considère la droite (U), d'équation
ir (a- — a) -\- 3 ii u- — 2 y =z o.
1"^' Enveloppe (C) de cette droite, quand a varie. Calculer son é(piation. La droite (U) touche (C) en A et la coupe en B ; calculer les coordonnées tie ces deux poinis en fonction de //. On montrera que les coordonnées de B se déduisent de celles de A en changeaiil
u en — - •
■2" Soi l I \ I la droite obtenue poui- !/=:>. Pour chaque point P de ( S ).
C) Cf. Daiiljoux, Théorie i e: surfaces, l. I, p. 3|-^.
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on peiil mener deux tangentes à (Ci autres que (V). Soient <) et Q' leurs point- de contact. Connaissant l'abscisse de P, former l'équation (le la droite QQ'. Cherclier l'enveloppe i E) de cette droite, quand P décrit (\ I. Distiniruer. sur (Ei, les arcs pour lesquels Q et O' sont réels.
{Bourses de licence. 1S95.)
[Pour ce qui concerne l'enveloppe (Ej, calculer l'équation de QQ' en fonction du produit u^u-^^^fj des paramètres des points O et Q'.]
2. Etant donnés une involution (M, M' 1 et un point fixe O, trouver l'enveloppe de la perpendiculaire à OM' menée par M.
3. Trouver l'enveloppe du cercle 0\N', dans l'Exercice proposé n" 12 (lu (Chapitre \ .
\. On donne un cercle et un point A dans son pian. Par ce point, on mène une sécante variable, qui rencontre le cercle en deux points M, M'. I^nveloppe du cercle de diamètre MM'. Cas où le point A se trouve sur le cercle donné.
5. Trouver l'enveloppe des cercles (C) de l'Exercice proposé n° 2 du Chapitre XI.
(). Même question pour les cercles de 3% dans l'Exercice proposé n° 3 du même Chapitre.
7. lùant donnés une ellipse et un point P de son grand axe, on mène, par chaque point M de l'ellipse, la perpendiculaire A à PM. Trouver l'enveloppe (A) de cette droite {antipodaire de l'ellipse). Montrer que le point de contact est le sommet, opposé à P, d'un rectangle admettant PM pour cùlé et la normale en M à l'ellipse pour diagonale.
Enveloppe de (A), quand P décrit le grand axe.
[Pour la dernière partie, utiliser la remarque de l'Exercice résolu n° 2. <)n introduira, comme paramètre, l'anomalie excentrique du point M.]
8. Les axes Ojuy étant rectangulaires, on considère le cercle (T), de centre O et de rayon R et la courbe {iV) définie par l'équation
Trouver ren\ eloppe des cercles orthogonaux à (F) et ayant leur centre
1 2 sur (C). Cas de //« =r: 2, -, — i . -r-
{Cf. Exercice résolu n" 1.)
H.vAij. — Exercices, II. ifi
9. Trouver l'enveloppe des courbes a = const. ou r =. const., définie^^, par les formules
Soit le plan (H) représenté par l'équation
,r cos« -+-y sin « -t- ('3 H- cos9. « H- «'-= o.
lo Quand u et r varient, (II) enveloppe une surface (i). Calculer les coordonnées du point de contact, en fonction de w, c.
2° Lorsque c seul varie, (H) enveloppe un cylindre circonscrit à (I) le long d'une parabole (P), section droite d.i cylindre. Calculer l'équation de ce cylindre. Déterminer et construire Tenveloppe (E) de l'axe de
la parabole.
3° Déterminer l'arête de rebroussement deTenveloppe de (II), quand «
seul varie. Montrer que cette arête est une liélice (n" Olo) dont le cylindre rectifiant admet (E) pour section droite.
{Certificat de Mathématiques générales, Cleritiont-Ferrand, juin 1914, ex-trait de la composition écrite.)
11. On reprend les notations de l'Exercice proposé n» -V du Chapitre XII et l'on demande :
1° L'enveloppe de la sphère (S), quand les points M et M' sont quelconques;
2» L'enveloppe de la sphère (S), quand les plans (M, D') et (M', D) sont rectangulaires;
3-^ L'enveloppe de la sphère (S), dans les conditions de 5° de l'exercice
précité ;
4° L'enveloppe de la sphère (S), quand la distance de M' à D égale la
distance de M à D'.
On considère, dans cette hypothèse, le cercle qui a pour diamètre MM' et qui est orthogonal à D. Trouver l'équation de l'enveloppe de son plan, ainsi que les équations paramétriques de l'arête de rebroussement de cette enveloppe.
12. Étant donné le trièdre trirectangle Oœyz., on prend les trois points variables A sur O^-, B sur Oj, G sur Oz. Calculer les équations des enveloppes du plan ABC et de la sphère OABC, en supposant successivement :
lo ÔÂ -^ÔB -hÔC =/. ;
2° ÔX' + Ôb' -h ÔC' = /■- ;
30 OA . ÔB . UC := niK
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Calculer également léquation de l'enveloppe de la sphère, en supposant à la fois I" et 2".
[Pour cette dernière partie, si Ion pose OX — ,,. Uïî=: h, ÔC ^ c, on a à éliminer a, b, c entre les équations
a.f — by et
Pour faire rapidement l'élimination, élever ce déterminant au carré. J
13. Enveloppe des sphères {!) et des sphères (S) de TExercice projjosé n^' 10 du Chapitre XII.
l'i. Vérifier que le cercle défini par les deux équations
l\.r — R r ianir5
jos9
xcos'5-i- jsin$(i-i- CCS- 5) — :;sin-Ô=r o
admet une enveloppe (y) et trouver cette enveloppe.
Calculer les équations des enveloppes de la sphère (i) et du plan {■!). \érifier que ces enveloppes contiennent toutes deux {y).
15. Si une courbe plane, dont le plan (P) est variable, admet une enveloppe, démontrer que chaque point de contact se trouve sur la caractéristique du plan (P).
16. Etant donnée une surface S dépendant de deux paramètres 11 et r, on considère l'enveloppe E^, des surfaces pour lesquelles le second paramètre a une valeur donnée v. Montrer que l'enveloppe des enveloppes E^,, quand c varie, n'est autre que l'enveloppe des surfaces S quand // et c varient indépendamment.
[On peut le démontrer analytiquement ou bien géométri(|uement par la considération des quatre surfaces S„.,, S„_^,,„,,, S„,,^,,.,, S„^,,„,,^,,,.]
17. Déterminer ni àe manière (|ue la droite définie par les équations
i-y ~ /HZ — o( — 2 = o, imL^x — -ily ~ m = o
ail une en\eloppe, quand i varie. Trouver celte enveloppe.
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18. Trouver les équations de la courbe la plus générale, dont les tangentes s'appuient sur un cercle donné. {Cf. Exercice résolu n° h.)
19. Même question pour les courbes dont les tangentes font un angle constant avec Oz.
Soit la droite
où A, B, C sont trois fonctions d'un certain paramètre /. Démontrer que les points d'inllexion de l'enveloppe de cette droite sont donnés par l'équation
ABC
Etendre ceci à l'arête de rebroussement de l'enveloppe du plan A .r 4- B 1- + C :; + D m o.
21. On considère une famille de cercles C orthogonaux à une sphère fixe ]!]. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que ces cercles aient une enveloppe E est que leurs axes engendrent une surface développable. Soit D 1 arête de rebroussement de cette surface; montrer que les cercles C sont les cercles caractéristiques d'une famille de sphères orthogonales à i et admettant D pour courbe déférente. Montrer que la courbe E est anallagmatique par rapport à i et que sa corde de contact MM' avec chaque cercle G est la caractéristique du plan de C. {Cf. Exercice n^' 15.)
COORDONNÉES TAXGENTIELLES .
EXERCICES RÉSOLUS
1. On considère la courbe {C),. dé finie par i équation tangentieiir
I" Calculer son équation ponctuelle.
20 Toute droite D„ la coupe en six points. Les tangentes en ces sijc points sont tangentes à une même conique (T). Ouelle est l'envelojq^e des droites D^, pour lesquelles cette conique est un cercle/
3° Trouver les points de rebroussement de la courbe (G).
a" Trouver ses asymptotes.
1" Nous devons éliminer u, c, ir entre les équations (n° 293) V ** / ■ = ^ >.uw.
^■*) ux -{- V y -r W ^ i>.
Tirons w de la dernière el portons dans les deux autres :
3 //--h ( //./•— ,jj--f- 2 U.r(u .1- -t- j) =; u; 3('--l- 2 U y{u .1- + V y) ~ (,.
Ces équations sont homogènes et du second degré en u. .. Éliminons ces variables par le résultant (t. I, u° 23i) :
[9( . + .r^) — ^..rr^jî-. 4 y3( 3 _ ,.>^ (Ga:—^ ^) = n.
Développons, ordonnons par rapport à y^ et di\isons par 3; il vient, tous calculs faits :
<^) 4j'"'— +v3jr(^2+cj) + 27(^-^-^ 1)-— o.
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Telle est réquation ponctuelle de (G). Elle est du sixième degré, conformément à la formule de IMiicker (') (n" 2Î)6).
■>° Ecri\ons que la droite D|,(//o, ''o, n,)) contient le point de contact de la droite \){ii, c, u), point dont les coordonnées sont données par (•>.) ; nous avons
(5) //(|(3//- + IV'-) -f- 3('ol'- H- 'HVqIIW ■=: o.
Les tangentes aux points de rencontre de (C) avec D„ sont déterminées par le système (i), (5) en //, c, w, système qui admet six solutions, conformément au degré trouvé plus haut pour la courbe. Ces six tangentes, satisfaisant à l'équation (5), qui est du second degré en M, c, (r, sont tangentes à une même conique (F), dont (5) est l'équation tangentielle.
Voyons si celte conique peut être un cercle. A cet effet (n° 468), procédons à la décomposition de la forme quadratique (.5) en carrés, en prenant sv pour variable directrice :
(6) — ("o"' + "^'o" )" + ^ l'oii' + 3('ot'- — — - l/'- = o. "o "o
Egalons les coefficients de i/- et de r- dans la forme quadratique restante :
(7) 3 //„(//„— rj — (»'^ =o.
Si l'on regarde, dans cette équation, Uq, Vq (Tq comme les coordonnées tangenlielles courantes, on a l'équation tangentielle de la courbe que doit envelopper Dq pour que (T) soit un cercle.
Cette équation représente une conique, qu'il est facile d'identifier. Les tangentes en ses points à l'infini sont définies par [y) et par l'équation dérivée par rapport à (T',,, soit \\\^z=z o. Ceci donne //f,= (), (V'y=(i, soit 0.r et //qI^ i',,, <ï'o= <>, soit la seconde bissectrice. Noire conique est donc une hyperbole, dont nous avons les asymptotes. Il serait facile de trouver une tangente particulière quelconque et son point de contact.
Si réquation (-) est vérifiée, l'équation (ô) devient
(8 ) (»^o" + "o»^)'+ 3//oCo(//-+ r- ) zzz o.
Elle représente un cercle, tie centre ( — -■> o | et de rayon i/ ^•
(') Il n'y a pas de tangente double, car les trois dérivées partielles, numérateurs de {:•.), ne peuvent s'annuler simultanément que pour a = v = (v = o.
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I{n tenant com[)te de (7). on trouve aisément que l'équation ponctuelle de ce cercle est de la forme
(g) j?--:-y- — 'iax — 3 = 0.
Il entendre donc un faisceau, d'axe radical Or.
3*» Cherchons les points M{a-. y) d'où Ion peut mener à la courbe trois tangentes confondues (n" 300).
L'équation
(in) ■ i/i-f- i'^ ^ (i(^ux -i- vyy- = <^
doit avoir une racine triple en — • Autrement dit, son premier membre
doit être un cube parfait, soit
,.3__ 1/3 __ 1/ (^f/ jp ^_ (• )-j- :^ (i- — '/.Il y^.
En identifiant, on trouve
y- =r 3 /.. > .ry =: 3 À- , i -1- .x- = V'.
Des deux premières de ces équations, on lire
rr s}.\T/.
r = c\/6/., j-z= — (2 = zni).
Portant dans la troisième, il vient '/.'=: ^ ou /. = y/4. Finalement, nous avons deux points de rebroussement R et H', de coordonnées (t \/3, a y3 . s/'i). La tangente en chacun d'eux est donnée par c z^ — '/.i/, i%'=^— ( ua- -i- ry). On trouve, sans peine, que son équation est
"i" D'après les formules {■>. 1, les asymptotes sont données par wtr ^ o.
I. 1/ := (). — En portant dans (1). on trouve r = o. Cela nous donne la droite de l'infini. Le point de contact a pour coordonnées homogènes (1,0, o), toujours d'après ( ■>. ). C'est le point à l'infini sur Or. Nous avons donc une branche parabolique dans la direction Ox.
II. nz=(). — En portant dans (i), on trouve, en ne s'occupant que du réel, 1'=^— (I. (^eci nous donne comme asymptote la première bissectrice.
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2. On donne la surface (S), d'équation tangenlielle (i) uvw ^ r{u^^ «'-+ tv-) = <).
i" Montre/' </uelle admet pour a.res de symétrie les axes de coordonnées et pour plans de svtnétrie les plans bissecteurs des plans de coordonnées.
1° Chercher les sections de la surface par les plans de coordonnées et montrer que chacun de ceux-ci coupe la surface à 45*.
3° Section de la surface par le plan
1° Si, dans l'équation (3) // J^' -i- (; V -T- «T*^ H- /■ = o,
on change r en — y et ; en — c, cela équivaut à changer c en — c et u' en — w ou bien, si Ton veut, u en — u et /• en — r. Or, aucun de ces changements n'inilue sur l'équation (i). U s'ensuit que les })lans tangents de la surface (S) sont deux à deux symétriques par rapport à Or. Celte droite est donc un axe de symétrie pour ladite surface. Un raisonnement analogue montrerait qu'il en est de même pour Oy et Oz.
Pour vérifier la symétrie par rapport au premier bissecteur des plans zOx et zOy. il suffit de remarquer que le chanizemènt de x en y et de y en .^•, dans l'équation (3), équivaut à l'échange de // et de v et que cet échange laisse invariante l'équation ( i ). Pour le second bissecteur, on changera, de même, u en — c et v en — //.
Pour les bissecteurs des autres dièdres, vérifications analogues.
2° Coupons par le plan des xy. Les plans tangents aux points de la section sont caractérisés par l'équation
obtenue en dérivant (i) par rapport à u' ( n° 307).
Si nous éliminons maintenant tr entre ( i) et (4 ), nous obtenons ré(| nation tangenlielle de la section :
On j)Ourrait, à présent, passer à l'équation ponctuelle. Mais, il est préférable d'interpréter géométriquement l'équation (5). Si on la divise
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par ^n^i>-, elle s'écrit
Or, et sont les serments interceptés sur les axes Or et Or,
à partir de l'origine, par la droite («, r, /) du plan des j:y. Dés lors, l'équation (6) exprime que le segment intercepté par ( )^ et Oy sur
celte droite a une longueur constante égale à -• <Jn en conclut ( n° (îOO)
que l'enveloppe de ladite droite, c'est-à-dire la section cherchée, est une hypocycloïde à quatre rebroussements.
Prouvons maintenant que les plans tangents à (S) le long de cette section font jo" avec f^O y, c'est-à-dire que l'on a
\/«--h- i'--F tr- \^'.
■ Or, celte équation résulte de l'élimination de /• entre (n et (4). f.a propriété est donc démontrée.
Les sections par yOz et zO./: donneraient lieu à des considérations analogues.
3° Les plans tangents qui ont leur point de contact dans le ])lan ( ■». ) satisfont à l'équation
( fiv + ■> iir ) — ( ^vu -^ 2 ('/•) + ( «(• + ■>. wr ) H {i(-^- i'--^ iv- ) := <>
ou
(7) {il H- r H- tv)--h 4/'(« + t^ + t»') — II.
Cette équation se décompose en deux :
(,8) // -r (' + w in: o,
( 9 ) M -h (^ + ir + 4 '■ — <J.
La première est l'équation tangentielle du point à l'infini dans la direction (i, 1, 1), qui est la direction perpendiculuire à notre plan
sécant. La seconde est ré(juation tangentielle du point A (y, y, - )•
\4 4 4/ Il suit de là cjue la section cherchée se décompose en deux courbes de troisième classe (y) et ('/'), qui sont les courbes de contact de (S) avec
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le cylindre circouscrk dont les génératrices sont perpendiculaires au plan
sécant et avec le cône circonscrit de sommet A.
3. Montrer que le degré d'une surface développable est égal à la classe de son arête de rehroussenienl.
Soient la courbe (G) et la développable (A) engendrée par ses tangentes. Le degré de (A) est égal au nombre de points de rencontre de cette surface avec une droite quelconque D de l'espace. Or, par chacun de ces points passe une génératrice de (A), c'est-à-dire une tangente T à (G). On en déduit un plan tangent à (C) passant par D, à savoir le j)lan (D. T).
Kéciproquemenl, si Ton considère un tel i)lan tangent, la tangente à (G) en son point de contact s'appuie sur D, en un point qui appartient à l'intersection de D avec (A).
On conclut de là que le nombre des points de rencontre de D avec (A ) égale le nombre des plans tangents à (C ) menés par D; c'est-à-dire que le degré de (A) égale la classe de ( C i.
EXERCICES PROPOSES
1 . Calculer les équations ponctuelles des courbes définies par les équations tangentielles
( n ('-(// + tr) — w'-^-z o,
( 3 ■) li^ -t- f ( tn- -r- W- I =r o.
Vérifier, sur les résultats obtenus, la formule de l^liïcUer ( n° 2îH)). •2. Soit la courbe (G), définie par l'équation tan-enlielle
/r'+ r'-+- u-^^ir (j.
Ivésoudre, pour elle, les questions de l'Exercice résolu n° 1. :}. Soit la courbe (G), définie par Téquation tangentielle (i) (>/-+ (--)//(■ -i- iv-{u-— c- ) = o.
1" Montrer qu'elle se superpose à elle-même, quand on la fait tourner d'un. angle droit autour de l'origine.
2° Montrer qu'elle est circonscrite à une infinité de carrés, qui ont
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pour centre Torigine et dont on cherchera le lieu de> sommets. Le^ quatre points de contact avec chaque carré ij) sont les sommets d'un autre carré i y i. qui se déduit de (F) par une rotation d'un certain
angle 0 — ^, suivie dune homothélie de rapport /.. Calculer tane S et /.
en fonction du côté la de (Ti. Étudier les variations de ces deux quantités, quand a croît de o à ^ ce.
3" Montrer que chaque cercle de centre O coupe (G) en 20 points, dont 4 sont les points cycliques comptés deux fois. Les 16 autres sont les sommets de quatre carrés, dont on discutera la réalité.
4° Trouver les points de rebroussement de (C ), ses points de rencontre avec les axes, ses asymptotes. Construire la courbe, d'après ces renseignements et ceux des parties précédentes.
[Pour 1°. changer u en — c et c en t/.
Pour 2°, on a
( ■'. ) a-iii-—i-
Puis,
y Y ux -h vy \v
En remplaçant r et y par leurs valeurs en fonction de a, c, .r et tenant compte de ( •>. 1, on trouve
tang5 = -iZl4i!!.
Pour 3°. éliminer (v^. L'équation est divisible par u^ ^ v'- ; puis, devient homogène en ,r-—i\ ,n\On obtient une équation du quatrième
degré en ■ ■, ^ et t on est ramené aux formules i ■> 1.
Pour la recherche des points de rebroussement. on prendra pour inconnues les coordonnées .r, y d'un de ces points et le coefficient angulaire m de la tangente correspondante. En appliquant la méthode du n» 300 et éliminant .r, y entre les trois équations obtenues, on arrive
à une équation r.-ciproque en ni\ Si l'on pose 0 = m'' -^ —, on trouve
mune équation du troisième degré en 5, admettant la racine 9 = 2, à laquelle correspondent les points à l'infini sur les bissectrices. 11 reste ensuite deux racines, qui donnent huit points de rebroussement, sommets
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de deux carrés, dont un seul est réel et n'est autre que le carré (y) de 2°, de côté minimum.]
4-, Trouver les équations ponctuelles des surfaces définies par les équations tangentielles
//eu- H- r^ ziz. 0.
o. Soit la surface définie par l'équation tangentielle
// ( u"' — (•■- — ir- ) — /Td' zzz o.
1° Trouver et construire les sections de cette surface par les plans xO y et xi)z. Montrer que, le long de chacune d'elles, la surface fait 45** avec le plan sécant. Montrer également que la développnble circonscrite à la surface le long de la section par ^O^, par exemple, coupe yO z suivant une courbe égale à cette section et jrO y suivant une hypocycloïde à quatre rebroussements.
2° Montrer que chacun des plans .c = ±: 2 coupe la surface suivant deux courbes de troisième classe, dont on cherchera les équations tangentielles et ponctuelles et que l'on construira. Chacune de ces courbes est la courbe de contact de la surface avec un cylindre circonscrit. ^
G. De la théorie des divisions homogiaphiques, déduire corrélativement celles des faisceaux homographiques ile droites et de plans.
7. ^ érifier que l'Exercice proposé n° :i8 du Chapitre IX est corrélatif de l'Exercice résolu n° 3 du même Chapitre.
8. Enoncer et démontrer les propriétés corrélatives des propriétés qui font l'objet des Exercices proposés n°* 36, Wl et i3 du Chapitre IX.
9. Etablir les formules du changement de coordonnées en coordonnées tangentielles.
[a'r=rt« -\- hv -\-cw, \-' =: a' ii -^ h' v + c' w,
w' -= a" u + h" V + c" ^\\ /'— «a?o+ f )'n+ tv^o-t- /■ |.
COURDUUE DES COIT.BES PLANES.
EXERCICES RESOLUS
1. Soit une courbe quelconque (G). Sur la tangente en M, on porte une longueur constante JMPr^:/. Démontrer que la normale au lieu du point P passe par le centre de courbure de (C).
Soient .r, r les coordonnées de M et a Fangle polaire de la demitangente positive. Les coordonnées du point P sont
(i) x' ^ X -h- l cosa. j'=y + /sina.
L'équation de la normale, en P, au lieu de ce point est
(X — x') <i.r'-h (\ —y') dy' ^^ o.
Pour que cette normale passe par le centre de courbure Mi. il faut et il suffit qu'on ait
( 2 ) ( X, — x ) dx' + ( J'i — j' ) dy'— o.
Or, on a (n° 311)
.r, — j?'=r — Pv sina — l coix. Vj — j'= R cosa — /sina;
dx . dy'
^= Rcosa — /sina, — r— 3= R sina -t- /cosa.
dy. dy.
"En portant dans (2), on obtient visiblement une identité.
2. On donne la courbe (C) définie par les équations paramétriques
(i) X =1 1 — sli/cli/, r=2ch/.
1° Calculer le rayon de cou/bure en M. Montrer que si M,, N e/ T désignent respecticement le centre de courbure, le point de rencontre de la normale avec Ox et le point de rencontre de la tangente avec le
•2j4 chapitre x\i.
nu'me axc^ on (t
(2) MT =:MiVli.Mrv[.
•2" i'alcuicr It's équations paraniéLriqucs de la déseloppéc et des dévrloppanlcs.
I" ( >n a / o ^ dx , „ dy ,
^ ^ dt ' dt '
-— - = 4 ih-t en- 1\ dt-
d'où, en orientant la courbe dans le sens où | ^ | croît,
(4) -— 3z: 2 sh ^ cl) /.
dt
< hi a ensuite
, _ , dx , . dy ^
(o ) cosa ■=^ —r- =: — th /, sin a = -;- r;; — ; —
ds ds cli/.
Différenlions la première formule, en tenant comj3te de la seconde :
da. dt
c\it cil-/' ou
^ ' dt cl)/
En combinant avec (4), nous avons enfin
(7) R = li = 2 %htc\\-t.
doL
Calculons MJN ^ u. L'ordonnée du point N est
j' + M sin I ;< H — '-\ z=i y -^- a cosa = 2 cliZ — « lli t. Comme elle doit être nulle, on a
Calculons MT = p. L'ordonnée du point T est
Y -H (■ sin a = 2 cil / 4- — ; — ■^ chZ
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En l'annulant, on trouve ^^9) (• = — 2 ch-t.
Nous avons à vérifier la formule
(lO) v'-=l\(,.
Cela est évident, si Ton se sert de {-), (8), (9).
On peut déduire, de la formule (2), une construction élégante du centre de courbure : On prend le svmétrique. par rapport à M, du point de rencontre de MN avec la parallèle à O v menée par T,
2" Les coordonnées du centre de courbure sont, d'après (5) et {-),
jTj = .r — 2shfch/ =/ — o èh t ch / .
fj = y — 2 sh-^ cil t = :>. cli^(i — s!r-^) =^ 4 cli^ — 2 ch^^.
Telles sont les équations paramétriques de la développée. Pour avoir les développantes, intégrons (4) :
Dès lors, les équations d'une développante quelconque sont X = j; ^ {l-^ sli'l Aht z= l —{l~i)lhl,
^ ^ch^ cil/
Pour l^i, on a Y = cliX; donc, parmi les développantes, se trouve une chaînette (n° 609 j; autrement dit. la courbe proposée est une dfheloppée de chaîne lie.
3. Calculer le rayon de courbure et la développée de la sinusoïde. Soit (1) ' y ^z i'inx.
Lapplication de la formule (i 3 j du n° 313 donne
( r -f- cos-jr)^
IR
^ si II v I
Lorsque x croit de o à — > \\ décroit de x à i
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Pour trouver la développée, parlons de l'équation de la normale
X — .V -\- {^ — J-) COS.r =: (»
(3) X -f- Y COS./' r^ j,' -f- sin^ cos./\
Dérivons par rapport à .r :
( 4) -- V sin.r ^^ I + cos^ j:^' — sin-./' = 2 cos-./'.
De (4), nous lirons V; poitanl dans (3), nous avons X. Finalement, les équations paramétriques de notre développée sont
( I -i- cos-.r ) cns.r ,_ ■>, cos'.r
sina* sin^-
Sa construction a été proposée à lEvercice n'^ 1 du Chapitre XVI.
k. On considère la cissoïde (n'* 570) déjinic par les équations paramétriques
Calculer féqualio/i du cercle osculateur au pninL M, de paramètre B. En déduire les coordonnées du centre de courbure et l'équalion de la développée.
CoupoDs par un cercle quelconque
( ■>. ) X- + y- — 'iC/.X — 2 ^r H- y rrr ().
L'équalion auv t des points d'intersection est, tous calculs faits,
Ecrivons qu'elle a une racine triple égale à 5 et une racine simple égale à 9'. Pour cela, nous identifions l'équalion ( 4 ) avec la suivante :
Cela nous donne
Un en lire 'i := — -; puis
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Portant clans (2), nous avon.s Tequation du cercle osculateur en M :
^'' ■' ~^'- -^ ^ 5- )•— Tr=o.
Huant au centre de courbure, ses coordonnées a et 3 ^ont données par (6). Si. entre elles, on élimine 9, on obtient l'équation de la développée :
La développée est donc une courbe du quatrième degré, que nous laissons au lecteur le soin de construire.
o. Calculer le rayon de courbure du foliuni de Descartes en son point double. Trouver l'intersection de la courbe avec les cercles de courbure en ce point.
Le folium de Descaries a pour équation (Cliap. XVI, Exercice proposé n" G)
JC"--^ y'* — xy = o.
Deux branches passent à l'origine, tangentiellemenl aux axes de coordonnées. Elles sont d'ailleurs symétriques par rapport à la première bissectrice. Nous pouvons donc n'étudier, par exemple, que la branche tangente à O.r.
Première méthode. — Appliquons la formule (3) du n^' 313. Eu remarquant que y' = >>, on a K = ^. Calculons v". A cet elFet, dérivons (1) deux fuis par rapport à x :
(2) Sx^^3y^-y'-y-xy'=o,
{'•^) 6i -^ Gj,-)'-^ 3 v^ j"_ 2 j'_ a:y"= o.
Il nous faut la limite de j' quand M(x. j) tend vers O sur la branche tangente à Ojc. Remarquons que ^ et 7' tendent vers zéro. Dès lors, si I on divise (3) par ./ et ([u'oii passe à la limite, on a
(-1) 6 — 2lim — z= y"
IIaag. — Exercices. II.
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Cherchons la limite de — • De (0, on lire
d'oi
lim '— — _r 2.
Portant dans (1), nous avons y^ = 2, Il z:= -•
La courbe est concave vers les y positifs; donc, le centre de courbure a pour coordonnée - et le cercle de courbure a pour équation
En tenant compte de (5), (i) s'écrit .r= y, en supprimant le facteur y- ;
d'où a, = r= -• Le cercle de courbure coupe donc la courbe en
cinq points confondus en O et au sommet S( -> - j-
On peut remarquer que, parmi les cinq points confondus en O, un seul appartient à la branche verticale; donc, les quatre autres appartiennent à la branche horizontale; celle-ci a donc un contact du troisième ordre avec son cercle de courbure.
Le cercle de courbure de la branche verticale se déduit du précédent par svmétrie. Il coujie aussi le folium au sommet.
Deuxième méthode. - Coupons la courbe par un cercle quelconcjue langent en O à Ox, soil
Nous allons écrire qu'il y a plus de trois points d'intersection confondus avec O. En tenant compte de (6), on tire de (1), après suppression du facteur y :
i'ortant dans (6), il vient, en supprimant encore le facteur j)-,
Si R est quelconcpie, on a trois racines non nulles en y. Pour avoir le cercle osculaleur, il faul que l'équation (8) n'ait pas de terme constant.
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Cela donne !>:=-• On retrouve ré([ualion (o). En outre, avec cette
hypothèse, 1 équation {S) se réduit à y — I-l = <i, après suppression du facteur -iv-. On a donc un seul point d'intersection autre que O. Son
ordonnée est - et la formule t-; montre que son abscisse a la même
valeur. (Jn retrouve bien les résultats obtenus par la [)remière méthode.
G. rtavon de courbure et dt-Kcloppéi- di- la courbe en-ilnppe de la droite
Il X cos'j -i- y sin o — sin ni'^ = d.
Appliquons la formule du n° 3:20. .Nous avons I '. ) K = sin /?« 9(//i- — i) z= p{m'- — i).
Donc, si P est la projection de () sur la tangente MT et si C est le centre de courbure, on a
MC
lOJ
PO
La développée est l'enveloppe de la droite (n'^ 320) ( ^ ) — ./■ sin'^ '^ J' coso — m cosni-j ^= <>
Si l'on pose o
■■> cette équation devient
./coso -i-ysinçi — /«sin
Celte droite enveloppe une courbe qui se déduit (' ) de l'enveloppe de la droite (li par une Jiomothétie dans le rapport m et une rotation de
langle ( i ) — • La développée de la courbe proposée est donc semblable à cette courbe. Il en est évidemment de même de toutes les développées successives.
Calculer le rayon de courbure en etjordoiinées polaires
;la est évident par lu c-iii»icléraliun des piMlairc^ l n
■ifiu CHAPITRE X\r.
A])pli(]uons la formule (vîq) du i.° 321 :
dy. = d'ù H- d arc tang —^ ) = d',-, i +
D'autre pari (t. 1, n° 173),
ds' =: ( o'- -h &-) c/or.
Donc,
( )n peuL transformer cette expression, de manière à faire a])paraîlre nu
déiioniinaleur la quanlilé 1 ( - ) ■> nui doit s'annuler en même tenii)-.
P \P/ (Faprès ce que nous savons des points d'inilexion (n°2oo). ElTeclivement,
divisons haut et bas par p' :
en posant / ii^ -
CiiLciiler le rayon de courbure de la courbe
p =: I sm — ^ ^ Ul
Montrer que la projection du centre de courbure sur le lavon vecteur divise ce rayon dans un rapport conslant.
On a
n orientant In courbe.
ni
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Nous avons ensuite (n° 252)
0 f/fj) = c/s si n \ = (/s sin — ; ' ni
d'où
(i) as =z -i = sin — cl'j).
. 0) ^ ni !
sin — ///
Le rayon de courbure algébrique est, dès lors ('),
/ . wV"-'
^/^ \ '"//'/ '« /. oj\"'"' . /'' ^ ( 0 ) R = -; TTT = = sin — =r 0
IH
Projetons le rayon de courbure MG sur la demi-droite d'angle polaire w; si G' désigne la projection du point G, nous avons
MG' = \\ cos {\ + -^ = — R sin Y =r '^^— ('sin
ou
(6) ÂK7rzr — ^^ÂÏÔ.
Geci prouve bien que G' divise MO dans un rapport conslanl. Remarque. — Pour m^ — 2, l'équation (i) s'écrit
. , G) 1 — COS ')i
sin'2 —
Elle représente une parabole de foyer O, d'axe O^: et de paramètre égal à 2 (n° 320). Dans ce cas, on a
K7=2MU
0 est le milieu de MG'. De plus, (5) donne R:^2&^. Pour ni ziz , l'équation (i) s'écrit
(9) 0" sin 2 0) = — i .
f') On relrouverait cette formule en appliquant les formules (r) ou {:>.) de rexcicicc précédent. Mais, le signe ne serait pas précisé.
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L'équation cartésienne correspondante est
La courbe est une liyperbolc équilatère. d'asymptotes O.r et Oi'. Dans ce cas, la formule (6) donne
(il) i\K7=— MO;
(>' est symétrique de O par rapport à M. De plus, (5) donne
1. Soit une courbe quelconque (G). Soient M un de ses points. Mj le centre de courbure correspondant et P un point de la tangente en INI, décrivant une développante (f) de (C). On considère le point Q, qui divise le segment PMi dans un rapport constant — À. Démontrer que la tangente en Q au lieu (S) de ce point est parallèle à MM,. Calculer le rayon de courbure de ce lieu. Démontrer que les courbes (S), qui correspondent aux différentes développantes (F), sont des courbes parallèles.
2. Soient deux courbes quelconques (C) et (C). A chaque point Al de lime, on associe un point M' de l'autre, de telle manière que les tangentes en Al et AI' soient parallèles. Puis, on prend le point AI", qui (I ivise AlAI' dans le rapport constan t — À. Ce point décrit une courbe (C"), dont la tangente en Al" est parallèle aux tangentes en M à (C) et en Al' à (C). Calculer le rayon de courbure de (C") en Al", en fonction des rayons de courbure de (C) en Al et de (C) en Al'. Démontrer que le centre de courbure M'j de (C") divise dans le rapport — À le segn)ent AI, M \ , si l'on appelle M, et M', les centres de courbure de (C) et de (C). {Cf. Exercice précédent.)
3. Soit la courbe (C) définie par les équations paramétriques
X Tzz sin / cil / ^- cos^ sli /, y =r sin / sli / -- cos^ cli /.
Calculer son rayon de courbure et déterminer ses développées successives. Montrer que ces développées se reproduisent périodiquement et qu'elles sont deu\ à deux symétriques par rapport à l'origine. Trouver l'équation polaire de la courbe décrite par le milieu du rayon de courbure de (C).
Soit la courbe {cardioïdv
I — l- it
Trouver l'équation du cercle osculateur au point de paramètre ^. En déduire les coordonnées du centre de courbure et le rayon de courbure. Comparer les résultats obtenus avec ceux de l'Exercice résolu n° 8, en prenant l'équation polaire de la courbe proposée.
[C/. Exercice résolu n° h. Au lieu d'introduire la quatrième racine 9', on peut aussi écrire que 9 est racine triple, en annulant les dérivées première et seconde.
La projection du centre de courbure sur OM doit être au tiers de OM, à partir de O.]
8. Soient deux fonctions rationnelles 6 =:f{t) et p =z g{l ). On considère la courbe C enveloppe de la droite
I — B- iB ( — 5- //
Montrer que c'est la courbe la plus générale dont les coordonnées et l'arc puissent s'exprimer rationnellement en fonction d'un même paramètre t.
Poser B ■=. tani; - et passer par l'intermédiaire du rayon de courbure.
Il est facile de vérifier que la courbe C satisfait aux conditions imposées. Pour la réciproque, montrer d'abord que les cosinus directeurs de la tangente sont rationnels en t. Puis, introduire une développante et montrer que l'équation de sa tangente peut se mettre rationnellement
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SOUS la forme canonique. Eu dérivant celle équation par rapport à
i'angle polaire, on oblient l'équalion de la tangente à C, qui se met
ensuite sous la forme de l'énoncé, par le changement de variable indiqué
ci-dessus. Pour montrer que b est rationnel, il suffit de remarquer
^ I — costp
que & rz: ■ 1.
sin Ç5
9. Soient une courbe quelconque (C) et M un de ses points. On appelle p la distance OM et p la distance algébrique du point O à la tangente en M. Démontrer que le rayon de courbure en M, compté
positivement dans le même sens que/), est égal à — ■ — ^•
[Partir de la tangente sous la forme normale et remarquer que
r^- Calculer les équations
JO. Dans l'Exercice n" 8, on prend p _- -
paramétriques de la courbe (G) correspondante, son arc, son rayon de courbure, les coordonnées de son centre de courbure. Cas de ni r= 3. (Pour m -' 3, cf. Exercice n° i. )
1 1. Soit la courbe I G ), d'équation polaire p i:= ili — •
Calculer son rayon de courbure en M(p, oj), ainsi que les coordonnées de son centre de courbure par rapport aux axes MX et AIY, d'angles
po'aires respectifs oj et w h :
12. Calculer le rayon de courbure de la lemniscate o :=: \'co5'. co {cf. Exercice résolu n° 8) et de la cardioïde p = i-f-cosw {cf. Exercice proposé n° 7).
Soit la courbe (C ). définie par les éqnaliona
Calculer les neuf cosinus du Irièdre de Frenet, la courbure, la torsion, les coordonnées du centre de courbure, les équations de Va.vc de courbure., du cercle osculateur et de la sphère osculatrice. Déterminer les développées de ( C ).
On a
ds^=dz^[Z.^,^^^l = ^jl^d.^,
d'où, en orientant la courbe dans le sens des z croissants, (2) ds — —'^^dz.
Les cosinus directeurs de la demi-tangente positive sont alors
r. , , .... . . . da db de
(.eux (Je la normale principale sont proportionnels a -r- ? -r- > -7-
' ' dz dz az
ils sont de la forme
rt'r=/. 2--, Z>'=/.(2 — z''), c'='/.i — •>;*).
lôlevanl au carré et ajoutant, il vient
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Nous en lirons, par exemple, I. = — — —^ et nous avons
Lps cosinus directeurs de la binormale sont enfin obtenus par les formules
a' — bc' — cb', b" =r ca' — ac' , c" = ab' ^ ba\
qui nous donnent, tous calculs faits,
de c' Calculons maintenant la courbure par la formule -— i= — ■ Nous avons
^ as R
(•'. -H z'*)- ■>. + z'* " ■>. H- z'^ R' d'où
R {i-hz'^f
Pour la torsion, prenons la torinule — ;— = 7p ? en observant que ' as V
«"= — c et a' rzi — c' . Nous voyons, sans aucun calcul, que ?p ^= ït*
Donc,
Les coordonnées du centre de courl)ure sont
,r, n=jr + Rrt', y, z:=r4-R//, ^| = ;-i-Rc'
ou, tous calculs faits,
Les é<| nations de l'axe de courjnire sont
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(Jn peut aussi prendre réquition du plan normal
ou
à laquelle on adjoint réqualion dérivée par rapport à :; :
Les équations du cercle de courbure sont
(-) .(x-^)-2-(y-|)+3HZ-c)..o,
('3) {X~:r,y^{Y — Y,Y^{Z-zi)'^-ï{' = o.
L'équation (12) est celle du plan osculaleur et peut s'écrire
(1-1) 2\- 2:.-n'-^z'Z = Xz\
Quant à l'équation (i3), elle représente la sphère qui admet le cercle de courbure comme grand cercle. Nous ne croyons pas utile de la développer.
Pour trouver la S[)lière osculatrice, nous pourrions utiliser la formule (40 du n° 333, qui nous donnerait les coordonnées du centre de cette sphère sous la forme
On peut. aussi déterminer a. |3, y, 0, par la condition que la sphère (16) X2-h Y'~/J— ly.X — or^Y — 2'/Z + 0 = 0
coupe (C ) en quatre points confondus. Suivons cette méthode. L'équation aux z des points d'intersection est
KM
ICcrivons qu'elle a une racine quadruple, en annulant les trois pn;-
.'.cV
mières dérivées :
( 19) -^ r^ 4- — c'4- :>. - la-^'^— -ip- =^ ",
De ( '.o), nous liions j3. Portant dans (19), nous avons a. Ensuite.
(18) nous donne y, et enfin, (17) nous donne 0. On trouve ainsi, tous
calculs faits,
En portant dans (16), nous aurions l'équation de la sphère osculalrice. A titre de vérification, le lecteur pourra comparer les formules (21) et (i5).
l^our déterminer les développées de la courbe (C), il nous faut calculer l'angle (11° 3^9)
Les équations paramétriques dune développée quelconque sont alors (n° 329)
X = - + -^5-'— , tango,
2 Zoo ^(
tano
On pourrait, par exemple, exprimer \, \, Z en fonction de &, en remplaçant c par i /y'2tang — • On simplifierait ensuite l'écriture,
, 9-C en prenant pour paramètre
COURBLRK DES COURBES (JAICIIES. 20-)
'1. Trouver le centre de courbure, à l'origine, de la courbe défini-^ par les équations (i) j'z=sin.r. ;=:^(r + i).
L'éqiialion du pitiii normal au point d'abscisse x est (3) X -H Y cosj; -i- Z(i -{- sin.r + x ces./-)
■=-. ?.x -H sin.rcosj: -+- ixûnx
-i- x"- coix -h X sin-,r -1- ,r^ sin.r cos.r.
L'axe de courbure correspondant est défini par Féquation précédente et par l'équation dérivée par rapport à .r :
(3) — V sina- -f- Z( ■> cos.^^ - - .r sin j;-) = 2 4- o.O'iix 4- . . . ,
les termes non écrits s'annulant poura-nro. L'axe de courbure au point O a pour équations
Le plan osculatcur, qui est perpendiculaire à cet axe. a pour équation
I^e centre de courbure cherché est défini par les trois équations ( 'l ) et (5). Ses coordonnées sont
l>e rayon de courbure égale ^/X'-'-t- Y-+ Z- =: — ^' A litre de véiili-
2 \li cation, on peut relrouver cette valeur par l'emploi de la formule (ii) du n" 3-27.
EXERCICES PROPOSÉS
L Sur la tangente en chaque point M d'une courbe gauche (C), on |)orte une longueur constante iMP. Démontrer que le plan normal, en P, au lieu du point P pa'-se par Taxe de courbure de la courbe ((i), relatif au |)oint W .
{Cf. Chap. Xlll, Exercice proposé n"* 1.)
'î. Késoudre, pour la courbe
les (jucsllons posées dans lExerclce résolu n° 1.
2JO CilArilhE XXII. — COUKBURE DKS COUIUJES (iALCIlKS.
Même question pour la couil>e
siii / cos^ ch^
^^ sh/ ' sbz ' ^ "~ hht
Quelle est la projection stéréographique, sur le plan des :ry, de l'indicatrice des binormales? (Spirale logarithmique.)
k. Soit la courbe
.r :::= COS t, )' =3 slû /, Z zzn e' .
Calculer les coordonnées du centre de courbure au point M(j7, /, :■), en fonction de .r, v, z. Ca'culer également la torsion.
Chercher le centre de courbure, à Forigine, de la courbe
y zzr. xe'^^ ^ = xe"^,
\^Cf. l'^Kercice résolu n° i. Développer les coefficients du plan norniiil, suivant les puissances croissantes de x^ en s'arrétanl au premier ordre. On peut aussi partir des développements du second ordre de j' et de z. \
t). Démontrer qu'on obtient les développantes d'une courbe gauche comme celles d'une courbe plane, c'est-à-dire en portant iMl* = — s sur la tangente en M,
7. Soit une courbe (C), à courbure constante. Soit (Ci) la courl)e décrite par son centre de courbure M, en M. Démontrer que le point IVl est centre de courbure de (Ci) en M,. La tangente à chacune des deux courbes est axe de courbure de l'autre.
[On peut démontrer la seconde propriété, d'où se déduit ensuite hi première, en s'appuyant sur la formule {\i) et le théorème III du n"333. On peut aussi donner une démonstration entièrement analytique, en taisant usage des formules de Frenet. |
8. Calculer le rayon de courbure de la courbe de l'Exercice proposé n" î) du Chapitre XVIII.
lxX''{\ H- ./;•')
On a
\z=ix^z{z'-—'à). Vy = 'ix^{?,z''-^\), C-=-ix'
COURliUl'J-: DES LI(;NES ÏFIACÉES SLIl UNE SURFACE
1. Trouver le ct'ntre de courbure de Vinlerseclion de deux surfaces.
Soient deux, surfaces (S) et (S'), qui se coupent suivant la ligne (C). Soient M un point de cette ligne, MT la tangente en ce point. Le centre de courbure C se trouve à l' interseclion des deux cercles de Meusnier relatifs aux deux surfaces el à la tangente iMT. Si O et 0' désignent les centres de courbure normale de (S) el de (S'j, qui correspondent à la tangente iMÏ, le point G est à rintersection des deux cercles décrits, dans le plan perpendiculaire à MT, sur AIO et sur MO' comme diamètres respectifs. C'est, si Ton veut, la projection orthogonale de M sur la droite OO'. On en conclut que le plan osculaleur de (C) en M est le plan perpendiculaire à 00' mené par M et (jue 00' est l'axe de courbure.
i. Connaissant le rayon de courbure d'une courbe plane., trouver celui de sa projection orthogonale su r un plan /juelconque.
Soit la courbe (F), qui se projette en (y) sur le plan horizontal (11), {Jig. 32). Nous nous proposons d-e construire le centre de courbure de (y) en //*, connaissant le centre de courbure C de (Y) en M.
Considérons le cvlindre projetant (S), ([ui admet (y) pour section droite. La section de ce cylindre par le plan parallèle à (II), mené par M est une courbe projetée en vraie grandeur suivant (y). Son centre (\'i courbure O se projette suivant le centre de courbure cherché o. Or, 0 n'est autre que le centre de courbure normale de (S), correspondant à la tangente MT'. D'autre part, le jdan (JMT' étant un plan de sxmélrio du cylindre, MT' est un axe de symétrie de l'indicatrice, c'est-à-ditc une tangente principale; MO = Ri est donc un rayon de courbure |)riiicipal. L'autre rayon de courbure principal est le rayon de courbure de
■Î.-1 CHAPITHE XXIll.
la génératrice M/;? : il est infini et le poinl M esl un point paraboli([ue {cf. n° 37'i ).
Fiï. 32.
Si l'on appelle y. langle T'MT et R le rayon de courbure normale relatif à la tangente MT, on a, d'après la formijle d'Euler (n° 330),
d'où
11, ^rr R cos-:z.
Or, R z::; .M(Jj se déduit de C par le théorème de Meusnier : le point (^, est à l'intersection de MO avec la perpendiculaire menée par C au plan de (F). Nous avons, dès lors, la construction suivante :
Après avoir déterininé, comme il vient d'êlre expliqué, le point (l,, portons, sur MT. la longueur MP = MCi. Projetons orlhogonalcinent P en Q sur MT'. puis Q en R sur jMT. Portons, sur M(Ji et da/is
la même sens que MCj, la longueur MO =; MR. Projetons enfin O en o sur le plan (H) et nous avons le centre de courbure cherché.
Remarque. — La construction inverse permettrait évidemment de déterminer le rayon de courbure de (T), connaissant celui de (y).
3. Déterminer Vindicatrice et les rayons de courbure principaux-, à V origine des coordonnées, de la surface
(i) ( .r — À) (.r--f- >•-+ Z-) -1- ;j.(/r- -I- zx -(- xy) + :; == o.
Discuter, suivant les râleurs de /. et de [J.. Cas oii /. = [J. = o.
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Le plan langent à l'origine est le plan des œy^ car le terme de moindre degré est z (n"20ô). Pour déterminer Tindicatrice, on pourrait, en se basant sur la théorie des fonctions implicites (t. 1, n° 135), calculer les dérivées partielles /•. s, t et ap|>liquer l'équation (9) du n° 336. Mais, il est plus simple de remarquer que le premier membre de cette équation est, d'après la formule (16) du n" 3'i-2, le double de la partie principale de z, quand on regarde ^ et y comme des infiniment petits indépendants et du premier ordre.
Pour calculer celte partie principale, nous appliquons la méthode indiquée au n" :Î33. Autrement dit, nous supprimons, dans l'équation (i), tout terme qui est, à coup sur, d'ordre infinitésimal supérieur à un terme non supjirimé. De celte manière, les termes en z disparaissent tous, sauf le dernier. Quant aux termes indépendants, ils se réduisent à ceux du second ordre. Noire équation devient, dès lors, en désignant par Z la partie principale cherchée,
Z — /. ( ,r - -f- y- ) -i - jU a; y ~-^ o ; d'où
Z = /.(.r^-i-7-j -ixxy.
L'équation de l'indicatrice est donc (•j) 2>.(a:- -f-y-) — 2,u.j:-/ ^ I.
La courbure de la section normale d'angle polaire y. est, par suite,
(3) ^ ^^ 2/.{cos- X -I- sni-:z) — 2^u. cosa sina = 2 A — ,a sin 2 a.
Ses maximum et minimum, obtenus pour y. =^ jz y , sont 2A — y.
et 2X + ;jt. Les tangentes principales sont donc les bissectrices de l'angle xOy et les ravons de courbure principaux sont
Suivant que p est compris entre — 2/. et + 2/., extérieur à cet intervalle ou égal à =h 2/., l'indicatrice est elliptique, hyperbolique ou parabolique.
Si /. :-= 'j. = o, l'équation (2) devient impossible. Dans ce cas, la partie principale de z est
IIaao, Excvcires, II. '5
Elle est du troisième ordre. La théorie de Findicalrice ne s'applique plus. Mais, la formule (3) n'en subsiste pas moins et montre que la courbure de toute section normale est nulle. Autrement dit, le point () est, pour une telle section, un point d'inilexion. (^eci résulte d'ailleurs aussi du fait que, :; étant inliniment petit du troisième ordre, la tangente à toute section normale a un contact du second ordre avec celte section (n° -219).
Généralisation. — Soit, d'une manière générale, une surface algébrique quelconque, tangente en O au plan des xy et admettant ce point pour point simple. Son équation est nécessairement de la forme
(^p{cc, y) désignant un polynôme homogène de degré /-' _^ ?. et les termes non écrits étant de degré supérieur en .r, y ou bien renfermant z multiplié par des puissances non nulles de ,î', y ou z.
Dans ces conditions, la partie principale de z est Oj,{-r., y).
Si p r:= 2, on a une indicatrice, représentée par l'équation
(7) •'■?/;(^-. /)"I• Si /) > 2, la courbure de toute section normale est nulle.
k. Une surface (S) est engendrée par des cercles ((]) normaux à un plan (II). Trouver les rayons de courbure principaux en un point quelconque de la section par (II). Appliquer ceci à la section de la surface
(i) xy{x'- + y-^z^) — x'- + y''
par le plan des xy.
Soit M un point quelconque de la section (i) considérée. La normale MN en ce point à (S), étant perpendiculaire à la tangente au cercle (C), se trouve dans le plan (II). D'autre part, ce dernier plan est manifestement un plan de symétrie pour la surface; c'est donc un plan de section normale principale. Le premier rayon de courbure principal relatif au point M est, par suite, le rayon de courbure Rj — ^ MC, de la courbe (i) au point M. Le second, Rj, est le rayon de courbure normitle du cercle (C). On l'obtient, par application du théorème de Meusnier, en prenant l'intersection C2 de MN avec l'axe du cercle; on a Rg^z: iVlG,.
Application. — Les sections de la surface (S), représentée par l'équa-
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lion (i), par les plans menés par Oz sont des cercles (C). Si Ton coupe, en elTet, par le plan
C0S7 sin7 l'équalion (i) peut être remplacée par
■ in 5 cos 0
La surface (S) peut donc être considérée comme engendrée par le cei'cle (C) représenté par les équations (?.) et (3). Elle reste bien dans la catégorie examinée précédemment.
La section (i) a pour équation
en négligeant le facteur :v--^ y-. C'est une hyperbole équilatère, abstraction faite des droites isotropes de l'origine.
Si l'on se reporte à l'Exercice résolu n" S du Cliapitre XXI. on \oit immédiatement, puisque le cercle (C ) a pour centre l'origine, que les points Cl et C, ont pour milieu le point M. Les l'ayona de courbure principaux sont symétriques. En chaque point de (2), l'indicatrice est une hyperbole équilatère ; les tangentes asymptotiques sont inclinées à 45° sur le plan des xy. Enfin, la valeur absolue commune aux deux rayons Rj et Ro est. en se reportant encore à l'Exercice précité et rétablissant une homogénéité intermédiaire ('), •
5. Étudier les variations de la courbure de la section de la surface
(i) xix- — y--f- ;'-) + r:: = o
l)ar un plan tournant autour de Oz.
(') Si nous désignons par .'u la longueur de Faxe iransvtTSc de l'iiypeibole de rp'xcrcice n" 8, nous avons a'=i. La formule (la) de cet exercice peut alors s'ccriie, en négligeant le signe de 1«,
ÏÏm' M = — :7-a-
Elle est maintenant homogène. Tour l'hyperbole (il), qui nous inléiessc acluelle-
ment, nous avons a-=r 2. Donc W — —
i;iiAprrni'; xxiii.
L'origine est un point double jtour la surface, le cône des tangentes eii ce point étant constitué |)ar les plans ri) y et zO.r. La théorie générale :ie s'applique donc pas et il nous faut étudier le problème directement.
Coupons par le plan
La section se compose de l'axe des :; et d'une conique, dont la projection sur 5(>.7' a pour équation
Four déterminer le centre de courbure de cette conique, écrivons l é([uation du plan normal :
\ -r- ni Y
a'{i -h m-) + zz',
dz
où z' désigne la dérivée — > dont on a la valeur en dérivant l'équalion (3) par rapport à .r :
( 5 ) ■'. .r ( I — ni' ) + 'izz' -\- m z' =^ o.
Dérivons (4) par ra[)porl à j:; nous obtenons ia deuxième équation de Taxe de courbure de notre section :
(6) Zz" —i + m'--+- :
z'' étant donné par l'équation
(;) '2{i — ni') -i- ■?.zz" -{- 2.
-I- niz"=:o,
déduite de (5 ) par dérivation.
Plaçons-nous maintenant à l'origine. En faisant .r =r c =r o dans (5), nous avons d'abord z[ = o. Portant dans (7), il vient
■'. (i — m-) + nizl
L'équation (o) nous donne, d'autre }»art, la cote du centre de courbure cherché, ou, ce qui revient au même, le rayon de courbure :
m (i -I- /II-) 2 [ni- — I)
On voit que celle expression n'a rien de commun avec celle qui résulte de la formule (7 ) du n" 33V, quand on y pose tango: = m.
L'étude de >es variations ne présente aucune difficulté et donne lieu au
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Tableau suivant, où Ton considère seulement les valeurs positives de di. a cause de rimparité de R vis-à-vis de celte variable :
On peut aussi, si l'on veut, construire une indicatrice, en portant, sur chaque tanfrenle, une longueur OP = \ 3; H.
Celle indicatrice se compose des deux cubiques définies par la double équation
2j:(.t-— y-) ziz r .^ o.
Elles sont symétriques Tune de l'autre par rapport à Ox (ou O y) et se conslruisenl aisément. Elles ont la forme suivante (^/7..^. 33), oii l'on a
tracé en pointillé la courbe qui correspond au signe — , dans l'équation ''101.
G. Surfaces de Irandation.
On appelle surface de translalion toute surface S engendrée par la translation d'une ligne C. Considérons un point M quelconque de celte ligne, l^endant la translation, il décrit une ligne C. Un autre point M, (le C décrit, de même, une ligne Cj. Il e^t évident que C peut être
amenée sur C, par la translation M.Mj. Ceci nous prou\e que la surface p.cut aussi être engendrée par la translation de la ligne C, Donc, toute
'i~8 ClIAl'ITRK XXIII.
sur/ace de translation possède deux familles de lignes telles que les lignes d' une même famille se déduisent de l'une d'' elles par translation, chaque point engendra, t, dans cette translation, une ligne de l'autre famille.
Supposons que M, lende vers M; MMj tend vers la tangente ]\ÎT en M à G. Le cylindre qui s'appuie sur G' et a ses génératrices parallèles à MiMi devient, à la limite, le cylindre circonscrit à S le long de G'. La tangente MT est donc une génératrice de ce dernier.
Il s'ensuit, d'après le théorème de Dupin (n° 334), que les tangentes MT et MT' à G et à G' sont conjuguées. Autrement dit, les deux familles de lignes G el G' sont deux réseaux conjugués.
Tout ceci est facile à retrouver analytiquement. Soient
les équations de la ligne G dans sa position initiale.
Si l'on imprime à cette ligne une translation variable, dont les composantes suivant les axes soient ,^(r), ^i(i), g\{^'), les coordonnées de chaque point sont augmentées de ces composantes. Les coordonnées d'un point quelconque de la sniface sont donc
On peut maintenant, dans ces équations, intervertir les rôles de u et c et l'on voit que la surface peut aussi être engendrée par la translation d'une ligne <7 ^ const.
Gherchons l'équalion difTérentielIe des lignes asymptotiques. On peut prendre comme coefficients du plan langent
(3) a=f[g^-gj'^^ l>=f[-i'~g'J\ c=f'g[-g'f,. En portant dans l'équation (3:i) du n" 345, on obtient
(4) du^Wf" r r,'' IK^/''^IÎ^" /' ^-'11 = 0.
Il n'y a pas de terme en du r/.-; cela prouve que les lignes coordonnées forment un réseau conjugué (').
7. 7'/-9//iYv les lignes asymploti(iues de la surface (i) xz=u + v, yz^u-+\-'K z — U'—i--.
( ' j Le rapport anliaiiiiDiiique de quatre tungeiitcs définies par le rapport >ii = -y- est égal au rapport anliarinoiii(|ue des m, car le coeffieient angulaire do la projection sur xOy, par exemple, est une fonction honiograpliique de m.
COURBURE DES LIGNES TRACEES SUR USE SURFACE
Ces équations sont de la forme (2 ) de l'Exercice précédent. Nous avons donc afiaire à une surface de translation. Les lignes génératrices sont des paraboles.
Pour avoir les lignes asymploliques, appliquons l'équation ('1) de TEvercice précédent. Le calcul est très simple et donne
du"- dK^- -
ou
du ^ dv _
ou, en intégrant
(3) \Ju±:.\ — f ■= C = const., ou, en rendant rationnel,
(4) (« -^ vY-—'iQ^{u — f) -^ C* = o.
Si l'on remarque que a -;- t =a- et a — c = —, léquation s'écrit
im
en posant m -:=. C-.
Telle est l'équation de la projection des lignes asymptotiques sur le plan des z.c .
Le lecteur pourra la retrouver (') en partant de l'équation de la surface, qui peut s'écrire
et utilisant Téquation de la note de la page 36i du Cours. 8. Trouver les lignes de courbure de la surface
So
CIIAI'ITIUÎ WIII.
dx dy X dy -\- v dx I y X — I I = o,
dy dx o I
oii, en développant suivant la dernière colonne,
y- dx^ — .r* dy- -f- dx- — ■ dy- = o ou, enfin,
dx dy
Nous pouvons nous borner à prendre le signe 4- au second membre, quitte à changer y en — >, pour déduire la seconde famille de la première. En intégrant, nous obtenons
log(.r -+- v'i -t- ^i'-) ~ log(.>' -r- v/i +.'■'') -1- '"^gC (<^' = consl.)
( 3 ) o? -f- y/ 1 -+- .r- = C ( j H- y/' I -T- y-). En chassant les radicaux, on trouve
(4) -tC(.r - Cj) (,)• - C.r) + (i - C^)^ rr: o.
Lea lignes de courbure se projetlent donc sur lO y suivant des hyperboles.
Si l'on lient compte de (i), l'équation (4) s'écrit aussi
Donc, nos lignes de courbure sont sur des paraboloïdes de révolulian d'axe Oz. {Cf. Exercice proposé n° J7 du Ghap. X\\I\ . )
EXERCICES PROPOSÉS
1. On donne une surface (S), tangente en O à .rO y et admettant pour tangentes principales en ce point Ox et O > , les rayons de courbure principaux correspondants étant Rj et Rp Calculer les coordonnées du i-entie de courbure, relatif au point O, de la section par le plan (II),
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oSl
d'équation
Lieu de ce point, quand le plan (II) pivole autour d'une droite fixe. ISlènrie question, quand le plan (H) varie en faisant un angle constant avec O::.
Cas où le point < ) est soit un ombilic, soit un point paraboli(|ue.
[Le preniier lieu est une quartique gauche unicursale, située sur un cône de sommet O et de bases circulaires dans les plans parallèles à jOf. Le second lieu est une biquadratique unicursale, située sur un cône de révolution et un paraboloïde, d'axe commun <>-.]
2. 0.1 considère la courbe (courbe de Viviani) définie par linterseclion d'une sphère et d'un cylindre de révolution tangent à celte sphère ot passant par son centre. Conslruiie le centre de courbure de celte courbe en un quelconque de ses points, et, en particulier, en chacun de ses deux sommets. Déterminer les tangentes au point double, au moven des indicatrices.
{Cf. Exercice résolu n*^ I.)
3. Vérifier, au moyen du théorème de Meusnier, que les i avons tie
courbure d une ellipse sont — aux sommets du grand axe et -r- aux
sommets du petit axe.
(On considère l'ellipse comme projection d'un cercle, pour le petit axe, et comme se projetant suivant un cercle, pour le grand axe. Cf. Exercice résolu n° 2. Cf. n" 332.)
k. On reprend la surface (S) du n" 1. Trouver l'équation de la surface (i) engendrée par les cercles de Meusnier relatifs aux difTérenles tangentes en O. Calculer les rayons de courbure principaux de (i) au
point ( o, — ) — )• Cas où R,= ••. IV,.
Pour la deuxième question, transpoi ter l'origine au jioinl de O :■, qui
a pour cote — -■ Puis, couper par le nouveau plan des :.i\ Prendre les
tangentes au point double et utiliser le théorème I du m'' 3V2. P»emarquer. enfin, que l'on connaît un des ravons de courl)urc cherchés, à savoir
celui de la section par rOz.
o. Déterminer l'indicatrice et les rayons de courbure ])rincipaux de la
surface
en son point de rencontre avec (.);.
G. Appliquer l'E\.ercice résolu n" 4 à la section de la surface
par le plan des .r/.
Soit la surface
(A = const.).
Étudier les variations de la courbure à l'origine de la section par le plan y=zin.r, quand ni varie. On examinera, en particulier, les cas suivants :
(lî^vtrait de la composition écrite du Concours cVadniission à l'Ecole i\oi-niale supérieure, en 1908.) (('/. Evercice résolu n° 5.)
8. Calculer les rayons de courbure principaux de la surface — de l'Evercice proposé n° 10 du Chapitre XIX, au point (« = o, crzro)
i>. Trouver les lignes as\ mplotiques de la surface
10. Trouver les lignes asymploliques et les lignes de courbure delà surface
^ := ces w -i- cos r, )■ =: sin ?< +- sin c, z^nu + v.
1 - 1- 11 , . « + r ( )n prendra comme paramètres directeurs de la normale : sin >
— cos ) C05 • 1 our les lignes de courbure, on intégrera par le
cliangemenl de variables : ;/ — r r ■',;/', u + r = •;>,(''= ^z.
11. Pour qu'une ligne C tracée sur une surface S soit ligne de cour-
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bure, il faut et il suflit que ciiaque sphère oscnlatrice à C et tangente à S admette comme cercle limite ( n° 281) un cercle de rayon nul. (Le plan du cercle limite est perpendiculaire à la tangente à la déférente.)
12. Démontrer que tous les points dune surface dévelop|jable sont des points paraboliques et réciproquement.
[Pour la réciproque, remarquer que les lignes asymptotiques sont en même temps lignes de courbure. Donc, leurs binormales ont une enveloppe. D'après la formule (19) du n" 329, ceci n'est possible que si ces lignes sont planes, (^omme leur plan doit être tangent à la surface le long de chacune d'elles, la surface est une enveloppe de plans. Cf. \m, nolflf).]
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EXERCICES RESOLUS
1. Tiajecloires orthogonales des coniques circonscrites à an rectangle (E. P., 1913).
Prenons pour axes de coordonnées les axes du rectangle. Si les côtés ont pour longueur la el2b, l'équation générale des coni(|ues considérées
est (n« 507)
ou
— ^, =1^ — /. = consl.
)■- ■ — fj-
Leur équation dillérentielle est
lin changeant ilx en — dy et dy en dx^ on a l'équation diflérenliclle des trajectoires orthogonales
(.r- — a-)y de -^ (j'"^ h-)x dy :=^ o ou
«-\ . / Ir
— \dx+{y 1 dy ~- o
I^es variables sont séparées; Finlégrale générale est (') a--i- r- — 2(«-log./' + Z>-Iog v) =^ (;.
(') Nous conseillons au lecteur de coiislruire ces rourbcs, ainsi t|ne celles des erciccs sui Jinlégralion.
dy exercices suivants. Il pourra remarquer (|ue la dérivée -j- est déjà calculée a\aii
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•1. Trajectoires orlhogonales des ellipses de grandeur donnée, qui admettent pour axe une droite donnée.
Prenons la droite donnée pour axe des x. Les ellipses proposées se déduisent, par translation suivant Ox, de la suivante :
a- Ij-
Preniière mélhodc. — L'équation dune quelconque de nos ellipses e-l
12) '■ ^ -T- — I = o C/. = const.)--
DiflTérenlions et remplaçons, en même temps, dx par dy et dy par — dx •. nous obtenons
(x — 't.)dy V dx
ij) '. '- -1-^=0.
j^liminanl /. en tre {•! ) et (3), nous oblenotis l'équation diilérenlielle des trajectoires demandées, soit
i 1 ) a"- y''-dx'' — b'- ( >- — b"- ) dy" =z o .
Les variables ;<jnt séjjarées, comme il fallait s'y attendre (n° 3o3j. et une intégration facile nous donne pour équation générale des courbes cherchées
Ô) ZZ-.r=z\b- — V--i lo
( ' ■" )-+-const.
Deuxième méthode. — Les équations paramétriques de l'ellipse (0.) sont (n" 529)
((>) J7 ::^ /. -r- « COS'J, I^^Ôsin'J.
Si l'on applique la méthode du n° 352, on est conduit à l'équation
diflrérentielle
— « sin 'j dx -+- h cos o dy z= o
ou
a si n 'j di = ( a"- sin- o -f- b- cos- 'j ) d':j ,
(-) /.— lia ) èinodo -- — I —.
J \ a) aj siri'j
=r I — rt -J J cos 9 log/ laiig- I -t- const.
SC
r^ortant dans (6), nous obtenons les équations paramétriques générales de nos trajectoires
Io2
lans
-I- const., y=hsino.
Si Ion nose tane —
pose lang— = e, elles s écrivent
a- 7= — (Z — [ht) + cou st.
cï77
Remarque. — JJans le cas particulier où b ^:^ a^ c'est-à-dire lorsque les ellipses proposées sont des cercles, les équations (g) représentent des tractrices (n° 610). avant pour asymptote Ox. Ceci pouvait se prévoir géométriquement, car les tangentes au\ trajectoires cherchées ont toutes pour longueur a, quand on les limite à Oœ. Chacune de ces trajectoires est donc une courbe aux tangentes égales (n° 610).
Lorsque b ^6 or, les trajectoires sont des projections de tractrices.
3. Trajectoires orthogonales des cercles de rayon constant, qui passent par un point fixe O.
Première méthode. — Opérons en coordonnées polaires, conformément à la méthode générale du n° 333.
Si U désigne le rayon commun à tous nos cercles et 9 l'angle polaire du centre de l'un d'eux, celui-ci a pour équation
p = '.îRcos(o) — 5),
Les trajectoires cherchées sont définies par cette équation et la suivante :
[logcos('.) - - 5)] = tang(o> — 5).
do d'ii
Si, entre ces deux équations, on élimine 5, on a
(1 Ol'l
do" '
„yv
Vf
arctan»
UV^
I -hconst
Telle est l'équation polaire générale des courbes cherchées. Au lieu d'éliminer 0 entre (i) et (2), on peut éliminer p. On obtient
PROBLÈMES DK GÉOMÉTRIE QUI COXDIISENT A DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. iS-
ainsi, en dill'éren liant logarithmiquemenl (i),
cotang(G) — 5) (/o = (c/5 — dw) tang(',i — 5).
Posons oj — 5 :=: o. Cette équation devient
d'j) = — tan g- o do :
d'où
(4) 'j) =: 'j — tango ^ consl.
D'autre part, (i) nous donne
(5) p^gRcos'y.
Les équations (4) et (5) sont les équations paramétriques polaires de nos trajectoires. On peut constater qu'elles vérifient l'équation (3). Leur construction a été proposée à l'Exercice n° o du Chapitre XVII.
Deuxième méthode. — Les équations cartésiennes paramétriques du cercle (i) sont
(()) J7 =: R(cos9 -f- cos^), v=l!(sin$ — sin^).
Les trajectoires sont définies par l'équation dilïérenlielle
— sin / dx -i- cos t dy =: o ou
(;) dt-^d^coi{t-^ B) = o.
Posons t — 5 ^ i; ; l'équation devient
d'il -- d9 {\ — cos 'i/ ) = o ou
cos- -
D'où (8) 9= — tang— -+- const.
Puis (g) ^ =^ V — lang— -i- const.
Portant dans (6), on aura les équations paraniétri(jues cartésiennes des trajectoires demandées.
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On relrouve d'ailleurs les équalioiis (4) t'I (•>), si l'on observe que
01 =1 =z lan" - — :- coMfet.. 0 z:^ 2 R cos = 2R cos - •
11 suftil de poser — mi q.
i. Trouver les courbes dont la langeiilc et la normale rencontrent Ox en deux points conjugués harmoniques par rapport à deux points lires A et A'.
Prenons loiigine au milieu de ces deu\ points fixes et posons
ÔÂ = — ÔV — a .
Première méthode. — L'équation de la tangente est
X~x Y— r dx d y
Si nous y fai>ous V r- o, nous obtenons l'abscisse du point de rencontre T avec Ox, soil
r^TT dx
(0 Ul —X — y-j-'
De même, l'équation de la normale
( X — j?) dx ^ ( V — r ) dy = o nous donne
( 2 ) 'ijs=x-h y-^-
dx
La condition d'harmonie des segments AA' et TiN s'écrit, comme on sait,
-^N -^ 7^ rrv f dx\ f dy\ , , /dy dx
.0) a-=Ul^^^^(x-y-Jl^x^J■-)=x-^-y-^XJ[^^--^^
Telle est l'équation dill'érentielle du j)roblènie. Elle se simplifie, en posant
ol devient
. , dy du
1 o ) // — f -i- M -; y— a-zi^o.
du dy
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Celte équation est linéaire par rapport à a et v et s'intègre par quadratures (cf. Exercice résolu n" 6 du Glmpitre X^ du Tome 1). Résolvons-la par rapport à i :
c / •> *' (Ol K- zm uv — a- -1
en |)Osanl r= -y- • On reconnaît une équation de Clairaut Hoc. cit^, du
dont 1
l'intégrale générale est
(Gr:
=: const
ou. en revenant au\ anciennes variables, ^ G(I-— G).3?- — Il — G ) 1- — «-G=:o.
(^etle équation représente une conique dont les axes sont Ox et Oy
Les carres des demi-lonsneurs de ces derniers sont 7-, et
Us ont pour différence rt-. quelle que soit la constante G. Les courbes cherchées sont donc les coniques de foyers A et A', conformément à des propriétés bien connues (^n°ol6).
Deuxième méthode, — Gherchons la courbe par son équation tangenlielle. Soit
(91 .3; COS9 — y sin o — /^ = o
l'équation de la tangente. L'équation de la normale est (n" 320)
(10) — .r sin o -^ y cosç/ — p'zino.
En coupant ces deux droites par l'axe des x, on trouve
(M) ÔT_=-^, TJSzrz—-!^.
COS'J SI
L'équation différentielle du problème est donc (i'.>. ) PP' ^^ — fl-sinocoso.
Elle s'intègre à vue et donne (i3) /?-!-= rt-cos-9 4- G (G^rconsl.i.
Passons aux coordonnées tangentielles ordinaires (n° 292 j. Elles sont Haag. — Exercices, II. 19
ago ciiAPiTiiE x\iv.
liées aux coordonnées normales par
coso sino
Comme l'équation (i3) peut s'écrire sous la forme
p-=^ <7"'cos-© -+- C(cos-Ç) H- sin-o i ,
homogène en p, coscp et sino, elle équivaut à
On reconnaît là l'équation tangenlielle générale des coniques de fovers A et A' (n" 516).
5. Trouver les courbes pour lesquelles il existe une relation linéaire entre la tangente limitée à Oy et la normale limitée à Ox.
Soit la relation donnée
(i) Mn = «.mt4-^^
ou. en introduisant les coordonnées (.r.j) du point M et l'angle polaire a de la demi-tangente positive,
cosoc cosa
y = ax — b cos a .
Difïérentions, en remplaçant dy par dx langa, dx ( tanga — a) z=^b sin a dy. :
d'où, en posant a = tango et a — o := 9 ,
^' %\\My. dy ^coso /'sin ( 2 o h- i 5) c/5
r %\\\y.dy b coso f'
'^ J tanga — a ~ >. J
X = b cos o
sincp coso logtang — h sin(<o -+- 0'
Portant dans ( >. ), on a
y =: b\ sin-o coso logtang [- sino sin (20 4- ^j ) cos(o
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y ^= h cos'j
sin-o Ioi,^tang cos(2o
Les équations i 3 i et ( ', ) constituent les équations paramétriques d'une (les courbes cherchées. Les autres s'en déduiraient par l'addition d'une constante arbitraire G à x et de la constante «G à y. c'est-à-dire par (lue translation arbitraire de coefficient angulaire a. Si le lecteur
veut construire la courbe, il n'oubliera pas qu'il connaît déjà — et ^^
•^ d^j d-j et que l'angle polaire de la tangente est -^—'j. Il pourra remarquer
aussi que le ravon de courbure est ècoso ^^" ' ^ "^ ^^ ' ,
>in5
6. Trouver une courbe pour laquelle la tangente .MT limitée à Oa: soit proportionnelle à la distance OM. Cas où MT = OM.
Soient (0, o) ) les coordonnées polaires de M. On a
Mï
MT
sin(&j -î- V )
Si le rapport
OM
> on a donc
SIU ( 'j)
) -- m sin r.) r= G.
D'autre part.
— ^ = cotansV rtoK
La relation « i > nous donne ^ en fonction de o». Portant dans (-a i. on a o par une quadrature.
Pratiquement, il n'est pas facile de calculer \^ en fonction de O). 1! est. au contraire, plus simple de calculer m en fonction de V :
(•^) tangw = —
Portant dans ( :> i. il vient
logo '— — / cotangN —
sin \
/n — cos \
— ni cos A'
ni cos \ -- ni
)U, en posant co^V= /,
, /• Z ( 1 -+-/»/ ) . loir 0 := / ; — — — —
J [i — t- ) {i-+- 2/nt -h
ni- )
clt.
loiro := —
■', {lU -^ \)
losC / — I ) -h
loo ( l-[-\)
ni ( I + /??
-;— log( I 4- m- -+- uni ) ,
il -hi
(J — Ij-
Les formules (3) et (4) nous donnent a) et o en fonction de V.
L'intégration qui précède suppose toutefois m'-r^-j. Voyons ce qu'elle devient pour ni-=-i. Prenons, par exemple, ni z=z \ ( ' ). L'équation (3) s'écrit
langw = — tana
d'oi
Portant dans {■:>. ). on a ensuite
logp =z I cotangiot <:/oj =^- log sin ^w -j- consl.
p- sin GJ ces w rr C, ou, en passant en coordonnées cartésiennes,
La courbe est une hyperbole équilatère, admettant les axes pour asymptotes. L'égalité OM = MT résulte alors des propriétés bien connues de la tangente à cette courbe (n" 541).
Dans ce cas particulier, on peut d'ailleurs arriver beaucoup plus rapidement à l'équation (5), en remarquant que la condition imposée peut s'écrire
da:
X dy -\- y civ ^^ d{xy) t:^ o.
{ ' ) Prendre m — ■ la (;(jurl)e.
1 reviendrait à augnieiUer \ de -, ce qui ne changerait pas
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7. Tromer deux courbes telles que les tangentes en deux /wints situés en ligne droite avec O se coupent à angle droit sur Ov (K. P.. .9,3).
Soient (û, 'jj) et (/', oj) les coordonnées polaires des deux poinls associés M et M'. Si, dans l'équalion de la tangente donnée au n° 2o9, on fait
cj) z= 0, on obtient la valeur de ■ En égalant cette expression pour
OT
les deux courbes, on exprime que les tangentes MT et M'T se coupent
sur l'axe polaire :
(1) — coso) — ( - 1 sino) =; - cos'jj — I -1 sin r.).
La condition de perpendicularité s'écrit ensuite
Il faut intégrer le système (i), (2).
Il paraît indiqué do faire le changement de variables
Nos équations deviennent ( 4 ) ( // — (') coso) zzz («' — v' ) sin '.),
La première s'intègre à vue :
( G ) u — (' ^^ C sino).
Four ne pas détruire la symétrie, prenons pour inconnue auxiliaire iv =^ u -^ c. Nous avons, en tenant compte de (6),
\ uv = lï'- — G-sin-o), 4«'('' := tv'- — C-cos-o).
Portant dans ( •'')), il vient
«'■quation dont l'intégrale générale est
(7) (ï^zrr G sin(o) 4- cp) (o=:C0nsl.),
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mais qui admet, en outre, l'intégrale singulière
(8) sr=zC.
Si l'on combine (6) et (-) par addition et soustraction, on obtient
- =z (j cos— sin oj -I- -
=; — i^ C sin —cos ( 0) -i — ^
c'est-à-dire deux droites rectangulaires et se coupant sur O.r. Cette solution est banale et sans intérêt.
Si Ton combine (6) et (8), on obtient
( q ) /< =z: — :^ — ( I H- Si n Oj ) ,
r -zz - =r — ( I — sin w ) ;
c'est-à-dire (n° 520) deux paraboles de foyer O, d'axe Oy et symétriques l'une de l'autre par raj^port à O.
Solution géométrique. — En s'appuvant sur les propriétés classiques de la parabole, il est facile de vérifier a posteriori ce résultat. Nous en laissons le soin au lecteur. \ous allons montrer plutôt comment on peut obtenir la solution directe par un raisonnement purement géométrique.
Considérons l'angle droit MTM' comme une figure de forme invariable mobile dans le plan. D'après la propriété du centre instantané de rota-
Fig. 34.
tion (Cliap. XXXIX^ Exercice résolu n° 1 ). les normales aux lieux de M, M', T sont concourantes en 1 {fig. 34). Projetons maintenant O en Q sur IMT et appliquons la même propriété à langle droit OQM. La nor-
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maie en Q au lieu de O doit passer par le point J. Or, les deux rectangles Ml.M'T, M.IOQ sont homothétiques. Donc, QJ est parallèle à Tl et la tangente en Q au lieu de Q est parallèle à Oa;. Ceci ne peut être que si Q est fixe ( solution banale constituée par les deux droites fixes QM et TiVr ) ou bien décrit une droite A parallèle à O^. Dans ce dernier cas, l'enveloppe de QM est une parabole II de foyer O et de tangente au sommet A. Le point O' décrit la droite A' symétrique de A ; donc, Q'M enveloppe la parabole II' symétrique de II.
8. Déterminer une courbe ( C ), sachant que le cercle décrit sur son rayon de courbure comme diamètre est orthogonal à uji cercle fixe.
Soit a le rayon du cercle fixe (1 ), dont nous prenons le centre pour origine. La condition imposée par l'énoncé s'écrit, avec nos notations habituelles.
■i — yy\
ou
( 1 ) X- ^,- y- -h H(-- x's\x\y. ^ y cosa ) :^ «-.
La parenthèse est le premier membre de l'équation de la tangente. Cela nous incite à essayer de traiter le problème en coordonnées tangenlielles normales. Soit
( 3 ) X cos 9 -^ / sin o =i p
ré([ualion de la tangente, où /> est une fonction inconnue de o. Si l'on oriente la normale par l'angle polaire o, on a
d'où
p^ — .^■sina^- i cosa.
Dès lors, ( 2 1 devient (4) X- — y--h R/? =: «".
Or, on sait ( n° 320) que \\~r — (^p ^ p')^ D'autre part, dérivons (3) :
i^-t ] .r sin o H- y coso =r //.
Elevons i 3 i et 5 i au carré et ajoutons
x--yy'-—p''-\-iy'.
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L'équalion (4) s'écrit donc
ou
(6) p'' — pp"^a\
On pourrait intégrer cette équation par la méthode générale du n" 19o (t. I). Il est plus rapide de procéder comme il suit. Dérivons-la :
p' p" — pp" =- o ou
p"- p' d'où
(-) p"z=Cp (C=const.).
Premier cas .•C=;o. — Ona (8) /? = .\9 4-B.
Portant dans (6), on trouve A zz: «. En outre, on peut supposer B = o, en négligeant une rotation. Donc, p =^ ao.
En résolvant (3), (5), on aurait les équations paramétriques de la courbe. Mais il est plus simple de remarquer que l'équation ( 5 ), qui est celle de la normale, devieiit
— x %\no -1- y cos cp =: a .
Elle nous montre que la normale enveloppe le cercle (T). Donc, la courbe (C) est une développante du cercle (F), courbe bien connue.
Cette solution particulière est évidente, a posteriori^ l'ortliogonalilé des deux cercles ayant lieu au centre de courbure.
Deuxième cas : C =^ — /«-<(>. — L'intégrale générale de (~) est, à une rotation près,
p =z \ cosmo .
Portant dans (G), on trouve A := — D'où
( <j ) P ^^ — cos m 9 .
La courbe est une épi- ou liypocycloïde.
i'iioi»LEMEs nr: Gi':o.Mi':Titin ori coxdlisknt a des éocvtjdns diikkiœvtieî.i.es. i^j Troisième cas : C i;.r ni-:> o. — L'inlé-rale ^^énérale de (-) esl
Suivant que le |)roduit AB esl > o, < o ou — o. on peut, à une lolalion ou à une symétrie près, se rn mener à l'un des trois types :
( " ' ) p = Xchmo, p j \ sh //i -j, p=z V e'"?.
I^n portant dans (6). on obtient, suivant le cas,
A- m- = ~ a-, A2 ni^ = a- , o = a^.
Le second type convient donc seul au cas où le cercle {T ) est réel. Le premier type convient à un cercle (T) imaginaire pur et le troisième à un cercle (T) de rayon nul. Dans ce dernier cas, le problème posé revient au suivant : Trouver une courbe dont le rayon de courbure esl vu du point O sous un angle droit ou encore dont le centre de courbure soit r extrémité de la sous-normale polaire. On sait que la spirale logarithmique jouit de cette propriété ( n« 613). EIFecli vement, si Ton prend la troisième solution (lo); il est aisé de voir qu'elle conduit à une telle spirale qui est, par suite, la seule courbe jouis^-ant de la propriété énoncée ci-dessus.
Nous laissons au lecteur le soin d'étudier les courbes des deu\ premiers types (lo). Il pourra aussi reprendre complètement la question en coordonnées polaires. Il sera conduit à une équation à variables séparées entre o et V.
î). Trouver les courbes gauches tracées sur un cylindre et dont le plan osculateur en chaque point est normal à ce cylindre ou bien les courbes gauches dont le rapport de la courbure à la torsion est constant (réciproques des propriétés de l'hélice, n° 016).
1» La normale principale est constamment normale au cylindre. Elle est donc perpendiculaire à ses génératrices. D'autre part, elle est parallèle à la tangente à l'indicatrice (n° 323). Celte dernière courbe est donc plane (' ) ; comme elle est sphérique, c'est un cercle. Il s'ensuit que les tangentes à la courbe cherchée font un angle constant \ avec les
('; Si les langenlcs à une courl)e sont perpendiculaires à O.;, on dz = 0. z = const.
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génératrices du cylindre (' ). Ceci s'exprime, en prenant O^ parallèle à ces génératrices, pai'
dz ( 1 > —r^~- cos \ . z - s cos \ .
ds
On a ensuite, en introduisant l'arc o" de la section droite du cylindre,
do- = ds- — dz"- : -: ds^ ( I — cos- V ) =: ds' si n- \' ; ( 2 ) a -= S sin V.
l'ar suite, - i- cotY:;— const. Donc, la courbe cherchée est une hélice
p 'î° Soit — ^^ /. . D'aj^rès les formules de Frenet ( n° 326), on a
dd db" de" W
da db de ï d'où
( 3 ) a" == ka -\- y., b" : - kb H- S , c" = kc — -/ ,
a, |3, y désignant des constantes. Or, si l'on multiplie ces équations respectivement par a, b, c et qu'on les ajoute, on a
o =z k -i- a y. -~ b^ -h cy .
Ceci exprime que la tangente fait un angle constant avec la direction fixe de paramètres directeurs a. ^, y. On est donc ramené à i° et la courbe est encore une hélice.
Renia rq lie. — Si la courbure et la torsion sont constantes, leur rapport l'est aussi. On a donc une hélice. Mais, en outre, daprès la formule (82 i du n"^ 616, la courbure de la section droite est constantf. Cette section est donc un cercle ; on a une hélice circulaire.
1. Trajectoires orthogonales des paraboles de grandeur et d'axe donnés ou bien de grandeur et de tangente au sommet données.
2. Trajectoires orthogonales d'une famille d'ellipses ou d'hyperboles homolhétiques par rapport à leur centre ou par rapport à un sommet. Cas d'une famille de cercles.
(') Nous allons résoudre maintenant le problème qui consiste à trouver toutes les courbes dont les tan fientes font un angle constant avec une direction fixe.
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3. Trajectoires orlhogonales des paraboles de fover et d'axe donnés. [Coordonnées polaires.]
'i-. <^)ii fait tourner la courbe & :z= tangoj autour du pôle. Trou\er et construire les trajectoires orthogonales des courbes obtenues.
o. \ érifier. par un calcul direct, que la détermination des trajectoires orthogonales d'une famille de cercles avant leurs centres en ligne droite se ramène à une quadrature. Application aux cas où les cercles sont tous égaux ou bien sont homothétiques de l'un d'entre eux par rapport à un point fixe.
(3. On donne une courbe (D i par son équation en coordonnées polaires (r, 9). Trouver les trajectoires orthogonales des cercles qui ont leur centre sur (D) et qui passent par O.
Les équations paramétriques polaires de ces trajectoires peuvent se
mettre sous la forme
i/ étant donné par
Même question, (piand la couibe (D) a pour équation
. 0 . 2O 2 /■ sin - sin — p = «.
Montrer que. parmi les trajectoires, il y a une parabole.
y. Trajectoires orthogonales des coniques ayant deux sommets donnés appartenant au même axe (î!. P., I9i3).
10. 1 rajectoires orthogonales des paraboles définie.- par réqiialion générale
[Ces paraboles sont les trajectoires d'un projectile lancé dans le vide,
OOO CIIAPlTltr. WIV.
sous difléients angles, avec une vitesse initiale constante (t. lll). Les courbes cherchées sont définies par léquation proposée et la suivante :
dx -H dy [ ^ — 2 .r ( I -r- /- ) ] = « ) .
Poser /ir=zi/^ puis éliminer .f- entre les deux, équations. On obtient une équation linéaire en y, //, qui s'intègre par quadrature (t. I.
n° J91), en posant, par exemple, — — ^= r. On obtient des
courbes algébriques. En posant (2 « — i) (r H- 2 ) := À, on peut exprimer rationnellement y et a- en fonction de }..]
11. Trajectoires sous un angle constant. — On appelle ainsi les courbes qui coupent toutes les courbes d'une famille sous un angle constant A .
Montrer que la détermination des trajectoires d'une famille de droites sous un angle donné se ramène à une quadrature. [Prendre, par exemple, les droites sous la forme
.r = j< -+- 0 cos o , )■ = j3 -r- p sin o ,
a et (3 étant des fonctions données de cp, qu'on pourra, plus particulièrement, prendre égales aux coordonnées du point de contact de la droite avec son enveloppe.]
12. Appliquer l'Exercice précédent au cas où les droites données sont tangentes à un cercle.
13. Montrer (|ue la détermination des trajectoires d'une famille de cercles sous un angle donné se ramène à l'intégration d'une équation de Puccati. [Sui\re la même marche qu'au n° 354.]
\k. Appli(|uer l'Exercice précédent au cas où les cercles donnés sont tous égaux et ont leurs centres en ligne droite.
15. La tangente et la normale en M à une courbe (C) rencontrent respectivement 0.r, O >' en T, T' et en N, X'. Déterminer la courbe ((".) pour que :
1° NT =:^ consl.:
ÔT , , , ,
2° ^=^ ^:: /•■ --: const. (cas de /. rr — I ) : ON
MA
6° -^=r :^ consl. :
MiN'
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, ÂÏT
Ml'
consi,
T-TTT, =:;-:= COnSl.
Ml a
6° OM'— {m -h i)- MT"— ni- M^ ' ( cas de m = —
(Pour 1°, 5'' et 6°. introduire l'angle polaire y. de la tangente. Pour •2", introduire les coordonnées normales de la tangente. Pour 3° et 4°, introduire seulement j7, y, dx. dy. Le lecteur pourra d'ailleurs essayer d'autres procédés, s'il le désire.)
U). Conservant les notations précédentes, on mène par T une parallèle à Oy. Elle rencontre M.\ en P. Déterminer la courbe (C), sachant que P décrit une courbe (Ti donnée, quand M décrit (C). Démontrer que. si l'on considère deux courbes (Ci) et (Cj) répondant à la question.
1 angle MjTMo reste constant quand P décrit (T) .
lùudier à part et jusqu'au ])out les cas où la courbe (C) est :
1° Une droite parallèle à Oj:";
2° Une ellipse admettant Ox pour axe et. plus particulièrement, un cercle ;
3" Une parabole d'axe perpendiculaire à Ox et, plus particulièrement, admettant ()x pour directrice ou pour droite liomolhétique de la directrice par rapport au sommet et dans le rapport 4-
[Soient («, b) les coordonnées de P et a l'angle polaire de MT. On a
' da
sin y. cosa.
y :^ b sin- a :
rda y. zzz I -— -{- o. o z= con
st.
Dans 1°, (C) est une cycloïde.
Dans 2°. lorsque (F) est un cercle, parmi les courbes (C) se trouve une hypocycloïde à quatre rebroussements.
Dans 3", les courbes (C) comprennent un cercle tangent à Ox, dans le premier cas particulier, et une parabole tangente à Ox, dans le second cas particulier.]
17. On donne deux droites iixes parallèles D et D' et un point < > éfjuidistant. La tangente en M à une courbe (G) rencontre D en T et D' en T'.
Déterminer cette courbe de manière que ÏOM =:^MOT''(L. P., igiS».
[On trouve, outre les droites issues de O. les coniques du faisceau déterminé par (D, D) et par le cercle de rayon nul, de centre O. La
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propriété peut se vérifier géométriquement, en appliquant le théorème fie Desargues (n° 505) à la droite Tï'.]
Trouver les courbes pour lesquelles on a
20. Trouver les courbes pour lesquelles on a, en coordonnées polaires.
Trouver leurs trajectoires sous un angle constant. Valeurs de ni qui conduisent à des courbes simples.
21. La normale en M à nne courbe rencontre Oof en K et la perpendiculaire à OM en N. Déterminer la courbe de manière que -— p- soit
' ()iv
constant ( |]. P., 1910).
Réciproque de l'Exercice proposé n" 2 du Chapitre \XXY
23. Chercher les courbes définies par les équations intrinsèques :
R =z /lis (spirale logarithmique) ; R'--+- m-s-=z 1 (épi- ou hypocvcloïde) ; R-=: w-.y- it: I ; R-=:2.s; R:i^.s-+i (chaînette).
24. Trouver les courbes dont la projection du rayon de courbure sur une droite fixe est constante.
25. Trouver les courbes dopt le rayon de courbure est divisé dans un rapport constant par Ox. Cas particuliers intéressants.
MC
hn projetant le rapport Ypr ^^ '" s"'' ' \''; '^" •• "nmediatenient 1 équation différentielle qui relie a et )'. On pourra examiner les cas de m =z±:i et ± 2.
26. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est proportionnel au carré de la normale limitée à O^-. Montrer que, parmi elles, se trouve une cubique unicursale {cf. n" 356, problème I).
27. Sur la tangente en M à une courbe (C), on porte une longueur
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constante MP zz: a. Déterminer cette courbe de manière que, du point I', on voit sous un angle droit le segment de normale compris entre O^ et le centre de courbure. Montrer que si l'on projette P en Q sur Oj:-, MQ demeure constant, quand M décrit (C). Montrer que, parmi les courbes demandées, se trouve une tractrice.
28. Trouver les courbes dont le ravon de courbure est divisé dans un rapportconstant parla sous-normale polaire. Cas particuliers intéressants.
En projetant le rapport -— sur OM, on se ramène aux courbes de lExercice proposé n° 20.
29. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est proportionnel au carré de la normale limitée à la sous-normale polaire.
Une des courbes a pour équation polaire o ^^
30. Trou\ er les courbes dont le rayon de courbure est proportionnel nu rayon vecteur. Dans le cas où il lui est égal, montrer que la projection du pôle sur la normale est à une distance constante du centre de courbure.
31. Irouver les couibes dont le ravon de courbure est proportionnel à p'". Montrer que si m^i, parmi les courbes cherchées se trouvent celles qui font l'objet de l'Exercice proposé n" 20.
32. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est divisé dans un rapport constant par la projection d'un point fixe sur la normale ( ]]. P., igio). (Cf. Exercice résolu n° 8.)
33. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est proportionnel à la puissance m''"'' de la distance de la tangente à un point fixe. Intégrer complètement dans le cas de m zj= — 3. Dans chacun des cas /// =; 2 et m =r 3, montrer qu'il y a deux courbes qui se calculent complètement par les fonctions élémentaires.
3'i-. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est proportionnel à la distance de la normale à un point lixe.
35. Trouver les courbes dont le rayon de courbure est lié à l'abscisse par l'une ou l'autre des relations
Pv J7- rj; I . ./■ ^: P\-, R ,r m i .
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[Parmi les premières, se trouve la chaînette; parmi les secondes, se trouve la cycloide.]
36. On considère une courbe ( C i et le cercle (F) décrit sur le ravon de courbure en M comme diamètre.
1° Déterminer la courbe (C) sachant qu'elle passe à l'origine et que (F) est constamment tangent à Ojt.
2" Trouver, dans ces conditions, le lieu (S) du centre I de (F).
3'^ Soit P la projection de I sur Oj:. Montrer que arc OM = 2 OP.
4" Montrer que les tangentes en M à (G) et en I à (S) se coupent sur Ox.
37. Démontrer les réciproques des diverses propriétés dont jouissent les cour])es étudiées aux. Chapitres XXXIX et XL.
38. Trouver toutes les hélices ou lignes d égale pente qui peuvent être tracées sur une surface donnée.
Exemples : La surface est une sphère, un cylindre parabolique, un paraboloïde hyperbolique équilatère. un paraboloïde de révolution. Dans les deux, derniers exemples, on ne cherchera que les hélices dont le cylindre rectifiant a ses génératrices parallèles à l'axe du paraboloïde.
[Si a, 3, y sont les cosinus directeurs des génératrices du cylindre rectifiant (ou de la verticale), on doit avoir
( I ) {y. cLv -r- p cl y -!- y dz )- — ( dx- -r- dy- -\- dz') cos- V.
En outre, ré(iuation de la surface donne dz = p dx H- fj dy. En portant dans (i). on a une équation différentielle en x,y.
Pour la sphère, prendre y. z=i Z z= o qI des coordonnées polaires sphériques. Pour le cylindre 2 c = u -, lorsque [3=y:=:o. la projection sur yO; est une cycloide. Pour le paraboloïde hyperbolique z^^xy^ on est ramené à léquation a? sin a -r- y cosa = A' =; const., qui conduit à une équation linéaire en x entre x et y.. Poui' le paraboloïde de révolution, les projections sur le plan tangent au sommet sont des développantes de cercle.]
39. Si le plan normal dune courbe passe par un point fixe O, celle courbe se trouve sur une sphère de centre O.
(On peut s'appuyer sur l'Exercice résolu n° 1 du Chapitre XIIL)
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EXERCICES RÉSOLUS
Surface gauche de révolu lion
C'est la surface engendrée par une droile B lournanl autour d'ur e drcte A. Prenons A^pour ave des z et la perpendiculaire commune OP pour axe des j:. Si OP = a, les équations de B sont de la forme
^') .r~a, j=rô tango.
Les équations d'un parallèle sont, d'autre part.
avec la condition de rencontie
' -^ ) «- — [J.- tan g- o := >..
Éliminant /. et y. entre (2) et (.]). nous avons l'équation de la surface
(4) fl=-!'
a- cot-
On reconnaît l'équation d'un hyperboloïde à une nappe (n° oWj. La méridienne du plan des zy est une hyperbole admettant pour asvmptotes la parallèle à B menée par O et la droite symétrique par rapport à O;. Le parallèle minimum, décrit par P, s'appelle cercle de gorge.
On peut avoir les équations paramétriques de la surface en posant
^ ^ ) y- l;" n g o = rt tan g ;/, /• = y// — '^ .
cos u
Les équations sont alors
(6> r — -L^^' «sin.-
' ^ — ' V =z , - — (7 rot '> tTp.. //
Haao. — h'xe/ct'ces, II.
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Tore {cf. n
C'est la surface engendrée par un cercle tournant autour d'une droite de son plan et constituant, par conséquent, la méridienne. L'axe de révolution étant encore pris pour axe des ;;, soit
(i) [.x — ay-{^z^-—\r- = o
l'équation de la méridienne du plan des zj:. On a l'équation du tore en V remplaçant u- par y'j:--t- j-,
(^eia donne, en isolant au préalable le terme 2ax et élevant au carré.
En utilisant les équations paramétriques du cercle générateur
(3) /■ = rt 4- I\ cos//, r. r3 |{ sii) //, on a les équations paramétriques du tore :
(4) .r =- (a -t- Il cos/f ) cose, j' :=i (a 4- R cos// ) sln r, ; =rrî&in//.
3. Lo.codromies de la sphère. — Prenons pour coordonnées d'un point sur la sphère de rayon i sa longitude o et sa colatitude 5. Si une courbe coupe tous les méridiens sous langle constant V, on a, d'après la première équation (i6) du n° 365,
<iÇ- =1 ( c/5- + sin-5f/cp-)cos2V ou
c/co = it l a 11 g \ — — -z • ^ Hn5
Nous pouvons ne prendre que le signe -+-, en négligeant une symétrie par rapport à zOx. Nous pouvons également, à une rotation près autour «leO^, négliger la constante d'intégration. Cela nous donne
(i) 9 = lungVloglang-
ou
(2) tang- =:6-?''"^'.
Iieinar<iue. — La projection sléréographique {cf. Cliap. XXVlil, ICxercice résolu n°9) de la courbe sur xO y. à partir du point (o, o, — i),
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a pour équalion polaire
C'est une spirale logarithmique (n° 613), comme cela el.ut à prévoir. puisque cette projection doit couper tous les ravons vecteurs sous Fangle V.
V. Lignes asymploliques du love. — ( )n pourrait appji.juer Téqualion (i4) du n° 3G4. .\ous préférons suivre la méthode directe suivante.
Partons des équations (4) de l'Exercice n" 2.
La normale en Al au tore est le rayon du cercle généraleur; ses cosinus directeurs sont les coefficients de R dans x. x, z, soit
(0 a— cos//cosr, 5 = cosMsinf, y=:sinii.
Nous avons les formules <'-^) -r = (7 cosc 4- Ha, r — asïnv -^ \\l. z~l\y
L'équation {02 ) du n'^ 34-0 s"écrit, grAce à elles, ( 3) ft ch( d'j. sinr -h <r/3 cosrj -f- \\{dx^ -^ d'I- -~ d-f-) = o.
Or, la seconde parenthèse est l'élément linéaire de la sphère de rayon i ; elle est donc égale à du"-— ?,\n'-udi-. Quant à la première, son calcul est très simple à partir de (rj; on trouve qu'elle est égale à cos/^ dr. Finalement, l'équation (3) devient
a cos ndi-~ i\(//u-^ s'in- u dç-) =: o.
On en tire, en négligeant les rotations et s\métrie ('),
r" du
y -ros^/(^-i-,-os»j
^' îï^^'' *^-'-'^^ quadrature introduit dc^s lonrtions oilipti<jues. Mais.
il n est pas besoin de connaître ces fonctions pour étudier la courbe.
r. inlégrale a un sens, car, pour u= -~i,\a qucmlit.- sous le signe / devient p'Hiuie comme -^ (t. [, n° 154).
I^OLir la réalilé tlu radical, rosi/ doit être compris entre o et — — •
Donc, les lignes asymptotiques sont entièrement su/' la partie i/ite//ie du toj^e. Gela était, du reste, à prévoir, car, sur la partie externe, les rayons de courbure principaux ont le même signe et les tangentes asymptotiques sont imaginaires (n° 336).
Laissons de côté le cas « < R du lore îi points doubles.
Avec I liypotliese « > li, ;/ peut varier de — a Lorsque u croit
de - à 71, r croît de zéro à une certaine valeur c, et M décrit l'arc MqMi.
,371,,, Puis, lorsque u croît de 71 à — ? l'élément difïérentiel reprend symélri-
quement les mêmes valeurs que précédemment. On en conclut que les valeurs ( ' que prend c se déduisent des précédentes par la formule
Le nouvel arc de courbe résulte du premier par une symétrie par rapport
à leur extrémité commune M,.
St: .
Pour 1/ -= — '-^ ou arrive, de la sorte, au point M.>, sur le parallèle le
plus bas. luisuite, pour la réalité du radical, u doit décroître de — à —, et, ' ' 2 2
si Ton veut ne pas revenir sur ses pas, il faut changer le signe du radical.
L'élément dilTérenliel reprend alors encore xine fois les mêmes valeurs
que précédemment et le jjoint M décrit un arc M^M^M^ symétrique
de M2 M, Mo par rapport au plan méridien qui passe par M^. Arrivé en M4,
on change de nouveau le signe du radical et l'on commence un nouvel
arc M^MsMoM-Mg, qui se déduit de MoM, MoMaM^ par une rotation de
l'angle /4<i-
En définitive, une ligne asymptotique est constituée par une sorte de
guirlande, qui chemine sur la partie interne du tore et qui s'enroule
indéfiniment ou qui se ferme, suivant que — est incommensurable ou
commensurable. Pour la connaître complètement, il suffit d'étudier un quart de boucle tel que MqMi.
Cherchons la tangente e.n M. Elle nous est donnée par l'angle V (n" 365) :
tansV
{a -+- R cosu) ch
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Au i)oinl Mo, tang\ =: x, \ ^: -; la courlîe est tangente au parallèle.
Au point M,, tangV = i/ - —
Si l'on veut des données plus précises, il faut calculer linlégrale [4). par la méthode des trapèzes, par exemple. Nous avons fait le calcul pour a :=; 2 R et obtenu le Tableau ci-dessous, où it et r sont en grades (' ) :
luo
I io
;-jo
iTx)
On voit qu'à partir de «==160, r est pratiquement une fonction linéaire de u. Le quart de période (',=:i38s.g. La jiériode complète
est donc 555s, 6, soit environ i circonférence -^- La tangente au point M,
fait (5° avec xOy, car la formule (5) donne tangV, =r i.
0. Géodésiques d une surface de révolution. — Considérons, au point M, le trièdre trirectangle MXYZ défini par :
MX. demi-tangente positive à la méridienne, a. u\ -MY, demi-tangente positive au parallèle. -■> « H — -\
MZ, demi-normale positive à la surface, a '- -, u\
les nombres au bout de chaque ligne sont, le premier, la colaliiude, le second, la longitude.
Cela posé, soit une ligne géodésique G {cf. Cours, note de la page 36o),
dont la tangente MT est définie par \ MX, MT/ nrr V. La noiniale principale
(') On ne peut pas appliquer la mélhotle des Irapc/.cs au début, puisque In fonction sous le signe / devient infinie. Nous avons caleulé la valeur de t
|)Our iios, en rcnnpiai ant celte fonction par l'expression as\ mplolique
posant t = u —
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est normale à la surface; nous la prendrons suivant MZ. La binormale -MB
est alors défiiiie. dans le plan MXY, par \MX,MBy := \ '- •
Les vecteurs unitaires de AIT et de MB ont pour composantes, sur
^L\ et MY : cos^ , siu^', pour MT ; sinY. — ces V, pour MB. Les
cosinus directeurs de MT sont :
i r/ rr: cos \ sinacos// — sinYsin//, < h ^= co%\ sin a sin // -(- sin Y cos?/. ( c -=. cosN" cosa.
C^eux de MB s'en déduisent en chani:eanl Y en \ — -: il est inutile de
Ie5 écrire; nous les désignerons, comme d'habitude, par a\ h'\ c" .
l'oui- exprimer que G est une géodésique, il nous suffit d'écrire que l'on a
ou
„ da , „ cl h a -~^ ^ b -j-
OS lis
„ de
' TTs
Sa'
., { da d\ da dy. da du^
ô\' ds à y. ds ()u ds
. 1 . • . àf^' 01) de 1 . , • , , ,
l^es dérivées -—7, —r^ , -—7 se déduisent de a, 0, c en chane-eant d\ d\ d\
\ en ^ H — -\ elles sont donc égales à — a". — b\ — c" et le coeflî-
cienl de —r- dans (5) est — i. Puis, — — z=r — /> __^rr/; le coeiticient ''/v da du
de —r- est donc ds
ah' — ba" ^::^ — c' —~
dy.
cos y.
F.nfin. le coefficient de —— est ds
cos y. cos\ {a'' cos u -~ b" sin // ) — sin y. cos Y c' .
Comme «'' cos// + ^'' sin « =r sin i^ sin^' = r" langs?, ce coefficient est identiquement nul. Finalement, l'équation (3) s'écrit
dV
du
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<Jr. daprès le- formules (i6) du n'^ 365. on a
da sinV
ds r
iJ'autre pail. en passant par lare de méridienne, on a
dr dr ds dr i
sin 3< := —r- = -7~ ~r — T" V '
c/7 ds d'7 ds COi\
Portant dan- ; i . il \ierit
d\ dr I sin\'
ds ds cosV r CI u
d{r sin \ i
ds Hj ) /• sin\= G = const.
Celte équation porte le nom de formule de ClnirnuU . On en déduit la suivante, en utilisant (5) :
(-) r"-du-—Cds.
En raisonnant comme au n'^ 36i, on en déduit que les géodésirjues d' une surface de révolution s'obtiennent toutes par quadratures.
Lorsque la constante G est nulle, on a V rr: o ; on obtient les méridiennes, qui sont bien des géodésiques, car leur plan coupe normalement la surface en chacun de leurs points.
6. Une vis a un pas de 3o'""' et un noyau de i oC""" de diamètre. Son profil est un triangle équilatéral.
1** Calculer l'angle que fait la normale au filet avec le plan du profil et étudier comment il varie.
1° Construire les sections du filet par des plans parallèles au plan du profil et distants de ce dernier de iC"", 20"™ et SC""".
Appelons R le rayon du no^au et k la hauteur du proiîl. celle-ci étant liée au pas (') par la formule
('; On suppose que la vis est une vis a un Jilet. cest-à-dire que sur une longueur de novau égale au pas est enroulé un seul filet, de sorte que le pas est égal à BC.
Le point M situé à la distance horizontale u du sommet A décrit riiélice (* ) "•
(2) .r Z3= (R + A — m)cos(', , y nr (R-1- // — «) sine,
-p-r Al',
£ étant égal à H- i ou à — i, suivant que M est piis sur le côté AB ou sur le côté AC {fig. 35) et /.' étant égal à
si r est évalué en radians.
Fig. 35.
1° Les cosinus directeurs de la normale en M sont déterminés par les conditions
( /■( — « sine +- 6 cosc) -h /.c z= o
s (r — Vx^h — a)
rtcosc — 6sinr + c — ^ :^ o
qui, pour ( = 0, se réduisent à
En écrivant que a- -h 6--1- c-r= 1, on trouve
Orientons notre normale •ve/'.s l'extérieur du filet. En prenant un point M' intérieur à ABC et sur le même rayon que M, le \ ecteur MM' doit
(') Les axes sont indiqués sur la figure 35; ils sont à droite ou à gauche, suivant que la vis est à liroile ou à gauche ( n" 618).
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avoir une projection négative sur la normale. On en conclut que a doit être positif, et, par suite, b doit avoir le signe contraire à t. d'après (5 i.
Xous avons donc
On en conclut que les normales le long de KCsonl. par rapport au plan du profil, du même côté que 0 j; les normales le long de AB ,onl du cote opposé. Aux deux points symétriques M, N (/-. 35), elles font d'ailleurs le même angle -., en valeur absolue, avec le 'plan ABC. Cet angle est donné par la formule
(8) sino= '' - ^^3 /. ,
Lorsque .M parcourt AB, ,■ diminue depuis K - /, jusqu'à H; donc o augmente de 9^ à On.
Pratiquement, le nombre ^ est très petit et Ton peut prendre, sans erreur appréciable,
(q) OoXV.3 C)^p\Jl> 23o
r étant évalué en millimètres et 0 en degrés. On trouve ainsi
•>-° Coupons le liiel par le plan j= 5. Nous avons, entre u et r, la relation
^'" (î — (R -+- A — «) sin('= /sine.
Tirons-en r et portons dans les deux autres équations (2) : ('^^ ^^ \/"-— 3-, r=: -^,, 4- /. an-si//-.
Telles sont les équations paramétriques de la section, où u doit varier de o à 26 et /• de ici à 7.5. Rien ne serait plus facile, en les utilisant que de construire les sections demandées. Mais, pratiquement, il est
pins simple et suffisamment exact de remarquer que ^ et /. sont pelits
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et de remplacer les formules (12) par les suivantes, obtenues en prenant les premiers termes des développements en série :
En coujparcinl avec le calcul exact fait pour 3 = 3o, /=: 75, c'esl-à-dire
pour la plus grande valeur de ^, on constate que l'erreur commise sur r
et sur z est toujours inférieure à 0,2. Avec ces formules approchées, les sections sont des arcs d'hyperbole, faciles à construire.
On peut encore simplifier davantage et obtenir des droites, en développant (i3) suivant les puissances de u et s'arrêtanl au premier degré :
/ :: --0,0473 Xp + «( -Jrz-t-|3x 0,0«)0/l:
L'erreur maximum est alors de 0,7 sur .r et 0,2 sur ;.
Remarque. — Le tracé des sections ci-dessus serait utilisé pour construire le profil des dents d'une roue à vis sans fin, qui engrènerait avec la vis proposée.
EXERCICES PROPOSÉS
Trouver l'équation de la surfa<;e engendrée par le cercle
en tournant autour de Oz. Condition pour que la surface se décompose.
[L'équation est de la forme /(2, c) =r 4«'R'<'S / désignant un
trinôme homogène du second degré et i =r jr- -f- )- + -;'- — a' — R-. La
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(îondition de décomposition s'obtient en écrivant que /est carré parfait. Le résultat est évident géométriquement.]
3. Une courbe algébrique (] de degré m tourne autour d'une droite A. <^uel e-i le degré de la surface engendrée? Cas (rabaissement. Cas
de m -- 2.
(Couper par une droite D quelconque en utilisant, comme surface auxiliaire, la surface engendrée par D en tournant autour de A. Il y a abaissement quand chaque plan perpendiculaire à A ronpe C en deux ou plusieurs points éqaidistants de A.)
'i-. Soient deux cercles C et C ayant même axe et. sur cet axe, deux points .M et M' qui décrivent deux divisions liomograpliiques. Trouver le lieu du cercle d'intersection des sphères (C. M) et (C\ M'). Cas de dégénérescence.
(Prendre l'axe des cercles pour axe des ; et le centre delà sphère S qui les contient tous deux pour origine. On obtient une équation du second degré en S et c. Pour avoir les cas de dégénérescence, on peut écrire que le discriminant du trinôme en S, qui est lui-môme un trinôme en z, est carré parfait.)
o. lùant donnée In cvclide
où / désigne un polynôme du second degré en .r, j, ::, montrer que la condition nécessaire et suffisante, pour qu'elle soit de révolution, est que la quadrique f = o soit de révolution autour d'un axe passant à l'origine. Pousser les calculs jusqu'au bout dans l'hypothèse où / ne renferme pas de termes rectangles.
0. Soient une surface de révolution S d'axe A et une courbe C tangente à un parallèle P de S. Un fait tourner C autour de A et l'on obtient une surface S'. Quelle condition doit remplir C vis-à-vis de S pour que S' soit tangente à S tout le long de P? iCas d'exception d'un ihéorènie du n" 362.)
(Sappuyer sur une construction donnée au n° 3G3. L'axe de courbure de C doit passer par le centre de la sphère inscrite le long de P.)
7. Soit une surface de révolution S d'axe A et une droite quelconque B. De chaque point M de P,, on abaisse une normale MP sur la section de S par le plan mené par M perpendiculairement à B. Le lieu du point P est une certaine courbe C, qu'on fait ensuite tourner autour de B. Montrer
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que la surface S' ainsi engendrée est tangente à S le long de C. Les droites A et B étant seules données, peut-on choisir S et S' de manière que C soit une droite? Quel est alors le lieu des diflerentes positions que peut occuper cette droite?
(Le lieu de C est un conoïde de Pliicker.)
8. Trouver les loxodromies du cône, du paraboloïde, de Tellipsoïde et des liyperboloïdes de révolution.
0. Même question pour le tore. Calculer l'équation polaire de la projection sur le plan de l'équateur o:Oy. Montrer que chaque loxodromie se trouve sur un cùne 330 nt pour sommet O et pour base, dans un plan parallèle à ^rO r, une polaire réciproque d'épicvcloïde ou d'iiypo-
C3'cloïde (') : Cas où cosV= —
L'équation polaire de la base du cône dans le plan de cote h est
donnée par la formule p=:/— , facile à établir géométriquement. Lorsque cos\r=:— , on obtient les cercles de Villarceau ( n° 589).
Cf. Chap. XXX^ m, Exercice proposé n° 38.)
10. Trouver les lignes asymptotiques de la surface de révolution engendrée par une parabole tournant autour de sa tangente au sommet.
IL Même question, la méridienne dans le plan des z.r ayant pour équation ;; = jv'" ou log.r.
12. l\lontrer que la surface de révolution qui a pour méridienne la courbe
dx
est applicable (n° 400) sur la sphère de rayon i. Construire la méridienne pour A" = - et pour /,= 2.
l*o<er /• = /. sin//, Or:: -, avec les notations du n°3G5.
('j Cf. une Noie de l'auteur dans les Nouvelles Annales de MatJicnialiqucs. mars 1907.
SIUIACES DK RKVOI.LTIOX: IIKLICOIDICS.
Trouver les i;éodésiques du paVaboloïde de révolution
Si G est la constante de Clairaull (Exercice résolu n° o), on a
C , /tanf; o — C ,
— loi; ■■ -; -
2 ^ \ tango -^ C
y sin- o — C- co?- z> ik. Même question pour le cône de révolution.
15. Trouver, sur la sphère, les courbes qui coupent les méridiens sous un angle proportionnel à la longitude. (C/. Cliap. \XIV, Exercice j)roposé n° 20.)
16. L'axe d'une surface de révolution étant vertical, trouver les lignes d'égale pente. Appliquer à la sphère, au paraboloïde et au cône.
17. Trouver les lignes as^mptoliques de la surface de vis à filet tiiangulaire. (Cf. Exercice résolu n° 6.)
(Les projections horizontales sont des spirales hyperboliques. Prendre le troisième paramètre directeur de la normale égal à i.)
18. (Calculer l'angle des deux lianes du filet de la vis de l'Exercice résolu n° 6.
19. On considère l'hélicoïde engendré par les tangentes à une hélice (hélicoïde développable). Construire sa section par un plan passant par l'axe. Quelle est la nature de la section par un plan perpendicnlaii e
SURi-ACES IlÉGLKES, DÉVELOPl'AIîLES ; CONES ET (,YLLM)UES.
EXERCICES RÉSOLUS
Soit la surface réglée S, enL,endrée par la droite G
(i) x^^tz.-\-t-, f = l-z-^-t.
i" Cl) ne directeur et sections par les plans de coordonnées.
2° Equations du plan tangent^ du plan asymptote, du plan central; coordonnées du point central.
3° Équations ponctuelle et tangentielle de la surface.
4° Contours apparents sur les plans de coordonnées et sur un plan quelconque parallèle à Os. Cône circonscrit de sommet O.
•i" Montrer que les génératricoS s'appuic/it sur deux droites fixes.
6° Lignes asyinptotiques.
\" La parallèle à G menée par O a pour équalioiis :
(2) a:=z tz^ ' y -^ t' z.
\l\\ éliminant /. on a l'équation du conc directeur :
(3) x'^vz.
C'est un cùne du second degré facile à identifier.
Section par ./O y. — Il suffit de faire z ^= o dans (1 ) et Ton obtient la parabole ./• ;— y'^ .
Section par zO x. — Si l'on fait >■ ; o dans (i), on a
cubi([ue facile à construire.
Section par _}0;. — En faisant j; - o, on trouve de même la cubique y =-. ;' — ::.
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2° L'équation du plan tangent est ( n° 367)
\~ iz — L'- \ ~ t'-z — t Z - ; I
I Z -i- ^t ItZ + I o
ou, tous calculs faits,
(1) y^{-:>Az^\) — \[z-^-it)^'L{it:^—r-z — t) — -?A'^z-\-tz-\-t- — yj. L.Q plan asymptote s'obtient en annulant le coefficient de ; :
(5) 2^X V — /-îZ — 2^3— / — o.
Ecrivons maintenant que les plans 14) et (5) sont perpendiculaires; nous obtenons le z du point central. En portant dans (4), on a l'équation du plan central :
+ Z(8r'-4- 2^3— i) — \t^-^ rif'+ 1 I /•'— 3/- = o.
Tous les coefficients sont divisibles par )/' — 1 ; après suppression de ce facteur, il reste l'équation
(G) X(^*— 1) — '^■/(^--i- 2) + Zi(2^--h 1) H- /-( /'-H /^+3) =-" o.
En portant c dans (i), on a les coordonnées dn point central :
Zt-if'-V 1-— \) lA -2. t' -^ -i ) l{>.t'*~ I-— 'o
(7) ■^' ^= r -, — ; ' V =: — — , r zr:: ■ ; — ;
La ligne de striction est une courbe unicursale du septième degré.
3" \J équation ponctuelle s'obtient en éliminant t entre les é(|ualions (i). En employant le résultant (t. I, \\° 23'i-), on trouve
l'our avoir Véquation tangentielle. exprimons que le plan (//, c. u-, /• ) contient une génératrice ( n° 309) :
(9) «/ -H rZ- -h ip m; u, //^^-t- i7 -r /• izi o.
I'2ii éliminant t |)ar le résultant, on a 1 é(|ii;ition demandée :
(10) ((•/• — iiwy--\- {u-- — r-) [a/ --- iiv) = o.
On voit que la surface est du quatrième degré et de la quatrième classe.
4° Le contour apparent sur xOy est l'enveloppe de la projection de G sur ce plan (n° 369). Cette projection a pour équation
(il) ta: —y — /•'+ t :-- o.
En écrivant que cette équation a une lacine double en t^ on a l'équation du contour apparent :
(12) 4(.r-hi)^^— 27r- — o.
C'est une développée de parabole. {Cf. Chap. X\XV, Exeicice proposé n° 35.)
Si l'on veut bî contour apparent dans l'espace, il suffit de dériver (i i) par rapport à Z; on obtient .r; en portant dans (ii), on a r; en portant dans une des équations (i), on a z. Le calcul donne
f[uartique unicursale.
On trouverait de même les contours apparents sur zOa: et :()y. Mais, ils nous seront donnés comme cas particuliers des contours apparents sur les plans parallèles à Oz.
Cberchons donc le cylindie circoitscrit parallèlement à la direction (a, 5, o). Le plan mené par G parallèlement àcetle direction a
pour équation
'/.{/- -^ tz — a: ) -h l'^ z + t — j- rrz o,
avec la condition de parallélisme /.a-^-|3;=o. En tirant /. et portant ci-dessus, il vient
( I 4 ) i-{P y. z) -i- f { p z - ~ y. ) -h Cf. y ^ ^ .r = o.
11 faut prendre Fenveloppe de ce plan. En écrivant qu"il y a racine double en t, on a léqualion du cylindre circonscrit :
C'est un cylindre du second degré.
Pour avoir la courbe de contact, on dérive (i4) pai" rapport à t et l'on a ;. i"-ii portant dans (i), on a a- et T. Le calcul donne
t\>.7.t--^'hl — a) t(2^l'^- y.l — ^) _2,3^--a
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Art courbe de contacl est une cubique gauche.
En faisant az=ri. 3 := o, on a le contour apparent sur yOz\ en faisant a = o, 3 =: j , on a le contour apparent sur zOx.
Le crlne circonsc/u't de sommet O est l'enveloppe du plan (O, G). lequel a pour équation
\in écrivant (ju'il y a racine double en t, on a l'équation du cône :
lin dérivant (i^ ) par rapport à < et combinant avec (i). on a les équations paramétriques de la courbe de contact :
(19) .r = — ;; , y = , ci=r — :
IL- — i - IL- — I IL- — I
<|iiarli([ue unicursale.
5° Si les génératrices s'appuient sur deux, droites fixes, celles-ci font partie de la surface. Voyons si elles ne sont pas en évidence sur l'équation (8). Si Ton fait z ^ ±11. on obtient y -=z± x. D'où les deux droites
D, : ;; i_ I , )■ =: .r : Do : :; = — 1 , y =^ — x.
Klles ne font d'ailleurs pas partie des génératrices, comme on le vérifie aisément sur les équations (1). Ce sont donc, à coup sur, des directrices de la surface réglée. Au surplus, cela est facile à vérifier a posteriori. En retranchant les équations (i), on obtient le jdan
dans le(jucl se trouvent, à la fois, G et Dj. Donc, ces deux droites se rencontrent. On aurait une conclusion analogue, pour G et Dj, en ajoutant les éfjuations (1 1.
6'' Appliquons réfjualion (82 ) du n" 3'i.ï, en prenant pour «, b, c les coefficients de X. V, Z dans i \) :
■2.{ldz + zdt) [Idz 4- (; 4- 2t)dt\ — { dz -\- idt)[t- dz -\- {"itz -^ i ) dt J
■-r- [— t^dz-r (6^'— 2tZ~ l)dl]dz = 0.
Le coefficient de dz- est identiquement nul; donc, on a la solution Haag. — Exercices, II. 21
dt^^o OU ^ = const., qui est, du reste, évldenle, puisque les droites G sont des lignes asymptodques (n° 37i\ Divisant par dt, il nous reste, tous calculs faits,
(20) dz{\t'- - j) -i- dt( :■- i ) Tzz o. r^es variables sont séparées et l'intégration donne
d'oii Ton tire
, , ^ {:■ ~-i)--+- (Z(z -■- i)- :■'-+- \ — -iniz
(:: — 1)2— Cf.:: -t-,)2 - ni{z^~~l)^-'AZ
en substituant à la constante arbitraiie C la constante ni -- Portant dans (O, on a les équations des lignes asyinploliqucs
( z- — 9. ni z -^ i) { 1 ni z'' — 3 3- -J- i )
JC r
( ^'^ — lin z -r- I ) ( ô'' — 3 .3 -h 2 ni )
On voit que ces lignes sont des courbes unicarsales du cinquième degré.
2. Chercher toutes les surfaces réglées S à paraniètre de distribution constant et à cane directeur de révolution. Montrer qu'elles peuvent toutes être obtenues de la manière suivante : On prend une hélice quelconque H; sur la normale principale en M à cette hélice.^ on porte une longueur constante MP et, par P, on mène une parallèle PG à la tangente MT en M à H. Cette parallèle engendre la surface S. En outre, P est le point central e\ PMT est le plan asymptote.
Prenons pour axe des z Taxe de révolution du cùne directeur et soit 2 y. l'angle au sommet de ce cône. Les cosinus directeurs d'une génératrice G de la surface S sont
(i) rt =:: sina coso, // 3=: sina siii 0, cnrcosz.
Le point directeur^' a pour angle polaire cp sur l'Indicatrice, qui est un ceicle de rayon smoc. Si nous orientons celui-ci dans le sens des q croissants, son arc cx_osina el sa demi-tangente positive gt a pour
angle polaire 9 -— • Le plan Ogl est parallèle au j^lan as\inplote; la
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pcrpeiulicuhiire i^n à ce plan a pour cosinus directeurs
(2) rt'= cos:x coso, Z>'^ I cosasin o, c'^ — sina,
en l'orienlanl de manière que le trièdre gl.nl soit positif, ^^'A étant le proloniiemenl de O,^''. I.a direction gn est perpendiculaire à G et à la généralrice infiniment voisine G'. Il en résulte que, si l'on prend un point quelconque A sur G et un point quelconque A' sur G', la projection du
\ecteur AA' sur gn divisée par r/^ = û\\y..d'^ donnera en grandeur et en signe le paramètre de distribution A ( n** 370). Prenons, par exemple, pour A, le point où Gperce rOy et soient 4, y, les coordonnées de ce point Nous avons
/ n'dl'\-b'cl% f (Il dri . \
( 3 ) /;■ = : } = cet y. — eus o -\ — ~ si n 'j^ .
sin y. .do \c;'cp ' do ■ '
Nous aurons donc toutes les surface-> S, en prenant, pour ;, Ti, les foncti »ns de 9 les plus générales satisfaisant à (3), le ayant une valeur cousl>nte quelconque. Il est facile de déterminer toutes ces fondions sans introduire aucune quadrature. Posons
( 4 ) 4 cos o 4- r, si n o = />,
fj étant une fonction quelcoufjue de o. DiflTérenlions par rapport à o, en tenant compte de (3) et posant C =r /.- tanga :
( 5 ) — i sin o -r- r, cos o = p' — C.
Résolvons le système (4), (5); nous obtenons
(6) ; =r /y COS'J — ( /;>' — C)sIn'J, -^ =r/J sino -r (/>'— CjCOSQ.
En définitive, la sur/ace S fa plus générale est définie par les formules
{-) jc ^^ i -^ z IdiU^ y. cos o, r r^ r, -t- c tanga sin '^,
;, r, ('tant définis par (6), oh p désigne ime fonction arbitraire de o et C une constante liée au paramètre de distribution pnr
(S) C = /.- tanga.
Démontrons maintenant les propriétés de l'énoncé. L*éi|ualion du pi. m asymptote est, d'après (2) et (4 '•
(()) x coso 4- jsin o — ; tanga= : coso -f- r, sin o = />.
il'
Ce plan doit conlenii la langente ol la normale principale de l'hélice II-. Donc, celle-ci doit être l'arête de rebroussement de l'enveloppe de (<)) (11° 289); 01 lobliendi-a par deuv dérivations successives :
— J" Slll O -i- V COS 'J rzz. Ji .
— X C05 0 — y sin o -==- p'
D'aLord, c est bien une hélice, car sa langcnte MT, qui est définie par (9) et (10), est parallèle à G et. par suite, fait un angle constant avec 0:^. Cela suffit pour prouver que II est une hélice, dont le cylindre rectifiant est parallèle à O^ {cf. Cliap. XXIV, Exercice résolu n° 9). La base de ce cylindre dans xOy est l'enveloppe de la droite (10). Comme p est ni;e fonction arbitraire, cette base est une courbe quelconque et II est bien l'hélice la plus générale.
Les coordonnées de M sont déliiiies par (9), (10) et (11). La cote "o s'obtient immédiatement en combinant (9) et (ii) :
(•ota(/'4-/j").
Si nous reniar([uons maintenant que la normale principale MF à H est parallèle à xi) y (n° OIG), ^o est aussi la cote du point V . Il s'agit de mon-
Fif
trer que ce point est le point central. A cet eflet, il nous suffit de faire \ oir <|ue la tangente P5 à la courbe .r = const. (|ui passe par P se trouve dans le plan central, c'e?t-à-dire dans le plan perpendiculaire au plan asymptote PMT. Et pour cela, il suffit de montrer qu'elle est perpendi-
diculaire à MP, qui a i)Our anule itohiire o -\- — • En définitive, nous
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avons à vérifier lii relation
(£' — Zq langa sin o) sin o -j- [W -r- z-o tang^J coscp) coso ::=: o
ou
( I 3) Zf) langa =: £ sin o — y/ cos-i.
Or, en diflérentiant (5) et tenant compte de (4), on trouve que le second membre est égal à — {p -\- p"). Il est bien égal au premier, d'après (r:». ).
Enfin, il nous reste à prouver que MP est constant. Or, MF n'est autre que la distance de la droite (lo) au point A. Donc,
( 1 4 ) _MP = — ; sin 9 4- T/ cos o — p' ^ — G ^ — /. lang a,
ce qui est bien une constante.
3. Calculer l'équation du cône de sommet S (a, 3. y)et ayant pour directrice la cubique G :
SoitM(.2:, j% z) un point quelconque du cône. Nous allons exprimer que la droite MS rencontre G. A cet effet, nous écrirons que les trois équations telles que la suivante sont compatibles en t, p :
a ~ t ou, en posant x — y. ^z l^
(2) c/.t -\- ai/j -\-'ltp^:^\ — av..
Xoiis avons trois équations du premier degré en /. 0, Zo. Nous allons les résoudre et nous écrirons que /.p = /p. J^osons
''-. || = S(i — «a)(/> — c)-oÇ, -:il = S;[.37(^-0-H.3--/l, I — rt a I i = — ."^V/ ^^ [ 3 ■/ ( i — c' ) -i- 3 — ■/ ] ,
al.
ai
\ — ay.
ai
Nous avon--
L'équation (leinandée est donc (4) D,D,--DD3.
l^llc est du troisième degré, (•oiunie on devait s'y attendre. iSolre équation devient illusoire lorsque
car les déterniinants D^ et 1)3 sont idenli([uement nuls. Dans i:e cas, il faut reprendre l'élimination. Les é(| nations (2) sont lioniOi,'ènes en / — 6*^ p, t^. Quels que soieii t ;, tj, Ç, elles admettent toujours la solution : t ^^ 0, p z= o ; ce qui n'est pas étonnant, puis<[ue S est alors sur la courbe. Mais. pour que M apj)artienne au cône, il faut <[u'il y ait un autre point de ren.contre. Autrement dit, le système (2j doit admettre une solution non nulle en / — 0, 0. lo. (3n a donc la condition (')
qui est maintenant ré(|uation du cône. On vérille qu'elle e>t du second degré ( n° 379 t.
Rcinavque. — On peut aisément déduire de ce qui précède l'équation du cylindre «jul passe par C et dont les généi'atrices G ont une direction donnée OX. Il suffit, en elïet, de supposer que S s'éloigne à l'infini daii> cette direction. La manière la plus commode de voir ce que devient l'équation (4,), consiste à remar([uer (ju'on peut intervertir les rôles joués par M et S et considérer ( /î) comme l'équation du cône de so.mmet iM à condition de regarder a, j3, y comme les'coordonnées courantes. Si M va à l'infini sur O?., i^, r;, 'Ç deviennent infinis proportiouncdlement aux paramètres diiecteurs de cette direction. Mais, l'équation (4) étant homogène en 4, -ri. t. sa limite s'obtient immédiatement en remplaçant ç, Ti-, C pnr ces paramètres. Antreineiit dit. ,v/, daixi^ (4)> "f^ regarde c, (3, y comme les coordonnées courantes, celle équcillon représcnle le cylindre circonscril à C et dont les génératrices ont pour paramètres directeurs ?, Y], t.
EXERCICES PROPOSÉS
1. !vé>oudre les (|ueslions de l'Exercice proposé n" 1, pour la su i ("ace réglée
.r = tz + l-, y = l-z H- l\
('j Si celle conciilion est roni|>lic, il y a une inniiilé de solutionà en t — 0, Mui?. une seule satisfait à l'cqualion t.c = /c.
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l'our 4", 011 prendra les conlours apparents sur les plans, parallèles à Oa:, au lieu de O;, Wmv 5'\ il n'y a qu'une droite fixe.
( L'équation dilTérenlielle des lii;nes asymptoli([ties est homogène en z, t. l'aile conduit à des cubiques.)
2. Ligne de striction et paramètre de dislrihulion de la surface engendrée par une droite parallèle à ^0/ et s'appuyant, d'une part, sur une bissectrice de ^O.i' et, d'autre pai t, sur un cercle du pian des y:-, tangent en O à Oy.
3. On considère un cylindre de révolution et un cône de révolution admettant pour axe une génératrice A du cylindre et ay^ant un angle au sommet égal à un droit. Calculer les équations paramétriques, l'équation implicite et léqualion tangeulieHe du conoïle droit, qui a pour axe la génératrice du cylindre diamétralement opposée à A et qui s'appuie sur l'intersection du cylindre et du cône. Calculer l'équation du plan tangent en un point M quelconque. Montrer qu'il existe une infinité de cônes de révolution d'axes parallèles à A circonscrits au conoïde chacun le long d'une biquadratique gauche. Former leur équation en fonction de leur angle au sommet. Les sections par des plans passant par Oa- sont des ellipses. Montrer que la développable circonscrite le long de chacune de ces ellipses a pour arête de rebroussement une courbe se projetant suivant une épicycloïde [cf. Chap. XXXIX, Exercice proposé n° G) sur les plans perpendiculaires à A. Le lieu de ces arêtes est un conoïde droit d'axe A. Trou\er enfin les lignes asymptotiques du conoïde proposé.
V. Étant données une surface réglée S, une génératrice G de cette surface et une droite cpielconque D de l'espace, le plan langent en M à S rencontre D en P. Montrer que le lieu de la droite MF, quand M décrit G, est une quadrique Q. se raccordant à S le long de G. Montrer que, parmi ces quadiiques de raccordement, se trouvent un hyperboloïde de révolution et un paraboloïde hyperbolicpie équilatère, dont un plan directeur est perpendiculaire à G. Quel e>l le lieu des normales à S le long deG?
5. Montrer (|u'avec les notations et conventions du 11" 307, le paramètre de distribntinii e>t donné |)ar la formule
/> = \\ cy.' a' a \\ .
La condition pour (jue le point (a, S, 7) soit le point rentrai est
On peut se donner arbitrairement l'indicatrice, le paramètre de distribution et l'angle V que font les génératrices avec la ligne de striction. Cette dernière ligne est alors définie par les formules telles que la suivante :
a =-. / k{b' c — c' b -\- acolW ) dv.
{Cf. Exercice résolu n°2.)
G. On coupe une surface néglée par le plan normal à une génératrice G en son point central C. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que la section admette C comme j)oint de rebrous-ement est (|ue le pai'.imètre de distribution soit nul. Application aux surfaces développables.
(f>évelopper les coordonnées .r, y d'un point de la section suivant les puissances de c, en utilisant le n" 370.)
7. Si une surface réglée possède une courbe unicursale, elle est unicursale et toutes ses sections planes sont uiiicursales.
8. Calculer réqualion dilTérentielle des lignes risvinptotiques d'une surface réglée. Montrer que (|uatre quelconques de ces lignes déterminent un rapport anharmoni([ue constant sur les génératiices. Cas où il y a un plan directeur (plus généralement une directrice recliligne ); cas du conoïde.
On trou\e réi[uation de Riccati (t. 1, note III j :
•iu' il y.' a a'W + || a' a a" || + «[||a' y. a" \\ + |i a' a a" \\ ]
9. Trouver les surfaces réglées à ligne de striction plane. Cas où le cùne directeur est de révolution et le paramètre de distribution constant.
( Appliquer l'Exercice n° 5. Si y =^ o, a = / > (3 := — / • Dans
le cas particulier signalé, on pourra aussi se reporter à l'Exercice résolu
n° 2 et l'on trouvera l'hyperboloïde de révolution. |
Quelle est la condition pour que la droite
a--=az-\-p, y=^bz-Jrrj, où a, b, p, q sont des fonctions d'un paramètre /, engendre une dévelop-
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pable? Appliquer à la droite
u'=: tz -^ ^% r = t-z -+- mi^ et trouver Farète de lebioussement.
11. Démontrer que si le plan osculateur d'une courbe passe par un point fixe, cette courbe est plane. En déduire que les jiéodési([ues d'une sphère sont ses grands cercles.
12. Si une courbe tracée sur un cùne passe par son sommet S, avec la taniiente ST. le plan osculateur en S est le plan tani;ent au cùne le lone de ST.
13. Un cùne, de sommet S, a pour directrice une courbe i;auclie C. Montrer que toute section plane de ce cône admet pour points d inflexion les points des iiénératriccs qui passent par les points de contact des plans osculateurs à G menés par S (génératrices inllexionnelles), pour poinîs doubles, les points des génératrices qui s'appuient deux fois sur C et pour points de rebroussement les points des génératrices tangentes à C.
IV. Un cercle C, de rayon 3, a pour centre le point (2, i, — i). Son axe a pour paramètres directeurs (i, — 4. a). Trouver l'équation du cône qui admet ce cercle poui- Ijase et le point ( — 1, — 3, +2) pour sommet.
11). Equation du cùne de sommet (i , i, i) et admettant pour directrice
la cubi([ue
Génératrices doubles et inllexionnelles (E. P., 1907).
16. Equation du cône de révolution de sommet S (3, 1. — 3), d'angle au sommet 84° et dont l'axe passe par le point A ( — \. — r. +1).
(Le cône est circonscrit à la sphère de centre A et de rayon AS sin^'î".)
17. Equation du cylindre de révolution de rayon 6 et dont l'axe a pour équations
X — / — ^ + 3=ro. ix -{- y — 4^ + 1 = 0.
(Cylindre circonscrit à une sphère de rayon G.)
18. Les seules surfaces développables dont les génératrices s'appuient sur une droite fixe sont des cônes. Les seules développables à plan directeur sont les cylindres.
CIIAPITUE XXYII.
NOTIONS SUR LES SYSTÈMliS DE DROITES.
EXERCICES RÉSOLUS
1. Etudier la congraence engendrée par la droite D : ( I ) œ cos u -'- V s-in // nz c, œ sin a — ■ y cos a --^- -^— •
l'aisons d'abord quelquc> leiiKUiiLier^ géoiaélriques simples.
La droite D perce JcOy en un point P dont les cooiilonnées polaires sont oj =: //. 0 z:^ r. La projection d de D sur ocOv est perpendiculaire en P à OP.
L'angle 6 de D avec d. c'esl-à-dire avec x() y, n'est autre que Fangle du deuxième plan (i) avec .rO r; il est donné par la formule
{9.) .cos{/
11 est indépendant de 11. Ceci nous montre que, si Ton fait tourner D autour de Or, on obtient encore des droites de la congruence. Aulrement dit. la congraence est de rci'olation autour de O :. (hi peut donc piévoir que les surfaces focales sont aussi de ré\o!ulion et on peut les obtenir aisément comme enveloppe des bvperboloïdes de révolulion appartenant à la congruence (n° 389). L"livi)erbol<)ïde i t) a pour équation
Son enveloppe s'obtient en éliminant v entre celte équation et l'équat ion dérivée
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L'élimination est évidenle d tlonin-
( 5 ■) ,7- -i- r- r^ //i'"-^-' ( IH \ :;'" ^ ■ •
Telle est i équation commune aux deux nappes de la surface focale^ qui sont symétriques l'une de l'autre par rapport à ocO y.
Cherchons maintenant tes développables. lilles se permutent clans les rotations autour de O ;. En raisonnant comme au n° 36V. nous pré\ oyons donc qu'elles se calculeront par quadratures.
Cherchons une fonction c de u te'le que la droite D ait une enveloppe A. Le point de contact F doit satisfaire aux équations i i) et aux é([uations dérivée-; par rapport à u :
( *> ) — .rSîil // - )' CO>U '— «■ , X CôSfl -r- >' Sin /f ^i: — fHZ ; •
L'élimination de x, y e>t immédiate et conduit à
L'cqualion diiréi'enlielle des tléveloppables est donc
0 I. à un changemenl prés de u en — //, cest-à-dirc à une symétrie prés |)ar rapport à Ox ( ').
Intégrant, il vient, à une rotation arbitraire près autoui- de < >-,
On Voit que l" droite JJ engendre une développable A quand le jniinL V décrit la spirale logarithmique
1 I II 0 r= e v'^
(') Ciiangei- « j —« clans les équiilionà (i) équivaut à chanijer _>■ | — j>' et -| — z. La propriclé est également évidenle d'après les reiiianiues géonicliiques faites au dé!, lit.
ciiai'Uri: xxvii.
ou l'une de celles qui s'en déduisent par rotation autour de O ou par symétrie par rapport à O^.
Ley^o//jf /oc«/ F est défini par (i) et (7). Un calcul facile donne ses coordonnées
(l'i ) ^ := (' COS U ^=r ) y =i V [ sin //
Si l'on pose langcp =: — =, ses coordonnées polaires sont 11 \//n
et
Sa projection y sur a-Oy est le point de d tel que \0P, O// = o.
Les équations (12) sont les équations paramétriques de Varcte de rebroassement A. La projeclion de cette courbe sur .vOy est une spirale logarithmique égale à (1 i)- '-" faisant tourner A autour de O^, on ohùenl une nappe 'L de la surface focale. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette nappe satisfait ])ien à l'équation (5).
Cherchons le plan focal «I>, tangent à A le long de D. Son é(juation est de la forme
r ces u ^^ — ~ /. \ -x COS u - y sin u — 1)=: o,
>. étant une fonction de u telle que la caractéristique de ce plan soit J).
Celte caractéi'istique est définie par(i3) et par l'équation dérivée par
rapport k u :
ni zv' ■y sin u -h
X COS u
- — f- /. ( — X sin u ~r- y COS u — c' ) H- /.' {-v ces u -^ y sin u — <') =^ *^-
Celte équation doit être une conséquence des écjualions (i). On trouve que cela exige
Nous retrouvons l'équation (8) et, en supposant (9), >. = y ///. Portant dans l'équation ci-dessus, nous obtenons Véquation du plan focal ^
(i4) 00 \cosu — y/7?7sin «) +y (sin« + \/ni cos u) +
En changeant, dans tout ce qui précède, \//n en — s/m, on obtiendrait la deuxième fanillle de développabli's. Nous avon^ d'ailleurs remarqué que cela revient à faire une symétrie par rapport à O.r. Le point focal F'
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est symelriqiie de F par rapport à P. Il se déduit de F par une symétrie par rapport à .lOf. suivie d'une rotation de l'angle — ?. 9 autour de Oz. «Juand D décrit A, il décrit une courbe B se déduisant de A par les opéralions ci-de--îus et qui est la courbe de contact de A avec i . Quant au plan focal «!>', il est symétrique de <I> par rapport au plan (D, d), comme on le voit en cliangeant \ ni en — \ /ji dans (i4 ) f ')•
2. On do/i/ie une sphère S de ra\oii 11, et un cercle C, concentrique à S et de rayon RyÇ. Troiner les courbes F dont les tangentes s'appuient sur C et sont tangentes à S.
Prenons pour origine le cenlre commun de la sphère et du cercle et le plan de ce dernier pour jilan des x-\-.
Les tangentes aux courbes F constituent une congruence, dont les locales sont S et C.
Les développables sont les cônes circonscrits à S à partir des points de C, <|ui ne donnent pas de courbes F (-). et les développables circonscrites à S et G, dont les arêtes de rebroussement. situées sur S, sont les courbes demandées.
Soit M(^, Y, z) un point q!ielci)n([ue d'une telle couibe. Un jioiiil quelconque de la tangente a de- coordonnées de la forme .v -{- p cLv, y-r-pdv^ z — '-jdz. Le point de rencontre avec -JcOy est caractérisé
par 0=1 — -^ ; >.'s première.- coordonnées sont done
d.r dv
dz az
IvMivon- qu'elles satisfont à l'équation du cercle C :
( X dz — z dx)- -\- {y dz — ; dy )- =z o.W- dz"^ ou
dz- ( ./•- -\- y- — '> Il - I — 7.Z dz ( X dv -^ y dy ) -^ z'^{ dx"- -i- dy" 1 ^ o.
La courbe devant être située sur S. introduisons la latitude 0 et la longitude o flu point M. L'équation ci-dessus s'écrit, en divisant tout de suite par 1'»',
cos- 0 dO'-[cos'-0 — 2) -1- 2 s'in- 0 cos^ 0 dO'-
— sin-0( cos^O do- -T- sin- 0 dO'- ) rr o
(') On ol. lient un i)l;i:i C(jnjugiié liairiiouiquo <!«• 'I' jjar rapport aux dmix plans rf-elangtilaires DV d et l>l'0.
(-) Leurs courbes de cnniact sont les trajectoires orthogonales des coiuln-.s r.
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cos 2 6 dO
do = ZIZ :
sin 2 fj
En posant cos'iQ z=z it-. on trouve, par une iiitcgralion facile ol en négligeant une rotation arbitraire autour de O:;, ainsi qu'une symétrie par rapport à cO j?,
- arc tans a.
3. Trous er les congruences de normales donl les deux focales sont cur^'ilignes.
Considérons d'abord une surface S dont les normales sappuient sur une courbe <I>. Une des familles de développables formées par ces normales est constituée par des cônes ayant leurs sommets sur <I> (n°390). Soit F le sommet d'un de ces cônes. La courbe G des pieds de ses génératrices sur S a tous ses plans normaux passant par F; elle est donc sur une sphère i de centre F {cf. Cliap. XXl\', Evercice proposé n° 37), la<{uelle sphère est inscrite à S le long de G. Quand F décrit <I>, ^ a pour enveloppe S, la courbe caractéristique étant G. Or, on sait (n°281) que cette coui'be est un cercle, dont l'axe est la tangente FT à <I>. Donc, le cône (F, G) est de révolution autour de FT (').
Gela posé, supposons que les normales s'appuient sur une deuxième cour])e <!>'. Les cônes ci-dessus passent tous par <I>'. Gelle courbe est donc une biquadratique ou une dégénérescence de biquadratique (n'*4^88). I.lle fait d'ailleurs partie de la caractéristique de cliaque cône ( n° 280). Or, la caractéristique du cône (F) comprend les deux droites isotropes FI et FJ menées par F dans le plan perpendiculaire à FT. I'>n effet, le cône est tangent le long de ces droites aux deux plans isotropes Tl'l et TFJ (n° 479) et, par suite, à la développable enveloppe de ces plans (2), qui est aussi l'enveloppe des cônes. La caractéristique totale étant une bi<|uadratique et comprenant déjà la conique (FI, FJ), il reste une autre conique coujiue caractéristique singulière. Gelte autre conique ne peut être (jue la courbe <!>' et la courbe <1> en est une focale (n'' o2i). En définitive, les courbes <1> et ^' sont deux coniques focales Vune de
(') Nous avons donc, en passant, l'énoncé siiivaiil : I^es seules surfaces dont les normales s'appuient sur une courbe Jixe <1> sont les /i<risj)lièrcs donl <1> est la déférente (n"281).
(-) Le plan TTI, par exemple, a pour caracLéristiqiie I'!. parce qu'il est langent en T" à <î> et en I au cercle de l'infini.
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l'autre. Quant à la surface S, elle est doultlement périsplière ; c'est une cyclide de Du pin ( ii" 587).
i. Complexe lélraédral. — C'est le complexe des droites A qu! percent les quatre faces d'un télroèJre donné ABCD en quatre points a. b, c. d de rapport anhai'monique constant on, ce qui revient au même ('). qui sont telles que les quatre plans joignant A aux quatre >ornmets aient un rapport anliarmonique constant.
Prenons le tétraèdre ABCD pour tétraèdre de référence et définis-on^ les coordonnées d'une droite quelconque par les formules ( n° 395)
^ C/. — x't - Xt\ 3 -— J '^ — yL\ ■/ r= z'I — Zt\
I l =: ^■z' — z.j', ni =z zx' — xz' , /?.= xy' — yx' ,
où {x, T, z. t) et ( j?', y\ z' . t') désignent les coordonnées de deux points quelconques M et M' de la droite. Supposons que l'on ail
et cherchons réqualion du complexe.
Un point quelconque de la droite MM a des coordonnées de la forme
X -^ y.x' , y 4- À/', •; -'- '/.z', L H- À/', i.es ). des points «, 6, r, d sont res-
X X z> t pectivement ;•> — —,■, -,-, ;• Leur rapport anliarmonique doit
être ésral à /': cela >"écrit
ou, en cliassant le> dénominateur:, et se servant des formules (i), ( 3) kl y. + ni 5 = o.
Telle est Véquation du complexe. Elle est de la forme générale ( /( j \ ly. — \i ni Z + Cny -— o,
à laquelle elle équivaut, moyennant la relation fondamentale (n° 111) ( 5 ) ly. -{- m'^ -\- ny -- o,
si l'on a A C = /. (B — C).
,,'; Cf. Cliap. L\, l'exercice proposé n° \~t bis.
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Le cône du complexe, de sommet M', a pour équation
(6) S \{y z'— zv') { Lf' — .ri' ) = o.
C'est un C(hie du second degré circonscrit au tétraèdre. Jja courbe du complexe silué dans le plan !!'(«', «'', it', /•') a pour équation tangentielle
{-) SA ( IU-' — ru') (tT'c' — t'd'') r^ o.
C'est une canif/ uc inscrite au tét/'aèd/'e.
EXERCICES PROPOSÉS
1. Etudier la congruence engendrée jiar la droite D ,-r=M-4-3r, y—:v--{-z(i.
On clierclicra les points et plans focaux, les développa])les, les surfaces focales, ainsi que les droites I) pour lei-(pieiles les plans focaux sont rectangulaires.
[Il est commode de poser u^=y.^, c =3: ;3-. Les droites à plans focaux rectangulaires enveloppent une parabole du plan j:z=y.'j
•2 I^ludier la congruence formée par les tangentes communes à deux paraboloïdes de révolution de même axe et de même sommet.
[Les arêtes des développables se projettent sur "le plan tangent au sommet suixant des spirales logarithmiques.]
IL Clierclier les courbes dont les tangentes sont tangentes à deux sphères tangentes et égales. (Cf. Exercice résolu n" 2.)
4. Même question pour une sphère et un cylindre de révolution dont Taxe est un diamètre de la sphère {\i. P., 1906).
ludier la congiuence
a: :=: n -h p v, y z=z v + pu, z =z p ui\
(Les focales sont deux cylindres paraboliques.)
G. Montrer que si une des surfaces focales i est développable, une famille de développables de la congruence est obtenue en prenant les tangentes aux sections de i' par les plans tangents à 2i. Rapprocher de TExercice précédent.
NOTIONS Sin LES SVSTKMES DE DROITES. 33^
Montrer que la congruence
.'U une congruencr de normales. Tiouver les surfaces S dont elle constitue les normales. Montrer (|ue ces surfaces peuvent être engendrées par des biquadratitjue?. Calculer les é(|uations paramétriques de leurs lignes de courbure.
[Les biquadratiques sont les lignes p = const. L'équation diflérentielle desdéveloppables est une équation de Clairaut ( t. I, Cliap. XV, Exercice résolu n" G) pai- rapport à u- et t •-. Les lignes de courbure se calculent en fonction de p.]
9. Montrer <|ue les tangentes communes à deux (|Madri(|ues liomofocales forment une congruence de normales.
[Les plans focaux sont reclangulaires. (Cf. l':xercice résolu n° 3.)J
10. Théorème de Mdlus. — Des rayons lumineux se réfractent à travers une surface quelconque S. Montrer que, s'ils formaient primitivement une congruence de normales, il en est encore de même après la réfraction.
[ Vvec les uolalions du n» 38j, [»rendre pour j:-, y, z les coordonnées du point d'incidence I. Pour calculer les cosinus directeurs du rayon rotracte, considérer un vecteur i porté sur le rayon incident et un vecteur H porté sur le ravon réfi Mclé. Leur somme géométrique est normale à S.
Géomélriquemi lit, on peut considérer la sphère de centre 1 et dont l'enveloppe est une des surfaces normales à la congruence donnée; puis, la sphère concentrique et de rayon n fois plus grand.]
11. Soient deux eomplexes linéaires: S = o, S' = o. Les complexes linéaires
foriueiil un faisrenu . (|iiand /, varie. Montrer que. parmi eux, se trouvent fleu.c complexes spedau.c [n° 125). En conclure que les droites communes à deuN. complexes liuéaires s'appuient sur deux droites fixes. Elles forment une coni^riience linéaire.
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12. On joint le point ni [x, t, o) au point M «le coordonnées
Montrer que la droite obtenue engendre une congruenci' linéaire et trouver ses droites focales. Calculer Féquation générale des complexes linéaires qui contiennent cette congruence.
!3. On reprend la cubi([ue de l'Exercice résolu n° V du Chapitre XIV . Montrer que si l'on établit entre deux de ses points M et M' une correspondance biquadrati(]ue et involutive (n° 567), la corde MM' appartient à un complexe linéaire et réciproquemenl. Cas de la correspondance liomograpliique; cas où M' se confond avec M. Si la correspondance est liomographique et involutive, la corde MM' appartient à une congruence linéaire. ( Introduire p ^ t -\- t gX. q ^= tt' .)
li. Etudier le complexe tétraédral (Exercice résolu n" '*.), lorsque le tétraèdre ABCD est formé par un Irièdre trireclangle Oxyz et le plan <le l'infini. Montrer qu'il existe une infinité de quadri((ues Q jouissant des propriétés suivantes :
1° Toule droite D du complexe est perpendiculaire à -a conjuguée par rapport à Q et réciproquement;
2° Toute droite D est un axe de >ection plane de i) et réciproquement;
3° Toule droite D rencontre Q en deux points où les normales sont concourantes et réciproquement:
'i" Les <lroites D sont les normales aux quadriques O.
15. Démontrer que si une cubique gauche est circonscrite au tétraèdre ABCD. toutes ses cordes appartiennent à un complexe tétraédial.
16. Etudier le complexe de l'Exercice résolu n° i du Chapitre \ III.
17. Etudier le complexe des droites de moment <onstant par rappoit à un système de vecteurs.
18. Démontrer que >i les tangentes à une courbe C appartiennent h un complexe, le plan oscillateur en M est le plan tangent au cône du complexe de sommet M, le long de la génératrice MT. i Cf. Cliap. \ 111, Exercice résolu n° k.)
TRANSrOr.MATIONS.
EXERCICES RÉSOLUS
!. Soil une fonction Z ^=f(z) de la variable complexe z^ x -r- iy. [il point m (\r, y), on fait correspondre le point ÎNI (X, Y), X et iY désignant la partie réelle et la partie imaginaire de L. Les coordonnées étant supposées rectangulaires, montrer que la transformation ainsi définie est conforme.
Différenlions la fonction donnée :
d'L =: dX. -T- id\ ::zz f [ X -\- iy) {dx -i- idy).
Changeons i en — i, en désignant jiiir/, la fonction conjuguée dey"( ' ) •
d\ — id\ ■=^ f\ i X — iy) { dx — idy i. Mulliplions membre à membre :
fl\- — d\' z=z f ( X 4- iy )f\ {X — iy) i dx- -t- dy-) z= '/. {dx- -i- dy'-).
Les élémenls linéaires sont proportionnels; donc, la transformation f<l conforme ( i\° 399). On démontre ([ue c'est la transformation conforme la plus générale du plan en lui-même.
2. Au point m de la sphère^ de longitude o et de colatitude 0, on fait correspondre le point M du plan, de coordonnées cartésiennes rectangulaires
/ =^ loiî tang -} y =-- o.
Montrer cjue la carte obtenue conserve les angles. Comment peu l-on en déduire toutes les cartes jouissant de la même propriété'.^
I ' ) Si / est il coefliiieiUs réels, f^^f.
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On a
d^ = dx- -+- a y- ---- . , -f- c/'j- — ryidh- + SI 11- 0 ^Aj- ) = —. — ■
siti-y ' siu- 7 ' ?iir^ c
La Iransfornialion c^t conforrrif el Je rapport de slniililiidt^ des petites
figures homologues est -^ — ,• Au voisinage de l'équateur, ce rapport est
voisin de i et varie très lentement. Mais, quand on s'approche du pôle, il tend vers rinfuii. La carte considérée est donc surtout avantageuse pour représenter les régions équatoriales. Elle est connue sous le nom (\e projection de Mercator. Elle transforme les méridiens et les paralrallèles en droites rectangulaires.
Pour avoir la repré>entalion conforme la plus générale tle la sphère sur le plan, il suffit de faire d'abord une projection de .Mercator, puis une transformation conforme quelconque du plan en lui-même, définie, par exemple, comme à ri'^xercice précédent.
3. Démontrer que toute projection conique d'un plan O sur un plan q établit^ entre ces deux plans, une transformation honiographi(jue.
Soient M,. Mj, AL. M, quatre points quelconques de Q et /?*,, m.^^ />«,, //«; leurs projections sur q. Considérons la transformation homographi([ue T qui fait correspoiulre les points mi aux quatre points M, (n'' 403 ). Je dis que Thomologue m de tout point M de 0, dans cette transformation, coïncide avfc In projection /// de M. En efl'et. prenons d'abord M à l'intersection 1* de M, Mo el de M3M;: m et ni' coïncident avec linlerseclion p des droites homologues ui^ni^ç,l m.,m'^. Prenons maintenant M n'importe où .sur M1M2; m et m' sont sur m^mo et les rapports aiiharmoniqiies (m,/».,/:»/?? ) et {niyin^p m) sont égaux, comme égaux tous deux à iMiMoPM ). I>onc, ni et m' coïncident. On aurait une conclusion analogue en prenant INI n'importe où sur l'une des cinq autres droites joignant deux à deux les quatre points M,. Prenons enfin M n'importe oii dans le plan Q. Menons une droite quelcon<|ue passant par M; elle rencontre trois des droites ci-dessus en trois points A], Aj, A3, qui ont mêmes homologues a^, a^, a-^ dans la transformation T et la projection. On a («, <:/2«.3''* ) ^^ iaïa^a^m')', donc, ni el m' coïncident, c. Q. F. D.
Chasles a démontré que, réciproquement, deux figures planes homographii/ues peuvent toujours être amenées en perspective l'une de l autre. C'est [)Our cela (|ue les propriétés qui se conservent dans la liansfonnalion homograplii(|ue sont aussi appelées propriétés projcctives.
ï. On fait deux /looiologies crâne même figure plane par rapport à deux centres 0.0' différents et açec un même axe A. Montrer que les deux figures obtenues sont ho ma logiques entre elles, ai'ec l'axe A.
Soient M un point quelconque de la figure l- . et m et ni' leurs liomologues (Jig. Sj). La droite m ni' rencontre 00 en O'. Applic[uons au triangle OO'.M et aux deux transversales A et mm' O' le théorème de Ménélaiis généralisé f Ghap. X, Exercice proposé n° 1) :
(00' AO') X iO'MP'nï) x (MOP/«) =. i .
Les deux derniers facteurs sont constants (n" iOo); donc, aussi le premier et le point O" est fixe.
Appliquons maintenant le même théorème au triangle Wniin' et aux transversales A et OO'O":
im'mpO") X (/?<MI*0) x > Mm'PO') — i.
Ceci nous prou\e que i 0'/>nim' ) est constant; donc, la correspondance entre m et m' est Ijien une homologie d'axe A et df centre O".
fie/narqtie. - Lor-que A est à Tinfini, on a un théorème bien connu sur Ihomolliétie.
o. Démontrer le théorème de Pascal (n° oG8), au moyen d'une transformation homographique.
Soient a et i3 les points de rencontre des cotés 12, 45 et 23, 5(). La droite a[3 rencontre la conique en deux points 1 et J, que nous envoyons aux points cycliques. Notre conique devient un cercle et a, j3 vont ;• rinfiiii. \ous avons alors la figure ci-dessous i/iff. 38) et il s'agit de
prouver que les droites S/j et Gi sonl parallèles, sachant que 12 est parallèle à 45 et 23 à 56. Or, cela est évident, car les arcs 36 et 14 «ont égaux parce que i'\ = 52 et 53 = 26.
(). Démontrer que toute cuhi<jue gauche F' peut être transformée homographiquement en In suu'ante :
examinons quelles sont les propriétés particulières de T vis-à-vis des axes de coordonnées. D'abord, elle est tangente en O à Oa: et osculatrice à .vOy. Puis, elle passe par le point G à l'infini sur O^. La tangente en ce point est la droite de l'infini de yOz; elle rencontre .rOj' au point ]> à l'infini sur Oy. Le plan osculateur en C est le plan de l'infini; il rencontre la tangente en O au point A à Tinfini sur O.r. Enfin, la cubique V passe par le point F 1 i, r, i ).
Cela posé, prenons, sur F', trois points quelconques O'. C'^ F'. La tangente en O' perce le plan osculateur en C en un certain point A'. La tangente en G' perce le plan osculateur en O' en un certain point B'. Faisons une transformation homographique telle que les cinq points A', F>', C, O', F' deviennent les cinq points A, B, C, O, P (n° h02). Notre cubique F' devient une cubique 1" ayant sept points communs avec F, à savoir trois points en O, trois points en G et un point en F. Elle coïncide donc avec F (Cliap. XXXII, Exercice proposé n° 9 j.
7. Tiouver l'enveloppe des coniques T semblables à une coniqur donnée et circonscrites à un triangle .\BC.
Les coniques T peuvent èlie caractérisées par la condition que leurs directions asymptotiques font un angle constant V. Faisons une transformation par points inverses, le triangle fondamenlal étant ABC. La conique F devient une droite A rencontrant le cercle circonscrit S en deux^ points vus sous I angle \ de chaque sommet. Cette droite enveloppe un cercle S' concentrique à S. c'est-à-dire bitangent à S aux points cycliques. Si Ton revient maintenant à la figure primitive, on voit que Venveloppe des coniques F est une quai tique Q bitangente à la droite de l'infini aux points cycliques et admettant les points A, B, C pour points doubles (n° k\k).
Examinons quelques cas particuliers.
Si les coniques F sont àt^ paraboles, S' se confond avec S. et 0 se réduit à la droite de l'infini, conformément à la théorie des points limites ( ' >. Si les coniques F sont des hyperboles équilatères, le cercle S' se réduit au centre O de S. Donc, les coniques passent par un quatrième point fixe, qui est l'inverse de O, c'est-à-dire l'orthocenlre, ainsi qu'on le vérifie aisément par la Géométrie élémentaire. On retrouve une propriété bien connue ( n° 505).
Supposons le triangle équilatéral et l'angle V égala 60°. Le cercle S' est alors le cercle inscrit. 11 s'ensuit que Q admet A, B. C pour points (le rebroussement. D'après la formule de Pliicker ( n° 212), elle est de la troisième classe. C'est donc une hypocycloïde à trois rebroussenients (n°602i.
8. Équation d'une courbe anallagniatique. — Soit une courbe anallagmatique A, dont le pôle d'anallagmatie est pris pour origine et dont la déférente a pour éf(uation
(i) f(ci,Z)=o.
I^es cercles bitangents ont pour équation gânérale
y., 2) devant satisfaire à l'équation (n et y désigmnt une constante. L'équation de l'enveloppe s'obtient en éliminant a, S entre ( n, (2) et
IX iy
(') Les points limites sont A, H. C et le point à l'infini. Il n'y en a pas d'autres^ [)aisqu"il n'}' en a que quatre en tout ( n" 276).
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Mais, obser\ons que si l'on pose
— 2.rr^ «, — ■>./ — c, .f- + y- -H ;/ - (v,
on a exaclement à faire les mêmes calculs que si l'on voulait obtenir l'équation langenlielle de la courbe d ). On conclut de là que si
est Véquation langenlielle de la déférente, Véqualion de la courbe A s'écrit immédiatement
V ( — nx, — ■^./, .r- +.V- 4-71 o-
9. Projection stéréographique. — Considérons la sphère S de centre O et de rayon i. Prenons le point P ( o, o, 11 et projetons la sphère, à partir du point P, sur le plan des xy. Celte projection porte le nom de projection stéréographique. Ce n'est évidemment rien autre qu'une inversion de centre P et de puissance î. On peut donc lui appliquer toutes les propriétés classiques de celle transformation. En particulier, elle conser^'e les angles et peut servir à faire une carte de la sphère. Elle projette les cercles suivant des cercles, les méridiens suivant les droites passant par O et les parallèles suivant les cercles de centre O.
Calculons les coordonnées ( ^1 jr 1 du point //*, projection i\u point M de longitude o et de colalitude B. Il est aisé de voir géométriquement, par la considération du triangle rectangle P0/«, dont, l'angle en P
égale — 5 que les coordonnées polaires de m sont
On a donc
0 ■=. col — 1
X =: COt - COS O,
col — >in
formules qu'il serait facile de déduire également des formules généroles (48) du n° 4.21, en transportant Torigine au point P.
Vérifions que la Iransforniation est conforme jur le calcul de l'élément linéaire ( n" 399 1 :
f/i- =r dcj"- -f O-t/'jJ* :=:
+ col- - d'S)^-
\ sin'
r/S- H~ '1 sin'- — COS- - d'J-
dO'^s\n'Odo-
I MU
TU ANSKOR. MATIONS.
Si f/<r désigne rélément linéaire de la s}>hère, on voit qu'on a
(^) cls
■ ,5 2 sin--
II y a bien proportionnalité autour de cliaque point et le rapj.ort de
similitude des petites figures homologues est -■ Il croît de i à co,
2 sin- -
quand B décroit de r. à o.
10. Equation d'une suif ace anallasmatique. Soit la surface A enveloppe de la sphère ' ï ' =c- -!->''-)- c- — 1 y.x — 3 5y — ly z -i- o - 1 n,
où 0 désigne une constante.
Si la déférente est une surface, on trouve, en répétant le raisonnement de l'exercice 8, que l'équation de A s'obtient en remplaçant, dans l'équation tangentielle de la déférente, u par — 2.r. c par — 21, \v par — 2-: et /• par x- -f- y- h- z' — 0.
Examinons maintenant le cas où la déférente est une courbe :
Si nous posons encore u =^ — 2x, etc., nous avons à éliminer y., 3. y, dx, d'^, d-j, entre les équations (21 et les suivantes i n" 28 V ) :
' •' • u y. -^ (• 3 -;- ivy -f- ;• ^: o,
' I ) f'x ^2c -F /^a dl ^ f:, d-j ----- (), -; dy. ^ g^ dp -f- g'... dy = o,
iÔ) udy. M- K-d'b -h iT'f/y nr o.
Or, les équations f3i et ( 5 ) expriment que le phin 1 «, r, n , /• 1 est langent à la courbe. L'élimination ci-dessus doit donc nous conduire à l'équation tangentielle de la déférente et la règle donnée plus haut convient aussi lorsque la déférente est une courbe.
Il convient d'examiner à part le cas oii la déférente est une surface dévelojipable, puisqu'il y a alors deux équations langenlielles, ce qui conduit à deux équations poui- A et semble indiquer que l'enveloppe est, non plus une surface, mais une courbe.
Si (rt, b, c) sont les coordonnées d'un point quelconque M de l'arête de rebroussement I! de la déférente, coordonnées fonction d'un para-
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mètre l et si a' , l>\ c' désignent leiiis dérivées par rapj^ort à ce paramètre, l'équation (i) ])reiid la forme
(6) X- H- J^ H- :;- — :i{(( + rja')œ — ^ 2(A -H pb')y — 2 (c + pc'j - +o -!- o,
p désignant un deu\.ième paramètre, indépendant de l.
En dérivant cette équation par rapport aux. deux paramètre-, on obtient
D'ailleurs, en tenant compte de (7), (6) s'écrit
(9) a- + /- 4- c- — 2 a.i- — •?. by — ic z -\- 0 ^o.
II n'y a plus trace du })aramètre p et nous vovons que les points limites de chaque sphère (6) ne sont autres que les points de contact du cercle limite de la sphère (9) avec son enveloppe ( n° 287). L'enveloppe A se réduit donc, dans ce cas, à une courbe anallagniatique, enveloppe des cercles liinUes des sphères qui ont leurs centres sur l'arêle de rebrousse ment R de la déférente.
Nous voyons, en déûmtive, que notre règle ffé/iérale permet d'obtenir toutes les sur/aces et courbes anallagmatiques. {Cf. Chap. XIX, Exercice proposé n° 21.)
Remarque. — Les équations (7) et (8) représentent la perpendiculaire menée par O au plan osculateur en M à H, c'est-à-dire au plan langent à la déférente. I^es deux points limites sont donc symétriques par rapport à ce plan tangent, comme dans le cas général ( n° 285).
11. Polaires réciproques par rapport à un cercle. — Soit le cercle directeur F, de centre O et de rayon R. A tout point M correspond la polaire P (fig. 89). On sait que cette droite est perpendiculaire à OM en un point N, qui est conjugué de M par rapport à Y. On a donc
Les deux points M et N sont inverses Fun de l'autre, si l'on prend F pour cercle d'inversion. On conclut de là le tliéorème suivant :
La polaire réciprfxjue d'une courbe par rapport à un cercle F est l'inverse, par rapport à ce cercle, de la podaire de la courbe par rapport au centre de F.
Considérons mi deuxième point M', sa polaire P' el le point N'. On a
ÔÂÏ . ô^ ^ ÔÂF . ÔY' ;
d'où
OM OiV ÔXP ~" 0.\ *
Le triangle OMN' est donc semblable au triangle OM'N. Les droites P' el P perpendiculaires, en des points homologues N' et N. à des droites
homologues ON' et ON. sont des droites homologues et, par suite, aussi les distances MO el M'()'. On en conclut l'égalité
MQ OM
M Q' OM
MQ M'Q' MO ^ MO
Supposons (|ue I' envelop[)e un cercle de centre M'. Le second membre demeure constant; donc aussi le premier et le point M décrit une conique
fie foyer 0, de direcli'ice Pet d'excentricité ,.,. ,• D'où le théorème j M (V
suivant :
l^a polaire réciprotjue (l'un cercle G par rapport à un cercle V est une conique admettant pour forer le centre de T el pou r directrice correspondante la polaire du centre de C par rapport à i\
La coni(|ue est une ellipse ou une hyperbole, suivant que
MO
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esl <C I ou- > I , c'esl-à-dire suiçanl que le poinl U est inlérieiir ou extérieur au cercle C.
On arrive très rapidement au même résultat par des considérations moins élémentaires. I.n polaire réciproque de Cl e^l une «onique (7. Aux points cycliques, qui sont sur C, correspondent les droites isotropes issues de O, qui sont donc tangentes à C. Il s'ensuit que O est un foyer de C (n" oli). La directrice correspondante est la polaire de O par raj)port à C; c'est donc riiomologue du pôle de la droite de l'inlini pairapport à C; autrement dit, c'est la ])olaire du centre de C par rapport à r. Enfin, pour connaître le genre de C, clierclions ses points à l'infini. Ce sont les pôles, par rapport à V, des tangentes à C qui passent par H. Ils sont réels ou imaginaires et G' est une hyperbole ou une ellipse, suivant que O est extérieur ou intérieur à F.
On a des propriétés analogues dans l'espace; nous laissons au lecteur le soin de les énoncer et de les démontrer.
EXERCICES PROPOSÉS
\. Montrer que les formules
X :rr sin^ cliy, Y =; COScT sli T
«léfinissent des transformations conformes et calculer les rapports de similitude des petites figures homologues (cf. Exercice résf)Iu n° 1). !']tudier les courbes transformées des paiallèles à ().r et O^v et trouver leurs trajectoires sous un angle constant.
2. Au point m de coordonnées polaires (o, oj). <»ii f;iit correspondre le point M de coordonnées cartésiennes ( p-, — J ■ MonlrtM- que cette transformation conserve les aires [trausforinalioit équivalente ).
Même question jiour la transformation
V. On fait suivre la projection de Alercator de la deuxième transformation de l'exercice n" 1. Alonlier qu'on obtient la projection sléréograpliique (Exercice résolu n" 9j.
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o. f arte d' Etal-Major au sy-ifo-o- — Au point m de loiigilude o et (le latilude /, on fait correspondre le point M. dont les coordonnées polaircis sont données par les formules
( I ) p r= C< il :Z -i- a — /. O'jj :r-. O COS /, a -=" y ,
les angles étant supposés évalués en ladians.
1° Montrer que celle projection ("dite projection de lionne) conserve les aires.
2° Par quelles lignes sont représentés les mériiliens et les parallèles? Montrer que les méridiens sont tous concourants.
3° On oriente la -urface de la Terre, en chaque point m, du \ord vers
l'Est. Soit )ii un point voisin. <.)n appelle ^' Tangle du méridien orienté
vers le Nord avec la direction mm et s la distance mm'. Soient G et S
les grandeurs homo'ogues mesuiées sur la carte, celle-ci étant orientée
Comme la Terre. Calculer G et S en fonction de ^et s. ainsi que les partie-^
S — s ijrincipales de £ -:: G — i.' et r; "~- -^ en considérant o et / — x z:^ ii
comme des inliniment petits du piemier ordre, lùudier les variations de £ et de n en fonction de g et en déduire les erreurs maxinia que l'on peut commettre sur un angle ou une dislance mesurés sur la carte. Calculer tes erreurs pour /-=^8°3o\ o= — 7" 1 Brest); pour /= r)0'\ o := 6" (Mayence); pour / r:: /49°) 0 = 2° ( Cliùlons-sur-Manie l.
Clieiclier les lignes dont la longueur est rigoureusement conservée et et «elles doiit rani;le avec chaque méridien est inaltéré.
V^ Cilculer la partie principale de l'angle C que fait, sur la carte, le méridien origine avec le méridien du point M ( convergence des méridiens ).
[Pour 1°. calculer lu surface du petit parallélogramme qui représente le petit rectangle <loni les sommets ont pour cooidonnées /. o ; / 4- dl, o ; /, 9 + do ; / -- dl, 'v - do.
Pour 'i" . le point île concoure est l'Iiomologue du pôle. Si / — y.r^u
. . . ( «-\ est petit, on peut écrire oj ^:3 o sin a . I 1 l? au troisième ordre pies
en u.
0 d',\ Pour •)". introduiio l'anole \ délini par tai)g\ zzj^ '—, — ( n" ^o2 ). Si N,,
est sa valeur pour le méridien, on a G =^ V^ — \ . (Observer que le sens
des '») croissants est inverse du sens de rotation de la carte.) 0\\
trouve
. co«cosasin2^
OU O U
Les iiiax.ima sont "7= et ~~=- Les courbes dont la loiiaueur est conservée-
senties parallèles et 90:) =:: consl. Les couibes dont l'angle avec chaque méridien est conservé sont les méridiens eux-mêmes et les courbes 0) =: const.
Pour 4'*, C = — ( co + V'o ) — — 9 sin /. I
6. Projection de Lambert. — Elle est déiinie par des équations polaires de la forme
w^9sina, .o=:y(/),
y. étant un angle constant (égal à 55 grades pour les plans dirccleurs de l'Armée française pendant la guerre 1914-1918). En outre, elle est assujettie à être conforme, le rapport de similitude /. des petites figures homologues devant être égal à i sur le parallèle i^: y.. Calculer, dans ces conditions, la fonction /(/), supposée décroissante, ainsi que son développement suivant les puissances de / — a =r ;/, jusqu'au terme en ^rMuclusivement. Calculer également le rapport /■ et étudier ses variations. Calculer la partie principale de l'erreur relative dans la mesure d'une longueur.
p :=: cola
tang( - +
lang( -j +
d[j sina
dl ' cos /
cot y.
sin a( sin l — sin y.
cos- L
dp _ u-
du 2
Montrer que les projections
ocr^zo, j=rsin/ ( projfclion plate) ;
.r r= 9 cos/, Y =^ / ( projection de Flamsteed )
conservent les aires.
8. On considère la transformation (1) du n** .398 et Ion suppose qu'au
point /»o (./:o, r,|, Zq)^ le déterminant fonclionnel (t. I, Chap. XXIF,
D ( /, o-, h ) Exercice proposé n° 9) -—-^ — — soit diflerent de zéro. Montrer nue si
deux points /;?, m', voisins de m^, sont à une distance e infiniment petite d'un certain ordre, la distance E des points homologues est infini-
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ment petite du même ordre. En conclure que Tordre du contact de deux courbes passant par /Uq est conservé dans la transformation. [Appliquer la formule des accroissements finis (t. I, n" 131) ft les propriétés des formes quadratiques (t.l. n° ;306).]
1). Montrer qu'on peut obtenir la transformation homograpliique la plus générale, en faisant correspondre les points qui ont mêmes coordonnées par ra|)port à deux lélraèdres (ou triangles) quelconques.
10. Montrer que la transformation liomographique conserve r<jrdre des complexes algébriques.
11. Montrer que la transformation liomographique conserve les lignes asyniptoliques.
12. Démontrer que si l'on fait deux perspectives d'une même figure plane sur un même plan, on obtient deux figures homologiques.
13. Etant données deux figures homologiques planes d'axe A, on i-ii fait la perspective, èi partir d'un point queIcon(jue S, sur un plan parallèle au plan (S, A). Que deviennent les deux figures?
14. On appelle tr an s/or mat ion affine ou affinité toute transformation homographiquequi conserve le plan (ou la droite) de l'infini. Montrer qu'une telle transformation transforme deux figures homothétiques en deux figures homothétiques.
15. Si deux quadriques sont coupées suivant la même conique C par un plan P, elles sont homologiques de deux manières différentes, P étant le plan d'homologie. Les centres d'homologie sont conjugués liarmonique> par rapport aux pôles de P par rapport aux deux quadriques.
(Envoyer G au cercle imaginaire de l'infini.)
IG. Deuxconiquesd'un même plan sont homologicpies de douze manières dilTérentes. (iLnvoyer les sécantes à l'infini. En particulier, l'inversion pour deux cercles est une liomologic.)
17. Trouver les centres et rapports d'homolhétie i\&> qua(lri(|ues sui- \anles :
2JP- — y- -h 3j-^ -- zx -T- ixy 4- liX — 2^ 4- :; — 4 = o, ix- — /■' + 3y 3 — zx -\- ixy -\- x -\- [\y — 3 r — 7 r^ o ;
— 3 J7- H- \ z- — ^jz -h .\ zx -\- ixy -^ ox — y — z ■=: o,
— 3./-- + '1 z^ — \ yz -h 4 zx — 2xy -i- 2x -+- ^y — 3 c — 5 = o.
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18. Démonlrci- le théorème de Brianchon (n^oGS), à l'aitle d'une Iransforinalion homograpliiquc
(Envoyer auv points cycliques les points de contact des tani;enles issues du point de lencontre des droites 1/4 et 25.)
10. On joint deii\ points fives A, B d'une conique à un point P. Les droites PA et PB rencontrent la conique en A' et B'. Enveloppe de A'B' quand P décrit une droite fixe A.
(Envoyer au\ points cycli<[ues les points de rencontre de A ayec \a conique. 1
20. Même question en supposant A. B fixes en dehois de la conique et P mobile sur celle-ci.
21. Démontrer que si deux coniques Y et ï' sont telles qu'il existe un triangle ABC inscrit à Y et circonscrit à T', il en existe une infinité (noWS).
I Envoyer B et C aux points cycli(|ues. 1
Démontrer le théorème de Frégier ( n
I Envoyer aux points cycliques les points de rencontre de la conique avec les rayons doubles de 1 involution.)
23. Résoudre, par une Iransformalion liomo;iraphique, l'Exercice proposé n'' 52 du Chapitre I\. Même question pour l'Exercice proposé h° 1î> du Chapitre X\I\ ( envoyer aux points cycliques les points de rencontre (le BG avec la conique ) et pour l'Exercice résolu du n° 3 du même Chapitre (envoyer C au cercle imaginaire de l'infini).
2V. Montrer qu'on peut toujours, par une transformation affine, Irans- Ibrmer un trièilie (|iielconque en un liièdre tiirectangle.
25. Démontrer que toute cubique gauche peut être transformée liomographiquement en la suivante :
2G. (^)ue devieiiueut le> formules de la transformation homographique
plane, quand on prend le triangle AjAoAs des trois points doubles
pour triangle de référence? Démontrer que le rapport anharmonif[ue du
faisceau A, ( Aj A3 M //<) est constant et égal à ^-
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27. Calculer les poiiiL- doubles d'un déplacement quelconque dan> le pian el, plus généraleinent. d'une correspondance par >inilliuule. Réciproque. Appliquer les résultais de rEvercice précédent. (Les points doubles sont les points cyciif[ues et le centre de rotation. Partir des formules du changemeut de coordonnées rectangulaires.)
'2H. Reprendre l!E\.ercicç précédent dans l'espace. {Cf. Gliap. III. Evercices résolu n° 2 et proposé n" IG. On remarquera que la racine S = i e^i double. )
29. Etant donnée um transformation homograplii([ue dans l'espace, la droite qui joint deux poitit> liomolopues en:.:endre un complexe tétraédral. i Cf. Exercice n" 20. >
30. Etudier hi transformation du second ordre dont les (|uatre points doubles sont les sommets d'un trianç.de et -on centre de ;:ravité. Ouel esl le triangle fondament il?
31. -Montrer ([ue toute transformation du second orJre esl la transformée liomograplii([ue d une Iransformalion par points inverses.
( Cela revient à démontrer quêtant donnés un triangle .ABC et un point D de son plan, on peut faire une transformation botnographique telle que D devienne le centre du cercle inscrit ou bien l'ortliocentre du triangle transformé de ABC. On peut aussi envoyer aux points cycliques deux points homologues quelconques.)
32. Démontrer, par la Géométrie élémentaire, les propriétés énoncées au n' ilG sur la transformation par points inverses.
33. Deux paraboles variables sont circonscrites au triangle ABC. Leurs axes font un angle constant. Trouver le lieu de leur quatrième point de rencontre.
{Cf. Exercice résolu n' 7. )
Sï. Trouver le lieu des fovers des paraboles inscrites dans un triangle. (Un des foyers décrit la droite de linfini. )
33. Que deviennent, dan- la transformation par points inverses, les conir[ues qui passent par deux points fondamentaux B el C? Montrer que tout cercle F passant par B et C se transforme en un cercle F' passant par ces mêmes points el faisant avec B.\ et CA les angles que fait F' avecC.\ el BA. En déduire que l'angle de deux cercles F égale l'angle des deux cercles F' correspondants. Que devient, en particulier, le ceicle décrit sur BC comme diamètre?
llvAG. — Exercice-^. II. î!J
36. Reprendre les Exercices résolu n° Set proposés n'^* Il et 12 du Chapitre III du Tome I.
37. Etablir, par le calcul, les propriétés élémentaires lappelées au n" il S sur FinviMse d'une droite ou d'un cercle. Etablir éi^alement les propriétés relatives à Tinveric d'une coni([iie.
38. Etablir, par l'inversion, la propriété du cercle d'isogonalité ( n° 17o) et de la sphère d'isogonalité.
39. Montrer que l'inversion conserve le rapport anharmonique sur les cercles (n° 568).
40. Etudier ce que devient, par l'inversion, la théorie des points conjugués, pôles et polaires par rapport à une conicjue.
[Deux points M et M' sont conjugués par rapport à une cyclique à point double O, si le cercle OMiVl' rencontre la cyclique en deux points N etN' tels (|ue le faisceau 0(AIM' \N') soit harmonique.]
'*!. <^)ue deviennent, dans l'inversion, les axes d'une conique? (Les considérer comme des cercles orthogonaux aux cercles bitangenls. )
'4'2. (}ac devient le cercle de Mon;:e (n''.o30)?
V3. Comment peut-on calculer le degré d'une courbe plane anallagniati([ue connaissant la classe de sa déférente? Cas où celle-ci est une conique.
(Cf. l'exercice résolu n" 8. < observer qu'il v a abaissement du degré, quand la déférente est tangente à la droite de l'infini.
i+. Monlrei' que toute ([uartique bitangente à la droite de l'infini aux points- cycliques et admettant un point double à tangentes isotropes est une anallagmatique, dont la déférente est une bypoc\'cloïde à trois rebroussements. (S'appuyer sur l'Exercice résolu n" 8 et sur le n° 602.)
'lo. liésoudre les équations (48) du n° -'i21 par rapport à se', y', z'.
kd. Vérilier la propriété des tangentes à l'aide des formules ( |8 ) rappelées ci-dessus.
On vérifiera que les deux point
n'-ch
a-dz
et {dy , dy , dz' ) sont symétriques par rapport à la droite OM.
V7. Reprendre, pour l'espace, les Exercices W et il.
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iS. Gomment se Iran.foime. par rinversion, une conique dont le plan ne passe pas par le pùle dinversion? (, Biquadratique sphériqur'; cf. Chap. X\X\ III. Exercice résolu n" -1. )
W. Que sont les projeclions -léréograpliiques des loxodromies?
00. Etablir les propriùtés de^ cercles de la sphère en projetant >téréograpliiquementles cercles du plan deso^y. yCf. Cliap. XII. i
01. Montrer que tonte surface analla-matique admettant pour déférente une surface réglée est une surface cerclée. [Cf. Exercice résolu n» 10).
Reprendre, dans l'espace. TExercice i
03. Montrer que Tinverse d'une coni(iue quelconque de l'espace en une courbe anallagmatique.
Même question pour l'inverse d'une quadrique. (Considérer le-< cercles €t sphères l)itangents. )
oi. L'inver>ion conserve les cercles de courbure et les sphères oscula- Inces et surosculatrices d'une courbe quelconque.
OO. L'inversion conser\e le> cercles et sphères de rayon nul.
oO. L'iNversiui. tran-foiiue les ligues de courbure d'une surface quel-
<:onque suivant les lignes de courbure de la surface transformée. (S'appuyer sur l'Exercice [)roposé n" Il du Chapitre XXIII. )
o7. Déduire des formules (53) du n" 426 les formules qui définissent la iransforination associée T' :
Ka=a.r'-^ay -^u z —al', i' = b jl' -{- . . . ,.
oS. .Si deux points m et M correspondent à un même plan I' par les deux transformations associées T et T', ils sont en correspondance homo- •-raphupie. i:crire les formules qui définissent celte correspondance. Montrer que. pour que/« coïncide toujours avec .M. il faut et il >uffit que le tableau des coefficients de. formules (53) soit symétrique. Les transformations T et 'Icoïncidenl alor- avec une transformation par plans polaires réciproques; trouver l'équation de la quadrique directrice
( a.i:' -\. ,t'y'-i-a"z'-\-a" i'—a.c + by -\- cz -f- el, . . . ). oî). Si une traii ^formalion corrélative est telle que cinq plans oient les
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mêmes points homologues dans cette transformalioii et dans son associée, c'est une transformation par plans polaires réciproques.
(La transformation liomoi^rapliique ci-dessus possède cinq points doubles.)
(10. A un même plan, on fait correspondre deux points M et M' par deux transformations corrélatives quelconques. La correspondance entre M et M' est homograpliique. En déduire que toute transformation corrélative se ramène, par une transformation honiographique convenable, à une transformation par plans poIairc> réciproques de quadriqr.e directrice donnée.
GL Ecrire les formules ((ui définissent la transiormalion corrélative associée au complexe linéaire ( n° 123) :
Aa-hBi3-f-Cy-FD/-+-Em -i- Fn = o.
Montrer que toutes les transformations de cette nature sont caracléi isées par la condition que leur déterminant est un déterminant symétrique gauche (t. l. n° 277) ou encore par la condition que chaque plan passe par le point qui lui correspond.
G2. Si deux courbes sont osculatrices, une transformation corrélative les transforme en deux développables dont les arêtes de rebroussement sont osculatrices. (Cf. n" V26, théorème IV.)
03. Comment se transforment, par corrélation, les coniques dans le plan, les coniques, les quadr)i|ties et les cônes du second degré dans^ l'espace?
O'i. Etant donnée la conique directrici
2 jf - — y'+ 3 .r/ -h 2 .r -
trouver les équations ponctuelle et langenticlle de la polaire réciproque de la conique
ce- -H 2 )'- — I = o.
Go. Ivtant donnée la quadrique directrice
3 X-- + j- — :--+- 2,x — 4 r =: o, trouver les érjualions de la polaire réciprocpie du cône
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el tie la coniijiie
X'- -f- 2 .r V + -- — 6 j:* = o, j; 4- oy — c — 2 = 0.
{'A). Comment recoiinail-on le genre et comment Irom e-t-on le centre de la polaire réciproque (Func coniqne C par rapport à une conique F? .Mêmes ([ueàlions dans l'espace.
(j7. Trouver l'enveloppe des cordes d'une conique C vues d'un point fixe O sous un ani:le droit.
(Transformer par polaires réciproques par rapport à un cercle de centre O. On est ramené au cercle de Monpe. l
G8. Trouver le lieu des sommets des anî;Ies de grandeur constante circonscrits à une conique. (Polaire réciproque par rapport à un cercle ayant pour centre un foyer de la conique.)
09. Reprendre l'Exercice ()7. en supposant un angle constant (|uelconque.
70. Soient une conique C et deux droites D et D'. Trouver l'enveloppe des droites A qui coupent D. D' et C suivant une division harmonique.
(Faire une transformation corrélative telle que D et D' deviennent les points cycliques.)
71. On détermine un poini M par deux visées faites de d<'ux postes O et O'. Construire un abaque à alignements donnant les coordonnées du point M à partir des angles annoncés par les deux postes.
(Faire une transformation corrélative quelconque. Les rayons visuels O-M et O'M et les parallèles aux axes de coordonnées menées par M se transforment en quatre points en ligne droite, qui décrivent les quatre droites liomologues des points O. O' et à rinlini sur les axes. En graduant convenablement ces droites, il suffit de tendre un fil entre les deux premières pour lire, sur les deux autres, les coordonnées clierchèes.)
72. Montrer que la correspondance entre un point et sa polaire Irilinéaire équivaut à une transformation du second ordre suivie d'une transformation par polaires réciproques. (C/. Cliap. IX, Exercice proposé n" 2 el Chap, \, ivvercice proposé n° 1.)
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EXERCICES RESOLUS
1. On considère les coniques C définies par l éijualion ( I ) x--\-i À xy + \i.y- — IX -\- \ /. )■ — À- r= o.
x" Calculer \j. en fonction de a pour que la conique se décompose, (jalculer les équations des droites de décomposition et trouver le heu de leur point de rencontre.
2° Montrer (ju'il existe deux coniques C admettant pour polaire d un point donné P une droite donnée D. Discuter leur réalité.
1° Ecrivons que la conique adnicl un point double A : (2 ) X 4- À )■ — 1 = 0. /../■ H- p )• H- 2/. zir o. — X + i'ry — /,-=r o.
Ces écfualions doivent être compatibles en .r, y. La piemièreel la dernière ne renferment pas ;j.. Si, entre elles, on éiimire )., on obtient l'équation du lieu L de A :
(3| {Zx — ■l)y--^{x l)"-=:0.
On jieut aussi les résoudre par rapport à .z', y :
ôl
Gela donne les équations pararnélriqnc> de L, (|ui est une culji(|ue facile à construire.
Si, maintenant, on poi te ( 4 ) dan- la deu\iriiie é(|ualion (2). on obtient la condition de dégénérescence
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Elle est du pieiuier degré en y. et Ion en lire
Celte condilion élanl supposée remplie, pour calculer les équations des droites de décomposition, décomposons (ij en carrés; on trouve, en remplaçant y. par sa \ aleur.
On a bien deux, carrés seulement et les deux droite-? onl pour équations
On vérifie aisément qu'elle? se coupent au point A. dont les coordonnées sont données par ( 4 i.
On peut rendre l'équation (6) rationnelle, en posant À =: tango; on obtient ainsi l'équalion générale des droites F) sous la forme
(7) .r COS9 + 7' sin 0(1 4- 3c cos'j) — cos'j — £ rr o (î=±i).
2° Soient (a^o. J'o) les coordonnées du point V tt (//, c. ni celles de la droite D. On doit avoir ( n° i3i)
,0 -3^0 -^'/-.Vq — I __ /■■rn-l-;j-.v„-^ 2'/. _ — ^r,,^ -!To — "/.-
l-^u égalant le premier et le dernier rapport, on obtient une équation qui ne renferme pas u. :
(9) '/.- u -f- /.^Ve(tv — lU) — //.r„-i- (r(:ro— 1) =:: o,
Elle est du second degré en À. Quand on en a tiré >., on a en>uile y. en égalant les deux premiers rapports :
( r o ) \xy„ — - I X,, -^ >. j'o — 1 ) — A ( .ro + 2 ).
Il y a bien deux coniques C répondant à la f/ueslion. Si Ion observe l'équation (91, on voit qu'elle ne renferme pas c. La râleur de À ne
dépend donc que du rapport — > ou. -i l'on veut, de l'abscisse ;=
du point de rencontre B de D avec 0,r. On peut en déduire que, lorsque D pivote autour de ce point, la conique C est bitangente à une
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conique fixe en ses deux points de rencontre avec O^ (n°507), puisque [x seul A arie.
Remplaçons — par — - dans l'équalion <)) : ^ ' u
(il) >.- — /.J'o (4 ^- 2 ) — J-o — -" l I — J^.. » — O.
La condition de réalité de / et. par suite, de la conique C, est
ylic-i-i)-— I [J^,— ;i I — .ro)]^o
ou
c-yl -H 4 ; ( } :> — ^^'0 — I ) -- 4 ' yt — -^o ) -^ o.
Le premier membre est un trinôme du -econd degré en -. Soient;, et 1-2 ses racines, B, et B^ les points correspondants de Ox. Pour que les deux coniques C soient léelles. il J'anl et il suffit que la droite D rencontre Ox à l'extérieur du segment BjB,.
Ce segment dépend de la position du point P. Il convient détudier sa réalité. La condition de réalité des racines du trinôme < 12 ) est
( .^0 -^ •^"o -- 1 )- — yi ( yi — x^ )
ou
Le premier membie nest i'.utre que (3). Si l'on remarque (|ue l'inégalité est satisfaite par l'origine, on voit que le segment BjB., n'est réel que si P se trouve dans la région, limitée parla courbe L, qui comprend l'origine. \in conséquence, si P n'est pas dans cette région, les coniques C sont toujours réelles^ quelle que soit la droite D.
Lorsque 1^ est sur L. le trinôme 1 i>) est un carré parfait, soit
Les deux racines de (11) >ont donc rationnelles. 11 serait facile de les calculer. Mais il vaut mieux, se demander, dés n}ainlenaiit, à quoi lient cette particularité. Rappelons-nous que le point P est le point double d'une conique C,. dont le A annule les numérateur> des jiremieret dernier rapports (8). Dès lois, l'équation (11). qui a été obtenue en égalant ces deux
rapports, admet certainement cette racine '/.[. qui est égale à ^•
.}'o L'autre racine /.., est donnée, par exenqile, par la >-omme des racines
>-2 = /o(çH-2)
va*
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La valeur y.,, qui correspond ii /.., annule le deuxifuie rapport (8 i. Illlt' e>t indépendanle, comme /.). de la droite D et la conique (/.,. .y.,) n'est autre que la conique T., . qui admet P pour point doulde. Ce ré-^ultat était, du reste, évident 1^/ /)//o/7'.- car, quelle que soit la droite h, elle admet le point I' pour pôle singulier i n° V3V) par rapport à Cj.
Ouant à la conique il., corre-«pondant à À,, on Toliiiendrait en port.inl ( 14) dans (ro), \ou- lai-sons au lecteur le ^oin de faire «^e calcul.
'2. Cherche/- les C('>nes pouvant clie représentés pai- li-fj nation
( I ) r- -— y- -^ Z' -^ 1 X -^ 2 y -^ 'x z ^ \ ^ ■> <'/.yz ~ y. z r -r— -j r \) :i^ o. Ecrivons le^ quatre équations dérivoe-
11 faut quelles soient compatibles en x, y. z. Ilelranclions < 5) de (2) :
et Ion a deu\ équations analogue-, en retranchant (5 > de (3) ou de (4)- On obtient ain-i troi- équation- lioniogène-<. Comme la solution
ne -aurait vérifier (5 1, il faut que le déterminant de ce s\>lème soit nul. Or, il est égal, comme il est facile de le vérifier, à 2 (À — i j {'j. — i) (v — i). L'n/i des trois nombres '/.. y., v doit donc être égal à i.
Soit, par exemple. V ^ 1. L'équation (6) nous donne ; ^ o et le système (21, (3). (4), (5) se réduit à
qui détermine x et v d'une manière unique, si À et y. ne -ont pas égaux, à I ('). La -urface est donc un cône C dont le sommet S est un point quelconque de la droite D du plan des xy représentée par la première
I ' ; Si A = u -/- I, les équations (- f sont incompatibles. .Mais, en courdoimées liomogènes. elles adnfietlenl la solution x -z- y — o, t = o, le sommet est à linfini : la surface est un cylindre dont It-s ;;cnéralrices sont parallèles à la seconde bissectrice de xOy.
éqiialion (7). 11 v a craillem- une iniinilé de cônes C admellanl pour sommet un tel point, car il v a une infinité de valeurs de /, y. satisfaisant à ( 7 ), pour des valeurs données de j", y.
Vovons ce que devient léqualion (1). l-.lle peut s'écrire
Elle a liien la forme caractéristique de Véqualion des cônes ( n" 375) el. en annulant les trois formes linéaires
X '\- y -^ i . :-, jJia^ + /)■+- + I,
on retrouve le sommet S ri-dessu>. L'équation (8) nous montre encore (|ue. lorsque /. et p. varient, tous les cônes C sont tangents au plan des xy le long de la droite D (n° 307).
Cherchons si le cône peut dégénérer. Les équations (2) à (5), el par suite les équations (7), doivent admettre une infinité de solutions. Ceci n'est pos■^ible que si /. m y. 1= 1 . Dans ce cas, les quatre équations (2) à (5) se réduisent à
(9) cr+r + ~. + 1 — o.
11 y il un plan de points doubles; la surface est un plan double, à savoir le phin (9) compté deux fois. EfTectlvemenl, si /. = ^ul z= v = i, le premier membre de (1) est identi([ue à {,v + v-i- s -j- 1)'-.
3. Soient une conique C el un point A et une droite D non situés dans son plan. Trouver le lieu des sommets des cônes ayant pour base (. et tels que le plan polaire de \ par rapport à cliacun d'euxpasse par D.
Soit P le point de rencontre de D avec le plan de C {fig- 4p)- Le plan polaire de ce point par rapport au cône doit passer par A et aussi par la polaire A de P par rapport à C. Comme il doit contenir le sommet S, on voit (|ue celui-ci doit déjà se trouver dans le plan (A, A). Soit maintenant 1) le point de rencontre de D avec ce plan. Les droites SA, SB doivent être conjuguées par rapport au cône; elles doivent donc couper A en deux points conjugués harmoni(|ues par rapport aux deux points de rencontre E, V de A et de C. Cette condition e>t d'ailleurs suffisante, car, si elle est remplie, le plan polaire de A 'passe par B; il jiasse, d'autre pari, par P, puisf(ue le plan polaire de ce point est (S, A) et contient A; donc, le plan polaire de A contient D. En définitive, nous sommes
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riimenés à Irouvei'. daii> le plan (A, A), le lieu des points S lel-- (|ue SA, SB divisrnl liaimoni([uenienl le segnienl EF. Il e:t évident (|iie AS el HS décrivent des fai^ccauv liomograpliiques. Donc, le lieu demandé
est une coni<jue passani par \ et l>. Le> tangentes en ce- point'- pa->enl par le point Jl conjugué liarmoni(|iie, par ra]>porl à El',, du point de rencontre Tr de AI) avec J-^E.
Suhilion analytique. — Prenons le tétraèdre AGUI' pour tétraèdre de référence. La coni([U(' (1 doit être conjuguée par rapport au triangle GIIP; elle a donc des équation- de la forme
La droite IJ a des érpuilions flr la fonnr (2) ^=-0, a.r -I- j5 V z= o.
Soient (X, \; Z. T) les coordonnées du sommet S. Formons réiiualion du cône iS. C). Si {x, y, '•■■ t) sont les coordonnées d'un (|uelcon<[ue de se- points, on doit pouvoir déterminer À pour (|ue le point
appartienne à la conirpie < 1, c'e-t-à~diie >al!-fa>i-e aux é(|ualic)n:, ( i ). La première de ces équation- nou^ donne ?. ::= — -r ; eu portant dans la seconde, nou- obtenons réqualion du cône
(3) A(7X — jj\f-[- A'(cX — jpZ)^-4- \"{lX — x'ï)-— ».
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Prenons le phm poliiire du point A(i, o. o, o) :
(4) AY( r\ — .rY) + \'/Az\ — xV.) ~ A''T( ZX — ^-T) = o.
Ecrivons (ju'il passe p;ir J). En fiii-iinl ; = o diins i 4), on doit oblenir la seconde é([uiition ( 2 ) : cela donne les deux conditions
T = o, y. AX Y - 3 ( AY^ + A'7J ) — o.
Telles sont les é(| nations du lieu demandé. Elles représentent bien une conique du plan A(ilJ. En écrivant la -econde é<nialion (5) sous la forme
AY(3<X^3Y)4- 5\'7J—o,
on reconnaît ( n'' oOT) (|u"elle est tanj:enle en A et 11 à HA et à IIB.
Calcule/- iérjualion laii gcitliellc de la qtiadi vjue
( I ) .r- + 2 >- 4- À ;■- + -1 yz. -T- •-> /. .r + 4 / = o.
On pourrait emjDloyer le déterminant (19) du n" 'iVl. Il nous paraît plus simple de procéder par élimination élémentaire. Xous avons à éliminer œ, )', r, p entre les (Mn(| é<| nations
(2) .r4-/.=rp;/, 2y + c+'. = pc, j)/4- /.« = pn', 'l.X 4-2J = p/-,
(3) ax -V vy -\- \v z ^ r ^=10.
Des première, ([uatrième et deuxième équations (2 ). on tire successi- \ emen t
piy — '/.ii)-^'/r
(4) .r — rjU — 1.
- — rj(^i-^r^/.u)~/:—:
Portant dans la troisième é([uation (2) et dans ré<|ualion (3), nous obtenons les deux é(|ualions du premier degré en p :
(v ( r — /• + >. Il )
l'"n éliminant p, on a l'équation cherchée, sous la forme
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A, B, C désignant les troi- crochets. Les formule- (4) nous donnent en outre les coordonnées du point de contact du plan (u, p-, w. /}.
Le coefficif-nt du second terme de (7) s'annule pour /.i=o et pour deux valeurs imaginaires de À. dont nous ne nous occuperons pas. Examinons le cas où /. est nul. L'équation i 7 ) se décompose et il semble, par suite, ijue la quadriijue dégénère en deux points (n° iii). ce qui est absurde, car une telle dégénérescence ne saurait convenir à Léquation ponctuelle ( i). Il nous faut revenir a notre élimination. L'équation l5j se réduit à
( 8 j oC/- — 2»f I = o.
Elle e>t satisfaite pour p = o. Ceci nous prouve que les quatre équations dérivées ont une solution commune, qui est donnée par les foi mules (/jj
Donc, la quadrii/ue est un cône (' ). de sommet (0,0. — 2).
Si l'on veut des solutions du sv-tème (■î). (3) aulre< que la précédente, il faut supposer 0 =zr o, donc
L'équation (6) se réduit alors à
Les équations (9) et (10) sont les équations tangentielles du cône. Lor5((uelles sont satisfaites, les formules (4), où p doit être laissé arbitraire, donnent la solution générale du système (2), (3), c'est-à-dire les coordonnées d'un quelconque des points de la ^génératrice de contact du plan ( u, p, (i-, /•) :
/• x^^ou. y^^o-, c =: 0 — / — 2.
o. Troui-er les valeurs de "/. qui font dé^'énérer la quadrique i f ) 't.- u- — t- — 2 i»r — 4 '"■ — ''■ "'" -^ 2 nr — >. /•- = o
et t/oui-er. dans ce cas. ses équations ponctuelles.
<'i Le coefficient de C. dans (-j, est égal au di-fcriruinant de ii). au fadeur pr' ». <)uand il est nul, on a un cOne.
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Ecrivons les ([iialre é(|uatlons dérivées
Elles doivent être compatibles. Des trois dernièies. on lire
Portant dans la première, nous obtenons la condition ti h^jnelle doit satisfaire /. :
€((ualion du troisième degré, dont runi(ine racine réelle est à peu près 2. /j-.
Si /. a cette valeur, lécjuation (i) représente une coni(|ue. Ees coordonnées de son |)lan sont données parles formules (G ), ce (|ui donne pour é<|ualion de ce plan
Pour avoir la seconde é<|ualion de la coni(|ue, cherchons le cône ([ui l'admet pour base et (|ui a son sommet à l'origine. Ses écpiations tangentielles sont (i) et f=:o. En annulant /• dans (i), nous obtenons
/,- a' — c- — 2 ni' 4- '1 //(• z^ 0,
et il nous suffit décrire ré(|ualion correspondanle en .r. y, z (n"377), ce ([lie nous faisons, par evemple, en employant les mineurs du discriminant (n° 'l'il )
ou
(10) . ./■- 4- H». I c- 4- 4 --^ — i'î,2yz^=o.
L'îs é<|MaUons (9) et (10) sont les é(|uations ponctuelles demandées.
PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES COURBES ET SURFACES DU SECOND DEGRÉ
G. Calculer les coordonnées d'un point quelconque de la qKadriifui- ( 1 ) yz H- 5 j? -h jcy + I ^ G
en fonclion des paratnHres de ses génératrices I E. 1*., igiS).
L"é(|ualioii (1) peut s'écrire
Les équalions des deux systèmes de génératrices sont (n" ilG)
En retranclianl (3) de (2), on trouve x. Portant ensiiiti' dans ( 2j.on a V et c. On obtient ainsi
u -j- (' i uv — u — (• 1 — u — (•
EXERCICES PROPOSÉS
Déterminer t. poiii- ipu' la coni([ue C
2 À x'^ -T- 2 / - xy -\- '/.y- — i 1 X -H 4 y -r- 1 = o
se décompose en deux droites. Calculer les é(|ualions de celles-ci, ainsi «me les coordonnée- di- leur point de rencontre. Trouver l'enveloppe de la polaire d'un point fixe 1' par rapport à C, quand /. varie. Lieu de P pour <|ne celte polaire pa>>e par un jioint fixe Q. Quel est le lien de Q?
•1. Trouver la condition pour (|ijc la conique
'/.x- — -iy-xy -t- V--F- 2 /.-./• + 2iJ.y ^- /. i_ d
se décompose fn denx droites. E(|iialions de ces dernières; lieu de leur point de rencontre.
Montrer que rë(|u;ilion
représente un cône. (|uel (|ue soit /. et trouver son soniniel. Four (|uelles valeurs de À se décompose-l-il en deu\ plans? Gidculer les é([ualions de ces plans.
5. OuelIe> relations doivent lier les nombres y., p^ y, 0 pour (|ue ré(|ualion
{cf.j: -r- ly -+- y z ■-{- 6)- + .r- — y- — '3 r- -h 4 .r — a r + 4,5= o
représente deu.v plans? Montrer {|ue l'intersection de ces deux plans passe par un ]>oint li\e. (Inlrotluire la variable auxiliaire
P — a./-- -t- p )■ + •/ ; H- 0 ; cf. n» 582. )
G. Soient un cercle de centre <>, deux points Mj et Mo de son plan, Pi et p., leur> polaires par rapport au cercle, r/, et c/y les dislances de Mi
à P.2 et de M, à P,. Démontrer (|ue l'on a — ::;:= ' [tliéorcme de
Salmoti). {Cf. Cliap. XXVIII, l\ercice résolu n" 11.)
On donne une parabole P et un cercle G, ayant pour centre le foyer Trouver l'enveloppe des polaires des points de G par rapport à P.
de P (É. P., 1913.)
8. Trouver Tenveloppi' des polaires d'un point donné cl le lieu des pôles d'une droite donnée par lapport aux cercles inscrits dans un angle donné. Gombien y a-l-il de ces cercles (|ui sont conjugués par rapport à deux points ou deux droites donnés? Discuter leur réalité.
\). Lieu des pTiles des normales à une hyperbole. ( E. P., iQio.)
10. Lieu des points de contact des tangentes menées par un point five P aux coniques circonscrites à un rectangle. Gas ofi P est à l'infini. (K. P., 1913.)
11. Trouver l'enveloppe (les plaii> polaires du point ,P ( 1 , 2, — 1) par rapport aux (|uadri(|ues
x- -i- 2 V- —/.;--}- 2ZX -h \ xy — 2 À- x + 2 y — 2 ?. c + À- z= o.
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12. Trouver le lieu des cercle? de conl;ict des cùne> circonscrits aux sphères d'un faisceau à partir d'un point li\e.
13. On considère un ellipsoïde et une sphère concentrique, et l'on prend les plans polaires d'un point M par rapport à co deux surfaces. Ces plans se coupent suivant une droite A.
1° Lieu de A (juand M décrit une droite D.
2° Lieu de M pour (|ut' A passe par un point lixe P. Degré du cône décrit par A.
3'^ Relation géométrique entre deux points M et M' pour ((ue les droites A et A' correspondantes se coupent.
4° Lieu r de M pour que A soit dans un plan fixe FI. Montrer que ce lieu est une courbe unicursale. Enveloppe K de A,
5° Si M décrit le plan IL A est une sécante double de V et réciproquement.
6° Lieu de A i|uand M décrit la courbe V. ou une de ses tangentes.
(Agrégation, 189G.)
(Chatjue droite A e?t perpendiculaire à sa conjuguée par rapport à l'ellipsoïde. Cf. Chap. XXVll, Exercice propo-é n" l'i..)
li. -Mener, par la droite ^=^21'=^ z — 1. les plan> langent^ à la quadrique
15. Montrer ({u'on obtient le quadrilatère gauche le plus général qu'on puisse tracer sur une quadriquo, en joignant deux à deux, les points de rencontre de celle-ci avec deux droites conjuguées.
16. Trouver les équations de la droite conjuguée de la droite
•iX — 0 y ~- Z -r- '2 r:: O^ .T -\- '■'> V — Z — l\ =: O
par rapport à la quadri(|ue
2U7- -i- y- — 3c"- -i- 'iyz — 3 z.r -^ Z,:c -i- y =r o.
17. Les coordonnées pluckériennes tétraédri(|ues d'une droite A étant définies par les formules (i j de l'Exercice lésolu n'^ i du Chapitre XXVII. calculer, en fonction de a. f3, ...,«, les coordonnées a.' , j', .... «' de la droite A conjuguée de A [)ar rapport à la quadrique <> :
A.Z---T- I>j'--i- C---t- IJI- ~ o.
HvAii. — Exercices, II. 24
r.HAPlTUE WIX.
Montrer (|ue si A apparllent au complexe tétraédral éludié dans ll-lxercice précité, il en est de même de A et les deux droites percent la face ABC en deux points conjugués par rapport à une infinité de coniques fixes, lîéciproquement. si ces deux points sont conjuirués par rapport à une conique fixe du plan ABC autre que la section de la qiiadrique Q, les droites A et A' engendrent un complexe tétraédral.
[a'= BC/, l':=D\y. et formules analogues.]
J8. Démontrer le théorème de Dupin (n°3i-Vi pour deux langentrs conjuiiuées à une quadriqne.
19. Soient une conique conjuguée au triangle ABC et M un quelconque de ses points. Les droites MB et MC la rencontrent en /> et c. Démontrer que la droite bc passe par A (Cliasles).
J. <^>ue représente l'équation
•2 «- — 2 «c -t- usv — ne H- 2 ur + rw =^ (^1
2V. Etudier les cas de décomposition de la coni(jue (F) de l'Exercice résolu n° i du Chapitre \X.
2.'î. Trouver le pôle de la droite (2, — 5, 1) par raj^port à la conique II- — 3«<' + 2 r- + 4 ur — f/v-i- /•-:= o.
prior-rtiKii':-; pnojF.cTivF.s i)i:s cOLiutRS i:t svriwces nu skcond oncRÉ. JJji
20. Trouver le pùle du plan /• — 2 y -r- ; -1- 4 = o par rapport à la <|iiadrif[iie de ri\er."ice 22. < hiel est son lieu quand À varie?
'27. ("Iierolier les gém-ralrices des quadriques
/ - — i - — .:- — rz — :: r — •'■)' — ^' — y =: o,
' - — ) - + z.r — zv — ./• — y — o z = o.
28. Une quadri(|ue conlieiil Or et O )-. Par un point fixe A de .rO )', t»n mène une sécante \ariablc, (|iii rencontre Or en I' et Or en (^. On demande le lieu du point de rencontre M des génératrices. aulre> (|ne < ).r et ( ) )-, (|ui passent par I' et < K (K. f*., 191 3.)
[Solution analytique, en prenant pour équation de la (|uadri(|ue
.rv+ Cl A.r^ H r-i-C:4- D) = o.
Le liei: est la section par le [dan
.r r„ -T- )-.r„ -+- z( \.r„~\- B )'„-t- D) nr 0.
Solution géométri([ue en considérant les plans O.rM et <J)M, qui se correspondent homograpliiquement. |
2i>, Soient une quadrique <). P un de ses points, C une de ses sections planes, II un plan quelcon<|ue. < )n piojetl«3 G surll, ù parlir du point P. Montrer (|ue la projection passe par les points de rencontre de TI avec les génératrices de O <]ui passent par P.
'M). Cliercher les génératrice^ des (|uadriques définies par les ériuations tangentielles
//( // H- i') 3= (tr -h 2/-j {■.nr + /•),
iir z= (»'- — r^,
//- — ('--I- ih\' — rip- — /Il — -irç — /'*»• = o.
(Même mélfiode (lu'cn coordonnées ponctuelles.)
CLASSIFICATION DES COURBES ET SURFACES DU SECOND DEGRE POINTS A l/iNFIM, CENTRES, DIAMÈTRES, PLANS DIAMÉTRAUX.
EXERCICES RESOLUS
Reconnaitre la (jaadriquc
(i) .r-— 2 )•-+ iz-
Coordonnées et lieu de son centre. Nature et lieu de la courbe de contact du cylindre circonscrit parallèlement à la droite de paramètres directeurs i'i. i, — i). Lieu du diamètre conjugué du plan
et des pointi de contact des plans tangents parallèles à ce plan. Séparer, sur tous ces lieux, les points qui correspondent à des quadriques de nature différente.
Décomposons en carrés; en prenant successivement .r, y. z pour variables directrices, nous obtenons, tous calculs faits,
(3 ) {x -\- y—'iz + [\)- — ^( — 3 )■ + 5c — 6)-
TT - + ?. + 2 H
Il faut connaître le signe du terme constant. Le trinôme en ). a pour racines i4 et — 2. Donc, si X est compris entre — 2 et \l\. on a un hyperboloïde à une nappe ; si ). << — t. ou si}. >■ i4. on a un hyperboloïde à deux nappes ; pour }. zn — 2 ou 1/4, on a un cône réel.
Les trois plans
(i) .X + y—Zz -\- tx = o, — 3rH-5;— 6=0, ^ c + ). 4- 2 = 0
sont trois plans diamétraux conjugués (n° /i-Go); donc, ils se coupent au
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cenlre (]. Los deux premiers sont indépendants, de À; leur intersection D est donc le lieu de ce point. La cote est donnée par la troisième éi[uation; puis, v par la seconde et .v par la première; on obtient ainsi
qui. lors([ue A varie, sont les équations paramétriques de la droite \).
Si l'on appelle Ci et C, les points ([ui correspondent à ). = — 2 et ). =:i4, on voil que les centres d'hyperboloïdes à une nappe sont les points du segment CiC»; les centres d'hyperboloïdes à deux nappes sont les points extérieurs à ce segment; enfin, les sommet^ des deux cônes sont Cl et Co.
On arrivtM'ait aux mêmes résultais en prenant les équations (35) du n° /iOl. >ious laissons au lecteur le soin de faire ces calculs.
La courbe de'contact du cylindre circonscrit parallèlement à la direction (2, I, — i) est la section y de la surface par le plan diamétral conjugué de cette direction, lec^uel a pour équation ( n° 403)
-f- ( .3; — 7. y -\- iz — 2 ) — ( — 3 .V -\- 2 )• + 2 ^ + /. ) = o ou
Four avoir la nature de celle conit[ue, cherclions ses points à rinlini. en coupant le cône des directions asymploliques
(7) X- — ■2. y- -\- 1 z"- -^ !\ y z — 6;.'- + 2.rv = o
par le plan ( n ' VOO)
(8) 3a--— y- 3::-rro.
Kliminons, par exemple, ) ; nous obtenons le faisceau des projections des flireclions asvmptoliques sur zOx :
iix- — 36^-5 -i- 28-'- = o.
Le discriminant est 16. Donc, les directions asymploti([ues sont réelles (') et la conique est une hyperbole.
(') Elles sont dé-lnies par l'iMiuulioii (8) et les suivantes : X — 0. z — o cl 1 1 x" •" I '1 ; = o. Leurs paraiiiélies dirccleuis sont (2. .!, i) el (l'i, (j, w).
ClIAl'ITlli; \x\.
L'ét|ualion du lien engendré parcelle Inijerbole (|uaiid À vijiie s'obtient en éliminanl ). entre (i) et (6); on Irome, loii> calculs faits.
(9) '.\- a-'- + '2. y- -V- 26^--!- '2'\\ z — 66c:c — 2-2.rv
Pour leconnailrc celle ((uadri(|Uf. décomposons en carrés, en prenant successivement pour \ariable directrice r, c, ./• :
Le lieu est uu hypcrboloïdc à une napjic.
Soient Pj et P2 les plans (G) <|ui correspondent à 'l.^^ — 2 ci /. r= j '[. La zone de l'hvperboloïde ci-dessus comprise entre les plans \\ el l'., est le lieu des courbes de contact des li\ perbob»ïde^ (i) à une nappe: !'• zone extérieure correspond aux hvperboloïdes à deux nappes; enliri. lesections par Pi el 1% correspondent aux cônes, ce (|ni prouve (|ue ces sections doivent être des droites, aulrenient dit i\\w les plans l'i et P.> sont taniients à (9).
Nou> allons vérifier directenienl celle dernière |)ropriété, à litre de contrôle des calculs précédents, (|ui sont assez conipii(|ués, (:t aussi à titre d'exercice. i\ous allons nous servir de rc(jualion réduite déduite de (il») :
(II) — — l:^ ;- -^Z-— 16
46 Z -r- 'iO
en posant
(12) 2 1- — j ia+ I ■.
En tirant .r, )•, :; de ce> formule- et porlant dans (6). on ol>tienl ré(iuation transformée
[»"autie pari, récpialion lanyentielie de (i 1) est ( n" 5oO) ( I '1 ) 32 «- — 46 X 1 6 r- + 23 X 4 '"'' — /■' = ^'
Ecrivons que le plan (i3) la vérifie :
TLVSSIFK ATIOX DliS COIRBES KT SI RKACES 1)1 SECOND DEClRi:.
S H -,;— ZZZ
On retrouve bien les /. des ])lans P, et P^.
Ae dianièlre conjugué A du plan (2) par lapporl à (i) a pour équalioiis (n'^ iGi I
l'^n égalant le< deux piemiei's rapports, on a une équation indépendante df À, qui représente un plan (). lieu de A :
La dioiteAp-t ensuite dans le plan obtenu en éiialant les deux derniers rapport- :
Pour /. ^ — 2 et \'\. on obtient deux droites A, et A^, entre lesquelles se trouvent les dioites A correspondant à des hyperboloïdes à une nappe, etc.
Les points de contact des plans tangents parallèles au plan (2) sont a rinter-eetion de la quadiique (i) avec la droite A. Leur lieu est une courbe r du plan Q, dont la -^ei^onde équation >'obtient en éliminant / entre ( i) et (17) :
— 2 .ry 4- 1 0,r — 4/ — i 2 3 -h '1 = o.
La courbe L est donc une conique. Clierchons -on genre. Le> directions asymplotiques ont pour piojection sur- vOr
'- 1 7.V — 9-3)-— 2 V- + ioc*-h 4j; -f- <':,»' — i)=-)(y — 9- ) = o
Le di-<iiniinanl est — 384: donc la coiirhe V est une ellipse. i'Iierehona son centre. Il est à l'intersection du plan Q avec le diamètre
o;*) (IIAIMTHK \XX.
conjugué de ce. plan par rapport à (18) (n" ^iGV)
"7 Çfj: -+- 2 y -h ioz — ()
En résolvant le système linéaire (i^)), (19), on trouve
j;':=0,l<), yz= — O,0O, ^ = 0,9'î.
•2. Discuter la nciLuie de la rjaadrùjue
( i) {ax H- Zy H- y :-Y -^ z{ax + by) -\- ax 4- v y + wz + /• =; o.
Les coeflicienls étant tous littéraux, la métliode de la décomposition en carrés parait devoir donnri' de^ calculs compliqués. Nous allons d'abord chercher le genre.
Le cône des directions asymptoti(|ues est toujours réel, car on en ajjerçoit tout de suite dcuv généiatrices réelles, intersections du plan
y.x^^y-^yz — o
avec les plans ::=^o et «.i- 4- Z> >' = o. Voyons >'il peut se décomposer. Pour cela, il faut que les trois formes linéaires ax 4- {SjK 4- y :, -:, a.r 4- by soient dépendantes, sans quoi les termes du second degré seraient une somme de trois carrés indépendants. La condition pour qu'il en soit ainsi est
Ne poussons pas ]»!us loin, pour Tinstant, la discussion du genre et commençons notre tliscussion générale.
Fri:mii:rcas '.y.b — 3(7^0. — La qnadrique est du «e/i/-e /<jyjer^o/o/V/e. liemarquons maintenant que le plan ^ r^ A donne un^i section paraboli(|ue. Pour une valeur convenable de h (qui sera la cote du centre), cette section doit se décompo^er en deu\ droites paiallèles (section |)ar un plan asymptote). Suivant que ces deux, droites sont réelles, imaginaires ou confondues, la quadiique est un liyperboloïde à une nappe, un liy|>erboloïde à deux nappes ou un cône.
Inteiprétons ceci analytiquement. Posons, pour abréger l\crilure, y.x -j- ,3/ 4- y h =/>. La section par le plan z =^ h n pour équation
p- 4- h (ax 4- b y) n- ux ~\- vy 4- h7/ 4- /' =^ o.
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Pour quelle se décompose, il faut que la droile roprésenlée par les lermes autres que jï- soit parallèle à /> =: o. Cela doniit^ la condition
ha -Vu Itb -\- V
(3 11 en tirr
ah — «Y/ y. h — Sa'
en appelant o la valeur commune des deux, rapport-. L'équation (3) s'écrit alors
( J ) p- -i- op -h { n; — py ) // -f- /• = o.
Kile représente deux droites, dont la condition de léalilé est
l'j) p- — *[('"' — p-/ lA -^ /■ I > G,
où il suifit de remphicer o et li par (4).
En définitive, suivant <jite le premier minihre de (0) est positifs négatif ou nul, la i/uadri/fue est un II,, //// \\y ou un cône.
r3i;i'\iÈ>iE CAS : y.O — ^a = o. — • Supposons d'aboid que y. et .3 ne soient pas tous deuj- nuls. Nous pouvons alors poser a z= ky.y b =z A'j3. L'équalion du cône des directions as\ mptotlques s'écrit, en posant y.x -{- 'by rr: <y,
I'"ile est lioniogéne en :;, i/ et représente deux plans, dont la condition de réalité est
Suivant que le preaiier nieuihie e>t jiositif, néL;atil ou nui, la ([uadrique est du genre paraboloïdc liv[)erbolii|ue, [im aboloïde elliptique on cylindre parabolique.
Laissons de côté, pour le moment, la dernière liypolhè-e. [*our distinguer si nous avons allaire ii un paraboloïde ou à un cylindre. coup<uis par la droite
qui est parallèle à I intersection des plans diiecteuis. Si la quadrique est un paralioloïde, nous devons avoir un }toint de rencontre à distance linii'. Or, si l'on lient compte dt; (9), l'équation ( 1) se réduit à
rj-t-/'=o.
Il faut qu'elle rencoiilie la droite y = o, ce qui exige ti^j — vv. ^ o. Dans celle liypollièse, la quadviqiie es/ un \\\ on un Pi;, suivani quon « (8) ou riiiégaliié conlraire.
Si «j3 — «oc 3= o, la surface esl un cylindre hyper bidique ou ellipliquc. 11 se décompose en deux, plans sécants, s'il n'y a qu'un seul plan z =z h qui coupe suivant une droite double. Or, si l'on tient compte des liypoihèses actuelles, l'équation (3) esl du second degré en p. En éciivanl (|u'elle a une racine double, on a une équation du second degré en // ((|ui donne les plans tangents parallèles à .vOy). En écrivant (|ue cette é((uation a, à son tour, une racine double, on ol)tient la condilion dr liccotnposilioii en deux plans sécants :
(il) ni- y- — //Mc(/. -H 2y) + u'- -i- /■/.{ /." -i- ^ "/ j = o.
11 resl<' à examiner les cas /. i= o et \-/ -+- /. = o, puis a^^ ^=rzo. Nou^ laissons au lecteur le soin de le faire, celte discussion devenant fastidieuse.
;>. ^h/e rcprésenle l'équaliim langenlielle
(l) U- 'r'îllV — f'+'i^/iV ()CiV + iv-= o?
Clierclions les asymptotes. L'équation tangenlielle du centre est
( 2 ) 2 U — 3 (• 4- II' r=: o.
\\n tiiaiil ir et |»ortanl dans ( i ), on a l'équation (3) 3 //- -h lo r- — 1 'i uv = o,
(|ui. a\ec (2), détermine les asymptotes. Le tlisciiminant de (3) esl li); il esl positif. Donc, les asymptotes sont réelles-, la cmique est um hypeibolc.
h. Que représente rcijuation tangcn ticlle
Chercher le centre. Montrer que le plan diamétral conjugué de O >' passe par une droite fixe, quand 1. varie.
Décomposons en carrés, en prenant /', puis u , puis v pour variables directrices. On trou\ e
(2) (/■ + 2« — (•)-— {w — U)- — T7 {?>^' — 2/n- + I A — TT 1 U-z=z O.
ci.vsï^iricATioN ui;s commis i;t si iuac.ks ul second dkc.hi':. Sjc^
Si Ion piciid les poinls f ^- i ti — c =:r o. ir — // = o, oc — 211 =0 comme origine, |)oinl ;i l'inliiii sur Or et |)oinl à l'infini biirO:;, sans changer le puinl à linlini nui- ( ) j\ un .1 niic ('([nalion rédnitc de la forme
1;-- \-— \V^+ /. — - lU-:rTO
Si /. — TV >— o, lVM[iiali()ii |i()ncUiflle correspondante c^l (n" .'i.'iO)
Snivanl (|nt'/. — ;- c-l positif on négalif, la surface o>l nn livpciboloïdc (I une nappe ou un cllipstudc.
Si 'hzz:z -, ré(|ualion (o) nous montre (|ur nons avons alVaiie a une clUpar. l-cs coordonnées de son [)!an annulent 1rs trois cairés :
/• lu — (• -1^ o, ir — u z^ o, a i" — 2 u r- o :
d Cil 1 on lire
K' ZZZ - U . KV r U , /• =-— — - u ,
L éfjiialion dn plan de l'ellipse est d(jnc
l'<u.» tons les cas. 1' ('(jUdlion tan ^cn licllc du ccnlic ot (5) /• -h 2 // — t' — : o.
Ses coordonnées sont donc 2. — 1 . o.
Les coordonnées du plan diamétral conjugué de 0>' s'oblieunenl en écrivant (jue le pôle de ce plan est à linfini sur Oj', ce qui donne les trois équations
/■ iu — ^^ r ^ o, /. // + ir 4- 2 /■ : - o, il — n ::::o;
d ou Ion lit (•
U équalinn du plan dianiclral e>t donc
58o «;iiAi'ni\E n.xx.
Loi'S(|ue I. varie, ce ])lan passe par la droite fixe :
1. Reconnaître les coniques suivantes, trouver leurs centres et écrire leurs équations réduites :
x*- ^ [\xy -\-^y'- -^ ix — 2 »• — /. = o. ■> x- -h 8.rj + 3 K^ — 6,r — -y -+- À — . o, 3 .r- H- xy — 'i.y''' — .r — j^ -)-/. = o,
x- + ^^xy -h 9 j2 — 5 J7 -h y + 7. = o, 4 -£■- — 12 xy -f- gv" + (3.r — 9 K -;- }. := o.
•1. iMème (|ue5tion pour les quadriques :
\ox- + •''>,v-+ 2 -.- — lyz -f- 0^.r + \xy -4-2x4- 2 y H- 2 .3 H- À =: o, I o.r- -h 3y- H- 2 1';: -h (j ex -I- 4 .rj' 4-2x4- (3 v' — 234-/. = o,
X- 4- 5 V- 4- C^ -iyz 4- 4^'^/ 4- 4 •<? — '^y 4" 2 - -t- À ^:r. G,
2 x^ 4- 5_}- 4- -:;'' — 2j>'-: — 2 ex 4- 6xr 4- iy 4- 2 e 4- À ^= o,
3j--- — z'- -r~ xyz 4- 2 ex 4- 2 xy 4- 4 -^ + 6/' — 2 e 4- A --= o,
X- 4- Ay"' 4- -3- — [\yz — ■ 2 ex 4- 4 -^'J — 2 x — 4/ + ^ ^ + ^- ^^ o,
9X-4- J" 4- e- — ■■'.je4-6ex — 6xy 4- 5x — y -\- e 4- ?> ^ o.
CLASSIFICATION DES COURBE? ET SURFACES DU SECOND DEGUÉ
centres d'Iiyperbole. (Exliail de la coraposilion du concours d'admission à VÈ. N. S. en 1877.)
0. On considère les deux livperboles H el II' : a:y -~'/.{b.r — a y) — r/b --= o, .ry -h ;j.( bx -f- ay ) -^ ab = o.
Montrer que la polaire I' du centre de II par rapport à H' coïncide avec la polaire du centre de H' par rapport à H. Lieu du milieu des centres lorsque /.-4- [ji-= :».. Montrer que ce lieu coïncide avec l'enveloppe de P. (Extrait de la composition du concours d'admission à l'É. P., en iSSG.)
Lieu des centres des quadriques
"/.( I - — zx) ~- uA-r- — i\)-7-v(j7V — ;;):=: o. (E. P., l^lS.)
8. Quelle relation doit lier 0 à y.. 3, y pour que toutes les quadriques
yz H- zx -h xy ~ y..r -^- py -\- y z -\- 6 =z o
soient égales?
(Porter l'origine au centre.)
9. Mener aux première et troisième quadriques de la question n° 2 les plans tangents parallèles au plan 5.r-i- y — ^z:=o et les plans tan-
gents parallèles a la droite —^ :z:z -- =z
10. Mener aux cinquième, sixième et huitième quadriques de laqueslion n" 2 les plans tangents perpendiculaires au plan di- la f[ueslion n° 9.
11. On considère les (juadrique> i de l'Exercice proposé n° 35 du Chapitre XXXIIl. Trou\er le lieu de leurs centres, ainsi fjue le lieu des sommets des ((uadriques i qui >ont des cônes. Lieu du centre de la courbe de contact du cône circonscrit à partir du centre de V.
12. On joint le milieu {]e la corJe Ali {l'une ooniqiie au point de rencontre des tangentes A et 15. .Montrer qne la droite oltlenue est un dianièlre. C^ts de la parabole.
13. On joint un point (Tinie ronirpie à denx points diamétralement opposés. Montrer que les (ien\ cordes obtenues, (jui sont dites curdes suppléDU'ii Idires, ont des directions conjuguées.
IV. On projette une conique (1 sur \\n plan 1* à partir d'un point S. <]|ierclier le centre de la projection.
(Prendre le pôle par rappoit à ('.de la dioite (riutersection du plan parallèle à V mené par S a\ec le plan de C.)
15. Soit un point (i\e A d'une conique à centre. La tangente en ce point lenconire doux tliamètres conjugués (pielconques en {\e\\\ points M et M'. Montrer que le produit AM.AM' est constant et égal au carré du demi-diamètre conjugué de (V\.
10. Sf)it une (piadrique () et une ilroile h. irouxer le lieu des centres <les courbes de contact des cônes circonscrits à ( ) qui ont leurs sommets sur 1 ).
(Conique du j)lan diamétral passant pni- \). ()u a des faisceaux liomograplii(|ues dans ce plan.)
17. Même question, en supposant que le sommet décrit un plan 1^. (Prendre pour axes trois diamètres conjugués, dont le diamètre conjugué de P.)
hiscuter la nature de la (pia<lri<|ue de llCxercice
19. Trouver la nature, le centre et les asymptotes des coniques représentées par les é(|ualions tangentielles suivantes :
■>. //■- 4- .") iiv + r- — •'. inv — 4 ttr -h- ?ti\'^ = o,
//r — ■>. in\' + 4 t'O" ■->. •V- :7=: G,
3//^ — .'>('-— ><iiv + 1 i/w — ■'. rir + ir' :^ o, «^■4- 3/M'+ r- — .W/tr + 'm'H' rr: o, j. u'^ — '\ ('- — - uv -\- ir ( 1 II -\- r ) = o.
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'10. <hie représenlenl les é((iialions laiigenlielles
- Il- — ■>. r- — .'m- — 4 iir — 9. inv — :>. uv + i ■> ///• -f- \ /- = o,
(// + i> — <ïO".~~ (" + '.M')! (• -r 3tr) 4- '/.r'-zzno, /. Il- -+- 81"- — 8 tn- + 8u// — i4 "<■ — j ni — 9. rv -+- 4 nv — /--= o,
3 II- -+- iiv -\- nv zzz o, 9. Il- -+- 3 r- -r 3iv- 4- ■.» /ni' + •> //(• -i- 8 (•(»• -i- r{ii + '><• — hp) := o.
//■- 4- 4«ï''+ 4'/<'' -T- r{ii — (') = o, //- — r-+ '/.w{ii — f -H /. /■ ) 4- /Il (À -f- 1) 4- /■»•(/. — ') + /./•-= o.
Trouver les centres.
nir.F.CTlONS PniNCH'ALES ; KOUATIONS RÉDriTKS EN COORDONNÉES UECTANGILAUIES.
EXERCICES RÉSOLUS
1. Trouve?' le^: ares, les soinniels et V équation réduite de la quadrique
(i) I o^^ H- 5 J" —2 3- — lyz + ô^cT H- 4 xy + 2 .c H- 2/ H- 2 ; -h i =;: o. Ilccheiche de< directions principales. - — L'équalioii en S esl I o — S 2 3
ou
(3) S^— ijS-^+ÔGS — 25 = o.
Les racines sont
S [ = o . 'i 2 , So rir 5 , 07 , 83=11,51.
Pour chacune cl elles, les paranièlres directeurs de la direction principale correspondante sont, par exemple, les mineurs de {■:>.] lelatifs aux éléments de la première ligne, >uit
(4) S2-7S + 9. '^S — 7. 3S — 17. Cela nous donne le? valeurs sui\antes 1 ' > :
r»o,5 iG ijj'^
(') F'our (»V, les expressions (4) donnent peu de précision, car elles conduisent a de petites valeurs, obtenues comme dillérenccs de grands nombres. Nous leur avons substitut- les mineurs relatifs ;i la deuxième liarne, soit
S-— l;>S-^I., — S-hiG.
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A titre de contrôle, on pent vérifier l'orlliogoiialité des trois directions deux à deux.
Centre. — Lh surface e-^t un ellipsoïde, puisque les trois racines sont de même signe. Elle a di)iic un centre unique, dont les coordonnées sont données parle système (n° 4-61)
loj: H- 2y -t- 3 z H- I =r: o, ax H- Sy — c + i = o,
?>x — V +23 + 1 =zo; d'où Ton tire
En menant par ce jioint les parallèles aux directions principales trouvées précédemment, on a les axes.
Equation réduite. — Si Ion porte l'origine au centre, le terme constant devient (n" i62 )
L équation réduite est donc
(6) o,^2X-^+5,o7Y^+ii,5iZ2— 1 = 0.
Les longueurs des demi-axes sont - •• — i soit
Vo,4i v'5,07 y/i I ,5i
Les sommets s'obtiennent en portant ces longueurs sur les axes de part et d'autre du centre. Pour avoir leurs coordonnées, il faut calculer les cosinus directeurs des directions principales. Ceux de OX, par exemple, sont 0,3^6; — 0.342; — 0,874- On en déduit les coordonnées des deux sommets de cet axe :
0,6 =t r ,54 X 0,346; — 0,8 =fi 1 ,54 X 0,342;
— I .8 zp 1 ,54 X 0,874, soit
pour le premier sommet et
pour le second. On trouve, de même, les coordonnées des sonimels de OY Haag. — Exercices., IL 2.5
386 CIIAPITHE XXXI.
et de OZ :
(o,65î; — • I ,'2oi ; ^ i ,618), (0,548 ; — 0,899; — r ,982); (0,874; — 0,7 '^7; — • :7^o), (0,326; — 0,873; — I ,880).
2. Trouver l'axe, les plans principaux, le sommet, le plan langent au sommet el l'équation réduite du paraholoïde
Axe. — On peut r(>l)leiiir facilement, s:ins résoudre l'équation en S, parla mé ho le suivanle. iN<iiis connaissons sa dlteclion, qni e-l la droite double lin cône des diifctio is asvrnpiotiqnes. 11 suffit de considérer les plans perpendiculaii es el de prendre leur diamètre conjugué {u° h-ll).
La direclioii de Taxe silisfaiL au\ trois équations dérivées des termes du second degré :
dont la compatibilité prouve f|u'on a bien afTaiie à une qnadriqne du genre paraboloïle. On peut prendre pour paramètres directeurs : — 2, I, 1, el comme plan peipendiculaire :
Le diamètre conjugué de ce plan, c'est-à-dire l'axe cherché est défini par (n° k6ï)
la valeur commune des trois rapports étant obtenue en mulliplianl, haut el bas, le premier rapport j)ar — 2, le second par 1, le troisième par i et ajoutant les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.
Sommet. — 11 est donné pai' le système (i), (3).
Remarquons que l'équalion (1) peut s'écrire, grâce à lidentilé d'Euler,
En tenant compte de (3), elle devient
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Nous n'avons plus qu'une équation du premier degié en x, y, z. En la combinant avec les deux premières équations (3), par exemple, on trouve les coordonnées du sommet :
Plan tangent au sommet. — C'est le plan parallèle à (2) mené par le sommet. Son équation est donc
Directions principales. — Pour trouver les plans principaux et l'équation réduite, cherchons les directions principales par l'équation en S. Celle-ci s'écrit
ou, après suppression de la racine nulle,
dont les racines sont 82= 3,62, 83= — 6,62.
Prenons comme ptraniètrcs directeurs les mineurs de (7) relatifs à la troisième ligne, cesl-à-dire
(8) 8, 4(S — I), S(S-i)-4; nous obtenons les paramètres des directions 0\ et OZ :
8; 10, 5; 5,48 et 8; — 3o,5; 46,5,
auxfjuels correspondent les cosinus
I.es cosinus directeurs de OX sont ensuite h d' — c' b" , c' a'^ — a c" , a'b"—b'a", soit
quantités proporlionnelles aux p;iranietres directeurs — 2, i, i trouvés plus haut.
Les équations des plans principaux sont obtenues en prenant les plans
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diamétraux conjugués de OY el de OZ, soit
8(^ + 2/ + i) + io,5(2^+/4s + 5) + 5,48(4.v — 4^ + 4) = o, 8 ( ^ -f- 2 y H- I ) — 3o , 5 ( 2 ^ -t- 4 s H- 5 ) + 46 , 5 ( 4.r — 4 * + 4 ) = o ou
(il.
Ces deux équations peuvent être regardées aussi comme les équations de l'axe.
Pour trouver réqiialion réduite, appliquons la mélhode du n° 475. FaiïOiis d'abord tourner les axes. Les termes du second degré deviennent
Il faut calculer directement ce que deviennent les ternies du premier degré :
X{2a -f- lob + 8c) + Y(2a'+ ioè'+ 8c') + Z(2«"+ 10//+ 8c") ^ — 5,72X + ii,55Y + i,48Z.
Notre nouvelle équation est donc
(12) 3,62Y2— 6,62Z2— 5,72X + ii,55Y + i,48Z:=o
ou, en décomposant en carrés,
De sorte (pie l'équation rrduite s'obtient en portant l'origine au point (— I ,60; — I ,59; H- o, 1 1) el s'écrit
On aurait pu la déduire sans calculs de l'équation (12). La décomposition en carrés ci-dessus a eu simplement pour résultat de nous faire connaître les coordonnées du sommet par rapjiorl aux axes OXYZ. On obtient les coordonnées de ce point par rapport à Oa-yz par les formules du changement de coordonnées :
.r^ = — 1 ,60 a — 1 ,59a' H- o, 1 1 a" =r — 2,19; /o = — i ,6oh — 1 , 59 6' + o , 1 1 6" := — o , 58 ;
On retrouve sensiblement les mêmes valeurs que plus haut.
ÉQUATIONS UÉDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES
3. Calculer les coordonnées du sommet de la parabole (i) )-^ — ;:a^- = o, x^z — 2y = i. (E. P.. 191 3.)
Menons, par Torigine, un plan parallèle au plan (i) :
Il coupe le cône suivant deux génératrices confondues avec la droite
Il e^t donc tangent au cône et, par suite, la conique praposée est bien une parabole, dont l'axe est parallèle à la droite (3). La parallèle à la tangente au sommet menée par l'origine a pour équations
.r 4- J H- « = O, X -\- Z — 2/ zz: o
ou
L'a\e de la parabole est le diamètre conjugué de celte droite; il se trouve dans le plan diamétral conjugué de cette droite par rapport au cône, lequel a pour équation
L'axe considéré est donc défini par l'équation (5) et la seconde équation (i) ou encore par
Il coupe le cône en un seul point, de coordonnées ( y> — 7' 7 )' ^^^^ ^^^
le sommet demandé.
k. Lieu des sommets des cônes de révolution passant par Vellipse E.
Soit P(a, [3, 7) le sommet d'un de ces cônes. L'équation du cône correspondant se forme par la méthode générale du n" 376, ce qui donne
(xy — az)"- (y/ — ;3:;)-^ ^^2— o
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OU, en ordonnant et ne conservanl que les termes du second degré (n°4G9),
I — 2 ^7^ vz ^ zx =. o.
L'équation en S s'écrit
ocy «2
Elle doit avoir une racine double (n" 479), ce qui exige que tous les mineurs de A(S) soient nuls (u° 474). En annulant le mineur commun aux deux premières lignes et aux deux premières colonnes, on a
Prenons, pour fixer les idées, 5= 7-- En annulant les autres mineurs,
on voit sans peine qu'on obtient les deux seules conditions
qui constituent les équations du lieu et représentent une hyperbole II du plan des zx^ admettant pour sommets les foyers et pour foyers les sommets de E {cf. n° 524).
L'axe du cône est perpendiculaire au plan des directions principales
correspondant à la racine double S = -j^ • Ce plan a pour coefficients, par
exemple, les éléments de la pren)ière ligne de A(S), soit
I \ c3cy
On en conclut que les paramètres directeurs de l'axe sont -/-, o, — •
Cet axe est donc dans le plan des zx et y admet pou]- équation
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OU, en tenant compte de (2),
y.x yz
ce qui est l'équation de la langeiUe en P à H (cf. [oc. cit.).
En prenant S =:r -^j on obtiendrait comme lieu une ellipse imaginaire du plan des js (cf. loc. cit.).
5. Trouver les aœes et sommets de l'hyperbole de r Exercice résolu n° 3 du Chapitre AAX. -
Soient (</, r, Kv) les coordonnées d'un des axes. Son pôle a pour coordonnéçs homogènes (n° 4i3)
Exprimons qu'il est à l'infini dans la direction perpendiculaire à l'axe: nous obtenons les deux conditions
« -h (' + 2 u-" u — V — 3 iv ( 2 ) 1U — D {' -h (V = o, = •
Eliminant w, nous obtenons l'équation
('■- — «'-t- uv == o, qui nous donne
Portant dans la première équation (2), nous avons ensuite
ir = 3 r — 2 << = - (— 7 =t 3 \JV). 2 ^
I^es équations des deux axes sont donc
Les tangentes aux sommets sont obtenues en combinant l'équation (3) avec l'équation de la c()nif|iie, ce qui donne, en prenant, par exemple, « = 2 et c -^ — I ±: y/s, (5j «'2+ 2tr(7 =p 3 v/5) -h6(±: v/5 — i) = o.
Les racines ne ^ont léellt'sj que si Ton premi les signes inférieurs devant y/5; elles ont alors pour valeurs -t- 0,7 et — 28, i. 11 serait maintenant facile dédire les équations des tangentes aux deux soinniels réels. Si Ton veut les coordonnées homogènes de ceu\-ci, il suffit de remplacer, dans (i), u par 2, v par — i — y^, et w par 0,7 ou — 28,1, ce (jui donne 0,2; 3, i; I4 ,4 ; o" .27 = o,oi4 et j' = 0,216 pour le premier sommet et — ^7 , 4 ; 89,5 ; — i4,4 ou ^ =: 4 et jk = 6,22 pour le second.
La longueur de l'axe réel est la distance des deuv tangentes, soit
On peut vérifier que c'est aussi la distance des deux sommets.
EXERCICES PROPOSÉS
1. lin'ariaiits, — Les rapports des racines de l'équation en S d'une quadrique (conique) déterminée rapportée à des axes rectangulaires quelconques sont des invariants. Quelle est leur signification géométrique ? Toute relation homogène entre lesdiles racines est invariante.
Cône capable cViin Lrièdre trirectangle inscrit. — Pour qu'on puisse inscrire dans un cône du second degré un lrièdre trirectangle, il faut et il suffit que la somme des racines de son équation en S soit nulle et, si cette condition est remplie, il y a une infinité de Irièdres trireclangles inscrits dans le cône.
(S'appuyer sur les propriétés d'invariance ci-dessus, en prenant pour axes des ^ et des y deux génératrices rectangulaires du cône. Cf. n° i97.)
Quelle relation doit-il ^-xisLer entre les coefficients tangentiels d'un cône du second degré pour qu'il soit capable d\in lrièdre trirectangle circonscrit ?
(Faire une transformation par plans polaires réciproques par rapport à la sphère .37^-1-/^-1- S" -t- I =:o.)
2. Trouver les axes, sommets et équations réduites des coniques de l'Exercice proposé n" 1 du Chapitre XXX.
Même question pour les (juadriques de l'Exercice n
i. Trouver l'équation de l'axe de l'a parabole (II) de l'Exercice proposé n" 16 du Chapitre XXXIIL
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0. Soil une paiabole P. de foyer F et une direction fixe A. A partir de chaque point M de P, on porte deux longueurs M /« et M /«' parallèles à A, égales à MF et de part et d'autre de M. Le lieu de m et m' se compose de deux paraboles P, et P.>.
1° Montrer que les axes de P, et Pg sont rectangulaires et passent chacun par un point fixe, quand A varie; de plus, la somme des carrés des paramètres des deux paraboles reste constante.
2" Lieu des sommets de I*, et de P.,, quand A varie. (E. P., iSgr.)
6. 1° Calculer les équations des deux axes de la conique S de l'Exercice proposé n" 5 du Chapitre XXXIIL
•2° On suppose que le centre de S décrive une droite passant par O, L'enveloppe <les axes est alois une parabole, dont on cherchera Taxe, le sommet, la tangente au sommet, le foyer et la directrice.
7. Trouver les axes d'un cône ayant pour sommet le point S(a, [3, y) et pour base dans xOy le cercle de centre O et de ra^on R.
8. Trouver le lieu des axes des paraboloïdes faisant partie des quadriques de l'Exercice proposé n" 6 du Chapitre XXX.
9. On considère les deux paraboloïdes de l'Exercice résolu n° 3 du Chapitre XXXIIL
1° Montrer que leurs axes se rencontrent en un poiiit, dont on cherchera le lieu, quand T décrit S.
2" Lieu des sommets de ces paraboloïdes dans la même hypothèse.
(Agrégation, i885.)
CHAPITRE XXXI. — ÉQUATIONS REDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES
12. Soient trois axes rectangulaires Oa;yz. Sur Oo?, on prend OA = OA'=a; sur Oj, OB=:OB'=r b, et sur Oc, OCr=OC'=c.
1° Lieu des axes de révolution des quadriques de révolution passant par A, B, C, A', B', C.
2" Lieu des sommets situés sur ces axes. (Concours général, 1878).
[Prendre pour paramètre la racine double de l'équation en S. Les coordonnées des sommets sont données par la formule
et les deux formules analogues.]
INTERSECTION DES CONIQUES ET QUADRIQUES
EXERCICES RÉSOLUS
1. 7 romer les points d' intersection des deux coniques (i) ^2_|_2j2 — 4^H-2j = o, -îxy ^ ir=o.
L'éf]ualion en À est
OU, en développant el ordonnant,
Elle na quune racine réelle, qni est approxinnalivement — i,74- On peut en conclure de suite que les coniques proposées ne se coupent qu en deux points réels ( n° i8o). Four les obtenir, cherchons les deux droites de décomposition de la conique
+ 2 ). xy -^ 2/- — 4 -^ -I- 2 r -h À = o,
\ ayant la valeur ci-dessus. A cet efi'et, déciomposons (3) en carrés (n» 43U); nous obtenons, en rennarquant que le lerme constant esl nul, en vertu de (2 ),
\in rennplaçanl >. par sa valeur, cela nous donne les deux droites
En V remplaçant x par ■» on obtient les équations aux y des
points d'interseclioii
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j + 5,52/- — o,8Sy = 0, I + 1 ,44/'+ 8,88/ = 0. La seconde seule a ses racines réelles : (6) Ji = — 6,o5, y-2^= — 0,11.
Pour calculer jCi, nous porlons r, dans x =z — — , ce qui nous donne
.r,= H-o,o83. Pour calculer ^r,, il est plus précis d'utiliser la seconde
équation (5) ; on obtient ainsi jTj^ -h 4 ,36.
Il n'y a qa^un seul pôle double réel, intersection des tlroites (5), ou
encore des droites obtenues en annulant les carrés de (4). Le deuxième
de ces carrés donne / z= 2 ,4i et le piemier donne ensuite o^ = 6, 20.
•2. Soient deux points A et A' et un cercle C, tangent en A à AA'. Trouver les coniques tangentes à ce cercle et admettant kK' pour axe. Discuter leur réa'ité et leur nature. Trouver le lieu du point de contact, quand G varie en restant tangent en A à AA'.
Prenons AA' pour axe des x et le milieu de AA' jjour origine. Posons AA'^2^. L'équation générale des coniques admettant AA' pour ave est
ky''
k étant un paramètre arbiliaire.
L'équation du cercle G est, d'autre p;n t, de la forme
lax — 2 3 y -h «'^=: o.
Exprimons que les coniques (i) et (2) sont tangentes, en écrivant que leur équation en 1 admet une racine double ( n° 4.83). Gette équation est
l' ka"- + >.V/2 4- / j32 ^ (32 — o.
Annulons les dérivées par lapport à I. et par rapport à la variable
ou
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d'Iiomogénéité (t. I, n" 227) :
(4) Zka^)}^ian.^ (î'^o,
.Vnnulons enfin le résultant de ces deux équ;ition> du second degré (t. 1, n'> 23i) :
(6) cr^^Hç^k - if~- 4«-5^(3A-;3-— rt-^)(3rt2— ,5-^) = o ou, en divisant par 3a^j3- et ordonnant par rapport à A,
(7) 27rt2;3V.-2— 2[52(9rt2— 2^-)A4- «2(4^,2_ j32)-=o.
Cette équation du secouai degré donne les valeurs (le k correspondant aux- coniques cherchées^ lesquelles sont donc au nombre de deux.
Pour qu'elles soient réelles, il faut et il suflU (|ue k le soit, c'està-dire qu'on ait
P^(9^^-2(3^)^— 27«M4«— i3^)^o on, en ordonnant et divisant par 4,
(3-— 3rt'')^>o.
En défmiiive, les deux coniques sont réelles si 'p '^ a \J'i, en supposant, pour fixer les iilées, {3 >> o.
Le genre de chaque conique e-ii indiqué par le signe de k.
Si (3 > 2«, les deux racines de (7) sont de signes contraires; on a une ellipse et une hyperbole. 5< 3 < 2 a, les deux racines sont positives, on a deux ellipses.
Remarque. — Si l'on ^ubslitue /." = 1 dans le premier menobre de (7),
na- 2S-
on obtient fi(a' -\- 3^)*, D'autre part, la demi-somme des racines -r—
esl toujours plus petite que 1. Donc, les deux racines s(jnl toujours inférieures à 1 . Il s'ensuit que, lorsque la conique est une ellipse, AA' est son petit axe.
Le point de contact de la conique et du cercle C est le point double de la conir]ue dégénérée fournie par la racine double de (3), c'està-dire parla racine commune à (4) et (5). Ses coordonnées satisfont aux trois équations dérivées
(9) j(i-hA>.)-î3=o,
La cornpalibililé de ces trois équations entraîne d'ailleurs Téquation (3) et. pir suite, l'une des équations (4) et (5), quand on suppose que l'autre est vérifiée. Il résulte de là qu'on peut avoir le lieu du point de contact en éliminant /r, )., j3 entre (8), (g), (10) et l'une ou l'autre des équations (4) et (5). Si l'on observe que k ne figure pas dans (8), (10) et (5), on est ramené à éliminer X el [3 entre ces trois équations. De (8) el (10), on tire
^ a — ./-• „ a{x — aY
xy
ct^ ( x — ^V^ Portant dans (5), on a réquallon du lieu., soil, en divisant par ; ,
(il) xy'^-\-{.'c — a)^(.r 4- 2a) r= o.
Si l'on porte l'origine au point A, cette équation devient
On reconnaît une cubique circulaire, admettant A pour point double isolé, Oy pour asymptote et le symétrique de O par rapport à A' pour sommet.
Cas où la conique est osculatrice au cercle C. — Ce cas est obtenu lorsque l'équation (3) admet une racine triple ( n<* 485), c'est-à-dire lorsque les équations (4) et (5) ont mêmes lacines, ce qui exige
Cl"- \ ^^=^ = 3' c'est-à-dire
PizzzaJ'è, k = -.
Ce cas est précisément celui où l'équation (7) a une racine double,
d'ailleurs égale à — <. c'est-à-dire le cas où les deux coniques tangentes
à c sont confondues. La racine triple en X est alors égale à — 3. Les coordonnées du point de conta'U, données par (8) et (9), sont
3. On donne une conique S et l'on considère un cercle variable G tangent à S en un i>oint fixe O. On demande te lieu du point de rencontre V des tangentes communes à S e/î à C. (É, P., 191 3.)
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Prenons le point O pour origine, la tangente en ce point a S pour axe des X et la normale pour axe des /. L'équation tangenlieile de S est de la forme
( I ) A «- -h 2 D M tV -I- 2 K (• W -t- F (^-^ := o.
Celle d;i cercle C est, en appelant 3 rordoiinée de son centre,
(Pt^ + i^^)-— (32(a*H-r2) = o ou
(2) 3-«"^ — 2j5iii' — 11-^ ^o.
En éliminant «- entre les équations (i) et (2), nous obtiendrons une équation renferniant w en facteur et repré.-entant, par conséquent, un couple d'ombilics comprenant iorigine. L'autre on)bilic sera le point P. Eu faisant le calcul, on obtient ainsi pour éqiaUim tangenlieile de ce
point
On en déduit ses coordonnées cartésiennes
En éliminant j3, ce qui est immédiat, on obtient l'équation du lieu
(4) (Dy— E^)- + Aj7(F^ — 2D) = o.
Sous cette forme, on reconnaît une conique F tangente en O à Oy et
tangente à la droite a:=:-— au point A| -r^ , "f" )" ^* '^" remarque
DE
que ^5 - sont les coordonnées du centre de S (n° 468), on voit que le
r r point A n'est autre que le point diamétralement opposé à O sur S; de
plus, la conique F est orthogonale en O et en A à S.
On a des renseignenienis encore plus complets en comparant (4) à
l'équation ponctuelle de S, qui est
(5) /=E^r^— 2DE.2-j-Fj-(D^— AF)-i- 2AEj' = o. Léquation (4) s'écrit alors
(6) /+AF(x== + j-— 2 -^ — 2 -/ l=ro
Elle montre que la conique F passe par les quatre points d'intersec-
lion de s avec le cercle concentrique qui pas-e par O. Autrennent dit, le lieu demandé est une conique coaxiale à % et orthogonale e/z O à S. Dans le cas particulier où F =: o, c'esl-à-dire où S est une parabole, r est une parabole de même axe et orthogonale en 0 à S.
i. Soit la surface —, d'équation
On la coupe par un cyiinire de génératrices parallèles à O5 et ayant pour base un cercle C du plan des œy.
1° Montrer que la courbe"^ d' intersection est une biquadratique.
1° Il y a trois cônes du second degré contenant S. Montrer que deux d'entre eux, Qi et Q.,, ont leurs sommets respectifs sur deux droites fixes D, et D,. Chacun de ces cônes subit une translation rectiligne, quand le rayon de G varie, son centre restant ftxe.
3" Que doit être C pour que S se décompose en deux coniques ? Dans ce cas^ il n'y a plus qu'un seul cône véritable du second degré passant par S. Montrer que ce cône passe par une conique fixe quand C varie, en satisfaisant à la condition précédemment trouvée.
i^ Soit
(2) C = x2-i-_r'— ('2a^ -^2;5yH-y) = 6
l'équation du cylindre. L'équ;ilion (i) peut s'écrire
(3) kz{x^-\- y-)-\- b-x--\- a- y-— A- z- — kz{a-+ b-) — a-b'^ = o. En tenant compte de (2), elle devient
(4) Q = /:s(2ax -+- 2^/ + y)
+ b'x'- + a'-y^ — k^z^ — kz{a^+ 6* )— «^' 6- = o.
La courbe S est Tinlersection des qnadriques (2) et (4); c'est donc bien une biqiiadrali(|ue.
2° Les cônes du second degré contenant S ont une équation de la f o r m e
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/ devant être tel que le? quatre é(}ualion5 dt'iivéeâ
( 6 ) b- .r -^ y.kz ^-'/AX — a i = o,
i 8 ) -iy.x -T- 1 3 V + •/ — ik z — rt - — A- = o .
(9) kz[-^ — a- — b^) — ia-^-— 2A(a^' — y r — 7 ) = o
soient compatibles.
Résolvons les trois premières. A cet ellel. nous tirons / de (6; et i de (7) ; mais, cela nécessite (À -h a-)( /. -h b^)^o. Commençons donc pai nous débarrasser des cas où cette condition n'est pas remplie.
Premier cas : /. =: — a-. — L'équaiion \- \ se réduit à
(f o) ji kz -f- a'i =ro.
Si 5^0, on en lire z ^zz • Portant dans (6). il vient ./ =1:0, en
supposant a - A. Portant enfin dans (81 et (9), on obtient deux lois l'équation
(11) 2 5 j' -i- y -I- t- = o (c-r=rt- — A-i.
Nos quatre équations sont donc actuellement coiupatibles et léqualioi:
(12) . Oj ^ T) — a- C z= o
représente un c''>ne ^}x. dont le sommet Pi a pour coordonnées
Ce sommet décrit, lorsque C varie, la droite JJ,, d'équations
Lorsque le ravon de C seul varie, y. et y ^c»nt constants et y variable. Le sommet Pj décrit hi droite D,. .Mais, le- termes du second degré de (17.) sont visiblement indépendants de y; donc, le cône C*i l'esté liomothétique à lui-même. Autrement dit. il subit une translation parallèle à D,.
Deuxicim- cas : /. = — A-. — On obtient de même un r.")ne CL, dont Haao. — Exercices. M. ~ 2'j
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le sommet Pj décrit la droite D,, d'équations
Troisième cas : U. -F- «-)(/. -7- ^-)=z=o. — De (6) et (7), on lire
y.Ù-kz)
Portant dans (8) et (9), il vient deux équations qui peuvent s'écrire
>. 4- If- '/. -h a
l^!liminons z ou, ce qui revient au même. À — /, z ; nous obtenons
eal
Il est facile de voir que le coefficient de r — '—r- -+- : — est é
à 4 (}. 4- 6r-)( /. 4- (?/-); de sorte que les dénominateurs disparaissent et
l'équation se réduit finalement à
(17) f^l{ot'-^;:i'--i-y) = {a'-^b■'—yy-—l^{a■'a■'-^b'^^+a''b').
On en tire une valeur de /.. qui, portée dans (5), donnerait le troisième cône Q3.
3" Si la biquadratique S se décompose en deux coniques, deux des cônes précédents doivent se confondre avec le faisceau des plans de ces coniques (n° 491, IV). L'un de ces cônes est Qj ou Q^, soit, par exemple, Q,. Pour A =1 — a-, les équations (6), (7), (8), (g) doivent se réduire à deux. Ceci est impossible si 3 ^ o, car l'équation (11) ne saurait être vérifiée identiquement. Supposons donc j3 = o. L'équation (7) est^alors une identité. En tirant .r de (6) et portant dans (8) et dans (9), on doit obtenir deux équalious du premier degré en c identiques. Or, ces équa-
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lions ne sont auLies que les équations (j6). où Ion ferait ). ^= — a- et 3 = 0. En écrivant qu'elles sont identiques, on aboutit donc à ce que devient l'équation 117 1 pour À ^ — a- et 3=0. soit, après des calculs faciles.
(y^C-)2 = 0, yz=z — C-.
L'équation U2) du cône Oj s'écrit, avec ces hypothèses, (18 j c-x--^{kz -h «-)■- — 2y.œ{kz -h a^) =:o.
Elle représente bien deux plans de la forme /, z ^- a-= u.jr. c'està-dire deux plans passant par la droite D,. Ces deux plans sont réels pour 3t-> C-.
Les conditions trouvées pour le cercle C peuvent slnterpréter en disant qu'il doit passer par l<^s foyers imaginaires de l'ellipse E. section de ^ par J'Oy.
Le cône O2 a maintenant pour équation
(19) c-y'--]-i/^'z -h h-){-i.y.x — kz — ia- — h"-) =>>.
Il est langent au plan z t= — —le long de la droite D.. Kn outre, lorsque y. varie, il passe con-lanimenl par la conique li\>' u: = u, c-v^ — (/. r — a-)-— c'i:=o,
(|ui est une hyperbole du plan des j-^. ayant son centre sur Dj.
Lorsque a = m c. les deux coniques qui constituent S se confondent, leur plan commun ayant pour équation
( 20 ) /, z --t- a- zz c a: :=: o.
Maïs, d'autre part, l'équation (2) se réduit à
Le cercle C dégénère suivant le- isotropes issues d'un des foyers réels de E; la Idquadratique S se compose donc de deux droites imaginaires doubles.
Si Ton partait des livpothèses >. = — b-. y.z=n, on aboutirait à des conclusions analogues aux précédentes. Le cercle C passerait par les foyers réels de E. et S se décomposerait en deux coniques, dont les plans se couperaient suivant 1>2.
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EXERCICES PROPOSÉS
1. Trouver les poinl> d'intersection ft les pôles doubles des couples de coniques :
a:"- + ./■/ — y- — I = o, .A- -i- -'i r- — J" — *) = f' ; 4.J7- — [^œy + J'- — 2^^ — / = 0. .r- -^ y'' — x + ôv — i :;= o ;
œ- + xy -V y- + x + r — - =o, x- --!- 7.r v + A^y- — .\x — S )• + :,=>.;
a - + xy — 2 1'- -T- 5x — 7/ — 4 ^= o. 2^- — jc -f- 8 y 4-7 = <> :
x- — xy -\- y'^ + y — 2 .r = o , 3 .r- — 3 œy -\- 2 a- — y m o;
X' n- 2xy ■+- 3 y- —1 = 0. X- 4- 2 .r y 4- 3 y- -h x — v = o ;
(j " 2.-r)-4- .?• = o, ( ■»■ — 2 jr)'4- y H- 1 = <».
2. On considère une ellipse E. Par se-; foyers F et F', on lait passer un cercle varial)ie G.
1° Discuter la réalité des points d'intersection des deux courbes.
2° On considère les tangentes à l'ellipse en ces points: lien des sommets du quadrilatère l'ormé par ces tangentes.
3° On considère le quadrilatère symétrique du précédent par rapport à FF'; lieu des points de rencontre des «ùlés des deux quadrilatères.
4° Lieu des points de contact avec G des tangentes communiîs aux. deux courbes. (]']. P., i88.o; composition écrite.)
o. On considère deux paraboles de même sommet et d'axes perpenfliculaires. L'une est fixe et l'autre variable. Quel est le lieu des points de contact de leurs tangentes communes avec la parabole variable?
i. Soit une parabole P. On la fait tourner autour de son sommet et l'on obtient ainsi une parabole variable O.
I" Les paraboles P et Q se coupent en deux points réels. Trouver le lieu du pôle double réel et l'enveloppe de la sécante qui joint les points imaginaires de l'intersection.
2° Li<iu des ombilics réels et lieu du point de contact avec 0 de la tangente commune réelle.
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[Prendif pour paramètre l'angle 9 dont a tourné la parabole.
L'équation en "/. admet la seule racine réelle /. =r: — i. Il lui correspond deux sécantes rectangulaires, dont l'une est l'axe de symétrie de l'ensemble des deux paraboles.
Passer ensuite en langentielles. en changeant r en «, V en c, z en u-,
p en — • On a encore la racine /. = — i. qui donne un ombilic à l'infini
et un ornbil).' décrivant un cercle. La tangente commune réelle s'obtient
en utilisant l'ombilic à l'infini; on calcule ensuite les coordonnées du
point de conl;ict en fonction de o].
.'). Lludier les l)iquadratiques suivantes. On ehercliera, en particulier, les pôles doubles, les cônes, les décompositions, les contacts, et l'on vérifiera toutes les propriétés générales énoncées aux n"^ 488 à 492.
On pourra aussi construire les projections sur les plans de coordonnées et, pour les deuxième à cinquième cas. cbeiclier les équations paramétriques rationnelles :
IX- -\- y- — c.- = o, ixy — 1.1: — 1 1= o
xy -\- y -2 — zj =0, X'-t- y- -f- 3- — 2.r z= o:
/•- — y- — 2 z =zo^ t)y^ -h -3" H- 4 J- V — A ~-^ -i- 2 ; ^ o ;
— •/:- — y'^ + z.r -\- xy -T- y = o, z{x -i- y) — y — o ;
x^ + y"^ -i- 2yz — G zx — 2 .r — 2 c = o, ar- -^ y- — z^ — 2yz — i ./■ r= o ;
ixy — z{z^i)-v,, (-H_.2-)(;-f-j)— s = o;
yz -f- zx -\- xy — :; = o, yz -f- zx — x:y — c = o ;
yz — zx 4- xy -+- x z:zo, yz -h .r ( ^ -i- i ) = < > ;
r--i-y^— 2yz — 2.x- -T- 2 C rir (j, (x — Z^i,JC: — C — 2) "^ (/ — :;)-=:<i;
4.r2-+-2y2-f---— i=u, r(.',. /• 4-/4-2^4-2) — 2(2.^- -hi)(c4-0 = '>;
•^'+■4/'--'- '="• z{x^2y -^z~~\)-^{x -\){'iy — \)z=zu.
o hcs. Lieu des points de contact des plans tangents à un ellipsoïde dont la distance au centre a une \aleur donnée R; discuter la forme suivant la valeur de Pi. (Cette dernière courbe se rencontre en Mécanique, sous le nom de jiol/iodie.)
G. Sur une qu;idrique <,', on prend une conique (. et un point I' extérieur à C. <)n projette C sur un jiliin II (lueleonque. ;i ])aitir de P.
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Démontrer que la projection passe par les traces sur II des deux génératrices de Q issue^ de P. Cas où P est un ombilic, le plan langent en ce point étant parallèle à II.
(Considérer Tintersection de Q et du cône projetant.)
7. Démontrer ([ue si deux quadriques se coupent suivant une conique C et deux droites rencontrant C au même point O, elles sont osculatrices en G.
(Couper par un plan quelconque passant par O. i
8. On donne un ellipsoïde E et un cône ayant pour base la section de E par le plan principal perpendiculaire au petit axe. Ce cône coupe E suivant une deuxième conique. Trouver le lieu du pôle du plan de cette conique par rapport à E. quand le sommet du cône décrit un plan fixe. (Extrait de la composition d'Agrégation de 1880.)
9. Démontrer qu'une cubique gauche est déterminée quand on en connaît sept points.
(La considérer comme intersection de deux cônes du second degré.)
10. Un cône a pour sommet un point 8(9:, ^, y) et pour base dans a-Oy le cercle de centre O et de rayon un. Déterminer ses plans cycliques.
(Couper par une sphère contenant le cercle de base.)
H. On considère la quadrique H définie par l'équation
2 .V- — a^ v'^ — a^ 3- -4- 2 3t^ )'c -i- 1 i> a-* z.r ~{- 20c uy — 1 2 a- jc -t- 6 a-^y ^
a*5 + i8a*r=o, o(j a désigne un paramètre variable
1° L'enveloppe V de cette quadrique se compose de quatre surfaces réglées du quatrième degré.
2° Chaque quadrique H touche E suivant un quadrilatère gauche ABCD. Montrer que chaque côté de ce (juadrilatère a un contact du second ordre avec les surfaces engendrées ])ar les deti\ côtés ([ui lui sont adjacents.
3° La tangente au lieu de A et la caractéristique du plan DAB divisent harmoniquement l'angle BAD. < >n a les mômes propriétés pour les trois autres sommets B, C, D,
4" Les lieux des sommets du tétraèdre ABCD, les arêtes de rebroussement des enveloppes de ses faces, les intersections des six surfaces réglées engendré(>s par ses arêtes se composent unicpiement de cubiques gauches, (pu admettent toutes une même définition géométrique très simple.
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12. Deux triangles peuvent être conjugués à une même conique, inscrits dan-) une même conique, circonscrits à une même conique. Démontrer que s'ils jouissenl d'une de ces propriétés, ils jouissent des deux, autres.
(S'appuytT >ur les théorème> des n°^ iOT et V98.)
13. Démontrer que si un cercle est harmoniqucment circonscrit à une conique, il est orthogonal à son cercle de Monge et réciproquemeni {théorème de Faure). Examiner, en particulier, le cas de la parabole.
li. Lieux des centres des hyperboles équilatères conjuguées à un liiangle donné ou inscrites dans un triangle donné. (Appliquer le théorème précédent.)
1^. Lieu des centres des triangles équilatéraux conjugués, inscrits ou circonscrits a une conique donnée.
[Introduire les cercles circonscrit, inscrit, conjugué, qui doivent être concentriques. {Cf. Ghap. XXX\ . Exercice résolu n° 3.)]
1G. Démontrer, en s'appuvant sur le théorème du n° 4-98, que le cercle circonscrit à tout triangle circonscrit à une parabole passe par le foyer de cette parabole.
(Introduire le triangle formé par la droite de l'infini et les tangentes isotropes.)
17. Toute hvperboh' é(iiiilatère avant son centre au fover d'une parabole est harmoniquemenl circonscrite à cette parabole.
18. Soit une conique (î harinoniquement circonscrite à une autre conique (7. Soient A un de leurs points communs et T une de leurs tangentes communes. Démontrer que :
1° Le pi")le de la tangente en A à C par rapport à C se trouve sur C. 2° La polaire par ra|)port à (] du point de contact de 1" avec C est tangente à (^ .
Réciproques. — (Dégénérescences de triangles.)
19. Soient deux coniques C et C et V un de leurs points d'intersection. La tangente en A à (V coupe <1 en A'. Montrer rpie si la tangente en A' à (1 est tangente à (i . on a la même propriété en partant des trois autres point- d'intersection. ( Irianples de Poncelet dégénérés.)
20. Si deux 'parab<^le> ont même sommet et sont orthogonales en ce |>oint, il existe des triangles inscrits dans chacune d elles et circonscrits à l'autre.
I)ETERMINATION DES (ONIQUES ET OUADUIQUES ; ÉQUATIONS GÉNÉRALES; FAISCEAUX ET RÉSEAUX.
1. On donne un cercle (^, un point A et un point O. Exinte-t-il une (juadrique Q contenant 0 et A. et admettant le point O pour centre? Construire le plan tangent en A, le cône asymptote et les axes.
Le cercle C équivaut à cinq conditions ponctuelles, le point À à une et le point O à trois, ce qui fait en tout neuf conditions ponctuelles indépendantes. Donc la quadrique Q existe et est unique.
Pour construire le plan tangent en A, cherchons les génératiices issues de ce point (n° k\l). Elles s'appuient sur le cercle C et aussi sur le <'ercle C, symétrique de C par rapport à O, qui se trouve évidemment sur la quadrique. On les obtient en prenant les deux (^) génératrices G et G' dïnlersection des cônes (A, C) et (A, C). Chacune de ces deux droites appartient nécessairement à Q, car elle y a trois points, à savoir le point A, son point de rencontre avec C et son point de rencontre avec C. Le plan G.VG' estle/>/a« tangent cherché.
Le cône asymptote a pour base, dans le plan P de C, un cercle y concentrique à C. De plus, il contient les droites g et g\ menées par O parallèlement à G et G'. En prenant la trace de g, par exemple, sur le plan P, on a un point du cercle y, qui est dès lors déterminé.
Les axes de Q sont aussi les axes du cône asymptote. On est ramené à l'Exercice proposé n" 7 du Chapitre XXXl.
2. Former l'équation générale des paraboles II tangentes à Ojc et à Oy.
(') Il n'y a que deux génératrices d'inlcrseclion, parce que les cônes ont des bases circulaires dans des plans parallèles. Les deux autres génératrices communes sont isotropes, mais ne conviennent pas comme génératrices; de Q, parce qu'elles rencontrent chacune C et C au même point et n'ont, par suite, que deux points communs avec Q.
DÉTERMINATION DES CONIQUES ET QIADRIQLES; ÉQUATIONS GÉNÉRALES
Soii
Y- — 2pX =0
l'équation de la parabole (H) rapportée à son axe w\ et à sa tangente au sommet col. Soient (a, b) les coordonnées de w par rapport à O^y
et soit œ =: \Oic, 'jjXy. Les formules qui permettent de passer des axes O.ry aux axes wXY et inversement sont
(2) ^ = a — Xcoso — "^ sinç,, r = ^ + X sin 'j -^ ^ C0S9 ;
(3) X= (a- — rtjcoso -h- (y — ^)sina3,
Y =: — {.X — a) sino -i- ( j — Z>)coso. v
En particulier, en annulant./' ot j dans les formules (2), on obtient les équations de 0/ et Ox par rapport aux axes coXY :
X costp — Y sin o -\- a =0, X sin (o -f- Ycoso -\- h z=zo.
En portant les coefficients de ces équations dans l'équation tangentielle de la parabole (i) (n" o'i-2l, on obtient immédiatement
p SI n - o
1 coso
p cos-o
Portant dans (3 1, on a
X = .r coso -l-y sino — .— ? Y ^ — x sino -\- y coso — p cot2 o.
Portant enfin dans 1 1 ), (in a Téquation générale demandée : (5) (jcsino — j'coso + /:> cot2o)- — ip{ o^coso +/ sino — — J = 0.
Remarques. — I. Les équations (4) sont les équations paramétriques du lieu du sont nie t.
II. L'équation (5) doit pouvoir se mettre sous la forme (n" 507)
{ux + vy -\- iv Y + ). jcy = o.
Effectivement, si on la développe et qu'on l'ordonne, on aperçoit aisément qu'elle peut s'écrire
( X sino
V cos o
■ + 2.ry sin 2 o = o.
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L'équalion de la corde de contact est, comme on >ail.
(~) :r sin 9 -i- -»■ coso : = o.
3. Démonticr que les rayons de courbure de deux coniques bilangentes en leurs points de contact sont proportionnels. (E. P., 1906,)
Prenons pour oriirine le milieu des points de contact A et A' et pour
axe de- x la droite joignant ces points. Soit A'A = 2r/. Les coniques
proposées ont des é<|uations de la forme ( n° oOT 1
où A doit recevoir deux valeurs numérique- quelconques.
Soient ^j et 1' les ordonnées des centres des ceicles osculateurs en A
et A à la coni(|ue (ii. Le rapport-^, est égal au rapport des ravons de
courbure, multiplié par un facteur indépendant de /., puisque les normales en A et A' sont indépendantes de ce paramètre. I^our établir la
propriété de l'énoncé, il nous suffit donc de montrer ([ue ce rapport -^
est, lui au-si, indépendant de /.,
Calculons 5. A cet elTet, nous allons chenlier l"é(]uation du cercle
osculateur en A à la conique ( i). Cette équation est de la forme (n^oOT)
-T- ix[jro -T- r (Brt -h E) — «'][j)' — ni[,r — <"/)] ^^ ^>
u. et m devant être choisis de manière quelle représente un cercle. Annulons le coefficient de jcy et la diflférence des coefficients de x- et de >■- :
( 4 ) I — t. -r- y-l — ani — B a — E ] := o.
Ces deux équation- déterminent y. et ni. Non- avons ensuite ,^^ r — 2 E — u I ma ( B a -+- E ) — r/-| — 2 E — 2 r/ B
(d) 2:Sr=: ^— î^ ï^ i =: ,
I — •j.iini 1 — 'xani
en tenant compte de (3). Il nous suffit maintenant de calculer [j.ni. d'après (3 j et (41. Pour cela, nous multiplions (3) par V>a -\- E, (4) par a
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et nous ajouton>
2B {Y'ui -h E)-\- a {i — '/. ) = y. m [( B ^/ + E ) - 4- ^t'] : d'où l'on tire ;//«, pui>
( B ri ^ E \" -^ a- — 2 aB (B a -h K) ~ a- ( j — /. 1
{Br( -i-E)--T- f/- /. r/--i- E- — B'^'-
{Ba-^Ey^fr Portant dans (5), on a enfin
En changeant a en — a, on a 3 . On voit ([ue le numérateur seul change. Comme il ne renferme pas À, il en résulte Ijien que le rapport ^ est indépendant de À. c. <^>. F. d.
'1. Soit une ellipse E ayant pour équation tnngenliclle
'j désignant une forme (juadraiiqae en u. f. Soit, d'autre part, le point P{y., P). Soient AB le diamètre conjugué de OP et Q le point où 01* rencohtie E. On prend, sur OP, le point P' tel que
ôp'^ôp'-^ôq'
et l'on considère l' ellipse E' bi tangente à E e/< A et B et passant par P'. Montrer que celte ellipse a pour équation tangenlielle ( ')
L'ellipse (2) est bitangente à (i), le pùle de contact avant pour é(|ualion tangentielle (^ n"» 508 )
( o ) cf.u -\- 'bv mo.
< le pôle est le point à riiifiiii sur <')P; donc, la corde de contact est le
(') Cette propositioîi se présente dans certaine- (|ii<si i'<iis (!-• Calcul des proljaililés. Cf. Nom elles A/uudes de Mathémati/jiies (avril, mai. juin n(Jo).
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diamèlre conjugué AB de OP. Soient mainlenanl
OQ OP
et
OP
On a
Les coordonnées du point Q sont La. /.f3. Les lani^enles issues de ce point à 1-^ sont confondues; donc, l'équation en ;/, r
doit admettre une racine double. 11 faut montrer qu'il en est alors de même de léqualion
(Jr, si l'on lient compte de (4), les équations (Gi et (5) sont identiques; elles admettent donc en même temps une racine double et E' passe bien par P'. c. q. f. d.
5. On donne une sphère S et, sur cetie sphère, un grand cercle C el un point A. Trouver Véquation générale des qiiadiùques Q passant par C et tangentes en A à S. Montrer que. parmi ces quadriques, il y a deux paraboloïdes.
Cliaque quadrique '^) coupe S suivant C et suivant une seconde conique (1' admettant A pour point doul)le et constituée, par conséquent, par les deux isotropes menées par A dans le plan tangent à S en ce point. Il s'ensuit que les quadriques < > forment un faisceau ])oncluel défini par S, d'une part, et les plans de C et de (!'. d'autre part.
Prenons pour origine et pour plan des .i-y le centre et le plan de C. Soient \\ le rayon de la sphère et (a, 5, y) les coordonnées de A.
L'é(jualion demandée s'écrit immédiatement
V- -î't.z-iy.x -^ y J' "T~ y
Cette quadrique est un paraboloïde si le discriminant des termes du second degré est nul :
ou
détkumination i»i:s coniques et quauriqves: éqiatioxs générales. 4'^
Celle équalion du second deyré donne deux valeurs de À, auxquelles correspondenl deux paraboloïdes.
Si Ion lienl compte de a--f- 3-~ y';^ R'- Téquation (5 ) s'écrit
/.2R»— (/.y -r- ir:
Portant dans [i). on a les é({uations des deux paraboloïde- :
(3) ('/zïz R)(j- — j-^- ;- — R-; — 2z( y.a: — ly — y :■ — R^) = o.
Remarque. — En général, un faisceau ponctuel de (juadriques comprend trois paraboloïdes (n° oO-'i). Dans le cas actuel, il n'y en a que deux, le troisième élanl dégénéré suivant les plans di- <] et de C .
G. Soit la surface T (i) (\r--h i-)(.r -;- r/)-}- r-(.r — «)=:<>.
Montrer qu il y a une infinité de sphères S ayant leurs centres dans JcOy et orthogonales à T tout le lr>ng de V intersection. ( E. N.. 1S98; extrait de la composition t'crite.i
Soil
( 2 ) X- -f- >'- -T- z- — 2 y..i — :> jy -T- 0 ziz o
l'équation d'une des sphères S. Si l'on lient compte de celte équ-ation, léqualion (i) s'abaisse visiblement au second degré et s'écrit
( o ) xiiy. ./• -f- 2 3 )' — 0 ) -:- a { J-- 4- y- — ■ z- 1 =r . >.
L'inlerseclion (à di^lance finie) dt-s deux surfaces est donc une biquadratique T. Ecrivons qu'au point {x. y. z) de celte courbe, les plaD> tangenls à S et T sont perpendiculaires :
-i- (y — V)[2y(.r -î- a ^ \-^ z[2z{x — a)]r=o ou
3oC( .X---1- j--r- z-\ -T- (2rt — .ia)./ --f- (2a — Ci) y- — {:ia -\- oc)z-
— 2 y xy — :>ay. x — 2 a ''jy =: o .
En Itnanl compte de (2), celle équation s'abnisse encore au second
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degré et devient
( 4 ) ( 2 a + 3 a ) .r^ + ( 2 rt — y. )y'- — ( •'. a -\- y.)z-
-1- 4 j3 .ry — 2 a y X — 2 a 5/ -=: <>.
Elle doit être véiifiée pour tous les points de F. Autrement dit, rlle doit représenter une quadrjf|ue appartenant au faisceau
Identilions donc (1) et (5) :
( (i ) a H- 2 a + À — -r p ( 2 rt + 3 a ) ,
( 1 1 j 2 /,.j := 2 p rt 5 ,
(12) /O^ro.
11 faut qu'on puisse déterminer /. et o satisfaisant à toutes ces équations.
Prenons d'abord la dernière. Si l'on suppose 07=0, on en tire }. =ro. En portant dans les autres équations, on constate facilement quelles sont incompatibles, quels que soient a, j. Prenons donc 0=0.
Si jpio, l'équation (11) nous donne /. mpa et ré([uation (9) nous donne 2p:rzi. En portant dans les autres, on aboutit à la condition unique y.zzz — • a.
Llivpothèse 5=0 nous conduirait au même résultat.
En déllnitive, les sphères S ont pour équation générale
( 1 3 ) a;- + y- -f- G- -r- la.r — 2 3 r =: o.
Elles constituent un faisceau, dont le cercle de base est le cercle
x^-if z- 4- laûc =: 0 du plan des z.v.
7. Ouels sont les lieux des droites conjuguées d\ine droite Jixe et des pôles d'un plan Jixe par rapport à un faisceau ponctuel de quadriques ?
Soit une droite fixe D. Prenons-y trois points fixes quelconques A,, A2, A.j. Soient a,, a.,, y.^ leurs plans polaires par rapport à une qua-
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drique S du faisceau. Ces trois plans passent par la droite ô conjuguée de D par rapport à S. Lorsque S varie, :z,, a,, 'J-z passent respecti%'ement par trois droites fives G,, Go, G3 (n° 505). La droite 0 s'appuie constamment sur ces trois droites. Donc, elle décrit une quadrique Q, contenant G,, (io- G3.
Cette quadrique. d'après la démonstration même, peut èive considérée aussi comme le lieu de la droite G, enveloppe des plans polaires d'un point A, quand ce point décrit D. Les droites 0 constituent un système de génératrices de Q et les droites G constituent l'autre système.
Si l'on prend pour S un cône du faisceau, 0 passe par le sommet de ce cône. Donc, la quadrique Q contient les quatre pôles doubles.
Soient maintenant un plan fixe P et deux droites fixes quelconques D, et Do prises dans ce plan. Le pôle M de P par rapport à S se trouve sur les droites 0, et 6j conjuguées de D, et Do. Le lieu de ce point est donc à la fois sur les quadriques O, et O,, lieux de o, et 0.,. Or, ces quadriques ont en commun la droite G correspondant au point A où se coupent Di et Do. Le reste de leur intersection est donc une cubique gauche Y, qui constitue le lieu du point M.
liemarquons que cette cubi<|ue se trouve sur toutes les quadriques Q correspondant aux différentes droiters du plan P. Ses cordes sont les droites G associées aux différents points de P. Enfin, elle passe par les pôles doubles du faisceau.
EXERCICES PROPOSÉS
L Une conique étant déterminée par cin([ points i, 2, 3, 4, 5 : 1° Construire son deuxième point de rencontre avec une droite quelconque D passant par le point i;
■2° Construire ses points de rencontre avec une droite quelconque A;
3" Construire son centre;
4° Construire deux diamètres conjugués.
[Pour 1° et 2°, appliquer le théorème de Desargues {voir aussi Chap. XXXVIl, Exercice proposé n" 16 ). Pour 3% construire la corde iG parallèle à 22; on en déduit un diamètre, etc. Pour 4°- appliquer 3° et 2°.]
•2. Problème corrélatif du précédent.
(Le centre peut être obtenu par finlersection de deux droites de Newton. On peut aussi construire la tangente parallèle à l'une des tangentes données. )
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3. Construire une conique, connai?sant quatre points et une tangente ou quatre tangente? et un point (théorème de Desargue>).
k. Construire une coni(|ue, connaissant trois point- A, B. C et deux tangentes T et T'.
(Chercher les points de contact .M et .M' avec ces tangentes, en considérant le faisceau des coniques tangentes à T et T' en M et M' et appliquant le théorème de Desargues aux droites AB et AC. La corde M.M' doit passer par les point? doubles, i
Problème corrélatif du précédent
G. Construire une conique connaissant :
1° Trois points ou trois tangentes et le centre;
2° Trois tangentes et un fover;
3° Trois points et un foyer;
4° Quatre points et un couple de points conjugués;
5" Trois points ou trois tangentes et la polaire d'un point;
r>° Deux points ou deux tangentes et un triangle conjugué;
7° Un point ou une tangente et les polaire? de deux point?;
8° Un triangle conjugué et la polaire d'un point;
9° Un triangle conjugué et le centre, ou un axe, ou un foyer.
Dans toute? ce? (jueslions. on v-nvisagera le ca? particulier où l'une des tangentes données est la droite de l'infini (parabole). [Cf. N„. n°*2oo à 257.]
7. Construire une parabole connaissant la direction de Taxe, un point et le cercle osculateur en ce point. (E. P., iQiS.)
8. Une (|uadri(|ue est-elle déterminée quand on en connaît une conique C, deux points A et B et le plan langent en A? Construire les génératrices issues des points \ et B, puis les génératrices issues d'un point (juelconcjue de C'
1). Dans une (juadricjue, on donne le centre, une conique et un plan langent: combien v a-t-il de solutions ? (E. P., iQi^.)
10. Dans un paraboloïde, on donne la ilireclion de l'axe, un plan tangent et le point de contact A et une génératrice. Est-il déterminé? Construire ses plans directeurs, ainsi que les génératrices issues de A. (É. P., igiS.^,
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11. Dans un cylindre parabolique, on donne un plan diamétral alla ilirection des génératrices. Combien faut-il encore de points pour le déterminer? Gonslruire sa base en se donnant ces points. (E. P., igiS.)
12. Soient deu.v axes rectangulaires 0.3:t, un point A sur Oo; et un point B sur Oy. Former ré({uation générale des coni(|ues passant par O. A. B et telles que les tangentes en A et B se coupent sur la perpendiculaire abaissée de O sur AB.
13. Former l'éijuation générale des ellipses de grandeur constante tangentes aux axes de coordonnées. Trouver les lieux de leurs centres et de leurs foyers. {Cf. Exercice résolu n° 2.)
iï. E([uation générale de> paraboles tangentes à O.r et Or et telles <(ue la corde de contact paï<se par un point fixe.
i'ô. Trouver l'enveloppe des paraboles passant par deux points fixes A et B et tangentes à une droite fixe parallèle à AB, Lieu du pôle de AB. I'. P., 1913.)
16. i" Formel' les é([uations ponctuelle et tangenlielle de la parabole n la plus générale bitangente à une ellipse donnée E;
•'." Enveloppe de la corde de contact D quand II passe par un point live P. Cette enveloppe est une ellipse E' homolliétique à E. Chercher la corde commune de E et de I". . Lieu de P pour que E' garde une grandeur constante.
17. Former ré(|uation générale des cercles tangents à une ellipse- Lieu des centres de ces cercles quand la sécante commune enveloppe une ellipse liomothéti(}ue et concentri(|ue à la proposée.
18. On considère les coni([ues inscrites dans un losange fixe admettant 0.r et O }' pour diagonales. Par un point .M(.r, y) passent deux de ces coni([ues. Former léquation aux coefficients angulaires des tangentes en M à ces conicjues. (^)uel lieu doit décrire le point M pour ([ue ces tangentes fassent un angle constant? Montrer ([ue ce lieu se compose d'hyperboles. (Bourses de licence, 1890.1
l'J. l'ormer léquation générale des paraboles surosculalrices à une conique donnée.
20. l*>quation générale et'Iieu des centres des hyperboles é((uilalères suiosculnlrices à une ellipse donnée. {E. P., 191 3.)
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21. Equation générale et lieu des foyers des paraboles (jiti ont un sommet donné et passent par un point donné. (E. P., i()i3.)
22. Soit un cercle de centre O. On considère la parabole osculatrice à ce cercle au point \ariable M et ayant son axe parallèle à Ou. Trouver l'eaveloppe de la droite joignant M au deuxième point de rencontre du cercle et de la parabole. (E. P., iQiS.)
[On connaît la direction de cette droite (n" ."^OG).]
23. Trouver toutes les coniques G qui coupent orlliogonalement une ellipse donnée E aux quatre points de rinlerseclion. (E. P., 1906.)
[En exprimant rorlhogonalité, on obtient une équalion du second degré en -f, y, qui doit représenter une conique du faisceau (C, E). En faisant l'identification, on aboutit à quatre familles de coni((ues, suivant qu'on suppose qu'il v a, dans l'équation de C, un terme en y, un terme en ce, un terme en jry ou aucun de ces termes. Les trois premières familles sont des faisceaux ponctuels; la quatrième est le faisceau des coniques liomofocales à E (n° 51G).]
2i. Même question, en remplaçant lellipse par une parabole. (On trouve les ellipses 2 a- -h j'- = const., un faisceau ponctuel de j)araboles et les paraboles homofocales à la proposée.)
25. Eormer l'équation générale de> coniques S tangentes en Oà < >.r et admettant en ce point un rayon de courbure donné R. Former également les équations des deux axes de S.
I Introduire l'angle polaire c- de la sécante commune. Les angles
... , Ci o 7: \
polaires des axes sont alors — et — h • )
2G. Lieux des centres et des sommets des livperboles équilatères <|ui ont une directrice donnée et passent par un point donné. (E. iN., i90.">.)
27. Enveloppe de la sécante commune à une ellipse et au cercle osculateur en chacun de ses j)oinls. (K. P.. 190G.)
28. < jue deviennent les théorèmes II et III du n° .50.Ï, quand la droite I > passe par un point de base?
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29. *}ae devient le lliéorènie X du n° oOo, quand les coniques du faisceau sonl bitangentes ?
(Prendre Téquation tangentielle /. «- -h 2 vii-^= o.)
30. Trouver le lieu de rorabilic du cercle et de la parabole de l'Exercice n" 22 (coordonnées tangentielles).
31. Lieu des sommets des paraboles inscrites dans un triangle rectangle (coordonnées tangentielles ).
32. Soient une ellipse E et un point M de son plan. On considère le cercle C passant par M et les points de contact P et O des -tangentes à E issues de M. Ce cercle rencontre de nouveau E en P'. Q'. Prouver que les tangentes en P'. Q' à E se coupent en M' sur C et que, par M et M . on peut faire passer un cercle contenant les deux foyers (réels ou imaginaires) de E. (E. \., 1891; composition écrite.)
(OVI et 0_M' sonl, a priori, également inclinées sur les axes. Prendre deux points M et M dans celle condition et considérer le faisceau déterminé par E et les polaires de ces points.)
33. Montrer que l'équation ponctuelle générale des coniques inscrites dans le triangle de référence peut s'écrire
Av/^4-BVJ + GvI = '>.
Application aux cônes de sommet O et tangents aux plans de coordonnées. Problèmes corrélatifs.
31. On décrit un cercle C, de centre 0 et de rayon Pi. dans le plan des ji-y. On prend un point A sur Ou- et Ion mène une sécante qaelconque AM\. Sur .M.\ comme diamètre, on décrit un cercle C, dans un plan perpendiculaire à .rOr. Trouver Féquation générale des quadriques passant par G et C
3."5. Soit un tétraèdre OAl^.C tiirectangle en O. On circonscrit un cercle F à 0\B et deux hyperboles équilalères 11 et H' à OAC et OBC. Montrer (|u'il existe une (|uadri(|ue I! passant par ces trois courbes.
3(i. Former léqualion générale des paraboloïdes P admettant rOy pour plan de symétrie, tangents à yOz en O et ayant pour trace sur zK\.i une ellipse de grandeur invariable dont le grand axe est sur 0.r. (Agrègalioii, 1901 , extrait.)
37. Sur Oa:, on prend OA.= OA'=:a; sur Oj, OB — OB'=b; sur Oz, OC = OG'=rc. Former l'équation générale des quadriques passant par les six points A, V , B, B', C, G'.
38. Soient un ellipsoïde E, deux points P et P' et les sections C et G' de E par les plans polaires de P et P'.
Montrer qu'il y a une (juadrique i, en général uni((ue, qui passe par G, G'. P, P'. Dans quel cas y en a-t-il une infinité et quel est alors le lieu de leurs centres ?
Parmi l'ensemble des quadriques i, il y a des sphères. Trouver leur enveloppe. (Agrégation, i888, extrait.)
39. On reprend la surface ^ de l'Exercice résolu ii" V du Ghapitre XXXII.
Montrer que ses lignes de plus grande pente, quand on suppose O; vertical, sont des biquadraliques unicursales, situées sur des paraboloïdes de révolution d'axe O-;.
'i-O. Démontrer que si deux quadriques se raccordent suivant O^, les pôles d'un même plan P par rapport à ces deux quadriques sont sur une droite rencontrant Oz.
kl. Quels sont le lieu des droites conjuguées d'une droite fixe et l'enveloppe des plans polaires d'un point fixe par rapport aux quadriques d'un faisceau tangentiel ? {Cf. Exercice résolu n° 7.)
k'2. On donne les points A sur O^, B sur Oy, G sur Oz. Equation générale et lieu des centres des quadriques contenant le quadrilatère gauche OAGBO. (E. P., igiS.)
V3, Trouver les quadriques contenant la courbe
jL-=zcos6, y=zi-\-sin6, 5 =r tango.
kk. Equation générale des quadriques passant par Ox et 0/ et admettant comme plans asymptotes zOa: et zOy. (E. P., iQiS.)
k'ô. Etendre à l'espace l'Exercice résolu n" i.
^•■6. EKaminer ce que deviennent les [)ropriétés des n"'^ 510 à 513 quand les coni(|iues du réseau (K) ont un, deux ou trois points communs et, corrélativement, quand les coniques du réseau (p) ont une, deux ou trois tangentes communes.
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[Si le réseau (R) admet un point de base A. la cayleyenne (F) se décompose en ce point et une conique. De plus, A est un point double de (H). Si l'on a deux points de base A et B, (F) se décompose en ces deux points et un troisième. De plus, (U) se décompose en la droite AB et une conique passant par A et B.|
47. On considère une famille d'iiyperboles érjuilatères H, liomothétiques et concentriques.
1° Lieu des points de contact des tangentes issues d'un point fixe P;
2° Enveloppe des tangentes aux points de rencontre avec une droite fixeD;
3° Lieu des ombilics relatifs à H et à une conique fixe S;
4° Enveloppe des cordes communes à H et à une conique fixe i. Cas où i se compose de deux droites rectangulaires:
5° Lieu des sommets et enveloppe des côtés du triangle conjugué commun à H et I,.
[Considérer le réseau tangentiel (H, S) et le réseau ponctuel (H, 2.). Les propriétés i" et 2" sont des cas particuliers de 3° et 4".]
i8. On considère toutes les hyperboles équilatères II, qui déterminent sur Oy un segment variable de milieu O et qui divisent harmoni-
quement un segment AB de Ox, défini par OA = a. OB =3 b.
1° Montrer qu'il existe une infinité de segments MM' divisés harmoniquement par toutes les hyperboles H; les points M et M' sont chacun le centre d'une hyperbole H réduite à deux droites;
2° M el M' sont les foyers d'une conique tangente en O à Ox et, en des points variables, aux parallèles à Oy menées par A et B;
3° Lieu du milieu de MM' et lieu S de M et de M';
4° Montrer que S peut être définie comme enveloppe de quatre familles de cercles, qui lui sont bitangents. Lieu des centres de ces cercles. Prouver que S est triplement anallagmatique;
5° En M et M', on mène les tangentes à S; lieu de leur point de rencontre. (Agrégation, iSg^O
(Les hyperboles 11 forment un réseau ponctuel. Le réseau conlravariant admet pour coniipies de base les points cycliques, les points A el B, le point <) et le j)oint à l'infini sur Oy.)
V9. La hessienne d'un roseau de cercles est le cercle orlholomique (nMTi).
FOYERS
EXERCICES RÉSOLUS
1. Trouver le^ foyers et directrices de la conique (i) ixy -^ '^x — iriro. (1-^. F*.. igo6.)
Soit F(5;, |3) l'un de ces fovers. La droite isotrope
doit être tangente à ( i ). Formons réquatioii aux .r de> points d'intersection :
(3) 2fa;--i- 2x(,3 — ia-^i) — i =r o.
Elle doit avoir une racine doul)le :
Cette équation doit être vérifiée également quand on change «en — /. Nous devons donc annuler séparément le terme indépendant et le coefficient de / :
Les quatre foyers sont donnés par l'intersection des deu\ Ijvperboles équilatères (') (."i) et (6). La première se décompose d'ailleurs t^i deux droites rectangulaires, qui sont, par suite, les axes de la conique proposée :
(') Ceci se produit dans le cas yi^nt'-ral. Les deux liyperboles sont quel(iucfnis appelées hyperboles focales.
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\]u portant dans 1 *] >. il vient (S) y:-=±i.
En définitive, les foyers réels sont obtenus en prenant le signe — et ont pour coordonnées respectives (i, — i) et ( — i , — ô).
Le signe — donnerait les fovers innaginaires; la droite (71 correspondante est l'axe non transverse de l'hyperbole proposée.
Les directrices correspondant aux. deux foyers réels sont le? polaires de ces points: elles ont pour éf[uations respectives
,r -(- V — I ziz o et j: — v — 3 := o.
2. Élan! donnés un cercle C et une droite D, le lieu des centres des cercles y tangents àD et orlhogonau.r à C est une parabole IL Trouver le lieu du foyer et V enveloppe de la directrice de II, quand D passe par un point fixe P. L'enveloppe est une parabole W, de forer P; trouver le lieu de P quand la directrice de II' passe par un point fi.e 0.
Prenons pour axes deux diamètres rectan;.'ulaire5 de C et soient a. V, (V les coordonnées homogènes de D.
Soient (.r, j') les coordonnées du centre de y. Si R désigne le rayon de C. le ravon R' de y est \.r- — y-— R-. Écrivant que y est tangent à D. nous avon- réquation de II :
(i) y ux -^ vy -^- (i- 1- = ( .r--hy'- — P^-; («--h i'' )•
Sous cette forme, on reconnaît que le cercle C est un cercle focal d.- n, la corde de contact étant D et Texcenlricité i (n° 538). Le foyer F se trouve sur la perpendiculaire abaissée de O surD; ses coordonnées sont donc de la forme r,u. or. La directrice A est parallèle à D: soient w, V, w' ses coordonnées. L"équation (ij doit pouvoir s'écrire
( 2 ) {u X ^ vy -^ (v' )- = [( ./■ — 0 u f -M' r — p t' )'](«- -I- »" ) •
Ln identilianl, on trouve les conditions
La seconde .-quation s'écrit, en tenant compte de la |.remière,
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Par acldilioîi et souslraclion de (3) et (5 ), on a
(0) iv'=\r-\ ^ , 0 r=
Les coordonuéos du foyer 1^' sont donc
et celles do la directrice A sont
(8) /fz=zu, v' z::r. i\ w' z= IV -^ ^^ ■•
2 tV
Si D jDassc par le point fixe P(a, 3), on a
Eliminons /^ r. u entre (7) et (9), nous a\ons /\'-/]ualio/i du lien de F :
Ce lieu est une droite liomolhéli(iue de la polaire de P pai- rapport
à C, dans le rapport—? le centre dhomothétie étant O.
Eliminons maintenant u, r, tr entre (8) et (9); nous obtenons l'éf/iu/tion tangenlielle de II' :
»V'— — lu' X + r'3) ; -r-r-
ou, en chassant le dénominateur et supprimant les accents :
Sous cette forme, on aperçoit les deux foj'ers représentés par les équations langenlielles ( n° 0I6)
(12) //aH-v^(3 = o, «a + rj3 + (ï'zir o.
Le premier est le point à l'infini sur OP; le second est le point P. Donc, II' est une parabole de foyer P et d'a-re PO. Sa directrice, qui est perpendiculaire à OP, a des coordonnées de la fojme
(•3) a, iS. >..
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Le pôle d'- celte dioite a pour équation langentiolle (a" ii3)
Celle équation doit être identique ii l'équation tangentielle du foyer P, soit
Il y. -^ ('3 -T- tï' = o.
L'identification est immédiate ft donne
d'où /.. La directrice de H' a fiaalenient pour équation
(14) aot'-f- 3r — (a--^ 3--i-R-) = 0.
Si Ton regarde ./ . y comme les coordonnées fixes de (^ et y.. 3 comme Je'S coordonnées courantes, cette équation représente le dernier lieu demandé, qui est donc un cercle orthoiional à C et ayant pour centre le milieu de <-)*}.
3. Lieu des points de contact des tani^entes et des pieds des normales tn('née<: à des coniques Imninfocales parallèlement à une direction fixe 1.
Piemarquons d.ibord, en veriu d un théorème du n° oi(J. que tout pied de normale parallèle à A est un point de contact de tan;:ente perpendiculaire à A. Le second lieu se ramène donc au premier, eu reiuplaeant A par la direction perpendiculaire A .
Soit maintenant l'équaliou tangenlielle du faisceau (n'' olC I
( I ) c- u- — iv- -T- /. ( u- — 1-) ^ o.
Le point de contact de la tangente {u, c, n) a pour coordonnées
{c-~'t.)u AV
— Il- " — if
Nous aurons l'équalion du lieu, quand iv et /. varient, en éliminant ces quantités entre ! }) et (2 ). Le calcul est facile^et donne
( 3 ) ( uy — ix ) {u a- -i- ^y ) — c- uc — ; o .
Le lieu est une liyperbole équilatère. admettant pour asymptotes les
4?.6 (HAPIÏIŒ XWIV.
parallèle et perpendiculaire ô A menées par O el passant par les fuvers des coniques proposées.
Remarque. — La tangenle MT est bi>>ectrice de l'angle l"\MF'. Le problème actuel est donc identique à celui qui fait l'objet de ri{\ercice proposé n° 46 du Chapitre IX.
4". Soient une quadrique (^) et un point A. Quel est le lieu des points M dont le plan polaire par rapport à O est perpendiculaire à MA? Quel est le lieu de la droite MA?
Considérons les quadriques H horaofocales à Q. Si I* est le plan polaire de M par rapport à Q, on sait que le lieu des pôles de P par rapport à H est une droite perpendiculaii e à P (n° 523). Celte droite passe évidemment par M; c'est donc MA. Il .^'ensuit (]ue A est le pôle de P par rapport à une quadrique H particulière. Les plans P peuvent donc être considérés comme les plans polaires de A par rapport aux quadriques H. On sait qu'ils enveloppent une développable A de la troisième classe {cf. Exercice proposé n° 41 du Chapitre XXXIII), tangente aux plans polaires doubles du faisceau, c'est-à-dire au plan de l'infini et aux plans principaux de Q.
La courbe T lieu de M est polaire réciproque de A par rapport à Q; c'est donc une cubique gauche passant par le centre el les points à r infini sur les axes de Q. Elle passe aussi par A, comme on le voit, en prenant pour plan P le plan polaire de A par rapport à Q. Il s'ensuit que le lieu de la droite AM est uu cône G du second degré., passant par le centre et les points à l'infini sur les axes de Q {cf. n" 330).
Remarques. — La droite AM est perpendiculaire au pian P correspondant; le cône C est donc supplémentaire du cône directeur de A. La génératrice G de contact de P et de A est donc perpendiculaire au plan tangent T à C le long de AM. On sait, d'ailleurs, qu'elle est conjuguée de la tangente à F en iNl. Comme cette tangenle est dans T. elle est perpendiculaire à sa conjuguée, {Cf. Chap. XXVll, Exercice proposé n° 14.) ■
Le pôle de T par rapport à Q se trouve sur G. Comme on peut remplacer i) par une ((uelcoiique des ([uadriques H (ce qui remplace F par une cubique analogue tracée sur C), on voit que G est le lieu des pôles de T par rapport aux quadriques H.
Remarquons, enfin, (|ue la trace N de AM sur P est le point de contact de la quadrique \\ tangente à P, à laquelle Ai\ est donc normale en i\. On peut donc dire rpje le cône C est le lieu des normales abaissées de Pi. sur les quadriques H,
EXERCICES PROPOSES
J. Trouver les foyers et directrices des coniques suivantes :
X- — ixv ^ y- — 2^:1=0 (E. P., igjo
{x -+- ij-+ {y — ■i)-^=z {x -+- 3/r ;
(m — (')--i- iw{ia — (•) -i- ati"- = o,
//- T- ■?. <•( a -t- tr) zn o.
^. Trouver le lieu des foyers des coniques tangentes à Ox et à Oy en deux points fixes A et B. Cas où OA ^ OB. (Prendre Téquation tangentielle de ces coniques.)
3. Trouver le lien du foyer de la parabole II de l'Exercice proposé n'^ Ki du Chapitre XXXIII, quand le pôle de D par rapport à E reste fixe et que les axes de E \ arien t arbitrairement. Montrer que, dans ces conditions, le foyer reste fixe (|uand l'ellipse E varie en restant homofocale à elle-même.
i. Lieu des foyers des paraboles de 1 Exercice n" ol du aième Chapitre.
o. Lieu des fovers des paraboles de grandeur constante tangentes à deux droites fixes. Cas où les deux droites sont rectangulaires. (É. P., 191.3.)
(Soient A el B les projections de 1" sur les deux droites : la distance de F à la dioite AB doit être constante. Pour le cas où les deux droites sont rectangulaires,//. Cliap. XXXIII. Exercice résolu n° 2.)
6. On reprend l'Exercice proposé n° 32 du Chapitre XXXllI. Soient 1, I', l" les points de rencontre de PQ, P'O', de PQ', P'Q, de PP'/QQ'- On suppose que iM reste lixe et que E varie en restant homofocale à elle-même.
Trouver les lieux des point». 1, i'. I". Montrer que tout cercle passant par r, 1" est orthogonal au cercle de diamètre MM'. (1*^. .\., 1891.)
(Solution géométrique facile, en se servant des résultats déjà obtenus dans l'Exercice précité.)
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7. Lieu des points de contact des tangentes menées par un point fixe P à des coniques homofocales. Cas où 1* est sur un axe (E. P., igioj. {Cf. Exercice résolu n° 3.)
8. Trouver le lieu des foyers des coniques S d'un faisceau tangentiel. Montrer que c'est aussi le lieu des points où se coupent à angle droit deux coniques S. (Théorème de Desargues.)
<)uelle est l'enveloppe des axes? Examiner le cas particulier des coniques inscrites dans un rectangle et celui des paraboles inscrites dans un triangle rectangle.
(Considérer le réseau tangentiel constitué par les coniques homofocales aux coniques S et appliquer les résultats des n°^ 312 et .313. Traiter, en outre, les cas particuliers par le calcul.)
9. Calculer la sous-tangente polaire d'une conique, en partant de l'équation polaire focale du n" 520. En déduire le théorème il du n° 519.
10. Par le foyer F d'une hyperbole dont l'excentricité est égale à 2 et par le sommet A le plus éloigné de F, on fait passer une circonférence, t[ui coupe l'hyperbole en trois points M, N, P diflerents de A.
i" Ces points forment un triangle équilatéral.
2° Les droites FM, Fi\, FP coupent de nouveau l'hyperbole en trois points M', j\', P', sommets d'un autre triangle équilatéral.
3" Le cercle circonscrit au triangle M'N'P' passe par F et A' et coupe orlhogonalement le cercle MNP. (Mosnat.)
Prendre des coordonnées polaires. Si a désigne l'angle polaire de la tangente en F au cercle MNP, on trouve que l'équation aux r.» des point^ M, N, P est tang^—^ ^ — tanga. Toutes les propriétés de l'énoncé sont
ensuite évidentes.
11. Soient un foyer F d'une quadrique Q et A la directiice correspondante (c'est-à-dire la droite joignant les points de contact du cône isotrope de sommet F). Démontrer que, lorsque 1' décrit une focale ^•. A décrit un cylindre ayant pour section droite la polaire réciproque de «t par rapport à la conique de section de Q par le plan de $. (S'appuyer sur les raisonnements du n" 523.)
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Soient les paraboloïdes homofocaux II
/> ^ A ry + A
On considère la surface i enveloppe des plans polaires P d'un point llxe A par rapport à ces paraboloïdes. Démontrer les propriétés suivantes :
1° i est de la troisième classe.
2° Son arête de rebroussemenl T est une cubique gauche, de cône directeur C du second degré.
3° La section de 2, par un plan I^ se compose de la génératrice de contact G el d'une conique. En déduire le degré de 2i.
4° Chaque droite telle que G est le lieu des pôles d'un plan O par rapport aux paraboloïdes If. Ce plan () est perpendiculaire à G.
5° Quelle est lenveloppe Cj des plans ()? Quelles relations v a-t-il entre C, et II et entre Cj et C? (Concours général, 1900.)
(Solution analytique facile. Pour la solution géométrique, voir lExer- <ice résolu 11° i.)
13. Les contours apparents de f[uadriques homofocales sur un même plan P sont des coniques homofocales.
(Les plans tangents communs aux cylindres circonscrits sont des plans isotropes fixes ayant pour traces sur P des droites isotropes.-)
li. Lieu des diamètres conjugués d'un plan P par rapport à des quadiiques homofocales.
[Plan O perpendiculaire à P. ( C/". Exercice proposé n° 't-\ du Chapitre XXXIII.)]
l.^. Lieu des points de contact des plans parallèles à P et tangents à des quadriques homofocales.
(Hyperbole équilatère située dans le plan Q de l'Exercice précédent. Se ramène au problème suivant : Soient une conique C et des droites D parallèles; lieu de la projection sur D du pôle de cette droite par rapport à C. Faisceaux homographiques. 1
IG. Par une droite fixe, on mène des plans tangents à des quadriques homofocales. Trouver le lieu des normales aux points de contact. (Cf. Exercice proposé n" il du Chapitre XXXIII. ^
17. Montrei' que l'intersection de deux quadriques homofocales est une ligne de courbure pour chacune d'elles.
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[Soient MT la tangente en M à cette ligne et P le plan tangent à la quadrique Q. Le lieu des pôles de P est la normale en M à Q. l'ar rapport à (}', cette normale est donc conjuguée de MT. Ces deux droites étant rectangulaires, ce sont des tangentes principales (n° 337).]
J8. Montrer que les focale* d"un cône du second degré sont six droites. Si, par un point F de l'une d'elles, on mène un plan perpendiculaire, la section du cône par ce plan admet F ])oui- foyer.
19. Les cônes supplémentaires d'une famille de cônes homofocaux sont des cônes homocvcliques. (Plans cycliques perpendiculaires aux focale*; couper par le plan de rinfini.)
ÉTUDi: ni:s coniques sin leurs eouatio.ns heduites.
EXERCICES RÉSOLUS
1. Théouème de Joachimstal. — Soient A, B, C, D les pieds des normales abaissées d'un point P sur une conique à centre T. Soit D le ])oinl diamétralement opposé à D. Les points \, B. (], D' sont sur un uirme cercle.
Il revient au même ( n° oOG) de démontrer que les droites AB cl CJ> sont également inclinées sur les axes. Remarquons, d'ailleurs, que CD' et CD sont des cordes supplémentaires {cf. Exercice proposé n° 13 du Chapitre XXX); elles ont, par suite, des directions conjuguées. Dés lors, nous allons démontrer que si AB et CD sont deux sécantes communes à la conique F et à une hyperbole d'Apolloniu-. la direction symétrique de AB par rapport k Or est conjugoiée de CD.
Si i u, c, w) et («', c'. iv') sont les coordonnées homogènes respectives de AB et de CD, on peut écrire une identité de la forme
( I ) -r — '17 — i -r- y.jcy -r- 3 v 4- y V = {u x -\- vy + w) («' ,r -\- r' y -i- iv' ). AL)
Il nous faut démontrer, d'autre part, que les directions de paramètres directeurs (f, //) et (c'. — a' \ sont conjuguées, c'est-à-dire que l'on a
n' uu'
Or, en égalant dans (i ) It-s coeflicients de u:- et les coefficients de r-, on trouve
uu -~= Y' '' -- îT •
Portant dans (2), on a une identité; donc, le théorème est démontré.
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2. Cons/ruire les axes dhine ellipse, connaissant deux diamètres conjugués.
Soient OA et ( )B les diamètres donnés {fig. ji)- Menon> ia tangente
Fig. 4i.
ol /
en B, qui est }>arallèle à OA, et soient F et Q les points de rencontre de cette tangente a\ec les axes cherchés. Comme les axes sont deux diamètres conjugués, on a (Chap. XXX, Exercice proposé n° 15)
BP . BQ
OA
Donc, si nous portons BB=:BR':=OA sur la perpendiculaire à W\\ le cercle de diamètre PO passe j)ar R et H'. D'aulre part, il passe par O,
puisque Pangle POQ est droit. Il est donc entièrement déterminé par les trois points R. R', O. En le traçant et prenant son intersection avec BT. on obtient les points P et Q; d'où les axes OP et OQ.
Reste à construire les longueurs a el b des demi-axes. Le triangle OBR nous donne
Ôr' =r Ôb' + Br' — 2 OB . BR cos OBR
= Ob' + ÔX' + 2 OB . OA sin AOB
ou, en utilisant les théorèmes d'Apollonius,
(Jl\'=a--i' 0'+2ab— {a + by-; d'où OR z= a -\- b. On trouve, de même, 0R'= a — b. Donc, OR + OR' , OR — OR'
3. Lieu des centres des triangles équilalcraux inscrits dans une ellipse. {Cf. Chap. \XX1I, Exercice proposé n" 15.)
Nous allons exprimer que le centre de gravité coïncide avec le centre du cercle circonscrit. Soit
(l) J---\-V^ ■2(XJr — 2(3/ H- -/^ G
l'équation de ce cercle. L'équation aux j? de ses points d'intersection avec l'ellipse est
[c^a^- — la'-y.x -t- a-( 6- + y )]2-|- 4|3-«^6-(.z.'- — a-) = o.
La somme des racines est — 7—- Donc, si \ désigne l'abscisse du quatrième point de rencontre, on doit avoir
da -I- c = — — :
d'où
En échangeant \ et y], a et (3. a et 6, on a
En écrivant que t-, '0 satisfont à l'équation de l'ellipse, on a l'équation du lieu :
Le lieu est une ellipse de demi-axes — — -; et ■— — ■•
^ a- -+-60'^ o--t- oa'^
k. Soient deux paraboles V el V ayant même sommet et orthogonales en ce point. Il existe une infinité de triangles ABC inscrits dans P et circonscrits à P'. (Exercice proposé n° 20 du Chapitre XXXIL)
I" Les normales en A, B, C sont concourantes; trouver le lieu du point de concours.
2" Les hauteurs du triangle ABC sont normales à une parabole P".
3" Si, A restant Jixe, ainsi que P, on fait varier le paramètre de V, le côté BG se déplace parallèlement à lui-même.
Haag. — Exercices, II. 28
Soient
y- — 1 px =: o, x"^ — ip' y = o
les équations des deux paraboles.
Cherchons la condition pour que la corde joignant les points ÎM,(^,,yi) et M^{x.2, y.2) de P soit tangente à P'. Cette corde a pour équation
ip r— V,
■ip
ou, en supprimant le facteur Vj — y, et ordonnant,
(i) 2/j.r— y(r, -hy-i) +rir2 = o.
Ecrivons que les coefficients de cette équation satisfont à l'équation tangentielle de P', p' u- — 2 vw = o :
kp-p' -^ 2(/, + V.J/i.Vo
Cela posé, soient {x^, Y\) 'es coordonnées du point A. Nous aurons l'équation aux j' des points B et C, en remplaçante^, par y dans (2) :
Si ^2 et j'a désignent les racines, nous avons
2/yv'
Pour prouver que BC est tangent à P', il nous suffit de vérifier que l'équalion (2) est satisfaite, ([uand on y remplace y, par y-^. Cette vérification est immédiate, en utilisant (4) et (5).
I" La relation (4) nous prouve que le centre de gravité du triangle ABC est sur 0 y. Donc, les normales en A, B, C sont concourantes. (Exercice proposé n" 33.)
D'ailleurs, si (o^o, jo) ^oul les coordonnées du point de concours P, nous avons, d'après l'équation (69) du n" 5i3 et en utilisant tou-
jours (4) el (5),
La dernière équation nous donne yf,^=p'. Le lieu du point P est donc la droite symc/ri'/iie de Or par rapport au forer de V .
1° La liauteur issue, de A a pour équation, en se servant de (i), puis
de (4),
'^P ~ — (/2+/3)' ou
(•^— ^j/i-2/^(/-/i) = o, ou
(6) j>-^— 2/9(2/^ -H j;)/i 4- 4/y"^ V — o. L'enveloppe de cette droite a pour équation (n° 272)
(7) — 2(^- + 2/>)'4-27/J7-=rO.
On reconnaît la forme générale de l'équation des développées de parabole {cf. Exercice proposé n" 35). En comparant avec l'équation (71) du m" o'*3, on trouve que l'équation (7) représente la développée de la parabole P" :
3° D'après (i) et (4), le coefficient angulaire de BG est
Donc, BC a une direction symétrique de OA. par rapport à 0>r, et, par suite, constante dans les conditions de l'énoncé. Ceci est, du reste, évident, d'après le théorème de Joachimstal (Exercice proposé n» 3i) et d'après les propriétés des sécantes communes à un cercle et à une conique (11" 506).
EXERCICES PROPOSÉS
1. Désignant par o l'angle d'anomalie excentrique d'un point M d'une fllipse E, on pose e'?:=^. Calculer les coordonnées de M en fonclion
de t. Trouver la relation qui doit lier les t^ puis les o de quatre points de E pour qu'ils soient sur- un tnèuie cercle ou sur une même hyperbole é(|uilatère d'asymptotes parallèles aux axes.
Montrer que. par tout point A de E, on peut mener trois cercles osculateurs à E. Soient M,, Mo, M3 les points de contact. Montrer que le triangle M,M2M3 a son centre de gravité au centre de Tellipse. Réciproque. Montrer que le cercle circonscrit à ce triangle passe par A.
(Condition pour que quatre points soient sur un cercle :
9, H- 0-0 -h 03 H- cij = 2 kr..
Le triangle MjMjMj est la projection d'un triangle équilatéral.)
1. La normale en M à une conique à centre rencontre les axes de
MA MB
cette conique en A et B. Démontrer que —- demeure constant, quand M
varie.
3. Démontrer que Fliyperbole d'Apollonius du point P est le lieu des points M dont la polaire est perpendiculaire à MP.
4. Soient trois points A, B, G d'une conique à centre, d'axes 0.r et Oy. Par A on mène une parallèle à O v et parB une parallèle à O.r; soit y leur point de rencontre. Soient a et p les points de rencontre de AC avec Oa- et de BC avec Oy. Démontier que la condition nécessaire et suffisante, pour que les normales en A, B, G à la conique soient concourantes est que les i^oinls a, (3, y soient en ligne droite;
[Appliquer le théorème de Pascal (u'^ oG«) aux points A, B, G, 0 et à Tinfini sur les axes. Ges six points doivent être sur une hyperbole d'Apollonius.]
5. Un point P décrit la normale en M à une ellipse. Soient A, B, G les pieds des trois autres normales isbues de P. Trouver les lieux du centre de gravité, de l'orthocenlre et du centre du cercle circonscrit du triangle ABG.
Soient X,, V, les coordonnées de M et .:ri ( 1+ -^ ], j, [ n- _ celles de P. En formant l'équation aux ac des pieds des normales, divi sant par jc — a:^ et prenant la somme des racines, on trouve l'abscisse du cenire de gravité G :
. rt" H- 6- -+- 2 À
Pour former l'équation du cercle ABG, on porte l'origine en xM dans
les équations de l'ellipse et de l'hvperbole d'Apollonius. Ces deux équations prennent la forme
X\ ^YB = o,
XA'-hYB'=o.
La conique AB' — HA' = o est une parabole d'axe parallèle à l'un des axes de coordonnées, qui passe par A, B, G. Le cercle cherché fait partie du faisceau déterminé par cette parabole et par l'ellipse; cela permet de former son équation et de trouver son centre I. lin revenan aux anciens axes, on trouve, par exemple^ pour abscisse de I :
L'abscisse de l'orthocentre est, ensuite, égale à
„.. .r. rr+ ù'*-h'/.(a--h b-)
Ôc 2 01= ' - ^^ .
Les lieux demandés se déduisent aisément de ces résultats.
G. Discuter la réalité des normales par la méthode de l'équation en ). (n° i86) appliquée à l'intersection de la conique et de lliyperbole d'Apollonius.
7. Soient A, B, G, D les pieds des normales à une ellipse issues d'un point P. Soient [jc^, y^) les coordonnées du pôle de AB et {.v^, y.2) les coordonnées du pôle de GD.
Démontrer les formules suivantes, dites formules de Desbo^es :
a:ia;.2 = —a\ j, j2 = — 6-.
Galculer les coordonnées de P en fonction de Xi, y,. {Cf. \ii, p. «98.)
8. Calculer l'équation ponctuelle entière et l'équation langentielle de la développée de l'ellipse ou de l'hyperbole.
9. La normale en M à une ellipse E rencontre O.r en A et O )■ en B. ( )ii considère le point P, qui se projette en A sur Or et en H sur Oj\ Montrer que ce point décrit une ellipse E', dont la tangente PT' est svmétrique de PC par rapport à PA, G désignant le centre de courbure de E en M.
[Utiliser les équations ( 26) et (28) du n° 332.]
10. Soit \\ le rayon de courbure d'une ellipse en M et d la distance du
centre à la tangente en M. Démontrer que le produit J\ cP denneure constant, quand M décrit l'ellipse. (E. P., 1906.)
11. On garde les notations précédentes et l'on appelle p la longueur du demi-diamètre conjugué de OM. Montrer que R f/= p^. (E. P., 1906.)
12. Enveloppe des cordes d'une conique à centre vues de ce centre sous un angle droit.
[Cercle concentrique. Utiliser la formule (33) du n" 533.]
13. Etudier les variations de l'angle de deux diamètres conjugués d'une ellipse.
li. Chercher les diamètres conjugués égaux dune ellipse.
13. Comment obtient-on les triangles d'aire maximum inscrits dai'S une ellipse? Quels sont les lieux de leurs orthocentres et des centres de leurs cercles circonscrits?
(Projections de triangles équilatéraux. Les anomalies excentriques des
sommets sont 9, oH — — j 9 H — 5-- L orthocentre a pour coordonnées
ce.
cos3o, -sin3co. Le centre de gravité est en O. Le centre du
"ia '10 '
cercle circonscrit s'en déduit.)
16. Soient une ellipse et une hyperbole homofocales rapportées à leurs axes communs et d'excentricités respectives e et e' . Montrer que les
abscisses de leurs points d intersection sont ± — •
^ ee
[Appliquer les formules (4i) et (42) du n" o3V, en écrivant que /•' — /• irz 2 a'.]
17. En Astronomie, on appelle anomalie vraie d'un point M sur une
ellipse, de foyer F et d'axe focal F.r, l'angle v =1 \\*a:, F\J/- Hémonlrer que cet angle est lié à Innomalie excentrique par la relation
tan'
tang-lang(^-
où l'on a posé cosci= -> sin courre'.
Partir de r cos v ^^ a(cos;/ — e), /• sin v ^l b sin ;/, r := a{\ — e cos u).
Puis, écrire : tang- zz^
2 I -h cosi'
Soient les formules
(i) j:=cos«ch(', y =: sin // sh f.
Montrer que les lignes v = const. et u = const. sont des ellipses et des hyperboles homofocales. Quelles relations y a-l-il entre les paramètres v et u et les paramètres /, et À, du n^oST? Comparer les formules ci-dessus avec les formules (53) de ce numéro.
Calculer en fonction de du et di- le carré de lélément linéaire
ds- nr djc- -+- dy-
el déduire du résultat obtenu que chacune des lignes A « -i- Bf -f- C = o coupe sous un angle constant toutes les ellipses et hyperboles ci-dessus, [(/.ç-^ (ch'c — cor>- u)( du- -\- d^'^). Puis. t'Oi> n" iOO.]
19. Gardant les notations c:-ilessus, on considère les quatre points A(//o, ^o)- B(//o. (•,), C(W|, l'o). D(//,, '.',). Vérifier que les dislances AD et BC sont égales.
20. Soit une famille de cercles focaux F d'une conique C. On considère les points P et P', centres des deu\ sphères de rayon nul passant par T. Montrer que le lieu de ces points est une focale de C. ( Evident géomélriquemenl. }
21. Démontrer les réciproques des propriétés trouvées au n° o38.
22. Soient A et B deux points fixes et M un point variable d'une ellipse E. Soient OA' et OB les demi-diamètres [ arallèles à M.A et MB. Montrer que l'aire du secteur elliptique OA'B' est constante. (Evident par projection. )
23. Quel est le lieu des point- de rencontre des tangentes à une ellipse aux extrémités de deux diamètres conjugués? (E\ident par projection.)
2'i-. Démontrer le théorème de lExercice proposé ii" 13 du Chapitre XXX en considérant lelllpse comme projection d'un cercle.
I .,.,,. . , , niM
que le point Vl décrit un cercle et que le rapport — r-rr est constant,
m étant la projection de M sur Ox. En déduire que le lieu de M est une ellipse.
2H. Enveloppe des droites qui déterminent avec deux droites fixes un triangle OAB d'aire constante. Lieu du centre de gravité de ce triangle.
29. Construire Taxe transverse d^Ine hyperbole, connaissant les asymptotes et un point.
30. Soient une hyperbole éqnilatére et deux points diamétralement opposés de celte hyperbole, M et M'. Du point M comme centre, on décrit un cercle passant par M'. Montrer que ses trois autres points de rencontre avec l'hyperbole forment un triangle équilatéral. Réciproque.
(Rapporter l'hyperbole à ses asymptotes et exprimer que le centre du cercle coïncide avec le centre de gravité du triangle.)
31. Soit une hyperbole équilatère rapportée à ses asymptotes : /
i" Quelle relation doit lier les abscisses de quatre points de cette hyperbole pour qu'ils soient sur un même cercle?
2° Montrer que par deux points pris sur une même branche de l'hyperbole, on peut mener deux cercles tangents à cette courbe et que les points de contact sont diamétralement opposés.
3° Par un point M de l'hyperbole, on peut mener un seul cercle osculateur en un point P autre que M. Trouver l'enveloppe de la droite PM et montrer que le point de contact T est tel que TM =: 3TP.
32. Quel est le lieu des sommets des angles de grandeur constante \ circonscrits à une parabole?
( Hyperbole admettant les foyer et directrice de la parabole et ayant
pour excentricité
cos V
33. La condition nécessaire et suffisante pour que les normales en trois points A, B, G d'une parabole soient concourantes est que le centre de gravité du iriangle ABC soit sur l'ave de la parabole. Quel est le lieu décrit par le point de concours quand le centre de gravité est fixe?
34. TiiÉoiiÈME DE JoACHiMSTAL. — La coiidllLon tu'censaiie et suffhdntc pour que les normales ci-dessus soient concourantes, est que le cercle circonscrit au triangle P\M(Z passe au sommet de la parabole. Calculer
les coordonnées du point de concoure eu fonction de celles du centre de ce cercle.
Montrer que toute équation de la forme
où ). désigne un paramètre variable et a, 6, a', b' des constantes, représente les normales à une parabole.
Généraliser en remplaçant le coefficient de À et le terme indépendant par des premiers membres d'équations de droites rectangulaires.
37. Étant donnée une parabole, on mène du point P les tangentes FA et PB, puis les normales AQ et BQ. Calculer les coordonnées de Q en fonction de celles de P. Calculer également les coordonnées du pied C de la troisième normale issue de Q. Quel est le lieu de Q quand P décrit un diamètre de la parabole? Quel est le lieu de P quand Q décrit une droite? Quel est le lieu de P quand Q décrit la parabole? Ce dernier lieu se décompose en une droite et une cubique. Expliquer la raison de cette décomposition.
(Lorsque Q est sur la parabole, il se confond soit avec C, soit avec A ou B.j
38. Écrire l'équation de la normale à une parabole en fonction de son coefficient angulaire. Kn déduire le lien des points d'où l'on peut mener deux normales rectangulaires. Rapprocher ce résultat d'un des résultais de l'Exercice précédent.
39. Soit une parabole de foyer F. Soit C le rentre de courbure en M. Trouver le lieu de la projection de C sur ME. ( l-^. P., iqiS. )
[Parabole symétrique par rapport à F. {Cf. Chapitre \\'l\\ Exercice proposé n° '28. )]
iO. Démontrer que le cercle circonscrit à un triangle circonscrit à une parabole passe par le foyer.
[Appliquer le théorème de Simson. {Cf. Chapitre XXXII, Exercice proposé n" 10.)]
il. Par un point fixe P, on mène les tangentes à une famille de paraboles homofocales. Trouver l'enveloppe des normales aux points de contact.
[Prendre une droite D quelconque passant par P, puis le lieu A des pôles de cette droite par rapport aux paraboles, en utilisant Téquation (82) du n° oi7. La droite A est une des normales considérées (n" 316). L'enveloppe est une parabole.]
4-2. Trouver le lieu des points par où passent deux cercles focaux orthogonaux d'une parabole.
43. Que devient l'équation d'une conique à centre, quand on transporte l'origine en un sommet, l'axe des r étant la tangente en ce point? Chercher la limite de cette équation, quand le deuxième sommet de Ox s'éloigne indéfiniment, le coefficient de ./restant constant ou bien le foyer le plus rapproché de O restant fixe.
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EXERCICES RÉSOLUS
1. Démontrer que par les pieds des normales abaissées d' un point F sur un ellipsoïde E, on peut faire passer une infinité de quadriques Q concentriques à E. (Agrégalion i883: extrait.)
Prenons les notations du n° ooO. Soit
(i) <7,r--J- 6 )■--+- c z^ -^ 2a y z — ib zx ^ 'y.c' xy — i =r o
l'équation d'une quadrique <J. Celle-ci rencontre la cubique de Chasles en six points, dont les À sont donnés par Féqualion
(2) \a— : ^, -r- 2 Va'-Tr . ,-^/ . — : 1 = 0.
(>elte équation doit avoir mêmes racines que léquation (8) du ti° ooU. On en conclut que les fractions rationnelles qui constituent le? premiers membres de ces équations doivent êlre identiques, car elles ont mêmes pôles, mêmes zéros et même partie entière : — i . Dès lors, on doit d'abord
avoira:^^ — » h =z —•, c = —,• Puis, les résidus de (2) doivent être nuls. ABC
puisqu'il en est ainsi pour (8 ). Or, le résidu relatif au pôle / = — A est
ib'CKz^X^ IC' k\^XQV^,
En l'annulant, ainsi que les deux autres résidu-, on obtient les concfitions
A ( C — B )x,, B ( A — C )y„ C ( B — A ) s. En définitive, l'équation générale des quadriques Q est
-H 2>.[A(C - B)x,rz -t- B(A — C}y„zx -+- C(B — \)zoxy] = o.
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2. Soient cl, d' , d" les distances du centre d' un ellipsoïde aux plans tangents aux extrémités de trois diamètres conjugués. Démontrer
que — -^ -fTi -^ -Tjfi = const. (E. P., (QiS. )
La distancer? rie l'origine au plan langent en M(j7, y, z) est donnée par la formule
Si l'on garde les nolalions du n" oo2, on a
I I 7r-^ 'cF' ' d"-
en se servant de la formule (i4) établie au n° 552 et des formules analogues.
3. Calculer ds- = dx- + dy- -+- dz- en fonction des coordonnées elliptiques /, , Ao, A3 et de leurs difféi entielles.
Différenlions logarithniiqiiemenl les formules ('^7) du n° 555, nous obtenons
dx d},\ dlo <y/.s •
X Ah-/,, Ah-/, a -+- A3
et les formules analogues. Nous avons donc lids'=ld'/::
-h "il dl, dl
Le coefficient de dl.^d},.^ est nul, en vertu de Torlhogonalité des surfaces (Aj), (^^a). Il en est de même pour les deux autres rectangles.
Pour calculei- le coefficient H^ de «O.j, dérivons par rapport à À l'identité ( n" 555)
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et faisons ensuiie /. =i).,. La dérivée du premier membre devient — HJ. Quant à la dérivée du second membre, elle comprend plusieurs termes. Le seul qui ne s'annule pas pour À =3 À, est celui qui provient de la déri-
vation du facteur A, — À, c'e>l-à-dire avons donc
Nous
iA -r /.,)^B-^/.,j(C^-/.,) et des formules analogues pour H; et H^. Finalement,
^,.> _. . ( >-^ — >i ) ( >-3 — Ài ^ d'f] ^ (?., - À2)(À3— >2)^>a
^ (À,— /.3)(>-, — Àa)^/-^ ^ ( A + A3 ) ( B + Àj) ( C + /a ) '
+. fiant donnés an hyptrboloïde H et un point Y* ^ on demande l enveloppe des plans II passant par P et coupant H suùant une hyperbole érjuilatère.
Lepl.inll', parallèle a un plan II et mené par le centre de IJ, doit couper le cône asymptote suivant deux droites rectangulaires et réciproquement ( n" 4.6O). Lenveloppe demandée est donc un cône C déduit, par la translation OP. du cône C enveloppe des plans II'. Nous sommes ramenés à trouver ce cône G'. Soient
( -i ) u X -\- vy -^ w z^z o
les équations du cône asymptote et du plan II'. La projection des deux génératrices d'intersection sur JcOy a pour équation (n° 51 j
' X- y- \ (ux -^ <-'.>')-
ou
x'- \ Ir
y Soient //z et m'lesdeu\ lacine; de cette équation en — • Les paramétres
U-+- vni II -t- iin' directeurs des deux "énératrices sont i , /?<, et J , //? , •
Leur condition d'orthogonalilé est donc
I + mm H = o
ou
(u'-4- M'^) + mm'((T^-+ i'-) -j- uv[m + /?i' ) z= o.
En tenant compte des relations entre les coefficients et les racines de (3), cette condition s'écrit
ou, en divisant par iv-.
Telle est l'éqnation tangentielle du cône C. Son équation ponctuelle est
Le cône C est un cône du second degré, qui n'est réel que si c est plus petit que l'un au moins des deux nombres a et b.
5. Chercher la ligne de striction d'un hyperboloïde à une nappe.
Reprenons les notations du n° 556. Ecrivons que les plans (Sa) et (33) sont perpendiculaires (n°371) :
d'où nous lirons
^-\-(XU^
en posant, pour abréger l'écriture, / X 1 2 I I r
Tel est le i> du point central de la génératrice {u). En portant dans les équations (3i) du n" o5(), on obtient les équations païamélriques de la
ligne de striction des génératrices du premier système : I pu* -h 2 0. u- -h p
, pU*-h 2XU'--i- p
Celle ligne est donc une //uartique unicursnle. Elle admet 0^, 0>,
Oc pour axes de syuiélrie, connue on le voil en cliangeaul u en - ou
u en — // ou en ; mais les plans de coordonnées ni l'origine ne sont des
élémenls de syraélrie.
La ligne de striction des génératrices du second système esl symétrique de la précédente par rapport aux plans de coordonnées ou par rapport à Forigine.
Dans le cas uù a ■=. b, c'esl-a-dire lorsque VJiyperboloïde est de révolution, on a a = 3. L'équation (j) se réduit à c = — et les équations (3)
montrent que les deux lignes de striction se confondent avec le cercle de gorge.
6. D'un point P, pris sur la normale iVl.N en M à un paraboloïde elliptique, on peut mener quatre autres normales. Soient A, B, C, D leurs pieds. Former l'équation de la sphère S passant par ces quatre points. Trouver le lieu du centre l de cette sphère, quand P décrit \L\. (Concours général, i883.)
Soit
l'é([uation du paraboloïde. Soient (;, n, K) '«s coordonnées de M, liées par la relation
Soient maintenant
Pl V «7
les coordonnées du point P. Les pieds des normales issues de P sont
(3) x^=l — o, j,= rj( I -h !-j, 5o=nj+i-
donnés par les formules
étant donné par léqnation
{p-+-Ay {</-hiy
Celte équation admet la racine 7. = p, comme il résulte de la comparaison des formules (3) et (4). On met d'ailleurs en évidence le facteur p — À, en retranchant (2) de (5), après avoir remplacé yoi -o> -^o P^i' (3). En supprimant ce fadeur, il reste l'équation aux 'k des points A, B, C, D :
Soit maintenant
( 7 ) j?- + j- - + ^- — 2 ce a- — 2 ,5 jy — 2 y ^ 4- ô =: o
l'équation de la sphère S. La cubique (/j) la coupe en six points, dont les }. sont donnés par
(8) cpa) = (x.+x)=+^^ + ^^
Cette équation doit admettre les quatre racines de (6), plus deux autres racines, que nous pouvons considérer comme les racines du trinôme À-+ a7, -\- b, a el b étant des paramètres inconnus. Dès lors, on doit avoir liilenlité
car les fractions rationnelles des deux membres ont mêmes pôles, mêmes zéros et même coefficient de X^ dans la partie entière.
Le second membre est décomposé en éléments simples. Nous allons décomposer le premier et identifier les deux décompositions.
Calculons la partie infinie relative au pôle À ^ — p. En faisant le changement de variable X 33 — p -\- [J- (t. L n° 215), on trouve
■n^ { p -\- p) (p^— ap -Jt- b) -n-j— p'-— '2-pp -h ap -h b)
pÇk-^py "^ pO^^p)
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En compara Dl à 2 ©(},), on a
(10) 2p\yl = r.'l\ 4- '- 1 {/r- — ap-+- b),
(m —^ppy,= '- f-^ '■
En tenant compte de (3;, (10) s'écrit (12) h —p(^2p ~\- p -h a).
En portant dans (1 1) et tenant toujours compte de (3), il vient ensuite
( I 3 ) — 4 I/JJ ^rr Yt a.
Le pôle }.=^ — q donnerait de même, par symétrie.
En comparant (12) et (i4). on trouve
(16) r/ =r — 20 — p — q; puis
(17) b=—pq,
(iSi [3 =
(Calculons enfin la partie enlièie de f {}.){'/.'- -\- al -h b). Le premier terme de /(À) nous donne, en efifectuant le produit par }.^ -]- al -{- b , mais se limitant au ternie en À-,
rr 1^ -+- /.- ( 3 /> H- p + a ) -f- . . .
l'^n taisant ensuite la division, on a comme partie entière
Le second terme de /(À) donne de même — (À -H 0 + a) et le troisième
2/.^-f- 2a'f. -H 2b. En toiil, on a, en tenant compte de (2),
2 ç ( >. -f- p + rt ) + 2 >.^ -\- 2al -[- 2 b. tiAAG. — Exercices^ II. 29
45o CHAPITRE XXXVI.
En idenlitiant avec la parlie entière de 2cp, on a
(20) 2(.ru— oc) =r^+ «,
(21) a:l — 2a^o+ â = |(p + «) -i- ^ ou, en tenant compte de (3), (16) et (17),
Finalement, l'équaLion de S est
(24) .r- + j2^^-— (c +/>4-(7)j7 (20 — /> + 7 ) / rj y Ç 3 P 9
Lorsque 0 varie, le lieu du centre I (a, |3, y) est une droite ayant pour équations
2 rj r
EXERCICES PROPOSÉS
1. Etant donné un ellipsoïde, trouver le lieu des" sommets des cônes circonscrits ayant pour traces sur un plan principal une parabole, une hyperbole équilatère, ou un cercle.
[Evident géométriquement, en considérant la section du cône par le plan parallèle au plan sécant mené par le sommet.]
2. Lieu des points doit l'on peut mener à une quadriqueà centre trois tangentes formant un trièdre trirectangle.
[Exprimer que le cône de TExercice précédent est capable d'un trièdre trirectangle inscrit (cf. Chap. XXXI, Exercice proposé n° 1).]
3. Trouver le lieu des points S d'où l'on peut mener trois plans tangents rectangulaires (cf. n° 550), en exprimant que le cône circonscrit de sommet S est capable d'un trièdre trirectangle circonscrit.
[Former l'équalion tangentielle du cône en u, r, iv (section par le plan de l'infini; cf. n" 377) et se reporter à l'Evercice proposé n° 1 du Chapitre XXXI. ]
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i. La normale en M à une quadrique rencontre les plans principaux
€n A. B. C. -Montrer (lue les rapports ^=^, sont constants.
MC MC
o. Donner une définitioii géométrique de la cubique de Cliasles. (C/. <Jliap. XWIN . Ex^ercice lésolu n° 4.)
6. Former Téquation du cône des normales (n° ooO). Vérifier qu'elle ne cliange pas ([uand on remplace la quadrique par une quadri([ue homofocale. En déduire une définition géométrique simple de ce cône.
7. <Jue devient le [)roblème des normales issues d'un point P. quand ce point est dans le plan principal? Quel est le lieu des pieds, quand P décrit une droite de ce plan? Quel est le lieu du point P, quand les deux normales non situées dans le plan principal sont rectangulaires ou, plus généralement, font un angle constant quelconque?
8. Soient une quadrique à centre etP un point fixe de cette quadrique. On considère un triédre trirectangle quelconque de sommet P. Il perce la quadrique en trois points A, B, C. Montrer que le plan ABC passe par un point fixe Q {théorème de Frégier). Vérifier que ce point est sur la normale en P. Trouver son lieu, quand P décrit la quadri([ue.
[Former Téquation du cône ayant pour sommet P et pour base la section de la ([uadrique par un plan quelconque. Ecrire que ce cône est capable d'un triédre trirectangle inscrit; on obtient l'équation tangentielle du point Q. ]
9. Déterminer les centres de courbure piincipaux en un point P quelconque d'une quadrique à centre.
Considérer ces centres comme points focaux de la normale (n° .387). Leurs coordonnées sont de la forme xi \ -\- — \') y l i -r- irj'-^li-i — --)?
iivec
10. Soient trois demi-diamètres d'un ellipsoïde, formant un triangle trirectangle. Quelle est l'enveloppe du plan passant par leurs extrémités ?
Cf. n" .3.51 et Evercice proposé n" 12 du Chapitre XXXV.)
11. Soit un ellipsoïde E. On le coupe par un plan diamétral P quelconque. On porte les longueurs des demi-axes de l'ellipse de sec-
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tion sur le diamètre perpendiculaire à P, à partir du centre. Trouver le lieu des extrémités de ces longueurs.
[Ce lieu est une surface du quatrième degré, appelée surface d^onde de Tellipsoïde {cf. Nm, p. 206 et 480). Pour calculer les demi-axes de la section, appliquer la méthode de Gallois (n° i78), en coupant par une sphère concentrique à l'ellipsoïde. |
12. Vérifier, en se servant de l'Exercice n° 9, que les centres de courbure principaux d'un ellipsoïde en un ombilic sont confondus et calculer la valeur commune des rayons de courbure principaux. [La racine double de Tétiuation de l'Exercice n° î) est }. =:- — Z>-.]
J3. \ érifier que les ombilics d'un ellipsoïde sont les points où il est percé orlhogonalement par son'hyperbole focale. Expliquer la raison géométrique de celte propriété. En déduire le lieu des ombilics d'une famille de quadriques homofocales.
14. Toute sphère tangente à un ellipsoïde en un ombilic coupe cette surface suivant un cercle C. Calculer l'équation du plan P de ce cercle, connaissant le centre w de la sphère. Montrer que P passe par l'ombilic, lorsque o est au centre de courbure principale.
[Si .r,i, o, So sont les coordonnées de l'ombilic, celles de o^ sont
de la forme .ro ( • + "^ ) ' <». ^0 ( ^ + t^. ) ' L'équation du plan P est
œX(^ zzçf a"' 4- c- H- 2p
Lorsque w est centre de courbure, p -=■ — A^ ; l'équation ci-dessus est vérifiée pour x = x^„ z = :;„ et réciproquement.]
15. Par une droite fixe D, on mène des plans tangents à des quadriques homofocales. Lieu des normales aux points de contact. {CJ, Cliap. XXW^ Exercice proposé n° 41.)
IC. Soient deux ellipsoïdes homofocaux E et E'. Soit T un plan langent à E et T', T" les plans tangents à E' parallèles à T. Démontrer que le produit des distances de T à T' et à T" demeure constant, quand on fait varier T.
[Prendre les équations langenllelles de E et de E', en supposant
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Le produit considéré est alors égal à
17. Etant donné un ellipsoïde, on considère les cordes telles que les normales aux extrémités soient dans un même plan. Démontrer qu'elles constituent les normales aux quadriqiies liomofocales à Tellipsoïde proposé (E. P.. if)i3). {Cf. Cbap. XXVII, Exercice proposé n" \\.)
18. Former Téquation générale des sphères bitangentes à une quadrique à centre. {Cf. Exercice iV'l.)
19. Soit un ellipsoïde E rapporté à ses axes. A tout point y,\{x.y,z), on fait correspondre le point W\x' . j', z') défini par les formules
Quelle surface décrit M' quand M décrit E ? Montrer que deux volumes homologues quelconques sont dans un rapport constant. En déduire le volume de l'ellipsoïde.
(Extension des propriétés du cercle principal de l'ellipse.)
20. Quel est le lieu du point commun aux plans tangents à un ellipsoïde aux extrémités de (rois demi-diamètres conjugués ?
21. Une droite se déplace de manière que trois de ses points A, B, C décrivent les faces d'un trièdre trirectangle. < hielle est la surface décrite par tout pciint M de cette droite invariablement lié à A. P», C ?
(Extension de la génération de l'ellipse parle procédé du n° 5i0.)'
22. Trouver le lieu des points par où Ion peut mener deux plans tangents rectangulaires à un cône du second degré.
23. Étant donnés un hyperboloïde H et une droite D, trouver les plans passant par D qui coupent H suivant une parabole ou suivant une hyperbole équilatère.
2'f. On établit une correspondance homographique entre deux génératrices de systèmes différents d'un hypeiboloïde à une nappe. Quel est le lieu de leur point de rencontre.
[Utiliser les formules \?ii) du n°556, en établissant unti relation homographique entre u et c]
25. Dans les f<jrmules (3i) du n° 556. on suppose a r^ b z^ \ ^ c- i.
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On obtient ainsi les équations paramétriques d'une^sphère S de rayon .i . Vérifier que si Ton fait sur x. y, z une substitution orthogonale quelconque (t. I, n"299), il en résulte séparément sur « et sur — c une même substitution homograpliique et réciproquement. Interpréter géométriquement ce résultat (Darboux).
[Calculer u' en fonction de a et r, iî^n tenant compte des relations entre les neuf cosinus (n" 35), on vérilie que l'expression obtenue est indépendante de v et, après suppression haut et basd'un facteur commun linéaire en r, on obtient une fonction lioniograpliique de n. On fait ensuite un calcul analogue pour i'.]
2(). (_)n reprend les liypotlièses précédentes. Calculer
ds- ^=. dx- 4- dy- -+- dz-
en fonction de d// et de di\ Vérifier que l'expression ol)lenue est invaliante pour toute substitution homographique effectuée simultanément sur u et sur c. Rapprocher ce résultat du précédent (Darboux),
27. Trouver le lieu des points d'un hyperboloïde à une nappe par où passent deux génératrices rectangulaires. ■
(Intersection avec la sphère de Monge. Peut s'établir avec les formules du n" 356 ou bien géométriquement.)
28. On considère la ligne de striction S des génératrices {a); {cf. Exercice résolu n°o). Montrer que chaque génératrice (t) la rencontre en trois points. En déduire que S n'est pas une biquadratique.
29. Calculer le paramètre de distrilnition des génératrices d'un hyperboloïde de révolution.
30. Calculer les équations des génératrices d'un hyperboloïde à une nappe, en prenant pour paramètre de chacune d'elles l'anomalie excentrique, sur l'ellipse de gorge, du point où elle perce le 'plan des xj . Calculer ensuite les coordonnées d'un point quelconque de la surface en fonction de n et v.
31. Trouver, sur un hyperboloïde de révolution, le lieu des points par où passent deux génératrices faisant un angle donné 9. {K. P., igiS.)
32. Étant donné un hyperboloïde à une nappe H, trouver le lieu A des projections de son centre sur ses génératrices. Montrer qu'il existe une
ÉTl DK DES QlADRIOfES SLR LEURS EQUATIONS REDUITES.
infinité d'autres hvperboloïdes H' dont la ligne de striction se déduit de A par une transformation de la forme
La ligne Aesl définie par l'équation (i) de 1 Exercice résolu n'= 5. où
l'on chanee a en -, b en —, et c en -• Les hvpeiboloïdes H' sont définis a b c "^
par la condition
Reprendre les Exercices 1 à 9 pour un paraboloïde
3'i-. On reprend les notations du n° 560. Au cercle F, on fait correspondre le point INI, pôle du plan sécant par rapport au paraboloïde. Démontrer les propriétés suivantes :
1° Pour que deux cercles F et F' soient orthogonaux, il faut et il suffit ([ue les points M et M correspondants soient conjugués par rapport au paraboloïde.
■2° Pour que les deux cercles F et F' i^oienl tangents, il faut et il sullit que la droite ^LM' soit tangente au paraboloïde. Le point de contact des deux cercles est la projection du point de contact de MM'. Distinguer les contacts extérieur et intérieur de F et F'.
[Solulionsanaljtique et géométrique. Pour plus de détails sur cette correspondance, voir une^ Note de MM. Sainte-Laguë et J. Ilaag dans les I\oinelles Àànales de Mathématiques {i\on\. igo5).]
35 Reprendre les Exercices 12 à 15 avec des paraboloïde?.
Même question pour les Exercices 2V et
.37. Cherclier la ligne de striction d'un paraboloïde hyperbolique. Cas oii le paraboloïde est équilatère. ( Section par le plan
38. Montrer que le paramétre de distribution d'une génératiice située
à la (li>lance d de son plan directeur est égal a \ 7^7 H — -=-.
\pn
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39. Etant donné un paraboloïde l)vperl)oliqiie équilatère, trouver le lieu des points par où passent deux génératrices faisant un angle constant (E. P., igiS). Montrer que ce lieu se trouve sur un hyberboloïde de révolution à deux nappes ayant pour centre le sommet et pour axe Taxe du paraboloïde.
[Partir de l'équation j? >' := /cz.]
40. Quel est le lieu des projections d'un point fixe P sur les génératrices d'un paraboloïde hyperbolique équilatère ? (Cubique gauche.)
LES COMQIES CONSIDÉRÉES COMME COURBES LMCl RSALES ; RAPPORT ANHARMONIQUE, HOMOi.RAPIlIK.
EXERCICES RÉSOLUS
l. Déler miner les asymptotes, le centre, les axes, les sommets et les foyers de la conique
(l) JT = , V =:
Les asymptotes se délerniinenl pai- la inélhode générale du n" 230. Les
points à l'intlni sont donnés par ^ = i et / = ce .
l'onr ^ = I . .r et y sont inlinis. — = tend vers i .
^ X tit -i- i)
tend vers — 2; d'où V asyntptote
Vouv ^ :^ :>c, X ^ X, 1=2; la deuxième asymptote est
Le centre est lintersection des asymptotes; ses coordonnées sont
Les axes so:it les bissectrices des asymptotes. Leurs coefficients angu-
îaires sont lang ^ ^^ o,4i4 et — cot -^ = — 2 ,4 i-|. Leurs équations respectives sont
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Parmi les sommets, deux seulement sont réels, puisque la courbe est une hyperbole, l'our reconnaître Taxe sur lequel ils se trouvent, prenons un point quelconque de la courbe, par evemple le point t=:o, dont les coordonnées sont ,r =r o, y =^ — -'. H se trouve dans l'angle aigu des asymptotes, dont la bissectrice est (4)- Celte droite est donc l'axe transverse. Elle coupe l'hyperbole en deu\ points, dont les t sont donnés par ré(|uation
3 = o,4i4(^'-26 + 4) = o,4i/,[(^-i)-^-+-3]; d'où
Les deux sommets sont donc :
1=: — 1,06; JC := 0,li8f\^ j=rO,544-
Comme vérification, ils satisfont bien à (4) et leur milieu est bien le centre (4, '*. ).
Connaissant les sommets et les asymptotes, on pourrait avoir facilement les foyers. Indiquons, cependant, le calcul direct. Soient (a, (3) les coordonnées d'un fover. Coupons l'hyperbole par la droite isotrope
L'équation aux t des points d'intersection est
~ ir- -\- t[-2 — ^ -\- c (y. — -i)] -^ \ -h '^ — i a = o.
Lcrivons qu'elle a une racine double :
\in annulant le coefficient de / et les termes réels, on obtient les équations des hyperboles focales (cf. Chap. \\XIV, Exercice résolu n° 1), dont l'intersection détermine les quatre foyers. Comme nous connaissons déjà l'axe focal, prenons seulement la première de ces hyperboles, soit
et coupons-la par (4). Si l'on pose a — 4=^45 o" obtient
ç = ±3,8i. -n^jS — 2=:o,4i4^==±i ,58.
LES COMQIF.S CONSIDÉUÉES COMME COI RBES IMCUKSAl.ES.
Finalement, les coordonnées des deux foyers sont (7,81; 3,58) et (0,19; 0,4^).
2. Soient une conique S el un point V sur celte conique. On considère
deu.r cordes MM' et NX' telles que (pM, PM'j = (Pi\, VW ) . Démontrer que les droites MN' et M'N se coupent sur la polaire du point de Fr('f:icr relatif ou point V.
Considérons les deux faisceaux homographiques obtenus en faisant
tourner l'angle MPM' autour de son sommet. Les droites PM, PM' et PN, PN' en constituent deux couples de rayons homologues. Considérons maintenant les divisions homographiques déterminées par ces faisceaux sur la conique S; M, jVP et IN, i\" en sont deux couples de points homologues. D'après le théorème 11 du n° 066, les droites MN' et M'N se coupent en un point Q situé sur la ligne des points doubles EF. Or, les rayons doubles des faisceaux ci-dessus considérés sont les droites isotropes du point 1*. Ce sont aussi les rayons doubles de rinvolution déterminée par les angles droits de sommet P. Dès lors, le point de Frégier R relatif à P se trouve à la fois sur la tangente en E et sur la tangente en V. Par suite, la droite EF est la polaire de ce point. r.. Q. V. I).
Autre démonstration. — Les angles MPM' et N'PN peuvent être considérés comme symétriques l'un de l'autre par rapport à deux droites
rectangulaires PA et PB. bissectrices communes des angles MPN'
et M'PN. Les rayons PM. \'\ et PM', P.\ sont des couples de rayons homologues de Finvolution qui admet pour rayons doubles PA et PB. Dès lors, les droites M.N', M'N, la tangente en A et la tangente en B sont quatre droites concourantes (n° 367). Leur point de concours Q esl
le pôle de AB. Mais, l'angle APB étant droit, la droite AB passe par le point de Frégier li. Par suite, Q se trouve sur la polaire de ce point ( n" 43o). <:• 0- ?• "•
lUiniarqae. — La droite EF et la tangente PT en P constituent un couple de sécantes communes à S et au cercle de rayon nul de centre P. Elles sont donc ésalenient inclinées sur les axes de S.
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EXERCICES PROPOSÉS
Délerminer les élémenls des coniques
t--h Si,
Calculer Téqualion du cercle osculaleur à l'ellipse ci-dessus au point ^ =r 0.
î2. Montrer que le nipport anharmonique de quatre points d'un cercle égale le rapport anharmonique des (|uatre valeurs correspondantes
de tang — t © désignant l'angle polaire du ravon.
3. Soient une parabole II, I* un de ses points et FM, PM' deux cordes quelconques issues de P. Soient N et N' les points de contact des tangentes parallèles respectivement à PM et à l^M'. Montrer que les cordes MN' et M'N se coupent sur le diamètre du point P.
(Appliquer le lliéorènie II du 11° oGO.)
k. Soient une conique S, un point P sur cette conique et une droite A.
Sur A, on prend deux vecteurs équipollents /uni' et un'. On projette les
quatre points /«, /n\ «, n' sur la conique, à partir de P, en M, M', N, N'.
Démontrer que les cordes MN' et M'N se coupent sur la tangente à
la conicpie en son point de rencontre 1*^ avec la parallèle à A menée
par P.
[Théorème II du n" 560; les rayons doubles sont confondus suivant PE.
On peut aussi envisager une involution, en considérant les points //', n
comme symétriques <le /n, ni' (cf. Exercice résolu n° 2). |
5. Que deviennent les théorèmes I à IV^du n" oGG, (|uand les points doubles A et G sont les points cycliques?
G. Gardant les notations de l'Exercice n° 3, quelle est l'enveloppe de la droite MN (|uand M décrit la parabole?
LES CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME COURBES UNICURSAI.ES
7. Gardant les nolalions de l'Exercice q° 4, f[uelle esl Tenveloppe de la corde M.M' ([uand mm' glisse sur A?
8. Trouver le lieu des sommets des angles de grandeur constante circonscrits à une parabole. [C/. Exercice proposé n° 32 d u Chapitre XXW . 11 V a Correspondance homographique entre les côtés de l'angle; les tangentes doubles sont les tangentes isotropes.]
{). L'enveloppe des cordes d'une conique S vues d'un de ses points P sous un angle constant est une autre conique S'. Montrer que toute droite passant par le point de Frégier relatif à P et à S a même pôle par rapport à S et à S'.
(S et S' sont bilangentes. le pôle de contact étant le point de Frégier.)
10. <Jn donne une ellipse E et deux droites D et D' parallèles au petit axe et équidislantes de cet axe. Une tangente variable rencontre ces droites en A et A'. Trouver le lieu du point de rencontre des deux autres tangentes issues de A et de A'. (E. P., iQiS.)
1 1. Soit une ellipse E, d'axes 0.v et Or. Soient P un point quelconque de cette ellipse et Q son point de Frégier. Démontrer les propriétés suivantes :
1° Les droites OP et 00 admettent Ox et Oy pour bissectrices;
2° Le lieu du point Q est une ellipse homothétique et concentrique à E:
3° Si l'on considère deux points P et P' de E et les points Q et ÇV correspondants, les droites PP' et QÇ)' sont également inclinées sur les axes.
Solutions anal\ti(|ue et géométrique. — Prendif, en parliculier,
comme angle droit de sommet P, l'angle formé par les parallèles aux axes. Si A et B sont les points de rencontre de la normale avec O x et O j', la ligure P<^AB reste semblable à elle-même {cf. Cliap.XXW, Exercice
proposé n° 2 ) ; on en déduit ([iie ^tt; = const.
12. On détermine une involution sur une conique par deux couples de points homologues. Construire l'homologue d'un point quelconque, ainsi (|ue les points doubles.
(S'appuyer sur le théorème \ du n" 507.)
13. Soit une conique S et une droite fixe A tangente à celte conique.
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Sur A, on prend deux, points fixes I et J et deux points variables A et B conjugués harmoniques par rapport à IJ. Trouver le lieu du point de rencontre des tangentes à S menées par A et B. Cas oit 1 et J sont les points cycliques.
IV. On considère l'hyperbole équilatère .r y = i et les six points de cette courbe ayant pour abscisses o, a, oc, b, c, cl. Démontrer que la droite de Pascal de l'hexagone défini par ces six points a pour
équation
( by — ^) {d — a)c^= {a — b) {jc — d).
1.0. Examiner les cas particuliers des théorèmes de Pascal et de Brianchon obtenus en supposant que des sommets (ou côtés) consécutifs viennent se confondre.
IC. On donne une conique par cinq points : i, 2, 3, 4, 5. Appliquer le théorème de Pascal à la construction du deuxième point de rencontre avec une droite (juelconque lÀ passant par i. Construire également la tangente au point i .
(Pour la tangente, confondre les points 6 et 1.)
17. Quelle est l'enveloppe des cordes d'une conique vues d'un point fixe P sous un angle droit? Cas où P est un foyer de la conique. (Théorème \I du n° oGT. )
18. Quel est le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une conique? (Tliéorème corrélatif du théorème VI du n° 567.)
19. Soient deux coniques S et S'. C)n prend un point Pj sur S; par ce point, on mène une tangente à S', qui rencontre de nouveau S en P, ; par P,, on mène une tangente à S', qui rencontre de nouveau S en P3, et ainsi de suite jusqu'au point P„.
Montrer ([ue, lorsque Y\ décrit S, la droite PjP^ enveloppe une conique F, tangente aux tangentes communes à S et à S'. Si, pour une position particulière de Pj, la droite P, P„ est tangente à S', il en est de même pour toutes les positions de \\.
[La correspondance entre l'i et P„ est biquadratique et involutive. Les (juatre points doubles sont les points de contact des tangentes communes. S'il y a un autre point double, il y en a une infinité.]
COURBES ET SURFACES DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ
EXERCICES RÉSOLUS
1. Soient une cycli'jue S el trois cercles bitangentsCi, Cj, C^^appailenant à la même famille. D'un point M de S, on mène les tangentes à ces trois cercles; soient ti, t.^, t^ leurs longueurs. Montrer que, lorsque M décrit S, elles satisfont à une relation linéaire et homogène
(ij rt^i H- 6/0-1- c^J =r o. (Darboux.)
L'équalion générale des cercles C d'une même famille peut toujours se mettre sous la forme
où X, Y, Z désignent des premiers membres déquations de cercles fixes et À un paramètre variable. La cyclique étant l'enveloppe des cercles C, son équation s'écrit
Si l'on regarde \, \. Z comme des coordonnées homogènes, celle équation représente une conique y, enveloppe des droites (2). Or, prenons un triangle de référence formé par trois de ces droites (A,), ('•2)> O-s)- L'équation de / prend la forme (Cbap. WXIII, Exercice proposé n" 33)
(4) n^T- hs^Y^cs'r -o, avec
\'=r/.fX-^/,V + Z, (:■>) '< Y'=r/.2X-|-ÀjY + Z,
-Mais, si Ion remplace \. Y, Z par leurs expressions en fonction des
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coordonnées x, y, X', Y' et Z' sont les preiniers membres des équations des cercles Cj, Cj, C3, de paramètres respectifs ).,, }.2' ^3- Ces premiers membres sont, d'autre part, égaux aux puissances de M(^-, y) par rapport à ces cercles, à des facteurs constants près, qu'on peut faire rentrer dans les coefficients a, 6, c de (4)- Gomme ces puissances sont égales aux carrés des tangentes issues de M. on voit que ré((uation (4 )• ([ui est une forme de l'équation de la cyclique, est la traduction analytique de la relation (1) ([u'il s'agissait de démontrer.
Remarques. — I. Cette propriété des cycliques est une généralisation de la propriété des cercles focaux d'une coni(|ue ( \\" 538).
II. Supjîosons que le cercle C3 se réduise à la droite de rinfi/ii, c'est-à-dire ({ue Z' se réduise à une constante. La relation (1) devient alors
(6) ali^ bto-h c = o.
III. Si l'on prend, pour un ou plusieurs des cercles G,, des foyers, les quantités tj deviennent les distances MF,. Dans le cas particulier où les cercles G comprennent la droite de Tinfini, si l'on prend pour Gj et G2 deux foyers F^ et Fj de la même famille, ta relation (6) devient
(7) aMVi-Jn hMF.,-^ c=zo.
La courbe est appelée ovale de Descaries.
2. Étudier la cyclique spliérique S définie par V intersection d'une sphère i et d\ine quadrique Q (Darboux).
La courbe S^est une biquadralique, caractérisée par la condition de s'appuyer en quatre points i, 2, 3, 4 sur le cercle de l'infini. Toutes les i|uadriques qui la contiennent ont mêmes plans cycliques et mêmes axes, les traces de ces plans et de ces axes sur le plan de l'infini étant les sécantes communes et les pôles doubles déduits des points de base 1,2,3, 4-
I. Gherchons les sphères bitangenles. Une telle sphère q coupe i suivant un cercle G bitangent et dont le plan I' est également bitangent. Réciproquement, tout plan bitangent coupe 2 suivant un cercle bitangent et toute sphère passant par ce cercle est bilangente. Or, les plans bitangenls se répartissent en quatre familles, les plans de chaque famille étant tangents à un des quatre cônes du faisceau ( n° 191). Soient F l'un de
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ces cônes et P lim de se^ plans tangents. Le lieu des centres des sphères C7 passant par l'intersection G de P et de - eU la perpendiculaire 01 à \* menée par le centre O ilei. Quand V varie en restant langent au cône F, O). décrit un cône y supplémentaire de Y.
Soient A le sonunel de ï et AG la génératrice de contact du plan P. Gelle génératrice rencontre S aux deux points de contact M, -M' avec les sphères c. La puissance de A par rapport à 7 est AM.AM'; elle est égale à la puissance de A par rapport à i. Dés lors, considérons la sphère X, de centre A et orthogonale à 1. Toutes les sphères a sont orthogonales à a.
Résumons les résultats que nous \enons d'obtenir :
// j a quatre familles de sphères rs hilangenLes à S". Dans chaque famille, le lieu des centres est un cône du second degré y, de sommet O, que nous appellerons cône déférent. En outre, les sphères g sont orthogonales à une sphère fue y., que nous appellerons sphère directrice.
Les (jualre cônes déférents sont homofocaux , car ils sont supplémentaires de cônes homocycliques ('). Les centres des (juatre sphères directrices sont les sommets du tétraèdre conjugué commun à toutes les quadriques passant par S. Si l'on considère deux d'entre eux, A, et A2, ils sont, en particulier, conjugués par rapport à i; donc, les sphères a, et y., sont orthogonales (n° 190). Autrement dit, les quatre sphères directrices sont orthogonales deux à deux.
11. Toute sphère cr passant par le cercle G, inlerseclion de 1 et de P, a une équation de la forme
Tout point [j. de i a pour puissance par rapi)orl à -7 le résultat de substitution de ses coordonnées dans >.P, c'est-à-dire une (luanlllé proportionnelle à la distance cl de ,a au plan W
Gela posé, considérons trois sphères bitangenles 7, a', a", d'une même famille et correspondant à des plans P, F', P" dillérenls. Ges plans étant tangents au cône \\ les distances de tout point y. de ce cône à ces plans
(') Leurs lrare> sur le plan de I inliiii sonl tangeiiles auv langenlcs au cercle de linfiai aux points i. 2, 3, 4. Les iraces de leurs focales sonl les ombilics déduits de ces quatre tangentes (c/. Cliap. WXIV, Ivvercicc proposé n" 19).
Haag. — Exercices, H. •^'^
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sont liées par une relation de la forme
I ) a \jd + b \fd' + c \/'d" = o,
n, (^, c élan l des coeflicienls conslanls (' ).
Si le point p. est sur S, il est à la fois sur F el sur ^. Chacune des dislances d, d' . d" peut être remplacée par la puissance de /j. par rapport à 0", o"' ou 0"", à un facteur constant près, qu'on peut faire rentrer dans a. b ou c. Dès lors, désignons par l, L\ t" les longueurs des tangentes à 0", 0"', a" issues de [j.. On a, entre ces longueurs, une relation de la forme
(p.) al + bt' -A-cL"=o.
III. Clierclions les foyers de S, c"est-à-dire les centres des sphères a de rayon nul. Ces centres sont à la fois sur le cône déférent y el sur lu sphère directrice a. Leur lieu est donc la cyclique 5, intersection de y el de a. Autrement dit, la cyclique S admet pour focales quatre cycliques, telles que s.
11 est à remarquer que S est, inversement^ une focale de s, car la relation entre les deux cônes F, y, ainsi qu'entre les deux sphères i, a, est réciproque.
3. Démontrer cjue toute surface non réglée du troisième degré possède 1- droites.
l*our qu'une droite D soit sjr une surface du troisième degré, il faut el il suffit qu'elle y ait quilre points. En exprimant ceci pour la droite la plus générale de l'espace, on obtient quatre équations algébriques entre les quatre paramètres dont dépend cette droite. Donc, en général, une surface du troisième degré possède un nombre limité de droites.
Pour évaluer ce nombre, imaginons qu'on possède une de ces droites D, 9l, pour simpliiier, supposons-la à l'infini dans le plan des.rv (-). L'équalicni de la surface est alors de la forme
( I ) ;; ( « .T- + «' j- + rt" ^ - + •:>. bys -\- 9. b' z..jc -\- -y. b" .ry ) ■+■ Ax-- -h A' r- + A" z- 4- 2 B )-:: -^ 2 B'.-.r -h '2 H"jcy -+- riC^ + !*C' j + aC":; + D -z o.
(') L"équali(Hi (i) n'est auLre que l'équation du cùne rapporLé aux plans P, P', 1'" {cf. Chap. XXXIII, HxerciGc proposé n" 33).
(-) On peut toujours se ramener à cette liypotlièse p;»r une iransfurniation homngrapliique convenable ( n° iO'i).
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La section par le plan P parallèle à J^Oy el de cote z comprend la droite D, et une conique C, dont l'équation est ré(|uation (i), quand on y regarde z comme constant. Ecrivons que cette conique se décoinpose :
(2)1 H"-i-0"z X' + a'z C'+Bz^ùz'
Nous obtenons une é([uation du ciii(|uième degré en z. Donc, yja/' ia droite D, passent cinq plans qui coupent chacun la surface suivant trois droites.
Prenons un queIcon([ue d'entre eux P. 11 coupe suivant trois droites D,, D2, D3, à chacune desquelles nous pouvons appliquer le résultat précédent. Noyons combien cela va nous donner de droites en tout. Si nous écartons le plan P, il reste quatre plans passant par D, et coupant chacun suivant deux droites autres que Dj. Cela nous donne 8 droites autres cpie Dj, D.,, D:j, Les plans passant par J)^ et par D:j nous donnent, de même, i6 autres droites ('). Nous avons donc, en tout, >.f\ droites nouvelles. En y ajoutant les trois premières, cela nous en f.iit 27. Il ne peut, d'ailleurs, v en avoir d'autres, car toute droite tracée sur la surface |)erce le plan P en un point qui appartient nécessairement à l'une des droites D,, Do, Dj. Finalement, le théorème est démontré.
Remarque. — Il y a, sur la surface, 1- familles de coniques, obtenues en coupant par les plans passant par une des ■}.- droites. Chacun de ces plans est bitangenl, les points de contact étant les points de rencontre de la droite et de la conique. Dans chaque famille, il y a 5 plans Iritan-
gents. Le nombre total de ces plans est -^^^^J = 45, cor chaque phin
est obtenu trois fois.
4. Toute sphère S bilan gente à un tore le coupe suivant deux cercles C el C Montrer que l'angle de ces deux cercles est constant.
Soit P un des points de rencontre de la sphère S a\ec l'a.ve du tore, l'^aisons une inversion de centre P et ayant pour puissance la puissance
C) Ces droites sonl nouvelles, car si une droite s'appujant sur D.^ avuil dojà été obtenue comme s'appuyant sur L),, elle serait dans le plan P. Ceci est toutefois en défaut, si la droite passe pac le point de rencontre O de D, et de D.^. Ce point est alors un point double et il n'y a que 21 droites (c/. Exercices proposés n"* "^O et 27). Pour être général, l'énoncé ci-dessus doit compter deux fois toute rlroile passant par un point double.
468 CIIAPITHE XXXVIll.
de P par rapport aux cercles méiiclien>. Le tore se transforme en luimême. La sphère S devient un plan bitangent et les cercles C et C les cercles de Villarceau de ce plan. L'angle des deux premiers est égal à l'angle des seconds. Or, celui-ci est évidemment constant.
Remarque. — La même propriété a lieu pour une cyciide de Dupin, car celle-ci peut se transformer en un tore par une inversion convenable. {Cf. Exercice proposé n° oV.)
EXERCICES PROPOSÉS
1. Étendre aux courbes de degré m >3 les considérations du n° 560.
, . m{m -\-Z) Montrer que les courlies de degré ni qui passent par — i
points iixes passent pir autres points lixes.
2. Soit une courbe G du quatrième degré. Une coni([ue T la coupe en huit points : i, 2. ....8. Chacune des quatre droites 12, 34, 56, 78 la coupe en deux autres points. Montrer que les huit nouveaux points ainsi obtenus sont sur une même conique. Cas où Test une droite double.
3. Les asymptotes d'une courlte du (jualrième degré coupent la courbe en huit points à distance finie situés sur une même conique.
k. Soit la cubi((ue
j:y{jc -T-yH-«) — -^-+-a — i =0.
i° Montrer que ses points à l'infini sont des points d'inflexion. 2° Chercher ses autres points dinllexion. Montrer qu'ils peuvent être définis par le système
où z doit être successivement remplacé par 1,
^•r-=3-K/(.i-3J et ^^.= 3+.r('-3J'
/désignant une racine cubique imaginaire de l'unité. A c =:= i , correspondent les points
(■'■; = — =mJ'4 = — -2) et {x-^ = —Zi,y-^ — —z^)\
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A z^=Zi, correspondent
(a-6= — i,.>o=— -2) el {a-- = — z,, y-— — i):
Enfin, 'à z ^^ z.2^ correspondent
(■^rs = — I. 1-8 = — ;,) et I ./•;, = —;,. r,, — — i).
3" Chercher les douze droites (jui coupent la cubique suivant trois ] oints d'inflexion et vérifier toutes les propriétés de 1 Exercice proposé n° o du Chapitre IX.
4° Montrer qu'une cubique réelle n"a que trois points d'inllexion réels.
5'^ Etudier le cas particulier où a = S. Montrer (|ue la cubique possède alors un point double et seulement trois points dinflexion.
o. En adoptant les notations du 11° 570. montrer que tout point M qui divise le serment M, M, dans un rapport constant décrit une cubique circulaire à point dou]>le.
6. On donne une cubique circulaire C, de point double O et une droite D parallèle à lasvmplote de cette cubique. On mène la sécante variable O/., qui rencontre C en M et D en N. On porte OP^^MN. Le lieu de P est une cubique C analogue à C, dont on déterminera l'asymptote et le cercle générateur en fonction des mêmes éléments de C.
7. On reprend les notations du n° o70 et l'on demande de démontrer que la tangente en M à C et la tangente en M, à F rencontrent A en deux points de milieu M^.
[ Considérerla sécante voisine OM' M', M^ et appliquer au tiiangle< JMj M, la propriété de l'Exercice proposé n° 11 bis du Chapitre ^ 1.]
8. Soient une droite fixe D. un point fixe 0 sur celle droite et un point fixe A en dehors. Par .\, on mène une droite variable AÀ, qui rencontre L) en P. Sur celte droite, on porte PM = 1\M'=1^0. Le lieu des points M et M' est une strophoïde.
9. Reprendre la discussion du n° 573. en supposant que la quarti(jue admet Oj:' et Or pour axes de symétrie.
10. En adoptant les notations du n° 573. montrer «jue la condition A ^ B est nécessaire et suffisante pour que les points cycliques soient des points de rebroussement. Par une rotation des axes, on peut annuler l'un des coefficients C et D. Les déférentes sont des cercles concentriques. Il v a
en outre une famille de cercles bitangenls dont les cenlres sunl en ligne droite el qui comprend trois foyers Fj, Fj, F3. Celle famille comprend aussi la droite de l'infini, de sorte que la cyclique est une ovale de Descartes. [Cf. Exercice résolu n° 1, Remarque TH.)
li. Démontrer (|ue le triangle conjugue commun à une déférente elau cercle directeur correspondant a pour sommets les cenlres des trois autres cercles directeurs.
12. Reprendre toute la tliéorie des n"^ 571 à 575 pour une cubique circulaire.
[Prendre O )' parallèle à l'asymptote réelle. Fuis, par un cliangement d'origine, faire disparaître les termes en j:y et en y^, ce qui donne une équation de la forme
Les cercles bitangenls s'obtiennent par la méthode du n° 573. Mais il n'y a pas intérêt à garder la variable P, à cause de la dissymélrie en x, y. Tirer )' de la deuxième équation dérivée et porter dans les deux autres. i"^n écrivant que les équations en x obtenues sont des identités, on obtient
CO 2(3(/.-— ,5D) — y). -f- 2/.(>.-^+ A/. -f-C) = o;
d'où ([uatre familles. Les déférentes sont les paraboles liomofocales (3). Le cercle directeur r> est donné par (4) et a pour équation
l'our démontrer Tortljogonalilé de F),, et r-;..,, diviser au préalable (2) par À et retrancher comme au n" 573.
Enfin, on examinera, comme pour les quartiques, les cas où il y a des symétries et le cas du point double.]
F3. Les tangentes à une cycli(|ue S au\ points cycliques sont les tangentes isotropes communes aux quatre déférentes. Les foyers singuliers f n» 514) de lacyclicpiesont les foyers ordinaires des déférentes (Darboux).
[Partir de la construction des points de contact d'un cercle C bitangent (n" 277). Si l'un de ces points est l, la tangente MT en M à la déférente,
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((iii est ijerpendiculaire à «)1, est .MI. C'est aussi la tangente en I à C, donc à S. ]
li. Pour qu'une cvclique admelte les points cycliques comme points de rebrousse naent. il faut et il suffit que les déférentes soient des cercles concentriques. ( C/. Exercice n" 10.)
l'i. Démontrer, eu s appuvant ^ur l'Exercice n- 11. ijiie >i tin cercle directeur F,, de centre Oj. a son rayon nul, les ceritre>02et O3 desdeuv autres cercles directeurs sont les pieds des bissectrices de l'angle O, du triangle qui a pour sommets O, et les points de contact des tangentes u^enées de ce point à la déférente D,. Montrer, en outre, que r2 et Dj sont tangents en O, à O, O3 et que f;. et D3 sont tangents en O, à OiOj {cf. n°o7(i).
10. Toute ovale de De-cartes à point driuble est un limaçon de Pa-cal (cf. Exercice n" 10). (^ue. donnent, dans ce cas particulier, les résultais de l'Exercice précédent ? Cas de la cardioïde.
17. On adopte les notations du n" 578. Chercher le foyer F' du limaçon situé sur 0.r et autre que Cet vérifier que. pour tout point JNI du limaçon, on a
ll.MO- :^.MF= ^"~ "' •
18. Sur l'axe Ojl- du limaçon précédent, se trouve un centre d'anallagmatie F autre que O :
1° Démontrer que tout ceicle C langent en O à Oj; coupe le limaçon en deux, points homologues M et M'.
2" Les tant'entes en M et M' au limaçon se coupent en un point T du cercle C.
.3" Le lieu de T est une cissoîde, admettant O poi-.r point de rebroussement.
I Solutions analuique et géométrique, — Le cercle directeur V de centre V et le cercle déférent D, de centre Q, sont tangents en O à O/. Lecercle C passe par le centre ^j du cercle bitangenlen Met M'. Le point T est. sur C, diamétralement opposé à w. La droite OT rencontre D eu li et la tangente à D parallèle à Ov en Ciels que OT =: CB . |
lî>. Un angle de grandeur constante se déplace de manière que ses côtés restent tangents à deux cercles. Montrer que son sommet décrit un limaçon de Pascal.
I Introduire l'angle parallèle dont les côtés passent par les centres des cercles. La droite joignant les deux sommets M et M' passe par un point fixe, pôle du limaçon; de plus, la longueur MM' est constante.]
20. Étant donnés deux points fixes F et F', le lieu des points M tels que MF.MF'zn /,- est une cyclique appelée ovale de Cassini. Etudier ses difTéreutes formes, quand on fait varier la constante /, . Montrer que ses déférentes sont deux coniques de foyers F et F' et que chaque cercle directeur est le cercle de Monge de la déférente correspondante. Sur l'axe FF', il y a deux autres fovers o et a»'. Montrer que Ton a
Mo.Mo'^ ^"mÔ',
O désignant le milieu de FF' et 2 c la distance FF'. Lorsque A = c, la courbe est une leniniscate de Bernoulli.
•li. Toute cubique circulaire à point double est une podaire de parabole et réciproquement. Dans quelles conditions cette podaire est-elleune cissoïde ou une slrophoïde ?
22. Clierclier les foyers d'une slrophoïde droite et d'une cissoïde droite.
23. On considère une cyclique sphérique S déterminée par l'intersection de la sphère ^ et d'une quadrique concentri(|ue Q, Examiner ce que deviennent, dans ce cas particulier, les résultats généraux de l'Exercice résolu n" 2. Démontrer la projjriélé suivante : Soient deux cercles bitangents C et G' de la même fiimille; d'un point M de S, on mène^ sur 2!, les arcs de grands cercles MT et MT' tangents à C en T et à C en T'; quand M décrit S, on a MT ± iMT' t= const.
[Trois des quatre cônes F sont des cylindres. Trois des cônes déférents sont les plans de symétrie de S; il en est de même des sphères directrices correspondantes. Les focales sont des cycliques planes.
Pour démontrer la propriété énoncée ci-dessus, introduire les cercles C" et C" symétriques de G et G' par rapport à O, ainsi que les sphères 7, a', 0"", 0"'" passant par ces cercles et orthogonales à i. Appli(|uer la relation (2) de TExerclce résolu n° 2 aux sphères c", o"', a'" d'une part et ct", C"', o"' d'autre part. Si o et cp' désigneiit les angles au centre correspondant
».r„ ,,r,., . CP , . a-' ,, CO
aux arcs MJ et Ml , on a : ^==2sin— > r=r2sin — , r =: 2 cos — ,
Cù' /"'r= 2 COS-i-.
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On a donc deux relations de la forme
?m - :z=rt s m r y cos -^) ces - z^ a sin -^ '- b cos^:
doii loD déduit aisément cp ± a'zz: const.
Dans le cas particulier où C et C ont des rayons nuls, on a une généralisation sphérique de la définition élémentaire de l'ellipse et de l'hyperbole. D'où le nom de coniques sphvriques donné aux cvcliques telles que S.]
2V. Transformer par inversion les propriétés des cvcli(j.ues ^pl)érique^, en prenant le pôle sur la sphère i. Montrer que si le pôle est, en même temps, un foyer de S. la tiansforniée est une o\ale de Descartes.
2."3. Clierclier les 27 droites et les 45 plans Iritangenls de la surface
2 xyz -t- J-- — y- -4-^-4-2 \^.yz 4- \ zx + i\rô.z ^ o .
I Les 27 droites sont réelles. Elles sont dans le plan de linlini et dans les plans ^ = o, 2\/2, ± i ; ^ =: ± \ji. — \Ji — i ; y = ±: i . — 2 ±: v 2.]
26. Si une surface du troisième degré passe par les axes de coordonnées, son équation est de la forme
À^jr H- v-(Bj- 4- C;) + zxl^K' X -H C';) -f- .r/(A".r + W y)
-H ayz + hzx -\~ cxy =r o.
L'origine est point double. Le cône des tangentes en ce point coupe la surface suivant 6 droites. Les 1 5 plans déterminés par ces droites associées deux à deux donnent chacun une nouvelle droite. Montrer qu'il n'v en a |ias d'autres.
[Le pian passant par O et par une droite ne passant pas par O coupe suivant une conique admettant O pour point double.]
Chercher les 21 droites de la surface
I 2 xyz -+- yz (y — 3z) -i- zx(— jx -\- oz) -h xy{ — 5 .r 4- / )
-+- yz -'r zx — xy = o.
\ érifier que les 1 5 droites qui ne passent pas par O sont telles que cliacune d'elles en rencontre 6 autres. En déduire qu'il y a 1 5 plans tiitangents ne passant pas par 0 et trouver les équations de ces plans.
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[Toutes les droites sont réelles. Les 6 droites issues de O sont les axes et les suivantes :
Chacune des i5 droites donne 6 plans tiitangenls ; mais, chaque |;lan est obtenu 6 fois.]
28. Démontrer que toute surface réglée du troisième degré est unicursale et que toute section plane d'une telle surface est unicursale.
{Cf. Chap. XXVI, Exercice proposé n° 7, en prenant une conique de la surface pour courbe unicursale.)
2i). Toute surface réglée du troisième degré possède une droite double, lieu du point double de la section par un plan (pielconque. Si on la prend pour axe des :;. réf[ualion de la surface s'écrit
0;j, O.,, 'i;, étant des polynômes homogènes de degré égal à leur indice. Tout plan passant par Os coupe la surface suivant une génératrice G. Par tout point P de Os passent deux génératrices G et G'. Les plans GPs et G'Pz décrivent deux faisceaux en involulion. Le plan GPG' coupe la surface suivant une troisième droite A, ne rencontrant pas Oz et qui reste fixe quand P varie. On fait une transformation homograpliique telle que à devienne la droite de l'infini du plan des .r/, que les plans GPs et G'Pz soient isotropes quand P est à l'infini et enfin que les plans doubles de i'involution précédente soient zOœ elzOy. Montrer que la surface devient un conoïde de Pliicker.
[La droite A est fwe, car s'il y en avait une autre A', toute droite s'appuyant sur Os, A et A' serait sur la surface, comme y ayant quatre points. La surface comprendrait une quadrique. Si A est à l'infini dans /Oj', 9:j ^ o. ]
30. Ce qui précède est en défaut, lorsque tp.> et 'J;^ ont un facteur commun. En annulant ce facteur, on obtient un plan II tangent à la surface le long de Os et que nous prenons pour sOj^. Par tout point P de Os, passe une génératrice G et une seule. Il y a correspondance Homographique entre Pet le plan sPG. Par une transformation homographique, on peut sup[)oser que le point P liomologue de II est à l'infini, i-i'équalion de la surface est alors de la forme
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Le cone des directions asviuptoliques admet une génératrice inflexionnelle, non située dans ;0)', si la surface ne se décompose pas. Prendre cette génératrice pour axe des .r, le plan tangent d inilexion pour .lOy et enfin déplacer Torigine en I amenant au point P correspondant a zOjc. L'équation de la surface prend la forme réduite :
iJémonlrer que la surface pent être engendrée de la manière suivante : Un paraboloïde hyperbolique A admet 0.r et O;; pour génératrices et Oy pour diamètre. Une parabole B admet Or pour diamètre et Qy pour tangente en O. Le plan tangent à A en un point M de 0 -^^ rencontre H en \, La surface est le lieu de la droite M\, quand -M décrit O;.
ol. Démontrer que la surface
i V - ■> r ) (.r- -f- y"" ' — " ' ^/' — r- > r — l 'i rz
est engendrée pai- une droite s"appuv;int >ur • >z. ( l->. \' . . 1910.) [La droite double a pour équations : .r ^z — «, y=: z.]
3:2. Etudiei- le.^ lignes « r-con.>t. du conoïde de Pliicker f n" iiSl
33. Calculer le paramètre de distribution d'une génératrice quelconque du conoïde de Pliicker.
3'l-. Clierclier les lignes asymptotiques du conoïde de Pliicker. {C/. Chap. \X\ I. Lxércice proposé n'^ 8.)
3o. -Même question pour la surface. (2) de l'Exercice 30.
30. Tiouver le lieu des projections û'un point fixe ^-ur les génératrices du conoïde de l'iucker.
3T. Chercher les lignes d'ombre du conoïde de Pliicker. [Elles se projettent sur xOv suivant des quarliques circulaires à point triple. I
38. Toute cyclidc est coupée par une sphère suivant une cyclique.
30. Sur une cvclide, il existe lo familles de cercles. Les axes de ces cercles sont les génératrices des ô quadriques déférentes. Les plans de ces cercles, qui sont des plans bilangenls, enveloppent 5 cônes du second degré, supplémentaires des cônes asymptotiques des déférentes. Par chaque point de la cyclide passent 10 cercle» tracés sur la surface.
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iO. Evaminer, dans la discussion du n° o82, les cas où la cycllde admet un, deux ou trois plans de symélrie.
VI. Iîl\.aminer également le cas où Ar=A'=A". {Cf. Exercice n° 10.)
Etendre aux cvclides l'Exercice
V3, Soient À et À' deux racines de l'équation (^6) du n° 582. Soient i, D et i', D' les sphères directrices et les déférentes correspondantes. Soient A et A' les centres des sphères. Vérifier que le cùne du faisceau (i, D) qui a pour sommet A' a pour équation
i et D désignant les premiers membres des équations (4o) 6^^ (^y) du n'' 582. Le cône parallèle de sommet à l'origine a pour équation
Former de même l'équation du cône du faisceau (i', D') qui a pour sommet A. Vérifier que ces deux cônes so.nt supplémentaires.
k\. Démontrer que chacune des cinq focales d'une cyclide admet les quatre autres pour focales. {Cf. Exercice résolu n° 2.)
[S'appuyer sur l'Exercice précédent. On peut aussi envisager la développable isotrope circonscrite à la cyclide et dont les cinq focales
sont les lignes doubles.]
io. Etendre aux cyclides du troisième degré l'Exercice 12.
hOt. Chercher les cyclides qui admettent une famille de sphères inscrites.
[Les équations (45) du n° 582 doivent se réduire aune. On. trouve que la cyclide doit admettre un plan de symétrie; par exemple, B' := o. Alors 7. :zz — A". La déférente est une conique C. Les sphères inscrites passent par deux points fixes a et />, qui sont des points doubles de la cyclide. Les trois autres déférentes et sphères directrices passent par ces points. Les déférentes admettent C pour focale.]
V7. La cyclide de Dupin est la seule cyclide qui possède deux familles de sphères inscrite*.
'1-8. Montrer que la surface de l'Evercice résolu n" 6 du Chapitre XXXIli possède une famille de sphères inscrites. Chercher les déférentes et sphères directrices de cette cyclide.
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'i9. Soil -M ui) point ([uelconqiie de la cyclide de Dupin du n" 58i. Soity^ sa puissance par rapport à la sphère i (n« 588). Montrer que les
M a. Mb Wa'.Wh'
(luotients et sont constant?.
50. N'érifier que les droites ab et a b' sont conjuguées par rapi^orl à 1 et que — est orthogonale au\ cercles C et C.
51. ^■éri^ler que la déférenle (55) du n° 588 admet les points a. /;, a' . h' pour ombilics.
52. làudier les propriétés particulières de la cvclide de Dupin à trois plans de symétrie, obtenue en supposant m =: o.
53. Démontrer ([ue la cyclide de Dupin est anallagmatique par rapport à tout point de l'une ou l'autre des droites ab. a' b' .
5i. <^)ue devient une cyclide de Dupin quand on la transforme par inversion, en prenant le pôle sur l'un des cercles (>, ('/ et, plus particulièrement, en l'un des quatre points doubles «, b. a', 6?
[Tore cône de révolution. — S'appuyer sur le théorème du n''585, en remarquant que F fait uu angle cou'^tanl avec (J. J
55. Démontrer, par la géométrie élémentaire, que le lieu des centres des sphères bitangentes à un tore est un hyperboloïde de révolution. (Considérer les cercles tangents aux. deux, cercles méridiens.) Les génératrices de cet hvperboloïde sont les axes des cercles de \ illarceau.
5G. Démontrer analvliquement le théorème de Villarceau, en faisant un cliangement de coordonnées amenant le plan des .vy à être bitangent.
57. Le plan bitangent au tore du n° 589 qui passe par 0/ le coupe suivant deux cercles. On fait tourner l'un d'eux de l'angle «autour de O^ et l'autre de l'angle v. Calculer, en fonction de //et i', les coordonnées des deux points de rencontre des cercles {a) et (r) ainsi obtenus. Calculer égalem.ent l'équation de la sphère S qui contient ces deux cercles. Calculer le ds- du tore en fonction de //, i', du, dv. Kn déduire que les loxodromies du tore ont pour équation' générale une équation du premier degré en //, v. {Cf. Ghap. XXV, Exercice proposé n° 9.)
[Pour plus de détails, voir un article de l'auteur dans les Noin-elles Annales de MalhéniaUqnes: mars 1907.]
58. Reprendre l'i-^xcrcice proposé n" 9 du Chapitre XII en remarquant que l'enveloppe des sphères (Uj et (U') est une cyclide de Dupii;. Reprendre aus>i l'F-xercice proposé n" 16 du même Chapitre.
CHAPITHE XWIX.
COURBES CYCLOIDALES
EXERCICES RESOLUS
1. Généraliser la théorie des roulelles^ en faisant rouler une courbe quelconque C sur une courbe quelconque C.
Traçons, dans le plan fixe de la courbe C, deux axes rectangulaires xOy el, dans le plan mobile de C. deux axes rectangulaires x' O' y' . Soient M le point de contact des deux courbes, MX la demi-tangente positive et M Y la demi-normale positive communes aux deux courbes.
Appelons (^, rj) les coordonnées de M et o Tangle polaire de MX pairapport à xOy et t', 'i\' , 9' les mêmes quantités relatives à x' O' y' . Soient (a, (3) les coordonnées d'un point P (|uelconque j^ar rapport à x' O' y' . Cherchons ses coordonnées (r, y) par rapport à .rOr.
Introduisons les coordonnées intermédiaires (X, \) par rapport aux axes XMY. On passe de xOy à XMV jtai- la translation (ç, rj) et la rota lion Q ; on a donc
(i; a- =z ^ H- X coscp — Ysincp, j nr rj + X sincp -+- \ cosa».
De même,
a = t'-i-Xco3(p' — Ysincp', |3:zr-r)'+ Xsincp'-i-Y cos<p';
d'où
X = (a — £') coscp'-H (|3 — rj') sin oj',
Y := — (a — I') sin çp' + (^ — rî) coscp'. Portant dans (i), il vient
\ .'■ - - ç -t- (a — ç') cos(cp — Cj>') — (,3 — r/) sin (cp — 9'), / y :=-ri-h (a — ;') sin (cp — cp') -h ( ;i — rj') cos(© — 9').
D'autre pari, la condilion de non-glissenienl s'exprime par
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i)ii peut, dès lors, imaginer que i, yî, o, £', rj', tp' aient été exprimés en l'onction de la seule variable s ou de tout autre paramètre /, en respectant la condition (3 ).
Si, dans les équations (2), on regarde a, 3 comme des constantes, on obtient tes équations paramétriques de la courbe Y décrite, dans le plan Jioce, par un point P quelconque invaiiablement lié au plan mobile. >■
Cherchons la tangente en P à T. A cet ellet, diiïérentions les formules (2), en tenant compte des relations (n° 19G)
4 ) r/? = ds co s o . dr, z=z ds s i n o :
il \ient, après un calcul facile,
( 5 ) da- ^= — ( J — n ) {do -- d':>').
Un aperçoit immédiatement la relation (6) (j,_;)^^^(y
f/£' = ds cos 9', dfi =z ds si n o' ;
dy^{.v-c){do-do').
— r. ) dv = o.
([ui exprime que la tangente en P à F est perpendiculaire à MP ou bien encore que la normale est MP. {Cf. t. III, 11° iâ.)
Cherchons maintenant l'enveloppe d'une courbe S' invariablement liée aux axes x' O' y' . Pour définir cette courbe, il suffit d'imagint-r que y., 3 sont des fonctions données d'un paramètre b. I\ous avons alors les équations paramétriques (2) de la courbe mobile, en fonction des deux paramétres s et 6. D'après la méthode générale du \\° 279, les points limites sont donnés par
de dr à y ôj-
Oh Os ùb ()s
Mais, d'après (6), nous avons, en regardant 5 comme constant, (8) (.-5)^ + (r-r,,^ = „.
En éliminant fc=f -f- entre (-) et (8), il vient
(Js as
ou
dy. dij .
^sin(9-'^)^-^cos( =
'dh
4bo cHAi'iTm-: \xxi\.
ou. en remplaçant a- — £ et ) — rj par leurs valeurs tirées de ( ?. ),
Ceci exprime ([ue la tangente en P à S' est perpendiculaire à MF. Donc, les points de contact de S' avec son enveloppe S sont les pieds des normales abaissées de M sur S' {cf. t. III, loc. cit.).
Cherchons le rayon de courbure R de S en F. A cet effet, prenons comme paramètre 5 l'angle de O' x' avec la demi-tangente positive PT à S' el à S. jXous avons (n° 311)
(lo) dx=i\\' coi'Jd^, fl?[3 = R'sin9c/9,
\\ désignant le rayon de courbure de S'. En outre, l'équation (9) s'écrit
(il) (a — :') cos5 + (,S — rj') sin9 =^ 0.
L'angle '-!;=: \0.r, PTy est donné par la formule de Chasies :
l£nfin, le ravon de courbure cherché nous sera donné par la formule
(i3) dx =i\\co^h d'\i.
Alin de simplifier les calculs, imaginons que les axes fixes et les axes mobiles aient été choisis de telle manière que, lorsque le point de contact de S' et de S est précisément le point P actuellement considéré, O' x' y' et Oxy coïncident, O' x' étant, en outre, la demi-tangente positive en M à C et C, et O' y la demi-normale positive. Avec cette hypothèse, nous avons, tjuand le point de contact est en P,
(i4) ç i^rrj = ç'=rj'= o — 9'= o.
La formule (i3) devient alors, en tenant compte de (l'î) et de (2),
( 1 5 ) H cos 0 ( do — ch' +d9)=: d'i n- dy. — dl' ~ (3 ( do — do').
Nous avons, d'autre part, en appelant p et p' les rayons de courbure de G et de C au point M.
(lO) do^-, do'^-^4\
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puis
d\ = '\l'=ds.
Enfin, pour calculer db, dirtérentions (11); nous obtenons, en tenant compte de (10) et ensuile de (i4) et (17),
dB ( R' — a si n 5 -i- j5 cos 5) — ds ces ^ =: o
ou. en posant /• = MF .
(18) dQ{K'-^ r) — dscoiB.
Finalement, si Ton porte (10), (16), (17) et (18) dans (i5), il vient
i 1 (R— R)co>29
(R'4-/-)co=5 \—
co- h
0 p' ( R'-i- /j ( R — /•) ' ' VR — /• R'-i-r Introduisons les centres de courbure A. A', R, R' de S, S', C, C
Fig. 42.
ÎN
(fis- 42). L'équation (\C)) devient
^^B xtr ' ~ ' xïÂ \rv/ ^' ■
Cette formule porte le nom (\e formule de Savary.
Elle donne lieu à la propriété suivante : Les droites AB et A'B' se coupent sur la perpendiculaire en M à MP, En effet, si E et E' sont les points de rencontre respectifs de AB et vV'B' avec cette perpendiculaire, IIaag. — Exercices. II. 3i
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orientée par l'angle 9, on a (*)
I cos^ sin9 I ces 5 sin 6* _
IfÏÏ ~ mX ~ MË ' MW MA' " MË"' '
en tenant compte de (20), on en tiie Mh2= ME'.
Cette élégante propriété permet de construire simplement l'un des quatre points A, B, A', B' quand on connaît les trois autres. Cette construction est dite construclion de Savary.
Remarque. — Si S' se réduit à un point P, S est la courbe décrite par ce point; le point A' est confondu avec P et la construction de Savary donne A, si l'on connaît B et B'.
Tracer Vhypocycloïde enveloppée par la droite
i ^ 1)1 — in^
( 1 ) y = m jc H
Nous allons chercher un point d'où ion puisse mener trois tangentes formant un faisceau régulier. L'équation (i) ou
doit être de la forme
„ 3 /« — ni^
tangJo = 5 — ;-
ou
( 3 ) m^ — 3 ni' tang 3 9 — 3 m -h tang 3 9 = o.
En comparant les coefficients de rang impair dans les deux équations,
on a
(') Pour établir la première de ces formules, par exemple, on peut remarquer que si l'on prend xME pour axe des X et MP pour axe des Y, l'équation de AE est
ÂÎË "^ MA ~ ' ■
En y remplaçant X et Y par les coordonnées de B, soit MB si n 6 et MBcos6, on obtient la formule.
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De même, en comparant les coefficients de rang pair, on a
Enfin, en comparant les deux derniers coefficients, on a
1 — Y 1 tang39= — 3x — — ^ = ■= tang( — 29'', 5).
Le centre oj de l'hypocycloïde a pour coordonnées {-■> y ) • Une de
ses tangentes de rebrou ssement a pour angle polaire 9 =r — 9^', 8. Cherchons son point de contact. On a son abscisse, en dérivant (i) par rapport à ni:
m* H- 4 ft^^ -\- im — I
en remplaçant ni par — tang(9'^,8) = — o,id5. Pour avoir r, portons cette valeur de x dans l'équation de la droite de coefficient angulaire — 0, 1.55 menée par le centre w :
)• =; 0,75 + o, i55 X 1 ,65 riz I ,01.
Avant le centre (o et un point de rebroussement, il suffit d'achever le triangle équilatéral et la construction de la courbe en résulte. Nous laissons au lecteur le soin de faire le dessin.
3. Soien l une hypocycloïde à trois rebroussements H et un point V pris sur son cercle tritangent y. De ce point, on mène les deux tangentes rectangulaires PT, PT'. Elles rencontrent y en T, T'. Soient, d'autre part, M et M' leurs points de contact. Soit enfin PT" la troisième tangente issue de P, M " son point de contact et T" son point de rencontre avec y. Démontrer les propriétés suivantes :
Les points T et T' sont les milieux de PM et PM' et P est le milieu de T"M"; PT" est perpendiculaire en T" à la droite MM', laquelle est tangente à H, a son milieu I sur y et son point de contact [x symétrique de 'ï" par rapport à\. De plus, M"T" a pour milieu P.
Il serait aisé d'établir ces propriétés par le calcul et nous conseillons au lecteur de le faire. Nous allons indiquer ici une solution géométrique.
Considérons une position quelconque du cercle roulette C et la position correspondante M du point qui décrit II (fig. 43). I^es deux cercles C et •/ sont égaux et tangents en T. Les deux triangles TO'M et TOP
sont symétriques par rapport à T; donc, T est le milieu de MP; de plus, OP est parallèle à O'M. Quand OT tourne de V angle 9, O'M tourne de l'angle — 2© ( n° 59i); donc, OP tourne aussi de l'angle — 29 (*).
Fig. 43.
Gela posé, si T vient en T' diamétralement opposé à T sur y, OT a tourné de tt; donc OP tourne de — 27r; autrement dit, P revient à la même position. La droite PT' est la tangente perpendiculaire à Pï (-); son point.de contact M' est symétrique de P par rapport à T'.
Si T vient en P, OP tourne de l'angle — 2 TOP; P vient donc au point T" symétrique de P par rapport à OT. La troisième tangente issue de P est PT"; elle est perpendiculaire à TT'. Son point de contact M" est symétrique ds; T" par rapport à P. Le segment MM' est homothétique de TT' par rapport à P et dans le rapport 2; donc, il passe par T", où il coupe PT" à angle droit. La droite MM' est la tangente à H perpendiculaire à PT". Elle rencontre y au point I homotliélique de O, donc milieu de MM'. Son point de contact M'" est ce que devient M, quand T vient en I el P en T"; il est donc symétrique de T" par rapport à L
Autre démonstration. — Voici une autre démonstration moins élémentaire.
Considérons un réseau langentiel (p) admettant pour coniques de base
( ' ) Ceci prouve que les angles polaires ç et œ' de T et de P sont liés par une relation de la forme 9'-}- 29 = const. ( C/. n" .596 et Exercice proposé n" 17.)
/^ (^) Il n'y en a pas d'autre, car, si 01' tourne de 9, la bissectrice de l'OP tourne
de = — — ; la tangente PT, qui est perpendiculaire à cette bissectrice, tourne
du monne angle. Pour qu'elle tourne de — > il faut donc que OT tourne de — tt. Nous démontrons ainsi la propriété caractéristique du cercle tritangent ( n" G04).
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deux paraboles H, el ÏI^ et les points cycliques ('). Soit (R) le réseau ponctuel contravariant (-) (n° oïl).
Toule conique dégénérée de (p) se connpose d'un point P à distance finie et d'un point P' à l'infini {^). Donc, la /lessienne h comprend la droite de Tinfini, comme lieu de P', el une conique y, comme lieu de P. D'ailleurs, si P' vient en un des points cvcliques, P va à l'autre. Donc, y est un cercle.
La cayleyenne H est l'enveloppe des droites PP' (*). Comme PP' c 'ïucide deux fois avec la droite de l'infini, quand P' tend vers l'un des points cycliques, cette droite est tang^ente double et ses points de contact sont les positions limites de P', c'est-à-dire les points cycliques. Comme la cayleyenne est de troisième classe, c'est une hypocycloïde à trois rebroussements (n" 602).
Appliquons maintenant les propriétés générales établies aux n°^ 512 et 513.
Tout point P du cercle y est le point de rencontre de deux tangentes associées PT et PT' de H. Or, ces deux droites doivent être conjuguées par rapport à toute conique de (p), en particulier par rapport aux points cvcliques; elles sont donc rectangulaires. Il s'ensuit que y est le cercle tritangenl de H.
Le point P' associé à P sur la hessienne est un point à I infini. Dautre part, on sait que la tangente P 9en P à y est conjuguée harmonique de PP' par rapport aux deux droites associées PT, PT'. Il en résulte que PP' est la polaire, pai- rapport à y, du point de rencontre 5 de cette tangente avec le diamètre TT'. Donc, PP' est perpendiculaire à TT'. C'est d'ailleurs la troisième tangente à H issue de P.
On sait maintenant que, corrélativement, le troisième point de rencontre de PP' avec la hessienne, c'est-à-dire le point T" de y, est conjugué harmonique du point de contact M" par rapport à PP'. Comme P' est à l'infini, cela veut dire que P est le milieu de T"M".
On sait aussi que la droite MM' qui joint les points de contact des deux tangentes associées PT, PT' est une tangente à H, d'ailleurs associée à la iroisième tangente PT" issue de P. Fille est donc perpendiculaire en T" à PT'. Elle rencontre y au milieu de I de MM'. Si l'on fait
(') C'est le réseau des paialjolcs liomofocales à un faisceau tangentiel de paraboles.
(-) C'est le réseau des hyperboles équilatères ayant mêmes asymptotes qu'un faisceau ponctuel d'hyperboles équilatères.
(') Le point P est le foyer commun à toutes les paraboles du réseau dont l'axe passe par P'.
(*) C'esl-à-dire des axes des paraboles.
jouer à ce point le rôle du point P, IT" joue le rôle de PT", car son associée passe par T" et non par I; donc, M'" joue le rôle de M", et, par suite, est symétrique de T" par rapport à I.
Nous avons finalement démontré toutes les propriétés de l'énoncé. Voici maintenant quelques conséquences qui résultent naturellement de la considération des réseaux (p) et (R) :
I. L'enveloppe des axes des paraboles inscrites dans un triangle T est une hypocycloïde à trois rebroussements, dont le cercle tritangent constitue le lieu des foyers (').
II. L'enveloppe des asymptotes des hyperboles équilatères circonscrites à un triangle T' est une hypocycloïde à trois rebroussements, dont le cercle tritangent est le cercle des neufs points de T' ( n° 5(Jo).
EXERCICES PROPOSÉS
1. Etablir les formules (12) du n'^ 595 comme cas particulier des formules (2) de l'Exercice résolu n° 1.
2. Soit une courbe quelconque G. On prend sa symétrique G' par rapport à une de ses tangentes. Puis, on fait rouler G' sur G. Montrer que tout point P entraîné par G' décrit une courbe homothétique d'une podaire de G (évident géométriquement). Gas où G est un cercle. Cas où G est une conique et P un foyer de G'.
3. On reprend les notations précédentes et Ton considère une courbe S' invariablement liée à G'. Montrer que Tenveloppe de celte courbe est aussi une partie de l'enveloppe d'une famille de cercles admettant G pour déférente. Dans le cas où G est une conique, quelle est l'enveloppe d'un cercle S' ayant pour centre un foyer de G'?
h. On fait rouler sur Ox la courbe G définie par les équations
Trouver le lieu décrit par un point (pielconque F^ entraîné j)ar G. Gas où le point P a primitivement pour coordonnées (o, i). [Quartique unicursale. Dans le cas particulier, parabole.]
(■) Ce cercle est le cercle circonscrit au triangle T (Chap. XXXV, Exercice proposé
n» 'lO).
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o. Même question que précédemment, en prenant pour courbe G la chaînette y = cil ^. Montrer que tout point P de la base de la chaînette décrit une courbe dont l'équation polaire peut s'écrire
sh (p — 2<) = tangcij.
si l'on prend pour pôle le point (o, — i).
6. La normale Pi\ à une courbe F roule sans glisser sur la développée C. En déduire que si un point Q est invariablement lié à l'angle droit NPT, il décrit une courbe dont la normale passe par le centre d"e courbure M der.
7. Appliquer la construction de Savary aux épicycloïdes et hypocycloïdes, ainsi qu'à la cycloïde. Retrouver, par ce moyen, les propriétés des n°^ 597 et 607.
[En appliquant le théorème de Ménélaiis au triangle MPB' et à la transversale ACB, on retrouve tout de suite la formule (28) du n° 597. En prenant le triangle BB'(] et la transversale AMP, on trouve
BA _ 1 BC I — 7. m
Comme C, diamétralement opposé à P, décrit une courbe égale à la proposée, on en déduit la similitude de la développée.]
8. Pour construire une courbe cycloïdaie, il est commode d'employer les coordonnées polaires p, oj. Calculer, d'après les formules (12) du
n° .595, p^ et -jr- en fonction de|9.
Pour ^, employer la formule: 0'^ d'^ — x dy — y dx . Qn trouve que
clws . -V '1 r ^ 1 > "^
le signe de -rr est celui d'une quantité A. qui. lorsque ^ croit de o a — > ^ d^ 1 > ' m
croît de >„= ( 1 — e) (i — w 4- em) à >.!= (r+ e) (i — m — em)- Ponr discuter les différentes formes de courbes, on est ainsi conduit à faire des
hypothèses sur les signes de ').^ et de /[.
9, Pour quelle valeur de e la courbe passe-t-elle à l'origine? Calculer
p et 0) dans celte hypothèse; en déduire l'équation polaire de la courbe
p = 2 R ( I — m) cos '-
2 ni
10. Calculer l'équation qui donne les 9 des points d'inflexion.
•^'y — y'-^"— o; e-{m — i)-{-m-he{\ — 2m)cos~ =0. Le premier membre décroît de (i — e) [a?i + ^(i — m)] à {i ^ e) [m — e{i — m)] quand d croît de o à —
11. Construire, en s'aidant des Exercices précédents, les courbes cycloïdales définies par les systèmes suivants de nombres caractéristiques :
Démontrer que la courbe définie par les équations
o^ rz: A cos/ + B cos^', j =r A sin ^ + B sin /', les variables t et t' étant liées par
at' -+- ^t -^y = 0, est une courbe cyloïdale. Calculer ses nombres caractéristiques.
13. Pour qu'une courbe cycloïdale soit algébrique, il faut et il suffit que m soit commensurabie. Montrer qu'elle est alors unicursale et calculer son degré ainsi que sa classe.
:5i m = - < - et /-> > o, le degré est i\p — q\. La classe est égale
à /? + !/;— ^y|. On l'obtient en cherchant les tangentes issues d'un point P du cercle F (n» 596) et utilisant la relation (19). On doit supposer successivement que T est en P, puis que T' est en P.
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li. Montrer que, si l'on intervertit les rôles des points T et T' du n° 59G. on ol)tient le deuxième mode de génération, résultant du changement de m en i — m {n° o9i).
Démontrer que le rapport est constant
Calculer À et '/.' au moyen des équations (17) et (i8)i:lu n° 596. On
trouve — := •
16. Les angles polaires o et o' de T et T' étant supposés liés par la relation
A9--Bo'+ C = o,
trouver les rebroussements de l'enveloppe. {Cf. Chap. 11, Exercice résolu n° 2. )
17. Sur un cercle, on prend un point fixe A et un point variable M. Par M, on nièiie une droite i\lX, de direction fixe. Montrer que la symétrique de AM par rapport à Ma et les bissectrices de l'angle AMX enveloppent des hypocycloïdes à trois rebroussements.
18. Calculer l'équation de la tangente à la courbe (12) du n° 595. Montrer que la podaire d'une épicycloïde ou liypocycloïde par rapport à son centre a une équation polaire de la forme p=: Aeos/.w et réciproquement. Calculer R et m en fonction de A et /..
Calculer Taire d'une boucle de courbe cycloïdale
20. Calculer l'équation tangenlielle de l'iiypocycloïde à quatre rebroussements.
21. Un triangle isoscèle OAB varie de manière que les côtés égaux OA, OB demeurent constants, le sommet O et la hauteur issue de ce point restant fixes. Quelle est l'enveloppe des deux autres hauteurs ? (Ilypocycloïde à quatie rebroussements.)
22. Soient deux paraboles focales l'une de l'autre et d'axe commun 0.r. On prend un point M sur l'une et un point M' sur l'autre. Soient I le milieu de MM' et P le plan mené par ce point perpendiculairement à MM'.
1° On assujettit MM' à être perpendiculaire à Ox. Montrer qu'elle
engendre une surface dont la ligne de slriclion se projette suryOsuivant une liypocycloïde à quatre rebroussements. Quelle est alors l'enveloppe du plan P ?
2° On assujettit le plan P à faire un angle constant avec O^. Montrer que Tarête de rebroussement de son enveloppe est une hélice tracée sur un cylindre à base hypocycloïdaie.
\^Nota. — Ouand M et M' varient d'une manière quelconque, P enveloppe une surface minima appelée su/ face crEnneper.J
23. Les jjlans tangents à un paraboloïde hyperbolique équilatère qui font 45" avec le plan tangent au sommet enveloppent, dans ce dernier, une hypocycloïde à quatre rebroussements.
24. Reprendre la démonstration du n° GU2, en montrant qu'il existe un point d'où l'on peut mener trois tangentes formant un faisceau régulier. Puis prentire ce point pour origine et l'une des tangentes pour axe des j:.
25. Construire les hypocycloïdes enveloppes des droites suivantes :
y — mx —
y =: JH X H-
26. Démontrer analytiquement les propriétés I et 11 de l'Exercice résolu n° 3.
27. Démontrer (|ue les enveloppes suivantes sont des hypocycloïdes à trois rebroussements :
1° Enveloppe des axes des paraboles circonscrites à un triangle; 2° Enveloppe des tangentes au sommet des paraboles inscrites dans un triangle ;
3° Enveloppe des droites de Simson relatives à un triangle.
28. On reprend l'Exercice proposé n" 16 du Chapitre XXXlll. Trouver l'enveloppe de l'axe de II quand D passe par un point fixe.
Ilï' -f-
2 ni -T-
ni- -H
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29. On reprend l'Exercice ik du même Chapitre. Trouver l'enveloppe des axes des paraboles, ainsi que de leurs tangentes au sommet.
On reprend l'Exercice 25 du même Chapitre
1° Trouver l'enveloppe des axes des coniques S dont le point de Frégier relatif à O est un point donné de Or;
■2^ Trouver l'enveloppe des axes et des asymptotes des coniques S qui sont des hyperboles équilalères;
3'^ Trouver l'enveloppe des axes des coniques S qui sont des paraboles, ainsi que le lieu de leurs fovers.
31. Par un poinlde rebroussement A dune hypocycloïde à trois rebroussemenls H, on mène une sécante variable, qui rencontre la courbe en P et Q. Les tangentes en ces points se coupent en un |)oint M, qui décrit une ellipse E tangente à H aux deux autres |)oints de rebroussement B et G et au sommet situé sur OA, ainsi qu'au cercle base au point A' diamétralement opposé à A. Les tangentes en P et Q à H divisent harmoniquement BC.
[Partir de la tangente (89) du n" GOi et en déduire les équations paramétriques de H. Les points P et Q sont caractérisés par mm' = 3.]
32. Si un point P tourne uniformément sur un cercle, pendant que ce cercle est animé d'une translation rectiligne et uniforme, le point P décrit une courbe cycloïdaleà base rectiligne.
Les équations
a: =:i a. t -h p cos { (x) t -h 9),
définissent une cycloïde si a-+ 3-=:p-. Chercher ses rebroussemenls et ses sommets.
3i. Cliercherles points d'inflexion d'une cycloïde raccourcie et les points doubles d'une cycloïde allongée.
3o. La tangente en P à une cycloïde rencontre la tangente au sommet S en un point T. Démontrer que l'arc SM égale ^PT.
36. Une droite tourne uniformément autour d'tin point, pendant que ce point décrit uniformément une droite fixe. Montrer qu'elle enveloppe une cycloïde.
EXERCICES RÉSOLUS
1. Montrer que, par deux points A et B, on peut faire passer deux arcs de chaînette à base horizontale et de longueur donnée.
Prenons pour origine le milieu O de AB. Soient {a. b) les coordonnées de A et (-a, - b) celles de B. Soit / la longueur donnée. L'équation de la chaînette cherchée est de la forme
(i) r — j3 = wch
En écrivant qu'elle passe par A et B, nous avons les deux équations
(2) b-P.^mch'L.:^, Z> + :3=-mch^^t:^.
Nous en aurons une troisième, en écrivant que l'arc AB a, pour longueur /.
(3) ;«fsh^^^ + shli:t^W/
Nous avons trois équations à trois inconnues : a, (3, ni. La dernière ne renferme pas ,3. En ajoutant les deux premières, nous en obtenons une autre ne contenant que a et m :
(4) ■^b^m(c\/:LZ^-c\^^^^^
\ m ni
En développant les sinus et cosinus hyperboliques, les équations (3) et (4) s'écrivent
(K\ ■ . Cl Cf. l
\^) sh — ch — 7= -,
m ni •! ni
(6) shfLshiL = _i.
m ni m
Eliminons a. en élevant les deux, équations au carré et retranchanl la seconde de la première :
ni m- \ 4 /
Prenons pour inconnue auxiliaire ^ =: — L équation ci-dessus s écrit,
en posant K-=: — ,
sh-^.- = K2:;'-;
d'où, en remarquant que, d'après (5), le rapport doit être positif,
(7) shs^rK^.
Si l'on coupe la courbe j' = sh^ (t. I, n° 10;)) par la droite r = Kj7, on voit que cette équation n'a pas de racines si K -< i , c'est-à-dire si /-<; 4(a- + 6") ou / ■< AB. Gela était à prévoir, puisque l'arc AB est nécessairement plus long que la corde AB. Supposons donc / >- AB, d'où K >■ 1 . L'équation (7) admet alors deux, racines opposées 5 et — z. Ayant ^. on
en déduit m = - • L'équation (6) donne ensuite , y.z bz b
(8) Sh — = — = r-.
On en déduit une seule valeur pour —, donc pour y.. Enfin, en
retranchant les équations (■-2), on a
(q) 3^ — ^ — cli3ch— ^•
Nous obtenons bien deux solutions.
On passe de l'une à l'autre, en clianj^eant z en — s, donc m en — m, y en — (Z, j3 en — ^(3. Cela revient à changer ,r en — j; et j en — y dans (r). Les deux solutions sont symétriques par rapport au milieu de AB, ce qui était évident a priori.
Remarque. — Cet exercice donne la solution du problème suivant : Trouver La position d^ équilibre d'un fil pesant, de longueur l, dont les extrémités sont attachées aux points A ef B. ( Cf. t. III, Chap. IX,
Exercice proposé n" 'i2).
2. Déterminer toutes les hélices pouvant être représentées par des équations de la forme
(i) mx — az'", pv — bzP. (É. P. ,1918.)
Nous allons écrire qu'il existe une droite OÀ, de cosinus directeurs a, {3, y, qui fait un angle constant V avec les tangentes à la courbe :
(2) cosV =
y/r/2-2/«-2_^ Ijï .-ip^-i ^ ^
Une telle identité n'est possible que si la quantité sous le radical est
un carré parfait, ce qui exige que l'un des trois termes soit le double
produit des racines carrées des deux autres. Nous avons donc les trois
solutions :
J7l -+ p =:= 2, 2ab = i.
11 est facile de voir que les deux dernières solutions se déduisent de la première par une symétrie par rapport à un bissecteur. A ces symétries près, la solution la plus générale du problème est donnée par les courbes
(3) {2p — i)jc=:az-i'-\ 2py=a^zP.
Si l'on revient à l'identité (2), on voit qu'elle exige
[3= G, y = a ^ COSV = — rij
puisque a--{- (3- -h y-== i. Donc, les courbes (3) sont des hélices, dont le cylindre rectifiant a ses génératrices parallèles à la première bissectrice de zO ce et dont les tangentes font 45° ai'ec ces génératrices.
Remarque. — La courbe (3) se trouve sur le cône du second degré :
3. Soient une droite 01 de cosinus directeurs (a, [3, y) et un point A(xo, jo, Za). Trouver les équations de r hélice circulaire OX, de pas k et passant par A.
Soit P(^,,ri,5i) la projection de A sur OÀ. Appelons K la distance PA et
les cosinus directeurs de la demi-droite PA. Soient «', b' , c' les cosinus directeurs de la demi-droite PB telle que le trièdre PABX soit irirec-
laiigle et positif. On a ( n° 35)
( r„ — ;, ) 3 — ( j„ — vi ) ■/ __ ^ojS— yoy
en remaïquanl que .ri, yi, c, sont proportionnels à a, ^3, y. Cela posé, soil lin point quelconque M de Tliélice. Le vecteur 0\1 peut être considéré comme la somme géométrique du vecteur OF, d'un vecteur Rcosf porté par PA, d'un vecteur Rsin^ porté par PB et d'un vecteur kt porté par PÀ. On a donc
j:- = j7, -1- R(rt cos^ -i- a' sin ^) -H ky.t ou, en lenant compte de (1) et (2),
(3) .r=: ^-1 + (^0— ^•,)cos/-i-(;3;o— 7Jo)^^n^^-^'^^•
Si l'on remarque enfin que j^i— a(a j?o + [S/o 4- y^o)» l'équation (3) et les deux équations analogues constituent les équations demandées.
EXERCICES PROPOSÉS
1. Trouver et construire les arcs de chaînette qui ont pour longueur 6,5 et qui ont pour extrémités les points A (o, 0 ^^ B(2,5 ; 1,8).
2. Soil -M un point quelconque de la cliaiiietledu n° G09. On le projette en P sur 0.r; puis, on projette P en Q sur la normale MN. Montrer que MO=:i et PQ = arcAM. Calculer le rayon de courbure de la courbe lieu de Q. Nérifier que l'aire comprise entre la chaînette, O/, Ox et iMP égale deux fois l'aire du triangle MPQ.
3. Soient a l'arc de tractrice AP (n^ 610) et / l'ordonnée du point P. Vérifier la relation ye'=:: i.
i. Quelles sont les trajectoires orthogonales d'une famille de cercles égaux avant leurs centres en ligne droite ? {Cf. Chap. XXIV, hxercice résolu II" 2.)
5. Chercher les lignes géodésiques de la caténoïde. [Applicjuer l'équation de Clairaut (Chap. XXV, Exercice résolu n°o), en utilisant la formule (lO du n° OU.]
6. Calculer le ds^- de la pseudosphère. Monlrer que ses Joxodromies se projettent sur xOy suivant des spirales hyperboliques.
7. Chercher les géodésiques de la pseudosphère. Montrer que leurs projections sur xOy sont toutes des courbes semblables.
8. Chercher les lignes asymptotiques de la pseudosphère. [Appliquer la formule (i4) du n° 364-. On trouve c ± « =r const.]
9. Soit une spirale logarithmique, de pôle O. Soient M un de ses points et C le centre de courbure correspondant. Démontrer que l'aire balayée par le rayon vecteur depuis OM jusqu'au pôle est égale à l'aire du triangle OMC.
10. Ecrire les équations paramétriques de la spirale logarithmique, en coordonnées cartésiennes.
11. Démontrer que les hélices dont le cylindre rectifiant a pour équation yT=ic\\jc se projettent suivant des hyperboles sur le plan yOz.
Déterminer a el b pour que la courbe
a:y = a, a:--=: byz
soit une hélice.
14. Montrer que toute hélice est une développée de courbes planes situées dans les plans de sections droites du cylindre rectifiant. En déduire les équations paramétriques de l'hélice la plus générale, sans aucun signe de quadrature.
(Prendre la trace de la tangente sur un plan de section droite.)
15. Ecrire les équations d'une hélice circulaire rapportée au trièdre de Frenet d'un de ses points. (E. P., igrS.)
Faire tourner les axes de \ autour de Ox.
16. Démontrer que la projection d'une hélice circulaire sur un plan de section droite du cylindre rectifiant parallèlement à l'une des tangentes est une cvcloïde.
17. Les rayures d'un canon sont inclinées à i degrés sur Taxe du tube. Le calibre est a millinièlres. La vitesse initiale de l'obus est v\ naètres par seconde. Calculer le nombre de tours par seconde que fait Tobus à la sortie du canon. Application numérique :
18. Le lieu des centres de courbure d'une hélice circulaire est une autre hélice circulaire. Montrer que le plan oscula leur de chacune d'elles est normal à l'autre.
19. Montrer que toute courbe tracée sur un cône de révolution et coupant les génératrices sous un angle constant est une hélice dont le cylindre rectifiant a ses génératrices parallèles à l'axe du cône et a pour section droite une spirale logarithmique. {Hélice cylindro-conirjue.)
20. On enroule un plan P sur un cône de révolution. Trouver les équations de la courbe G, suivant laquelle s'enroule une droite D de ce plan.
[Prendre pour O et 0-;. le sommet et l'axe du cône. Soit OA la perpendiculaire abaissée de O sur D, dans la position où cette droite est génératrice de contact. Prendre OA dans le plan des zx. Si l'on appelle a la distance OA et 5 le demi-angle au sommet du cône, la projection de C sur xOy a pour équation polaire
p cos(cu sin ô) := a.]
21. On coupe un hélicoïde gauche à plan directeur, d'axe 0- et de pas /.', par un cylindre de révolution contenant 0^. Démontrer que
l'intersection est une hélice circulaire de pas - •
22. On coupe l'hélicoïde précédent par un cône de révolution d'axe O:;. Quelle est la projection de l'intersection sur xOy ?
On considère les deux points
M : J7 =r slw/ cost-, y = sh«sini', z:^v\
M' : a^'=zch« sin c, y' = — chwcosf^, z' ^^ — u.
Lorsque u et i> varient, le premier décrit un hélicoïde II et le second une caténoïde C. Démontrer que les plans tangents en M et M' à ces deux surfaces sont constamment parallèles. Démontrer également que les IIaag. — Exercices II. 32
tangentes à deux courbes homologues quelconques sont perpendiculaires et enfin que deux, arcs homologues sont égaux.
On a identiquement
djc dx' + dy d y' + dzdz'=0] ds^ = ds"^ ;
cte' __ ^ ôy__ ây ^—_'li.
au (Jv^ du de' du ~~ ôi^'
âf^ _dx <)y' _dv ():' __ dz
dv du di' du^ 6/t' du
ERRATA
ToMK 1 {Exercices).
Page i4, ligne 3, au lieu de — ^ h\ lire — z^^-
Page 20, ligne 2 en remontant, au lieu de ( — )". lire ( — i)". Page 27, ligne 12, au lieu de expliquer, lire appliquer. Page 39, ligne 'a,, supprimer la troisième équation. Page 46, ligne )5 et suivantes, remplacer partout n par n -hi.
Page 4^1 ligne 17, au lieu de log > lire log
Page 80, ligne 2. a« lieu de y? //re ( j ) ; au lieu de —=) lire - — —; au lieu
ae — -_t lire — -•
Pi
ige 80, ligne 4- «" ^'ca rfe — » 3 ( -^ H — 7- ) > ^""^ = ( -7 ~- — t
Page 86, ligne lô, ajf lieu de » lire -\ : ligne 16, au lieu de
— log(.r — i), lire + Iog(.27 — i).
Page 88, ligne 9, quatrième intégrale de l'Exercice 1, remplacer la borne inférieure o par I.
Page 92, ligne 21, au lieu de d'abscisses x, et x„, lire d'abscisses positives x^ et x.^.
Page io5, ligne 2, au lieu de base, lire tangente de rebroussement.
Page 139. ligne 22, au lieu de [f" {h)-], lire [f"'{h)y.
Tome II ( Cours
Page 53, ligne 7, au lieu de 12, lire 43. Page 383, ligne 2, au lieu de 33 i, lire 335. Page 402, ligne 20, au lieu de 371, lire 372. Page 420, ligne 6 en remontant, au lieu de 471, lire 474.
Page 435, dernière ligne, au lieu de <!liapitre \\, Exercice proposé n° 10. lire Exercice résolu n° 8 du présent Chapitre. Page 5i5, dernière ligne, au lieu de 18, lire 19. Page 636, ligne 4 en remontant, au lieu de IX, liie X.\. Page 648, ligne 2 en remontant, au lieu de 29, lire 3U.
Tome II { Exercires
Page i4, ligne 10, au lieu de ( n ■ 283), lire (t. I, n» 28 ) ; ligne 23, au lieu de (n» 292), lire (t. I, n» 292).
5oo ERRATA.
Page i5, ligne 17, au lieu de n" '25, lire n" 35. Page 7.5, ligne 20, au lieu de 9, lire 11. Page 8'2, ligne 3 en remontant, au lieu de il, lire 'r2. Page 117, ligne 79, au lieu de 17, lire IS. Page 119, ligne 6, a« lieu de 15, //'/•« 17. Page 120, ligne 7, au lieu de 134, lire 133. Page 167, ligne 5 en rernonlant, au lieu de 211, lire 226. Page 220, ligne 4, au lieu de 2C5, lire 26G. Page 278, ligne 10, au lieu de 233, lire 223. Page 278, ligne 9, au lieu de 334, lire 344. Page 293, ligne 5, au lieu de 259, lire 258. Page 298, ligne 22, au lieu de (02), lire (3i). Page 3i6, ligne 16, au lieu de 38, lire 57. Page 827, ligne 21, au lieu de G, lire 18. Page 334, ligne 18, au lieu de 37, lire 39.
Page 357, lignes 1 et 2 en remontant, au lieu de proposé, lire résolu. Page 365, ligne 6, au lieu de 544, lire 442. Page 898, ligne ii, au lieu de 5, lire 25.
Page 094, ligne 2 en remonlanl. au lieu de 17, lire 19; dernière ligne, au lieu de \8, lire 20.
Chapitre XXXII. — Chapitre XXXIII
Pages.
Homogénéité. Construction des expressions algébriques . i
Grandeurs orientées. Projections 4
Coordonnées 9
Lignes et surfaces ^ '' -
Lieux géométriques . •>'
La droite en Géométrie plane '\'^
Le plan et la droite dans l'espace 65
Tliéorie des vecteurs 79
Rapport anharmonique. Homographie; involution loo
Coordonnées trilinéaires et tétraédriques 120
Le cercle " -6
La sphère ' ^9
Tangentes et plans tangents i j^
Étude d'une courbe au voisinage d'un de ses points i65
Asymptotes '7^
Construction des courbes planes 181
Étude des courbes planes en coordonnées polaires 197
Courbes et surfaces unicursales • 211
Théorie des enveloppes "3o
Coordonnées tangenlielles '-i^S
Courbure des courbes planes 253
Courbure des courbes gauches 2f)3
Courbure des lignes tracées sur une surface 2'ji
Problèmes de Géométrie (/ui conduisent à des équations
différentielles ''-^'i
Su/ faces de révolution ; hélicoides 3o5
Surfaces réglées, développables ; cônes et cylindres 3 18
.\otions sur les systèmes de droites 33o
Transformations 339
Propriétés projectives des courbes et surfaces du .second
degré 358
Classification des courbes et surfaces du second degré ; points à l'infini, centres, diamètres, plans diamétraux 372
Directions principales ; équations réduites en coordonnées
rectangulaires 384
Intersection des coniques et quadriques Sgj
Détermination des coniques et quadriques; équations
générales ; faisceaux et réseaux '|o8
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/n2courscompletdema02haaguoft. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Cours complet de mathématiques spéciales (5)

		Construire l'expression x

		Construire la longueur x^=: \]i -\- y

		GRANDEURS ORIENTÉES. PROJECTIONS

		COORDONNÉES

		PI V

		X-,, — x^zzz 0 cos V^ a' + p si n V a

		Calculer le degré de la surface représentée par VéquaLion

		s' \^yz ^1 — X — y — z -+- '.ic \^x

		I .") j V — z) {z — y — I j- — {xyz — i) {yz — y — z)^= o

		Calculer les degrés des surfaces

		Trouver la condition de rencontre des deux lignes

		MF + MF

		Equation de la parabole

		Soit la droite (D), d'équation (i) ^ + 3y — i4 =: o

		I.V DKOITK FN GKOMETRIE PLVNK

		i5 sin^^ + sinQcosÔ — -co.s^5) = o

		tang

		BA^— AB

		Etant donnés la droite

		I.A nrtOITE EN GKOMETBIE l'LA.VE. J

		I -H nini i -\- mm o /. -4- i

		Même question pour le point {t, — i) el la droite

		Etant données deux droites d'équations

		LA OKOITK EN GEOMETRIE PLANE

		Etant donnée Téquation

		CHAI'ITRI-: VI. — LA DROITE EN GÉOMÉTRIE PLANE

		On considère les deux plans

		I. y = o. — Les équations (i) se réduisent à

		o«V /'7 droite D définie par les équations

		Soient les deux droites

		Soient les plans

		Même question pour les équations

		L'équation

		LE PLAN ET LA DROITE I»ANS L ESPACE

		CHAPITRE VII. — LE PLAN ET LA DROITE DANS L ESPACE

		Quatre vecteurs sont définis de la manière suivante

		Vecteur du torseur

		Soit un vecteur V, de coordonnées X, Y, Z, L, M, N

		Un vecteur est porté par la droite d'équations

		On reprend l'exercice résolu n"^ k

		MF MF

		A];C.\') = 0(A'CB

		Soit le faisceau défini par léquation quadrati([ue

		A ciiaque droite OÀ issue de 0, on fait co

		l)émontrf;r que les droites définies par l'équation

		I I<S CHAPITRE IX

		Reprendre la question proposée n" 18 du Chapitre A

		II. Les droites isotropes issues de A ont pour équation

		Soient les deux droites

		Corrélatif du précédent

		MO, MO

		I • T 'II

		On donne deux droites (D) et (D') non dans un même plan

		FM' M'„M

		Trouver les points multiples de la courbe

		III. u -k- {' z=z%a. — Portant dans (1), il vient

		GO

		IX

		On donne la surface

		Lieu des traces, sur rOi', des tangentes à la courbe

		On donne la courbe plane (C) par les équations

		Etant donnée la courbe

		III

		On donne la surface (S), définie par les équations

		Que |)eul-on dire des plans tangenls à ]a surface

		Calculer les équations langenlielles des lignes planes

		Etudier ta position de la courbe

		COS '2 O

		COS'J

		Etudier la position de la couihe : Jc = 5 r =; — y par

		Calculer Téquation du plan osculateur à la courbe

		De terminer les asyniptotes de la courbe

		ASYMPTOTES

		MM' I

		ASYMPTOTES. I

		Déterminer les asymptotes de la courbe

		I^araboles asymptotes et positions des courije

		Asymptotes des courbes

		Construire la courbe

		Construire la courbe

		CONSTRICTION DE? COURBES PLANES

		CONSTRICTION DES COURBES PLANES

		Construire la courbe

		CONSTRUCTION DES COURBES PLANES

		Construire les courbes

		Construire la courbe

		Construire les courbes

		CONSTRUCTION DES COURBES PLANES. I

		Construire la courbe

		Construire la courbe o rzz

		COS2W

		ETUDE UES COURBES PLANES ES COORDONNEES POLAIRES

		ÉTUDE DES COURBES PLANES EN COORDONNÉES POLAIRES

		Construire la courbe 0 = sin -^4-2 cos r

		COS -— - = C05 X

		ÉTUDE DES COURBES PLANES EX COORDONNEES POLAIRES

		ETUDE DES COURBES PLANES EX COORDONNEES POLAIRES

		ETUDE DES COURUES PLANES EN COORDONNEES POLAIRES

		Construire les courbes

		Soit la courbe

		Soit la courbe - r^: sin

		Soit la courbe

		I. "enveloppe est une paiabole

		Montrer que la surface S

		I. — La troisième équation (4 ) devient

		III. f=. — 1, £':= I. — Il faut prendre £'' = -+- i et

		V. On considère la slrophoïde (S) d'équation

		Soit la courbe (C) d"t(|ualit)n

		Soit la courbe (C

		Calculer le desré de la surf.ice

		A' A BO BB

		Soil la droite D

		IL

		On considère la droite (U), d'équation

		THÉORIE DES ENVELOPPES. 24 I

		Soit le plan (H) représenté par l'équation

		Soit la droite

		COIRBLRE DES COURBES PLANES. ■?) J

		IR

		Calculer le rayon de courbure en etjordoiinées polaires

		CiiLciiler le rayon de courbure de la courbe

		IH

		K7=2MU

		Soit la courbe {cardioïdv

		Soit la courbe (C ). définie par les éqnaliona

		COMUÎIRE DES COURBES GAUCHES

		KM

		tano

		Même question pour la couil>e

		Chercher le centre de courbure, à Forigine, de la courbe

		COURBURE DES LIGNES TRACEES SUR USE SURFACE

		So

		COURBURE DES LKJXES TRACEES SLR UNE SURFACE

		Soit la surface

		SC

		I -hconst

		COS'J SI

		ni cos \ -- ni

		Même question, (piand la couibe (D) a pour équation

		MA

		Trouver les courbes pour lesquelles on a

		Réciproque de l'Exercice proposé n" 2 du Chapitre \XXY

		Surface gauche de révolu lion

		Tore {cf. n

		SURFACES DE REVOLUTION: IIKLICOIKES

		Trouver l'équation de la surfa<;e engendrée par le cercle

		Trouver les i;éodésiques du paVaboloïde de révolution

		Soit la surface réglée S, enL,endrée par la droite G

		IL- — i - IL- — I IL- — I

		Quelle est la condition pour que la droite

		cos 2 6 dO

		ludier la congiuence

		Montrer que la congruence

		I MU

		M Q' OM

		X :rr sin^ cliy, Y =; COScT sli T

		Même question jiour la transformation

		OU O U

		Montrer que les projections

		Démontrer le théorème de Frégier ( n

		Reprendre, dans l'espace. TExercice i

		Calcule/- iérjualion laii gcitliellc de la qtiadi vjue

		PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES COURBES ET SURFACES DU SECOND DEGRÉ

		Déterminer t. poiii- ipu' la coni([ue C

		Montrer que rë(|u;ilion

		J. <^>ue représente l'équation

		Reconnaitre la (jaadriquc

		TT - + ?. + 2 H

		S H -,;— ZZZ

		CLASSIFICATION DES COURBE? ET SURFACES DU SECOND DEGUÉ

		Lieu des centres des quadriques

		hiscuter la nature de la (pia<lri<|ue de llCxercice

		ÉQUATIONS UÉDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES

		Même question pour les (juadriques de l'Exercice n

		CHAPITRE XXXI. — ÉQUATIONS REDUITES EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES

		INTERSECTION DES CONIQUES ET QUADRIQUES

		INTERSECTION DES CONIQUES ET QL'ADRIQL'ES

		IX- -\- y- — c.- = o, ixy — 1.1: — 1 1= o

		a*5 + i8a*r=o, o(j a désigne un paramètre variable

		DÉTERMINATION DES CONIQUES ET QIADRIQLES; ÉQUATIONS GÉNÉRALES

		OP

		V- -î't.z-iy.x -^ y J' "T~ y

		Problème corrélatif du précédent

		DETERMINATION" DES CONIQUES ET QLADRIQUES; ÉQCATIONS GÉNÉRALES. '(IJ

		UÉTERMIXATION DES CONIQUES ET QCADRIQUES ; ÉQUATIONS GÉNÉRALES

		DÉTERMINATION DES CONIQUES ET QLADRIQUES; ÉQLATIOXS GÉNÉRALES

		FOYERS

		FOYERS. 4Î

		X- — ixv ^ y- — 2^:1=0 (E. P., igjo

		Soient les paraboloïdes homofocaux II

		Soient les formules

		I .,.,,. . , , niM

		Montrer que toute équation de la forme

		étant donné par léqnation

		MC MC

		Reprendre les Exercices 1 à 9 pour un paraboloïde

		Même question pour les Exercices 2V et

		Délerminer les élémenls des coniques

		LES CONIQUES CONSIDÉRÉES COMME COURBES UNICURSAI.ES

		COURBES ET SURFACES DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ

		Chercher les 21 droites de la surface

		COURBES ET SURFACES DU TROISIEME ET DU QUATRIEME DEGRE

		Etendre aux cvclides l'Exercice

		ÎN

		Tracer Vhypocycloïde enveloppée par la droite

		Démontrer que la courbe définie par les équations

		Démontrer que le rapport est constant

		Calculer Taire d'une boucle de courbe cycloïdale

		On reprend l'Exercice 25 du même Chapitre

		Les équations

		Déterminer a el b pour que la courbe

		On considère les deux points

		ERRATA

		Tome II ( Cours

		Tome II { Exercires

		Chapitre XXXII. — Chapitre XXXIII

		Sources et licence





