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DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Nous faisons paraître aujourd'hui la deuxième Édition du Tome III du Cours de Mathématiques. Il est le premier de la Section réservée aux Mathématiques spéciales.
L'abondance et l'importance des matières, aussi bien (ju'une modification décisive apportée aux Programmes, nous ont obligé à remanier un travail déjà terminé et à consacrer deux Volumes à V Algèbre supérieure. Le Tome III en forme Xa première Partie, le Tome IV en contiendra la seconde Partie.
Nous avons vu la Méthode des Limites, introduite d'abord timidement et par fragments en Géométrie; puis, peu à peu, acceptée d'une manière complète, au grand bénéfice de tous.
11 devait en être ainsi en Algèbre, relativement à l'usage des Dérivées et des Différentielles. Pendant de longues années, par crainte d'aller trop vite et trop loin, la Théorie des Dérivées a été enseignée aux élèves de Mathématiques spéciales, sans que le mot de différentielle fût prononcé. Il y avait peut-être un danger, dans ce divorce établi au début entre deux notions inséparables;
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car, dans la rapidité des études actuelles, l'esprit a peine à se départir d'une première impression.
Les nouveaux Programmes rompent nettement avec ces hésitations, parfaitement compréhensibles, et nous croyons qu'ils ont raison.
Il y a plus de deux siècles (*) que la découverte du Calcul infinitésimal a transformé la science mathématique et reculé ses horizons. Il n'est pas trop tôt, sans doute, pour donner enfin un Aperçu de ces Méthodes si fécondes aux candidats qui doivent les approfondir et les appliquer dans nos grandes Ecoles.
La Table analytique des matières de ce Volume indique suffisamment le contenu et l'esprit des Cinq Livres qui composent la première Partie de l'Algèbre supérieure, et nous nous permettrons d'y renvoyer le Lecteur. La seconde Partie, c'est-à-dire le Tome IV, renfermera la Théorie des quantités imaginaires et la Théorie générale des Équations.
En écrivant le Cinquième Livre et en lui donnant de grands développements, nous avons désiré qu'il put être une préparation suffisante à l'étude sérieuse du Calcul infinitésimal. Il contient réellement, dans ses quinze premiers Chapitres, presque tout le Calcul différentiel, en ce qui concerne les principes primordiaux et les applications analytiques; et le seizième Chapitre fait con-
(') C'est en i684 que Leibmtz publia une première Note sur ce sujet, dans les Acia Eruditorum de Leipzig; c'est en 1G87 que Nlwton publia ses Principes mathématiques de la Philosophie naturelle où, à l'aide de la Méthode des fluxions, qui ne ditl'ère que par les mots et la notation de la Méthode des différentielles de Li'ibiiilz, il donna les plus belles Api)licalions du Calcul inlinitésinial.
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naître, à son tour, avec étendue, les notions élémentaires les plus essentielles sur les intégrales.
Il nous a paru impossible, en effet, de passer sous silence, ne serait-ce qu'à cause de la Géométrie analytique dans l'espace, les propriétés relatives aux fonctions de plusieurs variables et l'idée de Différentielle totale. La transition du cas d'une seule variable à celui de plusieurs variables est d'ailleurs toute naturelle et s'effectue très simplement à l'aide du principe relatif aux fonctions composées (566). Cette nécessité admise, les autres détails dans lesquels nous sommes entré étaient, pour ainsi dire, obligés.
Les notions sur les infiniment petits et la définition de la différentielle sont restées pendant longtemps assez vagues et assez obscures, pour motiver de nombreuses discussions; et la Science, sous ce rapport, doit beaucoup à J.-M.-G. Duhamel. Remontant aux premiers principes et aux premières applications, il a su dissiper tous les nuages, et ses Eléments de Calcul injinitésimal resteront, suivant l'expression de M. J. Bertrand, un livre justement classique dans la meilleure acception du mot, c'est-à-dire non moins utile aux maîtres qu'aux élèves.
Il nous reste à expliquer en quelques mots les motifs qui, dans cette première Partie de l'Algèbre supérieure, nous ont porté à laisser systématiquement de côté tout ce qui a liait aux quantités imaginaires .
C'est, à l'origine, par la résolution des équations de tous les degrés que ces quantités ont été introduites dans la Science. On peut donc, logiquement, rapprochei- leur examen direct de la Théorie générale des Kquations, et
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commencer par leur étude la seconde Partie de l'Algèbre supérieure.
En procédant ainsi, on a, en outre, l'avantage, après avoir consacré toute la première Partie aux quantités réelles, de pouvoir présenter d'ensemble, sans être forcé à aucun morcellement, toutes les considérations auxquelles peut donner lieu l'introduction en Analyse de ces nouvelles quantités.
Nous souhaitons que la bienveillance de nos collègues accueille ce troisième Volume comme les précédents : ce sera la meilleure récompense de nos efforts.
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CHAPITRE PREMIER
DIVISION DES POLYNOMES ENTIEKS. — DIVISIBILITÉ.
Division des polynômes entiers.
l. D'une manière générale, La division a pour but, étant données deux expressions algébriques , l'une appelée dividende, l'autre appelée diviseur, d'en déduire une Iroisicme expression algébrique appelée quotient, qui, multipliant le diviseur, reproduise le dividende en valeur absolue et en signe.
Nous ne nous occuperons ici que de la division des polynômes entiers par rapport à une certaine lettre prise comme lettre ordonnatrice, en renvoyant à l'Algèbre élémentaire ( Alg. élém.. VO, il, 42, 4-3, kk) pour tout ce qui se rappoile aux définitions, à la division des monômes et à celle d'iuï polynôme par un monôme.
4 ALGEBRE SUPERIEURE.
Le plus souvent, quand on a deux polynômes entiers A elB à diviser l'uu par l'autre, on ne peut ([u'indiquer l'opération
sous forme fractionnaire ^- Cette fraction est bien le quotient; car, multipliée par le diviseur B, elle reproduit le dividende A [Alg. élém., 61).
Quelquefois, cependant, on peut remplacer l'expression
fractionnaire ^^ par un jjolynôme Q, entier par rapport à la b
lettre suivant laquelle les deux polynômes A et B sont supposés ordonnés : la division est alors réellement effectuée. C'est la recherche de ce polynôme Q que nous nous proposons, et ce sont les règles de la division des polynômes ordonnés que nous allons retrouver.
Pour fixer les idées, nous supposerons jusqu'à nouvel ordre que les trois polynômes considérés sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre x.
Il est entendu, d'ailleurs, qu'il ne s'agit que de quantités réelles, c'est-à-dire positives ou négatives.
Des divisions exactes.
2. Il est facile de voir d'abord, en supposant que le problème admette une solution, qu'il ne peut en admettre qu'une seule.
En effet, s'il pouvait exister deux quotients différents Q et Q', on aurait à la fois
A=BQ, A=BQ',
d'où l'on déduirait, par soustraction,
o = B(Q-Q') et, par suite, B n'étant pas nul,
Q — Q':=o ou Q = Q'.
3. Cela posé, nous raisonnerons comme il suit pour trouver le premier terme du quotient cherché et, ensuite, tous les autres.
Puisqu'on a, dans le cas examiné, — =Q, on a aussi
A=. B X Q. Le dividende est donc alors le produit exact du
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diviseur par le quotient. Puisqu'il s'agit de polynômes ordonnés, le premier terme du dividende provient sans réduction du produit du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient; de même, le dernier terme du dividende est égal au produit du dernier terme du diviseur par le dernier terme du quotient {Alg. élém., 27). On a donc ce premier théorème :
On obtient le premier ternie du quotient en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
De plus, le dividende représentant la somme des produits partiels du diviseur par les différents termes du quotient, si l'on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, le reste obtenu, ordonné comme le dividende et le diviseur, représentera la somme des produits partiels du diviseur par les autres termes du quotient.
On est ainsi conduit à une nouvelle division, dans laquelle on doit prendre ce reste pour dividende en conservant le même diviseur, et l'on a ce second théorème :
Si l'on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, le reste obtenu, divisé par le diviseur, donne l'ensemble des autres termes du quotient.
Par conséquent, en continuant l'opération, on doit diviser le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, et l'on a le second terme du quotient. On mulii|die le diviseur par ce terme, on retranche le produit obtenu du premier reste, et Ton opère sur le second reste auquel on est conduit et sur les suivants comme sur le premier. Le dernier terme du quotient correspond à un reste nul, car on a retranché alors du dividende toutes les parties qui le composent.
Ainsi, quand la division est exacte, on arrive forcément à un reste nul, qui indique que le quotient esL complet; et, quand on arrive à un reste nul, la division est exacte, puisf|iie le polynôme dividende représente le produit du polynôme diviseur parle polynôme écrit au quotient.
Pour les exemples de divisions exactes et pour les différents cas qui peuvent se présenter, nous renverrons à l'Algèbre élémentaire {Alg. élém., h(S, kl, 48).
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k. Lorsqu'on a déterminé un certain nombre de termes du quotient, le reste auquel on s'arrête s'obtient toujours en retranchant du dividende le produit du diviseur par les termes successivement écrits au quotient. Par conséquent, en désignant par Qi l'ensemble des termes écrits au quotient à un moment quelconque de l'opération, et par Rj le reste correspondant, on a toujours l'égalité
R, = A-BQ,
ou
11 en résulte que, lorsqu'on suspend la division, supposée exacte, à un instant quelconque, le dividende est toujours identique au produit du diviseur par les termes écrits Jusque-là au quotient, augmenté du reste auquel on a arrêté le calcul.
Celte remarque conduit tout naturellement aux divisions qui ne peuvent s'effectuer exactement.
Des divisions impossibles exactement.
5. On peut souvent prévoir l'impossibilité d'une division, au point de vue auquel nous nous plaçons d'un quotient entier par rapport à la lettre ordonnatrice. Nous ne nous y arrêterons pas, et nous renverrons sur ce point à l'Algèbre élémentaire {Alg. élém., 49).
Nous observerons seulement que, le dividende et le diviseur étant supposés ordonnés suivant les puissances décroissantes de œ, les degrés des restes successifs par rapport à x vont constamment en diminuant.
Lorsque la division est impossible, il arrive donc un moment oi^i le reste obtenu est, à la fois, différent de zéro et de degré inférieur au diviseur par rapport à la lettre ordonnatrice. Si le quotient doit rester entier en x, l'opération se trouve alors interrompue et son impossibilité démontrée.
On est, dans ce cas, conduit à généraliser comme il suit la définition de la division, en se reportant au n" 4 :
6. Étant donnés deux polynômes A et B entiers et ordonnés par rapport à x, de degrés m et n{ni';> n) en x, diviser ces deux polynômes l'un par l'autre, c'est trouver un polynôme Q
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entier par rapport à x et un polynôme 11 entier par rapport à ce et de degré inférieur à n, tels qu'on ait l'égalité
A = BQ + [\.
A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient el R le reste de la division etFectuée. Cette égalité se met souvent
sous la forme
7. Il est facile de voir, en supposant que le problème posé ait une solution, qu'il ne peut en avoir qu'une seule.
Admettons, en effet, pour un instant, l'existence de deux solutions distinctes représentées, d'une part, par les valeurs Q et R et, d'autre part, par les valeurs Q' et R'. Nous aurions alors les deux égalités
A=:BQ + ll, A = RQ^-K';
d'où l'on déduirait
BQ + B = BQ'+R'
ou
Le premier membre de cette relation est au moins do degré n en a; comme le diviseur B, puisque les quotients Q et Q' sont entiers par rapport à x. Or, par hypothèse, les restes R et R' sont des polynômes de degré inférieur à //. Leur différence remplit donc la même condition, et l'égalité précédente est impossible, à moins que l'on ne suppose Q = Q'; mais, alors, on a aussi R = R'.
8. Quant à la recherche des polynômes Q et R, elle résulte immédiatement des règles données pour les divisions exactes (3). On commencera et l'on poursuivra la division de A par B jusqu'à ce qu'on parvienne, non pas à un reste nul, mais à un reste de degré inférieur en .r à celui du diviseur B.
Division des polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de la lettre ordonnatrice.
9. Nous avons supposé jusqu'ici les polynômes A et B ordonnés suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice ce.
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Si on les ordonnait, au contraire, suivant les puissances croissantes de celle lettre, rien ne serait réellement changé à ce qui précède, dans le cas d'une division exacte, et l'on trouverait simplennenl le même quotient renversé.
Mais, dans le cas des divisions impossibles à effectuer exactement, il y a lieu de présenter quelques remarques.
10. On voit d'abord que le problème de la division de A par B est alors indéterminé, en ce sens que l'identité
A = BQ -+- B ou 4 =^ Q + S
est susceptible d'une infinité de formes différentes.
En effet, le premier terme du diviseur étant indépendant de X ou constant, ce premier terme divisera toujours (algébriquement parlant) le premier terme d'un reste quelconque, et, par suite, l'opération pourra s'arrêter où l'on voudra ou se continuer indéfiniment, puisque, par hypothèse, on ne peut trouver un reste nul.
Ensuite, le degré du quotient par rapport à x va toujours en croissant à mesure qu'on poursuit l'opération, et il en est de même, par conséquent, de celui du reste
B = A-BQ.
Le premier terme du quotient étant une constante, puisque les premiers termes du dividende et du diviseur sont indépendants de X, le reste R ne contient jamais de terme constant, et l'on peut toujours y mettre en facteur commun la puissance de x qui affecte son premier terme. Ce reste est donc de la forme
en désignant par B, un autre polynôme entier par rapport à X.
Cette forme suppose qu'on a effectué k 4- i divisions partielles, c'est-à-dire que le quotient Q est du degré k par rapport à X.
11. Divisons, par exemple, i par i — x. On a évidemment, comme résultat de l'opération, l'identité
i =^{i — x) {i -^ X + x'^ + . . . '^- x'^) + jr"+*.
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Le quotient étant du degré n, le reste est du degré « -+- 1 et lii est ici égal à i.
On déduit de cette égalité
Si l'on divisait i par i + x, on trouverait
Ces formules peuvent être utiles.
Divisibilité.
12. En Arithmétique, la théorie de la divisibilité consiste à reconnaître, à l'aide de certains caractères particuliers, si un nombre est diviseur exact d'un autre nombre. En VIgèbre, la question se pose de la même manière, en remplaçant les nombres par des expressions algébriques. Nous allons rappeler quelques exemples intéressants.
D'une manière générale, d'ailleurs, pour trouver les conditions de divisibilité de deux polynômes A et B, entiers en x, l'un par l'autre, il suffit de les ordonner par rapport aux puissances décroissantes de X et d'essayer leur division en la poursuivant aussi loin que possible. Lorsqu'on ne peut plus continuer l'opération, le dernier reste obtenu égalé à zéro fournil la relation à laquelle doivent satisfaire les coefficients des deux polynômes pour que le second soit diviseur exact du premier.
La divisibilité algébrique a nécessairement des rapports intimes avec la théorie des nombres et avec celle des é(iuartions.
13. Condition de divisibilité d'un polynôme entier en x par un binôme de la forme x — a. — Nous reproduirons ici les deux démonstrations déjà données en Algèbre élémentaire {Alg. élém., 52, 33).
Première démonstration. — Désignons par X le polynôme dividende oidonné suivant les puissances décroissantes de x et supposé de degré m. Le diviseur x — a étant du premier degré en x, la division pourra continuer tant que le reste ob-
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tenu contiendra x. Le reste final de l'opération, s'il y en a un, sera donc nécessairement indépendant de x, c'est-à-dire ne contiendra pas cv.
Appelons Q le quotient trouvé, entier par rapport à ^. el R le dernier reste, s'il y en a un. On aura l'égalité fondamentale qui résulte de toute division (6,8)
Cette égalité reste vraie, quelles que soient les valeurs attribuées aux leitres qui y entrent. Elle subsiste donc encore quand on y re nplace a: par la valeur spéciale a.
Désignons par Xa (c'est là une notation générale très simple et très expressive) le résullat de la substitution de a à la place de X dans le dividende; remarquons que le facteur a^ — a, devenant égal ha — a, s'annule, tandis que l'autre facteur Q qui ne contient pas x en dénominateur prend une valeur finie ou égale à zéro; dans les deux cas, le produit (a? — a)Q disparaît. Quant au reste R, qui ne c ntient pas .x, il ne change pas. On a donc identiquement
ce qui nous conduit à ce théorème très important : Quand on divise un polynôme entier par rapport à x par un binôme de la forme x — a, on obtient immédiatement le reste de la division en remplaçant dans le dividende la lettre x par la lettre a.
On peut donc, a priori, s'assurer de la possibilité de la division.
Si la substitution indiquée conduit à un résultat nul, on a R =1 o, et la division réussit.
Réciproquement, si la division réussit, R = o, et la substitution indiquée conduit à un résultat nul.
La condition nécessaire et suffisante pour qu' un polynôme entier par rapport à x soit divisible par un binôme de la forme X — a est donc que ce polynôme s'annule pour x ^=i a.
Deuxième démonstration. — Déterminons la loi de formation du quotient du polynôme X par le binôme x — a.
En établissant cette loi, nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème précédent.
Le polynôme X a pour forme générale
X = Ao^'" + A,^''^-' + A,^'"-^4-. . .-f-A„,_,^-i-A,„.
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En opérant par colonnes verticales {Alg. élé/n., 47), sa division para; — a présente évidemment la disposition suivante :
-ha.,-J
-A, - A^fl^ •A. a
-f-A.rt'"- + . . . .
+ A,„_,rt + A,„_.
En commençant la division, on aperçoit facilement comment les premiers termes du quotient se déduisent les uns des autres. On en conclut alors immédiatement que, le dwidende étant nii polynôme du degré m, le (juotient est un polynôme complet du degré m — i, dont les coefficients se forment successivement en multipliant le coefficient du terme précédent par a, et en of autant au produit obtenu le coefficient du terme du dividende qui jst de même rang que le terme qu'on veut écrire au quotient.
Le dernier terme du quotient est donc
Ao«'"-'+ A, «'""'-+- Aj «'"-* + . . . + A„,_.2« + A,„ _,, et, par suite, le reste de la division a |»our expression
\„a'" +- A , rt'"- ' -f- Ao rt"'-2 4- ... -h A„,_, « ^ A/»,
c'est-à-dire X^, comme nous venons de le démontrer par une antre voie. On arrive donc aussi au même théorème.
Si l'on éprouvait quelque difficulté à admettre la ijénéi'alité de la loi énoncée, on emploierait un tour de raisonnement très usité et déjà indiqué en Arithmétique {Arithm., 325).
Si l'on suppose la loi vérifiée pour les n premiers termes du fiMutient, il est facile de voir qu'elle s'étend nécessairemeni au (/i 4- i)''-'"* terme; car si Po^'"-" est le M'*'""' terme du quotient, le premier terme du reste correspondant est
de sorte que le (/<
j^iLi.ic terme du quotient est
(Va — \n)Jo"'-"-K
La loi, ayant été reconnue pour le deuxième et le troisième terme du quotient, est donc vraie pour le quatrième, et ainsi de suite jusfiu'au dernier terme.
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11. Corollaires du théorème précédent. — Nous allons appliquer les résultais précédents à la recherche de certains caractères de divisihilité, essentiels à retenir au point de vue du calcul.
jo ^m — ^m ggi toujours dUîsihle par X — «, quelque soit V entier m.
En effet, en désignant par R le reste de la division de ^OT — ^m par X — a, on a ici (13)
Quant au quotient, nous l'obtiendrons en appliquante loi qu'on vient de démontrer et en remarquant qu'au dividende tous les termes compris entre les deux termes extrêmes ont zéro pour coefficient. On a ainsi immédiatement
On peut remarquer que ce quotient est homogène en x et en a.
2° x'"^ + a"' ji est Jamais divisible par x — a. En effet, on a, dans ce cas
On pourra donc simplement écrire (6)
z=x"^-^-\-ax"'-'+a'x'
■./« — 2_i_^2 j^/rt — 3
ni-\
3° ^'" — a'" n'est divisible par x -\- a que si m est pair.
Le théorème du n" 13 exige simplement que le second terme du diviseur binôme soit précédé du signe — , sans aucune hypothèse sur la valeur de ce second terme. Nous pouvons donc mettre le diviseur x h- a sous la former — ( — a) et appliquer les mêmes règles. Le reste de la division de ^'" — a'" par X — ( — a) est alors
Ce reste n'est donc nul que pour ( — a)'"^a'", c'est-à-dire dans le cas de m pair {Alg. élém., .38).
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Pour avoir le quotient de la division indiquée, nous remarquerons que l'expression
est vraie, quelle que soit la valeur (positive ou négative) mise à la place de a; elle subsiste donc quand on remplace a par — a. Il vient alors, puisque m est pair.
Si m était impair, le reste de la division serait — 2a'", et l'on aurait
^t ^">_i_ a'"- n'est divisible par x -\- a que si m est impair.
Le diviseur étant ramené à la forme x — ( — a), le reste R de la division qu'on veut effectuer est ( — «)'" + «'". Ce reste n'est donc nul que pour ( — a)'" = — a'", c'est-à-dire dans le cas de m impair.
Si, dans l'expression de la division de x'" — a'" par x — a, on ciiange a en — a en supposant m impaii", on obtient précisément le quotient demandé. On a donc
Si m était pair, le reste de la division serait 2a'", et l'on aurait
X'"-' — ax'
la'" X -^ a
5° x'" — a"' n'est divisible par x'' — a'' nue si m est un multiple de p.
En effet, en effectuant la division, on voit que, dans le premier terme de chaque reste, la somme des exposants de x et de a est toujours m, parce qu'en passant d'un reste au suivant l'exposant de a croît toujours de/->, tandis que celui de x dé-
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croit de la même quantité. Si Ion a m = kp -+- /•, la division devient impossible an moment où l'on parvient au reste
Pour que la division soit possible exactement, il faut et il suffit que ce reste soit nul quel que soit x\ ce qui entraîne la condition /• ^ o, c'est-à-dire m = kp.
Quant à la loi de formation du fiuolient, on remarque que, dans cbaque terme, la somme des exposants reste égale à ,)i — p et que, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, l'exposant de j? diminue de/:», tandis ([ue celui de «croît de/>. Quand la division est possible, on a donc
^m fi»i
—x'"-P-\- aPx'"-^P-+- a-Px"'-^i' + ...
xP — aP
+ a"^-'^P xP + a"'-P.
On modifie facilement cette expression lorsque le reste n'est pas nul, et l'on étudie de la mènjc manière les autres cas analogues à celui qu'on vient de considérer.
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CHAPITRE II
DES POLYNOMES IDENTIQUES. — VÊIUFICATION DES FOUMULIiS ALGÉBRIQUES.
Conditions d'identité de deux polynômes.
15. Lorsque deux expressions algébriques A et B, coiilenanl des lettres a, b, c, . . ., demeurent égales, quelles que soient les valeurs attribuées à ces lettres, ces expressions A et B sont dites identirjues.
En particulier, lorsque deux polynômes, entiers par rapport à X, restent égaux, quelle que soit la valeur attribuée à x, ils sont identiques
Un polynôme entier par rapport à x est la somme, la différence, le produit ou le quotient de deux anli'es polynômes, quand il est identique h. la somme, à la différence, au produit ou au quotient effectif de ces deux polynômes.
IG. I. Lorsqu'un polynôme P, entier par rapport à x et de degré m, s'annule pour plus de m valeurs différentes de x, il est nul, quel que soit x, c'est-à-dire identique à zéro ou identiquement nul.
Supposons d'abord que P s'annule pour les valeurs a, b, c, . . ., l, en nombre égal à m, substituées à ^. P sera alors divisible séparément par chacun des binômes x — a, x— b, . . ., X — / (13), et nous pourrons d'abord écrire
Q, étant un polynôme entier par ra|)port à .r et de degré m — i. P s'annulant pour x ^ b, ci b — a étant différent de zéro, par hypothèse, on a Q, =;o pour ^= ^. Par suite, en vertu du théorème rappelé, on peut écrire
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O2 étant un polynôme entier par rapport à :r et de degré m — 2. En répétant le même raisonnement, on pourra poser les égalités successives
O3 =Qi (jc — d).
0,„ est indépendant de x, puisque son degré, par rapport à x, est m — m ou zéro.
Si l'on multiplie membre à membre toutes les égalités obtenues, il vient, en simplifiant,
Nous retrouvons ainsi un tbéorème important déjà démontré {Alff. élém,, 5o), savoir : Lorsqu'un polynôme entier par rapport à x s'annule lorsqu'on remplace x par des quantités dijf créâtes a, h, c, .... /, il est dicisible par le produit des binômes x — a, x — b, x — c, . . ., x — l.
Cela posé, admettons que le polynôme P s'annule pour une (;,î_l_i)ièmp valeur de x, dijfé rente des pvécédenles a,b,c,...,l; le second membre de l'égalité (1) sera aussi nul, sans qu'aucun des facteurs binômes qu'il contient devienne nul. Il faudra donc qu'on ait Q„i = o et, par suite, P = o, quel que soit X.
17. n. Lorsqu'un polynôme V, entier par rapport à x, est identiquement nul, tous ses coefjicients sont nuls.
Soit
P = Ao + \ 1 r + A^.r^ -t- A:;.r^ -f- . . . + A,„ x'"
un [tolynôme de degré m qui s'annule pour plus de m valeurs de X, et qui est, par suite, identiquement nul (16). Ce polynôme étant nul, quel que soit x, est nul pour xz=^o.
Il en résulte
Ao = o.
On peut alors écrire
P = ^ ( A, + A2^ -+- A:,^^ + . . . -H A„, .r"»-i). P étant nul quel que soit x, la parentbèse du second membre
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fle l'égalité précédente satisfait à la même condition. On a donc, en y supposant ^ := o,
A,=rO.
On prouvera de même (ju'on a
A2=:0, A:jt=0, ..., A„,= 0.
18. m. Lorsque deux polynômes, entiers par rapport à x et de degrés m. et n{m'>n) en x, sont égaux pour plus de ni valeurs de x, ces deux polynômes sont égaux, quel que soit r, c'est-à-dire qu'ils sont identiques; en d'autres termes, ils ont même degré et les mêmes puissances de x y sont affectées des mêmes coefficients.
Soient les deux polynômes
I' = An 4- A , j? + A.,.t- + . . . -h A„ X" + . . . + A,„ X'", (J = |J„ 4- li , X 4- H, z - -V . . . + B„ x'\
Formons leur différence
r — O ^ A, - Uo-H ( A, — 15, ).r + ( A, - \\.,),t- + . . . + (A„-B„).r'' + ...+ A,„^'«.
1* et Q étant égau\ pour plus de m valeurs différentes subsliluées à X, leur différence P — Q sera nulle pour plus de m valeurs de x; elle sera donc un polynôme identirpiement nul, ayant tous ses coeflicients égaux à zéro (17). Il en résulle évidemment
A„ = Ii,„ A, = lî,, A, = lî„
et le théorème énoncé est démontré.
19. Remarquons rpie si les deux polynômes P et Q étaieiil de même degré m et (pi'on eût A,„= H,„, il suffirait, />o;//- /e///identité, qu'ils fussent égaux [)Our m valeurs différentes suhstituées à x. En effet, leur différence P — Q, de degré m — i , serait alors nulle pour plus de m — i valeurs difféi-entes suhsli tuées à X.
20. IV. Si deux polynômes, entiers par rapport à fin nombre quelconque n de variables indépendantes x, y, z, . ..,
Uk C. — Cours, m. a
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sont égaux pour plus de m groupes de valeurs différentes de ces variables {en désignant par ni le degré le plus élevé obtenu en ordonnant ces polynômes par rapport à l'une desvariables), ces polynômes sont identiques, c' est-à-dire q u ils ont même degré et mêmes termes.
Comme ce théorème a été établi (18) dans le cas d'une seule variable x, nous allons prouver, par un tour de démonstration bien connu, que, si le théorème énoncé est vrai dans le cas de n— i variables, il l'est encore dans le cas de n variables.
Admettons que x soit la variable ordonnatrice répondant au degré le plus élevé. Les deux polynômes considérés seront de la forme (m > m')
AoM- A,.r-+- A,.r--h A:,.Hh-. . .-f- A„,.r'",
Comme ils sont égaux pour plus de m groupes de valeurs distinctes des variables, ils sont égaux pour plus de m valeurs distinctes de x. On aura donc, à la fois (18),
m ^z m' et Ao=I{o, A,=:;n,, A.^^B^, ••-, A„,= ij,„.
Ces égalités ayant lieu pour plus de m groupes de valeurs distinctes des n — i variables/, s, . . . , les relations précédentes sont, par hypothèse, des identités, et le théorème énoncé est démontré.
21. V. Pour que le quotient de deu.v polynômes, entiers par rapport à x, soit indépendant de x, il faut et il suffit que les deux polynômes soient de même degré en x et que le rapport des coefficients des mêmes puissances de x dans les deux polynômes soit constant.
Considérons, en effet, le quotient
Ag-h A, j: -h kiX- -^ \^x'^ -h ■ . . -î- \,„^"'
Bo+ B,.r -h B,.r'--h 63^^ + . ..+ B,„x"''
Supposons, pour un instant, m>m' ci a;hiietlons que ce f]iiotient, que nous désignerons par^, soit indépendant de a-; on aura {Alg. élém., 40)
Ao-i- AiJ:.--1- Aa-i^^-î-. . . + k„,x"'
= (7[B„ + B. .r 4- iî,,r-^ -^ . . . + B,,.r"'' ],
et cette relation sera satisfaite quel que soit oc, donc par plus de /« valeurs de x. Il en résulte (18)
Ao=Bo^, Ai=:B,7, K.^=^^q, ..., A„, = B,„q,
c'est-à-dire
Ao -'^i . '*2 A,ra
Bn Bi B, B„,
Réciproquement, si celte condition est satisfaite, on en déduit, quel que soit x
Bo~ B,.r ~ B,a-^ ■ B,„^'« " "
ou bien {Alg. élém.. G'.i)
Ap-h A,cc-h \oX^ -H As-j?^ -h ... -I- A„, -x'" _ Bo-l-B,^H- 132^7-+ B,^^' -h. .^-B,„.7■"' ~ '^*
Le théorème III (18), sur lequel nous venons de nous appuyer, ayant été étendu (20) à un nombre quelconque de var'iables x, y, z, ..., la même extension a lieu nécessairement pour le présent théorème V, et nous pouvons énoncer, sans démonstration, le théorème général suivant :
22. VI. Pour que le rapport de deux polynômes entiers en X, JK» -S, • . . soit indépendant de ces variables, il faut et il suffit que ces deux polynômes soient de même degré et que les coefficients des termes composés de la même manière en x, y^, z, . . ., dans les deux polynômes, soient proportionnels.
Vérification des formules algébriques.
2.3. Les théorèmes précédents porniotlent de vérilier, plus ou moins facilement, régalité ou ridentité de deux expressions algébriques.
Il y a deux cas à distinguer :
Pour vériiier une équ;ition entre quantités arbitraires, f'e<t-à-dire |)ouvanl recevoir des valeurs quelconques, il sullit de chasser les dénominateurs et de constater ensuite
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(]iie les deux membres de l'équalioii sont composés de termes identiques (20).
Lorsque les quantités qui entrent dans l'équation à vérifier ne sont plus arbitraires, c'est-à-dire sont liées entre elles par certaines relations ou équations de condition, il faut se servir de ces équations pour éliminer un pareil nombre de ces quantités. Les autres demeurent arbitraires, et Ton renlie dans le premier cas.
2i. Nous allons donner quelques exemples : 1° Vérifîer l' égalité
/jVy2 - {p^qf Xp"- "^ q-J ^ <p ^ q)' \p q)
Un cliasstTd les dénominateurs en mullipliant les deux memljres de celto ('•;.'alit6 [>ixr p^q-{p -\-qy. H \ient alois
(p^(^y=(p-^(j)^ (ji H- pi ) -t- -^(p.jî -^ p2 q )
ou
(p -T- q )•'' = p^ -i- ip- q -r- ipq- -i- 7^,
ce qui est une identité.
2° 0/i donne les équations de condition
et l'on demande de vérifier l' égalité
^Art ^ >J^ -1- y/iJc -4- /D7(f = /( A -4- B + C -+- D ; (a -!- ^ -f- c -,- d). Nous déduirons des éijui;! lions de conditi(jn
d'où, en substituant dans l'équation à vérifier et en remplaçant dans le
premier terme du premier membre Aa par l'expression identique - a
el. dans le second membre, A par -a.
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c'est-à-(iire (^/ij-. éle'm., 223, 3°)
sJ->
-^- b -T- c -{- dy-,
ce qui est une identité.
3° T érifer la jorinulc
(fic-l (j.ic sciil l'en fier n.
Si nous faisons « = i, la formule est satisfaite. Nous n'avons doncplus qu'à montrer que, si elle est vraie pour une valeur quelconque fie //, elle est encore vraie pour cette valeur augmentée de i.
Si nous remplaçons dans la formule n par « h- i, il vient
.3+ .:.+ 3^^-. . .^ «3+(, ^ , ,.^ j^liiZll^^irJl^
11 f;iut, par suite, sia:|)leiiiont [u-ouvei- que
c'est-à-dire ou
ce qui est une identité.
La formule est donc vérifiée.
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MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS
25. On a souvent, en Algèbre, à trouver une fonction de x ou un polynôme ordonné par rapport à x, dont la forme est connue, mais dont certains coefficients sont inconnus ou restent à déterminer.
La marche la plus simple et la plus naturelle consiste à écrire ce polynôme, en représentant les coefficients inconnus par des lettres; puis à exprimer, d'après les propriétés du polynôme cherché, les conditions auxriuelles il doit satisfaire. On obtient ainsi des équations renfermant, comme autant d'inconnues, les coefficients à déterminer et, quelquefois, le degré même du polynôme. Le problème posé est alors ramené à la résolution de ces équations.
Cette méthode, très féconde et souvent employée dans l'Algèbre supérieure, est due à Descartes; elle porte le nom de méthode des coefficients indéterminés.
Pour en bien faire ressortir l'esprit, nous allons l'appliquer à quelques exenqjles.
Application à la division des polynômes.
26. Supposons d'abord qu'on veuille trouver le quotient de deux polynômes et le reste de leur division. Soient le dividende de degré m
(i) Xç.x"' + kyx'"-^ ^ k.x""-- ^ . . .-I-A„;_i^ + A,„
et le diviseur
de degré n <. m.
On pourra poursuivre la division jusqu'à ce qu'on parvienne
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à un reste de degré inférieur au diviseur. Le reste sera donc de degré « — i. Quant au quotient, son premier terme provenant de la division du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur, il sera du degré m — n.
Le quotient et le reste cherchés sont donc des polynômes de la forme
(3) a^x"'-"^ aiJ;'"-«-' + a2^-"'-'^-2 4-...4- a,„_„_iJ7+ a„,_„ et
(4) 3oa^"-'+ 6,.r"-^+ ,3.,:r''-^-}-. . .^- ;3„_.2J7 + ,3„_,.
Les inconnues a^, a,, a,, . . ., a,„_„; jS^, (3,, 3o, . . ., 3,j_, sont les coefficients indéterminés , et, pour les trouver, il suffit d'exprimer que le dividende représente toujours identiquement (6, 18) le produit du diviseur par le quotient, augmenté du reste. Cette dernière somme réduite formera, par consé- (|uent, un polynôme qui sera la renroduclion, terme pour terme, du polynôme dividende; et, en exprimant celte identité, on ohtiendra les conditions nécessaires el suffisantes pour que le polynôme (3) soit le quotient et le polynôme (4) le reste de la division qu'on veut effectuei'.
On a évidemment m -+- i inconnues, et l'on sera conduit à écrire m 4- i équations du premier degré entre les inconnues.' la question est donc résolue,
•27. Si, au lieu de chercher le quotient et le reste de la di Àsion, on rlemnn<lait de trouver les conditions nécessaires et suffisantes poiu' que la division réussît exactement, il faudrait écrire que le reste est identiquement nul, c'est-à-dire que tous ses coefficients sont égaux à zéro (17); en d'autres termes, on se contenterait d'égaler identiquement le rlividende au produit du diviseur par le quotient.
On aurait toujours ainsi m -f- i équations; mais elles ne renfermeraient plus que ni^n-^-\ inconnues «„, sci, a,, . . ., y.,n-n, puisfiue les coefficients 3o, (3,, (S^, ..., 3„_, du reste disparaissent comme nuls. Les m -r- 1 équations posées détermineraient donc les m — n -\- i inconnues, en donnant en outre n équations de condition {Ali;, éléni., p. 1^6) entre les eoefticienls Ao, Aj, A,, . . ., A,„ du dividende et les coefficients B„, Bi, B,, . . ., B„ du diviseur; et l'on ohliendrait ces équations de condition en éliminant entre les m + i équalions
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fl'idenlité les m — /t+i coeflicieiits «o, a,, «o, .... c^,„-„ ilii f|uotient.
EKKMI'I.ES.
!^8. 1° Trouver, par la méthode des coefficients iiidéteriiiiiic\ , /:■ q/iolie/it et le reste de la dUision des deiL€ polynômes
ix'* — 7 JC' -T- 6 .r- -^ 4 ■■'^ — ^ G' ■^' — 5.r-i-i.
Le quotient sera du second degré et le reste du premier; on pourra doue les représenter par les expressions
ao-r^-l- a,,r -+- aj el jjQ.r-i-Pi.
On devra avoir identiquement
= (.r2 — 5.r -I- Ofao.r'-t- a,.r -l- a.,)-4- ^O'^^ -l- 3i.
Le second membre, développé et réduit, est le [lolynôme ao.r'-r- (a, — jau)./-'
+ ( a., — j a, H- ao j.rï -^ ( ^o — ^ '^2 + ^^i )•■'• -+- /, -h 7..,. Il doit être identique au premier membre, et Ton a le.-^ n-lalions
ao = 2. ai — 5^0 = — 7, a-i — ja, -;-ay=G, 3o — 5a2-Hai = 4, 2i-+-o(2 = — 3.
Il suffit de résoudre ces équations du premier degré. On le fait 1res siin|)lemenl,en remarquant que la première équation ne contient ipie a,; «0 étant connu, la deuxième équation permet de trcniver immédiatement ai; ao et ai étant déterminés, la troisième équation do:ine a^, el ainsi de suite.
On trouve successivement
ao=2, ai = 3, «2=19, Po=9^' 3, = — 22.
Le quotient cherctié est donc
et le reste correspondant
comme il est facile de le vérifier directement.
29 2" Cliercher les conditions pour que le polynôme Xqx'*-^ Ai-c^-H A2-r2-i- A3.r-4- A4 soit exactement divisible par le polynôme
B x''--^M^.r-^ Do.
AJ.f;i;i;ii:: simckiki uk.
Il suffit (27) d'égaler ideiUiqueinenl le dividende au produit du diviseur par le quolienl inconnu, qui esl de la forme
Ce produit ayant pour expression
aJ'.o.ri--(a,Bi-a,Bo)./'^
-r-( aoiîs^- a, B| -T- aoBo j.r2-t-(a, Bo-i- a, Ci).r -+- ^iH,.
les équations d'identité seront
a,, Bo = Ao, aoBi -f- a, Bo = A]. Xq Bo -H a, Bj + a^Bo = A-..
aiB.-f-a,Bi = A3, a2B.,:^A4.
On n'a pour obtenir les conditions demandées, qu'à éliminer ao. a,. -/■, Ciitre ces équations. Les trois premières donnent d'abord
A,B..-Ae.B,
A,Bj - A, BoB, -+- AoBï - A„BnB,
ce qui détermine le quotient. Puis, en subsliluanl les valeurs de a^. X]. i-i dans les deux dernières équations d'identité, on obtient finalement, pour les conditions cliercliées,
(F) AoB,[Bf--2BJ5,|-A,B„[i5'y — Bon2]-A.2B,;B,-A.Jî;î=o. (■2) AuB2[Bï— B„B.]- AiB„B,B.,4-A.2BîBo-AiB,' = o.
Reiuar(]ue.
30. La méthode des coefficients indéterminés intcrvicni, comme nous le verrons par la suite, dans un pi-aml nombre <1<' riMOstions.
Toutes les fois que la forme des fonctions chercliées est connue d'avance, aucune difliculté ne peut se présenter.
Mais, si cette forme n'est pas explicitement tlonnée par la nature de la question et si on l'admet arbitrairement ou d'une manière intuitive, il faut, après avoir déterminé les coeflicients inconnus, prouver non seulement qu'ils satisfont bien à la qu(^s(ion proposée, mais encore établir que cette question ne eoinporle pas d'autres solulions.
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En elfet, un problème n'est complètement résolu que lorsqu on s'est assuré que les solutions obtenues renferment sans solutions étrangères, toutes celles que la question peut rece-
voir
Cetl^e vérification, souvent assez pénible, est quelquefois très ditticile, sinon impossible; mais on doit toujours la tenter.
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PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS
Définitions préliminaires.
31. On entend par permutations de n qiianfilés, représentées par les lettres
a,, f/j, fls, ..., a„,
les dispositions qu'on peut obtenir en plaçant ces quantités ou en écrivant ces lettres à la suite les unes des autres de toutes les manières possibles. Ces quantités ou ces lettres constituent les élément!: de la pernuitation.
On peut, dans une permutation quelconque, coinjiai'er chaque lettre à toutes les lettres cpii la suivent. On dit alors qu'il y a dérangement ou inversion chaque lois que les indices des lettres comparées ne se présentent pas dans leur ordre naturel de grandeur croissante, c'est-à-dire chaque fois que le premier indice est plus grand (|ue le second.
Par exemple, la permutation «.^a, a, olîre deux inversions, l'une de a^ à a,, et l'autre de a^ à r/,, tandis qu'elle n'en oiïre pas deaj à a^. De même, la permutation a^a^a:, n'oiïrc qu'«/^e seule inversion, de a, à a^.
Los permutations qui contiennent un nombre pair d'inversions sont regardées comme positives, cl elles sont de la première classe; les permutations (|ui contiennent un nombre impair d'inversions sont regardées comme négatives, et elles sont de la seconde classe. C'est, en réalité, donner à cha{)ue permutation le signe du produit formé par les dilTérences qu'on obtient en retranchant l'indice de chaque élément des indices des éléments suivants; car, à chaque inversion, et seulement à chaque inveision, correspond alors une diHércnce négative.
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32. PRiNcrPE FONDAitiE.NTAL. — Lofsque, claiis une permuiation, on échange deux lettres ou deux éléments, la perniutationchange de signe ou de classe.
Remarquons d'al ord que, lorsqu'on échange deux élémenls consécutifs d'une permutation, elle change nécessairement de signe.
En elfel, si l'on échange deux éléments consécutifs tels que «a et a^, les indices des éléments qui précèdent et qui suivent les deux éléments considérés conservent la même relation de grandeur avec a et avec [3. Le nomhre des inversions ne peut donc être modifié que de «a à aa,.
Or, si ces deux éléments présentent d'ahord une inversion, ils n'en présentent plus après leur échange ou réciproquement. Le nomhre total des inversions varie donc seulement d'une unité, c'est-à-dire de pair devient impair ou réciproquement, et la permutation change de signe (31).
Cela posé, admettons qu'on veuille échanger les deux éléments quelconques a^ et «/, et désignons par n le nombre des éléments qu'ils comprennent entre eux.
On peu! alors amener a^ immédiatement avant «/ par n échanges consécutifs, puis a/à la place occupée précédemment i)ar Uii par («-i-i) échanges consécutifs; car il en faut un de plus pour amener d'ahord ai avant a^- On passe ainsi de la permutation donnée à la permutation voulue, en faisant subir successivement à la première (2«-{-i) changements de signe; {in-\-\) étant un nombre impair, les deux permutations considérées sont, en définitive, de signes contraires.
33. La démonstration précédente prouve en même temps que les permutations positives et négatives de n éléments sont toujours en même nombre.
En effet, à la permutation qui contient a^ et a./ dans l'ordre . . . a/,. . . a/ . . ., répond toujours une autre permutation qui contient les mêmes éléments dans l'ordre inverse ...«/...a/j..., sans autre changement; et ces deux permutations sont de signes contraires, d'après le théorème qu'on vient d'établir.
34. Étant donnée une disposition quelconque, si l'on fait passer le premier élément au dernier rang, sans aucun autre
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changement, on soumet celle tlisposilion à ce qu'on appelle nwQ permutation circulaire {^Hg- éléni., 138).
Si la disposition donnée renferme n éléments, on peut produire la permutation circulaire à Taide de « — i échanges consécutifs. Par conséquent, le signe de la disposition ne change que dans le cas oîi n est pair (32); en d'autres ternies, la disposition primitive se trouve multipliée par ( — 1)"~^
Des déterminants.
35. C'est en chercliant à résoudre d'une manière générale les systèmes d'équations linéaires qu'on a été conduit à l'étude des déterminants.
Le dénominateur commun des formules générales de résolution d'un système d'équations du premier degré contenant le même nombre d'inconnues a été appelé (nous verrons pourquoi) \q. déterminant de ce système d'équations.
On le forme donc, dans le cas d'un système de deux ou de trois équations, comme il a été dit {Alg. élém., 14-8, 135).
Si l'on a à opérer sur un système de quatre équations à quatre inconnues, on suit la marche indiquée {A/g. élém., Hiï).
La même loi s'applique à la formation du déterminant d'un systèine de n équations à n inconnues. II suffit de connaître celui de n — i équations à n — i inconnues.
36. 11 est d'ailleurs prélérahle de définir directement les déterminants, indépendamment des considérations précéd(Mites.
Soit l'expression
al .
.. al
al
al
qui représente le déterminant du «'«"'« ordre ou du /i"^^" « degré (parce que tous ses termes sont du /i'"'"" degré).
Elle est composée de n lignes horizontales ou de n colonncs verticales, c'est-à-dire de n- éléments.
3o AIX.ÈBUE SUPÉRIEURE.
Chaque lettre est affectée de deux indices. L'indice inférieur marque la ligne où se trouve l'élément, l'indice supérieur indique la colonne à laquelle il appartient.
Multiplions entre eux les éléments qui constituent la diagonale du carré figuré par l'expression, en parlant du sommet supérieur de gauche et en descendant jusqu'au sommet inférieur de droite. Nous obtiendrons le produit
qui ne présente aucune inversion par rapport aux indices inférieurs ou supérieurs et qui a toujours le signe +.
Ce produit est le premier terme du déterminant ou son terme principal.
Si, dans ce ternie principal, nous laissons les indices inférieurs SSxq%, en permutant (31) les indices 5;//>e/7e«/-5, n^tis obtiendrons tous les autres termes du déterminant. Ces termes seront positifs ou négatifs, suivant que la permutation correspondante des indices supérieurs sera de la première ou de la seconde classe, c'est-à-dire présentera un nombre pair ou impair d'inversions (31).
Le déterminant du /i'*""" ordre ou du /<'«•"" degré est donc la somme des produits qu'on forme en associant, de toutes les manières possibles, n quelconques des n- éléments donnés, à la condition, toutefois, puisque tous les indices inférieurs doivent rester différents aussi bien que tous les indices supérieurs, qu'un même produit ne contienne jamais deux éléments appartenant à la même ligne ou à la môme colonne, et que son signe satisfasse à la définition rappelée.
En résumé, on obtient les différents termes du déterminant en prenant comme facteurs, de tou'.es les manières possibles, un élément, et un seul, dans chaque ligne ou dans cliajue colonne, et en suivant la règle adoptée pour les sig/œs (31).
On voit que, parmi les termes d'un déterminant, on n'en peut jamais trouver deux cjui soient égaux et de signes contraires, tant qu'aucune relation spéciale n'est imposée aux cléments considérés : il n'y a donc pas alors de réduction.
37. Nous venons d'indiquer comment on déduit un déterminant de son terme principal, en laissant fixes les indices inférieurs, et en permutant les indices supérieurs.
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Si l'on permute, au contraire, les indices inférieurs, eu laissant fixes les indices supérieurs, il est essentiel de montrer que l'on trouve le même déterminant.
En eiïet, dans le premier déterminant formé, les indices inférieurs étant écrits dans l'ordre i, 2, 3, ..., n, ne présentent aucune inversion, de sorte que ces indices constituent une permutation de la première classe (31). On peut donc dire que, dans ce premier déterminant, les termes sont [)Ositifs ou négatifs suivant que la permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs sont ou non de la même classe.
Mais, pour passer au deuxième déterminant, où les indices supérieurs doivent à leur tour présenter d'une manière fixe l'ordre 1, 2, 3, ...,«, il suffit évidemment d'échanger convenablement les facteurs des termes du premier déterminaul.
Les termes des deux déterminants sont donc d'abord égaux comme composés des mêmes facteurs.
Les signes des termes égaux sout d'ailleurs les mêmes; car les échanges successifs indiqués modifient, à la fois, la classe de permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs (32). Par conséquent, les deux permutations, des indices inférieurs d'une part et des indices supérieurs d'autre pari, demeurent respectivement ce qu'elles étaient dans la premier déterminant, de même classe ou déclasse diiïérentc, de sorte que les termes comparés des deux déteruiiuants conservent aussi le même signe.
La démonstration qu'on vient de donner signifie au loud que tout ce qui est vrai pour les lignes est également véiilié pour les colonnes, et inversement.
38. Le nombre des termes du déterminant du lO''"" ordre est, d'a[)rès la loi de formation indiquée (36 et 37), égal au nombre de peruiulations des n indices supérieurs ou des n indices inférieurs, ou de n quantités quelconcpies. Nous savons déjà (/l/i,'. élém., 4.08) que ce nombre est égal au i)ruduil 1 . 2 . 3 . . . rt des n premiers nombres.
Ce détermiuant renferme autant de termes positifs que de termes négatifs (33).
3!). On indique, le plus souvent, un déterminant en limitant par deux traits verticaux le système des éléments, ou
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'bien en plaçant sous le signe 1, avec un double signe, le ternie principal (30). On a ainsi, \nmv le délermiiiant du deuxième ordre,
a\ar, — a\ al.
et, pour le déterminant du troisième ordre,
aa\ al
a\ a :, c/a\a\al
a\a), ai «1 al al.
Si l'on voulait permuter les indices inférieurs au lieu des indices supérieurs, on aurait identiquement, pour le déterininant du deuxième ordre et pour celui du troisième ordre.
al
al
a[ al al
• ^: 2. zL a : a ':, ::^ a \ a ]
al al
--=1 a \ a'ia^ — a \ a'- al -+- a^ a'- al — a\a\a\ h- ala\a\ — a\ a\a\.
\0. Au lieu de distinguer les deux indices de chaque lettre en indice inférieur et indice supérieur, on peut les écrire horizontalement à côté l'un de l'autre, en les séparant par une virgule, quand on peut craindre qu'il n'y ait confusion avec les exposants. Le terme principal du déterminant prend alors la forme
Le premier indice répond à la ligne; le second, à la colonne. Nous croyons la première notation plus rapide et plus expressive.
VI. On peut aussi conserver les indices inférieurs en changeant les lettres d'une colonne à l'autre du déterminant. L'indice correspond alors à la ligne, et la lettre à la colonne
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occupée par l'élcment. On emploie très souvent cette notation.
L'expression du déterminant du /i^"^"™^ ordre devient, dans ce cas,
r/2 l>i c, ... 4 I «3 fh Cs ... /s ,
I "« "/i ^ Il
et il a pour terme principal le produit
«iZ^jCj. . . /„.
On déduit, comme précédemment, tous les termes du déterminant de ce terme principal, en laissant les indices invariables et en permutant les lettres de toutes les manières ()ossibles. L'ordre régulier des lettres est l'ordre a, />, c, . . ., /. Tl y a inversion quand cet ordre est modifié d'une lettre à une des lettres suivantes. Le terme considéré QS,\positifo\\ négatij, suivant qu'il présente un nombre yjaiV- ou i'myjai/- d'inversions.
kl. Il est bien entendu que, une fois le déterminant formé d'après les règles précédentes, on peut en écrire les dillérents termes dans tel ordre qu'on veut, ainsi que les facteurs de ces termes.
Il es! important d'ajouter (jue les éléments du déterminant peuvent être représentés d'une manière tout à fait quelconque, c'est-à-dire indépendamment de toute notation régidière, sans que ces mômes règles, qui se rapportent simplement au\ langs des lignes et des colonnes, soient modifiées.
h'i. Etant donné, d'une manière générale, le déterminant d'ordre ou de degré n, il est facile d'en déduire le déterminant (l'ordre ou de degré « + i.
Soit
T = ± ajj'^c^. . . Il
un terme quelconque du déterminant d'ordre n. Désignons parm|A un /«owre/ élément quelconque du déterminant d'ordre /< + i. Si nous l'écrivons à la suite des facteurs (|ui composent T, nous obtiendrons évidemment un terme T' du déteri)K C. — Cours, m. 3
minant qu'on veut former, et ce terme aura pour expression
T' = ± «a ^p Cy . . . /), /«p..
Son signe sera le même que celui deT, puisque aucune nouvelle inversion n'a été introduite dans T'.
Si l'on fait passer le facteur m^, successivement du dernier rang au premier, en modifiant à chaque fois le signe du produit (32), on obtient successivement des termes du nouveau déterminant avec leurs signes. Le nombre total des termes ainsi formés est évidemment « + i .
En opérant de même pour tous les termes du déterminant du n'^™^ ordre, en nombre égal à i.2.3.../ï (38), on forme tous les termes du déterminant du {n + i)''^"»" ordre, en nombre égal à 1 .2. . .n(rt + i).
Cette remarque concorde avec la première définition des déterminants et la première loi de formation indiquée (35).
Déterminants mineurs.
kï. On désigne souvent un déterminant dans son ensemble par la lettre A.
Loi'squ'on supprime dans un déterminant A plusieurs lignes et un même nombre de colonnes, le déterminant formé par les lignes et les colonnes conservées est un déterminant mineiir du déterminant donné. L'ordre d'un déterminant mineur dépend du nombre des lignes ou des colonnes supprimées.
Si le déterminant A est de l'ordre ou du degré n et si l'on y supprime une ligne «j et une colonne (3,^ le déterminant mineur correspondant, qui est évidemment de l'ordre ou du degré n — i, est dit de première classe. On peut le représenter par la notation A^|, qui veut dire : déterminant A oii l'on a supprimé la ligne «i et la colonne [3i.
Si l'on supprime dans A deux lignes a,, a, et deux colonnes 3i, Pï, le déterminant mineur correspondant, qui est de l'ordre ou du degré n — 2, est dit de deiijcième classe. On peut le représenter par la notation A^|^^;.
D'une manière générale, si l'on supprime dans A un nombre p de lignes ai, «2» •••) «/> et un nombre/? de colonnes (3,, ^2, ..., j3p, le déterminant mineur correspondant est de l'ordre ou du
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degré n — p, et il est de la /''•^'"^ classe. On peut le représenter par la notation expressive Aj^'J] "^p.
En ajoutant l'ordre et la classe d'un déterminant mineur, on reproduit toujours l'ordre du déterminant primitif.
Propriétés générales des déterminants.
ko. I. Un déterminant ne change pas quand on y substitue les lignes aux colonnes et les colonnes aux lignes.
On a alors, en effet, à comparer les deux déterminants
et
Cj C-2 Cj
Or la diagonale du carré des éléments reste la même dans ces deux déterminants; ils ont donc même terme principal et sont identiques d'après la loi de formation indiquée (36).
Ce théorème se confond, en réalité, avec la proposition du n° 37 et montre de nouveau que tout ce qui peut se dire des lignes s'ap|)lique aux colonnes, et inversement.
40. 11. Oiiand on échange, dans un déterminant, deux lignes entre elles ou deux colonnes entre elles, ce déterminant est multiplié par — i.
En effet, cette modification revient à échanger, dans chaque terme du déterminant, deux indices ou deux lettres (36, 37, 41); par suite, la permutation représentée par chaque terme doit elle-même changer de classe ou de joigne (32).
Tous les termes du déterminant changeant de signe, sa valeiH' est bien multipliée par — i.
47. 111. Lorsqu'un déterminant présente deux lignes ou deux colonnes identiques, ce déterminant est égal à zéro.
En effet, si l'on échange les deux lignes ou les deux colonnes identiques, le déterminant reste à la fois identique à luimême, et sa valeur 1 est multipliée par — i (46). Celte valeur
est donc nécessairement nulle; car, de
on déduit
2A ^ o ou \:=0.
48. IV. Théorème fondamental. — Tout déterminant est une fonction linéaire et homogène des éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, et, par suite, on peut toujours l'ordonner suivant les éléments de cette ligne ou de cette colonne.
En effet, chaque terme du déterminant contenant, par définition (36), un élément de chaque ligne ou de chaque colonne, et un seul, ce déterminant est une fonction linéaire (c'està-dire du premier degré) des éléments d'une môme ligne ou d'une môme colonne, choisie à volonté. De plus, chaque terme étant du premier degré par rapport à l'élément de la ligne ou de la colonne désignée qu'il renferme, le déterminant est luimême une fonction homogène de ces éléments.
Cela posé, en mettant en évidence, dans chaque terme, l'élément qui appartient à la ligne ou à la colonne choisie, on pourra ordonner le déterminant suivant les éléments de cette ligne ou de celte colonne.
Soit, par exemple, le déterminant du troisième ordre
«1 ^1 Cl
a, bo c, «3 b-i c-i \
En choisissant comme éléments ordonnateurs ceux de la première colonne, on peut l'écrire sous la forme.
Aucun des coefficients A,, Aj, A3 ne peut contenir l'élcnientqui le multiplie (36).
Il reste à trouver la loi de formation de ces coefficients.
49. Prenons, pour plus de généralité, le déterminant du ,jiLme ordre ou du n'^""^ degré, ordonné par rapport aux éléments de la première colonne. Il aura alors pour expression
Ai(7i-f- A,a2-t-A3(7;j4-. . .-f-A,., a,(.
Tous les termes du déterminant qui contiennent a,, par
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o\(Mnple, ne peuvent contenir aucun autre élément de la première ligne et de la première colonne dont «i fait à la fois partie (36). Dans ces différents termes, «, doit donc être multiplié par toutes les dispositions possibles de n — i éléments choisis dans les n — i autres lignes et dans les n — i autres colonnes. Or ces dispositions forment précisément le déterminant mineur du {n — \f"^^ ordre et de la première classe (iV), qu'on obtient en supprimant dans le déterminant considéré la première ligne et la pi'emière colonne; A, n'est donc autre chose que ce déterminant mineur.
En répétant le même raisonnement de proche en proche, on conclut que les éléments ordonnateurs ay, a^, a^, . . ., a„, ont respectivement pour coefficients A], A,, A3, . . ., A„, les déterminants mineurs de la première classe, qu'on déduit du déterminant proposé, en y supprimant successivement la ligne et la colonne qui se coupent sur l'élément ordonnateur considéré.
50. La nouvelle forme qu'on peut ainsi donner à un déterminimt conduit à des conséquences importantes.
Avani de les indiquer, nous écrirons les n valeurs du déterminant A ordonné successivement suivant les éléments des différentes colonnes. Ces valeurs seront
A = A , «I — \^_a, -h A3 «3 -+-... 4- A„a,,, A = li, /.', + ]U ''2 -l- H363 + . . . + B„b„,
A=: CiC, + C.nC2 -t- C3C3 +. . .4- C„C,i,
Bi est le déterminant mineur de première classe obtenu en supprimant dans A la première ligne et la deuxième colonne qui se croisent sur 6,; C| est le déterminant mineur obtenu en supprimant dans A la première ligne et la troisième colonne ([ui se croisent sur Cj, ...; L, est le déterminant mineur obtenu en supprimant dans A la première ligne et la /jièmc colonne qui se croisent sur /,, et ainsi de suite.
On voit donc que les coloimes verticales qui apparaissent lorsqu'on écrit les équations précédentes les unes au-dessous des autres représenlent à leur toui' les valeurs du déterminant A, ordonné suivant les éléments des diflérentes lignes.
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Ces n valeurs sont donc
A = A^rto -4- Bj^, 4- C2C2 +. . .+ Lj/j,
51. V. Si, clans un déterminant, tous les éléments d'une même ligne ou d^une même colonne sont nuls, à l'exception d^un seul, le déterminant proposé est égal au produit de cet élément par le déterminant mineur qu'on obtient en supprimant la ligne et la colonne qui se croisent sur ledit élément.
Soit le déterminant
al .
al .
Supposons que, dans ce déterminant, tous les éléments de la ligne a soient nuls, excepté celui de la colonne (3.
D'une manière générale, si on veut l'ordonner suivant les éléments de la ligne a, on a, pour sa valeur, une expression de la forme (48, 49, 50)
A = K,«i-^K2a| + K3a| + . . . + K3a^ + . . .+ K„aï.
Or cette expression, où K,, Kg, K3, . . . , Kp, • • . , K„ représentent les déterminants mineurs de première classe qu'on obtient en supprimant successivement la ligne et la colonne qui se croisent sur les éléments a\, a\, a\, . . ., «^, . . ., a'^J, se réduit évidemment, d'après l'hypotlièse faite, à
II résulte immédiatement de ce théorème que tout déterminant peut être mis, si cela est nécessaire, sous la forme d'un déterminant d'un ordre plus élevé.
On a, par exemple,
a^ bi c,
«2 Z>2 Ci
az 63 C3
a?i «1 èj Cl
quelles que soient les valeurs données à a;^, x^, x-^.
52. VI. Lorsque tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont nuls, le déterminant a une valeur nulle.
Cette proposition résulte immédiatement de la précédente, comme celle-ci résulte du théorème fondamental du n» 48.
53. VII. Lorsque, dans un déterminant, tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale du carré des éléments sont nuls, la valeur du déterminant se réduit à celle de son terme principal.
Pour le démontrer, il suffit d'écrire successivement, (l';iprès le théorème V (51 ),
b. Co ... L o c-i ... 4
= a,b.2C:i . . . In-
54. VIII. Lorsqu'on multiplie ou qu'on dirise par un même nombre tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, la valeur du déterminant est multipliée ou divisée par ce nombre.
En effet, si l'on multiplie ou si l'on divise tous les éléments de la ligue a du délerminanl par un facteur />, la valeur A du
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(léicrminant, telle qu'on l'a écrite d'une manière générale au n" 51, est elle-même multipliée ou divisée par/?. Ce théorème entraîne les conséquences suivantes :
On ne change pas la valeur d'un déterminant en supprimant ou en introduisant un facteur commun aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, pourvu quon mette ce facteur en évidence comme multiplicateur ou diviseur du déterminant.
En particulier, si Von change les signes de tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, on change également le signe de la valeur du déterminant, puiscpie le facteur introduit est alors égal à — i. Donc, pour rendre au déterminant sa valeur primitive, il faut diviser ou multiplier par — I la valeur obtenue.
oo. IX. Lorsqu'un déterminant comprend deux lignes ou deux colonnes proportionnelles (c'est-à-dire composées d'éléments respectivement proportionnels), sa valeur est égale à zéro.
En effet, si le rapport des éléments de la première ligne considérée aux éléments correspondants de la seconde ligne est égal à p, on peut multiplier cette seconde ligne par p, pourvu qu'on divise la valeur du nouveau déterminant par ce même facteur (oi). Mais, dans le nouveau déterminant, la seconde ligne est devenue identique à la première : sa valeur est donc nulle (4-7), et il en est de même de celle du déterminant primilil".
56. X. Si les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont des sommes d'un même nombre de quantités, le déterminant proposé est la somme d'autant de déterminants que l'un de ces éléments contient de termes. Ces déterminants se forment en associant respectivement les différents termes des éléments de la ligne ou de la colonne composée avec les éléments des autres lignes ou des autres colonnes simples.
Ce théorème se démontre immédiatement en ordonnant le déterminant suivant les éléments de la ligne ou de la colonne composée, c'est-à-dire en se reportant au théorème fondamental (48, W).
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On a, par exemple,
rtl-t- Al by Cj
«2 + k.2 b<, Cn
cti Oi c, «2 62 C2
A-, bi c, j /i-j ^2 ^2 ' /(-, /?. c, I
57. XI. 0/^ ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne ceux d'autres lignes ou d'autres colonnes respectivement multipliés par des facteurs constants.
On n'a, pour démonlrer cette proposition, qu'à réunir les ihéorèmes X et IX (56, 55).
On a, par exemple (56),
a, -4- mbi-i- pci
«2+ nib.y-ï- pc.
«3 -h mb-.-h pc^
mb^
bi
PC
bi
mb^
PCi
«3 bi C3
Ih
PCz
Les deux derniers déferminanls présentant deux colonnes proportionnelles ont des valeurs nulles (55), et l'énoncé est justifié.
Cet énoncé s'étend évidemment au cas où l'on modifie de la même manière plusieurs lignes ou plusieurs colonnes du déterminant, et à celui où les coefficients constants, tels que m et p, sont égaux à ±1 .
Il résulte encore du théorème qu'on vient de démonlrer que, si les éléments correspondants d'un certain nombre de lignes ou de colonnes sont liés, dans le déterminant proposé, par des relations linéaires et homogènes, ce déterminant est nul.
Admettons, en effet, que ces relations linéaires et homogènes soient précisément exprimées par les équations
a, -+- mbi H- pCi ^ o, «2 + m b.2 H- pC2 = o, «3+ mbr^-\- pc-^^=^o.
Le noiivjau déterminant, considéré ci-dessus et identique
au proposé, aura alors une colonne d'éléments nuls et sera nul (52), ainsi que le déterminant primitif
ai
58. XII. Lorsque deux déterminants ne diffèrent que par une ligne ou une colonne, on peut les réunir en un seul déterminant égal à leur somme ou à leur différence, en ajoutant ou en retranchant terme à terme les deux lignes ou les deux colonnes non identiques et en conservant toutes les autres.
C'est la réciproque du théorème X (56). Si l'on a, par exemple, les deux déterminants
«1 ^1 Cj «2 ^2 C.2
et
a, ^1 c, «2 b, Cj
qui ne diiïèrent que par leurs premières colonnes, on peut les ordonner respectivement (4-8, 4-9) suivant les éléments de celte première colonne et écrire, d'après la notation adoptée (4-4) et en désignant par A}, A^, A^ les déterminants mineurs de première classe obtenus en supprimant, dans les deux déterminants, la première colonne concurremment avec la première, la deuxième ou la troisième ligne,
D = aiA} H- a^îvl + a^k^, A = aiA} + a^kl -t-asAJ.
Il en résulte, en prenant ensemble les signes supérieurs et les signes inférieurs.
A = (a,±:a,)A} + (a2±:a2)A^ + (a3±a3)AJ,
c'est-à-dire
D-hA
et D — A
«1— a, 61 Cl rt, — y.i b^ C2 Uz— az 63 C3
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Loi d« formation d'un déterminant.
Soit le déterminant
a, bi c, ... Il \
la
bn
In
On veut l'écrire, en l'ordonnant effectivement suivant les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne. Choisissons, par exemple, la ligne a. Nous aurons, d'une manière générale (48), pour la valeur du déterminant,
(l) A = Aa«a-t-Ba/-'a-f-CaC« + . . .+ La/a.
Dans cette expression, les coefficient., A^, Ba, Ca, . -, Lisent les déterminants mineurs de première classe qui correspondent successivement à la suppression de la première, de la deuxième, de la troisième, . . ., de la /i'^""= colonne, combinée avec la suppression de la ligne considérée de rang a. (49).
Pour former ces déterminants mineurs, il est commode d'opérer comme il suit.
Faisons monter la ligne a au premier rang, en la permutant successivement avec les lignes précédentes; nous changerons chaque fois le signe de la valeur du déterminant (46). Pour conserver à cette valeur son véritable signe, il faudra donc aussi chaque fois multiplier le déterminant par — i. Le nombre des échanges effectués étant a — i, le facteur multiplicateur sera finalement (— 1)='-'* ou, ce qui revient au même, (— i)^"^', puisque (— i)- = i . On peut donc écrire
I ^a b'x Ctx ... Irj,
Ûf(Ya_1 Orl-L.\ Co(J.l
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Mainlenanl, supposons nuls tous les éléments de la ligno y. (amenée en tète), à l'exception du premier a^. D'après la formule (i), la valeur du déterminant se réduira d'une part à
D'autre part, on aura, pour cette valeur (51),
rtx O O
«, èo c
Ca-1
6aVi
Ca-i-i
En comparant les deux valeurs de A, on a donc
On trouve Ba d'une manière identique, en remarquant seulement que, pour faire passer à la fois au premier rang la ligne a et l'élément h^, il faut une permutation de plus entre la première et la deuxième colonne; il faut donc aussi faire croître dUine unité l'exposant du facteur multiplicateur. On a, par
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conséquent,
(li c, . . . Il
ûo C.2 ... 4
On forme de même l'expression de C^ en faisant croître encore d'une unité l'exposant du facteur multiplicateur, puisqu'on doit opérer une permutation de plus entre la première et la troisième colonne, et en faisant suivre ce facteur du déterminant mineur obtenu en supprimant, dans le déterminant primitif, la ligne a et la troisième colonne qui se croisent sur l'élément c^.
La loi est évidente. On voit que les coefficients obtenus sont alternativement positifs et négatifs, ou inversement, suivant le point de départ, et que la formation ell'ective d'un déterminant peut toujours être ramenée à celle de déterminants mineurs de plus en plus simples.
60. En appliquant l'algoritlime qu'on vient de démontrer au déterminant du troisième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne^ on a
c'est-à-dire en faisant a = i dans les résultats du numéro précédent,
On a eiïectivenient
Cs
= (t-ib-i— biCt-i.
A = «1(6203— c^bi) — /^(«2<^3— Cîffj) -h Ciia^b^— b^jii) ■=z «1 b.c-i — aiC.ibi-\- Cifubi — bir/^c-^-h b^c^K^ — Cj b-iO..
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Le déterminant du quatrième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne, peut de même s'écrire immédiatement
bz
Ct
bz
Cz
bz
dz
ffi
bi
dz
az
Il ne reste plus qu'à effectuer, comme nous venons de le faire, les déterminants mineurs qui sont du troisième ordre.
61. Voici encore deux autres exemples. Le premier déterminant est ordonné suivant les éléments de la première colonne; le second, suivant les éléments de la première ligne.
xy' — yx' -+- x-'y" — y'x" -+- x" y — y" x.
A(A'A''— B^) - B'IB'A"— BB') + B'(B"B — A'B') AA'A'+ 2BB'B"- AB^- A'B'2- A"B"-.
Le déterminant qu'on vient d'ellectuer, et qui joue un rôle important dans la théorie des surfaces du second degré, est un déterminonl symétrique. On appelle ainsi tout déterminant dans lequel les éléments conjugués, c'est-à-dire placés symétriquement de part et d'autre de la diagonale du carré des éléments, sont égaux.
62. L'emploi du déterminant du troisième ordre, dont nous avons donné l'expression au n" 60, étant très fréquent, nous indiquerons encore, pour le former, la règle suivante due à Sarrus.
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Ecrivons le déterminant, en répétant à sa droite ses deux premières colonnes. Nous aurons le Tableau
«I è[ c, «1 bi
«0 ^o Cl «., Z'.,
On voit alors que les iermQs positij s du déterminant
{a^b-yC^, biC^Os, c^a^bz)
sont donnés par les diagonales complètes qui descendent de gauche à droite, et les termes négatifs
(bia-iC-i, aiC.bi, c^b-^a^)
par les diagonales complètes qui descendent de droite à gauche.
Calcul de la valemr d'un déterminant.
63. Pour calculer la valeur d'un déterminant, on peut toujours employer la méthode générale indiquée au n° 58; mais on arrive souvent plus rapidement au résultat en cherchant à ramener directement, à l'aide des théorèmes précédemment démontrés, le calcul du déterminant proposé à celui d'un déterminant mineur d'ordre moindre d'une unité, et en opérant ainsi successivement jusqu'à ce qu'on parvienne à un déterminant mineur du second ordre. Ce déterminant du second ordre s'évalue alors immédiatement, d'après la définition du n° 3oou d'après la loi de formation générale (58).
Nous avons déjà donné plusieurs exemples de la marche à suivre à cet égard {Alg. élém., 19V, 195, 190). Nous en donnerons encore ici quelques-uns, en entrant dans plus de détails.
C)'t. Cherchons d'abord la valeur du délerminant
G II
Ajoutons la première colonne à la deuxième et retranchons ensuite la
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deuxième colonne ainsi modifiée de la troisième colonne, ce qui est permis (S7); nous aurons
En ajoutant maintenant respectivement la deuxième ligne à la première et à la quatrième, et en ajoutant cette même deuxième ligne, multipliée par 4, à la troisième ligne, il viendra successivement (ol)
Retranchons de la deuxième colonne du dernier déterminant la troisième coI(inne, multipliée par 4 ; puis, retranchons également une fois la troisième ligne de la première ligne et deux fois celte troisième ligne de la deuxième; puis, enfin, ajoutons trois fois la première ligne à la troisième : nous aurons successivement, en appliquant toujours le théorème du n° 51 aussitôt que cela est possible, les résultats ci-après :
65. On peut, sinon simplifier les calculs, du moins éviter tout essai et tout làlonnemenl, en appliquant un tliéoième que nous allons démontrer et qui résulte immédiatement des propriétés générales des déterminants.
On peut toujours ramener un déterminant donné à présenter une ligne ou une colonne composée d'éléments tous égaux à l'unité.
Prenons, par exemple, le déterminant du troisième ordre
«1 bx c, a-i bo Co a-i b, €■,
Cherchons le plus petit commun multiple des éléments de
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la première colonne. Soit m ce plus petit commun multiple. On aura
Multiplions respectivement les trois lignes du déterminant par les quotients q^, q^_, q^. En désignant par A sa valeur, il viendra (5V)
?n b.2 q.2 C.2 q.2 m b%qz c^q^
q^q-iq^
bzqz C^q^
ce qui justifie l'énoncé.
En retranchant successivement la première ligne des autres lignes, on arrive ensuite immédiatement (51) au déterminant mineur d'ordre moindre d'une unité, auquel on peut appliquer la même transformation s'il y a lieu.
On aurait, pour le déterminant précédent,
q\'hJh m
'hq-i^i
I b^q^ c^qi
O biq.— biqi C^qi—Ciq^
o b^q^— biqy c^q^—c^q^
{ib^q^—b^q,){c^q^ — c,q^) — {c,q^ — c^q,){b^q^—b^q,)\
66. Appli(iuous ce procédé au déterminant déjà calculé au n" 64.
Le plus petit commun multiple des éléments de la première colonne étant 120, on multipliera respectivement les quatre lignes du déterminunt par les nombres 40, 20, 12, i5. On a ainsi, pour sa valeur,
120 5so 680 160
I 555 690 iG5
De C.
Cours. III.
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En retranchant la troisième ligne des autres lignes, le déterminant devient successivement
ID
Nous chercherons alors le plus petit commun multiple des éléments de la troisième colonne du dernier déterminant. Ce plus petit commun multiple étant 36, on multipliera respectivement les trois lignes du déterminant par les nombres 9,9 et 4- On aura comme résultat, en retranchant finalement la première ligne des deux autres,
720 108 3oo 168
Soit le déterminant symétrique
abc b c a c a b
En ajoutant les deux dernières colonnes à la première, on peut lui substituer le déterminant
a-\- b -\- c b c a -i- b -r- c c et a-\- b -\- c a b
= {a -h b -{- c ) Si l'on retranche respectivement la première ligne des deux autres, la
valeur du déterminant est représentée par I b c
a — b b — c = {a-\-b-^ c)[{c — b){b — c) — {a—c){a — b)] = (a -h b -h c){ab -\- ac -^ bc — «2_ ^2_ ^2) = "iabc — n^ — b^ — c^.
Soit encore le déterminant symétrique
On voit qu'en ajoutant les trois dernières lignes à la première, tous les éléments de la première ligne deviennent égaux à la somme x-\-j -\-z. Le déterminant admet donc cette somme comme facteur (oi).
De même, en ajoutant successivement à la première ligne la deuxième, la troisième et la quatrième ligne, et en retranchant chaque fois du résultat les deux lignes restantes, on trouve aussi successivement, comme cléments de la première ligne,
±{y^z — x), d=(.r + 3— j), ±i{x-hj — z).
Le déterminant proposé admet donc encore comme facteurs les sommes
Comme ce déterminant est du quatrième ordre ou du quatrième degré, il ne peut pas présenter d'autres facteurs algébriques que les quatre sommes indiquées. E« désignant par k un coefficient constant, on a donc, pour sa valeur,
Mais chaque ligne du déterminant contenant x dans une colonne différente, l'un de ses termes est nécessairement -h x'' (36). D^ailleurs, en effectuant le produit des facteurs algébriques qui entrent dans A, le terme de ce produit du degré le plus élevé en x est évidemment — x'*. II en résulte, pour la constante /c, la valeur — i, et l'on a finalement
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On poiil remarquer q'je —A est égal à seize fois le carré de l'aire du triangle, dont les trois côlés seraient x, y, z {Trignn., 171). ,
69. Pour terminer ces exemples, nous cludierons le déterminant du
abc.
rt»
in-l
in-l l)n-\ t-ra-l .
Ce déterminant est formé des puissances de degrés o, i, 2, 3, ..., « — i, des n quantités quelconques a, b, c, .... k, l.
Si l'on suppose égales entre elles deux quelconques des quantités qui composent la deuxième ligne, le déterminant présente deux colonnes identiques, et sa valeur devient nulle (i"). Il est donc nécessairement et séparément divisible (13) par tous les facteurs ou par toutes les différences binômes qu'on obtient, en retranchant successivement de l'un quelconque des termes de la deuxième ligne tous les termes qui le suivent dans cette même ligne.
Le produit de toutes ces différences constitue d'ailleurs le polynôme P représenté ci-dessous :
P ={a — b)(a — c){a — cl). . .{a — k){a — l)
x{/i — k)ih — l}
Le degré de A, comme on le voit facilement par son terme principal, est égal à la somme des (n — i ) premiers nombres
^-''- {Jlg.élem., 330);
c'est aussi, évidemment, le degré de P.
Comme P divise exactement A, d'après ce qui précède, et qu'ils sont de même. degré, ils ne peuvent différer que par un facteur constant qui reste à trouver.
Pour déterminer ce facteur, il suffit de comparer deux termes de A et de P formés respectivement des mêmes puissances àe a, b, c, . . ., k, l, c'est-à-dire se correspondant dans les deux développements. Le rapport de leurs coefficients sera la constante cherchée.
Le terme principal du déterminant A est
et il a pour coefficient l'imité.
Le terme correspondant du polynôme P est, en considérant les colonnes verticales,
et il a pour coefficient
{n-\)n ( jjlt-2+3H +(«-2)H-(7l-l) = / l) 2 .
On a donc
=tp,
(n — I ) " suivant que ^ — est un nombre pair ou impair.
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MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS
70. Prenons d'abord deux déterminants P et Q de même ordre ou de même degré n. Nous rapporterons le premier à la lettre (a), le second à la lettre {b), et nous les écrirons de la manière suivante :
al
a\ al
b1 b'I bl
un
Nous nous proposons de trouver le produit PQ sous forme de déterminant.
Mulliplions respectivement les éléments d'une ligne quelconque de P, désignée par i, par les éléments correspondants d'une ligne quelconque de Q désignée par k (nous voulons dire : le premier élément d'une ligne par le premier élément de l'autre, le deuxième élément par le deuxième élément, et ainsi de suite).
En ajoutant les produits obtenus, nous aurons une expression de la forme
a\ bi
a} bl + ,
que nous pourrons représenter par
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l'indice inférieui' de la lettre (c) se rapportant au rang de la ligne considérée dans P, et l'indice supérieur au rang de la ligne considérée dans Q.
Comme il s'agit de deux déterminants du n'^™" ordre, nous pourrons former n- quantités analogues à cf et constituer avec ces n^ quantités un déterminant du «•«'"« ordre que nous appellerons R et qui sera
^i ^1 ^1 • • • ^1 cl cl cl ... c" cl cl cl ... c^l
Le terme principal de R est
Mais, d'une manière générale, on a, d'cprès ce qui précède,
cf=lajhl,
en faisant varier l'indice supérieur e, simultanément pour a, et b^, depuis i jusqu'à n.
On peut donc écrire, sous cette condition,
c\clcl . . . c';,-=(la^b^){lalbl){lalbl).. .{la]-bl) = l{ayla\...a\b-,b\bl...bl),
les nombres a, (3, y, . . ., X devant varier simultanément pour «i et 6,, «2 et 62. «3 et 63, . . ., a„ et 6„, depuis i jusqu'à n.
Pour former maintenant le déterminant R à l'aide de son terme principal, il faut ajouter à ce terme tous ceux qu'on en déduit en laissant, par exemple, invariables les indices inférieurs des lettres (c) et en permutant leurs indices supérieurs (36,37).
C'est laisser en même temps invariables les lignes considérées dans P et permuter les lignes considérées dans Q.
Dans cette hypothèse, les deux indices des lettres («) écrites dans le second membre de l'expression (i) demeurent invariables, tandis qu'on doit permuter les indices inférieurs des lettres {b), comme on permute les indices supérieurs des lettres (c) dans le premier membre de l'expression (i).
Il en résulte que le produit des lettres {b) représente alors
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un certain déterminant, dont nous désignerons la valeur par Q', en posant (39)
et l'on aura (39)
Dans Q', les indices supérieurs conservent une position fixe, mais chacun d'eux doit recevoir d'une manière quelconque l'une des valeurs i, 2, 3, ... /^. Il y a donc autant de valeurs de Q' que d'assemblages possibles pour ces valeurs i, 2,
Or, pour tous ceux de ces assemblages qui rendront deux indices supérieurs des lettres (6) égaux entre eux, le déterminant Q' offrira deux colonnes identiques et sera égal à zéro* (47). II en sera donc de même du déterminant R, d'après l'équation (2).
Nous ne donnerons, par conséquent, aux nombres a, [3, y, ..., }. que des valeurs dijjérenles choisies dans la suite I, 2, 3, . . ., n, et, par la permutation des indices inférieurs des lettres (6), ces valeurs différentes se trouveront en réalité choisies de toutes les manières possibles compatibles avec la non-nullité de Q'.
Mais, dans ce cas, le déterminant Q' obtenu n'est autre chose que le déterminant Q (36, 37), et l'on a aussi (39), les nombres a, ,5, y, ...,/. devant recevoir les mêmes valeurs pour ai et bi, a, et b^, a^ et ^3, . . . , a„ et b^,
±1a'[a\a\ . . . a',^=. P, de sorte que l'équation (2) devient
(3) R = Q(±I«>'3a|...a^„)=PQ.
On peut donc énoncer ce théorème fondamental :
Le produit de deux déterminants de degré n est un déterminant de même degré, formé, comme nous l'avons indiqué, en prenant pour éléments les sommes des produits des termes qui se correspondent verticalement dans chaque ligne du premier déterminant comparée à chaque ligne du second.
Nous allons vérifier ce théorème en supposant n = 3 et
, «jaa + ^2 3:3 -r- c-iy-i
2 «3^3 + b3p3+ Csys
«3 Ps y-i
nous allons montrer que le déterminant
«,a, + Z>i;3, + Ciy, «1 «2 + ^1 [3o 4- Cl y «a^i -f- ^2i3i H- Cayi «2 «2+ ^2,32 + Cîy-i r^y-i-i- bi^i^Csyi azci2 + b.i^2 + (^iyest bien le produit des deux déterminants «1 6, Cl I
En effet, d'après le théorème du n° 58, on peut commencer par décomposer le déterminant R en trois déterminants, en prenant successivement, au lieu de la première colonne, cliacune des trois colonnes partielles qui la constituent et en conservant les deux autres coloimes composées. On pourra opérer de même sur les trois déterminants obtenus, en décomposant également leur deuxième colonne en trcis colonnes partielles, ce qui donnera en tout neuf déterminants. Enfin, en opérant encore de même sur la troisième colonne de ces neuf déterminants, on verra finalement que le déterminant R est la somme de vingt-sept déterminants à colonnes simples.
On voit par là d'une manière générale que si, dans un déterminant, chaque élément est la somme d'un certain nombre de termes tels que chaque colonne puisse se l'ésoudre en colonnes partielles, la première en m colonnes, la deuxième en n colonnes, la troisième en p colonnes, etc., le déterminant proposé est égal à la somme de tous ceux qu'on obtient en prenant successivement, dans le déterminant proposé et dans les déterminants qui en dérivent, au lieu de chaque colonne composée, l'une des colonnes partielles qui la constituent, c'est-à-dire, dans le cas indiqué, à la somme de mup... délerminanls simples.
Revenons à notre vérification.
Le déterminant R étant la somme de vingt-sept déterminants, si l'on prend ensemble les premières, ou les deuxièmes, ou les troisièmes colonnes partielles des colonnes composées, on en a évidemment trois de la forme
«iCZi a, «2 «^i^s a.^y.i «3^2 «3=^3
ai», ^"^3
a, (Xi «3
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En prenant successivement deux colonnes partielles de même rang dans deux des colonnes composées et en le? associant avec une colonne partielle de rang différent prise dans la colonne composée restante, on a dix-huit déterminants de la forme
fl'l«2
bx%
br
= «1^2 (Sa
= o (oi, 47)
Il ne reste plus que sia; déterminants qu'on obtiendra en prenant une colonne partielle de rang différent dans chaque colonne composée de R, et qui seront successivement
bi^i
Cl 73
Cl 72
a^cf-i
Cl 73
b^Px
&.Pi
Cl 72
b^Pt
Ci7i
aia2
^iSs
Cayi
csyi
^si^s
Cs'/i
= — (3ia27a
= yi
bx
Ct
bi
bi
bx
Ih
bz
c'est-à-dire qu'on a finalement
X (ai|3273 — a,72 33+yia2[33— (3,a,7,+ p,72 2<3— 7if32a3)
PQ
72. Il est utile de remarquer, en reprenant le théorème (lu n" 70, qu'on ne change pas les valeurs des déterminants P et Q en échangeant dans ces déterminants les lignes et les colonnes. Il y a donc quatre manières différentes de former leur produit R.
Soit, par exemple, les deux déterminants du second ordre
et
On aura, l'ordre adopté dans la multiplication des lignes no faisant qu'échanger les lignes et les colonnes du résultat (i5),
rt,a
aja
b^cf.^_-\- b^i^^
«'ij3i-f- 6,,32
«îOCi
rt,,3,H- a2[32
Les quatre déterminants, obtenus dans les seconds membres des équations précédentes, représentent tous
R = (a,62— 6,a2)(a,[3.,— .S.aj) [70, 39].
73, Si le second déterminant Q est égal au premier P, on a
Le carré d'un déterminant est donc un déterminant de même degré, et il en est de môme de toutes les puissances entières d'un déterminant.
Comme on peut échanger dans P, sans modifier sa valeur, les lignes et les colonnes, il y a trois manières différentes de former son carré P^
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Soil, par un exemple, le déterminant du second ordre On aura, en ne confondant pas les exposants avec des indices,
bi
-hbyb^ 1
ay
èi
«^ + ^lO,
«1 ^1 + ^1 bi
a^by -\- b\
ai
aibi -+- a^b^ |
+ bl
D'après la première et la troisième forme, le carré de P est un déterminant 5}v?ze7/7Vy«e (61) : cette propriété est générale.
74.. Nous avons supposé jusqu'ici les déterminants P et Q de même degré.
Si ces deux déterminants sont de degrés différents et si Q est d'ordre moindre, on n'aura qu'à transformer Q en un déterminant de même degré que P (51) et à appliquer la règle précédente (70).
Si l'on donne, par exemple, les deux déterminants
ay Oy Cy
a^ b.2 c, Oz 63 c-i
et
on remplacera le second déterminant par le déterminant identique (51)
où les quantités y.^ et ^3 resieront arbitraires. Le produit des deux déterminants prendra la forme
ayV.y^ by'^y a y y.^-\- b y'{:)^_ flj CZ3 + ^^ 1 fSj + Cj
a^y.y-^ bipy «,«2+ ^21^2 «2^3+ ^2 [33 4- C2
a^ay+b^'^jy Osa, -h 63 i^, «3«3+ ^3[33+ Cj
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75. Dans tout ce qui précède, nous n'avons considéré que des déterminants carrés, présentant le même nombre de lignes et de colonnes.
On peut être amené à considérer, nous ne dirons pas des déterminants, mais des tableaux rectangulaires, où il n'y a plus égalité entre le nombre des lignes et celui des colonnes.
La notation des éléments reste la même, et Ton peut, pour distinguer ces tableaux rectangulaires des déterminants carrés ou des déterminants proprement dits, doubler les traits verticaux qui les limitent.
76. Nous allons étendre succinctement le théorènie de la multiplication de deux déterminants (70), en considérant deux pareils tableaux rectangulaires formés de m lignes et de n colonnes ou de inn éléments, et nous poserons
ai a\ al
Qv
bl
bl.
Formons alors, comme au n'>70, le délerminantdesm^ quantités analogues à
et posons
Cln
CJn
a}bl + aj bl + a]bl-^. . .-^ a'ibl,
i" Si m ^ n, on retombe sur le théorème du n» 70, et l'on a R = P,Q..
2» Si m est > n, le terme principal de R est
c\c\c\... c = 2«a^al ...a^;,b-b{lii...b^;:),
et, en reprenant l'analyse du n^ 70, on voit que les indices supérieurs a, (3, y, . . ., p., en nombre m, devant encore varier
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depuis I jusqu'à n, deux au moins recevront toujours des valeurs égales. On a donc nécessairement
3° Enfin, si m est < n, les indices supérieurs a, (3, y, . . . , [i, en nombre m, pourront toujours recevoir des valeurs inégales choisies dans la suite i, 2, 3, ..., n, et cela autant de (ois qu'on peut établir de combinaisons avec n objets pris m à m ou un nombre de fois représenté par {Alg. élém., 409)
Pour chaque système de valeurs attribuées ainsi aux indices a, [3, y, . . ., fx, on aura à considérer m colonnes du tableau Q-, et m colormes correspondantes du tableau Pj, formant respectivement deux déterminants Q et P. On aura donc évidemment
le signe 2 embrassant tous les produits PQ qui répondent aux systèmes de valeurs qu'on peut donner aux indices a, |3, V, ..., IJ..
11. Quelques exemples ne seront pas inutiles pour bien éclaircir ce qu'on vient de dire :
1° Soient d'abord les deux tableaux rectaii'julaires
ai bi
et
«3 bs
On a ici m = 3 et « = 2. Le déterminant R, qui a pour expression (76) «1 7.1 -H bi 3i «1 a2 -i- bi ^^2 c/i a;, + bi '^3
«s^ti-^-^api «a 2t2 -(- ^3 ?2 «3^3+ ^3^3
doit donc être nul (76).
On peut, en effet, le décomposer (71) en /ucit déterminants simples, se partageant en trois groupes.
Deux sont de la forme
a^ot-z
rtaa.
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Trois sont de la forme
OiOLi a.2<x.2 b.2^3
Les trois derniers sont de la forme
«!«! ^1^2 ^1^3 a^Oit ^2^2 ^2^3 «3 ai 1^3^.2 ^3^3
IXiIXi^S
Mz
ai «1 bi 02 a^ h 2 «3 «3 ^3
et
fl'2
Co II
2* Soient encore les deux tableaux rectangulaires
«1 ?i Ti I
On a ici m = 2 et // = 3. Le déterminant H, qui a pour expression (76)
<7iai -f- ^1 pi H- ClYl <^'ia2+ ^1^2 H- Cl Y2 rto a, -+- /^2 Pi -i- C2 Yi «2 a2 -H Z'2 P2 -^ C2 Y2
doit donc être égal à la somme d'autant de produits de déterminants du second ordre qu'on peut faire de combinaisons avec trois colonnes prises deux à deux (76), c'est-à-dire à la somme des trois produits
«1 bi ai b^
ïl
Tt
Co
c'est ce qu'il est facile de vérifier (39) en niellant le déterminant W sous la forme
(«,62— ^l<^2)(«lp2— Pl3t2)
-^ (a, C2 — C,<22 )( «1 Y2 — Yl ^2 ) + ( ^1 C2 — C, ^^o )( ^1 Y2 — Y" h)-
3° Soient enfin, pour terminer, les deux tableaux rectangulaires identiques
«1 bi c,
«1 bi c,
2^1 pi Yi
et
«i pi Yi
On a encore, dans ce cas, m = a cl « = 3. Le déterminant H, qui a pour expression (76)
I a\-\-b\-\-c\ «Ji^i-f-zOïPi -1-CiYi
I rti«i-+-^ipi-+-CiYi ^•!+Pi-^-ïî
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sera donc la somme des trois produits ou carrés
Oa doit donc avoir (39)
2tl
ïl
Yi
pi
ïl
Pi
ïl
«I^l + ^IPI ^1 + ïl
/y,pi + CiYi Pf + Ï?
(«i + />î-cf)(a?-i-p? + Yî)-^«i^-i+/''i?i + c,Y,/^
= («f4-if)(af + 3j) — (rtiai-i-Z*i5ij2
+ («ï-^c|)(a?+Yî)-(«i^i + CiYi)2 + (/;2H-cfK?f + ï?)-(6.?i+c,Y,)^
On en déduit immédiatement l'identité bien connue
(rtf + 6f + cf K^f + ?i -^ Yi^ — («i^fi-^^iPi + ciYO^
= («1 ?! — ^1 =^1 ;--+-( Cl ai — «1 Yi)24-(6i Yi — Cl 3,)2.
78. Les propositions précédentes (70, 76) constituent dans leur ensemble un théorème général, auquel on donne souvent le nom de théorème de Binet et Calxhy, parce que ces deux savants y sont parvenus en même temps, en partant de cas particuliers examinés par Lagraxge et Galss (voir Journal de l'École Polytechnique, XV1<= Caliier, p. 284, et XVIP Cahier, p. III).
CHAPITRE VI
«ÉSOLUnO-X GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ.
79. L'emploi des délerminants simplifie beaucoup la résolution générale des équations du premier degré.
Nous démontrerons d'abord les formules ou les règles connues sous le nom de règles de Cramer; puis nous établirons le théorème général de M. Eue. Rouphé, qui nous semble devoir clore définitivement la question.
Règles de Cramer.
80. Considérons un système de n équations du premier degré à n inconnues, que nous représenterons comme il suit :
ttiX ->r bxY -h CiZ -h. . .-h lit z=ip,,
a.iX 4- 62J + CjS -h. . . + /j^ =1 p..
Int
Pu-
Désignons par A le déterminant formé par les n} coefficients <les n inconnues. On aura
a, hi c, ciï b, c.
On peut ordonner A suivant les éléments de ses différentes «^olonnes et l'écrire alors sous les n formes indiquées au n° 50, à l'aide de ses déterminants mineurs de première classe (VV).
Prenons en particulier la première de ces n formes de A,
Dr c. — Cours. 111. 5
6C^ c'esl-à-tlire
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A = A,ai + Ao(7-2 + A3rt3
Si l'on remplace successivement, dans le déterminant figuré des coefficients des inconnues, la lettre a par les {n — i) autres lettres b, c, ..., l, sans toucher aux indices, on obtiendra chaque fois un déterminant qui sera nul comme ayant deux colonnes identiques {kl). On pourra donc écrire en même temps les (« — i) équations suivantes, dont les premiers membres résultent des mêmes substitutions successives dans l'expression ci-dessus de A :
Aj b^ + A, 62 + A3 Z's -f- . . . -{- A„ b„ — o, Al Cl +A.2C2 -i-AjCs 4-. . .-4- A„c„ =:o, )
' Al /) H- A, ^2 + A3 /g + . . . -i- A„ /„ = o.
Cela posé, multiplions respectivement les n équations (i) par les mineurs Ai, A,, A3, ..., A„ et ajoutons ensuite ces équations membre à membre. Les coefficients des («— i) inconnues y, z, ..., t deviennent précisément, dans cette hypothèse, les premiers membres des {n — i) équations (2), de sorte que ces inconnues se trouvent éliminées et que l'équation provenant de la somme effectuée se réduit à
d'où
(Ai«i -i-A.2rto-i-A3rt3-t-. . .-\-knan)x = Ai/J, + A,/J, +A3/^3-l-. . . + A„/>„;
A,ai-+- A,'^., -h As^a
Si l'on veut mettre les deux termes de celte valeur de x sous forme de déterminants, on a évidemment (i9)
P^ Ih
bo
Pn
On trouve de la même manière les valeurs des (« — i) autres inconnues/, z, ..., t, en se servant successivement des {n — i) autres formes de A ordonné suivant les éléments
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de ses (n — i) autres colonnes (oO) et l'on a
_ H,/>|-f- Ha/^oHr iî,/;,-i-. . .-+-B,/J)„
ou
• • + ^^nPn
Ih
Co
62 Cj . . .
Pn
bn Cn ...
In
bi Cl . .
b^ Ci
bn
bn C„ . . .
In
On voit que /e dénominateur commun des formules générales ainsi obtenues est le déterminant A des coefficients des inconnues et que, pour avoir le numérateur de chaque Jormule, il faut remplacer dans le dénominateur commun, sans toucher aux indices, le coefficient de l'inconnue dont on veut écrire la valeur par le terme tout connu p pris dans le second membre.
L'énoncé précédent constitue les règles de Cramer, qui les a données dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques (1750) [^voir p. 607 et 658].
81. Pour que la démonstration précédente subsiste, il faut que les déterminants mineurs de première classe, par lesquels on doit multiplier respectivement les équations proposées, ne soient pas tous nuls.
Si cette condition est remplie, chaque équation, telle que
est une conséquence nécessaire des équations (1) [80] et peut remplacer l'une quelconque d'entre elles. Il y a donc alors équivalence entre le système proposé et celui auquel ou parvient par les formules de Oamer.
82. Il est d'ailleurs facile de vérifier que, tant que le déterminant A est différent de zéro, les valeurs données par ces formules satisfont aux équations proposées, qui admettent par conséquent dans ce cas une solution unique et déterminée.
Si l'on substitue, en effet, ces valeurs à la place des inconnues, la première des équations (i) [80] devient, en chassant le dénominateur commun A,
^1 ( A,/?, -T- k.p^ 4- ... H- knPn )
ou bien, en ordonnant dans le premier membre par rapport aux termes tout connus />,, p^, . . ., pn,
/>,(Aiai+ B,6i + . ..-^L,/,)
+ /?2 ( As «1 + B, 6, H- . . . -f- L2 /i ) -h . . .
+/?„(A„ai+B„6i-t-. . . + L„/i)=A./>i.
Or le coefficient de p^ est le déterminant A ordonné suivant les éléments de la première ligne (50), tandis que les coefficients de p^, p^, ..., /?„, sont ce même déterminant ordonné suivant les éléments de la deuxième, de la troisième, . . ., de la /i'^""^ ligne, et où l'on aurait successivement remplacé ces mômes lignes par la première : on a ainsi, chaque fois, un déterminant à deux lignes identiques ou nul (47), de sorte que le premier membre de l'cqualion considérée se réduit à A./^j comme le second membre, et que cette équation est satisfaite par les valeurs mises à la place des inconnues.
On appliquera un raisonnement analogue aux {n — i) autres équations du système (i) [80].
83. En admettant toujours que les déterminants mineurs ne soient pas tous nuls (81), on peut montrer que, lorsque le déterminant A est, au contraire, égal à zéro, le système des équations proposées est impossible ou indéterminé.
Car, si l'on substitue, comme on en a le droit, à la première des équations (i) [80], dont les deux membres ont été multipliés par le mineur A, supposé différent de zéro, la pre-
mière des équations répondant aux formules de Cramer, c'esl-à-dire l'équation
(a) A..r=Ai/?tH-A2/Jo + A3/>3 + . . . + A„/>„,
on forme un système équivalent au système (i).
Or, si le second membre de l'équation (a) est différent de zéro, cette équation, d'après l'hypothèse A=:o, est impossible {Alg. élém., 115), ainsi que le système dont elle fait partie.
Si le second membre de l'équation (a) est aussi nul, cette équation devient une identité {Alg. élém., 116), et le système dont elle fait partie se réduit à un système de {n — i) équations à n inconnues : il est donc indéterminé {Alg. élém., 145).
8i. Nous ne croyons pas utile de poursuivre plus loin cette discussion, le théorème général que nous allons démontrer la rendant beaucoup plus simple et, en même temps, plus complète.
Théorème général de M. Eug. Rouché.
85. M. Rouché a fait connaître ce théorème par une Note insérée dans les Comptes rendus de l' Académie des Sciences (29 novembre 1876). 11 l'a exposé ensuite, avec plus de développements, dans le Journal de l'École Polytechnique (XLVIII" Cahier, 1880), sous le titre de ÎSote sur les équations linéaires. C'est celle exposition que nous prendrons pour guide, en simplitiant les délinilions d'abord adoptées d'après les nouvelles réllexions que l'auteur a bien voulu nous communiquer.
86. Nous représenterons les inconnues par la même lettre affectée d'indices différents.
Soit donc le système d'équations linéaires
a\x^->r a\x^-^ a\xi-\- . . .-\- a"'j:„i=: A',,
a:, x, -+- al ar., 4- . . . 4- a"' x,,, = /.•
Ce système, formé de n équations renfermant m inconnues, et où n peut être supérieur, égal ou inférieur à m, répond à tous les cas possibles.
TO
D'une manière générale, nous ne pourrons pas (sauf le cas de n^m) former un déterminant avec les cocrficlenls des inconnues, mais bien un Tableau rectangulaire analogue à ceux dont nous avons déjà parlé (75). Ce Tableau rectangulaire sera
al
et l'on pourra en déduire des déterminants proprement dits, en y considérant les éléments communs à un certain nombre de lignes et à un nombre égal de colonnes.
87. Nous supposerons d'abord que tous les éléments du Tableau (T) ne sont pas nuls, et qu'il y en a au moins un différent de zéro.
Dans celle hypothèse, parmi les déterminants déduits du Tableau (T), on en trouvera au moins un qui ne sera pas nul et qui sera d'un certain ordre. S'il en existe plusieurs qui ne soient pas nuls, on choisira parmi eux celui d'ordre supérieur. S'il y en a plusieurs de cet ordre supérieur, on en choisira parmi eux un à volonté.
Le déterminanl ainsi choisi, que nous désignerons par à, est appelé le déterminant principal du système (i), et si p est son ordre, p ne peut évidemment surpasser le plus petit des deux, nombres m et n.
D'après cette définition, les déterminants d'ordre supérieur à />, que l'on pourra déduire du Tableau, seront nécessairement nuls.
On peut d'ailleurs, en disposant convenablement les équations (i), supposer, sans restriction aucune, que à est le déterminant obtenu en combinant les p premières lignes et les p premières colonnes du Tableau (T). On aura ainsi
al
Nous nommerons alors inconnues principales les p premières inconnues x^, x^, oc^, . . ., Xp, c'est-à-dire celles qui
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ont pour coefficients les éléments du déterminant principal. Supposons maintenant qu'on borde ce déterminant, à sa partie inférieure, par les p premiers éléments de l'une des lignes du Tableau (T), non employées pour le former, et qu'on le borde en même temps, à droite, par les termes toul connus des équations de même rang que les différentes lignes dont les éléments entrent dans sa composition ainsi modifiée. On obliendra un déterminant d'ordre {p + i), que nous désignerons par àj,.^j_ et qui sera
ai a'I
al aï
ip ■■■ a';,
*/H-a "p+a '■^p+OL • • • ^p+a (a = i,2,3, . . ., n—p).
On pourra évidemment déduire ainsi, du déterminant principal ô, {n—p) déterminants d'ordre (/?-4-i), en faisant varier a depuis i jusqu'à n—p, puisque {n — p) lignes du Tableau (T) n'ont pas été employées dans la formation de ô.
Ces {n —p) déterminants d'ordre/j-i- i sont appelés, à leur tour, les déterminants caractéristiques du système (i).
Lorsque /> est égal à /i, toutes les lignes du Tableau (T) figurent par leurs p premiers éléments dans le déterminant principal o, et il n'existe aucun déterminant caractéristique du système (i).
Nous simplifierons l'écriture en posant
X,.=: a/. j;,-h a; j;. H- «^0:3 +.,.+ a^Xp,
V,= A-, -ar
c'est-à-dire en mettant les équations (i) [86] sous la forme
(2) X,= V, ir=i,2,3,...,n).
Nous considérerons alors les expressions V,, Vj, V3, ..., V„, comme les seconds membres des n équations (2). Rien ne sera cbangé par là au système proposé.
89. Ces préliminaires établis, nous pouvons énoncer la proposition qui renferme toute la théorie des équations du premier degré :
j* Pour (jue n équations linéaires à m inconnues soient
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COMPATIBLES, U faut et il suffît que tous les déterminants caractéristiques du système soient nuls ou qu'il n'en existe aucun. 2° Les équations données étant compatibles, le système qu'elles forment admet lxe solution unique et déterminée, lorsque toutes les inconnues sont principales {auquel cas m = n ■=^ p). Lorsque toutes les inconnues ne sont pas principales, le système est indéiekminé.
90. Nous démontrerons d'abord la première partie de celte proposition.
Formons les deux déterminants suivants, en les égalant à zéro.
aÇ+' . .
— Vï
^p-l-OL
Dans le premier, nous ferons varier [3 depuis i jusqu'à p, et nous aurons/) équations; dans le second, nous ferons varier a depuis i jusqu'à n — p, et nous aurons n — p équations. L'ensemble des expressions (3) et (3') constitue donc un système de n équations entre les m inconnues x^, x^, x^, . . . , x,^.
Nous allons comparer le système (2) au système (3, 3') et prouver leur équivalence.
Il est d'abord évident que toute solution du système (2) satisfait au système (3, 3'); car, pour cette solution, la dernière colonne de chacun des déterminants (3) et (3') est composée d'éléments nuls, et ces déterminants sont nuls (52).
Réciproquement, toute solution du système (3, 3') satisfait au système (2).
En effet, multiplions respectivement les équations (3), ce qui ne changera pas leurs solutions, par les facteurs
a-j-, «Zy, <2y, . • • , Cl^,
y étant l'un des nombres i, 2, 3, . . ., p. Il suffira pour cela de multiplier la dernière ligne du déterminant (3) par le facteur considéré (oi), c'est-à-dire de remplacer l'élément i de cette dernière ligne par ce facteur. Les nouveaux déterminants obtenus ne différeront que par leur dernière ligne, où tous les éléments sont nuls, excepté le facteur introduit à la place de i. Par conséquent, (3 devant varier de i à /o, ou le rang de la colonne où se trouvait l'élément i devant varier de I à/?, on n'aura, pour ajouter ces nouveaux déterminants, ce qui est permis {Alg. élém., l'22), qu'à conserver toutes les autres lignes du déterminant (3), en remplaçant la dernière par la somme do toutes les dernières lignes des nouveaux déterminants (08) ou, à cause des éléments nuls, par hi ligne
«Y Oy «Y .
On a ainsi la relation
.. aÇ
Xy-\"..
En écrivant la dernière colonne comme nous l'indiquons, celte relation devieni
a\ a\ ... a'I X, — V, 4- o a\ al ... qP X. — W 4- o
+ Xy-Vy
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et l'on voit alors qu'elle se décompose (56) en deux déterminants dont l'un, formé par toutes les colonnes moins la dernière, est nul comme présentant deux lignes identiques {hl), et dont l'autre, formé par toutes les colonnes moins l'avant-dernière, est précisément égal eu valeur absolue au déterminant principal ô multiplié par le facteur Xy — V^y (51). On a donc, puisque ô n'est pas nul (87),
ou
Si l'on considère maintenant le déterminant (3'), les solutions qu'on vient de trouver annulent tous les éléments de la dernière colonne, moins le dernier. Les équations (3') se réduisent donc (51) à
OU a
^p+OL — ' p+a.
11 résulte de celte anal3'se que toute solution du système (3, 3') vérifie le système (2). Ces deux systèmes sont bien, par suite, équivalents, et nous pouvons considérer le système (3, 3') à la place du système (2).
Nous allons simplifier le système (3, 3').
Prenons d'abord le déterminant (3) qui est d'ordre p + i. 11 équivaut, à cause de l'élément i de la dernière ligne (51), au déterminant mineur de première classe obtenu en supprimant la dernière ligne et la colonne de rang j3, supposées toutes deux amenées préalablement au premier rang (59). On fera ensuite passer la dernière colonne à la place de la colonne de rang [3 supprimée. Pour ne rien changer à la valeur du déterminant, on devra, à cause de ces échanges (46), le multiplier par les deux facteurs (— i)p+?-' et (— i)p~^^, dont le produit est — i. Ainsi le déterminant (3) devient d'abord
a\-' X.-V, «?+' ... af
Xp— \ p
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A cause de la colonne composée (58), ce déterminant (4) peut ensuite se mettre sous la forme
al
On obtiendra les équations (3) en égalant ce résultat à zéro et en faisant varier |3 depuis i jusqu'à p.
Mais, à cause de la composition de X,, Xj, . . ., X^ (88), la deuxième partie du déterminant (4) est la somme des déterminants obtenus en prenant successivement dans la colonne composée une colonne partielle. En mettant en facteur commun dans cette colonne partielle l'inconnue qu'elle renferme (j7i, x^_, ^3, . . . ou Xp), on fait apparaître deux colonnes identiques dans le déterminant correspondant qui est, par suite, égal à zéro. Il n'y a d'exception que pour la colonne partielle où l'indice supérieur du coefficient île l'inconnue a la valeur donnée à [3 et oiî le facteur commun est xu. On a donc, en réalité, à la place du déterminant (4) et pour les équations (3),
ci\ .
al .
. af
aj, .
al
«r' al «^•
at' al a^'
ou, le second d»!'lerminant n'élant autre cliose que le déterminant principal ô,
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Quant au déterminant (3'), il est égal, si l'on tient compte de la composition de Xi, X,, . . ., X^, X^+a, en même temps que de celle de Vi, V2, . . ., V^, Vp+.a, à la somme des déterminants obtenus en prenant successivement dans la dernière colonne composée une colonne partielle. Tant que le rang de la colonne partielle choisie sera inférieur ou égal à p, le déterminant partiel correspondant sera nul comme ayant deux colonnes proportionnelles (00). Lorsque le rang de la colonne partielle choisie dépassera /? + i, on obtiendra, sauf le facteur commun a:p+^ à mettre en évidence, un déterminant partiel d'ordre p-+-i, déduit du Tableau (T) [86]. Ce déterminant d'ordre p-\-i sera nul, lui aussi, d'après la définition du déterminant principal (87). Il ne restera donc plus, comme valeur du déterminant (3'), que le déterminant partiel correspondant à la colonne partielle de rang /> -H i (88) ou à la colonne partielle formée par les termes tout connus des équations (i) [86], changés de signe, c'est-à-dire (o4)
al
.. al
kp
^/j-hOL
Or ce déterminant n'est pas autre chose que le déterminant caractéristique Op+a, changé de signe (87).
Il en résulte que les équations (3') se réduisent à
^p + OL
En divisant l'équation (5) par ô qui n'est pas nul, on substituera finalement au système (3, 3') le système formé par les équations (5, 5') ou par les équations
i^r' Vi a^^'
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et
(6') èp+-^ — o (« = i,2, 3, ...,« — /)).
Les équations (6') sont indépendantes des inconnues, condition qui n'est pas remplie par les équations (6). Il faut donc, pour que les équations (6, 6') soient compatibles, que les équations (6') soient satisfaites d'elles-mêmes, c'est-à-dire que le système (i) n'admette pas de déterminants caractéristiques ou que tous ses déterminants caractéristiques èp+i, èp+^, èp+^, ..., à^y soient nuls.
Inversement, s'il est ainsi, le système (6, 6') se réduit aux équations (6). D'ailleurs, à n'étant pas nul et V,, Vo, . . ., V^, étant des fonctions linéaires de Xp+^, Xp+^_, Xp+z, • • •> •*";«) on voit que, pour tout système de valeurs attribuées arbitrairement à ces inconnues, on obtient, par ces équations (6), pour les autres inconnues x^, x-^, x^, . . ., .'^p, des valeurs déterminées. En d'autres termes, les équations proposées sont compatibles.
La première partie de la proposition fondamentale, énoncée au n° 89, est donc établie.
Cela posé, il y a deux cas à distinguer
Si toutes les inconnues ne sont pas principales (87), les expressions V,, V2, ..., V^, renferment linéairement, comme on vient de le rappeler, les m — p inconnues non principales Xp_^i, Xp+i, . . ., x,„, qui restent arbitraires, de sorte qu'il y a indétermination et que cette indétermination est de l'ordre m — p.
On peut alors, en revenant aux équations (6), énoncer la règle suivante, tout à fait générale :
Les inconnues principales, fonction des autres inconnues qui demeurent arbitraires, s'expriment sous forme de fractions ayant pour dénominateur commun le déterminant principal à et, pour numérateurs respectifs , les déterminants qu'on obtient en remplaçant, dans le déterminant ô, les éléments de la colonne de rang égal à l'indice de l' inconnue principale considérée par les seconds membres correspondants V V V
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Si toutes les inconnues sont principales (87), auquel cas on a m^= n=: p, les seconds membres V,, Vj, . . ., Yp, ne contiennent plus d'inconnues et se réduisent respectivement aux termes tout connus /.j, A,, . . ., kp, des équations (i). Le système proposé n'a donc alors qu'une solution unique et déterminée, et l'on retrouve exactement les règles de Cramer (80) comme cas particulier du cas général.
La seconde parlie de la proposition, énoncée au n°89, est donc, à son tour, établie.
92. Nous avons laissé de côté le cas oii le Tableau (T) aurait tous ses éléments nuls, c'est-à-dire le cas où les coefficients des inconnues dans les équations (i) seraient tous nuls.
Il est évident que, dans cette hypothèse, les équations proposées sont incompatibles si les termes tout connus A,, k^_, . . ., kn, ne sont pas tous nuls, et qu'elles forment un système totalement indéterminé, toutes les inconnues étant arbitraires, si ces mêmes termes tout connus sont tous nuls.
Applications.
93. 11 ne sera pas inutile de préciser, par quelques exemples, le mode d'emploi de la méthode générale de M. Rouché.
Soit à résoudre le système
Nous avons ici m = n = 3, c'est-à-dire autant d'inconnues que d'équations. Le Tableau des coefficients des inconnues se réduit donc au déterminant de ces coefficients. Le théorème de M. Rouché n'en est pas moins applicable, comme on va le voir.
Si ce déterminant
n'est pas nul, il sera le déterminant principal ôm système, et il n'existera aucun déterminant caractéristique, puisque toutes les lignes du Tableau auront concouru à la formation du déterminant principal (87).
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Mais, si l'on retranche la deuxième ligne de la troisième (57), i[ vient
Le seul déterminant du troisième ordre qu'on puisse déduire du Tableau étant nul, il faut passer aux déterminants du deuxième ordre qu'on en peut tirer. Prenons le premier
qui n'est pas nulei qu'on peut choisir comme déterminant principal. En écrivant au-dessous de ce déterminant les premiers éléments de la troisième ligne du Tableau et, à droite, les termes tout connus qui correspondent aux différentes lignes employées, nous formerons (87) le seul déterminant caractéristique du système. Il est facile de voir que ce déterminant
n'est pas nul. En retranchant d'abord la deuxième ligne de la troisième, puis la troisième ligne de la première, on a, en effet, successivement, d'après des propriétés connues,
Il existe donc des déterminants caractéristiques, et ils ne sont pas tous nuls : il en résulte (89, i") que le système proposé est incompatible, comme il est facile de le vérifier directement.
J. 2° Soit à résoudre le système
2x — 3f-h^z= 7, 3x -\- ij — 5z — 8, 5x — j — z = i5.
On a encore ici m — u — 3. Le Tableau des coefficients des inconnues
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esl donc encore le déterminanl du troisième ordre
Mais, en retranchant la deuxième ligne de la troisième, on a, de nouveau,
Il faut passer aux déterminants du deuxième ordre tirés du Taijleau des coefficients; nous choisirons le premier
qui n'est pas nul, comme déterminant principal. Nous en déduirons le seul déterminant caractéristique du système, dont nous pourrons ajouter les deux premières lignes. Nous aurons ainsi successivement
Il y a un seul déterminant caractéristique, et il est nul : les équations proposées sont donc compatibles (89, i"); mais toutes les inconnues n'étant pas principales, le système est i/ule'tcrmine^S^, i°).
D'après la Règle générale énoncée au n" 91, l'indétermination sera de l'ordre /w — /> = 3 — 2 = 1, c'est-à-dire du premier ordre, et les inconnues principales X et j seront, en fonction de la troisième inconnue z et d'après les formules générales de M. Rouché,
Il est facile de vérifier directement ce résultat.
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Soit à résoudre le xvslcine
Le Tableau des coefficients des inconnues est évidemment, en donnant dans chaque équation le coefficient o aux inconnues qui manquent,
Ce déterminant du quatrième ordre peut-il être déterminant principal? II se réduit immédiatement à
En multipliant la première ligne par 2, puis en divisant la dernière colonne par 4 et en retranchant enfin la première ligne des deux autres, on trouve que ce dernier déterminant a pour valeur
Le déterminant du quatrième ordre constitué par le Tableau des coefficients des inconnues, n'étant pas nul, peut être pris pour déterminant principal. Il n'existe donc pas de déterminant caracte'ristique, et le s\>tème est compatible. Comme toutes les inconnues sont principales, il admet une solution unique et déterminée, qui sera donnée par les formules de Cramer (!M, 80).
Le numérateur de la valeur de x sera donc le déterminant
Soit à résoudre le système
ax -{- bj -\- cz ^^ b -^ c, bjc -\- cjr -^ az = c -i~ a, ex -\- aj -h bz = a-t- b.
Le Tableau des coefficients des inconnues est le déterminant du troisième ordre
que nous avons déjà calculé (67) et qui a pour valeur
Supposons d'abord ce re'sultat dijférent de zéro. Le Tableau des coefficients des inconnues représentera alors le déterminant principal, et il n'existera aucun déterminant caractéristique. Les équations données seront donc compatibles et, puisque toutes les inconnues sont principales, ces équations admettront une solution unique et déterminée, fournie par les formules de Cramer.
On aura, par conséciuent,
Le numérateur devient d'ailleurs, en ajoutant ses deux dernières colonnes,
On a donc De même
Le numérateur devient ici, en retranchant la troisième colonne de la
deuxième,
abc
et l'on a Enfin
et, en retranchant dans le numérateur la deuxième colonne de la troisième, on retrouve encore le dénominateur; par conséquent, il en résulte aussi
Admettons maintenant qu'on ait a = b = c.
Le déterminant du troisième ordre constitué par le Tableau des coefficients des inconnues sera alors nul, et il faudra considérer le premier déterminant du deuxième ordre déduit du Tableau devenu
tandis que les termes tout connus seront tous égaux à 2a. Ce déterminant du deuxième ordre
étant lui-même nul, on sera conduit à prendre pour déterminant principal le déterminant du premier ordre a.
Le seul déterminant caractéristique sera alors
n ia a 2a
Ainsi, il n'y a qu'un déterminant caractéristique, et il est nul. Les équations données sont donc compatibles; mais, comme il n'y a qu'une inconnue principale sur trois inconnues, ces équations sont indéterminées et l'indétermination est de l'ordre ni — p = 3 — 1 = 2, c'est-à-dire du deuxième ordre. On a d'ailleurs, pour la seule inconnue principale x, exprimée en fonction des deux autres inconnues x et z, et d'après les formules générales do AL Rouché,
comme on le vérifie immédiatement sur les équations mômes.
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Soit à résoudre le système
3.r — j) -i- 2 3 = 10, IX -^ 7J — 33 = 8, ax — by -{- cz = 20, rix -~ hy -f- C3 = 44, loax M- 3 6) — cz = 26.
Le Tableau des coefficients des inconnues sera
oa
Comme on a /i = 6 et m = 3, p ne peut dépasser 3. Nous prendrons donc, dans ce Tableau, le déterminant du troisième ordre
comme ce déterminant n'est pas nul, nous le choisirons pour déterminant principal. Nous aurons alors trois déterminants caractéristiques :
lOrt
Pour que les équations données soient compatibles, il faut que ces trois déterminants caractéristiques soient nuls. Si un seul n'était pas nul, il y aurait incompatibilité.
Il faut donc ciiercher les valeurs de ces déterminants et les égaler à zéro. On aura ainsi à résoudre trois nouvelles équations, où les inconnues seront a, b, c. Suivant que ces nouvelles équations seront compatibles ou incompatibles, il en sera de même des six équations données.
Considérons le premier déterminant caractéristique et faisons-lui subir les modifications suiv^ites, qui ne changent pas sa valeur. Retranchons la deuxième ligne de la première; ajoutons ensuite la deuxième colonne
à la première et retranchons la troisième colonne de la quatrième; ajoutons enfin la deuxième colonne à la troisième, multipliée par deux. Nous aurons successivement
' — 3 si
lO
a — b ic ^ b 2o —
Multiplions par 2 les deux premières colonnes du nouveau déterminant; retranchons ensuite la première colonne de la deuxième et la deuxième colonne de la troisième; divisons alors la première colonne par 2, puis la première ligne par le même factevr; enfin retranchons la première colonne des deux dernières. Nous aurons successivement et finalement
1 — b ic — b
iS
ïa — 2
4c — ib
— iG
ïa — 2
4 c — ïa
hib — 5 c
— ïa 20 -+■ -ib — 5c
20 — a -hib —
aH-36-
En égalant cette valeur à zéro, nous obtiendrons, pour première équation de condition,
En opérant d'une manière identique sur les deux autres déterminants caractéristiques, nous obtiendrons les deux autres équations de condition
loa + g^ — 5c = 26.
Le Tableau des coefficients des inconnues dans les trois équations de condition est
En divisant la dernière colonne par 5 et en ajoutant ensuite la troisième ligne aux deux premières, on a, pour sa valeur,
Ce déterminant n'étant pas nul est le déterminant principal du système. Il n'y a donc pas de déterminants caractéristiques, et les équations considérées sont compatibles. Comme toutes les inconnues sont principales, on appliquera les formules de Cramer.
Le numérateur de la valeur de a sera
On a donc
-GGo
En suivant une marcJie identique pour les numérateurs des \aleurs de b et de c, on trouvera
t = 4 et c = 6.
Ces valeurs de a, b, c rendant les six équations données compatibles, il
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suffira de considérer les trois premières pour avoir jt, j, z et pour achever la résolulion du système.
Le Tableau des coefficients des inconnues étant dans ce cas
ce déterminant du troisième ordre sera le déterminant principal des équations choisies, s'il n'est pa-t nul. Or il a pour valeur, en retranchant la première colonne des deux autres,
II n'y a donc pas de déterminant caractéristique, les équations sont bien compatibles et les inconnues, toutes principales, seront fournies par les formules de Cramer. Le numérateur de l'expression de x aura pour valeur, en se servant de la règle indiquée au n° 63, c'est-à-dire en multipliant respectivement les trois lignes du déterminant qui représente ce numérateur par les facteurs 6, 3, 2,
70 àO
La valeur de x est donc
En suivant une marche identique pour les nnmérateurs des valeurs de j' et de s, on trouvera
et
99. 6" Chercher la condition qui doit être remplie pour que deu.v e'quations du second degré' à une inconnue aient une racine commune {Alg. éle'm., 246).
Soient les deux équations
«i.r2 -H ^j,r = — Cl, a^x- -t- b^x = — Cj,
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OÙ x^ et X peuvent être regardées comme deux inconnues différentes au [iremier degré. Pour la racine commune supposée, ces deux éq'ialions doivent être compatibles.
Si le déterminant
[ <^i Ih
n'est pas nul, ce sera le déterminant principal du système, et il n'y aura pas de déterminant caractéristique. Le système sera alors compatible. Toutes les inconnues étant principales, on aura, pour valeur de x'^,
— Cl bi
— Ci b^
f'i bi I 0,r,
rt, bo «1^2— bict-i
et, pour valeur de .r,
Ci a 2 — C/1C2 (iib-i — b^Oi
La condition cherchée est donc évidemment
(c\(ii— fil Cl)- _ bi r, — Cl bi {oib-2 — biUo)- Oib^ — bia, OU
(Cjrto — «^'1^2)- = («1^2 — l>i(i2){hiC^ — r. b^),
<:l la racine commune a pour expression
Cl «2 — f'iCi ai bi — bia^
Si le déterminant du deuxième ordre
«1 bi
était nul, c'est-à-dire si l'on avait
<7] b-i — bi a^ = 0,
on prendrait «i pour déterminant principal du premier ordre. Le déterminant caractéristique correspondant serait
I «I —Cl I «2 —Ci
et la condition de compatibilité deviendrait
Cia=>_ — «if2 = c;
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mais toutes les inconnues n'étant pas principales, le système serait indéterminé. Et, en effet, les relations précédentes donnant
«1 _ /Vi _ Ci
les équations proposées ont les mêmes racines [^Ig. élém., Vfl) ou se réduisent à une seule.
Une expression telle que
où a, b, c, . . ., l sont des coefticients numéi'iques ou algébriques indépendants des inconnues a-i, a:^, x^, . . ., x,„, toutes au premier degré, constitue une forme linéaire et homogène de ces inconnues.
Une pareille expression égalée à zéro représente une équation linéaire et homogène à m. inconnues. Ainsi, dans toute équation linéaire et homogène, le terme tout connu est nécessairement nul.
101 . Le théorème général de M. Rouché est immédiatement applicable aux systèmes d'équations linéaires et homogènes.
D'après ce qui précède, en effet, les déterminants caractéristiques d'un pareil système, s'il en existe, sont tous nuls, leurs dernières colonnes se trouvant composées de termes tout connus ou d'éléments nuls (87, 52). Les équations proposées sont donc toujours compatibles (89, i"); ce qui est d'ailleurs évident a priori, car elles admettent toujours la solution
ce \ -~— ce ^ — cc^ — • • . — o»
Nous n'avons donc plus à tenir compte que de la seconde partie de l'énoncé général du n" 89 et, en la modifiant légèrement, nous dirons que :
Tout.système de n équations linéaires et homogènes à m in-
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connues admet la solution unique ^j = a?^ == ^3 = . . . = x,„ = o ou est indéterminé, suivant que les inconnues sont ou non toutes principales.
Ce nouvel énoncé répond à tous les cas qui peuvent se présenter pour les équations linéaires et homogènes.
102. Siii)posons n == m, c'est-à-dire un nombre égal d'équations et d'inconnues. On a alors le système
rti j"i+ Z>i ^2-+-c, 373 + . . .-H /, :r„=o, a.ya•^-\- b^ .r, -{- c^x^^-i- . . .~\- l^x^rz^ o,
a,, Xi -+- b„ j-, -+- o„ x3-i-. . .+ l„x„=zo.
Dans cette hypothèse, le système est ou non indéterminé, suivant que le déterminant des coefficients des inconnues est ou non égal à zéro.
Admettons qu'il soit indéterminé, c'est-à-dire que le déterminant des coefficients des inconnues soit égal à zéro, auquel cas il ne pourra pas être déterminant principal: les inconnues ne seront donc pas toutes principales (87, 101).
Il se présente alors un fait remarquable :
Les n inconnues sont indéterminées, mais les rapports de n — I d'entre elles à la n'*'"« sont, en général, déterminés.
Divisons en effet les n équations par la dernière inconnue x^; elles deviendront
X\ , Xn X^ ,
rtj \- b-i 1- Cj h . . . == — <â,
X f, X it X ,.
rt„ h />„ — + C„ h . . . = — la-
X ,1 .1 „ Xit
En prenant pour inconnues les n — i rapports —^ — >
—^■, • ■ ■ ■> —^^ 3 nous aurons à considérer un système de n équa-
lions linéaires, non homogènes, à n — i inconnues. Dans le Tableau des coefficients des inconnues, prenons
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les /z — I premières lignes et les n — i premières colonnes. Si le déterminant correspondant n'est pas nul, il sera le délerminant principal du système. On ne pourra alors former que le seul déterminant caractéristique (87)
bn-i
Cn-l ■
.. -In-l
On
bn
Cn
.. ~ln
Pour que les n équations à « — i inconnues soient compatibles, il faut donc que ce déterminant caractéristique soit égala zéro. S'il en est ainsi, toutes les inconnues étant principales, le système admettra une solution unique et déterminée (89).
103. La remarque que nous venons de faire conduit en même temps à un théorème qui est d'une grande importance, notamment en Géométrie analytique.
Si l'on a un système de n équations du premier degré contenant n — I inconnues, le résultat de V élimination de ces n — I inconnues s'obtient en général immédiatement en égalant à zéro le déterminant du n^"^"^*^ ordre formé par les ncoefficients des équations données, y compris leurs termes tout connus.
En effet, comn)e on vient de le voir (10*2), en égalant ce déterminant à zéro, on exprime que les équations données sont compatibles, ou l'on écrit l'équation de condition qui doit exister entre leurs coefficients pour qu'elles soient compatibles. Or cette équation de condition résulte précisément de l'élimination des n — j inconnues entre les n équations.
L'équation ainsi obtenue s'appelle la résultante du système proposé.
Il est évident que cette résultante reste la même, que les termes tout connus soient écrits dans le premier ou dans le second membre des équations, car une quantité nulle dont on change le signe (oi) reste nulle.
Nous avons démontré le théorème précédent d'une autre manière en Algèbre élémentaire {Alg. élém., 193).
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Des relations linéaires et homogènes.
104. Pour qu'un déterminant A soit nul, il faut et il suffit qu'il existe entre les éléments des différentes lignes ou des différentes colonnes des relations linéaires et homogènes.
Supposons, en effet, qu'on ait
«., b., Co ... /, '
Prenons maintenant les éléments de ce déterminant comme coefficients dans un système de n équations linéaires et homogènes à n inconnues, système toujours compatible (101); nous aurons
«1 ^1 H- è, 0^2 + Cl ^3 H- ... + /[ ^„ =^. o,
«2 Xj + 60 ^2 + C2 ^Tj + . , . + h x,i := o,
«„ Xi 4- b,i .r 2 ■ h c„ .373 4- . . . + 1,1 Xn^o.
Si le déterminant A est nul, il ne pourra pas être le déterminant principal du syslémo, toutes les inconnues ne seronl pas princi[)ales, et le système, étant alors indéterminé (101), admettra, |)Our les inconnues Xi, x^, x^, . . .,x„, des solutions différentes de zéro. Il existera donc bien entre les éléments des différentes lignes du déterminant A des relations linéaires et homogènes.
Cette condition entraîne réciproquement la nullité de A; car, si leséqualions linéaires et homogènes indiquées adineltentdes solutions diflérenles de zéro, elles forment un système indéterminé (101). Toutes les inconnues ne peuvent donc être principales, et l'on a nécessairement A:=o.
Nous avons déjà démontré cette réciproque d'une autre manière à la fin du n» 57.
lOo. Nous démontrerons encore ce théorème :
Soient les fonctions ou les formes linéaires et homogèens
des n variables x,, x^_, x^, .... œ^,
Xj =: «1 ^1 H- ^i ^^^2 + Cl ^3 + . . . -t- /, x,i , Xo ^= a^Xi-h bo X2 + c^x^-h ■ . . 4- 4 .r„,
X„ = an^i-+- à,, x.^ 4- Cf, .r^ + . . . -H /;t x,^.
Pour qu'il y ait une relation linéaire et homogène entre ces formes X,, X2, . • ., X„, il faut et il suffit que le déterminant A des coefficients des variables correspondantes Xi,x^, . . . , Xn, soit égal à zéro.
En effel, si l'on suppose A = o, les équations
Xi = o, X2=o, ..., X„=o
formeront un système indéterminé et admettront nécessairement, pour x^, X2, x-i, ..., Xn, des solutions non nulles (101). Si l'on désigne une de ces solutions par a^, y.-i, a^, ..., a„, on pourra évidemment écrire, pour cette solution,
relation linéaire et homogène entre X,, X2, X3, . . ., X„.
Réciproquement, si une pareille relation d'identité existe pour des valeurs ai, «a, «s» •••> ««> de x,, x,, X3, ..., x,i, différentes de zéro, les équations Xi=ro, X^^o, ..., Xrt==o, admettent des solutions non nulles. Elles forment donc un système indéterminé, et l'on a A = o.
Applications.
Soit à résoudre le système
ax-\r &y-¥ bf f=! o, ax -+- cjr -4-63=0, èjr-H by-^fiz = o.
Le Tableau ou le délerminanL des coefficients est
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En retranchant la deuxième ligne de la première, on a immédiatement
Si les deux facteurs {a — c) et (a* — /;-) sont différents de zéro, le déterminant posé est le déterminant principal du système, toutes les inconnues sont principales, et le système admet la solution unique et déterminée ( 101 )
Si Ion a a = c on a"^ — ^-, le déterminant du troisième ordre considéré est nul, toutes les inconnues ne sont pas principales, et le système est indéterminé (101).
Supposons a=c. On doit passer au déterminant du deuxième ordre
— frr — a- = o.
Comme il est aussi égala zéro, il faut prendre le déterminant du premier ordre a et employer les formules générales de M. Rouché (91 ); l'indétermination est du deuxième ordre, et l'on a simplement, r et z demeurant arbitraires,
— a y — hz b
D'ailleurs l'hypothèse a = c réduit le système aux deux équations
ax + ay -h bz ^^ o, bx -+- b y -\- az = o.
comme elles sont compatibles, on doit alors avoir
- = T ou b^ — a-.
Ainsi, en même temps que a = c, on a nécessairement b —±a. Il en résulte
X= — f 3 OU X= — J -!- 3.
107. 2° On demande d'appliquer la remarque du n" 102 au système de trois équations homogènes à trois inconnues.
Soient les équations
a^x -^ biy -h CiZ = o, a-iX -\- b^y -4- Cis = o, «jx-f- /'aj-^fj'' = o.
Si le déterminant des coefficients est supposé nul, le système est in-
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déterminé (101 ). Cherchons les rapports des deux premières inconnue-^ à la troisième, en divisant par z les deux membres de chaque équation. Nous aurons
cil '- -4- bi
■■ — Ci,
En prenant dans le Tableau des coefficients des inconnues _ '— les deux premières lignes et les colonnes correspondantes, nous aurons le
déterminant
Ce déterminant, s'il n'est pas nul, représentera le déterminant principal du système, et il conduira à son seul déterminant caractéristique. Eu égalant à zéro ce dernier déterminant, la relation
— Co
qui a nécessairement lieu lorsque le système donné est indéterminé, exprime que le nouveau système qu'on en a déduit est compatible (89). Les inconnues étant d'ailleurs toutes princioales, on a, d'après les formules de Cramer,
— Ci bi
bi
bi
Cib-2 biC2
a^biaiCi-
bicii
bici-i
(Jlg. éléni., 159, 191).
108. 3° Chercher s'il existe une relation linéaire et homogène entre les trois formes linéaires et homogènes des trois variables x,j\ z,
Xi^Sx-i- 7/ H- 6z, X.2 = yx-[- 5j-h3z, X3= ^x -h 5j- -^ 6z.
Considérons le déterminant des coefficients des variables
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En multipliant d'abord sa seconde ligne par 2, nous aurons successivement
La relation cherchée existe donc (lO.j), et les équations Xi = o, X2 = o, X3 = o forment un système indéterminé. Prenons le déterminant du deuxième ordre
puisqu'il n'est pas nul, c'est le déterminant principal du système. Comme les inconnues ne sont pas toutes principales, il faut employer les formules générales de M. Rouché (91 ), et l'on a
Si l'on fait, par exemple, z = i, on a, en même temps, j;=i et y = — 2. La relation linéaire et homogène correspondante enlre les trois formes données est alors
Xi — 2X2^- X3 = o.
109. Nous terminerons ces Cluipitres fondamentaux sur les déterminants, en disant, avec M. Svi.vester :
« La ihéorie des déterminants peut être regardée comme ime Algèbre au-dessus de l'Algèbre, comme un calcul qui permet de combiner et de prédire les résultats des opérations algébriques, de la môme manière que l'Algèbre elle-même dispense de l'exéculion des opérations particulières de l'Arillimélique. »
De C. - Couis. m.
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i" Lorsqu'une grandeur ou un« quantité variable X
se rapproche indéfiniment d'une grandeur ou d'une quantité
fixe A, de manière que la valeur absolue de la différence
A — X puisse devenir et rester plus petite que toute quantité
donnée aussi petite qu'on voudra, on dit que A est la limite
de X, et l'on écrit
iimX=A.
112. 2" Une quantité variable ne peut tendre vers deux limites distinctes.
Supposons, en effet, qu'une pareille quantité puisse avoir deux liinlles différentes a et b, telles que
. . d et soit ô <- •
Les intervalles compris, d'une part, entre a + ô et a — â et, d'autre part, entre 6 -f- ô et 6 — ô, n'ont évidemment rien de commun. Les quantités
b — ô, b + 0, a — 0, a H- (5, sont, en effet, rangées par ordre de grandeur ; car la différence
entre les deuK termes intermédiaires est égale à
a — h — 20 ou à d — 20,
quantité positive d'après l'hypothèse {Alg. élém., 21i).
Cela posé, une quantité variable qui aurait pour limite a finirait par tomber entre a-^o et a — ô (lil), tandis qu'une quantité variable qui aurait pour limite h finirait par tomber entre 6 4- ô et Z> — â. La quantité variable considérée finirait donc, en tendant vers ses deux limites différentes a et h, par être comprise à la fois dans deux régions complètement séparées, ce f|ui est impossible.
113. 3^ Lorsque deux grandeurs sont multiples d'une troisième grandeur, celte troisième grandeur se nomme leur commune mesure.
Deux grandeurs sont commensurables ou incommensurables entre elles, suivant qu'elles ont ou qu'elles n'ont pas de commune mesure.
11 i. 4" Lorsqu'une grandeur a une commune mesure avec l'unité choisie, cette commune mesure est l'unité elle-même ou une partie aliquole de l'unité. Dans le premier cas, la grandeur considérée est ««e^uree par un nombre entier; dans le second cas, elle est mesurée par un nombre fractionnaire.
Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou par un nombre fractionnaire est commensurable avec l'unité; car celte grandeur est un multiple de l'unité ou dune partie aliquole de l'unité.
Une grandeur incommensurable avec l'unité ne peut donc être mesurée, ni par un nombre entier, ni par un nombre fractionnaire.
115. S*" Un nombre est dit co/«/?;e«5«ra6/^ ou incommensurable, suivant (|ue la grandeur dont il exprime la mesure est commensurable ou incommcnsur.ible avec l'unité.
Les nombres commensurables sont les entiers et les nombres fractionnaires.
Les nombres incommensurables ne peuvent être représentés dans leur intégrité que par des symboles particuliers; mais on peut toujours indiquer des nombres commensurables qui en approchent autant qu'on veut. C'est ce que nous allons faire voir.
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116. Considérons une grandeur A incommensurable avec l'unité que nous désignerons par B. Elle sera mesurée par un nombre incommensurable a (Uo).
n étant un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, p formons la grandeur —, et admettons qu'elle soit contenue
m fois dans A, avec un reste moindre que — : le plus grand
multiple de — contenu dans A sera m — , et la grandeur in- « n
commensurable A sera comprise entre les deux grandeurs
commensurables
m — et ( m + I ) —
Si l'on conserve toujours B pour unité, ces deux grandeurs commensurables seront mesurées par les nombres
— et
/-w 1- 1 m ni-\-\
On dit alors que — et sont deux valeurs, approchées
à moins de -, du nonijjre incommensurable a qui mesure A, n
la première par défaut, la seconde par excès, et l'on a
m ni
117. Pour aller plus loin, désignons par a„ et a,^ ces valeurs approchées de a.
Remarquons que, d'une manière générale, a„ ne crott pas toujours avec n. Si nous prenons, par exemple, la diagonale d'un carré en choisissant son côté pour unité, cette diagonale est représentée par \Ji {Géom., 169), et si l'on extrait cette
racine par défaut, à — près d'abord, à — près ensuite lArithm., 283), on trouve pour résultats — et — > c'est-à-dire
Pour lever toute difficulté, nous appellerons valeur prin-
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cipale (') de a, à moins de -par défaut, la plus grande de
lotîtes les valeurs de a^ quand on fait croître n depuis zéro jusqu'à n, et nous désignerons celte valeur principale para,,. De celle manière, quand n croîtra, la valeur principale a„ croîtra aussi ou, du moins, ne décroîtra jamais.
Remarquons, de même, que a'^ ne décroît pas toujours à mesure que n augmente. Si nous considérons, par exemple, le côté du triangle équilatéral inscrit dans une circonférence dont le rayon est l'unité choisie, ce côté est représenté par \^ {Géom., 205), et si l'on extrait cette racine par excès, à
— I)rès d'abord, à — • près ensuite, on trouve pour résultais
lO 11^
— el — ) c est-a-dire a,,.. > a...
Nous aiipellerons donc aussi valeur principale de a, à
moins de - par excès, la plus petite de toutes les valeurs de n
«',, quand on fait croître n depuis zéro jusqu'à n, et nous désignerons celte valeur principale par a^,. De celte manière, quand n croîtra, la valeur principale a„ décroîtra ou, du moins, ?ie croîtra jamais.
118. Cela posé, a„ mesurant une grandeur inférieure à A reste également inférieure, quel que soit n, à l'une quelconque des valeurs a',^ approchées par excès; et, comme a„ ne peut que croître (117) lorsque n croît indéfiniment, la série des valeurs de 3c„ tend nécessairement vers une certaine limite fixe.
De même, y.'„ mesurant une grandeur supérieure à A reste également supérieure, quel que soit n, à l'une quelconque des valeurs a„ approchées par défaut; et, comme «^ ne peut que décroître (117) lorsque n croît indéfiniment, la série des valeurs de a^ tend aussi vers une certaine limite fixe.
Ces deux limites de a„ et de a^ se confondent d'ailleurs ; car, par définition (117), les valeurs principales a„ et a'„ sont toujours comprises entre a„ et a'„ et, |iar suite, leur dilTérence
(') Voir Traité de Géométrie, par F.cc;. Rolxiié et Cu. de Combf.rousse, 5" édition, revue et augmentée, i883. Cette idée de valeur principale appartient à M. PioLcuiî.
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est moindre que
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut, quand n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
Celte limite commune qui représente aussi, d'après ce qu'on vient de dire, celle vers laquelle tendent en même temps les deux séries de valeurs correspondantes de a,^ et de a',^, est le nombre incommensurable a.
La grandeur incommensurable A est, à son tour, la limite commune des grandeurs commensurables mesurées par ces deux mêmes séries de nombres commensurables.
119. Nous ajouterons, pour préciser les notions qu'on vient de rappeler, que, dans la pratique, il importe peu qu'il y ait ou non de commune mesure entre une grandeur et l'unité choisie, parce que les subdivisions de cette unité deviennent rajudement assez petites pour que le reste de la grandeur à évaluer échappe à toute appréciation physique.
Mais, quand il s'agit de grandeurs géométriques, par exemple, liées par des relations déterminées, on peut démontrer théoriquement leur incommensurabilité. Ainsi on prouve que la diagonale et le côté du carré n'ont aucune commune mesure, et cela, que l'unité choisie soit le côté du carré ou toute autre grandeur.
On voit donc que, si l'on n'étendait pas l'idée de nombre comme nous venons de le faire, il faudrait distinguer les cas où les grandeurs peuvent être exprimées en nombres avec une certaine unité, sans pouvoir l'être avec une autre, ou bien encore se résigner à admettre dans la même question des grandeurs mesurables à côté de grandeurs non susceptibles d'être exprimées en nombres, quelle que soit l'unité choisie (*). L'alternative ne saurait être douteuse.
Opérations sur les nombres incommensurables.
120. Nous devons maintenant revenir sur les opérations usuelles appliquées aux nombres incommensurables.
('; J.-M.-C. DiHAMEL, Des méthodes dans les sciences de raisonnement ^ W" Parlif, p. 70.
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Puisque les nombres ne sonl que la représentation des grandeurs, on est conduit par ce qui précède à cette définition générale :
Le résultat de toute opération sur des nombres incommensurables est la limite des résultats fournis par la même opération appliquée à leurs valeurs approchées à moins de —■,
par défaut ou par excès, lorsque n croit indéfiniment, suivant une loi quelconque.
Nous allons vérifier, pour chaque opération, que celte limite existe et qu'elle ne dépend pas de la manière dont n croit indéfiniment.
Dans ce qui suit, nous désignerons par a et (3 les deux nombres incommensurables proposés; a„ et a'„, è„ et b\^ seront les valeurs de ces nombres approchées par défaut et par excès à
moins de — ; a„ et a„, (3„ et ,3„, les valeurs principales correspondantes; aesl la limite commune de a„, a'„, a„, «'„, comme [3 celle de 6„, b\, [3„, j3^,, quand n croît indéfiniment (118).
121. Addition. — Il faut définir la somme de deux nombres incommensurables a et j3.
Formons les deux sommes a„ + f3„ et a'„-t- (3^. Elles constituent deux séries correspondantes, lorsqu'on fait croître n indélinimetit d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, sommes des valeurs principales par défaut, ne pouvant décroître (117), croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, sommes des valeurs principales par excès, ne pouvant croître (117), décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrèlant à un rang quelconque, la diflércnce
(«//+ (^«) -(««-+- ;5«) ou («;,-«„) -4- ([3:,- [3„)
est moindre, d'après la définition des valeurs principales, que la différence
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut, pour n croissant indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est celte limite commune qui est la somme a 4- (3.
La même définition s'appliquera évidemment au cas de plus de deux nombres, pourvu que les nombres à ajouter soient en nomhvQ fini. Nous reviendrons sur ce point.
122. Soustraction. — On dit que a est plus grand que (3, si l'on a, quel que soit n, a„> p„.
11 faut définir la différence de deux nombres incommensurables a et (3.
Formons les deux différences a„ — [3'„ et a'„ — j3„ en associant les valeurs principales par défaut aux valeurs principales par excès, et réciproquement. Elles constituent deux séries correspondantes, lorsqu'on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, ne pouvant décroître d'après la définition des valeurs principales, croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, ne pouvant croître, décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrètant à un rang quelconque, la différence
{^'n—^n) — {c^-n—P'n) OU («'„—«„)-+-( [3;, — (3 J
est moindre que la différence
qui tend vers zéro autant qu'on veut pour n assez grand. C'est cette limite commune qui est Idi différence a — (3. Comme on a, quel que soit n,
on a aussi, à la limite,
et la différence a. — [3 est le nombre qui, ajouté à (3, reproduit a.
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123. Multiplication. — 11 faut définir le produit de deux nombres incommensurables a et (3.
Formons les deux produits a„|3„ et a'„[3',j qui constituent deux séries correspondantes quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Un raisonnement identique à celui du n" 121 montre que les nombres de ces deux séries convergent respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêtant à un rang quelconque, on a
et les deux fractions du second membre de cette identité {Alg. élém., 61) tendent en même temps, autant qu'on veut, vers l'unité (118), lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est cette limite commune qui est le produit a[3.
La même définition s'appliquera évidemment au cas d'un nombre quelconque de facteurs incommensurables, pourvu que ce nombre so'xifini. Nous reviendrons sur ce point.
Comme on a
quel que soit n, on a aussi, à la limite,
La valeur du produit a{3, telle qu'on vient de la définir, esl donc indépendante de l'ordre des facteurs.
II en résulte que le théorème fondamental relatif au changement d'ordre des facteurs d'un produit (Arithm., 66) s'étend, avec toutes ses conséquences, au cas d'un nombre quelconque de facteurs incommensurables.
124. Division. — Il faut délhùrlc quotient de deux nombres incommensurables a et (3.
En associant les valeurs principales par défaut aux valeurs nrincipales par excès, et inversement, formons les deux quotients ~ et -^y qui constituent deux séries correspondantes,
(piand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
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Un raisonnement identique à celui du n^ 122 montre que les nombres de ces deux séries convergent respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrètant à un rang quelconque, on a
^■n . ^-n '^-n pu
et les deux fractions du second membre de cette identité {Alg. élém., 62) tendent en même temps, autant qu'on veut, vers l'unité (118), lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est cette limite commune qui est le quotient -^.
Comme on a, quel que soit n,
on a aussi, à la limite.
^•n — r/ï /î' ' ri
et le quotient ^ est le nombre qui, multiplié par (3, repro-
duit a.
125. Puissances. — Ce que nous avons dit relativement au produit de deux ou de plusieurs facteurs incommensurables (123) doit subsister lorsqu'on suppose tous les facteurs égaux entre eux. C'est ce qu'on peut vérifier directement.
m étant un nombre quelconque entier et positif, msAifini, il faut définir la puissance nV^^" d'un nombre incommensurable y..
Formons les deux puissances (a,,)'" et (a^)'". Ces puissances constituent deux séries correspondantes, quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, puissances des valeurs principales par défaut, ne pouvant décroître (117), croissent en général, en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, puissances des valeurs principales par excès, ne pouvant croître (117), décroissent en général, en restant supérieurs à un
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nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrètant à un rang quelconque, on a [Arithm., 218)
et la fraction entre parenthèses du second membre de cette identité tend autant qu'on veut vers l'unité, lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque (118).
C'est cette limite commune qui est la puissance m'^""^, a"% de a.
126. Racines. — C'est l'extraction des racines qui nous a conduit, en Arithmétique, à la notion des nombres incommensurables.
D'une manière générale, extraire la racine /?j'^""' d'un nombre, en supposant m quelcont|ue, mais entier et positij, c'est chercher le nombre qui, élevé à la puissance m, reproduit le nombre donné.
Il résulte de celte définition que les racines «t'^'"^* des nombres entiers qui ne sont pas des puissances exactes du même degré m d'autres nombres entiers, et les racines m'^""" des fractions irréductibles dont les deux termes ne sont pas des puissances exactes de degré m, sont des nombres incommensurables {Aritlini., 218, 219).
Si nous considérons un nombre positif A, il y aura donc trois cas îi distinguer.
Si A est entier et si l'on peut trouver un nombre entier a, tel qu'on ait
a sera la racine m'»™'' de A.
Si A est fractionnaire et égal à —, on peut poser
pq>
q'" Si l'on trouve alors un nombre entier a, tel qu'on ait a'" = pq"''^,
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on a aussi évidemment
et le nomljre fractionnaire - sera la racine 7?i'^™« de A.
On voit que l'extraction de la racine d'un nombre fractionnaire peut toujours se ramener à l'extraction de la racine d'un nombre entier.
Nous supposerons, par conséquent, comme troisième hypotlièse, que A est entier et qu'il ne représente pas une puissance m'^™<' exacte. Sa racine m'«™^ sera alors un nombre incommensurable a, qu'il s'agit d'abord de détinir.
n étant un entier quelconque, admettons qu'on veuille
obtenir la racine mi«""= de A, à - près, par défaut ou par
excès.
Si nous considérons la suite des puissances m'^'"^^ des nombres entiers consécutifs
I'", 2"% 3'", . .., A"S (/r-hi)'", ...,
le produit entier A/i" tombera nécessairement entre deux termes consécutifs de cette suite, tels que A'" et (A+i)'", de sorte qu'on aura
ou
A'\'" . Ik <A<
— et sont les racines /?i'^™" de A, à — près, par défaut
et par excès. Nous les représenterons (120) par a„ et a'^, et les valeurs principales correspondantes (117) seront a„ et a'„. Quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque, ces valeurs principales constituent deux séries conjuguées auxquelles le raisonnement général adopté en traitant des autres opérations (121 et suiv.) est encore applicable. Les termes des deux séries convergent donc respectivement vers une limite déterminée, qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêlant à un rang quelconque, on a (118)
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et la fraction - tend vers zéro autant qu'on veut, quand n
croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
Cette limite commune est le nombre incommensurable
CL = y/A.
127. Si, au lieu d'un nombre entier quelconque A, on a maintenant à considérer un nombre incommensurable L, la racine m'è™« de L est, a fortiori, un nombre incommensurable X qu'on définit comme il suit.
Remplaçons L par deux valeurs commensurables appro-
chces par défaut et par excès a - près, telles que - et >
n étant un entier quelconque.
Cherchons la racine m'«'"« de la première quantité — à —
r -\- i \)i'èspar défaut, et la racine m'^™^ (\q j^ seconde (luantité
à — près par excès (126). Nous désignerons ces deux racines
par Z„ et /^. Les valeurs principales correspondantes A„ et X'„ constituent deux suites conjuguées tendant chacune vers une limite déterminée, quiest la même pour les deux suites, quand n croît indéfiniinenl.
En effet (12G), la limite de X„ est le nombre incommensurable
et celle de >.'„
est
le nom])re
incomme
nsurable
On
a donc, p;
ir d(
éfinition.
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut quand on fait croître n indéfiniment suivatit une loi quelconque. On a, d'ailleurs (14-, 12'i-, etc.),
iio algLbre supérieure.
Si le premier membre de celte égalité tend vers zéro, il faut donc qu'il en soit de môme du premier facteur du second membre {V — X), puisque le facteur qui lui est associé est une somme de nombres positifs.
Il en résulte que In et >.'„ ont bien la même limite.
C'est cette limite commune, dont nous venons de démontrer l'existence, qui est le nombre incommensurable
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CHAPITRE IX
CALCUL DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX EXPOSANTS FRACTIONKAIRES ET NÉGATIFS.
Observations préliminaires.
128. La puissance m'^'"« d'une expression algébrique est le produit de m facteurs égaux à l'expression donnée.
On n'a donc, pour obtenir cette puissance, lorsqu'il s'agit (l'un monôme, d'un polynôme ou d'un rapport, qu'à appliquer lesrèi^les démontrées précédemment (--1/^. e7e/?i., 23, 28, 61).
Lorsque l'expression proposée est elle-même un produit ou une puissance, on a l'ccours aux théorèmes établis en Arithmétique {Arithni., 76, 75), et qui s'étendent immédiatement au\ expressions algébriques.
129. La racine /n'^""' d'une expression algébrique est l'expression qui, élevée à la puissance m, reproduit Vexpression donnée.
Comme nous l'avons déjà dit souvent, on in(li(|ue la racine /n'=™^ d'une expression à l'aide du signe \J , alîecté de l'indice m. Si a élevé à la puissance m reproduit A, on écrit
Nous verrons plus tard (|ue toute racine ni'*^'"^ a m valeurs. Nous nous bornerons ici à quelques remarques indispensables pour préciser la question que nous voulons traiter, et (pii découle tout nalurellemenl du Chapitre consacré aux nombres incommensurables.
130. On appelle réelles les quantités positives et négatives. Cela posé, A peut avoir une valeur positi\>e ou négative,
m peut être pair ou impair.
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Examinons ces diffcrents cas :
1° Si m est pair et que A soit positif, "\/X admet deux valeurs réelles, égales et de signes contraires.
En effet, qu'on affecte la valeur absolue de "y/Â du signe hou du signe — , comme m est pair et que le produit d'un nombre pair de facteurs négatifs est positif {Alg. élém., 38), on obtient toujours A comme résultat en prenant m facteurs égaux à 4- "{/a ou à — "\J\. Si a désigne la valeur absolue de "v/A, on a donc, d'une manière générale,
2" Si m est pair et que A soit négatif, \J k ne peut être exprimée par un nombre positif ou négatif, puisque le produit d'un nombre pair de facteurs positifs ou négatifs est positif.
On donne à une pareille expression le nom (Y expression imaginaire, par opposition aux quantités positives ou négatives qualifiées de réelles.
Nous traiterons plus loin de la Théorie et du Calcul des expressions imaginaires {Algèbre supérieure, IP Partie).
3" Si m est impair, "y^Â n'a (\\.\une seule valeur réelle, de même signe que A : en effet, un nombre impair de facteurs positifs donne un produit positif, un nombre impair de facteurs négatifs donne un produit négatif.
Si l'on désigne par a la valeur absolue de "\/k, abstraction faite du signe de A, on aura donc, d'une manière générale,
"\/\-=.-^a, si A est positif ; 'y/Â= — a, si A est négatif.
131. Nous conviendrons, dans ce qui va suivre, de regarder les quantités placées sous les radicaux considérés comme ayant seulement des valeurs positives, et nous n'admettrons que les racines positives de ces mêmes quantités (130). Nous nous limiterons ainsi à ce qu'on appelle les valeurs arithmétiques des radicaux.
Les indices des radicaux seront des nombres entiers et positifs et, jusqu'à indication contraire, les exposants des puissances rempliront la même condition.
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Calcul des valeurs arithmétiques des radicaux.
132. Il n'y a pas lieu de s'arrêter à l'addition et à la soustraction des radicaux. Le plus souvent, on ne peut qu'indiquer l'opération à effectuer. Si des simplifications sont possibles, elles dépendent des transformations que nous allons étudier et de ce qu'on a dit en Algèbre élémentaire sur la réduction des termes semblables.
133. I. Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice, on multiplie les quantités placées sous ces radicaux, et l'un ajjecte leur produit du radical commun.
Il faut démontrer l'identité
"v/Â.'v/B."vT = "{/Â!lC,
A, B, C étant des quantités quelconques positives.
Or, pour élever un produit à une puissance, il faut élever à cette puissance cbaque facteur du produit {Arithm., 7G). On a, de plus, par définition,
VÂ/'^A
Enfin, comme nous ne considérons que les valeurs arithmétiques des radicaux (131), un radical n'a qu'une seule valei r Si l'on élève alors à la puissance m les deux membres de ,1'égalité supposée, on trouve
("s/I."{/B."s/c)"'=\nc,
ce qui justifie l'énoncé; car, puisque le premier membie, élevé à la puissance m, reproduit ABC, il représente bi(Mi, suivant les conventions admises, "y/AÏÏC.
13'i^. L'identité qu'on vient de démontrer, et qu'on peut écrire
"s/ÂM = 's/I."\/B-'s/C,
prouve, réciproquement, (jue, pour extraire la racine d'un produit, il faut extraire la racine de chaque facteur.
On peut donc simplifier l'expression d'un radical lorsqu'il recouvre le produit de deux facteurs, dont l'un est une puissance exacte par rapport à l'indice du radical.
De c. — Cours, m. 8
iî4
ALGKBRK SUPERIEURE.
On a, par exemple,
Il résulte de celle idenlilé que, pour faire sortir un facteur d'un radical, il faut en extraire une racine marquée par l'indice du radical; et que, réciproquement, /powr/a/re entrer un facteur sous un radical, il faut l'élever à une puissance marquée par l'indice du radical.
135. 11. Pour diviser deux radicaux de même indice, on divise les quantités placées sous ces radicaux, et l'on affecte leur quotient du radical commun.
Il faut démontrer l'identité
VA _ "'/A
Puisqu'on a toujours (i)
Ar
on a aussi (13i)
^xB,
d'où
136. III. Pour élever un radical à une puissance, il suffit d'élever à cette puissance la quantité placée sous le radical.
En effet, élever "\fk à la puissance p, c'est faire le produit de/> facteurs égaux à "ij S.. On a donc (133)
137. IV. Pour extraire une racine d' un radical, on extrait cette racine de la quantité placée sous le radical, ou l'on multiplie l'un par l'autre les deux indices considérés.
Il faut démontrer qu'on a
vVÂ=v7Â = '"v/Â.
En effet, on a démontré en Arithmétique que, pour élever une puissance à une autre puissance, il suffit de multiplier
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les exposants des deux puissances. On a, pai- exemple,
{a'")P— {aP)"'=a'"P.
Il en résulte que, pour élever a à la puissance mp, on peut indifféremment commencer par élever « à la puissance m, puis le résultat à la puissance/?, ou faire l'inverse.
Par conséquent, si l'on élève les trois expressions (i) à la puissance mp, on trouve A, et ces trois expressions sont bien égales comme représentant chacune la racine mp'^"'° d'une même quantité A.
Comme nous l'avons montré en Algèbre élémentaire {Al_^. élém., 7G), ce théorème permet de simplifier l'extraction des racines numériques, lorsque leur indice ne renferme que les facteurs premiers 2 et 3.
138. On ne change pas la valeur d'un radical en multipliant son indice par un certain nombre, poun'u qu'on élève à la puissance marquée par ce nombre la quantité placée sous le radical.
Si l'on divise l'indice par un certain nombre, on doit, au contraire, pour ne pas changer la valeur du radical, extraire de la quantité placée sous le radical une racine marquée par le diviseur employé.
Ce double énoncé résulte immédiatement du Ihéorènie précédent (137). On a, en effet,
'\/Ap= s V-V^ V-^-
On peut donc simplifier Vexpression d'un radical, en supprimant les facteurs communs à l'indice de ce radical et à l'exposant de la puissance qu'il recouvre.
On peut aussi réduire plusieurs radicaux au même indice, en suivant une marche analogue à celle qu'on emploie en Arithmétique pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur ou au plus petit dénominateur commun (Arithm., 191, 192). C'est ce que nous avons montré en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 11).
139. Pour multiplier ou diviser des radicaux d'indices différents, on les ramène d'abord au même indice, puis on applique les règles précédentes (133, 13o).
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Des exposants fractionnaires.
liO. Puisqu'on peut diviser par un même nombre l'indice d'un radical et l'exposant de la quantité qu'il recouvre (138), il est permis d'écrire
mp
La fraction — ^ a pour numérateur l'exposant de la quantité
placée sous le radical et, pour dénominateur, l'indice de ce radical.
La forme fractionnaire de l'exposant n'entraîne ici aucune remarque, puisque celte forme fractionnaire correspond à un quotient entier; mais il y a avantage évident ou, pour mieux dire, le caractère de l'Algèbre conduit nécessairement à étendre, par convention, cette notation, au cas même oii Vexposant de la quantité placée sous le radical n'est pas diiisible par l'indice du radical.
En effet, les règles relatives au calcul des quantités affectées d'exposauts, qui ont été démontrées en Arithmétique {Arithm., 73 et suiv. ), exigent que ces exposants soient entiers. Mais, en Algèbre, les exposants, eux aussi, peuvent être représentés par des symboles généraux:. Il faut donc qu'on puisse supposer ces symboles remplacés par des valeurs quelconques, et d'abord par des valeurs fractionnaires, sans que les règles de calcul soient modifiées, sauf interprétation finale.
Or cette extension sera facilement justifiée si nous admet- Ions convention nellement Véquivalence des deux expressions
\/Â"' et k'p , m et jo étant des quantités entières et positives quelconques.
ni Le numérateur m de l'exposant fractionnaire — indique
alors à quelle puissance on doit élaer d'abord k, et le dénominateur p quelle racine on doit extraire ensuite du résultat A'".
Remarquons, avec soin, que la valeur de la seconde expres-
tn
sion k^ est indépendante de la forme donnée à l'exposaui
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fractionnaire — {Arithm., 188); il faut donc qu'il en soit Me
même de la valeur de la première expression \/A"'. S'il n'en était pas ainsi, la convention proposée pourrait entraîner ambiguïté et ne serait pas complètement légitime. Or de
P'' P' on déduit
Il faut donc qu'on ait aussi
Si l'on ramène les deux radicaux au même indice (138), i! vient
et, comme d après 1 hypothèse — ^= —-, on a nécessairement
{Arithm., 388)
mp' =z m' p,
les deux radicaux, réduits ou non au même indice, sont bien identiques.
Il est utile d'observer que, pour calculer la valeur numérique d'une puissance fractionnaire, il faut revenir à la forme radicale.
Après ces considérations, il reste à prouver que les règles démontrées dans le cas des exposants entiers {Arithm., 73 et suiv.) s'étendent immédiatement au cas des exposants fractionnaires.
141. I. Pour multiplier deux puissances fractionnaires d' une même quantité, on ajoute leurs exposants.
On a, en effet, d'après les théorèmes précédents et en revenant finalement à la forme fractionnaire
PJ X PJi— \f\^ X yj'' = '"{/ k""i X ÂFp
»>7 -4- np m n
On peut supposer m ou n égal à i,/? ou ^ égal à i.
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142. II. Pour diviser deux puissances fractionnaires d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
Avec la restriction — > - > qui sera levée bientôt, et en ope- P 1 rant comme on vient de l'inflifiuer, on a
PJ : A'/ = \J'k"' : v/Â^= "'{ A""': A"/'
niq — n /i m n
On peut supposer m ou n égal à \, p onq égal à i.
143. m. Pour élever une puissance fractionnaire à une autre puissance fractionnaire, on multiplie les deux exposants.
On peut écrire, en effet,
A^) ^Cs,f\^')n=:U\fX^'r
= \ \/( A'" y' = "v/A"'" = A '"? == A/' ^ 7 . On peut supposer m ou n égal à i, p ou q égal à i.
144. IV. Pour élever un produit à une puissance fractionnaire, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance.
On a évidemment
(ABCK = 'v/(AHC)'« = \/A"'B"'C'"
Des exposants négatifs.
14.5. La nécessité de conserver aux symboles algébriques toute leur généralité nous a conduit à admettre les exposants fractionnaires. Nous devons de même admettre les exposants négatifs et chercher l'interprétation dont ils sont susceptibles.
Nous avons vu {Alg. élém., 43) que les exposants négatifs apparaissent lorsqu'on veut appliquer la règle de la division
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des monômes au cas où l'exposant d'une certaine lettre est plus faible au dividende qu'au diviseur.
A'" Soit l'expression -j^- Si m surpasse n, on en déduit immédiatement
Mais, si m est plus petit que n et si l'on s'en tient à la définition générale des puissances, l'expression A'"-" n'a plus aucun sens.
Posons alors
en désignant par p la différence positive des deux exposants n et m. On peut écrire
On trouve d'aillcui's, en appli(|uant la règle de la division des monômes {Alg. éléni., 41 ),
Il est donc naturel d'admettre ou de corwenù- que les deux expressions
A-^ et ±
sont équivalentes.
Toute quantité affectée d'un exposant négatif revient ainsi à l'inverse de cette quantité affectée du même exposant pris positivement.
Il faut seulement montrer que là notation des exposants négatifs n'impliciue pas contradiction, en ce sens que, si elle est admise dans le cas oîi p est positif, elle subsiste par cela niQ^me lorsque />> reçoit une valeur négative, telle que — p' .
En effet, p' étant positif, on a, par convention.
a~'' = — : ou al' z= —
aP a-
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c'esl-à-dire, précisément,
al"
Il esL utile d'observer que, pour calculer la valeur numérique d' une puissance négative., il faut revenir à la forme fractionnaire.
Après ces considérations, il reste à prouver que les règles démontrées dans le cas des exposants positifs, entiers ou fractionnaires, s'étendent immédiatement au cas des exposants négatifs.
lie. I. Pour multiplier deux puissance':, négatives d'une même quantité, on ajoute leurs exposants.
On a, en eflet, d'après des théot^èmes connus el la convention adoptée,
A-'« xA-9=-— -x-7- =
147. II. Pour diviser deux puissances négatives d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
On a de même
1 _,„ . k-q ^ . __ :_ _. Kq-m —- \(-m)-(-ç)
lis. III. Pour élever une puissance négative à une autre puissance négative, on multiplie les deux exposants.
On peut écrire, en effet.
\mq —^ \(-m)Xi—q) ^
149. IV. Pour élever un produit à une puissance négative, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance.
On a, évidemment,
/\Dp\-/n — ' — ' — _! î !_ — \-niTf-mr-m
ABC)'«~A'"B'«C'" A'« B'« C
150. En résumant ce qu'on vient de dire sur les exposants fractionnaires et négatifs, on peut énoncer les règles suivantes, qui ne sont plus soumises à aucune restriction relativement à la nature des exposants, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs :
1° Pour multiplier deux puissances d'une tyiéme quantité , on ajoute leurs exposants.
2° Pour diviser deux puissances d' une même quantité, on retranche leurs exposants.
3" Pour élever une puissance à une autre puissance , on multiplie les exposants des deux puissances.
4" Pour élever un produit à une puissance, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance.
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THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES
Définitions et notions préliminaires.
loi. On attribue à lorrl Brouxcker l'invention des fractions continues; mais la découverte de leurs principales propriétés et de leurs précieux avantages est suriout due à Hlygens,
La théorie des /radions continues fournit une nouvelle mélliode pour obtenir des valeurs de plus en plus approchées d'un nombre donné, et c'est ainsi qu'elles s'introduisent naturellement dans l'Analyse.
S'il s'agit, en effet, de trouver une valeur approchée d'un nombre X, le plus simple est d'indiquer sa partie entière a. On peut alors écrire, en supposant j plus grand que i,
On peut évaluer alors la partie entière b de / et poser
en supposant z plus grand que 1. Si c est la partie entière de z, et u une quantité plus grande que i; si <i? est la partie entière de u, et v une quantité plus grande fpie i, on a, de même,
ZrzzC-\ et U^=^d-^, .
En remplaçant successivement, dans l'expression de N, les quantités /, s, u par leurs valeurs, on trouve la valeur de N
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SOUS celte forme particulière :
En conlinuanl les calculs indiqués, deux cas peuvent se présenter.
L'un des nombres y, z, u, c, ... peut être entier. Dans cette hypothèse, l'opération se trouve terminée, et l'on dit qu'on a obtenu le développement exact de N en fraction continue.
Si aucun des nombres r, z, u, v, . . . n'est entier, l'opération ne se termine pas et peut se poursuivre d'une manière illimitée, bien que l'égalité (i) subsiste toujours. Si Ton néglige alors l'une des fractions—» ->->-> •••> cette égalité
devient approximative, et l'on obtient pour N des valeurs approchées qu'on appelle des réduites ou des fractions convergentes.
La première réduite est ici a i en négligeant — ); la deuxième réduite est <^ + 7 (en négligeant - ) ; la troisième réduite est en négligeant - ) ; et ainsi de suite.
Les dénominateurs successifs /, z, u, ... sont des quotients complets, tandis que les nombres b, c, d, ..., qui représentent les parties entières de ces dénominateui's, sont des quotients incomplets. On donne encore le nom de frac-
tiens intc'nantes aux iractions t' -'-,'• • ••
b c II
On voit que les quotients incomplets b, c, d, ... sont des
nombres entiers positifs au moins égaux à i, et que a, seul,
peut être nul si N est un nombre inférieur à l'unité.
152. L Tout nombre commensurable correspond à une fraction continue limitée et, réciproquement, toute fraction continue limitée représente un nombre commensurable.
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Soit le nombre commensurable -rr- Divisons A par B : soient
a le quotient et /• le reste. Nous aurons {Arithm., 212, 183), en ramenant à l'unité le numérateur de la fraction complémentaire,
Divisons B par r ; soient b le quotient et r' le reste. Nous aurons de même
On est ainsi conduit à diviser /• par /•', et l'on s'aperçoit sans peine que les opérations à effectuer sont précisément celles que l'on doit faire pour chei-cher le plus grand commun diviseur des nombres entiers A et B. Lors même que ces nombres seraient premiers entre eux, on arrivera donc à un reste qui divisera exactement le reste précédent ou, si l'on veut, à un reste nul {Arithm. y 113), c'est-à-dire que la
fraction continue qui représente le développement de =5 aura
un nombre limité de termes.
Les quotients fournis par l'opération du plus grand commun diviseur font connaître les quotients incomplets b, c, d, ..., et les inverses de ces quotients sont les fractions intégrantes I I I b c a
Réciproquement, soit une fraction continue limitée. Pour démontrer qu'elle représente un nombre commensurable, il n'y a qu'à effectuer, en remontant, sur les fractions intégrantes et les quotients incomplets, les opérations indiquées, et l'on sera nécessairement conduit à une fraction à termes entiers.
Pour fixer les idées, nous prendrons un exemple numérique, et nous supposerons qu'on ait
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Il viendra successivement
153. II. Tout nombre incommensurable correspond à une fraction continue illimitée et, réciproquement, toute fraction continue illimitée représente un nombre incommensurable.
Celte proposition est la conséquence évidente de la précédente (152).
loi. III. Dans toute fraction continue, les valeurs des réduites sont alternativement plus petites et plus grandes que la. valeur de la fraction continue elle-même : les réduites de rang impair sont plus petites que la fraction continue, les réduites de rang pair sont plus grandes.
Considérons, en etïet, la fraction continue
N = rt H ' j
qui provient des égalités successives (151
Ni=a+^ (/>«), y = b+ -_ (5 >i),
En prenant a au lieu de N, on néglige la fraction - : on a
donc
En prenant « + r au lieu de N, on néglige la fraction dans l'expression exacte
On diminue donc le dénominateur de la fraction complémentaire, c'est-à-dire qu'on augmente cette fraction : on a donc
En prenant a -\ au lieu de N, on néglige la fraction —
dans l'expression exacte
On diminue donc le dénominateur de la fraction
c'est-à-dire qu'on augmente celte fraction; mais, en même temps, on augmente le dénominateur de la fraction
c'est-à-dire qu'on la diminue elle-même; on a donc
En prenant
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au lieu de N, on néglige - dans l'expression exacte
On augmente donc la fraction
On diminue, par suite, la fraclion
Cl l'on augmente la fraclion
On a donc
Le même raisonnemenl se poursuivant indéfiniment, la proposition est démontrée.
On peut l'énoncer encore, en disant :
La valeur de toute fraction continue est, nécessairement, comprise entre les valeurs de deux réduites consécuiii'es quelconques.
155. IV. Il en résulte que, da/is toute fraction continue, chaque réduite est comprise entre les deux réduites qui la précèdent immédiatement.
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En effet, lorsqu'on s'arrête à une certaine réduite, on peut admettre qu'elle représente une certaine fraction continue limitée qui est, jusque-là, composée des mêmes éléments que la fraction continue proposée.
Or toute fraction continue, quelle qu'elle soit, étant comprise entre deux réduites consécutives quelconques (loi), la réduite considérée est alors elle-même comprise entre les deux réduites qui la précèdent immédiatement.
136. V. Dans toute fraction continue, les réduites de rang impair forment une série croissante, et les réduites de rang pair une série décroissante.
Considérons la réduite de rang impair T.p -\- \. Elle est comprise (153) entre la réduite de rang 2/? et celle de rang ip — i.
D'ailleurs, les réduites de rang impair sont toutes plus petites que les réduites de rang pair (13V). La réduite de rang ip -hi, moindre que la réduite de rang 2p et comprise entre cette réduite et celle de rang 2/? — i, est donc supérieure à la réduite de rang 2/? — i.
11 en résulte que les réduites de rang impair vont en croissant.
De même, la réduite de rang pair 2/>, comprise entre les réduites de rang 2/^ — 1 et 2/) — 2, étant plus grande que la réduite de rang ip — i, est inférieure à la réduite de rang ip — 2.
Il en résulte que les réduites de rang pair vont en décroissant.
Loi de formation des réduites.
Soit la fraction continue quelconque
Nous allons calculer les quatre premières réduites et chercher si une loi de formation apparaît.
Première réduite :
a ou -■
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Deuxième réduite :
I ah -^\
Troisième réduite
abc
Quatrième réduite
I bc -\- 1 bc
— rt -+-
I cd-\- \
cd -h I abcd -h cd -h ad -\- ah -^- i
bcd -\- b -\- d bcd
Eli considérant la troisième et la quatrième réduite, on voit que chacune s'obtient en multipliant les deux termes de la réduite précédente par le quotient incomplet auquel on s'arrête, et en ajoutant terme à terme le résultat trouvé avec la réduite an téprécéden te.
Il s'agit de montrer que cette loi est générale, c'est-à-dire que, si elle est vraie pour trois réduites consécutives quelconques, elle subsiste nécessairement pour la réduite suivante. Comme nous venons de la vérifier pour les trois premières réduites, elle sera alors complètement établie.
Soient donc les trois réduites consécutives
P^ 0 Ji
pour lesquelles la loi est supposée exister. En désignant par / le dernier quotient incomplet qui fait partie de la réduite tt-,^ nous aurons, par hypothèse,
- (Yl-^V
g Pour passer maintenant à la réduite suivante ^5 il suffit
d'observer qu'elle ne diffère de ^r-, que par le changement de
De c. — Cours. III. q
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/en ^H , en appelant m le quolienl incomplet qui vient
après /. On a donc immédiatement
c'est-à-dire
La loi de formation indiquée plus haut est donc générale. D'après cette loi, les numérateurs et les dénominateurs de? réduites forment deux suites indéfiniment croissantes.
158. Pour appliquer cette loi, il faut que les deux premières réduites aient été formées; mais on peut faire rentrer la deuxième réduite dans la règle énoncée, en introduisant en
tête la réduite fictive -• Combinée, d'après la règle, avec la
, , . , . Cl ,, , , . ah -{- \
première réduite ejjective —■> elle donne nien — - — pour
la valeur de la deuxième réduite.
On peut alors employer l'algorithme suivant pour faciliter le calcul des réduites :
ab -t- I b
abc -\- c -\- a bc -H 1
abcd -^ cd -\- ad H- ab
bcd -^ d-h b
Nous disposerons, sur une première ligne horizontale, les quotients incomplets successifs a, b, c, d, . . .; au-dessous, en les reculant d'un rang, nous écrirons les deux premières ré-
duites - et -j et nous n aurons plusqua former successive-
ment les autres réduites d'après la règle, en les écrivant audessous du quotient incomplet qui les termine.
Cette règle consiste (157) à multiplier les deux termes de la réduite précédente par le quotient incomplet auquel on est parvenu, et à ajouter ternie à terme le résultat avec la réduite an téprécédcn te.
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159. Il est indispensable de remarquer que les considéralions précédentes permettent d'obtenir, au lieu de la valeur d'une réduite de rang quelconque, une expression exacte de la valeur X de la fraction continue elle-même, quelle qu'elle soit.
En effet, en remplaçant / par /n- — ? nous avons pu passer
(157) de la valeur de la réduite jç, à celle de la réduite sui-
vante k-, • Il est évident que, si nous avions fait la même sub-
stilutioti en prenant au lieu de m le quotient complets qui lui
correspond, nous aurions obtenu, au lieu de la réduite ;^- > la
valeur X de la fraction continue elle-même, puisqu'on peut toujours l'arrêter à un quotient complet quelconque (151). Nous écrirons donc, par exemple,
_ lU + Q
Propriétés fondamentales des réduites.
IGO. I. La différence absolue de deux réduUes consécutives est une fraction ayant pour numérateur l' unité et pour dénominateur le produit des dénominateurs des deux réduites.
Soient, en eUct,
P' — PO
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Les dénominateurs des deux différences répondent à l'énoncé. Quant aux numérateurs, ils sont égaux et de signes contraires.
Comme nous avons considéré trois réduites consécutives quelconques, on peut donc dire que le numérateur de la diffélence de deux réduites consécutives est constant en valeur absolue.
Pour trouver cette constante, il suffit de retrancher les deux premières réduites, par exemple, qui donnent
ab -h \ a I
Le théorème énoncé est ainsi démontré.
161. Si l'on veul tenir compte du signe de la différence des deux réduites, il suffit de se rappeler que les réduites de rang pair sont plus grandes que les réduites de rang impair (154). i*ar conséquent, la différence obtenue est positive ou négative, suivant que la première réduite est de rang pair ou de rang impair.
162. IL Toutes les réduites sont des fractions irréductibles.
Si l'on considère, en effet, les deux réduites consécutives
quelconques
— et — »
Q' IV
et si l'on forme le numérateur de leur différence, on a (IGO,
RQ'-QR'=±i.
Cette égalité prouve qu'il ne peut exister aucun facteur commun autre que l'unité, soit entre R et W ou entre Q et Q', soit môme entre R et Q ou entre R' et Q'.
Les réduites quelconques -=r^, et ^ , ayant leurs deux termes
premiers entre eux sont des fractions irréductibles (/l/77A/?«., 187, 188).
Cette propriété remarquable explique el justifie le nom de réduites.
163. IIL Les réduites de rang impair et les réduites de rang pair convergent respectivement vers une limite fixe, qui est la ]
valeur de la fraction continue elle-même, et, de deux réduites consécutives, c'est la plus éloignée qui approc/ie le plus de cette valeur.
En effet, d'après ce qui précède (156), les réduites de rang: impair vont constamment en croissant, en restant intérieures à une réduite quelconque de rang pair : elles convergent donc vers une limite fixe. De même, les réduites de rang pair vont conslamment en décroissant, en i-eslant supérieures à une réduite quelconque de rang impair : elles convergent donc aussi vers une limite fixe. Cette limite est, d'ailleurs, la même pour les deux suites; car la différence de deux réduites con-
. . Q li , , , ,
secutives ^^ et ^, > étant égale a
va conslamment en diminuant à mesure qu'on avance dans la fraction continue, et tend vers zéro autant qu'on veut s'il s'agit d'une fraction continue illimitée, puisque, d'ajjrès la loi de formation des réduites (157), les deux dénominateurs Q' et R' vont constamment en croissant, de manière à pouvoir dépasser toute c|uantiié donnée.
Comme la valeur de la fraction continue reste comprise entre deux réduites consécutives quelconques (154), la limite commune dont nous venons de parler n'est autre que la valeur même de cette fraction continue.
En outre, si les deux réduites consécutives considérées sont
fv ^^ ÎT'' ^ P éloignée ^, qui approche davantage de
la valeur X de la fraction continue.
Pour le prouver, nous n'avons qu'à comparer successivement, à ^Y, et à ly, ) la valeur X de la fraction conlinuc, exprimée en fonction tlu quotient complet t (\m correspond au dernier quotient incomplet m compris dans ^ (159).
Pour fixer les idées, nous admettrons que ^ est une réduite de rang pair et qu'on a, par conséquent (154),
l34 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
Nous aurons donc (160, IGI)
R _R R^ + Q _ RQ'-QR'
R' R' R'^-hQ' ~R'(R'^ + Q') R'(R'^ + U')
et
Q^ _ Rf + Q Q^ _ f(RQ^— QR') _ t
Or la première différence est évidemment la plus faible des deux, puisque t est au moins égal à i et que Q' est nécessairement moindre que R' (157).
C'est la proposition qu'on vient d'établir qui a fait donner aux réduites le nom de fractions convergentes.
16i. On peut la rendre sensible aux yeux en portant sur une même droite, à partir d'un point fixe 0, des longueurs Oi'i, 04> 04, •••> proportionnelles aux valeurs des réduites de rang impair : ces longueurs formeront une série croissante. Si l'on porte, à partir du même point 0, des longueurs 0/?,, 0/>4, 0/?6, •.., proportionnelles aux valeurs des réduites de rang pair, elles formeront une série décroissante. Les deux séries obtenues occuperont deux régions distinctes et n'empiéteront pas l'une sur l'autre; mais elles convergeront indéfiniment l'une vers l'autre, de manière à n'avoir finalement qu'un point de démarcation tel que X. La longueur OX sera proportionnelle à la valeur de la fraction continue elle-même.
0 /, /, l's I X Pe Pi Pi
163. Le calcul précédent permet d'indiquer deux limites simples de l'erreur commise, lorsqu'on remplace la fraction continue par l'une de ses réduites.
Nous avons trouvé (163)
Remarquons que le quotient complet t est compris, par hypothèse (163), entre les deux entiers consécutifs m et/?i + i.
On aura donc, en valeur absolue, en désignant par —, la ré-
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. . R diiite qui suit tt-,
Cette illégalité est évidente a priori (loi, IGO), et elle entraîne la suivante :
On aura, d'autre pari,
R' ^ ll'[R'(//iH-i)-t-Q'J °" R' -^ R'(R'+tî')'
Ainsi, lorsqu'on s'arrête à une certaine réduite, on peut dire que l'erreur commise est moindre que l'unité divisée par le produit des dénominateurs de cette réduite et de la sui''ante iiu que r unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite considérée, et que l'erreur commise est plus grande que r unité divisée par le produit du dénominateur de la réduite par la somme de ce dénominateur et de celui de la réduite suivante.
166. 11 résulte de ce qu'on vient de dire que, lorsque la fraction continue est illimitée, on peut toujours former une réduite qui en diffère d'une quantité moindre qu'une quantité donnée t.
Il suffit, en effet, d'arriver à une réduite ^ telle, qu'on ait
jTTT, <£ ou R'>-=.
Or, les dénominateurs des réduites formant une suite indéfiniment croissante, on atteindra toujours une réduite pour laf|iielle cette condition sera remplie.
IV. Un nombre K ne peut approcher davantage de la
sa
valeur^ de la fraction continue qu'une réduite r— , ? sans être j 1 j|/
compris entre cette réduite et la réduite précédente ^
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En effet, si K approche plus de X que ^,, il approche a
fortiori {163) plus de X que ^; et, comme X tombe toujours
entre ces deux réduites consécutives (154), il faut évidemment que K remplisse la même condition.
V. Toute fraction ordinaire qui approche davantage
de la valeur X de la fraction continue qu'une réduite p-, a
des termes moins simples, c'est-à-dire respectivement plus grands que ceux de la réduite.
Considérons, en effet, la réduite ^77 et la réduite 7^ qui la
précède immédiatement. Admettons que la fraction ^ ap-
jjroche davantage que ^, de la valeur X de la fraction continue.
La fraction — sera d'abord nécessairement comprise entre
les deux réduites ^ ^^ Wi (167). En supposant ^r-, de rang
pair pour fixer les idées, les quatre quantités considérées, rangées par ordre de grandeur croissante, formeront donc la
suite
0„AR Qa„R
^, X, g, ^, ou ^,, j,, X, ^r
Il en résulte
ou (160, 161)
AQ'-BQ ^
BQ' ^\VQ'
Comme il s'agit de nombres entiers, la dilTérence AQ' — BQ
est au moins égale à i. L'inégalité précédente exige donc
qu'on ait
BQ'>IVQ' ou B>R'.
Si nous renversons maintenant les quantités considérées, leurs inverses formeront, par ordre de grandeur décroissante.
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la suite
Il en icsiilte
ou
AO— BQ I
OA QR
Cette inégalité exige, à son tour, qu'on ait
QA>QR ou A>R.
La proposition qu'on vient de démontrer prouve que les réduites successives expriment la valeur de la fraction continue aussi simplement que possible, eu égard au degré d'approximation obtenu.
169. II est utile de s'arrêter un instant sur la propriété précédente, qui imprime aux réduites un caractère tout particulier.
On pourrait croire, au premier abord, que de plus grands
dénominateurs répondent à une plus grande approximation.
On voit qu'il n'en est rien. Er, en effet, si l'on prend, par
6 3 7 exemple, les trois fractions — ? p» — > qui, ramenées au mrinc ' Il 5 1 1
dénominateur, forment la suite croissante ir^> p^» i^> on com-
OD 00 OD
II II étant beaucoup plus près de •= que des deux autres fractions.
S'il en est ainsi, il sera impossible, avec des onzièmes d'unité
d'obtenir pour X une valeur aussi approchée que -•
Ainsi, en cherchant les valeurs approchées d'une quantité parmi des fractions de dénominateur donné, on peut, dans certains cas, avoir un degré d'approximation moins favorable qu'avec des l'ractions de dénominateur plus petit. Ce qui est très remai-quable, c'est que cela ne se produit jamais pour une fraction continue, lorsque les valeurs approchées sont choisies parmi ses réduites.
prend qu une quantité X puisse tomber entre — et -^> en
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L'emploi des fractions continues intervient, par la propriélé sur laquelle nous venons d'insister, dans l'établissement des trains d'engrenages compliqués, comme ceux que nécessitent les combinaisons de la haute horlogerie ( ' ).
170. VI. Lorsqu'on réduit en fraction continue deux valeurs dUin nombre N, l'une approchée par défaut, l'autre approchée par excès, tous les quotients incomplets communs aux deux résultats obtenus appartiennent nécessairement au développement de N en fraction continue.
Désignons par A et B les deux valeurs approchées de N par défaut et par excès, et admettons qu'on ait
A et B ont la même partie entière a. Cette partie entière est donc aussi celle de N qui est compris entre A et B, et l'on peut poser à la fois
A = aH 5 B = a H T, N = <7H
X est alors nécessairement compris entre / et j', et comme, d'après les deux développements supposés, ces deux quotients ont la même partie entière b, cette partie entière est aussi celle de x. On peut donc poser encore
u devant être compris à son tour entre .: et z' , qui ont la même partie entière c, a aussi cette partie entière, et l'on peut poser de nouveau
(') f'oir les feuilles autographiées de mon Cours de Cinématique a l'iicole Centrale, iSôS-iSGG.
ff
En continuant, on voit que la fraction continue représentant le développement de N commence nécessairement par a et
par les fractions mtegrantes y» -■> -,•, communes aux deux
développements donnés. On a donc
EXEMPLES
171. I ° Remplacer la fraction — — par des fractions approchées, exprimées aussi simplement que possible, eu e'gard au degré' d'approximation obtenu.
11 suffit de convertir la fraction donnée en fraction continue et d'en lurmer ensuite les différentes réduites (168), d'après l'algorithine indiqué (lo8).
Comme le nombre donné ne contient pas de partie entière, on posera
1892 _ I 3o"24 3os).i
Il faut chercher le plus grand commun diviseur des nombres 8024 et
i3q2 en réduisant d'abord le nombre fractionnaire -^ à sa plus simple ^ 1392
expression {Jrithm., 189). On est ainsi conduit ù — • L'opération du
plus grand commun diviseur donne alors
fraction continue cherchée est donc ( lo2)
Nous formerons les différentes réduites d'après le Tableau ci-après,
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en remarquant que la première réduite est et que a est ici égal à zéro :
La dernière réduite reproduit naturellement la fraction proposée ramenée à sa plus simple expression (162).
Si Ton remplace r-^ par la fraction -^ > l'erreur commise est moindre ^ 3o2J ^ i3
que
-r— T^ ou que 5 — , et elle est plus grande que „, _ ttv
ou (jue
172. 2° Trouver des fractions ordinaires exprimant le nombre tt (Gebm., 228) au^^si simplement que possible, eu égard au degré' d'approximation obtenu, sachant que tu est compris entre les deux nombres décimaux
On commencera par réduire ces deux nombres en fraction continue, jusqu'à ce que les fractions intégrantes successivement obtenues deviennent différentes (170).
On trouvera facilement, en passant de la forme décimale à la forme fractionnaire et en sui\ ant la marche rappelée au numéro précédent,
On a donc nécessairement
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On calculera les réduites correspondantes à l'aide du Tableau
loG
Ces réduites, en tenant compte du degré d'approximation qu'elles présentent, approcheront plus de t: que toutes les fractions ayant des
termes respectivement plus simples. Ainsi — est la valeur de tt, à i centième près, exprimée avec les termes les plus simples possibles.
Remarquons que — est précisément la valeur de tc trouvée par Ar- 333 355
chimède; — ^r ^ celle qu'on a attribuée aux Hindous; — r> celle qui est
iOD Il3
due à Adrien Métius.
Des fractions continues périodiques.
173. Lorsque, dans une fraction continue illimitée, et nous en avons défini la valeur au n» 163, un nombre limité de quotients se reproduisent indéfiuimenl dans un ordre constant, on dit que cette fraction continue e?,i périodique. Les éléments qui se reproduisent constituent la période.
Lorsque la période commence dès le premier quotient incomplet, la fraction continue esi périodique simple. Lorsque la première période ne commence pas dès le premier quotient et est précé<lée d'éléments qui ne se reproduisent pas, la fraction continue (ii>\. périodique mixte.
Nous nous proposons ici de démontrer le beau théorème de Lagrange sur les fractions continues périodiques [J.-L. Lagra>'GE, Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrés ('), Cbap. VI].
Nous exposerons d'abord la proposition suivante qui, comme le dit Lagrange, était connue depuis longtemps, lorsqu'il en démontra la réciproque, beaucoup plus difiicile à établir.
17i. 1. Toute fraction continue périodique peut être regardée comme V une des racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels.
(•) Tome VIII de l'édition complète des OEucres de Lagrange, publiée par les soins de M. J.-A. SiinREX, sous les auspices de M. le Ministre de l'inslrticlion publique; Gauthler-Villars, mdccclxxix. — Cours d'Algèbre supérieure, [mr J.-A. .Serbet , 3« édition, t.ljGaulhiui-Villars, 1866.
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Lorsque la fraction continue est périodique simple, les racines de l'équation du second degré correspondante sont de signes contraires. Lorsque la fraction continue est périodique mixte, les racines de l'équation du second degré correspondante sont de même signe.
1° Soil la fraction périodique simple x, dont la période est formée des quotients incomplets a, b, c, d. On aura alors indéfiniment
Comme la fraction continue se poursuit ainsi sans jamais s'arrêter, il est clair qu'on peut écrire
a; = rt -t-
Désignons par ^ et ^jy les deux réduites qui correspondent
aux derniers quotients incomplets c et ^ dans la nouvelle expression de X. Nous aurons (159)
d'oij l'on déduit immédiatement
R'^^— (R — Q')x — Qr=o.
Le terme tout connu étant négatif, les racines de cette équation du second degré sont de signes contraires {Alg. élém., 2U).
2'^ Soit la fraction continue périodique mixte x, dont la parlie non périodique est formée des quotients incomplets a, b,.
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c, d, et dont la période est formée des quotients incomplets e, f, g. II. On aura alors indéfiniment
or -4_
Si l'on désigne par / la valeur de la fraction continue périodique simple
Il -\
comme ia fraction contimie r se poursuit sans jamais s'arrêter, il est clair qu'on peut écrire à la fois
( I ) J? =: rt H
CH
el
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Si l'on représente alors par -^ et — les réduites qui corres-
pondent aux quotients incomplets c et c? dans la valeur (i)
de X et par ^ et jry les réduites qui correspondent aux
quotients incomplets g et h dans la valeur (2) de x, on a
aussi à la fois (159)
CW ry^q _ R J 4- Q
Si l'on résout par rapport à y considéré comme fonction de X les deux équations comprises dans la relation (3), et si l'on égale entre eux les résultats obtenus, il vient évidemment
q-q'x _q-<yx ^^^ r'x—r '^ R'u;-R'
et l'on en déduit
X est donc encore racine d'une équation du second degré à coefficients rationnels.
Le produit des racines de cette équation est égal {Alg. élém., 24-2) à
^^) q'Ii'-r'Q'
et il nous reste à chercher le signe de cette expression.
Désignons par ^ la réduite qui précède —, et par -, la réduite qui précède y^* Nous aurons (157)
/■ =r qd -i-p, l\ =Qh + P,
En substituant ces valeurs dans l'expression (6), on peut lui donner les formes successives
q{Qh-hV) — {qd-{-p)Q _ Qq{h - d) + qP - p() q'iQ'/i -h P') — K(j'd + p'}Q' ~ Q'q'ih — d) + q'P'—p'Q'
( A — 6?) , , „ Qq \(J q
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Or h ne peut être égal à d, sans quoi la période commencerait un rang plus tôt, et la différence des deux nombres entiers h eid est au moins égale à i en valeur absolue. D'ail-
leurs, les rapports — ? ^, —, -y, sont des fractions proprement dites d'après la loi de formation des réduites, et il en
est de même, a fortiori, des dilTérences -^ — — > — •
Les deux termes du second rapport écrit dans la dernière forme donnée à l'expression (6) ont donc nécessairement le même signe, et cette expression est positive. Les deux racines de l'équation (5) sont, j)ar conséquent, de même signe ^Alg. élém., 2U).
Remarque. — Le raisonnement employé exige évidemment que la IVaction périodique mixte admette plusieurs quotients avant la première période.
S'il n'y avait, avant cette période, ^\x un seul quotient a, on aurait
et la réduite -^ deviendrait la réduite fictive - (158). Par suite, le produit (6) des racines de l'équation (5) serait égal à
ra[iport qui peut être positif ou négatif; de sorte que, dans ce cas particulier, les deux racines de l'équation (5) peu\enl être de inêuic signe ou do signes contraires.
175. 11. TiiÉORÈMK UE Lagrange. — Toute racine irrationnelle d'une équation du second degré à coefficients rationnels se développe suivant une Jraction continue périodique.
Lorsque l'é'juation du second degré considérée a ses racines de signes contraires, la fraction continue est périodique simple ou périodique mixte avec un seul (juotiént avant la période. Lorsque cette écjuation a ses racines de même signe, la fraction continue est périodique mixte.
i*our plus de clarté, nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.
De C. — Cours. III. lO
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1 " Conventions préliminaires.
Toute quantité irrationnelle, racine d'une équation du second degré à coefficients rationnels, est une irrationnelle du second degré.
On peut toujours ramener une équation du second degré à coeHicients rationnels à avoir ses coefficients entiers et, en multii)liant l'équation par 2 si cela est nécessaire, à avoir un nombre pair pour coefficient de la première puissance de l'inconnue.
Soit donc
KCC^ +2B^ + C=:0
une équation du second degré oij les coefficients A, B, C sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, tels que la quantité B- — AC placée sous le radical de la valeur de x et supposée positive {Alg. élém., 237) ne soit pas un carré parfait. En effet, si B- — AC représentait un carré parfait, x serait un nombre commensurable, et son développement en fraction continue serait limité (132).
On a, pour les racines de l'équation proposée,
B±v/B^ — AC
En posant B^ — AC = F et en prenant le radical toujours positivement, on peut les écrire
On associera ensemble les signes supérieurs et les signes inférieurs. En elTet, dans celte bypothèse, la première racine P, + \ F ^ , , . + B + v/f - B - v/P
sera
- — et la seconde racine, t-^ — ou
Si l'on veut ne tenir compte que des valeurs absolues des racines, on se contentera de prendre le dénominateur A. dans la formule précédente avec le signe qui rend l'une ou l'autre racine positive.
Nous poserons maintenant
Nous représenterons, en outre, par D-, la valeur de C prise
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avec un signe tel qu'on ait
AG = — D_,D
Nous verrons pins loin le but de cette notation. Finalement, toute irrationnelle du second ciegvé prise posituement peut être représentée par la formule
avec la condition
(2) F = B^-AC--=E2-f-D_,D.
F est un entier positif dont la racine carrée est irrationnelle. Les nombres E, D, D_, sont des nombres entiers, y?osilifs ou négatifs.
1° Développement en fraction continue de l'irrationnelle positive du second degré
Nous déterminerons la racine du plus grand carré enlieicontenu dans F et, en divisant par D la somme formée par E et par cette racine, nous trouverons le plus grand entier a contenu dans œ. Nous poserons donc, d'après la méthode connue (loi),
Le quotient complet .rj sera donné par la relation
Nous rendrons rationnel le dénominateur de l'expression en multipliant ses deux termes par (Da — E) + \/F. Elle deviendra évidemment
- dO)^-e + v/f)
^■'- F_(i)a-E)-^ ' et, en posant
V r» i- r. F— (Da — E)-
E,=: Da— E, Di= - ^
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nous la ramènerons à la forme
toute pareille à celle de x.
El est un nombre entier, positif ou négatif; Dj est un nombre rationnel, positif ou négatif.
On voit, par ce qui précède, qu'on peut opérer sur .r, pour trouver le quotient complet suivant œ^, comme on a opéré sur X pour trouver x^; et ainsi de suite, indéfiniment.
On écrira donc
Di
Nous obtiendrons ainsi les quotients incomplets a, a^, «,, •••, a„, ... de la fraction continue illimitée que nous cherchons, et nous pourrons calculer les réduites correspondantes.
Nous remarquerons que la quantité radicale y/F reste la même dans x et dans tous les quotients complets ^1, a?,.
3" Loi de formation des quotients complets. — Le nombre rationnel D„ est toujours entier.
On a (a»)
E„-. + vF_^ I
Un—\ "^ Il
On en déduit, comme précédemment (2°),
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mais, d'après nos noUUions, on a d'autre part (2»)
En comparant les deux expressions de ^„, on a donc nécessairement
et
(4) Vn=
On en déduit, comme cela doit être (1° et 2°),
Si l'on admet que Eo et Do représentent EetD, la formule (5) subsiste, quelque soit n, puiscjue l'on retrouve alors la formule (2) [i«]
Eliminons donc F entre les formules (4) et (5), en remplaçant, dans la formule (5), n par « — i. Nous aurons ainsi
et, en transportant cette valeur dans l'équation (4), en sim- [)lifiant et en divisant par D„_,, il viendra
f)„ = I)„_2— l)n-lal_^ -+- 2E„_,a„_,.
En remplaçant dans cette é(|uation D„_i par sa valeur déduite de l'équation (3) et en simplifiant, nous aurons enfin
Les formules (3) et (6), qui font connaître E„ et D„ en fonction des quantités précédemment calculées, contiennent la loi de formation des quotients complets.
Nous avons trouvé (2'') poiu- E, un nombre entier, positif ou négatif, et pour D, un nombre rationnel, positif ou négatif. Nous trouverons donc pour E2, E3, . . ., E„, . . . des nombres entiers, positifs ou négatifs, tandis que D2, D3, . . ., D„, ... se présenteront sous la forme de nombres rationnels, positifs ou
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négatifs. Il reste à démontrer que ce? nombres rationnels sotil entiers.
Or la formule (6) ou celle qui la précède prouve immédiatement f|iie D„ sera entier si D„_2 et I)„_i le sont eux-mêmes. Il siiflit donc, en supposant n^i, que D_i et JJq ou D soient entiers, pour pouvoir affirmer qu'il en sera de même successivement de Di, D2, D3, . . ., D„, .... Nos conventions préliminaires (1") admettant expressément que D_i et D sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, nous pouvons dire, d'une manière générale, que D„ est un nombre entier, positif ou négatif, comme E„.
4° A partir d'une certaine valeur limite donnée à n, les nombres entiers E„ et D„ deviennent et restent constamment positifs.
Pour établir ce fait, nous considérerons les réduites successives de X en les représentant, pour plus d'homogénéité dans les notations, par
Po Pi £2 P^^ P^
Qo' Qi' Q.' ■■■' Q.-,' Q„'
Si l'on suppose Po^^i et Qo^o, la première réduite est la
véûnna fictive - (158); ^p est la (n -h i)'«'"M"éduile, et l'oi»
" Il -^ Il ~^ * re — 1
OU bien (a»)
Chassons les dénominateurs de cette expression et égalons respectivement les parties rationnelles et les parties irrationnelles des deux membres {^Alg. élém., 2(]'i ). Nous aurons
E(Q„E„4-Q„-,I)J-+-Q„F = D(P„E„+P„_.D„), EQ„-hQ„E«-+-0„_iD„ = P„D.
En ordonnant par rapport à E„ et à D„, on obtient les deux
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équations du premier degré
(7) (DP„-EQ„)E,, 4-(DP„_,-EQ„_,)D„ = Q,F,
(8) Q„E,+ Q„_,D„ = T)P„-EQ„.
Si Ton élimine D„ entre ces deux équations, le cocflicient de E„ se réduit à
c'est-à-dire à ± I), suivani que n est pair ou impair (IGO). On peut donc mettre ce coefiicient sous la forme D( — i)" ou
— • On trouve amsi
(9) E„==^y'--[0„_,Q„F-(nP„^,-EQ„_,)(T)P„-EQ.)].
En éliminant E„ entre les mêmes éf|uations (7) et (8), et en faisant usage de la même relalion
P«0.v-,-QJ*«-i==ti.
on trouve également
[(l)P„-EO„)^-Q^,F
Considérons d'abord la valeur de D„.
On peut la mettre sous la forme
I>n=^f^(l)P„-EQ„-Q,v/F)(DP„-EQ„+Q„v/F).
En ajoutant et en retranchant alors '^Q„v/''" dans le dernier facteur du second membre; en mettant ensuite Q,^ en facteur commun, ce qui conduit à diviser respeclivemcnl par Q„ les deux fadeurs entre parenthèses; en divisant enfin le premier de ces facteuis par D, on a évidemment
•"^'^[^.--V^lh" (fe-^-^)
La formule (11) va nous permettre de montrer que i)„ devient et reste positif à partir d'une certaine valeur de n.
En effet, — représente ^^(1"). Le premier facteur
entre crochets a donc le signe de ( — i)" : il est positif si /?.
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est pair, négatif si n est impair, puisque j'- est la réduile
correspondante (loi). Son produit par ( — i)" 0« est donc
toujours positif. D'ailleurs la difTérence entre —^ et x peut
devenir aussi petite qu'on veut pour n assez grand (IGG). 11 en résulte que, quel que soit le signe de 1), la valeur du second facteur entre crochets tend autant qu'on veut vers 2 \/F, c'est-à-dire qu'elle devient positive pour toutes les valeurs de n supérieures à une cci'laine limite. Il en est donc de même de D„, à partir de cette limite.
Considérons à son tour la valeur' de E„.
Prenons l'équation (8), qu'on peut écrire
ou
On a d'ailleurs (2")
ou V,iX,^ = \'\!
En divisant membre à membre les deux dernières équations, on trouve
La formule (12) va nous permettre de montrer que E,j devient et reste positif, à partir d'une certaine valeur de n. En effet, on a
X:= r^ — > d OU \}x—t.^=\V
Par conséquent, puisque -~ tend vers x autant qu'on veut
pour n assez grand, le second membre de l'équation (12) devient, à partir d'une certaine valeur de n, aussi près qu'on veut de
vF + E,/
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Il est donc impossible que E„, à partir de cette même limite, soit négatif; car le second membre de l'équation (12) serait alors plus grand que i, tandis que son premier membre est manifestement inférieur à i. (On a Q«_i < Q« d'après la
loi de formation des réduites, et j7„=: a„H est supérieur
à l'iinilé.) Ainsi, pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite, E„ est et demeure positif.
5» Toute racine irrationnelle d'une équation du second degré à coefficients rationnels se dé\-eloppe suivant une fraction continue périodique.
Nous avons établi (2», 3", 4°) que E„ et D„ sont entiers et que, pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite, ils sont positifs.
Si nous considérons le développement de la fraction continue illimitée à partir de cette limite, la formule (5)
prouve qu'on a alors constamment
La formule (3)
écrite en remplaçant n par n -f- i, donne alors évidemment
B^a^ — En+i-hE,, ou D„a„<2\/F; et il en résulte constamment
D„<2v'F et a,,<2\/r.
Les nombres entiers E„, D„, a,^ sont donc limités; et les quotients complets cc,i, comme les quotients incomplets a^, ii(^ peuvent avoir qu'un nombrey?/if de valeurs différentes.
On a
On peut faire varier !)„, entier, depuis i jusqu'au plus grand entier contenu dans 2\jF, en l'associant avec une valeur de E/,, entier, variant depuis i jusqu'au plus grand en-
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lier contenu dans v'^- ï-e nombre des valeurs de x^ esl donc au maximum 2 y/F. y/F ou 2F.
Il est finalement démontré qu'en poursuivant la conversion de
en fraction continue illimitée, on retrouvera nécessairement, après un nombre d'opérations plus ou moins grand, mais qui ne peut excéder 2F, un quotient complet déjà obtenu. A partir de là, il est clair que la suite des quotients complets ou incomplets redeviendra identique à celle qu'on avait trouvée après la première apparition de ce quotient, et qu'elle se reproduira indéfiniment. La fraction continue illimitée égale à X sera donc périodique simple ou périodique mixte, suivant qu'on retrouvera ou non le premier quotient (173).
6° Lorsque l'équation du second degré considérée a ses racines de signes contraires, la fraction continue correspondante est périodique simple ou périodique mixte avec un seul quotient avant la période. Lorsque cette équation a ses racines de même signe, la fraction continue correspondante est pér io diq u e mixte.
Ce corollaire est la conséquence nécessaire du théorème I (174-, 1°, 2» et Remarque).
Applications.
176. 1° On donne l'équation du second degré 'iZx^ — ^<^x -i- 23 = o, et l'on demande de convertir ses racines en fractions continues.
L'équation donnée a évidemment ses racines réelles et de même signe. Nous devons donc obtenir comme développements des fractions continues périodiques mixtes (175).
Nous appliquerons d'abord les formules générales trouvées (17o). Préparons donc l'équation en la multipliant para (173, 1°). Elle devient
d'où
_ 49d=v/285 _ jr 49 + \/285 ^~ 46 " ±46
La racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 285 est 16.
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Les deux racines x' et x" ont pour produit l'unité. L'une est plus grande quu i, l'aiilre est plus petite. Calculons la plus grande.
Puisque x' x' = i, nous aurons ensuite x"= — , •
Les formules générales à employer sont (ITo, 3°)
On a d'ailleurs (173, i")
AC -=-D_iD,
D n'étant autre chose qie A pris avec le signe adopté, et il en résulte
«0 n'est autre chose que a. partie entière de x .
Cela posé, cherchons d'abord cette partie entière en remplaçant, dans la valeur de x\ /aSS par 16. Nous obtiendrons a = \.
Nous aurons ensuite, en faisant // = 1 dans les formules (3) et (6), et d'après (175, 2°),
Li = — i. Di = 6, d ou xi = = •
La partie entière de xi est, par conséquent, «i = '2. De même, pour 11 = 1,
£2=15, D2 = 10, Xî
Par suite, la partie entière de.r.. est a2 = 3. Pour n = 3, on a
Ils — I D, U3 — 0, X^— ~ — —
et la partie entière de x^ est «3=5.
Enfin, pour n = 4,
Ei=i5 = E2, D4=io=D2.
Il en résulte
Ei-4- v/F
Xit = j- — X2.
La fraction continue cherchée est donc une fraction périodique mixte ayant poM/- quotients non répètes i et 2 cl, pour quotients re'pétés, 3 et 5.
Nous écrirons donc
et, par suite,
En opérant directement, comme nous allons le montrer, on aurait eu des calculs plus longs et plus compliqués, mais très réguliers. En parlant de
on en déduit a = \, comme précédemment. On pose ensuite, comme à l'ordinaire (ISl),
La partie entière de xx est donc celle de — on ai — 1.
xy = 1 -\ — - donne x^
Xi — 'J.
c'est-à-dire
f- /?.S'; 3 -h v/aSI
4'j 2 40 — 2 y/^yô 2(20 — \/2èîi)
Il faut alors rendre le dénominateur de l'expression rationnel {^Ig. c'ic'in., 79), en écrivant
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La partie entière de x^ étant 0^= 3, on a
d'où
J.'2 — 3 ,5 _j_ y/285 ^ /iSi — i5
_ io(v/^-H[5) _ io(v/285 +i5) _ v/^-t-i5
La partie entière de x^ étant «3= 5, il vient
Xz--t>-A ,
Xtf
d'où
Xu =
L'opération est donc terminée et les résultats sont identiques aux précédents.
177. 2° Développer en fraction continue l'irrationnelle \l¥, sachant que a est la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans F.
On voit immédiatement que vF est l'une des i-acines de l'équation du second degré
Les deux racines de cette équation étant de signes contraires devront, se développer suivant des Tractions continues, périodiques simples ou périodiques mixtes avec un seul quotient avant la période (173). C'est ce dernier cas qui se réalisera toujours. Nous nous contenterons de vérifier le fait sur des exemples particuliers, sans le démontrer d'une manière générale.
Si a* est le plus grand carré entier contenu dans F, F pourra varier (en le supposant entier) de a--\- 1 à a--+- ia {Arithm., 275). Nous allons considérer les deux valeurs extrêmes en effectuant directement les calculs.
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Convertir x = yja"- -h i en jraction continue.
La partie entière de .r étant «, on asuccessivonient
La partie entière de x\ est «i = "xa. Par suite,
SI CL
Xy^ia -\ 5
x=i .rj 1(1 ^/ (1=1 _^ j — (i
L'opération est termiaée. Le quotient non périodique est a et la période est formée du terme unique 2«. On a donc
Convertir x = ^/a-'i-o.n en fraction continue.
La partie entière de x étant a, on a successivement
I I I \a^ -I- lu -T- a
j-i X a yj ffi _j_ 2a — a '•*^'
La partie entière de x^ est ai = i. Par suite,
Xx = \-\ 5
' \J a^ -^ la -^ a
la ia (va '2 -^ la
\J a- -r- xa — a '-^^
La partie entière de x.^ est ai = -la. On a donc
j:, = 2 a -I- — 5 x^^ = — = Xi .
L'opération est terminée. La partie non périodique est a, la période est I, 2a, et l'on peut écrire
178. 3° Trouver des valeurs approchées aussi simples que possible de s/'], eu e'gard au de ^ré d'approximation obtenu.
Il faut convertir \/-] en une fraction continue périodique mixte présentant un seul terme non périodique, comme on vient de le voir, et former les réduites successives, jusqu'à ce que l'on atteigne l'approximation voulue.
Nous nous servirons cette fois des formules générales (173).
L'équation du second degré
kx'^-^ 2B.r + C = o se réduisant à
ce qui entraîne E = o et D = i . F étant égal à 7, la partie entière de x est a = i. Enfin D_i = — C = F = 7. Les formules
(3) Ert = D,i_i«/j- 1 — E,î_i,
l'fi) D„= D„*_2-i-(.E„-,— E„)«„-}
donnent alors successivement :
Pour n = i,
E, = 2, Di = 3, X, = — V^ ' «i = 'i
fjour /i = 1,
Do = 2,
JTj
pour « = 3,
Eî=i,
«Ta
pour n = 4 ,
El = 2,
pour n = 5,
E3=2, D5 = 3, 0-3= ^l-Z =xi.
L'opération est donc terminée. La partie non périodique est 2, la période
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est I, I, I, 4; et l'on a
Les réduites successives seront déterminées à l'aide du Tableau ci-dessous (138)
Si l'on remplace \f^ par la réduite de rang pair —-- , l'erreur commise
par excès est moindre 1 163) que -7, :; ou que >•
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ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ
179. L'analyse indéterminée du premier degré est une partie importante de la Théorie des nombres.
Son but est le suivant : Étant données m équations à coefficients entiers, positifs ou négatifs, entre ni -\- n inconnues x, 1,5, . . ., trouver les solutions entières de ces équations, c'està-dire les systèmes de valeurs entières, positives ou négatives de X, y, z, . . ., qui les vérifient.
Nous considérerons d'abord une seule équation à deux inconnues.
Résolution de l'équation ax-\- bj- — c en nombres entiers.
180. On peut supprimer tout facteur, commun à la fois aux coefficients a, b, c, sans altérer les solutions de l'écjuation. Nous admettrons donc que ces coeflicients a, b, c sont premiers entre eux dans leur ensemble {Arit/i., 120).
181. I. Lorsque les coefficients a et b des inconnues x et y ne sont pas premiers entre eux, l'équation ax -{- by ^ c ne peut admettre aucune solution entière.
Lorsque ces coefficients a et b sont premiers entra eux, l'équation admet nécessairement une solution entière.
En eftet, si « et ^ ont un facteur commun k, différent de i, les valeurs entières de x et de y, quelles qu'elles soient, rendront le premier membre de l'équation multiple de /., tandis que le second membre ne pourra remplir cette condition, a, b, c étant supposés premiers entre eux (180).
Soient donc les coefficients a et b premiers entre eux.
Puisqu'on peut toujours changer les signes des deux mem-
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bres, il est permis de regarder le coefficient de l'une des incoDiiues, a par exemple, comme [ ositif. On tire alors de l'cqualioii donnée
■ c — bv
On peut toujours eflfectuer la division de deux nombres entiers, (juels que soient leurs signes, de manière que le reste de ia division soit positif {Arilhm., l'22). Remplaçons donc successivement/, dans la relation (i), par les valeurs
et cherchons les quotients correspondant aux diverses valeurs du second membre, de façon que les restes des divisions effectuées soient tous positifs.
Il est facile de voir qu'on parviendra ainsi à une valeur entière de .X, et à une seule.
Admettons, pour un instant, que deux valeurs de y apirarlenant à la suite (2), et que nous désignerons par /' et y", puissent conduire au même reste r. Les quotients étant q' et q" , on aurait alors
c — hy' ■=: aq' -^ r, c — by" = aq" 4- r ;
d'où l'on déduirait, [ ar différence,
a, qui est premier avec b, diviserait alors y" — /'; ce qui est impos>iljle, puisqu'on a, d'après (2),
Tous les restes obtenus sont donc différents. Comme ils sont entiers, moindres que a et que l'on exécute a divisions, il en résulte <|ue l'un d'eux est forcément nul.
Si [3 est la valeur de y qui correspond à ce reste nul, on a
r y. (noml)re entier), d'où
et l'équalion proposée admet la solution entière a; = a, J = (3.
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182. II. Lorsque l'équation ax-{-by-=zc admet une solution entière, elle en admet une infinité.
Puisqu'on a alors (181)
ay.-{- h'^^= e,
on peut écrire
ax -h bf ^= aoc ~ï- b^,
d'où l'on déduit
Si l'on désigne alors par 0 un entier indétermin'é, positif, négatif ou nul, il suffit que y satisfasse à l'équation
pour que la valeur correspondante de x soit entière comme celle attribuée à/.
Tous les systèmes de valeurs entières de x et de /, qui satisfont à l'équation
ax + by ^ c,
seront donc données par les relations
/ — [3=:a9 et x — 3:=r — 69
ou
7 = |3 + a9 et x ^= y. — b'j,
en faisant parcourir à 9 toute la série des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Les valeurs trouvées pour x et pour y forment deux progressions par différence, ilLimitées dans les deux sens {Alg. éléni.. :î22). L'une de ces progressions, celle qui correspond à y, a pour raison le coefficient de x dans l'équation: l'autre, celle qui correspond à x, a pour raison le coefjicient de y; mais l'un des deux coefficients est changé de signe.
183. D'après ce qu'on vient fie dire, la résululiiMi de réf[uation ax -i- by =zc en nombres entiers revient à trouver une seule solution entière de l'équation.
On peut, pour cela, choisir entre trois procédés, que nous allons indiquer successivement.
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184-. Prem ier procédé, fondé sur l 'emploi des propriétés des fractions continues.
Réduisons la fraction irréductible y? prise positivement en
fraction continue. Cette fraction continue sera limitée (152). P n
Soit 777 lavant-dernière réduite. La dernièi-e sera y En fori> b
niant la différence des deux réduites, nous aurons (160, 161)
c'est-à-dire
a _ R _ gR'— 6R _ ±_i_ b R' ~ mT "~ èlV
aR'— 6l{ = ±i.
Si nous multiplions par c les deu\ membres de celte égalité, il vient
«R'c— 6Rc = ±c.
En comparant ce résultat à l'équation donnée
aœ -\- by = c,
on voit immédiatement qu'on obtiendra une solution entière de cette équation, en posant
x^^:±: R'c et y
Rc.
Toutes les solutions entières seront ensuite données par les
formules (182)
j3:rzpRc + a6, .r = ±: R'c — 6 6».
ig4.2g
ei, en multipliant par — 8i5 les deux membres de celle égalité,
^r7(_27.8i5) — io4(— 2o.8i5)=:8i5.
En comparant ce résultat à l'équation donnée, on voit qu'on obtient une solution entière de cette équation en posant
et
/ = — 2G.blD
Toutes les solutions entières cherchées sont alors comprises dans les formules (182)
/ =: — 1 63oo 4- 77 ^
et
186. Remarque. — On peut d'ailleurs toujours simplifier les relations fournies pai* ce premier procédé, et dans lesquelles les termes indéi)cn(lants de ô contiennent comme facteur le terme tout connu de l'équation proposée.
Prenons la valeur de /, par exemple, et divisons i63oo par 77, en rendant le reste de l'opération moindre que la moitié du diviseur, s'il ne l'est déjà. Le quotient sera alors obtenu par défaut ou par excès, à une demi-unité près (Ariihm., 122, 232). Comme Q est un entier quelconqui;, positif ou négatif, on a le droit de le remplacer par ce quotient pris avec le signe convenable, et l'on est certain d'oi)lenir ainsi pour / niie valeur entière, inférieure en valeur absolue à la moitié du coefficient de x dans l'équation donnée.
i63oo divisé par 77 donne, dans ces conditions, 212 pour quotient et — 24 pour reste, de sorte qu'on a
i63oG=: 77.212 — 24 ou 77.212 = i63oo H- 24.
En faisant (5 := 212 d;»ns la valeur de j, il vient donc
y = — i63oo -h 77.?. 12 r= 24.
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la même subslilulion dans la valeur de jc conduit à
^ = — 22oo5 H- 104.212 r= 43.
On peut donc prendre pour point de départ la solution entière
j'r=24 et ;r •= 43,
el, pour formules générales plus simples,
/:=24+770 ^^ x = 43 + io49.
Cette première solution entière, où l'une des inconnues a une valeur inférieure à la moitié du coefficient de l'autre inconnue, peut être regardée comme une solution minimum.
187. Deuxième procédé, fondé sur l'existence même d'une solution entière.
Ce procédé ne convient que lorsque l'un des coefficients des inconnues est un petit nombre.
Soit l'équation
En la résolvant par rapport à l'inconnue qui a le plus petit
coefficient, il vient
On est alors certain (181) que, si l'on donne à x les valeurs o, 1,2, 3, l'une des valeurs correspondantes de j sera entière. Pour j; = 3, on trouve
L'équation donnée admettant la solution entière
toutes ses solutions entières sont renfermées dans les formules (182)
oîi 6» désigne un entier quelconque, positif, négatif ou nul.
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Troisième procédé fondé sur une remarque porticulière
Celte remarque, très simple, est la suivante : si, dans l'équation
(1) ax + by =ic,
le coefficient b, par exemple, est égal à i, on a iminédiale-
menl une solution enlière en posant x ^= o et >=:c. Nous
allons ramener le cas général à ce cas pnrliciilier.
Admettons que a soit le plus petit coefficient, et tirons de
l'équation (i)
c — bv
a Divisons c et 6 par a, en prenant les quotients par défaut
ou par cvcès, de manière à avoir des restes plus petits que -
en valeur absolue {Ari'hm., 122) : nous diminuerons la longueur des cale ils, en appli juant toujours celte même simpliiiealiun.
Si l'on trouve
c=:aQ±:R, b ^=aq±r,
la valeur de x deviendra
X =zQ — ny -\ -^ •
Par suite, en désignant par t une nouvelle inconnue, la question est ramenée à trouver une solution enlière de l'équation
±^^ry _
c'est-à-dire
(2) at± ry=±\{.
Dans celle équation, les coefficients des inconnues sont le plus petit coefficient de l'équation primitive cl le reste obtenu en divisant le plus grand coefiicienl de l'équation primitive par le plus petit. En opérant sur l'équation (2) comme on vient de le faire sur l'équalion (i), on verra se poursuivre la même loi.
On en conclut immédiatement que les équations auxi-
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liaires successivement obtenues ont toujours pour coefficients des inconnues deux des restes consécutifs qui sont fournis par la recherche du plus grand commun diviseur des nombres a et b.
Comme ces nombres a el b sont, par bypothèse, premiers entre eux, on parviendra donc toujours à un dernier reste égal à I {Arithm., 113), c'est-à-dire à une dernière équation de la forme
mu ■+- i> =:/>.
Cette dernière équation aura pour solution entière « = o et v=p; et, en remontant de proche en proche, on en déduira une solution entière de l'équation proposée.
Application. — Reprenons l'éqiation
(i) 77^ — io4/ = 8i5,
déjà traitée par \q premier procédé (185). On en lire
2^/ ~hyy t = 02.
L'équaliou (3) donne
en posant
(5) 2-tAi^i' ou ^t-2it' = —5.
L'équation (5) donne à son tour
en posant
(7) ^l±l=t'' ou ^'-/ir-_-_i.
Nous voilà parvenu à une dernière équation où t' a pour
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coefficienl l'unité. On peut donc prendre, pour solution entière de celte équalion, i" = o et t' = — \. Les équalions (6), (4) et (2) conduisent alors successivement aux solutions entières
Les solutions entières de l'équation (i) sont donc renfermées, comme précédemment, dans les formules
y z=i\-\-']-jB, ^:=43h-io40.
190. Remarque. — Lorsqu'on rencontre, dans les divisions successives exigées par le deuxième ou par le troisième procédé, un facteur qui se présente au dividende sans entrer dans le diviseur, il faut avoir soin de le mettre en évidence de manière à simplifier les calculs subséquents.
Si l'on arrivait, par exemple, à une fraction, telle que
f-IO^ . ,., IP, r
X — ) on mettrait en évidence le facteur 0 qui entre au di-
, . . , . 5 ( 1 -H 2 ^ ) vidende sans entrer dans le diviseur, en écrivant ,
I -t- 2 1 et l'on poserait seulement ^— = ^'. Le résultat final ne
sérail pas modifié {Arithni., 155).
Résolution de l'équation (i.v-hljf = c en nombres entiers et positifs.
191. Lorstpie a et 6 sont premiers entre eux, ré(|ualion ax -\- b V ^=^ c admet une infinité de solutions entières (182). Nous voulons séparer, parmi ces solutions entières, celles qui sont posi'ires.
Si l'on met en évidence les signes des coeflicients a, b, c, on a à considérer les quatre formes suivantes :
ax -h by =z c, a.v — /) y — c,
a.r -t- b r ----■;— <', ax — by := — c.
La troisième forme exclut évidemment l'existence de solutions positives, et la (luatrièmc forme rentre dans la deuxième; car peu impoite que ce soit le coefficient b ou le
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coefficient a qui ait le signe moins. Nous garderons donc seulement les deux équations
a ^ + 6 r = c, ax — h y = c.
192. Commençons par la deuxième, et soit iP = a, j=;j3, une solution entière quelconque de celte équation. Toutes ses solutions entières seront renfermées dans les formules
Pour que les solutions soient à la fois entières et positives, il sufiit de donner à Q les valeurs entières qui satisfont aux
inéga'ités
a-\- bf)>o, (3-l-a6>o,
ou telles 'u o ; ait
La seule condition est donc de donner à d les valeurs entières qui surpassent la plus grande des deux limites — t'
— - ) et l'on voit que l'équation ax — by = c admet une infinité de solutions entières et positif es.
193. Passons à l'équation ax + by =^c. Les formules qui donnent ses solutions entières sont
x=^a — bQ, y=:'^'+-a9.
On ne doit donc, dans ce cas, donner à 9 que les valeurs entières qui satisfont aux inégalités
v. — bB>o, |3+a0>o,
ou telles qu'on ait
B<-jy 6>—'-'
L'équation de condition
ncrmet de remplacer ^ par — - h r • On peut donc prendre
' b a ab
et
ab
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pour limites
Par conséquent, les solutions entières et positives de l'équation ax -\- by ^ c sont données par les valeurs entières
de 6 comprises entre les nombres — - et — - h r-
' a a ab
On voit que l'équation ax-\- by =^c peut n'admettre aucune solution entière et positive et que, dans tous les cas, elle n'en admet qu'un nombre limité.
Le nombre de ces solutions entières et positives est d'ail-
ç leurs le quotient entier qui correspond à —r-, différence des ' ab
deux limites trouvées pour 9, ou ce quotient augmenté d'une unité.
Ainsi, si les deux limites étaient 29 | et 38 |, leur différence serait 9 4, et il y a neuf nombres entiers entre les deux limites. Si les deux limites étaient 29 | et 89 t, leur différence serait 9 |, et il y a dix nombres entiers entre les deux limites.
Applications.
194. 1° Indiquer un nombre entier et positif tel^ qu'en le divisant par 7, on trouve pour reste 5, et qu'en le divisant par 12, on trouve pour reste 1 1 .
Si l'on désigne par x et par y les deux nombres entiers et positifs,
quotients du nombre cherché par 7 et par 12, ce nombre admettra les
deux formes
jj; -f- 5 et \%y -I- 1 1.
On doit donc satisfaire, en nombres entiers et positifs, à l'cqualion
7,r -+-5 = I2J -r- 1 1 ou 70: — i2j"=6.
On aura une infinité de solutions (192). On déduit de l'équation j)osée
_ i2j-t-6 _ 6(27 + 1) ^- ij - ^
Il suffit, pour trouver une valeur de y qui rende entière l'expression — 5 de remplacer j par 1 une des valeurs o, i, 2, 3, 4, 5, 6 (181,
■187). Pour j)- = 3, on a — =1 cl x = 6.
Il en résulte les formules générales
On doit avoir
M2Ô>o et 3-H76>o
c'est-à-dire
e > _ 1 et 6 > - - .
Toutes les valeurs entières et positives de 0 conviendront donc à partir de o.
On a, pour le noml re cherché, les deux expressions
Ces deux expressions sont égales, comme on devait s'y attendre et comme il est nécessaire q /elles le soient si l'on a bien opéré. Tous les nombre^ demandés sont, en résumé, donnés par la formule
Pour ') = !. par exemple, on a bien
i3i = 7Xi8 + 5 = r.'. xio + ii.
193. 2° On demande quel est le nombre de pa<^es d'un livre, sachant qu'en les comptant trois à trois, il ne reste rien ; qu'en les comptant sept à sept, il en reste i; qu'en les comptant dix à dix, il en reste 6.
Soit JT le nombre cherché. D'après l'énoncé; il doit évidemment rendre
les fractions
égales à des nombres entiers 7, z, u. On aura donc X X — i X — 6
c'est-à-dire
x—'ij, 3/ — 73 = 1, 3j — io?< = G
ou
3/ = 1 + 73 = 6 + io«.
U faut donc finalement résoudre en nombres entiers et positifs l'équation
73 — lozi = 5.
On aura une infinité de solutions (192).
ALGÈBRE SUPÉIIIEURE. 1^3
De l'équation posée, on déduit (190)
rn I -1- 2 M , ,, , .
Ln posant — - — - = ^, on a la nouvelle equalion
et
7 ' — 2 ?/ = r , d'oia
On doit donner à t les valeurs o et i ( 187). Pour t = 1, on a w ="3.
Les formules générales seront donc
Il en résulte n-20>oet3 +76>o, c'csl-à-dire
Toutes les valeurs entières et positives de 6 conviennent donc à partir de o.
Si l'on revient maintenant à o: = 3 r = 6 -h iom, on a
Si l'énoncé indiquait, en outre, que le nombre des pages du livre est compris, par exemple, entre 4f*o et 5oo, la solution deviendrait unique et déterminée et répondrait évidemment à 0 = 6 : elle serait donc
19(5. 3° Un propriétaire a dc])cn<!c 1 000'' pour pajer le t/ avait de ses vciidaii'^c; à une troupe d'hommes et de femmes : chaque homme a reçu 19*^', chaque femme, 1 1^''. Combien j avait-il d'hommes et combien de femmes ?
Soient x et j les deux nombres cherchés. Il faut résoudre en nombres entiers et positifs l'équation
Le nombre des solutions sera limité (193). En tirant de l'éiiuation • .
1000 — iq.r
et, en faisant varier x entier depuis o jiis(iu"à 10, on est certain d'oblc-
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nir une valeur enlière de j (181, 187). Pour x =4, on trouve j = 84. Les formules générales à appliquer sont donc
^=4 — nO et j' = 8'|^-i90,
et l'on doit avoir 4 — 1 1 0 > o, 84 -+- 196 > o, c'est-à-dire
e>-^ et e<A.
Le quotient entier de 84 par 19 étant 4, 6 ne pourra admettre que les ci/iq valeurs
Les solutions du problème sont donc
Résolution en nombres entiers de m équations contenant m -i- i
inconnues.
197. Nous considérerons d'abord spécialement le cas de deux équations à trois inconnues. Soient ces deux équations
(i) ax-\-by-\-cz r=.d,
Ces équations sont supposées ramenées à leur plus simple expression, c'est-à-dire que les coefticients a, b, c, d soiil premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que les coefficients a' , b', c', d'.
Pour que le problème soit possible, chaque équation doit admettre séparément des solutions entières. Il faut donc évidemment (181) que les coefficients a, b, c soient aussi premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que les coerficienls a', b'. c'.
Éliminons z entre les équations (i) et (2). Il vient
(3) {ac'—ca')x -^ {bc' — cb' ) y — de' — cd' ,
et l'on peut remplacer le système proposé par le système des équations (i) et (3).
Cheixhons les solutions entières de l'équation (3); d'après
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ce qui prccède, si elle en admet, elles seront de la forme (182)
bc'—cb'
X =z et —
ac' — ca'
5 est le plus grand commun diviseur des trois coefficienls ac' — ca' , bc' — cb' , de' — cd' ; car, avant de traiter réf|uation (3), il faut rendre ses coefficients premiers entre eux dans leur ensemble. B est un entier indéterminé, positif ou négatif; a et ^ représentent une premièi'e solution.
Pour que l'équation (3) admette des solutions entières, il faut d'ailleurs que les quotients qui multiplient 0 dans les formules précédentes soient premiers entre eux (181).
Si cette condition est remplie, on substituera les valeurs trouvées pour x et pour j dans léquation (i), et elle ne renfermera plus que les deux inconnues z et 9, qu'on pourra, si toutefois l'équation transformée comporte des solutions entières, exprimer en fonction d'un nouvel entier indéterminé Q'.. On i)ourra donc obtenir x, y, z, en fonction de Q' seulement.
Si les équations données doivent être résolues en nombres entiers et positifs, il restera à discuter les valeurs obteimes et à chercher les limites de 0' (192, in:î).
198. Remarque. — Si les coefficients c et c' de l'inconnue z quon élimine d'abord sont premiers entre eux, la seule condition de possibilité du problème est que l'équation (3) admette des solutions entières.
En effet, reprenons, dans cette hypothèse, les valeurs
bc'—cb'
i?t suhstituons-les dans l'éfiualion (i). Il vient, en simplifiant, (4) c{ab' — ba')0 + co z = o{d — ay. — b^j).
D'autre part, puisque l'équation (3) admet la solution
^r= a, jK := |3, on a
( ad — ca' )y. + {bc'—cb')''^ — de' — cd' , d'où l'on tire
c{d'—a'a— b'^^) — c'{d~ac/.~b'p).
Il en résulte que c, supposé premier avec c', doit diviser exactement d — aa — ^(3.
Appelons q le quotient de cette division et reportons-nous à l'équation (4)- En divisant ses deux membres par c, elle
deviendra
{ab' — ba')e + oz = àq.
Dans le cas où c est premier avec c', on obtient donc immédiatement une solution entière de l'équation (4) ou de l'équation (i) transformée en posant 5 =1 o et ^ = «7.
La remarque précédente prouve en même temps qu'on a intérêt à éliminer d'abord l'inconnue z dont les coefficients sont supposés premiers entre eux, puisque la résolution ultérieure de l'équation en 5 et en ^ est alors immédiate.
Nous allons préciser par un exemple la marche que nous venons d'indiquer.
IJ?'+9J'+4C
Les coefficients c^e j' étant premiers entre eux, c'est cette inconnue que nous éliminerons de préférence (198). Nous trouverons ainsi l'équation
dont on obtient une solution entière immédiate, en faisant
x'= G et z=L — 5.
Les solutions entières de l'équation (5) sont donc renfermées dans les formules
En substituant ces valeurs dans l'équation (3), il vient
ou
dont on obtient encore une solution entière immédiate en
faisant
/=z8 et Q — o.
Les solutions entières de ré(|ualion (G) sont donc à leur tour renfermées dans les formules
On a donc enfin, comme formules générales,
r — 'jx'^'jB', 7-_=2/ = i6-i85', 5=— 5 + i56',
où 6' est un entier indéterminé, positif, négatif ou nul.
Si l'on voulait n'admettre pour x, y, z que des valeurs en- Lières et posiih'es, il faudrait (ju'on eût
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On déduirait des deux dernières inég-aiités
9'<- et 5'>^:
ce qui montre, puisque B' doit être d'ailleurs plus grand que o. que les équations proposées ne peuvent admettre aucune solution entière et positive.
260. Cas de m équations à m -\- \ inconnues. — La marclie que nous venons d'indiquer pour deux équalioasà Iroig inconnues (197) est générale.
Soit m équations à m + i inconnues x, y, z, «,(',....
Au système donné désigné par (A), on s-ubstituera, par des éliminations successives, un système équivalent désigné par (B). La dernière équation obtenue, que nous désignerons par (lii), contiendra seulement deux inconnues, x^l y\ J'avant-dernière équation (B,) contiendra ces mêmes inconnues, avec une troisième z; l'équation précédente (B3) contiendra les inconnues ^,j, 2, avec une quatrième u; et ainsi de suite, en remontant jusqu'à la première équation (B„J qui contiendra les m 4- I inconnues x, y, z, a, f, ....
Cela posé, si l'équation (B,) admet des solutions entières, on exprimera x et y en fonction d'une indéterminée 9. En substituant les valeurs trouvées dans l'équation (Bj), on a une équation à deux inconnues^ et 6. Si elle admet à son tour des solutions entières, on exprimera s et 9 en fonction d'une nouvelle indéterminée 5', de sorte que x, y, z pouiront être exprimées en fonctions de 9'. En portant les valeurs trouvées dans l'éq.aation (B3), on a encore une équation à deu\ inconnues u et 9'. Si elle admet, elle aussi, des solutions entières, on exprimera u et 5' en fonction d'une nouvelle indéterminée 9", de sorte que x, y, z, u pourront être exprimées en fonction de 6". On continuera de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait pu exprimer les m -+- 1 inconnues en fonction d'une seule et dernière indéterminée^ si cela est possible.
La condition de ne conserver, parmi les solutions entières, que celles qui sont positives, imposera, pour la dernière indéterminée, la recherche de limites plus ou moins faciles à assigner.
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Résolution en nombres entiers d'une équation contenant plus de deux inconnues.
20J. Nous considérerons d'abord spécialement Je cas d'une équation à trois inconnues.
Soit cette équation
(i) ajs -{- by ~h cz = d.
Les coefficients a, b, c, d sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, qui doivent être rendus préalablement premiers entre eux dans leur ensemble.
Les coefficients a, b, c doivent être alors premiers entre eux dans leur ensemble; car, s'ils admetfaienl un facteur commun autre que l'unité, toute solution entière rendrait le premier membre de l'équation multiple de ce facteur, sans que la même condition fût remplie par le second membre. Il n'y aurait donc pas de solutions entières.
Mais deux quelconques des coefficients a, b, c peuvent être premiers entre eux ou admettre un facteur commun n'appartenant pas au troisième coefficient.
Supposons, en premier lieu, que a et b, par exemple, soient premiers entre eux. En mettant l'équation (i) sous la forme
( 2 ) ax -h by ^= d — c z
et en attribuant à z une valeur entière quelconque, on pourra trouver pour x et r une infinité de solutions entières (181, 18-2).
Si, au contraire, a et 6 ont un plus grand commun diviseur à, on pourra poser a = da', b = $b', et l'équation (2) deviendra
c et 5 étant premiers entre eux, puisque a, b, c ne présentent aucun facteur premier commun {Arit/un., i5o), on pourra poser
d — cz
B étant un entier quelconque. On aura alors (4) c^-+-o9 = rf,
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et celte équation pourra être vériliée pur une inHuit • de valeurs entières de z et de 9. Pour chaque valeur de 9, l'équation (3) admettra à son tour une infinité de solutions entières pour X et V.
On voit que, dans les conditions indiquées, on peut toujours trouver facilement une solution entière de l'équation (i).
Il s'agit maintenant de trouver les formules générales
I enfermant toutes les solutions entières de l'équation
( I ) <7 jt- -h by + cz =id.
Soient xr=L y., y=z^, z=iy une première solution entière. Nous aurons l'équation de condition
( 2 ) ac. + b"^ -\- cy ^d.
II est clair que les valeurs suivantes :
.27 = a — bO,
oiî 6» est un entier indéterminé, satisfont toujours à Téqualion (i), comme on peut d'ailleurs facilement le vérifier; car, en les substituant dans celte équation, on retombe sur l'identité (2). Mais il est clair aussi que ces formules ne donneni pas toutes les solutions cherchées, puisque, d'après ce qui précède (201), z peut recevoir une infinité de valeurs entières convenables, et non pas la seule valeur y.
Nous allons démontrer que, si l'on représente par 6' et 6" deux nouvelles indéterminées analogues à B, les formules générales lenfermanl toutes les solutions entières de l'équation (1) sont
(3) r =(3 + a0-hc&", \ z=zy —a&—bB".
Ces valeurs conviennent toujours ; car, en les substituant dans l'équation (i), on retrouve encore l'équation de condition (2). j
Il reste à établir qu'elles ne laissent échapper aucune solu-'> lion entière.
Soient, en effet, x — y.',y — '^', ^r=y', l'une quelconque des
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solutions entières de l'équation (i). Il faut prouver qu'on peut toujours assi.ner des valeurs entières des indéterminées 6, Q', 6", telles qu'on ait précisément
(4) < S'=[3 + «9 +c6", ou ! — a9 — c9'' = (3— [3', \ y' = y — aQ'-bO", ( aQ'+bB"=y — y'.
On voit facilement que les trois équations (4) se réduisent à deux; car, si on les ajoute, après les avoir multipliées respectivement par les coefficients a, b, c, on a
(5) o = a(y. - 7.' ) + bi^j - S>') -h c{y - y');
ce qui est une identité, en vertu de l'équation de condition (2) et de l'équation aoc' -{- b2>' -+-cy' = d, qui résulte de l'hypothèse faite.
Nous prendrons donc seulement les deux premières équations du système (4),
i be — ce' = oc—(x',
et nous allons mont er qu'elles seront salisfaites simulianément par les mêm .'s valeurs entièies des indéterminées 0, B', 6".
Chacune des équations (6) admet séparément des solutions entières (181); car, d'après l'identité (5), le plus grand commun diviseur de b et de c, si ces coefticients ne sont pas premiers entre eux, doit diviser oxaclcment a — a'; et le plus grand commun diviseur de a et de c, si ces coefficients ne sont pas premiers entre eux, doit diviser exactement (3 -(3'.
Admettons que le plus grand commun diviseur de 6 et de c soit 0, et (|ue 9, et 0\ représentent une solution entière de la première équation (6). Admettons de même que le plus grand commun diviseur de a et de c soit è^ el que O^ et 6\ représentent une solution entière de la seconde équation (6).
Les solutions entières des équations (6) considérées séparément seront alors renfermées respectivement dans les formules générales suivantes, oij ^, et tz désignent deux nou-
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veaux entiers indélermioés (182)
(7) ' , el ,
Et il est évident qu'il suffit qu'on puisse trouver des valeurs
entières de t^ et de t^ rendant ifienliques les deux valeurs
entières de B fournies par les équations (7) pour que les
équations (6) soient satisfaites simultanément par les mêmes
valeurs entières des indéterminées B, 6', B".
Nous poserons donc
OU
Or, en substituant dans chaque équation (6) la golulior» entière supposée, B^ et B\ pour l'une, B^ et ô'j pour l'autre, il vient
bB^ — cS'i = oc — a' ,
— aBz-cB\ = ^ — p'.
En ajoutant ces deux équations, après les avoir multipliées respectivement par les coefficients a et b, on a
ab{Bi— B.) —c{aB\ + bB\) — a{cf.— y.') + 6(^ — (3'),
ou, à cause de l'identité (5),
ab{Bj—B2) —c{aB\ + ^/^j) = — 0(7 — 7').
En faisant passer tous les termes dans le premier membre et en divisant par le produit ôiôj des plus grands communs diviseurs des coefficients b el c, a et c, on a finalement
(9) -^{B,-B^)--^{aB\-\-bB\-^y'-y) = o.
:=^-^- est un nombre entier, premier a la lois avec — et ^•
O1Ô2 Ol 02
Diaprés l'équation (9), ce nombre entier doit donc diviser
exaclemeni 61 — 9^ et, en représentatnt ie qttotient entier correspond'ant par l, on a
L'équation (8) devient ainsi
Oj O1O
OU
(10) Ô^t2—Ù.iti=: 1;
et celte équation admet une infinité de solutions entières, puisque les coefficients ô, et ôj sont premiers entre eux ( 181, 182). Les formules générales cherchées sont donc bien les formules (3), oij les indéterminées 9, 9', 6" recevront toutes les valeurs enlièreSy positives ou négatives,
ETXEMPEE.
Résoudre en nombres entiers l'équation
On aperçoit imraédiatetnent la solution entière
st = i , f = 'iG, z — o^
Par suite, toutes les solutions entières de l'équation seront renfermées dans les formules (202)
X = I — 66 H- 20O', j = aO-f- 150 +206", 3= — 150'— 66".
20'+. Passons maintenant au cas d'une étjaalion conlenani un nombre quelconrjue cl' inconnues.
Soit
( I ) a X -{- by -\- c z -\- d u -h . . . =1 k y
celte é(|uation générale, où les coefficients a, b, c, d, . . ., k sont des nombres entiers, positifs ou négatifs. On doit toujours la supposer i-amonée à sa plus simple expression, de sorte (|ue les coefficients a, b, c, d, . . ., k n'aient plus aucun facteur commun.
Tous les coefficients du premier membre doi\'ent être alors
premiers entre eux dans leur ensemble ; car, s'ils admettaient un facteur commun autre que l'unité, toute solution entière rendrait le premier membre divisible par ce facteur sans que le second membre le fût. L'équation ne pourrait donc en comporter aucune.
Les coefficients a, b, c, d, ... du premier membre doivent être premiers entre eux dans leur ensemble; mais a et b, par exemple, peuvent n'être pas premiers entre eux. Désignons par è leur plus grand commun diviseur et, par a' et b' ,
les quotients -^ et - • iSous pourrons mettre 1 équation (i) sous
la forme
, , k — c z — du
et la question sera ramenée à résoudre en nombres entiers
l'équation
/r — cz — du — ...
qui renferme une inconnue de moins, puisqu'aw lieu des deux inconnues x et y, on n'a qu'une nouvelle inconnue t.
En opérant ainsi, de procbe en proche, tout dépendra finalement de la résolution d'une équation à deux inconnues.
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CHAPITRE XII
QUELQUES CAS PARTICULIERS DE L'ANALYSE LNDÉTERMINÉE DU SiOND DEGRÉ.
•205. C'est Bachet DE Mézikiag quia donné, en 1624, l'analyse indéterminée du premier degré dans ses Récréations mathématiques. Lagka>ge a fait connaître, en 1770, dans un de ses beaux Mémoires, l'analyse indéterminée du second degré. 11 a simplifié et généralisé sa méthode dans ses Additions aux éléments d'Algèbre d'EuLER, 1798. La question est une des plus délicates de l'Algèbre. Lagrange ajoute dans ?,on Avertissement : « A l'égard des équations indéterminées des degrés supérieurs au second, on n'a encore que des méthodes particulières pour les résoudre dans quelques cas, et il est à présumer que, pour ces sortes d'équations, la résolution générale devient impossible passé le second degré, comme elle paraît l'être passé le quatrième pour les équations déterminées (') »
Nous nous proposons seulement dans ce Chapitre d'indiquer comment on peut résoudre en nombres entiers l'équation du second degré à deux variables x et y, lorsque le carré de l'une des variables manque dans l'équation.
PltE>Mi:R CAS (C := O).
206. Prenons l'équation générale du second degré à deux inconnues et à coefficients entiers, positifs ou négatifs,
et supposons qu'on ait C = o.
L'éc|uation deviendra du premier degré en j, et l'on aura,
C) OEuvres de Lagrange, édition J.-A. Serbet, t. VII, p. 7; Gauthier-
Villais, u Dccc Lxxvii.
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en rendant d'ailleurs les coefficients premiers entre eux dons leur ensemble, s'ils ne le sont déjà,
(i) (Ba;' 4-Ejj + Aa;2-^Da?-l-F=:o.
On en déduit
, , — Aa;'-— Djc — F
et l'on effectue la division indiquée dans le second membre. On trouve pour quotient
A AE - BD BDE — (AE^+R-C
(^) ^^'--jî.^^ W~^ B^(B^ + E) '
ou, en multipliant les deux membres par B^ et en posant pour abréger N = BDE — ( AE- + B^ F),
(4) B^v=— ABx-i-AE-BD^- g-^^-g.
Comme x et / doivent être des nombres entieFS,, positifs o» négatifs, il faut do:ic que le quotient
soit lui-même un nombre entier, positif oa négatif, c'est-à-dire que B^ -h E soit un diviseur de N.
On chercbera, par conséquent, tous les diviseurs du nombre entier N et, en désignant l'un quelconque d'entre eux par A,
on posera
d'où
(5) -=— if^-
Lorsque les valeurs de x fournies par la formule (5) seront entières, il faudra les substituer dans l'équation (4) pour voir si elles con'espondent à des valeurs entières de j.
L'analyse précédente montre que le nombre des solutions entières est toujours limité et qu'il peut n'en exister aucune.
207. Remarque. — Le reste de la division effectuée peut être nul.
On a, dans cette hypothèse et d'après les équations (2)
et (3),
7(Bjc + E) — -- A.r^— Da^ — F
/n p-^/ A AE-BI)
ou
(Bx-f-E)(B-j+AB.2; + BD— AE) = o.
Il faudra alors poser séparément
B.2; + E=:o, BV+ABx4-BD— AE = o;
et il est évident que, si ces équations admettent une solution entière, il n'y en aura qu' une seule.
Deuxième cas (0 = 0 et B = g).
208. Lorsqu'on a, à la fois, C = o et B 1= o, la marche (|u'on vient d'indiquer doit être modifiée. On a alors simplement
Admettons qu'il existe une solution entière correspondant à x=. (X qV posons
en désignant par B un entier indéterminé. Si nous substituons celte valeur de x dans l'équation (i), il vient, en simplifiant,
(2) y= -A«^-na-F _^^f^^^^^f^_f^^Q^^
Par hypothèse, la quantité
— A rj:"- _ 1) g - F E
est un entier. Il en résulte que, si a? = « donne une valeur
entière de /, o^ = a-i-E9 en donne nécessairement une nou-
velle, de sorte que l'équation proposée admet alois une infinité de solutions entières.
La question est donc ramenée à trouver, s'il est possible, une solution entière.
Or, si a était connue, comme B peut être positif ou négatif,
on pourrait déterminer B de manière que ir = a-t-E0 fût
compris entre et — • En d autres termes, si les solutions
entières existent, il y aura une valeur entière de x, comprise
entre et — > qui donnera une valeur entière de )•.
On substituera donc dans l'équation (i) toutes 1 s valeurs entières de x comprises entre les deux limte^ ei —•.
le nombre des essais ne dépassera pas E; eî, s livan' que ces essais réussiront ou non, léqiiation p.oposée admettra une infinité de solutions entières ou n'ea admettra aucune.
Applications.
Résoudre en nombres entiers re'qualinn
3 a;- — IX — 3)'-i-i = o.
On en déduit
Nous devrons donc (208) essayer de trouver une solution entière, en
l'aisaiit varier x de H — à > c'est-à-dire en lui donnant les valeurs
entières i, o, — 1. Pour x = — i, on trouve r = 2. L'équation proposée
admet donc une inûnité de solutions entières, et les valeurs enlièrey
de X sont renfermées dans la formule (208)
où 6 est un entier quelconque, positif, négatif ou nul.
En substituant cette valeur générale de x dans l'équalion donnée, on trouve facilement la valeur générale de l'autre variable
.Si l'on ne veut admettre que des solutions entières positives, il l'a ni satisfaire aux deux inégalités
— 1 — j 0 > o et gO^-i- 80 -t- 2 > o.
La première exige qu'on ait
et la seconde est satisfaite, quelle que soit la valeur entière donnée à 0,
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parce que les racines du trinôme 96^+ 88+2 égalé à zéro sont imaginaires {Alg. ëlém., 252). On obtiendra donc une infinité de solutions entières positives, en donnant à 0 toutes les valeurs entières négatives à partir de — i .
212. 4° Déterminer un triangle rectangle tel, que ses côtes soient exprimés par des nombres entiers et que son aire soit exprimée par le même nombre que son périmètre.
Les côtés de l'angle droit étant x et /, et z l'hypoténuse, on doit avoir
En éliminant z entre les équations (i) et (2), il vient évidemment
ou, en élevant les deux membres au carré,
^^-Hj2= -^ xf{x-^y)-\-{x-^jY,
c'esL-à-dire, en simplifiant,
0 = —^ xj{x-\-j)-\-ixf.
x et j étant supposés différents de zéro, on peut diviser par ^/, et l'on trouve ainsi
ou
xj — /\x — 4/ -H 8 = o.
On en tire
/ON 4j^-8 , 8
Nous devons donc égaler à .r — 4 (206) les diviseurs de 8, qui sont: ±1, ±2, ±4, ±8.
On trouve alors les solutions entières suivantes :
Comnie on doit rejeter les solutions nulles et les solutions négatives, on
n'a à tenir compte c ue des quatre solutions
Mais, X étant un côté quelconque de l'angle droit, il n'y a en réalité que deiix solution.'! d.\i\.\viClGS :
X = 5 avec jr = 12, X = 6 avec >' = 8.
L'équation (i) donne, dans la première hypuliiese, z = i3, et, dans la seconde, - = 10.
THÉORIE DES COMBINAISONS
Définitions.
213. Considérons m objets quelconques. Si l'on groupe entre eux, de toutes les manières possibles, n quelconques de ces m objets, en ne tenant compte que de l'ordre des objets, on forme ce qu'on appelle les arrangements de ces m. objets pris n à n. Deux arrangements diiïèrent donc au moins par l'ordre des objets qui les composent.
Si, parmi les arrangements obtenus, on ne conserve que ceux qui diffèrent au moins par un objet, ces arrangements particuliers constituent ce qu'on appelle les combinaisons des m objets pris n à n. Dans les combinaisons, l'ordre des objets n intervient pas.
On donne quelquefois an\ combinaisons le nom de produits différents.
Arrangements.
214. Pour fixer les idées, nous supposerons que les objets qu'on veut grouper soient représentés par les lettres de l'alpliabet a, b, c, d, . . ., h, k, l, . . ..
Soient, par exemple, les quatre objets ou les quatre lettres a, b, c, d.
Pour avoir leurs arrangements deux à deux, on écrira, à la droite de cbacunc d'elles, les trois autres lettres. On aura
De c. — Cours. III. i3
adb.
adc;
bda.
bdc\
cda,
cdb;
dca,
dcb.
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ainsi
ab, ac, ad;
ba, bc, bd:
ca, cb, cd;
da, db, de.
Pour avoir les arrangements trois à trois, on écrira successivement, à la droite de chaque arrangement deux à deux, les deux lettres qui n'y entrent pas. Il viendra
abc, abd, acb, acd,
bac, bad, bca, bcd,
cab, cad, cba, cbd,
dab, dac, dba, dbc.
On continuera de la même manière, quels que soient m et n, en se servant toujours des arrangements de l'ordre précédent.
215. Nous voulons chercher la formule qui fait connaître le nombre des arrangements de m ohjets pris n à n.
Nous indiquerons ce nombre par la notation A'^^, l'indice marquant le nombre total des objets considérés, et l'exposant le nombre de ceux qui doivent entrer dans chaque arrangement.
On peut procéder par induction pour trouver, en opérant de proche en proche, la formule dont il s'agit {Alg. élém., 407); mais on peut aussi établir directement la loi qui lie les deux nombres A^^~^ et A"„ et en déduire la formule cherchée.
A"f ' représentant le nombre des arrangements des m objets ou des m lettres données prises n — i à n — i, il suffit évidemment, pour avoir tous les arrangements n à n, et d'après ce qui précède (214), d'écrire successivement, après chaque arrangement n — i à « — i, les m — {n — i) ou les m — « + i lettres qui n'y entrent pas.
En effet, on obtient bien de cette manière tous les arrangements n à n; car on peut toujours former un arrangement n à n désigné, en plaçant la «'^""^ lettre considérée à la suite d'un certain arrangement des n — i autres lettres.
De plus, tous les arrangements n à n ainsi trouvés sonidistincts; car ceux qui correspondent à un même arrangement
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n — 1 à n — I diffèrent par leur dernière lettre, et ceux qui sonl terminés par la même lettre correspondent à des arrangements n — I à /i — I différents.
Cela posé, puisque chaque arrangement n — i à « — i donne naissance à m — n-\-\ arrangements n à n, on a
En faisant dans cette relation « = 2,3,4» •••,«, on obtient successivement
AL=A;„(/?^ — i),
K,^kl:'{m-n-^x).
Si l'on multiplie toutes ces égalités membre à membre, et si l'on remarque que le premier membre de chaque égalité est reproduit par le premier facteur du second membre de l'égalité suivante, on a, en opérant les réductions et en remplaçant k.),^ par sa valeur évidente m,
Celte formule, qui donne le nombre des arrangements n à n de m objets quelconques, est composée de n facteurs ; le premier facteur est m; les autres facteurs diminuent successivement d'une unité jusqu'au «■«'"« qui est m — « -t- i.
Permutations.
216. Si l'on fait n= m dans la formule précédente, on a le nombre des arrangonionts de m objets pris m à m.
Ces arrangements, où entrent tous les objets donnés, ont reçu le nom de permutations
Si l'on désigne leur nombre par P,„ et si l'on renverse l'ordre des facteurs du second membre, on a évidemment
Les facteurs du second membre forment la suite naturelle des nondjres entiers, depuis i jusf|u'à m. On voit que le nombre des permutations augmente très ra-
pidemenl avec le nombre des objets considérés. On a
217. On rencontre très souvent en AnalNse le produit des m premiers nombres entiers consécutifs. On le représente symboliquement par la notation m\ Dans ces conditions, la formule du nombre de permutations de m objets devient
Les analystes ont donné aux produits de cette forme le nom Ae factorielles, et en ont étudié les propriétés.
218. Pour obtenir les permutations d'un certain nombre d'objets, on adopte la marche suivante :
Soient, par exemple, les trois objets ou les trois lettres a, h, c. On commence par écrire les permutations des deux premières lettres a et b. Il n'y en a évidemment que deux,
ab, ba.
On prend alors la troisième lettre c, et on lui fait occuper toutes les places, de droite à gauche, dans chacune des permutations précédentes. On a ainsi
abc, acb, cab, bac, bca, cba.
On continue de même pour quatre lettres, cinq lettres, . . ., m lettres, en se servant toujours des permutations de l'ordre précédent.
219. On peut, d'après cela, donner de la formule des permutations (216) une démonstration indépendante de la formule des arrangements.
Supposons (lu'on connaisse le nombre des permutations de k objets ou Fa.
Si, à chacune de ces permutations, on adjoint un nouvel objet ou une nouvelle lettre, en lui faisant occuper successivement toutes les places de droite à gauche, places qui sont évidemment au nombre de A'-hi, on aura toutes les permutations de y^ 4-1 objets, sans en oublier ni sans en répéter aucune. On peut donc écrire
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En faisant successivement A- = i, 2, 3, . . .,m — i, on a
En multipliant toutes ces égalités membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en remarquant que P, = i, il vient, comme précédemment,
Combinaisons.
220. Prenons, par exemple, cinq objets ou cinq lettres a, b, c, d, e, et cherchons les combinaisons (213) de ces cinq lettres prises trois à trois.
Nous commencerons par former les combinaisons de ces lettres prises deujr à deux, en écrivant successivement, après chacune d'elles, les lettres qui la suivent dans Tordre naturel. Nous aurons
ae,
ah.
ac.
ad,
bc,
bd.
be,
cd.
ce,
de.
Nous écrirons successivement, à la suite des combinaisons précédentes, les lettres qui, dans l'ordre naturel, viennent après la dernière lettre de chaque combinaison, et nous aurons toutes les combinaisons des cinq lettres prises trois à trois :
abc, abd, abe, acd, ace, ade,
bcd, bce, bde, ode.
On continuera de la même manière, quels que soient m et n, en se servant toujours des combinaisons de l'ordre précédent.
221. Nous voulons chercher la formule qui fait connaître le nombre des combinaisons de m objets pris n à n, nombre représenté par C'/„.
Nous donnerons d'abord une démonstration indirecte, fondée sur les résultats précédents.
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Supposons qu'on ait formé les combinaisons n à n de m objets, c'est-à-dire les arrangements n à n de ces m objets qui diffèrent au moins par l'un des objets qui y entrent (213). En prenant toutes ces combinaisons et en effectuant les permutations (216) des n objets qui composenl chacune d'elles, on obtient tous les arrangements 71 à n des m objets donnés.
En effet, chaque permutation donne un arrangement n à n. Aucun arrangement n'est omis; car chaque combinaison correspond à un certain arrangement, en laissant de côté l'ordre des objets qui y entrent; et, en effectuant toutes les permutations de ces objets, on doit trouver l'arrangement particulier qu'on a en vue. Aucun arrangement n'est répété; car ceux qui proviennent d'une même combinaison diffèrent par l'ordre des objets, el ceux qui ne proviennent pas d'une même combinaison diffèrent au moins par l'un des objets qui les composent.
Chaque combinaison contenant n lettres donne lieu à un nombre P„ de permutations. On a donc, d'après ce qu'on vient d'établir,
Are — rn p
On en déduit (213, 216)
nn __ ■^'''» _ '" ('" "~" 0 ('" — 2) ("? — 3) . . . (/« — n -+- î)
Cette formule générale renferme n facteurs entiers au numérateur et n au dénominateur. Les premiers vont en décroissant depuis m jusqu'à m — n+i; les seconds vont en
croissant depuis i jusqu'à n.
222. Tout nombre de combinaisons étant nécessairement entier, la formule obtenue démontre immédiatement ce théorème :
Le produit de n nombres entiers consécutifs quelconques est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entic l' s.
223. On peut donner à la formule des combinaisons une autre expression qui est souvent plus commode.
On ne change rien au nombre qu'elle représente, en nml-
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tipliant ses deux termes par le produit i .2.3. . . (w — n). On complète ainsi les facteurs du numérateur depuis m jusqu'à i. 11 vient aloi's, en renversant l'ordre de ces mêmes facteurs,
ni — 2 ) ( /?i — i)m
Le numérateur contient, dans ce cas, m facteurs qui sont les nombres entiers de i h m; \e dénominateur en contient aussi m, qui sont les nombres entiers de i à « et de i à m — n. On peut donc écrire, symboliquement (217),
/il {m — rt ) !
Sâi. La nouvelle forme obtenue démontre immédiatement ce théorème :
Le produit des ni premiers nombres eiiLiers est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entiers multiplié par celui des m — n premiers nombres entiers, quel que soit n, pourvu qu'il soit moindre que m.
225. On peut présenter, comme il suit, une démonstration directe tle la formule des combinaisons.
Supposons que l'on connaisse les combinaisons de m objets pris/? à p. En associant successivement à chacune d'elles les m — p objets (|ui n'y entrent pas, on formera des combinaisons de m objets pris/? + i à /:> 4- i, en nombre égal à
Aucune combinaison/? + i à/j-f-i ne peut ainsi cchap|)er, puisqu'on emploie toutes les combinaisons p à />; mais les combinaisons obtenues ne sont pas toutes dislinctes. En eflet, prenons l'une de ces combinaisons : (|uel (jue soit l'objet qu'on y supprime, parmi les /> -+- 1 (|ri'elle renferme, on retrouvera une combinaison p à p dilférenle. Il en résulte évidemment que la même combinaison p-\-i à />» + 1 rc|)araîir-a, dans ro|)ération etîectuée, de p + i manières différentes.
Le nomijre exact des combinaisons de m objets pris/>4-i à/? + I est donc
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Eu faisant successivement, dans cetle relation,
^ =1: I , 2, 3, . . . , Il — I,
on a
fi f 3
En multipliant ces égalités membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en rcmarquaut que C,'„=/", on a, comme précédemment ('221),
Nous allons maintenant démontrer, sur les combinaisons, quelques théorèmes utiles.
22G. I. Les nombres de combinaisons dont les exposants sont complémentaires par rapport à l'indice commun sont égaux entre eux.
On dit que deux exposants sont complémentaires quand leur somme reproduit l'indice commun. Il faut, par conséquent, établir la foimule
Cil r^in- Il m — ^iii
Ce théorème est, pour ainsi dire, évident; car, si l'on choisit, parmi les m objets considérés, une combinaison n à n, les m — n objets qui restent forment, à leur tour, une combinaison m — « à m — n. Les deux nombres de combinaisons sont donc nécessairement identiques.
La formule générale, sous la seconde forme indiquée (223), le prouve aussi immédiatement; car, si Ton y change n en m — n, on a
Et, en comparant l'expression de C'""'^ à celle de C",, on voit qu'elle ne présente pas d'autre changement que celui de l'ordre des deux produits 1.2.3.4. .n ei i .2.3.4. • • ("* — f^) au dénominateur.
227. II. Si l'on considère les combinaisons n à n de m objets, le nombre de celles qui renferment p objets déterminés s'obtient en retranchant p de l'indice m et de l'exposant n.
En effet, mettons à part ces p objets, il en restera m — p. Si l'on forme alors les combinaisons n — p à n — p de ces m — p objets, et si l'on range à la droite de chacune d'elles les p objets laissés de côté, on a évidemment toutes les combinaisons n h n qui renferment ces p objets. Leur nombre est donc bien égal à
pn-p
228. II [. St l'on considère les combinaisons n à n de m objets, le nombre de celles rjai ne renferment aucun objet choisi parmi p objets déterminés s'obtient en retranchant p de l'indice m.
En effet, si l'on met à part les/? objets désignés, il n'en restera plus que m~ p, qui entreront seuls dans les combinaisons n à n dont on cherche le nombre. Ce nombre est donc bien égal à
229. Il en résulte que, si l'on considère les combinaisons n à n de m objets, le nombre de celles qui renferment au moins un objet choisi parmi p objets déterminés est égal à
^m ^~^in-p'
230. IV. Le nombre des combinaisons de m objets pris n à n est égal à la som,me des nombres de combinaisons de m — I objets pris n — i an — i et n à n.
Cette proposition découle inunédialenîcnt des propyosiliuns établies aux n°* 227 et 228, lorsqu'on suppose/? — i.
On peut toujours, en effet, partager les combinaisons de m objets pris /* à n en deux groupes : l'un composé des combinaisons qui renferment toutes un certain objet déterminé, l'autre composé de celles fiui ne renferment pas cet objet.
On a ainsi la formule remarquable
rn — rn-l _, p.7
231. V. Le nombre des combinaisons de m objets pris n à n est égal à la somme des nombres de combi/iaisons n — i à n — I , de m — i , m — 2, m — 3, . . . , n — i objets.
On peut, en effet, appliquer de proche en proche la formule précédente, en décomposant, toujours suivant ia même règle, le dernier terme du second membre. On s'arrêtera nécessairement à l'égalité où, dans le premier membre, l'indice toujours décroissant sera devenu égal à l'exposant constant (cette dernière égalité se réduit évidemment à l'identité i = i). On aura donc successivement
nn
— ^m -1^ -'iii-i >
— rii-i
En ajoutant toutes ces relations membre à membre, et en remarquant que le dernier terme du second membre de chaque égalité n'est autre chose que le premier membre de l'égalité suivante, il vient, après simplification,
rn rn-\ _, P/î-1 _v_C"-''^ -1- I rn-l
Arrangements et permutations, avec répétition des objets considérés, supposés toujours distincts.
232. Nous avons sup[)0sé jusqu'à présent que les objets ou les lettres considérées ne pouvaient pas être répétées dans les arrangements formés.
En admettant cette répétition, on peut demander quel sera le nombre total des arrangements obtenus.
Ce nombre sera évidemment plus grand que lorsqu'il n'y a pas répétition. Si l'on veut, par exemple, obtenir les ai'rangenients deux à deux des trois lettres a, b, c, il faudra joindre aux arrangements ordinaires
ab, ac, ba, bc, ca, cb,
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les nouveaux arrangements
aa, bb, ce.
Nous trouverons le résultat cherché en appliquant le même procédé qu'au n" 215.
Désignons par (AR)"; le nombre des arrangements a^ec répétition de m objets pris n à n.
Supposons qu'on connaisse les arrangements avec répétition de m objets pris n — i à n — i. Pour passer aux arrangements n à n, il est évident qu'il suffit d'écrire successivement, après chaque arrangement n — i à n — i, les m lettres données, piiis<|ue leur répétition est acceptée.
Tous les arrangements n h n seront obtenus, car ils commencent tous par un certain arrangement « — i à n — i. Ils seront tous distincts, car ils diiïèrent tous par l'arrangement n — I à n — I qui leur a donné naissance ou par leur dernière lettre. On peut donc écrire
(Ali);:, = (AR);;r'x «*•
En faisant dans cette relation /i =1 2, 3, 4, • • • , «, en multipliant les égalités correspondantes membre à membre, en simplifiant et en remarquant que (AR))„ ^m, on a
(AR)«=m«.
233. Il en résulte immédiatement que le nombre (PR)„j des permutations avec répétition est également
(PR)„. = m'«.
Combinaisons, avec répétition des objets cpnsidérés, supposés toujours distincts.
23i. Nous avons supposé jus(|u'à présent f|ue les objets ou les lettres considérées ne i)ouvaient pas être répétées dans les combinaisons formées.
En aflmettant cette répétition, on peut demander quel sera le nombre total des conibinaisons obtenues.
Ce nombre sera évidemment plus grand que lorsrju'il n'y a pas répétition. Prenons, par exemple, les quatre objets ou les (piatre lettres a, b, c, cl, et formons leurs combinaisons trois à ti'ois avec répétition. Nous obtiendrons les combinaisons
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ordinaires, plus celles où la même letlre peut entrer deux ou
trois fois. Nous aurons ainsi les quatre combinaisons connues (220)
abc, ahd, acd, bcd,
plus seize nouvelles combinaisons
aab, aac, aad, bba, bbc, bbd, cca, ccb, ccd, dda, ddb, ddc, aaa, bbb, ccc, ddd;
en tout, vingt au lieu de quatre.
235. Pour obtenir la formule générale des combinaisons avec répétition, nous ferons usage du principe suivant.
Désignons par (CR)^ le nombre des combinaisons avec répétition de m objets pris /^ à n, et supposons formé le Tableau de toutes ces combinaisons.
Nous allons chercber, de deux manières différentes, combien de fois une certaine lettre désignée entre dans ce Tableau, et, en égalant les deux expressions correspondantes, nous aurons la formule cherchée.
Soit a la lettre désignée.
Dans chaque combinaison, il y a n lettres. Le nombre total des lettres du Tableau est donc
CR
mais toutes les lettres entrant identiquement dans le Tableau, il suffit de diviser ce nombre total par m pour avoir le nombre de fois
-(CR)r„ m
que la lettre a entre dans le Tableau. C'est là notre première expression.
Mettons maintenant de côté ou supprimons, mais une seule fois, la lettre désignée a dans toutes les combinaisons où elle entre. Les combinaisons ainsi modifiées seront alors les combinaisons avec répétition des m lettres données prises n — i à
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n — I, et le nombre de ces combinaisons sera représenté par
(cii);r'.
D'après ce qu'on vient de voir, a entrera encore dans ces combinaisons un nombre de fois marqué par
D'ailleurs a a été supprimé ou mis de côté un nombre de fois égal au nombre des combinaisons résultant de cette suppression, c'est-à-dire marqué précisément par
(CR)r'.
Par conséquent, une seconde expression du nombre de fois
que a entre dans le Tableau des combinaisons est fournie par
la somme
m et l'on a finalement
(CR)r,r> + (CR);;r',
£(CR);;,= ^(CR)r' + (Cii);;r',
c'esl-à-dire
CR)?„=— J-(CR)?„, (CR);„=^^(CR
(CR);;,^^^i:t_pi(CR)r.
En multipliant toutes ces égaillés membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en remarquant que
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il vient évidemment, les facteurs du numérateur étanl écrits en ordre décroissant,
,nT)Mi ("î + fi — 0 {'n-\- n— i)...{m + 3) (w -ha) {m -+-i)m
On voit alors immédiatement (221 ) que le nombre de combinaisons cnec répétition de m objets pris n à n équivaut au nombre de combinaisons sans répétition de m H- /i — i objets pris n k n, d'où (226)
(Lii),„ = L/„^„_j ^ L„i ^„_,.
On peut mettre la formule sous une autre foi'me, en complétant les facteurs du numérateur jusqu'à i, c'est-à-dire en multipliant les deux termes de l'expression par le produit
On a alors (217)
236. On peut remarquer enfin que, dans les combinaisons ordinaires dont le nombre est indiqué par C^,, l'exposant n est nécessairement moindre que l'indice m; tandis que, lorsque la répétition d'une même lettre est permise, rien n'empêcbe n de surpasser m.
Par exemple, les combinaisons avec répétition des trois lettres a, b, c, prises quatre à quatre, seront
aabc, aabb, aacc, bbac, blcc, ccab, aaab, aaac, bbba, bbbc, ccca, cccb,
aaaa, bbbb, cccc.
Permutations, lorsque les objets considérés se partagent en groupes d'objets identiques.
237. Nous admettrons maintenant que, parmi les m objets ou les m lettres données, il y en ait un certain nombre a qui deviennent toutes a, un cerlain nombre [3 qui deviennent toutes b, un certain nombre y qui deviennent toutes c, etc.
On peut demander quel est le nombre des arrangements.
OU des permutations, ou des combinaisons distinctes formées avec les m objels ou les m lettres ainsi modifiées.
x-Vvec la répétition permise des objets considérés supposés différents, nous venons de trouver des résultats plus grands que ceux qu'on obtient sans repétition. Avec la modification indiquée, nous devrons avoir, au contraire, des résultats plus faibles.
El, en effet, des arrangements, ou des permutations, ou des combinaisons, qui resteraient différentes si les objets proposés demeuraient distincts, se confondront lorsque ces objets deviendront en partie identiques.
Prenons, par exemple, les arrangements deux à deux des trois lettres a, b, c, qui sont
ab, ac, ba, bc, ca, cb.
Si l'on suppose que b soit identique à a, ces six arrangements deviennent
aa, ac, aa, ac, ca, ca
ot se réduisent à trois différents
aa, ac, ca.
On a de même, pour les permutations de ces trois lettres a, b, c,
abc, acb, cab, bac, bca, cba.
Quand on suppose b identique à a, ces permutations se transforment en
aac, aca, caa, aac, aca, caa
et se réduisent à trois
aac, aca, caa.
Leur nombre était P3= i .2.3; il devient
S'il s'agit des combinaisons des cinq lettres a, b, c, d, e, prises trois à trois (220), qui sont
abc, abd, abe, acd, ace, ade,
bcd, bce, bde,
ode,
elles deviennent, pour b=i a,
aac, aad, aae, acd, ace, ade.,
acd, ace, ade,
cde
et se réduisent à sept au lieu de dix.
238. Nous nous bornerons à chercher le nombre Vf,i'^-'^'de permutations de m objets ou de m lettres se partageant en groupes de a lettres a, (3 lettres b, y lettres c, ....
Soient d'abord m lettres dilférentes a, b, c, d, .... Parmi ces lettres, rendons-en a égales à a, en les désignant pour un instant par «j, «2» «s, • • » «a- Formons alors les permutations des m lettres comme à l'ordinaire; nous en obtiendrons un nombre P,„.
Appelons x le nombre des permutations distinctes obtenues quand on rend a lettres égales à a. Si, dans ces x permutations, on permute les lettres a,, a^_, a^, . . ., a^ sans toucher aux autres lettres, chacune d'elles donne naissance à P^ permutations, qui n'en représentent en réalité qu'une seule, ])uisque (r/, = a.=:<73 = . . . = a3(= a. Comme on reproduit d'ailleurs ainsi le Tableau des P,„ permutations primitives, on a nécessairement
d'oi^i
Supposons maintenant qu'en faisant y. lettres égales à a, on en fasse en outre (3 égales à b, en les désignant, pour un instant, par b^, b.2, b:i, . . . , 6<j. Un nouveau nombre de permutations disparaîtra par suite de cette liypothése. Appelons x^ le nombre des permutations qui restent distinctes après cette nouvelle modification.
Si, dans ces ^i permutations, on permute les lettres 6,, 6.,, bf, ..., bn, sans loucher aux autres lettres, cliacune d'elles donne naissance à Pp permutations, qui n'en représentent en réalité qu'une seule, puis(jue bi = b., = b^^ . . .=z bor^ b. Comme on reproduit d'ailleurs ainsi le Tableau des x permutations précédentes, on a
Xi.P^—X,
d'où
X "ni
En continuant toujours le même raisonnement, on arrive évidemment à la formule générale
PaPpPy ■" a!^!yl
Notions fondamentales sur la théorie des probabilités.
239. Sans entrer dans un détail qui serait hors de sa place, nous pouvons dire que l'origine de la théorie des probabilités, ainsi que celle de la théorie des combinaisons, remonte à Pascal (162.3-1 662 ), au.iuel le chevah'er de Méré avait proposé deux problèmes sur le jeu (i654).
En raison de limporlance de celte théorie, utile dans toutes les sciences d'observation, nous en exposerons rapidement les premières notions.
240. La réalisation d'un événement quelconque dépend, en général, de certaines conditions qu'on appelle les chancex de cet événement : les imes sont favorables, les autres sont contraires à sa production. Par e.xemple, si l'on désire tirer une figure dans un jeu de Sa cartes, on a 12 chances pour et 20 contre, puisque, dans ce jeu, il y a 12 figures seulement.
Un événement e%\. probable, quand le nombre des chances favorables l'emporte; il n'est q\ie possible, quand le nombre des ch^jnces contraires est supérieur. Et, à mesure que ce dernier nombre augmente, l'événement devient de moins en moins probable, sans cesser d'être possible.
Si toutes les chances sont favorables, la certitude remplace la probabilité.
241. La probabilité' mat lie'niatique d'un événement est le rapport du nombre des cas favorables ou des cas de'si^ne\- au nombre des cas possibles, lorsqu'on les suppose tous également possibles.
Indiquons quelques exemples.
Si une urne renferme 20 boules, 12 blanches el 8 noires, la probabi-
12 3 lilé, pour la sortie d'une boule blanche, est représentée par — ou -
et. pour la sortie d'une boule noire, par — ou 7 •
La probabilité de tirer du premier coup une figure dans un jeu de 82 cartes est représentée par ^ ou -
I)t: C. — Cours. III. il
Un dé à jouer présente six faces marquées des points 1,2, 3, 4, 5, G. La proljajjilité d'amener un de ces points au premier coup de dé, sur la face supérieure ou sur la face opposée à celle qui repose sur la table, est
égale à - , puisqu'il n'y a qu'une chance favorable sur six supposées
également possibles.
Tout le monde sait que la roue de l'ancienne loterie de France, supj)rimée en iSSg, pouvait amener 90 numéros, dont 5 sortaient à chaque tirage.
Prendre un extrait, c'était désigner un numéro qui devait se trouver parmi les cinq sortants pour qu'on eût gagné. Le nombre des c^% possibles était égal au nombre des combinaisons de 90 objets pris 5 à 5, c'est-à-dire (221) à
Le nombre des cas favorables était celui des combinaisons de 90 objets pris 5 à 5, qui contiennent un objet déterminé (227), c'est-à-dire celui des combinaisons de 89 objets pris 4 à 4 ou
La probabilité mathématique de gagner l'extrait était donc égale au rapport des deux expressions précédentes ou à
Sur 18 cas possibles, il y en avait donc 1 favorable à la personne qui prenait l'extrait, et 17 favorables à la loterie. On pariait i contre 17. La loterie, équiîablement, aurait donc dû payer au gagnant 17 fois sa mise; elle ne la lui payait que rJ fois.
Lorsque, sur les cinq numéros sortants, on désignait deux, trois, quatre ou cinq numéros, on prenait un amhe, un terne, un quaterne ou un quine.
En raisonnant absolument comme nous venons de le faire pour l'extrait, on trouverait :
Pour la probabilité maihématique fa\orable à la sortie d'un ambe
donné,
— ou r;
boi 400 + -|
on pariait i contre 099 + |, et la loterie ne payait au gagnant que 270 fois sa mise ;
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Peur la probabilité favorable à la sortie d'un terne donné,
et la loterie ne payait au gagnant que 55oo fois sa mise; Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quatcrne donné,
5i io38 ■
et la loterie ne payait au gagnant que 73 000 fois sa mise; Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quine donn5,
/jScjiQo'^H'
et la loterie ne payait au gagnant que i million de fois sa mise L'administration avait fini par supprimer le quine.
2i2. D'après la définition adoptée (2il ), Ui probabUitc niathcmalùjuc resle la même quand on jalt croître ou décroître dans un mcmc rapport le nombre des cas favoraJdes et le nombre total des cas possibles. C'est ce qui résulte numériquement de la propriété fondamentale des fractions ( Aritlim., 183).
Mais il n'est peut-être jias inutile d'éiayer ce résultat d'un raisonnement dû à Lapl\ce.
Concevons deux urnes, Tune renferniaiU 20 billets blancs et i5 bilLts noirs, l'autre renfermant le double de billets de chaque couleur, c'e>là-dire 40 et 3o. Pour montrer qu'il est indifférent au joueur que le tirage se fasse dans la première urne ou dans la seconde, on peut imaginer les billets blancs de la seconde urne, aussi bien que les billets noirs, réunis deux par deux par des fils. On aura ainsi 20 couples blancs et i5 couples noirs. La main qui viendra saisir et extraire un billet en entraînera deux de môme couleur au lieu d'un; mais cela ne changera rien aux chances qu'elle a de tomber sur un billet blanc ou noir. D'ailleurs, en vertu des liaisons établies par les fils, le tirage dans la première urne équivaut au tirage dans la seconde, chaque couple de celle-ci remplaçant seulement un billet simple de celle-là.
On j)cut donc conclure que, dans le cas d'un événement aléatoire, l'apparition de l'événement ne dépend que du rapport du nombre des chances favorables au nombre total des chances, quelle que soit l'expression de ce rapport.
243. Il faut apprécier avec soin l'importance de ce qui précède au point de vue de la théorie des combinaisons et de celles des probabilités.
Il ne s'agit plus, en effet, de calculer les deux termes d'un rapport, mais le rapport lui-même. Or les formules combinatoires conduiiaienL
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rapidemonl, lorsque le nombre des éléments considérés croît un peu, à des calculs pour ainsi dire inexécutables, s'il fallait obtenir numériquement les deux termes de ces formules; tandis que la valeur approchée du rapport correspondant ne dépend sensiblement que des plus hautes unités entrant dans l'expression de ces deux termes, et peut être évaluée beaucoup plus facilement.
Rem:irquons, à cet égard, que les éléments à combiner et, a fortiori, les combinaisons elles-mêmes, peuvent être en nombre infini et non assignable, sans, pour cela, que le rapport du nombre des chances favorables au nombre total des chances possibles cesse d'être fini et assignable.
Le calcul de la probabilité mathématique devient ainsi plus vaste que la théorie des combinaisons qui lui sert de fondement, puisqu'il s'applique à des cas où il serait impossible de calculer le nombre illimité des combinaisons.
C'est par cette condition qu'il peut intervenir dans les applicalior.s aux phénomènes naturels oii le nombre des combinaisons comme celui des chances est, ordinairement, infini, c'est-à-dire où les chances se fondent, en quelque sorte, en un tout ou en une étendue continue.
D.ins ce qui va suivre, nous supposerons que les chances sont en nombre fini.
241. D'une manière générale, considérons un certain événement. Soient / le nombre des chances favorables et c le nombre des chances contraires à cet événement; f -^ c sera le nombre total des chances, supposées toutes également possibles; et la probabilité p, favorable à l'événement, aura pour expression (2il)
La probabilité q, contraire à l'événomcnt, sera, à son tour,
On a
Il sulBt donc de retrancher de i la probabilité favorable à l'événement, pour obtenir la probabilité qui lui est contraire.
Si c est nul, c'est-à-dire s'il n'y a que des chances favorables à l'évé-
nenient, la probabilité favorable est exprimée par le rapport -^ ou par ,
l'unité'. Ainsi, l'unité' repre'sente la certitude, et toute probabilité p qui n'équivaut pas à la certitude est exprimée par une fraction {)roprement dite.
S-io. Remarquons que nous n'entendons parler ici que de la prnhabllilc motltcinatlquc, a[)plical)!e aux chances égales susceptibles d'être évaluées exactement et numériquement.
Ld. probabilité ntorale, où les déductions numériques font place à des hypothèses impossibles à vérifier logiquement et à des intuitions de l'esprit, est tout autre chose.
246. Examinons le cas où un événement peut avoir lieu dans diverses hypothèses ou dans dij[fcrents cas dont les probabilités sont inégales.
Supposons, par exemple, qu'une urne renlerme n boules blanches, «' boules rouges et n" boules noires, avec un nombre quelconque de boules d'autres couleurs, de manière (lue le nombre total des boules soit N.
La probabilité d'amener du premier coup une boule de lune des trois couleurs indiquées sera évidemment (241) le rapjiurt
ou CT + TT +
On a donc cet énoncé : Lorsqu'un événement peut se produire dans diverses hypothèses dont les prob(d)dités sont inégales, la probabilité de cet événement est la somme des probabilités des hypothèses favorables à l'événement.
ViTl. Au lieu de probabilités absolues comme les précédentes, on peut avoir à considérer (Iqs probabilités relatives.
Supposons, dans l'exemple précédent, qu'on ne tienne compte que des tirages amenant une boule blanche, une boule rouge ou une boule noire. On peut demander quelle est la probabilité d'amener plutôt une boule blanche qu'une buule rouge ou une boule noire. Ce sera une probabilité relative qui aura évidemment pour valeur (2il)
La probabilité relativf d'un événement dési'gné parmi plusieurs autres est donc le rapport de In probabilité absolue de r événement dési'gné à la somme des probabilités absolues de tous les événements comparés.
248. Un événement peut résulter du concours de plusieurs autres. Sa probabilité devient composée en raison des événements dont il dépend. 11 y a alors deux cas à dislin<guer.
2tî). 1° Les événements supposés simples dont dépend V événement composé sont indépendants entre eux.
Supposons, par exemple, deux urnes renfermant: la première, m boules
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blanches et n boules noires, la seconde, /«' boules blanches et «' boules noires. On demande quelle est la probabihté de tirer successivement de chaque urne une boule blanche.
Le nombre des chances favorables est le nombre des arrangemer.ts qu'on peut former en plaçant après chaque boule blanche de la première urne chaque boule blanche de la seconde, c'est-à-dire
Le nombre total des chances est le nombre des arrangements qu'on peut former en plaçant après chaque boule de la première urne chaque boule de la seconde, c'est-à-dire
itn -\- n }(iii -t- //).
La probabilité de l'événement désigné ou la probabilité composée est donc
mm' _ ^ '"'
( m -+- /i)( m' -^ II) ni -T- /i m' -r- /^'
On a donc pour résultat le produit des deux probabiHtés favorables à l'existence des deux événements simples qui constituent l'événement composé.
On peut généraliser en considérant plus de deux urnes et dire que la prohabilite' d'un e'\^cticmciit compose' d'un nombre quelconque d'événements simples indépendants est le produit des probabilités des événements simples.
Par exemple, la probabilité de tirer un as d'un jeu de 32 cartes étant
— ou - 5 la probabilité de tirer successivement un as de trois jeuz de
32 cartes séparés sera
Dans l'ancienne loterie génoise, une urne contenait go boules portant les n' I, 2, 3, 4, •••• 90- Le tirage d'une boule désignée réjiondait à l'extrait simple, celui de deux boules à Yambe, etc. L'ambe de\enait déterminé, lorsqu'on indiquait en outre l'ordre de sortie des deux numéros. La probabilité de sortie du premier numéro i;idiquô était — ^
celle du second numéro était évidemment — • Par suite, la probabilité de l'événement composé avait pour valeur
90 {39 So I o
Quand on jouait sur l'ambe déterminé, on avait donc une chance pour gagner contre 8009 pour perdre.
ALGEBRE SUPERIEURE. U 1 C)
250. i" Les évc'iieme.'its supposés simples dont dépend l'événement composé ne sont pas indépendants entre eux.
11 faut alors tenir comple de la succession des événements simples dans l'évaluation de la probabilité de l'événement composé.
Soit une urne contenant N boules, dont n sont blanches. Quelle est la probabilité d'amener successivement 2 boules blanches, sans remettre la première rirée '''
Le nombre des chances favorables est le nombre des arrangements 2 3 2 des n boules blanches ou
Le nombre total des chances est le nombre des arrangements aà 2 de
toutes les boules ou
La [)rob<ib;lilé composée est donc
— est la probabilité du premier événement simple. Comme on ne remet
pas dans l'urne la première boule blanche tirée, il n'en reste plus que
« — I, sur N — I boules en totalité; ^^ est donc la probabilité du
deuxième événement simple dépendant du premier.
On peut facilement généraliser le résultat obtenu, en supposant qu'on doive tirer successivement do l'urne plus de deux boules blanches, sans en remettre aucune.
Quand les événements simples ne sont pas indépendants, Li probabilité de l'événement composé est donc le produit de la probabilité du premier événement simple, d'abord par la probabilité du deuxième événement simple quand le premier a eu lieu, ensuite par la probabilité du troisième événement simple quand les deux premiers ont eu lieu, etc.
Par exeinple, la probabilité d'extraire successivement les trois figures de carreau, dans un ordre quelconque, d'un jeu de 82 cartes, est représentée par le produit
De même, la probabilité de tirer successivement l'as, le deux et le trois dans un paquet de i3 caries de la môme couleur, pris dans un jeu de ri cartes, est représentée par le produit
r I I _ I i3 12 II 1716
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251. Un événement composé peut avoir lieu, comme un événement simple (246), dans diverses hypothèses ou dans différents cas dont les probabilités sont inégales.
Soient, par exemple, deux urnes, l'une contenant m boules blanches et n boules noires; l'autre, m' boules blanches et n' boules noires. Quelle est la probabihté d'amener une boule blanche en tirant au hasard dans la première ou dans la seconde urne ?
La probabilité de commencer le tirage par la première urne est évidemment - ( 241 ). La probabilité d'en tirer en outre une boule blanche
est, de même.
Ainsi, relativement à la première urne, la probabihté composée est (249)
Le même raisonnement donne, pour la seconde urne, la probabilité
composée
2 //.' -t- Il
La probabilité d'amener, dès le premier tirage, une boule blanche, est donc flnalement (246)
1 m -\- n 1 ni -t- //
La probabilité d'amener une boule noire serait
La somme des deux probabilités est égale à i; et, en effet, il y a certitude qu'on amènera une boule blanche ou une boule noire.
En généralisant, on peut dire que la probabilité d'un événement composé, qui a des probabilités inégales dans différentes hypothèses, est la somme des probabilités composées obtenues dans chaque hypothèse.
2o2. On aurait pu être tenté, dans la question précédente, de prendre pour probabilité du tirage d'une boule blanche dans l'une ou l'autre urne le rapport (Ju nombre total de boules blanches contenues dans les deux urnes au nombre total des boules considérées, savoir (2il)
On aurait ainsi négligé l'influence de la répartition inégale des boules
dans les deux urnes, et l'on voit que l'on aurait commis une grave erreur.
Si, au contraire, la répartition des boules était identique dans les deux
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urnes, les deux formules, comme cela doit être, conduiraient au même résultat.
253. Avant de terminer ces premières notions que nous compléterons plus loin, il n'est pas inutile de remarquer que des considérations spéciales, tirées des conditions physiques ou intrinsèques de la question peuvent, dans certains cas, dispenser de toute formule et de tout calcul. Ces simplifications spontanées, qui tiennent au fond même du sujet, se présentent dans toutes les branches des Mathématiques, et nous en donnerons ici un exemple.
Le jeu ÛQ passe-dix consiste à jeter trois dés sur une table. Le joueur gagne si la somme des points ainsi amenés surpasse dix. On demande la probabilité qu'il a de gagner ou de perdre.
Comme chaque dé présente six faces marquées comme nous l'avons dit (241), et que la répétition du même résultat sur la face supérieure de chaque dé est admise, le nombre des arrangements possibles des six numéros pris 3 à 3 est (232) 6^ ou 216.
11 faudrait, pour décider, énumérer, parmi ces 216 arrangements, ceux pour lesquels il y d^ passe-dix. Le rapprochement suivant résout immédiatement le problème sans aucun calcul.
Les points des dés à jouer se correspondent, de manière que leur somme, sur deux faces opposées, est toujours sept. Quand on jette les trois dés, la somme des points qui se trouvent sur leurs faces supérieures et sur les faces opposées reposant sur la table est toujours vingt et un. Par conséquent, si la somme des points supérieurs /m-mc dix, la somme des points inférieurs remplit la condition contraire, et inversement. 11 en résulte qu'à chaque arrangement qui fait gagner le joueur en répond un autre, écrit sur les faces opposées, et qui le ferait perdre si les dés tombaient en se retournant. La probabilité de gagner
ou de perdre est donc la même, c'est-à-dire égale à -•
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FORMULE DU BINOME. — TRIANGLE ARITH.MÉTIQUE DE PASCAL
Formule du binôme.
254. Nous nous proposons de trouver le développement de {a; + a)'"- ordonné suivant les puissances décroissantes de jc, m étant un exposant entier et positif. Ce développement si important porte le nom ûe formule du binôme. Nous l'établirons à l'aide de la théorie des combinaisons.
Nous avons vu {Alg. élém., 29) que le produit de n polynômes s'obtient en formant tous les produits n à n (213) des termes des polynômes proposés, c'est-à-dire que, danscliaqne terme d'un de ces produits, il doit entrer comme facteurs un terme du premier polynôme, un terme du deuxième, un terme du troisième, . . ., un terme du n'"'"".
Appliquons cette règle à la formation du produit des m binômes
où tous les premiers termes sont égaux à a: et oii tous les seconds termes sont différents, et supposons fiu'on ordoime le produit par rapport aux puissances décroissantes de .r.
En prenant les /« premiers termes des m binômes, on a évidemment x"^.
En prenant le premier terme x dans m^i binômes et le second terme a, b, c, . . ., ou /, dans le //i''""* binôme, on obtient des termes de la forme aa?'""'; et la somme de tous ces
termes est
(a -h è-hCH-. . .-f- l)x"'-K
Si l'on représente par Sj la somme de tous les seconds termes des binômes, le terme en x'^~'^ du développement prend la forme Si .a;'""*.
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En prenant le premier terme x dans ni — i binômes et les seconds termes a e\, b, a et c, a ei cl, . . ., ou k et /, dans les deux binômes restants, on obtient des termes de la forme abx'"--; et la somme de tous ces termes est
{ab + ac + ad + . . .^ /{l)x'"--.
Si l'on représente par S2 la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des binômes, le terme en ^'"-^ du développement prend la forme Sj^"' -.
Si l'on représente par S3 la somme des produits 3 à 3 des seconds termes des binômes, on voit de même que le terme en .r'"-3 du développement est de la forme S3 r'"~^
D'une manière générale, si l'on prend dans m — n binômes leur premier terme x et, dans les n binômes restants, leur second terme, on obtient des termes en x'"-" ; et la somme de tous ces termes ou le terme en x'"-"- du développement a pour expression Sn^'"~'^, en représentant par S„ la somme des produits n h n des seconds termes des binômes.
On obtient enfin le terme de degré o par rapport à x en prenant les m seconds termes des m binômes. Ce terme, produit des m seconds termes, est abcd . . .kl, et on le représentera par S,„.
Nous aurons donc finalement l'égalité
2oo. Supposons maintenant, dans l'égalité précédente, toim les seco/ids Ce/ mes des binômes égaux à a.
Le premier membre devient évidemment (x -^ a)'". Il faut chercher ce que deviennent dans le second membre les quantités S>I, ^2> • • • > 3«» ■ • • > S;„.
S, est la somme des seconds termes des binômes: ces seconds termes devenant tous égaux à a et leur nombre étant m, on a
Si = ma.
S2 est la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des m binômes ou la somme des combinaisons 2 à 2 formées avec ces seconds termes. Ces seconds termes devenant tous égaux à a, toutes les combinaisons deviennent égales à a-. S, repré-
sente donc le produit de a^ par le nombre des combinaisons de m objets pris 2 à 2, et l'on a (221)
On trouve de même
D'une manière générale, S„ est la somme des produits n à /i des seconds termes des m binômes ou la somme des combinaisons /i à « de ces seconds termes. Ces seconds termes devenant tous égaux à a, toutes les combinaisons deviennent égales à «"; S„ représente donc le produit de a"^ par le nombre des combinaisons de-m objets pris /i à n, et l'on a (221)
Enfin, S„,, représentant le produit des m seconds termes des binômes, devient égal à a"\ et l'on peut écrire
mini — I ) ( /« — 2 ) . . , ( m — n + 0
C'est la formule du binôme, d;uis le cas d'un exposant entier et positif.
236. Celte formule contient m + i termes. . Les termes extrêmes sont x'"- et a'". Dans les termes intermédiaires, l'exposant de oc va en diminuant et l'exposant de a va en croissant d'une unité, lorsqu'on passe d'un ternie au suivant. Il en résulte que, dans cliaque terme, la somme des exposants des deux lellies est toujours égale à m.
Quant aux coerilcients, les termes extrêmes ont pour coefficients l'unité et, les termes intermédiaires, les difréronls nombres de combinaisons qu'on peut former en prenant ni objet.s i à i , 2 à 2, 3 à 3, « à n, . . ., m — i a. m — i .
On peut dire aussi que le coefficient du dernier terme est
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le nombre des combinaisons de m objets pris m à /??, puisque ce nombre est égal à l'unité.
La formule du binôme s'écrit donc encore commodément comme il suit, en employant la notation habituelle des nombres de combinaisons :
( JT -+- «7 )"' = ^'" -h C.]„ a x'"-^ -+- Cl a- r'"-^- -+- C?„ rt' JC'"-^ -h . . . -+- C'„ a" X'"'"- + . . . ^ C^"' a'"-* X -+- C;;; a">.
257. Dans la formule du binôme, les coefficients des termes situés à égale distance des extrêmes sont égaux.
En effet, le coefficient du terme qui en a n a<,'ant lui est
rn
Le terme qui en a n après lui en a «i — n avant lui, puisque le développement comprend m + i termes; son coefficient est donc Cj"!'", et l'on a démontré (226) l'identité
fn . i^iit-n
258. Si l'exposant m est impair, le nombre m -h i des termes du développement est pair; les coefficients des termes intermédiaires se reproduisent alors deux à deux, à égale distance des extrêmes, et il suffit de calculer la moitié de ces coefficients.
Si l'exposant m est pair, le nombre m -\- i des termes du développement est impair; les coefficients des termes intermédiaires se reproduisent alors deux à deux, à égale distance des extrêmes, à l'exception du coefficient du terme du milieu fpii n'a pas de correspondant; il faut alors calculer la moitié plus un de ces coefficients.
259. Les termes du développement se déduisent successivement les uns des autres, d'après une loi très simple.
Le terme général étant celui qui en a n avant lui, écrivons ce terme et celui qui le précède immédiatement, en les désignant par T„ et T„_,. Nous aurons
jyi( m — \){ni — i). . .{m — n -\- \) „ „, „ \ .l.ô . . .n
_ m im-i){m-:i)...{m-n-^2) ,_,„_„+,
l .-Lô. . .( n — I )
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Et l'on peut remarquer que l'exposant de a indique combien le terme considéré a de termes avant lai, tandis que l'exposant de X indique combien ce terme en a après lai.
En divisant membre à membre les deux égalités posées, il vient évidemment
ce qui démontre que, pour passer d'un terme quelconque du développement au suivant, il faut multiplier le coefficient du terme donné par l'exposant de x dans ce terme et le diviser par l'exposant de a dans le terme quon veut former ; puis augmenter l'exposant de a et diminuer celui de x d'une unité.
2G0. Si l'on a à effectuer le développement d'une puissance entière el positive d'un binôme de forme quelconque, tel que 8a^+ 5 a- 6, on pose
et l'on détermine, d'après la règle précédente, la puissance correspondante du binôme A -i-B. On exprime ensuite les différentes puissances de A et de B, en fonction de a et de b.
261. La formule ti'ouvée (256) ne dépend pas du signe de a. Si le second terme du binôme donné change de signe, cette formule subsiste donc. Seulement, dans le développement, les termes qui contiennent a à une puissance impaire cliangent de signe, de sorte que les termes sont alternativemenl positifs et négatifs. On a ainsi
{x — a)'" = X"' — C]„ ax'"-^ + Cf„ a-x'"-- — Cj,, a'
Remarques et conséquences relatives à la formule du binôme
262. Nous croyons utile de préciser les remarques faites au n" 258.
I)'ai)rôs la règle établie au n° 259, en multipliant le coefficient du terme général T,, par la fraction
nous formerons le coefficient du terme suivant. Les coefficients du développement vont donc en augmentant tant que cette expression est supérieure à l'unité ou que la condition
est satisfaite. De cette inégalité, on déduit
et l'on doit distinguer deux cas :
1° m est impair. — Si m est impair, m — i est pair, et n
peut recevoir la valeur L inégalité (2) se changeant
alors en égalité, il en est de même de l'inégalité (i). L'cxpres-
sioii devient donc égale a 1 unité, et le terme 1„+, a le
même coefficient que le terme T„.
Dans cette hypothèse, le rang n + 1 du terme T„ est égal à
On est donc, à cet instant, parvenu au milieu du dévelop-
[jciiii'ni : le terme T„ en termine la première moitié, le
terme T^h-, en commence la seconde.
111 'I- f^ — " ., L exposant de rt dans le terme J„ est n = ; I exposant
de X dans le même terme est (256) m — n =
iJans le cas où m. est impair, on reconnaît donc quon est arri\(' au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme forme, l'exposant de x est supérieur d'une unité à l'exposant de a.
2" m asi pair. — Si m est pair, m — i est impair, et n ne m — 1
|)eiil recevoir la valeur
Dour 't ^=^ •» l'inégalité (2) est toujours satisfaite, et
le coefficient du terme T„-,-i augmente encore. Mais, pour
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«= —5 l'inégalité (2) change de sens, et il en est de même
de l'inégalité (i). L'expression ^ devient donc moindre
n -hi
que l'unité, et les coefticientsdu développement commencent
à diminuer.
Le coefficient maximum répond, par suite, h n= —• Dans
celte hypothèse, le rang /z + i du terme T„ est égal à
hi.
On est donc, à cet instant, parvenu au milieu du développement, et le coefficient du terme T„ ne se répète pas.
L'exposant de a dans le terme du milieu étant « rr: — ,
1 exposant de jc dans le même terme est m — n^ —
Dans le cas où m est pair, on reconnaît donc qu'on est arrivé au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme formé, les exposants de x et de a sont égaux.
263. Ce qui précède conduit immédiatement à la solution de la question suivante :
Par/ni les nombres de combinaisons qu'on peut obtenir avec m objets, en les prenant i « i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, quel est le nombre maximum?
On n'a évidemment (2oG) qu'à chercher quel est le plus grand coefficient du développement de la /n'«'"«^ puissance d'un binôme quelconque.
Si m est impair, il y a au milieu du développement deux coefficients égaux plus grands que tous les autres, et qui ont pour expressions (202)
^r.i' Gt C„/ .
Si m est pair, le coefficient maximum du développement est celui du terme du milieu et a pour expression (202)
tn
La question posée est ainsi résolue.
Par exemple, on obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 7 objets, en les prenant 3 à 3 oLi 4 à 4- On obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 10 objets, en les prenant 5 à 5.
264. Si l'on suppose, dans la seconde expression du développement de {a; 4- a)'" (256), jc =za=zi, on trouve
c;„ + et, + cf„+...^C7n +. . . + c
La somme des nombres de combinaisons qu'on peut former en prenant m objets i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., jn à m, est donc égale à 2'" — i.
265. Si l'on suppose aussi, dans l'expression du développement de {x — a)'" (261), ^ = a=: i, on trouve
0 3= I-CL+ Q,- c^, + . . .± c;;,q:. . .± c;;:.
Quand on considère toutes les combinaisons formées en prenant m objets i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, le nombre des combinaisons où il entre un nombre impair d'objets surpasse donc toujours d'une unité le nombre des combinaisons où il entre un nombre pair d'objets.
Nous venons de voir (264) que la somme de ces deux nombres est 2"* — i. Le premier a, par conséquent, pour expression 2'"-' (c'est un nombre pair), et le second, 2'"' — i (c'est un nombre impair).
266. Il résulte de là un fait assez curieux qui montre bien que, dans le Calcul des probabilités (239 à 2,>3), il faut se défier des premiers aperçus. On pourrait èlre lenlé de croire que, en prenant au hasard un certain nombre de boules dans une urne, il est indilférent de |)arier qu'on en tirera un nombre pair ou impair. Pourtant, en pariant pour un nombre impair, on a toujours une chance de plus qu'en pariant pour un nombre pair, puisque le nombre des combinaisons impiiires remporte toujours d'une unité sur le nombre des combinaisons paires (265). En d'autres termes, au jeu de pair ou non, on a avantage à parier impair.
Nous avons démontré (230) la relation
P/ï — Cn-i _, nn De C. — Cours. II [. i3
On a donc, en remplaçant m par m -\-i,
rn prt-1 _, pu
Sous celte forme, Ja relation indiquée prouve que, dans le développement de {x -\- a)'""^^ , un ternie quelconque a pour coefficient (2o6) la somme des coefficients du terme de même rang et du terme précédent dans le développement de {x -h a)"^.
Si l'on a, par exemple,
{x -\- ay ^= x' -^- y ax^ -h 21 a-x^ -\- Soa^x'
H- 35 a* a;' -h 21 a^x--h ya^x -h a'',
on peut en déduire immédiatement
{x -\- aY^=i x^-h {'] -^i)ax''
H- ( 2 1 + 7 ) a- J7^ H- ( 35 + 2 1 ) (7^ j?* 4- (35 -f- 35)a*^* + (21 + 35 )a^^^ + (7 4- 2i)a^:r2-l- (i + 7)a'j? -h a*, c'est-à-dire
{x -^ ay ^ x^ -\- % a x'' -\- 2'è a^ x^ -\- ^Ç> a^ x^
+ 7oa*a;*4- oÇ>a'x'^ -\- 28a^>r-+ %a''x -\- a^.
Triangle arithmétique de Pascal.
268. Pascal a donné dans la construction de son triangle arithmétique, et sous une forme originale, l'équivalent de la formule du binôme qu'on attribue souvent à Ne\vto.\.
En réalité. Newton ne l'a découverte que quelque temps après Pascal; mais ce dernier, en laissant de côté l'emploi des symboles algébriques, s'est privé des avantages considérables attachés à cet emploi.
269. Considérons le binôme x -\- a, et élevons-le aux puissances j, 2, 3, . . . , m, ....
Écrivons régulièrement, sur des lignes horizontales successives, les coefficients de chaque développement.
Nous formerons ainsi le Tableau suivant, dont la disposition est un peu différente de celle adoptée par Pascal dans l'opus-
cille int
itule
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Une fois qu'on a écrit les deux premières lignes Inrizontales (ou même seulement la première), toutes les autres s'ensuivent immédiatement d'après le théorème rappelé au n" 267 et exprimé par la relation fondamentale
D'après cette relation, en effet, chaque coeflicicnt du Tableau doit être égal au coefficient immédiatement supérieur augmenté de celui qui est placé à gauche.
Ainsi, dans la troisième ligne horizontale, le deuxième terme 3 est la somme du terme 2 qui est au-dessus, et du terme i qui précède 2; le troisiènîe terme 3 est la somme de 14-2; le quatrième terme i est la somme de o -t- i. On continuera de la même manière pour former successivement les autres lignes. 11 est peut-être plus commode de renverser l'ordre, c'est-à-dire d'effectuer les calculs en allant de gauche à droite. On dira, par exemple, pour la quatrième ligne : 0 + 1 = 1, i-t-3:=4, 3 + 3 = 6, 3-hi:=4, i-ho = i.
270. Une fois le triangle arithmétique construit, nous ferons complètement abstraction de la première colonne verticale ou de la coloime des unités. C'est ce que nous avons marqué par le trait de séparation indiqué.
Cela posé, comme les différents nombres de combinaisons qui servent de coefficients dans le développement du binôme ne commencent qu'au deuxième terme, on voit, d'une manière
générale, que la m''«™« ligne horizontale du triangle renferme les nombres de combinaisons de m objets pris i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, tandis que la n'^""^ colonne verticale renferme les combinaisons « à n de «, n + 1, n-\- 1, ... objets. A la rencontre de la /?i'«'"« ligne horizontale et de la /i'^"^ gQ_ ionne veriicale, on trouve donc le nombre de combinaisons de m objets pris « à /i ou C"j.
En d'autres termes, le rang d'une ligne horizontale , incliqué évidemment par son premier terme^ est l'indice des nombres de combinaisons qui s'y trouvent, tandis que le rang d'une colonne verticale, marqué évidemment par celui de la ligne horizontale où elle commence, est l'exposant des nombres de combinaisons qu'elle renferme.
271. Les termes de la première colonne verticale du triangle, toujours abstraction faite de la colonne des unités (270), sont dits nombres figurés du premier ordre; ceux de la deuxième colonne verticale, nombres figurés du deuxième ordre, ... ; ceux de la /i'^™^ colonne verticale, nombres figurés du «"'"« ordre.
Les nombres figurés du premier ordre sont les nombres naturels. Les nombres figurés du deuxième ordre sont encore appelés nombres triangulaires, et ceux du troisième ordre, nombres pyramidaux, etc. Nous verrons bientôt la raison de ces dénominations.
272. Si l'on considère de gauche à droite deux colonnes verticales successives du triangle, sa loi de formation (269) montre immédiatement qu'un nombre quelconque de la seconde colonne est égal à la somme de tous les nombres qui, dans la colonne précédente, sont situés au-dessus de la ligne horizontale à laquelle appartient le nombre choisi dans la seconde colonne. ;«
Prenons, par exemple (269), le nombre aSa dans la cinquième colonne verticale du triangle. Nous aurons successivement (269)
252 = 1264-126, 126 = 06-1-70, 56 = 214-35, 2i = 64-i5, 6 = 14-5, iz=o4-i,
c'est-à-dire, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre
el en simplifiant,
En d'autres termes, le ^'«'"« nombre figuré du n'^"'^ ordre (271) est égal à la somme des p nombres figurés du {n — i)'«'«« ordre qui lui sont supérieurs.
En admettant que le jw'ème nombre figuré du «'^'"^ ordre appartienne à la m'*"^ ligne horizontale, ce résultat correspond précisément à la formule généralisée du n° 231, savoir
nn rn-\ _i p/t-1 _, rn-\ _, _, rn-\
qui est, à proprement parler, le fondement du triangle arithmétique.
273. Proposons-nous enfin de chercher l'expression du pleine nombre figuré du n'*"'^ ordre.
La Ai'^™« colonne verticale, qui contient les nombres figurés du «'"""^ ordre (271), commence à la n'^'"^ ligne horizontale (270). Le />'^"^ nombre de cette «■'■'"" colonne verticale appartient donc à la {n -\-p — i)ièmc ligue horizontale, et il a pour expression (270, 226)
nn — rp-l
c'esl-à-dire (221)
274. Nous allons montrer comment on peut appliquer le triangle arithmétique à la solution de plusieurs questions intéressantes.
1° Somme des m premiers nombres naturels. — Celte somme est celle des m premiers nombres figurés du premier ordre : elle est donc égale (272) au m'è'"^ nombre figuré du deuxième ordre.
Pour trouver ce nombre, il suffit de faire /?=m et /i = 2 dans l'une des formules du n" 273, la première, par exemple. On trouve ainsi, pour la somme des m premiers nombres,
résultat déjà connu {Alg. élém., 330).
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2" Somme des carrés des m premiers nombres naturels. — Nous ferons usage de la iransformalion suivante. Soit l'identité
Si on la rapproche du résultat précédent (i°), en remplaçant successivement x par i, 2, 3, ..., m, elle prouve évidemment que la somme demandée est égale à la somme des m premiers nombres naturels, augmentée du double de la somme des m — i premiers nombres figurés du deuxième ordre, c'est-à-dire du (m — i)ième nombre figuré du troisième ordre (272). Pour obtenir ce dernier nombre, il faut d'ailleurs faire, dans l'une des formules du n" 273, /?=:/n — i et « = 3; ce qui donne
On trouve ainsi, pour la somme des carrés des m premiers nombres,
3» Somme des cubes des m premiers nombres naturels. — Une transformation est encore ici nécessaire. Soit l'identité
x^z=x -\- xix^ — i)=.x -h& — \
Si on la rapproche du calcul précédent (2°), en remplaçant successivement x par i, 2, 3, . . ., m, elle prouve évidemment que la somme demandée est égale à la somme des m premiers nombres naturels, augmentée de 6 fois la somme des (m — i) premiers nombres figurés du troisième ordre ou de 6 fois le {m — i)ième nombre figuré du quatrième ordre (272). Pour obtenir ce dernier nombre, il faut d'ailleurs faire, dans l'une des formules du n° 273, /? = m — i et « = 4; ce qui donne
On trouve ainsi, pour la somme des cubes des m premiers nombres,
mi !>i + i) (m -h 2) {m + i) m (m — i )
ou
Ce résultat montre que la somme des cubes des m premiers nombres est égale au carré de la somme de ces m premiers nombres.
Sans aller plus loin, on voit que, par l'artifice employé, le triangle arithmétique permettrait de déterminer de proche en proche les sommes des puissances semblables des m premiers nombres.
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APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME
Somme des puissances semblables des termes d'une progression % arithmétique.
2,75. La formule générale à laquelle nous allons parvenir permet de trouver d'une autre manière les sommes des puissances semblables des rti premiers nombres (274).
Soient a, b, c, d, . .,, h, k, l les m -\-\ premiers termes d'une progression par différence, de raison /•. Nous aurons {Alg. élém., 322)
Élevons à la puissance n -h i toutes ces égalités. Nous aurons, d'après la formule du binôme (235),
/i -f- I ( /i -f- 0 /? „ , « + I /.«+' = a"-^* M -^ra" + -^ r- «"-' + . . .H r'' a + /«+',
/î H- I , (n + i)n^,, n -\- \ c"+' = ^"+1 -{ rb" + ^ '— /■- b"-^ -h ... H /•" b + /•"+',
Représentons par S,, S,, . . ., S«-i, S„ les sommes des premières, deuxièmes, ..., {n — j)^'-'"'-^^ ,^iMi,es puissances des m premiers termes a, b, c, d, . . ., h, k de la progression considérée.
En ajoutant alors toutes les égalités précédentes membre à membre et en supprimant les termes communs, nous aurons
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évidemment
;«+, ^«.^1 ^ 'J_LJ. ,.S„+ in + ^)n ^.,g^_^ _^_ ^ ^
n-hi
Cette formule générale permet d'exprimer l'une quelconque des sommes S,, Sj, •••, S„_,, S„ en fonction de toutes les autres et des quantités données, et, par conséquent, d'obtenir ces sommes successivement de proche en proche dès qu'on en connaît une.
Il n'est pas inutile de se rappeler (2o6) que le nombre des termes du second membre est /i + 2.
276. Supposons mainlenanl qu'on prenne pour progression arithmétique la suite
des m -+- 1 premiers nombres entiers.
(3n aura alors
et les sommes S,, S,, . . ., S„_|, S„ se rapporteront ai/.r m premiers nombres entiers. La formule générale (i) deviendra d'ailleurs
Nous allons l'appliquer à la recherche des sommes S,, Sj, S3, Sj, en remarquant qu'on a {Alg. élém., 4.2)
So= i" 4- 2» + 3» + . . . + /«"= m.
277. Pour calculer S, ou la somme des m premiers nombres, nous ferons n ■= i dans la formule (2), dont le second membre contiendra alors (275) n -\- 2 ou 3 termes. 11 viendra donc
( /?t + I )- =n I + 2 S, -f- Sq.
Il en résulte, en remplaçant Sq par m,
(m H- i)- — (m -h i) m(m-hi)
comme nous venons de le retrouver C^lk).
278. Pour calculer Sa ou la somme des carrés des m premiers nombres, nous ferons n ^ 2 dans la formule (2), dont le second mem])re contiendra 4 termes. Il viendra donc
(m + i)*=i + 38,+ 3SiH- Sq.
Il en résulte, en substituant à So et à S, leurs valeurs,
3S, = (m4-i)^ — (m + i) — 3 ^!_(Z!iltii , et l'on en déduit facilement, comme précédemment (274),
279. Pour calculer S3 ou la somme des cubes des m premiers nombres, nous ferons « = 3 dans la formule (2) dont le second membre contiendra 5 termes. Nous aurons donc
Il en résulte, en substituant à So, S,, S2 leurs valeurs,
et l'on en déduit facilement, comme précédemment (274),
m^{m -hi)- r m{m + i)
280. Pour calculer enfin S4 ou la somme des quatrièmes puissances des m premieis nombres, nous ferons « =: 4 dans la formule (2), dont le second membre contiendra six termes. Il viendra donc
Il en résulte, en remplaçant So, Sj, Sa, S3 par leurs valeurs,
5S4^(m -hi)' — (m H-i) — o — ^^
m{in -f- ) ) ( 2 /?i 4- I ) m- ( /?? 4- i ) -
Ou en déduit facilement
3o S;:= m(m + i)(6m^H- gm^ 4- m — i). Le dernier facteur du second membre s'annulant pour
m =: ) il est exactement divisible par m-\ — (13), et l'on
obtient le quotient 6m--i-6/n — 2. Ce dernier facteur peut
donc être remplacé par le produit
On a, par conséquent,
Sommation des piles de boulets.
281. Aujourd'hui, on emploie deux espèces de projectiles : les projectiles cylindroconiques, destinés aux pièces rayées, et les projectiles sphériques, destinés aux pièces à âme lisse.
Les premiers se rangentd'une seule manière dans les arsenaux; pour les seconds, on peut adopter plusieurs dispositions.
Nous nous proposons de trouver des formules simples permettant de calculer rapidement le nombre de projectiles de même calibre contenus dans une pile déterminée.
282. I. Piles de projectiles cylindroconiques. — Pour construire cette pile, on forme une première file de m projectiles reposant sur le sol et se touchant tout le long d'une génératrice cylindrique. Au-dessus, on établit une file de m — i projectiles, posés de façon que chacun d'eux soit appuyé sur deux projectiles du premier rang dont il remplit l'intervalle. De même, la deuxième file reçoit et supporte une troisième
fiie ûe m — 2 projectiles. Et, ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ne puisse plus placer qu'un projectile sur les deux précédents.
Il est évident que la tranche verticale ainsi obtenue représente un triangle équilatéral dont le côté renferme m projectiles; car, pour arriver à un seul boulet, il faut de m retrancher m — I, ou placer m — i files au-dessus de la première.
A la suite de la tranche triangulaire et verticale ainsi construite, on en place parallèlement plusieurs autres. Toutes ces tranches sont en contact et présentent ainsi plus de stabilité. On voit que la pile complète offre l'aspect d'un prisme triangulaire droit couché sur l'une de ses face? latérales.
Comptons d'abord le nombre de projectiles d'une tranche. Il est évidemment égal à
ïn-{- {m — I ) -1- ( m — 2 ) -I- . . . -1- 2 4- i .
C'est la somme des m premiers nombres naturels ou le /?i'*'™« nombre figuré du deuxième ordre (272, 2Ti, i")
Ce rapprochement explique pourquoi les nombres figurés du deuxième ordre ont reçu le nom de nombres triangulaires (271).
Si la pile contient p tranches, il suffit de répéter/? fois le résultat précédent, et l'on a simplement, pour le nombre total de projectiles cylindroconiques qu'elle renferme,
Pour se servir de cette formule, il suffit de compter sur le sol le nombre des projectiles, tant dans le sens de leur largeur, c'est m, que dans le sens de leur longueur, c'est/?.
II. Piles de projectiles sphékiques
1° Piles triangulaires. — Prenons d'abord une pile triangulaire. Cette pile est formée de tranches horizontales représentant des triangles équilatéraux, comme les tranches verticales que nous venons de considérer (282). La tranche qui repose sur le sol a un côté renfermant m boulets; la suivante, un côté renfermant m — i boulets; et ainsi de suite, jusqu'à ce
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qu'on parvienne à un seul boulet. Chaque boulet, à partir de la deuxième tranche, repose ainsi sur trois boulets, et la pile complète offre l'aspect d'une pyramide triangulaire ou, plus exactement, d'un tétraèdre régulier; car toutes les arêtes latérales sont égales comme contenant m boulets.
Il résulte de ce qui précède (282) que le nombre total de boulets renfermés dans la pile, somme des nombres de boulets des différentes tranches, est la somme des m premiers nombres figurés du deuxième ordre ou le /«'«"'« nombre figuré du troisième ordre (272, 274, 2"), c'est-à-dire
m{rn -\-ï) {m -{- 2)
Ce rapprochement explique pourquoi les nombres figurés du troisième ordre sont appelés aussi nombres pyramidaux (271).
2" Piles à base carrée ou piles quadr angulaires. — Une pareille pile est formée de tranches carrées dont les côtés contiennent successivement un boulet de moins, jusqu'à ce qu'on arrive à un seul boulet. Ici, chaque boulet repose sur quatre boulets, et la pile complète a l'aspect d'une pyramide quadrangulaire à base carrée.
Si m est le nombre de boulets contenu dans le côté de la première tranche reposant sur le sol, cette tranche renferme m- boulets. La tranche suivante, dont le côté contient m — i boulets, en renferme (m — i)-; et ainsi de suite. On a donc à calculer la somme des carrés des m premiers nombres
et le résultat cherché est (274, 2», 278)
3° Piles rectangulaires. — Ce sont les plus usitées. On les construit en formant sui" le sol un rectangle dont les deux côtés renferment respectivement n et m boulets {n<.m) : on a ainsi n jlies de m boulets en contact. Posons
La première tranche horizontale est, comme on vient de le dire, un rectangle comprenant n files de m boulets. La
deuxième tranche horizontale, dont chaque boulet repose sur quatre boulets de la première tranche, est un rectangle qui comprend évidemment n — i files de m — i boulets; la troisième tranche est un rectangle qui comprend n — 2 files de m — 2 boulets; et ainsi de suite. La /i'«™* tranche, qui est la dernière, comprend n — {n — i) ou \ file de m — {n — i) ou de m — n-\-i boulets, c'est-à-dire de p -\-\ boulets.
Ainsi, la pile rectangulaire a l'aspect d'un prisme triangulaire reposant sur une de ses faces latérales et tronqué régulièrement à ses deux extrémités {Géom., 50i) ou, si l'on aime mieux, d'un comble à quatre pentes. En partant de sa partie supérieure, on peut dire qu'elle est composée de i (île de p-hi boulets, reposant sur 2 files de p -\- 2 boulets, reposant sur 3 files de /> + 3 boulets, ..., reposant sur n files de p -h n boulets.
Le nombre total des boulets renfermés dans la pile, ou le nombre à calculer, est donc égal à
p + i-l-2(yO + 2)-i-3(/>4-3)-)-...4-n(/3-|-n);
cette somme revient à
et, par suite (277, 278), à
En effectuant et en simplifiant, la formule cherchée est donc finalement
/i ( /i + I ) ( 3 /p + 2 /i H- I ) n{n -\- i) {d>in — n + i)
Si l'on fait n^:^m, on retombe sur la formule applicable aux piles à base carrée (2°).
Les deux expressions dont nous avons dû faire la somme pour arriver au résultat définitif montrent que la pile rectangulaire peut être considérée comme l'ensemble d'une pile à base carrée (2°) dont le côté renfermerait n boulets et d'un prisme triangulaire analogue à celui des piles cylindroconiques (282), sauf l'obliquité; ce qui est évident au point de vue géométrique.
284. Les piles que nous avons considérées successivement peuvent être tronquées. On les calcule alors en les regardant comme la différence de deux piles complètes, faciles à restituer.
Prenons, par exemple, pour fixer les idées, le cas d'une pile rectangulaire tronquée ayant à la base m et n boulets et, à la tranche supérieure, m'+ i et /«'h- i boulets. Il lui manque évidemment, pour être complète, tous les boulets renfermés dans la pile rectangulaire complète qui aurait à sa base m' et n' boulets. Le nombre de boulets de la pile tronquée sera donc
285. Remarque générale. — Nous terminerons, en observant que les calculs précédents dépendent d'une seule formule qu'on peut trouver directement, sans s'appuyer sur le triangle arithmétique ou la sommation générale des puissances semblables des termes d'un progression arithmétique.
Toutes les relations démontrées aux n°* 282 et 283 n'exigent, en effet, que la connaissance de la somme des m premiers nombres naturels et celle de la somme de leurs carrés qu'on appelle aussi nombres carrés. C'est ce qui a été mis en lumière pour les piles cylindroconiciues, les piles à base carrée et les piles rectangulaires. Nous allons le prouver pour les piles triangulaires (283, i").
Les tranches d'une pareille pile, à partir de celle qui repose sur le sol, contiennent successivement (282), en changeant m en w« — \ , ni — 2, . . . ,
boulets ou ~ m- -\ — m, 2 2
» » -(m — iY -\ — ini — i),
2 ){in-
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Par suite, le nombre total de boul»^ ts est éunl è
la notation employée signifiant que les deux sommes doivent être appliquées aux valeurs entières de m, comprises entre I et m.
La sommation des piles de projectiles exige donc simplement que l'on connaisse, en dehors de la somme des m premiers nombres, la somme de leurs carrés, et on l'obtient immédiatement par le calcul suivant, qui n'est, d'ailleurs, qu'un cas particulier de la sommation générale des puissances semblables des termes d'une progression arithmétique.
Posons
2'={j-hiy =1^4-3.12+3.1+1,
m^= (/?z — i + i)3= (m— 1)'+ 3 (m — 1)^+3 (m— i) 4- i, [m -\- i)^=^ {m -\- ly ^ m^+ 3/n2+ 3/« + I .
Si nous ajoutons toutes ces égalités membre à membre, en simplifiant et en représentant par So, Si, Sa les sommes dos puissances zéro, des premières puissances et des carrés des m premiers nombres, il vient évidemment
(/?i + i)5=i + 3S24- 3Si+ So;
c'est la formule obtenue au n" 278, et nous en déduirons de
même
On en conclura, pour le nombre total des boulets contenus dans la pile triangulaire,
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c'esl-à-dire
comme précédemment (283, 1°).
De la probabilité mathématique dans les épreuves répétées
286. On entend par épreuves répétées celles qu'on renouvelle successivement dans des circonstances identiques : ce sera, par exemple, la recherche des jets successifs dun même point avec un dé à jouer, ou bien la recherche des tirages des mêmes cartes prises dans un jeu déterminé et remises chaque fois pour ne pas altérer les conditions du tirage.
Quand il s'agit d'épreuves répétées, la solution dépend du principe des probabilités composées (249, 1°, 2S1) et devient une application de la formule du binôme.
287. Pour aider à comprendre ce qui va suivre, prenons d'abord un cas particulier.
Soit l'événement simple A dont la probabilité est p, et l'événement contraire B dont la probabilité est q. Si l'on répète deux fois ré|)reuvc d'amener A ou B, on forme un événement composé, possible de quatre manières différentes, figurées, si l'on veut, par les notations AA, AB, BA. BB.
La probabilité simple d'amener A une fois étant p, celle de l'amener deux (ois de suite ou de produire l'événement composé AA sera p x p ou /;2 (2iQ, I»).
La probabilité d'amener l'événement composé AB sera, de même, pq^ et celle d'amener l'événement composé BA sera qp.
Enfin la [)robabilitc d'amener l'événement composé BB sera q^.
Si l'on con\ icnt de ne pas tenir compte de l'ordre de succession des événements sim])les formant l'événement composé, l'événement AB sera identique à l'événement BA, et, par suite, la probabilité d'amener cet événement AB sera (2yJ ) PQ -^ qp = 2/?<jr.
En résumé, les probabilités des événements composés AA, AB, BB, son! exprimées par
/'^ 2/97, ryî,
c" est-à-dire par les termes du déveluppement ( p -+- q)^.
Si les épreuves sont répétées trois fois, on forme un événement composé, possible de huit manières ditîérentes, figurées par les notations
AAA, AAB, ABB, BBB.
ABA, BAB
BAA, BBA.
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Si l'on ne tient pas compte de l'ordre de succession des événemeiUs simples formant l'événement composé, il n'y a plus que quatre événements composés différents :
AAA, AAB, ABB, BBB,
dont les probabilités sont exprimées par
p\ ip^cj; 3pq^, <y3,
c'est-à-dire par les termes du développement (p-^qy.
On pourrait continuer ainsi de proclie en proche; mais il vaut mieux passer immédiatement à la démonstration générale.
2S8. On peut toujours assimiler les épreuves répétées relatives aux mêmes cliances à des tirages successifs de boules de diverses couleurs contenues dans une urne, la boule extraite étant njetée dans l'urne après chaque tirage, afin que tous soient effectués dans des conditions identiques.
Supposons donc, par exemple, une urne renfermant h boules blanches
et /boules noires. La chance d'extraire une boule blanche serap = 7-^,;
la chance contraire, c'est-à-dire celle d'extraire une boule noire, sera q = , ■> et l'on aura p -h rj = i (244).
Admettons qu'on fasse m tirages successifs ou m épreuves répétées.
D'après la règle des probabilités composées (2i9, 1°), la chance d'extraire d'abord m — n boules blanches, puis ensuite n boules noires, sera le produit de (m — n) facteurs égaux à la probabilité simple/» et de «facteurs égaux à la probabilité simple q, c'est-à-dire /j'"-"ç".
Mais, si l'on ne doit tenir aucun compte de l'ordre de succession des boules blanches et des boules noires, et si l'on demande seulement la probabilité d'extraire en m tirages successifs m — n boules blanches et n boules noires dans n'importe quel ordre, il est clair {'2o[, 287) que cette probabilité sera représentée par le produit/»'"-"^", répété autant de fois qu'on peut faire de combinaisons avec m objets pris m — n à m — n ou n a n (226).
11 résulte immédiatement de là que, si l'on forme la m'^""' puissance du binôme (/>-+- g) ( :2S6;,
(p -f- q)'" = pm^Clp"'-'q-hCf„p"'-^q'- + . . . -h C%p"'-'^ </" ^ . . . -+- C;;i q'",
le premier terme p^ exprime la probabilité d'amener m boules blancJies en m tirages; le deuxième terme Cl,ip"^-^q, la probabilité d'amener
m — I boules blniiclies et i boule noire; le troisième terme Cf„p"'~-q^, la probabilité' d'amener m — 2 boules blanches et 2 boules noires; et ainsi de suite.
Le terme ge'néral (lj,ip"'--'^q" répond à la question posée et exprime la prohabilite' d'amener m — n boules blanches et n boulet noires, en m tirages successifs.
Le dernier terme ^l^q"^ exprime la probabilité d'amener m boules noires.
Remarquons que la somme de toutes ces probabilités est éirale à i. puisqu'on a p -i-^r = i. Et, en eiïet, cette somme représente une certitude (2i4), en ce sens que m tirages successifs no peuvent donner que l'un quelconque des résulials que nous venons d'énumérer.
289. En définitive, en laissant de côté l'urne que nous venons de considérer et les boules qu'elle renferme, si nous appelons p la probabilité d'un événement simple A et q la probabilité de l'événement contraire B, la probabilité de répe'ter, dans m épreuves s:iceessives et identiques, m — n fois l'e'vénement A et n fois l'événement B, est représentée par le terme général du développement {p -+- q)'".
290. Nous avons \u que, si un événement composé pe.it arriver dans plusieurs liypotlièses dont les [)robabililés sont inégales, sa probabilité est la somme des probabilités composées favorables- à l'événement dans chaque hy|)Othèse (2ol).
Par suite, si l'on veut savoir quelle est la probabilité que, dan^ m épreuves répétées, l'événement B, dont la probabilité est q, n'arrive pai plus de n fois (il pourra arriver moins de n fois), il suffit de faire la somme des termes du dévelofipement de (p-hq)"' (288), depuis le premier terme/?'" jusqu'au terme général C'/„p'^-"q'\ qui contient q". Cette même somme exprime quelle est la probabilité que, dans les m épreuves répétées, l'événement A, dont la probabilité est p, n'arrive pas moins de m — n fois (il pourra arriver plus de m — n fois).
291. EXEMPLES. i° D'u/i l'eu de 32 cartes, on tire successivement 5 cartes, qu'on remet chaque fois pour l'épreuve suivante. Quelle al la probabilité d'amener 3 cœurs?
On a ici
Il faut développer {p^qf et prendre le terme du développement qui contient p^ (28S, 289), c'est-à-dire le terme
lo p^(j^= lo — — = 2- = —L-. = _1_. ' ' 4' 4' 4" a.-i* 5i2
La probabilité d'amener trois cœurs sur cinq cartes tirées est donc la fraction 4— comprise entre — et —
1° On jette un dé ^ jois de suite, et l'on demande quelle est la probabilité' d'amener l'as au moins deux fols.
On a ici
Il faut développer { p -h qY et faire la somme des termes du développement jusques et y compris celui qui contient p^ (190), c'est-à-dire la somme des termes
La probabilité d'amener l'as au moins deux fois dans quatre jets succès-
î ^ I II
sifs est donc la fraction — ^ comprise entre - et tt • 1296 7 8
292. La somme de tous les termes du développement ûe{p-i-q)"^ est égale à l'unité (288). D'autre part, le nombre des termes du développement ou le nombre des hypothèses relatives à la manière dont l'événement directe! l'événement contraire peuvent se produire dans les m épreuves répétées est égal k m -h i. Far conséquent, à mesure que m ou le nombre des épreuves devient plus grand, les différents termes du développement ou les différentes probabilités doivent décroître, en conservant de certains rapports.
293. Clierchons quel est le plus grand terme du développement de (p^q)'".
On a (239) pour le terme général T„, comparé à celui qui le précède et à celui qui le suit immédiatement,
n p n -hi p
Pour que le terme T„ soit le plus grand terme du développement, il faut qu'on ait à la fois (262)
m — n q et '- <l.
Il en résulte
et
On satisfait évidemment à ces deux dernières inégalités en posant (3) 11^^ = 1.
On voit alors que, si l'on Jait croitre indéfiniment les deux nombres
m — n et n sans changer leur rapport, les termes - et - - tendent ^ t^r ' n n q
vers zéro autant qu'on veut. On ne peut donc satisfaire aux inégalités (2) que par l'égalité (3).
On arrive ainsi à ce résultat remarquable :
En général, quand il s'agit d'un grand nombre d'épreuves répétées, l'événement composé dont la probabilité est la plus grande est celui dans lequel les nombres d'événements simples composants sont dans le même rapport que les probabilités de ces événements.
Par exemple, si l'on tire un très grand nombre de cartes d'un jeu de 32 cartes, en remettant chaque fois la carte tirée, la probabilité d'amener
un cœur est r- ou - , et celle d'amener une carte d'une autre couleur 32 4 est -• On a donc une probabilité plus grande que toutes les autres que
le nombre des cœurs sera à celui des autres cartes tirées dans le rapport de - à -- ou de r à 3.
294. Nous allons chercher à comparer le terme maximum que nous venons de déterminer avec les termes qui le suivent ou qui le précèdent.
Désignons par M le terme maximum et par K un terme placé A- rangs après le terme maximum.
Nous aurons
pm—nqn^
avec
la condition
et
m — rt -4- i)(m —
Leur rapport
se ru
.{ft + /i
m-n-k nn ^-k
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On peut poser é\idemmeiit {.^rithm., 188. 190)
m — « := rp et n = rq.
Ea divisant alors par r'^ les deux termes de l'expression (4), co qui ?e fera en divisant par r chacun des facteurs du coefficient fractionnaire, qui sont en nombre égal à k au numérateur et au dénominateur, il viendra
Si l'on fait maintenant croître indéfiniment le nombre des épreuves, m — Il et n croîtront indéfiniment, et il en sera de même de r. L'expression (4 bl^) tendra donc elle-même indéfiniment vers la valeur
c'est-à-dire vers l'unité.
Lorsqu'on multiplie suffisamment le nombre des épreuves, la probabilité exprimée par un terme K du développement de (p -^ ?)"S -^itue k rangs après le terme maximum M, tend donc à devenir égale à la probabilité maximum exprimée par ce terme. La même propriété existe, comme on peut le démontrer d'une manière analogue, pour un terme K' situé k rangs avaxt le terme M.
En résumé, quand on fait croître le nombre des épreuves, les probabilités exprimées par les termes qui se succèdent de K.' à K, K étant d'ailleurs quelconque, mais fixe, vont toutes en se rapprochant autant qu'on veut de la probabilité maximum exprimée par le terme M.
29o. Reprenons l'expression (4) à un autre point de vue. Laissons m et n très grands, mais fixes, et faisons croître k. L'expression (4) peut s'écrire
rp
rp — I rp — 1
rp-(k-
I) ryi-
rq -+- I
rq-\- % rq -}- "i
rq M- k
OU, en décomposant le dernier terme fractionnaire du second membre
de manière à multiplier par -^ chacune des k fractions qui précèdent ce
dernier terme,
K _ rpq rpq — q rpq — iq rpq — ( k — i)q
M rqp -+- p rqp -\- ip rqp -^3/) rqp -r- hp
On voit alors que les fractions du second membre vont en diminuant de la première à la dernière, puisque leurs numérateurs vont en décroissant et leurs dénominateurs en croissant. Il en résulte que. si on les rem-
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place toutes par la plus grande d'entre elles qui est la première, on a, leur nombre élant /f,
K / rpq
.M \ rqp -\-
Comme la quantité élevée à la puissance k dans le second membre de celle inégalilé est moindre que l'unité, on peut, en faisant croître sufFisainment /i<w, rendre celle puissance moindre qu'une quandlé donnée 3 {Alg. c'ie'in.^ 336). Il en résulte qu'en prenant k assez grand, on
peut a fortiori rendre — moindre que o.
La même propriété existe, comme on peut le démontrer d'une manière analogue, pour un terme K' situé A- rangs avant le terme M.
Les probabilités exprimées par les termes qui s'éloignent indéfiniment du terme maximum M dans un sens ou dans l'autre sont donc de plus en plus petites par rapport à ce terme.
En rapprochant ce résultat du n''29i, on voit que les termes du développement qui ont, après le terme maximum M, les plus grandes valeurs, s'agglomèrent pour ainsi dire dans son voismage, et que leur somme constitue la plus grosse partie du développement total.
29G. Tout ce qui précède conduit à une proposition fondamentale qu'on doit à Jacques Bernoufxi, qui l'a démontrée dans son Ars conjectandi publié après sa mort, en i7i3, et qui a justement conservé son nom. Elle peut s'énoncer comme il suit :
TtiÉORÈME DE Jacques Bernoulli. — A mesure qu'on multiplie les épreuves concernant un éve'nement simple A et l'événement contraire B, on a une prohabilité toujours croissante que le rapport du nombre des événements A à celui des événements B ne s'écartera pas, en plus ou en moins, du rapport de leurs probabilités respectives p et q, d'une quantité supérieure à une limite donnée ; quelque resserrée que soit la limite indiquée, cette probabilité croissante peut, d'ailleurs, tendre indéfiniment vers l'unité, pourvu que le nombre des épreuves augmente suffisamment.
En effet, représentons par Ti, T2, T3, . . ., T/i-, les termes du développement de ip-^q)"' qui sont distants du terme maximum M, de i, 2, 3, . . . , k rangs, comptés après ce terme. Les termes qui suivent T/^ seront T/,+i, T/,^2, T/,+3, • • -, TaA-,
A mesure qu'on s'éloigne du terme maximum M, le rapport de chaque terme à celui qui le précède Vii en diminuant (29j); le rapport inverse va, par conséquent, en augmentant. On peut donc écrire
Ti ^ T/,.,.1
T2 - Ta4-2 T3^Ta.+3'
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On en conclut évidemment
i./c l>(--t-i l/lM-2 1^+3
On a aussi, identiquement,
T/t Ta:h-1 -!- Tyt-f-2 -T- Tyt+3 + ■ •
M Si l'on remplace alors, dans le second membre de cette identité, t^t-
par les rapports successifs, tous plus grands, indiqués dans les ini'galités (i), il vient, en simplifiant,
Ta- Ta-+i -+- Tyt-i-2 -1- Ta-(-3 -t- . . . -^ 'l\k
La valeur de A- qui rend ^ plus grand qu'une quantité donnée ^ C29o)
rend donc a fortiori le second membre de l'inégalité (2) plus grand que
cette quantité.
Le terme M, qui renferme /?'"-" et q", a m — n termes après lui; le
terme Ta-, situé A- rangs après M, en aura donc m — n — A après lui.
,, . „ . . , ,. , . , m — n — A Si 1 on désigne par a 1 entier immédiatement supérieur a 7 -,
on pourra partager ces m — n — A termes en a — i groupes de A termes chacun, plus un dernier groupe contenant moins de A termes. Comme les termes considérés à partir de Ti vont en diminuant de l'un à l'autre (29o), la somme des termes de chaque groupe sera nécessairement inférieure à la somme des termes allant de Ti à Ta-. Or, si l'on représente la
quantité donnée k-> aussi grande qu'on veut pour A assez grand, par Na, N sera lui-même aussi grand qu'on voudra et, puisqu'on a, par hypothèse, ^ > Tcj on aura aussi, d'après l'inégalité (2), 1a 6
Ti-f- T.^ T3 + . . .^ Ta> Xï^Ta-^, ^- T/,+2^- Ta+3 + . . .-^ Tu-).
Le premier groupe de A termes après le terme maximum M peut donc être rendu plus grand que Xa fois le groupe de A termes qui vient après Ta- et, a fortiori, plus grand que N fois la somme de tous les termes qui viennent après Ta, puisque les (a — i) groupes de A termes qui suivent Ta: et le dernier groupe contenant moins de A termes et terminant le développement diminuent de l'un à l'autre.
On démontrera, d'une manière analogue, que la somme des A termes qui précèdent immédiatement le terme maximum M, et qu'on peut dési-
gner, en remontant, par T'i , T',, T'^, ..., T^., peut être rendue plus grande que N fois la somme de tous les termes qui précèdent T'^..
Il en résulte que la somme des termes qui vont de T},. à T;^) en laissant môme de côté le terme maximum M, peut être rendue plus grande que N fois la somme de tous les autres termes du développement de
(/; + ry)'«.
Si l'on désigne par Sa- la somme des termes allant inclusivement de TA à T/c et, par R, le reste du développement de (p + qY'^, avant et après, on peut donc toujours prendre A- assez grand pour avoir, en désignant par p une quantité finie,
Sa= NR + p;
ce qui donne, pour le développement entier, l'expression
NU -f- p -i- H.
Mais les probabilités exprimées par T/., .... T'^, T',, Tj, et par Ti. T2, T3, . . ., T/t, sont, pour m assez grand, aussi proches qu'on veut de
la probabilité maximum M (294) qui répond à la condition = -
(2'J3;, c'est-à-dire qui représente la probabilité p que l'événement A se produira m — n fois sur m épreuves répétées.
11 s'ensuit que, si la répartition des événements A et B a lieu conformément aux exposants qui affectent p el q dans l'un des termes de Sacette répartition différera aussi peu qu'on voudra, pour m assez grand, de celle qui donnerait m — n fois l'événement A sur m épreuves,
étant égal à la probabilité p de l'événement simple A.
Or la probabilité que la répartition des événements A et B répondra à l'un des termes de Sa- étant désignée par P, on a évidemment
p NR-^-p '■*"NR
NK -)- ? -f- R p 1
, KR N
Comme, en multipliant suffisamment le nombre m des épreuves, on peut augmenter k<^in et, par suite, NR et N autant qu'on veut, la probabilité P, toujours croissante, tend indéfiniment vers l'unité. Ccst précisément ce qu'on voulait démontrer.
(cherchons, comme application, quelle est la probabilité d'extraire
une figure d'un jeu de 52 cartes, lorsqu'on multiplie les tirages dans
les mêmes conditions. Comme il y a 12 figures, la probabilité pour Tévé-
12 3 nement simple est ^^ = -^7 • D'après le théorème de Jacques Bernoulli.
la probabilité que, pour un très grand nombre de tirages, le rapport du
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nombre de figures tirées au nombre total des tirages ne différera pas de
-X) en plus ou en moins, d'une quantité supérieure à la limite z aussi
resserrée qu on voudra, et restera compris entre -^- — e et -^-t-e, ^ ' ^ i3 i3
cette probabilité approchera de l'unité et, par conséquent, de la certitude
autant qu'on voudra, à la seule condition de multiplier suffisamment les
épreuves.
Un cas particulier doit être moniionné
Lorsqu'on demande la probabilité qu'un événement désigné arrivera au moin.t une fois dans un nombre donné d'épreuves répétées, le calcul peut se faire très simplement.
La seule chance contraire est, en effet, que l'événement désigné n'arrive pas du tout. On n"a donc qu'à calculer la probabilité correspondante et à la retrancher de l'unité.
Veut-on, par exemple, chercher quelle est la probabilité de marquer l'as au moins une fois en jetant trois fois de suite un dé à jouer?Laprohabilité de ne pas jeter l'as éiant -> la probabilité de ne pas lejeler dans
les trois épreuves répétées sera (2:9) - - - = -^- La probabilité de ' ^ 6 6 6 2i6
QI
le jeter au moins une fois dans les trois épreuves sera donc i ;; = — - 1
•■ ' 2lfa 2l6
fraction comprise entre - el -, mais beaucoup pins voisine de -•
298. Il n'est peut-être pas inutile de rappeler, en terminant cet exposé, que le terme de probabilité doit toujours être entendu dans le sens mathématique de la définition du n° 241. Par exemple, la proposition relative au terme maximum du développement de (/>-!- 7)'" (293) signifie simplement que, parmi toutes les hypothèses qu'oi» peut faire sur l'apparition des événements simples A et B, celles qui donnent, pour le rapport du nombre des événements A à celui des événements B
dans une série d'épreuves répétées, la valeur môme du rapport — des
probabilités des événements simples A et B, sont en plus grand nombre que les hypothèses donnant au premier rapport une valeur différente
de 2.
299. On se demandera sans doute, d'après cela, quel est le degré de confiance qu'on doit accorder à la théorie des probabilités, et il faut répondre qu'on se tromperait gravement en croyant rpie l'expérience justifie toujours, même à peu près, les prévisions du calcul. Ce n'est que dars le cas des épreuves répétées qu'il peut en être ainsi, puistiu'ona
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alors la latitude, en multipliant le nombre des é[)reuves, de rendre la probabilité aussi voisine ((u'on veut de la certitude d'après le théorème de Jacques BernouUi, dont on aperçoit ainsi l'extrême importance.
C'est ce que n'ignorent pas ceux qui établissent des maisons de jeux de hasard. Comme le nombre des joueurs ou des épreuves est considérable, les conventions, tout en semblant favorables aux joueurs, peuvent facilement être calculées de manière que, en définitive et malgré les fluctuations apparentes du sort, les entrepreneurs soient assurés d'un bénéfice estimé d'avance et les joueurs de la perte correspondante.
300. Nous remarquerons, en dernier lieu, que nous avons supposé jusqu'ici toutes les chances possibles complètement énumérées et toutes ces chances égaleînenl possibles. Mais il est bien évident que, pour les événements fortuits dont l'homme n'a pas déterminé directement les conditions, les causes qui donnent telles chances à tel événement sont pres(iuc toujours inconnues ou trop compliquées pour que nous puissions les analyser rigoureusement.
Pour nous faire mieux comprendre, prenons des exemples physiques.
Quand on joue k pile ou face avec une pièce de monnaie, il n'y a, au premier abord, que deux chances possibles, puisque la pièce doit nécessairement tomber, même lorsqu'elle roule en touchant le sol, sur l'un de ses deux côtés. La probabilité mathématique de chaque événement
est donc - • Mais la pièce pourrait n'être pas homogène, elle pourrait être
frappée do manière à tomber plus facilement sur l'un de ses côtés. Si, en consultant l'expérience, on la voyait marquer régulièrement trois fois face et une fois pile, on devrait dire que le jet de la pièce est soumis à quatre chances, trois ^o\xv face, une pour pile, et les probabilités mathématiques des deux événements seraient - et - •
De même, quand un dé à jouer est bien construit, il doit tomber avec une égale facilité sur chacune de ses faces. Mais, en altérant le dé, soit sous le rapport de la forme, soit sous le rapport de l'homogénéité de la matière, on peut rendre la probabilité du jet de l'as, par exemple, aussi grande ou aussi petite que l'on veut.
On pourrait d'ailleurs jouer avec des dés ainsi pipe'.'!, à la condition de connaître leurs irrégularités et de tenir exactement compte des chances diverses attachées au jet de chaque point,
301. Cette inégalité dans les chances, sur laquelle nous venons d'appeler l'attention, se reproduit à chaque instant dans l'appréciation des probabilités qui se rapportent à la succession des phénomènes naturels ou sociaux. La difTiculté est seulement rendue encore infiniment plus grande par l'ignorance où nous sommes des conditions ou des causes agissantes.
Il faut alors s'aider de considérations nouvelles, telles que celles qui
concernent les moyennes et les limites d'erreurs, par exemple, pour estimer la probabilité d'un événement.
Les probabilités des événements dont on connaît le nombre et la nature des chances sont des probabilités a priori : ce sont celles dont nous nous sommes occupé. Les probabilités des événements dont le nombre et la nature des chances sont inconnus sont des probabilités a posteriori.
Pour ces dernières, qui sont les plus importantes à déterminer, il faut recourir à l'expérience. C'est le théorème de Jacques Bernoulli qui permet celte détermination expérimentale. Car si, en m épreuves, l'événement désigné est arrivé n fois, m et n étant suffisamment grands, la probabilité P que la probabilité inconnue x de cet événement différera de
— , en plus ou en moins, d'une quantité e aussi petite qu'on voudra, tendra m
indéfiniment vers l'unité ou vers la certitude, en faisant croître indéfiniment m et n.
Prenons, par exemple, la question des naissances des deux sexes. Nous sommes dans une grande ignorance des conditions qui déterminent la propurtion des sexes dans chaque espèce animale; et c'est un des plus curieux problèmes qu'on puisse se firoposer, que de prévoir en particulier, par l'observation, la probabilité ou la chance d'une naissance masculine et celle contraire d'une naissance féminine.
Dès le commencement du xvin'' siècle, en compulsant les registres publics, on put remarquer que le nombre des naissances masculines l'emporte.^ d'une manière générale, sur celui des naissances féminines. Et c'est là, aujourd'hui, un fait que l'ensemble des documents recueillis par la Statistique a parfaitement constaté.
En consultant les relevés officiels reproduits dans \ Annuaire du Bureau des Longitudes, on trouve qu'il y a eu en France, pendant la période décennale qui s'étend de 1817a 1827 exclusivement, un nombre de naissances masculines égal à 4 981766 et un nombre de naissances féminines égal à 4 674 569. Le rapport du premier nombre au second étant 1,0657, il doit y avoir, d'après ce qui précède, une très grande probabilité que le rapport du nombre des naissances masculines à celui des naissances féminines s'écartera peu de ce résultat pour l'année 1827.
Or, en consultant r^/i/2«««>(?, on trouve, pour cette année 1827 5o5 3o7 naissances masculines et 474 889 naissances féminines, c'està-dire un rapport égal à 1,0641. L'écart n'est ainsi, en moins, que de 0,0016.
Si l'on pouvait adopter pour la France le rapport 1.06, il répondrait à très peu près à 18 naissances masculines contre 17 naissances féminines.
Kous n'insisterons pas davantage sur ces notions.
CHAPITRE IV
PUISSANCES ET RACINES D'UN POLYNOxME.
Puissances d'un polynôme.
302. On peut présenter de deux manières la recherche de la puissance m''^""' d'un polynôme quelconque, m étant entier et positif.
Dans la première méthode, on s'appuie sur la formule du binôme; dans la seconde méthode, dont l'exposition est beaucoup plus simple et plus rapide, on opère directement en ayant recours à la théorie des permutations avec groupes d'objets identiques et des combinaisons avec répétition des objets.
303. Première méthode. — En considérant deux termes d'un trinôme comme n'en formant qu'un seul, on peut ramener à la formule du binôme les puissances de ce trinôme; et, en appliquant de proche en proche le même procédé, on peut ramener à la formule du binôme les puissances d'un poh^nôme quelconque.
Soit d'abord le trinôme (a+ô-hc) à élever à la puissance m. En regardant a-^h comme un seul terme, 11 vient (255)
l+6 + c)'«=:(Gf-f-6)'"+ — (a-h6)'"-'c+ ^»(^^ — 0 . ^.„,,,^;
11 reste à développer dans le second membre les différentes puissances du binôme (a -\- b).
On obtiendra ainsi évidemment une série de termes dans
2j4 algèbue supérieure.
lesquels la somme des exposants des lettres a, b, c, sera constamment égale à m.
Par exemple, les termes provenant du terme général
— ,r^ !^ '- ' (a -t- b)'" -Pci'
contiendront tous le produit de cp par des puissances de a et de b dont la somme des exposants sera toujours m —p.
Réciproc|uement, si a, (3, y désignent trois nombres entiers satisfaisant à la condition
a + 3 H- y ^ tn,
le développement i-enfermera nécessairement un terme en a'^b'^c'!.
En eiïel, le développement renferme un terme en cTqui est
mi m — \.) (m — 1) . . Am — y + 1 1 ,
(i) -^ —^ ^ ^-^- (a-T-^)'"-ïcr,
et (a-+- 6)'"~T renferme un terme dans lequel a et 6 ont des exposants a et {3 tels que la condition a -h {3 = /?i — y ou. a + [3 + y =3 /n soit satisfaile.
Cherchons l'expression du coefficient du terme en a'^b'^c'î.
Par une transformation connue (223), on peut mettre ce terme représenté par l'expression (i) sous la forme
Dans le développement de (a -h 6)"'~"'', le terme en a* 6? ou en a^b"'-y-'^ a d'ailleurs pour coefficient, d'après la môme transformation,
al {m — y — a ) !
Le coefficient du terme en a^b?c^ est donc
m ! (m — y ) ! in\
y\{rii — y ) ! a ! ( m — y — a ) ! y\ y.\{ni — y — a ) !
et ce terme lui-même a pour expression, en tenant compte de la relation a + (3 4- y = w,
a! p! yl
Al.Gi;i3RE SUPÉRIEURE. 255
Pour avoir maiiitciianl tous les termes du développement de (rt 4- 6 4- c)"S il suflil de substituer dans l'expression précédente toutes les valeurs de a, (3, y, qui, en restant comprises entre o et m, salisfont à la condition a -h (3 -i- y = m.
304. Il faut seulement faire cette restriction que, pour a =: o, par exemple, la suite correspondante a! doit être remplacée par l'unité.
En effet, le terme considéré répond alors au dernier terme du développement auxiliaiie de {a -\- è)^^P ou de {a -h 6)'"-ï, qui se réduit à h?' ou à 6'"-Y affecté du coefficient i. 11 faut donc que le coelficient
{ni-y)\ ix\ {m — y — a ) !
qui devient — r dans le cas de a =: o, représente lui-même a!
l'unité dans celte hypothèse; ce qui conduit à la convention
indiquée.
305. Le même raisonnement est applicable à la recherche du lerme général de la puissance /«'«"^ d'un polynôme quelconque
Posons, en effet,
JCz:^h-\-C-\-d-\-....
La |)iiissance cherchée deviendra
(a + ^)'", et son terme général sera
Posons alors
nous aurons
a! {ni — a) !
et le terme général de ce nouveau développement sera
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Le terme général du développement {a + x)"^ ou du développement cherché deviendra donc
ou, en simplifiant,
al [i! (m — a — (3)! -^
Posons encore
et nous aurons
Le terme général de ce dernier développement étant
le terme général du développement cherché deviendra, après simplification,
JUl a^b'^C^ _m-a-.S-y
La loi est évidente et, en continuant, on trouvera, pour terme général du développement de
l'expression
On en déduira tous les termes du développement en substituant à oc, p, y, o, . . ., toutes les valeurs qui, en restant comprises entre o et m, satisfont à la condition
pourvu que l'on convienne de remplacer par l'unité les suites 7.1, (3!, y!, o!, ..., pour les valeurs particulières <x = o, ,3 = 0,
306. Seconde méthode. — Élever un polynôme quelconque a -\- b -t-c-hcZ-T-...
à la puissance m, c'est multiplier entre eux /?^ polynômes
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égaux au polynôme donné. Chaque ternie du produit comprendra donc un terme de chacun de ces m polynômes {Alg. élém., 29).
D'ailleurs, comme ces m polynômes sont égaux, la lettre a pourra se présenter c. fois comme facteur; la lettre b, (3 fois; la lettre c, y fois, etc. Le terme général qu'il s'agit de former contiendra donc le produit a'^b^c^cfi... et il aura un coefficient égal au nombre de permutations qu'on peut faire avec m objets, en en supposant a égaux à a, [3 égaux h b,y égaux à c, etc. Ce coefficient sera donc (238).
ou
PaF.3Pyl»5... al(3!y!ô!...
Le développement cherché pourra donc être représenté par la fdrmule
(a + 6 + c + ^ + . . .)'" = y ,^,^,\, a'^b^c'icfi
Pour avoir tous ses termes, il suffira de donner à a, [3, y, à, . . ., toutes les valeurs compatibles avec la condition
en acceptant toujours la convention a ! n= r pour a = o ou, d'une manière générale, la convention Pg^i.
307. On peut demander quel est le nombre des termes du développement, le polynôme donné {a+b-\-c-\-d-\-...) comprenant n termes.
Il est clair que ce nombre est celui des combinaisons qu'on obtient en prenant n objets m à m, avec permission de répétition et n pouvant être moindre que m. En effet, chaque terme du développement doit renfermer comme facteurs, avec permission de répétition, un des n termes de chacun des m polynômes égaux au polynôme donné, qu'on multiplie entre eux. Le résultat cherché est donc ( 235)
(i) (CR)^"= ^(^ + 0(^ + ^)- • -(^^ + m — i)
C'est aussi, comme on l'a déjà remarqué, le nombre de combinaisons sans répétition de (n + /n — i) objets pris m à m. De c. ~ Cours. III. 17
Comme on a (226)
'--'rt+m— 1 — -'n t-rn-it
on peut encore, en remplaçant m par n — i et, par consériuent, n par m -h i , prendre pour résultat
/ N /rn\'n (/w + i)(/?i + 2)(m 4- 3).. .(ffl -T-zt — i) (^) ^^^^^'^ = i.2.3...(n-i)
On emploiera la formule (i) ou la formule (2), suivant que m sera plus petit ou plus grand que n — i.
Applications.
308. 1° Carré d'un polrnôme. — Soit le polynôme (a -+-&-i-c-(- rf h-...) à élever au carré-
On devra faire m = 2 dans la formule générale du n" 306 et, par conséquent, il n'entrera que deux lettres dans chaque terme du développenie^f- On aura ainsi
avec la condition a -i- 3 = 772 = 2.
Si l'on suppose a = 2, on a j3 = o.
Par suite, P2 = 2, ?«= 2, Pp= i (d'après la convention du n" 304), et l'on déduit du terme général des termes de la forme «-.
Si l'on suppose a = i, on a ^ = i.
Par suite, ?»= 2, Pa= ij P3 = i- et Ton déduit du terme général des termes de la forme lab.
Si l'on suppose a = o, on a ^ = 2, et l'on retombe sur le premier résultat.
On a donc finalement
(rt -+- Z) -H C -f- C? H- . . . )2 = S «2 _,_ V 2 <?&.
C'est la loi connue {Aig. élém., 22ii qu'on énonce en disant que le carré d'un polynôme renferme les carrés de tous ses termes et les doubles produits de tous ses termes pris deux à deux.
309. 2° Cube d'un polynôme. — Soit le polynôme (a -H 6-1- c -i- f/-i- ...) à élever au cube.
On devra faire m = 3 dans la formule générale du n" 306 et, par conséquent, il n'entrera que trois lettres dans chaque terme du développement. On aura ainsi
(« _^ z, + c + rf +. . .)3 = 2 p7^ «'^'^^^'
avec la condition a -h |3 -1- y = 3.
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Si l'on suppose a = 3, on a j3 = o et y = o.
Par suite, P3 = 6, Pa=6, Pp=i, Py = i (par convention), el l'on déduit du terme général des termes de la forme a^.
Si l'on suppose a = 2, on a ^ = i et y = o om j3 = g et y = i •
On a donc, dans les deux hypothèses, P3 = 6, Pa = 2, Pp = i , Py = i , et l'on déduit du terme général des termes de la forme 3a^b ou 3a'^c, c'est-à-dire de la môme forme.
Si l'on suppose a = i, on a en môme temps p = 2 et y = o, ou [3 = i et Y = I ou ^ = o el y = 1.
On a donc, successivement,
Pp=-*,
Pï =
ou
Pa=',
Pp=',
Py =
ou
Pa=',
Ps=.,
Py =
et le terme général conduit à des termes de la forme 3ab'^ ou 6abc ou 3rtc2, c'est-à-dire à des termes de la forme Za'^b déjà obtenue et à des termes de la forme 6 «6c.
Enfin, pour a = o, on retombe évidemment sur l'un des résultats précédents.
On obtient, par suite, la formule
(rt-4-6 + cH-^-i-...)3=Srt»-+-23rt2è-f- Z6aùc.
On en conclut que le cube d'un polynôme est e'gal à la somme des cubes de tous ses termes plus trois fois la somme de tous les produits résultant de la rmdtiplication du carre' d'un ternie par la première puissance d'un autre terme, plus six fois la somme des produits de tous les termes pris trois à trois.
310. 3° Formule du binôme. — La formule générale, que nous avons démontrée par notre seconde méthode (306), doit contenir celle du binôme. En effet, si le polynôme donné est x -^ a^ on a, d'après cette formule générale,
avec la condition a -1- p = m, d'où p = /n — a. Il vient donc
Le coefficient placé sous le signe 2 étant égal à
-f- ■—-, OU à C?„ (223),
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le terme général du développemenl ii'esl autre chose que
et se confond avec le terme général de la formule du binôme (2^)6).
Racines d'un polj'nôme.
311. Admettons qu'un polynôme entier P, ordonné suivant les puissances décroissantes d'une certaine lettre ordonnatrice, soit la puissance /n*^™« d'un autre polynôme entier Q ordonné de la même manière. Le polynôme Q est alors la racine /n'*™« du polynôme P, et l'on peut poser
Q = a-^b-hc + d-Jr...-{-fc-hl = "\/P.
Connaissant P, on se propose de trouver Q.
312. Si l'on regarde Q comme un binôme formé de son premier terme a et de l'ensemble de tous ses autres termes considérés comme un seul terme, on aura (255)
L'expression (i) est une identité. Comme on suppose les deux polynômes ordonnés de la même manière, le premier 1 terme de P doit être égal à a'" et, par suite, le premier terme a de la racine Q est la racine m'ème du premier terme de P.
On peut donc énoncer cette première règle :
Pour trouver le premier terme de la racine m'*'"* d'un polynôme, on n'a qu'à extraire la racine m''«'"« du premier terme de ce polynôme.
Si le premier terme de P est kx"^, on aura donc
a = "\fkx^ = x'^ "\J\.
Les deux polynômes P et Q étant supposés entiers par rapport à ^ et de plus réels, n devra être un multiple de m el A devra être positif si m est pair (130, 2°). On pourra alors accepter
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les deux valeurs réelles de "\/Â, qui sont égales et de signes contraires (130, i"). Si m est impair, "\fk n'aura qu'une seule valeur réelle de même signe que A (130, 3").
Nous remarquerons immédiatement, avant d'aller plus loin que le dernier terme de la racine supposée exacte peut s'obtenir immédiatement comme le premier terme, e/i extrayant la racine m"^'"^ du dernier terme de P.
En effet, si l'on regarde la racine Q comme formée de l'ensemble de tous ses termes, moins le dernier, et de ce dernier terme l, le dernier terme de Q'" est évidemment /'". Si L est le dernier terme de P, on a donc identiquement
L=Z'" ou / = "v^.
313. Il s'agit maintenant d'obtenir les autres termes de la racine Q, à partir du deuxième terme.
Pour cela, nous déduirons de l'égalité (i) la valeur deP — a'", et nous aurons ainsi un premier reste U, qui sera
'{b^c + d-\-...-^k-^lY
Il est évident que le premier terme de Ri, qui est en même temps le premier terme de P — a'"- ou le second terme de P, est sans réduction ma"'-'^b, puisque les deux polynômes sont ordonnés suivant les puissances décroissantes de la même lettre et que ce terme ma"'-'^ b contient alors la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé que tous les autres termes du second membre de l'égalité (2).
Il en résulte qu'en divisant le premier terme de R, parma'"-', on obtiendra nécessairement pour quotient le deuxième terme b de la racine Q.
Continuons. La partie écrite à la racine étant a -\- b, regardons Q comme composé d'un premier terme (a-f- b) et de l'ensemble de tous ses autres termes comme second terme. Nous aurons ainsi
-+- "^^"^ ~'' {a + b)"'-- {c-hd-^...-\- k-^lf + ..
ALGEBRE SUPERIEUllE.
Nous déduirons de l'égalité (3) la valeur de P — (0-4- b)'", et nous aurons ainsi un deuxième reste R2 qui sera
Il est évident que le premier terme de R, est, sans réduction, ma"^-'^c, parce que ce terme contient la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé que tous les autres termes du second membre de l'égalité (4).
Il en résulte qu'en divisant le premier terme de R, par /na'"-i, on obtiendra nécessairement pour quotient le troisième terme c de la racine Q.
On peut poursuivre d'une manière analogue ; la loi est générale, et l'on peut énoncer celte seconde règle :
Pour trouver les différents termes de la racine, à partir du deuxième ternie, on n'a qu'à diviser par le diviseur constant ma"^-^, c'est-à-dire par m fois la {m — \yé'"e puissance du premier terme de la racine, le premier terme de chacun des restes successifs Ri, R,, R3, .. ., ces restes s'obtenant d'ailleurs en retranchant du polynôme P la m^^"^' puissance du premier terme, des deux premiers termes, des trois premiers termes, etc. de la racine Q.
31i. Lorsqu'on parvient au dernier terme l de la racine Q, on doit obtenir un reste nul, puisqu'on retranche alors Q'" de P.
Réciproquement, un reste nul indique que la racine est complèie, puisque la /n'^"^ puissance de cette racine repi-oduit le polynôme donné.
315. Nous ne nous arrêterons pas au cas où la lettre ordonnatrice entrerait avec le même exposant dans plusieurs termes de P. Il n'y a alors qu'à se reporter à ce qui a été dit sur ce sujet, pour la division et l'extraction de la racine carrée des polynômes {Alg-. élém., kl, 226).
Des racines inexactes.
316. Nous avons supposé jusqu'à présent que P était la puissance /?«'«="« exacte d'un certain polynôme Q.
Si cette condition n'est pas remplie, mais si l'on peut, toutefois, commencer l'extraction de la racine m'«"« de P en appliquant les deux règles énoncées plus haut (312, 313), on voit, d'après ce qui précède, que le polynôme P sera, à un instant donné, égal à la /n'^™^ puissance de la partie S écrite jusque-là à la racine, plus le reste R correspondant, et qu'on
aura l'identité
Mais l'opération n'aura pas de fin, puisque R ne peut pas être nul, et, en la poursuivant, on obliendra une suite illimitée de termes où l'exposant de la lettre ordonnatrice deviendra négatif et croîtra indéfiniment en valeur absolue. Ces exposants négatifs n'apparaîtront que si l'on atteint le reste de degré inférieur à S par rapport à la lettre ordonnatrice.
On peut remarquer l'analogie qui existe ici entre l'extraction des racines et la division des polynômes {Alg. éiém., 90, 227).
317. Lorsque le premier et le dernier terme du polynôme P ne sont pas tous deux des puissances m'«™«* exactes, on peut affirmer qu'aucun polynôme Q, tel que nous l'avons défini, ne peut être la racine /n>«™« de P (312).
Si la racine /?î>^'"^ du premier terme de P a un coefficient irrationnel, il peut se faire que la racine m'ème ^q p^ alors à coefficients irrationnels, soit rationnelle par rapport à la lettre ordonnatrice. Mais, si la racine m}^"^" du premier terme de P est complètement rationnelle, l'opération continuée ne peut amener à la racine que des termes rationnels. Il faut donc que le dernier terme de la racine soit aussi rationnel, c'està-dire que le dernier terme de P soit, comme son premier terme, une puissance /7i'«™« exacte. S'il n'en est pas ainsi, l'extraction de la racine est impossible exactement.
318. Il est inutile d'appuyei" sur l'analogie qui existe entre l'extraction de la racine /«'^'"^ des polynômes et celle de leur racine carrée, et de revenir sur la tbéorie de cette dernière, développée précédemment {Alg. élém., 226 à 229).
Nous ferons seulement remarquer que, si n est le degré d'un polynôme P, on ne peut commencer l'extraction de la racine carrée dans les conditions admises, que si n est pair. Alors, en poursuivant l'opération jusqu'à ce qu'on parvienne à un
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reste R de degré inférieur à la partie S écrite à la racine ou
de degré inférieur à — ? on obtient l'idenjlité
P=zS-+R.
On peut dire, dans ce cas, que ± S est la racine carrée de P, et R le reste de l'opération.
Il est d'ailleurs facile de voir que cette décomposition de P n'est possible que de la manière indiquée.
Supposons, en effet, qu'on puisse avoir
P=S2+R et P = S'24-R'.
Il en résulterait identiquement
ou
Mais S et S' sont de degré - par rapport à la lettre ordonnatrice, R et R' sont de degré inférieur. L'identité précédenle est donc impossible (18), à moins qu'elle ne se réduise à o=:o. Mais on a, dans celte hypothèse,
(S+S'j(S-S')=o et R'— R = o
ou
S=±S' ef R = R'.
La racine carrée de P n'admet donc bien que deux valeurs égales et de signes contraires, et l'opération conduit toujours au même reste.
Applications.
319. 1° Extraction de la racine /w'è/ne ^g.y nombres entiers. — Comme un nombre entier peut toujours être regardé comme la somme de ses dizaines et de ses unités, il est facile de lui appliquer les principes précédents, quel que soit le degré de la racine qu'on veuille extraire, en raisonnant d'ailleurs comme nous l'avons fait en Arithmétique pour la racine carrée et pour la racine cubique.
Quand le degré de la racine est un nombre composé de facteurs premiers 1 et 3, on n'a qu'à extraire successivement des racines carrées et cubiques (J37). Ainsi,
.Mais, quand les facteurs premiers de l'indice de la racine sont différents de 2 et de 3 ou quand ce degré est lui-même un autre nombre premier, il faut opérer directement..
Soit, par exemple, à extraire la racine cinquième d'un nombre.
On commencera par former le tableau des puissances cinquièmes des neuf premiers nombres. Ce tableau permettra d'obtenir, à l'unité près, la racine cinquième des nombres moindres que lo*, c'est-à-dire qui n'ont pas plus de cinq chiffres {AritJwi.^ 278).
Quand le nombre donné aura plus de cinq chiffres, sa racine cinquième en aura au moins deux, et l'on pourra la regarder comme composée de a dizaines et de b unités. Cette racine sera alors exprimée par («. lo -f- /;), et l'on aura (2jo)
( (7 . J o -f- Z^ )5 = «5 ^ I QÔ _)_ 5 ^(i _ [ 04 _ ^ _(_ _ _
Soit, pour fixer les idées, le nombre 14348907 dont on veut extraire la racine cinquième.
La cinquième pui^sance des dizaines de la "acine ne pouvant donner que des centaines de mille, on est conduit à partager ce nombre en tranches de cinq chiffres. Ici, on n'a que deux tranches, et l'on doit extraire la racine cinquième de la plus grande cinquième puissance renfermée dans la dernière tranche i43. Comme on a 25—32 et 30=243, le chiffre des dizaines de la racine est égal à 1. En retrancl'.ant 2^.105 du noml^re proposé, on a pour reste 11148907. Ce reste est supérieur au deuxième terme bci*.\o'*.h du développement de la racine, qui ne peut donner d'ailleurs que des dizaines de mille, il en résulte que le nombre 1114 des dizaines de mille du reste est au moins égal k 5a'*i>. Eu divisant 11 14 ()ar5<ï*, ou par 5.2^= 80, on obtiendra donc un chiffre égal ou supérieur au chiffre b des unités de la racine.
Le quotient de 1114 par 80 étant supérieur à 10, on essayera d'abord le chiffre 9, en cherchant si la cinquième puissance de 29 peut se retrancher du nombre considéré. Comme cette puissance est trop grande et qu'il en est de même de celle de 28, nous descendrons jusqu'à 7, (pii est le chiffre b des unités; 27^ reproduit précisément le nombre donné, et l'on a exactement
Quand on a besoin d'extraire des racines numériques de degré élevé, il est d'ailleurs toujours plus simple d'opérer par logarithmes.
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320. i" Dans toute prngresxinn par différence dont la raison est l'unité, le produit de quatre ternies consécutifs quelconques augmente de I est toujours un carré parfait.
Soit X un terme quelconque de la progression. Les quatre termes consécutifs que nous devons considérer seront jt, a: -i- i, .r -i- 2, x -i- 3, et il faut prouver que
N = x(j:-i-i)(j:-r-2)(x-i-3)-f-i = .r*-+-6jr3-(-m:2-+-6.7--i-i
est un carré parfait.
Nous n'avons qu'à essayer d'cxlnure la racine carrée de N suivant la règle connue qui se confond avec la règle générale (312, 313). Nous aurons {Alg. élém., 226 j
x* + 6 .r^ -f- I T .r- -H 6 j: -f- 1 6.r3 -\- iix--^ Ç)X -i- I IX- -\- 6.r-i- I o
Zx)'ix (ùX -h 1)1
On trouve un reste nul, et l'on a N =(x2- Le théorème est donc démontré.
321. 3° Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que la polynôme du quatrième degré
Ao-r^-l- Aior^-i- A.2X--\- A3J: -i- A4
soit un carré parfait.
On essayera l'extraction de la racine carrée du polynôme, et l'on poursuivra l'opération jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste du premier degré en x. En écrivant que ce reste est identiquement nul, on obtiendra évidemment les conditions cherchées.
Le calcul se présente comme il suit :
Ao X* -i- Al x'^ -t- A2 J.'- -T- A3 X -T- A4 Al jc^ -h A2 .r- -H A3 j: -T- Al A^
AsJ^-H Al
. Ai(4AoA,-Af)-| , r (4AoA,-Af)n
\f\oX^-\-
Al 4Ao.\î-.\î 2v/Â^ SAov/Â;
1 '/KqX''--
, Al ^ , 4AoA,-Af ^\/Ao SAov'Ao
4AnA,— Af
8Aov/Â^
Le reste du premier degré ea ,r peut donc se mettre sous la forme
8AgA3— 4A0A1A2+AÎ 04Af,At-i6AgA|^8AoAf A2- At
8A^ ■^'^ 64 Ao»
et les conditions pour que le polynôme donné soit un carré parfait sont évidemment
(1) A?-4AoAiA2-f-8A2A3=o,
(2) A* — BAoAf A2-i-i6A|Ai — 64A2A4= o.
On pourrait traiter la question d'une autre manière en se reportant à l'exemple du n° 29, où nous avons cherché les conditions de divisibilité du même polynôme du quatrième degré par le trinôme du second degré Bo.r2+ Bi.r -r- B2. En exprimant que ce diviseur et le quotient trouvé alors sont identiques, on pourra éliminer les coefficients Bo, Bi, B2 du diviseur qui deviendra la racine carrée obtenue ci-dessus. Puis, en introduisant les valeurs de Bo, Bi, B2 dans les équations de condition (i) et (2) du n° 29, on retombera sur les équations de condition que nous venons d'écrire.
322. 4° appliquer la méthode des coefficients inde'terinine's (Livre F', Ch. iii) à l'extraction de la racine m^^"^^ des polynômes.
Admettons que le polynôme inconnu
ao X" -i- ai .r«-i + . . . 4- a„, soit la raci.ie w'"" exacte du polynôme donné
AorP-f- Ai.r/'-J-f-. ..+ Xp.
On devra avoir identiquement
(ao.r«-f- ai.r«-i-l-. . .-h a„)'"= Ao-r/^-f- A,,r/^-i-+-. . .-(- A^. Les deux polynômes devant être de même degré (18), on aura
mn = p Il faut donc, pour que le problème soit possible, que p soit un multiple de m. Si cette condition est remplie, n = — sera le degré de la racine.
et l'on connaîtra le nombre de ses coefficients a^, aj, a^, . . ., a„.
En élevant cette racine à la puissance «, on obtiendra un polynôme de degré p comme le polynôme donné et, en égalant, pour les n -4- 1 premiers termes, les coefficients des mômes puissances de x dans les deux polynômes, on aura n + 1 équations pour déterminer les n -+- 1 inconnues. Les équations qui exprimeront l'identité des termes suivants des
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deux polynômes, et dont le nombre sera égal àp — n. seront des équations de condition qui devront être satisfaites d'elles-mêmes.
Les n -M équations qui déterminent les coefficients de la racine ont une forme qui rend leur résolution très facile. La première équation ne renferme que ao; la deuxième équation ne contient que ao et ai, et ao étant connu, elle donne ai qui n'y entre qu'au premier degré; la troisième équation ne contient que ao, aj, a2, et ao et aj étant connus, elle donne a., qui n'y entre qu'au premier degré; et ainsi de suite.
Remarquons, en effet, que, si l'on effectue le développement de
(ao.r'î+ aiJ:"-»-f- OLiX'^-^-^. . . -i- a,.r«-'-l-. . .-+- a^i)"»,
a/ ne peut appartenir à aucun terme dont le degré en x soit plus élevé que {m — i)« -{- n — i ou que mn — i (30b). Les i premières équations d'identité (il y en a en tout mn-hi ou /j-f-i) ne contiendront donc pas a;. Quant à la (/ -f-i)'^""" équation, elle renferme a, au premier degré; car, dans le développement ci-dessus, il n'y a qu'un seul terme du degré mn — i par rapport à x, et il a pour expression (306)
az-r^-'^ao-r")"»-! ou wa^ aJ"-' j;'""-'.
323. 5° Chercher, par la me'thode des coefficients indéterminés, les conditions pour que le polynôme
Ao^:^-!- Ai-r^-i- A^x -^ A3
soit un cube parfait.
La racine cubique, supposée exacte, de ce polynôme est de la forme %qX -^ aj. On posera donc
Aoj:^-)- Aij;2-+- A2.r -+- A3
= (ao.r -i- ai)3 = ag j;3-4- 3a5 7.^x--^ 3 Iq^Ix -i- af .
On a, par suite, pour conditions d'identité,
a» = Ao, 3a2ai = Ai, 3aoaf=A2, aJ = A3.
On déduit des deux premières
3/.- „. -f^i Al Al v/Â^
ao = /Ao et - — — —
La racine cubique du polynôme donné est ainsi v/Ao^"^"-3Âr"
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Les deux autres relations d'identité sont les équations de coodilions cherchées. En remplaçant ao et ai par les valeurs précédentes, elles deviennent
c'est-à-dire
(i) Af= 3A0A2,
(2) Al^2yAliU
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DES VARIABLES
Cas d'une seule variable.
32'i^. Soit un polynôme entier par rapport à x
Ao^'" + A,a;'«-' + A2^'"^' + . . . + A,„_,^ + A,„,
dans lequel les coefficients Ao, A,, A,, ..., sont des constantes réelles quelconques, et x la variable dont la valeur du polynôme dépend. Ce polynôme est alors \ine fonction de x et peut être représenté par F(^) {Alg. élém.. 309).
Si Ton remplace x par x 4- h, h désignant une variation ou un accroissement quelconque de x, il vient
F(:c -h /0 = Ao(^ + /0'"-+- A,(^ -h /O'"-' 4-A2(j;-h A)"'-- + .. . + A,„_i(^ + A) + A„,.
On peut alors développer chaque terme du second membre suivant la formule du binôme (25o). On a ainsi
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Si l'on considère le second membre de celle relation, on voil que les termes indépendants de h forment le polynôme proposé luim-ême, comme cela doit être, puisque, pour h^=zo, on doit retrouver F(a7).
Quant au coefficient de la première puissance de h, c'est ce qu'on appelle le polynôme déràé ou [adérivée du polynôme proposé. On représente la dérivée du polynôme F{a;) à l'aide de la notation ¥'{x).
Le polynôme
se déduit du polynôme V{jc) suiviml une loi très simple : il suffit, pour l'obtenir, de multiplier chaque terme de ce polynôme par l'exposant de x dans ce terme, en diminuant en même temps V exposant de x d'une unité.
Le premier terme de F' (a?) est ainsi mX^x"^-^ et le dernier A,„_i, car le dernier terme A,„ de F (:r) doit être regardé comme contenant x°.
En examinant les coefficients de ? ^> ■••, on voil
facilement que chacun d'eux se déduit du précédent suivant
la règle qu'on vient d'énoncer. Il en résulte que le coefficient
de — est la dérivée de F'(^) ou ce qu'on appelle la dérivée 1 .2
seconde de F(^). Cette seconde dérivée est représentée par
la notation Y''ix). De même, le coefficient de t, est la
dérivée de F"(^) ou la dérivée seconde de F'(^) ou la dérivée
troisième de F(.r), de sorte que sa notation est Y"'{x). On
continuera de la même manière, jusqu'aux derniers termes
du secontl membre de la relation que nous étudions.
Il faut observer, à ce sujet, que, si l'on applique la règle
aux deux derniers coefficients (seuls représentés ci-dessous),
au lieu de les écrire directement d'après la formule du
binôme (235), comme nous l'avons fait, ces coefficients, qui
sont ceux de A'"-' et de A'", prendront la forme
m {m — i){m — 2). . .2.AfjX ^{m — i){m — 2){m — 3).. .\ .Al
et
m{m — i)(wz — 2;. . .2. 1 .Ao,
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au lieu des expressions indiquées
r/iAo^ + Al et Ao-
Pour appliquer partout la même notation, nous écrirons donc les deux derniers termes du développement comme il suil, en désignant par F('"-*H"*) et par F('«)(^) la (m — O'^"^^ et la m'*™" dérivée du polynôme F(x) :
-fF('"'(-^')
il h
L'accroissement pris pai' le iiolyiwine ¥ {x), lorsque la variable .1- subit elle-même l'accroissement ou la variation positive ou négative h, a donc pour expression
-hF"'"(^)
325. Il est irnporliint de remarquer que, d'une manière générale, lorsqu'on prend les dérivées successives d'un polynôme F (x), le degré de chaque dérivée est moindre d'une unité.
Ainsi, le polynôme proposé élant du degré m, sa dérivée première est du degré m — i, sa dérivée deuxième du degré
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m — 2, sa dérivée troisième du degré m — 3, etc., sa /?i'ème dérivée du degré m — /n ou zéro.
Cette m^^'"^ dérivée ne renferme donc plus ce, elle se réduit à une constante, et les dérivées suivantes sont nulles ou n'existent pas.
A chaque nouvelle dérivée, il entre un coefficient de moins, parmi les coefficients les plus éloignés du polynôme donné, dans l'expression de la dérivée, et la /n''^™« ou dernière dérivée ne contient plus que le coelficient Ao du premier terme du |)olynôme supposé ordonné suivant les puissances décroissantes de la variable x.
Prenons, par exemple,
[Ao:
Y {x)=:.ix'^ — 7^^-T- bx'^-r- ox — i;
il viendra (32i)
F' {x)=z Sx^ — 21X-+ lox -Y-B,
F" {x)=:24X- — ^IX +10,
F'" {x)—^Sx —42,
326. Nous terminerons par une remarque qui nous sera utile plus tard.
Dans la formule (i) du n° 324, permutons x et h, ce qui ne modifiera pas l'expression du premier membre; nous aurons évidemment
F(.z--t-/O = F(/^)-hF'(/0 Y +F"(/0-^ (3) \ H-F"'(//) -^. +...
Ce nouveau développement permet de calculer i)lus rapidement le résultat de la substitution de x -{- h h la place de x dans le polynôme Y{x).
Cherchons, par exemple, ce que devient le polynôme cidessus (325), 2x*—']x^-^ox--i-3x — i, lorsqu'on y remplace X par X -i- S.
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Il suffit, d'après la formule (3), de former les différentes dérivées de ce polynôme et d'y faire a; = 3. On a ainsi, d'après les résultats précédents (325),
F'(3) = 6o, F"(3) = xoo, F"'(3) = io2, F^(3) = 48.
On a d'ailleurs
On peut donc écrire, en renversant l'ordre des termes el en tenant compte des dénominateurs,
V[jc + 3)=: 2 j;*-H 17.27^+ So^^H- 60a: -h 26.
Cas de deux variables.
327. Nous devons d'abord donner quelques indications préliminaires.
Considérons un polynôme entier par rapport à x et à y, en désignant ainsi deux variables indépendantes ou deux quantités qui varient d'une manière arbitraire et indépendamment l'une de l'autre.
Ce polynôme entier sera alors une fonction de x et de y, et nous le représenterons par ^{x,y).
On peut, dans cette fonction, regarder/ comme constante, et prendre le polynôme dérivé ou la dérivée de la fonction par rapport à la variable x (32'i-). On obtient alors ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonction par rapport à x.
De même, si l'on regarde au contraire x comme constante, et si l'on prend le polynôme dérivé ou la dérivée de la fonction par rapport à la variable y, on obtient ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonction par rapport à y.
On représente ces deux dérivées partiolic^, qui sont des dérivées /->/"e/wie/'e^ ou des dérivées du premier ordre, par les notations
Fu: (*•,/) et Y'y{x,y)
ou, plus simplement, par les notations
f;, et f;..
L'accent indique l'ordre de la dérivée partielle et, l 'indice, la variable indépendante par rapport à laquelle on a pris cette dérivée partielle.
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On peut former également les dérivées partielles des premières dérivées partielles obtenues, qui sont elles-mêmes, en général, des fonctions de x et de y. On trouve ainsi des dérivées partielles qui sont des dérivées secondes ou des dérivées partielles du second ordre de F(.r, t).
Comme les deux dérivées successives peuvent être prises, soit deux fois par rapport à œ, soit une fois par rapport à x et une lois par rapport à y, soit deux fois par rapport à y, on a, de cette manière, trois dérivées partielles du second ordre représentées par les notations
OU par les notations
On voit que l'ordre de dérivation correspond à l'accentuation de la lettre F et que l'indice de cette lettre indique les variables par rapport auxquelles les dérivées partielles successives ont été prises. L'indice x^ ou l'indice y^ remplace simplement, par convention, l'indice x,x ou l'indice v, y.
Si l'on forme encore les dérivées partielles des dérivées partielles du second ordre, on trouve des dérivées partielles du troisième ordre de F(.c, j). Les trois dérivées partielles successives pouvant être prises, soit trois fois par rapport à x, I soit deux fois par rapport à j; et une fois par rapport à y, soit, une fois par rapport à j? el deux fois par rapport à v, soit trois; fois par rapport à y, elles seionl représentées par les notations
Yl^{x,y), ¥:i:,y{x,y), Vl,y.{x,y), Yy»{x,y),
ou par les notations
On continuera de la même manière.
328. Lorsqu'il s'agit d'une fonct-ion entière, le degré des dérivées partielles des différents ordres va toujours en diminuant d'une unité (325). On arrive donc nécessairement à des constantes pour les dérivées partielles d'un certain ordre ' et toutes les dérivées partielles suivantes sont nulles.
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Soit, par exemple, la fonction entière du troisième degré
Fur, j) = ÂoJ?■^-^ A, jT-r -\- X^xy- -\- Asv''
Bu^-+ Bi J77 + B,j'-+ Co^' -h Cl 7 H- J)o
On en déduit successivement (32V, 327)
F^= 3AoJ?-+ 2A,^>' -1- Aa/'+aBo^H- Bij+Co, F^.=^ K^x'--^ i\^_jcY -^- 'ikzy--\- Bi j: H- 2B2 >• + C|,
FI-î = 6Ao^ + 2A1J + 2B0, Fj^^=; 2Ai^ H- 2A2 V 4- B],
FI'a=^6Ao, Fl'.i,^.= 2A,, Fi',,.î=2A2. FJa^ôAs.
Toutes les dérivées partielles du troisième ordre étant des constantes, les dérivées partielles d'ordre supérieur sont toutes nulles.
On peut remarquer que l'on a
Y'y^y.rzz '2K^X -<r 2 A^J^- Bi= F^,,-, FJ.',x»= 2 A, := Fjj_y) F^'»,a-^ 2 Aj^: F."-,^t.
11 en résulte que, pour le cas considéré, si les indices de F sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes exposants et que l'on prenne ces lettres dans un ordre quelconque, les dérivées partielles correspondantes demeurent identiques, c'est-à-dire que l'ordre suivant lequel on forme les dérivées partielles successives est indifférent. Nous reviendrons plus tard sur ce point important {voir Livre V).
329. Reprenons maintenant le polynôme entier quelconque V{x,y) et donnons respectivement aux deux variables x eiy (327) les accroissements h et k. Il s'agit de trouver le développement de F(^ + h, y -\- k), pour en déduire ensuite l'accroissement correspondant
Y{x + h,y-\-k) — ]^{x,y) subi par le i)ol\ uome.
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330. Remarquons que le terme général du développemenl obtenu, qui est le dernier écrit ci-dessus, revient à
fi(/i — i)(n— 2) „
F.rn'-3,^3 ( j:, j )/i«-3 A3 -f- . . . + F
En se re.iorlanl à la formule du binôme (233), on peut donc ' le mettre sous la Jorme symbolique
[¥A^,y)h-^Y'y{x,y)kY,
en convenant que les e.vposanls qui doivent alors affecter successivement Y^{x,y) et Yy{x,y) indiqueront seulement le nombre d'accents de la lettre F et l'exposant de son indice. D'ailleurs, dans cbaque terme du développement, les accents des deux lettres F devront s'ajouter, de manière que chacun d'eux contiendra F"*'(^,/), et l'on réunira en même temps, pour F<"', les indices x eX, y dont la somme des exposants sera toujours égale à /?.
331. D'après la formule (i) (329), l'accroissement pris par le polynôme entier F(x, y), lorsque les variables x et y reçoivent d'une manière indépendante les accroissements simultanés h et k, a pour expression
= F,{x, y)'l^ Fie {X, y) ^ + F:, {X, y) ^ + • • •
+ Fr(^, y) - + ^x,y{^, y) — + F;.,^.(^, y) — - + . . .
+ ^y (-^^ y) -TT + Fx, >K^, y)—- -H . . .
tMj, symboliquement (330) et en abrégeant l'écriture,
(f;.// + f;ao^
33*2. La démonstration donnée pour le cas de deux variables a? et r peut s'étendre sans difficulté au cas d'un plus grand nombre de variables.
On trouvera, par exemple, pour un pol^'nôme entier T{^, y, z), fonction des trois variables indépendantes a:, y, z, ces trois variables recevant respectivement les accrois- .sements h, k, l, et en abrégeant l'écriture dans le second membre (327),
hk
+ rky
hl
kl
AA
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Le terme général du développement serait ici, sous forme symbolique (330, 303),
— l — (f; A + f; A' -h f; ly.
333. Les développements précédents (32i, 320, 332) constituent ce qu'on appelle la série de Taylor appliquée aux polynômes entiers, bien que Tayi.or n'ait donné sa célèbre formule que pour une suite illimiiée.
L'utilité de ces développements, que nous généraliserons en les appliquant à une fonction quelconque, apparaîtra complètement lorsque nous étudierons la Théorie des dérivées et des différentielles (Livre V).
MÉTHODE DES LIMITES
Préliminaires.
334. Nous ferons précéder l'éliule des séries de la démonstration de théorèmes sur les limites, qui nous seront fréquemment utiles par la suite, et qui, bien qu'à peu près évidents, nous permettront néanmoins d'insister sur quelques remarques importantes.
Nous avons déjà donné, sur ce sujet {Géom., 213 à 220), les indications qui nous étaient alors indispensables. Nous avons rappelé, dans la première Partie de ce Volume (111), la définition des limites, et nous avons ensuite prouvé (112) qu'âne quantité variable ne peut avoir qu'une seule limite.
On énonce souvent ce principe, qu'on pourrait regarder comme un axiome, sous cette autre forme plus directement applicable :
Si deux quantités variables sont constamment égales entre elles dans tous les états de grandeur qu'elles affectent, et si l'une tend vers une certaine limite, l'autre tend nécessairem.ent vers une limite égale.
335. Il est bien entendu que, lorsqu'on pose, entre une quantité fixe A et une quantité variable X, la relation
limX = A,
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qui signifie que la différence entre A el X doit devenir et rester moindre que toute quantité désignée, la variable X peut demeurer toujours au-dessus ou toujours au-dessous de A, ou bien se trouver tantôt supérieure et tantôt inférieure
La seule condition imposée, c'est que, lorsque la différence entre A el X est devenue moindre que la quantité désignée, il faut qu'elle reste telle pour les variations ultérieures de X. Si cette différence, après être devenue plus petite que la quaniité désignée, devenait plus grande et oscillait pour ainsi dire autour de celte quantité, en s'en rapprochant el en s'en éloignant successivement, A ne serait plus la limite de X dans le sens que nous attachons à ce mot.
336. Lorsqu'une quantité variable a pour limite zéro, on dit qu'elle devient infiniment petite, et on la nomme un infiniment petit.
Un infiniment petit n'est pas une quantité déterminée, c'est une quantité essentiellemenl variable tendant vers zéro.
La différence entre une quantité variable et sa limite, tendant vers zéro, est toujours un infiniment petit,
337. Lorsqu'une quantité variable croît indéfiniment (ou sans limite), de manière à pouvoir devenir et rester supérieure à une quantité désignée aussi grande qu'on voudra le supposer, celte quantité variable est dite infiiniment grande ou, pour abréger, infiuiie, et on la représente souvent par le
Tll.
svmbole — ou co (.4/"-. élém., 115).
338. Ces termes û' infiiniment petit et d'infiniment grand n'ont d'autre but que la rapidité du langage.
Il est indispensable, surtout, de ne pas se méprendre sur le sens du mot infmi, qui signifie simplement l'absence de bornes quelconques, et qui, par cela même, exclut toute idée de comparaison, sous le rapport de la grandeur, entre plusieurs infinis.
Nous avons montré {Alg. élém., 206) que l'infini peut se présenter de deux manières : soit comme solution directe indiquant l'impossibilité du problème; soit comme solution auxiliaire admissible, lorsque la quantité principale dépend
ALGÈBRE SUPÉRIEURE. iSOC)
d'une autre quantité pouvant croître au delà de toute limite à mesure que cette quantité principale approche d'une certaine valeur fixe.
Soit l'expression
OÙ a est une quantité positive donnée et a: une quantité variable.
Assignons à ^ une valeur très peu ditTérente de a, et posons
ce ^ a zt z,
£ étant une quantité aussi petite qu'on voudra. On aura alors
£ étant un infiniment petit, j sera un infiniment grand, posilil ou négatif. Ainsi, l'infini peut être positif ou négatif.
Théorèmes sur les limites.
3i0. I. Si ta quantité variable X a pour limite A, et si P est un nombre fixe, le produit PX a pour limite PA.
Si nous multiplions la dilTérence A — X par P, nous aurons constamment
P(A-X) = PA-PX
les deux membres de cette égalité ont donc la même limite (33'i.).
-Mais, puisque X a pour limite A, le premier membre a pour limite zéro (336), et il en est de même du second. On a, par conséquent,
lim(PA — PX)=:o ou limPX^PA.
ZW. II. La limite de la différence de deux quantités variables est égale à la différence des limites de ces quantités.
Soient X et Y les deux quantités variables, /, et 4 leurs limites, a et (3 les différences qui existent à un instant donné
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entre X et Y et leurs limites, différences qui sont des infiniment petits (336). On a d'abord
X = /, -F a et Y = 4 + 3, d'oij
A la limite, a el [î s'annulent, et il reste
lim(X — Y) = /, — /o.
3i2. III. La limite de la somme de n quantités variables est égale à la som.me des limites de ces quantités, pourvu que n soit un nombre fini.
Considérons les n quantités variables X, Y, Z, . . ., dont les limites sont /,, l^, 4, ....
Les différences /j — X, /, — Y, U — Z, ... sont des infiniment petits (336).
La somme de ces n différences est moindre que n fois la plus grande d'entre elles, que nous désignerons par y.\ mais, la limite de a étant zéro, il en sera de même de celle du produit ny. (3i0) et, a fortiori, de celle de la somme des n dilïérences considérées. On peut donc poser
lim[(/, — X) + (/o— Y)-t-(/3 — Z)+...] = o
ou
lim[(/i -^ /, -+- 4 -h. . .) — (X -^ Y + Z +. . .)] = o,
c'est-à-dire
lira ( X -1- Y -h Z ^- . . . ) = /i H- 4 4- /s 4-
Ainsi, la limite d' une somme est la somme des limites de ses parties.
La démonstration et le théorème seraient en défaut, si n n'était pas un nombre fini. L'Algèbre l'indique en donnant uu produit «a, pour n =lcc, la forme indéterminée oo x o {Alg. élém., 119).
On le voit d'ailleurs bien simplement, en partageant un nombre donné a en n parties égales. On a alors, quel que soit «,
a= 1 1 h. ..(«lois).
Si l'on fait croître indéfiniment n, la limite de chaque partie
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est zéro, et la limite de leur somme est cependant toujours égale à a.
3i3. IV. La limite du produit de n facteurs variables est égale au produit des limites de ces facteurs, pourvu que n soit un nombre fini.
Soient X, Y, Z, ..., W les n facteurs variables, et /j, l.^, I3, ..., In, leurs limites respectives. En désignant par a, (3, y, . . ., V les difTérences qui existent à un instant donné entre ces facteurs et leurs limites, et qui sont des infiniment petits (336), on peut poser les égalités
En ujullipliant toutes ces égalités membre à membre, il vient
XYZ...W=(/, + a)(4 + (3)(/3 + 7)...(/„+v).
Le second membre de cette dernière égalité contient un nombre de termes représenté par 2" {Alg. élém.,'29). Le premier de ces termes est évidemment lil-îl^ . . . /„. Tous les autres termes, en nombre égal à 2" — i, renferment au moins un des infiniment petits a, j3, y, ..., v, et tendent, par conséquent, vers zéro quand les facteurs variables tendent vers leurs limites (336, 3V0). Il en est donc de même de leur somme, à la condition expresse que 2" — i ou n soit un nombre fini (3i2). On a alors, à la limite,
limXYZ...W = /,/,/3.../„.
3ii. V. La limite du quotient de deux quantités variables est égale au quotient des limites du dividende et du diviseur.
Désignons par /, et 4 les limites des quantités variables X et Y; soient Z leur quotient à un instant donné, et "k sa limite.
De l'égalité
on déduit
On a donc (3i3)
X = YZ
limX = lim'^' liinZ,
288 ALGÈBRE SUPl^RIEUKT .
c'est-à-dire
l, — Ul ou ^'=T*
345. VI. La puissance entière d'une quantité variable a pour limite la même puissance de la limite de cette quantité, pourvu que l'exposant de la puissance soit un nombre fini.
Soient X la quantité variable élevée à la puissance /> et / la limite de X.
X^ étant le produit de p facteurs égaux à X, la limite de X^ sera le produit des p limii< s de ces facteurs, c'est-à-dire Ip, puisqu'on suppose p fini (343). On aura donc
Wm^P = IP = {\\n\y^)P .
346. VII. La racine d' une quantité variable a pour limite la même racine de la limite de celte quantité.
Soit X la quantité variable, dont on a à prendre la r;icine „^ième. soient / la limite de X et À la limiie de "v^X. On a identiquement
Les deux membres de cette égalité étant constamment égaux ont des limites égales (334). On a donc, en appliquant le théorème précédent (345) au premier membre,
//«= l ou A = \i i.
On voit que m doit être un nombre fni.
347. Ce qui précède permet de généraliser le théorème VI et de l'étendre aux cas où l'exposant de la puissance considérée d'il fractionnaire on négatif .
Soit d'abord la quantité variable X dont la limite est /. Dé-
signons par X la limite de X'" ou de "y/X^ (140).
La limite de X'^ étant Ip (345), la limite de V^ sera "{/V' (3'!6). On aura donc
l = 'IUp ou l = 1'" .
Soit maintenant la puissance négative X"*?, dont nous désignerons encore la limite par >., celle de X étant toujours /.
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Comme on a constamment (IVo)
limX-^ =: lim ^,
on a aussi (334)
c'esl-à-dire (3U, 345)
/. = — ou 'A— M.
Le théorème relatif aux puissances (345) est donc complètement généralisé, et la puissance d'une quantité variable a toujours pour limite la même puissance de la limite de cette quantité, que l'exposant de cette puissance soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif , pourvu qu il reste fini.
Principe fondamental.
348. Tous les théorèmes démontrés ci-dessus ne sont que des cas particuliers du principe fondamental qui constitue, en réalité, la méthode des limites et que nous avons déjà indiqué {Géom., 217).
Nous rappelons ici en quoi il consiste.
Quand on veut trouver une relation entre des grandeurs qui ne se prêtent pas immédiatement aux comparaisons nécessaires, on peut essayer de les remplacer par des grandeurs variables plus simples, dont elles soient les limites. Si l'on y parvient, le problème est résolu. C'est ce que nous avons fait constamment en Géométrie, pour la mesure des lignes et des surfaces courbes et pour celle des volumes terminés par des surfaces courbes.
Considérons, pour préciser, une équation quelconque entre des grandeurs variables a^ j, z, ..., qui tendent vers leurs limites a, b, c, . . . . Cette équation sera de la forme
et nous admettons que les fonctions F et cp demeurent con^fnues {Alg, élém., 310), au moins lorsque les variables x, r, s, . . . sont voisines de leurs limites respectives a, b, c, .... Les différences de x,y,z, . . ., à leurs limites, pourront alors
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être assez petites pour que les fonctions F{x,y,z, ...) et 9(^, j, z, . . .) diffèrent elles-mêmes aussi peu qu'on voudra de F(a, b, c, . . .) et de o{a, b, c, . . .). qui représenteront, par conséquent, les limites des deux membres de l'équation (i). Comme les limites de deux quantités égales sont égales (33i), on aura finalement
Ainsi, lorsqu'on veut obtenir une relation entre des quantités considérées comme limites de quantités variables d'une espèce plus simple, on cherche d'abord une relation entre ces quantités variables; puis, on n'a plus qu'à y substituer aux quantités variables leurs limites, pour avoir la relation qui lie ces dernières.
En d'autres termes, lorsque des grandeurs variables tendent vers leurs limites, toute fonction de ces variables tend. en général, vers la même fonction de ces limites.
Celte proposition fondamentale résume la méthode des limites, et l'on voit qu'elle renferme tous les théorèmes précédents, qu'on aurait pu énoncer immédiatement comme il suit, en vertu de ce principe :
Lorsque des quantités variables tendent vers leurs limites, leur somme a pour limite la sonijne de ces limites, leur produit a pour limite le produit de ces limites, etc.
Théorème relatif aux moyennes.
3i9. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant un théorème sur les moyennes, qui se rattache utilement aux applications de la méthode des limites.
On appelle, comme on sait, moyenne de plusieurs quantités données, une quantité formée à l'aide de ces quantités et comprise entre la plus petite et la plus grande {Ârithm., 198).
Soient a, a' , a", . . . des quantités de même signe, et b, b' , b' , ... des quantités de signes quelconques, en nombre égal aux précédentes.
Désignons par y et par ô le plus grand et le plus petit des
• b b' b" rapports -, -7, ^j • • •• * ^ a a a
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Les différences
d'une part, et
d'autre part, seront toules de même signe {Alg. élém., 214). En multipliant les termes des deux suites respectivement par a, a', a" , . . ., on aura encore des termes de même signe, savoir
ay — b, «'•/ — b' , a" y — b" , . . . ,
b — ao, b' — a'o, b"—a"d, ....
Faisons maintenant la somme des termes de chacune des nouvelles suites obtenues et divisons chaque résultat par a -+- a!-\- a"+. . . . On aura, pour quotients,
et ces quotients seront encore de même signe. Il en résulte que la quantité
b b' b" est une moyenne entre les rapports -? — ,) — ;> ■••■> comme si ■^ ^ ^ a a' a"
les quantités b, b', b", . . . étaient toutes de même signe
{Alg. élém., 66); ce qu'on peut indiquer en écrivant
( ' ) 1 7, = moy . - , — : J -r, 5 •
Si toules les quantités a, «', a" , . . ., en nombre n, deviennent égales à l'unité, on retrouve, en particulier, pour des quantités de signes quelconques, l'expression de la mojenne arithmétique {Arithm., 198)
Enfin, si l'on remplace, dars la relation (i), b, b', b", ..., respectivement par les produits ab, a'b', a" b", . . ., ce qui est
permis, puisque b, b' , b" , . . . sont des quantités quelconques de signes quelconques, il vient, en chassant le dénominateur,
(3) àb^a'b'-ha"b"
;(« + a'4- «"+...) moy. (6, b',b", ...).
La somme des produits ab, a' b' , a" b'\ ... est donc égale à la somme des facteurs de même signe a, a', a", . . . , multipliée par une moyenne entre les facteurs de signes quelconques b,
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES SÉRIES
Définitions.
350. Une série est une suite indéfinie ou illimitée de termes ou de quantités, qui se déduisent les uns des autres suivant une loi déterminée, quelle qu'elle soit.
Il en résulte qu'il suffit, pour former un terme de la série, de connaître son rang.
L'expression qui fait connaître un terme en fonction du rang qu'il occupe constitue le terme général de la série.
351. Nous représenterons, en général, une série par la somme des termes
Le rang du terme est alors en avance d'une unité sur son indice, le n'è™^ terme étant «„-i.
Nous désignerons par S„ la somme des n premiers termes de la série, et nous poserons
S„:= «0+ «1+ «2+ «3 + - • •+ "rt-l-
Cela posé, nous aurons trois cas, c'est-à-dire trois espèces de séries à distinguer.
352. 1° Si la somme S„ des n premiers termes de la série tend vers une limite fixe et déterminée S, à mesure que n croît indéfiniment, la série est une série convergente.
La limite S est souvent appelée la somme même de la série. La différence S — S„ est le reste de la série, qu'on exprime par H„.
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2° Si la somme S„ des n premiers termes de la série peut croître, en valeur absolue, au delà de toute limite, lorsque n croît indéfiniment, la série est une série divergente.
3° Si la somme S„ des n premiers termes de la série, sans croître indéfiniment, ne présente aucune limite fixe, mais passe d'une valeur finie à une autre valeur finie, sans s'arrêter à aucune, lorsque n croît indéfiniment, la série est une série indéterminée.
333. Par exemple, toute progression par quotient, décroissante et illimitée, est une série convergente {Alg. élém., 3i2).
Toute progression par quotient, croissante et illimitée, est une série divergente {Alg. élém., 343).
La série
dans laquelle la somme des n premiers termes passe constamment de I, lorsque n est impair, à o, lorsque n est pair, est une série indéterminée.
Emploi des séries.
33i. On emploie les séries, en général, pour remplacer certaines fonctions compliquées, dont elles doivent faire connaître les valeurs avec une approximation d'autant plus grande que l'on considère un plus grand nombre de termes dans ces séries.
On arrive ainsi à calculer plus simplement et plus rapidement les valeurs numériques des fonctions, ou à étudier plus facilement leurs propriétés. Mais, pour que cette simplification soit permise, il faut que la série substituée ait réellement pour limite la fonction proposée, c'est-à-dire il faut que celte série soit convergente.
L'ensemble des termes qu'on néglige après les n premiers termes de la série, ou le reste de la série, représente Terreur commise ou l'approximation obtenue.
On voit par là que les séries divergentes et les séries indéterminées ne peuvent être, en général, d'aucun usage.
333. Lorsqu'une série est convergente, peu importe le nombre de termes qu'il faut y conserver lorsqu'il s'agit d'une
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démonstration indépendante de toute considération numérique. Au contraire, si l'on a en vue d'obtenir des valeurs numériques, suffisamment approchées, de la fonction, il est nécessaire, pour que les calculs ne deviennent pas impraticables, qu'on n'ait pas à conserver dans la série un nombre de termes trop considérable. C'est ce qu'on exprime en disant que la série doit être alors rapidement convergente.
356. Les premières séries qu'on ait rencontrées sont celles qu'on a obtenues en appliquant la règle de la division à la
fonction ; — et celle de l'extraction de la racine carrée à
a 4- bx
l'expression \]a-^bx . Elles se sont donc présentées naturellement comme ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de la variable x.
Divisons, par exemple, i par i — x. Nous avons trouvé précédemment (il)
Si l'on a x<.i, la quantité x"^ peut devenir aussi petite qu'on voudra, pour n assez grand (Alg-. élém., 33G), et la
fonction peut être remplacée par la série convergente
{Alg. élém., 342)
dont la limite est précisément la fonction
Si ion a, au contraire, :r >i, la quantité x"' peut devenir aussi grande (ju'on voudra, pour n assez grand {Alg. élém., 330). La série
est alors divergente {Alg. élém., 345), et elle ne peut pas remplacer la fonction _-
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Exemples de séries convergentes.
L'identilé suivante ( Il
{llo— «1) +(Wl— Hi)
011 Uq, Ui, U2, i/z, ■■■, W/z-i» "«, ••• sont des nombres assujettis seulement à la condition que u,, devienne infiniment petit (.336) pour n infiniment grand (337), renferme un très grand nombre de séries dont la somme est connue, c'està-dire de séries convergentes.
La somme de la série est le premier membre de l'identilé; ses termes sont les différences indiquées dans le second membre. Cette série est convergente, car la somme des n premiers termes se réduit à «0 — "n, c'est-à-dire, à la limite à Uq, puisque, pour n assez grand, «„ est un infiniment petit.
358. Nous allons faire quelques applications de l'identité (i). 1° Soient
l(Q=l, Ui = X, U2= •£^, 1/3= x^, ....
et
L'identité (i) devient
ou, en divisant les deux membres par i — x,
= i-hx-hx^-h x^ + . . .-+■ u."»-i -+-...,
comme au n° 3o6.
2° Soient
II I I
3 Soient
«0=1) Ml = — ) ''2 = T ' «3 = ~ ' • • • >
L'identité (i) nous donne
c'est-à-dire
3 i5 35 " ' (2/^ — i)(2«-t-i; et, par suite,
2 3 i5 35 ' (2rt — i)(2/«-)-i)
4° Soient, enfin,
uq = arc tang - > «i = arc tang r , lu = arc tang
b ' ^ a -\- il)
113 = are tane r-r > • • • . m„-i = arc tang -y , • • • •
La condition imposée (3j7) est toujours remplie; car, pour n infiniment grand,
Un— arc tang
nb
est infiniment petit (Trigon., 22).
L'identité (i) devient
arc lang - = arc tans arc tan
arc lans j — arc tang
^ a -^ b '^ a ^ ib
arc lang 7- — arc tanç
'^ a-\-ib ^ a -i-'ib
arc lang -r — arc tang '- — y -H.
l ^ a-h [/i — \)b '^a-Jr-/ibj
et, en remarquant que l'on a, d'une manière générale (Trigon. 55),
arc
tang ;
— -r — arc tans; j
-\)b "- a -^ nb
i-\-{n — \)b a -\- nb
[a -^ {n — i)b}[a -\- nb]
= arc tans ? —
hc
^{/i — \)b] [a-h nb] -^ c^'
on
peut 1
écrire
arc tang -
bc
-t- arc tang -, —
bc -^ b){a-^ ib) -\- c-
bc
-t- arc tans 7 —
hc
\ a -h ( n — i ) h] [a -h nb] -^ c-
On peut maintenant faire dans cette formule les hypothèses qu'on voudra sur les quantités a, b, c.
Prenons, par exemple, a = i, b =1, c = i, et nous trouverons {Trigon., 22)
TT , 1 I I
arc tang i = - = arc tang - -4- arc tang — v- arc tane —r
-4- arc tang h ... -H arc lans;
359. On peut ramener, dans certains cas, la série proposée à la forme affectée par l'identité (1) (357), et la sommer alors immédiatement.
Soit la série
{X -\- Il — l) {X -\- II)
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On a évidemment, quel que soit x,
(x -\- n — i){x-^/i) X -\- Il — 1 X -^ n
En ajoutant tontes ces identités membre à membre, on trouve évidemment
X ■z-(:t'-Hi) (jc-1- 1 )(.r-h 2) (^-t-2)(x + 3)
360. On peut aussi, dans certains cas, obtenir la somme d'une série en la décomposant, par le partage approprié de chacun de ses termes, en séries plus simples ayant des sommes connues.
Posons
S = I -+- 2j:-1- Zx'^-\- \x'^-\-. . .+ rtjr«-i-l-(« -)- i)x«-t-. . .,
X étant un nombre positif ou négatif, plus petit que i en valeur absolue. On peut mettre la relation précédente sous la forme
1+ ar«-+-
i-hx« +
La première ligne de la valeur de S représente •
(356); la deuxième
ligne, en mettant x en facteur commun, représente — '—; la troisième
ligne, en mettant x^ en facteur commun, représente
(rt -+■ i)'""^ ligne, en mettant x« en facteur commun, représente
> etc.; la
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On a donc finalement (336)
{i-xf
361. Ces exemples suffisent pour montrer qu'il existe un nombre, pour ainsi dire indéfini, de développements que l'on peut effectuer ou de séries convergentes que l'on peut sommer par des procédés simples.
On en trouvera de très intéressants dans le beau Traité de Calcul dijjérentiel et de Calcul intégral de M. J. Bertrand.
Premier caractère incomplet de convergence. — Exemple de série divergente : série harmonique.
362. I. Pour qu'une série soit convergente, il faut que, à partir d'un certain rang n, la valeur de ses termes tende vers zéro autant qu'on veut, à mesure que n augmente.
Considérons, en effet, la série supposée convergente
S :=«oH-«l-T- «2+ «3-+-- • •+ "«-1+ "«+ ««+1 +
Si n est suffisamment grand, nous pourrons, par définition (332), poser à la fois
S = limS„ et S:=limS„+i.
Il en résultera (3il)
limS„+, — limS„= lim(S„+i— S„) = o ou lim?/„=o.
Pour qu'une série soit convergente, il est donc nécessaire que ses termes aient pour limite zéro, puisqu'il en est ainsi pour toute série supposée convergente; mais cette condition nécessaire nest pas suffisante, comme nous allons l'établir pour une série remarquable, àxie série harmonique, et comme on peut l'établir pour un grand nombre d'autres séries.
II. Considérons la série I I I I I I I
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dont les termes ont évidemment zéro pour limite : nous allons prouver que cette série est divergente.
Laissons de côté les deux premiers termes i h — et aroii-
pons les autres termes en en prenant deux d'aijord, puis quatre, puis huit, puis seize, etc., indéfiniment, en doublant toujours le nombre des termes lorsqu'on passe d'un groupe au suivant. En remarquant que le dernier terme de chaque groupe est le plus faible, nous aurons alors les inégalités
\6 i/} 10 ib
I I / p -\- o ip \
On voit que, k étant le rang du groupe qui commence par la fraction ■> on a /? ^ 2* et que le groupe comprend
2^ termes.
11 résulte des inégalités précédentes que, si l'on met à part les deux premiers termes de la série, on peut la décomposer
en groupes successifs, tous supérieurs à -• Comme la série se
poursuit d'ailleurs indéfiniment, on obtient autant de groupes que l'on veut, de sorte que la somme des termes de la série croît indéfiniment à mesure qu'on en prend davantage et que la série est, par conséquent, divergente (352).
364. La série qu'on vient de considérer s'appelle la série harmonique. Il n'est pas inutile d'indiquer d'où lui vient ce nom.
Nous avons rappelé {Ge'om., 137) que trois quantités «, 6, c, rangées par ordre de grandeur, forment une proportion harmonique lorsqu'elles
satisfont à la relation
302 ALGÈBRE SUPHRIKCRE.
Le second nombre b est la moyenne harmonique entre les deux nombres extrêmes a et c.
Ainsi, les trois nombres i5, 12, io,forment une proportion harmonique,
puisqu'on a
Or, si l'on se reporte aux notions d'Acoustique données en Physique, on trouve que les nombres i5, 12 et 10 sont précisément proportionnels aux longueurs des cordes sonores qui, sous la même tension, rendent les notes ut, mi, sol de l'accord parfait, ce qui justifie l'expression de proportion harmonique.
Cela posé, il est facile de voir que, lorsque trois quantités forment une proportion harmonique, leurs inverses sont en progression par différence et réciproquement .
De
on déduit, en effet.
ac — 6c = ah — ac ; et, en divisant par abc les deux membres de cette égalité, on a
Les quantités -•, j-, - sont donc bien en progression par différcnco {Alg. élém., 322).
Réciproquement, si les quantités -■> ji - sont en progression par différence, leurs inverses a, b, c constituent une proportion harmonique;
car, de
b a c b on déduit immédiatement
ah bc b — ce
D'une manière générale, rf^f quantités a, b, c, d, e, f, . . ., en nombre quelconque et rangées par ordre de grandeur, forment une progression harmonique quand trois termes consecutijs forment une proportion harmonique. Les inverses de ces quantités forment alors, d'après ce qu'on vient de démontrer, une progression par différence.
Réciproquement, les inverses des termes d'une progression par différence forment une progression harmonique.
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Or la plus simple des progressions par différence étant M.2.3.4.5.../^.(/^-^I).(/^-l-2). ..., la plus simple des progressions harmoniques est la série I I I [ II I
IH H--!---t- r-t-...H 1 1 1- . . .
1 6 4 "i II n -^ \ Il ^ 1
d'où son nom de série harmonique.
Caractère général de convergence.
365. III. Pour qu'une série soit convergente, il faut et il suffit que , pour n assez grand, la somme des p termes qui suivent les n premiers soit inférieure, en valeur absolue, à une quantité donnée aussi petite qu'on voudra et ait pour limite zéro quand n croît indéfiniment, lors même que p serait infiniment grand.
Nous remarquerons d'abord que cet énoncé exige que, à partir d'un certain rang, les termes de la série tendent vers zéro (362). Cela posé, soit la série supposée convergente
+ ««-1 + ««+ Un+i-ï- . . .H- «„+p_i4- «,,+p-l- ^^„_^-p4.l^-....
Pour n assez grand, on peut poser à la fois, par définition (352),
limS„— S et IimS„-,_p= S;
on en déduit (341), S^ étant la somme des termes de la série jusqu'à «„_i et S„+p la somme des termes de la série jusqu'à
iimS„+^— IimS„=lin!(S,j^p — S,,)=o, c'est-à-dire (1) lim(a„ -!-«„+, + ;/ ,,+2 + - • . 4- «„+p- 1 ) = o.
La condition énoncée est donc nécessaire , puisqu'elle est remplie par toute série supposée convergente.
Elle est suffisante; car, toutes les fois qu'elle est remplie, la série considérée est convergente.
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En effet, si, l'égalité (i) étant satisfaite, la série proposée n'était pas convergente, elle serait nécessairement divergente ou indéterminée (352). Nous allons montrer que l'une ou l'autre de ces hypothèses est inadmissible.
Supposons que la série soit divergente : la somme de ses termes doit alors croître indéfiniment à mesure qu'on en prend davantage. Or, S„ est une quantité finie et la somme des p termes qui suivent les n premiers diminue et tend vers zéro, quel que soit p, à mesure que n augmente. La somme totale des termes ne peut donc pas croître indéfiniment et la série ne saurait être divergente.
Supposons que la série soit indéterminée. La somme de ses termes doit alors passer successivement et indéfiniment, à partir d'un certain rang, d'une valeur finie A à une autre valeur finie B, différente de la première. Or, quelque grand que soit/>, on peut toujours faire en sorte que S„ corresponde à A et S„+p à B. Dans ce cas, la somme des p termes qui suivent les n premiers se trouverait égale à la différence finie B — A et n'aurait pas pour limite zéro, ce qui e>t contraire à l'égalité (i). La série proposée n'est donc pas indéterminée.
Puisque cette série ne peut être ni divergente, ni indéterminée, elle est convergente.
366. La proposition suivante est une conséquence immédiate du théorème général qu'on vient d'établir :
IV. Une série élant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, si on les multiplie, à partir d'un certain rang. par des nombres quelconques, positifs ou négatifs, mais finis, on forme une nouvelle série convergente.
Soit la série converj?ente (0
-h «„_i -+- «„ -h U„+i + . . . + Un+p-l + . • . ;
la condition (3G3)
lim («„+«„+! + «„+2-t-. . .+ Un+p-i) = o
sera alors remplie.
Multiplions respectivement les termes de la série (i), à partir de «„, par les nombres quelconques A, B, C, . . . , L, . . .,
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finis en valeur absolue. Nous obtiendrons une seconde série
Uq-\- «i-i- U^-h U-j-h...
dont il faut prouver la convergence.
Or on a, d'après le théorème relatif aux moyennes (349),
A Un -h B «„ + , -h C U,t+2 4- . • . + L lln+p-l
= (««+"«+i + "«+2H-- • . + //„+/,-i) moy. (A, B, C, . .., L).
Par hypothèse, le premier facteur du second membre de cette égalité tend vers zéro, quel que soit p, pour n assez grand, et le second facteur a nécessairement une valeur finie. Ce second membre a donc pour limite zéro (340). Il en est, par suite, de même du premier membre; ce qui démontre (365) la convergence de la série (2),
367. Comme les nombres A, B, C, . . ., L, . . . peuvent être tous des fractions proprement dites, ou bien se réduire tous à l'unité en valeur absolue, on peut, d'après la proposition précédente (3G6), énoncer encore les théorèmes suivants :
V. Une série étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, toute série qui, à partir d'un certain rang, a des termes moindres en valeur absolue, est aussi convergente.
VI. Une série devenant convergente lorsqu'on prend tous ses ternies positivement, elle Vest encore lorsque, à partir d'un certain rang, on rend à ses différents termes les signes positifs ou négatifs quils ont réellement.
Il est clair que, lorsqu'une série devient divergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, on ne peut plus rien affirmer sur sa véritable nature.
368. Il est souvent difiicile de reconnaître que la somme d'un nombre quelconque de termes de la série considérée, supposée convergente, tombe, à partir d'un certain rang, audessous de toute quantité donnée.
Il faut alors, pour se rendre compte de la nature de la série, recourir à des théorèmes spéciaux, plus aisés à appliquer que le théorème général (365).
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Nous allons indiquer, parmi ces théorèmes, les plus simples et les plus usuels, en éludianl d'aboid les séries dont les termes ont tous le même signe. On peut alors, évidemment, les regarder comme tous positifs, quitte à donner ensuite le signe moins à la somme de la série supposée convergente, si tous ses termes sont en réalité négatifs.
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SÉRIES DONT LES TERMES SONT TOUS POSITIFS. RÈGLES DE CONVERGENCE
Indications préliminaires.
3G9. Lorsque les termes d' une série sont tous positifs, la somme de ces termes croit sans cesse à mesure qu'on en prend davantage. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une pareille série soit convergente est donc que la somme de ses termes, quelque loin qu'on la prolonge, ne puisse pas croître au delà dp toute limite.
En effet, si les résultats croissants obtenus en prenant un nombre de termes de plus en plus grand ne peuvent pas dépasser toute limite, ils approchent nécessairement autant qu'on veut du plus petit nombre qu'ils ne peuvent pas surpasser, de sorte que la série a une limite déterminée.
Il suffit donc, pour prouver la convergence d'une série à termes positifs, de reconnaître que la somme de ses termes ne croît pas indéfiniment.
Une série à termes tous positifs ne peut pas être indéterminée (352) : elle ne peut être que convergente ou divergente.
370. Il est évident que, si la série donnée a ses termes, à partir d'un certain rang, constamment plus petits que les termes correspondants d'une autre série convergente à termes positifs, elle est elle-même convergente (369).
Si elle a, au contraire, à partir d'un certain rang, ses termes constamment plus grands que les termes correspondants d'une autre série divergente à termes positifs, elle est divergente (309).
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Nous disons : à partir ci' un certain rang; car, si l'on donne à n une valeur finie, la convergence ou la divei-gence se manifeste seulement dans les termes qui suivent S„ et qui constituent R„ (351, 362).
La comparaison s'établit, en général, pour les séries convergentes, avec une progression par quotient décroissante et illimitée convenablement choisie et, pour les séries divergentes, avec une progression par quotient croissante et illimitée ou avec la série harmonique (333, 36i).
Théorèmes I, II, III, IV.
371. I. Si, à partir d'un certain rang, le rapport d'un tenue au précédent est constamment moindre quun nombre fixe k plus petit que i, la série est convergente.
Soit la série
Adiiieltons que, à partir du («4-1)'^'"^ rang, on puisse poser
lia lln+1 ««+2
On en déduit
«,,+,< '''«n+i el, a fortiori, u„+^_<il>'^u,i, Un+z<hu„+^ Q^\., a fortiori, «,1+3 < /•"'««,
11 en résulte que, à partir du (n + i)''^™" rang, les termes de la série sont inférieurs aux termes successifs de la progression par quotient décroissante et illimitée
«„ + kUn -f- k- Un H- k^ II,, -\-. . . .
La série proposée est donc convergente (370).
Ce théorème est important, en ce qu'il fournil immédiatement une limite supérieure de l'erreur commise quand on s'arrête dans la série à un certain terme.
En effet, si l'on s'arrèle inclusivement au terme «„_i ou si l'on conserve dans la série les n premiers termes, le reste
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R„ = S — S,,, (352) est moindre que la limite de la somme des termes de la progression par quotient décroissante cl illimitée
Un + kii,i + A-2 «„ + A-3 «,j 4- , . . ,
c'est-à-dire que {Alg. élé/n., 3ï2)
Un
Telle est donc la limite supérieure de l'erreur commise en ne conservant dans la série que les n premiers termes : elle est égale au premier terme négligé divisé par l'excès de l'unité sur le nombre fixe k.
372. II. Inversement, si, à partir d'un certain ra?ig, le rapport d' un terme au précédent est constamment supérieur à un nombre fijce k plus grand que i, la série est divergente.
Admettons que, à partir du (/z + i )'«'"'' l'ang, on puisse poser
On en déduit évidemment
W/î-Hl > ku,i, Un+2 > k^ U,i, Un+3 > k^ u,„
Il en résulte que, à partir du (n4-i)'ème rang, les termes de la série sont supérieurs aux termes successifs de la progression par quotient croissante et illimitée
M„ -+- ku,j -+- k' Un + A-^ a„ -}-
La série proposée est donc divergente (370).
III. Lorsque , dans une série, le rapport ""*"' tend
vers une limite déterminée l, à mesure qu'on fait croître n indéfiniment, la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus petite ou plus grande que i.
En effet, dans le premier cas, on peut choisir entre / et i un
nombre fixe k, alors <i, au-dessous duquel le rapport — ^^
tombera nécessairement en tendant vers sa limite / : la série est donc convergente (371).
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Dans le second cas, on peut clioisir enlre i et / un nombre
fixe k, alors >i, au-dessus duquel le rapport — ^^ tombera
nécessairement en tendant vers sa limite l : la série est donc divergente (372).
374. La limite l peut être égale à l'unité. Il y a alors deux cas à distinguer :
1° Le rapport — ^-^ peut s'approcbcr de sa limite ^ = i, en
lui restant toujours supérieur. Les termes de la série vont alors constamment en croissant, à partir d'un certain rang, el la série est nécessairement divergente (352, 3G2).
2» Le rapport —^^ peut s'approcber de sa limite l^=i\, en
lui restant toujours inférieur. On est alors dans le doute; car les termes de la série vont constamment en diminuant à partir d'un certain rang, mais leur somme va constamment en augmentant, et l'on ne sait pas d'avance si cet accroissement se produit sans limite.
Nous énoncerons donc ce quatrième théorème :
375. IV. Si, à partir d' un certain rang et n croissant indéfiniment, le rapport ""^' tend vers une limite égale à l'unité,
Ufj
la série est divergente lorsque ce rapport finit par rester constamment supérieur à sa limite; il y a doute, c' est-à-dire que la série peut être convergente ou divergente, lorsque ce rapport finit par rester constamment inférieur à sa limite.
Les théorèmes I, II, III, IV constituent, dans leur ensemble, l'une des propositions les plus utiles et les plus fréquemment employées pour l'étude des séries.
cas ou la série est ordonnée suivant les puissances d'une variable.
376. La série considérée peut se trouver ordonnée suivant les puissances entières et croissantes d'une variable x. La proposition précédente est encore applicable. Seulement, la variable x entre alors nécessairement dans l'expression du rapport dont on a à chercher la limite; et, par suite, la con-
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vergence ou la divergence de la série dépend, en général, des valeurs spéciales attribuées à cette variable. Soit, par exemple, la série
AqH- A,a: -f- A2.r-+ A3.r3 + . . .
On a, dans ce cas,
/=^lim^^^^^— lim " ,^ ,=lim
lin ^n—\^ A„_i
c'est-à-dire, en désignant par X la limite du rapport 7— ^ quand
n croît indéfiniment,
La série sera donc convergente pour A^ < i, ou tant qu'on aura a; <z ^; elle sera divergente pour X^ > i, ou tant qu'on
aura j: >> ^ (373).
La série restera ainsi convergente pour toutes les valeurs de œ comprises entre -h ^ et — y; car une série, qui est con-
vergente lorsque tous les termes sont positifs, l'est encore lorsqu'on en prend un certain nombre négativement (3G7).
Il pourra y avoir doute, si l'on a A:r=i ou ^ = ± =-' Néanmoins, si, à partir d'un certain rang, " reste toujours supé-
rieur à A, — ^^ restera en même temps supérieur à >^=: i, et la série sera divergente pour j? =4- ^ (375).
La remarque que nous venons de faire, relativement aux séries ordonnées, subsiste aussi pour les théorèmes analogues aux précédents, que nous avons encore à démontrer.
Applications des théorèmes I, II, III, IV.
377. Nous nous proposons de vérifier, à l'aide de ces théorèmes, la convergence ou la divergence de quelques
séries. Nous les rapporterons toujours à la série type
«0-1- «iH- «2 -f- «3 -+- • • ■ -+- 11,1-1+ "«+ "« + 1-^
1° Soit la série
a ^ icâ -^ 1 a^ -^ \ a'* -\- . . . -^ na" -h- (n -\- i)rt"+i +. . .,
OÙ a est un nombre positif (ji;elconque.
Elle est évidemment divergente pour a = i ou pour «> i (362), el il ne peut y avoir de difficulté que pour « < i.
On a ici (373, 37o)
l = lini = lim -.
= hm a = lim
Un (n-hJ)a't-*-'^ n -h \ i
Pour « = 00, il vient 1 = a.
Pour a <ii, la série est donc convergente.
La règle que nous appliquons indique aussi qu'elle est divergente pour rt > I et pour a = i, comme nous venons de le dire. Dans cette dernière hypothèse, il ne peut y avoir doute, parce que la
fraction étant toujours plas grande que i, le rapport ""^^ reste
constamment supérieur à sa limite i.
2° Soit la série
III I I r
n — i)n ft(n -\-i) ' {n-\- i){n-h
On a ici
Un+i _ ( /z -4- 2 ) f /^ -H 3 )
Un ~ I
{fi -i- I j (« -)- 2) n
dont la limite, pour « = «s, est i.
Comme — '—^r reste constamment inférieur à i, il y a doute (373). Mais, en se servant du procédé général indiqué au n'SoO, on peut poser
et, par suite, la série donnée deviendra
V 2/"*'V2 3/^^3 ^/'^'"^[n n-^ij
Elle a donc une somme égale à i el elle est convergente, comme nous ] avons déjà trouvé (338, -i").
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3' Soit la série remarquable
4IJ- «H- («-Hi);j-
sur laquelle nous reviendrons plus loin, et où [x représente un nombre positif quelconque.
Si l'on suppose \j. = i, on retrouve la série harmonique (36:3, 364) qui est divergente.
Si l'on suppose [i. < i, les dénominateurs des termes de la série devenant moindres que ceux des termes correspondants de la série harmonique, tandis que les numérateurs ne changent pas, les termes de la série surpassent ceux de la série harmonique et, par suite, pour [i.< i, on a encore une série divergente (37(J).
Notre recherche est ainsi bornée au cas de [jl > i.
On a alors
(//-hl)!^
Pour rt = oo, ce rapport a évidemment i pour limite; mais, comme il demeure constamment inférieur à l'unité avant d'atteindre sa limite, nous restons dans le doute (373).
Nous allons opérer comme il suit, pour établir la convergence de la série. ,
En laissant de côté son premier terme i, nous allons grouper ses termes en en prenant deux, puis quatre, puis huit, puis seize, ..., en doublant toujours indéfiniment.
En remarquant que le premier terme de chaque groupe est le plus grand, on pourra écrire les inégalités suivantes :
Nous supposons que la dernière inégalité posée correspond au pitrae gi-^jiipCj de sorte que le dénominateur de la première fraction du
3l4 ALGÈBRE SLPi'niEURE.
premier membre y est bien (ip)\>- et, le dénominateur de la dernière, (2P+1 — i)iJ-. De plus, le nombre des termes du premier membre est égal à (aP+i — i — 2P) -4- i, c'est-à-dire à ip+^ — ip ou à ip.
En ajoutant membre à membre toutes les inégalités précédentes, on voit que, sauf le premier terme i, la somme des termes de la série est inférieure à la somme des termes de la progression par quotient
qui a pour raison -j^j^j' c'est-à-dire qui est décroissante et illimitée. La
somme des termes de la série ne peut donc pas croître indéfiniment, et elle est bien convergente (369) lorsque [i. est > 1.
4° Soit la série ordonnée
X x^ .r^ x'* xf^ .r"+i
i 'i. û 4 a IL -^ \
11 est clair que la série est divergente pour ,r = i ou pour j;>i, puisqu'on retrouve alors la série harmonique ou une série dont les termes sont plus grands que les termes correspondants de la série harmonique.
Il reste donc à considérer le cas de .^ < i, en valeur absolue (376).
On a ici
Un-^s. _ n -\- % 7? -+- I n
Un .r"+i n-^- 1 1 '
La limite de ce rapport, pour n — x, est x. La série est donc convergente pour .r < I en valeur absolue.
La série restera, par conséquent, convergente quand on fera varier X depuis — I jusqu'à -4- i, en excluant -r- i. Nous verrons plus tard que, pour .r = — I, elle est encore convergente.
Admettons que l'on conserve dans la série, supposée convergente, les
a premiers termes. Le premier terme négligé sera -^ — ; — ? et l'on aura (3o2)
c'est-à-dire ou (3o6)
_^ra-^l x'^'^- x"-'*'^ R«= ■ 1 ■ ' — r
/^ H- 1 I — X puisque x est moindre que l'unité.
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5° Soit, enfin, la .érie ordonnée
On a. dans ce cas, évidemment,
Un+\ 2/i — I in
Pour « = 00, la limite de ce rapport est x.
La série est donc divergente peur j; > i et, convergente, pour x < i en valeur absolue, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -1- 1.
Il y a doute pour .r = i, parce que le rapport '''^^ reste alors con-
stamment inférieur à sa limite (37d).
Pour lever ce doute, comparons la série proposée, en y faisant x = i, à la série harmonique (3G3)
IH h;r-+-7-|---i-...-l i 1-
Pour passer du /i"'™" terme de la série harmonique au suivant, il faut
multiplier - par
Pour passer du «'^"^ terme de la série proposée, qui est
... , , . , . "in — I
au suivant, il faut le multiplier par -•
Comme les deux premiers termes des deux séries sont les mémos, il
suffit alors de comparer les deux multiplicateurs. Or on a évidemment,
quel que soit le rang n,
in — I n
puisque cette inégalité revient à « > i.
Ainsi, à partir du troisième terme, les termes de la série proposée sont constamment supérieurs aux termes correspondants de la série harmonique, et elle est, par suite, divergente (370).
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Théorèmes V, VI, VII, VIII.
378. V. Si, à partir cran certain rang, Vexpression u'!^^ ou yun ^st constamment moindre qu'un nombre fixe k plus petit que I, la série est convergente ; elle est divergente si cette expression est constamment supérieure à un nombre fixe k plus grand que i .
En eifel, on a, dans la première hypothèse,
\fû~n < k OU Un < k".
"^V/««+-i < f^ OU Un+i<k"-
II en résulte que, à partir de u^, les termes successifs de la série considérée sont inférieurs aux termes de la progression par quotient, décroissante et illimitée,
('elle série est donc convergente (370).
La limite de l'erreur commise en s'arrètant aux n premiers termes de la série est alors inférieure à
i — k Dans la seconde hypothèse, on a
'(/«„ > A' ou Un > A",
"V"«+i > ^" ou «„+,> A«+', "^V/«„+2 > A' ou M„+2>A-"+-,
Il en résulte que, à partir de «„, les termes successifs de la série considérée sont supérieurs aux termes de la progression par quotient, croissante et illimitée,
Cette série est donc divergente (370).
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On applique, en général, ce théorème comme le pré
cèdent (373, 375); car, ordinairement, l'expression u% ou 's/u^ tend vers une limite déterminée, lorsque n croît indéfiniment.
Nous nous bornerons donc à cet énoncé :
380. VI. Lorsque, dans une série , V expression u^^ ou \/u,, tend vers une limite déterminée l, quand on fait croître n indéfiniment, la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus petite ou plus grande que i. Lorsque cette limite l est égale à l'unité, la série est divergente, si l'expression 'sfun. reste, à partir d'un certain rang, constamment supérieure à l'unité; lorsqu'elle reste constamment inférieure, il y a doute f et la série peut être convergente ou divergente.
381. Il est intéressant de montrer que la proposition que nous venons d'établir (378, 380) rentre, avec toutes ses conséquences, dans la proposition précédente (371, 372, 373,
375), c'est-à-dire que les deux expressions — ^^ et y/w^, oni
précisément la même limite.
Soit, en effet, la série
Mo H- «<i 4- «0 + «3 + • • • -+- "rt-i + "/î + "«+1 +
Admettons qu'elle donne
lim^^^ = / et limv^=/:.
Il faut prouver qu'on a toujours /= l^.
Pour cela, nous introduirons la variable x et nous considérerons la série auxiliaire
Uq-\- UiX H- U.yX'-i- «3^'H-. . .
11 est clair que les deux limites / et li se trouveront simplement multipliées par x (370).
Par conséquent, la série auxiliaire sera convergente, si l'on a
/a; < I ou X <i j]
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et elle sera divergente, si l'on a
/i^r > I ou a;> — .
Or, si l'on n'avait pas y = ^ ou /= /;, on pourrait attribuer
a X des valeurs comprises entre y et y et, pour ces valeurs
spéciales, la série auxiliaire serait à la fois divergente et convergente, ce qui est absurde.
On a donc nécessairement /= /,.
log — u
VII. Si, à partir d' an certain ran^, le rapport
^ '^ log/i
est constamment supérieur à un nombre fixe k plus grand
que I , la série est convergente; si ce rapport est constamment
inférieur à un nombre fixe k plus petit que i. la série est
divergente.
Dans la première hypothèse, la condition
log- -r-^>k
log/i
conduit successivement {A.lg. élém., 3o3, 351., 80, 350) aux
relations
loff — > klogn, log — > log«^", — > «*.
On peut donc écrire
Il en résulte que les termes de la série proposée sont, à partir de u,i, inférieurs aux termes de la série
qui est convergente puisque k est > i (377, 3°).
La série proposée est, par suite, elle-même convergente (370).
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Dans la seconde hypothèse, !a condilion
'^^^ log«
conduit successivement aux relations
log — < k\o^n, log — < logn-^, — < n''.
On peut donc écrire
Il en résulte que les termes de la série proposée sont, à partir de Un, supérieurs aux termes de la série
qui est divergente, puisque A- est < i (377, 3"). La série proposée est, par suite, elle-même divergente (370).
VIII. Lorsque, dans une série, le rapport -— " tend
log«
vers une limite déterminée l, quand n croît indéfiniment , la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus grande ou plus petite que i. Lorsque la limite l est égale à l'unité, la série est divergente si le rapport considéré finit par cire constamment inférieur à i; lorsqu'il finit par être constamment supérieur, il y a doute, et la série peut être convergente ou divergente.
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Théorèmes IX et X.
IX. Soient les deux séries
(1) Mo+ «1+ î<2+ «3 + - ■ •+ ««-1 -H '/«+ l-'n + l +
(2) Po-Ht''i + ('2-i- <'3+. • ■4-t'«-i + ('«+ »'«+! + •
5i, « partir d' un certain rang, on a constamment
la convergence de la première série entraine la convergence de la seconde; si, à partir d'un certain rang, on a, au contraire, constamment
('« lin
la divergence de la première série entraine la divergence de la seconde.
Soit, d'abord,
'•'n-t-l ^ lln-^l ^'n+l ^ ^' n ^
On en déduit
Un
('„+,< iin+1 -^^— el, a fortiori, t^„4-2< «^+2 — '
W/j-(-i lin
Vn^z < ««+3 — ^-^ et, « fortiori, v^^^ < «„.j.3 — ^ ,
La série (i), étant supposée convergente, le restera (3G6) quand on niuilipiiera tous ses termes, à partir de m„+i, par le
facteur—^- Mais alors tous ses termes, à partir du terme
Un
u,i+\ —5 deviendront plus grands, d'après les inégalités pré-
II n
cédentes, que les termes correspondants de la série (2). La série (2) est donc, a fortiori, convergente (370).
Soit, maintenant,
OU
On en déduit
^n+2> ««+2 et, a for Lion, (^„-i-2> "„+2 -^S
^«4-3 > «„+3 -^^^ et, a fortiori, Vn+z > i<„+3 — ,
La série (i) étant supposée divergen'e, la somme de ses termes croît sans limite. Il en sera encore de même, et elle restera divergente, quand on multipliera tous ses termes, à
partir de Un+\, par le facteur — ^ • Mais alors tous ces termes,
à partir du terme u,i+i -^y deviendront plus petits, d'après
les inégalités précédentes, que les termes correspondants de la série(2).La série (2) est donc, a fortiori, divergente (370).
X. Si les ternies d' une série
vont constamment en décroissant à partir du premier, cette série est convergente ou divergente en même temps que la série
(2 ) «1 -I- a Ua 4- «' "a^+ «^ "a' + . . . + rt''"' «,j'.-i + a" U a" + - . . ,
quel que soit le nombre entier désigné par a, et les multiplicateurs et indices i, a, a-, a'^, . . ., a'\ . . ., formant une progression par quotient dont le premier terme est i et la raison a.
Supposons la série (i) convergente et considérons le terme général «"«a" de la série (2). Puisque les termes de la série (i) vont en décroissant, la somme des termes successifs de celte série
</„"-.+! + «a"-'+2 + «a"-'+3 + • • • + «a" De C. — Cours. III. 2i
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est plus grande que le dernier terme ««" répété autant de fois qu'il y a de termes dans la suite considérée. Or, de «a"-'-^, à lia", il y a un nombre de termes égal à
On peut donc poser, en multipliant de part et d'autre par a,
et, a fortiori, puisque a — i est un nombre entier,
En faisant successivement, dans cette inégalité, n :^ 2, 3, ...,«, . . ., on a, en écrivant d'abord les deux identités
«1= "1, aiia^=aua,
a- lla^<a{Ua+i -^- Ua+2 + «a+3 -+-...-}- «aO» «^ «/«3 < a ( î/«2^i -i- «a=+2 + «aV3 + . . ■ + «f aO.
Si l'on ajoute toutes ces relations membre à membre, il vient évidemment, puisque les indices se suivent sans interruption dans les seconds membres,
«1 -H alla -r- a- lia' + <^^ "a' -^ ■■.-{- Cl'^ U a" -T- • • •
Comme la série (i), dont tous les termes, en dehors de «,, figurent dans le second membre de l'inégalité obtenue, à partii' de Uai est supposée convergente, ce second membre ne peut pas croître indéfiniment. Il en est donc de même, a fortiori,. de la série (2), qui se trouve reproduite tout entière dans le premier membre, et cette série (2) est convergente (369). . Supposons, au contraire, la série (i) divergente. Puisque les termes de cette série vont en décroissant, la somme
est plus petite que le premier terme i/a- l'épété autant de fois qu'il y a de termes dans la suite considérée. Or, de ««" î»
«a"+'-i) il y a un nombre do termes égal à
On peut donc poser
En faisant successivement, dans cette inégalité, n -= i, 2, 3, . . . , n, . . ., on a
{a — l)a lia > Ua + «a+l + «a+2 4" • • • + ««=-1, (a — l)rt- «a= > Ua^- + «a^+1 + "«'+2 + • • • + «a'-i, (« — l)«3«^î> Ua^ + ««3^1 4- ;/^^3^, +. = .+ «<a'_i, • ■ >
(a — 1 )«"««'.> «/«"+ «a"+iH- «a"H-2 + - • •+ ''a"+'-],
En ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, il vient évidemment, puisque les termes des seconds membres se suivent sans lacunes,
(a — i){aUa-\- a"- Ua-.-\- câ Ua,^-\- . . . + «" lla''-\- . . .)
> «a + Hu+l + «aH-2 + f'a+3 + • • • + ««"+■-! + . . . .
Comme la série (i), dont tous les termes, à partir de ««, figurent dans le second membre de l'inégalité obtenue est divergente, ce second membre croît indéfiniment et sans limite. Il en est donc de même,«/'o/-^/o/'/, du premier membre, et, comme a — i est un nombre fixe, le second facteur de ce premier membre, qui représente la série (2), moins le premier terme «1, croît lui-même sans limite. La série (2) est donc divergente (309).
En supposant successivement la série (i) convergente et di vergente, nous avons épuisé les cas possibles. Les réciproques sont donc vraies {Géom., iO). Ainsi, les séries (i) et (2) sont toujours, ensemble, convergentes ou divergentes.
Applications des théorèmes IX et X.
U) IH Y
il est facile de voir qu'on a ici (385)
En effet, le premier rapport est é£;al à ■ et, le second, à •
■m -\- -x II ^ 1
Il faut donc prouver que l'on a
in -^i /i -h i -h /e n -\- i ou >
C'est ce qui est évident, puisque — est une fraction proprement dite
{Jritlim., 190).
La série (U) étant divergente, il en est donc de même de la série (V).
2° Soit la série
III i I
2V- ZV- ^V- '" ni>- {/i^i)\i-
déjà considérée (377, 3°).
Nous allons l'étudier de nouveau, très rapidement, à l'aide du théorème X, qui est dû à C.\uchy.
En supposant a = 2, on voit (386) que la série (i) sera convergente ou divergente en même temps que la série
A A A ii
qui n'est autre chose que la progression par quotient, illimitée,
2[l.-l 22(iJ--l> 23'|J--1' ■i''^\l-V •••'
doni la raison est ^_^ • Cette raison sera évidemment inférieure ou supérieure à l'nuité, et la progression sera décroissante ou croissante, suivant que l'on aura [jl > ou < i .
Par suite, la série (i) est convergente pour [j. > i et divergente pour
CHAPITRE IV
SÉRIES DONT LES TERMES ONT DES SIGNES QUELCONQUES. RÈGLES DE CONVERGENCE.
388. Lorsque les termes d'une série ont des signes quelconques, il semble plus difficile de trouver des règles de convergence. Les théorèmes suivants sont, par cela même, très importants.
Théorèmes I, IL
389. L Lorsqu'une série, dont les termes ont des signes quelconques, devient convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, elle est convergente, et on peut la regarder comme la différence de deux séries convergentes formées par ses termes positifs d'une part, et par ses termes négatifs, d'autre part.
La série proposée, étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, est nécessairement convergente, puisqu'on a le droit de multiplier par — i quelques-uns des termes de la série à termes tous positifs ainsi obtenue, c'està-dire de revenir à la série proposée, sans que la convergence cesse d'exister (367, VI).
On peut donc appliquer aux valeurs absolues de ses termes toutes les règles de convergence démontrées pour les séries à termes positifs.
En second lieu, on peut considérer les termes positifs et les termes négatifs de la série comme constituant deux séries distinctes, convergentes toutes deux.
En effet, la série proposée étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, la somme des valeurs
absolues de ses termes reste au-dessous d'une certaine limite fixe. Il en est donc de même, a fortiori, de la partie de celte somme qui correspond aux termes positifs et de celle qui correspond aux termes négatifs.
Cela posé, considérons les n premiers termes de la série donnée, et admettons que, sur ces n termes, il y en ait n' positifs et n" négatifs. Désignons par S„, S'„, Si^^les trois sommes correspondantes. Nous aurons alors
Si l'on fait maintenant croître n indéfiniment, il en sera de même évidemment de n' et de n" . Par suite, les trois sommes indiquées marcheront à la fois vers leurs limites S, S', S", qu'elles atteindront ensemble, et l'on trouvera finalement
Cette conclusion est indépendante de l'ordre dans lequel on écrit les termes de la série proposée, et il est permis, par conséquent, de choisir celui qui paraîtra le plus convenable.
On peut d'ailleurs, si l'on en doutait, démontrer directement le théorème qui suit.
390. 11. Lorsqu'une série, dont les termes ont des signes quelconques, devient convergente quand on les prend tous positivement, on peut intervertir arbitrairement l'ordre de ses termes, sans que la convergence cesse d'exister et sans que la valeur de la série soit modifiée.
Ce théorème doit être signalé, surtout parce qu'il peut permettre, par un autre groupement des termes, d'obtenir des séries plus rapidement convergentes.
Désignons par (U) la série
telle qu'elle est donnée, et par S sa limite. Désignons par (Q) la série
obtenue en prenant tous les termes de (U) positivement. Désignons enfin par (V) la série
formée en disposant d'une manière différente et arbitraire les termes de (U), et soit 2 la limite de (V).
Si l'on considère la somme 2,„ des m premiers termes de (V), on peut toujours prendre m assez grand pour que i,„ renferme les n premiers termes de (U), plus m — n autres termes d'un rang plus élevé, de manière à avoir
On peut admettre d'ailleurs que ces m — n autres termes, les uns positifs, les autres négalifs, soient compris, par exemple, entre iin^i et M„+p.
11 en résultera successivement, les termes de la série (U) étant pris avec leurs signes,
Si l'on fait maintenant croître n indéfiniment, il en sera de même de m qui comprend n. Le second membre de l'inégalité (2) et, par suite, son premier membre, aura alors zéro pour limite, quel que soit/), puisque la série (Q) est convergente (365).
On aura donc aussi, d'après l'égalité (i),
lim(2„j-S„) = o, c'est-à-dire (341 )
lim2„j— limS„=o ou 2 = S.
11 faut remarquer avec soin que la démonstration qui précède est fondée sur la convergence de la série (Q).
Influence de l'ordre des termes.
391. La réciproque du théorème I (389) n'est pas vraie, c'est-à-dire qu'on ne peut pas affirmer qu'une série dont les termes ont des signes quelconques et qui devient divergente lorsqu'on les prend tous positivement est réellement divergente : elle peut être convergente.
Il y a ainsi deux espèces de séries convergentes. Dans les unes, la convergence n'est due qu'au décroissement convenable des termes; dans les autres, elle résulte seulement de
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la succession des signes. Les premières restent nécessairement convergentes quand on prend tous leurs termes positivement, les secondes deviennent divergentes.
392. Il résulte alors de la démonstration du théorème II (390) que, dans une série convergente, qui ne reste pas telle quand on prend tous ses termes positivement (391 ), on n'a plus le droit de modifier l'ordre des termes d'une manière quelconque. Ce serait s'exposer à changer la somme et même la nature de la série.
393. C'est ce que nous allons prouver, en prenant poinexemple la série même employée par Lejelne-Dirichlet pour justifier cette intéressante et utile ohservalion.
Cette série est la suivante :
Elle est évidemment convergente, car on peut écrire
1 j II I II I
in
"in — I 2 /i ( 2 /< — \)-2.n et la série ainsi obtenue
in
identique à la proposée, est elle-même convergenie (370), puisque ses termes sont respectivement inférieurs à ceux de la série
dont nous avons déjà établi la convergence (377, 2").
Or la série (i), dont nous venons de démontrer la convergence, devient divergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement. Elle est, en effet, remplacée alors par la série harmonique (3G3).
Cela posé, nous allons grouper autrement les termes de la
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série (i), en prenant constamment deux termes positifs et un terme négatif dans l'ordre même fourni par les termes de la série. On obtient, de cetle manière, une nouvelle série
oïl les termes positifs sont avancés et les lermes négatifs reculés. Bien que les termes soient identiques de part et d'autre, nous allons montrer que les deux séries n'ont pas la même limite.
Remarquons que, lorsqu'on prend deux par deux les termes de la série (i), le /^'^'"'' groupe a pour expression
2 rt — I 2 n
En faisant dans cette expression « = i , 2, 3, . . . , n, on obtient, deux par deux et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, on peut égaler la limite S de la somme de la série (1) à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression (a), toutes les valeurs entières possibles depuis « = i jusqu'à «=:cc. C'est ce qu'on exprime en posant
On peut également prendre quatre par quatre les termes de la série (i). Le /i'^'"'' groupe a, dans ce cas, pour expression
En y faisant, de même, /i=:i, 2, 3, ...,«, on obtient, quatre par quatre et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, on peut égaler aussi la limite S à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression ((3), toutes les valeurs entières possibles depuis n = i jusqu'à n =r 00. On a donc encore
(B) Szz.2
4 /^ — 3 [\ii — 2 [\n — I [\n
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D'autre part, si l'on prend trois par trois les termes de la série (2), le n'^"»^ groupe a pour expression
En y faisant /i = i, 2, Z, . . ., n, on obtient, trois par trois et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, en désignant par S' la limite de la somme de la série (2), on peut l'égaler à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression (y), toutes les valeurs entières possibles depuis n =z 1 jusqu'à n = x, et poser
Retranchons, à présent, l'expression (,3) de l'expression (y). Le résultat de cette soustraction est
Ainsi, la différence des deux expressions (y) et i^) est précisément la moitié de l'expression (a). On a donc identiquement, c'est-à-dire quel que soit n,
4/1 — 6 4/1 — 2 4/1 — 1 4ny 2^2/1 — I 2/1
Si nous donnons à n, dans cette identité, toutes les valeurs entières possibles depuis « = 1 jusqu'à /i=:oo, et si nous ajoutons membre à membre tous les résultats obtenus, nous aurons évidemment, d'après les formules (A), (B), (C),
quelle que soit S.
Comme la série (i) est convergente, il résulte de là que la série (2), tout en changeant de somme, est restée convergente : c'est ce qui nariivcia pas toujours.
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Des séries à signes alternés (théorème III).
39i. m. Lorsque les termes cV une série sont alternativement positifs et négatifs, et qu'ils décroissent indéfiniment en valeur absolue en ayant pour limite zéro, la série est convergente.
Nous donnerons deux démonstrations de ce théorème remarquable.
Première démonstration. — On peut appliquer directement le caractère général de convergence des séries (365).
Soit, en mettant les signes des termes en évidence, la série
Pour qu'elle soit convergente, il faut et il suffit qu'on ait
lim ±{u^— «„+i+ ?/„4-2— ««4-3 + - ■ •— ««+p-i) =0,
quel que soit p, quand n croît indéfiniment. Mais, s'il s'agit de démontrer qu'une quantité dont la valeur aljsolue est A a pour limite zéro, son signe n'exerce aucune influence, puisqu'on a (340)
lim ±: A =dz lim A.
Il suffît donc de considérer l'expression
Comme on a, par hypothèse,
il est évident que cette expression est, à la fois, positive et plus petite que «„. On peut, en effet, l'écrire des deux manières suivantes :
et
«/Z— ("«4-1— "/,4-2) — («« + 3— 11,1+:) — . . •— ll,i + p-\'
Elle est donc comprise entre o et u^, et c'est une moyenne entre ces deux extrêmes. Comme d'ailleurs u^ tend vers zéro quand n croît indéfîniment, elle a donc finalement zéro pour limite, et la série proposée est convergente.
On voil que, lorsqu'on conserve seulement les n — i premiers termes de la série, l'erreur absolue qu'on commet est inférieure à m„.
Deuxième démonstration. — Soient S la somme de la série, supposée convergente, et S,, S2, Sj, . . ., S„ les sommes partielles formées par le premier, les deux premiers, les trois premiers, . . ., les n premiers termes de la série.
En remarquant que les sommes d'indices impairs sont terminées par un terme positif et celles d'indices pairs par un terme négatif, on peut écrire ces sommes partielles comme il suit :
h] :^ Uq,
Si=(«o— «l)+ («2— "3), 85= Mo— ("1— Z/.) — («3— "i),
Comme on a, par hypothèse,
on voit que les sommes d'indices impairs vont constamment en diminuant, tandis que les sommes d'indices pairs vont constamment en augmentant. Les sommes d'indices impairs constituent donc une suite indéfiniment décroissante et, les sommes d'indices pairs, une suite indéfiniment croissante.
Il est d'ailleurs facile de prouver que les sommes d'indices impairs sont toutes plus grandes que les sommes d'indices pairs, quelles que soient les sommes que l'on compare.
n et n' étant des entiers quelconques, prenons, par exemple, les sommes
^2n-ï-l 61 Son'*
Nous distinguerons deux cas, suivant que n' sera < ou > n.
Soit n' <C n.
Les sommes d'indices pairs allant en augmentant, on a alors
Mais, puisque S2,,-hi= S2„+ «2/0 on en conclut, a fortiori,
Soit «'> /i.
Les sommes d'indices impairs allant en diminuant, on a
Mais, puisque S2„-hi = S2„ h- «/,« > on en conclut, a fortiori,
Il résulte de là que, si les sommes d'indices impairs vont constamment en diminuant, elles restent toujours supérieures à une somme quelconque d'indice pair. Elles tendent donc vers une certaine limite fixe, qui est le plus petit nombre audessous duquel elles ne peuvent pas tomber.
De même, si les sommes d'indices pairs vont constamment en croissant, elles restent toujours inférieures à une somme (juelconque d'indice impair. Elles tendent donc aussi vers une certaine limite fixe, qui est le plus grand nombre qu'elles ne peuvent pas dépasser.
Nous n'avons plus qu'à prouver que les deux limites indi- (luées sont les mêmes et qu'elles représentent la somme S de la série.
En eîïol, d'après la loi de décroissance des termes, les sommes d'indices impairs étant terminées par un terme positif l'emportent toutes sur S, et les restes correspondants de la série sont négatifs.
De même, les sommes d'indices pairs étant terminées par un terme négatif sont toutes inférieures à S, et les restes correspondants de la série sont positifs.
En prenant deux sommes partielles consécutives, .S,^ et So/t+i, on peut donc écrire, quel que soit n,
Or on a
et, par hypothèse, à mesure que n croît indéfiniment, Uo,^ tend vers la limite zéro. Les sommes partielles considérées, dont la différence est un infiniment petit (336), tendent donc constamment vers une limite commune et, comme elles com-
prennent toujours entre elles la somme S, cette limite commune est précisément S.
La convergence de la série est ainsi démontrée.
D'après ce qui précède, la limite supérieure de l'erreur commise en s'arrêtant à un certain terme de la série est représentée en valeur absolue par le terme suivant. En prenant So,, au lieu de S, l'erreur commise est, en valeur absolue, moindre que le premier terme négligé M2«-
Si le premier terme négligé est positif, l'erreur est par défaut; si le premier terme négligé est négatif, l'erreur est par excès.
393. Nous avons supposé, dans notre deuxième démonstration, que la série commençait par un terme positif. La seule différence, si elle commençait par un terme négatif, c'est que la série et toutes les sommes partielles considérées seraient négatives au lieu d'être positives.
396. Il n'est pas inutile de représenter graphiquement les résultats qu'on vient d'obtenir.
Sur une ligne droite indéfinie OX, à partir d'une origine fixe 0, portons, dans le même sens, des longueurs proportionnelles aux différentes sommes partielles.
0 s, Si Se S., S3„+, S., Ç, S, X
Les longueurs OSi, OS3, OS3, ..., correspondant aux sommes d'indices impairs, vont en diminuant; les longueurs OS2, OS4, OSg, . .., correspondant aux sommes d'indices pairs, vont en augmentant. Les extrémités de ces deux suites de longueurs occupent sur la droite OX des régions complètement distinctes et qui ne peuvent empiéter l'une sur l'autre; mais elles se rapprochent constamment, de sorte que, à la limite, il n'y a plus, entre les deux régions, qu'un simple point de démarcation S. La longueur OS est proportionnelle à la somme S de la série.
Applications.
Soit la série
D'après le théorème HT (394), celle série est convergente puisque ses termes, allernalivement positifs et négatifs, décroissent indéfiniment en valeur absolue en tendant vers zéro.
Si l'on prend, par exemple, les ii premiers termes de la série, Terreur commise ou le reste de la série est moindre que la valeur absolue du douzième terme
— —— = — O.OOO OOO 000 16,
J..i.3.4.5...II.12.lJ
et elle esl par' excès.
On voit que cette série est rapidement convergente.
1° Soit la série
Cherchons si elle est convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, en appliquant les théorèmes des n°* 373 et 376. On a ici
Un, H -^ î 2 *
La limite de ce rapport, quand n croit indéfiniment, est x. La série est donc convergente, tant que x est moindre que i en valeur absolue, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -h i.
Pour x = I, la série est encore convergente, puisque ses termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent alors indéfiniment en valeur absolue et tendent vers zéro (394).
Mais, pour x = — i, la série est divergente, car elle n'est alors que la série harmonique prise avec le signe moins.
Il en résulte immédiatement que la série est divergente pour toutes les valeurs de x inférieures à — i. On a, en effet, dans ce cas, une série dont les termes, tous négatifs, sont respectivement plus grands, en valeur absolue, que les termes correspondants de la série harmonique changée de signe.
Il ne reste plus qu'à chercher ce que devient la série pour les valeurs de X supérieures à i.
D'après la valeur du rapport -^^> cette série est bien divergente
pour j: > I, lorsqu'on prend tous ses termes positivement; mais cela ne
permet pas d'affirmer qu'elle est réellement divergente (391).
Si l'on essaye d'appliquer le théorème III (394), on voit facileme?.t que
les termes de la série, bien qu'alternativement positifs et négatifs, ne
vont pas en décroissant en valeur absolue, et n'ont pas zéro pour
limite, si x est > 1.
En effet, considérons la valeur absolue du terme eénéral de la
série. Supposons qu'on ail .r = i + a. On en déduit (2oo)
OU, évidemment,
Ainsi, les valeurs absolues des termes de la série, à mesure que n augmente, restent supérieures à a.
Par suite, les termes de la série ne tendent pas vers zéro, et la série n'est pas convergente (362). Comme elle ne peut pas être indéterminée, elle est divergente.
En résumé, la série proposée est divergente depuis ^ = — ce jusqu'à x= — I inclusivement; elle est convergente pour toutes les valeurs de X supérieures à — i, jusqu'à -+■ i inclusivement; elle est de nouveau divergente pour toutes les valeurs de x supérieures à + i, jusqu'à
3° Soient les deux séries
i- \){'ill
que nous retrouverons plus tard comme développements de sino; et de cosj:.
Appliquons à ces séries le théorème du n° 373. en ne considérant que les valeurs absolues de leurs termes. Nous aurons, pour la première série,
et, pour la seconde série,
Ua {'in -T- \){-iii -i- 1)
Ces deux rapports, pour toute valeur déterminée de x, tendent évidemment vers la limite zéro quand n tend vers l'infini.
Les séries proposées sont donc convergentes, pour toute valeur finie de X, lorsqu'on prend tuus leurs termes positivement.
Il en résulte qu'elles le sont en réalité (389) pour toute valeur de x, positive ou négative, mais finie.
De C. — Cours. III.
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CHAPITRE V
ÉTUDE DE LA SÉRIE e. — LEilITE DE ( 1+ - ) QUAND CROIT INDÉFINLMENT. — SÉRIE e^.
Étude de la série e.
398. La série connue sous ce nom et qui joue un rôle si important en Analyse est la suivante :
III I
Nous allons démontrer que cette série est convergente et qu'elle a pour limite un nombre incommensurable, qu'on peut calculer avec une approximation quelconque en prenant dans la série un nombre suffisant de termes.
399 1° Convergence de la série.
Nous avons ici (373)
Un-^\ _ _i
Un ~ « H- 1
Ce rapport, plus petit que i, tend vers la limite zéro, lorsque n croît indéfiniment : la série est donc convergente.
iOO. ?." Limite de l'erreur commise sur la somme de la série, en s' arrêtant à un certain terme.
Supposons qu'on s'arrête au terme u^ inclusivement, et cherchons la limite de l'erreur que l'on commet alors sur la valeur de la série.
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On a
et, à partir de ce terme, le rapport d'un terme au précédent est égal, puis inférieur à — On a, par exemple,
On peut donc prendre le nombre fixe A"< i, au-dessous du-
quel le rapport "^' finit toujours par tomber en tendant vers
sa limite (371, 373), égal à Alorr, le premier terme
négligé M„+i a pour expression ku„, et les suivants sont moindres que /<■-«„, k^u„, .... de sorte que (371) la limite de l'erreur commise en conservant les (n + i) premiers termes de la série est inférieure {Alg. élém., 3i2) à
ku„
c'est-à-dire à
= - Un.
Si l'on désigne par s l'erreur commise en s'arrêtant à «„ inclusivement, on a finalement
401. 3° La limite de la somme de la série est un nombre incommensurable compris entre 2 ~ et 3.
La somme de la série est comprise entre les nombres 2 { et 3.
En effet, les trois premiers termes de la série constituant une somme égale à 2 ^, la valeur de la série est supérieure à ce nombre.
D'autre part, les termes suivants de la série satisfont évi-
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demment aux inésalités
Le reste de la série, au delà du troisième terme, est donc
inférieur à la limite de la somme des termes de la progression
par quotient, décroissante et illimitée, qui a pour premier
terme — et, pour raison, -, c est-a-dire a 2- 2
La limite de la série est, par conséquent, inférieure à 2
ou au nombre 3.
Il reste à prouver que cette limite est un nombre incommensurable.
Admettons, pour un instant, qu'elle soit égale à un nombre
commensurable -• On aurait alors évidemment, p et a étant des entiers,
I (f/^lj(<74-2) (^-|-lj(^-+-2)(grH-3)
Multiplions les deux membres de cette égalité 5«/>/:>o5ee par le produit 1 .2.3. . .^. Le premier membre deviendra le nombre entier /». 1 .2.3. . .(9- — i). Dans le second membre, tous les
termes, depuis i jusqu'à la fraction
> se transfor-
nieront en nombres entiers dont on représentera la somme par l'entier N, et le multiplicateur de la parenthèse se trouvera réduit à l'unité. On aura donc finalement
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Mais, à partir du second terme, les différents termes de la parenthèse du second membre sont respectivement inférieurs aux fractions
La parenthèse elle-même est donc inférieure à la limite de la somme des termes de la progression par quotient, décroissante et illimitée,
qT'l ^ (7 + T7 ^ {q + I)^ + (^ + i)-* + • • •'
c'est-à-dire à
hi
quantité qui est une fraction proprement dite.
L'égalité supposée conduirait donc à admettre qu'un nombre entier peut être égal à un autre nombre entier augmenté d'une fraction proprement dite, ce qui est absurde. Cette égalité ne saurait donc subsister, et la limite de la série convergente que nous étudions, ne pouvant être un nombre commensurable, est nécessairement un nombre incommensurable.
C'est ce nombre incommensurable qu'on désigne en Mathématiques par la lettre e.
On a ainsi
e = hm I -1 \ \ 5 H- ... H 7. 1-
i02. Quand on s'arrête inclusivement au terme
ou au terme Uq, on conserve q-\-i termes dans la série. Le reste R^+i de la série peut alors se mettre sous la forme
et l'on a, la parenthèse étant inférieure à - d'après ce qu'on
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vient de voir (401),
On retrouve, par celle autre voie, pour la limite supérieure de l'erreur commise en s'arrèlant dans la série à un certain terme, le même résultat qu'au n° iOO.
403. Calcul de e. — Proposons-nous d'effectuer le calcul de e, de manière à obtenir ce nombre incommensurable, dont nous connaissons déjà la partie entière (401), avec neuf décimales exactes.
Nous déterminerons alors, avec dix décimales, chacun des termes que nous devrons conserver dans la série, et nous ferons en sorte que l'erreur commise sur chacun d'eux soit inférieure à une demi-unité du dixième ordre décimal, par excès ou par défaut. Lorsque l'erreur sera par excès, nous l'indiquerons par un point placé au-dessus du dernier chiffre du terme calculé.
Nous obtiendrons ainsi le Tableau ci-après, qui montre comment on doit déduire chaque résultat du précédent et qui prouve qu'il faut s'arrêter dans la série, eu égard au degré d'approximation deniauflé, au i4'' terme inclusivement, puisque le lo^ terme, et les suivants a fortiori^ ne peuvent donner aucune unité du dixième ordre décimal.
Les trois premiers termes 2,5oooo ooooo
4^ terme, i de -^ o, 16666 66667
y terme, \ du 4^ terme 0,04166 66667
6^ terme, 4 du 5^ terme o,oo833 33333
7« ternie, | du 6'= terme 0,001 38 88889
8^ terme, y du 7^ terme. 0,00019 84127
9® terme, | du 8^ terme , 0,00002 48016
10® terme, 9 du 9^ terme 0,00000 27557
II* terme, ^ du 10^ terme 0,00000 02756
12* terme, yï f'u 11^ terme 0,00000 oo25i
i3« terme, ^2 du i2« terme 0,00000 00021
i4® terme, 73 du iS*^ terme 0,00000 00002
Le calcul représenté par ce Tableau est entaché de tiens
erreur;
La première est une erreur par défaut, qui répond aux termes négligés dans la série. Puisque nous en conservons les i4 premiers termes, le reste correspondant R^ est moindre
(402) que -^ ii^z ou que
c'est-à-dire, a fortiori, moindre que
ou que le huitième d' une unité du dixième ordre décimal.
La seconde erreur provient de la manière même dont nous avons dirigé le calcul, en faisant sur chaque nombre du Tableau une erreur moindre qu'une demi-unité du dernier ordre, par excès ou par défaut.
En comptant les points on voit que, de ce fait, on a commis par excès une erreur moindre que 41 unités du dernier ordi-e, tandis que,/>a/- défaut, l'erreur est moindre qu'une unité du même ordre.
On est donc assuré, en ajoutant la première et la seconde erreur, que l'erreur commise sur le dernier chilTre décimal (> de r.expression obtenue est une erreur />a/- excès qui ne peut dépasser 4 unités du même ordre. Par conséquent, en négligeant ce dernier chiffre, dont la valeur vraie peut varier, d'après ce qu'on vient de dire, de 2 à 6, on est certain d'obtenir la valeur de e par défaut, avec neuf décimales exactes et, très probablement, à moins d'une demi-unité du neuvième ordre décimal.
Cette valeur est donc
En calculant la valeur de e avec vingt décimales exactes, on trouve, en effet,
La valeur de e, avec neuf décimales, est facile à retenir.
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les chiffres qui suivent 2,7 formant la date 1828 deux fois répétée.
Introduction de la variable x dans la série e. 404. La série e n'est qu'un cas particulier de la série
O0. Si l'on s'arrête au terme
ou si l'on ne con-
serve que les (n-i-i) premiers termes de la série, l'erreur commise ou le reste R„^-i a pour expression
ïî«^i"
j .2.0. ..n On a, par suite,
n-hi {n-hiy- {n-hif
ou, en supposant
< I, c'est-à-dire « — i — j; > o,
on
406. Il est facile de trouver, pour une valeur déterminée de X, quel est le plus grand terme de la série.
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Supposons que celte valeur de x soit comprise entre les deux entiers consécutifs cj et «7 + 1. Le plus grand terme de la série sera
car, en décomposant ce terme en fadeurs
on voit que, tant qu'ils sont plus grands que i, leur produis va en augmentant à mesure qu'on en pi'end davantage, jusqu'à ce qu'on parvienne au maximum qui est le terme indiqué. Au delà et pour les termes suivants de la série, les
facteurs > -, •••■> étant moindres que l'unité, il v
aurait, au contraire, diminution du produit.
407. En faisant dans la série qu'on vient de considérer et dans les résultats obtenus ^ = 1, on retrouve la série e, ainsi que l'expression de l'erreur commise lorsqu'on s'arrête dans cette série à un certain terme (402).
Limite de [\-\ 1 quand m, entier et positif, croît indéfiniment.
408. Le nombre e représente aussi la limite d'une autre expression remarquable que nous allons étudier à son tour.
Désignons par m un nombre entier et positif, croissant indéfiniment, et cherchons la limite de l'expression
ni
quand m tend vers l'infini.
La quantité i H tend alors vers i; mais, en même temps,
le nombre des facteurs égaux à i h croît indéfiniment. On
ne peut donc pas appliquer le théorème connu (343) et dire
que la limite du produit est égale au produit des limites des
facteurs ou à l'unité; car ce théorème exige expressément
que le nombre des facteurs considérés soity?/H'.
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Nous devons donc chercher directement la Timite de l'expression indiquée qui, pour m^oo, se présente sous la forme indéterminée i''.
Nous établirons d'abord un lemme préliminaire
Si les quantités a, 3, y, ô, . . . sont des fractions proprement dites, on a la double inégalité
La première inégalité est évidente, le produit d'un nomlire quelconque de fractions étant toujours inférieur à i {Arithm., 206).
Quant à la seconde inégalité, considérons d'abord les deux premiers facteurs. On a
Si l'on néglige le terme positif a,3 dans le second membre de cette égalité, il en résulte
Multiplions les deux membres de cette inégalité par le troisième fadeur i — -/, ce qui est permis {Alg. élém., 215); nous aurons
c'est-à-dire
En négligeant dans le second memljre de celte inégalité'le larme positif (a + 3)y, on peut poser, a fortiori,
On continuera évidemment de la même manière et l'on arrivera à un résultat analogue, quel que soit le nombre des facteurs.
410. 11 résulte immédiatement du lemme qu'on vient de démontrer que le produit
a pour limite l'unité lorsque, l'entier n étant quelconque, mais constant et fini, l'entier m croît indéfiniment. En ellet, on a (i09), pourvu que m surpasse n — i,
c'esl-à-dire (274)
ni m m
Le produit P est ainsi compris enire l'unité et une quantité qui a l'unité pour limite lorsfju'on fait croître /?* indéfinimenl,
,, . {n l) rt . o • • ,nnn
puisque I expression — est un inhniment petit (ddo).
' ^ im
On a donc bien, pour m ■=: ce,
limP=z j.
411. Revenons maintenant à l'expression proposée. Supposons d'abord i?i très grand, mais fini, et développons
d'après la formule du binôme (255). Nous aurons
m {m — [) I m{/n — i){ni — 2) i
m- 1.2.3 ni
Remarquons que, dans les différents termes du développement, à partir du deuxième, le numérateur contient toujours aulant de facteurs qu'il y a d'unilés dans l'exposant de la puissance de 771, qui se trouve en dénominateur. On peut donc, dans chacun de ces termes, effectuer la division par la puissance correspondante de /« en divisant chaque facteur du nu-
merateur par 771; si ion remplace alors partout— par i, en ' ' ^ /n
n'écrivant pas ce facteur en dehors des parenthèses, l'exprès-
iH
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sion considérée prend évidemment la forme
I \ '" I ni \ m \ m
TU I \ m
Supposons à présent que m augmente en restant lini.
Les iraclions —-, — > — ? •••; vont alors en diminuant, et il m m m
en résulte que les lacteurs i > i •> i — — ? ■■-, (luj
/Il m m
entrent dans les numérateurs des différents termes du développement, vont en croissant. Ces termes, tous positifs, augmentent donc eux-mêmes, et l'on peut dire, par conséfjuent,
que l'expression ( i -h — | croît en même temps que m. Il
est facile de voir que c'est en s'approchant d'une certaine limite fixe.
Observons, en premier lieu, que les numérateurs des termes du développement sont, à partir du troisième terme, tous moindres que i; car ils sont composés de facteurs moindres que l'unité (409).
Cela posé, comparons l'expression (i) à la série e (iOO)
III I
Les deux premiers termes sont les mêmes. Les autres termes ont les mêmes dénominateurs; mais les numérateurs des termes du développement sont inférieurs aux numérateurs des termes de la série, qui sont tous égaux à l'unité.
L'expression (i) est donc moindre que la série e, pour deux raisons : les termes de l'expression (i) sont moindres que les termes correspondants de la série^ et la série est illimitée, tandis que l'expression (i) est composée d'un nombre fini de termes tant qu'on suppose m fini.
Si l'on fait croître m, l'expression (i) comprend plus de termes, et elle augmente; mais le même raisonnement subsiste.
ALGÉCRE SUPÉRIEURE. 34Q
Par suite, l'expression {\-\ \ , à mesure que m augmente, tend vers une certaine limite fixe, inférieure à e ou, tout au plus, égale à e.
Il rcsle à démontrer que cette limite est rigoureusement e.
En efTet, considérons à la fois les n -f- i premiers termes du développement (i) et de la série (2), et supposons nfini, mais assez grand pour que la somme de la série diffère de la somme de ses {n-\- 1) premiers termes d'une quantité moindre que l'infiniment petit a (336). Comme on a trouvé (402)
il suffit, pour que cette condition soit remplie, qu'on ait
Si nous désignons par e„^i la somme des n 4- i premiers termes de la série, nous aurons ainsi
D'autre part, à mesure que m croîtra, les numérateurs des termes du développement tendront tous vers l'unité autant qu'on voudra, d'après le lemnie du n°409, et auront ;om5 pour limite l'unité lorsque m deviendra infini, puisque, par hypollièse, n reste constant et fini.
Les n 4- I premiers ternies du développement tendront donc, à leur lour, respectivement vers les « 4- 1 premiers termes de la série et en approcheront autant qu'on voudra, pour m assez grand.
Si nous désignons par i„+, la somme des n 4- i premiers termes du développement, et si nous remarquons que, 2„+.i étant composée d'un nombrey?«f de termes, la somme de ces termes a pour limite la somme de leurs limites (3i2), on pourra toujours donner à m une valeur assez grande pour que la différence entre e,,^ , et 2„+i soit aussi moindre que a, de manière à avoir, comme nouvelle inégalité,
On aura donc, par addition des inégalités (3) et (4), , e — i„+i<2a.
OOO
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Or nous avons montré que la limite de ( n — ) est moindre
que e, et cette limite est nécessairement supérieure à In+i. On peut, par suite, écrire a fortiori
et, comme 2a est un infiniment petit, on a rigoureusement, pour m^zcc,
e =:lim ( I H
Conséquences.
4.12. Nous avo-.iS supposé, dans ce qui précède, que m était e/itier et positif. Nous allons prouver que, lorsqu'il reçoit des \a\euTS, fractionnaires ou négatives, tout en croissant indéfi-
reste toujours la même.
il3. 1° Cas de m fractionnaire. — Admettons que m, positif et croissant indéfiniment, puisse recevoir des valeurs fractionnaires.
Soient deux entiers consécutifs/? et/? + i, qui peuvent croître indéfiniment. S'ils comprennent toujours entre eux m, c'est-à-dire si l'on a constamment
m remplira la même condition. On aura alors évidemment la double i.iésralilé
car, dans la première, on 31ève une quantité moindre à une puissance plus faible et, dans la seconde, on élève une quantité plus grande à une puissance supérieure. Or cette double inégalité peut se mettre sous la forme
ni
Lorsque le nombre fractionnaire m tend vers l'infini, il en est de même des nombres entiers /> et/»H-i entre lesquels il
doit toujours tomber. Les deux puissances ( i 4- ■ \ et
I \p n — 1 ont donc alors e pour limite commune (411); et, en
même temps, l'unité est la limite commune du diviseur
iM et du mulliplicateur ih Les deux expressions
extrêmes tendent donc vers la même limitée, de sorte que la quantité qu'elles comprennent remplit nécessairement la même condition, et qu'on peut poser, pour m r= oo, dans l'bypollièse de m fractionnaire comme dans celle de m entier,
hV\. 2" Cas de m négaUf. — Admettons que m puisse recevoir des valeurs négatives, tout en croissant indéfiniment en valeur absolue.
Nous poserons m i=r — w', /?i' étant supposé positif. Pour ;?^ = — GO, il viendra m' = oo.
Nous aurons alors successivement {Alg. élém., 85)
m j \ ni j \ m j \ni — -i
En effectuant la division de m' par m' — i, il viendra
IH = H
Or, quand le nombre m' , entier ou fractionnaire, mais positif, tend vers l'infini, l'expression ( n -, J tend vers e
(411), et le multiplicateur i H -, tend vers i. On a donc
encore, pour m ^=— oo,
e^ lim ( n
415. En résumé, que m soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif, si sa valeur absolue tend vers l'infini, la limite de
/ I \'« l'expression f n j est toujours égale à e.
C'est là un résultat important, qu'on a souvent à appliquer sous la forme suivante.
Limite de (i -h a)'-*, quand x tend vers zéro
Dans l'expression précédente, posons — =3(, d'oi!i ni=: — •
Lorsque m tendra vers l'infini, a tendra vers zéro, et réciproquement. On peut donc dire immédiatement que la limite
de l'expression (i+a)'^, lorsque a va. toujours en diminuant (le manière à tendre vers zéro autant qu'on veut, est égale à e. C'est ce qu'on peut indiquer de cette manière :
lim(i + a)^^^^j=e.
Limite deii^ | on de ii j ? quand r.i tend
vers r infini.
Il peut arriver que, dans l'expression ( n j > le dénominateur de la fraction comprise dans la parenthèse et l'exposant de la puissance soient de signes contraires. La limite de la nouvelle expression, pour /?iz=cc, est alors l'inverse de
la limite précédente ou -• e
En effet, on a évidemment
c'est-à-dire (3i4, Mo)
liml i-^ = -
De môme, on a
c'est-à-dire (3i4, 415)
liml .--L Y" =1,
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Série e^.
418. Au lieu de l'expression f 1+ — j , considérons enfin l'expression
où m est supposé tendre vers l'infini et où la variable x a une valeur quelconque, mais' déterminée.
En prenant d'abord m entier, positif et très grand, pour pouvoir appliquer la formule du binôme, on prouvera, en raisonnant comme on l'a fait au n" 411, puis aux n''^ 413 et 414, que l'expression proposée a toujours pour limite (415), au lieu de la série e, la série
IH H • 1 5 H- . . . -t-
dont la série e n'est qu'un cas particulier et que nous avons étudiée au n" 404.
Cette série est convergente, comme on l'a vu, pour toutes les valeurs déterminées de x, quelles qu'elles soient.
On a d'ailleurs, identiquement (150),
IH
ni
On peut poser — := a, d ou — = -• L expression precedénie devient ainsi, en fonction de a.
Comme, par hypothèse, x a une valeur déterminée, a tend vers zéro quand m tend vers l'infini, et réciproquement. A la
limite, pour m =:: 00 ou a.= o, l'expression (14-a)^ devient égale à e (416). On a donc finalement (345)
Ui, (',. — Cours. III. 23
c'est-à-dire que la série précédente a pour somme e^ et qu'on peut écrire
développement important que nous retrouverons plus loin.
DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
Emploi de la méthode des coefficients indéterminés.
419. Celte méthode (25) a fait connaître un grand nombre de développements en séries. Son application est simple et rapide; mais il ne faut pas oublier la remarque déjà faite relativement à son mode d'emploi (30), et l'on doit vérifier avec soin l'exactitude des résultats auxquels elle conduit.
420. Proposons-nous, par exemple, de développer en série une certaine fonction de la variable x. Admettons que cette fonction V{x) demeure réelle et varie d'une manière continue {Alg. élém., 310), lorsqu'on fait croître la variable x elle-même d'une manière continue à partir de zéro, et cherchons la série qui peut légitimement représenter la fonction, en la supposant ordonnée suivant les puissances ascendantes de X, entières et positives.
Nous poserons alors
(i) F(^) = A4-Ba^ + C^2_^D.r3 + E^* + ...,
en désignant par A, B, C, . . ., les coefficients indéterminés, indépendants de x, dont il faut calculer la valeur dans la série du cecond membre.
En ayant alors recours à une propriété de la fonction F(.r) facile à mettre en évidence, on cherchera à exprimer cette propriété à l'aide de la série supposée, de manière à parvenir à une égalité telle que
(2) P + QjP + R^2_^S^^-f-Ta^* + ... = o.
Dans cette nouvelle égalité, P, Q, R, ... seront des quantités indépendantes de x, composées avec les coefficients
indéterminés A, B, C, .... Mais l'égalité (2) devant subsister, quel que soit x, est une véritable identité (16, 17) conduisant aux conditions
Ces équations (3) permettent, en général, de trouver tous les coefficients A, B, C, .... 11 faut, dans certains cas, quelques-uns de ces coefficients demeurant inconnus, remonter à l'équation (i) pour les découvrir en faisant usage de propriétés spéciales de la fonction donnée F(^")'
421. On ne peut d'ailleurs opérer comme on vient de l'indiquer, que si, dans la relation (i), la série représente légitimement la fonction, au moins pour certaines valeurs de a?, qui seront ordinairement les petites valeurs de la variable, inférieures à l'unité. Il est donc indispensable que la série soit convergente pour ces petites. valeurs de x (35i). Et, si celte convergence n'est pas établie a priori, il faut la vérifier après coup avec le plus grand soin et montrer que la série représente bien la fonction dans les limites indiquées.
42'2. Il est clair qn'une même fonction Y{x) ne peut correspondre qu'à une seule série convergente de la forme
A-|-B.z^ + C.r2 + Dx3 +
Si Ton trouvait un second développement de même forme,
il devrait être égal au premier, et l'on aurait
( K + 'Qx-^Cx- + Dx^-^...
i z=A'-hB'.r-f-C'^-4-D'^3 + ...
ou ;
Comme cette dernière égalité, vraie quel que soit x dans les limites convenables, est une identité, on en déduit immédiatement (17)
En d'autres termes, deux séries convergentes , ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, entières et positives, ne peuvent être égales sans être identiques.
EXEMPLE
423. Pour bien fixer les idées sur les considérations précédentes, nous traiterons l'exemple suivant :
Développer en se'rie ordonnée le produit indéfini
Désignons ce produit par Ç, et posons
$ = i-f- Ai.r-+- Aî.r2-f- A3.r3-f-.. .,
Al, Aj, A3, . . . étant les coefficients à déterminer dans la série supposée.
Si l'on change x en x"^ dans cette série, elle devient
i-f- Al jc2 H- X^x* -H A3 .r^ -i- . . . ,
D'autre part, si l'on elTeelue le même changement dans le produit donné, il devient évidemment
c'est-à-dire
I -+- X On doit donc avoir
, . , , . , , . R , IH- Ai.r-l- Aa^rï-H A3x'«-+-...
Au lieu de former la relation
du n° 420, et d'égaler ses coefficients à zéro, il revient au même de chasser le dénominateur i-f- j; et d'égaler les coefficients des mômes puissances de x dans les deux membres de l'égalité qu'on vient d'obtenir.
On trouve ainsi, successivement,
Ai = i, Ai = A2, Ai = A3, A2=A4, A2=.A5, A3 = Ae, A3= A7, . . .,
c'est-à-dire Ai = i, Ai=A2; A2=A3. A3 = Ai, A4=A5, On a donc, finalement.
(i-^a-)(i -(-.r«)(i-!-.ri)('i-f-,r8)(i-!- jci6)..
Le second membre de l'égalité (i) représente légitimement le quotient , lorsque ^ est <i (336); il représente donc aussi légitimement, sous la même cpndition, le premier membre de cette égalité. On a, en effet, identiquement,
I _ i -^ X d -f- .r) d -f- JT^)
Pour la «'™^ fraction, n entier tend vers l'infini et, x étant < i, x^"'' est un infiniment petit qui s'annule à la limite (336). On trouve donc
alors, pour valeur du premier membre de l'égalité (i), le quotient
ou le second membre de cette égalité.
Le développement en série est ainsi justifié.
Développements en séries des fractions continues dont les numérateurs des fractions intégrantes sont tous égaux à l'unité.
i2i. Nous rappellerons d'abord que, lorsqu'on réduit une quantité quelconque en fraction continue (loi), les réduites de rang impair, inférieures à celle quanlilé, forment une suite croissante, tandis que les réduites de rang pair, supérieures à celle quantité, forment une suite décroissante (loi, 155, 156). Ces deux suites se terminent quand la quantité considérée est conimensurable, et la dernière réduite reproduit sa valeur. Quand cette quantité est un nombre incommensurable, la différence de deux réduites consécutives allant toujours en diminuant et tendant vers zéro, les deux suites indiquées se rapprochent indéfiniment et convergent vers une limite commune qui est ce nombre incommensurable (163).
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425. SoilXla quantité réduite en fraction continue. Représentons les réduites successives par
Il h h Ijl
Q.' Q.' Q.' '■■' Qn'
On peut écrire identiquement, comme valeur de la réduite P„
Qn
Pi^
~Q. "^VQ^
qJ
fW
(Pn
""Qay
Iq.
En considérant les fractions renfermées dans les parenthèses du second membre de cette identité, on sait que le numérateur de la différence de deux réduites consécutives est toujours ± I suivant le rang de la première réduite (160, 161).
Nous aurons donc à la limite, puisque ^ converge autant
(|u'on veut vers X à mesure que l'entier n tend vers l'infini,
X = lim ^
Q. Q.Q. Q2Q3 Q3Q4 "* Q.-iQ/"
X sera ainsi la limite de la série convergente écrite dans le second membre de l'égalité (2) et obtenue en fonction des éléments de la fraction continue qui correspond à X.
426. Tout développement en fraction continue pouvant ainsi donner lieu à un développement en série, il est naturel de chercher, réciproquement, à développer en fraction continue toute série convergente.
Mais alors on est conduit, comme nous le verrons bientôt, à des fractions continues dont les numérateurs des fractions intégrantes ne sont plus tous égaux à l'unité.
Avant d'aller plus loin, nous croyons donc nécessaire d'exposer succinctement les propriétés de ces fractions continues, plus générales que celles que nous avons considérées jusqu'à présent.
Digression sur les fractions continues dont tous les éléments peuvent être des nombres quelconques.
427. Nous allons considérer des fractions continues de la forme
ôiH '-
où les numérateurs ai, a^, a^, . . ., des fractions intégrantes (151) —S -T-^j -7^, ' ■ • ■> peuvent èlre des nombres quelconques
Oi «2 ^3
différents de l'unité.
i28. Calculons d'abord les premières réduites, pour chercher à découvrir leur loi de formation.
Les quatre premières réduites sont les suivantes :
Première réduite :
a Deuxième réduite :
a, abt -+- a.
Troisième réduite a.
a, ba
bib^-h «2
abib.2-\- a^b^-^- aa^ bi b^ 4- «2
Quatrième réduite :
b^b^-ha^ a, b^b^-^ a^az
bi bib^-i- b^a^-^ a^_b^
abi b-ib^ 4- a, bob^-^aa^ b^-\-ab^ as H- a, a^ bib^by^ a^bi-h 6, «3
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On aperçoit immédiatement, pour la troisième et la quatrième réduite, qu'il faut multiplier les deux termes de la dernière réduite calculée par le dénominateur de la nouvelle fraction intégrante introduite et ajouter le résultat obtenu terme à terme avec la réduite anté précédente, en multipliant préalablement les deux termes de celle-ci par le numérateur de la nouvelle fraction intégrante.
Nous allons généraliser ce résultat, en remarquant que, si les numérateurs des fraclions intégrantes sont tous égaux à l'unité, on retombe sur la loi connue (137).
Désignons symboliquement les réduites successives de la fraction continue par
Po P, £2 £3 p.
Qo' Qi' Q2' Qa' ■■■' Q«' '■"
l'indice se trouvant ainsi en retard d'une unité sur le rang de la réduite.
Si l'on applique l'énoncé précédent à trois réduites consé-
culives quelconques -Fr—^-> jr--> 77^-^' on obtient la formule
, , P/; + l ^ /) '^/) + l + P«-l^ra-l-l
où les termes des deux fractions sont séparément identiques, c'est-à-dire satisfont aux relations
U«-(-l=^ Vrt^re-M+ V«-l^/J-4-l-
Pour montrer que la formule (i) subsiste toujours, il suffit, suivant un tour de démonstration usité, de prouver que, si elle est vraie lorsque l'on considère les fractions intégrantes jusqu'à
et ,
-> elle l'est encore lorsqu'on passe à la fraction intégrante
Or, en se reportant à l'expression de la fraction continue
(427), on voit que, pour déduire la réduite ^""^" de la réduite
, "^' ? on n'a qu'à changer, dans le second membre de la for-
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mule {i), brt+i en 6„^,+ t^—- On trouve ainsi
rn ( f^/i^l + T )+ r„_j<7„^.i
' QJ*n+l+ ^^^WQ«-1Û',
OU, en cliassant le dénominateur b^+i,
P„H_, ( P„ bn+t + P„_, «„+, ) /^„+2 + P« ««-
On en déduit immédiatement, d'après la formule (i),
Pra-t-2 4 „_H| C'n-i-2 ~t~ r„6!„^2
Ainsi, lorsque l'on considère une nouvelle fraction intégrante et une nouvelle réduite, la formule (i), supposée applicable jusque-là, se trouve encore vérifiée. Comme on l'a démontré directement pour la troisième et la quatrième réduite, elle se trouve établie pour la cinquième, et ainsi de suite. Elle est donc tout à fait générale et exprime la loi de formation des réduites.
429. On peut facilement, comme nous l'avons fait pour les fractions continues spéciales, étendre cette loi de formation à la deuxième réduite elle-même.
En introduisant, en dehors des réduites réelles, la réduite
fictive -) nous aurons la suite (428) o
ab,
et la deuxième réduite -^ sera bien liée, suivant la même
Po I
règle, aux réduites 7=^- et -• Qo o
430. Proposons-nous de déterminer la différence de deux réduites consécutives.
On a
Pff-^l P?; P/2-1-1 V/i — Vn-^1 P/î
11 faut trouver l'expression générale du numérateur de cette différence, qui se réduit à ±i quand tous les numérateurs des fractions intégrantes sont égaux à Tunité (161). Prenons les relations (i28)
Vrt-t-1 ^^^ V/i '^«-(-1 + U« — I<^«-i-l-
En substituant ces valeurs de P„+i et de Q„+i dans le numérateur P„4-iQ«— Q„4iP«, il vient
(P„6„4-, -hP„_ia„^,)0„— (Q„6„+, + Q„_,a„+i)P„ = -(P„Q,_,-0,P,_,)««+i.
On obtient donc la formule générale (i) P„^,Q„- Q„-.,P„= (- I) (P.Q„-, - Q,P«^, )«.+,•
. En faisant successivement, dans cette formule (i), nz=i\,. 2, 3, 4, • • -, n, on en déduit les relations
P2 O1-Q2 P, = (-0(PiQo -Q,Po )«2,
Remarquons que les deux premières réduites (4-28) Po a Pj aô, -f- a,
ont précisément, pour numérateur de leur différence,
P.Qo-QiPo=«i.
Il en résulte évidemment que, si l'on multiplie membre à membre toutes les relations précédentes, on obtient, après simplification,
(2) ^ n + \Qn— Qn + \^ n— {— I )" «i a, «3 «2; . . .a„+^.
Si les numérateurs a^, a^, a^, . . ., a„-i-i des fractions intégrantes sont tous égaux à l'unité, on retrouve bien la formule connue (161). En effet, l'indice n + i indique (i28) qu'il s'agit, comme première réduite, de la réduite de rang n-\- 2. Or, « -h 2 est pair ou impair en même temps que n.
Il suit de la formule (2) (430) qu'on a
__ (—lYaia.a^a.^. . .a„.
Si l'on fait, dans cette formule (3), « = o, i, 2, 3, . on trouve successivement
Po
Oo
Qi
Qa
QoQi >
En remarquant que la première réduite -^ est — > on ob-
tient, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre et en simplitiant, le développement
qui, sauf un changement de notation, concorde avec celui que nous avons indiqué au n° 425, lorsqu'on suppose égaux à l'unité tous les numérateurs des fractions intégrantes.
Si la fraction continue générale, dont nous venons d'étudier les propriétés les plus simples, est illimitée, on fera tendre n vers l'infini, et l'expression (4) représentera le développement en série de cette fraction continue.
Nous allons maintenant traiter quelques cas de la question inverse (426). Nous y sommes mieux préparé.
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Transformation des séries en fractions continues. 432. I. Considérons d'abord une série S de la forme
On peut écrire identiquement I I a, — a.
cil "T~ "
eu — a.
Remplaçons dans cette égalité — par ? c'est-à-dire
par
Cela revient évidemment a remplacer ^aa, dans —, ou a^,
d'une manière générale, par
as — ao «2 ^i ^^3 — '^2
En effectuant les deux changements correspondants dans les deux membres de l'égalité (i), nous aurons
cil 1-
aï
Nous pourrons de même remplacer, dans le premier membre de l'égalité (2), — par et, dans le second membre,
O3 CI
03 par «sH
La loi est évidente et, en continuant toujours la même Iransformalioii, on voit que la valeur de la série indéfinie S
en fraction continue illimitée est la suivante
La fraction continue présente la même convergence que la série, puisque le nombre des fractions intégrantes conservées dans le second membre de la formule (3) est égal à celui des termes considérés dans la série.
Il est clair que, si la série donnée était divergente, la fraction continue correspondante, qui est une fraction continue générale (427), le serait aussi.
EXEMPLES
Soit la série
Nous en avons démontré la convergence (397, 2°). Son développement en fraction continue sera, en faisant, dans la formule (3) du n° 432, «1 = i, «2= 2, «3= 3, «4= 4» • • •)
2° Soit la série
que nous retrouverons plus lard en traitant des séries circulaires. D'après la même formule, elle devient, sous forme de fraction continue,
Cette formule remarquable a été donnée pour la première fois, sans démonstration, par Brounker.
II. La série S pourrait être donnée sous la forme
11 suffira évidemment, pour trouver sa représentation en fraclion continue, de remi)lacer, dans la formule (3) du n*' 432,
«1 par — j «2 par j- ' «3 par j- > «. par -7- > • • • •
On aura ainsi
ou bien, en réduisant,
b^bz
435. Nous avons supposé, dans ce qui précède (432, 434), les termes de la série alternativement positifs et négatifs. Cela ne change rien à la généralité des formules obtenues, puisque les lettres employées peuvent toujours représenter indifféremment des nombres positifs ou négatifs. C'est ce que montre l'exemple suivant.
EXEMPLE
Soit la série
qui est convergente, comme on le sait, pour x <i (336) et qui représente alors le quotient
En appliquanl la formule (4) du n" 434 el en y faisant bi = \. bi = — X, bz= X-, bi=z — x^, ..., nous aurons
c'est-à-dire
valeur qu'on peut facilement ramener à la forme plus simple S = . '-
En s'arrêtant dans la fraction continue à la fraction intégrante de rangrt, il est facile de vérifier que la fraction limitée correspondante représente la somme des n premiers termes de la série.
i37. III. Nous terminerons en considérant une série de la forme
a ab abc ahcd abcde On a idenliquemenl
a ab a\ b) ab ab a
Mais la somme des trois premiers termes de la série
bc a\ 1} bcj
I I I I / Il
a ab abc
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Il faut donc, pour avoir le développement des trois premiers lormes de la série, remplacer simplement, dans l'égalité (i),
- par -j — j- ou, dans le second membre de cette égalité, b par
bc . b
b^ Te
On a alors
cib ab
De même, la somme des quatre premiers termes de la série 1 I I I 1 / I I I \
a ab abc abccl a\ b bc bccl )
Il faut donc, pour avoir le développement de ces quatre premiers termes, remplacer simplement, dans l'égalité (2),
- par ■. ou, dans le second membre de cette égalité, c par
c c cd ° ' ' .
I cd c
I cl — I ^ ' cl —
cd
II en réiulte
I I I a ab abc
abcd a
La loi est évidente, et, en continuant toujours le même calcul, on voit que la série S transformée en fraction continue illimitée a pour valeur
De c. — Cours. III. i!\
EXEMPLE
Soit la série
étudiée précédemment (397, 1°).
Si Ion se reporte à la marche suivie (411 ) pour obtenir, à l'aide de
la formule du binôme, le développement de ( i -4 ) , quand m croit
indéfiniment, on voit facilement que cette série représente, dans les
/ I \ '" mêmes conditions, le développement de ( i 1 , c'est-à-dire (417)
la quantité incommensurable - •
En faisant, dans la formule (3) du n" 437, a — i. b — 3, ^ = 4, d=5. e — 6, f= y, .... on aura donc, pour le développement de
- en fraction continue.
En prenant l'inverse de ce résultat, on obtient, comme développement du nombre e (403) en fraction continue, cette expression remarquable
NOTIONS SUU LA CONTINUITÉ
Variables et fonctions.
439. En Algèbre, où l'on emploie des symboles généraux, il semble qu'on puisse toujours substituer à ces symboles des valeurs quelconques. Mais il y a lieu de distinguer, dans chaque question, entre les variables et les constantes.
On appelle variable toute quantité qui, dans la question proposée, est regardée comme devant prendre successivement des valeurs difl'érentes.
On appelle constante toute quantité qui, dans cette môme question, est regardée comme devant conserver une valeur fixe.
Les variables sont, par cela même, indéterminées; les constantes sont déterminées.
C'est en étudiant l'énoncé de la question qu'on sépare dans chaque cas les variables et les constantes.
440. Toute quantité qui dépend, suivant une loi quelconque, d'une ou de plusieurs autres quantités, et qui varie en même temps qu'elles, par suite de leurs propres variations, est dite fonction de ces quantités.
441. Soient, par exemple, les deux quantités x etr, supposées telles, que si l'on donne à x une valeur déterminée,
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y prenne à son tour et nécessairement une autre valeur déterminée, y dépendra alors de œ et, quelles que soient la nature de cette dépendance et la série des opérations à efTectuer pour déduire, de la valeur donnée à j:, la valeur correspondante ou simultanée de y, celte quantité variable f sera une fonction de la quantité variable ^. D'ailleurs, comme c'est x que l'on fait, dans cette bypotbèse, varier directement et arbitrairement, on dit que jc est la variable indépendante.
On conçoit que x est réciproquement une fonction de y regardée comme variable indépendante.
Cette fonction / de a? et cette fonction x de /, qui ne sont que deux modes d'expression d'une liaison identique, sont dites inverses l'une de l'autre. Nous reviendrons sur les /o«ctions inverses.
4i2. On peut avoir plus de deux variables à considérer.
Si la quantité variable u dépend, comme on vient de l'expliquer pour / comparée à œ, de plusieurs autres quantités variables x, y, z, . . ., c'est-à-dire si u est nécessairement déterminée lorsqu'on donne h x, y, z, ... des valeurs déterminées, on dit que u est une fonction de x, y, z, ..., regardées comme variables indépendantes.
443. Pour indiquer d'une manière générale qu'une variable est fonction d'une seule variable x, sans préciser par quelles opérations elles dépendent l'une de l'autre, on emploie les notations
V{x), f{x), o{x), Fi(jc), X,
De même, on indique une fonction de plusieurs variables x, y, z, . . . par les notations analogues
Nous en avons déjà vu de nombreux exemples.
On peut toujours employer les notations précédentes, dès qu'on est certain que les quantités considérées sont fonctions l'une de l'autre ou l'une des autres, lors même que la loi qui les lie n'est pas exactement connue ou n'est pas susceptible d'une expression analytique.
Comme on le sait déjà, si l'on attribue à x une valeur spéciale a, le résultat de la substitution de « à la place de ^ dans F(x) est représenté par F(a). De môme, F(a, h,c, ...)repré-
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sente le résultat de la substitution des valeurs a, b, c, . . ., à la place de .r, 1-, :;, ..,, dans la fonction F(^, r, s, ...)•
4ii. Supposons qu'on ait
Si l'on conçoit cette équation résolue par rapport à x, on en déduit
Les deux fonctions désignées par les signes F et o sont ce que nous avons appelé des fonctions im-erses. La remarque faite à ce sujet (iil) acquiert une pleine évidence, lorsqu'on regarde/ comme l'ordonnée de la courbe qui représente ^/•flphiquement la fonction y^F(^) et x comme son abscisse {Alî^. élém., 312 et suiv.). La courbe «^tant construite, il est clair que l'on peut aussi bien regarder l'ordonnée d'un de ses points comme fonction de l'abscisse, que l'abscisse elle-même comme fonction de l'ordonnée.
ii5. En général, les variables qui entrent rlans une question sont liées entre elles par un système d'équations exprimant tontes les conditions de l'énoncé.
Il y a toujours plus de variables que d'équations; sans quoi, elles seraient, en général, déterminées, et ne joueraient plus le rôle de variables.
Supposons, par exemple, qu'on ait six variables et quatre équations. On choisira alors deux variables qu'on regardera comme devant recevoir des valeurs arbitraires et qui seront les variables indépendantes. Les quatre autres variables, déterminées par les valeurs des deux premières, à l'aide des quatre équations posées, seront des fonctions de ces deux premières variables.
Si l'on cherche l'aire d'un cercle, les deux variables sont l'aire du cercle et son rayon, liés par une seule équation {Géoni., 259). On peut alors prendre le rayon pour variable indépendante, et dire que l'aire du ceixie est fonction de son rayon.
De même, si l'on cherche le volume d'un cylindre de révolution, les trois variables sont le volume du cylindre, sa hauteur et le rayon de sa base circulaire, liés par une seule équation {Géom., iiS). On peut alors prendre la hauteur et le
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rayon pour variables indépendantes el dire que le volume du cylindre de révolution est fonction de sa hauteur et du rayon de sa base.
Différentes espèces de fonctions.
44-6. Les fonctions appartiennent naturellement à deux catégories principales : elles sont algébriques ou transcendantes.
Dans le sens le plus général,/ est une fonction algébrique de X, quand chaque couple de valeurs correspondantes de x et de y satisfait à une équation de la forme
dont le premier membre est un polynôme entier et rationnel en X et en y.
Cette définition s'étend aux fonctions de plusieurs variables. Ainsi ^est une fonction algébrique de x et de/ quand chaque couple de valeurs correspondantes, de .:; d'une part, et de x et de/, d'autre part, satisfait à une équation de la forme
dont le premier membre est un polynôme entier et rationnel en X, y, z.
Les fonctions transcendantes sont toutes celles qui échappent à la définition précédente, comme
/z=a^, / = log:r, / = sina:, /=langj:,
Y z^^m arctang— •
Tout polynôme entier en x, tel que
Ao^"' + Ai^'«-'-f- A2^'"-- + . . .-h A,„_i^ + A,„,
où m est un nombre entier et positif et Aq, Ai, Aj, . .., A„jdes nombres constants, est une fonction entière de x. Le quotient de deux polynômes entiers en x, tel que
Aax'"- -h A, x'"-^ -^ A.2X'"-- + . ■ ■ -h A„,.,i -r H- A,„ BoX^-hUiX"-^^ B.yx"---\-. . .-hB„-iX-i- iJ„
est une fonction rationnelle de x.
Lorsque la fonction algébrique définie (44G) par l'équalion
est du premier degré en j, on voit qu'elle donne précisément pour/ : ou un polynôme entier en a;, c'est le cas de la fonction entière; ou le quotient de deux polynômes entiers en x, c'est le cas de la fonction rationnelle.
448. L'étude des fonctions entières constitue précisément la Théorie générale des équations {Algèbre supérieure, II" Partie). Quantaux fonctions rationnelles, nous examinerons également dans cette seconde Partie la décomposition importante à laquelle on peut toujours les soumetire {Décomposition des fractions rationnelles en fractions simples).
4.49. Une fonction est dite explicite, lorsqu'elle est exprimée immédiatement au moyen des variables dont elle dépend, c'est-à-dire lorsque les opérations à effectuer sur les valeurs des variables pour obtenir les valeurs correspondantes de la fonction sont indiquées immédiatement par les signes connus.
Ainsi les fonctions
yT= X ± \J X- — a', / =: log^
sont des fonctions explicites de x : la première est algébrique, la deuxième est transcendante.
La forme générale des fonctions explicites est
450. Une fonction est dite implicite, lorsqu'elle est mêlée aux variables dont elle dépend dans des équations non résolues, de sorte que les opérations à effectuer sur les valeurs des variables pour obtenir la valeur correspondante de la fonction n'apparaissent pas; ou bien, lorsque la fonction est liée aux variables par des conditions non exprimées.
Si l'on a, par exemple,
(\x- — 2 xy + /- — 3 «■- =: G,
V est une fonction implicite de x, comme x une fonction implicite de y. En résolvant l'équation donnée par rapport
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à l'une des variables j, on passe de la fonction implicite à la fonction explicite
La forme générale des fonctions implicites est F{a',y,z, .. .) = o.
Extension de l'idée de fonction. Intervalles. Fonctions finies et non finies.
451. On peut étendre l'idée de fonction. Nous n'indiquons cette extension qu'à un point de vue absolument théorique, et pour faciliter la compréhension des notions qui suivront.
Nous dirons d'abord un mot de ce qu'on entend par un ensemble de nombres.
Quand des nombres satisfont exclusivement à une certaine condition déterminée, ils forment un ensemble : ils peuvent être rationnels ou irrationnels, égaux ou inégaux, en nombre fini ou infini.
L'ensemble de ces nombres est défini, lorsqu'on peut reconnaître que tel nombi'e donné appartient ou non à l'ensemble. Ainsi, les nombres entiers forment un ensemble, d'où sont exclus immédiatement les nombres fractionnaires et les nombres incommensurables.
Quand aucun des nombres considérés ne surpasse une certaine limite L, l'ensemble admet une limite supérieure L; quand aucun de ces nombres ne tombe au-dessous d'une certaine limite /, l'ensemble admet une limite inférieure L Ou bien les deux limites seront atteintes et feront partie de l'ensemble, ou bien on pourra en approcher autant qu'on voudra.
4.52. Cela posé, prenons un ensemble de nombres tous distincts et regardons-les comme les valeurs attribuées à une variable x. Si, à chacune de ces valeurs de x, on fait correspondre un nombre /, on peut dire que y est une fonction définie de x pour les nombres appartenant à Tensemble choisi.
Soient maintenant deux nombres quelconques a et 6 (a<6). On peut appeler intervalle {a, b) l'ensemble de tous les nombres, rationnels ou non, compris entre a et b, les deux extrêmes a et 6 faisant aussi partie de l'intervalle.
L'étendue de l'intervalle est alors la différence b — a; et si les nombres a', b' appartiennent à l'intervalle (a, b), l'intervalle («', b') lui-même est contenu dans l'intervalle {a, b).
Pour qu'une fonction r de a: soit définie dans l'intervalle («, b), il faut qu'à chaque valeur de x représentée par un des nombres de l'intervalle corresponde une valeur déterminée de y, qu'on peut d'ailleurs assigner d'une manière complètement arbitraire.
On obtiendra par cette voie les fonctions les plus variées, sans grande utilité apparente, il est vrai; car ce sont les besoins et les développements de la Science qui ont conduit et (jui conduisent, successivement et naturellement, à l'étude des fonctions présentant un véritable intérêt. Les considérations précédentes vont néanmoins nous servir à préciser des points délicats.
433. Une fonction j = F(a;) définie dans l'intervalle (a, b) a, par hypothèse (432), une valeur déterminée pour chaque valeur de la variable x appartenant à cet intervalle.
Toute fonction entière de x est évidemment définie dans un intervalle quelconque. Il en est de même de toute fonction rationnelle de x, pourvu que l'intervalle considéré ne renferme aucune valeur de x annulant le dénominateur de la fonction (447).
Une fonction est ùxKo^ finie dans l'intervalle {a, b), s'il existe un nombre positif A tel que, dans cet intervalle, chaque valeur de la fonction soit, abstraction faite du signe, inférieure à A.
Lorsqu'une fonction y=zY{x) est finie dans un intervalle {a, b), elle admet, en général, dans cet intervalle une limite supérieure L et une limite inférieure /, c'est-à-dire que chaque valeur de je, pour une valeur de x appartenant à l'intervalle considéré, est au plus égale à L et au moins égale à /. Kn effet, quelles que soient les variations de la fonction, elle ne pourra pas, par définition, s'élever positivement au-dessus de -t- A, et elle ne pourra pas descendre négativement audessous de — A.
Il est clair que A peut se confondre, en valeur absolue et sauf un infiniment petit, avec L ou avec /. Dans tous les cas, si L et / sont de mêmes signes, on a forcément L> /; et cette condition est remplie a fortiori, si L et ^ sont de signes contraires.
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D'après cela, la différence L — /, où L et / entrent avec leurs signes, est toujours positive. Cette différence (qui peut être nulle) est V oscillation de la fonction dans l'intervalle (a, b).
Cette oscillation a évidemment 2 A pour limite supérieure, en admettant que L et / soient de signes contraires et aient même valeur absolue; elle peut être beaucoup plus faible.
Si l'on divise l'intervalle («, b) en n intervalles partiels ei si l'on désigne dans chacun d'eux, par Li, Lj, L3, . . ., L„, les limites supérieures de la fonction et par ly, l^, l^, . ■ ., In, ses limites inférieures, L sera le plus giand des premiers nombres et l, le plus petit des seconds.
L'oscillation de la fonction dans un intervalle (a', b') contenu dans l'intervalle {a, b) (452), est au plus égale à l'oscillation L — /.
4oi. Soient une fonction j = F(^) définie dans l'intervalle {a, b) et deux valeurs quelconques de la variable, Xy et x^_, appartenant à cet intervalle.
A étant un nombre positif donné, si l'on a, en valeur absolue, pour la différence des valeurs correspondantes de la
fonction,
on peut affirmer que la fonction est finie dans l'intervalle considéré (453).
En effet, sa valeur absolue reste, dans cet intervalle, toujours inférieure à F (a) 4- A.
Son oscillation est, en même temps, au plus égale à A (453).
455. Réciproquement, si une fonction _/ = F (^) est définie dans l'intervalle (a, b) (452), sans être finie (453), cela signifie que, quel que soit le nombre |)ositif donné A, il y a, dans l'intervalle {a, b), au moins une valeur de x telle, que la valeur absolue de F(.r) surpasse A.
Si l'on divise alors l'intervalle {a, b) en un nombre quelconque n d'intervalles partiels, il y aura au moins un de ces intervalles partiels {x^jX^) pour lequel la fonction ne sera pas fil nie et pour lequel on aura, en valeur absolue (454),
F(xi)-F(.r,)>A.
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De la continuité des fonctions d'une seule variable.
456. Ou dit qu'une variable est continue dans un certain intervalle, lorsqu'elle ne peut passer de sa première valeur à la dernière sans parcourir toutes les valeurs intermédiaires {Alg. élém., 310).
Il est entendu que ces valeurs peuvent être négatives ou positives, et que leur ordre de grandeur est toujours réglé d'après la définition adoptée précédemment {Alg. élém., 214, 218).
Par exemple, la variable x est continue dans l'intervalle ( — 5, — 3), lorsqu'elle ne passe d'une limite à l'autre qu'en prenant toutes les valeurs négatives dont la valeur absolue est comprise entre 5 et 3. De même, elle est continue dans l'intervalle ( — 2,7), lorsqu'elle prend successivement la valeur — 2, toutes les valeurs comprises entre — 2 et 7, et la valeur 7. Les valeurs intermédiaires sont ici toutes les valeurs négatives de — 2 a o, le nombre o lui-même, et toutes les valeurs positives de o à 7.
457. Il faut maintenant définir la continuité d'une fonction K=F(a;) dans un intervalle {a,b).
Soient x^ et x^ deux, valeurs quelconques de x appartenant à l'intervalle, et h un certain nombre positif tel qu'on ait
Désignons par k un autre nombre positif. La fonction sera continue dans l'intervalle {a, b), si l'on a, en môme temps (lue (i), et en valeur absolue,
458. Remarquons qu'w/ie fonction continue dans l'Intervalle {a, b) est nécessairement finie (453) dans cet intervalle.
On peut, en effet, choisir k arbitrairement et déterminer ensuite la valeur corrélative de h (457); puis, diviser l'intervalle {a, b) en un nombre n d'intervalles partiels, tel que chacun d'eux soit moindre que h. La valeur de la fonction restera alors (454) moindre que F(a)H-/t dans le premier intervalle partiel, moindre que F (a) -+- 2/1 dans le deuxième
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intervalle, ..., moindre que F{a) -h nk dans le «'«me intervalle. Elle sera donc finie dans l'intervalle (a, b) (454).
On voit, en même temps, que l'oscillation de la fonction continue dans chaque intervalle partiel sera au plus égale à k; car, s'il n'en était pas ainsi, on aurait en même temps que cci — a:2<i h, et contre l'hypothèse, Y{x^) — F {x^) > k.
439, Réciproquement, si la fonction Y{x) est finie dans l'intervalle (a, b), elle est continue dans cet intervalle.
En effet, on peut alors diviser l'intervalle (a, b) en n intervalles partiels tels, que dans chacun d'eux l'oscillation de la fonction soit moindre qu'un nombre positif donné k (433). En désignant alors par h un nombre positif moindre que l'étendue du plus petit de ces intervalles partiels, on pourra prendre deux valeurs a;, et .r., de la variable x, appartenant à l'intervalle {a, b) et présentant une différence inférieure à h.
Si ^1 et Xz appartiennent à un même intervalle partiel, on aura nécessairement (453)
en même temps que
Si J?i et x^ appartiennent à deux intervalles partiels contigus, dont l'origine commune réponde à une certaine valeur X de la variable x, on aura
c'est-à-dire
La continuité de la fonction F {x) dans l'intervalle {a, b) est donc établie (437).
» 460. La fonction Y{x) étant continue dans l'intervalle {a, b), si, au lieu de prendre, dans cet intervalle, deux valeurs quelconques ^, et x,, on suppose que la variable x croisse d'une manière continue (436), il est clair que la différence Xi — X.2 tendra vers zéro autant qu'on voudra, en même temps que le nombre positif A qui est simplement une limite supérieure de Xj — X, (457).
D'autre part, le nombre n des intervalles partiels pour cha-
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CLin desquels l'oscillation de la fonction est moindre que le nombre positif A- (458) tendant alors vers l'infini, tandis que l'oscillation totale de la fonction dans l'intervalle {a, b) est une quantité finie qui a pour limite supérieure nk (i58), le nombre A>F(xi) — V{x^) tendra aussi vers zéro {Alg. élém., 118). On peut donc dire encore que, si une /onction y = V{a.-) est continue dans un intervalle [a, b), elle est continue pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, en ce sens qu'à un accroissement infiniment petit (336) de la variable x correspond toujours un accroissement infiniment petit de la fonction y, de sorte que, la variable passant d'une certaine valeur à une valeur infiniment voisine, il en est de même de la fonction.
461. Réciproquement, si une fonction y^^Y{x) est continue pour chaque valeur de x appartenant à un intervalle {a, b), dans les conditions qu'on vient d'indiquer (460), elle est continue dans ce même intervalle (457).
Il faut bien comprendi-e d'abord que cette proposition n'est pas évidente et qu'elle a besoin d'être démontrée.
Et, en effet, si la fonction j =: F(^) est continue dans l'intervalle (a, b) pour cliaque valeur de x a|)parlenant à cet intervalle, on peut, en se donnant le nombre positif k, faire correspondre à chaque valeur de x un nombre positif A, kd que l'oscillation de la fonction soit moindre que k dans tout intervalle partiel moindre que h, qui comprend x. Mais on ne peut pas affirmer a />/7o/7 que toutes les valeurs de h ainsi trouvées et qui sont seulement plus grandes que zéro soient supérieures à un certain nombre positif A' : ce qui permettrait de concliu'e immédiatement que, dans tout intervalle partiel moindre que h' compris dans (a, b), l'oscillation de la fonction est moindre que k, et qu'elle est, par suite, continue et finie dans l'intervalle (a, b) (457).
Admettons donc que, de quelque manière que l'intervalle {a,b) ait été divisé en intervalles partiels, l'oscillation de la fonction, dans l'un, au moins, de ces intervalles, soit égale ou supérieure à k. Nous allons montrer que cette supposition entraîne nécessairement la non-continuité ou la discontinuité de la fonction pour une certaine valeur de x appartenant à rinlervalle {a, b). Supposons qu'on divise cet intervalle en lo" pari les égales.
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Les valeurs successives de la variable x, qui correspondront aux exlrémilés des inlervalles partiels obtenus, seront évidemment
io«
A mesure qu'on poursuivra l'opération, c'est-à-dire qu'on fera croître l'entier n, l'étendue d'un intervalle partiel, représentée
par , tendra vers zéro aulant qu on voudra. Il en resuite
que, dans celui où, quel que soit n, l'oscillation de la fonction est supposée égale ou supérieure à k, les deux extrémités se rapprocberont indéfiniment d'une certaine valeur de x comprise dans cet intervalle partiel et pour laquelle, par conséquent, la condition F(^i) — ^{x^) < k ne pourra plus être remplie. La fonction, pour cette valeur spéciale de x, ne serait donc plus continue (io7).
Mais, puisque, par hypoibèse, elle est continue pour toute valeur de x appartenant à l'intervalle («, h), il est impossible d'admettre l'existence d'un certain intervalle partiel où l'oscillation de la fonction serait égale ou supérieure à k. Dans tous, cette oscillation est donc inférieure à â:, et la fonction est continue dans l'intervalle («, h) [io7].
Exemples de fonctions continues dans le cas d'une seule variable.
462. L Toute fonction entière de x est une fonction continue {k\1).
Nous considérerons d'abord la fonction (i) r7=KxP,
p étant un nombre entier et positif, et A un nombre constant. C'est \di fonction simple algébrique dans le cas d'un exposant entier et positif.
Supposons que la variable x, à partir d'une valeur quelconque, reçoive l'accroissement h. La fonction y deviendra
(2) y + k=:ik{x -^ h)i>
et prendra l'accroissement k, qui aura pour expression, en
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retraiicbaiil les équations (i) et (2) et d'après la formule du binôme,
( k — k{x + h)P—kûcP
pxP-^ h + ^—^ xP-^'h^ -\-. . .-\- hP
11 est facile de prouver que chacun des termes du second membre de cette expression peut devenir moindre qu'une (luantité donnée ô aussi petite qu'on voudra, en donnant à h une valeur suffisamment petite.
Posons, en effet, le terme général
i .1.0. . .11 On en déduit
\.p\p — \)\ p — 2 ) . . . (/» — n -\- i)jci
et l'on voit qu'il suffit de donner à l'accroissement A une valeur moindre que la racine «'«"^ du second membre de cette inégalité, pour que le terme général soit plus petit que ô.
Mais, si l'on peut attribuer à h une valeur telle, que chacun des termes de l'accroissement k, dont le nombre est p, soil moindre que ô, l'accroissement k lui-même sera alors inférieur à po.
Par conséquent, pour que cet accroissement soit moindre, à son tour, (|u'une quantité désignée e aussi petite qu'on voudra, on n'a qu'à poser />ô < s et à prendre
Ainsi, lorsque, pour chaque valeur de la variable œ, l'accroissement h assigné à cette variable reçoit une valeur suffisamment petite, l'accroissement /- pris par la fonction y peut devenir lui-même plus petit que toute quantité donnée. La fonction y^ikocP est donc une fonction continue de x (!iGO, 461).
Soit, maintenant, une fonction entière quelconque de x
y = Ao .r'" + Al x"'-> + A2.Î7'"-- + . . . -f- A„,_, .r + A,„.
Nous venons d'établir qu'on peut donner à ^ un accroissement
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assez petit pour que l'accroissement correspondant de chacun des m termes variables de la fonction soit moindre que toute quantité donnée. Il en sera donc de même, d'après ce qui précède, de l'accroissement de la somme de ces m termes ou de l'accroissement total de la fonction; ce qui démontre la continuité de toute fonction entière de x.
463. II. La somme algébrique ou le pfoduit de fonctions continues en nombre Jiniest encore une fonction continue.
Considérons, par exemple, la démonstration étant analogue pour les deux cas, le produit de p fonctions continues, telles que
Donnons à la variable x, à partir d'une certaine valeur, un accroissement h. L'accroissement correspondant A- du produit aura pour expression
k — ¥,{x + h)Y,{x + h)¥3{x + h).. .Yp{x H- h) -Y,{x)V,{x)¥,{x)...Yp{x).
Les fonctions proposées étant continues, les facteurs qui composent le premier terme de cette expression tendent indéfiniment, à mesure que h diminue, vers Fi(^), F2(^), '^^{x), . . ., ¥p{x), qui sont alors leurs limites. Comme il y a un nombre fini p de facteurs, la limite de leur produit est égale au produit de leurs limites (343). Il en résulte que le premier terme de la valeur de k s'approchant indéfiniment du second terme de cette valeur, k diminue autant qu'on veut et peut devenir moindre que toute quantité donnée pour h assez petit, ce qui justifie l'énoncé.
464. m. Le quotient de deux fonctions continues est une fonction continue.
Cette proposition est soumise à une restriction (453).
Lorsqu'il y a continuité, la fonction a pour chaque valeur
de la variable une valeur finie et déterminée (438).
¥,(x) Si l'on a comme fonction le quotient pr^ — : ? il ne faut donc
considérer x, au point de vue du théorème à démontrer, que dans un intervalle oii aucune de ses valeurs ne puisse annuler le dénominateur F2(^0; car, pour une pareille valeur, l'exprès-
sion de la fonciion n'aurait plus aucun sens, du moins par elle-même. Dans tous les cas, comme le quotient proposé croît alors sans liinite à mesure que x s'approche delà valeur qui, laissant le numérateur fini, annule le dénominateur, ce quolienf, dans cette hypothèse, ne peut plus être une fonction continue.
Le théorème ne peut donc être vrai que lorsque x se maintient dans un intervalle tel, qu'aucune valeur de x ne puisse annuler le dénominateur F2(^).
Cette condition étant supposée remplie, donnons à ^, à partir d'une certaine valeur, un accroissement h. La fonciion prendra un accroissement correspondant A-, représenté par
_ Fi(.r+A) _ Fi(^) _ F,(^ + A)F.,(x) — Fi(^)F2(.r + /0 ' "~ F, (.c -v-h ) F. {x) " F2 ( X )F2 {x^h)
Or, à mesure que h diminue, le dénominateur de cette ex-
pression s'approche autant qu'on veut de FjC^) , tandis que le numérateur converge évidemment vers zéro, puisque les fonctions données sont continues. Il en résulte que la condi-
tion de continuité est remplie par la fonction -rr^-^^ — f , sous la
réserve de la remarque précédente.
Le théorème subsiste quand le numérateur Fi(a') se réduit à une constante.
i65. IV. Toute racine (V une fonciion continue est une fonction continue , dans tout intervalle où cette racine conserve une valeur réelle (130, 131).
Soit la racine />'^'"^ d'une fonction continue ¥{x), considérée dans un intervalle où cette racine demeure réelle. Donnons à .r, à partit- d'une certaine valeur, un accroissement h. L'accroissement correspondant k pris par la fonction sera
k = \/F{x + li)—''\/¥{^).
Il faut prouver qu'on peut toujours rendre k aussi petit qu'on voudra, en donnant à h une valeur suffisamment petite. Nous emploierons ici la méthode de réduction à l'absurde Géom., 3'i-).
Si k ne satisfaisait pas à la condition indiquée, il resterait supérieur à une quantité désignée à, quelque petit que fût A,
De C. — Cours, [il. 25
de sorte qu'on aurait alors
ou
Or cette inégalité est impossible; car, h tendant vers zéro, la limite du premier membre est F(^), puisque cette fonction est continue, tandis que le second membre est un nombre constant, évidemment supérieur à F(:r).
k peut donc devenir aussi petit qu'on veut pour h assez petit, et la fonction \/F{j:) est continue si elle est réelle.
466. La fonction donnée F(^) peut être une fonction entière de ce ou, ce qui revient au même (302 et suiv.), une pareille fonction élevée à une puissance entière. Il est, par suite, permis de dire qu'une fonction entière de ce élevée à une puissance fractionnaire quelconque est encore une fonction continue, pourvu que la condition indiquée (465) soit remplie.
11 en est de même d'une fonction entière de x élevée à une puissance négative (464).
En résumé, toute fonction entière de x élevée à une puissance quelconque, entière ou fractionnaire, positive ou néga-tive, ne cesse pas d'être une fonction continue, sauf la restriction ci-dessus.
Cas des fonctions de plusieurs variables.
467. Les notions qui précèdent s'étendent aux fondions de plusieurs variables.
Une fonction F{x, y, z), par exemple, peut être regardée comme continue dans un intervalle donné ou entre deux groupes de valeurs connues des variables x,y, z, si elle reste constamment réelle et finie dans cet intervalle, en variant par degrés insensibles, lorsqu'on fait varier x, y, z de la même manière dans les limites assignées.
Ainsi h, k, /désignant les accroissements attribués respectivement à x,y, z, à partir d'un groupe de valeurs simultanées compris dans l'intervalle donné, l'accroissement correspondant de la fonction, représenté par
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devra tendre vers zéro k mesure que h, le, / diuiinueronl, si la fonction proposée est continue.
En d'auires termes, dans celte hypothèse, si l'on fait tendre les variables x, y, z vers des valeurs limites a, b, c, la fonction F(^, y, z) devra approcher indéfiniment de V{a, b, c). C'est le principe général de la métliode des limites (3i8).
4G8. Nous croyons utile d'indiquer ici les propositions suivantes : la première se rapporte ànx fonctions de Jonctions ai la seconde 3lu\ fonctions composées {voir Livre V).
4G9. I. ^f j' = F(>r) est une fonction continue de œ dans un certain intervalle, et si u^(f{y) est une fonction continue de y dans cet intervalle, u est une fonction continue de x dans le même intervalle.
Car, si l'on donne à x, à partir d'une certaine valeur appartenant à l'intervalle considéré, un accroissement infiniment petit, r prendra à son tour un accroissement infiniment petit, de sorte qu'il en sera de même de u. Par conséquent, lorsque a; prend un accroissement infiniment petit dans les limites assignées, u prend aussi un accroissement infiniment petit. Dans ces limites, u est donc une fonction continue de x,
470. II. u et V étant des fonctions continues de x dans un intervalle donné, si F(;/, r) est une fonction continue de u et de V dans le même intervalle, F(«, v) est, dans cet intervalle, une fonction continue de x.
Car, si l'on donne à ^, à partir d'une certaine valeur prise dans l'intervalle considéré, un accroissement h, u et v j)rendront à leur tour les accroissements respectifs a et (3 et deviendront « -t- a et p + (3. L'accroissement correspondant de la fonction F(w, v) sera alors
En vertu de la continuité supposée et pour h assez petit, a et j3 tendront vers zéro autant qu'on voudra. Il en sera donc de même de l'accroissement de la fonction F(«, v). Par conséquent, lorsque x prend un accroissement infiniment petit dans les limites assignées, F(/<, <^) prend aussi un accroissement infiniment petit et est une fonction continue de x dans les mêmes limites.
'{-71. Si l'on voulait meltre en évidence Ja part de chaque a'.ci'oisseuient de u et de v dans l'accroissement total de ¥{u, v), on écrirait cet accroissement (i70) comme il suit :
En faisant varier seulement u, on a, en effet, comme premier accroissement de la fonction F(;/, v),
puis, en faisant varier v à son tour dans le prenier résultat Y[u-\- c/.y v), on a, comme nouvel accroissement de la fonction,
F(a + oc, p-i-;3) — F(?/ + a, (')•
La somme des deux différences obtenues, dont la première s'annuie pour a =: o et la seconde [iour [3 = 0, est l'accroissement total de F(«, v), nul pour a = o et [3 = o.
Discontinuité.
472. En s'aidant du mode de représentation graphique, dont nous avons déjà donné un aperçu succinct en Algèbre élémentaire {Alg. élém., 312 et suiv.), on prend une idée très nette de la continuité d'une fonction dans un certain intervalle, aussi bien que des particularités qui peuvent se présenter et interrompre cette continuité, comme nous l'avi ns vu en traitant quelques exemples choisis (Al^^. élém., 31i à 321). On dit alors que la fonction est discontinue.
Ainsi, pour une certaine valeur attribuée kx, les opéra! ions par lesquelles on doit en déduire la valeur correspondante de la fonction peuvent conduire à des résultats n'ayant par eux-
mêmes aucun sens, comme — ou ce, -, o.cc, .... 11 laut, dans
ce cas, faire tendre ce indéfiniment vers l'une des valeurs
qui entraînent ces résultats et chercher vers quelle limite
converge la valeur simultanée de la fonction. Si celte limite
existe ou est susceptible d'interprétation, elle fait connaître
la valeur de la fonction pour la valeur spéciale de ce qu'on a
consi'dérée.
Si l'on trouvait deux limites différentes de la fonction,
comme ± GO, par exemple {Al^^. élém., loco cit.), pour une
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valeur jr = ^i, la fonction s'ai)procherait indéfiniment de l'une ou de l'autre de ces deux limites, à mesure que la variable x tendrait vers x^, en restant constamment plus grande ou plus petite que celte valeur x^.
473. Nous terminerons ces notions en citant encore un cas où il y a, pour ainsi parler, à la fois continuité et discontinuité. C'est celui où la fonction admet régulièrement plusieurs valeurs pour chaque valeur assignée à la variable dans un certain intervalle.
C'est ce qui a lieu, par exemple, en général, pour une fonction algébrique F(jc, 7):=o (446), où r entre à un degré supérieur au premier (449, 450).
La fonction est alors dite -a détermination multiple.
Il faut, dans celte hypothèse, pour étudier la continuité réelle de la fonction, isoler les différents systèmes de valeurs ainsi associés, c'est-à-dire ne joindre à la valeur de x qu'une seule des valeurs correspondantes de y.
Les remarques que nous venons de faire sur la discontinuité et que la Géométrie analytique (t. V) mettra dans tout leur jour s'appliquent à plus forle raison aux fonctions de plusieurs variables.
CHAPITRE II
ETUDE DE LA FONCTION EXPONEiNTIELLE.
Définitions et théorèmes préliminaires.
Exposants incommensurables.
4-74. Quand la variable est en exposant, la fonction est dite exponentielle.
Nous allons l'étudier sous sa forme la plus simple
Nous supposons que a est un nombre donné positif , et que la variable x peut parcourir toute l'échelle des grandeurs réelles, de — 00 à +00 {Alg. élém,, 218).
4-75. Quand x est commensurable , l'expression a^ a un sens parfaitement déterminé.
Le cas de x entier ne présente aucune difficulté (128).
c^ . rn , , . . .„
Soit X = — j m et n étant des entiers positils. n
On a alors, par définition (iiO),
Comme a est positif, si l'on convient de ne considérer que les valeurs arithmétiques des radicaux (131), a'"- aura une^ valeur positive, et il en sera de même de s/a"\ C'est cette seule valeur que nous conserverons. Il ne peut donc y avoir aucune ambiguïté.
Soit, enfin, x =^ — p, p étant un nombre entier positif ou un nombre fractionnaire à termes positifs. On a, dans ce cas,
par définition (l4o),
et aP ayant, d'après ce qn'on vient de dire, une seule valeur positive, la valeur de a^ est encore parfaitement déterminée.
476. Avant d'aller plus loin, remarquons qu'il est nécessaire de supposer a positif .
Si ce nombre constant était, en effet, négatif, «'" serait négatif pour m impair, et '{/«^aurait alors une valeur imaginaire pour toute valeur paire de n (130, 2"). En faisant varier la valeur commensurable de œ d'une manière quelconque, la fonction a^ pourrait donc être alternativement réelle et imaginaire, et nous ne voulons l'étudier ici que dans ses valeurs réelles et même positives.
477. Il nous reste à examiner l'hypothèse de x incommensurable. Que signifie, dans ce cas, l'expression a^ et quelle interprétation doit-elle recevoir?
Quand œ est un nombre incommensurable, on regarde a^ comme la limite des valeurs déterminées qu'on obtient en remplaçant X par des valeurs commensurables de plus en plus approchées (116 et suiv.)
Pour justifier cette définition, il faut prouver que la limite indiquée existe et qu'elle ne dépend pas de la manière dont on fait tendre les valeurs commensurables auxiliaires vers leur limite x.
Nous y parviendrons à l'aide des théorèmes suivants, d'ailleurs très utiles à connaître en dehors même de la question que nous traitons.
478. I. Les puissances entières successives d'un nombre positif plus grand que i, toujours supérieures à i, vont constamment en croissant et peuvent surpasser toute quantité donnée.
Les puissances entières successives d'un nombre positif plu? petit que I, toujours inférieures à i, vont constamment en diminuant et ont zéro pour limite {Alg. élém., 336).
Au lieu de s'appuyer sur les propriétés des progressions,
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on peut d'ailleurs démontrer directement celte importante
proposition en faisant intervenir la formule du binôme {'■loi).
En effet, a étant une quantité positive, tout nombre positif
plus grand que i peut être représenté par i + a et tout
nombre positif plus petit que i, par — La formule du
binôme donnant
TU {m — I ) .
(i -H «)'"=: i-^ my.-\ î: a--t-. . .,
on a alors, évidemment,
(i + 0^)'''-^» >(i + a)'" et (i -H a)'" >n-/??a;
{Tur<{Th)
et
En faisant croître indéfiniment l'entier m, ces inégalités justifient l'énoncé.
479. II. Les racines successives d'un nonibie positif plus grand que i vont constamment en diminuant et ont l'unité pour limite inférieure.
Les racines successives d'un nombre positif plus petit que i vo?it constamment en augmentant et ont l'unité pour limite supérieure.
i" Soit « >- 1.
Toute racine de a sera plus grande que i; car il n'y a qu'un nombre plus grand que i, qui, élevé à une certaine puissance entière, puisse donner un nombre plus grand que i (478 j.
Cela posé, on a (138, 135)
On en déduit
ni — >ii{in+i^i r
•ni —
\a iinm-k-\
va = V/
c'esl-à-dire
Désignons maintenant par o une quantité positive aussi
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petite qu'on voudra, et posons
il en résulte (/l/^'. éléin., 217)
Celte inégalité sera satisfaite a fortiori (478) si l'on a
Il suffit donc de prendre
pour que la racine m'è°"= de a, toujours supérieure à i, diffère de I d'une (juantité inférieure à ô.
2° Soit a <C I .
Toute racine de a sera plus petite que i; car il n'y a qu'un nombre plus petit que i qui, élevé à une certaine puissance entière, puisse donner un nombre plus petit que i (478).
Cela posé et en suivant la même marche, on trouve comme précédemment (i")
m/ — V<7 mirn+i)/— _
y/a c'est-à-dire
Remarquons mainlenant que, a étant moindre que i, on peut poser, en désignant par a une quantité positive quelconque (478),
11 en résulte (128, 129)
Sja =
fil i~ V'
Or, i + a étant supérieur à i, on peut prendre m assez grand pour que "(/i + a, supérieure à i, diffère de i d'aussi peu qu'on voudra (i°). Il en sera donc alors de même de \/a, toujours inférieure à i.
480. II[. Si a est plus grand que i, ses puissances positives sont plus grandes que i, et ses puissances négatives sont plus petites. C'est l'inverse, lorsque a est moindre que r.
Soit a >- 1.
On a (47i);
et
a" = '(/rt^> I
ai> '
puisque aP est plus grand que i (i78). Soit a <ii.
On a (479)
a-P=^, >i, aP
puisque aP est plus petit que i (478).
481. IV. Quand on donne à l'exposant x des valeurs cornmensurables croissantes, la fonction a^ varie toujours dans le même sens, en augmentant quand a est plus grand que i, en diminuant quand a est plus petit que i.
Soit a'^ i et q > p- Nous aurons (480)
c'est-à-Jire
Soit a <Ci et q';> p.
Nous aurons (480)
c'est-à-dire
al
aP '
al > aP.
al -^-ai-P<.,
ai<aP.
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482 V. La foxction exponentielle simple j= a^ est une fonction coNTiNLE (i57, 4G0, 4G1).
[I faut démontrer que si, à partir d'une valeur comniensurable quelconque, la variable 2? croît d'une quantité commensurable A, la fonction y croît ou décroît d'une quantité k, qui lend vers zéro en même temps que h.
Les deux valeurs de la fonction étant
a"" et «■^ •<-'',
l'accroissement k a pour expression, dans le cas de «>i
et, dans le cas de a < i (481),
Mais h, étant commensurable, peut toujours se mettre sous
la forme -• On a alors
a''-—aJ'='sla.
Pour faire tendre h vers zéro, il suffit de faire croître p indéfiniment. Dans celte hypothèse, y'atend autant qu'on veut vers l'unité (479), en restant supérieure à i et en décroissant quand a est plus grand que i, en restant inférieure à i et en croissant quand a est plus petit que i.
a^ ayant une valeur déterminée, k tend donc toujours vers zéro en même temps que h, et la proposition est démontrée.
483. Nous pouvons maintenant définir rigoureusement la valeur de a-^, lorsque l'exposant a? est inco.umensurable, en supposant d'abord a >• i .
a^ est, dans ce cas (481), un nombre plus grand que ceux qu'on obtient en remplaçant x par des valeurs commensurables plus petites, et un nombre plus petit que ceux qu'on obtient en remplaçant x par des valeurs commensurables plus grandes.
A mesure qu'on resserre les deux suites de nombres commensurables, en faisant croître, d'une manière quelconque, les valeurs commensurables plus petites que x et en faisant décroître, de même, les valeurs commensurables plus grandes.
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on approche autant qu'on veut, pour ces deux suites, d' une limite commune et déterminée, qui est la valeur de la fonction a^ pour la valeur incommensurable de x que l'on considère.
En effet, si l'on donne à x des valeurs commensurables croissantes, plus petites que la valeur incommensurable dont il s'agit, on forme une suite de nombres que nous désignerons par (S) et qui vont en croissant (i8l)tout en restant plus petits que a^. D'autre part, si l'on donne à x des valeurs commensurables décroissantes , plus grandes que cette même valeur incommensurable, on forme une autre suite de nombres (S'), qui vont en décroissant (481) tout en restant plus grands que a^.
Les nomljres (S), élant plus petits qu'un nombre quelconque de la suite (S'), augmentent en s'approchanl d'une certaine limite. Les nombres (S'), étant plus grands qu'un nombre quelconque de la suite (S), diminuent en s'approchant d'une certaine limite. Les deux limites sont d'ailleurs les mêmes; car, si met m' appartiennent respectivement aux deux séries d'exposants commensurables, les puissances a'" et a'"' appartiennent aussi respectivement aux suites (S) et (S'); et leur
différence
^m- _a'" — { a'"' — rt^ ) + ( a^ — a'" )
peut être rendue aussi petite qu'on veut en rapprochant m et m' qui, par hypothèse, convergent vers x, puisque la fonction a^ est une fonction continue (i82).
484. Nous venons de définir (483) a^, pour x incommensurable, dans le cas de a > i.
Si a est plus petit que i, on peut toujours le ramener à la
forme
a' étant plus grand que i. On a alors
el, comme a'^ est défini, a^ le sera par cette formule même.
485. Il est évident, d'après ce qui précède (483), que toutes
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les règles démontrées pour les exposants comnriensurables s'appliquent sans changement aux exposants incommensurai)les.
Supposons qu'on ait, par exemple, à multiplier a^' par ay, X et r étant des nombres incommensurables. On a nécessairement (150)
a"" cû' — a^'-^r .
On peut, en effet, considérer les deux suites indéfinies de nombres incommensurables, croissants ou décroissants (IIG et suiv.),
^\i "^2> «^a» • • •» "^/îj • • •?
j'i> ji') j'sj •••> y m •••>
dont X et y représentent respectivement les limites. Si l'on Ibrme en même temps la suite
la limite d'une somme étant égale à la somme des limit' s des parties (342), cette nouvelle suite indéfinie aura pour limite x^y.
Il en résulte que les trois suites
«ar.+r, a-^.+r., «-^3-73, ..., a'^,.+r„, ...
auront pour limites respectives a^, cû', a^'^y et, comme on a constamment, et quel que soit n,
a^'i ciYn =r a^n'^y» ,
et que la limite d'un produit est égale au produit des limites des facteurs (3V3), on aura aussi (334)
a^ay=a''+y.
Les autres règles connues s'ensuivroht ou se démontreront de la même manière.
En d'autres termes, tout ce ([ui aura lieu pour des exposants commensurables s'étendra toujours au cas où ces exposants deviendraient incommensurables.
Propriété caractéristique de la fonction exponentielle.
486. Proposons-nous de troui-er la forme la plus générale de la fonction f, telle qu'on ait, pour toutes les valeurs réelles de X et de y,
La ronclion exponentielle satisfait à cet te condition, puisque, comme nous venons de le monder (485), on a toujours
Il faut prouver qu'aucune autre fonction continue ne jouit de cette propriété qui caractérise, par suite, la fonction expo nentielle.
D'abord, si une fonction/ satisfait à la relation (i), quels
que soient x et y, elle y satisfera encore quand on remplacera
X ., , à la fois X et j' par -5 d ou
11 en résulte que la fonction / doit être positive, quel que soit X.
De même, si une lonclion/ satisfait à la relation (i), quels que soient .r et r, elle y satisfera encore en supposant y égal à un muiliple quelconque de x, c'est-à-dire
y^=ix, 2X, 3x, ..., mx, ...; d'oi^i, successivement,
ou
f{x)f[{m-i)x]=f{mx)
ou
[f{œ)]"'=f{mx),
Ainsi, toute fonction /qui satisfait à la relation (i) satisfait aussi à la relation
[f{x)]'"=f{mx).
Nous allons étendre celle relalion (2) à toutes les valeurs réelles de m, qu'elles soient fractionnaires au lieu d'être entières, ou négatives au lieu d'être positives.
La relation (2) indique que la fonction /se trouve élevée à la |)uissance m, quand la valeur arbitraire de la variable x est multipliée par m.
Il en résulte qu'en divisant, au contraire, la variable par un
nombre entier m, on obtient la racine /?«»'^'"° de la fonction;
ce car, si l'on part de la valeur — de la variable et de la valeur
correspondante/ f — | de la fonction, on n'a qu'à multi[)lier
— par m pour obtenir la puissance /w'^^'^ de /( — 1 Or, on trouve alors œ pour la variable; on doit donc trouver f{x) pour la puissance /?t'«'"« de/( — |> c'est-à-dire que/[ — | est précisément la racine m'^^^ de/(^). On peut donc écrire
C'est la détermination arithmétique qu'il faut prendre pour '\/f{oo) et il n'y a qu'une seule valeur à considérer, puisque,
d'après ce qui précède, /( — ) doit être positive aussi bien
que/(^).
On peut maintenant multiplier la variable o^ par un nombre
commensurable quelconque -•
En eflet, en prenant pour point de départ la relation (3) sous la forme
on a, en multipliant la variable — par l'entier/:» et en élevant en même temps la fonction [f{oc)^'^ à la puissance yj,
La fonction cherchée doit donc satisfaire à la relation (2 quel que soit œ, et pour toutes les valeurs commensurabies
4oo
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positives de m-, par conséquent, aussi, pour toutes les valeurs incommensurables positives de m, d'après la théorie générale des limites (348); car, si m^, m,, m^, ..., in„, ... forment une suite de nombres commensurables a^ant pour limite le nombre incommensurable m, on aura, quel que soit l'indice choisi,
Lorsque n augmente indéfiniment, /??„ tend vers m par hypothèse et, en vertu de la continuité de la fonction exponentielle simple (482), a; ayant une valeur déterminée, [/(-a?)]'"» tend vers [/(-s?)]'"; d'autre part, An„^ tend vers m^ et, la fonction cherchée étant supposée continue, f{m,,œ) tend en même temps \evs /{ma-).
Ainsi, quelle que soit la valeur positive de m, on a
Il reste à considérer les valeurs nét^atives de m.
Si l'on remplace, dans la relation (i), y par — j?, on a
Pour connaître /(o), nous ferons y =o dans la relation (i),
d'où
c'est-à-dire Il en résulte
Posons maintenant, rii' étant un nombre positif que'conque,
Nous aurons d'après la relation (4), puisqu'on peut multiplier la variable par un nombre positif quelconque,
Mais, d'après la relation (2), f{ni'x) n'est autre chose que [f{x)'\'."\ Par suite,
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ce qui revient à
La relation (2) se trouve ainsi complètement généralisée.
Nous arrivons donc à ce résultat : toute fonction satisfaisant à la relation (i), quelles que soient les valeurs réelles de a; et de j, satisfait à la relation (2), quelles que soient les valeurs réelles de ûs et de m. On a donc le droit d'échanger ^ et m dans cette relation (2). Comme son premier membre demeure alors identique à lui-même, on a
(5) /imjr) = [/{a^)r=[f(m)]-.
Si, en s'appuyant sur la relation (3), on extrait la racine m'^™^ des deux termes extrêmes de la relation (5), il vient enfin
Il s'ensuit que la fonction /(^) ne peut être que la puissance a- d'une quantité indépendante de ^, cette quantité indépendante étant une constante positive. Si on la désigne par a, on retrouve
La substitution de la relation (2) à la relation (r) n'a introduit d'ailleurs aucune solution étrangère; car, si l'on remplace, dans la relation {i),f{x) par«-^,/(K) par a"*', f{x-^y) par a^-^^, cette relation est salislailc identiquement, quelle que soit la constante positive a.
L'exponentielle a^ est donc la fonction la plus générale répondant à la condition imposée.
Remarquons que, si l'on fait m -=1 dans la relation (6), on trouve
Cette constante est, par suite, la valeur de la fonction pour Limite de — -, quand x croit indéfiniment.
Cl'"'
Si l'on fait croître x indéfiniment, le rapport — a
pour limite l' infini quand a est > \, et zéro quand a est <^i.
N'oublions pas que, loisqu'on dit qu'un rapporta pour limite
Di; C. — Cours. III. 26
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Vinfini, cela signifie simplemeiu (338) qu'il peut croître de manière à surpasser loule quantité donnée.
1° Soit a > I.
X croissant indéfiniment, il en est de même de a^ (i78, 485).
a étant un nombre positif convenable, on peut toujours poser
a = I + a, d'où y.^=^ a — i .
On a alors, par la formule du binôme, en donnant à x des valeurs entières et positives,
■^( ^ — I ) o (iH-a)^=i+a;aH 7.- -\-. . ..
c'est-à-dire, évidemment,
xix — I ) ,
Remplaçons dans le premier membre i + a par a et divisons tout par X. Nous aurons
et, a fortiori.
XX
Comme x — i croît, en même temps que x, au delà de
toute limite, on voit que — va constamment en augmentant
à mesure qu'on fait croître x, supposé entier et positif, et que, pour a; = oo, on a
lim — — 00.
Si l'on veut, par exemple, avoir — >K,
il suffit de satisfaire à l'inégalité
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c'est-à-dire, a étant « — i, de donner à x une valeur entière égale ou supérieure à
{a-if
Nous avons supposé x entier et positif; admettons qu'il devienne fractionnaire ou incommensurable, en restant positif.
Dans cette hypothèse, x croissant tombera toujours, à un instant quelconque, entre deux entiers consécutifs p ^\ p -\- 1, qui croîtront en même temps que lui.
Mais, si l'on a
on a aussi, nécessairement (485),
aP < ce= < r//'+i
et, a fortiori,
ce qu'on peut écrire
I aP-^^ a^ aP < — <« — •
p étant entier et croissant indéfiniment, les deux quantités extrêmes croîtront sans limites, comme on vient de l'établir. II en sera donc de même de la quantité intermédiaire.
2° Soit <7 < I.
A mesure que x augmente, a" diminue indéfiniment et a pour limite zéro (478, 485). Il en est donc de même, a for-
tiori, du rapport
Étude des variations de la fonction a^.
488. Nous allons chercher la série des valeurs prises par la fonction continue j = a^, quand on fait parcourir à la variable X toute l'échelle des grandeurs réelles, depuis — oo jusqu'à 4-co.
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1° Soit a >> I.
On sait que la fonction reste positive et va constamment en croissant avec la variable (iTS, 481, 485). Pour ^ = —00, on a, évidemment,
lim y = lima""" =: lira- — = o.
Pour a; = o, on a {Alg. élém., 42)
Pour a: = + ce, on a
lim y = lim r/* = ce.
/ croissant constamment avec x, chaque valeur le la fonction ne se présente qu'une fois. Lorsque la variable parcourt toute l'échelle des grandeurs réelles, la fonction parcourt toute l'échelle des grandeurs positives. Lo:sque la variable varie de — oc à o, c'est-à-dire reste négative, la fonction prend toutes les valeurs positives de o à i ou moindres que i; et, lorsque la variable varie de o à + ce, c'est-à-dire reste poùtive, la fonction prend toutes les \alcurs positives de i à ce ou plus g 7' an des que i,
2° Soit a < I . ■
Ou sait que la fonction reste positive et va constamment en diminuant, à mesure que la variable croît (478, 481, 485). Pour ^ = — 00, on a, évidemment,
lim/
iim«-'=
= lim
GO
Pour
o, on
Pour
-^ce,
on
lim y =
linif;*
y diminuant constamment avec r, chaque valeur de la fonction ne se présente qu'une fois. La fonction parcourt encore toute l'échelle des grandeurs positives pendant que la variable parcourt toute l'échelle des grandeurs réelles, mais en sens inverse. En d'autres termes, la fonction prend toutes les valeurs positives de oo à i ou plus grandes que i, lorsque la
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v.iiiable varie de — co à o, c'esl-à-dire reste négative; et elle prend toutes les valeurs positives de i à o ou moindres que i, lorsque la variable varie de o à + oo, c'est-à-dire reste positive.
489. Cette discussion peut être utilement résumée dans le Tableau suivant et représentée par un tracé graphique correspondant {Jig. i), sur l'exécution duquel nous n'avons pas à insister après les détails donnés à ce sujet en Algèbre élémentaire {Alg. éléni., 312 et suiv.) :
— ce
— co
co
croît
croît
croît
décroît
croît
croît
croît
décroît
-\- co
co
-H co
Fi
^jTZ^--^^^
La courbe qui s'élève à droite de la figure correspond à a>i; celle qui s'élève à gauche, à a<i. Ces deux courbes se coupent au point K situé sur l'axe des/ et tel que OIvr= r, puisqu'elles présentent toutes deux une ordonnée égale à i
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pour jp =: o. Elles ont l'axe des .v pour asymptote commune. Pour la première courbe, c'est la partie négative de cet axe qui est asymptote; pour la seconde courbe, c'est sa partie positive. En effet, lorsque a est > i, on a v :=o pour x =— oo; et, lorsque a est <i, on a r = o pour a;=z^cc. Nous avons
vu (487) que, dans le cas de a>i, la limite du rapport —
ou — est égale à l'infini, lorsque x croit indéfiniment. L'ora;
donnée de la première courbe croît donc beaucoup plus rapidement que son abscisse. Au contraire, dans le cas de a < i,
fz^ y
la limite du rapport — ou — est ésrale à zéro, lorsque x croît a: a;
indéfiniment, et c'est l'abscisse de la seconde courbe qui croît
beaucoup plus rapidement que son ordonnée ne décroit.
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CHAPITRE III
THÉORIE DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COxMME EXPOSANTS.
Définition des logarithmes algébriques.
490. Nous avons déjà présenté, avec le plus grand soin et avec tous les détails nécessaires pour l'application, la théorie élémentaire des logarithmes {Al°^. élém., Livre IV, Chap. II). Nous avons alors pris, pour fondement de notre théorie, le point de vue même de l'inventeur ( Neper), c'est-à-dire la comparaison facile à établirentre une progression par quotient et une progression par différence où se correspondent les termes I et o.
En nous servant des propriétés de la fonction exponentielle, nous pouvons adopter une nouvelle définition qui offre de grands avantages.
491. Celle définition est la suivante : le logarithme d'un nombre est iexposant de la puissance à laquelle il faut élever un nombre constant et positif, appelé ^kse, pour reproduire le nombre donné.
Si la base est a et si 6 représente le nombre donné, le logaiilhme jc de ce nombre sera déterminé par l'équation {Alg. élém., 374)
a.^ ^ b, et l'on écrira
ce qu'on doit lire : ce égale le logarithme de b, lorsque la base choisie est a.
11 résulte immédiatement de l'étude que nous venons de faire (488, 489) des variations de la fonction exponentielle a^
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que tous les nombres positifs ont des logarithmes positifs ou négatifs, tandis que les nombres négatifs n'en ont pas, ou plutôt n'en ont pas de réels.
Si a est '> 1, ce sont les nombres plus grands que i gui ont des logarithmes positifs, et les nombres plus petits que i, des logarithmes négatifs. C'est l'inverse lorsque a est <ii.
Quand a est >>i, les logarithmes croissent en même temps que les nombres correspondants. C'est l'inverse quand a est ■< I, les plus grands nombres ayant alors les plus petits logarithmes.
Pour chaque valeur de la variable x, la fonction a^ n'a qu'une seule valeur. Donc, lorsque deux nombres sont égaux, leurs logarithmes le sont aussi, et réciproquement.
W2. L'ensemble des logarithmes des différents nombres j)0sitifs pris dans une certaine base constitue un système de logarithmes.
Quand la base change, tous les logarithmes changent.
Il y a donc une infinité de systèmes de logarithmes, distingués entre eux par leur base; mais tous jouissent de propriétés générales fort importantes, que nous connaissons déjà, et que nous allons démontrer en faisant usage de la nouvelle définition adoptée.
Propriétés générales des logarithmes algébriques.
WS. I. Le logarithme d'un produit de plusieurs fadeurs est égal à la somme des logarithmes des facteurs.
La base étant a, supposons
a^ = b, c'est-à-dire x =\ogab,
a""" = b', n x' = log« b',
a^'=b", » x"=[ogab".
Multiplions membre à membre les premières égalités. Nous aurons (485, 150)
ou
X -h x'^ x" = loga ( bb' b
11 en résulte immédiatement, d'après les secondes égalités (en supprimant l'indice a, qui est inutile, puisque nous ne
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considérons qu'une seule base ou que tous les logarithmes sont pris dans le même système, et en renversant les deux membres),
log{hb'b")=:\oo;b-hlogb'+logb".
V9i. II. Le logarithme d'un quotient est égal à la différence des logarithmes du dividende et du diviseur.
Cette proposition découle immédiatement de la précédente, puisque le dividende est le produit du diviseur par le quotient.
Pour la démontrer directement, supposons
a^ = b, c'est-à-dire x = logé,
a^'^^b', » a;'=log6'.
Divisons membre à membre les premières égalités. Nous aurons (483, 150)
.. ^. b . . fb
Il en résulte, d'après les secondes égalités et en renversant les deux membres,
JogfpWlogô — logô'.
495. III. Le logarithme d'une puissance est égal au produit du logarithme du nombre élevé à la puissance par l'exposant de cette puissance.
Supposons
a^=2 b, c'est-ii-dire x ^ log b.
m, étant une quantité réelle quelconque, élevons à la puissance m les deux membres de la première égalité. Nous aurons (485, 150)
amx—.i^m Qy mjr = log6'".
11 en résulte, d'après la seconde égalité et en renversant les deux membres,
log 6'"=: m log 6.
Soit, en particulier, /7i= -, p étant un entier positif. Il
4io
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viendra alors (140)
Le logarii/ime d'un radical est donc égal au logaritlune de la quantité placée sous le radical, divisé par l'indice de ce radical.
496. IV. Da?is tout système de logarithmes, le logarithme de la base est i, le logarithme de i est o, le logarithme de o est zrz œ et le logarithme de l' infini est ± co.
En effet, si, dans la relation a^= h qui définit le système de logarithmes adopté, on donne successivement à h les valeurs a, I, o, GO, on trouve successivement (V88, 489)
rt-*^ = a, a^^ I, rt-^=; o.
GO
c'est-à-dire »
X = lop:a ^= r, X r=. iog I ^o.
lo.uo
, , \ suivant nue a
suivant que a est>i ou <i, suivant que a ( est>i ou<i.
497. On donne aux logarithmes, tels que nous les avons considérés en Algèbre élémentaire, le nom de logarithmes arithmétiques, pour les distinguer des logarithmes algébriques.
On voit que les propriétés des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques sont absolument les mêmes.
On se servira donc des logarithmes algébriques comme des logarithmes arithmétiques, pour simplifier les opérations numériques, en ramenant les opérations les plus compliquées aux opérations les plus simples, comme il a été indiqué précédemment {Alg. élém., 3oo).
Il suffit, pour cela, de construire des Tables, dites Tables de logarithmes. Nous sommes entré, au sujet de la construction et de l'usage des Tables, dans les détails les plus circonstanciés (voir Alg. élém., 358 à 374, et Trigonom., 119 à 136). Nous y renverrons donc le lecteur.
Nous démontrerons seulement ici la parfaite identité, non seulenient quant aux propriétés, mais en eux-mêmes, des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques. Les
mêmes Tables peuvent ainsi servir, quel que soit le point de vue adopté.
Identité des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques.
498. I. Partons d'abord du point de vue arithmétique et considérons deux progressions, l'une par quotient, l'autre par différence, où se correspondent les termes i et o. Les nombres inscrits dans la progression par quotient ont alors pour logarillimes les termes correspondants de la progression par différence.
Ainsi, les deux progressions étant
vh i '. q '. q' \ q^ '. ■ • ■ '. q"^ I . . . , ;0./'.2r.3r. ... .mr . . . . ,
la définition élémentaire {Alg. élém., 347) donne pour logarithme, au nombre q'"^ de la progression par quotient, le terme correspondant mr de la progression par différence. Posons
(i) mr — y.
Nous aurons, arithmétiquement parlant,
(2) log^'" = 7.
Mais, de (i), on déduit m =z ^, et l'on a, par suite,
q'''=qr=[qr) ,
On voit par là que, y étant le logarithme arithmétique
de q"\ il faut, pour reproduire q'"^, élever précisément le
nombre constant q'' à la puissance y.
Il y a par suite identité entre les logarithmes arithmétiques et les logarithmes algébriques (491).
La base du système se reconnaît, dans les deux cas (496 et Alg. élém., 356), à ce que son logarithme est égal à l'unité.
Ici, q'' est la base du système des logarithmes arithmétiques, comme elle est celle du système des logarithmes algébriques;
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car, au point de vue arithmétique, le logarithme de q' est
499. IL Parlons maintenant du point de vue algébrique. On peut toujours considérer des nombres en progression par fiuolient tels, que
'vz a', aq \ aq^ \ aq^ '...'. aq'
Les logarithmes algébriques de ces nombres forment évidemment (493, 495) une progression arithmétique correspondante
7 loga.(loga -h logi5r).(loga -i- 2 log^).(loga 4- 3 log^) (loga + m log^)
Quand des nombres forment une progression par quotient, leurs logarithmes algébriques forment donc une progression par dllférence.
Si Ton suppose log^ := /• et a = i, c'est-à-dire loga ^ o, les deux progressions deviennent
•t\ \'.q:q-\q^: ... '.q"". ■■., ï O . r . 2r. 3r nir . . . . ,
et l'on est ramené complètement à la définition des logarithmes arithmétiques (498).
// r a par suite identité réciproque entre les logarithmes algébriques et les logarithmes arithmétiques.
Des différents systèmes de logarithmes.
500. Théorème fondamental. — Le rapport des logarithmes d'un même nombre reste constant, lorsqu'on passe, en faisant varier la base, d'un système de logarithmes à un autre.
Il résulte de cette remarquable propriété que, une Table de logarithmes étant construite dans un certain système, on obtiendra la Table répondant à tout autre système, en multipliant simplement les logarithmes insérés dans la première Table par un facteur constant.
Soient deux systèmes de logaritlimes, le premier rapporté à la base a, le second à la base A. Considérons un même nombre b, et désignons par x et par x' ses logarithmes dans les deux systèmes. Nous aurons, par définition (491),
a^^=zb et A^'^ b, c'est-à-dire
Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité, d'abord dans le système dont la base est a, ensuite dans le système dont la base est A, en nous rappelant que, dans tout système, le logarithme de la base est i (496). Il viendra (495)
^log^a = j:--' log,j A ou ^^^'logjA,
a: log^a = a;' logAA ou ^IogA<^ = '^'.
On en déduit
— = \ ou — = loirv'^.
X logaA X
Ainsi, le rapport des deux logarithmes x' et x demeure bien constant, quel que soit le nombre considéré b.
Ce rapport constant est appelé le modale relatif du système k par rapport au système a. C'est le nombre par lequel il faut multiplier tous les logarithmes du système a, regardé comme ancien système, pour avoir tous les logarithmes du système A, regardé comme nouveau système.
En résumé, le module relatif a pour expression l'inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans l'ancien système ou le logarithme de l'ancienne base pris dans le nouveau système. L'expression pratique est, évidemment, la première.
On représente, en général, par M le module relatif. Nous aurons donc ici, pour les bases a et A,
M = -, == \ozxa.
log.A
On voit que, si l'on connaît A, on peut déduire immédiatement le système A du système a. La base d'un système suffit donc pour le définir.
501. Il est facile de vérifier, a posteriori, l'idenlité qu'on vient d'obtenir, c'est-à-dire
logA« ou logAûr.logaA = j.
lOga A
Posons, en effet,
logA« = r, \ç>Za^ — z,
II faut prouver qu'on a v^ := i.
La première égalité signifie que, pour avoir a, il faut élever la base A du second système à la puissance / (i'Ol). On a donc
La seconde égalité revient de même à
En élevant à la puissance y les deux membres de cette dernière relation, on trouve
ay~=ky=a, c'est-à-dire, nécessairement, j- =: i (496).
502. Soient les deux nombres quelconques N et N'. D'après ce qu'on vient de démontrer (500), on a, en prenant leurs logarithmes dans les systèmes de base a et de base A,
log^N logaN'
relation qu'on peut écrire {Alg. éléni., G7)
loggN _ lOgA^ logaN' ~~ logAN'*
Le rapport des logarithmes de deux nombres quelconques reste donc constant, quand on passe d'un système à un autre.
C'est une autre forme du théorème fondamental établi au n° 500 {Alg. élém., 357).
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Des logarithmes népériens ou hyperboliques.
503. Le premier système f|Lii fut employé par Neper a reçu le iioni de syslcnie naturel ou, mieux, de système népérien.
On lui donne encore le nom de système hyperbolique, à cause du ra|)port intime qui existe entre les logarithmes correspondanls et la mesure des aires hyperboliques (voir Géom. anal., t. V).
Nkpkh, en considérant les logarithmes arithmétiques, parlait de ces deux progressions {Alg. élém., Si^T el suiv.) :
Pour introduire autant de nombres que possible dans la progression par quotient, il faisait tendre a vers zéro, et il en était alors de même de (3; car, si (i + a) a pour logarithme {3 dans un certain système de base i)lus grande que i et si I 4- a diminue, il en esl de même de (3 (iSl ). Mais, quelque petits que soient les accroissements simultanés a et (3 des termes i et o à l'origine, on conçoit qu'on puisse néanmoins établir entre eux un certain rapport, d'ailleurs complètement arbitraire, el poser
[}. sera le module du système de logarithmes constitué par les deux progressions considérées; et, en faisant varier p., on fera varier ce système lui-même.
Nepek choisit la relation la plus simple, en prenant |3 == a ou le modale [x égal à i.
Son système de logarithmes se trouva ainsi représenté par les deux progressions
\ o . Cf. . 2 a . 3 a m y.
50V. Cherchons, d'après cela, la hase du système des logarithmes népériens.
Celle base est le nombre qui a pour logarithme l'unité.
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Si l'on suppose que l'unité fasse partie de la progression par différence (303), la réponse est immédiate. Soit
niy.zzzi, d ou m ^ -•
La ijase sera
(i -h 2()"S c'est-à-dire (r-ha)'-'.
Mais, d'après ce qui précède (303), y. doit être regardé comme une quantité qui tend indéfiniment vers zéro. Par suite, la hase du système népérien tend autant quon veut
vers la limite de (i -i- y.y pour a r=- o, c'est-à-dire ( ilG) vers le nombre e.
Si l'on suppose que l'unité ne fasse pas partie de la progression par différence (303), elle tombera du moins entre deux termes consécutifs de cette progression, et l'on aura, par
exemple,
En désignant par x la base du système des logarithmes népériens, on aura en même temps (iSl)
Mais, d'après les premières inégalités, on a alors
c'est-à-dire a fortiori, en revenant aux secondes inégalités,
\ /n-i-l H 1 <JC<, '
Or, pour faire tendre y vers zéro, il faut évidemment faire tendre jn vers l'infini; et, alors, comme on l'a vu précédemment (4-13), les deux quantités qui comprennent x ont pour limite commune le nombre e.
On parvient donc au même résultat.
303. On indique, en général, les logarithmes népériens par la notation L ou /; et les logarithmes vulgaires, dont la base est 10 {Alg. élém., 338), par la notation log
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500. On peut facilement passer des logarithmes népériens aux logarithmes vulgaires, et réciproq uemenl .
Le modale relatif M, qui permet le premier passage, a pour valeur (500)
M = |-^ = loge — 0,434294481903251
Le module relatif My, qui permet au contraire de revenir des logarillmies vulgaires aux logarithmes népériens, a pour valeur
Ainsi,
de ^N = k, on déduit logN = k losre
et,
de logNi= kl on déduit /N, = — ---.
lo.ue
Fonction logarithmique.
Si l'on considère la lonciion exponentielle
a; = ay,
011 X et a sont des nombres positifs et 011 j peut être posilif ou négatif (488, 489), et si l'on prend les logarithmes des deux membres dans le système dont la base est a, en se souvenant que le logarithme de la base est toujours i (496), on a
7 = loga^.
y est \di fonction logarithmique, inverse de la fonction exponentielle X (4V1, hW\).
508. Pour étudier les variations de la fonction logùrilbmiquc, on distinguera toujours les deux cas de a>i et de a <! I.
I "* Soit a^ 1.
y étant le logarithme du nombre x, on sait que la fonction y et la variable x croissent simultanément (491). En se reportant à l'étude des variations de la fonction exponentielle et en De C. — Cours, m. 27
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faisant varier la variable ^ de o à + oo, on a (488, i89, i96)
Pour ^ = o, y^zlogo = — oc;
Pour.rr=i, }'^logi =o;
Pour ^ = 00, / =1 logoo =:+ oc.
2° Soit a ■< I .
Dans cette hypothèse, la fonclion j diminue quand la variable a; augmente (491). On a
Pour.X'=zO, J zz: logo zzz-\- oc;
Pour.r^i, j = log I =o;
Pour .r=: ce, >'z=logcorz.- — oc.
509. Cette discussion peut être résumée dans le Tableau suivant et représentée par un tracé graphique correspondant (y?-. 2).
(7=rlog„^.)
croît
croît
oo
ÏO
croît
croît
-1- oc
croît
croît
décroît
o décroît
Fis- 2.
Une remarque est nécessaire. Les Tableaux des n°' 489
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et 309 devraient être identiques, ainsi que les y?^. i et 2 qui les représentent graphiquement, puisque, lorsqu'on considère deux fonctions inverses (4il, 444), la relation entre les variables ce et y reste toujours la même. Mais l'équation exponentielle étudiée au n° 489 est/ = a^, tandis que celle adoptée au n"' 309 est a; = a^.
On a ainsi, en réalité, permuté x et j, et les résultats indiqués au n" 309 doivent présenter la même permutation relativement à ceux du n" i89. C'est ce qui a lieu, évidemment, pour les deux Tableaux et pour les deux figures.
Recherche de quelques limites.
510. Nous terminerons par la recherche de quelques limites, utiles à connaître, et qu'on peut trouver directement et simplement en s'appuyant sur les propriétés précédentes.
311. I. Oiiandx croit indéfiniment, le rapport. — ^^^— diminue ou croit, en tendant toujours indéfiniment vers zéro, suivant que a est plus grand ou plus petit que i.
Poura:=:co, le rapport considéré prend la forme indéter-
minée ± — (496). Nous allons lever cette indétermination
GO
{Al g. élém., 119).
Si le noml)re x a j pour logarithme dans le système dont la base est a, on a, par définition (491),
log^x Y
x:=ay et — ■ r=z •-—.
I'» Soit t7 > I.
X et /croissent ensemble indéfiniment (491, 496). Mais, d'après la limite trouvée pour le rapport — , quand x, positif, croît indéfiniment (487), on voit immédiatement que le rap-
port inverse -^ ou ^ décroît et tend indéfiniment vers zéro, a^ aj '
lorsque x ou y croît indéfiniment. Il en est donc de même du
log^.r rapport —^—.
2° Soit a ■< I.
Pour que x croisse indéfiniment, il faut que j soit négatif et croisse indéfiniment en valeur absolue (309;. Posons donc
«-^^ («'>0 et y = -y' (7'>o).
On a alors
'aï- ~ ( I \-y ~~ ~âJr'' â'J
y' D'après ce qu'on vient de dire (i°), le rapport positif ^ dimi-
Cl •'
nue et tend indéfiniment vers zéro, quand j' croît indéfini-
ment. Le rapport négatit — ^. croîtra donc, en tendant également vers zéro, et il en sera de même du rapport — ^■^^— •
II. Ouand x croit indéfiniment, la limite de V exprès
sion X'"^ est l'unité.
Pour or = 00, l'expression proposée prend la forme indéterminée 00». Nous allons lever celte indétermination.
Si l'on prend le logarithme de x^ dans le système dont la base est a, on a (i9o)
, i ^ 1 loga^
log«a;-" = -log^j7=-^ —
La limite de ce logarithme sera donc zéro (oll), quand x
croîtra indéfiniment.
Mais, si la limite du logarithme de ^*' est zéro, c'est que la limite de celte expression, pour x=zoc, est elle-même l'unité (496).
313. III. Quand x tend indéfiniment vers zéro, la limite de Vexpression x^ est l'unité.
Pour ^ = o, cette expression prend la forme indéterminée o". Nous allons lever cette indétermination.
Posons
:r tendant vers zéro, y—- croîtra indéfiniment. On a d'ail-
leurs, en élevant à la puissance a; les deux membres de la relation précédente,
a;^ z= — nz — .
yX 1
Mais, d'après ce qu'on vient de voir (512), la limite de 7>^, quand y croît indéfini ment, est égale à l'unité. Il en est donè de même de celle de a:^.
NOTIONS SUR LES INFINIMENT PETITS
Définitions préliminaires.
51 i. Nous avons déjà indiqué ce qu'on devait entendre par une quantité infiniment petite ou par un infiniment petit (336). C'est une quantité ou une grandeur variable qui diminue indéfiniment en tendant vers la limite zéro sans jamais l'atteindre.
515. On a souvent, dans une même question, à considérer plusieurs infiniment petits qui dépendent, en général, les uns des autres.
Bien qu'ils tendent simultanément vers zéro, il y a lieu de les distinguer d'après les limites de leurs rapports mutuels.
On est ainsi conduit à choisir arbitrairement l'un d'eux, comme infiniment petit principal, et c'est à celui-là qu'on rapporte tous les autres.
516. Cela posé, les infiniment petits ùu premier ordre sont ceux dont le rapport à l'infiniment petit principal tend vers une limite finie, différente de zéro, lorsqu'ils tendent en même temjjs que lui vers zéro.
Les infiniment petits du deuxième ordre sont ceux dont le rapport au carré de l'infiniment petit principal tend vers une limite finie; les infiniment petits du troisième ordre sont ceux dont le rapport au cube de l'infiniment petit principal tend vers une limite finie, et ainsi de suite.
D'une manière générale, on nomme infiniment petit du
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f^iime ordre tout infiniment petit dont le rapport à la n^'^"^^ puissance de l' infiniment petit principal tend vers une limite finie différente de zéro, lorsqu'ils tendent simultanément vers zéro.
517. On dit d'ailleurs que deux infiniment petits sont du même ordre, lorsque leur rapport tend vers une limite finie,
DIFFÉRENTE DE ZÉRO
ol8. Désignons par y. l'infiniment petit principal, et par p un infiniment petit du n'^""^ ordre. On aura à la fois, par définition,
lim a := G, lim p = o.
Représentons par k une quantité finie quelconque, différente de zéro, et par w une quantité qui tend vers zéro en même temps que a. Nous aurons, par définition (olG),
lim ^ r=. k ou -^ =: /c -h (à, a'' x"
c'est-à-dire
Telle est la forme générale de tout infiniment petit du /i'^"«
ordre.
Si /i::=i, on a
p est alors du premier ordre ou du même ordre (317) que l'infiniment petit principal.
319. On peut avoir à considérer des infiniment petits dont le rapport à une puissance fractionnaire de l'infiniment principal a une limite finie. Leur ordre devient, dans ce cas, fractionnai/e.
Si l'on a, par exemple,
p est un infiniment petit de l'ordre -•
Comparaison des infiniment petits d'ordres différents.
520. Il est évident que, de deux infiniment petits d'ordres différents, celui de l'ordre le plus élevé est infiniment petit par rapport à l'autre.
Soient les deux infiniment petits p et pi rapportés à l'infiniment petit principal a et, «, étant plus grand que n, supposons qu'on ait (518)
p = a"(A'-+co), p,= a"i(Ai+ wi);
on en déduit
p a" ( A ■ + oj ) A + M
La limite de ce rapport est évidemment zéro, puisque ki et k sont des quantités finies difTérentes de zéro, et que toute puissance positive de a, dont l'exposant est un nombre fini, tend vers zéro en même temps que a (3V7).
Il résulte de là que p, finit par devenir un infiniment petit relativement à p, de manière à pouvoir être négligé devant lui dans les cas appropriés.
Opérations sur les infiniment petits.
521. Soient des infiniment petits p, pi, p,, ... d'ordres croissa/its n, n^, «,, •••, rapportés à l'infiniment petit principal a.
1° La somme de plusieurs infiniment petits est du même ordre que celui dont l'ordre est le moins élevé.
On a, en effet,
p + piH- P2-4-. . . _ p p, p.
Et le premier rapport du second membre tend vers une limite finie (516), tandis que tous les autres rapports tendent vers zéro (520); ce qui justifie l'énoncé.
On peut dire, de môme, que la différence de deux infiniment petits est du même ordre que celui dont l'ordre est le moins élevé.
426 ALGÈBRE SUPÉRIECRE.
2" Quand on multiplie deux infiniment petits, l'ordre du produit est la somme des ordres des facteurs.
On a, en effet, régalilé
p p, pp^
Chaque facteur du premier membre tendant vers une limite finie (516), il en est de même du produit indiqué dans le second membre (3i3), et l'énoncé est justifié (516).
3" Quand on divise deux infiniment petits, l'ordre du quotient est la différence des ordres du dividende et du diviseur.
On a, en effet, l'égalité
Pi
a"i Cf.'
Chaque rapport du premier membre tendant vers une limite finie, il en est de même du quotient indiqué dans le second membre (3ii), et l'énoncé est justifié (516).
4° Quand on élève un infiniment petit à une puissance, l'ordre de cette puissance est le produit de l'ordre de l' infiniment petit par l'exposant de la puissance.
Soit l'infiniment petit p, qui est d'ordre n. Nous aurons, en désignant par p l'exposant de la puissance, l'égalité
pp a'^p-
comme le premier memjjre tend vers une limite finie, quel que soit y?, pourvu qu'il ne soit pas infini (3i7), il en est de même du second membre; ce qui vérifie l'énoncé (516).
522. Lorsqu'on remplace l'infiniment principal d'abord choisi par un autre infiniment petit du même ordre, tous les autres infiniment petits engagés dans la question conservent leur ordre.
Soient p un certain infiniment petit du n'""'' ordre, et (3 l'infiniment petit du même ordre que a ou du premier ordre
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(518), substitué à rinfiniinenl petit piiiicipal a. On a, identiquement,
Chaque facteur du second membre tendant, évidemment, vers une limite finie (516, 517), il en est de même du premier membre (343), et o, comparé à a ou à [3, reste toujours de l'ordre n.
523. Il n'est pas inutile de remarquer qu'un infiniment petit peut être d'un ordre indéterminé. C'est ce qui arrivera lorsque, en comparant deux infiniment petits a et (3, aucune puissance de l'un d'eux pris comme infiniment petit principal ne pourra être du même ordre que l'autre (516, 517). Le
rapport „ ne peut, dans ce cas, présenter une limite finie,
différente de zéro, puisque les deux infiniment petits seraient alors du même ordre (517); et tout ce qu'on peut dire, c'est que, si ce même rapport a une limite nulle ou infinie, l'ordre de a est supérieur ou inférieur à celui de (3 (5*20);
Exemples d'infiniment petits d'ordres différents.
524, La Géométrie et la Trigonométrie fournissent de nombreux exemples d'infiniment petits d'ordres différents pouvant coexister dans une même question.
L'aire d'un rectangle, dont les côtés sont des infiniment petits du premier ordre, est un infiniment petit du deuxième ordre (521, ■2°).
Si l'arc de cercle infiniment petit ce est choisi comme infiniment petit principal, sina; et tang^ sont des infiniment petits du premier ordre (517), puisque l'on a alors (7^/7gon,, 104)
,. sin^ ,. tang.a?
lim =^ hm - = I.
La différence i — cos:r est, dans la même hypothèse, un infiniment petit du deuxième ordre (516); car on a, d'une manière générale {Trigon., 66),
sin- —
. ç,X I — COS.37 2
I — cosj:' = 2 sin-— ou = 2 r —
c'est-à-dire
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/ sin —
I — CO^.V ,. I / 2 \ I
lim :, = lim - —
jf- 2 1^/2
Enfin la différence x — sin^r est, à son tour, un infiniment petit du troisième ordre (516); car on a, d'une manière générale {Trigon,, 105),
o <ix — sin^r <
d'où
sinj" I
et le rapport ^ — -, étant toujours compris entre o et -->
tend nécessairement vers une limite qui ne peut surpasser 7-
Nous verrons plus tord que cette limite est exactement ^.
On pourrait multiplier ces exemples élémentaires. Nous ne nous y arrêterons pas ici; mais nous considérerons encore la question suivante, dont les résultats sont souvent utilisés.
525. Soit un triangle rectangle ABC {fig- 3), dans lequel l'hypoténuse BC et l'angle aigu C sont des infiniment petits de même ordre.
Fig. 3.
Désignons par a l'hypoténuse, par j3 et y les deux côtés de l'angle droit, et prenons a pour infiniment petit principal. Cherchons l'ordre des autres côtés du triangle, nécessairement infiniment petits.
On a {Trigon., 141)
|3=acosC, -=:cosC, 11m- =:l.
Le côlé (3 est donc un infiniment petit du premier ordre (517).
On a, d'autre part,
= Cf. sin C.
L'angle C étant du premier ordre, il en est de même de son sinus (52i). Par suite, y, étant le produit de deux infiniment petits du premier ordre, est un infiniment petit du deuxième ordre (521, 2°).
Réciproquement, la relation
sin G = -
Cf.
prouve que si, dans un triangle rectangle infiniment petit, un côté y est du deuxième ordre tandis que l'hypoténuse a est du premier, l'angle C opposé au côté y est du premier ordre (521, 3°).
Si l'on abaisse la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse, on a
BD = ycosB = ysinC, CD = [3cosC, ADi=(3sinC.
Par suite, BD est un infiniment petit du troisième ordre; CD est du premier ordre et AD, du deuxième ordre.
Supposons, maintenant, que C restant infiniment petit du premier ordre, l'hypoténuse a ail une longueur finie quelconque. La relation
(3 = a cosC
montre que (3, projection de a sur (3, est alors une quantité finie; mais la diirérence
a — (3 = a(i — cosC) -— 2asin-- (524)
est un infiniment petit du deuxième ordre, puisque sin - est
du premier ordre.
Il en résulte que, lorsqu'on projette une droite finie sur une autre droite qui fait avec elle un angle infnunent petit, la di[Jérence entre la droite projetée et sa projection est un infiniment petit du deuxième ordre, relativement à l'angle considéré comme infiniment petit principal.
Ce résultat est souvent invoqué en Mécanique.
Le triangle rectangle infiniment petit considéré plus haut conduit encore à une conséquence qu'il importe de signaler.
Sur une courbe AB {fig. 4), prenons deux points infiniment voisins M et M', et menons la tangente MT au point M. Si l'on
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abaisse la perpendiculaire M'P sur MT, on a M'P = MM'sinM'MT.
Or, d'après la définition de la tangente {Géom., 96), l'angle M'MT est un infiniment petit, et il en résulte que la distance M'P est à son tour un infiniment petit d'ordre supérieur.
Fig. 4.
Ainsi, la distance de l'une des extrémités d'un arc infiniment petit à la tangente menée par l'autre extrémité est un infiniment petit d'ordre supérieur, quand on prend la distance des deux extrémités pour infiniment petit principal.
Condition de substitution des infiniment petits dans des limites de rapports ou de sommes.
526. Premier principe. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites reste la même, quand on leur substitue d'autres quantités dont les rapports ai'ec les premières ont respectiiement l'unité pour limite.
D'après l'énoncé môme, les infiniment petits ainsi considérés sont deux à deux du même ordre (517).
Soient les deux couples d'infiniment petits a et aj, [3 et pi, tels qu'on ait
Imiô^ij fiiïi75-=i;
P Pi
il faut prouver qu'on a, nécessairement,
lim — = lim^^'
y-i pi
C'est ce qui est, pour ainsi dire, évident; car (3ii) la relation
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lim ~ =1 revient (3H) à r
"lia , ,. .. «
I ou a lima= Iimp.
lirii[3
De même, la relation lim ^ = i revient à
lima, , ,. ,. r,
lun Pi
On a donc, en divisant membre à membre,
lima lim 3 , . ,. a ,. 3
r- — o- ou bien hm— ^limT
hmai hmpi a, (3,
Appliquons ce premier principe à un exemple: ce étant un arc infiniment petit et a et ^ étant des conslantes, supposons qu'on ait à considérer les infiniment petits sinaa; et s\nbx. Comme le rapport du sinus à l'arc a pour limite l'tmité quand l'arc est infiniment petit, on aura le droit de substituer au
SI V
rapp-ort -. — ~ le rapport - — , et il viendra immédiatement sin6.z; bx
,. sinaa: .. ax a lim - — ; — ^ lim ~ — = y siny^ bx b
527. On peut donner une autre forme, souvent plus commode, à ce premier principe.
En effet, lorsque La limite du rapport de deux injiniment petits est égale à l'unité, la différence de ces injiniment petits est infiniment petite relativement à chacun d'eux; et, réciproquement, si la différence de deux infiniment petits est infiniment petite relativement à chacun d'eux, la limite de leur rapport est égale à l'unité.
Soient a et [3 les deux infiniment petits, et ô leur différence.
Si l'on a
lim -^ =1 et a — p = o.
on déduit évidemment de la dernière égalité (341, 342)
lim 75 = iH- lim 75 et lim -^i — lim-* p p a a
Ces deux relations justifient la proposition énoncée; car, si
l'on a lim 7^=1, ce qui entraîne lini - = i , on a, à la fois
lim-=:o et lim:5=o;
et si l'on a, par exemple, lim- =0, il en résulte
lim - =1, lim 75 =1
et, par conséquent, hm 0=0.
On peut donc énoncer comme il suit le puemier principe :
La limite du rapport de deux infiniment petits n'est pas modifiée, lorsqu'on leur substitue d'autres quantités qui en difièrent respectivement de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes.
528. Lemhe. — Si la somme de quantités infiniment petites, dont le nombre croit indéfiiniment, a une valeur déterminée S ou tend vers une limite fiinie S, et qu'on les multiplie respectivement par d'' autres quantités infiniment petites, la somme des produits obtenus a pour limite zéro ou est infiniment petite.
Soient
a,, ao, a3, ..., «„,
les infiniment petits proposés dont la somme est S ou a pour limite S, quand n croit indéfiniment; soient
Wj, OJ2, W3, . . ., G)„,
d'autres infiniment petits.
Formons la somme
ai Wi + «2 Wo + y-i 0)3 + ... + y-n 0)„.
Désignons par co, la valeur absolue de celui des infiniment petits de la seconde suite qui a la plus grande valeur absolue. Il est évident que la somme que nous venons d'indiquer sera
moindre, en valeur absolue, que le produit (a,+ «2+ «3 + . . .+ «„)&)/.
Or la limite de ce produit est égale (340, 343) à
S limwj-, c'esl-à-dire à zéro. Le lemme est donc démontré.
529. Deuxième principe. — La limite de la somme de quantités infiniment petites, dont le nombre augmente indéjinim,ent; reste la même quand on leur substitue d'autres quantités dont les rapports arec les premières ont respectivement l'un ité pour lim ite .
Soient
les infiniment petits considérés, et
les infiniment petits dont les rapports aux précédents ont respectivement l'unité pour limite.
Le théorème est évident quand n est fini, puisque la limite d'une somme de quantités en nombre fini est égale à la somme des limites de ces quantités (34.2) et que, si l'on a
hm^ =1, Pi on a aussi
limai=: lim (3,.
Mais il ne l'est pins quand n est infini. Il faut alors une démonstration spéciale, qui nécessite le lemme que nous venons d'établir (528).
Si l'on a
lim
Pi" '
lim:^
lim -^ -=1,
lim
les
rapports
inverses
ont
aussi r
unité pour
limite
, et r
on peut
poser
Êi-
= 1 -+- COi,
= 1+ Wa,
Dr C. — Cours. III.
en désignant par Wj, &),, M3. • • -, ^hn d'autres infiniment petits tendant vers zéro en même temps que les précédents. On déduit évidemment de ces égalités
lim((3,-f-;3, + P3 4-.
lim(ai+ cy.2-h y-s-^.
+ lim(aiaj, 4- agcj;
Mais, en supposant que les conditions du lemme (528) soient remplies, la limite de la dernière somme du second membre de l'égalité résultante est zéro, et l'on a simplement
lim(!3i + [3, 4- j33 + . . .-H (3,.,) = lini(a, + «2+ «3 -*-•• • -H ««)•
530. On peut appliquer à l'énoncé du deuxième principe la même modification (527) qu'à l'énoncé du premier principe.
On peut donc théoriquement les réunir, et leur ensemble constitue le principe fondamental suivant :
Principe fondahemal. — Les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits, dont le nombre augmente indéfiniment, ne sont pas modifiées, lorsqu'on leur substitue d'autres quantités qui en diffèrent respectivement de quantités infiniment petites relativement à eux-mêmes.
Cet énoncé général permet de supprimer respectivement, dans les quantités infiniment petites qu'on peut avoir à considérer, toutes les parties infiniment petites relativement à ces quantités elles-mêmes. Ainsi, un infiniment petit d'ordre supérieur est, en vertu de ce principe, négligeable devant tout infiniment petit d'ordre moindre (520). Les calculs peuvent être par là grandement simplifiés; et il n'en résulte aucune erreur dans la recherche des limites de rapports ou de sommes de ces quantités infiniment petites.
Nous en avons rencontré de nombreux exemples en Géométrie (t. II).
531. Les principes que nous venons de démontrer (526, 529, 530) ne sont autre chose, en réalité, que la Méthode i.\i'iNiTÉsiMALE elle-même, et celle-ci, comme on le voit, n'est qu'une des formes de la Méthode des limites (348).
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Les quantités infiniment petites s'introduisent en effet, précisément, dans le calcul des grandeurs déterminées, soit en regardant une pareille grandeur comme la limite du rapport de deux infiniment petits, soit en la concevant comme décomposée en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites. Le premier point de vue appartient aux modernes; le second point de vue a été celui des anciens et, notamment, d'ARciiiMÈDE.
Le Calcul dlJJérenUel découle du premier principe (526), tandis que le deuxième principe (329) se rapporte spécialement au Calcul intégral.
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CHAPITRE II
DÉFINITIONS DE LA DÉRIVÉE ET DE LA DIFFÉRENTIELLE D'UNE FONCTION D'UNE SEULE VARIABLE.
Définition de la dérivée.
532. Nous nous sommes occupé précédemment de l'expression de l'accroissement d'un polynôme entier en x et de degré m, suivant les puissances ascendantes de l'accroissement de la variable x. En représentant ce polynôme par F(^) et en désignant l'accroissement de la variable par h, nous avons trouvé (324) l'importante formule
Nous avons donné alors au polynôme F'(.r) le nom Aq polynôme dérivé ou de première dérivée de ^{x), et nous avons indiqué suivant quelle loi simple il se déduit de F(a?). De même, ¥" {x) est la dérivée de Y' {x) ou la dérivée seconde ûa F (.37); ¥'" {x) est la dérivée de ¥" [x) ou la dérivée seconde de V{x), ou la dérivée troisième de F(a:); et ainsi de suite.
533. Cela posé, on peut vouloir chercher le rapport de l'accroissement de la fonction considérée à l'accroissement de la variable. Il suffit, pour l'obtenir, de diviser par /«les deux membres de la relation (i). Il vient
+ ir'-(,P)_' ^_... + F('")(.r) ^ -.
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La fonction entière F(a-) étant continue (402), si l'on fait tendre l'accroissement Ji de la varialjle vers zéro, en conservant à X une valeur fixe, il en sera de ntiême (460) de l'accroissement de la fonction Y {x -\- h) — V [x). Mais le rapport des deux accroissements ne sera pas indéterminé {Alg. élém., 116). En effet, la limite du premier membre de la relation (2) est égale à la limite du second membre (SSi). Dans ce second membre, tous les polynômes dérivés conservant des valeurs finies, tous les termes, à partir du deuxième, tendent vers zéro quand h tend vers zéro (3i0); et, comme ces termes sont en nombre fini, la limite de leur somme, égale à la somme de leurs limites (3i2), est zéro. On a donc, pour h infiniment petit,
( 3 ) lim r , ^ — = F' (x) .
Ce qui montre que la dérivée du polynôme entier F(^) est, pour une valeur quelconque de x, la limite du rapport de l'accroissenient de ce polynôme à l'accroissement correspondant de la variable x, lorsque celui-ci tend indéfiniment vers zéro [ou, plus rapidement, puisque la fonction entière F(.z-) est continue, la limite du rapport des accroissements infiniment petits correspondants de la fonction et de la variable].
534. C'est la définition précédente qu'on adopte pour toutes les fonctions d'une seule variable, lors même qu'il serait impossible de les développer suivant les puissances ascendantes de l'accroissement de la variable, comme nous avons pu le faire pour les fonctions entières, telles que F(^). Et l'on dit que :
La dérivée d'une fonction quelconque de x telle que y =f[x) est, pour une valeur donnée de x, la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement correspondant de la variable, lorsque celui-ci tend vers zéro.
On représente la dérivée par la notation
f'{x) ou D f{x) ou D7.
Quand il y a plus de deux variables, il peut être utile d'indiquer que la dérivée de la fonction y est prise spécialement
par rapport à la variable x, par exemple, et l'on emploie alors la notation
La dérivée première de la fonction yz=^f{x) peut admettre, à son tour, une dérivée (532) qui est la dérivée seconde de la fonction. La dérivée seconde peut admettre elle-même une dérivée, qui est la dérivée seconde de la dérivée première ou la troisième dérivée de la fonction; et ainsi de suite. (>es dérivées successives de la fonction, à partir de la deuxième dérivée, seront représentées par les notations
f {X) ou DV(^) ou D^j, f (x) ou DV(^) ou l)\r,
/^""^(x) ou î)'\/{x) ou D'y.
535. 11 faut nous arrêtersur la définition que nous venons de donner de la dérivée d'une fonction d'une seule variable (53i). Elle suppose implicitement que la limite du rapport des deux accroissements considérés est, en général, une quantité finie et déterminée; sans quoi, il n'y aurait pas lieu de s'occuper de cette limite.
Nous remarquerons qu'on a été conduit à la découverte du Calcul différentiel, qui n'est autre chose que la théorie des dérivées et des différentielles considérées dans leurs principes et leurs applications, en cherchant une méthode générale pour mener les tangentes aux courbes planes susceptibles d'une expression algébrique.
Supposons la fonction y=.f{x) et construisons la courbe AMB {fig. 5) qui la représente graphiquement, d'après le procédé indiqué en Algèbre élémentaire {Alg. élém., 312 et suiv,), et en choisissant des axes rectangulaires Ox et 0 y.
Les coordonnées a: et j des points de cette courbe représentent les valeurs simultanées de la variable x et de la fonction /, et nous admettons que la courbe AMB est réelle et continue dans un certain intervalle, comme la fonction ellemême. Proposons-nous, dans cette hypothèse, de mener la tangente à la courbe au point M, dont les coordonnées sont a; = OP et j = MP.
Les modernes, depuis Descartes, définissent la tangente en un point d'une courbe, comme étant la limite des positions
ALGÈBRE SUPÉraEUKE. 4^9
d'une sécante variable passant par le point donné et par un second point d'intersection avec la courbe, qui se rapproche indéfiniment du premier {Géom., 96).
Prenons donc, sur la courbe AMB, un second point M' voisin du point M, dont les coordonnées soient a;' = OP', 7'=M'P', et menons par le point M, jusqu'à la rencontre de M'P', la parallèle MN à l'axe Oa;.
Fij. 5.
Si nous désignons par h et par k les accroissements correspondants de la variable x et de la fonction /, quand on passe du point M au point M' de la courbe AMB, les coordonnées du point M' deviendront
OP' = OP + PP' = OP + MN = ic + h, M'P' = NP' + M'N = MP + M'N =/ -h k,
et nous aurons
A = MN, Â: = M'N
Cela posé, le triangle rectangle MNM' donne (Trigon., 142)
11^,, TXT M'N k tangM'MN=^ = ^^.
Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, h diminue et tend indéfiniment vers zéro. En même temps, la sécante M'MS tend indéfiniment vers la tangente IMT au point M, et l'angle M'MN vers l'angle IMN, qui représente celui que fait celle tangente avec l'axe 0,37. Les limites de deux quantités toujours égales étant égales (334), on a donc
tangIMN = lim langM'MN :
k Ainsi, la limite de j ou f {x) (o3i) se trouve représentée par
la tangente trigonométrique de Vangle que fait la tangente à la courbe AMB, au point M dont l'abscisse est x, avec l'axe Ox, tangente trigonométrique, en général, parfaitement déterminée.
Si l'on peut calculer la limite de j à l'aide de l'équation de
la courbe, la tangente trigonométrique de l'angle I.MN sera connue, et la construction de la tangente au point M s'en déduira immédiatement.
Réciproquement, si, la courbe AMB étant construite, on peut lui mener une tangente au point M, la tangente trigonométrique de l'angle IMN fera connaître la valeur de la dérivée de la fonction correspondante y =f{x), pour x=^ OP.
Il y a donc identité entre la recherche des dérivées des fonctions d'une seule variable et celle des tangentes aux courbes planes qui les représentent, et les dérivées existent comme les tangentes elles-mêmes.
Ajoutons que la limite du rapport -j ne dépend nullement
de h, mais seulement de la valeur attribuée à x. La dérivée de f{x) sera donc, en général, une nouvelle fonction de x (o3i).
Quand la limite du rapport y existe, c'est-à-dire
quand cette limite est finie et déteiminée, il est clair que la fonction proposée est continue pour la valeur considérée de X (i60). Car, si l'on prend k pour infiniment petit principal, le rapport -^tendant vers une limite finie quand h tend
vers zéro, k est alors un infiniment petit du même ordre que h (517), et il ne peut y avoir d'exception que pour des valeurs toutes particulières de la variable x. ,
Lorsque lim j T=zf'{x) s'annule pour une certaine valeur
de X, l'accroissement de la fonction est d'un ordre supérieur à celui de la variable. C'est le contraire lorsque /'(o^) devient infinie (520).
Réciproquement, lorsque f{x) est une fonction con
linue, on démontre que la dérivée /'(a?) est, en général, ellemême une fonction continue, sauf pour des valeurs toutes spéciales de la variable x, pour lesquelles elle peut devenir infinie, indéterminée ou discontinue. Ces valeurs spéciales de se correspondent à leur tour à des directions particulières de la tangente à la courbe j=/(>x-).
Nous laissons de côté cette démonstration, longue et délicate, que les faits vérifient constamment.
Théorèmes généraux.
538. I. Une quantité constante, c'est-à-dire indépendante de or, a une dérivée constamment nulle, puisque, quel que soit l'accroissement h donné à la variable x, l'accroissement correspondant k de la fonction n'existe pas.
Mais il n'est pas évident que toute fonction dont la dérivée est constamment nulle se réduise à une constante.
Pour établir cette importante réciproque, nous démontrerons d'abord le théorème suivant :
539. II. Le rapport des accroissements simultanés et finis H et K de x et de y, dans un intervalle où la fonction y =f{x) est continue etoii sa dérivée conserve des valeurs déterminées, est une moyenne entre toutes les valeurs prises par la dérivée f'{x), lorsque la variable parcourt l'étendue renfermée entre ses valeurs extrêmes x et x -\- H.
Si nous donnons à x, en restant dans l'intervalle considéré, un accroissement fini H, il en résultera pour j}^ un accroissement également fini K (458),
Nous pourrons alors faire passer la variable de sa première valeur jr à sa dernière ^' -h H par une suite d'accroissements de même signe h^, h^, A3, . . . , /2„. Les accroissements correspondants de la fonction y seront k^, k^, ks, . . ., A'„. Nous aurons donc,,
H = hi + A^ H- /?3 + . . . + /j„, K = A'i + A'.2 -h As -h . . . + k„ .
D'après un théorème connu (3V9), il en résulte
lî kl -I- h, + Aj 4- . . . + A„ ~ ^^^ \ Ai ' Ao ' A3 ' ' " ' h, et cette égalité reste vraie, quelque grand que soit n. Mais,
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quand n croît indéfiniment, les éléments A,, h^, h-,, . . ., h^ tendent vers zéro, et les rapports y^, —y -j^, • -, y-^ tendent
Al ^2 Aj //„
eux-mêmes, autant qu'on veut, vers les valeurs prises successivement par la dérivée f\x), pendant que x parcourt d'une manière continue l'étendue renfermée entre ^ et ^ + H. On peut donc écrire à la limite, en employant une notation expressive,
K •^+" (I) g = aioy/'(^).
oiO. III. Toute fonction dont la dérivée est constamment nulle se réduit nécessairement à une constante.
Supposons, en effet, en nous reportant au théorème que nous venons d'établir (539), que la dérivée /'(:r) soit constamment nulle dans l'étendue considérée. Tous les rapports
-T-) -r^j 7-> •• -5 -7-^' auront alors respectivement zéro pour li- A, lu_ A3 A^
mite. Il en sera donc de même de leur moyenne; et, comme cette moyenne est une quantité constante, elle sera rigoureusement nulle. Il résulte, par conséquent, de l'équation (i) du n° 539 que l'accroissement K de la fonction sera aussi constamment nul pour l'étendue considérée ou pour toute partie de l'intervalle proposé, c'est-à-dire que, dans cet intervalle, la fonction j=/(^) se trouvera réduite à une constante.
Graphiquement, on voit que la fonction
j = const.
est représentée par-'une droite parallèle à l'axe Ox, et que ,j
les rapports t^j t^j t^j • • -5 7-^ sont rigoureusement nuls. Al A. A3 A„
5il. Si tous les rapports -7^5 -r? t-' • • •> v- tendaient vers
Al Ao A3 A„
,,.„., , . A, Ao A3 A,, , .
l injini, leurs rapports mverses -j- ^ 'T' 7"' ' ' '' T^ tendraient
vers zéro.
D'après ce que nous avons dit des fonctions inverses (iii), il est évident que, dans ce cas, c'est la fonction x {y étant regardée comme variable indépendante) qui devient une con
stante, et qu'elle est représentée graphiquement par une droite parallèle à l'axe Oj. Les rapports -p> ~ -, -, ■■•■,—
sont alors rigoureusement nuls, et les rapports ^j -p=,
/il Ao
•> y-^ rigoureusement infinis.
"3 l^ii
542. D'après ce qu'on vient de voir (540, 541), si le lieu de l'équation/ =/(^), supposé réel et continu dans un certain intervalle, ne renferme aucune portion de droite parallèle à
l'un des axes, le rapport ~ aura nécessairement une limite
finie différente de zéro quand h tendra vers zéro, et les deux infiniment petits h et k seront du même ordre, sauf peutêtre pour certaines valeurs particulières de la variable.
Les cas exceptionnels où l'on aura lim y =z o ou lim 7- =co
h II
correspondront précisément, comme on le verra plus tard
{Géom. anal., t. V), les axes coordonnés étant rectangulaires
ou, plus généralement, rectilignes, aux points où la tangente
à la courbe qui représente j =:/( a;) se trouve parallèle à l'un
ou à l'autre axe.
543, IV. Lorsque deux fonctions /{a;), F{£c) ne dl(fèrent que par une constante, pour les valeurs de oc comprises dans un intervalle donné oii elles sont continues, leurs dérii'ées sont égales pour ces mêmes valeurs de x.
Réciproquement, si les dérivées f\x), F\x) de deux fonctions f {x), F {x) sont égales entre elles pour les valeurs de x comprises dans un intervalle donné oii elles sont continues, ces fonctions ne peuvent dijférer que par une constante pour ces mêmes valeurs de x.
Soit, en effet, d'une manière générale, o{x) la différence des deux fonctions considérées. De la relation
qui a lieu pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle proposé, on déduit, en donnant à la variable l'accroissement h,
(2) c^(^x -{-h)z=if{x +h) — Y{x + h).
Il en résulte évidemment, en retranchant l'égalité (i) de l'égalité (2) et en divisant ensuite par h les deux membres de l'égalité résultante,
En faisant tendre maintenant /* vers zéro, on a, à la limite (o3i),
Si o{x) est une constante, on a o' {x) = o (538), et l'égalité (3) donne
Réciproquement, si l'on a /'(j:) = F'(a:), l'égalité (3)
donne
et l'on a o{x) = const. (oiO).
5ii. Remarque. — Nous terminerons ces généralités par une remarque qui n'est pas sans intérêt :
Si la dérivée de la fonction y z=^f[x) est continue dans un certain intervalle comme la fonction elle-même, le signe qu'on donne à l'accroissement h de la variable à partir d'une valeur de x comprise dans V intervalle et telle que x -\- h el X — h y soient aussi renfermées n'influe pas sur la valeur que prend f {x) pour la valeur attribuée à x.
Donnons à h une valeur positive et soit
lim|=/'(^).
Soit, maintenant, k^ l'accroissement pris par la fonction y quand on donne à x l'accroissement — h. Il faut trouver la
limite de — V •
Or, si, en partant ùe x — h, on donne à la variable l'accroissement h, on retombe sur x. Comme on retombe alors aussi sur y, il faut que la valeur de la fonction qui correspond à X — h croisse en même temps de — k^. On a donc, à la fois,
lim^=/'(^)
et
lim
Wm-^ — f'ix
Mais, par hj^polhèse, la fonction dérivée restant continue dans l'intervalle considéré, /'(a; — h) el/'(x) diffèrent d'une quantité infiniment petite, si h est infiniment petit. Par suite (530), /'(^) peut être regardée aussi bien comme la
limite de — ^ que comme celle de y — Il h
Définition de la différentielle.
5i5. L'accroissement, positif ou négatif, d'une variable quelconque, indépendante ou non, est appelée la différence de cette variable; et on le désigne, en général, par la caractéristique A suivie de la lettre qui figure la variable.
Ainsi, les accroissements ou les différences des variables X, y, z, ... seront représentées par
Nous avons dit précédemment (534) que les fonctions /(^), F(j7), o{x), . . . ont, pour notations de leurs dérivées,
ou, encore,
Y)f{x), DF(.^), Do(^),
ou, d'une manière générale, y étant la fonction de x dont il s'agit,
Dj.
Cela posé, d'après la notation des différences et la définition des dérivées (oSi), on peut écrire, pour toute fonction j = /(x), et ^.x tendant vers zéro,
Par conséquent, avant d'arriver à la limite qui conduit à la dérivée, c'est-à-dire avant de supposer ^.x infiniment petit ou aussi proche de zéro qu'on voudra, on aura, en désignant par a une certaine quantité, fonction de x et de Aj?, tendant vers zéro en luème temps que A^r,
et
(2) Ar = /'(^) Ax 4- a A^.
C'est là une relation très importante et très utile.
Admettons à présent qu'on fasse tendre Ar vers zéro
La relation (2) (5io) montre que l'accroissement infiniment petit d'une fonction continue quelconque peut être regardé comme composé de deux parties
f {œ) ^.x et a A^.
Comme f'{oc) est supposée avoir une valeur finie différente de zéro et bien déterminée, si l'on prend A^ comme infiniment principal, la première partie est un infiniment petit du premier ordre et la deuxième partie est un infiniment petit d'ordre supérieur (521, 2°).
Or, d'après le principe fondamental de la méthode infinitésimale (330), les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits ne sont pas modifiées lorsqu'on remplace ces infiniment petits par d'autres qui en diffèrent respectivement de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes. Il en résulte que, toutes les fois que A/ entrera dans un calcul comme terme d'un rapport ou d'une somme d'infiniment petits dont on cherche la limite, on aura le droit de le remplacer par
c'est-à-dire de lui substituer le produit de la dérivée de la fonction y par l'accroissement infiniment petit de la variable indépendante.
547. On donne le nom de dijjérentielles à ces quantités plus simples que l'on peut substituer aux différences infiniment petites des fonctions.
Elles sont évidemment plus simples, puisqu'on néglige dans ces différences, sans aucun inconvénient relalivement à la recherche que l'on poursuit, le terme a^x, en général extrêmement compliqué. Et ce sont, en réalité, les plus simples possibles, puisqu'elles sont le produit du facteur A^ qu'on ne peut évidemment supprimer par une fonction oîi ce facteur n'entre pas.
Les différentielles, quantités infiniment petites substituées
aux différences infiniment petites des fonctions dans les cas indif|ués, sont désignées par la caractéristique d, substituée elle-même à la caractéristique A.
On a ainsi
(3) dy = f\œ)ùiœ
ou
Par conséquent, le rapport de la différentielle dy à Vaccroissement Ax de la variable est égala la dérivée de la fonction y ^= f{x) ou à la limite du rapport de la différence Ay de la fonction à ce même accroissement Ax.
C'est ainsi que la recherche des diffé"'entielles et des dérivées ne forme qu'une seule et même question.
54-8. Supposons que la fonction/ soil la variable .r ellemême, c'est-à-dire qu'on ait
ou la plus simple de toutes les fonctions. On aura alors constamment
Ar = Aj;, f'{x)=z}, dy = Ax ( oi7 ) .
La diffcrentielle de y ou celle de x est donc, dans ce cas, identique à Ax, et l'on a alors
dx =z Ax.
[Si
l'on avait
on aurait constamment
Ay = — Ax, f'{x)=z—i, dy =■ — Ax,
et la diflérentielle de y serait identique à — Ax].
Comme il est naturel d'employer une seule caractéristique quand cela est possible, nous conviendrons, toutes les fois que nous aurons à prendre la différentielle d'une fonction de X, de représenter par dx l'accroissement arbitraire (mais inQnimcnt petit) de x. Mais, lorsqu'il s'agira des accroisse-
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ments exacts on des différences des fonctions désignées par la caractéristique A, nous représenterons par Lx l'accroissement de X, qui pourra être alors fini ou infiniment petit.
oiO. D'après cette convention, on aura {?, bis) dy = f'{x)dx
dv Et l'on voit que l'expression -j- peut être considérée indifféremment, soit comme le quotient de dy par dx, soit comme un symbole représentant (oio) la limite du rapport ^r— •
Sous ce dernier point de vue, la formule (3 bis) peut encore s'écrire
dv ,
La dérivée /'(^) étant, d'après la formule (3 bis), le quotient de la différentielle de la fonction par la différentielle de la variable, on lui a souvent donné le nom de rapport ou de coejficient différentiel û.Çi la fonction.
D'après cette même formule, la différentielle de la fonction étant le produit de sa dérivée par la différentielle de la variable, qui ne peut pas être nulle, les théorèmes généraux relatifs aux dérivées, qu'on a démontrés aux n°^ 538, o40, 543, s'étendent immédiatement aux différentielles.
550. La différentielle est susceptible, comme la dérivée (535), d'une représentation géométrique.
Reprenons la fig. 5 (p. 439), et soit la courbe AMB qui représente la fonction j:=/(jr) rapportée aux deux axes Oo? et Oj. On a (535)
tangLMN= lim y = lim -^ z=/'{x).
'^ h Ax -^ '
On a aussi
IN = MN tanglMN = f'{x) ^x — dy (5i7).
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Nous voyons par là que la différence de la fonction, Ay = k, étant représentée par M'N, sa différentielle dy est représentée par IN.
Ainsi, remplacer la différence par la différentielle revient, lorsqu'on cherche quel est l'accroissement de l'ordonnée pour un accroissement infiniment petit de l'abscisse en partant du point M, à substituer, dans une étendue infiniment petite, à la courbe elle-même, sa tangente (525).
551. L'avantage que peut présenter l'emploi des différenlielles sur celui des dérivées, c'est que, dans la formule (3 his) (5i9), dy et dx figurent absolument de la même manière.
y étant une fonction de x, l'une des différentielles dy et dx est arbitraire, et leur rapport est égal à celui des accroissements infiniment petits que peuvent prendre simultanément les deux variables.
Or, d'après ce que nous avons dit des fonctions inverses (44-'*), rien n'oblige de prendre pour variable indépendante Tune des deux variables plutôt que l'autre, quand il s'agit des différentielles, tandis que l'emploi des dérivées exige nécessairement qu'on ait fait un choix, la dérivée n'ayant un sens déterminé que lorsqu'on sait par rapport à quelle variable on la prend.
Si l'on part de la relation
dy = f'{^) dx et si c'est x qui est la variable dépendante, si c'est x qui est
De C. — Cours. III. 2y
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regardée comme une fonction de y, on en déduit immédiate ment
C'est dy qui reçoit alors une valeur arbitraire infiniment petite, et d.r s'ensuit.
On comprendra tout à fait l'importance de celte remarque, lorsque nous parlerons plus loin des dérivées et des différentielles des fonctions inverses.
552. Nous terminerons ces notions fondamentales en ol)servanl qu'on peut avoir à considérer, dans une même question, une variable indépendante x et plusieurs fonctions y, z, u, V, ... de cette variable.
Représentons par Aj, As, At/, Ac, . . ., les accroissements pris par ces fonctions ou leurs différences pour un même accroissement ou une même différence A^ ou dx de x. Leui's dijjérenlielles dy, dz, du, dv, . . ., seront toutes dans des rapports constants avec dx et, par conséquent, les unes avec les autres, quand dx tendra vers zéro (54-9). Ces rapports constants sont d'ailleurs les limites des rapports des ditïérences correspondantes, qui ne diffèrent alors des différentielles que de quantités infiniment petites par rapport à ellesmêmes (oi7).
On a, par exemple,
(I) ^,^lini^=Dv« (53i),
dy Aj
du I , , . . , < Il
et -5- est la dérivée de u par rapport a y, quelle que soit dy
d'ailleurs la variable commune à laquelle on ail rapporté les
différentielles du et dy.
Si l'on a u =zf{x) et j =: F(.r), on a aussi (549)
du =/' {x) dx, dy ^zY' {x) dx, c'est-à-dire (i)
On peut donc énoncer celte proposition :
La dérivée d'une variable u par rapport à une autre va-
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fiable y est égale au rapport des dérivées de u et de y prises relativement à une même variable quelconque x, dont elles sont regardées comme dépendantes.
553. Nous engageons !e lecteur à bien s'assimiler avant tout les généralités qui précèdent. Ce n'est qu'à celte condition qu'il pourra étudier avec fruit les Chapitres qui suivent.
Nous allons, dans ces Chapitres, passer à la recherche pratique des dérivées et des dilîtirentielles, que les détails dans lesquels nous venons d'entrer nous permettront de ne plus séparer.
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CLASSEMENT DES FONCTIONS
ooi. Trouver la différentielle d'une fonction, c'est exécuter l'opération désignée sous le nom de dijjérentiation.
Il y a une infinité de fonctions; mais il en existe un nombre très limité auxquelles on donne le nom de fonctions simples, et c'est à ces fonctions que toutes les autres se trouvent ramenées au point de vue de leur différentiation.
555. Les fonctions simples correspondent aux opérations connues jusqu'à présent.
Elles sont au nombre de dix, du moins lorsqu'on représente chacune d'elles par son type le plus simple ou par un seul type, et elles se partagent en fonctions algébriques et en fonctions transcendantes.
Les fonctions algébriques simples correspondent aux six opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances et extraction des racines.
Les fonctions transcendantes simples, dont l'emploi exige la construction de Tables calculées d'avance, sont les fonctions exponentielle et logarithmique, et les fonctions étudiées en Trigonométrie, c'est-à-dire les fonctions trigonomélriques proprement dites ou circulaires directes et les fonctions circulaires inverses.
556. Les dix fonctions simples se partagent naturellement en cinq groupes, chaque groupe contenant une opération directe et l'opération inverse.
557. D'après cela, nous présenterons comme il suit le Tableau des dix fonctions simples, en désignant par x la va-
riable indépendante, par y la fonction, par a et par m des constantes.
TABLEAU d::s dix fonctions simples.
Fonctions algébriques.
( Somme y ^=a-\- x
i«'groupe. r^..„, -'
( Dilierence y = a — x
I Produit y =: ax Quotient )' ^ —
I Puissance y := x'" Racine y — '['x {m, nombre entier et positif.)
Fonctions transcendantes.
/ Fonction exponentielle y=:a^, y=:e^
4* groupe. 1 Fonction logarithmique.. . . y = \oga^^ y=^Lx ( (a, nombre positif.)
( Fonction circulaire directe. r = sinjr 5^ ffroupe. {
( Fonction circulaire inverse. j= arc sin^ ( T^/i^o^., H.)
558. Pour les fonctions trigonométriques, directes ou inverses, nous n'avons indiqué qu'un seul type; et il est clair qu'on pourrait regarder aussi, comme fonctions simples de cette espèce,
y=zcosx, j = arccos.r, j = tang^, j = arctang.37,
Mais, en considérant le cercle de rayon i et en supposant
l'arc moindre que -? la connaissance d'un seul rapport trigo-
nométrique de cet arc entraîne celle de tous les autres {Trigon., 9). On peut, par suite, en partant du sinus, par exemple, ne voir dans les autres rapports que des fonctions dépendantes. Ainsi, l'on a
cos^ = sin ( - — ^ j = \/i — sin-j:,
sin.r y/i — sin- J7
sin.r
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oû9. Dans chaque fonction simple, sauf dans les deux premières, on peut remplacer la seule lellre x par une fonction simple. On obtient ainsi ce qu'on appelle une fonction de fonction. La même transformation peut être répétée plusieurs fois, de manière à conduire à des fonctions de fonctions. On superpose ainsi évidemment les opérations qui correspondent aux fonctions simples.
Prenons la fonction produit y^=Lax et remplaçons x par La?, nous aurons la fonction de fonction y=:aLx. Remplaçons de nouveau x par sin;r, nous aurons Va fonction de fonctions y ^^ahsxnx. Dans le premier exemple, deux opérations se trouvent superposées ; il y en a trois dans le deuxième exemple.
560. D'une manière générale, toute fonction qui dépend de plusieurs fonctions de x est une fonction composée.
C'est le cas ordinaire des fonctions explicites (i49), où les opérations à effectuer sur la variable pour calculer la fonction sont directement indiquées.
561. On peut trouver facilement, bien qu'un peu longuement, les dérivées des dix fonctions simples et, par suite, leurs différentielles, en suivant une marche parfaitement uniforme, que nous indiquerons ici immédiatement.
Soit la fonction
Il suffit de donner à a- un certain accroissement à.x. Il en résulte pour j un accroissement Aj, et l'équation (i) devient
On a alors, en retranchant (i) de (2),
i^y=f{x + Lr)-f{x)
et, en divisant par à.x,
Ay f{x-hàx) — f(x)
Aj7 Ax
Si l'on fait tendre maintenant Ax indéfiniment vers zéro dans le second membre de la relation (3), ce second membre
tend lui-même indéfiniment vers la limite de ~ pour Ax in-
Ax
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finiment petit, c'est-à-dire vers la dérivée f'{^) que l'on cherche.
Une fois qu'on connaît l'expression de la dérivée /'(^), on a la différentielle d/ par la relation fondamentale (5V9)
dy =z f [x) dx.
562. Dès que l'on connaît les dérivées et les différentielles des dix fonctions simples, on peut passer à celles des fonctions de fonctions et des fonctions composées qui en dépendent nécessairement, en établissant certains théorèmes généraux.
Mais il est plus simple et beaucoup plus rapide de suivre la marche inverse.
Nous commencerons donc par démontrer les principes à l'aide desquels on peut ramener la détermination des dérivées et des différentielles de toutes les fonctions à celle des dérivées et des différentielles des dix fonctions simples; et nous nous occuperons ensuite des fonctions simples elles-mêmes. La question se trouvera d'ailleurs résolue pour quelques-unes d'entre elles, par suite de nos premières recherches.
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Soit la fonction
Admettons qu'en la résolvant par rapport à x, on en déduise
Les fonctions indiquées par les signes / et 9 sont, comme nous l'avons déjà dit (4ii), des fonctions inverses l'une de l'autre.
Comme les équations (i) et (2) sont la même équation sous deux formes différentes, elles donneront toutes deux les mêmes accroissements correspondants pour les variables x et/. En d'autres termes, si l'accroissement ^x conduit dans la première équation à l'accroissement Aj, l'accroissement Ay conduira nécessairement dans la seconde équation à l'accroissement I^x.
Cela posé, on aura (53i)
f ix) := hm -r^ =hm -r— =: r—
Ax Aj7 ,. ax
Aj Aj
9' il) 9'U\-^)]
On arrive donc à cette proposition importante (ool), connue sous le nom de théorème des fonctions inverses.
ALGÈBRE SUPÉRIEL'UE. 4^7
Quand deux fondions sont ùuerses au point ae vue algébrique, leurs dérivées sont inverses au point de vue arithmétique.
Supposons qu'on sache trouver la dérivée de la fonction ?(j) 6t qu'on ne connaisse pas encore la dérivée de la fonction f{x). Il suffira, pour obtenir f'{x), de prendre l'inverse —f-, — - de <o' {y) et d'y remplacer/ par/(^).
Différentiation des fonctions de foncti'^ns.
• o6i. Considérons une fonction de fonctions de x (559) définie par les équations
On voit que y dépend de u, qui dépend de v, qui dépond de X. Finalement, y dépend donc de x et est une fonction de fonctions de x. En éliminant v et u, on pourrait obtenir cette fonction sous la forme
j = Fi/[?(^)]|;
mais il est facile d'éviter cette substitution.
Supposons, en effet, qu'on donne à a? un accroissement Ix. Il en résultera pour v, u et y, les accroissements correspondants Ap, Au et Aj. On aura alors, identiquement,
ày ày A«f Ap
Aj? Aa A.Ç Ax
Si l'on fait tendre maintenant A.r indéfiniment vers zéro et si le nombre des fonctions superposées dans l'expression de j est fini, la limite du premier membre de l'identité (i) sera égale au produit des limites des facteurs du second membre (3i2), et il viendra, par définition (53i),
On peut donc énoncer cette règle fondamentale :
La dérivée d'une fonction de fonctions est égale au produit des dérivées des fonctions successives ^ chacune de ces dérivées étant prise par rapport à la variable dont la fonction consi" dérée dépend immédiatement.
565. Si l'on veut passer à la différentielle de j, on a (oi9)
dv
En substituant dans la relation (2) du n" 56i et en multipliant par dx, ij vient
dy=zY'{u)f'{^^)o'{x)dx.
Telle est l'expression du principe de la différentiation des fonctions de fonctions. Comme on a (553, 54^9)
d_^ du'
du dT'
cf' (x) dx =z dv,
on peut encore écrire
ou, plus simplement,
dy du ■^ du dv
Il faut remarquer avec soin que dy et dv sont les différen-
. ,, , , . , ,. dv du
tielles de / et de v prises par rapport a x, tandis que ;t- et -7-
sont des symboles représentant les dérivées de / par rapport
dy à M et de u par rapport à v. Dans -f-y u représente la variable
du
du
indépendante; dans -1- -, u représente la fonction.
Expression de l'accroissement infiniment petit d'une fonction de plusieurs variables.
566. Nous avons déjà indiqué ce qu'on devait entendre par les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables, quand cette fonction était entière (332). Nous allons généraliser cette notion fondamentale, en y ajoutant celle des différentielles partielles et en considérant une fonction composée quelconque.
Nous prendrons d'abord une fonction y dépendant de deux variables u et v, et nous allons voir que l'accroissement infi-
nimenl petit d'une pareille fonction peut s'exprimer comme celui d'une fonction d'une seule variable, à l'aide d'une expression simple qui n'en diffère aussi que d'une portion infiniment petite de sa propre valeur.
Soit donc la fonction
Nous allons donner k u et h v des accroissements infiniment petits Am, Ap», qui seront ou non indépendants l'un de l'autre, suivant que les variables u et v seront ou non elles-mêmes indépendantes l'une de l'autre; / prendra alors un accroissement correspondant A/, et l'on aura
j+ Ay = /(;< -h A«, V -^ à.v)y
c'est-à-dire, par soustraction,
Aj = /( M -)- A//, V + Ar) — /( u, v).
En ajoutant et en retranchant dans le second membre la même quaniité/(« -\- A«, v), on peut évidemment mettre cette valeur de Aj sous la forme suivante (471) :
( +/(« + A«, (' + Ac) — /(« + Am, p).
Cela posé, désignons pour un instant "^d^v f[^{u, v) la dérii'ée partielle de f{u, ç) ou de y par rapport à u, c'està-dire la dérivée de la fonction prise en regardant u comme une variable indépendante et p comme une constante.
L'accroissement de la fonction, quand on donne à u seulement l'accroissement ^u, étant
nous pourrons alors écrire (545)
(2) f{u-+-àu,i>)—f{u,i') = [/',{u,^>) + a]^((,
a étant une quantité qui tend vers zéro et qui s'annule en même temps que Au.
De même, désignons par/'^(M + Am, v) \ix dérivée partielle de la fonction /(« -f- A«, ç) par rapport à v, c'est-à-dire la dérivée de cette fonction prise en regardant v à son tour comme une variable indépendante et u->rAu comme une constante.
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L'accroissement de la fonction f{u-\-Ln,v), quand on donne à v seulement l'accroissement Ar, étant
f{u + A«, cH- A(') —/{u-h A«, v),
nous pourrons écrire encore (oio)
/{u-hAu, r+ Ar) —f{u + A«, (•) = [/;( m -h Aw, p) + [3] Ac,
!3 étant une quantité qui tend vers zéro et qui s'annule en même temps que Ap.
Il est clair d'ailleurs que, ?>ïf'^,{u, v) est la dérivée partielle de f{u, (') ou de y par rapport à v, elle ne peut différer de/^(a + A;/, r) que d'une quantité infiniment petite y qui s'annulera avec Am. En posant |3 + y = a', l'expression précédente deviendra donc
En ajoutant membre à membre les équations (i), (2), (3) et en simplifiant, il reste évidemment
A/ = [/'„(", O + «] Aa 4- [/;(«, P) + a'] Ac-.
ccAm est infiniment petit par rapport à la première partie de la valeur de Aj, et il en est de même de a' At- par rapport à la seconde partie de celte valeur (520, 530). Par suite, en désignant par w une quantité infiniment petite par rapport à Ar, on peut poser
0) = a A«-|- a' At»
et écrire
Aj =/'„(", <") A^< -i- /'.(", <') Ac^ + «•
C'est l'expression que nous voulions obtenir.
On représente ordinairement les deux dérivées partielles f'u{u, v) et/'^,(M, v) par les notations
d/{u,i) df{u,i-)
du
dv
ou
du dv
Seulement, il faut bien remarquer que, dans les expressions
-f-, -^-, les deux dy sont différents, puisqu'ils représentent du dv -^
respectivement les ditïérentielles de y relatives à la variation
d'une seule des variables u, c, ou les différentielles partielles
de / par rapport à « et par rapport à v.
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Pour éviter toute ambiguïté, on pourrait écrire les deux dérivées partielles en les enveloppant ainsi de parenthèses :
du ) \ dv )
On les a supprimées, en comptant sur l'attention du lecteur bien prévenu.
Avec cette notation des dérivées partielles, on a
(5) Ar= -.-^A// + -j^ At^ + Gj.
-^ du dv
D'après ce qui précède, l'infinimenl petit d'ordre supérieur w se compose d'une première partie a Aw qui, divisée par A//, devient encore nulle pour Au = o, et d'une seconde partie a'Ac ou (j3 + y) A^- qui, après avoir été divisée par Ai', contient des termes s'annulant, les uns pour A«=zo, les autres pour Ai' = o.
On aurait des résultats analogues, comme il est facile de s'en assurer, pour un nombre quelconque de variables, dépendantes ou non les unes des autres ou d'autres variables.
Ces résultats vont nous conduire immédiatement à la différentiation des fonctions composées.
Différentiation des fonctions composées.
Soit la fonction
et
y sera alors une fonction composée de x.
Nous aurons, d'après ce qu'on vient de démontrer (566), en supposant toujours des accroissements infiniment petits,
. dr y dy . dy .
■^ du dv d\v
w étant infiniment petit relativement à Ay.
En divisant par Ax les deux, membres de cette relation, il vient
Ay dy Au dy Av dy Aiv co
Ax du Ax dv Ax dw Ax ' ' ' Ax
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En passant alors aux limites (o3i), ce qui est permis si le
nombre des variables u, v, w, . . ., est limité (341), on trouve
')) évidemment (343), puisque (56G) -^ devient nul,
(i) dj ^ dy du _^ dy ùv^
^ ^ dx du dx dv dx
dy dw dw dx
> sont les dérivées partielles de la fonction j jiar
11 ne faut pas oublier (566) que, dans cette expression, -j-^
dy^ dy^ dv dw
,•«.- • 1 1 j- du
rapport aux différentes variables u, v, w, . . ., tandis que — ■.
-— , — — , . • -, sont les dérivées des variables ou des fonctions dx dx
u, V, w, . . ., par rapport à x.
Quant au premier membre de l'expression (i), c'est, si l'on veut, la dérivée complète de la fonction y, dans laquelle on fait varier toutes les quantités dépendantes de x.
On peut observer à ce sujet que, s'il arrivait qu'on eût, par
dy exemple, u^r^x, -i- deviendrait, dans le second membre de ' du
l'expression (i), ~ et serait la dérivée partielle de la fonction par rapport à x seulement, le premier membre représentant toujours sa dérivée comp'He.
En résumé :
La dérivée de la fonction composée y est la somme de toutes ses dérivées partielles par rapport aux variables dont elle dépend, chaque dérivée partielle étant multipliée par la dérivée de la variable correspondante par rapport à x.
En multipliant les deux membres de l'égalité (i) par dx^ on a (549)
dy ^=^ ~ du -\ j^ dv -{- -^ dw + . .
•^ du dv dw
Si l'on regardait u comme seule variable, on aurait (549), pour la différentielle dy,
dv=^ —-du.
-' du
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On peut donc dire, dans le cas de plusieurs variables, que -j-dii est la différentielle partielle de la fonction y relativement à u.
D'après l'expression (2), le principe de la dijjérentiation des Jonctions composées s'énoncera alors comme il suit :
La différentielle d'une fonction composée est égale à la somme de ses différentielles partielles pai' rapport à chacune des variables qui y entrent explicitement.
Soilla fonction composée
où II-, (^ t, sont des fonctions de x dont les différentielles sont supposées connues et dont le nombre peut être quelconque, pourvu qu'il soit fini.
Si l'on donne à .37 un accroissement Ax, il en résulte pour les autres variables les accroissements simultanés
Am, Av, At, Ar, et l'on a
( 2 ) j 4- Ak = " + Au -t- v-^ Al' — t —At.
Si l'on retranche la relation (i) de la relation (2), il vient Av =: A« + Ar — At et, en divisant par Ax,
Av Au Ar At
Ax Ax ' Ax
Ax
En passant aux. limites, ce qui est permis si le nombre des termes, soit positifs, soit négatifs^ du second membre est limité, on trouve (549)
dj du
dx dx
dv dx
d£ dx
et, en multipliant de part et d'autre par dx, dy =z du -h ds' — dL.
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La dérivée ou la différentielle d'une somme algébri</ue de fonctions de x est donc égale à la somme algébrique des dérivées ou des différentielles de ces fonctions.
Si l'une des fonctions considérées se réduit à une constante, sa dérivée est nulle ainsi que sa différentielle (549). Ainsi, dans la dérivation ou la difîérentialion de la fonction somme entendue dans un sens général, toute constante disparait.
Soient les deux premières /o/icfw«5 simples
a étant une constante, nous aurons, pour la fonction simple somme,
g=i, dy = dx
et, pour la fonction simple différence,
—j- = — I , dy ^= — dx.
dx
Dans le cas de cette dernière, la dérivée et la différentielle sont négatives parce que, lorsque la variable augmente, la fonction diminue. Les accroissements des variables sont alors de signes contraires, et leur rapport est négatif.
On aurait directement, en suivant la marcbe indiquée au n» 561,
d'otj, par soustraction,
Av = Aj;,
dy dx~^'
dy
On aurait, de même.
Lx;
d'oij, par soustraction.
Ar=-A,r,
dy dx- ''
dy
De C— Cours. III.
dy =: — dx.
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Différentiation d'un produit.
Soit d'abord la fonction composée
où u et i' sont des fonctions de x.
Si l'on donne à ^ un accroissement A,r, u, v ^l y prennent les accroissements simultanés
^u, Av', A/.
On a donc
j 4- Ay =: ( « H- A// ) ( r -H At' )
=: Liv -T- '■ A« -^ « Ar -H A« Ap.
Si l'on retranche la relation (i) de la relation (2), il vient
Aj' ^^ V \u -r- Il Ar — \a Ar
ou, en divisant de part et d'autre par \x,
Av ^u Ac A;/ Al'
Ax Aj7 A^' \x \x
En passant aux limites, ce qui est permis lorsque le second membre ne renferme qu'un nombre limité de termes (312), le dernier terme de ce second membre s'évanouit à cause de lim A^- =: 0, et l'on trouve
dy du di>
dx dx dx
ou, en multipliant les deux membres par dx,
dy r= p t/« -r- u dv.
La déià'ée ou la différentielle du produit de deux fonctions est donc égale à la somme des produits obtenus en multipliant chaque fonction par la dérivée ou la différentielle de l'autre.
57\ Supposons que la fonction u devienne une constante c, et que l'on ait
y = cv.
11 faudra faire dans les résultats précédents (570, 549)
du , . ,,
-— =1= o, du = 0, et 1 on aura
dv dv , ,
-j— =: c -7— et dy := c dv.
dx dx "^
La dérivée ou la différentielle d'une fonction multipliée par une constante est donc égale à la dérivée ou à la différentielle de cette fonction multipliée par la même constante.
Si l'on considère spécialement la ito\?\èmii fonction simple (557)
y—ax,
on a immédiatement
-y- z= a, ay -= a dx.
dx
On aurait directement, en suivant la marche indiquée au n° 5G1,
f = ax,
y + Aj ^ a ( ^ + A j? ) ; d'oii, par sousiraction,
Aj =3 a Ax, -r- ^=ia, dy z=. a dx.
572. Revenons au produit de deux fonctions u et v (570) et à la formule
dy ^=.v du -\- u dv.
En divisant les deux membres par le produit j' ^= uv, on en déduit
dy du dv y ~ u v'
Le rapport de la différentielle d'une fonction à cette fonction a reçu le nom de dij/é rende lie logarithmique de la fonction.
On peut donc dire encore que la différentielle logarithmique du produit de deux fonctions est égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces fonctions.
Cette propriété, analogue à la propriété fondamentale des logarithmes, explique la dénomination employée.
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Elle va nous permettre de trouver rapidement et élégamment la règle de différentiation du produit d'un nombre quelconque de fonctions, pourvu que ce nombre soit fmi (570)
Soit, par exemple
n étant fini et «i, «2» "sj •••> ^^n représentant des fonctions de X.
Nous pourrons considérer le produit donné comme an produit de deux facteurs, u^ d'une part, et u^uz.-.u^ d'autre part; puis, ce dernier produit comme un produit de deux facteurs «2 6t «3 . . . Ua\ et ainsi de suite. Nous aurons alors successivement (572)
dy du^
^ d{u,u^...Un) u^u-,.. .u„
dui ~ «1
du^_ d{ «3 . . . u„)
dui
^ du^ ^ dus 1 d{...u„)
M, «3 ... Un
La dernière égalité ainsi obtenue sera
dy dui du^ du^
du
et elle exprime que la différentielle logarithmique du produit d'un nombre quelconque de fondions, ce nombre étant fini, est égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces fonctions.
En multipliant les deux membres de cette égalité par/ et en les divisant par dx, on a
dy y du^ y du^ y du-^ y du,,
dx Ui dx «2 dx U3 dx ' ' ' w„ dx
Si l'on multiplie seulement par/ les deux membres de la même égalité, on trouve
dy ^= ^ du, -+- — du. -+- ■=— du^ -t- . . . + — du,i. Ui u. «, u„
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On peut donc dire que la dérivée ou la dijférentielle du produit d'un nombre quelconque n de fonctions, n étant fini, est égale à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée ou la différentielle de chaque Jonction par le produit de toutes les autres fonctions.
Si l'une des fonctions se réduit à une constante, le terme qui contient sa dérivée ou sa différentielle disparaît du second membre (538, 5i9); mais cette constante se retrouve dans tous les autres termes et peut être mise en facteur commun. Ainsi, dans la dérivation ou la différentiation de la fonction produit, entendue dans un sens général, toute constante persiste (508).
Différentiation d'un quotient.
57i. Soit la fonction composée
où M et ^ sont des fonctions de j^.
On en déduit
yv = u
el, en appliquant le théorème des différentielles logarilhmiques (572),
dy dv du
Il en résulte
dy du dv
La différentielle logarithmique du quotient de deux fonctions est donc égale à la différentielle logarithmique du dividende moins la différentielle logarithmique du diviseur.
Multiplions par j= - les deux membres de la relation précédente. Nous aurons
dy =: - du dv
ou
(' du — u dv
dy
470 ALGEBRE SI-PÉRIEtJRE.
et, en divisant par dx les deux membres de celle égalité.
dx
du 'dr
dv d.r
La dérwée ou la différentielle d'un quotient de deux fonctions est donc égale à la dérivée ou à la différentielle du dividende multipliée par le diviseur moins la dérivée ou la différentielle du diviseur multipliée par le dividende, le tout divisé par le carré du diviseur.
Si l'on considère spécialement la Jonction simple
quotient (557)
on doit faire le dividende u égal à une constante et le diviseur V égal à X. On a ainsi (5i9)
dx
dy =
a dx
La dérivée ou la différentielle est ici négative, parce que la fonction diminue quand la variable augmente. Les deux accroissements sont ainsi de signes contraires, et leur rapport est négatif.
On aurait directement, en suivant la marche indiquée au
d'où, par soustraction,
X -\- ^x X — a Aj
On en déduit évidemment, en divisant par ^x et en passant aux limites.
dy
dx
et
df=-
Différentiation d'une puissance quelconque. 576. Soit la fonction composée
oi!i a est une fonction de a; et m une constante.
Pour arriver à une règle complètement générale, nous devons distinguer plusieurs cas :
I" m est entier et positif .
Y étant alors le produit de ni facteurs égaux à u, sa diiïérentielle logarithmique (573) est égale à la différentielle logarithmique de u répétée m fois. On a donc
dv
du
ot, en multipliant de part et d'autre par j'= ii"\ il vient dy z= mu'"~^ du.
2" m est fractionnaire et positif.
Soit m =^ — , p cl q étant entiers et positifs. Il on résulte
y= ul.
En élevant à la puissance q les deux membres de celle égalité, on a
y'J=i iiP.
Ces deux fonctions étant constamment égales, leurs différentielles le sont (5i9), et il en est de même de leurs différentielles logarithmiques (572). On peut donc poser
dyf _ diiP y^ ~ uP ^
c'est-à-dire, puisque p ci q sont entiers et positifs (i°),
dy du q-^ = p
On en déduit, en divisant par q et en multipliant par
OU encore
dy = mu'"-^ du.
3° m est un nombre négatif, entier ou fractionnaire.
Soit /?i = — n, n étant un nombre positif, entier ou fractionnaire. Il en résulte
ou
En appliquant au produit j« ' le théorème de "la diiîérenlielle logarithmique (573) et en remarquant que i est une constante dont la différentielle est nulle (.oiO), il vient
dy du"'
c'est-à-dire, puisque n est entier et positif (i°),
dy dn'^ __ du
En multipliant les deux membres de cette égalité par
j= «-", on trouve
du , ,
dv -=: — ««"" — =: — nu~"~' du, u
ou encore
dy = mu'"^^ du.
Cette dernière formule est donc complètement générale et reste vraie, que l'exposant m de la puissance u"' soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
En divisant par da: les deux membres de la formule, on a, également d'une manière générale,
dy , du
dx dx
La dérivée ou la différentielle de la puissance m'^'"^ d'une
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fonction est donc égale à m fois le produit de la puissance {m — ly'e/ne ^/^ la fonction par sa dérivée ou sa différentielle.
rTil. La dilTérei)liation des radicaux est comprise dans la règle précédente.
Soit la fonction composée
Nous aurons (o7G)
«y = — «'" du,
•^ ni
c'esl-à-dire
dv ^ — a '" du = — '- — •^ ni 'ILi
ou
- du
et, en divisant par dx de part et d'autre,
du
dy dx
dx
La dérivée ou la différentielle de la racine m'^'"^ d'une fonction est donc égale à sa dérivée ou à sa différentielle divisée par m fois la racine m'^"'^ de la puissance (m — ^yème de la fonction.
Dans le cas particulier de ni = 2, qui se présente fréquemment, on a
7 = \/'' et
du du dy dx
df =
La dérivée ou la différentielle de la racine carrée d'une fonction est donc égale à sa dérivée ou à sa différentielle divisée par le double du radical.
D'après ce qu'on vient de voir (576, 577), si l'on con
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sidère la cinquième /onction simple (oo7)
on a, pour sa différentielle et sa dérivée,
dy ■=: mx"^~^ clx, ~- =: m x'"-'^ . dx
Si l'on considère la sixiènne /o«C('/o« simple (557)
Y = \'Jc, on a, également, pour sa différentielle et sa dérivée, dx dy I
'^ ~ VI 'yx^^^ ' dx ~ ,„ 7^-'"-i
Solution des questions précédentes par le principe de la différentiation des fonctions composées.
579. On peut résoudre facilement toutes les questions précédentes, à l'aide du principe de la différentiation des fonctions composées (oG7).
Somme algébrique. — Soit la fonction composée
oij u, i>, t, sont des fonctions de x. Nous aurons immédiatement (567)
, dy , dy j dy ,^
dv =: -i- du -\- ^ dv -\ — )-dt.
"^ du dv dt
Mais -f- 1 dérivée partielle de la fonction par rapport à «, du
est égale à i, et l'on a, de même (569), -^ = i et -r- = — i.
Il vient, par suite, comme précédemment (568),
dy z=du + dv — dt.
Produit. — Soit la fonction composée
y = uvt,
OÙ «, V, t, sont des fonctions de x. On a toujours (567)
■ dy . dy , dy
dv ^= -T- du -\- -j- dv -\ — T.dt; •^ du dv dt
. . ,M„. ^ dv dy dy r. •
mais, ICI (o71), -j-=zit, -^-=111, -j-z=.uv. Par suite,
on
du ' dv ' dt
retrouve la formule (573)
dy =^ i't du -+- ut di' -\- uv dt.
Quotient. — Soit la fonction composée
où u Qi V sont des fondions de x. On a encore (567)
dy =^ -^ du -\ — ^ dv.
"^ du dv
dv I dy u
D'ailleurs, -f- ^ - (571) et -^ = (575). On retrouve
du V dv V
donc aussi la formule (574.)
, I , u j V du — // dv dy ^ - du dv =:
Nous nous servirons encore du même principe pour démontrer un théorème important qui est d'un usage fréquent on Géométrie analytique (t. V).
Théorème des fonctions homogènes.
580. On dit qu'une fonction de plusieurs variables est Aomogène et du degré m lorsque, en multipliant chaque variable par une variable auxiliaire quelconque ou une indéterminée t, la fonction elle-même se trouve multipliée par t"^.
Soit une pareille fonction représentée par
D'après sa définition même, on aura
(i) f{tx,ty,tz, ...) = t"'/U;f,z, ...).
On peut alors différenlier ou dériver les deux membres de cette expression, en regardant t comme seule variable. Le second membre est, dans ce cas, le produit de la puissance l"* par une constante; le premier membre est une/onction composée de t, car on peut poser tx = u, ty ^ v, tz^=zw, ....
En appliquant, d'une part, le principe des fonctions composées sous la forme (i) [567], en remarquant qu'on a (571)
dtx d! y dlz _
~dr~^' ~dT~^'' lït^^'
et, d'autre part, les règles relatives à la dérivation d'un produit et d'une puissance (571, 576), il viendra, en désignant, pour simplifier, la fonction par/ dans le premier membre,
df df df
Cetle relation ayant lieu, quel que soit t, on peut supposer ^ =: I, et elle devient
df dj df .,
Cette égalité (2) constitue le théorème des fonctions homo. gènes. On peut donc l'énoncer comme il suit :
La somme des dérivées partielles d'une fonction homogène par rapport aux variables dont elle dépend, chaque dérivée partielle étant multipliée par la variable correspondante, est égale au produit de la fonction par son degré,
581. Désignons par <^{x,y, z, . . .) la dérivée partielle (566, 567) de la fonction homogène /(r,/, z, . . .) par rapport à x. Nous aurons
d /{x,r,z, .. .) cf{x,y,z,...)=~ ^^—
En considérant x comme seule variable dans le second
membre, on peut donc écrire successivement, d'après ce qui
précède (580),
,, , , ^ df{tx, ty, tz, . ..) cf{tx,ty,tz,...)= ^^
^ dt"^f{x,y,z,...) ^ ^,,^_, df{x,y,z, . . .) t dx dx
Il en résulte immédiatement (580) que les dérivées partielles du premier ordre d'une fonction homogène de degré m sont des fonctions homogènes de degré m — i.
Exemples et applications.
582. Nous venons d'exposer les règles de dérivation et de différentiation qui concernent les fonctions algébriques explicites, et il nous reste à considérer les fonctions transcendantes. Mais, auparavant, et pour habituer le lecteur à la pratique de ces premières règles, nous présenterons quelques exemples et applications.
1° Soit une fonction entière de x {iil )
y = Ao x"' + A, .r'«-i ^ X,.r"'-'- H- . . . + A,„_i x -+- A,„.
En appliquant les règles relatives à l'addition, à la multiplication et à l'élévation aux puissances (068, o71, 576), on a immédiatement pour sa différentielle
dj =[mAo.r'»-J-i-(TO — i)Ai.r"î-2-f-(/?2 — 2) Aj-r'^-^ -+-...-+- A,„_i]f/.r.
2° Soit une fonction rationnelle de x (447)
On remarque que les deux termes de cette expression s'annulent pour X = 1, ce qui prouve qu'ils sont tous deux divisibles par x — i ( 14) ou qu'ils admettent ce facteur commun. Si on le supprime, il vient
En appliquante règle relative à un quotient (574), on a
, dx(x — 5) — dr(x — 3) 2 ,
3° Soit la Jonction composée
En appliquant les règles relatives à l'addition, à la multiplication, à la division et à l'extraction des racines, il vient
dr
1=- dx.
X yx \^
On peut aussi transformer l'expression à l'aide des exposants fractionnaires et négatifs et écrire
j=^a-\-hx'- — cx-^-\-^x 2.
Il en résulte, d'après la règle relative aux puissances (o76)
df ^= - bx - cLv -r- cx'-'^ d.L
OU, comme précédemment,
df
1 \/ji
Soit la fonction composée
OU
y = ^ax--k-bx-{-c y—\Ju, en posant m = «.i--i- /;.r-i- c.
En appliquant la règle relative à l'extraction des racines (377), ainsi que les autres règles nécessaires, on a
dy =
du
ou
dy
1 \J u ^ 1 \Jax^ -+- bx-h c
On trouvera de même, pour la fonction composée,
dx.
ou
dy =
y = ^ax^ -+- bx^-T- ex -h g
y = ^u. en posant ti = ax^-h bx-^ ex du , 3ax^-^ 7.bx -^ c
dy
3 y{ax^-^ bx^-hcx-T-^)-
dx.
5° Soit la fonction composée
En appliquante règle relative à la différenliation d'un quotient (o7i), nous aurons (o6i)
dy =
{a- — X-)- dx .r(a- — .r-) - ( — ixdx)
c'est-à-dire, en simplifiant,
(r^2_ ,f.2)2^_ j.2(rt2_^2) 2
dy = ; dx
En multipliant les deux termes de la fraction du second membre par
(<2"2 — a.--)2, on trouve finalement
df
di
dx.
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6" Sott la jonction composée
j = (aj:'"-i- b)P ou
J = uP^ en posant ax"^ -^- b =^ u.
Nous aurons (S7G)
dj —pnP-Ulu ou dj =p{ax"^'+- Ij)p-^ d{ax"^-^ b),
c'est-à-dire
clf =/p(c?,r'"-f- b)P-'^ /}iax'"-^ dx
OU
dj = pnu(x'"^^{ax"^ -t- // )/'^i (/.r.
583. 7° Chercher quelles sont les courbes où la sous-normale est, en tous les points, une quantité constante p.
Nous avons vu {Ge'om., 754) ce qu'on appelait sous-normale et soustangente d'une courbe.
Soit (J/g. 6) la courbe quelconque AB, rapportée à des axes reclaii-
FiK. 6.
gulaircs Ox, 0/. Menons, en un point quelconque M, l'ordonnée MP, la tangente MT et la normale MN.
La projection PN sur l'axe Ox de la portion de normale comprise entre le point de contact M et le pied N de la normale sur l'axe, s'appelle la sous-normale au point M; de môme, TP est la sous-tangcnte au même point.
Soient X et y les coordonnées du point quelconque M. Il s'agit de trouver l'équation j = /(,r) de la courbe AB, c'est-à-dire la relation qui lie ; es coordonnées variables .r et j d'après la condition imposée.
La figure donne
PN = MP tangPMN = MP tangMTx.
df
Mais tangMT.r représente précisément (53j) la dérivée -j- de la fonction y = /(.r), MP est l'ordonnée j et PN est la quantité constante
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donnée p. On a donc
dr
OU, en renversant l'ordre et en multipiianl de part et d'autre par 2 dx^
2 r dy ^^ ip dx.
Il est évident que le premier membre de cette égalité représente la différentielle de j^ et, le second membre, la différentielle de ipx. Les différentielles de ces deux fonctions de x étant constamment égales, ces fonctions elles-mêmes ne peuvent différer que par une constante arbitraire C (343, S 49), et l'on a
y"- = 2/Jj: -4- c.
Telle est l'équation cherchée. Elle représente, à cause de la constante arbitraire, toutes les paraboles qui ont p ^onv paramètre ( Gcbm., 738, 7oo, 7o6) et pour axe l'axe des x.
En effet, si une parabole, de paramètre/), est rapportée à son axe et à la tangente au sommet (Geom., 734, 736), son équation est
Si, maintenant, sans changer Taxe des x, ou déplace l'axe des r parallèlement à lui-même en le transportant, vers la gauche par exemple, à une distance quelconque A- de sa position primitive, il faut évidemment changer x en x — k, et Téquation de la courbe prend la forme
j)'2 = ip ( X — k) = ipx — ipk^
c'e.st-à-dire, en posant C = — i-pk,
^'2= ipx -+■ C.
oî^4. 8° Chercher les courbes où la longueur MN de la normale { fig. 6) est, en tous les points, égale à une constante a.
En se reportant à la figure, on doit avoir ici
(i) MN' = MP'-^PN^
Mais nous venons de trouver, dans la question précédente,
~ dx Nous aurons donc, en substituant dans la relation (i),
(2) û2=j2-^jW--^
Cette équation est satisfaite pour
puisque cette condition entraîne (d3o)
dr
Une première solution du problème est donc donnée par les deux droites menées de part et d'autre de l'axe des x, parallèlement à cet axe, à la distance a.
Laissant de côté cette solution, on déduit de l'équation (2)
ou
y dy _ %y dy
dx =
Le premier membre de cette égalité représente la différentielle de x, tandis que le second membre représente évidemment (o77) la différentielle de — 'Ja- — j '^ . Ces deux quantités ne peuvent donc différer que par une constante arbitraire c, et l'on a
X = — >/a- — j^-H c, c'est-à-dire
Telle est l'équation cherciiôe. Elle représente tous Les cercles de rayon <?, ayant leurs centres sur l'axe des x.
En effet, quand le centre du cercle de rayon a est à l'origine des coordonnées, son équation est {Géom., Toi)
Si l'on déplace, maintenant, l'axe des j, comme dans le cas précédent, vers la gauche par exemple, en le transportant à la distance c, il faut changer précisément x en x — c, et l'on a, pour l'équation du cercle,
Remarquons que les deux droites de la première solution sont les tangentes indéfinies, parallèles à Taxe des x, qui enveloppent tous les cercles de la seconde solution. Cette seconde solution renferme d'ailleurs é\idemment la première.
De C. — Cours. III. 3i
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Soit la fonction logarithmique simple (557) 7=ilog
Les logarithmes sont rapportés à ane base positive quelconque a.
En suivant la marche indiquée au n» 561, si l'on donne à X, à partir d'une valeur déterminée quelconque, un accroissement ^x, y prend un accroissement A/, et l'on a
y 4- A7 = Iog(^ 4- !ix).
On en déduit, ])ar soustraction,
A/ = l0g(.37 + ^x) — log^ = log ^ log { I H I
et, en divisant par ^.x,
Av '^ V .r
Si l'on fait tendre ^x vers zéro, il en est de même de te' fraction Le numérateur du second membre de l'éga-
lité (i) tend donc vers logi ou vers zéro (496). Par suite, la
,. . , Av , , „ o
limite de -^ se présente sous la lorme -• A>37 o
Pour lever cette indétermination, qui n'est qu'apparente,
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nous poserons
— = a, a ou ù.x^=(xx,
et a tendra vers zéro en môme temps que ^x.
Eu substituant dans le second membre de l'égalité (i), il viendra
A 1 / X -fog-(i-i-a) , ^ i
Ar _ log(i 4- a) _ a ^^ ^ _ log(i + «) ^
Pour passer à la limite, il faut faire tendre a indéfini-
ment vers zéro; mais alors (416) la limite de (r+ y.y- est le nombre e, base du système des logarithmes népériens (oOi). Comme la limite du logarithme d'un nombre est évidemment égale au logarithme de la limite de ce nombre, on a finalement
„ , dv loge
D log^ = -7- = — ^dx X
et
j! ^ loge ,
alos;x^=ay =: — ^^ — dx,
(]uel que soit le système de logarithmes considéré.
On voit que la dérivée de logic est égale à Vinver&e de la variable, multiplié par le module relatif M =: \oge, à l'aide duquel s'effectue le passage des logarithmes népériens aux logarithmes employés (500).
586. Dans le cas où « = 10, c'est-îi-dire où l'on emploie les logarithmes vulgaires, on a (50G)
M = Ioge = j--^ =0,4342944819
D'une manière générale, et L désignant les logarithmes népériens (505), on a (500)
On peut donc encore écrii'e
dv I , dx
-j- = -T~ et dy = — T— ■ dx X La " XL. a
Si l'on suppose a = e, il vient
el l'on a
DL;r:=-^ = — , aLo^ = «)■= — .
dx X "" X
Ainsi, quand on fait usage du système népérien, la dérivée de Lx est simplement égaie à l'inverse de la variable.
On donne à la différentielle — ^ le nom de différentielle
logarithmique de x (oT2).
Lorsque la variable x est remplacée par une fonction
de œ, on n'a qu'à appliquer le principe de la dilTérentiation
des fonctions de fonctions (565).
Soient
jK = log« et u^=o{x).
Nous aurons
dv loge du , loge ,
dx u dx u
Si l'on a. par exemple, u = x"\ il vient (576)
dv \oze ,„ , /n lose , /n loge , -^ =: — '— mx'"~^ = — , dy = -— dx.
588. La règle de différentiaiion de la fonction logarithmique peut être très souvent appliquée à la recherche des différentielles d'autres fonctions.
Soit, par exemple, la fonction
où u est une fonction de x, et que nous avons déjà considérée (576).
En supposant m quelconque et en prenant les logarithmes des deux membres dans le système népérien (505), il vient
Ij' = m lu ;
d'oij, en prenant les différentielles des deux membres de cette nouvelle égalité (586, 57j ),
dy du
Il en résulte, en multipliant de part et d'autre par 7= «'",
dy ■= d{ u"') = mu'"-^ du,
comme précédemment, mais bien plus rapidement (576). Soit encore le produit
où u, p, t, sont des fonctions de x.
Supposons qu'il puisse y avoir des facteurs négatifs. Pour tourner cette difficulté, puisque les nombres négatifs n'ont p,as de logarithmes réels (491), élevons les deux membres de l'égalité au carré et prenons leurs logarithmes népériens. Xous aurons (493)
ly'^'—lu^-^lv"-^ lt\
En différentiant les deux membres de cette nouvelle égalité, il vient (586, 576)
dv- du' dv"^ dt^
r^ u- ('^ C^ ou
2 r dv 1 u du Q.v dv it dt
c'est-à-dire, en divisant par 2 et en simplinant,
dy du dv dt y ~ u V t'
comme précédemment (573).
Différentiation de la fonction exponentielle.
Soit la fonction exponentielle simple (557) y — a
;iù a est un nombre quelconque positif.
Nous déterminerons d'abord directement sa différentielle i>n suivant la marche indiquée au n° 561.
Donnons à ^, à partir d'une valeur déterminée quelconq ue, lin accroissement A^. Il en résultera pour y un accroissement A}', et l'on aura
/\S() ALGÈBB.E SUPÉRIEUUE
d'où, par soustraction-,
A/ = a^+^a; _ ^a: _ ^x ( Q Ax _ I )
ef, en divisant par Ajc,
, , Ay a^^ — 1
Ax A^
Si l'on fait tendre A^ vers zéro, que a soit plus gran<1 on plus petit que i, la limite de a^^ est i (482). Par suite, la limite de -p- se présente sous la forme -•
Ax ^ G
Pour faire disparaître cette indétermination, qui n'est qu'apparente, posons
a^^ — I zrz a,
a tendant vers zéro en même temps que h.x. De cette relation on déduit d'ailleurs
et, en prenant les logarithmes des deux membres dans un système quelconque,
A^loga:= log(i 4- a), d'où
log(i-+-a)
loga
En remplaçant, dans l'égalité (i), a^^ — i et A^ par les valeurs que nous venons d'indiquer, nous nx)uverons
Av a lo2:a _ lo^a
Ax lo2(i-i-a) ' , / V -
loga -l08(i-h«) log(i + a)«
a et Ax tendant simultanément vers zéro et la limite de log(i H- a)^ pour a = o étant e, nous aurons finalement
I)a-=.^ = «-|^, da^=dy=a^^^dx.
dx loge loge
Remarquons que ces expressions subsistent, quel que soit le système de logarithmes adopté; car le rapport des logarithmes de deux nombres quelconques demeure construit quand on passe d'un système à un autre (502).
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On voit que la dérivée de la fonction exponentielle est égale à la fonction elle-même, multipliée par le rapport des logarithmes du nombre a et de la base népérienne.
Si l'on emploie le système vulgaire, on a
los« = i et Mi=-i r=L. lo = 2,3025850020. . .,
M, étant le module relatif qui permet de revenir des logarithmes vulgaires aux logarithmes népériens (506).
Si l'on emploie le système népérien, on a /e = i et, par suite,
Da-^ = -f- = a^ la, da^ ^^dy ■=. a^ la dx.
dx -^
591. Si a devient égal à e, la fonction exponentielle devient
y = e^, et l'on a
De-^ =: -^ = e^, de^ =^ dv ^= e^ dx .
dx -^
Il en résulte ce fait remarquable : la fonction e^ est égale à sa dérivée, de sorte qu'elle se reproduit IndéfinimeTit par dérivations successives.
592. Lorsque la variable x est remplacée par une fonction de X, on n'a qu'à appliquer le principe de la différentiation des fonctions de fonctions.
Soient
y z^ a'^ et « = 9(0^).
Nous aurons, en prenant les logarithmes népériens,
Da"= ^ —a'' la — , da''= dv = a" ladu. dx dx
593. Cherchons maintenant la différentielle de la fonction exponentielle, en la ramenant à celle de la fonction logarithmique. Le résultat sera presque immédiat.
Soit la fonction
Prenons les logarithmes des deux membres, dans le sys-
tème népérien pour plus de simplicité. Nous aurons ly ^=^ la^= X la.
En différentiant les deux membres, il vient
-^— z=z la dx,
d'où, en multipliant de part et d'autre par / = a^,
dy dy^ia^ladx et -^ =i a^ la, dx
comme précédemment (590).
59^. Supposons, inversement, qu'on veuille déduire la différentielle de la fonction logarithmique de celle de la fonction exponentielle.
Soit la fonction
les logarithmes étant pris dans le système dont la base est a. On en déduit la fonction inverse (507)
X = ay,
dont la dérivée est (589)
dx loga
dy loge
Les logarithmes étant rapportés à la base a et a^ étant x,
il vient
, dx X
dy ~~ loge'
c'est-à-dire (563), pour la fonction logarithmique,
^^i^loge ^^ dy=^^dx, dx dx X •" X
comme précédemment (585).
Différentiation de «".
Soit la fonction composée
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OÙ M et p sont des fonctions de x. Nous nous servirons encore de la règle de diiïérenlialion des fonctions logarithmiques, en l'associant à celle d'un produit. En prenant les logarithmes népériens des deux membres,
l'égalité posée devient
ly ^=2 V lu.
La différentielle du premier membre est alors une différentielle logarithmique et celle du second membre, la difTérentielle d'un produit. On a donc (586, 570)
dy , , du
ou, en multipliant de part et d'autre par j= u",
du \
dy =i u^ { dv lu + V
Il en résulte
dy ^ f dv V du
dx \dx u dx
Si l'on suppose « ^ c r= :r, la fonction devient
et Ton a, en renversant l'ordre dans la parenthèse,
dy ■=! x^ {\ -\- l x) dx,
dy , , ,
-f- =0:^(1+ Ix).
dx
Si l'on veut employer les logarithmes vulgaires, on n'aura
qu a remplacer lu ou Ix par , - ou par •; (506).
' ^ '■ loge loge
EXEMPLES
Diffc'rentier la fonction
y = ar'^.
Posons — X rziu^ d'où (/« = — dx. Il viendra (587) y = a-^ = a"-.
c'esl-à-dire
dr=a'^ladu= — a-^ladx ol -^ — — a-^la.
dx
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Si l'on a a = e ou si la fonction «st
on trouve donc
dr = — e-^dx et — - = — e-^.
La fonction e-^ et sa dérivée sont donc égales et de signes contraires. 2° Différentier la fonction
En posant mx = u, d'où du = mdx, on a
dr
dr = a^ladu = ma"^^ladx et ~ = ma'^^la.
•^ dx
Si la fonction donnée était
on aurait de même
dr^ — nia'"^^ladx et ~- = — ma-"'-'' la.
dx
3° Différentier la fonction
y = Ae-"'-^-f- Be-'"^.
D'après ce qui précède, on a immédiatement
dj = niAe"'-'^dx — mJSe-'n^dx — m{Xc"^x— Be-'n^)dx
et
dr
= miXe'^^ — 'Be-'"^).
4* Différentier la fonction
Nous appliquerons ici le théorème des fonctions de fonctions, en posant
u =z c^"^ et c = e^.
Nous aurons alors
n en résulte (o6o) et
j = e". u = e^. (^ = e^. dy =^ e"c^'e^ dx ■= e e*^ e^dx
dr
dx
5° Différentier la fonction
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Nous aurons, en posant jc -4- \/x- — i = k,
dy = — et du = l i-{ 7-=^= ] dx-,
c'est-à-dire
. _ (/.ï^ — I -hJcjdx _ dx
et
dr I
dx ~ /j,-2 _ I
6° Différentier la fonction
a -\-bx
y ~ ïos, Y- •
■^ "^ a — bx
Dans cet exemple, la fonction logarithmique est superposée à la fonction quotient. Nous aurons donc immédiatement, d'après le théorème des fonctions de fonctions et sans passer par aucune variable intermédiaire, ce qui est inutile dès qu'on a pris un peu d'habitude et qu'on s'est exercé à séparer mentalement les fonctions,
, loge h(a — bx)-{' h(a-h bx) ,
dy = --r— -^- — ——^ — ^— dx,
•^ a-hbx {a — bx)- '
a — bx
c'est-à-dire, en simplifiant.
, 7.ab]oiie , dy 2ab\os.e
dy = r^--. dx et
a-^—b'-x^ ' dx a^—b'^x-^
7° Différentier la fonction
Dans cet exemple, la fonction logarithmique est superposée à la fonction racine. Nous aurons donc encore immédiatement (S77)
7 loge (i-i-,r)2 dy = ^ = cix,
c'est-à-dire, en simplifiant,
j — loge , loge , uy = '— dx = — -^ dx
dy _ loge dx ~ x'^ — I
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On peut opérer autrement, en mettant j sous la forme
Y = -log = -log(l — .r) log(l -h x).
On a alors
I lose I loge ,, ,
- — - — «(i — X) — - ^rt(l + X)
= — ilogef — ^— 1 \ 1 — X
dx.
c'est-à-dire, comme précédemment
\oze
df =
du
loge
dx.
8° Soit à dijférentier la fonction
jr = loglog.r= log2^.
Nous aurons toujours, d'après le même principe (565),
]ogelog.^^^(loge)_^^^ 1o2j: X x\02,x
et
dr (loge)2
dx .rlogo:
Si l'on donnait à différentier la fonction
y = log log logj: = log3 X,
on aurait de même
loge (lo2;e)2 , (\ozeY ,
dy = , ;r —f dx = — j ^-j dx
log log.r .rlog.r j:logJ:log2^
et
dy (loge)3
dx .27 log ^ logo j; La loi est évidente. Si la fonction donnée est
J = log log log . . . log.r = Iog„^, on peut écrire immédiatement
dy
(loge)"
xlo^x \0i^2X\0S,zX . ..log„_iX 9° Soit à différentier la jonction
J = l[{x~ayn{x — /j)'i{x — c)P...].
On a évrdemment (493, 49j)
J = ml(x — a)-h- iil{x — h)-r- pl{x — c)-i-. .
Par suite,
, d(x — a) cl(.r — b) dix — c")
clv = ni + /i — -H p —^ '- H- . . .
= i 7 -T "^ -h . .. \dx
et
dr
dx X — a X — b X — c
Si l'on pose
on a (S73)
f'{x) = m{x — a)"^-'^{x — Z))« {x — c)i' , . . -h n(x — by-'^ {x — a)'"{.r — c)i' . . . -h p{x — c)P-i (x — a)"H,x — by> . . .
Il en résulte
c'est-à-dirC; d'après le résultat précédent,
± ^ dlf(x) ^ ,fix)_ dx dx f {x)
CHAPITRE VII
DIFFÉRENTIATION DES FO.XCTIOKS CIRCULAIRES.
Différentiation des fonctions circulaires directes.
597. Les fonctions circulaires directes sont {Trigon., 7) sin^ et cos.r, tang>r et cota?, séco? et coséco:, en désignant par X la longueur de l'arc correspondant aux rapports trigonornétriques considérés. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que le rayon de l'arc a été pris lîonr unité, c'est-à-dire nous considérerons le cercle trigonométrkjue {Trigon., 10).
Nous allons chercher les différentielles de ces fonctions, en les associant deux à deux ( Trigon., 8).
Soit la fonction
y := siuj:.
Si l'on donne à x un accroissement Ax, y prendra l'accroissement Aj, et l'on aura
V 4- Av =; sin( j:- -H Ao"),
d'où, par sousti'aclion,
Av = sin(>r -h Aa;) — sino;
et, en divisant par Ax,
Av sin(a: + A.r) — sin.r
Lorsque Ix tend vers zéro, il en est de même du numérateur
AIGÈBRE SCPÉKIEURE. zf^S
Av du second membre de l'égalité précédente. La limite de -r^
se présente donc sous la forme -•
Pour lever celte indétermination apparente, remarquons que, d'une manière générale {Trigon., 81), on a
/' + V • P — ^ '&\ï\p — s\nq z= 1 cos sm -'
En posant
/? := jr -h ^x, q-=^ X,
on a ici
E^^lJ-—x^~, P — 'l^^^.
On peut donc remplacer, dans l'égalité (i),
sin(.r -+- A^r) — sin.c par 2cos(.r + - — jsin
Il en résulte, en divisant par i les deux termes de la fraction du second membre et en séparant les facteurs,
. Aj7
Ar / bix\ 2
= cos X -^ —
biX \ 1 J Ajp
En passant à la limite et en se rappelant que la limite du rapport du sinus à l'arc quand l'arc tend vers zéro est l'unité {Trigon., lOi), on trouve
-4- = cos ^, dy = cos X dx.
dx
Ainsi, la dérivée du sinus d'un arc est égale au cosinus du même arc.
On voit par là que le sinus augmente quand l'arc croît de o
à -y qu'il diminue quand l'arc croît de - à tt, etc. {Trigon., 16).
399. Nous indiquerons encore le procédé suivant pour trouver la dérivée de sin.r.
Soient A l'origine des arcs dans le cercle trigonomélrique OA et AM l'arc X {//g. 7). Donnons à col arc raccroissemenl I\iM'= \x.
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En menant par le point M la parallèle MN à OA, raccroissemcnt correspondant Aj de la fonction
j- = sinx = MP sera évidemment représenté par M'N.
Fig. 7.
Les deux triangles rectangles OPM, MNM', étant semblables, on a
OP OM
D'ailleurs, plus Ax tendra vers zéro, plus la corde MM' tendra à se confondre avec Ax {Géom., 226). En passant à la limite (o30), on aura donc, comme précédemment, puisque le rayon OM = i.
-f- = OP = cosix,
dy = cos.r rf.r.
600. Une marche analogue (598, 599) conduirait à la dérivée de cos^. Mais il est plus sim[)lo de se servir, comme il suit, du résultat qu'on vient d'obtenir.
On a {Triton., 8)
cos^
sin ( -
Il en résulte immédiatement, en appliquant la règle des fonctions de fonctions,
<r(v = (/ cos ^ = <i sin ( - — ^ j = cos f - — a;) d(^ — ^j, c'est-à-dire
df = — sin^r dx,
dv_ dx
^= — sm.r.
La dérivée du cosinus d'un arc est donc égale à son sinus changé de signe.
On voit par là que le cosinus diminue quand l'arc croît de o à TT, qu'il augmente quand l'arc croît de tt à 27:, etc. {Trigon.,2i).
DEUXIÈME GROUPE : TANGENTE ET COTANGENTE
601. Nous chercherons d'abord directement la différentielle de la fonction
j:= tango;.
En donnant à ^ l'accroissement A^, on fait prendre à y l'accroissement Aj, et l'on a
y -\- A/ = tang(^ -t- Aa;);
d'où, par soustraction,
Aj = tang(^ + Ace) — tango; et, en divisant par A^,
A/ tang(^ + A^) — tango;
Quand Ao; tend vers zéro, le numérateur du second membre
Aide l'égalité (i) tend aussi vers zéro. La limite de -i~- se présente donc sous la forme -•
Pour lever cette indétermination apparente, remarquons que, d'une manière générale {Trigon., 00),
, , tangr/ — tansrè
tang(a — b)^= ' — j •
H-tangatang6
Si l'on pose
il en résulte
. lan2:Cx -I- Ao;) — tango;
tang Ao; = 'f^ — — — -^ — ,
I 4- tang(o- 4- Ao;) tango?
et l'on en déduit
iang(.r M- A>r) — tango; = [i + tang(o7 -i- Ao;) lang.r] tang Ao-,
De C. — Cours. Ul. Sa
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c'esl-à-dire
-r^ = [i + tang(a; + A^) tangjc] — ^ — '--
tan"' A^ Si l'on fait tendre Ax vers zéro, le rapport — ^ tend vers
l'unité {Trigon., lOi), et l'on a, par conséquent, en passant à la limite {Trigon., 36)
I 4- tanir-.r := sec-.3: =
dx '^ cos- jc
et
7 , O N 7 dX
dv = (i + lans-^) dx z= ■ -— •
COS
La dérivée de la tangente d'un arc est donc égale au carré de cette tangente augmenté de i ou à l'inverse du carré du cosinus de cet arc.
On voit par là que la tangente croît constamment avec l'arc, ^auf les points où la fonction est discontinue {Trigon., 28).
602. On peut, plus simplement, recourir à la règle de différentiation d'un quotient; car on a {Trigon., 31)
sin,37
r = tang^r =
^ dosx
Il en résulte (o7i)
, coix d sin x — sino; d zoix (cos^^r + sin-^r ) dx
cos,-x cos-o;
ou, comme précédemment,
dx dv I
dy
cos^.27' dx cos- a?
603. On peut aussi employer les considérations géométriques (.^99).
Soit A l'origine des arcs dans le cercle trigonométrique OA, et A.M l'arc X {Jrg. 8). Donnons à cet arc l'accroissement MM'= Ax et menons la droite OM'T'. L'accroissement correspondant A/ de la fonction
j- = tango: = AT
sara évidemment représenté- par TT'. En décrivant l'arc TN concen-
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trique à l'arc i\IM', on a (Geom., 231, Trigon., 141)
TiN i\L\l'
COS
D'autre part, quand on fait tendre Aj;vers zéro, il en est de même de l'arc TN qui tend à se confondre avec sa corde, et le triangle TNT' s'approclie de plus en plus de devenir rectangle en N et semblable au
Fin.
triangle OAT. On a donc, à la limite, TN = TT' cos^r et, par suite,
d'après la relation (i),
dycns.r i
ou, comme précédemment,
dx 00;
dly 1
dx cos-.r
604. On peut suivre une marche analogue (601, 602, 603) pour trouver la dérivée de la cotangente. Mais il est plus simple d'opérer comme nous l'avons fait pour le cosinus.
On a {Trigon., 8)
/ = cotj? =:: lang ( ■ Il en résulte
df = c/tang ( ^1=1 + litng^ ( - — xj d ( x]
c'est-à-dire {Trigon., 36, 34)
dy =^ — (i + cot^^) dx = — coséc^.r dcc
sur a;
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et
dv , „ . I
-f- =— (l -h COl^^) = ^T— •
dx sin^^
La dérivée de la cotangenle d'un arc est donc égale à moins le carré de cette cotangente augmenté de i ou à moins l'inverse du carré du sinus de cet arc.
On voit par là que la cotangente décroît constamment à mesure que l'arc augmente, sauf les points où la fonction est discontinue {Trigon., 31).
TROISIÈME GROUPE : SÉCANTE ET COSÉCAXTE
605. Pour différentier la fonction sécante, il suffit de poser
( Trigon., 34)
y ^ sec^ ^
•^ cosx
On n'a plus alors qu'à appliquer le théorème des fonctions
de fonctions, en remarquant que les fonctions superposées
sont ici la fonction quotient et la fonction cosinus. Il vient
donc
/ I \ , . , , sin.r
dy =:z i r— ( — sina: dx) =i ~ — -— dx
^ \ cos'-xj cos^^
ou encore
7 dv
dy := sec xlan g X dx, -j— =^s,ecxlangx.
La dérivée de la sécante d'un arc est égale au produit de cette sécante par la tangente du même arc.
On voit que la sécante croît quand l'arc croît de o à ;:, qu'elle décroît quand l'arc croît de ti à 27:, etc. {Trigon., 31), sauf les points où la fonction est discontinue.
606. Pour avoir la dérivée de sécx, on peut aussi avoir recours aux considérations géométriques.
Reportons-nous (603) à la fig. 8. Si l'on a XM = x et MM' = \x. on aura, pour la fonction
Y = séc.r = OT,
l'accroissement correspondant A)=NT'. D'ailleurs, la relation (603)
TN _ OT _ 1 ÂiM' ~ OÂ "" cosa-
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existe toujours. De plus, à la limite, le triangle TNT', semblable au triangle OAT, donne (Trigon., 142)
NT' = TN tang^ ou jrrrp = VTTT' lang-^,
c'est-à-dire
dr tanij.r
-^ = — '-— = secx tani^jc,
ctx cosa:
comme précédemment.
Pour différentier la fonction cosécanle, nous poserons
de même
y =: cosec^ :^ —. — - ■ sin^
Il en résulte
sm-^ ou encore
7 ' . r dy
ay^ — coseca? cota; aj^, -i- -- — cosecic col^.
La dériçée de la cosécanle d'un arc est égale à moins te produit de cette cosécante par la cotangente du même arc.
On voit que la cosécante décroît quand l'arc croît de o
à -) uu'elle croît quand l'arc augmente de - à — > etc.
{Trigon., 31), sauf les points où la fonction est discontinue.
Différentiation des fonctions circulaires inverses.
608. Les fonctions circulaires inverses sont {Trigon., 44) arcsin^ et arccosx, arc taugr et arccot.:c, arcséc^r et arc coséca;. Nous allons chercher les différentielles de ces fondions, en les considérant deux à deux.
Remarquons auparavant que les expressions précédentes ne sont pas entièrement déterminées, parce que, à un même rapport trigonométrique, répondent une infinité d'arcs ( Trigon., 41, 42, 43). Il y aura donc lieu d'insister surce point.
Nous ferons ici usage du théorème des fonctions inverses (5G3) combiné avec les résultats que nous venons d'obtenir successivement.
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Soit la fonction
Il en résulte
Par suite (598),
y =z arc sino:.
ce ■= sin/.
dx = cos y dy et dy ■=^ j
" -^ -^ COSJ
c'est-à-dire {Trigon.., 3i)
dx dx dv
dy =
y/i — sin^/ ±\/i ■ — x^ ""^ \/ 1 — X
Pour justifier le double signe, il faut remarquer que, si l'on désigne par Jq l'un des arcs qui ont x = MP pour sinus {Jig. g), tous les autres sont compris dans les formules ( Trigon., 41 )
2Â-7:4-Vo et (2A' H-i)- — >-o,
ces arcs se divisant en deux séries, les uns terminés en M, les autres terminés en M,.
Suivant que l'arc /, considéré spécialement, appartiendra à la première ou à la seconde série, sa différentielle, égale à dy^ ou à — d^/o puisque les constantes disparaissent dans la diiTérentiation, sera donc positive ou négative. Le double signe répond ainsi à la généralité de la question.
Mais, dans la pratique, si l'arc / est désigné d'avance, il n'y a plus d'ambiguïté; car le radical \/i — x- ou y/i — si!»-/, remplaçant cosj, doit recevoir le signe de ce cosinus qui est positif pour les arcs terminés en M et négatif pour les arcs terminés en Mi.
610. On peut trouver la dérivée de arc sin par des considérations géométriques.
Soient {fîg. 9) MP = x et arcAM = j.
Si l'on donne à y l'accroissement M^r=: Aj-, il en résultera pour x l'accroissement M'N = Ao:; et si Aj tend vers zéro, l'arc M^M' tendra de plus en plus vers sa corde MM'.
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On a d'ailleurs, d'après les triangles semblables MNM', OPM,
M'N ~~ OP
c'esl-à-dire, en passant à la limite,
rfr I t I
dx cosj y/i_siii2j /i — x'^
comme précédemment.
Si l'on mène MMj parallèle à 0.r, tous les arcs terminés en M et en Mi
Fis- 9.
ont X pour sinu^. Pour un accroissement dx, les arcs terminés en M augmentent et ont une dérivée ou une différentielle positive en même temps qu'un cosinus positif, tandis que les arcs terminés en Mi diminuent et ont une dérivée ou une différentielle négative en même temps qu'un cosinus négatif.
Soit la fonction 11 en résulte Par suite
yz= arc C0S.3:,
£C = cos /.
do) ^ — sin/<i/
c'esl-à-dire dy=--
dx
et
dx
dy —
dx sin/
\] \ — cos- j \J \ — x' "-^ \] \ — x"-
Le double signe est justifié par les mêmes considéralions
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que précédemment (609). Si l'on désigne par jo l'un des arcs qui ont a;^OP pour cosinus {fig. 9), tous les autres soiii compris dans les formules ( Trigon., 42)
ik'K-\-yQ et 2A'7:— /o)
ces arcs se partageant en deux séries, les uns terminés en M, les autres terminés en M,.
Suivant que l'arc 7, considéré spécialement, appartiendra à la première ou à la seconde série, sa différentielle sera donc positive ou négative. Le double signe répond ainsi à la généralité de la question.
Mais, dans l'application, si l'arc y est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté; car le radical \Ji — x^ ou y'i — cos-/, remplaçant sinj, doit recevoir le signe de ce sinus qui est positif pour les arcs terminés en M et négatif pour les arcs terminés en M,. Dans ce cas, la dérivée et la différentielle de arccos^ ont un signe contraire à celui de sin )-.
612. On peut aussi trouver la dérivée de arc cos par des considérations géométriques (610). Nous ne nous y arrêterons pas.
Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur de X, les dérivées des deux fonctions arc sin^ et arc cos^ sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires ou égales et de même signe. Il est facile d'expliquer ce fait.
Soit y l'un des arcs dont le sinus est x. Les deux arcs
!! _ y et r '- auront alors tous deux x pour cosinus
{Trigon., 8, 19). Des deux relations
arc sm:r 3= arc cos^r,
arc sm x := arc cos x,
on déduit
arc sm x ± arc cos ^ =z - >
La somme ou la différence de arc sin^ et de arccoso; est donc égale à une constante. Dans le premier cas, leurs dérivées sont égales et de signes contraires, puisque la dérivée
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d'une constante est nulle; clans le second cas, leurs dérivées sont é2:ales et de même sijrne.
Soit la fonction
y =z arc langer.
Il en résulte
a? = tang/.
Par suite (601),
dy
dx = — ~- = (i-f- tang2 y) dy, cos-f o y / y
d'où
, „ , dx dx dv 1
dy = cos^ y ax = — z= — > -~ ^= :, •
"^ iH- taug^j i-\- X' dx 1 + X-
On voit que la dérivée ou la différentielle de la fonction arctang ne présente pas de double signe, bien qu'il existe aussi une infinité d'arcs répondant à une tangente donnée. Mais, si l'on désigne par y^ l'un des arcs qui ont x pour tangente, tous les autres sont renfermés dans la formule unique ( Trigon., 43)
kTi-hyo,
de sorte que tous ces arcs ont pour unique différentielle dyo.
614. On peut aussi trouver la dérivée de arclang par des considéralions géométriques.
Soient {^g. lo) AT = a; et arcAM =j. Si l'on donne à j l'accroissement MM'= A;-, il en résulte pour x raccroissement TT'= Ax; et, si Attend vers zéro, l'arc TN, concentrique à l'arc MM', tend de plus en plus vers sa corde TN.
On a d'aiilcurs, d'après les arcs semblables MM', TN, et d'après les triangles TNT', OAT, qui deviennent semblables à la limite,
MM' OA TN OA
— = _=cosj et — =-=cosr,
d'où, en multipliant ces deux égalités et à la limite,
= cos^j =
dx -^ I -+- lang^j I H- x^
comme précédemment.
oo6
Si l'on mène le diamètre MMi, tous les arcs terminés en M et en Mj ont X pour tangente. Si l'on donne à x l'accroissement dx, les deux
séries d'arcs augmentent à la fois et ont, par conséquent, une même diirérealielle ou une même dérivée positive.
Soit la fonction
Il en résulte
y = arc cot J7.
Par suite (60i),
dx = • d'oià dyr=z — s\n-ydx=L-
_dv_ sin-^7 ■
dx
;— (i + col2j)f/j,
coVy
dy
dx
Tous les arcs répondant à une cotangente donnée ont la même différentielle pour la raison indiquée à propos de la tangente (613). Mais, tandis que la tangente croît avec l'arc, la cotangente décroît quand l'arc augmente. La différentielle ou la dérivée de arccot doit donc bien avoir une valeur négative.
616. On peut aussi trouver la dérivée de arc cot par des considérations géométriques. Nous laissons au lecteur le soin de s'en assurer.
Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur
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cle X, les dérivées des deux fonctions arctang^ et arccot^
sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires.
En effet, soit 7 l'un des arcs dont la tangente est x\ l'arc
/ aura alors x pour cotangente {Trigon., 8). De la rela-
tion
on déduit
arc tang^ = arc ccl^r,
arc tango; h- arccot^= -;
et, la somme de arctang^ et de arc cota; étant égale à une constante, leurs dérivées sont nécessairement égales et de signes contraires.
Soit la fonction
y = arcséc^
Il en résulte
X ^=. séc Y.
sinv ,
= -^ty ^y — ^^^y ^^^^y ^y^
dx dv
Par suite (GOo), dx d'où {Trigon., 36
dy = ■ dx = —, _ : , _ — -__
sinj secjtangr xsjx''-—\ dx xsJx'' — \
Nous avons encore ici un double signe, en raison du radical \Jx'- — I . Et, en effet, si l'on désigne par /o l'un des arcs qui ont X pour sécante, tous les autres sont compris dans les formules {Trigon., 4.2)
2Â:7r+/o et 2A-7: — je Mais, dans l'application, si l'arc/ est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté, car le radical \Jx- — j ou \/séc-/ — i, remplaçant tang/, doit recevoir le signe de cette tangente.
618. On peut aussi trouver la dcrivco de arc sec par des considérations géométriques.
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Reportons-nous à la J/g. lo. Si AM représente l'arc jet OT,par conséquent, séc j ou X, on a MM'= Aj et NT' = Ax. On peut alors poser, d'après les explications précédentes (614),
MM' OA , TN OA cos r
TJN 01 M AT sinj
En multipliant ces deux relations membre à membre et en passant à la limite, on a, comme précédemment,
dj' cos-j I _ I
dx sinj sécjtangj x ^x'^ — i
Soit, enfin, la fonction
jz= arc coséca:;.
Il en résulte
ce =: coséc r.
Par suite (607),
, cosv , , ,
a^ = r-i— av =: — cosec v coty dy,
sin-/ " . y . '
d'où {Trigon., 36)
sin^y d.x dx
^ ~ cos/ ^ ~ coséc J col/ ~ a; \/'J^F— i
et
Nous avons un double signe dans ces formules, en raison
du radical y/^^ — i. En effet, si l'on représente par/o l'un des arcs qui ont x pour cosécante, tous les autres sont compris dans les formules {Trigon., 41)
2A-7r+Vo et (2A-+i)7: — yQ.
Mais, dans l'application, si l'arc/ est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté ; car le radical \Jx- — i ou y/coséc-j — i, remplaçant cot 1', doit recevoir le signe de cette cotangente. Dans ce cas, la dérivée et la différentielle de arccoséc^ ont un signe contraire à celui de cotj-.
620. On peut aussi trouver la dérivée de arc coséc par des considérations géométriques. Le lecteur s'en assurera facilement, d'après ce qui précède.
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Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur de X, et en tenant compte du double signe du radical v/j;^ — i, les dérivées des deux fonctions arcséca; et arc coséc^ sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires ou égales et de même signe.
En effet, soit / l'un des arcs dont la sécante est x. Les
deux arcs y et/ auront alors tous deux x pour co-
sécante ( Irigon., 8, 19, 29). Des relations
arc seco; := arc coseca:,
arc sec J7 ^ arc coseco?,
on déduit
arc sec^ ± arc cosec^ = -■
La somme ou la différence de arcséco: et de arccoséca? étant égale à une constante, les dérivées des deux fonctions doivent bien être égales et de signes contraires ou égales et de même signe.
EXESIPLES.
Chercher les différentielles des fonctions
y =^ smmx, j = arcsin-, f^=s,\n'*x^.
En appliquant les résultats trouvés dans ce Chapitre, concurremment avec le théorème des fonctions de fonctions, on a immédiatement
, . , rfsinw.r d iiunix = m cosmx dv, — — = m cosmx;
j ■ ^ , , aarcsin -
fZarcsin - =
a / fî a
rfsin*^^ = 4 sin^.r"- cos.r- ix dx = S.r sin^^^ ç,oî>x'^dx,
àr „ .
-~ = 8 j: sm^ a-- ces x"^.
dx
1° Cherclier les différentielles des fonctions
Nous aurons recours, de même, au théorème des fonctions de fonctions et à la différentiation des fonctions logarithmiques. Il viendra
dlo2 sina- = ^— — cosjc dx = lo2;e cotx dx ° siuj: °
et
et
et
rfloe;sin.r
-, =logecotj::
dx
alo^ coix = ■ — '■ — ( — sm.r dx) = — loee tan2;.r dx ° coso:^ ^ » o
C?l0£C0SJ? ,
-, = — l02elan»,r;
dx a c. 5
,, lo2;e dx iloïe ,
alo^ tan^^z- = - — - — = -: — —dx
tan2;.r cos-o: sin-2u:
É^log tangJT _ 2 loge log<
dx sinaj: sinjrcosj:^
3° Chercher les différentielles des fonctions
y = log tang "^ , j = log tang i'j^^y
On a
,, X \oze T dx loce , d log tang - = — '- — = — — dx
2 X ^X 1 %\iïX
tang— cos^ —
eî
d log tang -
2 loge
dx sinj:'
x\ loge I dx
tang - H — cos^ - -f- -
lose , lo^e j
dx = — ^= — dx coSvC sm ( 1- X
et
d log tans I T -^ - ) 1 ■^ ■ V4 2/ _ loge
dx cos j:
4° Chercher les différentielles des fonctions
y = log arc sin j;. y = log arc cos^r, y = log arc tangue.
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On a successivement
\o"e dx
r/ log arc sin.r d log arccos.r d\o" arc tang-r
f/log arc s\nx
loge
arc sia x
loge
-dx
arc cos.r
loge
dx
dx
^log
arc cosj:
dx
c?log
arc tang^
arc sin.r.v/i — x-
\oz,e
arc ces jc./i — .r^ los:e
arc langx i + a.-'- rfo;
5° Chercher la différentielle de la fonction
D'après la difTérenliation des fonctions exponentielles, on a
arc lang.r.(i -\- x-)
d Q&tc iin.-r — - gare sin.r T
et
loge /,_,,. -2 /,_.i-2
f/^arcsin.i- garcsinx
dx /i_x2
6° Chercher la différentielle de la fonction
J = l0g[jCH-(^2_rt2)2j
arc sec
Nous aurons, d'après les formules connues,
loge
dx a
Comme
d \x -!-(.r2 — «2)2] — (Ix ^ ( .r2 — «2)^2 2x f?r
= 1-4- ^ j- dx
dx
et que
rf.r a
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il vient, en simplifiant,
, r \ose a "I , ,rlo£re-t-a dy = ■■ ^ + j dx = ^
L(^2_rt2)2 x(x2— «2)2j j:(a:2— «2)2
rfx.
Si les logarithmes sont pris dans le système népérien, loge = i , et l'ex-
pression devient, en divisant ses deux termes par (x-t-a)2,
dy
X 1_ X — « J ' dx x\^x — a \
7° Chercher la différentielle de la fonction
y = arc tang
I — ax
On a, en simplifiant,
, I — ax I — ax-^a(a-k-x) ,
dy — -, CT = ^^ — 7 ^ dx
/ a -^ X Y (i — ax)--h{a -+- x)'
\ I — ax J
(i -ir- a-)(i -T- X-) 1 H- a,-2
On voit que cette différentielle est la même que celle de arc tang.r (613). 11 est facile d'indiquer la raison de cette coïncidence. D'après la formule ( Trigon., 5o)
, ,, tangrt -f- tangi
tang(a-i-i)= ^- ^ ,i
"^ I — tan2;« tan2;6
l'arc dont la tangente est égale à '— est la somme des arcs qui ont
I — ax
pour tangentes a et x, et l'on a
a-T- X y = arc tang — = arc tans^; -+- arc tang^r.
Si l'on regarde alors, comme nous l'avons fait, a comme une constante, tous les arcs correspondants, en désignant l'un d'eux par A, seront compris dans la formule /- -f- A, et l'on aura, d'une manière générale,
j = Att -+- A -r- arc tang^r, d'où
dy = d &VC tangj:.
8° Trouver la différentielle de la fonction composée
Il -^ V
y = arc tang
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OÙ M et (^ sont des fonctions de x. Cet exemple est la généralisation du précédent. On a évidemment
I — uv {\ — ?/(' H r/« -I- rA' ) -f- ( M -H (' ) ( // f/c -4- r du ) ' u -\- V y- (1 UK>f^{^U-V-V)-
1 — itv ,
fr -1- ('-)r/?.' -f- h -h u-)dv _ f/« r'c
Cc résultat pouvait être prévu, puisque, d'après ce que nous venons de
rappeler (7°),
u -i- V Y — arc lantr = arc \^x\%u-\- arc tan!?c'.
9" Chercher la dijjc'renticlle de la fonction
y = arc siii2./' </ 1 — a- .
On a
, dix \l y — .c- 21/1 — .^- 7 ^^^' = / , ... ■= = = '-^•^■•
Il en résulte, en simplifiant,
rti = , — — dx = rf.r —
Celle diilcreaticlle est le double de celle de arc sinj;. Voici la raison do ce fait. Désignons arc sino; par j'q. Nous aurons
X — sin >0) \/i — ■^'■' = cos/o) 2.r /i — x- = sin 2 ro.
L'arc j', dont le sinus est représenté par -xx <^' \ ~x-, a donc le mémo sinus que l'arc 2j'o, c'est-à-dire qu'il est compris dans l'une des foritmules
2 A- TT 4- 2 J'o, ( 3 /l -f- l) - — IVo,
et que sa différentielle est égale à ± idjQ. C'est ce qu'exprime le résultat trouvé plus haut.
10° Etant donnée la relation
sin.r -i-sin(.r -h- //)+ sia(.r -l- 2 //)-{-...-)- sin [.r -h (w — i)//]
. nih . r (ni — i)h~\ sm — sin .r -f- —
- Tli '
sin-
en déduire la somme des coslnu.<; des manies aies
i)K c. — Coius. m. 3j
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Il suffit de diiïérentier par rapport à .r les deux membres de l'égalité. En supprimant ensuite dx de part et d'autre, on a
cos.r -+- cos(j:^ -+■ /i)-^ cos(.r -!- ili)-^. . . -h COs[.r +(/?^ — i)//]
sm — cos X ~ —
C'est le résultat déjà obtenu ( Triton., 90). 11° C/ierc/ier la différentielle de la fonction
jrc tani?
On a df =.
ou, en effectuant et en remarquant que e^e-^ = eo= i,
, 4 dx 1 dx dy = — s 7- = -1, r- •
12° Chercher la différentielle de la jonction
Ja- — /;2sin.r
Y — Qxt tan;^ — ; <
b-T-aco^x
Ou a
dj
/;2sin.r
b -\- a cos.r
/;2)sin2
{b -T- a cos X )■v/<72 — /;"2 cosx(6 -1- (7 cosx)-i- « v/«- — ^^ sin-x
[b H- rt cos.r)--i- {a- — b'^ )Î!m-x
ou, en effectuant et en simplifiant,
s/ a- — b'^ia -H b cosx)
dx
dj =
dx
{a-\-bcOix)- " a-i-bcosx
ï3° Chercher la différentielle de la fonction
b -T- a cos.r
dx.
y = arc cos
a -T- b cosx
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On a
^h -\- a C0SJ7
, a -^ b coà.r
\ \a-\- b co'&x
, <7 sin,r(rt! -+- i cos.i') — Z* sin^'(/i -I- « cosx) ,
rt r = dx
(a -h b ç,Q^x)\'{^a -t- Z; cos^')- — [b 4- « cos^';-
en effecluanl et en simplifiant
, {ar-—b'>-)€\v\.r , Jaï—b'^ , df = ^^ dx — — -j dx.
On remarquera que cette différentielle a la même expression que la précérlf'nte (rj°). Voici la raison de ce fait. Si l'on désigne par y l'un des arcs dont la tangente est égale à
\/a- — b- sin^ b ^ a cosx
on a en môme temps cosj =
y/i -4- laag^j / ^ (a^— b-^ )snV^x
y (b -h a cos.r j-
a COSX b -+- a co :.r
Ainsi l'arc j" est aussi l'un des arcs dont le cosinus est égal à
è-(-«cosjr
rt-H6cos.r
Tous ces arcs seront alors compris dans les formules "xkiz -\- y et 'xlnz — y\
et les deux difTérentielles calculées (22° et iS") doivent bien être égales et de même signe ou égales et de signes contraires, comme l'indiquent les formules obtenues.
i4" Clierclier la difjcrcntielle de la joncùon y = cosx'''"'^.
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En appliquant le théorème des fonclioas composées, nous aurons
dy — cosj:S'i> "^ -^ cosJTf/x-i-sinx cosx5'°-^-'(— sinxc/jc).
rioir cosjc : ur-.r ^ .
cIy = COSj:"''^ — ^r cosx \dx.
•^ L 'og"^ COSj:-J
0 i peut vérifier ce résultat à l'aide de l'expression générale de la diQ'érentielle de j = w (393).
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES
Cas d'une seule fonction.
622. Nous avons vu qu'on nppelail, fonctions implicUes celles qui sont liées aux variables don* elles dépendent par des équations non résolues ou par des conditions non exprimées analytiquement
Nous ne considérerons que celles qui sont définies par des équations non résolues.
623. Le cas le plus sinnpie est celui où la fonction implicite )■ est définie par une seule équation entre celle fonction et la variable x.
Soit celte équation
y, quoique inconnue, étant une fonction déterminée de x, on peut regarder /(j7,j) comme une fonction composée de X (567). Celte fonction, par bypothèse, est constamment nulle; elle est donc constante, et sa difTérentielle est égale à zéro (5i9). Or, d'après le lliéorème des fonctions composées (567), cette différentielle a pour expression
On a donc
et l'on en déduit
-J-dx+ -f- dy.
dx dy ''
df ^
-r- dx dx
dy
dy
df
df
dx ,
— 7-r dx
et
dy__
dx
df
dx
dj
dy
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Ainsi, la dérivée d' une fonction y, liée à la variable x par l'équation f{x, y) z= o, est égale au quotient, changé de signe, de la dérivée partielle du premier membre de l'équation relativement à x par la dérivée partielle de ce premiei membre relativement à y.
Remarquons que ces dérivées partielles sont, en général, exprimées à la fois en fonction de x et de y, et qu'elles ne peuvent l'être en fonction de x seulement, que si l'on peut résoudre l'équation /{x, y)^^o par rapport à y. Mais, lors même que cette résolution est impossible, le résultat obtenu n'en est pas moins d'une très grande utilité, comme on le verra surtout en Géométrie analytique (t. V).
62i. Soit, par exemple,
(qui est l'équation d'une ellipse rapportée à ses deux axes 2a et 2 b).
Nous aurons
df -ix df iy
et, par suite.
dx a^
cfy dx
aiy
dy b-^ b'X
L'équation donnée étant résoluble par rapport à v, on peut facilement vérifier ce résultat. On déduit, en elïet, de cette équation
et, par conséquent,
dx a
a- - V' aa
625. Voici un second exemple s'appliquant à une fonction transcendante.
Nous avons trouvé ( Trigon., 72) l'équation suivante, pour
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déterminer cos ^ en fonction de coso:,
4 cos^ -^ — 3 cos ^ — cos^ = o.
Posons jz= cos -x^' L'équation deviendra
f{^,f) = 4/* — 3/ — COS^ =: O.
On a ici
-^ = sinx, ~-=zi2y- — 3.
da; dy -^
Par suite,
dy sin^
dx I ly^ — 3
11 est facile de vérifier ce résultat, puisque l'on a / = co^
On en déduit
dy __ \ . X dx 3 3
et il reste à démontrer l'identité
I . X %vc\x
3^'"3'=' le
12 cos-^ ^ — 3
ce 1 JC\ JC
4sin-5- ( i — sin^ k- ) — sin ^ = sin,r
3 sin -5- — 4 sin^ ^ :=. sin^, o 3
qui est précisément la relation par laquelle on détermine sin ^ en fonction de sina; ( Tvigon., 77).
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C2G. Soit, enfin, réquiition
qu'on ne peut pas résoudre par rapport ■ lune des variables. On a
■_—-yXlY — y^r-1 et -|— =^>'^-' — X^lx,
dy y^ ly — TJ:-^'"'
c'esl-à-flire
dx -^J"^" ^ — -f- ^ ■^
On peut simplifier ce résultat en remarquant que, d'après l'équation elle-même, on a
y^ =z xy.
En divisant par cette quantité les deux termes de l'expression et en changeant le signe, il vient
dx , X
Cas de plusieurs fonctions.
u27. Soient maintenant y et c deux fonctions implicites de X, liées à la \ arinble par les deux équations
y et z étant des fonctions déterminées de x, on peut regarder les fonctions / et o comme des fonctions composées de X, et leur appliquer séparément le raisonnement précédent (023). On a donc, d'après le même théorème (oG7), les (lifTérentielles des deux fonctions composées devant être nulles, parce que ces fonctions sont constamment nulles,
-j-dx -\- -f- rfK H — -^ dz=zo, dx dy " dz
do - do , do ,
-~- dx H — p- a K H r dz r=o.
dx dy " dz
On obtient ainsi deux équations du premier degré en dy
Cl en dz qui feront connaître ces diiîérentielles en fonction de dx et de x, y, z. Il est commode de mettre les résultats trouvés sous la forme
dx dy dz
do df d^ df dcD df do df r/cp df do df dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
On en déduira dy et dz ou les dérivées -^^ et -r-- •^ dx dx
G28. On généralisera facilement ce qui précède. Si l'on a m — I équations entre m variables, on peut prendre l'une d'elles pour variable indépendante, et les m — i autres variables deviennent des fonctions implicites de cette seule varialjlc inilépondante.
Soient les m — i équations
où X est la variable indépendante et /, z, u, . . ., les m — i fonctions implicites de ^r.
Les différentielles des premiers membres de ces équations devant être nulles, on aura
-f-^ dx -\- -—dy -{- -^dz -\- -Ç du + . . . z= o, dx dy -' dz du '
df^ , df^ . df. , df. ,
^dx -^Jydy +^dz +-^du +... = 0,
'ILpidx -h %^' dy -H %=^ dz + '^-^du+... = o dx dy ^ dz du
En résolvant ce système de m — i équations du premier degré, on pourra obtenir les différentielles dy, dz, du, ..., en fonction de dx et de ce, y, z, u, ...; puis, les dérivées dy dz du dx dx dx
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Élimination des constantes.
629. Ce qui précède nous conduit à dire un mot de l'élimination des constantes arbitraires qui peuvent faire partie d'un système d'équations.
Soit d'abord l'équation
où. C représente une constante arbitraire.
La différenlialion du premier membre de cette équation, où / peut être regardée comme une fonction implicite de ^,
nous a donné
df . df ,
-y- dx -i — '— d\ = G
dx dy "
ou, si l'on veut, en divisant par dx,
dx dy dx
En éliminant la constante G entre les équations (i) et (2),
-7^ étant la dérivée partielle du premier membre de l'équadx
tion (i) par rapport à -z-, et -j- la dérivée partielle de ce premier membre par rapport à y, on obtiendra une équation
entre la variable indépendante x, la fonction y et sa dérivée
dy
dx
L'équation (3) ainsi déduite de l'équation (1) est une équation dijjérentielle.
X el y désignant les coordonnées d'un point rapporté à des
axes rectangulaires, si l'on donne à la constante arbitraire C
une infinité de valeurs, l'équation (i) représente une famille
dy de courbes; et, comme -^ est alors (535) la tangente trigo-
nomélrique de l'angle formé par la tangente à la courbe avec l'axe des x, l'équation (3) exprime, dans cette hypothèse,
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une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes de la famille considérée.
Nous retrouverons ces considérations en Géométrie analytique.
Nous traiterons deux exemples très simples
1° Nous avons vu précédemment (S83) que l'équation
(i) j^='xpx-hVj ou j2 — ipx — C = o
représente toutes les paraboles de paramètre p ayant leur axe confondu avec l'axe des x.
Si l'on ditTcrentie le premier membre de l'équation (i), il vient
^'■ (a) 2 j- dy — ip dx — o ou y -j- = p.
La constante C disparaît ainsi d'elle-même, et l'équation (2) remplace l'équation (3) du n° 629. C'est V équation différentielle déduite de la proposée.
On voit qu'elle exprime (583) que la soux-normale est constante pour toute la famille de courbes représentée par l'équation (i).
2" Soit l'équation
(i) j2— 2/;.r ou j2 — 2px = o,
dans laquelle p est supposé avoir une valeur arbitraire, et qu\ représente une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet (583).
En différentiant le premier membre de l'équation (i), il vient
(2) 2 j df — 7.p dx = 0 ou J-j;^^ P-
En éliminant alors la constante arbitraire/? entre les équations (i) et (2). nous obtenons l'équation différentielle (3)
dy dy
(3) j-^-2j^..r = o ou r = ^-r^^'
Si l'on se reporte à lajf^\ 1 1, la sous-tangente TP satisfait précisément à la relation
L'équation (3) prouve donc que, dans toutes les paraboles qui ont
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même axe et même sommet, la sous-tangente est toujours double de l'abscisse du point de conlact. propriété connue {Geom., 735"*
rig. II.
631. D'une manière générale, soient /?i équations entre une variable indépendante ^, m fonctions implicites y, z, u, ... (le celte variable, et m constantes arbitraires Ci, C,, C^, .... Ces /?z équations seront de la forme
/, {oc, y, Z,U, . . ., Cl, C,,C3, . . .):=o, A i^' 7' ^' «' ^1» ^2, C3, . . . ) = 0,
/in{^} Vf -S> '^» • • ■ > Cj, L2, C3, ...)=; G.
En différentiant les premiers membres de ces équations et on égalant les résultats obtenus à zéro, on a, en divisant par djr, un nouveau groupe de m équations de la forme
djc
dy dx
dx dv dx
dfjn
dx
dfi dz
dz dx
4A dz_
dz dx
df^ du du dx df<i du du dx
dfm dy dy dx
dfm dz dz dx
dfm du du dx
En éliminant entre les ^m équations des groupes (i) et (2) les m constantes arbitraires Ci, C2, C3, . . ., on constituera un
nouveau groupe de m équations de la forme (G29)
1/ dv dz du \
/ dv dz du
f / dy dz du \
Le groupe (3) ainsi formé est ce que l'on nomme un système d'équations difJéreiUieUes simultanées.
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CHAPITRE IX
PROPOSITIONS RELATIVES AUX DÉRIVÉES DES FONXTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
632. Avant de passer à l'étude succincte des propriétés relatives aux différenlielles d'ordre supérieur, nous démontrerons quelques ihéorèmes qui nous seront nécessaires par la suite. Nous aurions pu les établir dès le début du cinquième Livre; mais, plus rapprochés des applications que nous aurons à en faire, leur importance sera sans doute mieux appréciée.
633. I. Soit la fonction f {x) qui admet une dérivée f\x) pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle {a, b), et qui s'annule pour x ^^ a et pour x =i b. La dérivée f'{x) s'annule alors nécessairement pour une certaine valeur Xi de X, comprise dans l'intervalle {a, b).
Puisque /(a;) a une dérivée déterminée pour toutes les valeurs de x renfermées dans l'intervalle (a, b), elle est continue dans cet intervalle (536).
En laissant de côté le cas où f{x) serait constamment nulle dans l'intervalle considéré et où sa dérivée serait, par conséquent, égale à zéro (538), cette fonction commencera par croître, depuis zéro, en prenant des valeurs positives, ou à décroître en prenant des valeurs négatives, soit à partir de xz=a, soit à partir d'une valeur de x comprise entre a et b.
Admettons que/(a') prenne des valeurs positives. Comme elle doit s'annuler |ioin' x^b, i! faut qu'elle diminue après avoir augmenté, c'est-à-dire qu'il existera, entre a et b, une valeur x^ telle, que/(^i) sera supérieure ou au moins égale aux valeurs voisines
/(,r,-/0 et f{x, + h),
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en désignant par h une valeur assez petite pour qiie x^ — h et Xy-[-h restent renfermées dans l'intervalle (a, h).
Si /(^) prend au conli-aire des valeurs négatives, il faut qu'elle augmente après avoir diminué, et il existera, entre a et b, une valeur œ^ telle, que/(a?i) sera inférieure ou au plus égale aux valeurs voisines
/(.r,-/0 et /(^,+ A).
[On pourrait dire aussi que f{jc) étant continue admet, dans l'intervalle («, b), une limite supérieure ou une limite inférieure qu'elle atteint nécessairement pour une valeur x^ comprise dans l'intervalle (io8, 453)].
Que la fonction prenne des valeurs positives ou négatives, on voit que les différences
f{,v,-h)-fix,) et f{x,-^h)-f{x,)
seront nulles ou de même signe.
Les rapports
seront donc nuls ou de signes contraires.
Si l'on suppose que h tende indéfiniment vers zéro, ces deux rapports tendront, par hypothèse, vers la même limite f'{x^). Cette limite /'(:j?,), ne pouvant être à la fois positive et négative, est nécessairement nulle, et l'on a
Cette proposition n'est autre chose que le théorème de RoLLE, que nous retrouverons plus tard {Alg. sup., i" Partie).
On remarquera que la démonstration précédente ne suppose pas la continuité de la dérivée f'{x); mais seulement que, pour chaque valeur de x comprise dans l'intervalle considéré, elle a une valeur unique et déterminée.
634. II. Soit la Jonction f{x) qui admet une dérivée f'{x) pour toutes les valeurs de x comprises dans un certain interi'alle. Si Xq et X sont deux valeurs de x comprises dans cet intervalle et si x^ est une autre valeur de x comprise entre Xq et X, on a
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En effet, considérons la fonction de x représentée par l'expression
/(X)-/(Xo)
A. Xq
Elle s'annule évidemment pour ^ = ^0 et pour a?=X. D'ailleurs, pour les valeurs de x comprises entre xz=.x^ et X =:X, elle a une dérivée égale à
c'est-à-dire bien déterminée (539). D'après le théorème précédent, cette dérivée doit donc s'annuler pour une valeur ^1 de X, comprise entre Xq et X. On a, par suite,
Nous avons supposé, dans notre démonstration, X>^o; mais la formule trouvée est indépendante de cette hypothèse, puisque la permutation de X et de jTo la laisse identique.
On peut poser
X = JTo-i- //,
en désignant par h la différence des deux valeurs X et x^. La quantité x^, comprise alors entre x^ et Xq-\- h, peut être représentée par Xo-{-6h, 9 étant un nombre compris entre o et T, sans être ni l'un ni l'autre. La formule (i) devient ainsi
G3d. La proposition qu'on vient d'établir conduit, d'une autre manière, à ce théorème important, déjà démontré (oiO) :
Lorsque la dérivée d'une fonction est constamment nulle dans un certain intervalle, cette fonction se réduit à une constante dans le même intervalle.
En effet, d'après la relation (2) [G3i], si l'on a/'(^)=o pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré, on a aussi /'(^o+ 9h) = o. Il en résulte
f{Xo-h/l)=f{Xo),
quel que soit /?, pourvu que les deux valeurs Xq et x^-h h
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soient comprises dans l'intervalle ; /(a?) conserve donc la même valeur dans cet intervalle et se réduit à une constante.
G30. III. Soient f{x) et F(a.') deux fonctions qui restent continues pour toutes les valeurs de œ renfermées dans un certain intervalle et ont, pour ces valeurs, des dérivées parfaitement déterminées f {x) et ¥'{x). Si Xq et X sont deux valeurs de x comprises dans cet intervalle et si x^ est une valeur de X comprise entre Xq et X, on a
F(X)-F(.ro) F'(^,)
[Il est entendu que F'(^), qui peut être nulle ou infinie pour a: = ^0 ou pour x=:\, ne l'est pas pour les valeurs intermédiaires.]
Considérons la fonction de x
A^) -/(.-.) - [F(,.) ~ F(..)] Ç^^Ç^.ly
Elle est nulle évidemment pour x=:xo et pour x=iX, et elle admet, dans l'intervalle de ces deux valeurs, la dérivée bien déterminée
Celte dérivée doit donc s'annuler (633) pour une valeur x^ de X, comprise entre Xq et X, de sorte qu'on a
(. /(X.)-/(Xo)_/'(^,)
En posant comme précédemment X = ^0 + ^'
et en désignant par 6 un nombre compris entre o et i, la formule (i) devient
/(^o + /0-/(.ro) ^ /(^o+6A)
F(J7o+/0 — F(j:-o) F'iXo-h Oh)'
Puisque X peut être plus grand ou plus petit que Xq (G3i), h peut être une quantité positive ou négative.
Les démonstrations précédentes sont dues à M. Ossian
D0N.NET
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637. IV. Lorsqu' une fonction f {x, p)y contenant un paramètre arbitraire p, reste continue dans un intervalle donné et tend vers zéro, quelle que soit la valeur de x dans cet intervalle, lorsqu'on fait tendre p vers une valeur particulière po, toutes les dérivées def{x,p)par rapport à x tendent aussi vers zéro, dans le même intervalle, lorsqu'on fait tendre p vers /?o.
En eiïet, on a (63i), pour toutes les valeurs de x et de h compatibles avec l'intervalle donné,
f(^x^h,p)-f{x,p) = hf'(x-hOh,p). '
Par hypothèse, les deux termes du premier membre de cette relation deviennent nuls pour/> =yoo- On a donc, quelles que soient les valeurs de x et de h, sous la réserve indiquée,
f'{x-he/i,po) = o
ou, en faisant h ■= o,
On déduit évidemment de ce résultat que /"(j^, /?o) est aussi nulle, quelle que soit la valeur de x choisie dans l'intervalle, et, de proche en proche, qu'il en est de même, d'une manière générale, de/'")(a;,/3o).
La fonction donnée de x pourrait renfermer plusieurs paramètres varialjles, et s'annuler pour des valeurs particulières de ces paramètres. La conclusion serait encore la même.
CHAPITRE X
DES DIFFÉRENTIELLES ET DES DIFFÉRENCES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
Des différentielles des divers ordres des fonctions explicites.
638. Nous avons vu précédemment (532) que, si /(.27) en une fonction de la variable œ, sa dérivée /'(j?) est aussi, en général, une fonction de ce admettant à son tour une dérivée désignée par/"(ar) et appelée la dérivée seconde ùef{x). De \x\èn\e,f"{x) est la dérivée de /"(a?) ou la troisième dérivée de/(^), et ainsi de suite.
En poursuivant, on obtient une série de fonctions représentées par
ou par
\if{x), \)\f{x\ M'f^x), ..., DV(^), ...
et dont le nombre est illimité, à moins quef(x) ne soit une fonction entière et rationnelle.
La fonction f^"'>(x) ou D"/{x) est dite la dérivée du «'<;'«« ordre ou, plus simplement, la n'^""^ dérivée def(x).
A ces dérivées successives correspondent, comme nous allons l'expliquer, les différentielles successives de la fonction
Nous avons défini la différentielle de la fonction
par la formule (549) (2) dy=f'{x)dx.
Dans cette formule, dx désigne l'accroissement arbiU'aire
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donné il la variable indépendante jc. Jusqu'à présent, nous n'avons fait aucune hypothèse sur la valeur de cet accroissemenl. Nous allons maintenant le l'egarder comme constani. c'esl-à-dire comme indépendant des valeurs attribuées à x q{ de la série des opérations effectuées.
r^i l'on différentie l'équation (2) dans celte hypothèse, il vient
d dy = djcdf {x)=. dxlf {x)dx]=f" {x)dx-,
en indiquant le carré de dx par la notation dx-.
Le premier membre ddy de la relation obtenue est la différentielle deuxième de y ou la dijférentielle du deuxième ordre de la fonction. On la représente par la notation d-y^
de sorte qu'on a
d-y=f"{x)dx-.
En différentiant encore les deux membres de celte nouvelle égalité, on a
dd'^y — dx-df"ix) = dx-[f"'{x)dx'\=f'"{x)dx'
ou
d^y=f"'{x)dx\
En poursuivant, on obtiendra une suite de différentielles
dy, d-y, d\y, . . ., d"y, . . .,
dont chacune est la différentielle de la précédente. La diffél'entielle d'^ y est la différentielle du n^ème ordre ou, simplement, la /i'è'«e dijférentielle de j ou à&f{x), et l'on a, d'une manière générale,
d"y=f"^{x)dx" et
d") dx
La /i'«''"« dérivée def{x) est donc égale à sa n^ème différentielle divisée par la n'^""' puissance de la différentielle constante de la variable indépendante.
On peut, par suite, mettre encore la relation (3) sous la forme
(3 bis)
cl"- y — -j-^ ) dx"" = — ^ dx".
\dx"J dx"
Si l'on prend dx comme infiniment petit principal ou comme infiniment petit du premier ordre (515, olG), on voit que d"y est, en général, un infiniment petit du n''^'"^ ordre.
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Celte correspondance entre d"^y et dx'^ dans le premier membre de la formule (3) est nécessaire. Si ces deux iiifiiHmenl petits étaieni d'ordres difTérents, /'"'(a;) serait constamment nulle ou infinie (520) et ne serait plus une fonction de x.
Le rapprochement indiqué précédemment entre la dérivée et la dilïérentielle d'une fonction (oiT) se poursuit quand on considère les dérivées et les différentielles des divers ordres.
610. Il n'est pas inutile de remarquer que les résultats seraient tout autres, si l'on ne regardait plus dx comme une constante, mais comme une variable ayant ses différentielles successives dx, d-x, d^x, ....
Pour le montrer, reprenons la formule
dy ■=^f'{x)dx.
La différcnliation des deux membres, dans l'hypothèse où dx varie, donne
d-y = d[f'{x)dx^=f"{x)dx''+f'{x)d-x.
En effet, on a à différentier dans le second membre un produit de deux facteurs variables. La différentielle du. premier facteur f'{oo) est f"{x)dx, qu'il faut multiplier par l'autre facteur dx, et la diiï'érentielle du second facteur dx e^ld-x qu'il faut multiplier par l'autre facteur/'(,z).
Nous n'insisterons pas sur ce point ni sur les nouvelles formules qui représentent alors les différentielles successives dey.
EXEMPLES
6V1. Nous allons donner quelques exemples de différentielles ou de dérivées des divers ordres.
1° Soit la fonction
On a
dy dx
d\y du
—4- = ni(m — \){in — 2)^:"»-^, dx^
Cl, en général,
-j-y = m(m — i){m — 2). . .\ m — n -hi).r"^-"-. Si m est entier, on parvient à
rf'n y , z= m(m — i){m — 21. ..3.2.1.
Cette TO*"'"^ dérivée est une constante, et les dérivées suivantes sont toutes nulles.
2° Soit la fonction On a, en prenant les logarithmes dans le système népérien,
et, en général,
dx"^ ^ '
Si l'on suppose a — e. la— le = 1, ei l'on a
dj _ d^j _ d^r _ _ d'^r __
Ix " dx^ ~ dx^ ~ dJc" '~'^ ' '
3° Soit la fonction
y = logo:.
On a
dr loîe . ,
-7- = — — = ar-Uoge, dx X ° '
^=-I.^MOS., ^=I.2.X-3l0S^, ...
(In y
-^-^ =(— O'î-i. 1.2.3... (« — i).2r-''loge. dx"^ ^ ^ V /■ o
4" Soit la fonction
y = sinx.
On a
-^- = cosx. -y^= — sm:c, -rV = — cos.r. -y^ = sin.r.
dx ' dx^ oa-3 dx*
Les dérivées de sinx reprennent donc périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
C0S.r. — sinj:, — cosx, sinx.
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On trouverait, de même, que les dérivées de cosx reprennent périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
— sin.r, — COSJT, sinjr, cosor.
5" Soit la fonction
où a est une constante.
On a {Trigon., 32)
-^ = cos(.j: + a)= sin ( — \-x-\-a\ — &\nix-i- - -\- a\ .
La dérivée dej s'obtient donc, dans ce cas, en ajoutant le cjuadrant à la constante a. Il en résulte évidemment, d'une manière générale,
<f"sir, (.r -1- rt)
— sm ( X -{- n — h rt 1 .
Pour a = G, on a donc
d"?\nx . , }=:Sin.r et — ; = sin .r -4- /<
et, pour « = - ) on a
y = sin { X -\ — j = cos^
et
d^ cosx
= sml X -+■ n — i 1 = cos ( X -h n-
Nous terminerons ces exemples par la recherolie de la formule remarquable qui fait connaître la «'"'"'' dérivée d'un produit.
Expression de la n'''"'' dérivée d'un produit.
6i2. Considérons le produit u\^ des deux fonctions u et v. Nous aurons d'abord (570)
d{in') ^ i> du -+- u dv ; puis (5G8)
d'^(in>) =: d{i' du) -+- d{ u dv)
■= {i> d- u -\- dv du ) H- {dv du -f- u d- v) ou
d- {uv) = V d' u -\- 2 dv du -t- u d- v.
536 ALCKBUF. SrrÉlUKL'RE
De même, en (liirércnlianl de nouveau, on trouve
d^ (ur) m c/(i' (i- a) ~h d{i dv du) -\- d{u d-v)
= ( r c/' (i -i- dv d- Il )
-h- {2 dv d- a + 2 d- ç du ) -+- ( d- c du + u d^ v ) on
d^{ui>) = V d^ u 4-3 dç d'^ u -\- i d- v du -h u d^ v.
On voit que, clans ces formules, l'ordre des différentielles de u diminue d'une unité, tandis que celui des diirérentielies de v augmente d'une unité, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, de sorte que la somme de ces deux ordres demeure constante et égale à l'ordre de la différentielle du produit ui\ J)e plus, les coefficients numériques des différents termes reproduisent ceux du développement du binôme pour un ex posant égal à l'ordre de cette dilTérenlielle.
L'analogie conduit donc à penser que l'on a, d'une manière générale,
d'" ( uv) = V d'"^ u-\ dç d'"-^ u h ^ d- v d'"- u + . . .
niim — i)...{?n — n-\-i) , H ^ '-^ d'' V d'"-" u -{-...+ u d'" V .
Ce résultat ayant été vérifié pour m = i, 2, 3, il sufiii, pour prouver sa généralité, d'établir, suivant l'usage, que, s'il est vrai pour l'ordre m, il subsiste encore pour l'ordre m-\-i. C'est ce dont on s'assure immédiatement en différentiant la formule ci-dessus, où les termes du second membre représentent tous un produit de deux facteurs variables.
6i3. La formule remarquable ainsi vérifiée peut s'écrire symboliquement
d"'{uv) = {du-{- f/(')"S
à la seule condition d'ajouter en facteur, dans le premier terme du développement de {du -\- dv)'", {dv)^ et, dans le dernier terme de ce développement, {du)°; puis, de remplacer respectivement les puissances
{du)" et {di>)"
par les différentielles
d"u et <:/"('
et, dans les termes extrêmes, {dv)" et {du)° par v et u.
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Gil. On y)eut aussi représenter symboliquement la difîércnlielle d'ordre m d'un produit de/» facteurs u, r, w, .,,, par la formule
<:/'"(;*- ('(!'. . . ) — (<^^« 4- (^(^ + (icp» + . . .)'",
à la condition d'ajouter en facteurs, dans les termes du développement du second membre, la puissance zéro des différentielles du, dv, dw, . . ., qui n'y entrent pas; puis de remplacer ensuite respectivement les puissances
{du)", {dv)", {dw)"', ...
par les différentielles correspondantes
celles-ci devant être remplacées à leur tour par u, v, ix>, . . ., dans le cas de n z= o.
Il suffit, pour comprendre cette extension, de se reporter au développement de la puissance «i''^'"« d'un polynôme (303, 305).
Des différences des divers ordres.
6Vo. Il est très utile de rapprocher les différentielles et les différences successives {'6V6) d'une même fonction.
La différence Ak de la fonction v =/(^) étant elle-même une fonction de x a aussi une différence AAj qui en admet une AAAk à son tour; et ainsi de suite indéfiniment.
En supposant qu'on donne toujours à .x le même accroissement ou l'accroissement constant Aa:, les différences des divers ordres seront désignées par les notations
Aj, à'-f, AV, ..., A"j, ....
(Les puissances de A/ seront l'cpréscntécs par Ar, Aj-, ArS ..., A/'S ....)
6'i6. Il s'agit de démontrer que la dérivée d'ordre n de la fonction y=f{x) est la limite du rapport de A'^y à Ax", c'est-à-dire de la différence /i"-'"« de cette fonction à la puissance n'è'"^ de la différence ou de V accroissement de la variable.
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Il est entendu que la fonction donnée et les dérivées successives qu'on en doit prendre restent continues dans l'intervalle qu'on a à considérer.
Cela posé, on a (oio)
a^^o{x, Lx) étant une fonction de x et de ^x qui s'annule pour A.r =: o, quelle que soit la valeur de x choisie dans l'intervalle proposé.
Si l'on prend les accroissements ou les différences des deux membres de la relation (i) pour un nouvel accroissement ^x donné à x, et si on les divise ensuite par Ax, il est clair que le premier membre deviendra
Ax- Le premier terme du second memjjre deviendra
(3 étant encore une quantité qui tend vers zéro et s'annule avec Aj:.
Quant au second terme a du second membre, il deviendra
-^ = o'{x,lx) + y,
en désignant par y une troisième quantité qui s'annule avec ^x, quelle que soit la valeur donnée à x dans l'intervalle. On a, par suite,
1^' =f''{x) + ,S + (f'ix, \x) + y.
Mais la fonction o{x,^x) s'annule pour A:r = o quelle que soit x; il en est donc de même de sa dérivée (f'{x,à.x) [G37], et l'on peut écrire
6i étant une quantité qui s'annule avec Ajt.
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En prenant les accroissements ou les différences des deux membres de celle nouvelle égalité pour un nouvel accroissement Aa: donné h ce ei en les divisant ensuite par Ao^, le même raisonnement conduit à
^2 étant une quantité qui s'évanouit avec A^.
La loi est évidente, et l'on peut poser d'une manière générale
celle dernière quantité s'évanouissan* avec A^. En passant aux limites, on a
ce qu'on voulait démontrer.
6i7. On voit qu'on peut mettre la relation (2) sous la
forme
A" y = -1-^ A^r^^ ô„_i Ao:".
•^ da:"
D'ailleurs, on peut faire tendre Aa? vers zéro en prenant ùi.x=zdx (5i8).Il vient, dans cette hypothèse,
A"/ = d^y 4- (5„_, dx", d'où
dx"
d"- y Si la /i'^™^ dérivée -r^ reste finie, on a alors dx'^
lim -~ — I ; d-f
c'est-à-dire (530) que la différentielle d'ordre n d'une fonction de X peut remplacer la différence de même ordre de
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cette fonction, dans la recherche des limites de sommes on de rapports, en négligeant une quantité infiniment petite relativement à cette diiTérence. C'est la généralisation de ce que nous avons dit au n"* 547.
Des différentielles des divers ordres des fonctions implicites
6*8. Soit une fonction v de la variable x définie par l'équation
En égalant à zéro la dérivée du premier membre de cette équation, nous avons trouvé (623)
dx dy dx
Cette équation (2) donne -7- en fonction de x et de/, ou
en fonction de x seulement si l'on peut éliminer/ entre les étpialions (r) et (2), et l'on en déduit ensuite dy.
En combinant convenablement les équations (i) et (2) ou en conservant cette dernière telle qu'elle est, on a une équation de la forme
{Ibis) <^{x;y,£^ = o.
Son premier membre étant constamment nul, la différentielle de ce premier membre est constamment nulle (o49), et
Ton a
d(D - do , do ,dv
^dx -h -y- dy -I >— a -j- r= 0,
dx dy -^ ,dy dx
c'est-à-dire, en divisant par dx,
dû do dy do d^y
^ ' dx dy dx ' ,dy dx-
dx
Celte équation (3) fait connaître -— en fonction de x, de/
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dy et de -r-5 ou en fonction de x seulement si l'on peut élidx
cIy miner y et -7- entre les équations (2), (2 his) et (3); et l'on dx
en déduit ensuite d^y.
On pourra trouver de même -,^5 -7—7; • • •• Mais nous n m-
dx' dx*
sisterons pas davantage sur cette méthode, parce que nous en indiquerons plus loin une autre plus rapide, qui s'appliquera également au cas où l'on a à considérer plusieurs (onctions implicites. Un exemple, cependant, ne sera pas inutile pour bien éclaircir ce qui précède.
649. On demande de trouver la deuxième diffère al ie lie de la jonction implicite de'/inie par l'eqaation
L'6(|iialion (2) du n° Ci8 est alors, en divisant ses deux membres par 3,
el Ton en déduit
dy y — ,r-
dx j L'équation (2) est de la forme
{ibis) cpf.r,j,^j = o.
L'équation (3) du n° 618 est donc ici
ou
et elle va nous permettre de déterminer ■-—• En remplaçant -j- par sa valeur, en effectuant les calculs et en simplifiant, elle devient
(3 lus) 1XJ ^j^—-y^ +0._^)_ = 0.
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Mais l'équation (i) exigeant que le trinôme j^ — Sxj-i-x^ soit constamment nul, réquation (3 bis) se réduit à
'>.rr , „ d-r
el l'on en tire
d-y 2.r>' i.rj __,
— ■- z^ cl d-r = — — ; dx-.
dx^ (j2— j,.:^ -^ i^ji — xy-
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CHAPITRE IL
DÉRIVÉES ET DIFFÉREiNTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
Dérivées et différentielles partielles successives d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
650. Nous considérerons, pour fixer les idées, une fonction de deux varial^les indépendantes ^ et /. Les raisonnements seraient les mêmes pour un plus grand nombre de variables. Cette fonction de deux variables peut être différentiée par rapport à chacune d'elles, partiellement et successivement (566, 638, 639), et ces difïérentiations peuvent être en nombre quelconque. Ce nombre est Vordre de la différentielle, de la différence et de la dérivée correspondantes; et leur formation ne peut présenter aucune difficulté, puisque, à chaque opération, on n'a à tenir compte que d'une seule variable indépendante. Mais certaines remarques spéciales relatives aux notations doivent être soigjieusement indiquées.
Soit
la fonction des deux variables indépendantes a: et/. Nous désignerons, d'une manière générale, par
fx^y.7,î:ri^ ou par D
le résultat de m -}- n -{- p -h. . ., dérivations partielles effectuées sur la fonction u, les m premières se rapportant à jc, les n suivantes se rapportant à /, les p suivantes ayant lieu de nouveau relativement à ^, ....
La différentielle et la différence partielles de môme ordre
seront représentées par les no'ations
d'!c'^y,V^::' " et A^'+'^îf!:- u.
Pour simplifier, on prend les accroissements ^x, Av, dœ, dy constants ou respectivement indépendants des variables x et r.
Cela posé, nous aurons d'abord (G39), puisqu'il ne s'agit que de la variable x,
d'i' Il =/]! Il dx'" = I)^^ u dx'".
De même, en regardant/ comme seule variable et en prenant !a différentielle d'ordre n des deux membres, il viendra
f/^',+« u =f'i^y a dx'" dy'' — D'^/^ « dx'" dy" .
Enfin, si l'on regarde de nouveau x comme seule variable et si l'on prend la dilTérentielle d'ordre p des deux membres de la relation précédente, on trouvera
d'xXV « ~fxX7 « dx'" dy" dxP — D:^',+/;+''« dx'" dy" dx'';
et ainsi de suite.
On déduit de là, d'une manière générale,
dx'"dy"dx''^'^ ■"■■''■''■■ " — "-'■'^.r.-r,... «•
Les dérivées partielles des fonctions de plusieurs variables s'expriment donc, au moyen des différentielles partielles correspondantes, d'une manière analogue à celle adoptée pour les fonctions d'une seule variable.
Enfin, d'après ce qui précède, on a, en regardant x comme seule variable (646),
0)1 s'annulant avec A^.
Si l'on prend maintenant la différence /i'^™^ des deux membres de cette égalité par rapport à y, le premier membre deviendra évidemment
A^y II
Âa'" A )•" * Quant au second membre, il deviendra la «'^'"^ dérivée
partielle du second membre précédent par rapport à y, augmentée d'une quantité «2 s'annulant avec A/. D'ailleurs, puisque w, s'annule avec Aa;, sa /i'«™^ dérivée par rapport à y s'annule aussi en même temps que Aa: (637). On a donc, en désignant la somme de cette dérivée et de «2 par C,
^J-.J " fin+n _, o
C étant une quantité qui s'annule quand A^ et Aj s'évanouissent ensemble.
En prenant la différence d'ordre p des deux membres de la dernière égalité par rapport à ^ et en continuant le même raisonnement, on obtient, d'une manière générale, comme pour les fonctions d'une seule variable,
^.r,y,x.... fm+in-pi-.... _. ■)
1 devenant nul quand Ait- et Aj s'évanouissent ensemble.
En passant aux limites, on en conclut, comme pour les fonctions d'une seule variable,
\in^n+p+... .. j,n+n+p+...
lim "-c..>.r,... " ,-m+,i+p+... ,, ".r.J'i.... "
""' \ r-in \ v/'i \ rP Jx,y,X.
Ix'" If" AxP ... -^ •^•^' ""■ - dx'" dy" dxi' ...
632. Théouème fondamental. — L'ordre dans lequel on effectue les différentielles partielles successives, pourvu que le nombre de celles qui sont relatives à une même variable ne change pas, est indifférent.
Soit toujours la fonction
Faisons d'abord varier x seulement en le remplaçant par X -\- Ax. La fonction u deviendra
Dans ce résultat, faisons maintenant varier y seulement en le remplaçant par / + A/. Nous aurons, comme nouveau résultat,
u -\- l^U -\- ly u + Ay Aa; «,
c'est-à-dire
u -H Ax « + Ay u -h A j. y u.
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Effectuons les opérations en ordre inverse. En faisant varier r seulement, nous aurons
u + Aj. Il ;
puis, en faisant varier œ seulement dans ce résultat,
• Il -\- Ay u + A^ // + Aj. ly u,
c'est-à-dire
// H- A,. « -\- A^. Il -^ ^'l^u.
Les deux résultats définitifs doivent être identiques, puisfiue tous deux représentent ce que devient la fonction u lorsqH'on y change à la fois ^ et / en x -\- Lx et j-+-A/. Il en résulte, identiquement,
Si l'on divise les deux momljres de l'identité (i) par le produit Ao: Aj ou Ar A.r, et si l'on passe aux limites en faisant tendre A^ et A/ vers zéro, on a évidemment, d'après ce qui précède (651),
/l y " = /y , ^ « ou I) j.. ,. u = D j, ^ u ]
et, par conséquent, on a aussi
dl V u cPy g u ,, ,,
—^ — = - • , ou cil ..uz=dl ^u.
dx dy dvdx
Nous n'avons considéré que deux variables et deux opéralions; mais le théorème est complètement général; car, de ce qu'on vient d'établir, il résulte qu'on peut toujours, sans rien changer au résultat final, intervertir l'ordre de deux dljjérentiations successives. Par conséquent, si l'on a un nombre quelconque de variables et d'opérations, il sera toujours possible, en agissant de proche en proche, d'amener telle différentiation qu'on voudra à tel rang désigné, c'est-à-dire d'intervertir à volonté Vordre des dljJérentiaUons successives.
653. Ce théorème fondamental permet de simplifier les notations indiquées précédemment, en n'ayant qu'««e seule iniication pour chaque variable.
Supposons, par exemple, qu'on ait dérivé successivement
M fonction
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de manière à obtenir une dérivée partielle du cinquième ordre, telle que
Nous supi)oserons que l'on ait effectué successivement toutes les opérations qui se rapportent à la même variable, ce qui ne modifie pas le résultat, et nous écrirons
'^' dx-dydz-
11 est clair que l'expression de celte dérivée partielle peut être encore simplifiée et mise sous la forme
d'' Il
dx- dy dz'-'
parce que les exposants de dx, de dy et de dz au dénominateur suffisent pour indiquer le nombre des dérivations relatives à cbaque variable.
Mais si, pour avoir la différentielle partielle correspondante, on multipliait la dérivée précédente par dx"- dy dz^ en supprimant le dénominateur, il resterait d'^ u, expression qui ne renfermerait plus aucune trace des différentialions effectuées successivement. Il faut donc, dans ce cas, conserver le dénominateur et représenter cette différentielle partielle par l'expression
d'^ Il , , , , o , , . , , dx'- dy dz-.
dx- dy dz-
La notation (6ol)
dl-,y,z'll
est alors beaucoup plus simple.
EXEMPLES
i" Etant donnée la fonction
trouver
du du d-u dx dy (l.id)
o^o Algèbre supérieure.
On a immédiatement
du _ , du
dx -^ ' dy -^ '
=.mnx^-^y'^-^. . , = m/ix^'^-^y^-^ = —
dxdy J • dydx dxdy
2° Étant donnée la fonction
u = arc tans- j
trouver
du du r?2 M
On a immédiatement, en appliquant d'abord le théorème des fonctions de fonctions (o64),
du
— y du
— j:2+j2' dy '
dxdy {x-'-^y-'f {-r'-^y'-r-
d'^u (x2-Hj2^ — 2_r2 v^— j:"2 (/
dydx (-i-'^-T-y^)- {-^'-^J^)' dxdy
3° Étant donnée la fonction
f/w ^/m du d^ u d^ u r/2 u d^ u
dx dy dz dxdy dxdz dydz dxdydz
On a immédiatement
du ixy du _ x^ du _ 2x^yz
dx ~ a^ — z'^ '' dy ~ a^ — z^ ' dz ~ {aP- — z'^f
d^u IX d-u _ IX __ d-u
dxdy a- — z^ djdx a- — z- dxdy
d^u 4-^'^ '^^'"' 4'XJ^ d-u
dxdz ~ (a^ — z'^)-'' dzdx ~ {a- — z-)"^ dxdz
d^u IX- z d'^u _ IX- z _ d-u
■ dydz ^ («2 — 22)2' dzdy ^ (a^—z^)^ " dydz'
d^u _ /\xz _ d^u __ dxdydz ~ {a^— z^y ~ dydzdx
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4" Étant donnc'e la fonction
u = e^rs troiwer
dxdy dz On a immédiatement
du
= e^y^ + xyz e^y^ + 2 xyz e^J- -+- x'^j'^ s^ gxyz = e^y- ( I -+- 3 xjz -+- x^r^ z^ ). 5° appliquer le t/ic'orcine des fonction."! Iiomogènes à la fonction u = {x -+-J -i-zf-{x + j — zf—(x—y+zy— {y -^ z — xf. Ce théorème consiste ici (580) dans l'identité
, , du du du
dx dy^ dz
Remarquons que la fonction u ne change pas quand on y permute x et y ou quand on y permute j et z sans toucher aux signes. En effet, on a, dans le premier cas,
u = {y ->r X -\- zy — {y-^x — zf — (j — ^-t-z)' — (.r + z — j)',
et, dans le second.
u =(j;-+-3-i-j)3 — {x -{- Z — yY — (.r — z -hy)^ — (s -f-JT — ^Y-
-, , , , , du , du
11 en resuite qu on pourra passer de -i- a -r- en permutant x et y et,
de -,- à -^) en permutant y et z. Il suffit donc de calculer -,-• dy dz dx
Or on a évidemment JL =^3(.r-Hj4-z)2_3(.r-4-j— 3)2- 3(.r-j+ 3)2 + 3(7 + 3— .r)2,
c'est-à-dire
(.r^H- j2_|_ 22_|_ ^xy -H 1XZ -f- lyz — X- J-2 — -2 ^xy + IXZ -+- 2JZ
.r2 — j) 2 — ^î H- 2.r)- — 'i.xz -\- lyz x--^y^+ z- — ixy — IXZ -\- %y
, — 3 < ,/ = liyz.
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Par suite,
du du
-— = 24^:2 et -7- = lin', df dz
En substituant, dans Téquation (i), il vient donc
24 xjz -j- i^xjz -h i\x) z ^^Z u.
On doit, par conséquent, obtenir, toute réduction faite,
u = 2ixjz,
et c'est ce qu'il est facile de vérifier.
6° Etant donnée la fonction
u = s/xi^j-\ démontrer que l'expression
dx^' " dxdf "^ dj -
est é^ale à zéro.
• On a successivement
dx-
dy- ~
— xy
du
dx
du
df
— .ry d- u
dxdr u;--r- )^ , „ „,|- r/i dx
{x-^^y^-y- En substituant ces valeurs dans l'expression indiquée, on trouve bien
Différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables
indépendantes.
GoD. Soit la fonction
des deux variables indépendantes x et/; z^ est continue dans un inlei\ulle donné, lorsque, les valeurs de l'une des varia-
bles étant fixées, a est une fonction continue de l'autre variable.
Nous avons démontré précédemment (5G6) la relation suivante
. du . du .
dans laquelle w est une quantité infiniment petite par rapport à A.r, ly, Au, quand A^ et A/ tendent ensemble vers zéro.
La somme des deux premiers termes du second membre de la relation (i) est donc égale à la différence totale Am, sauf une quantité infiniment petite par rapport à celte différence.
On a été conduit, par analogie, à donner le nom de différentielle totale de u à l'expression
où dx et dy sont des quantités indéterminées et indépendantes qu'on appelle les différentielles de x et de/.
Lorsqu'on regarde ces différentielles comme les accroissements infiniment petits donnés à ^ et à /, l'expression proposée peut être considérée comme l'accroissement total correspondant du de la fonction u, sauf une quantité infiniment petite par rapport à du, et l'on a
, . , du , du ,
(2) du^-dx^^^dy.
Dans la formule (2), il faut avoir soin de ne pas confondre les du du second membre avec le du du premier. Pour cela, il suffit de ne pas supprimer les facteurs communs dx et dy.
On pourrait aussi, pour éviter toute ambiguïté, adopter la notation très simple
du = ~ dx -\ — ■;- dy dx dy "^
ou encore
du =: dj. u -\- dy u.
du , du , , , ,. „ . , ,
puisque -j- dx et -j- dy représentent les différentielles partielles de u par rapport aux variables x et y, comme -7- et
du
-j- représentent ses dérivées partielles.
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Quoi qu'il en soit, ces considérations pouvant s'appliquer à une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes, comme la relation (i) elle-même, on peut dire, d'une manière générale, que la dijjérentielle totale d une fonction de plusieurs variables indépendantes est toujours égale à la somme des différentielles partielles de la fonction, prises par rapport à chaque variable.
Si l'on a
it=f{^,y, -, •••,0»
on a aussi
, du , du , du , du ,
du ^^ -r-dx ^ — j- dv ^ — 7- rt^ -t- . . . H ;- dt.
dx dy " dz dt
606. Comme pour les fonctions d'une seule variable, si une fonction de plusieurs variables indépendantes est constante dans un intervalle donné, sa différentielle totale est constamment nulle dans cet inten'alle; et réciproquement.
En effet, si u se réduit à une constante, les dérivées par-
. ,, du du du du ,, ., - ,
tielles ^-5 ^- > -r > • • •> -r ' sont toutes nulles, et il en resuite dx dy dz dt
du =z o.
Réciproquement, si l'on a du=zo dans un certain intervalle, on a aussi, dans cet intervalle,
du , du , du , du ,
-r- dx -\ — j— ay H — r- as 4- ... 4- -r-dt^io.
dx dy " dz dt
Puisque dx, dy, dz, . . ., dt, sont des quantités indéterminées, on a alors, séparément,
du du du du
dJc=''' d-y^""^ ^=°' •••' 7?7=°-
Ces conditions montrent, successivement, que u est indépendant de a:, /, z, ...,t,o\\ de toutes les variables. On a donc nécessairement u = const.
607. Comme pour les fonctions d'une seule variable, si, pour les valeurs des variables indépendantes x, y, z, . . . , t, comprises respectivement entre certaines limites, deux fonctions u et V ne diffèrent que par une constante, leurs différentielles totales sont égales entre ces mêmes limites; et, réciproquement, si les deux fonctions remplissent cette dernière condition, elles ne peuvent différer que par une constante.
En effet, si l'on a
« — (' = const.,
il en résulte (636)
d{ii — (^)=zo, du — <:A' = o, du^^d\\
Et, réciproquement, si l'on a
du =: dv, il en résulte
du — t/t' = o, d{u — (^)=o, u — ('^ const.
Différentielles totales des divers ordres d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
638, Il nous reste à considérer les différentielles totales des divers ordres de la fonction u.
Si du est la différentielle totale de u, nous désignerons par d-u la différentielle totale ddu de du, ^diVd^u la différentielle totale dd-u de d'^u, etc. Dans la suite
u, du, d-u, d^ u, ..., d'^u, ...,
chaque terme exprime ainsi, à partir du second, la différentielle totale du terme précédent.
Ces différentielles sont les différentielles totales du premier ordre, du deuxième ordre, . . ., du «''■""= ordre, . . ., de la fonction u.
Cela posé, considérons cette fois trois variables, et prenons
Nous aurons d'abord (653)
, du j du , du , du = -j- dx H — — dy ^ — - dz.
dx dy " dz
Cherchons la différentielle totale ^-«. Elle sera égale à la somme des différentielles totales de chacun des termes du second membre. Il viendra donc, par exemple, pour le premier terme de ce second membre,
, du . , du , , du ,
, d -j— dx d -p- dx d ,- dx
, du , dx dx , dx
d -J- dx =1 ■ — dx -\ dv H -, — — dz,
dx dx dy " dz
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c'esl-à-(lire
, du , ci- a . , cl- Il , , cl- u j j
cl -y— Clx =^ -,— : Clx- -\ -, — Clxclv -i ; 7- clxclz.
cix clx- clxclv. clxclz
En faisant de même pour les antres termes e, en se rappelant le théorème général relatif à l'ordre des diflerenliations (6o'2), ainsi que la constance des différentielles clx, cly, dz (631), on trouvera évidemment
cU- u =: -j—T dx' -\ — -, — I- dxdy H — -, — r- dxdz
clx'- axclv "^ clxclz
cl- u , , cl- u , ^ d- Il , ,
-+- —, — ;- dxdy + -j— cly- + -. — 7- dyclz
dxdy ^ dy- ■^ dyclz "^
d- u , , d- Il , , d' u , ^
■+- -j — j-dxdz H — - — - dvdz H j— clz-
dxdz dyclz " dz-
ou
d^ u , , d- Il cl- a , ,
2 -; — T- dx cly 4- 2 — — T dxdz -+- 2 -7 — 7- dyclz. dxdy "^ dxdz dyclz -^
On voit qu'on obtiendra d'^ a en multipliant du par (^« ou en élevant 6^« au carré, à la condition de rem|)lacer partout dans le développement {duy par cl-u. On a ainsi la formule symbolique
d- u ^= \ -y- dx H — j- cly -\- -^ dz) ^= {dj.u -+- dy u + cL u)-.
du , du , du -J- dx -\- -j- clv + -j- Ix cly " dz
Cette même loi se poursuivra pour la formation de d^ u, etc. On peut donc écrire finalement la formule générale symbolique
, (du , du , du J \'" , , , , ^
d'" u =^ l -J- dx -\- -7- dy -+- -J- dz ] ={d_cU ^ dy u -+- d. u )'",
où l'on devra toujours remplacer dans le développement du second membre {du)'"- par d"Ui, en laissant invariables les puissances de dx, dy, dz, ou celles des indices x, y, z.
On prouvera la généralité de la formule, en montrant que, si elle est vraie pour l'ordre m, elle l'est encore pour l'ordre /?i -h I .
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659. Comparons la différenlielle totale d'" u à la différence totale A'"».
[{éprenons la formule connue (655, 566), en la supposant appliquée au cas de trois variables
A du . du . du .
(l) A«= -r- Aj7+ -y- Ar 4- -T- A5 4- 0).
dx dy "^ dz
Nous savons que co est infiniment petit par rapport à ^x, Aj', A^, A«, quand A^, A/ et A^ tendent vers zéro.
Pour calculer A^a, il faut calculer l'accroissement du second membre quand on donne à .r, à r et à z, les mêmes accroissements \x, A/, Ai?, que précédemment.
Rappelons que w se compose de trois parties : une première partie qui, divisée par Ajc, s'annule encore pour Aj?^o, ainsi que ses dérivées (637); une deuxième partie qui, divisée par A/, comprend des termes s'annulant, les uns pour Aa7 = o, les autres pour Aj = o, et dont les dérivées, par conséquent, s'annulent toutes pour Ao; ^o et A/ = o; une troisième partie qui, divisée par A;;, comprend des termes s'annulant, les uns pour A.r ^ o, les autres pour A/^=:o, les derniers pour As =i o, et dont les dérivées, par conséquent, s'annulent toutes pour A:c=:o, A/=:oetA3=:o. L'accroissemeiit de w sera donc (520) infiniment petit relativement à Ao;:-, A.rA/, A/-, A^cAj, A)-Ar, ^z\
D'autre part, d'après la formule (i), on a
du . d- u . ^ d^ u . . d- u . .
i^ -j~ lix ^= -j—\x' H — j — Y-lxà.Y-\ — î — T ùix Iz -\- (^i,,
dx dx- dxdy '^ dxdz
. du . d' u . . d^ u . ^ d- u ^ ^
^d}^y'=d^y^''^y^dj^^r +.7777^-^/^^+"-
. du . d^ u . . d- u . . d^ u , ,
z = - — - A^As 4- , , AyAs H- -r^ àz^ + w
az axaz dy dz " dz-
coi, C02, W3 étant des quantités infiniment petites par rapport aux carrés et aux produits deux à deux des accroissements b.x. A/, As, comme l'accroissement de co lui-même.
On peut donc, en désignant par C^ ce dernier accroissement, augmenté de &),+ wo-i- 0J3, et en réunissant les résultats précédents, écrire symboliquement
.„ (du . du . du .
à''u = { Aa7+ -— Ak+-^A^ \ dx dv " dz
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£-1 étant infiniment petit relativement aux carrés et aux produits deux à deux des accroissements.
En continuant de la même manière, on parviendra à la formule générale
. [du . du . du . \"^ „
étant entendu que, dans le développement du second membre, les puissances de du seules seront remplacées par les différentielles de même ordre, et que «S,„_i est une quantité infiniment petite par rapport au produit de m facteurs \x, Av ou As.
Comme on peut faire tendre ^.x, Ay, As vers zéro, en posant Ax^^dx, A.y=^dy, Azr=zdz, la différentielle totale d'ordre m d' une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes ne diffère de la différence correspondante de même ordre, que d'une quantité infiniment petite par rapport à cette différence elle-même.
La substitution (\Qd"Ui à A'"« sera donc permise, toutes les fois qu'il s'agira de la recbercbe d'une limite de somme ou de rapport (530).
EXEMPLES
660. i" Chercher la différentielle lot aie du premier ordre de la fonction
Cn a
u= nans--»
, du , du ,
au = —— d.v H — =- ar, d.r dj
Par suite,
du
IX
r^sin —
2° Chercher la diffère ntielle totale du deuxième ordre de la fonction
u = x'^jn.
On a d'abord
du , du .
-y- = mx'>^-^)n -7- = «x'"r«-i,
cùc dy ^ >
c'est-à-dire
du = m x'x^-'^j-'^dx -f- n x'n-j-n-i dy.
On a ensuite
,, [du du \'>- d'^u d'^u j j d^u , ^
D'ailleurs,
dxdy
d^ u dj-
- = mnx"^-^y"--^,
Par suite,
d- u = .i''"-2j'«-2 [ m (m — 1 ) ) 2 f/^-2 _f- 2 ;?2« xj dxdy -^ n(n — i ) .r- rA- ] .
3° Chercher la différentielle totale du troisième ordre de la jonction
On a d'nbord
du
dx
du du
= ^^' Ty = "'^' -d. = ^-''
Il en résulte
du = 'ixdx -\- 2ydy -+- izdz.
On a ensuite
dx-^ ~ ' dy' ' dz-' ' dxdy ' dxdz ' dyd:
Par suite,
d-u = i ^~r dx -\- -j- dy + -,- r/:; ) = 2 ( rfj:^ _|_ ^/^-s _^ fi-i\ \dx dy ■" dz ) ^
dx, dy, dz étant des constantes, d^u et toutes les autres différentielles totales successives sont nulles.
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4° Chercher la différentielle totale du quatrième ordre delà fonction
u = xjz.
On a successivement
du du du 7 7 7 7
-, = rz. —r = xz. —r- = xy. du = rzdx-^xzdy -+- xrdz.
dx - ' dr ' dz '' ' • . .
dx''- ~ '■ dy-~ '' dz-~ ' dxdy " dxdz''^' dj dz ~~ '^'
d'-u = 2.(zdxd)' -\- ydxdz -+- xdydz).
On a ensuite
dHi
1 du , du ,
= (dx'^'-^d;/^->-
du j Y
'-dz'^')
dx^ = '''
dx-^dr~'^'
dxdj dz
11 en résulte immédiatement, d'après la loi de formation du cube d'un polynôme (309),
d^u = 6d.rdrdz.
dx, dj-, dz étant des constantes, dui et toutes les autres différentielles totales successives sont nulles.
Différentielles totales des divers ordres d'une fonction composée de fonctions de plusieurs variables indépendantes.
661. Il peut arriver que les variables qui entrent dans la fonction considérée soient elles-mêmes des fonctions d'autres variables indéjiendantes.
Supposons, par exemple, qu'on ait
«' et w étant elles-mêmes des fonctions de certaines variables indépendantes x et r.
11 est facile de voir d'abord qu'on a
au = - ,- av H — 7— div, dv CUV
comme si c et w étaient des variables indépendantes.
En effet, si l'on remplace v et w par leurs valeurs en fonction de X et de r, on a l'expression de u en fonction de ces
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mêmes variables et, d'après ce qui précède (Goo), on peut
alors poser
, du , du -
du = -j— dx -{ — j- dy.
du- dv "^
Or -r- dx est la différentielle i)arlieile de u reenrdée
dx ^
comme fonction de la seule variable x dont dépendent v cl w. On aura donc, d'après la rèule de différentialion des fonctions, composées de fonctions d'une seule variable indépendante (567),
du , dif [ dv \ du ( d<v \
dx dv \ dx j div \ dx ) '
Cl, de même,
du , du f dv , \ du ( d\v , \
En ajoutant ces deux résultats, on trouve pour valeur de du
f dv , dv , \ du ( dw , dw , \
-^ dx -\- -j- dy \ -\- -1- \ -r- dx -A j- dv
\dx dy • J dw \dx dy " J
, du f dv , dv , \ du [ dw , dw
du = -7d\
Or les quantités entre parenthèses, qui multiplient les dé-
rivées partielles —r- et -7—) sont précisément (Ooo) les valeurs dv dw '
des différentielles dv et dw quand on considère v et (v comme
des fonctions de x et de r. On a donc bien
du du
(1) du =; -,- dv H dw.
^ ' dv dw
Cette démonstration, qu'on étend facilement à un nombre quelconque de fonctions dépendantes et de variables indépendantes, prouve que la différentielle totale du premier ordre de u ne change pas de forme, que les variables v et w dont cette fonction dépend explicitement soient ou nen indépendantes.
On voit de plus par là, puisque le théorème des fonctions composées se trouve ainsi généralisé, que les règles de différentiation relatives aux sommes, aux produits, aux quotients et aux puissances des fonctions d'une seule variable, subsistent pour les fonctions de plusieurs variables, dépendantes ou indépendantes (579).
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, 662. Mais il faut bien remarquer que les différenlielles totales des autres ordres de la fonction u changent de forme, parce que les facteurs dv et dw qui remplacent dx et dy dans l'expression de la différentielle totale du premier ordre ne sont plus constants.
Ainsi, en différentiant les deux membres de Téquation (i) [661], on aura, puisque les règles de différenliation des sommes et des produits sont applicables et que v et w sont des fonctions de x et de /,
( 2 ) d'^ u ^= d { -r-\ dv -\- -r d- V -^ d { -r- \ dw -\- -r- d- w. \di' J dv \dw j dw
En appliquant toujours la formule (i), puisque -r- et -jsont des fonctions de v et de w, on a
- f da\ d-u , d- u ,
- / du \ d- u , d- u ,
d -r- = -T— i dw -A — -, T dv.
\aw J dw- dw dv
En substituant ces valeurs dans la relation (2), on trouve
d- u = —i—: dv- + 2 — — T— dv dw -\ — ; — ; dwdv- dv dw dw-
du ,, du ,-
+ -7- a- (' H — -r- d^w dv dw
ou, si Ton veut, en employant la forme symbolique pour les trois premiers termes,
-, [du , du , \^ du ,„ du „
d- u =: [ -J- dv -\ — 1— dv(^ -\ — — d-v -^ -j— d-w. \dv dw J dv dw
En comparant avec le résultat obtenu au n'^ G58, on voit
qu il s mtroduit ici deux nouveaux termes -r-d-v, -^d-w, et
dv dw
qu'il restera à calculer d^v et d-w en fonction des variables
indépendantes a; et j et de leurs différentielles.
663. On pourrait continuer de même pour calculer d^u, d'u, .... Mais les calculs se compliquent et, au delà de d-u,
les résultats ne sont guère utiles dans les applications ordinaires.
Le plus souvent, il est préférable de chercher séparément et directement les différentes dérivées partielles qui doivent entrer dans les différentielles totales qu'on a à former, ce qui ramène au cas des fonctions d'une seule variable.
Veut-on, par exemple, calculer la dérivée partielle
d'" Il
dx-' djP
on différentie la fonction
n fois par rapport à la variable indépendante x, ce qui donne
d" Il _ dx" '
puis on différentie ce premier résultat p fois par rapport à la variable indépendante y, ce qui conduit à
dx" dyP
G6i. Il est important de signaler un cas particulier : v et w peuvent être des fonctions linéaires des variables indépendantes X et j, c'est-à-dire des fonctions de la forme
dv et dw sont alors des quantités constantes quelles que soient les valeurs de x et de/, pourvu qu'on prenne comme à l'ordinaire dx et dy constants. Toutes les différentielles de (^ et de «^ sont, par suite, nulles à partir de d-v et de d-w, et l'on retombe nécessairement sur la formule symbolique (658)
f du , du , d'" u = i -j-d^ + -r- f/a \dv dw
qui s'étend à un nombre quelconque de fonctions linéaires dépendantes.
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G6o. Reprenons les foimules des n"* 6G1 et 662, c'esl-ù-dire
, du , div ( I ) du = —7- dv -\ — r— d\v.
^ ' dv du
d' u = —TT dv- -\- 1 -, — Y~ dv dw -\ — = — -, dw dv- dv d^v dw'-
dv dw
On désigne souvent par une seule lettre chacune des dérivées partielles du premier et du deuxième ordre, et l'on
pose
du du
dv'-^ ' dv d<.v ' cAv-
Les équations (i) et (2) deviennent ainsi
( I bis) du = p dv 4- q cAt',
(2 bis) d- u = /• dv^ -\- isdv dw -\- t dw- -\- p d- v -\- q d""- w.
Les mêmes formules s'appliquent au cas où v et w se trouvent remplacées par les variables indépendantes x et y et la fonction u par la fonction z. On a alors, dx et dy étant supposés constants, c'est-à-dire d- x et d-y étant nuls,
( I ter ) dz=z pdx -h q dv,
( 2 ter ) d-z =^ r dx^ H- 2 5 dx dy -i- t dy-,
Admettons enfin que v et w soient fonctions d'une
seule variable indépendante x. Il en sera de même de u, et
l'on aura
dv , , dw . ^ du ,
dv r=z — — dx, dw =: -;— «.r, du = -r- dx
dx dx dx
fl- 1' = —, — dx- , d- w = — -— dx-, d- u^= —r—; dx-. dx- dx- dx-
En substituant dans les formules (i bis) et (2 6/5) du numéro précédent et en divisant, la première par dx et la seconde par dx^, on a d'abord
du dv dw
dx dx dx
ce qui est l'expression du tliéoièuie des fonctions composées; et, ensuite,
d-n__ /di'Y dv_dw_ fdw\^ d^v d'
cl M- \d-ty dx dx \dx ) " dx'^ ^ d
w dx-
Différentielles des divers ordres des fonctions implicites.
667. Considérons d'abord le cas d'une fonction/ de la variable indépendante x, définie par l'équation
(i) f{x,y)=zo.
Il s'agit de trouver les différentielles successives de /.
y étant une fonction de x, f{x,y) est une fonction composée, de valeur constante zéro; et, par suite (656), ses différentielles de tous les ordres sont aussi nulles. En regardant dx comme une constante, d'où il résulte
on n'a donc qu'à égaler à zéro les différentielles successives du premier membre de l'équation (i). En se reportant au n*' 662 et en remarquant que les différentes dérivées partielles sont des fonctions de x et de/, il faut observer avec soin que cbaque terme des équations considérées doit être ditférentié par rapport à .r et par rapport à /, dx étant constant, mais non dy.
On trouve d'abord (567, 623)
^^) ix'^'^-^dy'^y-''^
j d'où l'on déduira dy.
11 vient ensuite
(3 ) V-7 dx"- -\- 2 -~-r dx dy + -~ dy' + -^ d- y = o, dx- dx dy -^ dy- "^ dy -^
car le second terme de l'expression qu'on différentie est un produit composé des deux facteurs varia cette deuxième relation, on déduiia d-y
produit composé des deux facteurs variables -f- et dy; et, de
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En poursuivant de même, on a encore
%Ldx^-h^ -^-^ dx- dy-^Z -^^-, dx dy^^ ^,dy^ ,, , dx'^ dx- dy ^ dxdv *^ dy^ -
' ^V , d'-f , \ „ df ,.
d^/--^^^'^y)^-y^-ty^'y-'
cl, de cette troisième relation, on déduira d^y^ etc.
On pourrait simplifier l'écriture en réunissant sous la forme symbolique (658) les trois premiers termes de la formule (3) et les quatre premiers termes de la formule (4).
Les formules indiquées feront connaître successivement
les différentielles dy, d^y, d^y, ..., et, par suite, les déri-
, dy d'Y d^y
vees correspondantes -7-5 -7^' -r^' • • •• dx dx- dx^
Soit encore l'équation
a; et y étant choisies comme variables indépendantes et dx et dy étant supposés constants, z sera une fonction implicite de ces variables. Le même principe (667) permet de poser, pour la différentielle totale de la fonction/,
(0 ^dx^^dy-^^^dz^o,
d'où l'on tirera dz différentielle totale de z, en fonction de x, y, z, dx, dy.
De même, la différentielle totale du, premier ordre de la fonction / étant nulle, la différentielle totale du deuxième ordre le sera aussi ; et, en différentiant le premier membre de la relation (i), on aura, en employant immédiatement la forme symbolique (658),
/df , df , df ,y- df -, ( 2 ) [ ^ dx -^ --J- ciY -^ ^ dz] ^ -^ d- z = o,
\dx dy " dz J dz
équation d'où l'on tirera f/-s en fonction de x, y, z, dx, dy^ puisque dz est connue.
Remarquons, en effet, de nouveau, que les dérivées par-
, ,, df df df 1 n ■ ,
tielles -r-) -r-}-r-i sont des fonctions de x, y, z, et que dx dy dz "^
chaque terme de la relation (1) doit être diffêrentié par rap-
port à X, par rapport à j et par rapport à s, dx et dy étant constants, mais non dz.
On différentiera le premier membre de l'équation (2) pour trouver d^ z, etc.
669. Au lieu de calculer les différentielles totales, on pourrait chercher comme il suit les différentes dérivées partielles qui y entrent.
Reprenons l'équation
Posons, comme nous l'avons indiqué (665),
dz dz
11 viendra (655)
dx^P^ dJ'^'J-
dz =1 — dx -\- -^ dy T=z p dx + q dy.
Nous poserons de même (065)
dJF'~''' 'dJdTy '~^' ^-~ ^'
de sorte que nous aurons (658), dx et dy étant constants,
d- z ■= -j-^ dx'^ -+- 1 —, — ^ dx dy + -j^ dydx^ dx dy " dy^ ^
ou
d'^ z = r dx- -{- 2s dx dy + t dy- ;
et ainsi de suite.
On voit que la question est ramenée, pour obtenir dz et d-z, à trouver/», g, r, s, t.
Pour avoir p et q, on ^différentiera l'équation (i) en y regardant successivement comme seule variable x et j* dont z est une fonction. On aura ainsi (567), en divisant respectivement les deux résultats par dx et par dy,
df_ dfrh__ d£ df dz _
dx dz dx ' dy dz dv '
c'est-à-dire
dx dz dy ' dz '
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d'où l'on déduit
dl dl
dx dv
dz dz
Pour avoir ensuite r, s, t, on différentiera de nouveau et dans les mêmes conditions les équations {2) par rapport à x puis par rapport à y. Comme la différentiation de la première de ces équations par rapport à y conduit à la même expression que la différentiation de la seconde par rapport à x, nous n'aurons que trois équations distinctes qui seront, en divisant encore respectivement les résullats trouvés par dx et par dy.
d\f dx'
d-f dz d-f dz d\ffdz\^- df d^z _ dx dz dx dzdx dx dz- \dx j dz dx- '
d^f dz d^f dz d-f dz dz df d'z
dx dv
dx dz dy ' dz dv dx ' dz- dv dx ' dz dx dy
d-f dz d\f dz d\ffdz\^- dfd'-z ^dydzdy ' dzdydy ' dz\dy) ' dz ~dy^ " °'
c'est-
-à-dire
1 d'f d'-f ,d^f df [dx^ -^'l\lxdz-^J''d^ -^'- ^. = ^'
] d'- f d'-f d'-f d'-f df 1 dx dy ' dx dz dy dz ' ^ dz^ dz
\ d^f dH- ,d'-f df
-ri -t- 2^ , , -f- q--~ +t -j- = 0. > dy^ ^ dy dz ^ dz- dz
p e\ g étant déterminées, les équations (3) donneront successivement et sans élimination les dérivées partielles du deuxième ordre r, s, t. t
On pourra continuer de la même manière en différentiant les équations (3).
Il est utile de remarquer qu'on a (387)
dq z= — — ^ dx H- -r-^ dy =^sdx h- / dy. ' dxdy dy- ^
G70. Le cas le plus général est celui où l'on a m équations
et p variables {m </?). Dans celle hypothèse, m variables pourront être regardées comme des fondions implicites des p — m antres variables considérées comme indépendantes et dont les différenlielles resteront constantes.
Les seconds membres des équations proposées étant réduits à zéro, les premiers membres de ces équations seront constamment égaux à zéro et leurs différentielles des divers ordres seront toutes nulles.
La différentielle totale d'une fonction étant toujours la somme des différentielles partielles de la fonction par rapport à toutes les variables, indépendantes ou dépendantes, qui y entrent, nous différentierons une première fois les premiers membres des m équations données, et nous obtiendrons les différentielles du premier ordre des m variables prises pour inconnues à l'aide d'un système de m équations du premier degré. Une seconde diil'érentiation nous conduira à un nouveau système de m équations du premier degré renfermant comme inconnues les différentielles du deuxième ordre des variables désignées, etc.
Soit, par exemple, le système
j^ et 2 seront alors des fonctions implicites de la variable aprise comme variable indépendante, clx étant supposé constant.
Une première différentiation nous donnera
df , df , df ,
-j— dx H — — dy -\ — ~ dz =1 o,
dx ay ^ dz
d¥ ^ d¥ ^ dV ,
- dx -\ — j- dv H — j- dz zzz o, dx dy ■ dz
et l'on déduira dy el dz de ces deux équations.
En différentiant de nouveau les équations précédentes, en distinguant bien la variable indépendante x des variables dépendantes y et z, il viendra (662), en employant la forme symbolique pour écrire plus rapidement les résultats,
-j-dx + ^ dy -\- -^-dz] + -j- d-y + -j- d- z^o, dx dy -^ dz J ^/ "-
d¥ , d¥ , dF ,y dF „ r/F ,,
-^ dx -{- -^ dy -{ ^dz] -\- -j- d- y -\- -^ d^ z rj=. o.
dx dy - dz j dy ' dz
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Ces deux nouvelles équations feront connaître d- y et d-z, puisque dy et dz sont déterminées, et l'on pourra continuer en suivant toujours la même marche.
EXEMPLES
Soit l'équation
oit z est regardée comme une fonction de x et de j et oit a est une constante. On demande de calculer dz et d-z.
En employant les formules du n° GG9, nous aurons
dz =■ pdx -\- q dy, d-z = rdx^-\-isdxdy -+- tdy''-
11 viendra successivement
dx IX X
dz dl
__ dy_ __ ^ __ 21
^~ df~ 1Z~ 2*
dz
Nous aurons ensuite
d.v- ~ dj'^ dz^ ' dxdy dxdz dy dz
Les équations (3) du n° 669 deviendront donc, en divisant par i les deux membres de chacune d'elles,
i-^p^-^rz = o,
pq -h sz = o,
et l'on en déduira, en faisant intervenir Téqualion donnée, _ ' "^ P' — -^'-i- =■- _ _ <^^~ — ■>'"'
__ El =_51'
On trouvera finalement, d'après ces valeurs,
, xd.r-\-Ydy dz ^= -^ >
d'^z = -^ \{n^~ j^-)dx^ -h 2.rjdxdj- -hia^- — .1- )dj^].
2" Soient les deux équations
oii y et z sont des fonctions implicites de la variable indépendante x et où k et a sont des constantes . On demande de déterminer dy et dz^ d^y et d^z.
En opérant directement et en différentiant une première fois les deux équations, on a
dx -T- dy -^ dz = 0,
xdx -^ydy -i- zdz =: o.
En résolvant ces deux équations du premier degré en dy et en dz, on trouve facilement
, z dx — ■ X dx
et, par suite,
dx y — z dx y — z
En différentiant de nouveau les résultats précédents et en se rappelant que dx est constant, on a
d\y -^-d^z = o, dx^- -r- dy- + dz'^-¥-y d^y -hzd^z = 0.
La première équation donne d'^z = — d-y. La deuxième devient alors, en remplaçant dy et dz par leurs valeurs,
(z.^x\- (x yY
dx^ H ; dx- -+- — r dx- -h (y — Z ) d'Y = O '.
d'où l'on conclut
dz
xdx —
dx
iz
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Une transformation évidente conduit à
3,,2_/,2 fil y 3^2— 7,2
On a ensuite
^^" = 7 ^f^•r^ doù ^-- = -.
673. Il nous resterait, pour terminer ce qui constitue à proprement parler les principes du Calcul différentiel, et avant de passer à ses applications analytiques les plus usuelles, à traiter le problème du changement de variables. Mais celte question, importante surtout en Mécanique et en Physique mathématique , n'étant d'aucune utilité en Algèbre supérieure, nous la renverrons à la fin de ce Cours.
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN
Formule de Tayior.
f)7i. Celle formule célèbre, dont nous avons déjà trouvé l'expression finie dans le cas des polynômes entiers (324 et suiv.), permet de développer toute fonction d'une seule variable en série ordonnée suivant les puissances de l'accroissement qu'on lui donne à partir d'une valeur fixée arbitrairement.
Celte formule n'est pas complètement générale, les conditions de convergence indispensables n'étant pas toujours satisfaites, et son emploi se trouvant ainsi restreint; mais elle n'en est pas moins d'une utilité incontestable.
Quand la fonction F {o;) est supposée entière et de degré m, on obtient, pour le développement de F (x ^ h) suivant les puissances entières et positives de l'accroissement h, la formule finie (324)
F{a;-{-h) = F{^)-hF'{jr)-
Le développement du second membre s'arrête à la nV''""' dérivée, puisque les suivantes sont nulles.
Nous allons montrer que la même forme de développement, sauf les restrictions indiquées, peut s'appliquer à une fonction quelconque, pourvu qu'elle soit continue dans un certain intervalle; mais, alors, le développement du second
membre se poursuit indéfiniment, et l'on a à considérer une série.
673. Désignons par F(^) une fonction quelconque de x, finie et continue pour toutes les valeurs de la variable allant d'une valeur donnée Xq à une autre valeur donnée x^-^ h:=x^.
Supposons que la même condition soit remplie par les {n -+- 1) premières dérivées de la fonction.
Nous poserons
I Y{x,^-h)=.Y{x,) + -J'{x,)-\-~r{xo)+ ^^F"'(^o)+.
p est un nombre entier quelconque. R est une quantité inconnue qu'il faut déterminer de manière à satisfaire à la relation (i) et qui dépend évidemment de x^ et de h.
Substituons ^, à .3?o 4- h dans le premier membre de la relation (i), et mettons dans le second membre x^ — x^ à la place de A; en réduisant ensuite ce second membre à zéro, nous aurons
(2) _l£iZ^^FVo)-^^;^^F-(:ro)-...
Si nous substituons maintenant à Xq, dans le premier membre de l'égalité (2), excepté dans R, une valeur de la variable x comprise dans l'intervalle {xq,Xi), ce premier membre deviendra une fonction de x qui ne sera plus nulle. En la désignant par /(.a;), nous aurons
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Cette fonction /(^) est continue et finie dans l'intervalle (^o>-3^i), d'après les conditions indiquées. Elle s'annule évidemment, d'après l'égalité (2), pour ^ = .ro; et elle s'annule encore pour ^ = ^1. Puisqu'elle est continue dans l'intervalle considéré, elle admet une dérivée dans le même intervalle; et il résulte de ce qu'on vient de dire et du théorème de RoLLE (633) que cette dérivée s'annulera nécessairement pour une valeur de a: comprise entre a:^ et ^j.
D'ailleurs, pour trouver la dérivée de /(^), nous remarquerons que F(j?i) est une constante et que, à partir du troisième terme du second membre de la relation (3), on a à prendre la dérivée d'un produit de deux facteurs. En écrivant alors sur des lignes séparées les termes où figurent les dérivées de F(^), F'(a7), F"(^), ..., ceux 011 figurent les dérivées de (^1 — jr), (a?i — jr)-, ..., et enfin la dérivée du dernier terme où entre R, il viendra
En simplifiant, on trouve
' 1 . 2 . 3 . . . rt 1 . 2 . 0 . . . n '
/'(.r) devant s'annuler pour une valeur de ce comprise entre a-Q et o^,, et qu'on peut représenter par conséquent par a^Q-h Qh, 9 étant un nombre positif compris entre o et i, nous aurons, en remplaçant x par cette valeur dans l'équation (4),
c'est-à-dire, en remettant h à la place de x^ — ^0 et en mui-
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tipliant les deux membres de l'égalilé par i .2.3. . ./?,
o — />(i— e)P n — h" {i — 9)" F"^i(^o+ 5/0, d'où
(5) R=/i'^-/'(i — 0)'»-'PF"+'(^o+ ^/O-
Ze terme complémentaire de l'égalité (i) devient ainsi
-^^ h'^-Ph — 0)n-PY''+'(cco-\- 9 h)
i .2.3. . .n{f -hi) ^
ou
En reportant cette valeur dans la même égalité et en écrivant a: à la place de ûCq pour mieux marquer que la valeur de la variable prise pour point de départ est arbitraire, sous tes conditions indiquées, nous obtiendrons finalement
F(a7 + /i) = F(^) + -F'(a7)+ —F'ia^)^ — ^ F"'(a:) +. . .
h"- ft"~*"^
La formule (A) est là fo/- mu le de Taylor, dans le cas général.
Lorsque le terme complémentaire, c'est-à-dire le dernier terme du second membre, tend vers zéro autant qu'on veut, quand n croît indéfiniment, le second membre de la formule se change en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes de l'accroissement h : c'est la série de Tayloiî. Le terme complémentaire devient le reste de la série, et fait connaître l'erreur commise quand on s'arrête dans la série au {n 4-i)ième terme.
Si, dans la formule (A), on change h en — //, il vient
± — -(i — 9)"-pF"'^'(j: — 0/i).
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Les formules (A) et (B) sont applicables, sauf les remarques que nous présenterons ultérieurement, à toutes les fonctions cpii restent finies et continues, ainsi que lein-s {n + i) premières dérivées, entre les limites j? — h et a- + //,
677. AuriU'S formes du reste. — p étant un nombie quelconque, on peut faire p = n. Le terme compléinenlairc (073) prend alors la forme très simple, indiquée pour la première fois par Lagrange,
Si l'on fait /> :=o, on obtient cette autre forme du reste de la série (673)
qui a été donnée par Cauguy et qui peut être utile dans les applications.
678. Les différentes formes du reste contenant le facteur F"+' (^ H- 9A), où B est un nombre indéterminé compris entre o et i, la difficulté pour s'assurer de la convergence de la série de ïaylor est de reconnaître si F"+'(a7 h- 9A) conserve une valeur finie quand n croît indéfiniment.
Prenons le reste de la série sous sa forme la plus simple (677)
1 . 2 . 3 . . . n ( /i -1- I ) et remarquons que le premier facteur
tend toujours vers zéro, quand n croît indéfiniment. En effet,
lorsque /i + 1 a dépassé la valeur de h et que l'on continue à
faire croître «, on doit multiplier l'expression précédente
par ns fractions proprement dites , ^ ,•••■> nui de-
viennent de plus en plus petites. Lors même qu'elles seraient tout*^'; égales à la première, on sait que leur produit aurait pour limite zéro (478). Il en sera donc de même a for-
tioj'i du premier facteur du reste, et ce reste tendra alors vers zéro autant qu'on voudra, si la fonction F(^) et toutes ses dérivées jusqu'à '¥"-"^^{x) demeurent continues et finies entre x e\,x-^h, lorsque n croît indéfiniment.
Dans celte hypothèse et en ne conservant que les (/i + i) premiers termes de la série, si l'on désigne par m et par ^\ la plus petite et la plus grande valeur de F"-^-'(^) quand x varie de x h x-\-h, le terme complémentaire sera lui-même compris entre
i (/«-{- I ) 1 .2.3 .. ./lin -\- i
et l'on obtient ainsi deux limites de l'erreur commise.
679. Il n'est pas inutile de faire observer que, sauf la forme du reste, la fonction F{x-hh) ne peut pas être développée, suivant les puissances croissantes de h, d'une autre manière que par la forrxule (A) [675]; car nous avons démontré (422) l'identité de deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives d'une même variable, lorsque leurs sommes sont égales.
680. Si, dans l'équation (Â) [675], en donnant au reste la forme la plus simple (677), on fait successivement /i = o et «:=!, la formule de Taylor se réduit à ses deux ou à ses trois premiers termes, et devient successivement
F{x-hh) = ¥{x) + -F'ix^e/i),
F{x-i-/i) =F(a:)+ -F'{x)-h ^F"{x + eh).
On l'emploie souvent sous l'une de ces deux formes.
681. Si l'on pose j = F(x), la formule de Taylor peut s'écrire, en adoptant toujours pour le reste la forme la plus simple,
H \ F" {x) + 5 — F"+> {X + Oh).
ALGÈBRE SUPÉniEURE. D^'J
Mais, h étant l'accroissement constant arbitraire donné à x, les quantités
h¥'{x), hT{x), ..., h''¥''{x), A'^+'F«+'(.r),
sont précisément, par définition (639), les différentielles successives
dy, et' y, ..., cl" y, d^'^^y,
de la fonction y. On peut donc écrire, en désignant par
la valeur de la difTérentielle du {n -+-iyème ordre, qui répond, non plus à x, mais à une valeur de a: comprise entre x et X -T- h,
{ F{x -r- h)-= y -^- dy -\. h — p — i- . . .
' , ^"7 , Vd"-^'y-\:,^^u
iH-l
Si l'on suppose maintenant h infiniment petit et égal à dr, les termes successifs du second membre deviennent des inliniment petits (639) dont l'ordre va en augmentant et, par suite, l'erreur commise en s'arrètant à un certain terme est un infiniment petit d'ordre supérieur relativement au dernier terme conservé.
On présente souvent ainsi la formule de Taylor; et, dans ce cas, les termes de la série permettent d'approcher de la valeur de F(^ + h) par une suite d'approximations dont l'ordre est de plus en plus élevé, l'erreur qui persiste après l'addition de chaque terme étant infiniment petite par rapport à ce terme lui-même.
682. Il faut bien remarquer que la formule (A) [675] peut être exacte jusqu'à une certaine valeur de « -+- 1 et devenir inexacte pour une valeur plus grande, parce que les dérivées qui suivent la (n + 1)'^™^ dans le développement deviennent infinies pour la valeur spéciale attribuée à x. On doit alors ne poursuivre le développement que jusqu'à la «'«™« dérivée et le compléter par le reste. Il est clair d'ailleurs que le
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développement peut se trouver en défaut dès le premier terme.
683. De même, il ne suffit pas que le second membre de la formule (A) soit une série convergente, pour pouvoir affirmer que la formule est exacte; car cette série peut avoir une limite ditférenle du premier membre F{a; -{- h).
Si Ton a, par exemple, ¥ {jc) z=zf{jc) -h o{a:), et que la fonction /(j?) soit développable par la formule de Tavlor pour la valeur ^ = ^o> tandis que, pour cette valeur, la fonction 9(^) demeure nulle, ainsi que toutes ses dérivées, sans être pour cela identiquement nulle, le développement de F(a?o-T- A) donnera précisément lieu à la série convergente qui a pour Um'ile f{a-o-\- à) et non F(^oH- A)-
L'exactitude de la série de Tavlor ne peut être établie quen prouvant que le reste qu'il faut ajouter à la somme d'un nombre quelconque de termes de la série pour obtenir ¥{jc — h) tend vers zéro autant qu'on veut, quand le nombre des termes considérés augmente indéfiniment.
Formule de Maclaurin.
68i. On peut, dans la formule (A) [675], permuter x et //. On a alors, puisque le premier membre ne change pas,
1 .2.3. . .n{p -i-i) Si l'on suppose maintenant h^^o, il vient
(C) ' -h -^ F'" yo)^...+ —^ F'^ (o)
\ ■ 1.2.3. ..«(/> — ij
On donne à ce résultat le nom de formule de Maci alrfn.
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bien qu'elle ne soit, comme on le voit, qu'un cas particulier de la formule de Taylor, et que Maclaurin lui-même, clans son Traité des Fluxions, l'attribue à Taylor.
La série, ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de X, qu'on obtient dans le second membre de la relation (C) quand on fait croître n indéfiniment, a F(^) pour limite, toutes les fois que le terme complémentaire ou le reste de la série a lui-même zéro pour limite.
Ce reste, pour n ^=^p, prend la forme simple
, F«+' {Qx) ;
pour/? = o, il devient
Comme nous l'avons déjà observé pour la série de Taylor (679), tout développement d'une fonction F(ip) en série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de ^ se confond nécessairement avec celui qui est donné par la formule de Maclaurin.
Les remarques des n"» 682 et 683 s'appliquent également à la série de Maclaurin.
685. Si l'on avait trouvé d'abord la formule de Maclaurin, on en aurait déduit imméaialement celle de Taylor, en considérant F(^-t- h) comme une fonction de h et en la développant suivant la formule de Maclaurin. On obtient ainsi, en effet, puisque, lorsque l'on suppose /i=o dans Y{x + h), il reste F(^),
F(.^ + h) = F(^) + -^ F{x) + -^^ F"(^) +. . .; ce qui est la formule de Taylor.
Extension des formules de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables.
686. Nous considérerons une fonction de deux variables. Le raisonnement que nous allons présenter s'étend sans difficulté au cas otj la fonction proposée contient trois ou un plus grand nombre de variables.
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Nous pourrions suivre la marche indiquée pour le développement des fonctions entières, dans le cas de deux variables (329).
Ainsi, prenant la fonction quelconque F {a:, y), nous commencerions par développer F(j" -h A, j), suivantles puissances de h et d'après la formule de Taylor (675), en regardant ^ comme seule variable. Dans le résultat obtenu, nous changerions j en y + k, et nous développerions chacun de ses coefficients d'après la même formule et suivant les puissances de k. Nous parviendrions de cette manière au développement de ¥{x -\-h, y -Y- k). Mais il est préférable de suivre une autre marche due à Caucbv, et qui conduit à une expression plus simple du reste.
Remplaçons F (.r -r /?,>• 4- /.) par
F{x^lU,y^kt)=J\l),
et développons cette dernière fonction suivantles puissances de t, en appliquant la formule de Maclaurix (68i). En faisant ensuite t = i dans le résultat trouvé, nous obtiendrons évidemment le développement cherché.
11 viendra, en adoptant la forme la plus simple du reste,
1F(j7 + ht, y -+- kt) ^_^ =/(o-/(o) + ^/(o)+ ^j-(o) + JL^no) +...
Pour calculer les termes de ce développement, nous allons chercher l'expression générale (\ef'"{t), et nous y ferons ensuite t^o.
Nous avons trouvé précédemment (658), pour représenter la différentielle du w'^""* ordre d'une fonction de deux variables, «=(j>(a:, /), l'expression symbolique
du , du , \"' -y- dx + -j- dv ] > /.v dy ^ J
où il suffit de remplacer les exposants des puissances de du oar les mêmes indices de difTérenliation.
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Or nous pouvons poser ici
X -^ ht^^ u, j -H ht T=L V
et regarder u et v comme deux variables distinctes pour lesquelles on aura
du = h dt, dv = /cdt,
en supposant dt constant et en remarquant que les valeurs de .r et de r sont indépendantes de t. Il en résulte
/(O = F(^ + ht, y -^ /:t) = F(«, i'),
c'est-à-dire, symboliquement,
/f/F dF \'"
d"'fi,t)z=d"'V(u, i')— i ~-d(( -h ^-dv] . ^ \du dv I
Si l'on divise par dt*"^ les deux membres de la relation précédente, on a évidemment, en tenant compte des valeurs de du et de f/c,
dt'"- ' ^ ' \du dv
car, en divisant chaque terme de la parenthèse du second membre par dt, on le divise lui-même par dt"\
Faisons maintenant f ^=o, ou u ^=i x ç:\. v -=. y , dans les dérivées de F(//, r) par rapport aux variables u et c. Ces dérivées deviendront les dérivées correspondantes deF(x, y) par rapport à a? et à /. On peut donc écrire
en enten .ant toujours l'expression au sens symbolique.
La valc n* de/"-^*(9^), qui entre dans le terme complémentaire de l'égalité (i), s'obtiendra aussi à l'aide de la relation que nous venons d'employer. On formera l'expression
f dV dF \"+'
On remp acera ensuite les exposants de dF par les indices correspondants; et l'on substituera enfin à m et à pies valeurs x-\- hOt ei y+ kdt, qui deviendront ^ + 9A et j 4- 0/»: pour t = i.
Ce qui précède permet d'écrire symboliquement, comme il
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suit, l'égalité (i), en y faisant d'ailleurs i z= i ,
^ /dF , dF ,\ I fdF , dF ,^
= ^^^'y^^[d£^''^drv')-^-Acû'-^dy\
(D) / _}_(^h+ — k)\ I f'dF^^ ^A-V
1 I o !-5 \ d/r d.v I \ .O. .?> // \ d.r: Hv I
I) Vrt'j? dy /,x=,r+fjA, .r=y
Les indices inférieurs signifient que, après avoir régulièrement formé le dernier développement, on devra y remplacer X eiy par x -+- dh et j -h 6k, 9 étant une fraction positive proprement dite
Lorsque le dernier terme du second membre a pour limite zéro, quand n croît indéfiniment, F{x -h h,y -h k) se trouve développée suivant une série convergente indéfinie.
C'est ce qui a lieu nécessairement, lorsque aucune des dérivées qui entrent dans le terme complémenl;iire ne peut devenir infinie par la substitution de ^ -h 9h et de y -\~ 9k îx la place de x et de y. Admettons, en effet, que P soit un nombre supérieur en valeur absolue à chacune de ces dérivées. Le terme complémentaire sera alors évidemment inférieur à
pn-hl I . 2 . 3 . . . ( /i -4- I ) ^ '
et cette expression a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment (678).
688. Si l'on suppose que h et k devieinient les infiniment petits dx et dy, on a
, fdF , dF , \'" , ^,
La formule (D) [687] prend alors la forme F(^ -+- dx,y + dy)
d"F{x,y) _^ [r^+tF(j-,r)],^^6,/.^.y^6rf.ri^ I . 2 . 3 . . . /l I . 2 . 3 . . . ( /l H- I )
la valeur de la différenlielle du (/i + i)'^"' ordre répondant, non plus à ^ et à r, mais à une valeur de a: comprise entre a: et 07 H- dx et à une valeur de / comprise entre y et y -+- dy.
La formule (D') montre que l'expression de l'accroissement infiniment petit d'une fonction de deux variables est identique à celle de l'accroissement infiniment petit d'une fonction d'une seule variable (681).
Si dx et dy sont infiniment petits principaux ou du premier ordre, chaque terme du développement obtenu est infiniment petit par rapport à celui qui le précède, et l'erreur commise en s'arrètant au terme d'ordre n est un infiniment petit d'ordre « + i.
089. Pour étendre maintenant la formule de Maclaurin (684-) aux fonctions de deux variables, il suffit de faire à la fois^^o et / = o dans la formule (D) [087]. En désignant
. (^H\ i'îl\ (tl^ XdxJ^' \dyJo' \dx-
différentes dérivées, on a ainsi, en elïecluant,
•> ce que deviennent alors les
dxjo
MS
\dxdyjf,
Comme h et k sont complètement arbitraires, on peut les remplacer par x et par v, et il vient
( ^'^ \ \dxdyjn
€'est la formule de Maclaurin étendue au cas de deux variables.
Le terme complémentaire devient
dF cŒ
dx dy
c'est-à-dire que, dans les différentes dérivées qui y entrent,
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on doil remplacer x par 5j? et y par 9y, 9 étant toujours un nombre indéterminé, positif et moindre que i.
690. Il ne faut pas perdre de vue que les formules de Tavlor et de Maclaurin ne peuvent être étendues ainsi aux fonctions de deux ou de plusieurs variables, qu'autant que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles restent continues et finies jusqu'à l'ordre n + i inclusivement, pour toutes les valeurs de x et de j comprises dans l'intervalle considéré (675).
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CHAPITRE XIII
APPLICATION DE LA FORMULE DE MAflLAURIN A QUELQUES DÉVELOPPEMENTS IMPORT-\NTS.
Développement de la formule du binôme pour un exposant quelconque.
691. Proposons -nous de trouver le développement do (a H- b)"\ dans le cas où 1 exposant m est quelconque.
L'expression (a-j-ô)'" est alors susceptible de plusieurs
valeurs, dès que m n'est pas un nombre entier, positif ou
négatif (128, 129, liO, 145). Mais, si a + 6 est une quantité
l)ositive, l'une de ces valeurs est réelle et positive, et c'est la
seule que nous considérerons ici.
b En posant - = .r, nous écrirons a
(a+ b)"'=a'" ( H- -y"= a^{i 4-^)'", et la question est ramenée à développer
Or nous avons trouvé précédemment, d'une manière générale, pour la dérivée du «'■'•"^ ordre de x"' (6il, i"),
m {m — i) (/« — i){ni — 3). . . (m — « + i)x'"~'^.
Nous n'avons évidemment qu'à remplacer, dans ce résultat, X par I + X (oCi), pour avoir
et
F"(o) = /w(m — J)("^ — i){ni — 3)... (m — n-\-\).
Il en résulte immédiatement, d'après la formule de Mac-
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lauriii (68i), et en écrivant le résultat de manière à lui donner l'aspect du développement habituel (255),
jn m{m — i)m{m — \)( m
m {m — 0 ( ''^ — 2) . . .(fn — « -f- i )
771 {m i) {ni 2) ...{771 71 )
Qua7id X est plus grand que i e7i valeur absolue, la série obte/iue, abstraction faite du terme complémeninire, est divergente.
En ctTet, le rapport de deux termes consécutifs, tels que
771 {/n — \) (ni — 2) . . .{ni
m {m — \{i ni — 2 )...(//? -
est représenté par
Ce rapport a donc pour limite — x quand n croît indéfiniment; et, par suite, quand la valeur absolue de x est plus grande que i, la série est diverge'nte (:5G2).
On voit qu'iV ne peut y a\'oir co7iverge/ice que si x est. 77ioi7idre que i en valeur absolue; et ce n'est que dans ce cas qu'il est nécessaire de s'assurer que le reste de la série a pour limite zéro.
Supposons d'abord X compris entre o et i, c'est-à-dire positif.
On peut mettre le reste sous la forme (li5)
m {m — i) {ni — 2). . .{m — n) 1 . 2 . 3 . . . ( rt -t- 1 )
I -1- Bx
La première parenthèse tend vers zéro, quand 71 croît indéfiniment; car, lorsque n croît d'une unité, elle se trouve multipliée par le facteur
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quanlilé qui, pour n assez grand, se rapproche autant qu'on veut de — .x (ce qu'on voit en divisant les deux termes de la fraction par n), c'est-à-dire devient moindre que i en valeur absolue. On a donc à considérer dans cette parenthèse, et à partir d'un certain point, une suite de facteurs dont le nombre augmente indéfiniment, qui sont plus petits que i et décroissants, et dont, par conséquent, le produit a pour limite zéro, de sorte que cette limite est aussi celle de la parenthèse (478, 340).
La seconde parenthèse est évidemment moindre que i et sa limite est zéro pour n assez grand, à moins que 9 ne tende vers zéro en môme temps que n tend vers l'infini; dans cette hypothèse, elle tend vers la limite i en restant moindre que I.
Le reste de la série a, par conséquent, zéro pour limite dans tous les cas, et cette série est convergente lorsque a:, positif, est compris entre o et i .
Supposons maintenant x compris entre o et — i, c'està-dire négatif.
Le raisonnement précédent n'est plus applicable, parce que la seconde parenthèse indiquée dans l'expression du reste devient plus grande que i pour n assez grand et croît indéfiniment en même temps que n, à moins que 9 ne tende simultanément vers zéro; et, alors, elle tend vers la limite i, en restant supérieure à i.
Il faut donc avoir recours à la seconde forme du reste, qui est ici (684)
nxiîn — I ) ( m — 2 ) . . . ( ni — n )
On voit, comme ci-dessus, que la première parenthèse a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment. Quant à la seconde parenthèse, on peut l'écrire, en remplaçant x par — r-, puisque x est négatif,
/ I _ fl \« (i-0^)'«
\ — Bz)
La fraction j~ est une fraction proprement dite, et sa
puissance /i'^'"" tend vers zéro ou vers l'unité à mesure que n
000 ALGEBRE SUl'ERlEURE.
augmente, tandis que la puissance {m — i)ipme ^^ \^ fraction
1 — ^z demeure toujours une quantité finie.
Le reste de la série a donc encoie zéro pour limite, et cette série est aussi convergente lorsque a-, négatif, est compris entre cet — i .
En résumé, pour toutes les valeurs de x comprises entre — I et 4- I, on a
jn m (m — i ) „
ni{ m — \') { m — 9.^ . . .{ m — « -l- i ) H ^ a:" +
Le développement de {a -\- b)'" suivant la formule habituelle (253), lorsque l'e.vposant m n'est plus entier mais quelconque, n'est donc permis que dans l'hypothèse oii a est plus grand que b en valeur absolue.
692. Il nous reste à examiner les cas particuliers où l'on a x^±i, pour lesquels les raisonnements précédents ne sont plus admissibles.
La formule qu'on vient de démontrer ayant lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre -f- i et — i et, par conséquent, pour des valeurs de x aussi proches qu'on voudra de 4-1 ou de — i, sera encore vraie pour .2; = h-i ou pour ^= — I, à la condition que les séries correspondantes du second membre demeurent convergentes ; car les deux membres de la formule étant toujours égaux dans l'intervalle indiqué, si chacun d'eux tend vers une limite déterminée pour x=z-^\ ou pour^ = — I, ces deux limites seront nécessairement égales entre elles (33i).
Or, pour ^=:±i, on obtient les deux développements suivants :
m m (m — i ) m{ m — i) {ni — 2 )
ni {m — i) (ffi — 2). . .{m — n -h i)
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Le rapport d'un terme on précédent est (691)
Si m-\-i est un nombre négatif, c'est-à-dire si m est compris entre — i et — co, ce rapport est plus grand que i en valeur absolue, et la convergence est impossible pour les deux développements à la fois, puisque leurs termes ne tendent pas vers zéro (302).
A la limite, pour m= — i, le rapport — — est égal
à ^11, de sorte que les termes des deux séries considérées ont tous la même valeur absolue et que la convergence est encore impossible. La première devient la série indéterminée I — I + I — I + . . . , et la secoiide, la série divergente
Il faut donc supposer m -+- 1 positif, c'est-à-dire ni compris entre — i et + oo.
Considérons d'abord le premier développement. Le rapport d'un terme au précédent est ici
de sorte que, pour m -+- 1 positil et pour n assez grand, ce rapport finit toujours par être moindre (jue i en valeur absolue;. Les termes de la première série finissent donc par diminuer de l'un à l'autre, en étant alternativement positifs et négatifs, ce qui entraîne la convergence de la série (SOI ). Finalement, on a
tant que m H- i est positif.
Considérons le second développement. On a alors
Un /m + 1 \ _ m -\-i
Ce rapport, pour n assez grand, finit toujours par rester inférieur à i; mais sa limite, pour n = oc, est égale à l'unité : on est donc dans le doute (375).
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Pour décider, désignons par (U ) le développement
et coin parons -le à la série (V)
On a, en même temps, pour le rapport d'un terme au précédent dans les deux séries,
Un-\ " ri
et
X ou - étant ici moindre que i, on peut appliquer à cette der-
DÎère expression la formule du binôme (G91 ) et écrire, en se bornant à trois termes,
On a donc, puisque /n -h i est positif,
-^>^^ ou ^<'i^.
Il en résulte (383, 367, VI) que la convergence de la série (V) doit entraîner celle de la série (U). Or la série (V) est convergente, lorsque m est positif (377, 3°); il en est donc de même de la série (U).
Ainsi, /' on a
m m (771 — i) 771 (ni — i) (ni — 2 )
tant que ni est positif .
U est clair, d'ailleurs, que le premier membre de la formule devient infini, lo7sque m est négatif, et que, par suite, la série du second membre est alors divergente.
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Développement des fonctions exponentielles. 693. 1° Soit d'abord
Toutes les dérivées de la fonction e^ sont égales à celte fonction. Elles restent donc finies pour toute valeur finie de A-, el elles se réduisent à l'unité pour j7 = o, comme la fonction elle-même. Quant à la (n + i)'^'"" dérivée F"+'(9^), elle devient e^^, et l'on a, en prenant la forme la plus simple du reste (684),
Le facteur
peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsqu'on fait croître n indéfiniment, comme on l'a déjà démontré (678). D'ailleurs, e^-^ est une quantité finie. Le terme complémentaire du second membre ou le reste de la série a donc zéro pour limite. Par suite, cette série est convergente, et l'on peut écrire
résultat déjà obtenu par une autre voie (418).
i 1 . 2.3. . . (rt + i
Le reste tend évidemment vers zéro à mesure que n augmente (678), et la série est convergente. On a donc, pour toute valeur finie de x,
X la x-l-a x^ l^ a. x" l'^ a
69o. En faisant dans l'égalité précédente a z=-. e , d'où /a=/e=i, on retonil)e sur le développemenl de e-"^ (693).
On peut, réciproquement, déduire le développement de a-^ de celui de e-^.
En ciret, de a = e'"- ( V91 ), on lire
* D'après cela, dans le développement de e-^, changeons x en X la, ce qui est permis puisque x est quelconque. Le facteur e^^ du terme complémentaire deviendra e^-^'^ , c'està-dire
et l'on retrouvera exactement le développement du a» 69';^.
Développement de 1{ï-^x).
Soit
Nous ne prenons pas directement la fonction Ix, parce que nous voulons appliquer la formule de Maclaurin et que, pour x^^o, la fonction Ix et toutes ses dérivées seraient infinies (i96, 586).
D'après le résultat obtenu d'une manière générale (6il, 3°), on peut évidemment écrire, pour le cas considéré de Y{x) z=z l{i-^ x) et en se reportant au théorème des fonctions de fonctions (56V ),
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On trouvera donc directement la première dérivée de la fonction
et l'on aura ensuite, en faisant successivement n z= 2,3, ... u, dans la formule ci-dessus
F«(^) = (— i)"-' 1.2.3... (rt — i)(i-i- ^)-'' = rp 1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) ( I -I- ^ ) - " ,
(i -h ejc)"-
j.rt+1
Il viendra donc, en faisant .r =: o dans la fonction et dans ses dérivées successives, sauf la dernière, et en se rappelant (496) que /.i = o,
~^ n «4-1(1-1- ^jx)"-"^^
Nous avons déjà étudié cette série (397, -i"), abstraction faite du terme complépientaire, et nous avons reconnu qu'elle était divergente lorsque x était supérieur à i en valeur absolue ou égal à — i, et qu'elle était convergente lorsque x était inférieur à i en valeur absolue ou égal à -h i.
Nous allons vérifier de nouveau cette convergence, en considérant le terme complémentaire qu'on peut écrire
Si J7 a une valeur positive moindre que i ou égale à i,
— '—jr- est une fraction proprement dite dont la puissance
(/i 4- i)ièiue peyt, devenir moindre que toute quantité donnée Le reste de la série a donc alors zéro pour limite, et la série est convergente.
De C. — Coursi. III. 38
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Si ce Si une valeur négative comprise enlre o et — i, posons a:^^z. Le terme complémentaire deviendra, en laissant son signe de côté (3i0),
Sous cette forme, on ne peut pas affirmer que le reste de
la série tende vers zéro, parce qu'on ne sait pas si — ^^^ est
une fraction proprement dite. Pour lever la difficulté, nous aurons recours à la forme plus générale du reste (68i)
On trouve alors, pour le terme complémentaire qui répond à la fonction /(i + o?), en remplaçant toujours^ par — ^sans tenir compte du signe du résultat,
■ (i — 5)"i.2.3...«(i— Qz)-"--^
ou
( - _ Sz)^ ^^ _ ^ _^„^j = i^^_^_j YIT^-
z — Bz Comme r est moindre que i, 7— est une fraction pro-
prement dite inférieure à i, et sa puissance n'''""' a zéro pour
limite quand n croît indéfiniment; — ^^^ est d'ailleurs une
quantité finie inférieure à — ^ — Le terme complémentaire ^ I — z
de la série a donc zéro pour limite, et la série est encore
convergente.
En résumé, pour toutes les valeurs de œ comprises entre
— I et + I, et aussi pour a; = i, on a
Pour ^ =^ — I, le premier et le second membre de celte égalité deviennent tous deux, égaux à — oc; car le premier membre se réduit à /.o^ — oc (496), et la série du second
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membre se confond avec la série harmonique (363) changée de signe.
Le développement que nous venons d'établir va nous conduire aux formules relatives au calcul des logarithmes.
Calcul des logarithmes népériens.
G97. La série
\ / , \ «-*^ "-A iX. «X-
i) l{i~ha;)= \- ~ y--+-...
étant convergente (690) pour loules les valeurs de x comprises entre — x exclusivement et -t-i inclusivement, on peut
d'abord y changer œ en ^, en désignant par N et par ^< N
deux nombres positifs quelconques. 11 vient ainsi
Ny N
de sorte que l'on peut écrire
(,) /(NH-.) = ^N+ = --fi^^-^4,+....
On peut aussi changer a- en — .r dans l'égalité (i), à ta concUtioii que x demeure Lonjours compris entre o et i . On obtient alors la nouvelle égalité
En retranchant l'égalité (3) de l'égalité (i), on a
Comme -— — estplus grand que i, on peut poser, en désignant par :; et par N deux nombres positifs quelconques,
N " N d'oi^i il résulte
dqB algèbre supérieuke.
Le premier memljre de la relation (4) devenant
on peut écrire, en remplaçant x par sa valeur dans le second membre,
On voit que les formules (2) et (5) permettent de calculer le logarithme népérien du nombre N 4- s lorsque l'on connaît celui du nombre N.
En faisant, en particulier, 2=1 dans ces deux formules, on a
i 3(2N-M)^ ' 5(2N-hi
698. Les séries (2) et (5) sont très convergentes, dès que N est un peu considérable relativement à z.
Proposons-nous, par exemple, d'évaluer le degré d'approximation que l'on obtient en s'arrètant dans la série (5) à un certain terme.
Négligeons, dans la parenthèse du second membre, tous les termes qui suivent le terme de rang/? -hx ou le terme
(2yj-hi)(2N-h^)-'P^' L'erreur commise sera égale à
elle sera donc moindre que 2z''p^^ r z"*' , ^* _^ "1
ou, la parenthèse formant une progression indéfiniment dé-
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croissante dont la raison est , — rr^^^— — r» moindre que (A/i élérn., 342)
En désignant par E l'erreur commise et en simplifiani, on aura donc, d'une manière générale,
Si l'on ne conserve que le premier terme de la parenthèse du second membre de l'égalité (5) [697], il faut faire dans ce qui précède /?=: G et l'on a, à la fois
et
6N(N + .^)(2N-i-:;) ou, a fortiori, en négligeant z au dénominateur,
VN
699. C'est en réalité au moyen de la série (7) [697] que l'on calcule les logarithmes népériens. Eu faisant d'abord dans cette série N =: i , on a, puisque /. i = o,
On commence par réduire en décimales les fractions -^
-^j ô"7' ■ ■ ■' c'^ divisant par 9 les résultats successivement obtenus à partir du premier; puis, on divise respectivement les quotients correspondants par la suite des nombres impairs
En prenant les dix premiers termes du second membre, on obtient, avec dix décimales exactes,
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En supposant N =: 2, clans la même série (7), on a
On réduit d'abord en décimales les fractions ^^ — , > — >
^j •••» en divisant par 25 les résultats successivement obtenus 5'
à partir du premier; puis, on divise respectivement les quotients correspondants par la suite naturelle des nombres impairs. On abrège le calcul en remarquant que, au lieu de diviser par 25, on peut diviser par 100 et multiplier par 4-
On a ainsi, avec la même approximation et en conservant huit termes dans le second membre,
On obtient /.4, en doublant L2, et l'on trouve
En faisant N = 4 dans la série (7), il vient
On obtient les fractions -, -,> -^j — .» ■■ ■■> en divisant par 3 9 9 9 9'
les fractions déjà calculées 0' 0^' 3^' ôtï' • • •' et I on n a plus
qu'à diviser les quotients correspondants par la suite des nombres impairs. En conservant les six premiers termes du second membre, on a, avec dix décimales exactes,
On a ensuite
En faisant N = 6 dans la série (7), on trouve l.-:, etc.
Calcul des logarithmes vulgaires.
700. Pour passer des logarithmes népériens aux logarithmes vulgaires dont la base est 10, il suffit de multiplier les pre-
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miers par le module relatif (oOG)
•>yy
t. lu
On a d'ailleurs
/.IOi=/(2.0)=r/.2-h/.ij,
c'est-à-dire, d'après ce riui précède (6*J9),
/. lo = 2,3o25S5o93o
II vient donc
M = y-^ = o,434294'iSr9.
Nous avons déjà donné (506) les valeurs de /. lo et -, avec
quinze décimales exactes.
Si l'on multiplie maintenant par M les deux membres de l'égalité (7) [697], on a évidemment
8) log(N-+-i) = logN + 2M
3(2x\ + Ij-' 5(2
■nVt? -^-l
et c'est à l'aide de cette dernière série qu'on a établi les Tables usuelles.
Les premiers calculs seuls sont pénibles.
En etfet, lorsqu'on ne conserve que le premier terme de la parenthèse du second membre, il suffit évidemment, pour avoir une limite supérieure de l'erreur commise Ei, de faire z =. I dans la limite indiquée pour E au n" 698 et de la multiplier par M. On a ainsi
VN
Lorsqu'on ne conserve, dans la parenihèse du second membre de l'égalité (8), que les deux premiers termes, Ferrcur commise E2 est moindre que
ou que
(2N-j-i)^ (aN-hij*
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On a donc, en simplifiant, E,<
et, a fortiori,
M étant moindre que -■> il résulte de la valeur de E, nue,
dès qu'on est parvenu au nomI)re loi, il suffit de conserver les trois premiers termes du second membre de l'égalité (8), pour obtenir log(N + i) avec dix décimales exactes; car on a
alors, en remplaçant M par ->
ibo 10"* 10'-
II résulte de même de la valeur de Ej que, dès qu'on est parvenu à looi, il suffît de conserver les deux premiers termes du second membre de l'égalité (8), pour obtenir log(N +1) avec huit décimales exactes; car on a alors, en
remplaçant M par ->
Ei<— -^ ou E,<— ^• 24 10^ 10'"
Justification directe de l'emploi de la règle des parties proportionnelles dans les calculs par logarithmes.
701. Nous avons admis, en traitant des logarithmes ariihmétiques {Alg. élém., 364 et suiv.), qu'il y avait proportionnalité entre les petits accroissements donnés aux nombres et les accroissements correspondants de leurs logarithmes; et nous avons montré que, lorsqu'on opérait à l'aide de la partie la plus élevée des Tables, on arrivait ainsi à un résultat exact, à la condition de ne pas conserver plus de sept décimales dans l'expression des logarithmes et plus de sept chiffres significatifs dans celle des nombres.
C'est sur ce point que nous voulons revenir ici.
Nous avons trouvé (69G), pour l'expression du reste de la
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série (i) [697], dans le cas de x positif,
Tl-\-\ (l+ 6'J?)" + 1
Ce reste a donc le signe de (— i)'', et sa valeur absolue est moindre que : en désignant par 0, une quantité com-
prise entre o et i, on peut, par conséquent, le représenter encore par la formule
Si l'on se borne aux deux premiers termes de la série, en supposant x compris entre o et i, on a donc, en faisant
En remplaçant x par ^ [équation (2), 697], il vient
ou, en multipliant les deux membres par le module relatif M pour passer aux logarithmes vulgaires (700),
(11) iog(N + ^)-logN = M(^-^')-
Si l'on fait z =: i dans cette relation, il faut substituer à ôi une nouvelle valeur 6^ aussi comprise entre o et i, et l'on a
(12) iog(N4-i)-logN = M(^--|-,).
Cela posé, représentons par ô l'accroissement du logarithme du nombre N, quand ce nombre prend l'accroissement z, et par A la différence tabulaire correspondante. Nous aurons
log(N+^)— logN=:ô et log(N4-i) — logN:=A.
La proportionnalité admise {Alg. élém., 367) conduit à
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c'est-à-dire à
§ = zl et -=T-
Si l'on désigne par s l'erreur commise dans le calcul de Iog(N+5) à l'aide des Tables et par C l'erreur commise, réciprof]uement, dans le calcul du nombre N -f- i; si son logarithme est donné, on devra avoir en réalité
Remplaçons dans ces égalités ô et A par leurs valeurs déduites des équations (i i) et (12), et il viendra
£ := ô — zl
-zSl
et, en simplifiant immédiatement la fraction ^5
Puisque M est moindre que - et que les quantités z, 6»,, 6\
sont comprises entre o et i, on a nécessairement, en représentanl par ± e et =iz ? les valeurs absolues de £ et de Ç,
On voit donc que, si N est égal ou supérieur à 1000, comme dans le cas où l'on se sert des Tables de Houel à cinq décimales {Trigon., 122), l'erreur ± £ est moindre que le quart d'une unité du sixième ordre décimal, tandis que l'erreur
relalivc ± ;^ {Alg. élém., 370) est inférieure à une demiunité du même ordre, de sorte que l'emploi de la proportion
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est légitime lorsqu'on se borne à cinq figures, soit qu'il s'agisse du calcul du logarithme d'un nombre donné ou de celui du nombre qui répond à un logarithme donné.
Si N est égal ou supérieur à loooo, comme dans le cas où l'on sert des Tables de Callet ou des Tables de Schrôn, édition française {Àlg. élém., 362), les erreurs dont il s'agit deviennent respectivement moindres que le quart et la moitié d'une unité du huitième ordre décimal; et l'on peut compter sur sept figures exactes dans les deux calculs qu'on a à effectuer.
Développement des fonctions sin.r et cosx.
702. Nous avons démontré précédemment (6il, 5°) que la dérivée d'ordre n de ?>\nx était égale à
sin [ X -^ n-
et que la dérivée d'ordre n de coix avait pour valeur
cos \ X -^ n-
II en résulte que les dérivées de sino: et de cos^ restent finies, quel que soit x.
D'ailleurs, on a vu (6il, 4°) que les dérivées de sinx reprennent périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
cosx, — siuj", — coix, sinx,
tandis que celles de cosx reprennent périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
— sinx, — cos.r, sin.^, cosx.
Les dérivées il'ordre impair sont, dans le premier cas, ±cos.27; les dérivées d'ordre pair sont, dans le second cas, q= cosj".
Pour x^o, les valeurs de la fonction sinj" et de ses dérivées ïovmenl donc une suite périodique ayant pour période
tandis que les valeurs de la fonction cosj? et de ses dérivées
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forment une suite périodique ayant pour période
En appliquant la formule de Hîaclaurin (68i), on aura donc
sin^
Comme on l'a déjà vu (678), le facteur
tend vers zéro autant qu'on veut pour n assez grand. Daulre part, dans le développement de sin^, toutes les dérivées d'ordre pair disparaissent, /i H- i est donc alors un nombre inipair et l'on a, d'après la remarque faite plus haut,
F"+'(9oC) =± cos{)cr,
quantité finie, quel que soit x.
Dans le développement de zq's,x, toutes les dérivées d'ordre impair disparaissent. « + i est donc alors un nombre pair, et l'on a
F"+*(9.r)=qicos9x.
Le reste a, par conséquent, zéro pour limite dans les deux séries, et l'on peut écrire, quel que soit x, les deux séries convergentes (397, 3'')
sin.r
cos^
Si l'arc x est compris sur la circonférence de rayon i
entre g et -? les termes des deux séries vont constamment en
diminuant, à partir du premier ])our le sinus, à partir du se-
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cond pour le cosinus, et l'on peut écrire les inégalités sinj:<J7, sinj:^x — V' sin.r-<.3? tt -\ ? •••»
cos.r <; I, cosr > I , COS.Z" < i 1 — 7 j • • ••
On obtient ainsi, pour le sinus et le cosinus d'un arc compris entre o et -5 dos limites plus resserrées que celles indiquées en Trigonométrie {Trigon., 105, 106). En particulier, la différence entre l'arc et le sinus est moindre que le sixième du cube de l'arc, et la différence entre le cosinus et l'excès de l'unité sur la moitié du carré de l'arc est moindre que le vingt-quatrième de la quatrième puissance de l'arc.
Développement de la fonction arc tangue.
70i. Considérons encore la fonction
yz=i ¥{x) =. arc tang^,
et cherchons d'abord l'expression générale de la /i'^™" dérivée.
En prenant les dérivées successives, on a immédiatement (613)
puis, de proche en proche (574),
Il est facile de continuer; mais la loi générale n'apparaît pas d'elle-même, et il faut suivre une autre marche pour la découvrir.
Partons de
dx i-h X-
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el posons
X = COtQ.
Nous aurons, en même temps,
9=:arccol^', (1 ou ~= =i — sin'o
et
-f- = 7- = sm^o.
ax 1 4- col- 9 ^
Nous trouverons donc successivement -T^ = 2 sino coscp-y— = — sin-o sin2C3,
d^ V . do . do . ^
-r^_ =: — 2smc5 cos'j-r- sm2o — cos 2 cî . 2 -7^ sm- a dx"^ ' ' dx ' ' dx '
= 2 sin-o[2 sin-o cos-o + (cos-o — sin-o) sin-o]
= 2 sin^o[3 sino cos^o — sin''o],
c'est-à-dire {Trigon., 61)
-yH =:: 1 .2 sin^o sinSo,
dx-^ ' '
d'Y o • 2 do „ do . _
-7— r =: 1 .2.0 sm-'o coso ~ smoo + 1,2 cosoo.o -r- sin^o,
dx* ' ' dx ' ' dx '
= — 1.2.3 sin*o[coso sinSo -f- sino cos3o],
c'est-à-dire {Trigon., 53)
-~, = — 1 .2.3 sin^o sin4o.
dx*
En poursuivant, on arrive évidemment à la formule générale
—^ :=F"(:r) = (— i)"-* 1 .2.3. . .(« — i) sin"osin«o.
dx'^ \ / . .
D'ailleurs, de
->- = -o = sin-o,
dx 1 -H a-
on déduit
sin" 9 — ,
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et l'on peut écrire finalement
t"-{a;)^ sin(/i arc cota:),
relation dans laquelle on fera « = 2, 3, 4» •••,«• On a directement F(o) = 0 et F'(o) = I.
Cela posé, comme arc coto= - et que sin«- est ée:al à o
o« à zfc I suivant que n est pair ou impair {Trigon., 29, 11, 12), la formule de Maclaurin conduit ici au développement
w j .r-"+i sin [(2« H- i) arc cot9^]
/ "*" in + 1 îE±}
Il nous reste à chercher les conditions de convergence de la série.
On a, pour la valeur absolue du rapport d'un terme au précédent.
A mesure que n augmente, ce rapport, toujours moindre que x"', tend donc vers x- autant qu'on veut et est égal à x^ DOUf n infini.
Par suite, la série est convergente (389) lorsqu'on a ^'<i, c'est-à-"'ire pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et-Ki, et ccmme, dans cette hypothèse, le terme complémentaire de la série a zéro pour limite, lorsque n croît indéfiniment, le développement (i) représente bien arctang^r.
La série est encore évidemment convergente pour les deux valeurs limites OT = — i etx:=-M (394).
Lorsque l'on a, au contraire, x- > i, c'est-à-dire lorsque x est plus grand que t en valeur absolue, les termes de la série ne diminuent pas en ayant zéro pour limite (397, 2") : le terme complémentaire n'a donc pas lui-même zéro pour limite, et la série ne peut pas être convergente (362).
11 faut remarquer que, à une valeur donnée de x, répon-
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dent une infinité de valeurs de la fonction considérée, arctang^ {Trigon., 43); mais, parmi ces valeurs et dans l'intervalle où la convergence existe, une seule se réduit h zéro quand ^ approche de o d'une manière continue : c'est
la valeur de arctangj; comprise entre et h — , et c est
celle-là que nous devrons choisir.
La série (i) a été donnée par Leibnitz, et elle porte souvent son nom.
Nous allons nous en servir pour calculer le rapport de la circonférence ait diamètre {Géom., 227, 233 et suiv.)
Calcul de tz.
_ II I
Mais cette série converge trop lentement pour qu'on puisse l'employer au calcul de tu. Nous allons donc déterminer d'autres expressions qui, par leur combinaison, nous peimetlront d'opérer beaucoup plus rapidement.
Posons, d'une manière générale,
arctangyt=«, arctang5:=6
ou
tanga^j-, tang6 = ::.
Il en résulte
taniTrt -f- tang6 r 4- -
tang(a + b)
I — langatangè i — yz c'est-à-dire
(2) arc (a -h 6) =z arc tangj -f- arc tang^ = arc lang —
Nous voulons avoir, par hypothèse.
arc tangj -+- arc tang^ — 7 — ^^^ ^^"o ^ î
ce qui, d'après la relation (2), entraîne la condition
(3) =1 ou y -hz = i — yz.
^ ' 1 — yz "^ "^
Par exemple, si l'on fait r= -? on trouve zz= -, et l'on a
TT J I
- r= arc tans — 1- arctang--
On obtiendra, comme il suit, la combinaison la plus avantageuse.
Désignons par Y l'arc dont la tangente est -p- Il viendra
( Jrigon., 63)
2 tangY 5 5
tang2Y:
I — lang-Y I 12
2tang2Y 6 120 i
tang4Y= " , V ~ ^ = — ~^^
I — tang^2Y 20 119 119
Ce résultat prouve que l'arc 4Y doit surpasser l'arc y d'une
1res petite quantité.
1 20 Remplaçons / dans la relation (3) par tang4Y ou par
On trouve alors
et, à cette tangente négative, correspond l'arc — Z. On peut donc écrire
TT II
•T =4Y— Z = 4 ai'c tang -^ — arc tang -^~
De C. — Cours, III. o(j
6lO AIGÈBRE SUPÉRIEURE.
La série (i) donne d'ailleurs
II If
(4) ^Y =: ^diTciang
(5) Z = arclang-3- = — r- ., .. , . - o ,
Les séries (4) el (5), convergentes puisque les quantités -
et -77- sont moindres que i (70i), le sont très rapidement,
surtout la seconde. Pour avoir r. avec quinze décimales exactes, il suffit, en effet, de conserver onze termes dans la première série et d'en prendre trois seulement dans la seconde. On pourrait, dans cette hypothèse, aller jusqu'à la dix-septième décimale; mais, comme il faut multiplier deux fois par le facteur 4, d'abord pour avoir 4 Y, et ensuite pour avoir 7:, on ne comptera que sur les quinze premières décimales, el l'on trouvera comme précédemment {Géom.)
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Soit une fonction de x de la forme
Il peut arriver que les deux termes de cette fraction deviennent ensemble nuls ou infinis, pour une certaine valeur de X égale à x^. La fonction prendra alors la forme iiidétcr-
minée - ou - {Alg. élénx., 116 et suiv.). Nous nous proposons de calculer sa véritable valeur, c'est-à-dire la limite vers laquelle elle converge, lorsque x tend vers la valeur spéciale x^.
La difficulté peut être levée très souvent à l'aide du tbéoréme suivant, auquel on donne habituellement le nom de règle rie l'Hospital. On la trouve dans son Analyse des infiniment petits, publiée en 1696, et elle lui appartient sans aucun doute malgré une réclamation singulièrement tardive de Jean Bernoulli.
Voici l'énoncé de cette règle remarquable :
Si les deux forictions f{x) et Y {x) tendent simultanément vers zéro ou vers l' infini, lorsque x tend vers une valeur spéciale Xq, rt si les dérivées de ces fonctions restent en même temps déterminées, les deux rapports
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tendent vers la même limite lorsque x s' approche indéfini ment de x^.
707. 1° Admettons d' abord qu'on aitfi^x^') = o etY {x^ =j o. Nous avons démontré (636) la relation générale
7(0-0+ A) -/(■ro)_ /^(.To+g/o F(^o+/0-F(^o) F'(^o+6/0'
où B est un nombre compris entre o et i. Elle s'applique précisément dans les conditions supposées, et elle devient, dans l'hypothèse indiquée,
Y{xQ-^h) ¥'{x^-\-Bli)'
Les fonctions /et F étant continues et leurs dérivées déterminées dans l'intervalle {x^, Xo-h h), faisons tendre h vers zéro. Les deux membres de l'égalité précédente resteront constamment égaux et auront, par conséquent (33i), les mêmes limites pour h ^= o. On peut donc écrire
ce qui justifie l'énoncé précédent (706).
708. La démonstration que nous venons de donner exige que Xo soit une quantité finie, l'infini ne pouvant figurer dans les calculs comme une quantité déterminée (338).
11 faut donc examiner à part le cas de Xo^=<x>. Nous changerons alors de variable en posant
et nous aurons
Si X tend vers l'infini, z tendra vers zéro, valeur déterminée. On peut donc écrire, d'après ce qui précède (707), en
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remarquant que /(M elF^M sont des fonctions de fonction de X (5Gi),
im i^—A = Il
lim
lim
=: lim
[pour ^ = g],
c'est-à-dire
lim ;Fr: — ^ = limj;;7f — { [pour^ = oc].
F{x) """F'(.r) La règle reste donc la môme.
709. 2» Admettons, en second lieu, qu'on ait f{xQ) =co et On peut poser
-IimI,
et l'on voit que, pour x = x^, les fonctions ^^r. — - et — - — - de-
viennent nulles toutes les deux. On peut donc encore appliquer la règle précédente (707) et écrire {o6ï)
_Fix) lim ~ — - r= hm —
Si, pour X = Xo,
lim
f{oo)
¥{x) rente de zéro, on a donc (344)
tend vers une limite finie L, diffé-
lim^^::!^
ou
L = lim •;,, ' , [pour ,27 = ^01.
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Le théorème énoncé au n° 706 est, par conséquent, encore vérifié.
7'0. Il est nécessaire de montrer que la même conclusion subsiste, lorsque la limite L est nulle ou infinie.
Supposons-la d'abord nulle. Désignons alors par R une constante quelconque, et considérons la fonction
/(■^)^K on ■/•(■■^) + KF(.r) Ï=r7 — r +1^ OU ■ pr; ;
f(.r) Puisque, par hypothèse, la limite de • est nulle, la li-
mite de la fonction qu'on vient de former doit être égale à K. On peut donc appliquer la règle (T09) et écrire
Il en résulte évidemment
f{x) Si la limite L de ^^ — { est égale à l'infini, la limite du rap h {x)
port inverse est zéro. On a donc, d'après ce qu'on vient de
démontrer,
lim -j' — '- = lim -T7- — - = o,
et l'on en déduit immédiatement
711. La règle de l'Hospital ne fait, en réalité, que reculer la difficulté; car il peut arriver que les dérivées /'{x) et F'(x) soient aussi, ensemble, nulles ou infinies pour x = Xq, comme les fonctions /(j?) et F{.t) elles-mêmes
On doit alors répéter l'application du théorème relativement à la nouvelle fonction
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en la remplaçant par le rapport
et continuer de la même manière si l'indétermination subsiste toujours.
Il faut donc généraliser comme il suit l'énoncé du théorème (706) :
Si les fondions f{œ) et F(^) sont simultanément nulles ou infinies pour x =r x^y et que l'on sait obligé de poursuivre le calcul de leurs dérivées respectives j usqu' à celles de l'ordre n, afin d'en trouver au moins une qui ait une valeur finie différente de zéro pour x = Xq, on a
lim ;;f— ; =limf— ^ [pour a.- = ^0]h (x) b"{x)
Suit l'expression
~m rit*
Ou demande sa véritable valeur pour x = a.
En appliquant la règle précédente, il vient (576)
lim — = (pour X = a),
c'est-à-dire que la valeur chercliée est
ma'"-K
On peut facilement vérifier ce résultat, puisqu'on connaît le quotient de x"^ — (7'" par x — « et qu'on a (14)
j^in Clin
= ^m-i_l_ ax'"-'^^ a-x"^-'^-\-. . .^- a^^-^x -h «'«-'.
Si l'on fait x = n, le polynôme du second membre se réduit bien à ma"'-K
2° Chercher la limite des deux rapports siii.r tan2;jr
pour X = o.
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On a ici (598, 60])
,. sinx ,. cos,r ^
lim — — = lim [pour j- = o] = I,
,. tanç.r ,. i ^
lim — =^^— = lim — -— pour x = o ]= i.
X Ç,<iiy-X
Ce sont les résultats obtenus en Trigonoaiélrie {Trigon., lOi).
3° Soit l'expression
e^ — e-^— IX X — sinj;
On demande sa véritable valeur pour x = o.
Nous serons forcé ici (7H) d'appliquer successivement la règle jusqu'aux troisièmes dérivées. On a, en effet,
,. e^ — e-^ — IX ,. e^-f-e-^ — 2 ^ , o
lim -. = lim [pour j; = ol = - ;
U7 — sm,r 1 — cos^' G
puis,
et enfin
lim = lim — : [ pour ^ = o] = - ;
I — cosj: sin.r "-^ o
lim — : = Imi [pour ^7 = 0]= -
sin.r cosj; i
La vraie valeur cherchée est donc égale à 2. 4° Soit le rapport
ail a est une constante positive et n un entier positif. On demande sa véritable valeur pour x ^ y:.
Il faut appliquer successivement la règle (711) jusqu'aux dérivées d'ordre n.
On a, en effet, en supposant a plus grand que i,
,. «^ .. a^la ^ -, -Ji
lim — = lim [pour j: = ce] = — ;
,. a^la ,. a'^(la)- ^ -, 00
uni — — -: = lim — ^ ■ [pour x = x\= - ;
a^(la)n-i ,. a^(la)'^ ,
lim -7— — = lim '- — — [pour jc = ^o] = 30
La véritable valeur cherchée est donc l'infini.
Sil'on suppose a plus petit que i, cette véritable valeur devient zéro.
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5° Soit la fonction rationnelle (iH)
«.r'«H- hx'n-'i^ -+■ cx"^---^-. . .
A a:" -+- B.r"-i -)- Ca-"-- -h. . . *
On demande sa vérilable valeur pour x = y. {Alg. élc'm., 119).
Il faut encore appliquer la règle (711 ) jusqu'aux dérivées d'ordre convenable, en distinguant trois cas.
1° On a m >> n.
On prendra le rapport des dérivées d'ordre n des deux termes de l'expression. Le dénominateur sera devenu un nombre constant (323), et le numérateur contiendra encore x. La vraie valeur de la fonction, pour X = ra^ sera donc l'infini.
2° On a m < n.
On prcndid le rapport des dérivées d'ordre ni des deux termes de l'expression. Le numérateur sera devenu un nombre constant, et le dénominateur contiendra encore x. La vraie valeur de la fonction, pour j7 = 00, sera donc zéro.
3° On a m=: n.
On prendra le rapport des dérivées d'ordre m = n des deux termes de l'expression. Le numérateur sera devenu i .i.'i. . .ma, et le dénominateur sera devenu i .2.3. . ./«A. La vraie valeur de la fonction, pour
jT = oc, sera donc - • A
En résumé, suivant que le degré' du numérateur de la fonction rationnelle sera supérieur, inférieur ou e'gcd au degré du dénominateur, la vraie valeur de la fonction, pour j; = oc, sera l'infiid, ze'ro ou le rapport des coefficients des premiers termes du numérateur et du dénominateur ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable.
Autres symboles d'indétermination.
713. Les autres symboles d'indétermination {Alg. élém., 118) peuvent, en général, se ramener aux précédents. C'est ce que nous allons montrer.
Cas où la fonction se présente sous la forme o.oo
On a à considérer l'expression
y=f{a:)¥{x), et Ton suppose que, pour jr z=a, on a/(a) = o et F(a) =: ce.
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La fonction y prenl alors la forme indéterminée
y ^ o.oo.
Or, on peut écrire
ou y
et l'on a, sous cette nouvelle forme et pour x=^a,
o ce
y =: - ou y =: — .
•^ O "^ co
Il suffit donc d'appliquer la règle de l'Hospitai (711) à la fonction pro{)Osée mise sous la forme (r).
II. — Cas où la fonction se présente sous la foi nie
GC ce.
On a à considérer l'expression
el l'on suppose que, pour x ^ a, on a/(a) = cc et F(a)^cc. La fonction/ prend alors la forme indéterminée
y — ce
Or, on peut écrire
et l'on a alors, pour x =i a,
ce
Il suffit donc eacore d'appliquer la règle de rilospital à la fonction proposée mise sous la forme (i). Il est parfois préférable d'écrire
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F ( .r ) el de cherchei" la véritable valeur du quolienl —- — - qui,
pour ^ = «, se présente sous la forme — •
GO
Si, en opérant ainsi, on trouvait que la véritable valeur de
-T- — ^, est 1 unité, y se présenterait sous la lorme o.co, et 1 on
serait ramené au cas précédent (714-).
716. III. — Cas où la fonction se présente sous l'une des formes o°, co", i°°.
On a à considérer l'expression
Si l'on suppose que, pour a: = a, on ait F(a) =:o ei/{a) =^o, la fonction / prendra la forme indéterminée
si l'on suppose F{a) = oo et f{a) = o, elle prendra la forme,
y = co»;
enfin, si l'on suppose F(a) = i et/(a) = oo, elle prendra la forme
Pour trouver les vraies valeurs cachées sous ces nouveaux symboles, nous prendrons alors les logarithmes des deux membres de l'égalité (i). Il viendra
(2) logK=/(.r)logF(^).
La question sera donc ramenée à chercher la limite de log/ qui se présente évidemment, pour x = a ei dans les trois hypothèses successivement indiquées, sous la forme
0( — oo) ou O.OO,
puisque l'on a (490)
logo ^=p 00, logoo = ±co, logr = o. Nous rentrerons ainsi dans le premier cas (71i).
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EXE:>iPLES.
Soit l'expression
y = xlx.
On demande la véritable valeur de la jonction pour x = o.
On a alors
Nous écrirons donc (714)
j=o(— ce).
et la fonction, miso sous celte forme, devient "- pour x—o. Par
suite (711 ),
lim j = lini
2° Soit l'expression
= lim
[pour x = o]= lim(— x) = o
y = cotj:
On demande la véritable valeur de la fonetion pour x = o. On a alors ( Trigon., 29)
j = oo
On écrira donc (71o)
I X — tan2;.r
I X X tang x
colx
et la fonction, mise sous cette forme, devient - pour x — o. Par suite (711)
X — tans-r
lim >' = lim : ^^-^ = lim
cos^
tans
XH
= lim
COS^JC COS- X — I
sinj7Cosx -H X
[pour X = o]= -■
Comme la limite de j- se présente encore sous la forme -, il faut passer
aux dérivées du deuxième ordre, et l'on a
,. ,. cos^j; — I ,. — 2sin.rc0SJ: ,
limr = lim —. — - — - — = lim — :; ^ pour j: = o | = o.
sinu; cosj; -f- a: cos-x — sui^-r-f-i "-"^ -■
3° Soit l'expression
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = (x>. On a alors
et Ton peut écrire
Pour .r = co, la fraction — se présente sous la forme — ? et l'on a (711) e^ co
lim^ =]im^[pour^ = ao]=o.
11 en résultée 3 i3)
Jimj = lime'^lim [ -\ [pour x = ca] — lirne^ ^_^ = co.
4° Soit l'expression
On demande la véritable valeur de la fonction pçur x = o.
On a alors
7 = oO.
Nous prendrons donc (71G) les logaritlimes népériens des deux membres de l'égalité (i), et il viendra
Ij = xlx.
^lais, pour x = o, on a, d'après le premier exemple traité (i°),
hmxlx = o.
On a donc aussi
lim Ij = o,
c'est-à-dire, pour ^ = o,
limj = i, comme au n° 513.
5° Soit l'expression
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = co.
On a alors
y — xo.
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Nous prendrons donc (716) les logarithmes des deux membres de l'cgalilé (i), et il viendra
losr = -\o3x.
Pour X = X, logj se présente sous la forme — • On peut donc poser (^711, 58o)
lo°'.r lof'C
lim logj = lim -^^^ =lim -^-— [pour x — x] = o.
On a, par conséquent, pour x = x.
Y\mr = I,
comme au n° 512.
\o^ X On voit, en même temps, que la vraie valeur de la fonction — ^^- pour
X = X. est égale à zéro, comme on Ta déjà trouvé au n° 311.
6° Soit r expression
On demande la 'véritable valeur de la fonction pour j: = o. Pour or = o, la fonction devient
mais on peut l'écrire
j (l) j' = COS''.r.
et, pour x = G, la fonction se présente alors sous la forme
En prenant les logarithmes népériens des deux membres de l'égalité (i) (716). on a
/)• = ^- 1 cosx.
et la question est ramenée à trouver la limite de Ij^onrx = o. Comme on trouve, pour cette valeur de x,
Icosx G
on a (711)
,. /cosx ,. COS.z- r 1
hm ^— = liin [pourx=o]
,. r sin.r I T r T I
= hm pour x — o\=
Si la limite de ly, pour j: = o, est , on a
limj = e 2 = ,
Cas particuliers.
718. Il peut arriver que le rapport des dérivées se présente toujours sous forme indéterminée, à quelque ordre de dérivation qu'on parvienne, et que la règle ordinaire (711) demeure, par conséquent, impuissante. C'est ce qui aura lieu, notamment, lorsqu'il s'agira d'un rapport de radicaux.
Soit, par exemple, la fonction
ini
dont on veut trouver la véritable valeur pour xz=a. La fonction se présente alors sous la forme -•
3n a donc (711)
, . V^^ — « I • ^ "v/(-2? — a)'"-* y = lim J = lim "^
2 mx \J{x — a)'"-* o
et, en continuant d'appliquer la règle habituelle (711), il est éviden!: rt'i'on trouvera toujours le même symbole d'indéternainatior^ jç-u-jque les radicaux ne disparaîtront pas.
Mai?, «■i r?^ cherche d'abord à simplifier l'expression de la fonction en la mettant sous la forme
on voit immédiatement que la limite de / est zéro ou l'infini, suivant que p est plus grand ou plus petit que m.
719. Certaines fondions deviennent indéterminées d'une manière complète, pour des valeurs spéciales de la variable, de sorte que la règle de l'Hospiial (711) est encore en défaut si l'on parvient, en l'appliquant successivement, à une fonction de cette nature.
Il faut alors avoir recours aux artifices que peut suggérer l'habitude du calcul.
Soit, par exemple, la fonction
, , X -\- cos^
Pour ^ = co, elle se présente sous la forme — » bien qu'on
ne puisse assigner alors aucune valeur à cosj; et à sinj?, qui demeurent, évidemment, complètement indéterminés. Tout ce que l'on sait, c'est que, pour .z?:=oo, cos^ et %\x\x restent toujours compris entre — i et h- i.
Si Ton applique la règle (711) à l'égalité (i), il vient
,. ,. ^ + cos^ ,. I — sinx r
limr:=lim ; ^ lim [pour .•r =; ce],
•^ x — sin.2? I — cosx
et, d'après ce que l'on vient de dire, on se trouve en face
d'un rapport absolument indéterminé, sans que ce rapport se
présente sous la forme - ou — •
Il faut, dans ce cas, reprendre directement l'expression (i) et la traiter par le procédé élémentaire, en divisant son numérateur et son dénominateur par jl, avant de faire a^ = co {Alg. élém., 119). On a ainsi
et, comme sin,r et cosa; ne peuvent pas surpasser t en valeur absolue, on trouve immédiatement, en faisant ai= ce,
cos-a;
limj(ar==c; =!•
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Fonctions implicites.
Soit la fonction implicite
Nous avons trouvé (623), en égalant à zéro la dérivée du premier membre,
^ d_f_dy__ dx dy dx *
d'où
dj.
dy
dx
dx ~"
df
dy
Il peut arriver que, pour certaines valeurs conjuguées de x et de /, les deux dérivées partielles -j- et -^ de la fonction/
dy
s'annulent à la fois. La dérivée ~ se présente alors sous la forme -•
Le moyen le plus simple de lever cette indétermination consiste à dériver une seconde fois l'équation (2), en regardant dx comme une constante, mais non dy. On a ainsi (667)
^y ^ ^ d\f dy ^ d\f dr- ^ df d\y ^ ^^ dx'^ dx dy dx dy- dx'^ dy dx^
Mais, pour les valeurs attribuées à a? et à j, le coefficient
d^ Y dy
de -r^-, est nul. On trouvera donc la vraie valeur de -,- à l'aide dx- dx
de l'équation du second degré
d\f fdyV- ^ ^ d^-f (dv\^d\f^^ dy- \dx j dx dy \dxj dx^ *
dans le premier membre de laquelle on devra, bien entendu, substituer les valeurs spéciales attribuées k x eih y.
Soit, par exemple, l'équation
y'* — 96/^ -\- loox'^ — j;* ^ o, De c. — Cours, m. /;0
626 ALGÈBRE SUPÉRTF.UPvE.
qui représente la combe connue sons le nom de courbe du diable {voir t. V), dont rorigine des coordonnées est un point
multiple.
dv Cherchons la véritable valeur de la dérivée -j- pour ccz=o
et/ = o. Nous aurons, dans cette hypothèse,
dy d.r ^jc^ — 200 x- o
djc df 4/* — 19'^J' o
Appliquons alors l'équation (3) du numéro précédent. Il viendra, le coefficient du second terme de cette équation s'annulant de lui-même,
On en déduit, en Taisant dans le premier membre de cette équation .r et j égaux à o et en divisant par 8,
On obtiendra ainsi (5.35) les inclinaisons sur Taxe des j: des deux tangentes à la courbe en son point multiple.
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CHAPITRE XV
THÉORIE DES MAXIMUMS ET DES MINIMUMS (').
Croissance ou décroissance d'une fonction d'une seule variable.
72'2. Nous commencerons par rappeler l'expression qui nous a conduit à la définition de la différentielle d'une fonction y=zf{x).
Cette expression est (oio)
Supposons que, pour une valeur donnée de x, f'{x) ait une valeur finie et bien déterminée, différente de zéro.
Si l'on fait alors tendre A^ vers zéro en le prenant pour infiniment petit principal, a tendra aussi vers zéro, et le produit y.\x disparaîtra devant f'{x)\x comme infiniment petit d'ordre supérieur (521, 2°). Il en résulte que \y aura le signe du produit f'{x)Ax ou le signe de /'{x), si l'on convient de prendre V accroissement ^x positif.
Par suite, si la dérivée /'(^) est positive, l'accroissement Ar est aussi positif, c'est-à-dire que la fonction va en croissant. Si la dérivée /'(>r) est négative, l'accroissement Ay est aussi négatif, c'est-à-dire que la fonction va en décroissant.
En général, une fonction y =:f{x) croit ou décroit, à partir
(') D'après le Dictionnaire de l'Académie, les mots maximum et minimum sont des substantifs masculins. Nous croj'ons qu'il ne faut pas les décliner comme en latin, et qu'on doit les employer de la même manière que les mots pensum, factum, factotum, etc. Nous ne dirons donc pas des maxima et des m.inima, bien que ces locutions aient été souvent adoptées par d'illustres auteurs, que nous sommes loin d'ailleurs de critiquer.
d'une valeur déterminée de x, suàant que sa dérà'ée est, pour cette même valeur de X, positive ou négative. La réciproque est vraie {Géom., iO).
Si/'(^) s'annulait pour la valeur choisie de x, l'égalité (1) deviendrait A j = aAa\ L'accroissement de la fonction se réduirait donc à un infuiimenl petit d'ordre supérieur et, sauf cet infiniment petit, on pourrait regarder la fonction comme stationnaire dans un intervalle infiniment petit comprenant la valeur considérée de x.
723. L'interprétation géométrique de la dérivée (535) concorde avec ce qui précède.
Si l'on construit la courbe représentative de la fonction y -.=/{x) {J'ig. 5), l'ordonnée/ croît évidemment, en général, à partir d'une valeur de x, pour laquelle on a/'(a-) > o; celte ordonnée décroît, au contraire, si l'on a f{x)<io. Si l'on a /'(jt) =0, la tangente à la courbe au point considéré est parallèle à l'axe des x, et l'on peut regarder l'ordonnée y comme stationnaire dans un inlervalle infiniment petit.
72i. Si la fonction yz^f{x) admet dans un intervalle {X(i, X) une dérivée f'{x) et que, dans cet intervalle, cette dérivée ne soit ni constamment nulle pour les valeurs de x comprises dans un certain intervalle renfermé dans le premier, ni négative, la fonction est constamment croissante dans l'intervalle {xq, X).
En désignant par x^ une certaine valeur de x comprise dans l'intervalle (^0, X) et par x,,,, Xp, deux valeurs quelconques de X appartenant au même intervalle et comprenant d^i, on a, en effet (63i),
La quantité /'(^i) étant, par hypothèse, positive ou nulle sans changer de signe, on a, en supposant Xp^ Xm,
f{x,„)<f{xp).
Mais, dans l'intervalle (x,,,, Xp), la fonction /(a;) ne peut être constante, puisque /'(j?) n'est pas constamment nulle. Il existe donc une valeur x„ comprise entre x„i et Xp, telle que /(>r„) diffère au moins de lune des quantités /(^;„) et
f{jc,,). Par suite, on a, en même temps et nécessairement
D'ailleurs, si f{x„) ^=/{x,n), il diffère de f{Xf,), et si J{a;„)=: f{Xp), il diffère de/(*„,). On a donc forcément
et la fonction /(;r) est constamment croissante dans l'inlervalle (^0? X).
On démontrera de même que, si la fonction y=f{a:) admet dans un intervalle (Xq, X) une dérivée f {x), qui ne soit ni constamment nulle pour les valeurs de x comprises dans un certain intervalle renfermé dans le premier, ni positive, la fonction est constamment décroissante dans l'intervalle (^0, X).
Maximums et minimums des fonctions d'une seule variable.
725. La question des maximums et des minimums se pose nécessairement pour les fonctions finies et continues, soumises à des oscillations limitées (io3, 1-58).
Nous avons déjà défini {Algèbre élémentaire, 283) ce qu'on doit entendre par le maximum et le minimum d'une grandeur variable.
Lorsqu'une grandeur variable, après avoir augmenté d'une manière continue dans un certain intervalle, diminue ensuite de la même manière, elle atteint nécessairement une valeur plus grande que celles qui précèdent et qui suivent immédiatement, c'est-à-dire qu'elle passe par un maximum.
Lorsque la grandeur variable considérée, après avoir diminué au contraire d'une manière continue dans un certain intervalle, augmente ensuite de la même manière, elle atteint nécessairement une vviXduv plus petite (\yie celles qui précèdent et qui suivent immédiatement, c'est-à-dire qu'elle passe par un minimum.
D'après cela, soient /=/(.r) une fonction de la vaiiableo^ rt Xa une valeur particulière de x. Désignons par h une quantité positive, d'ailleurs aussi petite que l'on voudra et pouvant varier de o à C.
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Si l'on a, constamment et à la fois,
/{^o)>/(^o— /O et f{x^)>f{xo+ h),
pendant que h parcourt l'intervalle (o, C) ou que x parcourt l'intervalle (.Xq — C, x^-^-C), la fonction r atteint un maximum quand la variable x passe par la valeur ^o> et /{xq) est un maximum de r.
Si l'on a, au contraire, constamment et à la fois,
f{x,)<f{x, — h) et f{xo)<f{x,-i-h),
dans les mêmes circonstances, la fonction r alleint un minimum quand la variable x passe par la valeur x^, q\J{x^) est un Tninim.um de y.
726. Une fonction peut évidemment présenter plusieurs maximums et plusieurs minimums qui devront, d'après ce que l'on vient de dire (725), se succéder alternativemeni. Il en résulte qu'un maximum peut êlre moindre qu'un minimum qui ne le précède ni ne le suit immédiatement.
Quand on fait abstraction de leurs signes, un maximum négatif devient un minimum absolu, et un minimum négatif devient au coniiaire un maximum absolu.
FiîT. 12.
hdifig. 12, qui est censée représenter graphiquement la fonction r=/( a;) et où les maximums correspondent à la lettre M et les minimums à la lettre m, rend ces remarques évidentes, ainsi que celles faites aux n"* 722, 72b, 72i, 725.
727. Lorsque l'on fait croître x dans un certain intervalle, la fonction j=/(j:) croît continuellement si sa dérivée/'(^)
reste constamment positive; elle décroît conliiiueliement, si sa dérivée /'(^) reste constamment négative (721),
Par conséquent, la fonction y^f{x) ne peut atteindre aucun maximum ni aucun minimum, tant que, x croissant, la dérivée f'{x) conserve le même signe.
Mais, si cette dérivée f\x) change de signe lorsque x atteint et franchit une certaine valeur Xq, la fonction f=/{x) passe nécessairement par un maximum ou par un minimum
Si f'{x) passe ainsi du positif au négatif, la fonction v=^f[x) diminue après avoir augmenté, et fix^) est un maximum de la fonction.
%\ f\x) passe, au contraire, du négatif au positif , la fonction r=/(^) augmente après avoir diminué, et/(xo) est un minimum de la fonction.
D'ailleurs, /'(^) ne peutchanger de signe qW en s' annulant, si cette fonction dérivée reste finie et continue, ou bien encore en devenant discontinue ou infinie ( Algèbre élémentaire, 318 et suivanls.)
On arrive donc à ce premier théorème : Les valeurs de x qui conduisent aux maximums et aux niinimums de la fonction y r^f{x ) doivent être cherchées uniquement parmi celles qui annulent la dérivée f {x) ou qui la rendent discontinue ou infinie, es la faisant cilx^ngiîr de signe.
728. Le plus souvent, les maximums et les minimums de la fonction répondent aux valeurs de x, pour lesquelles /'(.a;) change de signe en s'annulant et en restant finie et continue, c'est-à-dire aux racines réelles de l'équation dérivée
On distingue alors les maximums et les minimums à l'aide du caractère déjà indiqué (727).
La fonction atteint un maximum lorsqu'elle diminue après avoir augmenté, c'est-à-dire lorsque /'(a;) passe du positif au négatif; la fonction atteint un minimum lorsqu'elle augmente après avoir diminué, c'est-à-dire lorsque/'(>r) passe du négatif au positif.
Mais, si/'(^) passe du positif au négatif, /'(^) décroît, et sa dérivée fi-r) est négative; sif'{x) passe du négatif au positif, /'(x) croît, et sa dérivée/"(j7) est positive (724).
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On peut donc dire encore que le double caractère du maximum, est
/'{x)=:o, en même temps que /''(>r)<o,
et que le double caractère du minimum est
f'{x)^o, en même temps que f''{x)'>o.
La première règle (727) est souvent plus simple à appliquer.
729. L'emploi de la série de Taylor, lorsqu'il est permis, Tait retrouver les mêmes résultats, et conduit ensuite à une généralisation nécessaire.
Si l'on se borne aux deux premiers termes de la série (680), on peut écrire, pour la valeur spéciale x=zxq,
(i) F(.ro+ /O - F(^o) = h ?'{x,-\-Bh).
5 étant compris entre o et i et h étant supposé infiniment petit, ¥' {xq-^ Bh) diffère infiniment peu de F'(^o). en raison de la continuité supposée de la fonction dérivée W {x). Si F'(a^o) n'est pas nulle, Y'{xq-\- Qh) a donc le même signe que ^'{^o)y quel que soit le signe de h. Il en résulte que le second membre de la relation (i) et, par suite, son premier membre, change de signe en même temps que h. Si F'(^o) a une valeur positive, on a alors
F(^o-/z)<F(^o)<F(^o-H/0; et, si F'(jco) a une valeur négative, on a
La fonction Y{x) est, par conséquent, constamment croissante ou décroissante entre x^ — h et x^-h h, et x^^Xç^ne peut correspondre à aucun maximum ni à aucun minimum.
Pour que x^^Xq puisse correspondre à un maximum ou à un minimum de la fonction, il faut qu'on ait, comme précédemment,
F(.ro) = o.
Mais, dans cette hypothèse, la série de Taylor, réduite à ses trois premiers termes, devient
(2) F(ro+/0-F(^o) = -;^ F"(jCo4-5/0-!
Et l'on voit, par le même raisonnement, que, 5« P(^o) f^'^^t pas nulle, le second membre de la relation (2) et, par suite, son premier membre, ne cbange plus de signe en môme temps que h et conserve, dans l'intervalle considéré, le signe
deF"(^o).
Si la dérivée seconde F"(^o) est négative, F(^o) surpasse à la fois Y{xç^—h) et Y{Xf^-\-h), de sorte que F(^o) est un maximum de la fonction.
Si la dérivée seconde F"(^o) Q?>V positive, Y{xq) est moindre à la fois que ¥{xo— h) et que F(^o+ ^0> ^^ sorte que F(j:o) est un minimum de la fonction.
On retombe ainsi sur les résultats des n"' 727 et 728. On voit, de plus, que, si l'on avait, en même temps, F'(^o)^^o el F"(^o) = o> on ne pourrait rien décider. Il faut donc compléter le premier théorème obtenu, dô la manière suivante.
730. Considérons la série de Tajdor, sans limiter le nombre des termes du second membre. Nous aurons (676, 677), toujours pour X = Xq,
I F(^o+ h) —¥{xo) (!) ) =7F'(^o)+^F"(^o)H-7^F'"(^o)+...
+ — 5 — F"(^o)+ — /\ _^ V"^^ixo + e/i).
Supposons que la valeur x = Xq annule les n premières dérivées de F{x), sans annuler la (n -+- 1)'«'"«. La formule (i) se réduira à
Puisque F"'+^{xo) n'est pas nul, F'*^*(^o+ ^^0» qui en diffère infiniment peu en raison de la continuité supposée de F"^'(x) dans l'intervalle étudié, sera de même signe que F"+*(^o), quel que soit le signe de h.
Cela posé, si n + i est impair, A"+' changera de signe en même temps que A, et il en sera de même du premier membre de la relation (2), de sorte que, pour xz=X(„ F{x) n'atteindra aucun maximum ni aucun minimum.
Si, au contraire, «4-1 est pair, A'*^' ne changera pas de
signe en même temps que h et demeurera positif. Le premier membre de la relation (2) conservera donc le signe de F'*"^'(^o)> que h soil négatii' ou positif. Et, par conséquent, F(^o) sera un maximum de Y {x) si l'on a F""^'(^o) <o et, un minimum, si l'on a F''^'(^o) > o.
Nous résumerons ce qui précède dans l'énoncé suivant : En général, si une valeur Xq de la variable x annule les n premières dérivées de la fonction F(j?) sans annuler la (rt + i)'^'"*, cette valeur x^, ne fait atteindre à la fonction ni maximum ni minimum loisque n-{-i est un nombre impair, tandis que, sin-î-i est un nombre pair, F(.ro) est un maximum ou un minimum de Y(^x), suivant que F'''^*(^o) ^ une valeur négative ou positive.
Ainsi, il faut que la première dérivée qui ne s'annule pas soit à' ordre pair pour qu'il y ait maximum ou minimum.
731. 11 n'est pas inutile de remarquer que la fonction proposée étant j = F(x), on peut mettre la série de Taylor sous la forme (681)
^{x+ h) — ^{x) — dy ^ ~ d'y + x d^y -+-...
I .2.0. . AJi
On peut donc dire encore que, pour qu'il y ait maximum ou minimum, il est nécessaire que la valeur x^x^ annule un nombre impair de différentielles successives dy, d-y, d^y, . . ., et qu'il y a maximum ou minimum, suivant que la premièi'e différentielle d'ordre pair qui subsiste est, pour xz=zXq, négative ou positive.
Applications.
732. Nous commencerons par retrouver quelques résultats déjà obtenus en Algèbre élémentaire.
I. C /ter cher le maximum de la jonction
On a ici
y (a;)= a — -ix.
Celte dérivée s'annule pour x= -• Elle est positive pour une valeur
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de X un peu plus petite et, négalive, pour une valeur de .r un peu plus grande. Elle passe donc du positif au négatif, quand x croit en traversant la valeur -• Cette valeur - répond donc à un maximum de/(jr).
et ce maximum, / ( - 1 ? est égal à — (^Ig- éléni., 28o).
II. a étant une constante positive donnée et p et q étant des entiers positijs, chercher les maximums et les minimum? de la fonction
J=f(x)=xP{a — x)l.
La dérivée de la fonction est
f\x) — pxP''^{a — x)'J— qxP{a — x)'/-'^.
En l'égalant à zéro et en mettant xP~^{a — j:)?-' en facteur, on obtient l'équation
xP-^{a — x)i-'^[pa—(p -i-q)x] = o.
Elle se partage immédiatement en trois autres
X = o, a — a: = o, pa — {p-+-q)x = o,
qui donnent
pa qa X ^ o, X = «, j: = — ^ et a — j; = — •
Les deux valeurs ^ = o et a; = a répondent kf{x)= o.
Pour une valeur de x un peu moindre que o, c'est-à-dire négative, f'(x) a une valeur négative si /j > i est pair, et cette fonction dérivée a une valeur positive pour une valeur de x un peu plus grande que o, c'est-à-dire positive. La dérivée passe ainsi du négatif au positif, ce qui est le caractère d'un minimum.
En donnant à x une valeur un peu moindre que a, puis une valeur un peu plus grande, on arrive à un résultat analogue, si 9 > i est pair.
f{x) passe donc par un minimum pour x = o, quand/) est pair et, pour X ^ a, quand q est pair, et ce minimum est o.
Enfin, pour une valeur de x un peu moindre que — — ? la dérivée
f'{x) est positive, et elle devient négative pour une valeur de ,r un peu
plus grande que — Elle passe ainsi du positif au négatif, ce qui
est le caractère d'un maximum.
fix) passe donc par un maximum pour
X = —^ et pour a — x= — ^ — .
Les doux facteurs xQia — x sont alors proportionnels à leurs exposants respectifs p el g et, pour obtenir leurs valeurs, il suffit de partager leur somme a proportionnellement à ces exposants {^Ig. élém., 297). Le maximum de F(x) est alors
pPq^i
IIL Chercher le maximum et le minimum de la fonction rationnelle {Alg. élém., 31o et suiv.).
, . f,. rt.r2 -+- bx -I- c
^ ' j j \ j rt\r-+ b X -^ c
Nous aurons, pour la dérivée de la fonction, en simplifiant et en ordonnant,
, , /-,/ s {fiV — ba')x'-^ liac' — ca')x-ir{bc' — cb') (^^ ^^")= {r^x^-^iyx+<^Y •
Les valeurs de x qui annulent f'(x) annulent aussi le numérateur de l'expression (2). Nous poserons donc
(3) {ab' — ba')x- -+- i{ac' — ca')x -\-{bc' — ch')= o.
Il faut, bien entendu, que les racines de cette équation n'annulent pas en même temps le dénoiiiinateur de l'expression (3).
Nous devons considérer en outre les valeurs de j: qui rendent ce dénominateur infini, sans faire prendre une valeur analogue au numérateur.
Or, pour j: = ±00, f'{x) se présente sous la forme — • .Mais cette in-
détermination répond en réalité à la valeur zéro, puisque le degré du numérateur de l'expression (2) est inférieur à celui du dénominateur (712, 5°). Nous mettrons donc à part celte valeur particulière j; = ±:o qui annule /'(.r) sans correspondre à un maximum ou à un minimum.
Revenons à l'équation (3). Pi Ton désigne par xi et x-i les racines de cette équation, elles feront connaître respectivement un maximum et un minimum de/(.r), qui auront pour expressions /(^i) Gifi^x-^).
Pour décider entre le maximum et le minimum, il restera à déterminer les signes pris par /'(a;) pour des valeurs de x un peu plus petites et un peu plus grandes que xi et que .r,.
Cette méthode est, au fond, identique à la méthode élémentaire. Nous allons l'appliquer à l'exemple numérique déjà traité {^Ig. éléni.^ 320), c'est-à-dire à la fonction
x^- — x-\-i Nous en déduirons
(a-2-i- x-i- 1)- On voit que f'{x) s'annule pour .r = — 2 el pour x = o.
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Lorsque x alleint, en croissant depuis — co, la valeur — 2 et la dépasse. f'{x), positive jusque-là, devient négative, x —— 1 répond donc
à un maximum ùe f{x), qui est/( — 2)= -•
Lorsque x atteint, en croissant toujours, la valeur o et la dépasse. f'ix), négative depuis x = — 2, redevient positive, x = o répond donc à un minimum de f{x). qui est_/(o) = — i.
Pour montrer combien l'emploi de la dérivée simplifie les discussions de cette espèce, construisons la courbe représentative de la fonction {fg. i3).
Pour x = =p«3, on a évidemment (712, 5°) j = i. La droite K'il menée parallèlement à l'axe des x, a la distance OB = i, est donc une asymptote de la courbe.
Pour des valeurs négatives de x, très grandes en valeur absolue et
Fijj. i3.
jusqu'à X = — 2, la dérivée f'(x) est positive. La fonction jr va donc en croissant constamment (72i), et la courbe commence par s'élever audessus de son asymptote. Elle atteint ainsi son point maximum M, qui
répond a .r = OA =— 2 et dont l'ordonnée MA = -. Au delà, la dérivée /'(-) devient négative et le demeure tant que x reste négative. y diminue donc, et la courbe descend vers l'axe des x. Comme on a j- = I pour
c'est-à-dire pour j: = OC = — i, elle coupe sou asymptote au point correspondant D. Elle la rencontre aussi à l'infini, puisque, le coefficient du terme en x"^ dans l'équation précédente étant égal à zéro, cette équation admet encore pour racine x = ±x {Alg. éle'm., 241). Comme x=±x> rend f'(x) = o, l'asymptote H'H est, en réalité, une tangente à la courbe à l'infini et dans les deux sens. La courbe continue à descendre au delà du point D, jusqu'à ca
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qu'elle parvienne à son point minimum m, qui répond à .r = o et à y = Om = — I.
Après ce point minimum, x devennnt positive, la dérivée /'(.r) redevient elle-même positive, et la fonction recommence à croître indéfiniment, puisque sa dérivée ne change plus de signe.
La courbe, en descendant après son point mnximum et en remontant après son point minimum, coupe nécessairement deux fois l'axe des x.
On a, en effet, pour j = o,
.r- — .r — I =0 ou .r —
Les points où la courbe traverse l'axe des .r ont ainsi pour abscisses j:=— 01= ^^^-^ = — 0,618 et .r = 0J= -^— ^ =T,6i8.
L'ordonnée y redevient positive à partir du point .T; mais la courbe. en montant, ne pouvant plus rencontrer son asymptote qu'à l'infini, reste constamment au-dessous en s'en rapprochant indéfiniment dans le sens H.
733. IV. Chercher le nombre x dont la racine x est un maximum.
La fonction dont il faut chercher le maximum est
y =z \fx = .r-*'.
Mais les logarithmes croissant en même temps que les nombres quand la base est plus grande que i, il revient au même de chercher le maximum de la fonction
f(x) = lx''=:-lx.
On a alors
Cette dérivée s'annule pour Ix = i ou pour 57 = e. En remarquant que, si l'on passe, pour x, d'une valeur plus petite que e à une valeur plus grande que e,f'{x) passe du positif
au négatif, on voit que x=:e répond à un maximum.
Par suite, la fonction proposée x"" a pour maximum e".
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734. V. Problème de Viviaxi. — On donne les deux parallèles AB, CD, et la sécante BC. Mener par le point déterminé D la sécante DXY telle, que la somme des triangles BXY, CXD, soit un minimum {fis. i4).
Nous poserons CD r= a, CB = b, CX = x, et l'angle BCD := a.
L'aire du triangle CXD a pour expression {Trigon., 153)
CXD := -ax sin y..
L'aire du triangle BXY a de même pour expression
BXY=i- (6 — ^)BYsina.
La similitude de ces deux triangles donne d'ailleurs BY BX ,, , „^ h-x
Il en résulte
|JXY= -a sina.
La fonction dont on a à chercher le minimum est donc
{b — xY--
sina
ou, en laissant de coté le facteur constant - a sin a,
{b-xy
En égalant à zéro la dérivée /'(.r), on trouve
nib — x)x -\- (b — x)- I ; — ^ =z G ou 2J?- — o- = o.
On en déduit
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Celle valeur, qui est représentée par la moitié de la diagonale du carré construit sur b, répond bien à un minimum ; car, pour une valeur un peu plus petite de x, la dérivée f {x) est négative, et, pour une valeur un peu plus grande, elle devient positive.
Ce minimum a, d'ailleurs, pour expression
ab(\/2 — i) sina.
735. VI. Étant donne un tronc d'arbre de longueur suffisante, on demande de le transformer en poutre rectangulaire présentant le maximum de résistance à la flexion
Supposons que le cercle 0 représente la section de l'arbre à l'état primitif. Soient b la base et h la hauteur de la section rectangulaire qu'on veut obtenir en enlevant les dosses. D'après la théorie de la flexion plane des solides, on sait que la résistance de la poutre est proportionnelle au produit bh-. C'est donc ce produit qu'on doit renilre maximum. En appelant D le diamètre de la section circulaire de l'arbre, on a
et le produit bh- dévient
ou
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En preniinl la dérivée de celte expression par rapport à h et en l'égalant à o, on trouve évidemment
1)-— o- — ih-^zo ou 0-=-^«
Il en résulte
li-=-- —^ et 77, = ou
Ce rapport s'éloigne très peu, comme on le voit, des rap
norls nralinues - et -^ habituellement établis entre la base h
et la hauteur k des poutres rectangulaires placées 5«/- champ. La construction géométrique qui permet de tracer immédiatement sur la section circulaire les traits de scie qui doivent transformer l'arbre en poutre rectangulaire de résistance maximum, est très simple. On mène {fig. i5) le côté AB du carré inscrit, on le reporte par un arc de cercle sur la tangente AB', et l'on joint le point B' obtenu au centre 0. La perpendiculaire CI) abaissée, du point de rencontre C
de B'O avec la circonférence, sur le rayon OA, représente et 01) représente • On a, en elTet,
OD _ 0A_ _ OA _ _^ _ \^ CD ^ AB' ~ 0A^2 " s/' 2 ^ 2"'
73G. VII. Problème de Fermai. — On suppose deux milieux phvsifjues dijférents séparés par un plan indéfini 1' et, dans chacun de ces milieux, un point A et un point B. Un mobile, partant du point A et aboutissant au point B, se meut dans le premier milieu avec urie vitesse uniforme a et, dans le second, avec une vitesse uniforme ç. On demande de déterminer le chemin (jue doit suivre le mobile pour se rendre du point A au point B dans un temps qui soit un minimum {fig. i6).
On sait que, dans un mouvement uniforme, l'espace parcouru dans un temps donné est égal à la vitesse mullii)liée par le temps.
Dfc C. — Cours. 111. 4'
Il est évident, d'après cela, que, dans chaque milieu, le chemin parcouru, doit être recliligne, puisque, les vitesses correspondantes étant constantes, les temps employés sont proportionnels aux chemins décrits. Le chemin total qu'on veut découvrir est donc une ligne brisée.
Fig. iG.
11 est facile de voir que celte ligne brisée est nécessairement dans le plan ACDD déterminé par les perpendiculaires AC et BD au plan P.
En elTet, admettons f|ue cette ligne brisée soit la ligne AEli non située dans le plan ACBD, et abaissons du point E où elle rencontre le plan P la pei'pemliculaire EF sur Cl). Si l'on joint le point F aux points A et B, les triangles AFI:^, BFE, rectangles en F, montrent que le mobile parcouria le chemin AFB en moins de temps que le chemin AEB.
Supposons donc que la ligne brisée décrite par le mobile dans le temps cherché soit la ligne brisée x\HB située dans le plan ACBD.
Nous poserons AC = a, BD = b, CD = c, Cil = x. Nous aurons, par suite,
Ail '=\/a'+x-,
et le temps employé à parcourir AU sera exprimé par
De même, nous aurons
i\ii = \lb-^{c — x) ,
et le temps employé à parcourir IIB sera exprimé par
Sj'b- H- ( c — JCJ^
La fonction dont on doit trouver le minimum est donc
En égalant à zéro la dérivée de celte fonction et en simplifiant, on a évidemment
sjci- -t- x- v\ b--r- {c — .2? )-
Pour résoudre celle équation, il faut la mettre sous la forme
u\ja'-^x' v\Jb- + ^^c — xf-
et élever ses deu\ membres au carré. En chassant les dénominateurs, on obtient ensuite l'équation complète du quatrième degré
+ [(«- -t- c^ ) ;/ - — ( i'- + c- ) ('■- ] x"' — 2 ca- u^ X -T- a- c- u'- = o,
([ui est l'équation du problème.
Au lieu de chercher à la résoudre, menons par le point II la normale NN' au plan P. Désignons par i l'angle d'incidence AHN et, par /•, l'angle de réfraction BIIN'. La tlgure donne alors
smLAll =sin< = -r-rr =
AU - ^-rçH/
. ^^„ . DH. c — x
sinDCL ^ sin/- -= ^ttt =
BH y'^2 4_ (c — x;-'
L'équation (2) revient donc à ,„, sin< sin/" , sin« a
(o) =: ■ ou a -. =: -
li V snw i-
C't telle est la condition du minimum.
il s'agit bien d'un minimum; car, en se reportant à l'éqiia-
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lion (i), on voit immédiatement que, pour une valeur de x plus petite que celle qui répond à la condition exprimée par la relation (3), sini diminue en même temps que sin/- augmente, tandis que l'inverse se produit pour une valeur plus grande de x; /'{•£) passe donc du négatif au positif en traversant zéro.
11 peut être intéressant de rapprocher celte solution des lois de la réfraction de la Lumière.
lëaximums et minimums des fonctions implicites d'une seule variable.
Nous considérerons d'abord la fonction implicite
où j est une fonction de la variable j;. En différenliant l'équation (i), on trouve (G23), en divisant par dx,
^ -^ -^ — - o dx dy dx
La condition du maximum ou du minimum étant, dans le cas le plus habituel (727j,
dv l'équation (2) se réduit à
En combinant les équations (i) et (3), on obtiendra donc, en général, les valeurs de x qui répondent aux maximums ou aux. minimums de la fonction r.
Remarquons que l'on a, d'après l'équation
dl
dv _
dx
dx
~df
dv
Il en résulte {luc, si les dérivées partielles -j- et -;- s'an- ^ ' dx c'y
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niilnient simultanément pour des valeurs de x el de y satisfaisant à l'équation (i) [737], les équations (2) el (3) se trouveraient à leur tour satisfaites, sans qu'on eût pour cela
dv
-p- = o, et les valeurs correspondantes de a; ne répondraient
plus, en général, à la question.
739. Pour distinguer un maximum d'un minimum, il faut recourir aux dérivées d'ordre supérieur.
En dillerentiant l'équation (2) et en divisant par dx, on trouve (CC7)
(2 bis) ^ 2-^^^ fj\[^ 'if '^^-y _ Q
dx- dx dy dx dy'^ dx- dy dx- '
X ,. . dv r , , . ,
c est-a-flire, puisque -i- est supposée égale a zéro, dx
,r. à\f df d\v _
( * ) -r^. "+" Tt — r^. — °-
dx- dy dx- On en déduit
d'-y dx-
dx- df
dP
d' V Le signe de cette seconde dérivée -~^ pour les valeurs
de .3? et de r qu'on étudie, tranchera la question. Le minimum
lie r répondra à -y-^ > o et le maximum, à y-^ < o [728].
11 est entendu que les quantités . • • et -7-4, équation
dx dy dy-
(2 bisYl 'ic s'annulent pas pour ces mômes valeurs de x el
de j (738).
d-Y Si l'on avait -^^o. il faudrait consulter les dérivées
d'ordre supérieur suivant la règle du n° 730.
7i0. Exemple. — Soit la fonction implicite
dont on demande les maximums et les minimums.
On en déduit (737)
cLt
En combinant les équations (i) et (2) et en éliminant entre elles la fonction 7-, on obtient évidemment
00^ — "iœ^zrz x'^{x^ — 2 ) = O,
c'est-à-dire
ce z=i o et ^ =^ \'2.
Les valeurs correspondantes de y sont
rz=io et 7- r^ y 4.
L'équation (i) donne d'ailleurs
~ z=z ôy- — ôx.
dy
Le premier système de valeurs (j: = o, 7=0), annulant — ; doit être rejeté (738). Quant au second système
qui n annule pas —■> il repond a un maximum ou a un midy
nimum. En formant (739) l'expression
d-y dx- (jx IX
dx- df 3 7- — ox y- — x '
'dy
on voit que la fonction y passe par un maximum pour œ^ \^ et que ce maximum esi \ 4-
711. Passons au cas général, et admettons qu'on ail à considérer m variables oc, y, z-, u, . . ., liées entre elles par les m — I équations
/, {jr,y,:., it, . . .) =0, , /o iJr,y,z, a, . . .) =0,
fm-l (•2",.V, ;, «,...) =0.
Si l'on veut trouver les valeurs maximums el minimums ;le l'une des variables, / par exemple, on prendra l'une quelconque, or, des autres variables comme variable indépendante. La condition d'un maximum ou d'un minimum sera aloi's, dans le cas ordinaire,
D'après cela, en différenlianl les équations (i), en divisant par ctjr el en supprimant tous les termes ou entre -j-y on
aura
^A _^^ ^ ^ili ^ _^ — o
d.r dz dx du dx
df, df. dz dj\, da_ _ _
( 2 ) / dx dz dx dn dx
flfm-\ , ^/m-I dz df,n^\ du _
\ dx dz dx du dx
^ ■• . . . , dz du .
En éliminant les m — 2 quantités -y-, -t-> •••? entre les
dx dx
m — \ équations qui forment le système (2), on arrivera à tiiie relation
entre les ?7i variables considérées; et celle relation, jointe aux m — I éciualions qui forment le système (i), permettra de déterminer les valeurs de x, y, z, u, . . ., qui peuvent répondre à des maximums ou à des minimums dej.
7i2. Si l'on avait à chercher les maximums et les minimums d'une fonction explicite de m — i variables, telle que
ces m — I variables élanl liées par les ?n — 2 équations
f,„^,{x,y,z, u, . ..) = 0, ce cas particulier rentrerait dans le cas général (741).
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En effet, on n'aurait qu'à joindre aux m — 2 équations (2) l'équation (i) mise sous la forme
On aurait ainsi, comme dans le cas précédent, m variables i,\x,y,z,u, ..., liées entre elles par in — i équations, avec <:elle unique différence que la variable c dont on vonl chercher les maximums et les minimums ne se trouve que dans une seule des équations considérées.
743. Exemple. — On donne le volume d'un cylindre de révolution, et l'on demande de déterminer ses dimensions de manière que sa surface soit un mi/iimum.
Résoudre cette question, c'est oi)ieiiir praiiquemcnl une capacité donnée sous forme cylindrique, avec la moindre dél)ense de maiière.
On peut distinguer deux cas, suivant que le cylindre est ouvert ou fermé à sa partie supérieure.
I" Le cylindre n'a pas de couvercle.
Nous désignerons par \" le volume donné du cylindre, par S sa surface, par x le rayon de sa base et par y sa bauteui'. Les deux équations du pr(d)lème seront
I iT.xy — T.x- — h ;^ û.
On a ainsi trois variables S, ^, r, liées entre elles par les deux équations (i), et il s'agit de trouver le minimum de S en prenant, pai' exemple, x comme variable indépendante. La contlition du minimum sera alors
dx
Nous différentierons donc les équations (i), nous diviserons ensuite par dx et nous n'écrirons pas les termes contenant -7^ ("41)- 1^ viendra, en supprimant les facteurs com-
imiiis T. et 2~,
,dv .xy -i- X- -f— = G,
•^ dx
dy
dx
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En éliminant ^ entre les équations (2), on trouve facile-
Cl.JC
ment
( 3 ) ^j _ ^'2 == o ou ^r — /.
L'équalion (3), jointe aux équations (i), permet de trouver les valeurs de ^, de y et de S, qui répondent au minimum de S. Par suite de l'équation (3), les équations (1) deviennent
■F.X^ — V:= O, OTIuC- — 8 = 0,
Cl Ton en déduit
Pour vérifier qu'il s'agit bien d'un minimum, reprenons les équations (2), en conservant dans la seconde le terme d'abord négligé - ^ ^. et di(Térenlions-les de nouveau, en divisant ensuite par dx. Nous aurons
■ dx dx dx-
dy , 'ly ^/^ll' + , L ^ - o,
dx "^ dx ^ '^ dx' 2 7: dx'
c'est-à-dire
, dv ^d'y ^
dv d'y I ^'S _
t/o; dx- 2 7T rfJ7-
En éliminant Vv! entre ces deux équations, on trouve dx-
dv X f/^S _
D'après la première des équations (2), on a
dy _ _ 2^ ^ dx ~ î:^
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L'équation (5) donne donc
rf- S 2 7T r , ,
ou, d'après l'équalion (3),
Celte valeur étant plus grande que zéro, les résultats précédents répondent bien à un minimum.
Ainsi, la surface du cylindre ouvert est un minimum quand sa hauteur est égale au rayon de sa base.
1" Le cylindre a un couvercle.
Les équations (i) sont ici
2 7T.rV -f- iT.x- — S = G.
En dilTérentiant ces équaiions comme dans le premier cas
d^ . , . , et en supprimant le terme -y- qui doit être nul pour tout
maxinium ou minimum, on a
2xj + .r^^=o,
dy •^ dx
En éliminant -;- entre ces équaiions, on trouve dx
Les équations (i) deviennent donc
i-x"^ — V ^ G, [\T. x""- -{- 1~ x"- — S = o, cl Ton en déduit
En rétablissant dans la seconde des équations (2) le terme
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d'abord supprimé -4-> en diiïérenlianl ensuite ces
■2T. djc
d- y équations et en éliminant entre les résultats obtenus -~y
ax-
on trouve finalement
,p, dv X c/-S
dx 1 T. dx'
dv
En remplaçant -7- par sa valeur tirée de la première des
é(]uations (2), on a donc d- S 2 7:
relation qui devient, d'après l'équation (3),
C'est donc encore à un minimum que conduisent los résultats précédents.
Ainsi, la surface du cylindre fermé est un niinimum, quand sa hauteur est égale au diamètre de sa base.
Maximums et minimums des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
7H. Supposons une fonction de plusieurs variables indépendantes X, y, z, . . . , (]ue nous rejirésenterons par
\' — ¥ix,y,z, .. .).
Soient Xg, yo, ^0, ■■■, des valeurs particulières de x, y, z, .... Désignons par h, A, /, . . ., des quantités aussi petites qu'on voudra en valeur absolue, et pouvant varier de — C à + <C, en représentant par C une quantité positive aussi petite (]u'on voudra.
Si l'on a constamment
F(^o. yo, =i>, • • •) > F(^'oH- /', Jo+ /'", -0+ ^, • • •),
pendant que les accroissements /i, /.", /, . . ., parcourent l'intervalle {— C, 4- C) OU que x, y, z, . . . , parcourent les inler-
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valles (^0— <^) -^0+ ^}> ( J'u— ' ^y .■>'o+ ^)y (-0— C, Za + C), . . . , Ja fonction v atteint un maximum, quand les variables x, y, z, ..., passent par les valeurs spéciales x^, y^, Zq, ,.., cl F{xq, Jo, -0, • • •) est ce maximum de f. Si l'on a, au contraire, constamment
dans les mêmes circonstances, la fonction c alteinl un minimum, quand les variables x, y, z, . . ., passent par les valeurs spéciales Xq, Vo, ^o, • • -, et F(j^o, Vo, -o, • • •) est ce minimum de i\
Il est facile de trouver la condition générale, commune aux maximums el aux minimums, en revenant, comme il suit, aux fonctions d'une seule variable.
Admettons que v ou la fonction F atteigne un maximum ou un minimum pour x:=a, y =^ b, z=zc, ...; on pourra, pour un instant, supposer que y, z, . . ., sont des constantes b, c, . . ., et que x seule varie. La fonction F deviendra une fonction d'une seule variable x; et, puisque, par bypotbèse, elle passe par un maximum ou par un minimum pour x=za,
on devra avoir pour celle valeur i ^ ou -r- nulle, intime ou
discontinue (727). Le plus souvent (728), la dérivée -.—
change de signe, en s'aniiulant et en restant finie et continue.
Le même raisonnement pouvant être répété pour les autres
variables r, ^, . . . , on voit que les valeurs de x, y, z, . . ., qui
rendent v ou la fonction. F un maximum ou un minimum,
doivent être cherchées parmi les valeurs qui rendent les dc-
. ,, dF d¥ dF ,, ■ r ■ T
rivées partielles -r- i -;— ? -r- ■> • • ■ ■> nulles, in finies ou ctiscon- ■' dx dy dz
tinues ou, le plus souvent, parmi celles pour lesquelles ces
dérivées changent de si^'ne en s'annulant et en restant finies
et continues.
7io. Lorsque ces dérivées partielles demeurent continues dans l'intervalle considéré, on peut retrouver le même résultat par la série de Taylor, et s'en servir ensuite pour distinguer entre les maximums et les minimums.
Pour plus de simplicité dans l'écriture, nous supposerons seulement trois variables indépendantes.
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La série de Taylor peut s'écrire (68G, G87), en n'allant pas au delà des premières puissances des accroissements,
dV . cli' . dF . ,,
A H- -7- A -H ^- / + II
rtj; df dz
Pour des valeurs absolues infiniment petites de h, k, l, le reste R est négligeable devant les termes qui le précèdent, loaies les fois que ces ternies ne sont pas nuls. Or, ces termes, dont l'ensemble détermine alors le signe du second membre el, par suite, du premier membre de la formule, cbangent de signes sans changer de valeurs quand on remplace h, k, l, pai._/i^ „ /t-^ _ /. Il en résulte que le premier membre change lui-même de signe, quand on traverse les valeurs supposées de jc, 7, z, et que ces valeurs ne peuvent répondre à aucun maximum ou minimum.
Pour que la fonction F puisse atteindre un maximum ou un minimum, il faut donc qu'on ait, à la lois,
dF dV dF
Z^=°' dj^""' d^^^'
C'est la conclusion déjà énoncée (744).
Il nous reste à chercher à quels caractères on peut reconnaître un maximum ou un minimum.
Nous considérerons successivement une fonction de deux variables et une fonction de trois variables indépendantes.
74G. Cas d'une fonction de deux variables. — Soit la fonction
En n'allant pas au delà des deuxièmes puissances des accroissements, la série de Taylor peut s'écrire
dF j dF .
— A + — k dx dy
-— h' 4- ■! -. — j- hk + — - kd,v- dx dy d\-
Supposons que x et j reçoivent des valeurs telles, que l'on
ait à la fois
dF dF
dx dy
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Ces valeui's pourront correspondre alors à un maximum ou à un minimum de la fonction F.
Pour décider, nous remarquerons que le signe du second membre de la formule et, par suite, de son premier membre, sera, dans l'bypolhèse admise, le même que celui du trinôme du second degré
Il faut donc, pour qu'il y ait maximum, que la valeur de ce trinôme reste constamment négative, quels que soient les signes et les valeurs absolues des accroissements h et k, pourvu que ces valeuis soient suffisamment petites; pour qu'il y ait minimum, il faut que la valeur de ce trinôme reste, dans les mêmes conditions, constamment /?05i7tVe (7ii).
Pour n'avoir qu'une variable, nous poserons k=zoh, en désignant par p le rapport algébrique, d'ailleurs arbitraire, établi entre k et h. Le trinôme (i) pourra alors s'écrire, en faisant abstraction du facteur h^ toujours positif et en renversant l'ordre des termes,
dn< ^ r/2F dH'
c//^ ' dxdy' djc-
Or ce trinôme, du second degré par rapport à p, n'aura (jue des valeurs négatives, si le coelficient de son premier terme est négatif et si, lorsqu'on l'égale lui-même à zéro, les racines de l'équation correspondante sont imaginaires {Alg. élém., 252).
Les conditions du maximum sont donc {Alg. élém., 237)
d-V dv-
\_dx dy
cPF d^V dy- dx-
Le même trinôme (2) n'aura que des valeurs positives, si le coefficient de son premier terme est positif et si, lorsqu'on l'égale lui-même à zéro, les racines de l'équation correspondante sont encore imaginaires.
Les conditions du minimum sont donc
dy- [_dx dy \ dy- dx-
On voit aisément que, dans les deux hypothèses, — ^-r et
dn< , . , . .
-j—, ont necessan"ement le même siqne.
dx ^
7i7. Si les trois dérivées partielles du deuxième ordre
dy? d'-F d^F dx- dx dy dy-
devenaient nulles en même temps que celles du premier ordre, pour les valeurs attribuées à a? et à /, les raisonnements précédents (7io) montrent qu'il n'y aurait ni maximum ni minimum de la fonction, si les termes du troisième ordre subsistaient.
Si les qualredérivées partielles du troisième ordre
dx^ '
dx- dy
dx dy-
dy
s'annulaient, il faudrait considérer les dérivées partielles du quatrième ordre, et il y aurait maximum ou minimum, si l'ensemble des termes correspondants conservait un signe invariable.
En poursuivant, on formulera aisément une règle analogue à celle qui a été donnée pour les fonctions d'une seule variable (730). Nous ne nous y arrêterons pas.
7i8. Cas d'uxe fonctiox de trois variables. — Soit la fonction
Supposons que x, y, z, reçoivent des valeurs telles, que l'on ait à la fois
dF dF dF
dx dy dz
Ces valeurs pourront correspondre alors à un maximum ou à un minimum de la fonction F.
En n'allant pas au delà des termes du deuxième ordre et dans l'hypothèse admise, la séi'ie de ïaylor pourra s'écrire.
en effecluant (GS7), ¥{x -i- h, y -f- /.-, - -4- l) —V{œ, Y, z)
d'-V ,, d'F ,, d.i:' dy-
dz-
lik 4- 2 —, r ni
dx dy
dx dz
_cPY_ dy dz
Id
Il disparaissant encore devant les autres termes du second membre, pour des valeurs absolues de h, k, l, suffisamment petites.
Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faut donc que le polynôme qui précède R dans le second membre «le la formule conserve, dans ces conditions, un signe invariable.
Posons, pour simplifier,
d^-Y _ dx'' -■^'
d"- V dy'
dydz--^'
d'Y dx dz
et écrivons en même
temps
d'-F dzd'-F dx d y
IV
Nous aurons ainsi, pour le polynôme considéré, en niellant h- en facteur,
ou, en laissant de côté le facteur \ h- dont le signe est invariable et en ordonnant |)ar rapport à 0,
Quels que soient les rapports arbitraires p et cr, il y aura maximum ou minimum, suivant que la valeur tle ce polynôme sera constamment négative ou positive.
Or, en le regardant comme un trinôme du second degré en p, il en sera ainsi si l'on a
A'<o (pour le maximum), A' > o (pour le minimum),
en même temps que
■ (r,7-r-Wy — A'{A"cr'-^2V>'^-\-\)<o.
Or, la seconde inégalité, qui doit avoir lieu quel que soit i, revient à
(B- — A'A")7- + 2(BB"-A'B')7 + (B"2 — AA'Xo.
En regardant le premier membre de cette inégalité comme un trinôme du second degré en n, elle sera satisfaite, si l'on a à la fois
(ce qui entraîne, d'après le signe de A', la condition A"<o pour le maximum et A" > o pour le minimum), et
(BB"— A'B')-- (B^ — A'A") (B"^- AA')<o
(ce qui entraîne B"- — AA'<o et, par suite, A<o pour lo maximum et A > o pour le minimum;.
La dernière inégalité développée donne, en simplifiant et en divisant ensuite tous les termes par le facteur commun A',
AB = + A' B'2 -H A' B"^ — AA'A" — 2 B B ' B" > o,
suivant qu'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum; car^ dans le cas du maximum, on a A'<o, et il faut, en divisant par A', renverser le sens de l'inégalité {Alg. élém., 215). Ainsi, les conditions du niaximuni sont
A'<o, B- — A'A'<o, AB^ + A'B'^4-A"B''2— AA'A'— 2BD'B">o,
et celles du minimum sont
A'>o, B^ — A'A'<o, AB^ 4- A' B'^ ^ A " B "- - AA' M' - 2 BB' B" < o.
On voit donc que la condition
doit être remplie, aussi bien pour un maximum que pour un minimum; et, ensuite, que les trois coefficients A, A', A", doivent avoir ensemble un signe contraire à celui de l'expression
leur signe commun étant yioiss pour un maximum et plus pour
un MINIMUM.
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Nous ne considérerons pas un plus grand nombre de variables indépendantes.
Il arrive d'ailleurs souvent qu'on décide enlre le maximum et le minimum, en s'aidant de considérations particulières fournies par la nature du problème à résoudre.
7i9. Il n'est pas inutile de remarquer que, si toutes les dérivées partielles d'un certain ordre sont nulles, la diiïérentielie totale du même ordre est nulle, puisqu'elle est la somme des produits respectifs des mêmes dérivées par les accroissements arbitraires attribués aux variables correspondantes.
Uéciproquement, ces accroissements étant indépendants les uns des autres, si la différentielle totale d'un certain ordre est nulle, toutes les dérivées partielles de cet ordre sont également nulles.
On peut donc résumer tout ce qui précède (7i7) en disant que, pour qu' une fonction atteigne un maximum ou un minimum, il faut que la première différentielle totale qui ne s'annule pas pour les valeurs attribuées aux variables soit d'ordre pair, et qu'elle consente un signe invariable, qui sera le signe moins dans le cas du maximum et le signe plus dans le cas du minimum.
Applications.
730. i" Inscrire dans une sphère donnée, de rayon r, un parallélipipède rectangle dont le volume soit un maximum.
Désignons par ix, 2 r, 2;, les arêtes latérales du parallélipipède. Son volume V aura pour expression
(i) \—^xrz.
Cbacune de ses diagonales étant un diamètre de la spbcre circonscrite, on a, en divisant par 4 l^s deux membres de l'égalité,
Il en résulte
Si V est maximum, il en est de même de V-. La fonction dont on doit cbercber le maximum est donc finalement, en
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supprimant le fadeur constant 64,
( 3 ) F {a-, y ) = jc-y- ( /■- — x"^ — }'' ) = ''' ■^'J''^ — ^'f' — -^r- >•'*.
C'est une fonction de deux variables indépendantes ce ei y.
Pour appliquer les résultats précédents, nous commencerons par chercher ses dérivées partielles du premier et du deuxième ordre. Nous obtiendrons ainsi
dF
dx
dV
dy d-'F dx-
ir-xf
'.xj-
dx d)
d-F dy-
S XV
Égalons à zéro les dérivées partielles du premier ordre. On peut supprimer, dans la première équation, le facteur commun 2xf^ et, dans la seconde, le facteur commun 2x'^f. Les solutions correspondantes, .r = o et y ^^o, ne conviennent pas, évidemment, à la question proposée.
Nous aurons donc simplement à considérer le système
Il conduit, en tenant compte de l'ériualion (2), à
_ rv/3
Le parallélipipède rectangle inscrit dans la sphère donnée, et dont le volume atteint un maximum, est donc le cube qui a pour arèle le tiers du côté du triangle équilatéral inscri dans un grand cercle de la sphère.
C'est ce que nous allons vérifier. Pour fiu'il en soit ainsi, il faut que les valeui'S trouvées |)our x, y, z satisfassent aux deux inégalités (746)
df-
dx dy dj" dx-
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On trouve, successivement, pour ces valeurs,
dy- dx- 9 ' dx dy 9
La seconde inégalité se réduit donc à
87' -87' <°' cl l'on a bien un maximum.
751. Le théorème connu sur le maximum du produit d'un nombre quelconque de facteurs positifs variables dont la somme est constante {Alg. éléni., 292) nous aurait conduit bien plus rapidement à la solution de la question, (jue la méthode générale que nous venons d'appliquer.
Nous avons, en effet (750),
.X- -\- y--r- z-T= /■-:= const., et la fonction dont il faut déterminer le maximum est
Il faut donc, d'après le théorème rappelé, qu'on ait
c'est-à-dire, puisqu'il s'agit de quantités essentiellement positives,
On peut d'ailleurs retrouver comme il suit, en les étendant, les deux théorèmes si utiles démontrés précédemment sur les maximums d'un produit dont la somme des facteurs simples est constante {Alg. élém., 292, 297).
752. 2° Partager un nombre A en m parties x, y, z, ..., c, telles que le produit
(i) (^ = xPy''z'-. . .v'
soit un maximum, les exposants p, q, r, ..., t, étant des nombres positifs donnés, entiers ou fractionnaires.
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On a l'équalion de condilion
(2) a- ^y -^ z -Jr-.. .^v =:A
et, pour que le produit ^ alleigne un maximum, il faul qu'on ail (7i9) ^
En appliquant le théorème des différentielles logarithmiques (573) à l'équation (i), il vient évidemment
„ , . d^S dx dv dz clv
(3 bis) --- n^ « ^ + r/ — + /• \-...-ht—'
I ^ . ,.„ dxP dx \ On a, en effet, en simplihant, — - = />
y * xi' X )
D'ailleurs, l'équation (2) peut s'écrire
p --= A — X — y — z — . . . , d'où .
dv — dx — dv — dz — ...
La valeur de -^7 devient donc
,^, d'-î dx dy dz
et l'on a en même temps, en différenlianl de nouveau (3 bis).
dx -\- dv -\- dz -V . . .
Si l'on fait maintenant d^S = o dans l'équation (5), pour arriver au maximum ou au minimum de 'P, on a
dx dv dz dx -h dv -h dz -\- ...
C6j. algèbre supérieure.
Cette équation sera évidemment satisfaite si l'on a
ce y ^ A — JL — v — ; — ...
ou, en renversant et d'après la relation (2),
(8) - ^^ =1: -=...= y = — ^ (Alg. élém., G3).
Il faut donc, pour avoir les valeurs de x, y, z, . . , r, qui répondent au maximum de ^i*, partager le nombre donné A en parties proportionnelles aux exposants respectifs p, q, r, . . ., t [Arithm., i30].
C'est bien un maximum de 9? qu'on obtient ainsi (7i9); car, pour ces valeurs, en vertu de l'équation (6) et à cause de (/i"' = G, on a nécessairement
Si l'on suppose /:> = 7 1= /■:=.. .^= ^ := i, le maximum du produit
<$,=.xyz....v
s'obtient donc en prenant les m facteurs égaux entre eux et à — {Alg. élém., 292).
Maximums et minimums des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes.
753. Supposons n équations renfermant n+p variables X, y, z-, . . ., c, (f, .... Ces équations formeront un premier système
Jn{-r,y, -,••-, '", "^, . . ■)
Parmi les n -^ p variables, nous pourrons alors en regarder p, telles que x, y, z, . . ., comme indépendantes, et les n autres variables, telles que r, u-, .... seront des fonctions des premières, définies par le système (r).
Admettons qu'on veuille trouver spécialement les maximums ou les minimums de la fonction c.
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Nous différenlierons les équations qui forment le système (0, et nous obliendrons un nouveau système de n équations, qui sera
- -4^ dv -h -f-î- du' -^...— o, dv d\v
df, , df, ,
- -7^ dv -H -^ dw -h ... — o, dy' d^v
["Kl..
1 dx
dy -^
dz
df. .
{i) ( dx
dv -^
dt\ J
— — dx 7— dy H -— dz -h ... H 7— dv 4- -7— atr
\ rf.r <:(/ -^ (/:; dv «<v
Dans ces équations, dx, dy, dz, ..., sont des constantes, et dv, dw, ..., sont les différentielles totales des fonctions ^, il', ....
Entre les n équations (2), nous éliminerons les n — i différentielles totales des fonctions «•, ..., autres que la fonction V, en tenant compte immédiatement de la condition dv — o, qui répond aux maximums ou aux minimums de celte dernière fonction (7i9).
Nous parviendrons de cette manière à une équation de la forme
(3) Pdx-{- Q dy ^ndz-h... = o,
où P, Q, r>, . . ., seront des fonctions des variables indépendantes X, y, z, .... Conmie les constantes dx, dy, dz, . . ., n'ont enire elles aucune dépendance, l'équation (3) se résout en un nouveau système de p équations
(4) Pi=o, 0 = 0, R=o,
En réunissant les systèmes (i) et (4), on obtient n -h p équations pour déterminer les valeurs des n -\- p variables, qui répondent aux maximums ou aux minimums de la fonction V spécialement considérée.
Pour reconnaître si les valeurs trouvées ainsi pour v sont des maximums ou des minimums, il faudra calculer la différentielle seconde c/V etvoir si elle conserve toujours le même signe et quel signe (7i9).
Toi. Il est clair que l'analyse précédente renferme le cas où l'on a à considérer des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées entre elles car d'autres équations.
Gj4 algèbre supérieure.
En faisant tout passer dans le premier membre de chaque équation, on transformera, en effet, les premières fonctions en fondions implicites, et l'on obtiendra un système analogue au système (i; [7o3], avec cette seule dilîérence que les équations qui lient les variables indépendantes ne renlermeront pas les fonctions prupoiées de ces variables.
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PREMIERES NOTIONS SUR LES INTÉGRALES
Définitions et théorèmes fondamentaux
735. Dans ce qui précède, nous avons étudié les difîéreiilielles des divers ordres des fonctions quelconques d'une ou de plusieurs variables, et les questions analytiques qui s'y rattachent. Nous ne pouvons terminer sans dire quelques mots des intégrales.
Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel, et il a pour but, d'une manière générale, la recherche des fonctions d'après leurs différentielles.
Nous nous bornerons, dans ce Chapitre, à exposer les principes fondamentaux.de ce calcul inverse et à indiquer rapidement les méthodes d'intégration les plus simples, afin de pouvoir les appliquer au besoin en Géométrie analvtique (t. V).
Il ne s'agira, bien entendu, que de fonctions d'une seule variable.
736. Considérons d'abord une courbe quelconque AB, rapportée à des axes rectangulaires 0^ et 0/ ij^o- '7)-
L'aire comprise entre une ordonnée fixe AC, une ordonnée quelconque MP, l'arc de courbe correspondant AM et l'axe Ojc, est nécessairement une fonction de l'abscisse ^=:0P du point M, puisqu'elle varie avec la position du point P, le point M variant alors lui-même sur la courbe.
Si l'on désigne par a l'aire ACPM, l'aire MPP'M', qui répond à l'accroissement A.r = PI*' de œ, sera à son tour A«.
Menons respectivement, par les points M et M', des parallèles MI' et M'I à l'axe Ox, jusqu'à la rencontre des ordon-
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nées M'P' et MP, et supposons, sans que cela soit absolument nécessaire à la dénionslralion, (|ue les points M et M' sont assez rapprochés pour que l'ordonnée y de la courbe varie toujours dans le même sens de l'un à l'autre. Nous aurons évidemment rM'= A/, et l'aire lu sera comprise enlre
Fig. 17.
les aires des deux rectangles MPPT et IPP'M'. On pourra donc poser (dans le cas de la figure)
V \.v <_ lu <{}■ -T- \r) Ij:,
c'est-à-dire, en divisant par Ij:,
lu .
OU, en passant à la limite, et lu comme ly tendant vei's zéro en même temps que Aj? (o3i),
du dx
et
du = y dx.
On arrive ainsi à ce résultat qu'il importe de retenir :
Les axes étant rectangulaires, la dérivée de l'aire d' une courbe, entendue dans le sens indiqué, est, d'une manière générale, égale à l'ordonnée de cette courbe.
Si, au lieu d'employer des axes rectangulaires, on emplo^'ait des axes obliques faisant entre eux l'angle B, les deux rectangles qui comprennent l'aire lu seraient remplacés par deux parallélogrammes ayant leurs côtés parallèles aux axes cl ayant pour aires respectives ( Trigon., 153)
y Ix &\nO et {y + ly) Ixs'mB.
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On Irouveiait donc, dans cette hypothèse, du
dx
= /sin9 et du =z y dx'ixnO.
757. Passons à la recherche de l'aire totale comprise entre les deux ordonnées fixes AC et BD, l'arc de courbe correspondant AD et l'axe 0^ {fig. 18).
Fig. 18.
Divisons la portion CD de l'axe 0^ en n parties, égales on inégales, mais devenant toutes infiniment petites quand n devient infiniment grand. Sur ces divisions comme bases et avec les ordonnées correspondantes de la courbe, construisons des rectangles intérieurs et exiérieurs à cette courbe AB, comme Tindicjue la figure. Par exemple, sur la division PP' qui répond à l'aire curviligne MPP'M', nous obtiendrons le rectangle intérieur jMPPT et le rectangle extérieur IPP'M'.
L'aire ACDB est, à la limite, la somme d'un nombre infiniment grand de parties infiniment petites, telles que MPP'M'.
Or, les deux rectangles MPP'I' et IPP'M', qui comprennent entre eux l'aire curviligne MPP'M', ont même base, et leur rapport est celui de leurs hauteurs MP ou y el M'P' ou/-t- Ak. Ce rapport, à la limite, est donc égal à l'unité, et il en sera de même, a fortiori, du rapport de l'aire MPP'M' à celle de l'un des doux rectangles.
On a, par conséquent, le droit, d'après le second principe fondamental de la Méthode infinitésimale (o29), de remplacer, dans la recherche qu'on poursuit, l'aire MPP'M' et toutes les aires analogues par celle de l'un des deux rectangles qui les comprennent respectivement. En choisissant,
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par exemple, le rectangle intérieur dûul l'aire est exprimée parjA,r, on aura
a=OD
aire ACDB = u z=^ lim 7^ y Ax.
a=OC
La caractéristique 2. indique, comme à l'ordinaire, la
somme de toutes les quantités analogues au produit r Aa contenues dans l'intervalle déterminé par les valeurs extrêmes de ^, c'est-à-dire par OC et par OD.
Nous avons supposé {Jig. 18) que l'ordonnée de la courbe AB croissait constamment dans l'intervalle considéré. Si l'ordonnée était constamment décroissante, le même raisonnement subsisterait. Comme on peut, d'ailleurs, partager l'aire totale à évaluer en portions pour lesquelles l'ordonnée de la courbe varie toujours dans le même sens, le raisonnemeni précédent s'applique finalement à un arc de courbe présentant, relativement à son ordonnée, des alternatives quelconques de croissance et de décroissance.
7o"8. Reprenons l'expression
Il = lim 2 j- Ax,
et faisons croître n indéfiniment.
A^ deviendra infiniment petit, et l'on pourra le remplacer par da^, puisque ce sera l'accroissement infiniment petit de l'abscisse. On aura ainsi y djc, différentielle de u [756], au lieu de r Aj7. En même temps, on remplacera la notation
par la notation
lim 2. y ^^
r dx,
j=OC
qu'il faut lire somme intégrale ou Intégrale de tous les éléments différentiels de l'aire u.
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.r = OD
L*expression \ /A.r n'indique qu'une valeur approchée
j=OC
(le l'aire ACDB, et elle ne devient exacte qu'à la limite. L'e\-
pression / y dx représente exactement l'aire ACDB ou
la somme complète de ses éléments, et c'est pour cela qu'on donne le nom à' intégrale à cette seconde expression.
L'ordonnée y de la courbe AB étant aussi une fonction de X que l'on désignera par f{x), on peut, en posant en outre OC =: Xq et OC == j^j, écrire l'intégrale précédente sous la forme
f{x)clx.
Comme les limites en sont indi(/uées, cette intégrale est dite une intégrale uéflme, prise depuis l'abscisse x^ jusqu'à 'l'abscisse x^.
Par convention, on place la limite inférieure au J3as du
signe / et, la limite supérieure, au haut de ce signe.
Calculer, au point de vue o\x nous nous sommes placé, une intégrale définie, c'est effectuer une quadrature, puisque c'est déterminer une aire telle que ACDB, ou le carré équivalent à celte aire.
759. Le problème qu'on vient de traiter donne la solution de la question posée par le Calcul intégral (755), solution qui, d'une manière générale, existe toujours.
En effet, si/(j?) est une fonction réelle de la variable indépendante X, supposée continue entre les limites fixes ^o et J7,, on pourra toujours trouver une fonction ayant pour différentielle/( J^) «fj; ou pour dérivée /(^), entre les mêmes limites. Il suffira pour cela de construire {fig. 19) la courbe AB, dont l'équation ou l'ordonnée est
Si l'on mène alors les ordonnées CA et PM qui répondent à l'abscisse fixe Xç^ et à une abscisse variable x comprise entre Xg^OC et ^i=OD, l'aire ACPM sera (756, 758) une
fonction F (.r) aj'ant pour dil^évenl'ieWe /{x) dx ou pour dérivée/(>r), entre les mêmes limites.
l-iC- 19-
Nous énoncerons donc ce premier théorème : 1. La limiie de somme représentée par
f '/{■r)dx
est une fonction de la varitble x ayant pour différentielle f{x) dx ou, pour dérivée, f{x ).
On peut l'exprimer en écrivant
f{x)dx = f{x)dx ou 1) / f{x)dx=f\x).
La limite inférieure o^o étant fixe, on a une intégrale définie (758), si la limite supérieure x^ est également fixe. Si cetle limite supérieure demeure variable, on dit, simplement, que l'intégrale est prise à partir de Xq.
760. Quand on donne une fonction, quelle qu'elle soit, sa différentielle ou sa dérivée est, comme on l'a vu, complètement déterminée.
Le problème inverse admet, au contraire, un nombre illimité de solutions; et l'intégrale d'une différentielle f{x)dx est susceptible d'une infinité de valeurs.
Supposons, en effet, qu'une fonction F(^) ait pour différentielle/(j:)^^:". Si l'on ajoute à cette fonction une constante arbitraire C, la nouvelle expression
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aura la même différentielle, puisque loule constante disparaît dans la différentialion d'une somme (568), Et, comme deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent ]irécisémenl différer que par une constante (oi9, 5i3), toutes les fonctions qui répondent à la question seront comprises dans l'expression générale
On pouvait s'attendre, d'après ce qui précède, à cette indétermination s|>éciale; car nous avons choisi, aussi arbitrairement (759), l'abscisse fixe ^o ou OC. En parlant {Jig. 19) de l'abscisse OC, on aurait obtenu une aire différente A'C'PM, ayant encore pour différentielle /(x)(ix.
L'expression générale
est dite l'iMÉiiRAi-E indéfinie ou, simplement, I'intégrale de la différentielle f{x)djc-, et on la représente, sans indication de limites, par la notation
f{x)dx.
Nous résumerons ce que nous venons de dire dans ce deuxième énoncé :
II. Lorsque l'on a trouvé une fonction V {x) dont la différentielle est f{x)dx ou la dérivée f{x), pour toute valeur de X comprise dans unintervalle déterminé, on obtient toutes les fonctions qui jouissent de la même propriété en ajoutant à la première F(j:) une constante arbitraire C.
Des intégrales définies. — Élimination de la constante.
761. T(jute intégrale définie est évidemment comprise dans l'intégrale indéfinie correspondante, et répond à une certaine valeur de la constante arbitraire C.
Oïdinaircment, le problème posé permet de connaître (luelle valeur Xo la fonction générale F(^) + G doit prendre pour une certaine valeur Xq de la variable x. On i)eut alors éliminer immédiatement la constante, puisque l'on doit avoir
r(ao) + C — Xo, d'où C = Xo— F(a-u),
et la fonction générale devient
F(^)-F(j:o) + Xo.
Le pins habituellement, elle doit s'annuler pour x = x^, on a alors Xo=o, et elle prend la forme
On peut écrire, dans ce cas, sans constante arbitraire
f{x)dx = F( j;) — F(Xo),
et celte expression est celle de l'aire ACPM {fig. 19), jcç^ répondant à l'abscisse fixe OC, et l'abscisse x =: OP restant variable.
Si l'on donne à x la valeur déterminée x,=r OD, l'intégrale devient elle-même complètementdéterminée, c'est-à-dire que l'on a V intégrale définie de la différentielle f{x)dx
prise depuis x-=Xq Jusqu'à x^=Xi, et ayant pour valeur l'aire ACBD.
Nous pouvons donc énoncer ce dernier théorème fondamental, conclusion de tout ce qui précède :
III. L'intégrale définie de la différentielle f{x)dx, prise de X ^= Xq à x^^ Xi, est la limite vers laquelle tend la somme des valeurs de la différentielle f{x)\x ouf{x)dx, lorsque x varie d'une manière continue, c'est-à-dire en prenant des accroissements successifs infiniment petits, dans l'intervalle considéré.
762. Ainsi, en se plaçant au point de vue du calcul, et l'accroissement fini d'une fonction étant égal à la somme des accroissements infiniment petits qu'elle prend successivement dans l'intervalle proposé (oi7), on voit que, pour déterminer une intégrale définie telle que (3) [~6i], il faut trouver la fonction Y{x) dont la dérivée estf{x) ou la différentielle /{x)dx, remplacer dans cette fonction F{x) la variable x par sa limite supérieure x^, puis par sa limite inférieure Xq, et retrancher le second résultat du premier.
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Il est entendu, pour le moment, que/(^) conserve une valeur finie et continue depuis a:=:j:o jusqu'à ^ = ^,, et que les deux limites œ^ et 07, sont elles-mêmes finies.
7G3. Voici quelques remarques essentielles au point de vue des applications :
1° Les signes ci et f représentent des opéralions inverses l'une de l'autre et se détruisent matnellement iorsqu'on les superpose.
On a donc, par définition même et en laissant la constante de côté,
(:'i) d jf{x)dx=f{x)dx et fdFix)=zF{x).
2" Quand on intervertit l'ordre des limites, on change le signe de l'intégrale définie.
On a, en elTel, par convention (7o8, 702) et Y\x) étant égale à /(^),
f^x)dx^Y{x,)-Y{x,),
f{x)dx = ¥{xQ) — F{xi),
et il en résulte
(5) J 'f{x)dx = -J^"/{x)dx
3" Une intégrale peut présenter des éléments négatifs, chaque produit /(ic)A^ ou f{x)dx étant, dans tous les cas, positif ou négatif, suivant que ses facteurs sont de même signe ou de signes contraires.
Au lieu d'avoir une courbe telle que AB, la courbe / =: f'{x) peut {fig. 20) affecter la forme AKMLB. Elle coupe alors deux fois l'axe Ox en K et en L.
Les deux portions d'aire ACK et LDB, situées au-dessus de l'axe Ox, sont positives, tandis que la portion d'aire KML, située au-dessous de cet axe, est négative.
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Eu posant OC =; jTo, OD = a;i, l'aire totale ACK— RML + LDB
sera toujours représentée par
f{œ)dx= F(^i) — F(.ro),
el elle pourra être nulle, si la partie négative KML est égale, en valeur absolue, à la somme ACK + LDB des parties positives.
Fij. 20
4° La dérivée f{cc) de ¥{x) restant finie et continue quand X varie de Xq à Xy, de x^ à ^o» de x^ à x-^, . . ., de x,j_i à x,^, on a la formule
f /{x)dx= f{x)dx-\-j f{x)dx+.. En effet, la formule (6) revient à l'identité
X ) dx.
La formule (6) subsiste, lors même que les limites ne sont pas rangées par ordre de grandeur, les éléments du second membre qui ne se retrouvent pas dans le premier se détruisant nécessairement deux à deux. On peut le vérifier facilement, en ne considérant, par exemple, que les limites x^, x^. Xi, x-i, disposées dans l'ordre Xq, x.2, X3, x^.
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5" Sif{x) eto{x) sont deux Jonctions qui restent continues pour les valeurs dex comprises entre les limites Xq et x^ > x^ et si, dans cet inten^alle, on a toujours J {x) > o{x), on a aussi
C f{x)dx> C o{x)dx.
Les deux intégrales définies sont des limites de sommes, et chaque élément différentiel de la première somme est, pnihypothèse, supérieur à l'élément différentiel correspondanl de la seconde. L'inégalité indiquée est donc vérifiée.
Celte remarque permet de renfermer une intégrale définie entre deux limites.
En effet, si la fonction f{^) demeure comprise entre les fonctions ']){x) et o{x), dans l'intervalle (^o» ^\), et que ces fonctions soient continues dans cet intervalle, on a, d'après ce qu'on vient de dire,
I <li{x)dx> I /{x)dx>l o{x)dx.
Si l'on ne sait pas intégrer/(^) <r/^ et si l'on sait, au contraire, intégrer ^(x) dx et o{x)dx, on obtiendra donc deux limites de l'intégrale inconnue.
764-. Nous terminerons ces préliminaires, en montrant que le théorème fondamental sur les intégrales définies (761) peut être établi directement par l'Analyse, à l'aide des principes du Calcul différentiel.
Admettons que F{x) soil l'une quelconque des intégrales de/(:r) dx (760) : on aura/(^) =: F'{x).
Par suite, a étant une fonction de x et de Ax qui s'annule en même temps que Ax, on pourra écrire (oio)
c'est-à-dire
(2) AF{x) = [f{x)~y.]Xr.
Si l'on fait maintenant varier x par degrés de plus en plus rapprochés, depuis x ■= Xq jusqu'à x=zx,, la continuité de /{x) étant supposée, on obtiendra, pour chaque valeur at-
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Iribuée à x, une équation analogue à l'équalion (2). Eu ajoutant toutes ces relations membre à membre, le premier membre de l'égalité résultante, somme des accroissements AF(a;), représentera l'accroissement total de F(^) entre les limites indiquées ou F(a7, ) — F(^-o), et l'on aura
(3) Y{x,)~V{x,) = \ïm ^f{x)^x-:-\\m ^ « -^
X =Xa
Mais 2. ^-^ '^ ^^^ pour limite finie a-, — x^. Par conséquent,
les valeurs de a étant à la limite infiniment petites, on a, d'après un théorème précédemment démontré (528),
lim 2. ^ ^'^ ^ o»
et il reste
(4) F(^-,)-F(^o) = lim2/(^)^^=/ '/(■^)^^.
Ainsi, l'intégrale définie est bien la somme des valeurs infiniment petites de la différentielle (oi7), entre les limites indiquées.
Procédés d'intégration les plus simples.
765. L'opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à cette fonction elle-même porte le nom d'/ntégration.
Puisque les deux opérations, Différentiation et Intégration, sont inverses l'une de l'autre, chaque proposition relative à la différentiation a sa réciproque dans l'iulégralion.
On trouvera, à la fin de ce Volume, deux Tableaux parallèles, qui se répondent et se complètent mutuellement. Le premier renferme les différentielles et les dérivées les plus simples et les plus usuelles; le second fait connaître les intégrales qui résultent spontanément, pour ainsi dire, de la lecture des différentielles inscrites dans le premier.
Nous, allons entrer dans quelques développements sur ce point, et indiquer ensuite les autres procédés les plus élé-
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mentaires. Nos lecteurs n'auront pas besoin, en général, d'aller plus loin, lorsqu'ils étudieront la Géométrie analytique (t. V).
I^iTÉGRATION IMMEDIATE.
766. Nous remarquerons d'abord que, lorsque l'intégrale indéfinie d'une différentielle est connue (759, 760), la relation (3) fournit ensuite son intégrale définie entre les limites données (761, 762).
Cela posé, l'intégration est absolument immédiate, lorsqu'on retrouve, sans cliangement, sous le signe / , la différentielle d'une fonction connue.
Nous allons parcourir quelques exemples.
1° Si l'on a à chercher
on n'a qu'à se souvenir que la différentielle de Ijc est égale à — [586]. On peut alors écrire, en désignant par C l;i constante arbitraire, l'intégrale indéfinie
Si les limites données sont x ^ a et x =z b "> a, on a donc (762)
— = /t> — La=^ L -'
2° Si l'on a à chercher
cos^ dx,
il suffit de se rappeler que la fonction sin^ a pour dilterenlielle cosxdx [oiJSJ, pour écrire
/ cosjt dx = sin.r H- C.
Si les limites sont, pour l'arc .r, o et -? il vient
o" La fonction tani^j; ayant pour dilTérenlielle [601], on a de même
cos.r d.v = sin — — sino = i .
dx ,
cos-^
et, pour les limites ^ = -^ et j: := y > b 4
C dx T. - I 3 — Jl> , „
/ — '-, — := lang-y — tanir-. = 1 ^ =: r^— = 0,4226....
J^ cos^^- "^ 4 ^ \iè ^
Soit encore
r dx
La différentielle de arc sin j? est précisément (609) celle qui est placée sous le signe / . On a donc
dx
arc sin.» + C.
Mais il se présente ici, pour le passage à l'intégrale définie, une difficulté dont il faut être averti.
Supposons que les limites données soient x ^=. — ^ i et ^ ^: i. Nous aurons
' dx
- :=z arc sin i — arc sin(— i).
Or, à un même sinus^, correspondent une infinité d'arcs compris dans les formules {Trigon., 12)
2A'--+-x et (2A--4-I)- — X,
k étant un entier quelconque. La fonction arcsin^' n'est donc
pas complèlemenl déterminée, et il en est de même des deux termes arcsini etarcsin — i, lorsqu'on les considère séparément; mais leur différence n'est pas indéterminée. C'est ce que nous allons montrer.
Les deux arcs (arcsini et arcsin — i) peuvent faire partie, soit de la première formule générale que nous venons de rappeler, soit de la deuxième, soit, respectivement, de l'une ?t de l'autre. Le résultat demeurant identique, comme il est facile de le vérifier, nous admettrons que les deux arcs appartiennent à la première formule
Nous pourrons alors écrire
arc sin I =: 2 A- ^- - ? arc sin — i = 2 A- — - >
k conservant, bien entendu, la même valeur dans les deux égalités, puisqu'il s'agit d'un arc variant d'une manière continue depuis la valeur pour laquelle son sinus est — i jusqu'à celle pour laquelle son sinus est i.
Il en résultera finalement
7G8. 5° Si l'on donnait
r dx
I + x^ou aurait, de même (613), dx
/dx „ z= arc tang^ -;- <..
H s'ensuivrait
dx
arc tang i — arc tang( — 1).
A une même tangente x correspondent une infinité d'arcs compris dans la formule {Triifon., 23)
C8o ALGÈBRE SUPÉlllEUUE.
Le plus petit arc dont la tangente est i étant -,', on pourra
donc écrire, sans ambiguïté (767), et en supposant l'entier k quelconque.
769. La comparaison des deux Tableaux indiqués (765) conduira sans peine à d'autres résultats analogues, qu'il faut, autant que possible, retenir par cœur.
Il est essentiel de remarquer, à ce sujet, que la fonction logaritbmique (766) et les fonctions circulaires inverses (767, 768) sont des intégrales de différentielles algébriques. Ces fonctions se seraient donc présentées nécessairement, dès le début du Calcul intégral, comme des éléments analytiques nouveaux, lors même que l'Algèbre et la Trigonométrie n'en auraient pas donné d'avance la théorie. On comprend par là, sans insister, qu'il est dans la nature même de l'intégration de donner naissance à de nouveaux types de fonctions en nombre illimité et que, par conséquent, les Mathématiques trouvent dans ce calcul inverse une mine inépuisable de recherches.
TIIÉORÈMI-S DE TRANSFOR'iATION El DE DÉCOMPOSITION.
770. L On peut, à volonté, fai/e sortir un J acteur constant du signe 1 ou le faire entrer sous ce signe.
On a, évidemment.
/ a f{^) dx ^ a j f{jc) dx.
a étant un facteur constant.
En effet, tout facteur constant persiste dans la différenliation (573), et deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent différer que par une constante arbitraire additionnelle (760).
On peut dire encore qu'il revient au même de multiplier par un facteur constant chaque élément d'une somme ou la somme tout entière.
Ainsi, l'expression a 1 f{x)dx a pour différentielle a f{.v)dx
et, comme elle renferme implicilement une consiante arbitraire, elle représente bien l'intégrale indéfinie de af{x)clx. On aura donc, entre les mêmes limites ^o et o-j,
af{x)dxz=za 1 f{x)dx.
771. II. L'intégrale d'une somme algébrique de différentielles est égale à la somme algébrique des intégrales de ces différentielles.
En effet, u, v et t, étant des fonctions de x, on a (oG8)
d{u -\- i' — t) ^ du -\- dv — dt.
On a donc aussi
/ d{u -t- (' — 0 = I du-i- I dv — I dt ;
car les deux membres de cette égalité ont même différentielle, et chaque intégrale indéfinie entraine avec elle une constante arbitraire additionnelle.
On aura, par suite, entre les mêmes limites x^ et x^.
I d{u -j- ç — t)z=i i du + i dv — /
dt.
772. Le plus ordinairement, l'expression qui est sous le signe
/ n'est pas une différentielle connue ; mais il suffit souvent
d'une simple multiplication par un facteur constant convenablement choisi pour faire apparaître celle différentielle, et l'on peut alors regarder encore l'intégration comme immédiate. Le théorème I (770) a donc des applications très nombreuses, puisque l'on n'aura qu'à diviser ensuite le résultat obtenu par le facteur auxiliaire employé.
Soit, par exemple
X'" dx.
La quantité x'"dx n'est pas une (liiïéronliclle connue;
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mais, en multipliant sous le signe par m-r- 1, on voit que
{m ^r- i) x"^ dx
est précisément la différentielle de x"^-^'^ (576).
Il en résulte qu'en multipliant sous le signe par m-^x et,
en dehors du si^ne, par -, les deux opérations se d'étrui-
ni -r- 1
ront (770i, en donnant
(3) jx"'dx= — — l {m -\- i) X"' dx =
Il est utile d'énoncer ce résultat sous forme de règle; car il n'en est pas de plus usuel.
Lorsque la fonction dérii'ée placée sous le signe f est une
puissance, on obtient immédiatement l'intégrale, sauf la constante, en augmentant d'une unité l'exposant de la puissance et en divisant le résultat par l'exposant ainsi modifié.
En appliquant cette règle et le théorème II (771), on peut écrire immédiatement l'intégrale qui correspond à une fonction dérivée exprimée par un polynôme rationnel en x.
On a ainsi
I {ox^ -i- 2x^ — - X- -î- ox — 3) dx
=/5,r'rfx^/..Vte ^f,.--d. ^f,.d.r -fîd.
Les lecteurs feront bien, dans les commencements, de vérifier toujours le résultat de l'intégration effectuée, en prenant les ditTérentielles des deux membres.
Nous ne devons pas terminer ce paragraphe, sans faire remarquer le cas d'exception qui se présente, lorsqu'on suppose dans la formule générale (3), m rzz — i. On trouve alors
au lieu de lx-\-(l que l'on devrait obtenir (766, i°). 11 ne faut pas d'ailleurs s'étonner que la formule générale devienne illusoire dans celte hypothèse, puisque l'intégrale Ir-^ C, ces-
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sant d'être algébrique, ne peut plus être représentée par l'expression
hC.
Un arlifice de calcul peut conduire au résultat exact. C étant une constante arbitraire, on peut, sans rien modifier,
retrancher dans le second membre la fraction ? et écrire
ju>" dx ■= ' • -I- c.
Pour /« — — I , la fraction du second membre prend la forme -• Mais, si l'on applique la règle de L'Hospital (711), en prenant le rapport des dérivées des deux termes relativement à m., on trouve d'abord
et, ensuite, pour m-=i — i, Ix. On retombe bien ainsi sur la formule connue
77i. 2" Soit encore
(t^'clx.
La quantité placée sous le signe n'est pas une différentielle connue; mais elle deviendrait celle de a^ [389], si on la mul-
tipliait par p-^ C'est ce que l'on a le droit de faire, à la con-
loge
dition de multiplier hors du signe parle facteur inverse •
Il vient ainsi
r x^ ^^^^ riog^ loge
/ a^ dx=z - — — / , a^ dx = —^-- a^ h C.
J logaj loge; loga
775. Le théorème relatif à la dilférentiation des fonctions de fonctions (363) peut être souvent invoqué, soit seul, soit combiné avec le théorème I (770).
3'^ Ainsi, la différentielle d'un logarithme conservant la fonction intacte au dénominateur (387) et la dérivée de la
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variable indépendante étant l'unité, on a, évidemment,
ri.r
— = l(j; -+- a) jc -i- a
On a, de même
— -^ — ILc -i- V.,.
.r lu;
On a aussi (T73) / — ( (ce ^ a)-Pclx
— p^i {p~i){jc -i- a
En multipliant et en divisant par 2 (770), il vient également {060, 587)
J x--va- ^ J X- -r a- -
De même
C^^dx^\ Ç'^-^dx = \ {lxy+ C.
Enfin (060, G 13)
dx
- arc tang ( — ) + ^
776. En décomposant la différentielle placée sous le signe en une somme de plusieurs autres et en appliquant le théorème II [771], on parvient fréquemment à tourner la difilculté et à effectuer l'intégration. Le théorème II joue donc, lui aussi, un rôle important, bien qu'il faille quelquefois une habileté toute particulière pour le mettre en œuvre.
Considérons l'intégrale
dx
sin^^ C0S-J7
En la multipliant et en la divisant par sin^^r + cos-j? = i, et en effectuant, on trouve successivement (GOJ, 60'i-),
/sin-^ + cos^^ , r dx f' dx
sin^u;cos-a; J cos-^ J sin^^
= tang.2? — cotx -I- C.
6° Prenons, en dernier lieu, l'expre&sion
r dx _ r dx
J a- — b'X^ J (a — bx){a-\-hx)
Si l'on a l'idée d'introduire au numérateur la somme
a — hx-^a-\-hxz:^ia,
il vient, en effectuant et en faisant usage de la remarque du n" 775,
/dx I r {^a — h x) -^ {a -\- b x') _,
a- — b- x- ICI J {a — bx){a-\~bx)
_ J_ f f dx r dx \
'2a\j a+bx J a — bxj
^ _L { fJlÉ^ _ f=^)= -^ / " + f '^ + C.
2ab\J a-\-bx J a — bxJ -iab a — bx On peut se reporter au n" 59(5 (6°).
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779. Supposons que l'expression différentielle /(a;)*^^ ne soit pas immédiatement intégrable, et que la variable x soit liée à une autre variable indépendante t par la relation
Il en résultera
dx=L o'{t)dt
et, par suite,
f{x)dx^f[o{t)]'j'{t)dt.^Y{t)r]l.
On aura donc (2) J'f{x)dx=jF{t)di.
Si l'on peut déterminer immédiatement l'intégrale du second membre, ou si elle est plus simple que celle du premier membre, l'emploi de ce procédé de substitution sera avantageux. Dans le résultat obtenu finalement, on devra remplacer t par sa valeur en fonction de x.
Lorsque la première intégrale doit être prise entre les limites Xq et Xi, il faut prendre l'intégrale substituée entre les limites ^o et t^, qui sont les valeurs de t pour lesquelles on a a;^ Xq el X =z a-^.
Quelques exemples éclairciront ce qui précède
ï" Soit d'abord
dr
La quantité placée sous le signe / n'étant pas une dilféren-
tielle connue, nous poserons, en désignant par ^ une nouvelle variable indépendante,
X =: al, d'où dx = ad t. Il viendra, en substituant
r dx r adt r dt • , , p
/ . :zz / - = / ■ = arc sin^ 4- C,
J \/'a-—x'- J v'a'— «'^' J sji — t-
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c'est-à-dire, en revenant à x,
dx . X
- r= arc sin r C.
\Ja-—x- ^
Il est clair, d'ailleurs, qu'on aurait pu éviter l'emploi du procédé par substitution, en s'appuyant sur le théorème relatif à la dilTérentiation des fonctions de fonctions (773), et en posant directement
a . /x\ - = arc sin — -t- C.
11 en sera souvent ainsi dans les exemples simples, où le procédé dont il s'agit aura surtout pour objet de soulager l'attention.
2» Soit encore
/ {ax-i-b)'"dx.
Dsons
ax -{- b = 1.
en résultera
dt
En substituant, on aura donc
I {ax-\- b)"'dx = ~ I t'"dt= -
ou, en revenant à x,
(ax 4- b)'^dx = - h
Puisque la différentielle de ax-^ b est adx, on aurait pu aussi, dans cet exemple, éviter toute substitution et écrire immédiatement
j {ax ^ b)"'dx= ~ I {ax-h b)"'adxz= -
{ax -h b)'"-^^
3° Considérons, en dernier lieu, l'intégrale fréquemment
rencontrcG
dx
œ^-i- bx -\- c
en supposant qne les racines de l'équalion x--{-bœ-{-c^=o sont imaginaires, auquel cas on a {Alg. élém., 237)
— — C ■< O ou C — — > G.
On a aussi
x'-+bx^c={x-^-^ -^(c- 4-)' t étant une autre variable indépendante, posons
b / b^ ,, ^ j ^ I b"- X -\ — ^t\c ;- > d ou dx =zdt i / c 7- •
Nous aurons évidemment, en substituant et en simplifiant.
dx I V 4
dt
\ r dt I
= / ;:= — , arc tangf + L
ou, en revenant à x,
OC
r dx I , ' 2 ^
/ ; = — — arc tan;? — , + C.
J x- -\- bx
IX ^r c
Si les deux racines imaginaires de l'équation x--\- bx -\- c =^0 sont mises sous la forme xdsz^i {Alg. élém., 237 , on a
a = -- et P = y/c-^,
et l'on peut écrire
/dx I , X — Cf. ^ — T = 75 arc tang — ^ \- C.
x^-^bx-^c ^ V
INTÉGRATION PAU l'AUTICS.
781. Ce procédé d'intégration est très important. Il est très fréquemment mis en œuvre et offre de précieuses ressources.
u et V étant deux fonctions de œ, nous avons trouvé pour la différentielle de leur produit (570)
(i) duv ^zz u dv -\- V dn.
On a donc, en intégrant les deux membres (771),
uv ^ I a dv -+-/*' du
et, par suite, 2)
/ Il dv = iiv — j V du.
Nous n'avons pas ajouté de constante, parce que chaque membre de l'équation (i), intégré, comporte une constante arbitraire.
Puisque uv est une partie intégrée, on ramène de cette
manière la recherche de l'intégrale / udv à celle de l'intégrale / vdu, qui peut être plus simple, ou mieux se prètei-
aux exigences de la question à traiter.
On voit que, dans les deux intégrales substituées ainsi l'une à l'autre, les fonctions et les différentielles sont permutées : on a, dans la seconde, c à la place de u et du à la place de dv.
Ce procédé pourrait s'appeler aussi intégration par facteurs, puisqu'il est fondé sur la décomposition du produit qu'on veut intégrer en deux facteurs, dont l'un soit une différentielle connue : dans le produit udv, dv est la différentielle connue de la fonction v.
782. Si l'on veut appliquer la formule (i) [781] à la recherche d'intégrales définies, on a, en appelant u^ et «'o, u^ et (',, les valeurs des fonctions u et v pour x^^Xq eix^zxi,
(3) / « a'r =: [«1 (', — «u^'o] — / ^'du.
De C. — Coiu^. NI. 44
ÔgO ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
783. Nous allons appliquer l'intégration par parties à quelques exemples choisis.
I" Soit l'expression
/ Ix dx.
Si l'on se reporte à la formule (2) [781], on a ici ii^lx, i> = x, du=z — .
Par suite,
/ Ix dx ^=z xlx — I ■^ ~~ ^^ •x:lx — j: -r- C.
2° Soit l'expression
/ arc \.diX\^x dx.
On a ici
dx u = arc tango-, v= x, du = ; •
Par suite,
I arc tang J7 dx =z x arc tang^ — f ^ ~
= X arc lang^ l(i -\- x^) -+- C.
3" Soit l'expression
Ici, e^ dx est la différentielle connue de e^. On a donc 11=^ X, V =z e^, du = dx, et, par conséquent,
4" Soit l'expression
/ arc sin^ dx.
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On a ici
u ^ arc sin x, v = x, au = — == ;
s/i — Xpar suite,
r . -, . r dx
I arc sin^ «j? ^ ^ ai'c sin:c — / x — .
On peut d'ailleurs écrire
/dx r — 7.x dx I
\J\ — x- Ji^i — a:^
et l'on a, finalement,
/ arc sino: dx ^x arc sin ^ + V^i — -3?- H- C.
78i. On peut avoir à appliquer le même procédé plusieurs fois et successivement, jusqu'à ce que l'on parvienne à une dernière intégrale, immédiatement connue.
5° Soit l'expression
/ x'^e'^- dx.
On a ici
u = x^y V = e^, du z= 3x- dx.
Par suite,
On devra calculer la seconde intégrale par le même procédé et en posant
« = 3,2:^, i>z=ze^, da=i6xd On aura ainsi
En opérant encore de même et en posant une troisième fois u =: 6x, V =: e^, du z= 6 dx, il viendra enfin
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On trouvera donc, finalement, en substituant dans la première formule les résultats successivement obtenus.
j?^ e'^ dx ^=. e^ {jc^ — 3a;--\- 6x — 6 ). 6" Soit, encore, l'expression
X'" cosx dx.
cosxdx étant la difTérenlielIe de s\nx, on peut poser
a =^ x'" , i':=:sin.r, du =z rnx'"'^ dx.
Par suite,
/ x'"^ cos^ dx m x'" si il X — m I .r'"~' sin x dx.
On peut mettre la seconde intégrale sous la forme
— I x'"-^ sinx dx ^ I x'"-^ { — siax dx)
et poser, puisque — sinxdx est la différentielle de cos^, u^x'"-^, p^cos.r, du^z{in — i)x"'~- dx.
On a ainsi
— / x'"-^ sinx dx --= x"'~^ cos.r — (/« — i) / x'"-- cosx dx.
La question est donc ramenée à la recberche de l'intégrale
jjtn-i cos j; dx.
qui est de même forme que la proposée, sauf l'exposant deo-. On devra, par conséquent, poursuivre l'application du procédé jusqu'à ce que, m étant supposé entier et positif, et diminuant d'une unité à chaque opération, on parvienne à l'intégrale connue ^
fcos.d. ou f-sin.d.,
suivant que m sera pair ou impair. L'opération sera alors terminée.
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Prenons, pour fixer les idées, m — 4» Nous aurons successivement
/ x'* cosx dx = X* sin x — 4 / x^ sin x dx,
— I x^ sinx dx = x^ cosor — Six- cos^ dx, I X- coix dx = X- sin .2^ — 2 1 x sin^ dx,
— 1 X sin^ dx = ^ cosa; — / cosx dx = j? coso; — sin^, c'est-à-dire, finalement,
I x'' cosx dx:= sin x[x'*— iix--^ 24] -1- \x cosj7[j:-— 6] h- C.
Cas particuliers des intégrales définies (').
I. Liîs i.iMiTKS DE l'intégrale pelvent être infimes
Nous avons supposé, jusqu'à présent, que, dans l'intégrale djfinie
f{x) dx,
la fonction dérivée f{x) restait finie et continue entre les deux limites Xq et x^, ces limites étant des quantités déterminées quelconques. Nous allons montrer que,/(x) demeurant toujours finie et continue, tandis que l'une des deux limites ou toutes les deux deviennent infinies, l'intégrale correspondante peut conserver une valeur finie, ou bien devenir elle-même infinie ou indéterminée.
786. Remarquons qu'une intégrale prise entre les limites Xq et 00 n'est autre chose que la limite vers laquelle tend la même intégrale prise entre les limites x^ et Xy, lorsqu'on fait
C) En disant ici (]uel(iucs mois de celle question délicate, nous voulons seulement indiquer au lecteur les difficultés qui peuvent se présenter dans le calcul des intée-rales définies.
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tendre x^ vers l'infini. On a ainsi
/ f{x-)dxz=z\imj f{x)dx [pour ^i=:oo]. On a, de même,
I f{x)dx^\iml f{x)dx [pour j7o = — <»]
et
/ /(^) dx = Uni / f{x) dx [pour ^Tq^^ — oo el j?i = oc].
Soil, par exemple
/ e'^ dx.
On aura d'abord
e~^ dx = — e"'^ + C :
puis
Si l'on fait tendre x.^ vers l'infini, la limite de e-^^^^ — est zéro, et l'on a
ce qui est une valeur finie.
Si l'on fait tendre, au contraire, jTo vers moins l'infini en donnant une valeur déterminée à l'autre limite a-,, il vient
/ e~^ dx ■=^ e — e~^> = oo.
Soit, encore
dx
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On aura d'abord (775, 3")
/dx I X — ^ = - arc lang h L ; a--t- X- a a
puis,
/"■*"' dx i f ^ Xi . .'
/ — r = - arctang — — arc lang-
Si Ion fait tendre Xi vers l'infini, arctang— tend vers l'arc
dont la tangente est égale à l'infini, c'esl-à-dire, si l'on veut,
vers l'arc - > et l'on a
f dx I /t. Xo\
/ -1 '>=--{ arclang— .
Si l'on fait tendre, au contraire, ^o vers moins l'infini, on a, dans les mêmes conditions
/^' dx 1 / .r, ~\
~ ;, = - arc tang— !• + - • _^ a-H-oC- a\ a ij
Enfin, si l'on fait tendre à la fois j?o vers — ce et j:, vers co, il vient
Soit, en dernier lieu
Jco^x dx.
On aura d'abord
I cosx dx ^= smx -h C;
puis,
/ cos.r <Yj: = sin,a7, — sin^r,,.
Si l'on fait tendre maintenant x^ vers l'infini, la valeur de sin^i ne peut tendre vers aucune limite déterminée. La valeur de l'intégrale
/ cosxdx est donc elle-même complètement indéterminée.
790. II. La fonctiox dérivée placée sous le signe ; peut devemu
INFINIE POUR l'une DES LIMITES DE l'i.NTÉGRALE OU ENTRE SES LIMITES.
Supposons d'abord que la fonction dérivée f{x) demeure finie pour les valeurs de x comprises entre les limites ^o et x^, mais qu'elle devienne infinie pour x^x^. La valeur correspondante de l'intégrale peut être alors finie, infinie ou indéterminée.
En supposant toujours x^^Xq et en désignant par s un infiniment petit positif, on pourra poser
f{x)dxT^\h\\ I f{x)dx [poars:=o].
Si la fonction/( j) devient, au contraire, infinie pour x = x^, on pourra écrire d'une manière analogue
/ f{x)dx =^\\m j f(x)dx [pourî = o].
•^.r„ «".ro + E
791. Supposons, en second lieu, c|ue la fonction /(j:-) devienne infinie pour une certaine valeur de x comprise entre les deux limites ^o et Xi de l'intégrale. Cette dernière peut alors être finie, infinie ou indéterminée.
En désignant par X la valeur de x qui rend, dans l'intervalle {xq, Xi), f{x) infinie, nous pourrons écrire, d'une manière générale et d'après un théorème démontré précédemment (7G3, 4°),
/ /('^)^'^= / f{x)dx -h I /{x)dx.
Comme on a, par hypothèse, /(X) ^oo, il faudra chercher les limites des intégrales du second membre d'après les indications données au n" 790. En désignant par s et par yj deux infiniment petits positifs, sans corrélation aucune, nous poserons donc
/ /{x)dx z=V\m I f{x)dx [pour£ = o]
/ f{x)dx ^=Um I f{x)dx [pouryi = o].
"X «^X+Yl
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La somme des deux limites obtenues fera connaître la valeur de l'intégrale proposée.
I» Soit l'expression
x~'' dXf
Xq et Xi étant des quantités positives. On a d'abord
X~'* dx =: rr + C = ;^
puis
X^'*dx^:i — —
Celte valeur est négative. Cependant, tous les éléments dif-
dx férentiels de la forme x-'*dx ou — r sont positifs à cause de
l'exposant pair de x'*. Le résultat obtenu n'est donc pase\^,ict. En effet, nous sommes dans le cas d'exception qu'il s'agit d'étudier, puisque /(^)= — devient infinie pour a: = o, valeur comprise entre — x^ et x^. Nous devons donc poser (791)
/x~'*dx=: lim / x-^
dx
[pour £ =0]
et
/x'''*dxr=\\m I x-'*dx =: — 5—-^
ix'
[pour £ = o] =00
Soit, encore, l'inlégrale
On a, comme on le sait,
d'où
dx
Ix-i-C,
-^'^dx
Si les deux limites sont de même signe, il n'y a aucune difficulté; mais, si elles sont de signes contraires, le second membre se présente sous forme imaginaire. Nous nous trouvons dans le même cas d'exception ; car, dans l'intervalle de ces
deux limites de signes contraires, la fonction /(^) = - passe
nécessairement par l'infini pour x =zo.
Pour bien faire apparaître la différence de signes des deux limites, nous désignerons par x^ et par Xi deux nombres positifs et, pour lever la difficulté, nous poserons (T91)
e et Yi étant des infiniment petits arbitraires, sans aucune corrélation.
Un aura alors
r^~'-dx ,0 — £ £
lim / - = / -=/ —
r'' dx j'i .r,
im / — = / = / —
I _ X O 4- Ti Ti
,. r dx
lim La somme des deux limites sera donc
Mais, e eir, étant arljitraires, leur rapport est indéterminé, et l'intégrale proposée a elle-même une valeur indéterminée.
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Si l'on suppose e == yj, on a /- = l iz=o, et la valeur de l'in-
légrale se réduit à /—' • C'est ce que Caucuy appelle, dans les
cas analogues, la valeur principale de l'intégrale indéterminée.
Cette valeur principale a donc pour expression générale (791)
lim
' f{x)dx^- i f{x)clx
Nouvelle démonstration de la série de Taylor.
794. Les propriétés des intégrales définies et l'application du procédé d'intégration par parties (781) conduisent à une démonstration simple et élégante de la série de Taylor (673).
Soient, en effet, x et h deux quantités données et t une variable. Considérons la fonction
et supposons-la continue, ainsi que ses n-\-i premières dérivées, pour les valeurs de t comprises entre o et /«; ce qui revient à dire que/(cc) et ses n +i premières dérivées sont continues dans l'intervalle {x, ^ -t- h).
La différentielle def{x-\-h — t) par rapport à f étant égale
— /'(^4-A — t)dt,
nous aurons, identiquement (763, 2")
Oh
{x-^ h — t)dt= / f{x + li — t)dt=f{x + h)—f{x\
Cela posé, si l'on veut appliquer l'intégration par parties (781) à l'expression
f f'{x + h — t)dt,
on aura ici u=/'{x-]- h — t), i>=t, du^=.—f"{x-\-h — t)dt.
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et il viendra, par suite,
C f'{x-{-h — t)dt=tJ'{x + h — t) + j tf"{x^h — t)
dl.
En opérant de même pour l'intégrale du second membre ei en poursuivant l'application de la méthode, on aura, successivement,
r tf"{x^h — t)dt= —/"(x^/i — t)— f ~f"\x-^h—t)dt,
r' JL f'i^ ^ h - t)dt = -^ f"{x -^ h - 1)^ Ç JL-p^{x + h-t)dt,
f"(x-T-/i — t)dt = f"(x-r-/i — t)-h / f"^\x-^/i~t)dt.
Ajoutons toutes ces égalités membre à membre. Nous aurons, en siai{)litiant,
' f'(x-h/i — t)dt=^ - f'(x-^h—t)-\ f"(x^h — t)-\ -f"'{x^/i — t) + ..
fil r^ t'i
H f"(x-i-/i — t)-h i r f"+Ux-h/i — t)dt.
l.2.3.../^' Jg 1.2.3.../^
En faisant t:=h dans celte égalité résultante et en tenant compte de l'identité (i), il viendra évidemment
-i f"(x)~ ^ ; f'^'^Hx^ h — t^f^dt.
Pour que ce développement coïncide exactement avec la série de Taylor (675), il faut et il suffit que les conditions relatives à la continuité soient remplies, et que le reste R ou le dernier terme du second membre de la formule (2) tende vers zéro autant qu'on voudra à mesure que n augmente.
Si l'on désigne par M la plus grande valeur et par m la plus petite valeur que prend la dérivée continue /"-^^{x -^ h — t),
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quand t varie de o à h, on a nécessairement
R < 5 / Mt'Ult<
et
m II"
La véritable valeur de R correspondra donc à une valeur de /""*"' (.r + /i — t) telle, que t soit compris entre o et A et égal h h — 9h, en désignant par 0 une certaine fraction positive, et l'on trouvera ainsi, comme précédemment (677),
ce qui achève la démonstration.
Intégration par séries.
795. Le développement d'une intégrale en série convergente repose sur le théorème fondamental suivant :
Si une série
dont les termes sont des fondions continues de la variable .r. est convergente pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle {x^, x^), et sif{x) représente sa limite, la série
I Ugdx -\- I Uidx-h I u^dv -\- . . .
_! (ix- 4- / Py, tdx
est aussi convergente dans le même intervalle, et elle a pour
/{x) dx.
En effet, puisque, sous les conditions indiquées, on a, pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle {xq, Xi),
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et R„ tendant vers zéro à mesure que n augmente,
on a aussi (771), en multipliant par dx et en intégrant entre les limites ^r^ et œ^,
D'ailleurs, si l'on représente par e un infiniment petit, on pourra toujours poser, par hypothèse et pour n assez grand,
et, par suite,
/Rndx <i j zdx<Zt{x^ — Xf,)
Le dernier terme du second membre de la relation (2) devient donc nul à son tour pour n infini, et l'on a rigoureusement
J^-^'l /-k*'*^! ri^x /^-^I
' f{x)dx^l u^dx -r- I Uidx-T-I u=,dx-h.... ■r-o "^■■^0 "-^-u «^J^o
796. Si la série (i) [795], convergente pour toutes les valeurs de X comprises entre x^ et Xi, devenait divergente pour 37 = ^1, la formule (3) serait encore vraie pour x^zx^ — z, en supposant x^^ x^ et en désignant par £ un infiniment petit positif. En faisant tendre £ vers zéro, la formule (3) subsisterait toujours, pourvu que la série (2) demeurât convergente. En effet, ses deux membres représentant alors des fonctions continues de x qui ont constamment la même valeur, leurs limites, pour s := o ou pour x = x^, seraient encore égales.
797. Il résulte du théorème précédent (79o) que, si la formule de Maclaurin (68i) donne pour /(a;) une série convergente telle que
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on pourra, en multipliant de part et d'autre par fl^>r et en intégrant, en déduire l'intégrale indéfinie
Si l'on veut que l'intégrale soit nulle pour x^=o, il en résultera C =o, et l'on aura (762)
798. Nous terminerons ces notions par quelques exemples. i" La division donne (ii)
=r I — X -\- X- — X^ -\- . . .± X"' ZIl )
et la série du second membre est convergente tant que x est moindre que i en valeur absolue. En multipliant par dx et en intégrant, il vient
dx ,, , x^ x^ x'*
Z=l{l-i-x)=lX h-^ y-
x"-'^^ dx
Tant que la valeur de x reste comprise entre — i et 4- i, on a donc (G96)
-^■i /y*0 /yt-¥
2° La division donne également
et la série du second membre est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et 4-1. En multipliant par dx, en intégrant, et en prenant pour arc tanga^ le plus
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petit des arcs positifs qui ont jc- pour tangente, on a donc
dx x^ a:'' x"'
= arc tang j? = x — -h h.
Tant que la valeur de x reste comprise entre — i et + 1, on peut écrire, par suite (70i),
arctangj:- = x ^ -^ '— 1-....
3° La formule du binôme (G9I ) donne, en supposant r compris entre — i et +i, la série convergente
En multipliant par dx et en intégrant les deux membres de cette relation, il vient
Ce développement est applicable tant que x reste compris entre — i et +1 et, même, pour x^=^±\, en raison de la remarque faite au n° 796, parce que, bien que la première série devienne alors divergente (692), la seconde série demeure convergente {}). On aura ainsi, en faisant x-=^ i dans le développement trouvé et en prenant pour arcsinx le plus petit arc positif qui réponde à cette condition,
Décomposer
en cinq facteurs.
9. Chercher la relation qui doit exister entre p et 7, pour que le trinôme
x^-\- px-hq
soit exactement divisible par le carré d'un certain binôme {x —li)"-.
10. Déterminer les valeurs des coefficients A et B, de manière que le polynôme
Ax3 — (2A2-f- 3B)x2^rA3-f- GAB)./;— 3A2B
suit un cube parfait. '
il. Retrouver la règle do l'extraction de la racine carrée d'un polynôme {^Ig- e'îem., 226), à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés (Chap. III).
12. Chercher quelle est la condition nécessaire pour que le polynôme
Ax2 -f- B X)- -f- C j2 -4- D X 4- E j + F puisse se décomposer en deux facteurs du premier degré en x et en )-.
13. m étant entier et positif, retrouver, par la méthode des coefficients indéterminés, la loi du développement de {x-^a)"^, c'est-à-dire la formule du binôme {Alg. élém., ilGV
Démontrer que les six relations
«2 4_ <2'2 _!. rt"2 = I , ab -{- a' b' -^ a' b" = o, 1)2 _|_ Ij'-2 _j_ Ij"î = j_ ac -\- a' c' ■+- a" c" = o, c2 -1- c'- -\- c"'- = I , bc -h b' c' -h b" c" = o.
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entraînent les seize suivantes :
a^ -\- 0^ H- c- = I . aa'
ci'^ -t- è'2 H- c'2 = I , ad'
a''i _|_ Ij"7. _|_ f"2 = I , a' a" :'b' = :
hh' -\- ce' =0,
bb" -+- ce" = o.
a. cb" — bc" = ± a' , bc' — cb' = ilz rt", c' a" — de" = ± è, ai- ~ ed' =± b', ed — ac' = ± b", d b" — b'd' = ±c, ba — ab" = ± c' ^ ab' — bd = ±e",
ab' e" — ae' b" -h ea .'■" — bd c" + be'd' — eb'a" = ±i.
(Dans les dix dernières relalicns, les signes supérieurs ou les signes inférieurs des seconds membres doivent être pris ensemble.)
lo. Calculer la valeur du déterminant
Hép. 70.
Calculer la valeur du déterminant
di
Rép. {a — b)(a — c)(a — d){b — c)(b — d)(c— d). 20. Démontrer l'identité
b^-hl.
bs-hls
I rt4
b:, -i- Ai
21. Lorsqu'on échange les lignes et les colonnes d'un déterminant de manière que les deux diagonales de ce déterminant s'échangent ellesmêmes, le déterminant conserve la même valeur absolue et change ou non de signe, suivant que le plus grand nombre pair contenu dans son degré est pair ou doublement pair.
22. Si, dans un déterminant du //"""' ordre, on remplace les différents éléments par les déterminants mineurs qui leur correspondent, le nouveau déterminant, dit réciproque du déterminant donné, est égal à la {n — i)'^""^ puissance de ce dernier.
23. Le déterminant du troisième degré dont on forme les lignes en prenant, dans leur ordre naturel, neuf termes consécutifs d'une progression par différence ou d'une progression par quotient, a une valeur nulle.
24. Démontrer que la suite de Lamé, relative à la recherche de la limite du nombre de divisions à effectuer dans le calcul du plus grand commun diviseur de deux nombres entiers {Arithm., 12o), c'est-à-dire la suite
jouit de la même propriété.
2d. fi- termes consécutifs de la suite obtenue en remplaçant, dans l'expression [2"-* — i]. n par la suite naturelle des nombres, constituent un déterminant d'ordre k. dont la valeur est toujours nulle.
26. On peut décomposer la valeur d'un déterminant d'ordre n en une somme de produits ayant chacun pour facteurs la valeur d'un déterminant mineur d'ordre/» ou de classe n — p et celle d'un déterminant mineur d'ordre n — p ou de classe p.
SUR l'algèbre supérieure.
27. Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont tous égaux à l'unité, et que les éléments des autres lignes sont respectivement égaux à la somme de ceux qui, dans la ligne précédente, sont au-dessus et à gauche de l'élément considéré, la valeur du déterminant est égale à l'unité.
28. Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont respectivement égaux aux éléments correspondants de la diagonale qui descend de gauche à droite, et que tous les éléments situés au-dessous de cette diagonale en reproduisent, dans chaque colonne, les termes correspondants changés de signe, la valeur de ce déterminant est égale à celle de son terme principal, multipliée par une puissance de 2 marquée par le degré du déterminant moins 1 .
Chercher la valeur du déterminant
sin a sin ^ sin y cosa cosp cosy
Rép. 4sin^(a — p)sin|(p — Y)sin|(Y — a) (voir rrf^'rw., 99).
32. Vérifier, par la théorie des équations linéaires et homogènes, que la connaissance des angles d'un triangle est insuffisante pour déter miner ses côtés (voir Trlgon., Ii9, 98).
On a à considérer le déterminant
Montrer que, si
P/t— 1 ^ Il r*«-n
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représentent trois réduites consécutives d'une fraction continue, on a
49. Démontrer qu'unp fraction donnée jz est nécessairement l'une des
réduites de la quantité quelconque .r développée en fraction continue,
si la différence j^ — 7: est, en valeur absolue, moindre que — - •
Soient les réduites successives d'une fraction continue
Po
Pi
Pn+l
Qo'
'■' Qn-i'
Considérons séparément les réduites de rang pair et celles de rang impair. Deux réduites consécutives de l'une ou de l'autre suite seront alors représentées par
P^_i_ P^HM^
a„ étant le quotient incomplet de rang « -t-i, les valeurs de ces deux réduites seront comprises dans l'expression générale
et elles répondront aux valeurs X = o et X = «„ de l'indéterminée X. Lorsque le quotient a« est supérieur à i et que l'on donne à X les valeurs successives
l'expression générale (i) donne, outre les deux réduites considérées, a„— I autres fractions dont les dénominateurs sont compris entre Qn-i et Qn+i- Ces fractions ont reçu le nom de fractions convergentes intermédiaires.
Cela posé, on demande de prouver que les fractions convergentes intermédiaires jouissent des mêmes propriétés que les réduites, c'eslà-dire de démontrer les propositions suivantes :
1° Les fractions convergentes intermédiaires sont des fractions irréductibles.
1° La différence de deux ft\'Ctions convergentes intermédiaires consécutives est égale à l'unité divisée par le produit des dénominateurs des deux fractions.
3° Si l'on prend la suite des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair, et si l'on écrit dans chaque suite toutes les fractions convergentes intermédiaires qui se rapportent à chaque couple de réduites consécutives, de manière que leurs dénominateurs aillent en
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croissant, on forme deux nouvelles suites, la première décroissante, la seconde croissante, convergeant toutes deux vers la valeur de la fraction continue.
4° Si une fraction ordinaire approche davantage de la valeur de la fraction continue qu'une certaine fraction convergente intermédiaire, ses termes sont respectivement plus grands que ceux de la fraction convergente.
51. En s'appuyant sur les propriétés des fractions convergentes intermédiaires, déterminer, parmi toutes les fractions dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine limite L, celles qui approchent le plus, par défaut et par excès, d'une quantité incommensurable ou irrationnelle donnée.
52. Si la fraction rationnelle t- supérieure à l'unité est telle, que le
quotient — ^ — soit un nombre entier, la suite des quotients incomplets
p de la fraction t;. réduite en fraction continue est rec/p/'o^we, c'est-à-dire
que les quotients extrêmes et les quotients à égale distance des extrêmes sont respeclivement égaux entre eux.
53. Déduire de la proposition précédente que tout nombre entier qui divise la somme de deux carrés premiers entre eux est lui-même la somme de deux carrés (J. -A. Secret, Journal de Mathématiquex pures et appliquées, i" série, t. Xlil).
54. Pour que deux quantités incommensurables ou irrationnelles positives x' et x" se développent en fractions continues, pouvant se terminer à des quotients complets égaux entre eux, il faut et il suffit qu'elles soient liées par une relation de la forme
af =
où a, h, a\ b\ désignent des entiers positifs ou négatifs satisfaisant à la condition
ah' — ba' = db i.
55^ Les fractions continues périodiques qui expriment les racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels sont inverses l'une de l'autre, c'est-à-dire que les quotients incomplets qui composent la période de l'une reproduisent en ordre inverse les quotients incomplets qui composent la période de l'autre.
(Dans le cas d'une fraction périodique mixte, il est entendu que l'on peut faire commencer la période à l'un quelconque des quotients qui viennent après la partie réellement non périodique .)
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56. Les numérateurs ou les dénominateurs des quotients complets, qui répondent respectivement aux racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels exprimées en fractions continues, forment de même des suites dont les périodes sont inverses l'une de l'autre.
37. a étant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans l'entier F, non carré parfait, l'irrationnelle v/F i-e développe toujours (voir le n" 177) suivant une fraction continue périodique mixte, présentant un seul terme à la partie non périodique. Le dernier terme de la partie périodique est toujours égal à a^, et les autres termes de cette période forment une suite symétrique, c'est-à-dire dans laquelle les termes également éloignés des extrêmes sont respectivement égaux entre eux. Enfin, les numérateurs et les dénominateurs des quotients complets obtenus constituent de même des suites périodiques dont les périodes sont symétriques.
38. Trouver l'expression générale des équations du second degré à coefficients rationnels, dont les racines irrationnelles se développent suivant des fractions continues terminées par un même quotient complet.
59. Chercher l'équation du second degré dont la racine positive a pour expression
60. Convertir en fractions continues les racines de l'équation du second degré
lo^x"- — 1076a: -t- 2783 = G.
61. Chercher l'équation du second degré dont l'une des racines a pour expression
et vérifier ensuite le résultat obtenu.
Remarquons qu'il est commode de simplifier l'expression des fractions continues périodiques, en plaçant entre crochets la série des quotients incomplets, et en convenant de surmonter d'un trait ceux qui forment la période et, d'un point, le premier quotient si ki quantité développée en fraction continue est plus grande que i .
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La valeur de x deviendra ainsi, dans l'exemple indiqué,
Chercher l'expression de v/53 en fraction continue
Rép. v/53 = (7, 3, 1, I, 3, 14, ...).
64. Écrire immédiatement, d'après les calculs effectués au n° 177, sur
les deux formules générales x — sJcl'-^ \ et j; = s/(û--\- ia^ les développements en fractions continues de
/2, /3, /5, /8, vAs. /77, /I], /26, v/35, /37, /Is. /ôô, /63.
65. Diviser 200 en deux parties telles que, si l'une est divisée par G et l'autre par 11, les restes respectifs soient 5 et 4.
Résoudre en nombres entiers l'équation
2.r2 -i- 3 jy — \x — 5/ — 5 = o, et indiquer les solutions positives.
68. Trouver un nombre tel, qu'en le divisant par 7, par n et par i3, on ait respectivement pour restes 4, 2 et 3.
69. Démontrer que, si «, 6, c, . . . , /, sont des nombres premiers entre eux dans leur ensemble et si. en môme temps, a, p, y, .... X, représentent des nombres respectivement - inférieurs et premiers à «, ^, f, ..., /, il existe un nombre et un seul, moindre que abc.J, et multiple à la fois de « -i- a, è -+- ^, c -i- y, . . . , / h- X.
70. Retrouver, en s'appuyant sur la proposition précédente, les formules connues relatives à la quotité des nombres, premiers et inférieurs à un nombre donné {Aritlun., 16 i).
LIVRE DEUXIÈME
COMBINAISONS. — BINOME. — PUISSANCES, RACINES ET ACCROISSEMENTS D'UN POLYNOME.
71. De combien de manières peut-on permuter lès lettres du mot HéliopoUs ?
72. Le nombre d'arrangements de n objets pris 5 à 5 étant égal à 8 fois le nombre d'arrangements de ces mômes objets pris 3 à 3, trouver n.
73. Le nombre de combinaisons de n objets pris p — p' à p — p' étant égal au nombre de combinaisons de ces mêmes objets pris p -^p' à p -i-p', trouver n.
li. Une urne contenant 12 boules rouges et 16 boules noires, de combien de manières peut-on en tirer 7 boules comprenant 3 rouges et 4 noires?
Rép. c?2-c;*s.
75. Si l'on a à distribuer p objets à n personnes, le nombre de manières de faire cette distribution est nP.
76. Le nombre de combinaisons de m objets pris p à p étant égal au
nombre de combinaisons de ces objets pris p -hi à p -\-i, elle rapport
de ce même nombre à celui des combinaisons des m objets pris p — i
g à p — I étant égal à -, on demande de trouver p et m.
11. Déterminer le rapport du nombre de combinaisons de 4'« objets pris 2m à 2w, au nombre de combinaisons de 2m objets pris m à m.
Rep. ^•3-5...(4--i)
78. Si l'on forme les permutations de 7 objets, combien y en a-l-il qui commencent par i objet désigné ou par 1 ou par 3 objets désignés'?
SUR L ALGEBRE SUPERIEUUE. 'y T f)
79. Dans un jeu de 5a cartes contenant i3 trèfles, on tire 3 cartes au hasard. Quelle est la probabilité que ces trois cartes soient des trèfles?
80. Une urne renferme 4^ boules : i8 rouges, i5 bleues, 12 blanches. Sur 6 boules tirées à la fois, quelle est la probabilité d'en amener 3 rouges, 2 bleues et i blanche?
81. Une urne contient n boules rouges et n' boules noires. On tire successivement m boules, en remettant la boule tirée après chaque tirage. On demande, en supposant /> -h ç = w, la probabilité de voir sortir ainsi/? boules rouges et q boules noires.
82. Résoudre la même question, en supposant que les boules tirées ne sont pas remises dans l'urne et que l'ordre de succession des boules rouges et noires est imposé.
Vérifier que l'expression
est, en valeur absolue, plus grande que ix'". En déduire la condition du maximum de x -\-y, lorsque la somme jc'^-hj'" est donnée.
85. Si A est la somme des termes de rang impair et B la somme des termes de rang pair, dans le développement de {x -\- a)'"-, on a la relation
86. Écrire immédiatement le coefficient de la première puissance de x dans le développement de
87. Développer la somme ou la différence des puissances semblables des deux binômes a-\- b et a — b.
88. Vérifier la formule suivante, due à Abel, et qui, pour è = o, reproduit celle du binôme :
x-\- a)"^= x"t-^-ma(x-Jr è)'«-'H ^ ' a(a — 2 6)( r -h 2 &)'"-2-(- , . .
-\ ^ r^ 5^ ' a(a — nb)'^-Ux-+-nb)'n-".
■+■ ma[a —(m — i)b]'n-^-[x -h(m — i)b]-\' — mb)"^-^.
8^. Si l'on joue le domino à deux avec 28 dés, combien peut-il se présenter de parties réellement différentes, chaque joueur prenant 7 dés à chaque partie ?
Rép. 187680 171 200.
90. Même problème, en supposant qu'on joue à quatre et que chaque joueur prenne 6 dés à chaque partie.
iH. Calculer S;,j ou la somme des cinquièmes puissances des m premiers nombres entiers.
Calculer de même S?„.
Démontrer la formule
(w -I- i)(w -H 2)(m -1- 3). . .2/72 = 2.6. 10.14. . .(4ot — 2).
93. Trouver, d'après cette formule, les valeurs de a, b, c, qui rendent identique l'égalité
(a-+-m + i)(a-4-/H-t-2)(«-+-w-t-3)...(fl:-+-2/7î) = h{b -}- c){b -^ ic). . .[h ^{m — i)c],
m étant un entier quelconque.
94. Déterminer le plus grand terme du développement de (a-hb)"', m étant un entier donné et fini.
(Comparer le résultat obtenu avec celui trouvé au n° 293.)
9o. Ou a k urnes renfermant : la première, n boules blanches et «' boules noires; la deuxième, «1 boules blanches et n\ boules noires; la troisième, «2 boules blanches et /i'^ boules noires; et ainsi de suite. En prenant une urne au hasard parmi les urnes données, quelle est la probabilité d'en extraire du premier coup une boule blanche?
(Se reporter aux n"* 246, 2ol.)
96. Une première urne renferme a boules rouges et i boule noire; une deuxième urne renferme b boules rouges et 1 boule noire; une troisième urne, c boules rouges et i boule noire; et ainsi de suite.
On tire une boule dans la première urne; si l'on n'amène pas une boule rouge, on tire une boule dans la deuxième urne; si l'on n'amène pas une boule rouge, on tire une boule dans la troisième urne; et ainsi de suite.
Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge, suivant qu'on accorde une seule épreuve, deux épreuves, trois épreuves, ..., n épreuves ?
97. S,^ désignant la somme des p'™''* puissances des n premiers nombres entiers, démontrer que cette expression est un polynôme du degré p -+- 1 par rapport à n, toujours exactement divisible par n, c'est-à-dire sans terme constant.
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Si l'on ordonne ce polynôme par rapport aux puissances décroissantes de n, le coefficient du premier terme est toujours ésal à — î — et le
coefficient du deuxième terme, toujours égal à - •
98. Calculer la somme des carrés des n premiers nombres impairs.
Rep. K
99. n étant un entier quelconque, calculer la somme des produits
Rep.
100. Trouver la somme des p premiers nomores figurés du rt'*^™^ ordre. (Se reporter au n'âTS.)
Chercher la condition pour que le polynôme
'\x'*— ^ax^-^ ibx^ — ia(p -h i)x -+-{p + 1)2 soit le carré parfait d'un polynôme entier par rapport à x. lOo. Extraire la racine cubique du polynôme
mx^ — 'iin-x^-\- 3m^x — «2*.
106. Chercher la condition pour que l'expression x^-h px'^ -i- qx -h r soit un cube parfait. (Se reporter au n" 323.)
De C. — Cour.',, m. 46
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Résoudre réqualion
p2^2 piqii^p^qy pqKP ^ qf ^^
Re'p. X = p -T- q.
109. Chercher si l'on peut toujours déterminer les coefficients a, p, Y, 0, de manière à mettre le polynôme donné
A^-2-i-2B.r;--i-Cjsous la forme
110. Déterminer les coefficients a, {5, y, 0, de manière à remplacer le
polynôme donné
A j:3 -^ 3 B .rîj- -^ 3 C jy-2 -H Dj-3
par la somme des deux cubes parfaits
111. Si j, z, u sont trois fonctions rationnelles de x(iil), telles qu'on ait
et que le degré de u par rapport à x soit moindre que celui de z, les deux fonctions rationnelles 7' et z ont même partie entière.
112. Trouver un triangle tel, que ses trois côtés et la hauteur qui correspond au plus grand d'entre eux soient en progression par quotient.
(Si l'on désigne par y e\. x les deux plus petits côtés par ordre de
grandeur, la raison de la progression par quotient sera - 5 et le plus
x^ grand côté sera représenté par — La hauteur qui correspond au plus
grand côté, plus petite que chacun des deux autres, sera représentée à son tour par ^^—- Il en résulte que le trian
aire avant pour valeur ^^ — ou - xy. )
Chercher l'expression de raccroissement du polynôme
lorsque la variables subit, à partir d'une valeur quelconque, un accroissement égal à 4 (se reporter au n° 324).
H4. Chercher l'expression de l'accroissement du polynôme
^x^ — 5xj -h ij- — 5 X -r- 7 )" -t- I ,
lorsque les variables x el y subissent respectivement les accroisse ments 3 et 2 (se reporter au n° 329).
i{x-^i){x-hï){x-+-3) x(x-\-i){x-ho.)(x-+-3){x
{x-h Q.){x -h 3)(x-+-4)(.r-+- 5)(;x-f-6) 118. Démontrer la formule
- = 2 cota.r -I- tan2;.r -. — tanî? — h - tans;^^ — !- - tang^ — 1- . . ,.
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On prendra pour point de départ l'identiie
tangx = cotx — 2 col ix,
3n X ce \
et l'on y remplacera successivement x par — ' 7 » ô ' * ' " )
H9. X étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la sommo
de la série
in -h- i)(n -+■ 1) i-h3x-h6x^-^iox^-h. ..^ -^j;«4-
Rep.
(i-xf
120. X étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la somme de la série
I -+- « JC + -^ ^ x'- -H -^ '-^ -' x^-h
Rep.
122. X étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la somme de la série
l-H 4 a: +9x2-+- i6.r3H-. . .-)-(rt-4-i)2jr'»-f-
Rep. '-^"
(i-.r)3 (Pour les quatre derniers exemples, on peut se reporter au n° 360.)
123. Prouver, d'après le théorème de Duhamel, démontré dans la Note qui termine ce Volume, que la série
II 1.3 I 1.3.5 I 1.3.5. ..(2« — i) I
TT-h
est convergente, et que la série
est divergente. 124. Démontrer que toute série à termes positifs
«O-i- «l-t- «2-t- «3-I-- ••+ «re-l-t- ««-+-• • .,
dans laquelle le produit nun ne tend pas vers zéro lorsque n croît indéfiniment, est nécessairement divergente.
(La réciproque de ce théorème n'est pas exacte, c'est-à-dire que si, dans la série précédente, le produit nun tend vers zéro, lorsque n croit indéfiniment, cette série n'est pas nécessairement convergente.)
123. S'appuyer sur !e théorème précédent, pour prouver la divergence de la série
1 III II I I ^^i
Démontrer quo la série
est convergente ou divergente, suivant que l'exposant .u est ou non supérieur à l'unité.
(On appliquera le théorème de Cauchy [386].)
130. La convergence ou la divergence d'une série ne dépendant pas de ses premiers termes, démontrer que la série dont le terme général Un
a pour expression
Un -—
est convergente ou divergente, suivant que l'exposant [i est ou non supérieur à l'unité.
RÈGLE DE Gauss. — Soit une série à termes positifs
Ui-h ll2-\- «3-f-. . .-+- Un-i-h ««-+- «,, + i-f-. ..,
dans laquelle le rapport -^^ d'un terme au précédent s'exprime par une fonction rationnelle du nombre n, de la forme
n^ -+- an^'-^ -H bn''-^ ■+■ cn^-'^ -f- . . . '
k est entier et positif; A, B, C, .... a, b, c, . . . , sont des nombres constants donnés.
Cela posé, si la première des diffcrences A — r/, B — b, Ç. — c, . . . , qui ne s'annule pas est positive, la série est divergente. Pour qu'elle soit convergente, il faut et il suffît, les premiers coefficients A etae'tant ine'gaux, que A — a -t- i soit une quantité négative.
(Consulter le Traite' de Calcul différentiel et de Calcul intégrales M. J. Bertrand.)
I I II I
composée des mêmes termes placés dans un ordre différent, est divergente.
(Se reporter aux n"» 392, 393.)
139. m étant un nombre donné, entier et positif, chercher dans quel cas la série
m m(m — i) „ m(m — i)(in — 2) ,
_^_ m{m — \)(rn — -i). . .( m — /? -h i )
est convergente ou divergente.
SUR l'algèbre supérieure. ^29
a étant un nombre donné, étudier la série
rt--'i- (a -4-T)2-(-(rt M- 2)--!-. . .-H (« -4- « — i;--T-. . ..
14o. Trouver la limite de la série
«1 -I- «2 -1- «3 + • . .-T- iin-^- • •■) dont le terme général a pour expression
rt'2 — n -h i
146. rt, 6, 8, étant des quantités positives quelconques, satisfaisant
à la relation
la limite de la série
a «(«+8) «(a -+- 8)(« + 28) b '^ b{b-+-B) "^ blbTJJÎTT^ "^ • " • rt(«-t-o)(rt-4-26)...(rt-t-«8)
est égale à a.
b{b-+-B){b-^'î^)...{b-+-nù)
(M. Catalan, Mélanges mathcmatiquex.)
147. Si l'on groupe d'une manière quelconque, mais sans changer leur ordre, les termes consécutifs d'une série convergente, la nouvelle série obtenue est convergente, et présente la même limite que la première.
730 QUESTIONS PHOPOSÉES
(La réciproque de ce théorème n'est pas exacte, c'est-à-dire que la nouvelle série peut être convergente, sans que la première le soit; mais, si la seconde série est divergente, la première l'est nécessairement.)
lis. Démontrer que le nombre e ne peut être racine d'une équation du second degré à coefficients entiers.
l-i9. Soient les deux séries convergentes
«0 -+- «1 -J- «2 -4- . • . -H Un-i -t- Un -H Itn-^l -(-..., Co -^ ('l -f- ('2 -h . . . H- Vn-'i -1- tV -4- <.'n+l -+-...,
qui ont S et S' pour limites respectives.
Si ces séries ont tous leurs termes positifs, ou si elles demeurent convergentes lorsqu'on remplace les termes négatifs par leurs valeurs absolues, la série
«'O -4- «'i -4- M'2 -H . . . -f- (f^-i -\-iVn-\- Wn+i ^- . . . ,
dont le terme général a pour expression
eît convergente, et elle a pour limite le produit SS' des limites des séries proposées.
loO. Développer en série ordonnée suivant les puissances croissantes de .T. à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés, le produit indéfini
(i — jr)(i — x-)\i — ^*)(i — ■^^)ij — J"i6). . ..
(Se reporter au n° 423.)
loi. Obtenir le produit j: cota: en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x, à l'aide de la même méthode, et en se servant des développements de sinx et de cos.r indiqués au n° 397, 3", et démontrés plus loin (702).
(On posera d'abord .r cotj: = Ao-h A i r^ -f- A2 .r* -4- As.r^n- )
1S2. Obtenir, en série ordonnée suivant les puissances croissantes de z. le produit indéfini
(n-.r3)(i-f- j:-2)(i -i- jr33)(i -f-x*2). . .(i-i-x«2)
(Se reporter au n° 423.)
lo3. Même question pour le produit indéfini
(i -^ xz){i -\- x^ z){\ -i- x'^ z) . . .(n-a;-«-is)
SUR l'algèbre supérieure. r3l
134. Écrire, sous forme de série convergente, la fraction continue
X = (2,1,1, i;4,-- •)• {Foir la question 61.)
loo. Développer en fraction continue la série
(On appliquera la formule du n" 434).
156. Supposons qu'on ait à considérer un produit composé d'un nombre illimité ou inOni de facteurs, variables avec leur rang n suivant une loi donnée.
Le terme général de rang n, exprimé par une fonction de n, pourra avoir une limite supérieure, inférieure ou égale à l'unité, lorsqu'on fera croître n indéfiniment.
Dans le premier cas, les facteurs du produit finissent par être toujours supérieurs à un nombre fixe plus gr?.nd que i, et le produit correspondant croît indéfiniment et a l'infini pour limite.
Dans le deuxième cas. les facteurs du produit finissent par être toujours inférieurs à un nombre fixe plus petit que i, et le produit correspondant diminue indéfiniment et a zéro pour limite.
Dans le troisième cas, c'est-à-dire quand le terme général de rang n a pour limite l'unité, on dit que le produit proposé est cnnvergent, lorsque le produit de ses n premiers facteurs tend vers une limite déterminée différente de zéro, lorsque n croît indéfiniment.
D'après ce qui précède, il n'y a lieu d'étudier que les produits composés d'un nombre infini de facteurs, qui sont de la forme
(l) p=:(,^_al)(I^-ot2)(I-^a.,)...(I+a„)...,
et dans lesquels a^ tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini.
Cela posé, les quantités aj, a,, aj, ..., 'Xn, ..., étant supposées toutes de même signe, c'est-à-dire les facteurs du produit (1) étant tous plus grands ou plus petits que l'unité, on demande de démontrer que le produit P est convergent ou divergent en même temps que la série
157. Démontrer, plus généralement, que les quantités ai, a2, aa, ..., a„, ..., étant des quantités réelles quelconques, le produit
P = (i-4-ai)(i4-a2)(i-t-oe3)..-(i-+- 2c„)...
est convergent, lorsque les deux séries
ai -f- 22 -^ 2t3 + • • • ^- ^« -^ • • • ,
sont convergentes l'une et l'autre.
^32 QrESTIO?s'S PROPOSÉES
Le produit P n'est pas convergent et tend vers zéro, lorsque, la première série étant convergente, la seconde est divergente.
(Ilfaut remarquer d'ailleurs que, lorsque les quantités ocj, a,, as, .... a„, .. ., sont de même signe, la convergence de la première série entraine nécessairement celle de la seconde.)
LIVRE QUATRIÈME
CONTINUITÉ. — FONCTION EXPONENTIELLE. — LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME EXPOSANTS.
160. Chercher la forme la plus général", de la fonction / telle qu'on ait, pour toutes les valeurs réelles de x et de j,
[En se reportant au n° 486 et en suivant une marche toute semblable, on trouvera /(j?) = «JT, a étant une constante arbitraire.]
161. Chercher la forme la plus générale de la fonction /telle qu'on ait, pour toutes les valeurs positives de x et de j,
[On trouvera /(.r) = j:"% m étant une quantité réelle arbitraire.]
162. Chercher la forme la plus générale <le la fonction / telle qu'on ail, pour toutes les valeurs positives de x et de j,
/(•^)+/(j)=/(.rK).
[On trouvera f{x)= logx, la base du système demeurant arbitraire, mais positive.]
163. Dans tout système de logarithmes où la base est un nombre entier, il n'y a que les puissances commensurables de la base qui aient des logarithmes commensurables.
164. Calculer directement le logarithme d'un nombre donné dans un système donné, en exprimant ce logarithme en fraction continue.
16o. Quelle est la base du système dans lequel un nombre donné est égal d son logarithme?
166. Chercher quelle est la caractéristique du logarithme de 7 dans lo svstèmo dont la base est 2.
y34 QUESTIONS PROPOSÉES
167. Si P est le nombre des entiers dont les logarithmes ont p pour caractéristique, et si Q est le nombre des entiers dont les inverses ont — q pour caractéristique de leurs logarithmes, on a
logP — logQ = p — q-\-\.
Chercher dans quel cas les séries
l0g(l + J:)+l0g(H- J72)H- l0g(l -^X^)-lt-. . .-+-l0g(l-(- J7«)-f-. . ., l0g(l ^)-t- l0g(l — j;2)_i-log(i j;3)_|__.4_log(,_^«)_|__
sont convergentes.
178. Si l'on appelle points correspondants sur la courbe j- = a^ (489) les points qui ont des abscisses égales et de signes contraires, trouver sur la courbe deux points correspondants t Js, que la corde qui les joint soit vue de l'origine des coordonnées sous un angle droit.
179. En supposant a positif, discuter l'équation j =( — «;^ et montrer quej représente alors une fonction essentiellement «?wco«/wwe.
LIVRE CINQUIÈME
ÉTUDE DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES
181. Démontrer que la différence entre un arc infiniment petit et sa corde est un infiniment petit d'un ordre supérieur.
182. La tangente en un point M d'une courbe est, par définition, la limite de la sécante MM', lorsque la distance des deux points M et M' pris sur la courbe tend vers zéro ou devient un infiniment petit, qu'on peut prendre comme infiniment petit principal (dIo).
Démontrer que la direction limite de MM' ne change pas, lorsqu'on substitue au point M' un point M" pris hors de la courbe et tel, que la distance M'M" soit un infiniment petit d'ordre supérieur au premier ou à MM'.
183. Si une courbe AB est déduite d'une courbe ab, de manière que, à chaque point m de ab corresponde un point M de AB, la distance de deux points infiniment voisins de l'une des courbes est de même ordre que la distance des points correspondants de l'autre courbe.
ISi. Si une surface 2 est déduite d'une surface S, de manière que, à chaque point de l'une corresponde un point déterminé de l'autre. la distance de deux points infiniment voisins de l'une des surfaces est de même ordre que la distance des points correspondants de l'autre surface.
18o. Étant donnée une courbe plane AB, si l'on abaisse des perpendiculaires (telles que OP) d'un point ou d'un pôle fixe 0 sur des tangentes (telles que MP) à la courbe AB. le lieu des projections du pôle sur les tangentes constitue une nouvelle courbe A'B', qu'on appelle la podaire de la première par rapport au pôle choisi. La courbe AB est, à son tour, Y anti-podaire de la courbe A'B'.
Cela posé, on demande de mener la tangente en un point P de la podaire de la courbe AB, en démontrant que la normale en P à la podaire oasse par le milieu du rayon vecteur OM qui correspond au point de contact M do la tangente MP à la courbe AB.
SUR L ALGEBRE SUPÉRIEURE. r-'-î-
186. Retrouver, par les propriétés des infiniment petits, la construction connue de la tangente en un point donné d'une ellipse dont les foyers sont déterminés (Géom., 670).
187. Quelle est la podaire de l'ellipse par rapport à l'un de ses foyers pris pour pôle?
188. Quelle est la podaire de la parabole par rapport à son foyer jjris pour pôle ?
189. Construire par points l'anti-podaire d'une courbe donnée par rapport à un pôle donné.
Application à l'ellipse, le pôle étant en son centre
191 . Lorsque, sur chaque normale à une courbe ab, l'on porte, à partir du point de contact de la tangente correspondante, une longueur constante, le lieu des points ainsi construit est une courbe AB qui a les mêmes normales que la courbe ab (à cpuse de cette propriété, les courbes ab et AB sont dites parallèles).
DifTérentier la fonction
(il- (i-t-A-)"-' 19j. DifTérentier la fonction b
rb il
il'. -i
Rep. -j- ={a -i- bx -\- X-) -•
(') La différentielle de la fonction étant le produit de sa dérivée par la différentielle de la variable (549), nous nous bornerons, dans les exemples suivants, à indiquer celte dérivée.
De C. — Cours. III. 4^
193 Différenlier la fonction
„ , dr 5 x3
nep.
dx (5j: — 4 )3
Différentier la fonction
f = arc tan» — -.
a(a'- — ix-)
p - dj- 3 a
dx u'-hx'^ 203. Différentier la fonction
V I — siax
Rcp. -J- = :
dx I — s>inx
SUR. L ALGÈBRE SUPÉRIEURE. "3g
20 i. Difîérenlier la fonction
j = e'-*^+«^)'sin.r.
dr Rép. -j- = e<-^+«)*[2(« -H a:)sin X -H cosx].
20o, DifTérenticr la fonction
r> . dr „:„ r 7 sin.rl Rep. -j- — .r*'"-*^ cosxlx h — •
20G. Différentier la fonction
Y = - sin-xcos^a: : cos^.r — 3cos.r cotj;cosec.r — -/tane; - •
dr
dx
On a les relations
ni — n \~ P- =[—^) -^^'
et l'on demande de différentier la fonction
I / I 1 \ , ip sni.r
) = — arctano;- -
•j.p \ tn n / m -t- /^ -t- ( m — n) eus x
I \ ^ iq sia.r
- arc tanc •
•iq \m nj ' /n ^ /i -\- {ni -h /i) cosx
„ . dr
dx a -T- b COS.r -t- c cos 2.r 221. Les fonctions x^, x^_, x^, . . ., Xa étant définies par les relations
,^1 ^= \ X sj X , X2= \ X yxxi ,
P/ 'Il Pi 77
on demande de différentier la fonction vers laquelle tend x,,, lorsque n croît indéfmiment.
„ . dxr, q -t- I ^-
Rép. —r^ — -^ X W-' .
222. Un mobile parcourt la droite AB, de longueur d. Si sa vitesse initiale au point A demeurait constante, la dislance d serait parcourue par lui en une seconde. Mais la vitesse du mobile diminue à mesure qu'il se rapproche du point B, en restant proportionnelle à la distance variable x du mobile à ce point. On demande à qucilc distance x du point B sera parvenu le mobile, au bout du temps t.
Rep. X = — •
Éliminer la constante arbitraire m de 1 équation
( rt -t- nib ) ( X- — mj-2 j =: mc^ ^
Rep. axjl^j -h {bx- — aj- — '^^);7 bxj = o.
233. Vérifier le théorème fondamental relatif aux fonctions liomogènes (580), en l'appliquant aux deux fonctions
Ax--Jr 2B,r>'-i- Cj^-h 2D.r -t-aEj-l- F = 0,
Ax2-f- A'j^-{-A"z^-h2Bjz -h 2B'z.r-4- 2B"x7
-h iCx 4- 2C'/ + 2C"z + F = o.
Trouver la /^''''"^ dérivée de la fonction
y ^{a — bx)p.
R^P- ^ -^ {— bY p{p — \) {p — 1) . . .( p ~ n -^-\){a — bx)P-'^.
238. Appliquer la formule qui donne la «''"^ dérivée d'un produit et qui est due à Leibmtz (642, 643), à la recherche de la «'™^ dérivée de l'expression
X" {ï — xY d"\x'^{ï~x)n\
Rep. — i '—^
= i.2.3...//j(i— .r)«— f - j (^i — xy-^x^ — — -^ — {\ — xY--x^-—..
Si l'on a
„ . / -\ d" cosax [ T.\
= «" sm ( ax -4- rt - j , -T-j^ — = <^" cos [ ax -T- n - y
y — a cos{lx) -h b sin(/j:),
on a aussi
d- y dr
— - — 1- X -^ (Ljc^ d.i
„ rZ^-"2 Y , , rf''^i }■ , „ , rf« Y .r- ■ -r- (2« -T- n.r-j -r -I- (/2--i-l) -r-^ = O.
2i2. Étant donnée la fonction
SUR l'algèbre supérieure. ^45
trouver l'expression de
dxP dj <i
— ■ in( m — I
dxP dj'
dP-^1 II
Rép. -, ; — = m(m — i) (m — i)..Am — P-M)
^ dxP dv'i ^ / V / /
X n{n — \){n — i). . .{n — q -^ i)x"'-Pj"-'7.
Étant donnée la fonction
COSJ
prouver qn on a
L \^'/ J ^^■'-'^ dx 7lf dx dj ' L \djc:] \ dj-
24i. Trouver la différentielle totale du premier ordre de la fonction
Rép. du = 3 ( 3 .r — 2j)2 (3 dx — "i-dj). 245. Trouver la différentielle totale du premier ordre de la fonction
. /.r2-j2 a = arc sm 1 / — r •
x<Ji{y dx — .r f(}- ) Rep. du = — '^ — ~ =^ •
2i6. Trouver les différentielles totales successives de la fonction
xy
u = arc tans
„, ^ ... . , .. , r(i-hr^)dx-hx(i-hx^)dr
Rep. On obtient, pour la première, du = --^ — — — »
247. Calculer directement (66o, 669) les dérivées partielles/?, q, r, s, t de la fonction précédente.
Trouver la «'^"^ dérivée de la fonction
(Consulter l'excellent Recueil complémentaire cl' Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. F. Tisserand.)
2o0. Se servir du résultat précédent pour trouver la w'^"' dérivée de la fonction
251. Trouver les valeurs des dérivées successives de arc sinj:, pour j: = 0.
2j2. En déduire le développement en série de la fonction
r = arc sin x,
par la formule de Maclaurin (684).
\ x^ 1 . 3 .r-^ 1 . 3 . 5 x" Rép. arc smx — x ^, — -^ ■ — - -^ h ——. '-
^ -xi 2. 40 2,._i.07
2o3. Trouver la véritable valeur de l'expression
xn — a»-
Ix-'^—ia''''
pour X = a.
Rép. a".
234. Trouver la véritable valeur de l'expression X — {n -i-i)j:«+i-i- /;.rn+2
pour a: = 1, et vérifier le résultat obtenu en cherchant à quelle soumie équivaut la fonction proposée.
SUR l'algèbre supérieure. n^y
Étudier les variations de la fonction
r = X — ô ^^^-^ ~ ~ tang j:,
lorsque x passe d'une manière continue de o à -• -ïll. Étudier les variations de la fonction
lorsque x passe d'une manière continue de o à -!- :o.
278. Trouver les valeurs de x qui répondent au maximum et au minimum de la fonction
Rép. jc = i(max.), j:= — i(min.).
279. Trouver la valeur de x qui répond au minimum de la fonction
La fonction admet-elle un maximum ?
Rép. X = o (min.).
280. Un point lumineux, situé sur une verticale donnée, éclaire une surface horizontale infiniment petite dont la position est connue. A quelle hauteur, par rapport à cette surface, doit-on placer le point lumineux, pour que l'éclairement de la surface soit un maximum?
On sait que l'éclairement (ou la quantité de lumière reçue) varie proportionnellement au sinus de l'angle de la direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et en raison inverse du carré de la dislance du point lumineux à cette surface
Rép. En désignant par a la distance de la verticale du point lumineux à la surface infiniment petite qu'il éclaire, on trouve, pour la hauteur
qui correspond au maximum d eclairement. x ~ — — et, pour le maximum de la quantité de lumière reçue, j-
SUR l'algèbre supérieure. n5l
Trouver le maximum de la fonction implicite
iyx--\-j-^ 4X — 3 = 0.
La fonction admet-elle un minimum?
Rép. Le maximum est j = 2, pour .r = — |.
283. Trouver le maximum et le minimum de la fonction implicite
^■3 -{-j^ — 3axj = o.
Rép. Le maximum est j = rt/4, pour x = a<^i\ le minimum est y = O, pour j; = o.
28 i. Trouver, sur la circonférence d'un cercle donné, les points dont la distance à un point pris dans le plan du cercle est un maximum ou un minimum.
283. Les longueurs a, h, c étant rangées par ordre de grandeur décroissante, on a la relation
— + 7T -+- - = Ia- h- c-
et l'on demande de trouver le maximum et le minimum de la fonction
Il = y/.f- -+- j- -f- 3'- .
Rép. « = rt(max.), u = c (mïn.).
286. Un point lumineux, appartenant à la circonférence d'un cercle donné, éclaire une surface infiniment petite dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle et passe par son centre. Celle surface étant supposée située au point d'intersection des deux plans et intérieure au cercle, quelle position doit occuper le point lumineux pour que la surface qu'on vient de définir reçoive le maximum d'éclairement?
287. Parmi tous les segments circulaires terminés par des arcs do même longueur 2a, quel est celui dont la surface est un maximum, c'est-à-dire quel est le rayon du cercle correspondant?
Rép. Si X est ce rayon, on trouve x= — • Le segment cherciié est
donc un demi-cercle.
^02 QXJESTIOINS PROPOSÉES
288. Parmi tous les segments sphériques terminés à des zones à une seule base d'aire constante tui^, quel est celui dont le volume est un maximum, c'est-à-dire quel est le rayon de la sphère correspondante?
Rép. On trouve que ce rayon doit être égal à la hauteur du segment spbérique. Le segment cherché est donc un hémisphère.
289. Trouver, sur la droite qui joint deux points lumineux, le point qui reçoit le maximum d'éclairement {Al^. élém., 238).
290. Parmi toutes les Niches de même surface, quelle est celle dont le volume est un maximum?
291. Trouver, parmi tous les cylindres de révolution inscrits dans une sphère donnée, celui dont la surface totale est un maximum?
292. Même problème pour les cônes de révolution inscrits dans une sphère donnée.
293. Le moment de la résistance étant donné, quel doit être, dans un levier du second genre, le bras de levier de la puissance pour qu'elle soit un minimum?
294. Étant donné un cône circulaire droit, on demande de le couper par un plan parallèle à l'une des génératrices, de manière que l'aire du segment parabolique obtenu soit un maximum {Géoin., 768, 769, 3°).
293. Étant donné un cône circulaire droit, quelle est, parmi toutes ses sections elliptiques, celle dont l'aire est un maximum? (Ge'om., 702, 769, i°.)
296. Quel est le rayon de la sphère dans laquelle l'aire totale d'un recteur sphérique de volume donné est un minimum?
297. Parmi tous les vases tronconiques de même capacité, dont l'arête fait un angle donné avec l'une ou l'autre base, trouver celui dont l'aire totale est un minimum? (Le vase peut être ouvert ou fermé.;
298. De tous les tétraèdres de même base et de même hauteur, quel est celui dont l'aire totale ou l'aire latérale est un minimum?
Montrer que la foncliou
3 = xey+^^'"y n'admet ni maximum ni minimum.
30o. Trouver les maximums ou les minimums do la fonction
306. Diviser un nombre A en trois parties x, y, z, telles, que la somme xv xz yz
- — H -; — '- '-7- soit un maximum ou un minimum.
Rép. — = — = ^ = ^ (max.).
307. Un triangle étant donné, trouver, à l'intérieur de ce triangle, un point tel,que le produit do ses dislances aux trois côtés soit un maximum.
Rép. Le maximum a iieu lorsque les droites qui joignent le point cherché aux trois sommets du triangle le divisent en trois triangles équivalents.
De C. — Cours. 111.
308. Trouver un point tel, que la somme de ses distances aux sommets d'un triangle donné soit un minimum.
(Ce problème a été proposé à Fermât par Torricelli, et Fermât en donna trois solutions.)
Le point cherché est, d'une manière générale, à l'interseclion des trois segments capables de 120° décrits sur les côtés du triangle. Examiner le cas où le triangle donné a un angle égal à 120°, et celui où il présente un angle plus grand que 120".
Trouver les maximums ou les minimums de la fonction
^Tf
Rép. En posant ^ — \/ -' le maximum de la fonction a lieu pour x — nr, y = ar-. z = ar^.
3H. Trouver le minimum de la fonction
les va:iables indépendantes étant liées par les relation^:
ax -I- hy -i-cz = i , a' X -T- h' y -J- ('3 := I .
312. Trouver le maximum et le minimum de la fonction les variables indépendantes étant liées par les relations
.rî l2 £2 _
Ix — my -^ nz — o.
313. Déterminer, parmi tous les quadrilatères qu'on peut former avec les quatre côtés a, 3, 7, 0 pris dans l'ordre indiqué, celui dont l'aire est un maximum.
lîép. Le quadrilatère cherché doit être inscriptible.
SUR L ALGÈBRE SUPÉRIEU Ul.
Calculer l'intégrale définie
r xlx ,
Ja v/ I — X-
Rép. 1.2 — 1.
32o. Calculer l'intégrale définie
l cos- m X dx.
Rép. - ■
326. Déterminer par l'intégration (79o) la limite de la série
en supposant les valeurs de x comprises entre — i et -1- i.
I (x'.-x^iy-
SUR l'algèbre supérieure. rSn
327. En effectuant la division -y-; — ? trouver le développement de arc tang.r, da/is le cas où x est plus grand que i (798).
Rep. arc tang.r = h - — - — - — z h —
328. Interpréter géométriquement la règle qui constitue !e procédé d'intégration par parties (781, 758).
THÉORÈME DE DUHAMEL SUR LES SÉRIES A TERMES POSITIFS
Nous avons vu (371 à 375) que le théorème usuel sur la convergence des séries à termes positifs, fondé sur l'examen du rapport d'un terme au précédent, est en défaut lorsque ce rapport, tout en ayant pour limite l'unité, finit par rester constamment inférieur à sa limite.
Le théorème de Duhamel permet, en général, de résoudre cette difiBculté, et devient ainsi le complément nécessaire du premier théorème, bien qu'il présente, lui aussi, un cas douteux.
Soit la série (U) à termes positifs
Admettons qu'on ait
Un
et que le rapport -^^' demeure constamment inférieur à l'unité, à partir d'un certain rang. On peut alors mettre ce rapport sous la forme
% étant un infiniment petit positif (336).
Cela posé, la série (U) at convergente ou divergente, selon que la limite du produit n a est supérieure ou inférieure à l 'unité'. Si la limite du produit n % est e'gale à l'unité' et si ce produit, à partir d'un certain rang, reste inférieur à sa limite, la série est divergente.
1° Supposons d'abord
lim/ia = k et /i > I.
Si m est une quantité quelconque, mais déterminée, comprise entre i
'JÔO KOTE.
el Je et. par suite, plus grande que i, on a évidemment (G91)
/ 1 '" m I in(m — i) i in(in — \)(m — 2) i
\ Il ) ~ ' i II ' I.-2 n- ' 1.2.3 n^
en désignant par 0 une quantité qui tend vers zéro, à mesure que n augmente.
Pour qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de n,
(I) ■ ,^a>fl-r-^
il suffit donc qu'on ait
1+ a> H fi-4- û),
c'est-à-dire
(2) a>— (1-+-8) ou «a>TO(n-o).
Or, à mesure que ?i augmente, le premier membre de la dernière inégalité tend, par hypothèse, \ers k qui est plus grand que m, tandis que le second membre tend vers m, puisque 0 tend vers zéro. Par conséquent, à partir d'une valeur déterminée de n, l'inégalité (i) sera satisfaite. D'ailleurs, cette inégalité revient à
ou a
Un I I H
Si l'on considère alors la série (V) III I
qui est convergente (377, 3°), puisque m est plus grand que i, 0:1 voit que, dans cette série, le rapport -^* d'un terme au précédent a pour expression générale
OTE
Il est donc plus grand que le rapport analogue -^^ dans la série (U)
qui est, a fortiori, convergente (383).
2" Supposons maintenant
lim«a = /. et A < I.
Si m est une quantité quelconque, mais déterminée, comprise entre A: et I et, par suite, plus petite que i, on a, comme précédemment (1°),
iH — =n (1-4-0).
Pour qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de n,
/ '\' ([ bis) I-+- a < ( i-t- - 1
il suffit qu'on ait
("i-bis) a<— (i-i-o) ou /^a < /72(i -h ô).
Or, à mesure que n augmente, le premier membre de la dernière inégalité tend, par hypothèse, vers k qui est plus petit que m, tandis que le second membre tend vers m, puisque 8 tend vers zéro. Par conséquent, à partir d'une valeur déterminée de n, l'inégalité (i bis) sera satisfaite. D'ailleurs, cette inégalité revient à
i-iï
Si l'on considère alors la série (V) [i"], qui est ici divergente (377, 3°), puisque m est plus petit que i, on voit que, dans celte série, le
rapport -^^ d'un terme au précédent est moindre que le rapport ana-
logue '-^^^ dans la série (U), qui est, a fortiori, divergente (383).
Il II
3° Lorsqu'on a
limna = i,
on reste dans le doute. Néanmoins, si l'on a constamment, à partir d'un certain rang, «a inférieur à l'unité ou a< -j la série (U) est diver-
'j62 ]VOTE.
gente. On a, en effet, dans cette hypothèse,
T- et
Le rapport — — est donc, à partir d'un certain rang, constamment supérieur à
rapport qui répond précisément (363) à la série harmonique
Le théorème de Duhamel ne présente ainsi qu'un cas douteux, celui où l'on a lim/zx = i et où le produit n-x n'est pas, à partir d'un certain rang, constamment inférieur à l'unité.
TABLEAU DES DIFFÉRENTIELLES FONDAMENTALES
Fonctions. Différentielles.
y ^ a — X, df ^^ziz dx.
y = ax^ dy = adx,
a ' j adx
^- = log.r, y = /x,
y = e^, y = sinjT, y = COSJT,
r = tangj-,
j- = cot.r,
j = sécx, dy = lang X sécx r/x,
_^ = cosécx, dy = — cot.r coséc x dx.
dj
= mx"^-^dx,
dx
dy
dx
dy
, dx
dy
dx
dy
l02fl , = a^ ~- dx, loge
dy
= a^ladx,
dy
= e^dx^
dy
= co'xdx,
= — sinx dx,
dy
dx
~~ cos-x'
dy
dx
dx
= rtJT-i- C,
a dx
TABLEAU DES II^TÉGRALES INDÉFIISIKS CO..ESPONnANTES. 763
/a dx
f,nx"'-^dx =x'«+C,
„ ; ^ ^ h G (excepte pour >n - — i).
r _jlx__ ^y:^ + c,
/dx i"'~ _, p
fjf^ =. V'^ -h G,
loge
lo2;«
J X loge
Te-Cf/^ =e^-4-G,
fcosxdx =sinx-i-G,
fsinxdx = — C0S.I-4-C,
Ç jl^ _ ^jjugj; _i_ G,
J cos-.r
r_^ =— cot.r + G, J sia- ^
r ^'"•^' f/^- = Aang^' séc.r dx = sccx -^ G,
COS-J^ J
ÇSS^dx = fcolxcos(iCxdx=-coséQx-^C,
^66 TABLEAU DES DlFFÉ.lEJNTlELLES FONDAMENTALFS.
Fonctions. Différentielles.
, dx
y = arc sina-, dr =
j = arc cos.r, dr
v/i — X r = are lanirjr, dr — >
, dx y ~ arc coLr, dy = ■
dx
y = arc sec j:, ar
y — arc cosccr, dj
dx
y = l%\x\x^ dy=cotxdx.
y — l cos.r. dr = — taiig.r dx^
y = llangx, dy = -. ,
, X , dx
r = / tang -; -t- - j « r = »
•^ °V4 2/ -^ cosx
j- = /(;<, i', t, ...) (1), ^^ = ^ ^^" ^ ^, ^^" '^ti
dy = f/w + fA' — dt...^
dy = i'i dit -1- Ht dv -\- uv dt 1- . , . ,
(' dit — u dv
dy = inu"^~^ du,
1 dv , V du \ ,
dv z= u" { -j- lu -{ ^ dx.
\dx u dx j
(') «, (', ^, ... désignent des fonctions de x.
TABLEAU DES INTI^GRALES INDÉFINIES CORRESPONDANTES. 76-î
J yja"- — X
= arc sin — h C , a
= arccos — hC, a
— = - arctang- -i-C,
— = - arccot — i-C,
/—dx X v/x2 — «2
/ ç,Q\,.x dx
- arc séc — i- C, a a
= - arc '^oséc - -i- C, a a
= Isïnx -^ C,
/ — langxdx =/cosx-i-C, dx
= l tana; x -i- C ,
/dx sinj^cosj:^
- — =/tang--+-C,
T— - = aangf^ -+- -) +C,
r dx
J xy/a"--- I ( f/« -+- civ — dt) = I du -\- I di'— I dl
FIN DU TOME TROISlfîMR.
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