Cours d'algèbre supérieure (4)
J.-A. (Joseph Alfred) Serret
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
AVERTISSEMENT
Cette cinquième édition de mon Algèbre supérieure est divisée en cinq Sections, composées chacune de plusieurs Chapitres.
Ija première Section renferme la théorie générale des équations et les principes sur lesquels repose leur résolution numérique; on trouvera en particulier dans cette première Section une théorie très-développée des fractions continues.
La deuxième Section comprend la théorie desfonC" tions symétriques, celle àes fonctions alternées et des déterminantSy et les nombreuses questions qui s*y rattachent, avec des applications importantes à la théorie générale des équations.
La troisième Section a pour objet l'ensemble des propriétés des nombres entiers qui sont indispensables dans la théorie de la résolution algébrique des équations; on trouvera dans cette Section une étude complétée! nouvelle des fonctions entières d'une variable prises relativement à un module premier.
La quatrième Section renferme la théorie des substitutions; elle comprend tous les faits principaux
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acquis à la science, dans cette partie difficile de
l'analyse algébrique.
Enfin j'ai réuni dans la cinquième Section tout ce qui se rapporte directement à la résolution algébrique des équations.
Le titre de ce livre, qui a été conservé, indique suffisamment que je n'ai pas la prétention d'avoir composé un Traité complet sur l'Algèbre supérieure; cependant on reconnaîtra, je Tespère, que j'ai constitué un corps de doctrine étendu qui ne sera pas sans quelque utilité pour les géomètres qui s'occupent de cette branche importante de l'Analyse mathématique.
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COURS
L'Algèbre est à proprement parler, V Analyse des équations ; les diverses théories partielles qu'elle comprend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet principal. A ce point de vue, l'Algèbre peut se diviser en trois Parties bien distinctes :
1** La théorie générale des équations, c'est-à-dire l'ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les équations ;
2® La résolution des équations numériques, c'està-dire la détermination des valeurs exactes ou approchées des racines d'une équation dont les coefficients sont donnés en nombres ;
3® La résolution algébrique des équations, c'està-dire la détermination d'une expression composée avec les coefficients d'une équation donnée, et qui, substituée à l'inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, soit que les coefficients de l'équation proposée soient numériquement donnés, soit que, étant simplement considérés comme connus, ils restent indéterminés et représentés par des lettres.
Sans prétendre faire ici l'histoire complète de l'Algèbre, je crois devoir, dès à présent, donner un aperçu des principaux résultats acquis à cette partie de la science que nous allons étudier.
Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution des équations du second degré: elle se trouve dans le livre de Diophante, et, comme le fait remarquer Lagrange dans son Traité de la résolution des équations numé^ riques, elle ressort naturellement de quelques propositions d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en i494> à Venise, le premier livre d'Algèbre paru en Europe, ne fait aucune mention de Diophante et laisse supposer que les algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils savaient d'Algèbre, c'est-à-dire la résolution des équations du premier et du deuxième degré.
La résolution des équations du troisième degré est due à deux géomètres italiens du xvi* siècle, Scipion Ferrei et Tartaglia ; mais on ignore par quel chemin ils y ont été conduits, et la formule qui représente les trois racines de l'équation du troisième degré est communément appelée ybr/wa/e de Cardan,
C'est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, disciple de Cardan, que l'on doit la résolution de l'équation du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes que nous indiquerons successivement ont été proposées pour la résolution des équations du troisième et du quatrième degré ; mais Lagrange a montré, dans un célèbre Mémoire inséré parmi ceux de l'Académie de Berlin pour 1770 et 1771, que ces méthodes, différentes en apparence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la résolution de l'équation proposée de celle d'une seconde équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est composée linéairement avec celles de la proposée et les puissances d'une racine de l'unité du même degré. En cherchant à généraliser cette méthode, à l'étendre à toutes les équations, ce grand géomètre a montré qu^au delà du quatrième degré l'équation résolvante était d'un degré supérieur à celui de la proposée, et ne paraissait
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pas, en général, susceptible d^abaissement. Il a enfin expliqué clairement, par cette analyse, à quelle circon* stance est due la résolubilité des équations des quatre premiers degrés, circonstance qui ne se présente plus au delà du quatrième degré. *
Toutefois, la méthode de Lagrange peut être employée utilement dans la résolution des équations binômes ou, ce qui revient au même, des équations dont dépend la division de la circonférence du cercle en parties égales. La résolution de ces équations avait été effectuée antérieurement et pour la première fois par Gauss, à Taide d^une méthode ingénieuse fondée sur les relations qui existent entre les diverses racines de l'équation binôme, et sur la considération des racines primitwes des nombres premiers.
Abel, généralisant les résultats obtenus par Gauss, a montré ensuite que, si deux racines d'une équation irréductible sont tellement liées entre elles, que l'une puisse s'exprimer rationnellement par l'autre, l'équation est soluble par radicaux si son degré est un nombre premier, et que, dans le cas contraire, sa résolution dépend de celle d'équations de degrés moindres que le sien. C'est là un des plus beaux résultats dont l'Algèbre se soit enrichie de nos jours. Âbel a fait, dans son Mémoire, l'application de sa méthode aux équations binômes, et a apporté quelques simplifications à l'analyse de Gauss.
Voilà donc une classe assez étendue d'équations dont les racines peuvent être exprimées par des radicaux ; mais ces équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui possèdent cette propriété? Dans quel cas, en un mot une équation peut-elle être résolue algébriquement? Cette question difficile a été résolue complètement, au moins pour les équations irréductibles de degré premier par Évariste Galois, ancien élève de l'École Normale, et l'un
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des géomètres les plus profonds que la France ait produits. Dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences en i83i, et public en 1846 par les soins de Liouville, Galois a, en efTet, démontré ce beau théorème : Pour qu'une équation irréductible de degré premier soit soluble peu* radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques des racines étant données, les autres s'en déduisent rationnellement. Ce résultat important a été le point de départ des recherches auxquelles se sont livrés depuis sur cette matière, MM. Hermite, Kronecker, Betti et plusieurs autres géomètres éminents.
Enfin, quant aux équations dont les racines sont des quantités quelconques n'ayant entre elles aucune dépen^ dance, c'est-à-dire dont les coefficients restent indéterminés, leur résolution générale est impossible au delà du quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée par Ruffini, a été mise hors de doute par les travaux plus récents d'Abel.
Tels sont les travaux les plus importants qui aient été entrepris sur la résolution algébrique des équations, et dont j'ai cru devoir faire ici l'indication succincte.
Quoique j 'aie surtout en vue , dans ce t Ouvrage, les théories qui se rapportent à la résolution algébrique des équations, je n'en crois pas moins utile de reproduire ici les principes qui sont le fondement de la théorie générale des équations et sur lesquels reposent les méthodes employées pour leur résolution numérique.
SECTION PREMIERE
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES
Définition des fractions continues.
1. Désignons par x une quantité positive, rationnelle ou irrationnelle y et posons , . I I I
(Ij ar = flH 9 .r^z=za^-\ , ...» :r„_i=a„_,H , ...,
a, Ui, ^2 9 . . . étant les plus grands entiers qui soient contenus dans x, j:i, ^2, . . . respectivement. Le premier de ces nombres a peut être nul, mais chacun des suivants est au moins égal à i .
Si la quantité x est rationnelle, Tun des nombres de la suite x, X|, x^, ... sera entier, et il terminera la suite; carie nombre suivant serait Tinfini, diaprés la loi de formation. Pour justifier cette assertion, supposons que l'on ait
A et A| étant des entiers premiers entre eux. Soient A2, A), . . . , A„y I les restes successifs auxquels conduit la re< cherche du plus grand commun diviseur des nombres A et A|, et a, ai, ... , a„^i les quotients fournis par cette opération ; on aura
A=Aitf-+-A,, At = A2fli-+-A3, ..., A„_i = A„ât„.j-Hi,
d'où, par la définition des nombres Xi, Xj, . . .,
Mais, si la quantité x est irrationnelle, aucun terme de ta suite Xy X|, x^j ... ne sera entier ni même rationnel, et l'on pourra en conséquence prolonger cette suite indéfiniment. En effet, si quelqu'un des nombres x, j:i , x^, ... est rationnel, il est évident que tous ceux qui le précèdent le sont aussi.
Si l'on élimine les quantités x^, j?2, • . ., Xn^i entre les n premières des égalités (i), la valeur de x prendra la forme
««-iH ;
lorsque x est un nombre rationnel, il existe, comme on vient de le voir, une valeur de n pour laquelle Xn est 00 ,
on peut alors supprimer la fraction — dans l'expression
précédente. Il n'en est plus ainsi lorsque x est une quantité irrationnelle, mais il sera démontré que, après la suppression de la fraction — , le second membre de la for-
mule (2) converge vers la valeur de x quand on fait croître le nombre n indéfiniment.
Nous sommes ainsi conduits à étudier les expressions de la forme
oCi a, ai, ^Z], ... désignent des entiers positifs dont le
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nombre est limité ou illimité, et parmi lesquels le premier seulement peut être zéro. On donne à ces expressions le nom àe fractions continues.
Lorsqu'on réduit ainsi une quantité x en fraction continue, on donne le nom de quotients complets aux quantités Xy Xij Xi, . . . dont les valeurs sont fournies par les formules (i) ; les entiers a, a^yU^y . . . contenus respectivement dans les quotients complets sont dits quotients incomplets. Enfin on nomme fractions com^ergentes ou réduites les valeurs que Ton obtient quand on arrête la fraction continue à un quotient incomplet quelconque. Ainsi, dans la fraction continue (3), a est la première
réduite, «H est la deuxième, a -\ est la
troisième, et ainsi de suite.
On considère, dans certaines questions d'Analyse mathématique, des fractions continues plus générales que celles dont il vient d'être question et qui ont la forme
Of ai, ^Sf •••> ^o ^3< ••• étant des quantités quelconques. Mais ces expressions nouvelles ne sont d'aucune utilité pour l'objet que nous avons en vue, et il n'en sera point question dans ce qui va suivre.
De la formation des réduites, 2. La première des formules (i) donne
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et, si Ton remplace x^ par la valeur -î— ^ — - tirée de la deuxième formule, il vient
on peut de même remplacer le quotient complet x^ par sa valeur tirée de la troisième formule (i), et ainsi de suite. En général, la valeur de x exprimée par le moyen du quotient complet x^^i , aura la forme
P/i-i, Qn-i, Pff-a, Q/i-2 étant des nombres entiers. En effet, on vient de voir qu^il en est ainsi lorsque n — i est égal à I ou à 2; et en conséquence, pour justifier notre assertion, il suilGt de constater que, si elle s^applique au quotient x^^iy elle subsiste aussi pour le quotient x,,. Or, en remplaçant, dans la formule (6), Xn^t par sa valeur
a«.i H ou ^ '' 9 il vient
( Qn-l «»-l -4- Qn-, ) ^n + Qa-l '
notre proposition est donc établie. On voit en outre que, si Ton pose
( 7 ) P„ = Pn-i «»-l 4- P„-„ Qn = Q«-l ^n-t "h Qn-î,
Texpression précédente de x prendra la forme
et celle-ci se déduit de Texpression (6) par le changement de /i en n -H I •
Pour avoir la réduite de rang /i, il est évident qu'il suffit de remplacer, dans la formule (6), le quotient com-
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plet Xr.i par le quotient incomplet correspondant an^i ,
on voit alors, par les formules (7) , que cette réduite a pour
p valeur -r^ • Au reste, il faut remarquer qu*on peut Tob-
tenir aussi en remplaçant Xn par 00 dans la formule (8). Les formules (7) peuvent donc être employées pour calculer le numérateur et le dénominateur des réduites successives, et Ton peut énoncer à ce sujet la proposition suivante :
Le numérateur de la réduite de rang n est égal au produit du numérateur de la réduite de rang n — i par le 7i'*'"« quotient incomplet, augmenté du numérateur de la réduite de rang n — 2. Et de même le dénominateur de la /ï'^'»* réduite est égal au produit du dénominateur de la réduite de rang n — i par le /i»^"»* quotient incomplet, augmenté du dénominateur de la réduite de rang n — 2.
L'application de cette règle exige que les deux premières réduites aient été formées; on a, par les formules (4) et (5),
V^ = a, Qi = i,
maisy 81 Ton pose
Po=i, Qo = o,
les formules (7) seront vérifiées pour n = a ; d'où il ré-
p suite que l'on fera rentrer la deuxième réduite -^ dans
p t la règle générale, en introduisant la réduite fictive ;r = -'
que l'on peut regarder comme occupant le premier ranj; dans la suite des réduites ; c'est ainsi que nous procéderons désormais, et, en conséquence, pp représentera la réduite de rang « + 1 . Au moyen de cette conven-
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lion, on peut disposer comme il suit le calcul nécessaire pour la formation des réduites :
fl«, -4- 1
Les quotients incomplets a, a^ja^^a^, • • . sont écrits sur une première ligne horizontale. Au-dessous des deux premiers quotients a et Ut, on place les deux premières
réduites -> -; on forme ensuite chacune des réduites suio I
vantes, en opérant conformément à la règle, et Ton écrit
le résultat au-dessous du quotient qui lui correspond.
Propriétés des réduites.
Théorème I. — Les réduites étant supposées for
p mées d'aptes la règle précédente, et ^ désignant gé-
néralement la réduite de rang w -H i , on a
En effet, soit an^\ le n'*"»* quotient incomplet, on aura
P» = P»-i û«-i + P„-„ Q„ = Q„-i rt«-i -^ Q„-s ;
si l'on ajoute ces égalités après avoir multiplié la première par Qw-< et la seconde par — Pw-i, il viendra
(Pi.Q«-i~Q«P»-i) =- (P»-iQ«-i-Q/.-iP»-2), ce qui montre que la quantité
a la même valeur, quel que soit n ; mais cette quantité
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est égale à i quand ti = i , car Qo = o et Q< = P© = i ; donc elle est égale à i, quel que soit n.
CoaoLLAiRE I. — Les nombres P» et Q„ sont pre-
F miers entre eux, et en conséquence la fraction ^ est irréductible.
L'égalité qu'on vient d'établir prouve efifectivement que les nombres P„ et Q^ ne peuvent avoir aucun diviseur commun autre que l'unité. C'est en raison de cette propriété que Ton a donné le nom de réduites aux frac- Pi.
tiens ^•
Corollaire II. — La différence entre deux réduites consécutives est égale à une fraction qui a pour numé^ râleur l'unité, et pour dénominateur le produit des dénominateurs des deux réduites.
En effet, si l'on divise par le produit Q/iQ^.:* l'égalité qui fait l'objet du précédent théorème, il vient
^n Pn.l^(~l)" Qi» Qn-1 Q«Q«-t,"
4. Tbéorème II. — Si Von réduit une quantité quelconque X en fraction continue et que l'on forme les réduites successii^es, la valeur de x sera toujours comprise entre deux réduites consécutives et chaque réduite ap^ prêchera plus de x que la réduite précédente.
p En effet, ^ étant la réduite de rang n + 1 et x,i le
quotient complet correspondant, on a
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Si l'on résout cette équation par rapport à Xn on trouve
Cette formule montre : i® que les différences x — ^ *
On— 1 P
et— ^ — X sont de même signe, d'où il résulte que x est
comprise entre j^-^ ®^ K^ ? ^^ ^^ ^^ valeur absolue de la
seconde différence est moindre que la valeur absolue de
la première, car les quantités -p^ et X;,, dont le produit
forme le premier membre de la formule précédente, sont Tune et Tautre supérieures à Tunité.
5. Théorème III. — Si Von réduit une quantité quelconque x en fraction continue, la différence entre une réduite quelconque et la valeur dex sera moindre qu'une fraction ayant pour numérateur l'unité et pour dénominateur le produit des dénominateurs de la réduite considérée et de la réduite suivante.
En effet, d'après le théorème II, x est comprise entre
P _ P les deux réduites pp-î^ et t~: par conséquent, la différence
entre x et rr^^ est moindre que la différence entre -^
et ^r^—^ 5 mais, d'après le théorème I (corollaire II), cette
Vn— 1
dernière différence est égale à -^ — pr- ^ si donc on désigne
par 6 une quantité comprise entre zéro et Tunité^ on pourra écrire
Pn-1_
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Comme Qn est supérieur à Q/i.iy on a aussi
9 désignant encore une quantité comprise entre zéro et I , mais qui n'a pas ici la même valeur que dans la précédente égalité.
C^tte dernière formule exprime que, si l'on prend une réduite quelconque pour valeur- approchée de la quantité X, l'erreur commise sera moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite.
Remarque. — On peut encore démontrer le précédent théorème en partant de la valeur de x exprimée en fonction du quotient complet Xn- On retrouve par ce moyen la limite supérieure que nous venons d'assigner à la différence ( — i)" ( X — ^r^^ ) » et l'on obtient en même temps
une limite inférieure de la même différence. Cette dernière limite a moins d'importance que l'autre, mais elle mérite cependant d'être mentionnée. On a
Q«-I Q« '^n + Q1.-I Qn-1 Q«-i (Qn^« + Q«-l )
OU, d'après le théorème I,
Or Xn est compris entre i et 00 ; donc la différence
est comprise entre
i=Z2Ï. et (-')"
Q-.Q» Q„-.{Q„-4-Q,-iJ
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Corollaire. — Si la quantité x est irrationnelle, on pourra toujours former une réduite qui différera de x d'une quantité plus petite qu'une quantité donnée t.
En effet, pour être assuré que la différence entre x et la réduite -^^ est inférieure à e, il suffît que Ton ait
— — < «, d'où Q„_i > -_:,
et, puisque les nombres entiers Qi, Q2, Qs, • • • croissent sans limite, on voit que l'inégalité précédente sera vérifiée si Ton prend une valeur de n suffisamment grande.
6. La première réduite r-^ étant - ou 00 , et la deuxième Qo o
— i étant égale à a on voit qu'on peut énoncer la proposition suivante, qui résume les résultats principaux que nous avons obtenus :
Lorsqu'on réduit une quantité quelconque x en fraction continue, les réduites de rang pair, toutes inférieures à X, forment une suite croissante, tandis que les réduites de rang impair, toutes supérieures à x, forment une suite décroissante. Ces deux suites se terminent quand x est un nombre rationnel ; mais, dans le cas contraire, elles sont illimitées et les réduites de chacune d'elles com^ergent vers la valeur de x dont elles se rapprochent indéfiniment.
C'est en raison de cette propriété que les réduites ont reçu le nom de fractions convergentes. On voit que, si a ai , a2, ^3, ... désignent les quotients incomplets obtenus dans la réduction de x en fraction continue, il est permis
d'écrire
ar = a -4-
puisque Texpression contenue dans le second membre
de cette formule tend vers une limite égale à Xf quand le
nombre qui marque le rang du quotient auquel on la
P suppose terminée augmente indéfiniment. La rédaite p-
a pour valeur
Q. VQî qJ VQ, qJ \Qn Q«-,A
et par suite la quantité x est la limite de la série convergente
QiQî QtQ» •• Qn-iQn
Théorème IV. — Si une fraction irréductible
P — P est comprise entre deux réduites consécutiy^es ^—-^ > -r-^ ?
le dénominateur B de la fraction est supérieur au dénominateur de chaque réduite,
En eflety la fraction — étant comprise entre j^-^ et rp»
les deux différences
A Pn-i P» P/»— 1
B Qn-l' Qn Q«-i
sont de même signe, et la valeur absolue de la première
différence est inférieure à la valeur absolue de la seconde.
s. ^ jilg. tup., I. a
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Or celle-ci est égale à ~ — ^ : donc on a
■-'■(i-fe)
Q«-iQ« ou
(-i)«(AQ„.,-BP„-0<|;î
le premier membre de cette inég^ité est un entier qui,
par hypothèse ne se réduit pas à zéro, et l'on a en
conséquence
Le nombre B est, à plus forte raison, supérieur à Q/ï_i -
Corollaire. — Chaque réduite cV une fraction continue X approche plus de la valeur de x que toute autre fraction dont le dénominateur est moindre que celui de la réduite.
En effet, si la fraction irréductible — approche plus de x
que la réduite ^r^» elle sera, à plus forte raison, plus près
de X que la réduite précédente ^r^^—^- D'ailleurs, la quan-
lité X étant comprise entre ^^^ et t;^? la fraction - sera
nécessairement comprise entre les mêmes réduites ; donc, d'après le précédent théorème, le dénominateur B sera supérieur à Q».
Il résulte de là que, si B est inférieur à Q^, la fraction — ^
P approche moins de x que la réduite — ^ •
Problème. — Etant donnée une fraction — dont
la différence ai^ec une quantité quelconque x estzhjr^i 0 étant plus petit que l'unité, on demande la condition pour que -rr soit l'une des réduites fournies par le développement de X en fraction continue.
Réduisons — en fraction continue et formons les ré-
duites -pî fT' "*'fi^ ^^^^ ^* dernière n'est autre que -.
Si cette fraction est Tune des réduites fournies par le développement de x, et que Ton désigne par x« le (n-hi)**"* quotient complet, on aura
Il faut remarquer que Ton peut toujours s'arranger
de manière que le signe du second membre de cette
formule soit le même que celui de la différence donnée
X — ri ^^ ~ ôî' ^^ d'autres termes, dans la fraction con-
tinue égale à — > on peut toujours faire en sorte que -~
ou ~ soit à volonté une réduite de rang impair ou de
rang pair. En effet, soient a^^a, an^\ les deux derniers
P quotients incomplets de la fraction continue égale à —:
diaprés la manière dont on opère habituellement, le dernier quotient n'est pas égal à i, car, si cela avait lieu, on pourrait supprimer ce quotient en augmentant d'une unité le quotient précédent qui deviendrait alors a/,«2-l- 1 • Donc, puisque a„.i est au moins égal à 2, on peut le
remplacer par (a«_i — 1)-+--, c'est-à-dire qu*on peul
introduire un quotient de plus égal à i, en ayant soin
de retrancher une unité du quotient qui était le dernier.
On peut donc faire en sorte que le nombre ti, qui in-
P P dique le rang de la réduite --- = -, soit à volonté pair ou
impair; ce nombre n étant ainsi choisi de manière que le
signe de ( — i)"-^' soit celui delà difierence donnée ± — >
on aura
Or Xn est positif et supérieur à i : donc on a
Je dis que réciproquement, si cette condition est satis-
P faite, la fraction — sera Tune des réduites de x. En effet,
Xn étant alors définie par la formule (i), l'équation (2 donnera pour cette quantité une valeur positive et supérieure à l'unité; d'ailleurs, d'après la formule (i) la valeur de x sera évidemment de la forme
X ^::i tl -\
d'où il résulte que la fraction ~ est l'une des réduites qui
convergent vers x.
II faut remarquer que la condition (3) sera toujours
satisfaite si 0 est inférieur à -> car le rapport -zr — -^^~ —
est supérieur à -; donc la fraction rr- sera nécessaire- ^ a' Q
ment l'une des réduites de la quantité x si la différence
X — — est, en valeur absolue inférieure à -rrr • Q 2Q«
Des fractions con\^ergentes intermédiaires.
9. On a vu que les réduites de rang pair et celles de rang impair forment deux suites qui sont l'une croissante, l'autre décroissante, et qui convergent toutes les deux vers la valeur de la fraction continue. Considérons deux réduites consécutives
de Tune ou de Fautre des deux suites, le nombre n pouvant être égal à i. Si an désigne le quotient incomplet do rang tï -f- i , les valeurs de ces deux réduites seront comprises dans l'expression générale
''-IÎ_iLzl
et elles répondront aux valeurs k = o, k=an de Tindéterminée k.
Lorsque le quotient a« est supérieur à i , et que l'on donne à k les valeurs successives
o, I, ?., 3, . . ., (a„-— i), an,
l'expression précédente fournit, indépendamment des deux réduites considérées, an — i autres fractions dont les dénominateurs sont compris entre Qn.i et Q/i+i et auxquelles on a donné le nom de fractions convergentes intermédiaires.
Si l'on pose, pour abréger l'écriture,
R^ = kVn -4- Pn-i, Sa — a- Q„ -f- Q«-4,
on aura
Ra4-1 = R;t + P«i S;;.+i = S;t -I- Q« ;
d'où
ou
et, par conséquent,
(>es formules sont analogues à celles qui se rapportent à deux réduites consécutives quelconques, et Ton peut en conclure les propositions suivantes :
1 ° Les fractions convergentes intermédiaires, formées comme il a été indiqué, sont des fractions irréductibles.
2° La différence de deux fractions com^ergentes in-termédiaires consécutii^es est égale à l'unité di irisée par le produit des dénominateurs des deux fractions»
3** Si l'on considère la suite des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair*, puis qu'entre chaque réduite de l'une et de l'autre suite et la réduite suivante on écrive toutes les fractions convergentes in^ termédiaires qui s y rapportent, de telle manière que les dénominateurs forment une suite croissante, on obtiendra deux nouvelles suites qui seront, la première croissante, la seconde décroissante, et qui, en conséquence, convergeront sans cesse, l'une et l'autre vers la valeur de la fraction continue,
4** Si une fraction ■— est comprise entre deux fractions
, . Rz. R/-U.1 convergentes consécutives — > ^ — -t appartenant au
groupe dont les réduites -p^ et -r^^ sont les ternies ex*
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trêmes, ou si elle est comprise entre la fraction — et la
réduite ^y le dénominateur B de cette fraction — sera
supérieur au dénominateur de chacune des fractions convergentes qui la comprennent.
10. Lorsque la fraction continue est limitée, les deux suites formées avec les réduites et les fractions intermédiaires se terminent d'elles-mêmes ; mais il faut remarquer que l'on peut encore considérer l'une des deux suites comme illimitée. En effet, dans le cas dont il s'agit, l'une
P des réduites -^ exprime la valeur exacte de la fraction con-
tinue; cette réduite termine l'une des deux suites, tandis
que l'autre suite s'arrête à -—-^'^ mais on peut évidem-
ment introduire dans la fraction continue un nouveau
quotient Xn égal à oo ; celle-ci sera alors représentée
par l'expression r^--^ — -^ équivalente à ^i et à ceUe
P île nos deux suites qui se termine à ;r^^ on pourra ajou-
ter les fractions intermédiaires
P»-f-P;>-l 2lVj-^P^, 3P;,-4-Pn-^|
Q«H-Q„^i' îiQ«-f-Q«-i' 3Q„-4-Q^-/ *"''
dont le nombre est illimité. La suite indéfinie que Ton formera ainsi convergera vers la fraction continue, comme si celle-ci représentait la valeur d'une quantité irrationnelle.
11 . La théorie que nous venons d'exposer nous fournit la solution de cette importante question:
Problème. — Déterminer, parmi toutes les fractions
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dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine limite K, celle qui approche le plus d'une irrationnelle donnée x.
Concevons que la quantité x ait été réduite en fraclion continue, puis qu'avec les réduites et les fractions intermédiaires on ait formé les deux séries, Tune croissante, l'autre décroissante, qui convergent toutes deux vers la valeur de x.
Si le dénominateur Q„ de l'une des réduites est égal à la limite donnée K, la fraction demandée sera la réduite
^\ mais je dis que, dans tous les cas, cette fraction fera
partie de Tune des deux suites formées avec les fractions convergentes. En effet, s'il en était autrement, la fraction
demandée -— tomberait entre deux termes consécutifs B
^-^> -^ de l'une de ces deux suites ; mais alors B serait
supérieur à S^t, la fraction -^ serait d'ailleurs plus appro-
chée de x que ~» et par conséquent cette dernière fraction ne satisferait pas à la condition requise.
Donc, pour résoudre le problème proposé, il suffit de réduire l'irrationnelle x en fraction continue, de forlner la série des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair, avec les fractions intermédiaires correspondantes ; de prendre enfin dans chaque suite la fraction qui a le plus grand dénominateur au-dessous de la limite K . Les deux fractions que l'on obtient de cette manière comprennent entre elles la quantité or, et elles fournissent les valeurs les plus approchées par défaut et par excès, de cette irrationnelle, quand on exclut les fractions dont le dénominateur est supérieur à K.
On voit que la réduction en fraction continue doit être employée toutes les fois qu'il est question d'exprimer par les fractions les plus simples et les plus approchées qu'il est possible, soit la valeur d'une irrationnelle, soit celle du rapport de deux nombres entiers très-grands.
Théorème de Lejeune^DirichleU
La théorie des fractions continues nous a révélé
P l'existence d'une infinité de fractions -^ susceptibles d'ex-
Qn
primer la valeur d'une irrationnelle donnée x^kj^ près»
Ce fait si remarquable peut être établi directement par un procédé ingénieux dû à l'illustre géomètre allemand Lejeune-Dirichlet.
Le théorème que nous nous proposons d'établir peut être énoncé dans les termes suivants :
Théorème. — Dans la série des fractions qui ont pour dénominateurs les nombres i , 2, 3, . • . , /i, i7 e/i existe an moins une de dénominateur v qui diffère d'une quantité
moindre que — > par défaut ou par excès j d'une irrationnelle donnée x.
Représentons par m^ le nombre entier immédiatement supérieur à vor, et considérons la suite des quantités
qui seront toutes moindres que l'unité. Si l'on était assuré que l'un au moins des produits
«[/n,— -ar), /»(/w, — 2x), n[m^ — 3a:), ..., ii(/n„ — nx] eût pour partie entière zéro^ le théorème serait démontré,
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car on aurait, par exemple, .
d'où
/Wv — vx < - et x<^ — ;
n V uv
mais, s'il n'en est pas ainsi, comme ces parties entières ne peuvent être que
l'exclusion du nombre zéro exige que l'une d'elles soit la même dans deux produits différents. Soient donc
/i(/?2v-- voj) = E -+- e, n[m^ — px)=:E-+-iî,
E désignant un entier, e et n étant des quantités positives inférieures à i . Si l'on retranche ces égalités l'une de l'autre, il vient
d'où
On peut supposer que v soit le plus grand des nombres v et fx; la différence v — fx de deux nombres inférieurs à n est elle-même moindre que n ; enfin la valeur absolue de 6 — m est inférieure à i. Le théorème énoncé résulte donc de la formule précédente, puisque celle-ci montre que la valeur absolue de la différence
nt^ — //i»
est inférieure à ■—, r •
Dans ce qu'on vient d'établir, le nombre n est quelconque. En le faisant croître indéfiniment on voit la pos-
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sibilité d'obtenir une suite infinie de fractions convergentes vers la valeur de a:, telles que Terreur par défaut ou par excès relative à chacune d'elles soit moindre que Tunité divisée par le carré du dénominateur; car, dans
Texpression — indiquée par l'énoncé du théorème, v est
au plus égal à n ; cette limite sera donc en général
moindre que — •
Résolution d'une équation du premier degré à deux inconnues, en nombres entiers, par la méthode des fractions continues.
Considérons Téquation
dans laquelle P, Q, H sont des nombres entiers positifs ou négatifs. Comme on peut supposer que ces trois nombres n ont aucun diviseur commun, l'équation proposée ne pourra évidemment être satisfaite par des valeurs entières de X et de j^ que si les coefficients P et Q sont premiers entre eux. Supposons que cette condition soit remplie ; ré-
duisons la fraction ziz — en fraction continue, et calculons
les réduites successives. Si ^ désigne l'avant-dernière réduite, on aura
±(PQ'-QP')r=:i;
d'où
P(zhQ'H)-f-Q(q=P'R)=H,
ce qui montre que l'équation proposée sera satisfaite en posant
^z=:dlQ'H, j = =pP'H.
Désignons par jtq 6t j^o ces valeurs des indéterminées x
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et y, l'équation proposée pourra se mettre sous la forme
Pa:-f-Qj=P*oH-Qro OU
et, comme les nombres P et Q sont premiers entre eux, les quantités a: et j' ne seront entières que si a: — x© esi divisible par Q. On aura donc, en désignant par 6 le quotient de cette division,
c'est-à-dire
x^rbQ'H + ÔQ, j=qnP'H — OP;
ces valeurs satisfont à Téquation proposée, quel que soit l'entier positif ou négatif 6.
Il faut remarquer que la valeur absolue de x sera inférieure à Q si Ton prend pour Q l'un des deux entiers consécutifs entre lesquels est comprise la fraction positive ou
négative i^z-^^— j on peut même ajouter que Tune de ces deux valeurs de B donnera à x une valeur absolue inférieure à - Q. Il résulte delà qu'il existe une valeur unique
de X entre les limites zéro et Q ou Q et H — Q, pour
laquelle l'expression
Par — H
se réduit à un nombre entier.
L'équation dont nous venons de nous occuper peut s'écrire de la manière suivante :
PQ "" Q P
et Ton voit que toute fraction — » dont le dénominateur est le produit de deux nombres P ef Q premiers entre eux., peut se décomposer en deux autres fractions ayant respectivement pour dénominateurs les nombres P et Q.
Théorème relatif à la réduction des fractions rationnelles en fractions continues.
P 14. Considérons une fraction rationnelle — supérieure
à I, et supposons qu'en la réduisant en fraction continue on ait trouvé
la dernière des réduites successives --^5 -^» " *' rT ^^^^
('pale à --» et Tavant-dernière aura pour valeur
ifl-h
JVnn autre coté, on a P„ -^ P«-i ^n-x -^ P« -2, Q« = Qn -i «„-i -f- Q„-„
Pn-l = P«-i«rt-2-h Pn-3. Q/,-1 = Q/i-î^rt-iH- Q«-i,
= Q.«t+Qi. "
=^Qiû|-t-Q.»
puis
Pi = rt, Po = i, Qi=i, Qo = oî
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ces formules donnent
On voit que les quotients de la fraction continue (3) sont précisément ceux de la fraction (i) pris dans un ordre inverse ; la fraction (4) est Tavant-dernièrè réduite de la fraction continue (3).
Il résulte de là que, si Ton a
(5) Pn-i-Q„,
mais seulement dans ce cas, les fractions (i) et (3) seront égales entre elles et la suite des quotients
sera réciproque, c'est-à-dire que les termes extrêmes seront égaux entre eux, ainsi que deux termes quelconques pris à égale distance des extrêmes. Comme on a
la condition (5) équivaut à
(7) P»Q»-.-Qi=(-')" ou Q„-. = ^"'*'j~''", et elle exprime que Ton a
(8) — - — = un nombre entier.
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Réciproquement, si les nombres entiers P et Q<;P satisfont à la condition (8), on peut être assuré que la frac-
tion ~ se réduira en une fraction continue dans laquelle
les quotients formeront une suite réciproque.
En efiet, réduisons la fraction -- en fraction continue,
en nous arrangeant de manière que le nombre des quotients soit pair ou impair, suivant que le signe ambigu =b exprime -h ou — dans la formule (8) . Alors, en désignant par n le nombre de ces quotients et par Q' la valeur du premier membre de la formule (8), on aura
mais -p—^ étant la réduite qui précède tt^ on---j la for-
mule (6) a lieu, et, en la retranchant de la précédente, il vient
P«(Q'-Q«-i) = Q«(Qn-P»-i);
comme P„ doit diviser le second membre de cette formule, et que ce nombre est premier avec Q«, il doit diviser Q» — P„.i ; cette différence étant inférieure à P;,, elle doit être nulle, et Ton a
La première de ces égalités démontre la proposition que nous avions en vue.
15. Les résultats qui précèdent nous seront utiles plus tard; mais il n'est pas sans intérêt de montrer dès à présent comment on peut en tirer une démonstration fort simple d'une proposition importante dans l'Arithmétique supérieure. Cette proposition est la suivante :
Théorème. — Tout nombre entier qui divise la somme
de deux carrés premiers entre eux est lui-même la somme de deux carrés.
En effet supposons que le nombre entier P divise la somme R^H- S^ R et S étant des entiers premiers entre
eux. Si Ton réduit la fraction — en fraction continue et que
R' Ti
l'on désigne par -7 la réduite qui précède --) on aura
RS'—SR'—dzi;
en outre, le nombre P divisant R^-f-S^, il divisera le produit
(R«4- S«) (R''-h S'«) = (RR' -!- SS'Y 4- (RS' — SR')« ;
il divisera donc, quel que soit K, la somme de deux carrés
RR'-!-SS'--KP)'-4- (RS' — SR
or le second de ces carrés est i ; quant au premier, il est le carré d'un nombre Q qu'on peut supposer inférieur à P,
P et même, si l'on veut, inférieur à -5 à cause de l'indéter-
minée K. Il résulte donc de notre hypothèse qu'on peul
trouver un nombre Q inférieur à P, tel que l'on ait
-^^— — := entier,
Cela posé, réduisons la fraction — en fraction continue,
en opérant de manière que le nombre des quotients soit pair. D'après la proposition établie plus haut, la suite de ces quotients sera réciproque et elle pourra être représentée par
La (m 4-1 )**"'* réduite ^ embrasse les quotients delà pre-
mîêre moitié de cette suite, et, si ron désigne par ^ * la
réduite précédente, par x„t le quotient complet de rang I» -f- 1 , on aura
mais le quotient complet Xm est égal à
p et cette fraction n'est autre chose que "* ; donc on a
Q P™Q«+Pm-lQ
Il est évident que le second membre de cette formule est une fraction irréductible. D'ailleurs on s'en assure immédiatement en remarquant que la différence
Pm(PmQmH-Pm-lQ«.-l) - Qm (P,« "4- P«-l)
a pour valeur
P«-l (PmQm^l - Q«Pm-i) = ( - l)'"Pm-i;
un facteur commun aux deux termes de la fraction dont il s'agit diviserait donc Pm-i ; niais alors il diviserait aussi P»,, ce qui est impossible, puisque P^ et P;».| sont premiers entre eux. D'après cela, la formule que nous avons obtenue donnera
Q=PinQm-^-Pm^lQ«^l*
Non-seulement la première de ces égalités démontre le 5.— Alg.sup,, I. 3
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théorème énoncé, mais encore elle fait connaître les deux carrés dans lesquels le nombre P peut être partagé (*).
Condition pour que les fractions continues qui représentent deux irrationnelles soient terminées par les mêmes quotients,
16. Si deux irrationnelles positives x el af sont telles, que les fractions continues dans lesquelles elles se développent aient un même quotient complet y, on aura, par les propriétés des fractions continues,
p, Q, P', . . . étant des entiers positifs qui satisfont aux deux conditions
PQ— QF = dzi, RS'— SR'^zhi.
Si l'on élimine j^ entre les équations (i), on trouvera
en posant
û = QR' — RQ', ô = RP' — PR', a' = QS' — SQ' , b' = SP' — PS',
et Ton déduit de ces dernières formules
ab' ^ôû'=(PQ'-QP')(RS'-SR')=d=i.
Donc, pour que deux irrationnelles positives x et oà puissent se dé\^elopper en des fractions continues susceptibles d'être terminées par des quotients complets égaux
(') J'ai donné pour la première fois cette démonstration dans un article qui fait partie du tome XIII du Journal de MtUhématiques pures et appliquées, (l^** sem}».
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entre eux, il faut quelles soient liées l'une à l'autre par une équation de la forme
OÙ a, b aljV désignent des eiUiers positifs ou négatifs qui satisfont à la condition
(3) ab'^ba' = zt:i.
Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En
P effet, réduisons x en fraction continue^ désignons par ~
P' une réduite aussi éloignée qu'on voudra, par r^ la réduite
précédente, et par^ le quotient complet qui répond à la
réduite zr j on aura
(4) ^=Qy^rq'^
et, en substituant cette valeur de xdans Téquation (3), il viendra
Cela posé, quels que soient les signes des nombres a, b, aff b', les rapports
aP -t- 6Q _ Q Q"^g a'V-hb'q _ Q Q"^ a'
^PM^Q' "" Q' P' b a'P'-h ô'Q' "~ Q' F ^
sont positifs et supérieurs à i, car on a Q> Q' et Ton
P P' peut supposer les réduites - » ^ assez éloignées pour que
leur différence soit plus petite qu'une quantité quelconque
donnée. D'ailleurs y elaf sont positives ; donc la valeur précédente de a/ est de la. forme
Rj R', S, S' étant des nombres entiers positifs tels que
D'ailleurs ces nombres ont respectivement pour valeurs
Rrrrdb (aP + ÔQ), R' = zn:(ûP' +ôQ'), S = ±:(«'P-h6'Q), S'==t:(«'P'-h^''Q'),
les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris ensemble. On déduit de là
RS' — SR' = ir [ab' - ba! ) (PQ' — QP' ) ; on a d'ailleurs
PQ' — QP'=±:i et ab' — ba! z=i±i, donc (6) RS'— SR'=:dii.
Réduisons maintenant la fraction — en fraction conti-
nue et soit ^ l'avant-dernière réduite ; comme le calcul
peut être fait de manière que -^ soit à volonté de rang pair ou de rang impair, on peut écrire
RSq — SR^ :^ Iju I ,
le signe du second membre étant ici le même que dans la formule (6). Et alors, à cause de cette formule (6), l'égalité précédente donnera
R(S'-.So) = S(R'-Roj;
or le nombre R est premier avec S, et il surpasse R' — Rq, différence de deux nombres inférieurs à R ; il faut donc que l'on ait
Ro = R , Sq = S .
On voit enfin par la formule (5), quej^estun quotient complet commun à a? et à a/.
Remarque. — Nous avons supposé les quantités a: et j/ positives, mais rien n'empêche de les supposer négatives. En effet, si Ton change x en — x ou si en — j/, la formule ( 3 ) restera la même ; seulement quelques-uns des coefficients changeront de signe sans cesser de satisfaire à la condition (4). Au surplus, dans le développement d'une irrationnelle en fraction continue, on n'a à s'occuper <jue de la valeur absolue de cette irrationnelle.
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DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES
Développement des irrationnelles du deuxième degré en fraction continue,
17. On nomme irrationnelle du deuxième degré toute quantité irrationnelle qui est racine d'une équation du deuxième degré à coefficients rationnels. Il est évident qu'on peut préparer une telle équation de manière que les coefficients soient des nombres entiers ; il est même permis de supposer que le coefïîcient de la première puissance de l'inconnue soit un nombre pair, car on ramène le cas contraire à celui-là, en multipliant l'équation par a.
Soit, en conséquence,
La:?— 2MjîH-N — o
une équation du deuxième degré dans laquelle les coefficients L M, N sont des entiers positifs ou négatifs tels,
que la quantité
M«— LN = A
supposée positive, ne soit pas un carré exact. Les racines de cette équation seront représentées par l'expression
±:M-hv/Â
le radical \[K étant pris positivement, et le signe ambigu ± devant être remplacé successivement par H- et par — tant au numérateur qu'au dénominateur ; mais, comme nous ne voulons considérer que les valeurs absolues des racines nous donnerons au dénominateur de
Texpression précédente le signe qui rend cette expression positive. Alors, si Ton pose
puis que Ton désigne par D_| la valeur de N prise avec un signe tel que LN = — D_|D, toute irrationnelle du deuxième degré prise positivement pourra être représentée par la formule
dans laquelle E et D sont des entiers positifs ou négatifs et A un entier dont la racine carrée est irrationnelle. En outre, on aura .
D_| étant un nombre entier positif ou négatif.
18. Cela posé, nous nous proposons de développer en fraction continue l'irrationnelle définie par la formule (i).
Après avoir déterminé la racine du plus grand carré entier contenu dans A, on aura immédiatement, par la division le plus grand entier a contenu dans x ; alors on fera, conformément à la méthode générale,
et le nouveau quotient X| sera donné par la formule D .
'^*"" — (D« — E)-hVA'
si Ton multiplie les deux termes de cette expression par {Da — E)-|-^A afin de rendre le dénominateur rationnel elle prendra la forme
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El et Dj désignant des nombres rationnels. On opérera sur Xi comme on a fait sur x, et ainsi de suite ; en sorte qu'on obtiendra successivement les formules suivantes :
qui sont toutes semblables à la proposée, car on va voir que les nombres rationnels E^, D/t sont toujours des entiers. La valeur de x„^i est
et Ton en tire . 5«^i ^ D„,^ [(D„,t<zn,, ~ E„,, ) -4- s/\
alors on aura, d'après nos notations,
(4) El, == D^ia^i — E„_j, d'où
cette formule (5) subsistera pour n = o, si l'on convient que Dn et E^ représentent D et E respectivement, quand l'indice n est nul; car, dans ce cas, les formules (a) et (5) coïncident* La formule (5) ayant lieu quel que
soit ?ï, on peut, dans la formule (3), remplacer A par Ei_, -+- Dn^jD^^i, et il vient alors
(6) D„ = D„-^ + 2 Ea-^i û„«i — D^t «i-i ;
enfin, en remplaçant D„^i par la valeur tirée de la formule (4); on obtient
(7) D;,=: D„^, + (E„^, — E„)fl„_i .
Les formules (4) et (7) subsistent, d'après ce qu'on vient de dire, quand on suppose 72 = 1. Elles contiennent la loi de formation des quotients complets x^, et elles montrent que, si les nombres D„_2> E^^i, D„_| sont entiers, les nombres E„ et D„ seront aussi entiers. Or, par hypothèse, D_|, E, D sont des nombres entiers : donc E| et D| seront eux-mêmes des entiers, ainsi que Ea et Da,. . -, E« et D^. Les formules (4) et (7) montrent encore que, si D_j et D sont pairs et que E soit impair, tous les nombres D^ seront pairs, tandis que les nombres En seront impairs.
Remaeqoe. — Il convient de remarquer que les trois nombres entiers D^^i, E;,, D^ ne peuvent avoir un diviseur commun 0 supérieur à Tunité. En effet, si un tel diviseur existe, il divisera E^^i à cause de la formule (4) etD|,.2 à cause de la formule (7); il sera donc un diviseur commun des trois nombres D^^j, E;,_o D„_|. On en conclura de même qu'il est diviseur commun à D;,.S9 Ë/i.ayD/i.ay et ainsi de suite. Le nombre 6 sera donc un diviseur commun à D_j, E, D, et, par suite, A aura le diviseur fl«. Or on peut toujours admettre qu'il n'en est
pas ainsi ; car, si, dans l'expression proposée — .—— 9 E
et D sont divisibles par 6 A par 6^, rien n'empêche de supprimer ce facteur.
42 COURS o'iLLGÈBBE SUPÉRTEUIIE.
On retrouve les résultats qui précèdent par la
p considération des réduites. Soit — ? la (w -4- i)^^°* réduite
de la fraction continue égale à x ; on a
OU
si l'on chasse les dénominateurs et que Ton égale ensuite de part et d'autre les parties rationnelles et les parties irrationnelles, il viendra
(8) Q„E,+ Q,,., D„= DP, - EQ«,
(9) (DP„- EQ;,)E„-h (DP„_,- EQ«-,)D„=r AQ«.
En résolvant ces équations (8) et (9) par rapport à £« et D;,, et en faisant usage de la relation
on trouve
(10) E„== ^^:^[AQ„_,Q„^(DP„^,--EQ„«0(D^^
(,,)D,=^^[(DP„-EQ„)«-AQJ];
il est évident que la quantité entre crochets, dans l'expression de En ou de Du, se compose de termes qui contiennent D en facteur, et d'un terme multiplié par le nombre A — E* qui est divisible par D. Donc les formules (10) et (11) montrent que E« et D„ sont des entiers^ ce que nous savions déjà; mais elles vont aussi nous conduire à un autre résultat fort important.
Je dis eflfectivement que, si n est supérieur à une certaine limite les entiers E/, et D;i seront toujours positifs.
La formule (i i) démontre immédiatement ce fait à Tégard de Dy, ; en effet, on peut l'écrire comme il suit :
■'■=<-)-Q<s-^)h-KÈ-^)]'
or, d'une part, le facteur -^ — ^^ ff — ^ ^ ïc
signe de ( — i)", et d'autre part, comme cette différence peut devenir aussi petite que l'on veut, en prenant n suffisamment grand, le dernier facteur de notre expression de D/i approchera autant que l'on voudra de ay^, et il sera, en conséquence, positif pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite ; donc aussi D^ sera positif.
On pourrait établir la même propriété à l'égard de E^ en se servant de la formule (lo), mais il est plus simple de partir de l'équation (8). Celle-ci donne
et, en divisant par on a
Pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite,
I D ~5 — E I diflférera de s[K d'une quantité plus petite
qu'une quantité donnée quelconque : il en résulte que le nombre entier E^ ne pourra pas être négatif; car, si cela arrivait, le second membre de la formule précédente serait plus grand que i , et il ne pourrait être égal au premier membre, lequel est évidemment inférieur à i.
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Si doncy pour quelques-unes des premières valeurs de 71, o, I, 2, . . ., les nombres D„ et E„ peuvent être négatifs, cette circonstance, ne pourra plus se présenter dès que n aura atteint une certaine limite.
20. Nous pouvons maintenant établir la proposition suivante due à Lagrange :
Théorème I. — La fraction continue, dans laquelle se déi^eloppe une irrationnelle du deuxième degré, est périodique, c'est-à-dire que la série des quotients complets ou incomplets, à partir de celui qui occupe un cer^ tain rang, est formée d'une suite limitée de termes ou période qui se reproduit indéfiniment la même.
En eflet, soit Tirrationnelle du deuxième degré
que nous supposerons positive ; le nombre A est un entier dont la valeur est donnée par la formule
(a) E«-i-D.tD = A
et D.i y E, D sont des entiers positifs ou négatifs. Si
désigne généralement le quotient complet de rang n + 1, et que an soit le quotient incomplet correspondant, on aura par ce qui précède,
(4) EJ + D„.,D„ = A et
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en outre, nous savons que E^ et D» sont des entiers et que, pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite^ ces mêmes nombres sont positifs. Considérons le développement en fraction continue, à partir de cette limite* La formule (4) montre qu'alors on -a constamment
la formule (5) nous donne ensuite, en écrivant n au lieu de n — I,
D„<;2^A et an<^2^.
Ainsi les nombres E^, D;,, a„ sont limités et les quotients complets Xn ne peuvent avoir qu'un nombreyîm de valeurs différentes. Donc, après un nombre d'opérations plus ou moins grand, mais qui ne peut excéder 2 \/Ax \/Â ou 2 A, on retombera nécessairement sur un quotient complet déjà obtenu ; après quoi le reste de la série des quotients complets ou incomplets sera formé d'une même suite ou période de termes déjà trouvés, laquelle se répétera indéfiniment.
Il convient de remarquer que la relation (4) donne D/i-iD/i<CA, et l'on aurait de même, en changeant n en n — i, D,i«2D/,«i <;A. Si donc on a
on aura
D^,<v/Â et D„<v^ï;
d'où il résulte que, si le dénominateur d'un quotient complet est supérieur à ^Â, le dénominateur du quotient précédent et celui du quotient suivant sont l'un et l'autre inférieurs à ^Â.
La démonstration précédente repose sur ce seul fait que D„ est positif pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite; elle subsisterait donc lors même que
Qat-^A+Qa-I
Si la fraction continue est périodique simple, c'est-à-dire si la période commence au premier quotient et que cette période ait h termes, on aura
alors la formule (i) donnera
ou
(2) Q*.^*- (Pa~ Qa^,)^:- P;^.! = 0;
X est donc racine d'une équation du deuxième degré à coefficients entiers. Il faut remarquer que le nombre h peut être égal à i , et que, dans ce cas, on a Pa_< = r , Qa-« = o.
Si la fraction continue proposée est périodique mixte, c'estrà-dire si la périf)de ne commentée qu'à partir dtt
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nous n'aurions pas établi que E,, est également poshit pour des valeurs de n suffisamment grandes. Enfin il est évident que, si x^ est le quotient complet qui commence la première période, les deux nombres E^ et D« seront j nécessairement positifs à partir de la valeur n = v.
21 . Théorème II. — Réciproquement, toute quantité qui se déi^eloppe en une fraction continue périodique est une irrationnelle du deuxième degré.
En effet, considérons une irrationnelle x qui se déve-
loppe en une fraction continue périodique ; soient pp la
Xi»
réduite de rang n-hi et a:^ le quotient complet correspondant, on aura
P;t.r^+PA^t
quotient de rang m -f- i et que celte période ait k termes on aura
avec
chacun des nombres m et A* pouvant être égal à i. Si Ton résout par rapport à Xm et Xm^k les deux équations comprises dans la formule (3), puis qu'on égale entre elles les valeurs obtenues, on aura
^m—^m-^ "" P/7I+A— Q//,-HA-^
équation qu'on peut mettre sous la forme
(5) L^«— 2Ma:-|-N = 0,
en posant, pour abréger
( N==P«-iP;n+;fc-P«Pm+;^,.
On voit donc que x est encore dans ce cas, l'une des racines d'une équation du deuxième degré à coefBcients entiers.
Corollaihe, — L^ équation du deuxième degré à coefûcients rationnels, à laquelle satisfait une fraction continue périodique donitée, a ses deux racines de signes contraires si la fraction continue est périodique simple, et elle a toujours ses racines de même signe lorsque, la fraction continue étant périodique mixte, il j a plusieurs termes avant la période.
En effet, s^il s'agit d'une fraction périodique simple a*» l'équation (2) à laquelle cette quantité doit satis-
faire a éyidemment ses racines de signes contraires. SîTirralionnelle x se réduit en une fraction périodique mixte, elle satisfera à une équation telle que (5), dans laquelle le produit des racines est, d'après la formule (6),
N Pm-lPm->-<- — PmP/»y-i-A— 1
L Qm-1 Q//H-A- — Q//I Qm -»-A- 1
Supposons qu'il n'y ait qu'un seul quotient a avant la période, on aura
et, par suite,
ce rapport peut être positif ou négatif; donc, dans ce cas, les racines de l'équation (5) peuvent avoir le même signe ou des signes contraires.
Supposons maintenant qu'il y ait plusieurs quotients avant la période, et soient «;„_,, Aot+a-i les quotients incomplets de rang m et de rang m-\-h\ on aura
"m ^= P/n— 1 ^m— 1 "♦" P/w— î» Pm-»-Ar^==^ P/n+A^l ^m-i-k—l H~ P/n+^wj, Qm = Q/«-l ^m-l -^ Q/n-t » Q//H-Ar= Q/n+A— l ^m+k-l -+" Qm+ih-tt
N au moyen de quoi l'expression générale de — devient
TV P P . {^m-hk-l — ^m-A-^ll^ W~^]
•L Qm— 1 Q/«-»-A--l
La différence a^+k-i — a^^^ n'estpas nulle, carautrement la période commencerait un rang plus tôt qu'on ne l'a supposé ; d'ailleurs le deuxième facteur du second membre de la formule précédente est une fraction dont chaque
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terme s'obtient en ajoutant une quantité positive ou négative, mais fractionnaire, à l'entier a„t^^i — «m-i ; donc le facteur dont il s'agit est positif, et il en est de même
N du rapport c- ; ce qui achève la démonstration de la pro-
Lê
position énoncée.
22. Théorème III. — Les périodes des quotients in^ complets, dans les fractions continues qui expriment les racines irrationnelles d'une équation du deuxième rfegré à coefficients entiers, sont im^erses l'une de l'autre^ c'est-à-dire que les quotients dont se compose l'une des périodes sont précisément ceux de l'autre période dis^ posés dans un ordre im^erse.
Supposons d'abord que l'une des racines de l'équation proposée se développe en une fraction continue périodique simple. On peut admettre que cette racine x est positive et supérieure à i, car on ramènerait le cas contraire à celui-là en changeant a: en — x ou en ± -•
Cela posé, ^ représentant généralement la réduite de
rang /t -4- i , et Xn le quotient complet correspondant, on a
Si k exprime le nombre des quotients contenus dans la période, on reproduira l'équation dont x est racine en remplaçant xj^ par x dans l'une ou l'autre des formules précédentes ; cette équation peut donc se mettre sous la forme
et, si l'on représente par 7 sa deuxième racine, qui est
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Dégative, on aura
Or, -—étant supérieure à i , on sait (n°14) que ^ et — -^
se développent en des fractions continues formées des
mêmes quotients ^mais en ordre inverse; en outre, pr-^
est r avant-demi ère réduite de la fraction continue égale
à ^-^ ; dojic x' est égale à une fraction continue pério- "a— 1
dique simple, dans laquelle la période est inverse de celle de X.
Considérons en second lieu le cas où les racines de Féquation proposée se développent en des fractions périodiques mixtes. Soit x Tune de ces racines; nous pouvons supposer x positive, et, si la période commence au quotient de rang w h- i , on aura
la quantité Xm est supérieure à i , et elle est exprimable par une fraction périodique simple; elle est donc racine d'une équation du deuxième degré, dans laquelle la seconde racine — est telle que les fractions continues
x^ et Xm aient des périodes inverses. D'après cela, on obtiendra la seconde racine x' de Téquation proposée en
remplaçant Xm par — dans la formule précédente ; on
a ainsi
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Or, à cause de Tégalilé
les fractions continues x' et x'^ se terminent par les mêmes quotients (n^ 16); d'ailleurs, dans une fraction continue périodique, on est libre de faire commencer la période à l'un quelconque des quotients qui viennent après la partie réellement non périodique ; donc on peut considérer comme inverses Tune de l'autre les périodes des fractions continues x et a?'. Mais il faut bien remarquer que ce n'est qu'en entendant les choses de cette manière que le théorème énoncé est exact.
23. Théorème IV. — La période de la suite formée par les numérateurs ou par les dénominateurs des quo^ tients complets relatifs à l'une des racines irrationnelles d'une équation du deuxième degré à coefficients entiers est inverse de la période analogue qui se rapporte à la deuxième racine.
En effet, d'après ce qui précède, les périodes des quotients incomplets, relatives aux deux racines, peuvent être représentées par
lO a, «1^
. . . , ûji^j, iljt-i,
(2) ûjb-i, «A-î, . •
Soient
X, ar^.
^Jfc-1» ^A-d»
les quotients complets qui répondent respectivement aux quotients incomplets (i) et (2).
Si n désigne un entier quelconque compris entre zéro et/r, on peut regarder la suite
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comme étant la période des quotients incomplets de la première racine, et cette période sera en même temps celle que fournira le développement du quotient complet Xn» Pareillement, on peut prendre la suite
pour la période de la deuxième racine, et cette même suite sera la période de la fraction continue égale au quotient complet xV-^.
Cela posé, les irrationnelles Xn et x\__n étant égales à des fractions continues périodiques simples, dans lesquelles les périodes sont inverses Tune de l'autre, x\^
et seront les racines d'une même équation du
deuxième degré à coefficients entiers. Si donc on pose
nv ^ _E^^j:^ ^ _i e;_;, -f- sfl
[6] x„ — 9 a:jt_;^— -. ^5
A, E„, D;,, Eît_„, Di_„ étant des nombres entiers la
quantité x\^n sera égale à la valeur que prendra
quand on aura changé le signe du radical ^A ; en conséquence, on a
les formules (3) subsistent pour 7i = o et pour/2 = i, car on a xa = JC et x\ = x'; il en est de même à l'égard de la formule (4), pourvu que l'on supprime l'indice o, quand les lettres D, E, D^, £' sont affectées de cet indice.
La formule (4) donne
EU = E
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puis E^-4-D„Di_„=A; mais, comme on aE*H-D«.jD„=A, la précédente égalité se réduit à
(6) DU = D»-i.
Les égalités (5) et (6) démontrent la proposition énoncée; il en résulte que, si la période des quotients complets de Tune des racines est
la période des quotients complets de la deuxième racine sera
,Q. E-f-v/Â Ea^,h-\/a E,-h\/I Ei + v^
G)mme les périodes (7) et (8) se répètent indéfiniment, les termes qui viennent après ceux que nous venons d'écrire sont respectivement
et d'après la loi de formation des quotients complets, on aura
E»-hDD^i=:A.
Cette égalité montre que si les fractions continues auxquelles se rapportent les périodes (7) et (8) ne sont pas périodiques simples, les dénominateurs des quotients complets qui termineront les parties non périodiques seront respectivement D^^^i et D. Il résulte évidemment de cette remarque que la période des dénominateurs des quotients complets commence un rang plus tôt que la pé* riode des numérateurs des mêmes quotients.
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24. AppLicÀTioir A uK EXEMPLE. — On propose de développer en fraction continue les racines de réquation
ay^F* — 97a: -f- 77 z= o.
Les expressions des racines sont
la racine du plus grand carré entier contenu dans 1093 est 33. Voici le résumé du calcul de chaque racine, calcul qui repose sur Temploi des deux formules
établies au n° 18:
Première racine.
E, = 11, E, = a5, E, = 27, £4 = 29, E5 = 25=:R„ Dj = 18, D, = 26, D, = i4, D4 = 1 8, Dj = 26 =r D„ «1 =2, «1 = 2, ûj = 4i ^54 = 3 ;
les quotients incomplets sont donc
Deuxième racine.
El =43, E, = 27, E, = 2Ô, £4=1=29, E, = 27=E,, Di = i4, D, = 26, D, = 18, D4=i4, D, = 26 = D„
les quotients incomplets sont donc
Pour que la période soit inverse de celle de la première racine, il faut la faire commencer au quatrième quotient.
2o. Théorème V. — Si a désigne la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans un nombre entier donné A qui lîest pas un carré exact, t irrationnelle \Jli se développe en une fraction continue périodique mixte dans laquelle la période commence immédiatement après le premier quotient. Le dernier terme de la période des quotients incomplets est égal à ^a^ et les autres termes de cette période forment une suite symétrique dans laquelle deux termes également distants des extrêmes sont égaux entre eux. Enfin les numérateurs et les dénominateurs des quotients^complets forment également des suites périodiques dont les périodes sont symétriques.
En effet la fraction continue égalé à \pi ne saurait être périodique simple, puisque les valeurs absolues des deux racines de l'équation x* — A=: o sont supérieures à l'unité. D'ailleurs, ces racines étant de signes contraires, il ne peut y avoir qu'un seul quotient avant la première période, dans le développement de y/A, d'après le corollaire du théorème II. Il résulte de là que l'irrationnelle y/A — a se développera en une fraction périodique simple, et la même chose aura lieu aussi à l'égard de yJK -f- a, puisque ces deux quantités sont les racines d'une même équation du deuxième degré à coefllcients entiers. Gela posé, soient
(2a, aj, a„ ..., fl^_i) (2a ...) ...
les quotients incomplets de la fraction continue égale à y^An-a, la suite des quotients relatifs ky[K — a sera,
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d'après le théorème III,
Mais du développement de y/A + ^ on passe à celui de ^Ken retranchant a du premier quotient; pareillement on passe de ^JÂ. — a à y(Â en ajoutant a au premier quotient ; donc la suite des quotients incomplets dans le développement de ^X peut être représentée de Tune ou de Fautre des deux manières suivantes :
«(a,, «j, ..., aj^i, na) («j, a^, ...) ...,
on voit que le dernier quotient de chaque période est égal à 2 a, et que les quotients qui précèdent forment une suite
dans laquelle deux termes également éloignés des extrêmes sont égaux entre eux.
D'après le théorème IV, si
est la suite des quotients complets relatifs à ^A-i-a^ la
suite correspondante pour —= sera
fl H- ^Â Ex_, -h\/Â El 4- \/a El -4- v/Â
il est évident que ces deux suites coïncideront si Ton efface le premier terme de la première suite ; par conséquent on a Ë| =a, et, dans. chacune des deux suites,
Ej, E3, . . . , Ex:_i,
D„Dj, D3, ....Dx-i,
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les termes également éloignés des extrêmes sont égaux entre eux. Il suit de là que la période des quotients coinplets obtenus dans le développement de ^A peut être représentée par
fl_-f-jA E^-h \/A E3-I- y/Â E2 -h v'Â q-h y/Â
26. Uéquation x^ — A = o, à laquelle se rapporte le théorème précédent, appartient à une classe d'équations remarquables qu'il est intéressant d'étudier. Nous nous proposerons, à ce sujet, la question suivante :
Problème. — Trouver les équations du deuxième degré à coefficients rationnels dont les racines se déve^ loppent en des fractions continues terminées par les mêmes quotients.
Si X désigne l'une des racines d'une telle équation, l'autre racine (n** 15) devra être de la forme
ax -f- b
ajb, a' y b' étant des entiers positifs ou négatifs liés par la relation
(i) ab' -^ba'z=±u
Cela posé, soit — P la somme des deux racines, on aura ^ a.T -f- b
p -f- Jî •+■-—-—.-, =0
ou
a:* -4- PH — .r H ; =0,
ce qui doit être l'équation demandée; mais, pour que la
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somme des racines soit efTectivement égale à — P, il faut que Ton ait
après quoi la condition (i) donne
L'équation demandée est donc
P est une quantité rationnelle quelconque , a est an nombre entier quelconque, enfin a! est un diviseur quelconque de a^ ± i .
Les fractions continues dans lesquelles se développent les racines de l'équation (2) ont donc nécessairemeot la même période; d'un autre côté, d'après le théorème III, la période de l'une de ces fractions continues est inverse de la période de l'autre. lien résulte que chaque période est une suite symétrique ou qu'elle est formée par la juxtaposition de deux suites symétriques, dont l'une peut se réduire à un seul terme. En* effet, soit
la période dont il s'agit ; d'après le théorème III, on pourra aussi considérer la période comme étant
Il peut arriver que les termes de cette seconde suite soient respectivement égaux aux termes qui occupent les mêmes rangs dans la première ; dans ce cas, la période est symétrique. Mais, pour que les deux suites dont il s'agit puissent être considérées comme périodes de la même fraction continue, il n'est pas nécessaire que les termes de
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même rang soient égaux, car on est libre de prendre un terme quelconque pour origine de la période. La condition nécessaire et suffisante est que les termes de la suite précédente soient égaux aux termes qui occupent respectivement les mêmes rangs dans la suite
m étant un indice indéterminé. Cette condition s'exprimera donc par l'égalité
quidoitavoirlieupourtouteslesvaleurso,i,2, ...,(/i — i) de l'indice k ; en conséquence la période sera composée des deux suites
l«Of ^1» •••1 «//i-l) {««n flw-l-l» •••1 «»-l)»
dans chacune desquelles les termes également éloignés des extrêmes sont égaux entre eux.
Remarque I. — Il faut remarquer que les racines de l'équation (2) donnent lieu à des fractions continues qui se terminent par les mêmes quotients, lors même que la quantité P serait irrationnelle. Seulement, dans ce cas, ces fractions continues ne sont plus périodiques d'après le théorème II.
Remarque II. — Nous savons que l'équation (2) comprend comme cas particulier l'équation x^ — A = o, où A désigne un nombre entier. Pour la réduire à cette forme, il faut faire P = o et
:A ou «'*A — a* = ±i\
ce qui prouve que l'équation indéterminée
6o couKS d'algèbre supérieure.
admet toujours des solutions entières, si le signe du second membre est convenablement choisi. Nous retrouverons plus loin cette propriété remarquable.
Comparaison des réduites qui répondent à des quotients complets égaux entre eux, dans une fraction continue périodique.
E* — DF = A
Soit x' Tun quelconque des quotients complets qui se reproduisent périodiquement dans le développement de x, on aura
E' et D' étant des nombres entiers essentiellement positifs. On peut faire commencer la période de la fraction continue au quotient incomplet contenu dans x', et nous la désignerons par
enfin nous représenterons par - la valeur de la fraction continue formée avec ces mêmes quotients, en sorte que
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Ton aura
Cela posé, nous nous proposons de trouver la loi des réduites
de la fraction continue égale à x, qui répondent, dans les périodes successives, au quotient complet x'.
Si Ton représente généralement par j^ celle des ré-
duites de x qui précède pr^ 9 on aura d'abord
et il est évident que la formule (5) donnera la valeur de T^ si l'on y remplace x' par g; on aura donc
Le second membre de cette formule est une fraction irréductible ; car, si Ton retranche ses deux termes l'un de l'autre après les avoir multipliés respectivement par Qn_| et P«.i, puis par Q'^t et PJ^i, on obtient pour diflFérences les nombres a et 6 qui sont premiers entre eux. Il résulte de là que Ton a
Si Ton porte dans la formule (5) les valeurs de F^.^ et de
Q'„_j tirées des équations (6), il viendra
d'où l'on tire
Donnons à n les valeurs i, 2, 3, . . ., « dans la formule (7), et multiplions entre elles les n égalités ainsi obtenues, on aura
(8) P„~Qi.^=:(Po-Qo^)(a-6^'^
Si l'on fait, pour abréger,
puis que l'on désigne par Un et Vn deux nombres rationnels définis par l'équation
(10) U^ — 9n V/Â = [u^ — Pi \/ÂK
la formule (8) donnera, en remplaçant x et x' parleurs valeurs (i) et (2),
(II) P„ ^-L-Q„z=(p, ^q\{u^^^^^'x).
Si l'on effectue les calculs, qu'on égale de part et d'autre
les parties rationnelles et les parties multipliées par ^A,
qu'on remplace enfin le rapport — - — par sa valeur — F,
on aura
I P„ = Po«„-+-(EPo-FQo)i'„,
Le développement de la formule (10) fera connaître les quantités u« et \^n9 après quoi les formules (12) donne-
ront les valeurs de P» et Q,,, et résoudront ainsi le problème que nous nous étions proposé.
28. Considérons les expressions des quantités u^ et ^'j qui nous sont données par les formules (9). Si Ton re-
présente par ^ la réduite qui précède ^ dans le développement du quotient complet x'^ on aura
^ = ^^rj-g!, d'où (5.r'«-(a-6');r'--«'==:o;
remplaçant x' par sa valeur — --, — 7 et égalant ensuite
à zéro la partie rationnelle, ainsi que la partie multipliée par y/Â , il vient
d'où
Ai5r.= (-^-)-(a6'_6a').
Au moyen de ces relations les formules (9) deviennent
'.'4) «i = — jj— ' «'iV'A^i/ (--— ) -(«6' — 6a')
et, comme la différence aS' — a6' est égale à dz i , on aura 1^5) «; — Ai';=rLi.
Nous pouvons conclure de tout cela une propriété remarquable, qui consiste en ce que les quantités u, et Wi ont les mêmes valeurs, quel que soit le quotient complet à partir duquel on fait commencer la période, pourvu que le nombre des quotients que Ton fait figurer dans cette période reste le même. En effet, supposons que
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Ton fasse commencer la jpériode au quotient complet qui vient après a:', la période des quotients incomplets sera
«Il «î» ...» «A— 1» «;
désignons par ^ la fraction continue formée avec ces
/r quotients, et par ~ celle qui est formée avec les mêmes
quotients, sauf le dernier. Il est évident que Tin verse -r
de la seconde fraction est égal à - — a, et que l'inverse — de la première est égal à -7 — a. On a donc
et par conséquent
ai=6a-|-6', 6', = a — 6a,
d'où Ton tire
aj + 6'j = «4-6';
on a d'ailleurs
Ces dernières formules montrent que les valeurs de Ui et de Ui, données par les équations (i4)} ne changent pas
quand, au lieu d'employer la fraction - qui répond au
quotient complet x', on se sert de la fraction analogue
^ relative au quotient complet qui vient après a:'.
Je dis maintenant que u^ etf^i sont des nombres entiers ou des fractions ayant pour dénominateur 2. La première des formules (14) montre qu'il en est ainsi à l'égard de
u, ; quant à f^o sa valeur estzr; : soit ~ ce que devient
cette fraction lorsqu'on la réduit à sa plus simple expression. Le nombre D' est un multiple de g; ensuite les formules (i3) montrent que 2E' est divisible par g et que 4 A l'est par g^; mais on a vu (n°18) que D' et E'ne peuvent avoir un diviseur commun 0, dont le carré 6^ serait un diviseur de A : il en résulte que notre nombre g est nécessairement égal à i ou à 2. Si ^ est égal à i, (^1 est entier, et u^ Test aussi à cause de la formule (i5). Si g est égal à 2, les nombres u^ et \^i ont l'un et l'autre le dénominateur 2 ; en effet, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, D' est pair, et si Ui était entier, E' serait divisible par 2, à cause des formules (9), et A le serait par 4, à cause de la formule (i5). Or il est permis de supposer, comme nous l'avons déjà dit, que les trois nombres
— > — et -7 ne sont pas tous les trois entiers; donc Je
nombre U| ne peut être entier quand ^'^ est fractionnaire.
Ce que nous vehons de dire des nombres W| et ^t a lieu également, quel que soit /i à l'égard des nombres Un et Vn, On voit immédiatement, par la forrhule (10), que Un et t'„ seront entiers si M| et i^^ sont eux-mêmes entiers. Supposons donc que ces derniers nombres aient le dénominateur 2. Si l'on fait successivement /z= 2 et « = 3, dans la formule (10), il viendra, en ayant égard à la formule (i5),
«j — »», V^ = (2ttîzh l) — 2«, P, ^/Â,
«3 — P3V^Â=:{4ttî±3i/,) — (4«;±:i)PiV'Â.
On voit que, si Uj et i^^ sont de la forme K H — > K étant
un entier, 1/2 et f^j seront de la même forme, tandis que 113
cl vi seront entiers. D'ailleurs, si l'on fait n = 3 /:a H- v,
S — jéiff. sup., L 5
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V étant l'un des nombres 0,1, 2, on a
comme 1^3 et (^3 sont entiers, u^^ et ^3,, le sont aussi ; d'ailleurs Uy et ^^y ne peuvent avoir que le dénominateur 2, puisque v est <^ 3 ; donc il en est de même de ï/« et de •/«. On peut même ajouter que les nombres u„ et v'„ sont tous deux entiers ou tous deux fractionnaires. En effet, si Ton multiplie Téquation (10) parcelle que Ton obtient en y changeant y^Aen — ^Â, on aura, à cause de la formule (i5),
(16) ul-\ul={dzi)'^.
Il est évident que, si \^n est entier, û« l'est aussi. Si y^ est fractionnaire, u„ ne peut être entier; car, s'il Tétait, A serait divisible par 4, d'après la formule (16) ; alors M| serait entier d'après la formule (i5), et i^i le serait aussi, comme on Ta vu plus haut. Notre hypothèse est donc inadmissible, car {/„ ne peut être fractionnaire quand 1/, et 1^1 sont entiers.
Nous avons démontré que les valeurs de Ui et de l'i sont indépendantes du quotient à partir duquel on fait
commencer la période de l'irrationnelle x = — •
On peut ajouter que ces quantités sont les mêmes pour
les deux irrationnelles ^ j — -p— 5 racines de la
même équation à coefficients entiers. En effet, d'après les formules (14)7 les valeurs de M| et de v'i ne dépendent que de la somme a-f-S', puisque la différence aê' — Sa' est égale à it i. Or, quand on passe de l'irrationnelle
— =- — à l'irrationnelle conjuguée ih — -~ — > les fractions
-» 7> doivent être remplacées respectivement par -79 ~,^
en sorte que les nombres a et 6' restent les mêmes; donc Ui et 1^1 n'éprouvent aucun changement.
29. Nous allons examiner actuellement ce qui arrive quand on donne à l'entier n des valeurs négatives dans les formules (10), (11), (12). Si l'on change «en — n. la formule (10) devient
(«1 "«'iv-^r
ou, à cause de la formule (i5), on a donc
(17) *I-„=(±I )»!£„, V^rt= — [±^Y^U^
D'après cela, on aura en changeant aussi w en — n dans les formules (12),
( (d=i)»P«„ = Po«;,-(EPo-FQo)i'«, I (±l)«Q_„ = Qott,-(DPo-EQo)i'„.
Ces formules (18) définissent les nombres (rh 1)" P_„, (±:i)"Q_„ dont les expressions se déduisent respectivement de celles de P^ Q;, par le changement du signe dei^„; en les combinant avec les formules (12) on obtient
(±:i)»P-„-4-P„ = 2Po«„, (±:i)'»Q-„ + Q^ = 2Qo«„;
2M„ étant entier, on voit que P_„ et Q_„ sont comme P;» et Q;, des nombres entiers.
Si Ton divise les formules (18) par f/^ et que Ton fasse
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usage de la formule (i), il viendra
Orréqualion (i6) donne
d'ailleurs les nombres Un et ç»„ croissent indéfiniment avec
n; donc — a pour limite ^A quand n tend vers l'infini.
On voit alors, par les formules (19), que les valeurs absolues de P.„ et de Q_,j croissent aussi indéfiniment avec n, et que pour n = oo on a
P_ c'est-à-dire que l'expression — -^ converge vers rirralion-
Q— Il nelle conjuguée de x. Si Ton retranche la seconde équation (19) de la première, après l'avoir multipliée par
— -- — ? on trouvera, en faisant usage de la formule (20),
multiplions cette équation par la seconde équation (19), et faisons ensuite n = oo , il viendra
Um(±i)»Q_„ [p_„ - ?^Q_,]
Le second membre de cette formule est égal à
DX 2 ^A et par suite (n® 19) égal à
P puisque la réduite ~ de la fraction continue x répond à
un quotient complet de dénominateur D'. D'après cela, si Ton désigne par e^ une quantité qui s'annule pour 12 = 00 , on aura
D' Le rapport — rr est plus petit que i ; donc, pour des vaa \/A
leurs de n suffisamment grandes, le second membre de
la formule (22) aura la forme
6 étant compris entre o et 1. Le nombre 6 sera même
inférieur à -si Ton a D'< JX, et alors la fraction -r^
sera certainement (n^ 8) l'une des réduites de la fraction continue dans laquelle se développe Tirrationnelle conjuguée de X.
Mais il y a plus, et nous allons prouver que, si
t P_ l'on exclut la valeur /i = i , les fractions p— ^ sont, gé-
néralementy les réduites successives qui répondent aux
quotients complets égaux à ^ ^j- dans le dé-
Y JT
veloppement de riirationnelle dh — — en fraction
continue.
Pour démontrer la proposition qui vient d'être énoncée, posons
z' et x' sont relativement à z et a: des quotients complets correspondants, et leurs développements fournissent des fractions continues périodiques simples, dans lesquelles les périodes sont inverses l'une de l'autre; en outre,
x' et , sont les racines d'une même équation à coefficients entiers ; si donc on remplace x' par -, j dans la
formule
le second membre se réduira à z, et l'on aura en conséquence
-Q>'-i-Qo Soient- une réduite de z* répondant à un quotient complet ^ et -^ la réduite qui précède - « on aura
*-sçTs''
puis
— (I!« S-P'.R)g+fP.S'-P'„R') ^ MC + M'
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Gela posé, nous supposerons que la réduite p-^» qui ré-
vo
pond au quotient x' dans la fraction continue x, soit
prise dans la première période, et nous allons chercher
combien on doit introduire de quotients incomplets
dans la réduite - pour que -j^ et ^ soient deux réduite .
consécutives de z. 11 faut d'abord que M et M' aient le
même signe, ainsi que N et N', ce qui revient à dire que
PO
les fractions 77^ et -;^ ne doivent être comprises ni Tune
ni l'autre entre tt et -7- La réduite -^ peut embrasser
un ou plusieurs quotients de la période de x; mais, par hypothèse, le nombre de ces quotients est au plus égal
à A — 1 ; il en résulte que, si le développement de —■ ou
de --? coïncide, dans les premiers termes, avec le déve-
loppcmeiît de z', cette coïncidence ne pourra persister
au delà du (Â — ly*"® quotient; donc, si Ton introduit
h 4- I quotients dans -- et par suite h dans -^^ aucune
PO R R
des fractions-?? ^ ne sera comprise entre — et ■^; en
conséquence, les rapports ^^7 et ^^ seront positifs. Si ces
rapports sont supérieurs à Tunité, les fractions ■— et -j^ seront deux réduites consécutives de z\ dans le cas contraire, soii il viendra
traire, soit ^= c-H —^ c étant Tentier contenu dans r, Si
Mc-f-M' M ^ , , ,
ce qui montre que r^ rrr et — sont alors deux ré-
duites consécutives de z. Or, au lieu d'opérer comme nous venons de le faire, il suffît évidemment d'introduire
dans - un quotient de plus ; si donc la réduite — embrasse /r -t- 3 quotients au moins, la fraction — sera une
réduite de Zy et elle sera précédée de la réduite —y*
Il faut pour notre objet prendre le quotient complet J^ égal à z' ; par conséquent, pour que la fraction -^ ou
PoS^-p;r^ QoS'-q;r'
soit une réduite de z répondant au quotient complet qui
précède z'j il peut être nécessaire d'employer deux péri riodes de quotients, au moins, pour former la fraction -;; ;
mais deux périodes suffiront toujours si k est supérieur à I . Lorsque k est égal à i , la période se réduit à un seul
terme a ; les rapports ttt et j^ seront positifs si Ton prend
- = a H — î et il est facile de vérifier que ces mômes rapports seront supérieurs à i , à moins que l'on n'ait a = i. Dans ce cas particulier d'un seul quotient égal à l'unité, il est nécessaire d'introduire trois quotients au moins
dans la réduite - •
Désignons par—^ la valeur de l'expression précédente, lorsqu'on emploie n périodes de quotients pour former -• ^ on aura, en remplaçant P^ et Q'^ par leurs valeurs
SECTION I. CBAPITKB II. ^3
tirées des formules (6),
«, = P.(S' + ÎR')-P.|,
on, en éliminant P| et Qi par le moyen des formules (12),
$„ = P. (s' -f- ^^ R'^ - (EPo - FQo) ^ R',
^» = Q. (s' + ^-i^ R'^ - (DPo - EQo) 'j R'.
R' D'après notre hypothèse, ^ est une réduite de z' qui répond au dernier quotient de la /i**"*® période ; d'ailleurs -^ est la réduite qui répond au même quotient pris dans
la première période; donc les valeurs de R' et de S' seront données par les formules (12), si Ton y remplace
Po et Qo par 6 et 6', D, E, F par ^^,^\ E', — D', et
qu'on écrive n — i au lieu de tz ; on a ainsi
En faisant usage des formules (i3) et {14), ainsi que des relations
qui résultent de l'identité
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on obtient les valeurs suivantes de R' et S' : *
p/ ^ et a— wj
Les expressions précédentes de $„ et de ^n deviennent ensuite
«« = Po^.~(EPo-FQo)r„,
^« = Qo««-(DPo~EQo)p„, et par conséquent on a
ce qui démontre bien que, pour les valeurs de n supé-
rieures à i, les fractions -—^ sont les réduites qui répon-
dent aux quotients complets précédant les quotients égaux à z' dans les périodes successives de la fraction continue z. Il faut remarquer que la première des ré-
duites -—^ 9 savoir -— ? ? peut répondre à un quotient com-
pris dans la partie non périodique.
31. Le cas de n = i constitue une exception; la fracp__ tion -~ peut être une réduite de z ou de a:, et dans ce
dernier cas elle répond toujours à un quotient compris
dans la partie non pério(fique ; il peut arriver aussi que
P_ la fraction — ^ ne fasse partie des réduites d'aucune des v-i
fractions continues x eiz.
Le cas de tz = a fait lui-même exception, comme nous l'avons déjà dit, lorsque les périodes de x et de z se réduisent à un seul quotient égal à l'unité. L'équation
ôx* — 25j:-t-3i = o
en offre un exemple. Les deux racines soni
— lO lO '
les réduites -■- de x qui répondent aux quotients périocliques sont données par les formules
On tire de là
Po_7 Pi_5 h — }^ h. — ^ Ei — il
Qo 3' Q,-4' Q.-7' Q3"ii' Q*~i8' •••'
puis, en donnant à n des valeurs négatives,
Dans cette dernière suite, la deuxième frac lion n'est une réduite pour aucune des deux racines j: et ^ ; la première et la troisième fraction sont des réduites de z qui répondent à deux quotients de la parue non périodique, •et ce n'est qu'à partir de la quatrième fraction que commencent les réduites relatives aux quotients périodiques.
Cas de la racine carrée d'un nombre entier.
32. On a, dans ce cas, E = o, D = i, F = — A et la formule (i i) se réduit à
P» - Q« V^Â = (Po - Qo V^i) («1» - i'n V^). P
Supposons que nos réduites ^r soient celles qui répon-
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dent aux quotients complets égaux à a -h ^Â, a étant le plus grand entier conteilu dans ^Â. Alors le premier terme de la période des quotients incomplets sera aa; on aura
~~ = ^ — a, doù Po = a — Sa, Qo = e;
en outre, comme on a ici E'= a, iy= i , les formul ^-^ ( \ • donneront
«, — a — 6a =r Po, (^4 =: € = Qo ; on aura donc
Exemple. — Soit A = 7. La période des quotients incomplets qui viennent après le premier quotient a est I, I, I, 4> I21 réduite qui répond au dernier quotient de
cette période estx* Posant donc P© = 8, Qo = 3 on aura
Pj — Qs V^ = 2024 — 765 \/7 , Ps — Qj v'7 = 3^^^7 — 12192 v/7,
d'où
33. On peut conclure de ce qui précède une propriété des réduites qui répondent au dernier quotient complet dans les périodes successives du développement de la ra« cine carrée d'un nombre entier. On a efiectivement
P;^, - Q^, s/Â = (Po - Qo V'Â)", P,n-i - Q,«-i v/Â = (Po - Qc v/Â)"*;
d'où
égalité qui se décompose dans les deux suivantes :
Si l'on désigne par X;, la réduite qui répond au quotient a -f- Y^Apris dans la tz**'"*' période, on aura
et les formules précédentes donneront
d'où il suit que la réduite X2 a est la moyenne arithmé-
A tique des deux quantités X;, et -- ? dont la moyenne
géométrique est \/X . La formule précédente peut encore se mettre sous la forme
Y Y XJ— A
et il en résulte que la réduite Xan est précisément la valeur approchée de ^Â à laquelle conduit la méthode d'approximation de Newton dont il sera parlé plus loin, quand on prend X;, pour une première valeur approchée.
Sur l'application de la théorie des fractions continue ' à l* analyse indéterminée du deuxième degré,
Soit
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une racine irrationnelle et positive de réquation
dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers
positifs ou négatifs.
P On a vu au n** 19 que, si -p est une réduite répondant
à un quotient complet de dénominateur H , dans le développement de X en fraction continue, on u
i[(DP„-EQ,)2-AQJ] = ±H,
ou, en remplaçant A par E^ — DF,
DPi-2EP„Q,-f.FQÎ=±nî
le signe -f- ou — ayant lieu dans le second membre, sui-
P vant que j^ est une réduite de rang pair ou de rang
impair. L'égalité précédente montre que l'une des deux équations indéterminées
(2) Dj<«— 2Ejz-f-Fz*=4-H,
(3) D/»— iY.yz + Fz»= — H sera satisfaite par les valeurs
Supposons que —^ soit la réduite qui répond à un quo-
tient complet de dénominateur H pris dans la (« + i)»««« période; si le nombre des quotients contenus dans une période est pair, les réduites
Po Pi P, Qo' Qi' Q2'
seront toutes de rang impair ou toutes de rang pair ; elles
fourniront donc une suite infinie de solutions entières
pour Tune des deux équations indéterminées (2) et (3).
Mais, si la période de la fraction continue x renferme ui
P nombre impair de quotients, les réduites -^ seront alter-
nalivement de rang pair et de rang impair; en conséquence elles donneront une infinité de solutions entières pour chacune des équations (2) et (3). Il peut arriver qu*ily ait dans la même période plusieurs quotients complets de dénominateur H, et Ton doit alors appliquer à chacun d'eux ce qui vient d'être dit.
Les solutions entières dont il vient d'être question, et qui répondent à un même quotient complet pris dans les diverses périodes de x, peuvent être représentées par les formules
I Z = Qol^;. + (DPo-EQo)i^„
Un et Vn désignant ici les mêmes quantités qu'au n^ 27 ; ces deux formules sont comprises dans la suivante :
(^-£ii5.) = (p.-Î^Q.)(..-,^Â)-,
où le radical y[K peut être pris avec un signe quelconque en donnant à ce radical le signe -+- et le signe — successivement, et, en multipliant ensuite les deux équations résultantes, il vient
Dr» - 2E>z -h Fz» = (DPJ - 2EP0Q0 4- FQJ) («; — Ap;)«.
Comme u\ — A*^J = iizi, le second membre de cette égalité ne change pas par le changement de n en — n\ par conséquent, quand on donnera à n toutes les valeurs entières de — 00 à -f- 00 , les formules (4) fourniront des solutions entières en nombre infini, pour chacune des
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équations (2) et (3), si la période de x renferme un nombre impair de quotients, et pour une seule de ces équations seulement, si le nombre des quotients contenus dans la période est pair.
Les résultats qui précèdent ont été tirés de la considération de Tune des racines x de Téquation (i); la deuxième racine ne donnerait rien de plus, car, en attribuant à n des valeurs négatives dans les formules (4)? nous avons fait intervenir, d'après ce qu'on a vu précédemment, les réduites qui naissent du développement de la racine conjuguée de x.
35. Lorsque le nombre entier H est inférieur à y/Â, l'analyse précédente fait connaître toutes les solutions entières des équations (2) et (3). On a effectivement ce théorème :
Théorème. — Les nombres D, E, F, H étant des entiers et H étant <; y[Kj si les entiers positif s P ei Q, supposés premiers entre eux, satisfont à l'équation
Dj«— aEjz -+- Fz« = ±: H,
la fraction - sera nécessairement une réduite de l'une
des fractions continues qui représentent les racines de l'équation
Dar»— 2Ex-hF = o,
sauf une légère exception dont il sera parlé.
On a, par hypothèse,
(i) DP«— 2EPQH-FQ«=:zhH,
et Tune quelconque des racines de Téquation
Dj:''— 2Ea:-hF = 0
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peut être représentée par la formule
/ ^ E-MVÂ
OÙ i désigne le nombre dt i et où A est mis au lieu de
. P £2 — DF. Enfin, si Ton réduit - en fraction continue et
que l'on représente par —7 la réduite qui précède - » on
aura
pcy-
-Qp'=y.
/ éUnt égal, i
k volonté, soit à -1- i ,
soit à -
Cela étant,
posons
Px' -+- P' -Q.r'+Q"
d'où x'
on aura
Q Q(P-Q^) q[;dp-eq)-/QvaJ
et, en rendant rationnel le dénominateur du second membre, il viendra
"^ Q ■" Q (DP«— 2EPQ -4- FQ* ) '
cette formule peut être simplifiée par le moyen de Téqua* tion (i); celle-ci donne en effet
dp-eq=:XQy/a±— ,
le nombre k étant égal à -t- 1 ou à — i , suivant le signe de DP — EQ. Il vient alors
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les signes de i et de j étant arbitraires, je prendrai i = A", et je choisirai ensuite jf de manière que/Â: ait le signe de ih H ; on aura ainsi
formule où les radicaux sont pris positivement.
Nous pouvons supposer D positif; alors, si le second membre de la formule (i) est +H, le second membre
delà formule (5) sera supérieur à -tt- î îl sera donc, d'après rhypothèse, supérieur à a; d'ailleurs, la fraction -p- est moindre que i ; donc la valeur de x* sera supérieure
à I, et en conséquence x' sera, d'après la formule (4),
p un quotient complet, répondant à une réduite égale à -»
dans le développement de l'irrationnelle x en fraction continue.
Si le second membre de la formule (i) est — H, la conclusion précédente n'est plus légitime en général ; mais on voit cependant qu'elle subsiste si Q a une valeur trèsgrande, car le second membre de la formule (5) différera
alors très-peu de -—— > quantité qui, par hypothèse, est
supérieure à 2. 11 est facile d'assigner une limite de Q au delà de laquelle le théorème n'est jamais en défaut; à cet effet, écrivons comme il suit la valeur de x* :
comme yfk est supérieur à H, et que Q' •+- 1 est au plus
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égal à Q, on aura certainement a:' > i, si la quantité « ï . I\ I>H I ,7
est positive, c'est-à-dire si Ton a
sj-
en élevant au carré cette inégalité et effectuant les réductions il vient
Lorsque Q surpasse cette limite, la fraction - est l'une
des réduites relatives à Tune des racines x ; mais, si Ton a
on ne peut plus rien affirmer en général.
Il faut remarquer que ce cas d'exception ne peut se présenter que si F est positif; car, dans le cas contraire, l'équation (i) peut se mettre sous la forme
— FQ» H- 2EPQ — DP* = -1- H,
et alors, ^ étant une réduite de la fraction continue qui
I P exprime l'une des irrationnelles - > — sera l'une des réduites de X.
D'après ce qui précède, si les équations indéterminées
^« — Az* = — H,
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dans lesquelles A désigne un entier positif non carrét et où H est un entier inférieur à y/A, admettent des solutions entières, ces solutions seront toutes fournies par le développement de y/A en fraction continue. Par conséquent, si le nombre H ne figure pas parmi les dénominateurs des quotients complets qui forment la première période, aucune des deux équations précédentes n'admettra de solutions.
Le dernier quotient de chaque période ayant Tunité pour dénominateur Téquation
X* — Az*= -hi
admet toujours des solutions entières; il en est de même de Téquation
quand le nombre des quotients de la période est impair. Mais, lorsque le même nombre est pair, Téquation pré« cédente n'admet aucune solution entière.
Considérons par exemple l'équation
en développant y/29 en fraction continue, on trouve les quotients incomplets
; 5 -h 1/20 3-4-V2Q ^l-hs/lC) 3-+-V/29 ^ , /
La période se compose de cinq quotients, et l'équation
proposée admettra des solutions si H est égal à l'un des
no nombres i, 4> 5. En particulier, comme -^ est la réduite
qui répond au dernier quotient de la première période, on voit que les solutions des deux équations
/* — 293' = — I, ji — 293* = -h I
seront données respectivement par les formules
r-z^/^=(70-i3v^i^r-^\ jr — z v/29= (70— i3 V'âtg)"*;
sî l'on fait n = i dans la dernière formule, on obtiendra les plus petits nombres qui satisfont à l'équation
savoir
j^gSoi, z=i820«
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
Des expressions imaginaires.
37. Conformément à Fusage adopté, nous représenterons par i Timaginaire \j — i , et nous appellerons expression imaginaire toute expression de la forme
où A et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou négatives.
Quand nous saurons d'avance que deux quantités réelles A' et B' sont respectivement égales à deux autres AetB, nous dirons que les expressions A-f-Bi et A'h-B'î sont égales.
Il est évident que, si Ton a plusieurs égalités de la forme
A-hB/=:A'-+-B'/,
et qu'on les multiplie membre à membre en opérant comme si i était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans laquelle les coefficients des mêmes puissances de i seront égaux; Fégalité subsistera donc quand on . rabaissera les exposants de i au-dessous de 2 en faisant usage de Téquation i^= — i.
Considérons l'expression imaginaire A4-B1; on peut
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toujours trouver une quantité positwe p et un arc a tels que Ton ait
A = p cosa, B = p sina.
En eflety il suffît de prendre
pnzH-V'A'H-BS
puis
cosa= j sina =
+ V^A«4-B* -hV/A«-+-B*
par conséquent, on peut écrire
A 4- B/ = p co8« -4- ip sina ou, si Ton veut
A -h B/=i p (cosa -h i s'ma].
Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à la forme p (cosa +- 1 sina), la quantité positive p est dite son module; Tare a est son argument.
Le module d'une expression imaginaire donnée est déterminé, mais l'argument ne Test pas entièrement; car une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute à son argument ou qu'on en retranche un nombre quelconque de circonférences.
Les quantités positives et négatives peuvent être considérées comme des expressions imaginaires dont le module est égal à leur valeur absolue et dont l'argument est un nombre pair ou impair de demi-circonférences ; car soit A un nombre positif, on a, quel que soit l'entier *,
-4- A = A (cosaX-ir -h isinaA-ir],
— A = A[cos(2 A- H- i) ir -H isïn (a/- -4- i) ir].
Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut et il suffît que leurs modules soient égaux, et que
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leurs arguments diffèrent d'un multiple de la circonférence. Supposons, en effet, que les expressions
p ( cos« -h / sina ) et o' ( cosa' -+- i sina' )
soient égales ; on a
pcosû = p' cosfl', psîn<3 = p' sina',
et, si Ton ajoute ces équations, après les avoir élevées au carré il viendra
les modules étant égaux, les arcs a et a' ont même sinus et même cosinus ; donc ils ne peuvent différer, s'ils sont inégaux, que par un multiple de la circonférence.
Les arguments de deux expressions imaginaires conjuguées, telles que A-f-Bi et A — Bi, ont même cosinus, tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires ; la somme de ces arguments est donc égale à un multiple de la circonférence.
38. Théorème. — Le produit de deux expressions imaginaires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectivement le produit des modules et la somme des arguments des facteurs.
Considérons d'abord deux expressions imaginaires
cosa -h I sina et cos b -^ i sin b
ayant l'unité pour module. Si l'on effectue leur produit, il viendra
(cosa -4- isina) (cosô -f- 1 sinô)
= cosacos^ -h i [sïnacosb + cosasin&) + /*sinasin6,
ou, à cause de i* =. — i (cosa -h /sina] (cosb -h /sin/»)
= (cosacos6 — sinasîa^j •<- t(sinacosb + cosa sine j;
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or nous savons que l'on a
cosacos^ — sina sin6 = co8(tf -h t), sinacos^ -H cosasia^ = sin (a -f- £»);
en peut donc écrire
[zosa-h iaina) (cos& + /siD6) =co8(a-l- b) 4-/sin(a-f- b).
Soient maintenant p(cos a -h isînfl),p'(cosi + isiui) deux expressions imaginaires ayant respectivement pour modules o et p' ; on a
p (cosa 4- / sina) X p' ( cosô H- / sin b ) = pp' X (cosa -f-isina) [cosb-h isinb),
el, par conséquent,
p(cosa -H /sina) Xp' (cos6 -t- ismb)
= pp' [co8(a-h b) -+- /sin(a -f- b)].
G)ROLLÂiRE I. — Le quotient de deux expressions imaginaires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectivement le quotient des modules et la dijférence des arguments du dii^idende et du dii^iseur.
Car soient les deux expressions
p (cosa -f- /sina) et p' (cosô -f- /sin&);
on a
^ [cos(a — b) -4-/8in(a — ô)]
Xp' (cosô 4- isinô) = p(co8a-f- isina);
d'où
0 (cosa +/ sina) p. , ,. . . , ,\^
~,\ ^ — .-TT =4 fcos ^» — ^) -h I sm [a — b)\
p'(cos6-h/sm6) p '• ^ ' ^ ^"'
CoaoLLAiRE II. — Le module et l'argument du pro*
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duit de tant d'expressions imaginaires que l'on voudra sont égaux respecti^fement au produit des modules et à la somme des arguments des facteurs.
En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on multiplie leurs modules et Ton ajoute leurs arguments. Pour multiplier ce produit par le troisième facteur, il faut multiplier son module par celui du troisième facteur et ajouter à son argument celui de ce troisième facteuTi et ainsi de suite.
Corollaire III. — Pour élesfer une expj^ession imaginaire à une puissance entière et positive de degré m, il faut éles^er le module à la puissance m, et multiplier l'argument par m.
Cela résulte immédiatement du corollaire II, en supposant égales entre elles toutes les expressions imaginaires que Ton y considère.
Soit, en particulier, cosa + sina une expression imaginaire de module i; on a
(cosfl 4- isinû)'" = cos/wa -f- isin ma.
C'est dans cette égalité que consiste la formule de Moivre.
39. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est compris entre la somme et la différence des modules des parties.
En effet, soient les deux expressions imaginaires
p (cosaH- /sina), p' (cosa' -+- isina'),
et posons
R (cosA 4- 1 sinA) = p (cosa -*- / ama) H- p' (cosa' -f- / sina' ];
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R cos A = p cosa -4- p cosa',
R sin A = p sin a -4- p' sin a' ;
si Ton ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré et que Ton extraie la racine carrée des deux membres de l'égalité résultante y il viendra
R = V^p» -f ^pp' cos(û — a' ) -t- p'^ OQ a donc
R<V/(7T7P ou <p + p', R^^{7^=7? ou ^±(p-p') Il résulte de là que :
Le module de la somme d'un nombre quelconque d'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme des modules de ces expressions.
Des fonctions entières.
Un polynôme tel que
Ao^*" -h Al z'«-' -f- . . . -h K^^^ z -^ A^,
dans lequel chaque terme est le produit d'une constante réelle ou imaginaire par une puissance entière d'une variable réelle ou imaginaire z, est dit une fonction entière de 2. Le polynôme étant supposé ordonné par rapport aux puissances de z, le degré m du premier terme est le degré de la fonction. Une équation est dite algébrique lorsqu'elle peut être mise sous la forme y(z) = o, y(z) désignant une fonction entière de z»
Théobeme I. — «Si une fonction entière f{z) de z s'annule pour z = o^ on peut assigner une quantité po^ sitive r, teUe que, pour toutes les valeurs de z dont le
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module est compris entre zéro et r, le module def[z) soit constamment inférieur à une quantité donnée R.
En effet soit la fonction
/(z) = Ao z'" + Al z"^^ -h ... -4- A;n-i «
qui s'annule pour ^ = o, et dans laquelle quelques-uns des coefficients A peuvent être nuls. Désignons par p le module de la variable z et par a le module de celui des coefficients Ao, A^, . . ., A;„_i qui a le plus grand module. Gomme le module d'une somme ne peut surpasser la somme des modules des parties, on aura
mod/(zXa(p'«-}-p'»~*-f-. . .-+-p) ou <i^--^ — '
et, si la valeur de p est inférieure à i , on aura à plus forte raison
mod/(z)<-^^.
Donc, pour que le module àQf[z) soit inférieur à R, il suffit que Ton ait
_^<R ou P<^— g;
et, en conséquence, si l'on pose
le module Aq/^z) sera inférieur à R pour toutes les valeurs de z dont le module est compris entre zéro et r.
Corollaire I. — Si
/{z) = A^^^z^-^ A^^^, z^'^-..,-h Al z'"-* -4- Ao s« est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux
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puissances croissantes' de z, et que l'on pose
/{z) = A,n^.,Z^{l-hi).
on pourra assigner une quantité positii/e r telle, que pour toutes les valeurs de z dont le module est compris entre zéro etr, le module de e soit constamment inférieur à une quantité positii/e quelconque donnée R.
En effet, la fonction que nous désignons par e a pour valeur
et il suffit de lui appliquer le précédent théorème pour établir la proposition énoncée.
Dans le cas où la fonction y (z) et la variable z sont réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à une certaine limite, la fonction a constamment le signe de son premier terme.
Corollaire IL — *Si
est une/onction entière de z ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de z, et que l'on pose
/(3)zr:AoZ'«(m-ï),
on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour toutes les ^valeurs de z dont le module est supérieur à r le module de t soit constamment inférieur à une quan^ tité positive quelconque donnée R.
En effet, la fonction désignée par e a ici pour valeur Ao « Ao z^ Ao 2'"-* Ao 3'"'
et son module sera inférieur à la quantité donnée R pour
toutes les valeurs de - dont le module est inférieur à une
certaine quantité - qu'on peut déterminer, c'est-à-dire
pour toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à r.
Dans le cas où la fonctiony(z) et la variable z sont réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à une certaine limite, la fonction a constamment le signe de son premier terme.
Corollaire III. — Le module d' une fonction entière f{z) déifient infini en même temps que le module de z.
Ce corollaire résulte immédiatement du précédent. En effet, la fonction /'(^) étant ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de z, soit A© z^ son premier terme, et posons
An 3"
on sait que le module de e peut devenir aussi petit que Ton voudra, si le module de z est suffisamment grand. SoientM, p, a, m les modules de/(2), z, Ao, e; l'équation précédente nous montre que — - est compris entre |
I — r, et I -f-yj, d'où il suit que, quand p tend vers Tin-
ilni, on a |
jim = I. '
41. Théorème II. — Une fonction entière f {^z) de z \ est continue.
En général une variable/(z) qui dépend d'une autre !
variahle z est dite continue, si le module de la différence
peut devenir plus petit qu'une quantité quelconque donnée, quand on attribue au module de h une valeur suffisamment petite.
Cela posé, f{z) désignant une fonction entière, ordonnons le polynômey* (-2 -+- h) — /(^) suivant les puissances croissantes de h; ce polynôme s'annulera pour h = o, et si Ton désigne par A^^^à^ le premier de ses termes, on aura, par le corollaire I du n° 40,
£ étant une quantité dont le module peut devenir aussi petit que l'on voudra. Si donc on attribue à h des valeurs dont les modules décroissent indéfiniment, le module de
la différence
/{z + h)-/iz)
prendra des valeurs qui décroîtront aussi indéfiniment, et en conséquencey (z) est une fonction continue.
ConoLLAïKE I. — La variable z et la fonction en-" tièref^z) étant supposées réelles, si l'on attribue h z deux valeurs z^^z^^et que les valeurs correspondantes /(zo)) y(^i) de f[z) soient de signes contraires, la fonction f(z) s'annulera nécessairement pour une ou pLisieurs valeurs de z comprises entre Zo et z^.
En effet, s'il en était autrement, les valeurs que prend f{z) quand z varie de zq à Z| seraient comprises, les négatives entre deux limites — = A et — B, les positives entre deux autres limites -+- A' et -f- B'; par conséquent, avariant d'une manière continue, il faudrait q^ef{z) passât brusquement d'une valeur comprise dans le premier intervalle à une valeur comprise dans le second, ce
qui est incompatible avec la propriété que possède y*(z) d'être continue.
Corollaire IL — Quelles que soient la variable
z=: p (cos» -H /sinw)
et la fonction entière
si le module ou l'argument de z reste constant, ou si ces deux quantités varient simultanément d'une manière continue, suivant une loi déterminée, aucune des deux quantités P etQ^ne pourra changer de signe sans s'annuler,
La démonstration est exactement la même que celle du précédent corollaire. Supposons, en effet, que Targument &) varie de &)o à ci)|, et que p soit constant ou quil dépende de co, d'après une loi quelconque, de façon à varier d'une manière continue quand w varie lui-même d'une manière continue. Si P ou Q a des valeurs de signes contraires pour w = Wq et o) = w< et que cette fonction ne s'annule pas, ses valeurs négatives seront comprises dans un certain intervalle, et la même chose aura lieu à l'égard de ses valeurs positives. La fonction passerait donc brusquement d'une valeur comprise dans le premier de ces intervalles à une valeur comprise dans le second, ce qui est inadmissible.
Dév>eloppement de la fonction entière f[z -H A) sui\^ant les puissances de h.
Soil
/ C) rzr AoZ'"-^ Ai3'"-« -H • • • 4" A,„_, Z + A;„,
on aura, en remplaçant z par z 4- h,
/(3+/.]=Ao(34->i)'~-+-Ai(«+A)'«-»4-...+A,„_.i(î4-//]-f-A,„.
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Si Ton développe les diverses puissances de z -hh qui figurent dans cette formule et qu'on ordonne suivant les puissances croissantes de A, il est évident que le premier terme sera^ (^), et que le coefficient de h^ sera
fx 1.2. . .fit
Nous représenterons par
les coefficients respectifs de
dans le développement dej'[z -h h), en sorte que Ton aura
et
[z) :=zmK^z'^^ -+-... ^- li.A^^.^z^-^ -4- ... -4- Xr^-x. '{z) —mim — i]Kz'"-^ 4- . . . 4- ^x (fx — i) A,„_^ z^-^ -+-...+ 2 A,„-,,
^[z] =:/71...(m — fA-hl)Ao3'"-î*4-...+ p(fX — l)...2.lA,„_^, '••••• • «.t.... .I
";3;=/n{m— i)...2.iAo.
Chacune des fonctions
à partir de la deuxième, se forme d'après la même loi au moyen de la fonction précédente, savoir, en multipliant chaque terme de celle-ci par l'exposant de z qui y figure, cl en diminuant ensuite cet exposant d'une unité.
La fonction f\z) est dite la dérwée du premier
S. — Aîg, sup.f 1. 7
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ordre, ou la première dérwée, ou simplement la dérivée àef{z). Pareillementy''(2), qui est la dérivée de y'(z), est dite la dérivée du deuxième ordre, ou la deuxième rfenVee dey (z), et ainsi desuite jusqu*ày'"(2), qui sera la dérivée du m**"" ordre ou la /w**"® dérivée def{ z ) . Udc fonction entière du degré m a ainsi m dérivées successives dont les degrés sont respectivement m — i, /» — 2, . . . , I, o, en sorte que la m**"® dérivée est égale à une simple constante.
D'après ce qui précède, lorsque la variable ^reçoit l'accroissement A, la fonctiony(z) prend un accroissement qui peut être mis sous la forme
(,) /(^4-A)-/(s) = A/(z)-h/ie,
en posant, pour abréger,
On a donc
et, comme 6 tend vers zéro en même temps que A, on voit que la dérivée d'une fonction entière /"(-z) est la limite vers laquelle tend le rapport
lorsqu'on fait tendre h vers zéro.
En outre, quelle que soit la valeur attribuée à z, on peut assigner une quantité positive r (n° 40, corollaire II) telle que, pour toutes les valeurs de h dont le module est inférieur à r, le module de la fonction 6 soit inférieur à une quantité positive donnée y] aussi petite que Ton voudra.
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Principe fondamental de la théorie des équations, 43. Lemme. — «Soif
une fonction entière d'une "variable z^ d'un degré quel' conçue m, et dans laquelle les coefficients Ao, A| , . . . , A^ sont des quantités données réelles ou imaginaires. Si le module def{z) ne se réduit pas à zéro quand on attribue à z la valeur déterminée Zq, réelle ou imaginaire, on pourra trouver une quantité A, réelle ou imaginaire, telle que le module def[zo + h) soit inférieur au mo^ dule def{zo).
En effet, h désignant une nouvelle variable, remplaçons z par Zo-hhy et faisons, pour abréger Fécriture,
il viendra
/(«o +A) = Zo-t-ZiA-+-...-h Z^hv- -h . . . -f- Z;„ A'".
Par hypothèse, le module de Zq n'est pas nul; quelquesuns des coefficients Z|, Z2,... des puissances de h peuvent être nuls, mais il n'en peut jamais être ainsi du dernier de ces coefBcients, c'est-à-dire de Z,«, dont la valeur est évidemment égale au coefficient A© dez'^ dans y (z); je représenterai généralement par Z^ le premier des coefficients Z|, Z2,..., Zm dont le module est différent de zéro. D'après cela, la formule précédente, divisée par /(zo) ou Zo, deviendra
y 1*0) Zq ZiQ Zo
Désignons maintenant par |9 et a> le module et l'argu-
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ment de la variable A, par C^i et «p, quel que soit fx, le
module et Targument de la quantité --» on aura
/* = p(cosw -+- isinw), ^- =C,x(cosaji-f- /sinaj^), et la précédente formule deviendra
~r( — r~^ — ' -t-C„p" [cos(/2w ■+- a„) H- /sin (ww H- a„)]-:-...
Cela posé, déterminons l'argument co par la condition d'où
COS (/îw -+- «rt) =^ — ïi sin («w -+- a;t)rt:= O;
la formule générale qui précède deviendra
-♦- C„+j p'*-^* [cos (/i-h I »-f- a„^., ) -4- / sin (« + 1 «-h a^^.,)] -H. . . H-C^p"* [cos (/72w-ha,„)-f-/sin(/72w H-a„,)].
Soient R et Ro les modules de /{zo-h h) et dey(zo),
le module du premier membre de notre égalité sera— i
quant au module du second membre, on sait qu'il est inférieur ou au plus égal à la somme des modules de ses termes. D'ailleurs (i — ^^np") sera égal à son module si
l'on donne à p une valeur inférieure à -^=z; on aura donc, dans cette hypothèse,
|- = ou<(i-C„p'*)-HC„+ip»+> + ...-hC;„p'",
ou
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La quantité entre parenthèses a pour limite l'unité quand on fait tendre p vers zéro, et nous savons que cette quantité reste positive pour toutes les valeurs de p comprises entre zéro et une certaine limite r que Ton peut assigner. Donc, pour toutes les valeurs de p supérieures à
zéro et inférieures à la plus petite des deux quantités ^-n=
et r, on aura
— <i ou R<Ro,
ce qui démontre la proposition énoncée.
De ce lemme résulte immédiatement la démonstration du principe fondamental de la théorie des équations, lequel consiste dans le théorème suivant:
44. Théorème I. — ^^ f{^) désigne une fonction entière de z, d'un degré quelconque m, et dans la^ quelle les coefficients soient des quantités données, réelles ou imaginaires, l'équation f[z) = o a une racine réelle ou imaginaire.
En effet, si Ton donne à la variable z toute la série des valeurs réelles ou imaginaires, il est évident que le module de y (-3), qui est essentiellement positif, ne pourra pas s'abaisser au-dessous d'uu certain minimum. Ce minimum ne peut répondre à une valeur infinie du module de Zj car nous savons que le module àe f[z) devient infini en même temps que celui de z. On voit alors que le minimum du module de y(z) ne peut être que zéro; car, s'il avait une valeur R© différente de zéro et répondant à la valeur Zq dez, on pourrait trouver, d'après le lemme qui précède, une quantité h qui donnerait
mod/(zo-i-^) <Ro, ce qui implique contradiction.
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Il existe donc une valeur finie de z telle, que l'on ait mod y(z ) = o ; cette valeur est dite une racine de l'équation y*(z)=o.
Remarque. — Si l'on remplace la variable z par X -f- ijy xetj- désignant des variables réelles, la fonction y(-^) pourra se mettre sous la forme
9 (•^» y) ^^ ^ i^yj) désignant des fonctions réelles de a:, y et de quantités réelles connues.
Le module àef{z) sera la racine carrée de la somme
et il ne pourra s'annuler que si chacune des fonctions f et v{; s'annule. Il s'ensuit que, si a + i6 est une racine de l'équation y (z ) = o, les deux équations
admettront le système de solutions communes a:rt=:a, ^ = 6. Si l'on suppose que x ely représentent des coordonnées rectangulaires, les équations précédentes seront celles de deux courbes ; a et 6 seront les coordonnées d'un point commun à ces courbes. On voit que la recherche des racines de l'équation y*(^) == o équivaut à la recherche des points d'intersection réels des deux courbes dont nous venons de parler, et ces points d'intersection sont alors désignés sous le nom de points racines.
AS. Du théorème fondamental que nous venons d^établir résulte la proposition suivante :
Théorème IL — Une fonction entière de z du degré m est égale au produit de m facteurs linéaires multiplié par le coefficient de la plus haute puissance de z dans la fonction.
Soit la fonction
/(z)=Aoz'«-hAiz"»->-h...-hA„-.i«-f-A;„,
et désignons par a^, a^y^^am, m quantités réelles ou imaginaires quelconques. Divisons f{z) par z — a^ et représentons par fi{z) le quotient, par R| le reste de cette division; divisons de même fi [z) par z — aa, et nommons J2{z) le quotient, Rj le reste de cette deuxième division; continuons de la même manière jusqu'à ce que nous ayons employé le diviseur z — a», qui fournira le quotient yî,x(z) et le reste R;„. Il est évident que les polynômes f{z), ft{z)j /^[z),,,. sont des degrés respectifs m, m — i , m — 2> . . . , et que, dans chacun d'eux, le coefficient du premier terme est A©, d'où il suit que y),i(z), qui est du degré zéro, se réduira à A©. On aura, d'après cela,
f[z) = [z-a,)f,[z)^Ji,, A[z)=:[z-a^)f^[z)~^^^,
Si l'on ajoute toutes ces égalités, après les avoir multipliées respectivement par les m facteurs
et que l'on remplace ^(z) par sa valeur A© il viendra
-hR,„(2— fll). . .[z — û;„-l) -4-. . .
H- R, (z — «1 ) (z — a,) + R, (2 — «1 ) -f- Ri.
Dans cette formule a^jU^j,.., a^ désignent des quantités quelconques égales ou inégales entre elles; mais
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nous savons que réquationy(-z)= o a une racine, et nous pouvons supposer que Uf soit cette racine : on aura alors R| = o, puisque R^ est la valeur que prend y(s) pour z = a|. Pareillement Féquation f^ [z) = o a une racine ; nous supposerons que «2 soit cette racine et Ton auraR2= o. En poursuivant ainsi et en supposant que a^, aji,.,,, am soient respectivement racines des équations f2{z) = Oy f:^{z)=:o,..,y fm^i{z) = Of OU aura R3 = o, R4 = o,... R;y4=:o, et la formule précédente deviendra
Onvoitque la fonctiony( 4:) ne peut s'annuler que si Ton donne à z Tune des m valeurs rt^, ^2,..., «m parmi lesquelles il peut s'en trouver plusieurs égales entre elles; il s'ensuit que :
Une équation algébrique du degré m ne peut auoir plus de m racines.
Si, parmi les quantités a^ aa,..., a^ il y en a |ui qui soient égales àa<,y(z) admettra le diviseur [z — aiY et l'on dit alors que Inéquation f(z) = o a ^ racines égales à a\. Au moyen de cette convention, on peut énoncer la proposition suivante :
Une équation algébrique a autant de racines qu'il y a d'unités dans le nombre qui exprimé son degré.
CoROLLAiTiE I. — Si ^o^^s^- -f^m désignent les m racines de l'équation
AqZ"' -h A, z''»-» -4- . . . -f- A;„-i z 4- A,„ = o.
la somme des racines est égale à — — ^ ^ et générale-
Ao
ment la somme des produits n à n des m racines est
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égale à{ — i^ -~\ en particulier le produit des m ra-
dues est ( — i )/« i-^ .
Ao
On obtient effectivement ces égalités en effectuant le produit Ao(iî — a^ ) (s — a^Y^^z — a^) qui doit reproduire exactement le premier membre de Téquation proposée, et en écrivant que les coefficients des mêmes puissances de z sont égaux de part et d'autre.
Corollaire II. — Si les coefficients du polynôme f[z)sont réels, et que, parmi les facteurs linéaires de ce pol) nome, ilj en ait n qui soient égaux à z — {p-^^q)» q étant différent de zéro, il j aura également n facteurs linéaires de f[z) égaux à z — [p — iq)\ et en conséquence le poljnôme f[z) contiendra le facteur réel [(z — />)=-+- 7^]".
En effet, le polynômey(^) étant décomposé en facteurs linéaires, on a
f[z) =xVo(3— ûi) (z— «i).. .(z — a,„);
si, dans cette identité, on change i en — i le premier membre ne changera pas, puisque ses coefficients sont réels; on aura donc
f[z] -^ Ao(z — fl, ) (z - O . . . ( 3 - « J,
a„ désignant généralement ce que devient a„ quand on remplace i par — i. Il résulte de là que, si, parmi les facteurs linéaires Ao f[z)j il y en a un ou plusieurs qui soient égaux à z'- — {p-hiq)j il y aura précisément un même nombre de facteurs égaux k z — [p — iq).
Corollaire IIL — Si la fonction entière f[z) du degré m s'annule pour dii^erses valeurs de z en nombre
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supérieur à m, les coefficients des diverses puissances de z dansf(z) sont identiquement nuls.
En effet, le coefficient de la plus haute puissance de z est nul, puisque autrement la fonctiony(z) ne pourrait s'annuler que pour/w valeurs de z. La fonction y (z) se réduit ainsi au degré m — i ; le coefficient de z"*"* doil être nul pour la même raison, et ainsi de suite.
Limites des modules des racines,
46. Il est facile d'assigner deux limites entre lesquelles soient compris les modules de toutes les racines réelles ou imaginaires d'une équation. Soit
une équation donnée dont le premier membre a pour valeur
Si l'on pose
z = p(cos» 4- /sin»), A„ = ^i»(cosa„-4- /sina„), puis
)? = Cop'"cos(/wwH-ao)H-...-+-«iip'*cos(w — «» + «„) -h ... -4-fl„ca<i Q=ûop'~sin(iww-f-ao)-h...-hVX;jp"sin(m — «»-ha„)-|-... -4-<2«sm;
le carré du module R àe f[z) pourra être mis sous la forme
R»= [Pcos(/?î» -4- «o) -h Q sîn [mtù -h ao)]* 4- [Psin(m« -\- ol^^) — Qcos(m« -hao)J*;
si donc on fait
V = Pcos(m» -h ao) -h Qsin(/72» -f- a©)
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on aura, pour toutes les valeurs de p et de w,
Désignons para le plus grand des modules a i , aj « . . . ; a;;: , et ajoutons à V la quantité
qui est identiquement nulle, il viendra
+ |[a-+-fliCOs{<tt+ao--ai)]p''*-*-h...-4-[a-+-tfmCOs(/w«-f-ao-— a;„)]|. Pour toutes les valeurs de p qui satisfont à l'inégalité
lepolynôme V sera supérieur à zéro, et il en sera de même du
module R. Doncla quantité i H ou ~ est une limite
5uperieure des modulesdesracinesderéquation proposée. Pour avoir une limite inférieure des mêmes mo-
dides, il sufBt de changer z en - dans l'équation proposée, et de chercher une limite supérieure des modules de l'équation transformée. Il est évident que si a désigne le plus grand des modules ao, ai , . . . , a^^^ , la quantité
-, — - — sera une limite inférieure des modules des racines.
Détermination du produit des facteurs linéaires communs à deux polynômes dominés.
Soient
U = AoZ« -f- Ai3«-* -h . . . + A;„_i2 + A«, V = Boz» -f- Biz»-* 4. . .. + B^x 2 + B„
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deux fonctions entières de z, l'une du degré /ti, l'autre du degré n, et dont les coefficients sont des quantilés quelconques données. Chacune de ces fonctions peut être décomposée en facteurs linéaires, et parmi les facteurs de U il peut s'en trouver quelques-uns qui appartiennent aussi à V. Nous désignerons par D le produit de tous les facteurs linéaires égaux *ou inégaux communs à U et à V, et ce produit D sera dit le plus grand commun dwiseur des polynômes U et V. Dans celle recherche, les coefficients Ao et Bo des plus hautes puissances de Zy dans U et dans V,- ne jouent évidemment aucun rôle, et on peut les réduire à l'unité en divisant les coefficients de U par A© et ceux de V par Bo-
Supposons, pour fixer les idées, que m ne soit pas inférieur à w. Si le polynôme V divise U exactement, il sera évidemment le plus grand commun diviseur demandé ; mais supposons qu'il n'en soit pas ainsi ; désignons par Q le quotient et par R le reste de la division. On aura
U = VQ^-R;
si les coefficients A© et B© n'ont pas été réduits à l'unité, l'opératjion que nous venons d'exécuter a pu introduire des coefficients de forme fractionnaire, ce qui n'a aucun inconvénient au point de vue théorique; mais on pourra les éviter si l'on veut, dans les applications, en multipliant U par un facteur constant convenablement choisi, avant de commencer la division. Cela posé, tout poKnômc qui divise V exactement divise aussi le produit VQ. et, s'il divise en même temps l'un des polynômes U et R, il divisera aussi le second. Il résulte de là que les polynômes U et V admettent les mêmes diviseurs communs que les polynômes V et R ; donc, en particulier, celui des diviseurs communs à U et V qui a le degré le plus
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élevé coïncide avec celui des diviseurs communs à V et R qui a le plus fort degré; en d'autres termes, le polynôme D que nous cherchons est le plus grand commun diviseur des polynômes V .et R.
Nous diviserons donc V par R, et, si la division se fait exactement, R sera le plus grand commun diviseur demandé. S'il n'en est pas ainsi, désignons par R| le reste de la division de V par R; le raisonnement que nous avons fait plus haut nous prouve que le polynôme demandé D sera le plus grand commun diviseur des polynômes R et R|- On peut continuer de la même manière jusqu'à ce que l'on arrive à un reste R^ qui soit indépendant de ^, et cela ne peut manquer d'arriver puisque les degrés des restes successifs R, Rj, ... ,R^_i> R,^ forment une suite décroissante. Si ce reste constant Rji est zéro, le polynôme demandé D sera égal à R^ii mais si le reste constant R^ n'est pas nul, les polynômes proposés U et V n'auront pas de diviseur commun, et l'on dit alors qu'ils sont premiers entre eux, ou que leur plus grand commun diviseur est l'unité.
De là résulte celte importante pï'oposition :
Théorème I. — Si deux équations U = o, V = o ont |x racines communes égales ou inégales^ on pourra former par de simples div^isions algébriques une équation D = o cfe degré fx qui admettra ces p. racines.
48. On peut tirer de ce qui précède une autre proposition qu'il convient de remarquer, savoir :
Théorème II. — Si M et Y sont deux fonctions en-tières de 2, sans diuiseur commun, on pourra trousser deux autres fonctions entières de z, X et Y, telles que l'on ait
UX — VY = i.
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En effet, si Ton exécute l'opération nécessaire pour trouver le plus grand commun diviseur de U et de V, on arrivera à un reste R^ indépendant de z et différent de zéro. On aura alors une suite d'égalités, telles que
U = VQ -+- R, V = RQ,+R„ j,j ; R = RiQ, -hR„
R|*— t = Rji-i Qji -t- R|*.
La dernière de ces égalités peut s'écrire
tirons de Tavant-dernière des égalités (i) la valeur de Rp_i pour la substituer dans l'égalité (2), il viendra
(3) Q,.R^,- (i 4- Q,.-iQ^) R,.-î= - R,;
considérons pareillement l'égalité qui précède les deux dernières dans le système (i), tirons-en la valeur de R,^i pour la substituer dans l'égalité (3), et continuons la même série d'opérations : il est évident qu'on formera de cette manière une suite d'égalités dans lesquelles le second membre sera alternativement -|- R^, et — R^ et dont le premier membre sera la différence de deux fonctions consécutives prises dans la suite
R|i^tf Rjir-4» • • • » R, V, U
multipliées l'une et l'autre par une fonction entière composée avec les quotients Q, Q<, Qj, .... La dernière de ces égalités sera de la forme
MU - IS V = d= R^,
et; en désignant par X et Y les quotients de M et N par m aura
UX — VT = i.
la constante + R^, on aura
Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs facteurs linéaires sont égaux*
49. Théorème I. — Le plus grand commun dis^iseur entre une fonction entière f[z) et sa déris^ée f [z) est égal au produit des facteurs linéaires multiples qui fi-, garent dansf[z), élevés chacun à une puissance moindre quune unité,
La fonction y* (-z) étant décomposée en facteurs linéaires, soit
f[z) = (z — ûj) (3 — Û2) . . . (« — a„J,
on sait que la dérivée y (-z) est le coefficient de la première puissance de h dans le développement de la fonction
f[z-\-h) = [z — a^-\-h)[z — a^-^h).,.[z — an^h)',
le quotient ' . " sera donc le coefficient de la première puissance de A, dans le développement de
f^z) \ z — aj \ z^a^l \ z — a„J
et Ton aura par suite
ru) I I I
f[z) z^ai z — a^ « — «m
Si, parmi les racines a^ , a^j - - - , amt il y en a nit égales
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à ao /Wj égales à a^, . . . , m„ égales à «„, il viendra
les nombres /«i, ma, . . . , m« dont la somme est m étanl égaux ou supérieurs à l'unité. Le second membre de cette égalité se réduit à une fraction dont le dénominateur est
ff(z) =r:(z — ai)(z — aj)...(z — «„),
et dont le numérateur
■it{z) =/71,(z — «2)--. (2 — ^/1) -|-/7/2(- — «1). ..(- — ««) -^■..
-^m„{z — ai)...{z — a„^.^]
n'est pas divisible par Tun des facteurs de y (z), puisque toutes les parties de ^{z) contiennent cç facteur à l'exception d'une seule. L'égalité précédente donne
et, d'après ce que nous venons de dire, elle montre que
•^^1 ^ ( 3 _ fljm.-l (« — «j )"».--l . . . ( 3 _- «^)^«,-l
est le plus grand commun diviseur des deux polynômes f{^) ety'(z). Le degré de ce plus grand commun diviseur est jn^ -h Wa -h • . . -H m„ — n ou m — n.
50. Théorème IL — Si une fonction entière f{z) a des facteurs linéaires multiples^ on peut obtenir, par de simples div^isions algébriques, le produit des facteurs linéaires qui figurent dans f[z) as^ec un même exposant.
D'après ce qui précède, si f[z) et sa dérîvéey {2) n'ont pas de diviseur commun, le polynôme y*(2) n'aura
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que des facteurs linéaires simples. Mais, s\f[z) elf'[z) ont un plus grand commun diviseuryi (z), le polynôme f[z) aura au moins des facteurs doubles, et, dans tous les cas,y, (::) sera le produit des facteurs linéaires de f{z) élevés chacun à une puissance moindre d'une unité. On peut raisonner sur yi (z) comme nous venons de le faire à l'égard àef[z)\ supposons généralement qu'on trouve un plus grand commun diviseur^i [z) 'àj*i {z) et à sa dérivée, qu'on en trouve aussi unj\[z)kj2{z)el d sa dérivée, etc., que l'on en trouve un enfin y),_, {z) k /ii^2 (-) et à sa dérivée, et que ce dernier plus grand commun diviseur soit premier avec sa dérivée. On conclura de là que le polynôme /( .s ) a des facteurs linéaires multiples de l'ordre 72, mais qu'il n'en a aucun d'un ordre supérieur a n. En outre, si l'on désigne généralement par Z^ le produit des facteurs linéaires dcj'^z) d'ordre p, pris chacun une fois seulement, il est évident que Ton aura
-_ rrn—S v" -^ "7
-=zr'zr!-zîz„
=--z;z;;rl...zîzîz.
Si l'on fait
% f^t /,_,(3)rr:Q„
on aura, en divisant chacune des égalités que nous venons d'obtenir par celle qui la précède et en conservant
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la première d'entre elles,
Q/i-2 - z„z,i._jZ„_j,
Qj — Z,jZ«_i . . .Zj,
Qi ^=^ 5^« ^«—1 • • • Zj Zj .
Enfin, en divisant encore chacune de ces équations par celle qui la précède, il vient
7 _ /^ 7 Q/î-1 7 Q2 „ Qi
d'où suit que les polynômes Zi , Z2, . . . , Z,, s'obtiendront par de simples divisions.
D'après l'hypothèse que nous avons faite, il y a certainement des facteurs linéaires de l'ordre /i dansy(r:); mais ceux des ordres inférieurs peuvent faire défaut, et, dans ce cas, les valeurs de Z„_|, ou de Z„_2) ou etc., doivent se réduire à des constantes.
CoiiOLLÀiRE. — La rcsolulion d'une équation qui a (tes racines égales se ramène à celle d'une ou de plusieurs Ci/uations qui n'ont que des racines simples.
Propriété des déri\^ées des fonctions entières^
51. Considérons d'abord une fonction entièrey(z), dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles, et supposons que la variable z reste réelle. Si l'on donne à cette variable une valeur particulière Zq pour laquelle la dérivéey(z) ne soit pas nulle, et que l'on pose
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on pourra (n^ 40) assigner une quantité positive r telle, que pour toutes les valeurs de h comprises entre — r et 4- r le premier membre de la formule précédente ait le signe de y^ ( ^o ) • H s'ensuit que, si f'{zo) est une quantité positive, la fonction f[z) croîtra constamment quand on fera croîtrez depuis z^ — r jusqu'à z^-^-r. Au contraire, siy'(zo) est négative, y(z) décroîtra quand z croîtra de Zq — /à Zq -H r. De là résulte la proposition suivante :
Théorème I. — La fonction entière f(z) supposée réelle croît auec la variable réelle z, tant que la dérivée f[z) reste positive, et elle décroît quand on fait croître z, tant que la dérivée f(z) est négati\^e.
Il faut remarquer que, z croissant de — oo à -f-oo , la dérivéy'(z) peut s'annuler une ou plusieurs fois, mais cette circonstance ne peut être l'occasion d'une difficulté. Supposons, par exemple, que/*' (^) s'annule pour^==^o> et prenons une quantité g assez petite pour que Zq soit la seule racine àe f'[z)^=o comprise entre -s© — g et -oH-g^; désignons en même temps par h une quantité positive inférieure à g^ et aussi petite d'ailleurs que l'on voudra. Le théorème précédent s'appliquera sans difficulté, quel que soit A, aux valeurs de :: comprises entre z^ — g et Zq — A ou entre 5^0 -f- A et ZQ-i-g\ or ces deux intervalles se succèdent à la limite quand on fait A = o. Â l'énoncé qui précède, on peut, si l'on veut, substituer le suivant :
La fonction entière f(z) supposée réelle croît avec la variable réelle z, tant que la dérivée f{z) n'est pas négative, et elle décroît quand on fait croître z, tant que la dérivée f^ [z) n'est pas positive.
Nous allons établir actuellement un théorème ana
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logue au précédent et qui se rapporte au cas général où les coefficients de la fonctiony(;:) sont des quantités quelconques réelles ou imaginaires, et où la variable reçoit aussi des valeurs quelconques.
Posons
z r= p (cosu -h /sinw],
et soit
ou
/{z) =: Aqp'" (cosmw -f- isinnuù) -{-... -i- A„,.
La dérivée y (;:) a pour valeur
f{z) == mAoz"*~*"h [m — i) A,z"'-'-.- . . . .
d'où Ton conclut
zf(z)=mAoz"'-h > — i)AiS'"-»-;-...;
d'un autre côté, f{z) est fonction entière de la variable réelle p, et si, en se plaçant à ce point de vue, ou nomme J\{z) la dérivée def{z), on aura
pJ'^ [z]=z m Aop'" ( cos mw -+- / sin m w ) -h . . . .
La comparaison des deux foriiiulcs précédentes donuo
^/(3)-p/i(3), d'où /l^)-^/,.(3;.
D'après cela, la formule
du n" 42 deviendra
e désignant toujours une quantité qui s'annule on mcme temps que //.
Cela posé, supposons que l'accroissement A donné à s ne change pus le module de cette variable et qu'il ait bcu-
lenient pour effet d'accroître l'argument o) de la quantité $, on aura
«H-// =r p[cos(w -{-$) -hisinfw -4- 0)]
rr-p (ces» -h /sinw) (cos ^ -h /sin J),
d'où l'on tire facilement
== sin^ ( / — tang - o ) ; la formule (i) devient alors
ou
(2) /(z-h-4)-/(z)=psinJ[i/,(s)-f-.,].
en posant
>!=:i— tahg-^./j(2)-4- ( I — tang-(î J.-e.
Le module de - est 2 sin - S', donc, la valeur de z étant
donnée, on pourra prendre à assez petit en valeur absolue pour que le module de h soit moindre qu'une quantité donnée quelconque. Dès lors la même chose aura lieu à l'égard de e, et aussi à l'égard des modules des deux parties qui composent la valeur de y] ; donc enfin, si la valeur absolue de d est suffisamment petite, le module de y) sera inférieur à une quantité quelconque donnée r. Posons
f[z)=V -+-/Q, ■ /(z-^A)=.(P4-AP)-h/(Q-hAQ),
l'équation (2) deviendra
AP -t- / AQ ■:^ p sïnâ { — Q' H- iP' ) ~\' p sin^ [a -h /6),
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et elle se décomposera dans les deux suivantes :
AP — (— Q' i-alpsin^, AQ - (-+-P' H-êjpsin^.
Puisque le module de a -4- oi csl inférieur à r tant que la valeur absolue de J reste au-dessous d'une certaine limite a et 6 seront compris entre — r et -f-r. D'ailleurs r est aussi petit que Ton veut; donc si V et Q' ne se réduisent pas à zéro, les quantités 'AP et AQ seront respectivement de même signe que — Q' sin J et 4- P' sin d. De là résulte le théorème suivant :
Théorème IL — Soit f[z) une fonction entière de la variable imaginaire z = p [ cos w -f- 1 sin w) ; posons y(r)==P-f- iQ, P e^ Q étant des fonctions réelles et entières de p qui dépendent aussi de V argument co, et désignons par V , Q' les dérivées des polynômes PetQ prises par rapport au module p. Si l'on attribue à ce module p une ^*aleur déterminée et que l'on fasse croître l'argument co rfe o « air, la fonction Q croîtra tant que P' sera positive et elle décroîtra tant que P sera négative. Au contraire, la fonction P décroîtra tant que Q' sera positive et elle croîtra tant que Q' sera négative.
Tliéorème de Cauchj. f)3. La variable imaginaire *
(î) z=.r-\-ijr
peut être figurée géométriquement (n'* U) par un point mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée j-, relativement à deux axes rectangulaires fixes 0.r et Oj. Si p et w désignent les coordonnées polaires du même point, on aura
X z--. p cos w, J^ = p sin a>,
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et, par suite
( 7. ) ^ -— P ( c^** « -+- ' sin M ),
en sorte que p est le module et « l'argument de la variable imaginaire z.
En outre, sij'[z) désigne une fonction entière de z d'un degré quelconque m dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles ou imaginaires données, on aura, en remplaçant z par la valeur (i),
p et Q étant des fonctions réelles et entières des coordonnées X ely; d'où il résulte, comme nous l'avons déjà dit, que la recherche des racines de l'équation
équivaut à celle des points pour lesquels on a simultanément
et auxquels nous appliquons, pour abréger, 1^ dénomination de racines.
Enfin, si le polynôme /*( ^ ) est divisible par la /i**"* puissance de z — Zo, sans l'être par une puissance supérieure du même binôme, nous sommes convenu (n*^ 45) de dire que réquationy'(^) = o a n racines égales à Zq; on a, dans ce cas,
/(»o) = o, f{zo)=o /"-«(zol-^o,
mais la dérivée du /i**"* ordre, y" (z), ne s'annule pas pour z = Zo»
54. Ces notions rappelées, nous nous proposons d'établir ici une proposition importante due à Cauchy et qui constitue l'un des plus beaux théorèmes de l'Algèbre.
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La démonstration que nous allons présenter sera fondée sur le lemme suivant :
Lemme. — Soient z^^x-i-ij une variable imaginaire etf[z) = P -f- 1 Q une fonction entière de z, d'un degré quelconque m P et Cachant des quantités réelles. Supposons que l'équation f[z)=zo ait n racines égales à Xo-t-i/oî n pou\^ant être égal à i^et considérons le point G dont les coordonnées sont Xq et Jq, relativement à deux a^jces rectangulaires Ox^ Oj, Décrivons une circonférence du point G comme centre, avec un rayon p suffisamment petit, et désignons par o) l'angle formé, avec la direction Oo:, par la direction du rayon GM, de manière que cet angle soit nul quand GM a la direction deOxet qu'il croisse quand le rayon GM se meut toujours dans le même sens , en s' élevant de Ox vers Oy, Cela posé, si le point mobile M, partant d' une position quelconque, décrit la circonférence entière pour rei^enir à sa position première, c'est-à-dire
si l'angle (ù augmente de ait ^ le rapport -> qui, pour
chaque position du point M, a une valeur déterminée, s'annulera précisément autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre 2/1, et, en s' annulant, ce rapport passera toujours d'une valeur positive à une valeur négative.
On pourrait ajouter que le rapport - devient infini
un nombre de fois égal à 2n, et qu'à chaque fois il
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passe d'une valeur négative à une valeur positive ; mais
nous avons voulu réduire notre lenime à ce qu'il a
d essentiel pour l'objet auquel nous le destinons. Il
donnera d'ailleurs le complément dont nous venons de
parler, si on l'applique à la fonction if[z). Faisons
encore une remarque importante : pour que le rapport
- ait en chaque point de la circonférence une valeur
déterminée, il suffit que le rayon p ne soit pas égal à la distance du point Zq à l'un des autres points racines de l'équation y(z) = o; mais rien ne limite la petitesse de p, et ce rayon se trouvera assujetti, dans notre démonstration, à être moindre que la plus petite des distances dont nous venons de parler.
Posons
comme on a, par hypothèse,
et que y "(-So) n'est pas nulle, la valeur de /*(^) ordonnée suivant les puissances de h sera
t . 1 . . . ff 1 .9. . . m
Si l'on désigne par p et (a le module et l'argument de la variable h, on aura
/i=: p (cosw -+- /sinu); représentons en outre par C^ et (Xy, le module et l'argument de la quantité ^ ^' ? de manière que Ton ait, pour toutes les valeurs w, /i-h i,..., m de [x,
rexpression àefl^z) deviendra
, , 1/(2) — C„p'»[cos(w« H- a„) -|-/sin(/î«.> 4- a^)]-h
et Ton aura, en conséquence
P =: C;,p'*cos(rtw H- a,J -4-...-4-C;„p"'cos(mM-4-a
Q r- C„p'*sin (/ïw -h a„) -:-... !-C,„p'"sin(m» -4-a,„ );
on aura aussi, en désignant par Q' la dérivée du polynôme Q par rapport à la variable p,
(4) Q'=z/iC„p«-^sin(«w-f-art)+...-^/wC;„p'"-*sin(mw-ha^). Cela posé, quel que soit l'angle «, on peut faire
(5) /iw-l-a„-^K 1- /7t,
en désignant par K un entier positifou négatif et par tic un angle compris entre — ^ et -f- -^ •
Supposons d'abord que le nombre K soi t i mpair, et posons
les formules (3) et (4) deviendront alors
i(_,)*p~_C„p« sin/îf i-..., ( — 0*Q -i-C„p'*cos/zfi-f- ( — i)*Q'" -H/iC„p«-*coswf -i
Soit maintenant B un angle positif déterminé, inférieur
à -^ et aussi petit d'ailleurs que Ton voudra ; on pourra
(n®40) assigner une quantité positive r telle, que dans chacun des polynômes
± C„ p« sin /iG -h C„^, p»-»-» -h . . . -f- C^^p'", ± C„p« cos/iô -f-C^^ip''-»-»-^- . . . -4-C;„p'", ±:/ïC„p«cos«ô-f-(/i-hi)C„H.,p«-^» _f...._H;„C«p'«,
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le module du premier terme soit supérieur au module de la somme de tous les termes suivants pour toutes les valeurs de p comprises entre o et r. Nous donnerons kp une valeur déterminée au-dessous delà limite r, et cette valeur sera le rayon du cercle que nous avons à considérer. ,
D'après cela, t étant compris entre — y et 4- -7— » si
cet angle tombe en dehors des limites — 6 et 4-0, la valeur absolue de sin/7esera supérieure à sin/î9, et, en conséquence, le module du premier terme du second membre, dans la première des formules (6), surpassera le module de la somme des termes suivants ; donc P ne peut s^annuler que si e est compris entre — 0 et -4-0. Mais, pour les valeurs de e comprises entre — 0 et -f-0, le premier terme du second membre, dans chacune des • deux dernières formules (6), est supérieur au module de la somme des termes qui suivent; par conséquent { — i)*Q et( — i)*Q' sont positifs. Alors le polynôme ( — i)*P décroît constamment (n° 52) quand 6 croît de — 9 à -f-0; ce polynôme a d'ailleurs le signe -+- pour e = — 0, et il a le signe — pour e = -\-0; donc il s'annule une fois, et seulement une fois, quand e croît de — 0 à -f- 0. On voit aussi que ( — i)* P passe en s^annulant d'une valeur positive à une valeur négative ; et, comme ( — i )* Q reste po-
P '^itif, on peut dire que le rapport — s'annule une fois en
passant du positif au négatif, quand e croît de — 0 à -1-0. Si le nombre K est pair et que Ton ait
la première des formules (6) devra être remplacée par la suivante :
( — ij^Pr^-hCrtp^cos/ïf -h . . .;
Tangled défini plus haut est inférieure 7- ; il en est de
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mrmc de la valeur absolue de e; d'où il résullr que cos//e est supérieur à sin/i0, et, en conséquence, la
fonction P ne s'annule pas quand £ varie de — }
a -hy--
Maintenant, si, en partant d'une valeur quelconque de w, on veut décrire la circonférence entière, de manière à revenir au point de départ, il sera nécessaire et suffisant de donner à l'entier K 4^2 valeurs entières consécutives quelconques o, i, 2. 3,.... (4'? — 1) pî*r exemple. A chacune des 2 w valeurs impaires de K correspondra une valeur de e comprise entre — 0 et -4- 0, pour
. laquelle le rapport - s'annulera en passant du positif
au négatif, ce qui achève la démonstration de la proposition énoncée. Nous aurions pu abréger cette démonstration en prenant 6= 7-; mais le procédé que nous
avons suivi a l'avantage de montrer que les valeurs de
«w -f- «;,, pour lesquelles - s'annule, ont pour limites le>
multiples impairs de-» quand on fait décroître indciiniment l'angle ô.
OD. Au mojen du lemme que nous venons d'établir et en faisant usage de considérations ingénieuses que nous empruntons à une Note de Sturm et Liouville (M, on démontre très-facilement le théorème de Cauchy, qui consiste dans la proposition suivstlite :
Théorème. — Soient z une Dariable imaginaire -^ ■+• iy, y^(^) ^^ P -H iQ une fonction entière de cette
(' ) Journal de Mathématiques pures et appliquées^ i»'* série, 1. 1, p. i;^
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variable, P et Q étant des fonctions réelles et entières des variables x et y. Traçons dans le plan des axes rectangulaires Ox, Oj un contour fermé quelconque (lui ne passe par aucun des points racines de V équation
P /'(r:) = o, auquel cas le rapport - aura, en chaque
point du contour, une valeur déterminée. Si Von suit
le contour ABCD en partant d'un point quelconque A
et en marchant toujours dans le mente sens ABCD jus-
qu'à ce qu on soit revenu nu point de départ, le rapport
- prendra diverses valeurs, et il passera par zéro
chaque fois que P sera nul, tandis quil deviendra infini lorsque Q s'annulera. Cela posé, soit k le nombre
de fois que le rapport -9 en s^ évanouissant et en changeant de signe, passe du positif au négatif. A' le nombre de fois que le même rapport, en s' évanouissant et en changeant 'de signe, passe du négatif au positif; le nombre k ne sera Jamais inférieur à // 'et l'excès k — // = A sera toujours égal au double 3|ix du nombre p. des racines égales ou inégales de l'équation f{z).^Oy comprises dans la portion du plan limitée ffur le contour ABCD.
he contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce coulour doit être parcouru, imaginons un cercle (ïmi
rayon aussi petit que Ton voudra, qui touche le contour au point de départ A et qui soit entièrement situé dans l'espace limité par ce contour; en même temps supposons que Ton ait transporté les axes O jr et Or parallèlement à eux-mêmes au centre du cercle. Si Ton parcourt la circonférence du cercle en marchant de Taxe des X vers l'axe des j, lorsqu'on atteindra le point A, la direction du mouvement sur le cercle sera aussi celle du mouvement que nous considérons sur le contour ABCD. Remarquons encore que, d'après l'énoncé du théorème,
on n'a point à considérer les changements de signe que
peut offrir le rapport - quand il devient infini; en outre.
il peut arriver que ce rapport s'annule sans changer de signe, mais il n'y a pas lieu de se préoccuper de celte circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours, l'excès A sera dit l'excès relatif au contour donné ABCD. La démonstration que nous allons présenter se composera de quatre parties :
1° Si le théorème énoncé a lieu pour deux contours ABCA et ADBA {/ui ont une partie conununc AB^ il a
lieu aussi pour le contour total ADBC\ Jontié par leur réunion.
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En efiet, soient fi le nombre des racines égales ou inégales comprises dans le contour total ADBCA., et A l'excès relatif à ce contour; soient aussi fji'et A', fjt" et A" les quantités analogues pour les contours respectifs ABCA et ADBA. On a, par hypothèse
mais la somme A'-f- A'' se compose évidemment de Texcès A augmenté de la somme des deux excès qui répondent l'un à la partie AB du contour partiel ABCA et l'autre à la partie BA du second contour ABDA; il est évident que ces derniers excès sont égaux et de signes contraires ; donc on a
A = A' -h A"; d'ailleurs
donc
A =: 2pt.
11 résulte de là que :
Si le théorème énoncé a lieu pour un nombre quelconque de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le contour formé par leur réunion.
2° Le théorème énoncé a lieu lorsqu'il ny a aucune racine de l'équation f[z)=.Oy dans l'espace limité par le contour donné. En d'autres termes, si l'on a |jt= o, on a aussi A = o.
En effet, il peut y avoir dans Fintérieur du contour donné comme sur le contour même des points pour lesquels on a soit P=o, soit Q=o; mais, par hypothèse, il n'en existe aucun pour lequel on ait à la fois P =. o, (^ = o. Il résulte de là que l'on peut toujours décomposer l'espace limité par le contour donné en plusieurs
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parties telles, que chacuae ne renferme dans son intérieur ou sur son contour aucun point pour lequel on ait P = o, ou aucun point pour lequel on ait Q = o. En outre, d'après ce qui précède, le théorème de Cauchy subsistera pour le contour donné, s'il a lieu pour les divers contours partiels dont nous venons de parler ; il suffît donc de considérer ces derniers.
Si, dans l'intérieur d'un contour et sur ce contour, on n'a jamais P -— o, il est évident que Ton a A rir o, puisque
le rapport - ne s'annule pas. Si, au contraire, la fonction P s'annule,' mais que l'on n'ait jamais Q = o, la
fonction Q conservera le même signe aux divers points
p du contour et le rapport — ne pourra changer de signe
qu'en s'évanouissant. D'ailleurs, comme ce rapport reprend sa valeur primitive quand on a parcouru le contour entier, il est évident que, s'il s'est annulé k fois en passant du positif au négatif, il s'est annulé pareillement k fois en passant du négatif au positif. On a donc encore Arr:= o.
3° Lf^ théorème énoncé a lieu lorsque l'équation Ç[z) =^ o na quune seule racine, d'un degré de niullif) licite quelconque Uy dans l'espace limité par le contour donné. On a, en conséquence, A=^ a/i.
Soient iVJôCD le contour donne et G le point racine
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du degré n de mullipHcilé. Si du point G comme centre, avec un rayon suffisamment petit, on décrit la circonférence MINK, puis que Ton joigne respectivement les deux points M et N de cette circonférence à deux points P et Q du contour donné, le théorème de Cauchy aura lieu, d'après ce qui précède et d'après le lemme du n'^oi, pour les trois contours juxtaposés KNQDAPMK., MINKM et IMPBCQNI ; donc il a lieu pour le contour proposé ABCD qui résulte de la réunion des trois précédents. Les deux premiers des contours dont il vient d'être question ont la partie commune NKM, et leur réunion forme le contour NQDAPMIN; celui-ci a, avec ledernier des trois considérés, la partie commune PMINQ, et leur réunion forme le contour ABCD.
^^ Le théorème énoncé a lieu, quelque soit le nombre des points racines compris dans le contour donné.
En effet, on peut décomposer l'espace limité par le contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune iju'un seul point racine ; le théorème aura lieu pour chacun des contours partiels que l'on obtiendra ainsi, et en conséquence il aura également lieu pour le contour proposé qui résulte de leur réunion.
Le théorème de Cauchy est donc complètement démontré.
56. Il faut remarquer que la démonstration précédente ne suppose en aucune façon l'existence du principe d'après lequel toute équation a une racine, et j'ajoute que ce principe n'est qu'un corollaire du théorème de Cauchy , lequel peut être regardé dès lors comme le fondement de la théorie des équations. Voici, en effet, une démonstration nouvelle du principe du n** 44, qui est analogue à celle du lemme du n*^ 5 i.
S., Aég, SUp. -ri. Q
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Etant donnée réquatioii/"(z) = o, traçons deux axes rectangulaires et décrivons de leur origine comme centre un cercle dont le rayon p soit aussi grand que Ton voudra . Soit
(l) /(z)::=Ao2'''-i-A,2'«-^-+-...-+-A,„_,3-f-A,„;
si Ton désigne par C^ et «j» le module et l'argument du coefficient Aj*, et que Ton pose
p (ces 0) -+- / Sin G
on aura
/{z]—Cop"^[cos{mo> \- xq) H-/sin(/w» -h ào)J -+-••• 4-C;„-,p [ces (w -I- ctfn-i) -+- '■ sin (« -f- a^^i)] -hC;„(cosa„i+/sin«;„);
en faisant, comme précédemment, il viendra
Pr rCop'"COs(/7ÎW 1 ao) l-...-;-C;„_lpC0s(w -\- Otn^i) H- C;„ COSa.^,
Q .: Cop"'sin(mw-f-ao) H- ... -+-C;„_ipsiii(» -h «;„_,) -h C;„sina«i
et, en désignant par Q' la dérivée de Q par rapporta /9, on aura ainsi
(3) Q' --mCop'"'~*sin(/7iw4-ao)-h . . . -h C;n-isia(w-J-a;„-i].
Quelle que soit la valeur de co, on peut faire
TT
(4) /?!»-+- ao^^K h/wt,
K étant un entier et me étant un angle compris entre
Si K est un nombre impair 2Â:-h i, les formules (a) et (3) deviendront
(— i)*P — — Cop'"sin/w£4-..., '^ ^ (— i)*Q -- -hCop'"cos/»f -h .. .,
(- i]*Q' ^: -f. mCop^^-^cos/».- 4- . . ..
Digilized by
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Soit 9 un angle positif déterminé, inférieur à y — et
aussi petit d^ailleurs que Ton voudra; on pourra assigner une quantité positive /* telle, que dans chacun des polynômes
ztCop'"sinmô -4- Cj p'»-^ -h ... -h C,„_i p + C;,^, . d: Co p'^cosmô -+- C, p'~-* -h ... -h C;„_, p -t- C^, ±:/wCop'"-*cos/wô-4- (m — i)Cip"'-* + ... -h C^-i
le module du premier terme soit supérieur à la somme des termes suivants, pour toutes les valeurs de o supérieures à r; nous supposerons que la valeur choisie pour p soit supérieure à cette limite.
Cela posé, e étant compris entre — j^ et -h y — ? si cet
angle tombe en dehors des limites — 0 et -+- 0, la valeur absolue de sinme sera supérieure à sin mO, et, en conséquence, le module du premier terme du second membre, dans la première formule (5), surpassera le module de la somme des termes suivants ; donc P ne peut s'annuler que si e est compris entre — 0 et -h 6. Mais, pour les valeurs de e comprises entre — 0 et 4-0, le premier terme du second membre, dans chacune des deux dernières formules (5), est supérieur au module de la somme des termes qui suivent; par conséquent ( — i)*Q et ( — i)*Q' sont positifs. Alors le polynôme ( — i)*P décroît constamment ( n° o2) quand e croît de — 6 à -f- 0 ; ce polynôme a d'ailleurs le signe -t- pour e = — 0, et il a le signe — pour e = 4- 0; donc il s'annule une fois, et une fois seulement, quand e croît de — 0 à -H 0. On voit aussi que ( — i)*P passe en s'annulant du positif au né-
gatif, et, comme ( — i)*Q reste positif, le rapport^
s'annule une fois en passant du positif au négatif.
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Si K est un nombre pair 2/1, la première des formules ( 5 ) devra être remplacée par
(— i)*P— -hCop"*cos/n€-^ . ..;
on a évidemment cos me }>sinw0, et, en conséquencr,
la fonction P ne s'annule pas quand e varie de — --
Maintenant, si Ton veut décrire la circonférence entière
de rayon p, il sera nécessaire et suffisant de donner à
l'entier K, dans la formule (4), 4^^* valeurs consécutives
quelconques, par exemple o, i, 2, 3» . . ., (4'w — i). A
chacune des 2w valeurs impaires de K répondra une
valeur de e comprise entre — ô et H- 0, pour laquelle le
P rapport - s'annulera en passant du positif au négatif. On
a donc, pour le cercle considéré, A = 2 m, et, comme le rayon p peut être choisi aussi grand que l'on voudra, on voit que ;
Une équation du degré m a précisément m racines.
Transformation des équations,
57. Le problème général dont il s'agit ici consiste à déduire d'une équation donnée,
une nouvelle équation dont les racines aient avec celles de la première une relation donnée. Le cas le plus simple est celui où chaque racine u de l'équation demandée est exprimable par une Jonction rationnelle donnée d'une racine z de la proposée, c'est-à-dire par une fonction égale au quotient de deux fonctions entières f{^)t^[^j*
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On a alors
Si l'équation proposée est du degré m, elle aura m racines z^y Zt, . . ., Zm^tj et il en résultera, pour iz, m valeurs correspondantes uo, W|, . . ., u„_i , d'où Ton peut conclure que Téquation en u doit être, comme la proposée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxième Section de cet ouvrage, sur l'importante question de la transformation des équations ; ici nous nous bornerons à examiner le cas particulier où les polynômes c& (z ) et 4» (2) sont du premier degré ; la formule ( 2 ) devient alors
a, ft, a'y h' étant des constantes données. On tire de la formule (3)
a — au
et, en substituant cette valeur de z dans l'équation (i), on obtient l'équation demandée, savoir :
Jà'u-b\
il ne reste plus qu'à chasser les dénominateurs, pour mettre cette équation sous la forme
(5) . F(ii)=o,
F(u) désignant une fonction entière de n.
11 faut remarquer que la transformation exprimée par la formule (3) peut être réalisée en exécutant successivement plusieurs transformations plus simples qui se présentent très-fréquemment dans l'Algèbre. En eifet,
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si a! n'est pas nul, la formule (3) peut être mise sous
la forme
hn! — ab'
•et l'on voit qu'elle résulte de l'élimination de z' z"^ z^ entre les quatre équations
-, ba! — àb* -,
2 = TTi « 1
Lorsque a' est nul, la formule (3) résulte de l'élimination de z' entre les deux
Il résulte de là que les trois formules
qui sont comprises dans la formule générale (3), expriment des transformations élémentaires dont la combinaison produit le même effet que la transformation linéaire la plus générale.
58. La transformation u = az di pour objet de former une équation dont les racines soient égales à celles de la
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proposée multipliées par un nombre donné a ; Téquation proposée élanty(z) = o, la transformée sera
/(^) = o ou /(;)=o.
en écrivant z au lieu de u.
On peut toujours supposer que le coefficient de la plus haute puissance de z dans f{z^ soit égal à i ; alors si, dans l'équation proposée,
/(*) — o ou 2'« -f- Al 3'"-* H- ... H- A;„_i z + A^ = o,
les coefficients A|, Aj, . . . , A^ sont des nombres commensurables ou des expressions algébriques de forme fractionnaire, la transformation précédente permettra de ramener ces coefficients à la forme entière, en disposant convenablement de l'indéterminée a. Eflfectlvement, après avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient
s^-hAïaz'^-^-hAja'z'^-^-^ . . . -4- A;„^i a'»-> z -h A;„ a"» = o,
el il suffira, pour remplir l'objet demandé, de donner à a une valeur telle, que les produits A^ a^ ne renferment plus de dénominateur.
Il faut remarquer le cas de a = — i ; alors la transformation a pour objet de changer les signes des racines de Inéquation proposée. Pour avoir la transformée en — ;: de l'équation y*(z) = o, il suffit de changer les signes de tous les termes de degrés impairs ou, si l'on veut, les signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant le premier changement, si l'équation est de degré pair, el le deuxième, si l'équation est de degré impair, le premier terme sera toujours le même dans la proposée et dans la transformée.
59. La deuxième des transformations élémentaires dont il a été parlé plus haut, savoir i^ = -^ a pour objet
Ç^oo^z
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de former une équation dont les racines soient les inverses des racines de la proposée. Si celle-ci est
(1) Ao 2'" -4- A, 8'«-» -4- . . . A«.-, « H- A;„ = O,
la transformée s'obtiendra en remplaçante par-> ou, si
Ton veut, par-*, faisons ce changement, multiplions en-
suite par z'^y et ordonnons par rapport aux puissances descendantes de z, il viendra
(2) A««'»-4- A;„-.iz'»-* -4- . . . -hAjî -f- Ao = o.
C'est ici l'occasion de présenter une remarque importante relativement aux racines qui peuvent devenir infinies. Supposons que les coefficients
Ao, A,, Aj, . . ., A,„
dépendent d'une quantité t susceptible de recevoir diverses valeurs, et que, pour la valeur t= fo, les modules des n derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi les m racines de l'équation (i), il y en a /i qui se réduisent à zéro pour ^ = to, et par conséquent les modules de leurs inverses deviennent infinis ; donc, quand t tend vers la limite to, les modules de n des m racines de Téquation (2) tendent vers l'infini; à la limite, cette équation (2) se réduit au degré m — /i, et elle n'a plus que m — n racines finies.
60. Il peut arriver que les équations (i) et (2) du numéro précédent coïncident. Dans ce cas, l'équation proposée est dite réciproque; l'inverse d'une racine quelconque est aussi une racine.
D'après ce qui précède, siy(z) = o est une équation
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réciproque du degré m, on aura idenliquement
). étant un facteur indépendant de z. Faisant ^ = -f- i , puis z = — I , il vient
Siy(i) ety( — i) ne sont pas nuls, c'est-à-dire sif[z) n'est divisible par aucun des binômes z -h i, z — i , on voit que \ = i et que le degré m de Téquation est un nombre pair 2|ùi. L'identité
(i) /(.) = zV/(l)
montre que Ton a alors
en sorte que les coefficients de deux termes également éloignés des extrêmes sont égaux et de même signe.
Supposons maintenant que F(^) = o soit une équation réciproque pouvant admettre les racines -f- i et — i , et soit
(3)' F(3) = (z-iK(z + .)»/(^).
f{z) n'étant pas divisible par z±i; il est évident que réquationy*(-z) = o est réciproque, et en conséquence le premier membre y (-z) a la forme indiquée par la formule (2). Maintenant, à cause des formules (i) et (3), on a ridentité
F(z) = (— i)Ps»î*+a»-»-7f(- ) ;
il en résulte que, si p est pair, les coefficients des termes également distants des extrêmes dans F (z) sont encore
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égaux et de même signe. Mais, lorsque p est impair, les coefficients des termes également distants des extrêmes sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas, lorsque q est impair, l'équation proposée est de degré pair, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul.
61. Les équations réciproques sont susceptibles dVibaissenient, c'est-à-dire que leur résolution peut se ramener à la résolution d'équations de degré moindre. Gomme on peut touj.ours supposer qu'une équation réciproque ait été débarrassée des racines -h i et — i qu'elle peut avoir, elle sera nécessairement d'un degré pair 2|x, et l'on pourra lui donner la forme
Ao (^•'-+- i) -+- Al U-' -^ ~ ) -t- ... + A,.i [z-^l^-^ k^ = y
Gela posé, si l'on fait
et généralement
puis que l'on multiplie V„_i --z"-* H- -^^ parj!r=r:H — î on trouvera
ou On a
Vi^x, Vo--.:2,
et, en faisant usage de la formule précédente, on pourra exprimer successivement V2, Vj, V4, . . . par des fonctions de x\ il est évident que V« sera une fonction en-
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tîère de x du degré n. On trouve
D'après cela, l'équation proposée pourra être ramenée à une équation du degré |x en jc, et les racines z de la proposée seront données par la formule générale
z' — jrz H- 1 - - o, d'où
Il faut remarquer aussi que le premier membre de l'équation proposée est égal au produit
jco, jfi, . . . , Xy^i désignant les ^ racines de l'équation en X.
62. La transformation « = z -h a a pour objet de former une équation dont les racines soient égales à celles de la proposée augmentées d'une quantité donnée a ; l'équation proposée étanty*(z) = o, la transformée sera f(u — a) = o ou f[z — a) = o, en écrivant z au lieu de i/. Si l'on ordonne par rapport aux puissances de Zj cette transformée sera
On pourra disposer de l'indéterminée a de manière à faire évanouir Tun, des termes de cette équation. Ainsi Ton fera disparaître le terme en z"*"* si l'on détermine a
par l'équation
//«-i(_>a)==ro.
lyfo coms n'ALafeBTiK supiSniF.niF.
Supposons, par exemple, que Téquati on proposée soit
on a
•^^ = 3z«-^2Pz-hQ,
L'équaliony'''(z) = o donne ^ = — -=; sî donc on yeut
P faire disparaître le terme en z^, il faudra prendre a = r-
Les formules .précédentes donnent
J P\ aP» PQ ^
et la transformée sera
La transformation linéaire générale exprimée par
la formule
az -^ h h' u — b
a — an
fournît le moyen, à cause des indéterminées a, i, . . ., de faire disparaître deux termes d'une équation. Considérons, par exemple, Téquation du troisième degré,
2» -I- Pz* -h Qz -h R = o;
la transformée en 11 sera
Ao a* -4- A| w* -h A, m- A3 = o,
SECTIOJX I. CHAPITRE III. l4x
en posant, pour abréger,
Al =: // [ — 3fjb' -+- P (ab' -h ^a' ) — Qaa' ]
-\- a' [Pbb' — Q [ab' -^ba')-^ 3Rûfl'],
A^= — b['^3bb' -hV(ab' -+-ba')—qaa''] — a [Pbb' — Q {ab' -h ^a' ) -+- 3Rao'],
A, rii — ^»» -+. Pflft* ~ Qa* ^ -h Ra».
Déterminons maintenant les arbitraires a et a' de manière que l'on ait
comme on ne peut admettre que ab' — ba' soit nul, puisqu'alors u ne dépendrait pas de z, les deux équations précédentes se réduiront à
— 3^^' 4- P [ab' -\-ba')-- Qaa' = o, Pbb' — q[ab' ^ba')'h 3Raa' = o;
si on les résout par rapport kbb' elab' -^ ha! ^ on trouvera
bh' _ 3PR — Q« £ y _ PQ — ç)R aa'^ pi—SQ"' û "^"^ ~ "" P«— 3Q '
en conséquence, - et -7 sont les racines de l'équation du deuxième degré
(P*- 3Q) f*- (PQ - 9R) f -+- (Q«~ 3PR) = o
Désignons par t et d les racines de cette équation et pary(z) le premier membre de l'équation proposée; les quantités a et a restant indéterminées, nous ferons a'z=.a= — 1; la ti*ansformée en u se réduit alors à
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ses trois racines seront exprimées par la formule
et celles de la proposée seront données par la suivante :
(/fin
Cette formule peut être ramenée à une expression plus simple, mais nous n'insisterons pas sur ce sujet, qui sera plus tard Fobjet d'une étude approfondie ; il nous suffit ici d'avoir montré comment la transformation linéaire peut conduire à la résolution générale des équations du troisième degré. Ajoutons que la même transformation fournil aussi la résolution générale des équations du quatrième degré, car elle permet de faire disparaître la première et la troisième puissance de l'inconnue, au moyen d'une équation du troisième degré. La proposée se trouve alors remplacée par une transformée que l'on sait résoudre, puisque celle-ci peut être abaissée au deuxième degré.
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DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L^ ÉLIMINATION
De l'élimination,
64. Après avoir exposé les propriétés générales des fonctions entières d'une variable et des équations à une seule inconnue, nous devons parler des fonctions entières de plusieurs variables et des équations algébriques simultanées.
Une fonction entière de plusieurs variables est un polynôme entier et rationnel relativement à chacune des variables, et Ton nomme équation algébrique toute équation qui peut être ramenée à la forme V = o, V désignant une fonction entière.
Un système de n équations algébriques admet, en général, comme on le verra, un nombre limité de solutions, quand le nombre des inconnues est égal à n. Mais, si ce dernier nombre est seulement n — i , les équations proposées n'admettront point de solution, à moins qu'une certaine équation de condition ne soit satisfaite : les procédés par lesquels on parvient à former cette équation de condition constituent ce qu'on nomme Vélimination, et l'équation obtenue est dite équation finale.
Supposons que l'on ait n équations algébriques entre n inconnues
et que ces n équations soient satisfaites par les valeurs
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simultanées
regardons z comme une quanllté connue, les équations proposées ne renfermeront plus que n — i inconnues; elles admettront d'ailleurs un système de solutions communes si l'on donne à ^ la valeur de a; donc Téquation finale en z obtenue par l'élimination de Zj , Zj, . . . , z„^^ entre les proposées devra admettre la racine a. D'après cela, on peut dire que V équation Jinalc qui résulte de T élimination de n — I inconnues z^, Za» • • • ? ^n-^t entre n équa^ tîons, contenant en outre l'inconnue z, a pour racines les dii^erses ^valeurs de z qui concourent, auec des valeurs con\^enables des autres inconnues, à former les systèmes de solutions des équations proposées.
Il faut remarquer que l'élimination n'a pas d'autre objet que la formation de l'équation finale ; la résolution d'un système d'équations simultanées constitue un problème distinct. A la vérité, pour traiter ce dernier problème, on peut et l'on doit même en général faire usage de l'élimination ; mais on conçoit aussi que l'on puisse aborder la solution par d'autres voies.
Sur le nombre des termes que peut contenir une fonction entière d'un degré donné.
65. Considérons d'abord une fonction homogène et entière des n •+- i variables
et du degré m. Si cette fonction est la plus générale de son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction faite d'un coefficient constant, seront de la forme
*•* *» • • • */« •'«-ri »
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la somme des exposants «i , «2» • • • > ^//+» étant égale à m. Le nombre total des termes dont il s'agit est précisément celui des combinaisons complètes m à m des n 4- i letti*es ^o ^3> • • • t Zn^\ j combinaisons dans lesquelles une même lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre de ces combinaisons complètes est égal au nombre des combinaisons simples de /i 4- /w lettres m à m, et voici d'ailleurs comment on peut établir l'égalité de ces deux nombres. Supposons que l'on ait écrit toutes les combinaisons complètes des n+i lettres ^oZs, . . .,z„^i,mà/n, de manière que dans chacune d'elles l'indice d'une lettre ne soit jamais supérieur à l'indice de la lettre suivante ; désignons par Â l'ensemble de toutes ces combinaisons. Supposons que l'on ait formé en même temps toutes les combinaisons simples des 72 + /'ï lettres Z|, ^a, ..., Zn.^jnyfn à m, de manière que dans chaque combinaison les indices des lettres forment une suite croissante, et désignons par B Tensemble de ces combinaisons . 11 est évident que si , dans chaque combinaison B, on retranche respectivement les nombres o, i,2,3, . . ., (w — i) des indices des lettres successives, on obtiendra une combinaison A; réciproquement, chaque combinaison A se changera en une combinaison B, si l'on augmente respectivement les indices des lettres successives des nombres o, i , a, 3, . . ., (m — i) , D'ailleurs, par l'opération dont il vient d'être question, deux combinaisons diilérentes de l'un des systèmes A et B se changent en deux combinaisons nécessairement distinctes ; donc les deux systèmes renferment le même nombre de combinaisons . 11 résulte de là qu'une fonction entière et homogène du degré m dépendant de n-^i variables a, dans le cas le plus général,
termes.
A (g. sup,^ l. lo
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Si, dans cette fonction homogène, on pose z„^i = i, on obtiendra la fonction entière la plus générale de n variables et du degré m; le nombre total des termes d'une telle fonction est donc aussi représenté par l'expression précédente.
66. Nous désignerons généralement par le symbole N(7i, m) le nombre des termes contenus dans la fonction entière la plus générale de n variables et du degré m; on aura alors
le second membre de cette formule ne change pas quand on échange entre elles les lettres n et m, car on peut lui donner la forme
on a donc aussi
L'expression (i) se réduit à i pour n = o, et la même chose a lieu à Tégard de l'expression (2), quand on y fait m = o ; on a donc
(3) N(0,W)=:I, N(AI,ol-rI,
ce qui est conforme à notre définition du symbole N (/2, m) ; on doit admettre que les formules ( 3 ) subsistent quand on fait m = o dans la preniicre, et /i = o dans la seconde, et nous aurons
N(o, o)l=i, ce qui exprime simplement une convention. Enfin, dans
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ce qui va suivre, rentier m pourra recevoir des valeurs négatives, et nous conviendrons que, pour de telles valeurs, on a
lors même que n aurait la valeur zéro.
Si Ton remplace m par m — i dans la formule (2), on aura
et par suite, en supposant n > i,
-ml \ lat \ ('W H-l) f/W -|-?.)...(/»-4- 72 — l)
li /7, /?l)—N 71, /W— I ==^ i-i o ( \ "
on
Cette formule a été établie dans l'hypothèse de m positif et de 71 > I ; mais, d'après notre définition du symbole N, on reconnaît qu'elle subsiste quand m est nul ou négatif, et quand n est égal à i . Si l'on y remplace m successivement par 7», m — i, m — 2, — , [m — /Wf 4- i), et qu'on ajoute les m^ équations résultantes, il viendra
N (/i, /w) — N (/!, /w — /Wj) irrN (/ï — I , m) -+• N (/f — i , m — i ) -h . .. -hN(/ï — I, m — /?j| -i-i),
formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre entier m^ supposé positif.
Si l'on pose
la formule précédente pourra s'écrire comme il suit :
cr
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le signe \ du second membre indiquant qu'il faut donn
successivement à /uii les valeurs o, i, ?.,... , (w| — i) dans Texpression N ( w — i , m — ^i^ ), et l'aire ensuite la somme des résultats.
Soient m2y m^y . . . , nik des nombres positifs quelconques, et posons encore
A;;i3 ^m, ^m^ ^ ( ''. ''^ ) = '^/ii, ^m, N ( W, /^O — ^m, *^//i, N ( /?, W — w/,
Si l'on suppose que k ne soit pas supérieur à «, on aura, en appliquant successivement À' fois le théorème exprimé par la formule (5),
le signe N exprimant qu'il faut faire la somme de toutes
les valeurs que prend N [n — k, m — a, — u^ — . . . — u^), quand on emploie successivement tous les systèmes de valeurs nulles ou positives des indéterminées /ut|, jijt^, . . . p;t, tels que Ton ait
Le nombre des termes contenus dans le second membre de la formule (7) est ainsi égal au produit mi Wo. . .m^. Si le nombre /r est égal à n, chacun des termes dont nous venons de parler se réduira à i ou à o. Supposons qu'ils se réduisent tous à 1, la formule (7) donnera
(8) A„i„ A/;i,.-, • • -^m. N(//, ni) =z m, w,. . .m„.
Mais, pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la quantité m — p* — ^j. — ... — p,o qui ligure sous le
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signe \ dans la formule (7), ne soit jamais négative, et la condition pour qu'il en soit ainsi est
(9) m = ou > (mj — i) -i- (mj — I ) H- . . . -j- (m„ — i).
Si cette condition n'est pas satisfaite, comme les indéterminées fXf, iJi2y ' • varient de o à 777| — r, de o à ma — I , . . . , respectivement, la somme p , -f- uo -H . . . -f-p/i prendra au moins une fois chacune des m -|- i valeurs 0, I, 2, . . ., m; donc, dans le second membre de la formule (7), où Ton suppose Â" = 71, il y a plus de m termes égaux à I , et Ton a alors
(îo^ ^,„^ A;„^_,. . .A,„. N(/7, m) >m.
67. J'établirai encore ici une inégalité qui nous sera utile dansce qui va suivre, et que l'on conclut très-facilement des formules (4) et (6). Le nombre que représente le symbole N n'étant jamais négatif, il en est de même des expressions dont la valeur est fournie par la formule (7) ; alors les formules (4) et (6) nous donnent
Ainsi on aura généralement
en changeant m en m — mj^, et en écrivant dans le second membre
au lieu de N (w, m — m^), on aura >-(/,, TO-/7ï;t)>A^,_,...A;„.N(/i,./n)-A„„...A;„.N(/?,/;0. Cela posé, on a l'identité
N(«, m — /Wj) =rN (/i, m) — A,„,îî(//, ^i), ei eu. donnant à à les valeurs 2, 3, ... , /v, dans rinégalilc
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que nous venons d'obtenir, il vient
N[/i,m — /W;t)>A,„,_,. . .A,„,N(», m) — A,„,. . .Am, N(/i, /n).
Si l'on ajoute ces inégalités avec Tégalité qui les précède, on aura
N (//,./« — m,) -h N(/î, m — m,) -h. . .-h N(/i, m — mte)
ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut remarquer que le signe ]> n'exclut pas ici l'égalité.
Du nombre des termes d'une Jonction entière, gui ne sont pas divisibles par des puissances données des variables,
68. Soit V une fonction entière et complète du degré m des n variables
et cherchons combien il y a, dans le polynôme V, de termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes
mi, ma, ..., m^ étant des exposants entiers quelconques dont le nombre h est égal ou inférieur à n*
Si mi est inférieur à m, la partie de V qui est divisible par z'^» est égale au produit de ce monôme par une fonction entière du degré m — m^, laquelle doit être un polynôme complet, car autrement la fonction V ne serait, pas complète ; donc le nombre des termes de V qui.sout
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divisibles par ^7* ^st
et ce résultat subsiste quand nti est supérieur à m, puisqu'alors Texpression précédente est nulle. Il résulte de là que le nombre des termes de V«qui ne sont pas divisibles par z'"* est
ou, diaprés notre notation,
Am.N(«, m).
Représentons, pour un moment, par cTT!» («, m) le nombre des termes de Y qui ne sont divisibles par aucun des monômes
la partie de V qui est divisible par ^J'* est le produit de zfK par une fonction entière du degré m — m^t, et dans cette fonction il y a i)b (ti, m — w^) termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes s^S • • • » ^i^r' î ce nombre exprime aussi combien il y a, dans V, de termes qui ne sont pas divisibles par les mêmes monômes, mais qui le sont par 2?*. Il résulte de là que le nombre des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des monômes
est égal à
X(/^ m] — 5b(w, /n — niig)
n:i, si Ton veut, à
Mais nous avons vu qu'il y a, dans la fonction V, ^//*,N(/i nij termes non divisibles par z'J**; donc il y en a
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A/«, ^m, N («, m) qui ne sont divisibles ni par^^i ni par z'^' ; pareillement A^^ ù^^ A„^ N (n, m) est le nombre des termes non divisibles parTun des trois monômes 2:7», cj'% z7S et ainsi de suite, en sorte que TexpressioD
représente le nombre des termes de la fonction V qui n*admettent pour diviseur aucun des monômes
lied ucf ion d' une fonction entière de plusieurs quantUcs assujetties à satisfaire à un pareil nombre d'équations données.
Soient
h équations algébriques des degrés respectifs m^ ,m2 ,.,.jm^ enti*e les variables
dont le nombre n est au moins égal à k,
INous supposerons non-seulement que ces équations soient complètes, mais encore que les coefficients de cliacune d'elles demeurent indéterminés, en sorte qu'il ne puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous établirons la proposition suivante :
Soit S une fonction entière quelconque des variables Zi , ^2, . . . , il sera toujours possible de tirer des équations (i) les valeurs des puissances
qui saronf ainsi exprimées par des fonctions entières ne
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contenant ^i , 32> • • • > ^A qu'avec des exposants inférieurs à THi , 77«2, . . . , jukrespectii^ement. En outre^par la substi" tution de ces ^valeurs, on pourra Jaire disparaître de la Jonction S tous les termes divisibles par l'un des monômes {11),
Cette proposition est évidente quand le nombre h est égal à l'unité; dans ce cas le système (i) se réduit à une seule équation de laquelle on pourra tirer la valeur de ^7*î la substitution de cette valeur abaissera le degré de S ; si ce degré reste supérieur à m^ , de nouvelles substitutions pourront évidemment le réduire au-dessous de mi . Au surplus, la réduction peut être opérée immédiatement en divisant S par V| ; si Ton désigne par — T| le quotient de cette division et par S' le reste qui est de degré inférieur à mi, on aura
en sorte que, pour atteindre le but proposé, il suffira d'ajouter à S le produit T|V|.
Lorsque le nombre h est supérieur à i , si les degrés /7/{ , ma, . . . y mk des équations (i) sontégauxentre eux, on voit tout de suite que Ton pourra résoudre ces équations par rapport à -z'"S ^TS • • • > -/T* > puisque nous leur supposons la plus grande généralité possible ; mais on aperçoit moins facilement, même dans ce cas particulier, la marche qu'il faut suivre pour faire disparaître de la fonction S les termes divisibles par l'un des monômes (2). Le procédé est pourtant le même que dans le cas de Â" = i; mais il faut l'appliquer d'une manière convenable, afin qu'aucune des substitutions qu'on exécute ne fasse reparaître des termes déjà disparus par des substitutions précédentes.
Quels que soientle nombre A" etles degrés /W| , Wa ,...,/?/;{ , je dis qu'on peut trouver des polynômes T| , Ï2, . . . , Ta
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tels que la somme
ne renferme plus aucun terme divisible par l'un des monômes (2); j'ajoute qu'en général ces polynômes ne seront pas complètement déterminés et qu'ils pourront en conséquence être choisis de plusieurs manières différentes. En efièl, désignons par m le degré de la fonction S et prenons pour T|» Ta,..., T* les fonctions entières les plus générales des degrés respectifs
nt — /?2j, m — /Wj, . . . , fn — m^.,
chacune de ces fonctions devant toutefois être réduite à zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré est négatif.
Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans le premier membre de la formule (3) sera évidemment
( 4 ) ISin, m — m^) -f- N [ /i, /w — /w j ) ^- . . . -f- N ( //, w — nij,);
d'ailleurs ce premier membre est un polynôme complet du degré m qui renferme N («, m) termes, al parmi ceux-ci il y en a (n*' 68) '
qui ne sont divisibles par aucun des monômes (2). Le nombre des termes de l'expression (3) qui sont divisibles par l'un des monômes (2), termes que nous voulons faire disparaître, est donc
Or on a vu au n** 67 que le nombre (4) n'est jamais inférieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues dans la formule (3) seront toujours en nombre suffisant pour l'évanouissement de tous les termes divisibles par l'un des monômes (2).
SECTION I. — CHAPITnE IV. JOD
La fonction S est quelconque ; si on la réduit successivement aux monômes (2), on voit, par ce qui précède, que chacun de ces monômes sera exprimable par une fonction entière qui ne contiendra les variables ^i , Zj, . . . ,x:a qu'avec des exposants inférieurs à /W|, m^y^^nik respectivement.
Elimination de n — i inconnues entre n équations algébriques, — Tliéoreme de Bezout relatif au degré de V équation finale,
70. C'est en partant des considérations qui précèdent que Bezout est parvenu à établir, comme nous allons l'expliquer, le principe fondamental de la théorie de l'élimination.
Soient
n équations algébriques des degrés m^j mj, . • . , nin respectivement et contenant n inconnues
nous supposerons, comme au n" 69, que chacune des équations proposées est la plus générale possible, et qu*il n'existe aucune relation entre les coefficients.
Considérons les n — i premières équations (i); d'après ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces équations les valeurs de
et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entières qui ne renfermeront les inconnues ^i, Z2, ..•♦ ^/i-i qu'avec des exposants inférieurs à mi, /«a,. . ., nin^i respectivement.
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Cela posé, soit T;, un polynôme complet d'un degré indéterminé que je représenterai par m — m„. Si Ton multiplie par T„ la dernière des équations (i) qui est du degré niny elle deviendra
et je dis qu'on peut réaliser l'élimination des n — i inconnues Z|, Zj, . . ., Zji^^y par le moyen des arbitraires contenues dans T„ et avec le secours des n — i premières équations (i). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées, l'équation (2) deviendra l'équation finale et le nombre m exprimera son degré.
Le premier membre de l'équation (2) est un polynôme complet du degré m, et il renferme , en conséquence, N (71, m) termes; mais quand, au moyen des n — i premières équations (i), on aura fait disparaître (n** 69) tous les termes divisibles par l'un des monômes
il n'en restera plus que
A//i„-.-.-Am,^n.N(/l, m);
par conséquent, pour que l'élimination puisse s'exécuter, il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans T„, tous ces derniers termes disparaissent, à l'exception des 777 -4- I qui ne renferment que la seule inconnue rr^. Ainsi le nombre des termes qu'il faut faire évanouir est
(4) ^«„-.. • .Am,A,;,.N(/7, m) — (m 4- i).
Le polynôme T,, étant complet et du degré m — 771,,, il renferme N (71, 772 — 7^^„) termes; mais le nombre des coefficients dont on peut disposer pour l'élimination est beaucoup moindre. En effet, il est évident qu'avant d'effectuer le produit T«xV,i, qui doit former le premier
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membre de Téquation (a), rien n'empêche de faire disparaître de T« tous les termes divisibles par Tun des monômes (3); il ny aura d'arbitraires dans T„ que les cucfUcients des termes restants dont le nombre est
en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer tous les autres nuls, puisqu'il est possible de les faire disparaître. Enfin on peut choisir arbitrairement Tun des coefficients du polynôme T^ ainsi réduit, car cela revient à multiplier l'équation [9.) par une constante; donc le nombre des arbitraires utiles pour l'élimination est seulement
On voit d'après cela qu'on pourra faire disparaître les inconnues z^y Z2, . • ., Zn-t de l'équation (2), en résolvant simplement un système d'équations du premier degré entre un pareil nombre d'inconnues, si les expressions (4) et (5) sont égales entre elles. En écrivant que CCS expressions sont égales, il vient
OU
or, le second membre de cette formule n'étant pas supérieur à m, il est nécessairement égal au produit m^m^. , .nifiy d'après la formule (8) du n** 66; car la condition (9) que suppose cette formule sera évidemment remplie. On a donc
et l'on peut dès lors énoncer le théorème suivant : Le degré de l' et/ nation finale {/ai résulte de l'eUnii-
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nation de n — i inconnues entre n équations à n inconnues est égal au produit des degrés de ces équations, lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients demeurent indéterminés.
71 . La démonstration que nous venons de présenter repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du polynôme T;, sont complètement déterminés par les équations du premier degré auxquelles ils doivent satisfaire. Or, bien que le nombre de ces équations soit égal à celui des arbitraires, et que les équations proposées aient la plus grande généralité possible, on pourrait craindre de se trouver ici dans Tun des cas d'incompatibilité dont l'existence est bien connue ; il est facile de montrer qu'il n'en peut être ainsi.
En effet, supposons que les équations proposées se réduisent à
a étant une constante donnée. Dans ce cas, on a
et la fonction qui réalise l'élimination peut être déterminée a priori. Si, en effet, on pose
m m ^=z /Tij wîj . . ./W;i, fn =r — 9
le polynôme T« aura pour valeur
car, en employant cette valeur de T„, on a
ou, à cause des n — i premières équations proposées,
Il est évident que, si l'on applique à ce cas particulier la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette même valeur- de T« que nous venons de former ; il en résulte que les équations qui déterminent T;, ne peuvent offrir d'impossibilité en général, puisqu'elles n'en présentent pas quand on donne certaines valeurs particulières aux coefficients des équations proposées.
Nous ajouterons encore une remarque fort importante. Le raisonnement du n° 70 a conduit, par l'élimination de n — I inconnues entre n équations, à une équation finale dont le degré est égal au produit des degrés des équations proposées ; mais on peut se demander si ce degré ne serait pas susceptible de s'abaisser par l'évanouissement de quelques termes, ou s'il ne serait pas possible, en suivant une voie diff'érentej^ de déduire des équations proposées une équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir qu'il n'en est rien, tant qu'il s'agit d'équations générales; effectivement, dans l'exemple que nous venons de considérer, on reconnaît a priori que l'équation finale est
et son degré est égal au produit des degrés des proposées. Or ces dernières sont comprises dans les équations générales du n^ 70 ; donc l'équation finale qui en résulte est nécessairement comprise dans l'équation finale qui se rapporte au cas général.
On arrive à la même conclusion en considérant n équations des degrés m,, mn, , , ,, nin respectivement, dont chacune soit décomposable en facteurs linéaires de la forme
«, Zj -h a, z, -h . . . -f- a» 3„ -h a,
«1, ^2, ... étant des coefficients indéterminés. Le système de ces équations peut évidemment être remplacé par m = /7i| ma ,..m„ systèmes formés de n équations du pre-
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mîer degré ; chacun de ceux-ci fournit une équation finale du premier degré, et le produit des m équations finales ainsi obtenues est Téq nation finale relative au système proposé.
Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évidemment impossible de tirer des équations proposées une équation en 2,,,
dont le degré soit inférieur à m ; donc la même chose est également impossible dans le cas des équations générales.
72. L'analyse que nous venons de développer montre qu'on n'obtiendrait pas la véritable équation finale, dans le cas où le nombre des équations est supérieur à 2, si au lieu d'éliminer les inconiiues à la fois, comme nous l'avons fait, on voulait procéder par éliminations successives; car supposons le cas des trois équations générales des degrés respectifs mj, m^, m^ entre les inconnues Z\, Z2, 23. Si l'on élimine Zi entre la première équation et chacune des deux autres, on obtiendra deux équations finales des degrés m^ m^ et m, ms, puis l'élimination de Z2 entre ces deux dernières fournirait une équation dontledegrépourraits'éleverjusqu'àwJw2ms, tandis que la vraie équation finale est seulement du degré m^ m^mi. Le cas des équations du premier degré est le seul où Ton puisse procéder par éliminations successives.
Sur la résolution des équations algébriques simultanées,
73. Lorsqu'on sait former l'équation finale qui résulte de l'élimination de n — i inconnues entre n équations données, on peut aussi, d'après une remarque due à Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli-
SEGTIOM I. CHAPITRE IV. l6l
minées qui répondent à chaque racine de Féquation finale. C'est ce que nous allons développer. Reprenons les n équations
(i) Vi = o, V, = o V„=ro,
des degrés respectifs m^yin^j .\ .^nin entre les inconnues Z\y Zj, . . ., z„, et supposons, comme nous l'avons fait jusqu'ici, que ces équations aient la plus grande généralité possible.
Posons
a,, «2) • • • > «/ï-f étant des coefficients indéterminés, et prenons z pour inconnue à la place de z„ ; il faudra, dans les équations (i), remplacer Zn par la valeur
2/1 = 2 — (aj z. H- aj 2, -4- . . . -l-a„_, z^^^ ] ;
cette substitution ne changera pas le degré des équations, et celles-ci deviendront
(3) Ui=ro, U, = o U„ = o.
Sil'on élimine Z|, 2:2» • • «^^/i-i entre les équations (3), on obtiendra une équation finale en z dont le déparé m sera
m "=. ffi^ /Wj . . . tn^y
et qui contiendra dans ses différents termes les /i — t indéterminées (Xi, a2, . . ., «/!_«. On peut chasser les dénominateurs qui seraient fonctions de «i, «2; • • • ^t, en ordonnant le premier membre par rapport à ces indéterminées, Téquation finale en z sera
(4;/{z)-^[a,Fi(z)-+-a,F,(z)-4-...H-a„^iF;,.i(z)]-+^...=:o.
On retrouvera Téquation finale relative aux équations proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées s. — Alg. sup.f I. II
a; on a effectivement alors z = z„y et l'équation (4) se réduit à
(5) f(zn]=o;
mais rindétermination des quantités a va nous fournir des résultats plus étendus. Si, dans Téquation (4), on remplace z par sa valeur tirée de la formule ( a ) et que l'on fasse usage des formules connues
il viendra, en ordonnant par rapport aux a,
^ ^ ( -*-««-,[«„-!/' (3«)-hF„_,(3„)]} + ...=0.
Cette équation (6) résulte de la combinaison des équations (i) entre elles, et elle est nécessairement satisfaite, quelles que soient les indéterminées a, par tous les systèmes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les équations proposées. Si l'on suppose que ces indéterminées soient nulles à l'exception d'une seule a^, le premier membre de la formule (6) se réduira à un polynôme ordonné suivant les puissances de a^, et il ne pourra être identiquement nul, à moins que les coefficients des diverses puissances de «^ ne soient nuls. Ainsi, en particulier, on aura, outre l'équation (5),
pour toutes les valeurs i, a, . . ., (/i — i) de l'indice u, ce qui donnera
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Dans le cas particulier où le premier membre de chacune des équations (i) est un produit de facteurs du premier degré à coefficients indéterminés, Téquation (5) n'a point de racines égales, et par suite elle n'en peut avoir ùans le cas général. Donc, si Ton remplace Zn par Tune des racines de Téquation finale (5), la dérivée y'(2r„) ne sera pas nulle, et les formules (7) ne deviendront point illusoires, à moins que Ton n'attribue des valeurs déterminées aux coefficients des équations proposées.
74. La méthode précédente conduità d'autres formules qu'il convient de remarquer et qu'on obtient en égalant à zéro les termes que nous n'avons pas considérés dans la formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puissance supérieure à la première de l'une des indéterminées a, soit un produit de puissances de plusieurs de ces indéterminées. Par exemple, si l'on représente par F^,^(z) le coefficient de a^a^ dans le premier membre de l'équation (4)> les indices 11 et v pouvant être égaux, et qu'on égale à zéro les coefficients de aj et de a,^a^ dans l'équation (6), il viendra
La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de z^^
Les formules (8) et (9) sont plus compliquées que les formules (7); mais, quand on passe du cas des équations générales à celui des équations particulières, les formules (7) peuvent devenir illusoires, et dans ce cas les formules (8) et (9) les suppléeront. Celles-ci peuvent à
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leur tour devenir illusoires et exiger l'emploi d'autres formules qu'on pourrait pareillement tirer de l'équation (6); mais il n'est pas utile d'insister davantage sur ce sujet.
75. Les équations ( 5 ) et (7) sont, d'après notre analyse, une conséquence nécessaire des équations proposées; soit Vji= o l'une quelconque de celles-ci, et désignons par VJ^ le résultat que l'on obtient quand on remplace dans V^, Zj, Z2v»^/i-f par les valeurs (7). La fonction V^ sera de la forme
4>^(z„) étant une fonction entière. Effectuons la division de ^^[z„) pary (z,, ) , de manière à obtenir un reste ç^ (zn) de degré inférieur à m, et désignons par Ypi(z«) le quotient de celte division, on aura
Gela posé, puisque les équations ( 7 ) résultent des proposées, il en sera de même de Téquation VJ^ = o, laquelle se réduit à
Or celle-ci ne peut avoir lieu que si f^{zn) est identiquement nul, car ce polynôme est au plus du degré m — i , et nous savons qu'on ne peut tirer des équations proposées une équation finale en Zn d'un degré inférieur à /n. La précédente valeur de V^ se réduit donc à
d'où il résulte que les équations proposées sont satisfaites
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par tous les systèmes de valeurs des inconnues tirées des équations (5) et (7); ce qui est la réciproque de la proposition établie au n** 74. Ainsi se trouve démontré cet important théorème :
Le nombre des systèmes de solutions communes à plusieurs équations renfermant un pareil ^nombre d'inconnues est égal au produit des degrés de ces équations, lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients demeurent indéterminés.
En particulier, deux lignes des degrés m< et m^se coupent en mi 7712 points ; trois sut faces des degrés m^^m^^ni^ se coupent en ntim^m^ points.
On dit qu'une courbe algébrique plane ou gauche est de Tordre m, lorsqu'elle est rencontrée en m points par un plan quelconque. L'intersection de deux surfaces des degrés m^ etmj est donc en général une courbe de l'ordre Wi /W2, car le nombre des solutions communes à trois équations des degrés m^ , ma et i est m^ X m,^ X i - Ainsi l'intersection de deux surfaces du deuxième degré est en général une courbe du quatrième ordre; mais il peut arriver, dans les cas particuliers, que cette courbe se réduise, soit à une courbe du troisième ordre et à une droite, soit à deux courbes du deuxième ordre, c'est-à-dire à deux coniques.
Remarque sur la méthode d'élimination de Bezout, — Méthode d'Euler*
76. La méthode d'élimination de Bezout, exposée au n" 70, consiste à multiplier l'une des équations proposées,
par un certain polynôme, et à employer les autres équa-
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lions pour faire disparaître quelques-uns des termes contenus dans le produit; Télimination s'achève ensuite en disposant convenablement des arbitraires que renferme le polynôme multiplicateur. Mais, d'après ce qu'on a vu au n° 69, cette manière d'opérer revient à ajouter entre elles toutes les équations, après les avoir multipliées par certains facteurs ; donc, si l'on'rcprésente par
l'équation finale qui résulte de l'élimination de ^f , ^a,. .., z„^i entre les équations (i), on aura identiquement
T<, Ta,..., T^, étant des fonctions entières des inconnues convenablement choisies.
77. Dans V Introduction à V Analyse infinitésimale^ Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une méthode qui revient au fond à celle de Bezout. Représentons les deux inconnues par x eiy et supposons que les équations soient l'une du degré m, l'autre du degré n ; ces équations ayant été ordonnées par rapport à^, représentons par
leurs premiers membres. La méthode d'Euler consiste à multiplier respectivement les polynômes Y^ et Va par les facteurs indéterminés
• Ml = P' 7«-* -+- A V~« -h B' j"-» -f- C j"-* -f-
à exprimer ensuite que les coefficients des mêmes puissances dej^ sont égaux dans les produits Mj V| , M2 Va, et
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ft éliminer enfin les m-f- « — a indéterminées A, B,..., A^ B',..., entre les m-hn — i équations du premier degré
PA'+QP'=P'A+Q'P,
PB' -h QA' -+- RP' = P'B -4- Q' A 4- R'P, PC'-f-QB'H-RA'-h SP' =P'C + Q'B-f-R'A-+-S'P,
ainsi obtenues.
Les m-{-n — 2 premières des équations précédentes donnent pour les indéterminées A, B,..., A', B',..., des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer le même dénominateur /^; les facteurs Mj et Ma auront donc la forme
T| et T2 étant des fonctions entières de x et y, et il est évident que notre équation finale sera
T,Vt-4-T,V, = o.
78. S'il s'agit, par exemple, d'éliminer j^ entre les deux équations du deuxième degré
on sera ramené par le procédé d'Eulerà éliminer A et A' entre les trois équations
PA— P'A = (PQ' — QP'), QA'-Q'A=— (RP' — PR'), RA'— R'A=:o,
ce que Ton peut faire en ajoutant ces équations après les avoir multipliées respectivement par les facteurs
QR' — RQ', RP' — PR', PQ'-QP';
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il vient ainsi
(PQ' — QP') (QR'-RQ')-(RP'— PR7:^o.
Si Ton tire des équations qui précèdent les valeurs des indéterminées A et A', on en conclura, comme il a été indiqué plus haut, les polynômes par lesquels il faut multiplier les équations préposées, pour obtenir l'équation finale d'après la méthode de Bezout. Ces polynômes sont respectivement
-(PQ' — QP') (P'jr4-Q') — P'(RP' — PR')
et
+ (PQ'-QP') (Pr + Q) -hPlRP'-PR').
Remarquons encore que l'équation finale peut ici s'obtenir immédiatement en résolvant les équations proposées par rapport à^ et à^*, ce qui donne
_RP^--PR' , QR^ — RQ
^— pQ'_ QP'' -^ — PQ' — QP' *
et en égalant ensuite la seconde expression au carré de la première.
CcLS de trois équations du deuxième degré à trois inconnues.
79. Pour donner un exemple des simplifications que comportent les applications de la méthode de Bezout, nous considérerons le cas de trois équations générales du deuxième degré entre les trois inconnues x, j^, z. Soient
/ a /* -+- 2 byz -+- c s* -4- 7.dx -f- zez -f- / = o,
(i) I ay* '\-'2b'yz-\- c'z^ -f- 2<f':r-+- ae'z -+-/' =o,
( aV + 26''jz-h c"z^ H- 2dy-^ T.e^z-^f =o
les équations proposées ordonnées par rapport à^ et à j;
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dans chacune d'elles les trois premiers coefficients sont des constantes y les deux coefficients suivants sont des fonctions linéaires de x ; enfin le dernier terme est une fonction entière de x du deuxième degré. Nous poserons
(2) H = a [h'd' — 6V) -f- a! {b"c— bc'') 4- a" [bc' - b'c)
et
I D:^d(b'c^~-b''c')-^ir(b''c-bc")-hd''(bc'-b'c), E=:ze{b'c''— b"c' ) + e'(6^c - bc" ]^ €^'[bc' ~ b'c] , F =f[b'(/'-b''d)^f'[b"c—bcf') -^f"[bc' - bU] ,
, D' — d{c' a" -c^a')-h d' [c^a — ca" ) -+- d^lca' -c'a),
Y' = /( c'a^ ~ <^a') -+-/' [c^a — ca'' ) -^-f [ca' -c'a),
J>'' = d{a'b"-a''b')-h(r{a"b-ab'')-hd"[ab'-a'b), ^" = 6 [alb" - a!' h']-\-^[ a"b— ab") + é' [ab' - a' b\ r' =zf[a'b" — a" b')-irf'[ab- ab")-^/" ab' — a' b).
Alors, en éliminant successivement deux des quantités y*, j^z, z^ entre les équations (i), on obtiendra les suivantes :
/ H7»-h2D j + aE z + F =o,
(4) 1 2H/z + 2D'jr-i-2E'a -i-F'=o,
r Hz* +2D'>+2E"2-hF" = o,
qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur donnerons une autre forme qui permettra de faciliter les calculs ultérieurs. Si l'on pose, pour abréger Técriturc,
|R =HF +2(D'E~DE') -f- (E'*-4EE"), (5)1 R' =HF' +4(D''E —DE'') — 2{D'E'— 2D"E— 2DE''), (r'' = HF''-+-2(D^E'~D'E")-+-(D'«-4DD''),
et que Ton multiplie les équations (4) par H, on pourra
il)
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leur donner la forme suivante :
/ (H^H-E') (Hr-f-2D-E';-h2E(H24-2E"~D'1-+-R = o,
(6) ! 2(Hr+E') (FIzH-D')-8D''E-+-R'::rTO,
( (II^-i-D') (Hz-+-2E'-D')-h2D''(Hr4-2D-E'J-hR''=c nous représenterons respectivement par
les premiers membres de ces équations (6).
Pour former, d'après la méthode de Bezout, le premier membre de Téquation (inale demandée, nous multiplierons la fonction Vj par un polynôme indéterminé Ta du sixième degré qui ne renferme aucun terme divisible parj^ ou par z^; les équations V| = o, Va:=o seront ensuite employées pour faire disparaître du produit Ta V2 tous les termes qui contiendront en facteur j^* ou z'^. Construisons, pour cet objet, les formules suivantes :
(H2-hD')Vi— 2EV, = (IIj-+-E') (Hj-f-2D-E')(H2;-+-D' ~4D"E(Hj-|-2D — E') -f-R(Hz-f-D') — 2R''E,
{H7 4-E')V3-2D''Vi = (Hz-f-D')(Hz-4-2E"-D')(Hjr-4-E'; — 4D"E(HzH-2E''-D') -^R"(H7 + D') — 2RD^
(Hz + D')(nz-h2E" — D')Vi— [2E(n3-+-2E"-D')-hR]V, r=(H.r-hE')(IÏ^4- 2D-E')(HzH-D')(Hz-^2E"-D') --4D'^E(H/-i-2D-E')(HzH-2E"-D') — 2RD"(Hj + 2D — E') — 2R"E(H2-h2E" — D')~RR^;
en égalant à zéro leurs seconds membres, nous obtiendrons les équations nécessaires pour l'évanouissement des termes que nous aurons à faire disparaître.
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Nous donnerons au polynôme Tj la forme suivante :
( +2(Z + D'X)(Hj-i-2D-.E')-i-U,
X, Y, Z, U désignant des fonctions entières et indéterminées de x; la première de ces fonctions, X, est du quatrième degré; Y elZ sont du cinquième; enfin U est du sixième degré. Il est presque superflu d'ajouter que c'est uniquement pour les convenances du calcul que nous écrivons Y -H E'X et Z -+- D'X au lieu de Y et Z. Comme nous l'avons dit, les formules (7) et (8) seront employées à faire disparaître du produit Ta V2 les termes divisibles par > * ou par z^ ; il est facile de voir qu'on produira cet effet en ajoutant au produit Tj V2 les seconds membres des trois formules (7) et (8) respectivement multipliés par les facteurs
ce qui revient à ajouter à Ta Va les produits Tj Vi, T3 V5, dans lesquels les facteurs Tj, Ts ont pour valeurs
; T, = — 4X(H« -+- D') (H3 -+- 2E'' -D') \ -i-8D^{Y-hE'X)-4(Z-f-D'X)(H3-f-D'),
■"' JT,=r — 4X[2E(HsH-2E" — D')-t-R]
' — 4(Y-hE'X)(H7-4-E') + 8E(Z-+-D'Xj.
Effectivement, si l'on pose
pais que l'on fasse, pour abréger,
IIP = 4 D^'R -f- (2E^ - D' ) R' - 2 F/ R'^, HQ = 4ER''-4-(2D — E')R' — 2D'R,
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et
lH»N=:4(D'«-4DD')R-h4(D'E -2DE'' — 2D"E)R'
M H-4(E'«-4EE")R"-+-(R'«-4RR
Texpression (ii) de 0 deviendra
1e={UH-R'X)v, + 2H (HPX + R'Z - 2R''T)r -h2H(HQX-hR'Y — 2RZ)z -f- H (2PY + 2QZ — HNX).
Maintenant, pour que cette expression devienne celle du premier membre de réqualion finale demandée, il faut que, parle moyen des polynômes indéterminés, les termes enj-z, en j et en z disparaissent de la formule (i4)' Comme le terme en yz ne figure que dans Va, il nous faut poser
et
HPX -+- R'Z — 2R^Y = o, HQX-hR'Y- 2RZ =0;
l'expression de & se réduit alors à
(17 ) e = 2HPY -h 2HQZ — H*NX.
On tire des équations (16)
(2PR-+-QR')HX=:-(R''-4RR")Y, (2QR' -f-PR')HX = — (R* — 4RR")Z;
ces formules montrent que le polynôme X est divisible par R'^ — 4RR''> q^î ^st une fonction entière de x du quatrième degré ; le quotient de la division est donc une constante que Ton peut choisir à volonté. Nous prendrons pour cette constante l'inverse de la quatrième puissance
de H changée de signe, en sorte que Ton aura
( H*X=-(R'« — 4RR"), {i8) ) H»Y = ^PR-+-QR',
( H»Z — ^QR^-f-PR';
les polynômes X, Y, Z étant connus, la formule (i5) fera connaître U. Enfin, au moyen des formules précédentes, on obtiendra cette expression de 0,
(19) e=iî[N(R'«-4RR')-t-4(P'R + PQR'+Q'R")].
qui fournit la solution de la question proposée!
Les valeurs de P et Q (données par les formules (12) renferment en dénominateur la constante H, et la valeur de N tirée de la formule (i3) a le dénominateur H^; mais on peut démontrer que ce dénominateur doit disparaître des expressions de P, Q, N, lesquelles sont ainsi des fonctions entières des coefficients des équations (i). Le dénominateur H^ disparaît également de l'expression (19) de 0, et celle-ci devient alors une fonction entière et homogène du douzième degré, relativement aux dix-huit coefficients des équations proposées ; mais nous ne démontrerons pas cette proposition qui s'écarte un peu de notre sujet.
80. Il faut remarquer que l'analyse précédente ne donne pas seulement l'équation finale demandée 0 = o, mais qu'elle fait connaître aussi les valeurs des inconnues y el z qui répondent à chacune des huit racines de cette équation finale. Effectivement, quelles que soient les wileurs Jinies que Ton attribue aux indéterminées X, Y, Z, U, dans la formule (i4)> l'expression de 0 que Ton obtiendra se réduira nécessairement à zéro, pour tous les systèmes de valeurs x, jy z qui satisfont aux équa-
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lions proposées. Or, si Ton fait successivement
U = o, X=:o, Y=— , Z=— , et
la formule ( 1 4 ) donnera ces deux valeurs correspondantes
de 0 :
e = (R'« — 4RR'')7-h(2PR +QR'),
e = (R» — 4RR") z -+- (2QR''-h PR'), qui Tune et Tautre sont nulles; on a donc
2PR -f- QR' R'«-4RR"'
PR' ^RR
et Ton
peut
écrire aussi
X, Y, Z désignant ici les fonctions déterminées par les formules (18). Il est évident que, si Ton substitue ces valeurs (20) de j^ et de z dans les premiers membres des équations (6), ceux-ci se réduiront à des fonctions rationnelles de X dont les numérateurs seront divisibles par 0; au surplus, il est facile de vérifier qu'il en est ainsi, en se servant des formules que nous avons obtenues.
81. Si Ton suppose que x^ jj z représentent des coordonnées rectilignes, le problème que nous venons de résoudre coïncidera avec celui qui a pour objet la recherche des points communs à trois surfaces du deuxième degré données.
La discussion des cas particuliers de ce problème met en évidence diverses circonstances intéressantes qu*il n'entre pas dans notre plan d'analyser d'une manière
complète; mais nous indiquerons succinctement les principales, afln de faciliter Tintelligence des considérations générales que nous aurons à présenter ensuite. Les coefficients des équations proposées ne seront plus dans ce qui va suivre des constantes indéterminées, et nous examinerons les cas principaux dans lesquels la fonction 0 se réduit identiquement à zéro.
Supposons d'abord qu'il n'existe entre les coefficients aucune relation autre que celles qui sont nécessaires pour la réalisation de l'hypothèse où nous nous plaçons. Dans ce cas, la fonction X ne se réduit pas à zéro, et la substitution des valeurs (20) dej et de ^, dans les premiers membres des équations (6), donne des résultats identiquement nuls; cela exige, comme on le reconnaît aisément, que les fonctions rationnelles substituées ky et à z se réduisent à des fonctions linéaires de x, et, par suite, que Y et Z soient divisibles par X. On voit alors que nos trois surfaces ont une droite commune, savoir, celle qui est représentée par les équations {20); mais elles ont aussi d'autres points communs qu'il est facile de déterminer. Effectivement, les formules (20) ont été obtenues en remarquant que, pour toutes les valeurs de •r,y, z qui satisfont aux équations proposées, les deux fonctions entières
^(■^-fii)' ^('-è)
s'annulent. En égalant à zéro le second facteur de l'une et de l'autre expression, on retrouve les équations (ao); mais on voit que l'on a en outre la solution
X = o ou R'*— 4RR*'=o, .
laquelle fournit les coordonnées x de ceux des points communs aux trois surfaces qui ne se trouvent pas sur la droite commune.
Ainsi, dans le cas qui nous occupe , bien que les équa« lions proposées soient indéterminées , on est conduit à considérer une équation finale qui est, en général, du quatrième degré.
82. Supposons maintenant que les coefficients des équations proposées soient tels que Ton ait identiquement, non-seulement 0 = o, mais encore X = o ; comme au numéro précédent, ïious exclurons toute relation inutile pour la réalisation de nos hypothèses. Les équations
HXjr — Y = o, HXz — Z = o,
obtenues au n° 80, montrent que Ton a identiquement Y = o, Z = o; le cas où les trois fonctions R, R', R'' se réduisent à zéro sera examiné plus tard, et nous l'excluons en ce moment ; alors, Tune au moins des fonctions R et R" étant différente de zéro, nous supposerons que R ne soit pas nulle. Enfin l'identité X ^ o nous donne
R'=2XR, R" = X«R,
et nous distinguerons deux cas, suivant que 1 est une constante ou une fonction de x.
Admettons d'abord la première hypothèse. Les identités Y = o, Z = o, 0 = 0 s'accordent à donner
si donc
on
fait
et il viendra, à cause des formules (12),
— XHÇ = 2D''-h(2F/ — D')X — E'X«, H5 = 2EX«-^ (2D -> E') X - D',
d*où, par rélimination de J,
D^+ (E"— D') ^ 4- (D — E') ^« H- EX»= o;
on voit que ^ est une fonction linéaire de x.
Si Ton continue à représenter par V^, V2, V3 les premiers membres des équations (6), on trouvera, au moyen des formules qui précèdent,
,iv,-XVt = H(Hr + E'-2^E)(z-V-5), V,~^V, = h(hz + D'-|d")(3-Xj-Ç).
On voit par là que les équations Vf = o, ¥3 = 0 sont satisfaites par toutes les valeurs de x,j, z qui satisfont aux deux.
la dernière de ces équations est celle d*un plan : donc, les trois surfaces que nous considérons ont une conique commune. Ces surfaces ont aussi deux autres points communs, lesquels appartiennent à la droite représentée parles deux équations
Hr -+- E' — 2XE r= G, Hz -h D' — I D'^zir o;
si Ton tire de celles-ci les valeurs de j^ et de -^ pour les substituer dans les équations (6), on trouvera les résultats
ces équations sont en général du deuxième degré et Tune quelconque d'entre elles peut être regardée comme Téquation finale qui convient au cas particulier que nous examinons.
Le cas où la constante \ se réduit à zéro n'introduit aucune particularité nouvelle. Les fonctions R' et R" sont alors identiquement nulles, et comme nous excluons
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le cas de R = o, l'hypothèse 0 = o exige que Ton ait D''= o. Alors les lieux que représentent les deux dernières équations (6) ont un plan commun.
Supposons que X soit une fonction de Xy et posons
r et s étant des fonctions entières premières entre elles. Comme
R=V R""=7«' on aura .
R = / j«, R' =z 2 Ars, R" = h\
d'où il suit que le degré de r ou de s ne peut surpasser l'unité, et, comme Tune de ces fonctions au moins ne se réduit pas à une constante, la quantité k sera nécessairement indépendante de x.
D'après les résultats obtenus au numéro précédent, on aura
D".?' + (E"— D' ) ry* H- (D — E' ) r»^ -f- Ef^r- o.
Supposons que s ne se réduise pas à une constante ; l'identité précédante prouve que E est divisible par j; d'ailleurs E est du premier degré : on a donc
a étant une constante. En substituant à E cette valeur et divisant par 5, il vient
D"j*H-(E" — D')7y + (D — E' + ar)/^=o;
on voit de même que D — E' -h «r est divisible par Sy cl,
en désignant par 6 une constante, on aura
D — E' = — ar-i-6^>
puis réquation précédente divisée par s deviendra l^s -+- (E" — D' -f- ^r)r= o;
enfin la fonction E" — D'+ Srest encore divisible par s et, en désignant par y une nouvelle constante, on aura
puis
D" = — yr.
En résumé, nos hypothèses nous ont donné les résultats
E^as, D — E' = — ar H- 65,
E"-î)' = — ^r-hys, D^z^ — yr;
et Ton aurait évidemment obtenu les mêmes formules, si Ton avait supposé r fonction de x, s pouvant être une constante.
Au lieu de la constante Ar qui entre en facteur dans les expressions de R, R', R'^, nous en introduirons une autreg^ déterminée par Téquation
^ = (6«-4a7)-^«, d'où g=±^{^^-/^ay]-A'; alors les équations (6) de nos trois surfaces deviendront
[H r-+-E' -f-(^4-6) ^][Hj-hE' ~2«r-- (^—6) .v]-4-2a5 [H«-hD' 4- (§•---€) r]z=o,
[Hr-+-E'-^(5'4-6)j](Hz-+-D')-(g'-+-6)4H^+ï>' + (é^--S)'-]=o»
[Hz -+-D'-^(g'-6; r][HzH-D'+27.ç-(§'+6)r]-27r[H7-f-E'-+-(^4-€)5]=o.
Ces équations sont satisfaites en même temps que les deui^ suivantes :
H/+E' + (^-+-6).vr=o, Hz-hD'-f-fg' — €)r=iro,
dans lesquelles g a Tune ou l'autre des deux valeurs dz ^(6* — ^ay) — k] les surfaces que nous considérons ont donc deux droites communes non situées dans le même plan. On voit aussi que le reste de l'intersection
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de deux des trois surfaces . se compose de deux autres droites; chacune de celle-ci coupe les deux premières droites en deux points qui sont sur la troisième surface, et en conséquence elle ne peut rencontrer cette troisième surface en d^autres points.
Ainsi dans le cas dont il s'agit il n'y a plus d'équation finale.
84. Considérons enfin le cas où Ton a identiquement R= o, R'= o, R''= o. Les premiers membres des équations (6) deviennent alors
V,= (H74-E')(Hj-l-9.D-E')H-2E(Hz-h2E^ — D'),
V,= (Hr4-E')(Hz-4-D')-4D"E,
V,= (Hz + D')(Hz4-2E''~D')-4-2D*'(Hj' + 2D-E'),
et il en résulte
(Hz-I-D') Vi - (Hr-4- aD-E')V,- 2EV8=o, (H/-f-E') V, — (H3-I-2E''— D')V, — 2D'Vi=:o.
La droite qui a pour équationis
Hj -+- E' = o, E = o
appartient aux deux surfaces V| et Va, et, d'après les identités qui précèdent, le reste de l'intersection de ces deux surfaces appartient à la troisième surface V3. Pvreillement, la droite déterminée par les équations
appartient aux surfaces Vj et V3, et le reste de Tinterscction est sur V^. Enfin la droite
HJ-4-2D— E'=o, H2+2E' — D'=o
appartient aux surfaces V| et Vs, et le reste de l'intersection appartient à V^. H résulte de là que les trois surfaces considérées ont une courbe du troisième ordre commune.
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Les trois droites qui complètent les intersections des surfaces deux à deux ne se rencontrent pas en général, et en conséquence elles rencontrent la courbe du troisième ordre. Dans le cas qu'on vient d'examiner il n'y a point d'équation finale.
Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion, et nous remarquerons en terminant que nous n'avons pu rencontrer le cas où les surfaces données ont une courbe du quatrième ordre commune, parce que nous avons exclu les hypothèses dans lesquelles la constante H se réduit à zéro.
Sur les équations simultanées dans lesquelles les coefficients ont des valeurs particulières déterminées.
85. En ne considérant jusqu'à présent que des systèmes formés d'équations générales dans lesquelles les coefficients sont indéterminés, nous nous sommes affranchis de toutes les difficultés auxquelles les cas particuliers peuvent donner naissance. Nous allons présenter ici quelques considérations relatives à ces cas particuliers ; mais il n'entre pas dans nos vues d'approfondir en ce moment cette partie importante de la théorie des équations ; nous reviendrons sur ce sujet dans la deuxième Section de cet Ouvrage.
Les systèmes formés de plusieurs équations simultanées entre un pareil nombre d'inconnues peuvent être distingués en deux genres, suivant qu'ils admettent un nombre limité ou un nombre illimité de solutions. Dans le premier cas, l'équation finale relative aux équations proposées doit évidemment être comprise dans l'équation finale qui se rapporte au système composé d'équations générales, en même nombre que les proposées, et respectivement de mêmes degrés que celles-ci. Dans le deuxième cas, il n'y
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a plus, à proprement parler, d'équation finale; cependant il .peut arriver que, parmi les solutions des équations proposées, solutions dont le nombre est, par hypothèse, illimité, il y en ait quelques-unes, en nombre fini, qui se distinguent des autres par une propriété particulière et dont la détermination mérite d'être l'objet d'une recherche spéciale; cette recherche conduira donc à une équation finale d'une nature particulière. Nous avons rencontré un exemple de ce cas (n**" 81 et 82) dans le problème qui a pour objet la recherche des points d'intersection de trois surfaces du deuxième degré qui ont une droite commune ou une conique commune.
Soient, comme au n
n équations générales des degrés mi , ma, . . . , rtin respectivement entre les n inconnues
et
l'équation finale du degré
m = nii nif . . . fitfg^
obtenue en éliminant^!, ^2,..., ^„_ientreleséquations(i). On aura identiquement, comme on l'a vu,
T|, T2,...,T,, étant des fonctions entières des inconnues. On peut toujours faire en sorte que les coefficients de ces polynômes soient des fonctions entières des coefficients des équations (i), et nous admettrons qu'ils aient été ramenés à cette forme, en sorte que/{ z^) sera une fonction
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«ntière de Zn et des coefficients des équations (i). Rap- • pelons encore que la méthode exposée au n°73 donne le moyen de former les m systèmes de solutions des équations (i) qui répondent respectivement aux m racines de Téquation (2).
Cela posé, donnons aux coefficients
des équations (i) les valeurs particulières
et soient
ce quedeviennent alors les équations (i). Désignons aussi f9iV f^^^[z,i)y Tj^\.., les valeurs que prennent, dans la même hypothèse, les polynômes/ (-2;,), T|,...; l'équation (2) deviendra
(5) /(o)(z„)=o, et Ton aura
(6) /(»)(z,0 = Tj°>v|^'VTi*V^*^^-... + Tj;^V^;^ .
Supposons d'abord que le premier membre de l'équation ( 5) ne se réduise pas identiquement à zéro. Il est évident, par la formule (6), que les seules valeurs finies de l'inconnue Zn qui puissent, avec des valeurs convenables des autres inconnues, constituer des systèmes de solutions pour les équations (4), sont les racines- de l'équation (5), et celle-ci sera l'équation finale relative au cas particulier que nous considérons.
Dans le passage des équations générales aux équations particulières le degré de l'équation finale peut s'abaisser par Té vanouissemen t de quelques-uns des premiers termes
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de la foncliony(z;,); si ce degi'é se réduit à m — fx, l'équation finale (2) a p racines qui deviennent infinies quand on fait tendre les coefficients A, B,..., vers les limites A<®^, B^^^^,.... Il est essentiel de tenir compte de ces racines infinies et de ne point abaisser au-dessous de m le nombre des systèmes de solutions des équations proposées. Ces m systèmes de solutions nous sont donnés par les formules des n*^*73 et 74; les formules-(7) du n° 73 suffisent toujours quand Téquation finale (5) n'a pas de racines égales ; autrement il faut avoir recours aux formules (8), (9) , . . . (n°74). Le cas où l'équation finale acquiert des racines égales mérite d'arrêter notre attention ; parmi les m systèmes de solutions des équations (4), il s'en trouve alors plusieurs qui fournissent la même valeur pour l'inconnue 2„. Il peut même arriver que k de ces systèmes coïncident entièrement, et, dans ce cas, ils constituent, pour les équations proposées (4), ce qu'on nomme une solution multiple d^ ordre k.
L'équation finale relative aux équations générales (i) nous donne ainsi la véritable équation finale qui se rapporte aux équations particulières (4); mais, quand on veut obtenir celle-ci par une voie directe, il est essentiel de maintenir à chaque racine le degré de multiplicité qui lui convient.
87. Supposons maintenant que la fonction /( 2« ) se réduise identiquement à zéro quand on fait A= A^**^, B = B^®^,.... Nous poserons
A^*^ Bf*^, C^*^... étant, ainsi quee, des constantes indéterminées, en sorte que la généralité des équations (i) ne sera point altérée. En faisant cette substitution dans les polynômes Va et T* et en ordonnant ensuite les résul-
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tais par rapport aux puissances croissantes de e, on aura
V^*^ et T^^* étant des polynômes indépendants de e. La fonction y (z;,) prendra donc la formé
Par hypothèse, le terme/î<>^ (^„) est nul ; quelques-uns des coefficients des puissances de e peuvent aussi se réduire à zéro, mais ils ne peuvent pas tous s'évanouir, car l'expression précédente dey( Zn ) se rapporte toujours à un système d'équations générales. Désignons par Z^»*' [z^ le premier des coeificients qui sont différents de zéro, on aura alors identiquement
et l'expression àef[z,i) deviendra
en conséquence, l'équation finale relative au système général (i) prendra la forme
Maintenant, pour passer des équations générales aux équations particulières (4), il suffît de faire tendre e vers zéro, et à la limite l'équation finale se réduira à
L'analyse qui précède nous conduit donc toujours à une équation limite, soit que les équations proposées admettent des solutions en nombre limité, soit que ces
i86 COURS d'algèbre supérieure.
équations constituent un système indéterminé, et admettent en conséquence une infinité de solutions.
Lorsque le premier cas a lieu, il y a pour les équations proposées une certaine équation finale
qui est indépendante des quantités arbitraires A^*\ B^*', C^*\... et dont le premier membre est évidemment un diviseur def^^^ {^n)'y on a donc
^{Zfi) étant une fonction entière de z« et des arbitraires A^*), B^^ ),....
Lorsque les équations proposées admettent une infinité de solutions, il ny a plus d'équation finale; Téquation limite
correspond à ce qu'on nomme, dans la Géométrie, une em^eloppe. Elle fournit les valeurs limites qui conviennent à Tinconnue Zn, dans le cas d'un système variable que l'on fait tendre, suivant une loi quelconque, vers un système composé d'équations indéterminées.
88. Les considérations que nous venons de présenter ' peuvent se résumer par les propositions suivantes :
Le degré de l'équation finale qui résulte de Vélimi* nation de n — i inconnues entre n équations algébriques quelconques à n inconnues est au plus égal au produit des degrés de ces équations.
Dans le passage d'un système d'équations générales à un système d'équations particulières respectis^ement de mêmes degrés j le degré de l'équation finale peut s' abaisser^ soit par V é^^anouissement de quelque s ter mes, soit par la suppression d'un facteur.
Il serait facile d'établir par notre analyse que l'équation finale relative aux équations (4) peut toujours se mettre sous la forme
S|, S2,...,S« étant des fonctions entières. La détermination directe de ces polynômes multiplicateurs, dans les différents cas qui peuvent se présenter, est le problème que Bczout s'est proposé de résoudre, et dont le développement forme l'objet de la ITiéorie des équations algébriques, que nous lui devons. La solution n'est pas exempte de difficultés, et l'application de la théorie est fort laborieuse ; aussi nous n'entrerons à ce sujet dans «lucun détail, et nous renverrons à la Section suivante, où l'on trouvera l'exposition d'une nouvelle méthode d'élimination.
11 ne sera pas inutile, en terminant, de présenter un exemple simple dans lequel le degré de l'équation finale s'abaisse par la. suppression d'un facteur. Je choisirai, à cet effet, le cas de deux équations du deuxième degré que nous avons déjà considéré au n°78. Les inconnues étant X et j^, soient
V, = P^« -hQj +R =0, V,=:P'y + Q.r-+-R'=:o
deux équations générales du deuxième degré ; P et P sont des constantes, Q et Q^ sont des fonctions linéaires de Xy R et R' sont des fonctions entières du deuxième degré. Les facteurs T<, Tj, par lesquels il faut multiplier respectivement V| et V2, ont ici pour valeurs
Ti =— (PQ' — QP') (P\r-f-Q') — P'(RP' — PR), Ï, = + (PQ'~QP')(P^ -f-Q) +P(RP'-PR'),
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et le premier membre de l'équation finale est
(3) ïi V, -f- T, V, = (PQ' - QP) (QR' — RQ) - (RP' - PR')«.
Ce premier membre se réduit à zéro, ainsi que les polynômes Ti et T^ lorsqu'on suppose P = o, P'= o. Posons, conformément à ce qui a été dit précédemment,
les formules (2) et (3) donneront
7 =t {PQ!-P'Q) Q + « [{PQ'-P'(l)pr -^ P {p'K-pK%
et
îiV,4-^V, = (/,Q'-;,'Q)(QR'~RQ')-e(yR-;.R')«.
Faisons tendre maintenant t vers zéro et désignons par Vf, Y['\ T['\ T['\ les limites de V|, V„ î? et î-S on aura
^l'^=-{p(i'-p'Q)Q'. t;^^-- 4.(pQ'-//Q)Q, et
T^^»>v|'^-4-T^'Wi^^ = (/?Q'~yQ)(QR'-RQ').
Si Ton remplace dans cette dernière formule T^^ et Tj*^ parleurs valeurs, les deux membres contiendront le facteur/;Q' — f/Çlj et en supprimant ce facteur il viendra
_ Q' v[°^ -4- Q V['^ = QR'— RQ' ;
Téquation finale se réduit donc à QR' — RQ' = o,
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et, comme on le volt, elle s'est abaissée au troisième degré par la suppression d'un facteur.
Si Ton suppose que x et j^ représentent des coordonnées rectilignes, les éc^uations proposées seront celles de deux coniques. L'équation finale que nous venons d'oblenir feraconnaître les abscisses de trois des points d'intersection, mais les deux coniques doivent être regardées comme ayant un quatrième point commun situé à l'infini; l'ordonnée j^ de ce quatrième point est infinie, mais l'abscisse x est complètement indéterminée.
L'existence de solutions indéterminées se manifeste même chez les équations du premier degré. EfTeclive ment, les deux équations
a y _l_ 6x -h c = G, a'jr -{- b' x -\- c' = o
représentent deux droites qui deviennent parallèles lorsqu'on suppose a = o,a'=o. L'ordonnée du point d'in- Icrsection est alors infinie, mais l'abscisse est indéterminée.
Théorème relatif au degré de multiplicité des solutions de deux équations simultanées à deux inconnues,
89. Il existe, à l'égard des solutions multiples d'un système d'équations simultanées, un théorème analogue à celui qui concerne les racines multiples des équations à une inconnue. Nous allons établir ici ce théorème en nous bornant au cas de deux équations à deux inconnues x et y.
Soient
deux équations des degrés m et n respectivement et auxquelles nous supposons la plus grande généralité possible. Pour donner à ces équations la solution x = Xq, j =yQy ilsufïira d'assujettir les arbitraires contenues dans^etF
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aux deux conditions
(2) /(a:o,Xo)=0, F(.ro,Jo)=0.
Cela étant, ordonnons f[xyj)y F(j7,/) par rapport à X — Xo et j^ — jf^y puis posons
il est évident que les premiers membres des équations ( 1 ) prendront la forme
C5>^(f ), 4>v( r) étant des fonctions entières de t, la première du degré |!Ji etla seconde du degré v ; dans ce qui va suivre, les indices /ui et v pourront surpasser ni et n respectivement, mais dans ce cas on fera cf ^ ( z ) = o , <I>v ( < ) =1 o- Désignons par
une fonction entière arbitraire, d'un degré quelconque 5, des deux variables x etj^, et que nous ordonnons de la même manière que les fonctions y et F. On aura identiquement
(4) ?[x,r)-f[:r,y)^[x,jr)=.[x^x,yr,^[x^x,YT^-^,. ., en posant, pour abréger,
Ti=:*iW-Oo(0?l(0'
T3 = *,W~[«^o(0?s(0-Hoi(0?î(0-^-«^î{0?i(^)]'
T^ = *,(t)-[«ro(t)ç,(/)4-t:F,(/)ç^t(0 + ... + o,-,(0?i(OJ.
et si Ton dispose des arbitraires contenues dans les fonc-
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tîonsyet F, ainsi que de celles contenues dans (j/, de manière que l'on ait identiquement
(5) Ti = o, T, = o, ..., Tjt-i = o,
la formule (4) deviendra
Cela posé, supposons qu'on veuille donner aux équations proposées la solution a: = Xoj'^ = 7i; ^^ suffira que le second membre de la première formule (3) et celui de la formule (6) se réduisent à zéro pour x==j:i et
t = -î — ~ \ ces valeurs de a: et de ic devront donc satis-
J-, — .ro
faire aux deux équations
(j>i(/)+(.r-.ro)ç,(/)-4-... = 0,
Mais, si l'on fait varier X| et 7 ^ de manière que ces quantités tendent vers les limites x^ et j>^o> les deux conditions imposées aux arbitraires se réduiront à une seule à la limite, car il suffira que les deux équations
?i(0 = «' Ta~o soient satisfaites par la même valeur de t ; cette valeur
sera égale à la limite vers laquelle tend le rapport ^-^ — —
.rj — jTq
quand j^i elx^ tendent vers jo et Xq, Gomme la première des équations précédentes est du premier degré, la condition dont nous venons de parler équivaut à celle de la divisibilité de Tk par ^\{t)\ enfin, parce que T^t renferme le terme V5h^\ {t) ?i (0 ^^ 4^^ ^^^ conditions (5) laissent cJa»! {t) indéterminée, on peut supposer cette fonction choisie de manière que l'on ait identiquement
On voit donc que, si l'on dispose des quantités quire»-
i()2 COURS d'àlgèbue supérieuhe.
tent arbitraires de manière à satisfaire à l'équation (7), on augmentera d'une unité (n** 86) le degré de multiplicité de la solution (xo,j>^o)-
11 résulte delà que les formules (5) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que le degré de multiplicité de la solution (jTcj^o) soit égal à A; ces mêmes formules expriment qu'il existe une fonction ^ (pc^y) telle, que l'équation (6) ait lieu identiquement. Il faut remarquer que le polynôme T;^ n'est pas divisible parçi(£), à moins que le degré de multiplicité de la solution (xcj^oj ne soit supérieur à A ; en outre il est évident qu'en disposant de la fonction indéterminée tj^-i (^), on pourra réduire Ta à une constante différente de zéro.
Remplaçons^ par sa valeur* —y la formule (6) de-
viendra
;((j:,j^^) étant, d'après ce que nous venons de dire, un polynôme de la forme
où G et Gp, ^ désignent des coefficients constants et où le
signe \ embrasse un nombre limité de termes dans
chacun desquels le degré /? -f- y est supérieur à k.
Nous emploierons les caractéristiques D^^, D^ pour représenter les dérivées de nos polynômes prises par rapport àx etàj respectivement; ainsip,F(a',j'), D^ F (.r, j^) désigneront les dérivées de ¥{x,j) relativement à a: et k y. Cela posé, si dans l'identité (8) on remplace x par a: -I- /k, et qu'on égale les coefficients de la première puissance de h dans les deux membres, il viendra
(10) D^F(x,7)-/(^,7)D,'H-^^7)-+(-^»7)D^/l.^r)r:rD,X('^,r)i
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on aura aussi, en opérant de la même manière à Tégard dej,
11) i>y F(^^r)-/(-^.r)i>y+('^.r) -+(^,r)Dy f[^. r) = Dy X (^, rY
Nous poserons et nous ferons en même temps, pour abréger récriture,
*i(^,r)=Dy/(jf,:r).D,^Kx,jr)_D,/(^,^).Dy>K^,/.),
Alors, en ajoutant entre elles les équations (lo)et(i i) respectivement multipliées parH-D^y(a:,j^) et — ^xf{jCyj)f on trouvera
(i3) Et (x, ^) -/(.r, jr) 4». (^.7) = zi (^1 r)-
Les termes du premier degré en x — x© etj^ — Yq dans f[xyy) ont pour somme (j: — Xq) fi (^), et la dérivée de cette somme par rapport ky est égale au coefficient g' de f dans 9i(i), coefficient que toute notre analyse suppose différent de zéro. Il en résulte que ^i (^>JK) contiendra le terme hgG(x — J^o)*"* avec d'autres termes qui seront tous d'un degré supérieur à k — i par rapport à x — Xo et y — jq ; cette fonction ^i («^j J") ^"^^i donc la forme
HetHp,^ étant des constantes, et la somme /?-+-^ étant supérieure à A: — i .
Les formules (i3) et(i4) montrent que (xo,jKo) est une solution multiple d'ordre k — i pour les équations simultanées
Ce résultat subsistera lorsqu'on donnera des valeurs particulières aux quantités qui restent arbitraires dans F et dans/*, lors même que ces valeurs feraient disparaître t de S. — Jlg* iup., I. 1 3
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(Pi [t), pourvu cependant que (ji (t) ne se réduise pas à zéro. On évitera effectivemenl ce cas si Ton reprend l'analyse qui précède, après y avoir changé les lettres x et j Tune dans Tautre.
Mais, si Çi (t) se réduit identiquement à zéro, la conclusion précédente ne peut pas être maintenue ; dans ce cas, les deux équations
admettent la solution x = Xo7j=yo'
Comme rien ne distingue les équations (i) Tune de l'autre, on peut énoncer le théorème suivant que nous avions en vue :
Théorème. — Soient J'{x, y) =zOy F [x, y) z= o deiix équations simultanées , et ¥^ {^yj) l^ différence Tfyf{x,y) D:,F(a:,^)-D,/(x,j) D^F(x,^). Si les équations proposées admettent la solution x = Xa, y = j-o ^^^c ^^ degré de multiplicité ky les équations Fi[x,j) = o, f [x,j) =0 admettront la même solution a\^ec un degré de multiplicité précisément égal à k — I, à moins que cette solution n'appartienne aux deux équations D^/(a:, j^)= o, DyJ*(x,y) = o. Pareillement les équationsFi{x,j) = o, F{x,y) =o admettront la solution X = Xo, y =jo ^^^c le degré de multiplicité k — i , à jnoins que les deux équations DjF(j:, j) =o, D^F [Xj y)=z o n'aient cette même solution.
On voit que, dans tous les cas, une solution multiple des équations /(x, j)-= o, F{xyj) = o satisfait nécessairement à Téquation
Dy/(:r,^).D^F(^,r)-D*/(^»r)-I>yï'(^»r) = o.
90. La proposition que nous venons d'établir comprend le théorème qui se rapporte aux racines multiples des
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équations à une seule inconnue; car, si on l'applique aux deux équations f(jo) = o, j^ = o, dont la première a k racines égales à x©, elle indiquera que Téquation f{a:) = o a A: — i racines égales à Xq,
Mais le nouveau théorème n'a pas une étendue aussi grande que le premier, car nous avons exclu le cas d'une solution multiple qui satisferait aux quatre équations obtenues en égalant à zéro les dérivées relatives kx et ky des premiers membres des équations proposées. Ce cas eèt celui dans lequel la solution que Ton considère est une solution multiple de chacune des équations prises séparément. En effet, si Ton pose, comme au n*^ 89,
et que la fonction /"(x, y) du degré m puisse se mettre sous la forme
/(.r,j)=(a:-aro)*ç;fc(O^...H-(^-~-^.r<Pm(0»
O* (f) étant d'un degré égal à k, parmi les racines de Téquation
il y en aura k qui tendront vers des limites finies quand on fera tendre x vers Xq, d'où il résulte que à solutions de l'équation f[x,j) = o viendront se confondre à la limite avec la solution (a:o,jKo)- Si l'on suppose que x eiy représentent des coordonnées rectilignes on pourra dire que le point (xo, j^o) est un point multiple d'ordre k pour la courbe représentée par l'équation y (x,j') = o.
Nous avons cru utile de faire cette indication, mais nous n'entrerons point dans l'examen des détails du cas singulier dont il vient d'être question. Remarquons seulement que, si deux équations
f[a:,jr)=0, F(x,/)=:0
admettent la solution [xq, Jq) avec le degré de mulliplîcîté ky mais que cette solution soit simple pour chaque équation prise séparément, on pourra remplacer l'une des équations par une autre pour laquelle la solution (^o> y"o) ait le degré de multiplicité k. Il est évident, en efiFet, qu'à la dernière des deux précédentes équations on peut substituer la suivante :
qui remplira la condition requise si l'on détermine la fonction (p (x,j) comme on Ta expliqué au numéro précédent.
application de la théorie du plus grand commun diviseur à la recherche des solutions communes à deux équations à deux inconnues.
91 . La théorie du plus grand commun diviseur fournit une méthode très-simple pour ramener la résolution de deux équations à deux inconnues à celle d'un ou de plusieurs systèmes dans lesquels l'une des équations ne renferme qu'une seule inconnue. Nous allons exposer ici cette méthode.
Soient
deux équations algébriques entre les inconnues x et y. Si les polynômes V^ et Va sont décomposables en facteurs, de manière que l'on ait
Vi = v^î v^») . . . y[^\ V, = vy > v(») . . . v^;),
il est évident que la recherche des solutions du système (i) se ramènera à celle des solutions des ^v systèmes
(2) Vi/)=o, V'/) = o,
les indices supérieurs i et jf pouvant recevoir les valeurs 1 , 2y . . . , fx et I , a, . . . , V respectivement.
Si les équations qui composent l'un des systèmes (2) rentrent l'une dans l'autre, ce système sera indéterminé et la même chose aura lieu à l'égard du système proposé.
Si les équations (2) ne renferment l'une et l'autre qu'une seule inconnue, x par exemple, elles seront incompatibles et elles ne fourniront aucune solution des équations proposées, à moins que leurs premiers membres n'aient un diviseur commun. Alors, si l'on prend l'une des valeurs de x qui annulent ce diviseur commun, avec une valeur arbitraire de j'y on satisfera évidemment aux équations ( i ) ; ce cas est compris dans le précédent.
Si les équations ( 2 ) renferment seulement, l'une l'inconnue X, l'autre l'inconnue y, chacune d'elles aura autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, et en combinant successivement chaque racine x avec chaque racine^, on obtiendra tous les systèmes de solutions des équations (2).
Enfin, si, l'une des équations (2) renfermant les deux inconnues, l'autre n'en contient qu'une seule, x par exemple, celle-ci admettra une ou plusieurs racines, et la première équation fournira une ou plusieurs valeurs de y correspondant à chaque racine x. La recherche des solutions des équations simultanées (2) n'offre donc alors que les difficultés du problème de la résolution d'une équation à une inconnue.
En général, avant de procéder à la recherche des solutions des équations proposées (i), il conviendra de débarrasser leurs premiers membres des facteurs fonctions de X ou fonctions de y que ces polynômes peuvent admettre. On appliquera à cet effet la méthode du n° 47 ; par exemple, pour avoir les facteurs de V| qui ne dépendent que de x, on ordonnera ce polynôme par rap*
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port à y^ ensuite on cherchera le plus grand commun diviseur de deux des coefficients, puis le plus grand commun diviseur entre ce premier plus grand commun diviseur et un troisième coefficient, et ainsi de suite. Cette opération ayant été exécutée, on sera ramené, d'après ce qui précède, au cas de deux équations dont les premiers membres n'ont aucun diviseur fonction d'une seule inconnue.
92. On est naturellement conduit, comme on va le voir, à appliquer la méthode du plus grand commun diviseur dans la recherche des solutions communes à deux équations.
Soient
(i) Vi = o, V,=o
les équations proposées entre les inconnues x etj'. Conformément à ce qui a été dit au numéro précédent, nous admettrons que les polynômes V| et V2 n'ont aucun diviseur commun ;■ ces polynômes ayant été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de j^, supposons que le degré de V| par rapport \y ne soit pas inférieur au degré de Va. Divisons V| par V2, et désignons parQi le quotient, par V3 le reste de la division ; on aura
Si la division n'a introduit aucun dénominateur fonction de X, Qi et Va seront des fonctions entières; par suite, les valeurs simultanées de x et de ^ qui annulent Vj donneront
et, en conséquence, le système proposé (i) admettra les mêmes sokitions que le système formé des équations
qui est évidemment plus simple.
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Supposons, d'après cela, que l'on opère sur les polynômes V| et V2, comme s'il était question de chercher leur plus grand commun diviseur; on sera conduit à une suite d'égalités telles que
Va, V4, . . . Vn sont des fonctions entières dej^ dont les degrés formeront une suite décroissante, et la dernière fonction V,j est indépendante de y. Si aucune des divisions qu'on vient d'exécuter n'a introduit de diviseurs fonctions de a:, en sorte que Qi, Qa, . . . , Q» soient des fonctions entières de x et de j, ainsi queVj, V4, . • . , V^, il est évident que les solutions du système (1) seront les mêmes que celles du système
dans lequel Tune des équations ne renferme que l'inconnue X, et celle-ci sera l'équation finale qui résulte de l'élimination de y entre les proposées.
Mais, le plus souvent, la recherche du plus grand commun diviseur des polynômes V| et Va introduit des dénominateurs fonctions de x\ dans ce cas, les conclusions précédentes ne subsistent pas. Si, par exemple, la division de V| par Va introduit de tels dénominateurs,
N le quotient Qi sera de la formé —> N et D étant des fonctions entières ; on aura
et l'égalité V| =V3 n'aura plus lieu nécessairement pour les valeurs de x et y qui annulent Va^ parce que le dé-
Dominateur D peut alors se réduire aussi à zéro. Toutefois, on évitera les dénominateurs fonctions de x, si, avant de commencer la division, on multiplie le polynôme V| par une fonction entière X de x, convenablement choisie ; on aura alors
XVt=V,Q.-+-V,.
Les solutions des équations V| = o, Vj = o sont comprises parmi celles des équations V2 = o, Vs = o ; mais ces dernières admettent en outre les solutions des éqtiations X = o. Va = o ; donc, quand on remplacera le système (i) par le système (2), on ne supprimera aucune des véritables solutions, mais on pourra en introduire qui soient étrangères à la question.
Il était important d'éviter ces solutions étrangères introduites par la méthode du plus grand commun diviseur. Labatie a fait connaître en 1882 un théorème que nous allons exposer et qui remplit cet objet de la manière la plus heureuse.
Théorème de Labatie.
93. Soient V| et Va deux fonctions entières de x et dey qui n'ont pas de diviseur commun et qui ne renferment aucun facteur indépendant de y; ordonnons Vi et Va par rapport à y et opérons sur ces polynômes comme s'il était question de chercher leur plus grand commun dit^iseury en ayant soin : i^ de multiplier chaque dit^idende par une fonction entière de x, choisie de manière à ét^iter les dénominateurs fonctions de cette inconnue; 2^ de débarrasser chaque reste des facteurs indépendants dey qu'il peut avoir, avant de le prendre pour diviseur.
Soient i/f, Ua» .. • , Ur les multiplicateurs ainsi em-
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ployés, Qo Q2> • • • > Q/i '^^ quotients obtenus dans les divisions succçsswes y ef Vj j^i , V4 p'2> • • • > V„4.| %^n^\ » ^n l^s restes de ces dwisioTis; le dernier reste Un est indépendant dey, et, dans ceux qui le précèdent, ^'^ , v^a, . . . , \^n^^ désignent des facteur^s fonctions de x seule, de manière que V3, V4, . . . , Vrt+i ne renferment aucun facteur indépendant dey.
Soient encore d^ le plus grand commun diuiseur de
Ui et de u^j d^ celui de -^ et de U2, d^ celui de ---—
et de P'a, . . , rf„ celui de , ^ , ' ' ' ' " et de i^n'
didz, . .rfrt_|
Cela posé, on obtiendra toutes les solutions communes des deux équations
siÊiis aucune solution étrangère, en prenant les solutions de chacun des n systèmes
[v,=o-j rv,=o-| rv*=oT rv„^,=o-|
On a les égalités
«iV, = V,Q,H-V,^„
qui seront toutes comprises dans la suivante :
u^ Vj, — V^+i Q^ -h VpH-t %^
si l'on attribue à fA toutes les valeurs i, a, . . . , 7t et que l'on prenne V„^a égale à l'unité.
Les multiplicateurs u^ peuvent être choisis de manière que u^ et i^^ n'aient aucun diviseur .commun ; par exemple y si le plus grand commun diviseur rf| de iX| et de Ui ne se réduit pas à l'unité, le produit V2 Qi sera divisible par r/|, d'après la première des égalités (3), et ce produit s'annulera si l'on prend pour j: l'une des racines de l'équation rf, = o; mais le polynôme Va ne peut être nul, puisqu'il n'a aucun diviseur indépendant dey; donc il faut que Q, s'annule, et en conséquence Qi est divisible par di , quel que soit 7. Il résulte de là qu'au lieu
du multiplicateur U| on aurait pu choisir -^^ ; dans les applications du théorème de Labatie, il conviendra toujours d'adopter les multiplicateurs les plus simples ; cependant la démonstration que nous allons présenter ne suppose poiiU que l'on ait pris cette précaution.
Si, entre les fx — i premières des égalités (3), on élimine Va, Vs, . . ., Vj^i, il est évident que le produit Wi aa . . . fi^_j V| se trouvera exprimé par la somme des polynômes V^, V^.^.!, multipliés chacun par une fonction entière, et il est facile de voir que, si l'on divise par di d^^-^d^^ l'égalité ainsi obtenue, elle prendra la forme
G^_i et G^j désignant des fonctions entières. D'abord, pour |UL= 2, celte formule devient
et elle coïncidera avec la première des égalités (3), si Ton divise celle-ci par d^ et que l'on pose
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celte valeur de G| est entière, car, ainsi que nous l'avons montré plus haut, Q, est divisible par d^. D'après cela, pour établir la formule (4), il suffit de montrer que, si elle a lieu pour une valeur de fx, elle subsiste encore pour la même valeur augmentée de i . A cet effet, multiplions
la formule (4) par -p et remplaçons ensuite Uj^ V^ par sa
valeur tirée des égalités (3), savoir
si Ton pose, pour abréger.
il viendra
par hypothèse, Gp^i est une fonction entière; donc, à cause de la précédente égalité, le produit G^ V^^.1 est pareillement une fonction entière, ce qui exige que G^^le soit aussi, puisque V^^^, n'a pas de facteurs indépendants de j. La formule précédente se déduit de la formule (4) en remplacent ^ par |ut 4- 1 : donc notre assertion se trouve justifiée. En même temps, on voit que les fonctions G2, Gj, . . . seront données successivement par la formule (6), en partant des valeurs connues de G© et de G| .
Le polynôme Va est lié aux ionctions V^ et V^^^ par une relation analogue à la formule (4)- On a effectivement
Hii-i et H^_2 désignant des fonctions entières. Cette
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formule se déduit de la formule (4) en changeant dans celle-ci V| en V2 et en remplaçant la lettre G par H ; donc le raisonnement qui a servi pour établir la formule (4) prouve que, si notre nouvelle assertion s'applique à une valeur de fx, elle subsiste pour la même valeur augmentée de i. Le même raisonnement montre encore que Ton a
Or la formule (7) se réduit à une identité, pour /x = 2, si Ton fait
(9) Ho = o, Hi=^;
donc elle est générale, et en partant des valeurs (9) de Ho et de H|, la formule (8) déterminera toutes les fonctions entières H^.
En retranchant les égalités (6) et (8) l'une de l'autre, après les avoir multipliées respectivement par H^^i el Gj^i, on obtient
GpkHjt—i — Hjfc Gjj^i = — -7 — -j- ( ^v^i Hjt-t — H,^_i Gp^i ) ;
remplaçons jx successivement par 2, 3, . . . , fx et multiplions entre elles les fx — i égalités résultantes, il viendra
ou, à cause des formules (5) et (9),
Enfin, si Ton retranche les formules (4) et (7) Tune de l'autre, après avoir multiplié la première par H,^,
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et la seconde par G^i, il viendra
et, ayant égard à la formule (10), on aura simplement (M) H^.V.-G^.V, = (-.)^22...^V,..; en particulier pour (ix = /i -H i , on a
Les formules (4), (7), (11) et (la), que nous venons de tirer des égalités (3), fournissent immédiatement la démonstration du théorème de Labatie.
En effet, les fonctions "^"'' --"^-i ^^ ^ n'ayant au-
cun diviseur commun, les formules (4) et (7) montrent que les valeurs de :r et de j qui annulent V^ et
~^ annulent nécessairement V, et Va ; donc, en premier lieu, toutes les solutions des dwers systèmes (2) sont des solutions des équations (i).
En second lieu, si des valeurs simultanées de x et de r annulent V| et Va, la valeur de x annulera, d'après la
formule (i 2 )^ l'une au moins des fonctions— 5 -^5 ..., — .
Si la première de ces fonctions s'annule, les valeurs de
X et de j que nous considérons seront des solutions
du premier système (2); supposons généralement que
^ soit la première fonction qui s'annule; alors la formule (11) montre que Y^^ doit s'annuler, et en consé-
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quence les valeurs de j: et dey qui, par hypothèse, satisfont aux équations (i), satisferont également à celui des systèmes ( 2 ) qui occupe le fx'*"® rang. Donc : toutes les solutions des équations (i) satisfont à l'un au moins des systèmes (2), ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Remarques. — Le théorème de Labatie donne les diverses solutions des équations proposées, avec le degré de multiplicité qui leur convient; mais cette proposition nouvelle ne me paraît pas avoir une importance assez grande pour que je m'arrête à en présenter la démonstration.
94. Le théorème qui précède se rapporte exclusivement aux solutions finies et déterminées des équations proposées. Pour avoir les systèmes de solutions déterminées dans lesquelles la valeur de y est infiQie, il suffit d'ordonner les équations par rapport aux puissances décroissantes de y, et de chercher le plus grand commun diviseur entre les coefficients du premier terme de Tune et de l'autre équation. On égalera ce plus grand commun diviseur à zéro, et les racines de l'équation obtenue seront les valeurs cherchées de x.
On procédera d'une manière semblable pour trouver lès solutions dans lesquelles la valeur de x est infinie.
application de l'élimination à la transformation des équations,
95. Le problème que l'on a en vue, dans la transformation des équations, peut être énoncé de la manière suivante :
Etant donnée une équation f{z) = o du degré m, dont les racines sont représentées par 2 < , «a> • • • > ^mjfor-
mer une équation F (u) = o dont chaque racine u s' exprime par une fonction rationnelle donnée (^ [ZiyZ2y.,,,Zy) de [i racines de la proposée.
Il est évident que la solution de ce problème s'obtiendra en éliminant les p quantités Z|, -Zj, . . . ,2^ entre lesfz •+- 1 équations
En traitant la question à ce point de vue, chacune des racines z^, z^, • - -, z^ est considérée comme ayant m valeurs différentes, et, par suite, u doit avoir en général m^ valeurs distinctes; Téquation finale en u sera donc du deg:ré m^. Il en résulte que, si Ton s'impose la condition que les quantités Z|, Z2y . . . , z,^ soient distinctes, sauf le cas où la proposée aurait des racines égales, on obtiendra une transformée qui sera compliquée de solutions étrangères à la question. On peut cependant, dans chaque cas, diriger le calcul de l'élimination de manière à éviter ces solutions étrangères, mais le plus souvent il est préférable de résoudre le problème de la transformation par une autre méthode qui sera exposée dans la Section II. Nous nous bornerons ici à présenter deux exemples.
96. Problème I. — Etant donnée une équation f(z)=iodu degré m, former une équation F (u) = o dont les racines soient les sommes prises deux à deux des racines de la première équation.
Désignons par z et par z^ une racine quelconque de réquationy(-2) = o. D'après ce qui a été dit plus haut, l'équation en u sera le résultat de l'élimination de z et z^ entre
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ou le résultat de l'élimination de z entre les deux.
Mais ce système peut lui-même être remplacé par le suivant,
dans lequel la deuxième équation a pour premier membre le produit de deux fonctions entières, savoir
et u — 2z.
Il s'ensuit que l'équation finale en u, relative aux deux équations qui précèdent, sera le produit des deux équations finales qui se rapportent respectivement aux deux systèmes
et
(2) /(«)=0, tt — 23 = 0.
L'équation qui résulte de l'élimination de u entre les équations de ce dernier système est
et elle a pour racines les doubles z -f- -^^ ^< 4- -^i > • • • des racines de l'équation proposée.
Comme on a
u— :iz ^ ^ ' 1.2 *^ ^ ' 1.2 ...m ' ^ '
on voit que l'équation demandée s'obtiendra par l'élimination de u entre les deux équations
(3) /w=o. /'(«)+ îi=2f/"(3)-....+ (iir l^)r^/«(.)=o}
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<[uant au degré de cette équation, on voit a priori qu'il doit être égal au nombre des combinaisons de m choses
deux à deux, c'est-à-dire égal à — ~ "^ ■ »
S'il s'agit de l'équation di^ deuxième degré
/(z) = a*H-/?«î-:-9=o, on aura
La deuxième des équations (3) se réduit à
et, comme elle ne renferme pas z, elle n'est autre que l'équation demandée; ce résultat est évident.
Dans le cas du troisième degré, la méthode générale est susceptible de simplification ; car, soit l'équation
et désignons par z, Z|, z^ les trois racines. Si l'on fait Zi -f. 22 = Uf on aura z = — u — p, et, jpar suite,
/(— «— P) = Oî celte équation est précisément la transformée demandée.
97. Problème II. — Etant donnée une équation f'^s) = qdu degré m, former une équation F(tt) = o, dont les racines soient les différences deux à deux des racines de la proposée, ■
Désignons comme précédemment par z et par z^ une racine quelconque de l'équation y ( -s) =: o; l'équation en H s'obtiendra en éliminant z et z^ entre
/(«)=Oi /(»l)=0, tt=Zi— s,
ou, en éliminant z entre les deux
S-, Aig. stip, — I. x4
Ce système peut être remplacé par le suivant : lequel se décompose en deux autres, savoir :
(2) /{z)=zo, u = o.
Les systèmes de solutions du système (2) sont formés d*une quelconque des racines z de la proposée et d'une valeur nulle de u; quant aux équations (i), elles peuvent être écrites sous la forme
elles donneront pour équation finale la transformée F (m) = o que Ton cherche, et celle-ci n'aura de racines nulles que si la proposée a des racîi^es égales.
On reconnaît a priori que le degré de l'équation demandée est égal au nombre des arrangements de m choses deux à deux, c'est-à-dire égal km {m — i) ; en outre, il est évident que les /»( m — i) racines de cette équation formeront des couples tels que z — z^=Ui,z^ — z = — U| de deux racines égales et de signes contraires, en sorte que
son premier membre sera le produit de — i facteurs
de la forme u* — uj , et il ne renfermera que des puissances paires de u. L'équation F (u) = o s'abaissera donc
au degré — en posant u* = j/; l'équation en i/ est
dite V équation aux carrés des différences des racines de la proposée.
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Exemple. — Appliquons ce qui précède à réquation du troisième degré
(i) «•-hPa*-i-Qz-f-R = o.
Si Ton remplace z par z — ^^ et que ron pose (n*' 62)
P* ^ 2P» PQ
cette équation se réduira à
Les racines de Téquation (2) sont égales à celles de réquation (i) augmentées d'une même quantité; donc, pour Tune et l'autre équation , Féquation aux différences est la même. On obtiendra celle-ci en éliminant z entre réquation (2) et Téquation
(3) 3z«-f-3iiz-t-(«*+;?)=c.
Le moyen le plus simple de fairç cette élimination consiste à retrancher les équations ( 2) et (3) l'une de l'autre après avoir multiplié la première par 3 et la seconde par z^ ce qui donne
à tirer des équations (3) et (4) les valeurs de z et z^ savoir :
tt' H- />« -h 3^ , «* — pi^ -h 97« — 2/?*
et à égaler la seconde expression au carré de la première. Posant ensuite
on obtiendra l'équation aux carrés des différences demandée, qui est
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Remarque. — Soh/'{z) une fonction entière de z, à coefficients réels ; si l'on pose z = x -^y ^ — i et que Ton fasse
9 et (p étant des fonctions réelles, on aura aussi
/(oj _^^H7) = ^ (.r, j) — /ITT >»; (or, j).
Cela étant, si l'on considère les équations simultanées
et que Ton élimine successivement entre elles les inconnues X et J'y il est évident que l'équation finale en x ne sera autre chose que l'équation aux demi-sommes des racines de la proposée, tandis que l'équation finale en j^ sera l'équation aux quotients par 2 ^ — i des différences des mêmes racines. Effectivement, les deux équations qui précèdent équivalent aux deux suivantes :
qui expriment que x-i-y ^ — i et x — y ^ — i sont des racines de/(-z:) = o.
Sur la recherche des diuiseurs des /onctions entières d^une ^variable.
98. Toute fonction entière y(z) d'une variable z est le produit de facteurs linéaires de la forme z — z^; la recherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résolution de l'équation y(^) = o, car la condition pour que z — Zf soit un diviseur de/ (z) esty(^i) = o. Si la fonction y(z) est du degré /n, elle admettra évidemment autant de diviseurs du degré fi que l'on peut former de
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combinaisons avec les m facteurs linéaires pris p à fx ; ce nombre de combinaisons est égal à
fA
Pour trouver les diviseurs dont il s'agit, on effectuera la division de la fonctiony(z) par un polynôme ^(z) du degré /ut, dans lequel les coefficients soient indéterminés, et Ton égalera à zéro le reste du degré ^k — i que l'on aura obtenu; on formera ainsi (ix équations qui serviront à déterminer les fji coefficients du polynôme ^{z). Si l'on veut avoir l'équation de laquelle dépend l'un de ses coefficients, il faudra procéder à l'élimination de tous les autres, et l'on trouvera une équation finale dont le degré devra être égal à M. A chacune des M racines de cette équation finale correspondra un diviseur de degré fji du polynôme y (z), en sorte que les valeurs des coefficients éliminés devront être déterminées complètement par le moyen des équations de condition.
Lorsqu'on a/ui = iou(x=m — i,le nombre M est égal à m; mais dans tout autre cas on a M>/n, en sorte qu'en général la recherche des diviseurs d'un degré différent de I ou de 772 — i dépend d'une équation dont le degré est supérieur à celui de la proposée.
Au lieu de procéder comme nous venons de l'indiquer, on peut écrire que le polynôme àonné f[z) est le produit de deux polynômes ?(^)> ^(^) des degrés /m et 77* — |x respectivement, et dans lesquels tous les coefficients soient indéterminés; on formera ainsi 77i équations de condition entre les tti coefficients indéterminés, et l'on obtiendra ensuite, par l'élimination, l'équation de laquelle dépend Tun des coefficients du polynôme ^[z].
Soit le diviseur
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il est évident que — «i est la somme de fi racines de Téquation f[z)= o; donc Téquation finale de laquelle dépend — a< coïncidera avec l'équation aux sommes des racines Aef[z) = o, prises (x àji. Ainsi, en particulier, pour avoir Féquation aux sommes des racines deux à deux d'une équation ^(z) = o, il suffira d'exprimer que z^ — uz-^-q est un diviseur dey(-z:); on trouvera ainsi deux équations de condition entre u et y, et par l'éliinînation de q on conclura l'équation demandée.
99. Bien que la recherche des diviseurs, du deuxième degré d'un polynôme y (z) dépende toujours d'une équation de degré supérieur au degré àef[z), il existe un cas remarquable dans lequel cette équation s'abaisse et devient ainsi plus facile à résoudre que l'équation f{z) = o. Le cas dont je parle est celui où le polynôme / (z) est du quatrième degré.
Soit
/( z) = z* -h Pz» -f- Qz* -4- Rz H- S,
et désignons par
un diviseur àef[z). La quantité p dépendra d'une équation du sixième degré; mais je dis que, si l'on fait disparaître le deuxième terme de cette équation, le quatrième et le sixième disparaîtront aussi, en sorte que l'équation transformée ne renfermera que des puissances paires de la nouvelle inconnue p\ et qu'elle s'abaissera au troisième degré en posant p*^ = u.
En effet, désignons par Z|, z^yZ^y z^ les quatre racines de l'équation y (jz:) = o. Les six racines de l'équation enp seront
— Zi — Zj, «1 — Zj, — Z| — Z4,
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etleur somme sera égale à — 3 (ifi -f- -^a + ^s -h ^4 ), c'està-dire égale à + 3 P. Pour faire disparaître le terme du cinquième degré dans l'équation en p^ il faut donc posçr
d'où
Les six valeurs de p' seront donc
[ — Zj — 3, H- «3
(— zi H_z, ^-z, — Z4),
-f-Zi — Z,-|-Z, — Z4), -f-Z, -f-3, — Z,— Z4),
et l'on voit que ces valeurs sont égales deux à deux et de signes contraires, comme nous l'avions annoncé.
Ce qui précède conduit à une conséquence importante^ ainsi qu'on le verra dans la suite de cet Ouvrage.
Sur l'abaissement des équations.
100. Une équation/* ( z ) = o est susceptible d'abaissement lorsqu'elle ne renferme que des puissances de z dont l'exposant est divisible par un même nombre n\ effectivement, si le degré est désigné par mn^ l'équation
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s'abaissera au degré m en posant z" = x; nous avons vu aussi comment on peut toujours abaisser le degré des équations réciproques. Enfin on produira l'abaissement d'une équation toutes les fois que Ton parviendra, par une voie quelconque, à décomposer son premier membre en deux facteurs. Cela arrivera, par exemple, si Ton sait que l'équation f(z)=±o a des racines communes avec une autre équation F ( ^ ) = o, à moins qu'elle n'ait toutes ses racines communes avec celle-ci.
Nous sommes ici conduit à présenter une définition qui a une grande importance dans l'Algèbre.
Définition. — Une fonction entière f[z) est dite irréductible lorsqu'elle n'admet aucun diuiseur rationnel.
Une équation est dite irréductible quand son premier membre est une fonction irréductible.
Mais il nous reste à expliquer ici ce que nous entendons par diviseur rationnel, et en général par quantité rationnelle.
Si les coefficients delà fonction/ (z) sont des nombres rationnels, un diviseur rationnel est simplement celui dans lequel tous les coefficients sont des nombres rationnels.
Pour embrasser tous les cas, supposons que les coefficients àef[z) soient àe^ fonctions rationnelles de quantités quelconques j qu'on regarde comme connues; nous nommerons diviseur rationnel de f[z) tout diviseur, fonction entière de z, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités connues. Généralement, toute fonction rationnelle des quantités connues sera dite une quantité rationnelle, Ddnis le cas d'une fonction dont les coefficients demeurent indéterminés, les quantités connues ne sont autre chose que les coefficients eux-mêmes.
La définition qui précède s'étend d'elle-même à une fonction entière de plusieurs variables.
Il faut remarquer qu'une fonction entière ou une équation peut être réductible ou irréductible, suivant la nature des quantités regardées comme connues. Par exemple, Féquation z^ — 2 = o est irréductible, tant qu'on ne regarde comme quantités connues que les nombres rationnels; mais, si parmi ces quantités on fait figurer les racines carrées des nombres rationnels, réquatîon se réduira, car son premier membre se décomposera dans les deux facteurs z — ^et z -h ^*
TiiéoREME. — Sif[z) = o est une équation irréductible, F(z) une fonction rationnelle, et que V équation F{z) = o admette une racine z^ de/(z) = o, elle admettra aussi toutes les autres.
Soit, en effet,
(fei^ désignant des fonctions entières ; la racitie Zt sera, par hypothèse, commune aux équations
et cela exige que le polynôme ?(-) soit divisible par f{z), car autrement il y aurait un diviseur commun à ces polynômes, et réquationy*(2) = o ne serait pas irréductible. Soit donc
on aura
et, par conséquent, Téquation F [z) = o admettra toute3 les racines àef^z) = ©•
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101. Il est quelquefois possible d'abaisser une équation dont deux racines sont liées entre elles par une relation donnée, et la voie de Télimination peut être employée à cet effet.
Soit effectivement
(0 Az) =-o
une équation du degré m, dontz, «,,..., z»,., désignent les m racines, et supposons que Ton ait entre deux de ces racines la relation
dans laquelle y désigne une fonction entière. On pourra éliminer z^ entre cette équation et Téquation
et Ton obtiendra ainsi l'équation finale en z,
Si Téquation proposée est irréductible, la fonction F(z) sera divisible par /(z) d'après le théorème du n° 100, et l'équation précédente ne sera d'aucun usage. Mais, si l'équation proposée est réductible, il pourra arriver que quelques-unes des racines de l'équation (i) n'appartiennent point à l'équation (a); dans ce cas, les pol)'nômesy(z) et F(z) auront un plus grand commun diviseur ^ (z) différent dey*(z), et l'on pourra en conséquence décomposer la fonction y*(z) en deux facteurs, l'un et l'autre rationnels, dans le sens qui a été indiqué au numéro précédent.
Supposons, par exemple, que l'équation
ait deux racines z etZf dont la sonfme soit égale à une quantité donnée a. On cherchera le plus grand commun
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diviseur (p(z) des polynômes /(^) et f(a — r), et Ton décomposera ainsi ^"(z) en deux facteurs. S'il n'y a que deux racines z et Zi qui soient liées par la relation z-f-z, =a, le polynôme ^(z) sera évidemment du second degré; il sera d'un degré supérieur à a, s'il existe plusieurs couples de racines telles, que la somme des racines de chaque couple soit égale à a; enfin il sera du premier degré, si l'équation proposée a une racine égale à
~ a, et qu'il n'existe point de couples de racines dont la
somme soit égale à a. Il peut arriver que la fonction /{^) soit irréductible; dans ce cas, l'équation proposée ne change pas quand on change z en a — 2, et je dis qu'elle est susceptible d'abaissement. En effet, posons
et
on aura
donc l'équation transformée
ne changera pas par le changement de u en — u. Si l'on supprime les racines nulles que cette équation peut avoir, elle ne renfermera plus que des puissances paires de u et on l'abaissera en posant u^ = v.
Le cas d'une équation /(z)=zo, dont deux racines sont liées par la relation zZi = a^ donne lieu à une discussion toute semblable.
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Il ne seira pas inutile de présenter, en terminant, Texemple d'une équation irréductible dont deux racines soient liées entre elles par une relation simple. L'équalion
qui a pour racines les doubles des cosinus des arcs — * 9
— î — » est dans ce cas; ^, z^ et z^ désignant les trois racines, on a
et si Ton forme les expressions àe f{z^)y /[z^), on trouvera
^(^' ) = - (TT^»-^(')' >'(*») = r.-^(')-
Nous nous sommes borné au cas où Ton a une relation entre deux racines de Téquation proposée. Si Ton avait, entre /ut racines, /i étant > 2, la relation
on pourrait éliminer ji — i racines en faisant intervenir f/ — I des jut équations
et il en résulterait diverses équations finales qui auraient nécessairement des racines communes avec la proposée. Mais, comme dans le cas particulier que nous avons examiné précédemment, ces équations ne seront d'aucun usage si Téquation proposée est irréductible.
PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ
Propriétés des racines de l'équation binôme ^'" = i . Des racines primitii^es et de leur nombre.
102. Nous compléterons la théorie générale contenue dans les deux Chapitres précédents, en exposant ici les propriétés des racines de l'unité, dont nous ferons un fréquent usage dans la suite de cet Ouvrage.
Théorème I. — Les racines communes à deux équations binômes, telles que
sont également racines de Inéquation
oii 6 désigne le plus grand commun dii^iseur des nombres m, etn.
Supposons, en effet, que Ton ait à la fois
a"*=:i et a'* = i;
soit m^n^ et désignons par q le quotient, par r le reste de la division de m par n, en sorte que m = ziy -h r; on aura
«'*«'+'• = I ou a'»^.a'- = i.
Mais, à cause de a" = i , on a aussi a"^ = i ; donc
D'où l'on conclut que, si /•, /•', r", . . . , 0 sont les restes auxquels conduit la recherche du plus grand commun diviseur des entiers m et ti, on aura
et, par conséquent, toute racine commune, a, aux deux équations proposées, est aussi racine de
Il est évident d'ailleurs que, réciproquement, les racines de cette dernière équation appartiennent aux deux équations proposées.
On peut aussi démontrer le précédent théorème en déterminant le plus grand commun diviseur des binômes z"^ — I , z" — I (n** 47 ) ; on reconnaît immédiatement que ce plus grand commun diviseur est z* — i .
Il résulte de là que, si m et n sont premiers entre eux, les deux équations
n'ont d'autre racine commune que l'unité, et que, si m est un nombre premier, l'équation
n'a de racine commune autre que l'unité avec aucune équation de même forme et de degré moindre.
Théorème II. — Si a désigne une racine quelconque de l'équation binôme
toute puissance de a sera aussj. racine de la même équa-lion.
L'équation
entraine, en effet,
et, par conséquent, tous les termes de la série
sont racines de Téquation proposée.
A cause de a"* =-- 1 , on a aussi
d'où il suit que la série précédente contient au plus, comme cela doit être, m quantités distinctes, savoir :
a, aS a', . .., a"*-*, a"* ou I«
Lorsque /7i est un nombre premier et que a n'est pas égal à l'unité, les m termes de la série précédente sont différents ; car si l'on avait, par exemple.
nf el n-^nf étant inférieurs à m, on aurait, en divisant par a"",
ce qui ne peut être, puisque l'équation z^=i n'a aucune racine commune autre que l'unité avec z" = i . Il en résulte cette proposition :
Théorème III. — Si m est un nombre premier, et que a soit une racine quelconque de l'équation
autre que l'unité, les m racines de cette équation seront représentées par
Cette proposition n'a plus lieu quand m est un nombre
composé, et qu'on prend pour a une racine quelconque de
mais elle aura lieu évidemment, d'après ce qui précède, si Ton prend pour a une racine qui n'appartienne en même temps à aucune équation 2" =: i de degré n inférieur à m.
Cela posé, nous appellerons racines primitives de l'équation binôme
celles des racines de cette équation qui n'appartiennent à aucune équation de degré moindre et de même forme, telle que
Si m est premier, toute racine de «*"= i, autre que i, est une racine primitive ; et, dans tous les cas, chaque racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner toutes les racines par ses diverses puissances.
103. Nous allons démontrer actuellement qu41 existe des racines primitives pour toute équation binôme, de degré non premier, et nous déterminerons en même temps le nombre de ces racines.
Considérons d*abord le cas où le degré de l'équation binôme
est une puissance d'un nombre premier p, et soit
/w =/?''; toute racine non primitive de l'équation
doit appartenir à une équation telle que
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OU 6 désigne un diviseur de p^ : mais tout diviseur de p^, autre que /;•* lui-même, doit diviser f^~^; donc les racines de Téquation précédente, et, par suite, toutes les racines non priniitwes de la proposée, doivent appartenir à Téquation
D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartiennent évidemment à la proposée ; le nombre des racines non primitives de celle-ci est donc ^'*~*, et, par conséquent, celui des racines primitives est
P^-P^-^ ou /'M'-J' ^" ^\~p)^
Nous allons faire connaître la manière dont sont formées les racines primitives de l'équation
(i) zP^=j,
Soient 6| une racine quelconque de l'équation
€2 une racine quelconque de
ZP =: Sj,
63 une racine quelconque de
zP = 6„
et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on obtienne une dernière équation
dont nous désignerons par Sy, une racine quelconque. Si Ton fait
(2) « == 6i S) . . . €,fc_i 6ji,
S. — j4/g. sup., 1. i5
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cette expression de « aura p^ valeurs, puisque 6| Apy^L-^ leurs, qu'à chacune d'elles correspondent p valeurs de 62, etc., et elle donnera précisément les p^ racines de l'équation (i).
On voit d'abord que les valeurs de a satisfont à l'équation (i), car on a
6f=i, 6^=1, es' = f 5^1:7' = 1, 6^=1,
et par suite,
Il suffit donc de démontrer que les p^ valeurs de a sont distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient égales entre elles, que l'on ait, par exemple,
(3) 6, 6, 63 . . . 6,4_i 6pi = 61 6, Çj . . . 6,^16^;
en élevant cette égalité à la puissance p, et se rappelant que
(5) êj 6, 6, . . . 6^_, = €i 5, 6, . . .6j^_|
Des égalités (3) et (5) on tire
en opérant sur l'égalité (5) comme nous venons de faire sur l'égalité (3), on obtiendra
et, en continuant ainsi, on arrivera à cette conséquence : que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantités 6i, 6a, . . . , 6j, ne soient respectivement égales aux quan*
tîtés 6', , S'j, . . . , o'^. D*où il suit que la formule (a) donnera effectivement toutes les racines de l'équation (i).
Cherchons maintenant quelles sont celles de ces racines qui sont primitives. Comme nous Tavons déjà remarqué, les racines non primitives deTéquation (i) sont celles qui satisfont à l'équation
Supposons donc que l'on ait
en supprimant les facteurs égaux à l'unité, cette équation se réduit à
Mais des égalités (4) on déduit
par suite, l'équation (6) exige que
Par où l'on voit que la valeur de a donnée par la formule (a) sera une racine primitive ou non primitive de l'équation (i), suivant que 6| sera différent de i ou égal à i.
De ce qui précède on peut conclure la proposition suivante :
Théorème IV. — La résolution de V équation binôme z'^=ij dont le degré m est une puissance [i d'un nombre premier p^ se ramené à déterminer une ra-cine 6% autre que V unité de V équation zP=ziy une racine 6^ quelconque de l'équation z/'=S|, puis une racine quelconque Oj de zP = 02, etc*
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Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de Inéquation proposée, laquelle donnera toutes les autres par ses diverses puissances.
104. Considérons maintenant le cas général où le degré m de Téquation binôme
est un nombre composé quelconque; décomposons ce nombre en ses facteurs premiers, et soit
p^qy ... , r désignant des nombres premiers quelconques inégaux.
Écrivons les équations
désignons par 6 une racine quelconque de la première, par y une racine quelconque de la seconde, etc., par i une racine quelconque de la dernière, et posons
Cette expression de a a /n valeurs, puisque 6, y, . . . , î ont respectivement /;**, ^*. . . . , r^ valeurs; je dis que ce sont précisément les m racines de Téquation (1).
Il est d'abord évident que la précédente valeur de et satisfait à Téquation (i), car on a
et, par suite,
d'où
Il reste à prouver que les m valeurs de a sont dilTérentes.
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Supposons que deux de ces valeurs soient égales, que Ton ait, par exemple,
comme les quantités 6', /,..., 5' ne sont pas toutes égales respectivement à &\ y^^ . . . , à" y admettons que 6' diffère de d", et élevons l'égalité précédente à la puissance ^\ • .z'^, on aura
et, en supprimant les facteurs égaux à i,
mais 6' et S" étant deux racines distinctes de Téquation zP^ = 1 , elles peuvent s'exprimer par deux puissances d'une même racine primitive S; posons donc
/i' et n étant </>•*• Alors la dernière égalité deviendra
ou, simplement,
d'où il suit que 6 est une racine commune aux deux équations
et qu'elle satisfait, en conséquence, à Téquation
0 désignant le plus grand commun diviseur à p^ et nq".,,!^. Mais ce plus grand commun diviseur Q est, au plus, égal à n, et, par suite, il est inférieur à yy"*; donc S ne serait pas, comme nous l'avons supposé, une racine primitive de zP^ = i .
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On voit par là que la formule ( 3 ) donnera bien les m racines de Téquation (i).
Gela posé, je dis que, si 6, 7, . . . , J désignent des racines primitives de celles des équations (2) auxquelles elles appartiennent respectivement, la valeur de a donnée par la formule (3) sera une racine primitive de l'équalion (i).
Si, en effet, le contraire a lieu, a satisfera à une équation
dont le degré 0 sera un diviseur de m, et il y aura au moins un facteur premier, parmi ceux de //?, qui entrera dans ô un moins grand nombre de fois que dans m ; supposons que le facteur premier p soit dans ce cas, 0 divisera p^^q", . .7-^, et, par suite, a sera racine de l'équation
on aura donc
Mais
donc
d'où il suit que 6 est racine de l'équation (4); or elle l'est aussi de la première des équations (2) ; d'ailleurs, le plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux équations est />•*"*; donc 6 est racine de l'équation
mais cela est contre l'hypothèse, puisque 6 représente
une racine primitive de la première des équations (2).
Il résulte de là que, si l'on ne prend pour 6, y, . . . , d
que des racines primitives de la première, de la se-
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€onde, etc., de la dernière des équations (î), la formule (3) ne donnera que des racines primitives pour l'équation (i). Il est d'ailleurs facile de voir que, si 6, ou 7, . . . , ou î n'est pas une racine primitive de celle des équations (2) à laquelle elle appartient, la valeur de a donnée par la formule (3) ne sera pas non plus une racine primitive de l'équation (i). Supposons, en effet, que 6 ne soit pas une racine primitive de zP^ = i ; on aura alors
et, par suite,
ce qui montre que a ou 67 ... J satisfait à une équation binôme de degré inférieur à m.
On peut conclure de ce qui précède le nombre des racines primitives de l'équation (i). En effet, le nombre des racines primitives 6 est, comme on l'a vu précédemment,
p^[\ ); celui des racines primitives y est de même
(f*[i j» etc.; donc le nombre des racines primitives
a de l'équation (i) est
On peut aussi énoncer la proposition suivante :
Théorème V. — La résolution de l'équation binôme z'^ = i, où m est un nombre composé quelconque, se ramène à la résolution des équations de même forme p
on
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et qui ont respectwement pour degrés les nombres pre^ miers ou puissances de nombres premiers qui divisent le nombre m.
lOo. L'expression du nombre desracines primitives de TéquationsT '"=:!, que nous avons obtenue, est précisément celle du nombre cp (aai), qui indique combien il y a de nombres premiers à m et non supérieurs à m. Au reste, quand on admet Texistence d'une racine primitive a, il est facile d'établir que le nombre total de ces racines est <f {m).
Soit e un entier inférieur à m; si e est premier à m^ OL^ sera racine primitive de z'"= i ; en effet, si le contraire avait lieu,' on aurait
(a*)''=i, ou a'** = i,
. ^ . . ne , ,
n étant <^ m, ce qui exige que — soit entier, puisque a est
racine primitive ; cette conséquence est inadmissible, car e est premier à w, et n est inférieur au même nombre.
Si e et m ont un diviseur commun 0, — sera un multiple de /w, et l'on aura
donc OL^ sera racine de l'équation z^ = i, et, par suite, elle n'est pas racine primitive de la proposée.
Soient a, 6, y, . . . , w les m racines de l'équation
Si r désigne une racine primitive de la même équation, les mêmes racines pourront être représentées par
r, r*, '^,..., r^'*"\ r^ ou i;
on aura donc, en représentant par /ix un nombre positif
quelconque,
Le second membre de cette formule est nul si [i n'est pas divisible par m; on a donc, dans cette hypothèse,
si au contraire /x est divisible par m, chacune des puissances «•*, ê^, ..., (ù^ est égale à i, et, par suite,
ai^-f-6J*-f-. . .H-««*=:m.
Ainsi l'on aura, en particulier,
Rappelons enfin que les racines de réquation2'"= i peuvent être exprimées par le moyen des fonctions circulaires. Effectivement, si Ton désigne par 2 7: la circonférence dont le rayon est i, et que Ton fasse
les m racines de Téquation proposée seront données par
la formule
z = cosftf H- / sinp^ ,
où il sufiîra d'attribuer k [x m valeurs entières consécutives.
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L'équation binôme plus générale
se ramènera à la forme si Ton pose
/a désignant l'une quelconque des quantités qui ont a pour puissance m**"*.
On peut démontrer, à l'égard de ces extractions de racines m**"", un théorème tout semblable à celui qui concerne les racines m'*"" de l'unité, lorsque m est un nombre composé.
Supposons d'abord que m soit le produit de deux nombres premiers entre eux/; et ^ : on aura
or on peut toujours trouver deux entiers Ç et u (n** 13) tels, que Ton ait
puisque p et i/ sont premiers entre eux : on aura donc
V'a = a~P^ = a^ (^ = yi^ ^â\
Ainsi l'extraction d'une racine de degré pç se ramène toujours, lorsque/? et q sont premiers entre eux, à l'extraction de deux racines. Tune du degré /?, l'autre du degré if.
On a, par exemple, quel que soit a,
SECTION I. CHAPITRE V. a35
Et, en général, si
m z=zp .q , . ./p
p, ^, . . . , r désignant des nombres quelconques premiers entre eux, deux à deux, on pourra écrire
formule dans laquelle ^, u, . . . , w sont des nombres entiers positifs ou négatifs.
^application de la méthode d'abaissement des équations réciproques à l'équation binôme,
Soit Téquation
si m est un nombre impair 2/1X + i, et que Ton divise Téquation (i) par z — i, il viendra
(2) z^^-hz^'^^-h. . .H-z»-+-z-M = 0;
on pourra transformer cette équation (2) [n? 61) en
une autre du degré /x, en la divisant par z^y et en posant
ensuite
ZH := x;
Téquation (2), divisée par z^, devient
V^ -h V^_i -4- . . . -h V, -+- Vi -+- 1 = o, en faisant, comme au n^ 61 ,
nous représenterons par U^ son premier membre, en sorte que l'on aura
(3) U^ =: V^ + Vp^j -H. . . + V, H- Vj ■+■ I.
Lorsque le degré m est un nombre pair 2/1, Téquation (i) se décompose dans les deux suivantes :
la seconde se ramène à la première en changeant z en — s, lorsque n est impair; mais, si n est un nombre pair 2/:Xy on pourra lui donner la forme
et, en posant z -+- - = x, elle deviendra V^ = o.
Ainsi Téquation (i) peut toujours se ramener à des équations telles que
dont les premiers membres sont des fonctions entières de X du degré /i.
Chacune de ces équations a ses fx racines réelles. En effet, les modules des racines des équations
sont égaux à l'unité ; soit donc cos<p -h i sin^ l'expression générale des racines de l'une de ces équations, les racines de l'équation (4) correspondante seront
(cosy -h I siny] -\- (cosy -h/sin^)-* =r ^cos^.
On avuau n°61 que les trois fonctions V/,, Vn.i, V^^j sont liées par la relation
qui peut servir à former successivement les polynômes V2, Vs, . . . , en partant des valeurs
(6) Vo = 2, \,^.a:.
11 existe une relaûon pareille entre les trois fonctions U,i, tî/i-i, Uy,_2; en effet, si Ton ajoute les égalités
V/i "- - -^ V n— 1 ^ n—tt
il viendra, en ayant égard aux formules (6),
et cette formule permettra de calculer successivement les polynômes Ua, U3, . . . , en partant des valeurs
(8) Uo = i, Ui=x4-i.
i09. Si l'on pose
(i) z = cosf + /sinç,
on aura
(2) a:z=:sH = 2COSy,
changeons f en (fi, et désignons par x^*\ Y^^^ ce que deviennent alors x et V„, on aura
sin/î -î^ ^ smn ~
sin — sm ^ ^
Si l'on fait tendre (f i vers y, le second membre de cette formule tendra vers la limite /i— v — -i d'ailleurs x^*^ — x tendant vers zéro, le premier membre a pour limite la
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dérivée V'„ du polynôme V;, ; on a donc
ou
Sî l'on désigne de même par V^^*^ ce que devient V^ quand on change (p en f i, on aura
sin/i«i sin/if
V;^*^ - V; n ~sii^i slny"^
x(*) — je 2sinf| sinf cos^i — cosç '
le second membre de cette formule est égal à l'expression
Bin ^ ' sm ~ ~
sin(n_,)?lZ^ sin(/,-hi)?i-±^
sm -î^ sm ^^ î
multipliée par y-; : — > et, quand ^4 tend vers la
limite (f , il tend vers la limite
n[n -f- 1 ) sin (/î — i ) y — n{n — 1 ) sin (/i -+- 1 ) 9 4sin'f
ou
n ces© sm/?(p tî'
2 sm'f smf 2sm*f
si donc on désigne par V), la deuxième dérivée du poly-
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nôme V;i, on aura
,., „• 'î cos® sinwo /î* 5 V„ = - -r-~ -T— ^ ^7- COS/lf.
Si l'on remplace, dans celte formule (5), cos/z^ et—: — par les valeurs tirées des formules (3) et (4), qu'on mette ensuite -au lieu de coscp, il viendra
(6) (x*-4)V;-4-:rV;-,i«V„ = o;
cette équation permet de former facilement l'expression générale du polynôme V/i.
Effectivement, on reconnaît immédiatement, par les formules (5) et (6) du n** 108, que V« est un polynôme du degré n dont le premier terme a pour coefficient l'unité, et qui ne renferme que des puissances de x dont les exposants sont pairs ou impairs, suivant que n est pair ou impair. On peut donc poser
V„ = Ao^c» -h A, .r«-« -f- . . . 4- Ap-, jr«-«/»+« + ApX^'-^P -f- . . . ,
le premier coefficient Ao étant égal à i . On tire de là
V;,= iiAo .r'^' -♦-... H- (/î — 2/?) Apaj^-^P-' -+-.,.,
-\-(n — 7.p) [n — 7.p — i) Apx'^-^P-^ '\' . ., ,
et en substituant dans l'équation (6) les valeurs de V;,, V„ et V* , le coefficient de or^'^^sera
[n — ^p)[n — ip — i) -+-(« — 2/?)
OU
Ap — 4 {1— a/'-l-a) (/i — 2/7+ i)Ap-,
— ^P[^ —P) Ap — 4 (» — 2/> -h 2) (« — 2/? -h i) Ap«| ;
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mais ce coefficient doit être nul : on a donc
(n — 9.p -4- ?■) in — ?77 -h i)
Celte relation conduit aisément à l'expression générale de Ap ; car, le coefficient Ao de x^ étant égal à i , on a
/J(n-p) in — 2/3-1-4) (/î — 2/? -h 3)
En multipliant toutes ces égalités et supprimant les facteurs communs, il vient
. n'n~p—\)(n—p—7.),,.{n—2p-h^){n — 2»H-i) Ap = i- i)" , ., , -- - -^ i
la valeur de V„ est donc
. ^i'L-ll] .^.-4 _ ri{n-^){n- 5}
1 Yn — r'^ — njr"-^ H •r'*-* i ^-^- -' a:»--« -
, ^^n[n-p—\]'n-p—'j],..[n—op-^7.](n-^iip-^l)
On peut obtenir de diverses manières Texpression du polynôme V,, que nous venons de former; la méthode que nous avons adoptée ici a l'avantage de pouvoir être employée utilement dans un assez grand nombre de questions analogues.
On tire de la formule (7)
(8) iv;=x'.--"-^x"-» + l^iii-'->f"-±ii .»-._...,
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et sî l'on remplace dans les formules (7) et (8) x, V^ \\ parles valeurs tirées des formules (2), (3), (4)) on
obtiendra les valeurs de cosnf et de -;; — exprimées par
des fonctions entières de cosç, savoir :
If ^^ cos/zf = a'*"* cos'*^ — 2'*~'«cos'»— *ç -h a*»"* — ces"-* y — . .. 1*2
et
1sinn9 ,^, „ , „_. 71 — 2 „_. — : — ' = a***"* cos""'? — 2*»—» cos'*"^» smo» I .0)/ +^»-. (iLzillI^l:^) cos-,-. ..
Enfin, en changeant <f en cy, dans les formules (9)
et (10), on en obtiendra deux, autres que feront connaître
en fonction rationnelle de sin©, cos/zo) et si n est
^ ^ cosy
. cos/zo . . . .
pair, et smno si 72 est impair.
L'expression du polynôme V» conduit facilement à celle de Un. Effectivement, nous avons trouvé
en effectuant la. division, il vient
S. — -*^/^. 5If/>., I.
on aura aussi, en changeant n en 7i + 1,
et, en ajoutant,
c'est-à-dire '
on aura donc, par la formule (8),
ll„ = .r" -+- .r'*-i — ./;«-« — x»"»
Démonstration d'une propriété remarquable de l'é^
quation = o, où /; désigne un nombre pre^
mier.
Lorsque p est un nombre premier, Téqualion
est irréductible. Cette importante propriété est utile
dans un grand nombre de questions, et nous nous proposons de Tétablir ici. La démonslration que nous allons présenter repose sur les deux lemmes suivants :
Lemmb I. — Si un polynôme Ti.fonction'de x, à coefficients entiers du degré ni et dans lequel le terme le plus élevé en x a pour coefficient V unité, est divisible par le polynôme X| du degré n, dans lequel le terme le plus élevé en x a pour coefficient l'unité et dont tous les coefficients sont rationnels, ceux-ci sont nécessairement des nombres entiers.
En efl'et, désignons par X2 le quotient de X par X|,
X = XlXty
et si X| contient des termes fractionnaires, réduisonsles au même dénominateur, sauf le premier x". Soit aV- D ce dénominateur, aV- étant la plus haute puissance de l'un des nombres premiers qui en sont diviseurs. On aura (n« 13)
X',, X*, X'J' étant des polynômes à coeflGcients entiers, le premier du degré n et les deux autres au plus du degré n — 1 . Il faut bien remarquer que XJ' n'est pas nul, conformément à notre hypothèse-, la même chose aura lieu pour X'", à moins que Ton n'ait D = i . On aura, en opérant d'une manière semblable,
Le produit X| X2 se réduisant à un polynôme dont tous
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les coefficients sont entiers, il faudra que le* terme
— '-^ soit nul, parce que les autres coefficients ne
contiennent en dénominateurs que des puissances moins élevées de a. Donc Tune des quantités X", et X^ sera nulle; or ce n*est pas X', puisque, par hypothèse, le facteur aV- entre dans les dénominateurs de X| ; donc on a X'!| = o. La même chose peut se dire des facteurs premiers qui entreraient comme diviseurs dans les coefBcients de Xf . Donc le quotient X2 ne renferme aucune fraction et doit être un polynôme entier. Mais maintenant le quotient de X par X2, dont les coefficients sont entiers, étant égal à X|, les coefficients de X| doivent être entiers, puisque le premier terme de X est égal à x'^ et que le premier terme de X2 est égal à x^~^.
Le MME IL — Si, dans un poljnôme X de degré quelconque, le terme le plus éle\fé en x a pour coeffi^ dent l'unité, que tous les autres coefficients soient des entiers divisibles par un nombre premier p, et enfin que le terme indépendant de x soit égal à ±p^ réquation
sera irréductible.
En effet, si cette équation n'est pas irréductible, on aura
X= (xi^ + fl, jH^-' -H . . . -H û^_i X -I- /ï^) (.r" -+- *i ^»-* -h . . . -h ^^4 jT -f- 6,),
ai,a2,...; il, J2V étant des coefficients entiers et |i, v étant des exposants entiers égaux ou supérieurs à i dont la somme /x -f- v est égale au degré de X. Le dernier terme
de X étant égal k ztp, on a a^b^=±p; en outre, comme p est premier, l'un des nombres a^, b^ doit être égal à dz I et l'autre k ±p; nous supposerons
On a identiquement, par hypothèse,
OU
{^'^,..-^a^^.r±i)l.T--^,.,-^b^^.Tdzp)z=x^-*-'-hpx{^),
X{^) étant un polynôme à coefficients entiers; on peut supprimer le terme dz p dans le second facteur du premier membre, et il vient alors
Xii^y étant un polynôme à coefficients entiers. Le terme le moins élevé en x dans le premier membre est ± iy^jx; donc il faut que i^, soit divisible par/? ; on peut alors supprimer le terme iv-i^ dans le second Acteur du premier membre ; il vient alors
En continuant ce raisonnement, on voit que tous les coefficients i,, i2,..., i» sont divisibles pary7, et l'on a, en conséquence,
[x^ -f- û,x«*-» -I- ... -+- a^^a:±ï) j:*= xI*+' -+- ;?;^v ( J^),
)j,(jc) étant encore un polynôme à coefficients entiers. Or cela est impossible, puisque le coefficient de x'' dans le premier membre de la formule précédente est égal à dz i ; donc l'équation
X = o est irréductible.
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Théoeèhe. — L'équation
zP — I
ohp désigne un nombre premier, est irréductible.
En effet, posons z=a:-f- i; Téquation que nous considérons deviendra
ou
Cette équation en x est irréductible, d'après le lemme qui précède; donc la proposée est elle-même irréductible. Les deux lemmes démontrés plus haut suffisent pour établir le théorème plus général que voici :
«Si p est un nombre premier et que fx soit un entier quelconque, l'équation
zP^—\
est irréductible.
En eff'et, posons z = x -h i ; on aura
1^[x)y,,,y jf;,(j:),..., étant des polynômes à coefficients entiers. On aura donc aussi
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les coeflicients de xi^) étant entiers. On a d'ailleurs, pour z = if
donc, d'après lelemme II, l'équation /(j: -4- i) = o est irréductible; par suite, la proposée y (z) =o est ellemême irréductible.
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DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
De la résolution numérique des équations.
111. La résolution numérique des équations, dont nous allons nous occuper, comprend deux problèmes distincts, savoir : la séparation des racines et le calcul numérique de ces racines. Les propositions que nous développerons dans ce Chapitre se rapportent exclusivement au premier des deux problèmes dont nous venons de parler.
On dit qu'une racine réelle d'une équation est séparée, lorsque l'on connaît deux nombres qui la comprennent et qui ne comprennent entre eux aucune autre racine. Quant aux racines imaginaires, leur séparation sera effectuée lorsque, conformément aux idées qui ont été développées dans le Chapitre III, on sera parvenu à renfermer chacune d'elles dans un contour fermé qui n'embrasse aucune autre racine. La définition qui précède ne suppose pas que les diverses racines soient simples ; cependant, dans le cas des racines multiples, la séparation n'est complète que si le degré de multiplicité de chaque racine est déterminé. Au surplus, cette remarque n'a qu'une médiocre importance au point de vue des applications; car la résolution d'une équation qui a des racines multiples se ramène toujours (n^ 50) à celle
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d'une OU de plusieurs équations qui n'ont que des racines simples.
Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours les polynômes que nous aurons à considérer ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la variable. En outre, il ne sera question que d'équations à coefficients réels, à moins que nous n'avertissions du contraire.
Limites des racines réelles d'une équation à coefficients réels,
H2. Le procédé général que nous avons l'ait connaître au n" 46, pour obtenir une limite supérieure et une limite inférieure des modules des racines, donne en particulier des limites des racines réelles. Mais, quand on ne considère que ces dernières, on peut obtenir souvent des limites plus resserrées.
Soit
une fonction entière de la variable x, dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles données, et proposons-nous de trouver une limite supérieure des racines positives de l'équation
c'est-à-dire une quantité supérieure à la plus grande racine positive.
Le coefficient Ao étant supposé positif, si tous les coefficients qui suivent sont positifs, l'équation n'aura point déracines positives; soit donc A„ le premier des coefficients négatifs, et désignons par A la valeur absolue de celui de ces coefficients négatifs qui a la plus grande va-
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leur absolue. Comme la quantité
— A ^ h A («''■-" -H- *'^"""* -H . . . -4-ar-f- l)
est identiquement nulle, onpeutTajouter à l'expression def(jc) et celle-ci devient alors
^^^m-«+l Li»-! (^_ ,) _ A.1
Cette formule montre que Ton a f{x) > o, pour toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
et, par suite, pour toutes les valeurs de x, telles que
On tire de là, si re = i ,
Ao
et, si n est supérieur à i ,
la quantité ï ■+- t- ou i-h i/ — - est donc une limite su-
périeure des racines positives.
Pour avoir une limite inférieure des racines positives,
on changera x en - et Ton déterminera comme précédemment une limite supérieure des racines positives
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de Téquation transformée. Enfin, pour avoir des limites des racines négatives, il suffira de changer a: en — x et de chercher des limites pour les racines positives de la transformée.
113. La méthode précédente se résume, comme on le voit, par une règle uniforme qui est applicable dans tous les cas ; mais cette règle fournit souvent des limites fort éloignées des racines extrêmes ; aussi le procédé suivant doit-il être employé de préférence.
Supposons d'abord que le premier membre de l'équation proposée fi^x) = o se compose d'un ou de plusieurs termes positifs suivis de termes tous négatifs, et soit n le degré du dernier terme positif; on pourra écrire
f ( j:) et ^ ( j?) désignant des polynômes dans lesquels tous les coefficients sont positifs. Par hypothèse, la première des fonctions
f(.r) 4WVj
ne renferme que des puissances positives de j?, et il n'y a, dans la seconde, que des puissances négatives. La première de ces fonctions est donc croissante avec x, tandis que la seconde est décroissante. Il résulte de là que si rinégalité
est satisfaite pour une valeur de a:, elle le sera aussi pour les valeurs plus grandes. Par conséquent, pour avoir une limite supérieure des racines positives, il suffira de substituer à X une série de nombres croissant à partir de zéro, et le premier de ces nombres qui donnera un résultat positif sera la limite cherchée.
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Maintenant, considérons une équation quelconque f{x) = o ; le premier terme que nous supposons positif peut être suivi d'un ou de plusieurs autres termes positifs ; réunissons à ces termes tous ceux qui sont négatifs pour en composer un polynôme F(x); on aura
ç (x) ne renfermant que des termes positifs et F (jc) élant une fonction du genre que nous venons de considérer plus haut. Il suffira évidemment, pour remplir l'objet demandé, de chercher une valeur de x qui rende F (x) positive, ce à quoi Ton parviendra en substituant à x, dans F(a:), une série de valeurs croissantes à partir de zéro.
On peut encore arriver au résultat cherché, en partageant le premier membre de Téquation proposée en divers groupes, formés chacun d'un ou de plusieurs termes positifs suivis de termes négatifs de degrés moindres, et en cherchant une valeur de x qui rende positifs les polynômes contenus dans ces différents groupes.
Nous n'avons eu ici en vue que la recherche d'une limite supérieure des racines positives; mais, d'après ce qui a été dit au numéro précédent, c'est à ce problème que se ramène la détermination des autres limites.
Exemple. — Considérons l'équation
On peut décomposer le premier membre dans les deux parties suivantes :
Pour jr=45, la première partie est nulle, et la deuxième partie est évidemment positive ; donc 4^ ^^^ ^^^ limita
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supérieure des racines positives de Féquation proposée. La méthode du n° 1 12 donnerait 929 pour limite.
En changeant a: en -5 on obtient la transformée
le premier membre de cette équation, changé de signe, peut être décomposé dans les deux parties
l47-îP*-+-928.r* — 36.r* — 7 SX*, ^Sx — I,
qui sont positives toutes deux pour j: = -, d'où il résulte que*3 est une limite inférieure des racines positives de la proposée.
Si Ton change x en — x dans la proposée et dans la
transformée en-» on obtient deux nouvelles équations,
dont les premiers membres peuvent s'écrire comme il suit :
X*(l47.'^'— 928^? — 36) -h 72ar*H- 45.r-|- i;
le premier polynôme est positif pour a: = ou >3 et le second pour x = ou > 7.
11 résulte de là que les racines positives de l'équation proposée sont comprises entre 3 et 4S^ et que les racines
négatives le sont entre et — 3.
il 4. Méthode de Newton. — Cette méthode, dont l'emploi offre souvent quelque avantage, repose sur la proposition suivante :
Soient
la suite formée par une fonction entière du degré m
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et ses dénuées successii^es. Si pour une valeur a attribuée à X ces fonctions sont positiv^es^ elle,s le seront aussi pour toute valeur a -h h de x supérieure à a.
Il suffit évidemment de considérer la première fonction f{x), et la. proposition énoncée résulte immédiatement de Tégalité
tous les termes du second membre étant par hypothèse
positifs, on a
Il suit évidemment de là que l'équation y ( or) = o n'a aucune racine supérieure à a.
D'après cette proposition, pour avoir une limite supérieure des racines de réquationy(x) = o, on formera la
suite
On déterminera un nombre Xo qui rende /'^^*(x) positive, ce qui est facile, puisque cette fonction est du premier degré. Si aucune des fonctions qui précèdent^"*"* (x) n'est négative pour x = Xo, on pourra prendre x© pour la limite cherchée. Si, au contraire, en remontant la suite que nous considérons, on rencontre une fonction qui soit négative pour a: = x©, on prendra une valeur Xt supérieure à Xq qui rende la même fonction positive. Pareillement, si, pour cette valeur Xt , Tune des fonctions qui précèdent celle dont nous venons de parler est négative, on prendra une valeur Xa^Xi pour laquelle la même fonction soit positive, et ainsi de suite. On arrivera infailliblement par ce procédé à une valeur de x pour laquelle la fonction y (x) sera positive ainsi que toutes ses dérivées : cette valeur sera la limite cherchée.
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Après ce qui a été dit au n** H2, il est presque superflu d'ajouter que la méthode précédente peut être appliquée A la recherche de la limite inférieure des racines positives, ainsi qu'à celle des limites des racines négatives.
Exemple. — Reprenons Téquation qui a été considérée au numéro précédent. On a
/(x) r^x*— 45.r*-4- fjlx^-h- 36jp*— 97.8 .r — î47. — ^^=5.r*— i8o:r*4-2l6.r*-f-72.r— Q28,
— — ^ = io.r*— 270x' + 2i6jr-|- 36,
= lox* — l8o.r -f- 72,
\ry =r 5j7 — 45.
La valeur a: = 9 annule y*'^( a: ), maïs toute valeur supérieure rend cette fonction positive ; la dérivée précédente, /'"{oc), est positive pour a: = 18, mais la même valeur rend f'\oc) négative. Cette dernière fonction devient positive pour a: = 27, et f\x)y qui est alors négative, devient positive pour a:= 36. La valeur a: = 36 rend f{x) négative, nîaisy(a:) devient positive pour a:= 44- On peut donc prendre 44 pour limite supérieure des racines positives.
Théorème relatif aux résultats de la substitution de deux nombres quelconques à V inconnue,
115. Théorème. — Soient f(x) = o une équation à coefficients réels, x© e^X deux quantités réelles quelconques. Le nombre des racines de l'équation f[x) =0 comprises entre les quantités Xq et X est pair ou impair suivant que les résultats f[xo)t f{X.) obtenus en s ub-
stiluant Xq et IL à x dans le polynôme f[x) sont de même signe ou de signes contraires; zéro est regardé comme un nombre pair. En particulier^ si f{xo) et /(X) sont de signes contraires, V équation f (x) = o û au moins une racine comprise entre Xq et X.
En effet, supposons le polynôme /(a:) décomposé en facteurs linéaires. Nous savons que si, parmi ces facteurs, il y en a |ui égaux à x — (/? H- ^ \l — 1)> il y en a aussi fi qui sont égaux à x — [p — q yj — i)*, le produit de ces 2/:x facteurs est la puissance de degré fx du polynôme [x — p)^-hq^ y lequel reste positif pour toutes les valeurs de X. Si donc on désigne par F{x) le produit de tous les facteurs linéaires imaginaires def(x)f on aura
/[x) = F[:r) (ar— JTi) (^ — :r,) . . .(^ — ^,J,
F{x) restant toujours positif. On a, d'après cela,
/(j^ __ Ff.rJ -r, — x^ .r„_— .rj -^n — ^n,
le premier facteur '^ est positif, et l'un des facteurs
suivants, tels que ':^ — — > ne peut être négatif que si la ra-
cine x^ est comprise entre Xo et X. Donc la valeur de
-jr— est positive ou négative, suivant que l'équation
f{x) = o aun nombre pair ou un nombre impair de racines comprises entre x© et X. Dans le premier cas, f(xo) et/(X) sont de même signe; dans le deuxième cas, ces quantités sont de signes contraires.
Corollaire I. — Toute équation de degré impair a au moins une racine réelle de signe contraire à son dernier terme.
SECTION I. CHAPITRE VI. nSj
On suppose, dans cet énoncé, que le premier terme de l'équation proposée f{x) = o a un coefïîcient positif. Si le dernier terme de cette équation est négatif et que Ton nomme X une limite supérieure des racines positives de Téquation y( j:) = o, les résultats f{^), f{o) seront de signes contraires; îl y a donc une racine positive, et, s'il y en à plusieurs, elles sont en nombre impair. Si le dernier terme de l'équation y*( a: ) = o est positif, on changera x en — x, et, la transformée étant écrite de manière que son premier terme ait un coefficient positif, le dernier terme sera négatif; on rentre dans le premier cas.
Corollaire II. — Toute équation de degré pair dont le dernier terme est négatif a au moins une racine positiveetau moins une racine négativ^e.
On suppose encore ici que le premier terme de l'équation proposéey( x) = o ait un coefficient positif. Si l'on nomme X une limite supérieure des racines positives de réquationy(a:) = o, les quantités/(X),y(o) seront de signes contraires ; donc l'équation a un nombre impair de racines positives, et par conséquent elle en a au moins une. Ce raisonnement s'applique aussi à l'équation /( — x) = o; donc la proposée /(jc) = o a un nombre impair de racines négatives.
Tliéorème de Descartes,
1 16. On dit que deux termes consécutifs d'une fonction entièrey(j:) à coefficients réels offrent une variation, quand ils ont des signes contraires ; deux termes consécutifs qui ont le même signe oflrent une permanence. Cela posé, l'importante proposition connue sous le nom de 2%éoreme de Descartes repose sur le lemme suivant :
Lemme. — Sif[x) désigne une fonction entière et S. — Alg* sup.f I. 17
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que a soit une quantité positis^e^ le nombre des varia^ tions contenues dans le produit [x — a)f[x) surpassera d^une unité au moins, et toujours d^un nombre^ impair y le nombre des variations def[x).
En effet, ordonnons la fonctiony(a:) par rapport aux puissances décroissantes de x et posons
f[x] = (PoX'»-h...) - (P, ^r'". -f....) H- (P,x'».+...) — . .. H-(-l)«(P„.r'«.H-...),
en écrivant entre parenthèses tous les termes consécutifs qui ont le même signe ; le nombre des variations de f{x) est évidemment égal à n. Multiplions y (x) par x — a, et écrivons d'abord le produit par x ; il viendra
^/(:r)==(Poa:'«+»+...)~{Pj;r'«.+*^-...)-^(P,.r"'.+»-h.. .)-....
Pour déduire de ce résultat la valeur du produit [x — a) f[x), il faut lui ajouter — af[x). Or je dis qu'après cette addition les signes des termes dont les degrés sont respectivement m-f-i, m<-hi, ma-hi,..., 771;, -f-i seront restés les mêmes. Cela est évident pour le premier de ces termes, puisque le produit — af[x) n'est que du degré m. Quant au terme du degré /w<-f-i, il pourra être modifié, parce que — àf[x) peut renfermer un terme du même degré; mais ce terme, s'il existe, est le produit par — a du dernier des termes contenus dans la première parenthèse àef[x)y et, par conséquent, il est négatif; donc le signe du terme de degré mi-h-i dansxy(j?) ne sera pas changé. Pareillement, si — af[x) peut donner un terme du degré m2-f-i, ce terme est nécessairement le produit par — a du dernier des termes contenus dans la deuxième parenthèse de /(x), et il a le signe +y comme le terme semblable du
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produit xf[x). Il est évident que le même raisonnement s'applique à ceux des termes suivants que nous considérons. Mais le dernier terme de — af[x) est de signe contraire au terme de degré /n/j-h i qui figure dans xf(x)^ et il ne peut se rédjiire avec aucun de ceux contenus dans ce produit. Donc^ dans le produit (x — ^)f{^)y les termes dont les degrés sont m-f- i,m<-|-i,ma-f-i,... mn-\- 1 et le dernier terme auront alternativement les signes H- et — ; il y a par conséquent au moins /i-f- 1 variations dans ce produit. Il peut y en avoir davantage ; mais comme y en passant d'un signe -h à un signe — ou inversement, on rencontre nécessairement un nombre impair de variations, il est évident que, si le produit (x — a)f[x) a plus de tîH-i variations, il en aura 2^4-/14-1, 2 A: désignant un nombre pair.
117. Le lemme que nous venons d'établir nous donne immédiatement le théorème de Descartes, qui consiste dans la proposition suivante :
Théorème. — Dans une équation quelconquCy le nombre des racines positii^es ne peut pas surpasser le nombre des variations du premier membre; et, quand il est moindre, la différence est toujours un nombre pair.
En effet, sohf{x)= o l'équation proposée. Décomposons le polynôme/(x) en ses facteurs linéaires; désignons par F[x) le produit des facteurs qui répondent aux racines imaginaires ou négatives, et soient a^ a2vy a» les racines positives. On aura
/(a:)=Y(x) (or — «i) (or — a,) . . .(ar— fl,).
L'équation F(j?) = o n'ayant pas de racines positives, le premier et le dernier terme de F{x) sont de même signe, et en conséquence le nombre des variations
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de ce polynôme est un nombre pair a A" qui peut se réduire à zéro.
Le polynôme F[x) ayant a A: variations, le produit F{x) {x — ai) en aura 2Â<-hi, d'après la proposition précédente, ki étant égal ou supérieur à k. Pareillement, le produit F(j:)(j: — a«)(a: — Oa) ^^^ aA-a^-a variations, et ainsi de suite, de manière que le dernier produit, qui est égal kf[x)y aura 2A'; + v variations, Av étant un entier positif ou nuL
Corollaire. — Dans une équation quelconque, le nombre des racines négatii^es ne peut pas surpasser le nombre des ^variations de l'équation transformée en — X, et, quand il est moindre, la différence est toujours un nombre pair.
118. Le théorème de Descartes a pour complément la proposition suivante, qui n'en est au surplus qu'une conséquence :
Théorème. — Si une équation a toutes ses racines réelles, le nombre des racines positivées est égal au nombre des variations, et le nombre des racines négatii^es est égal au nombre des variations de la transformée en — X,
Considérons les différences entre le degré de chaque terme d'une équation de degré m et le degré du terme suivant. Parmi ces différences, il peut y en avoir qui soient des nombres impairs : je les désignerai par
a/-, -f-i, a^'2 + ï» •••» a/jt-f-i;
quant aux différences qui sont égales à des nombres pairs, je distinguerai celles qui répondent à deux termes de signe contraire de celles qui se rapportent à deux termes
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de même signe. Je désignerai les premières par
2/11 -+- 2, 2/ij + 2, . . . , 2/iv -♦- 2, tandis que les autres seront représentées par
Comme ilya/LAH-v-|-p différences, le nombre des termes de l'équation est égal à /x H- v + p -h i , et il est évident qu'il manque à celle-ci, pour qu'eUe soit complète, un nombre de termes qui sera égal à aS -+- v — p si l'on fait, pour abréger,
S=(>fi-h^,H-...+Xv)4-(^iH-//2-H...4-Av)-l-(g'tH-g',-4-...H-5'^).
En ajoutant le nombre des termes contenus dans l'équation proposée avec le nombre de ceux qui lui manquent pour qu'elle soit complète, on aura évidemment une somme égale à /tz -f- i ; donc
(i) m = pt-f- 2VH-2S.
Désignons maintenant par V le nombre des variations de l'équation proposée, par V le nombre des variations de la transformée en — a:, et cherchons la valeur de
V H- V. Considérons d'abord deux termes consécutifs dans lesquels la différence des degrés soit un nombre impair a/r-h i; il est clair que, si ces deux termes offrent une variation dans la proposée, ils présenteront une permanence dans la transformée en — x, et inversement ; donc les deux termes ne donnent qu'une unité dans
V -h V, et, comme il y a, par hypothèse, [x couples de termes du même genre, ces termes fourniront (i unités à la somme V -h V. Considérons en second lieu deux termes consécutifs de signes contraires et dans lesquels la différence des degrés soit un nombre pair 2 A -H 2 ; ces deux termes donnent une variation dans la transformée
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aussi bien que dans la proposée, et, comme il y a v couples de pareils termes, ils apporteront 2V unités dans la somme V-h V. Enfin, si Ton considère deux termes de même signe et dans lesquels la différence des degrés soit un nombre pair ^g^ ces termes ne donneront aucune variation dans la transformée en — x et ils ne fourniront rien à la somme V -h V. On a donc, d'après cela,
(2) V-4-V'=fx-i-2v,
et par conséquent la formule (i) peut s'écrire
(3) ;„ = v-i-V'-f-aS.
Si Ton désigne par P le nombre des racines positives de Téquation, par P le nombre des racines négatives et par 2I le nombre des racines imaginaires, on aura aussi
(4) m=:P-hP'-+-2l;
et la comparaison des formules (3) et (4) donnera
Si l'équation proposée a toutes ses racines réelles, I est nul ; d'ailJeurs aucun des nombres V — P, V — P' ne peut être négatif; donc on a non-seulement
(6) P = V, P'=r, mais encore
Les formules (6) démontrent la proposition énoncée; la formule (5 ) nous fait connaître en outre une limite du nombre des racines imaginaires. On en tire effectivement
1= ou >S;
d'où il résulte qu'une équation a toujours des racines
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imaginaires lorsqu'il manque plus d'un terme entre deux termes de signes contraires, et lorsqu'il manque même un seul terme entre deux termes de même signe.
Corollaire I. — Si une équation a toutes ses racines réelles et positix^eSj l'équation est complète et elle ne présente que des ^variations.
Car le nombre des variations doit être égal au degré m de l'équation, et celle-ci renferme en conséquence m -H i termes.
Corollaire II. — Si l'équation /{x) = o a toutes ses racines réelles et que a soit une quantité positii^e, le produit [x — a)f[x) ne renferme quune ^atiation de plus quef[x).
Car, dans chacune des équations
f[x) =0, (or — a]f[x) = o,
le nombre des racines positives çst égal au nombre des variations du premier membre. La deuxième équation ayant une seule racine positive de plus que la première, elle a aussi une seule variation de plus que celle-ci.
119. Le théorème de Descartes conduit encore à une autre proposition sur laquelle nous croyons devoir appeler l'attention, parce qu'elle est le point de départ de recherches nouvelles dont nous aurons à parler ensuite. Cette proposition est la suivante :
Théorème. — Soient f[x) = o une équation du degré m dont les m racines sont réelles^ et f'[x)y f [x)j - . ,yf"^[x) les m déris^ées successives du polynôme f[x). Si, dans la suite des m -h i Jonctions
on substitue successivement deux quantités réelles quel"
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conques a et S^ a, et si, après chaque substitution^ on compte les variations de signes que présente la suite des résultats, le nombre des variations perdues en passant de x = (xà x=^6 sera précisément égal au nombre des racines de l' équation /(x) = o comprises entre a et 6.
En effet , posons successivement x = x' -f- « et a: = x'-l- o. Le nombre des racines de la proposée qui sont supérieures à a sera égal au nombre des racines positives de la transforméey(a/-|- a) = o, et, en conséquence, égal au nombre des variations du polynôme f{x'-^-a)y puisque toutes les racines sont supposées réelles. Pareillement le nombre des racines de la proposée qui sonL supérieures à 6 sera égal au nombre des racines positives dey*(a:'H- 6) = o, et, par suite, égal au nombre des variations de /(a/ -h 6); d'où il suit que l'équation y(a:) = 0 a précisément autant de racines comprises entre a et S qu'il y a d'unités dans l'excès du nombre des variations dey*(x'-f-a) sur le nombre des variations dey(a/-f- 6). Mais on a
donc l'excès dont nous venons de parler est égal à la différence entre le nombre des variations que présente la suite
pour x =: a, etle nombre des variations que présente la même suite pour a: = 6.
Tliéorème de Budan.
120. La proposition précédente cesse d'être exacte, lorsque l'équation/ (x) = o n'a pas toutes ses racines
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réelles. Mais, en cherchaut à en modifier Ténoncé de manière à embrasser tous les cas, Budan est parvenu à un théorème remarquable que nous allons exposer, après avoir établi préalablement un lemme fort important sur lequel nous aurons à nous appuyer.
Lemme. — Sif[x) désigne une fonction entière de X ayant pour dérivée f {^x)y et que l'on fasse croître x
de — 00 À + 00 ) chaque fois que le rapport -zyj-A
s'annulera, il passera toujours d'une valeur négative à une valeur positive.
En effet, soit a une valeur de x pour laquelle f{x) s'annule. Si m est le degré de cette fonction et que Ton représente par /'(x), f^[x) • • •$ /"^{x) ses dérivées successives, on aura, pour a: = a H- i/,
comme il peut arriver que la valeur x = a annule y (jc) et quelques-unes des dérivées suivantes, je désignerai généralement par y*" (a;) la première de ces dérivées qui ne s'annulent pas pour a: = a. Alors, en divisant Tune par l'autre les deux équations précédentes, on aura
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la fraction qui multiplie -^ dans le second membre, a
pour limite Puni té quand u tend vers zéro ; donc, pour des valeurs de u positives ou négatives dont le module est suffisamment petit, les quantités
« et ël±Jf}.
seront de même signe ; il résulte de là que , si h désigne une quantité positive suffisamment petite, et que l'on fasse croître u de — A à -f- A, le rapport
d*abord négatif, s'annulera en même temps que u et deviendra ensuite positif.
Corollaire. — Si le polynôme f{x) et ses n — i premières dérwées s'annulent pour or = a, et que h désigne une quantité positive Suffisamment petite j la suite des « -f- 1 fonctions
présentera n variations pourx=a — A, et elle n offrira que des permanences pour x ^^a-hh.
En effet, deux fonctions consécutives de cette suite sont de signes contraires pour x = a — A, et elles sont de même signe pour a: = a -H A.
121. Théorème de Budan. — Étant donnée une équation quelconque /{x) = o de degré m, si dans les m -H I Jonctions
(l) /(x), fia:], r{:r), ..., /-(x)
on substitue deux quantités réelles quelconques a et
S>a, et si, après chaque substitution^ on compte les variations de signe que présente la suite des résultats, le nombre des racines def[x) = o comprises entre a et 6 ne peut jamais surpasser celui des variations perdues dea:=zQLàx = Sj et, quand il est moindre, la dijjé^ rence est toujours un nombre pair ( * ).
En efTet, quand on fait croître x d^une manière continue de a à 6, la suite des signes des fonctions (i) ne peut éprouver de modifications qu'à l'instant où x atteint et dépasse une valeur qui annule quelqu'une de ces fonctions; supposons donc que, pour x = «, une ou plusieurs des fonctions (i) s'annulent. Parmi ces fonctions qui s'annulent, pour x = a/i\ peut y en avoir plusieurs qui soient consécutives ; soient donc généralement
n fonctions consécutives qui s'annulent pour a: = a, le nombre n pouvant se réduire à l'unité. L'indice (x peut être zéro, auquel casy''(.r) représente la fonction y (or); mais le dernier indice u-|-/i — i ne peut être égal à m, car la fonction/'" (x) est une constante différente de zéro. Cela posé, considérons la portion de la suite (i) qui comprend les fonctions (2) et la fonction suivante, savoir :
d'après le corollaire du lemme qui précède, si h désigne
( ^ ) Ce théorème est souvent attribué à Fourier, qui l'avait sans aucun doute rencontré dans ses recherches ; mais la priorité appartient réellement à Budan, qui communiqua en 181 1 à l'Académie des Sciences la démonstration complète du théorème. L'énoncé que nous adoptons ne diffère que dans la forme de celui donné par Budan, et il est tel que Fourier l'a présenté dans son Analyse des équations^ publiée après sa mort, en i83i, par les soins de Mavier.
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une quantité positive suffisamment petite, les « -f- r fonctions de la suite (3) offriront n variations pour x = a — A, tandis qu'elles ne présenteront que des permanences pour j: = a -h A. Appliquons successivement ce résultat aux cas de /ui = o et de (x ]> o.
Dans le cas de /x = o, on peut dire que : si les n premiers termes de la suite [i) s'annulent pour jo = a, c'est-à-dire si l'équation f{x) = o a n racines égales à a, la portion de la suite (i) qui embrasse les n-hi premiers termes perd n variations, quand on passe de X = a — h à x = a-\-h.
Dans le cas de /x> o, joignons aux fonctions (3) celle qui les précède dans la suite (i), on aura les n-h 2 fonctions
Si n est un nombre pair 2.Âr, l'équation y*^( a:) =0 a ai racines égales à a, et, en conséquence, f^[x) ne change pas de signe quand a: varie de a — hka-\- h\ d'ailleurs f^^^{x) conserve aussi le même signe; donc la suite (4) perdra 2Âr variations quand on passera de a — hka-hh. Si, au contraire, n est un nombre impair 2Âr -f- 1, l'équation f^{x) = 0 a 2^-4-1 racines égales -4 a et f^{x) change de signe quand x varie de a — h àa -f-A; comme y*'*""' (a:) conserve le même signe, il s'ensuit que la suite des deux fonctions y '^*( a: ),/''* (x) perdra ou gagnera une variation dans le passage de a — A à a -f- A, et, par conséquent, la suite (4) perdra dans ce cas (î/:-hi)±: I, c'est-à-dire 2 A ou 2 A H- 2 variations. On peut donc dire que : si n termes consécutifs de la suite ( i), ne comprenant pas le premier terme, s'annulent pour a:=a^ la portion de la suite (i) qui embrasse ces n termes avec celui qui les précède et celui qui les suit perd un nombre pair de variations, quand on passe
de a — h à a-f-A; ce nombre fie variations perdues peut se réduire à zéro quand « = i ; mais, pour /i > i, il est positif.
Il résulte de là que, x croissant de a à 6, chaque fois que cette variable atteint et dépasse une valeur à qui annule quelques-unes des fonctions (i), cette suite perd y -+- aÂT variations, k étant un entier positif ou nul, et le nombre v, qui peut aussi se réduire à zéro, étant précisément égal au nombre des racines de réqualiony(ar) = o qui sont égales à a. Si donc N désigne le nombre total des racines réelles égales ou inégales comprises entre a et 6, le nombre des variations perdues en passant de x =: a à a: = 6 sera égal à N ou égal à N augmenté d'un nombre pair.
Corollaire. — Si F équation f[x) = oa'ii racines comprises entre a et 6, et que la suite ( i ) perde N -H a K variations dans le passage de x = aà x=Sy l'cqua' tion a au moins aK racines imaginaires.
En effet, désignons par N© le nombre des racines comprises entre — oo et a, par N' celui des racines comprises entre 6 et -H oo . Soient aussi N© -H aKo, N'-H aK' les nombres de variations perdues dans la suite (i) quand on passe dej:= — ooàjt:=:aetdej: = 6àa: = -f-oo. 11 est évident que pour a: = — oo la suite (i) présente m variations, tandis qu'elle n'a que des permanences pour X = oo ; on a donc
No -^ N H- N' ■+■ aRo H- aK -f- aK' = m;
le nombre al des racines imaginaires est égal à m — (No H- N H- N'), et l'on a conséquemment
I=:Ko-t-K-f-K', d'où I = ou>K.
122. Nous présenterons ici deux remarques au sujet du théorème de Budan.
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Quand on applique ce théorème, il peut arriver cpe l'un des nombres a et 6 qu'il faut substituer à jo annule quelques-unes des fonctions de la suite (i). On sauve cette difficulté en substituant a + A au lieu de a et 6 — h au lieu de S, h désignant, comme précédemment^ une quantité positive suffisamment petite. Aucun calcul ne sera d'ailleurs nécessaire, car supposons que l'hypothèse x=:a annule les termes de la suite ( 3 ) à l'exception du dernier, nous savons que cette suite (3) n'offre que des permanences pour x = a-h/i. Si c'est, au contraire, l'hypothèse x = 6 qui annule les fonctions dont nous venons de parler, la suite (3) ne présentera que des variations pour X = 6 — h.
Le théorème de Descartes peut être regardé comme un corollaire de celui de Budan. Supposons, en effet, que l'on veuille appliquer ce dernier théorème en prenant a = o, 6 = -h 00 . Pour a: = -H 00 , la suite des fonctions (i) ne présente que des permanences, et pour x = o ces fonctions se réduisent aux coefficients de l'équation y*(j;) = o, en faisant abstraction de certains multiplicateurs numériques et essentiellement positifs. A la vérité, l'hypothèse x= o peut annuler quelques-unes des fonctions ( i), et cela arrive nécessairement si l'équation proposée manque de quelques termes. Mais supposons qu'au lieu de substituer zéro on ait substitué successivement — h et -+- A ; comme le nombre des variations perdues en passant de — h à -+-A est pair, si, comme on le suppose, l'équation proposée n'a pas de racines nulles, il est permis de ne tenir aucun compte de celles des fonctions (i) qui s'annulent pour x = o, lorsque l'on applique le théorème de Budan en prenant a = H-A et 6=-f-oo, ou, ce qui revient au même, en prenant a = o,6 = -|-oo.Il résulte donc du théorème de Budan que : si l' équation f(x) = o a N racines positives, la suite des coefficients des termes
contenus dans le premier membre offrira N -H aK variations, K étant un entier positif ou nul; ce qui est précisément le théorème de Descartes.
Théorème de Rolle.
123. La proposition connue sous le nom de théorème de Rolle est utile dans quelques circonstances, et elle se rattache directement à la théorie que nous exposons; aussi croyons-nous devoir la présenter ici.
THÉonÈMEf. — Si aetb désignent deux racines cornécutivfes de V équation f [x) = o, e/i sorte que cette équation riait aucune autre racine comprise entre a et A, l' équation f (^x) = o, obtenue en égalant à zéro la rferivée def[x), a au moins une racir^e comprise entre a Gt by et, quand elle en a plusieurs, le nombre de ces racines est impair.
En effet, si Ton suppose J > a et que Ton désigne par h une quantité positive suffisamment petite, le premier des deux rapports
sera positif, tandis que le second sera négatif (n° 120). D'ailleurs les numérateurs y( a H- A) tl f{b — h) sont de même signe, puisque Téquation proposée n'a pas de racine entre a + h et b — A ; donc les dénominateurs /'{a-i- h),/'{b — h) sont de signes contraires, et, en conséquence, l'équation/' ( a:) = o a un nombre impair de racines comprises entre a-{- h eib — A, ou entre a et &. Il faut remarquer que ce théorème subsiste, lors même que a ou & serait une racine multiple de Téquatien proposée.
Corollaire I. — Deux racines consecutwes a et ^ de l'équation f'[x) = o nepeuvfent comprendre entre elles plus d'une racine de l'équationf[x) = o.
Car, si réquationy*(a:) = o avait deux racines a et b comprises entre a et ê, l'équation f'{^x):=o aurait au moins une racine y comprise entre a et A ; cette racine serait donc comprise, à plus forte raison, entre a et 6, ce qui est contre l'hypothèse.
Corollaihe il — Si l'équation f[x) z=ode degré m a toutes ses m racines réelles, l'équation /''[x) = o a également toutes ses racines réelles, et deux racines consécutii^es de la seconde équation comprennent toujours une racine de la première.
Désignons par
les racines de l'équation ^(.r) = o, rangées par ordre de grandeur à partir de la petite, et par
mj, wij, 171,, . . ., m»
les degrés de multiplicité de ces racines, on aura
/7ï = iw, -f- m. H- . . . -Mw^
Cela posé, d'après le théorème des racines multiples, l'équation y'( a:) = o a /Wi — i racines égales à ai , elle en a ma — i égales à aa, . . . , m„ — i égales kan\\e nombre de ces racines est m — n. En outre, d'après le théorème de RoUe, réquationy{x) = o a au moins une racine comprise dans chacun des n — i intervalles que forment deux termes consécutifs de la suite (i); elle ne peut d'ailleurs en avoir plus d'une dans chaque intervalle, puisque le nomtre total de ces racines est/» — i.
Soient
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les n — I racines dey'(x) = o dont nous venons de parler et qui sont respectivement comprises dans les « — i intervalles formés par deux termes consécutifs de la suite (i). Il est évident que les termes de cette suite (i) seront compris respectivement dans les n intervalles formés par la suite
(2) —00, b^, 6„ ..., bn-^u +«>;
les termes de la suite [^) séparent donc les racines (i) de Téquation proposée.
124. Exemple. — Pour donner un exemple des applications du théorème de RoUë, nous établirons une propriété importante que possède une classe de fonctions qui se présentent dans diverses recherches mathématiques. Posons, pour abréger,
z . 2" et désignons par
les dérivées successives du polynôme y (j:); la fonction que j'ai en vue et que je désignerai par X^ est définie par la formule
La fonctiony(j:) étant un polynôme de degré a/i, sa pleine dérivée, y*''(x) ou X« sera un polynôme du degré n. Cela posé, je dis que Téquation X„ = o
a ses n racines réelles, inégales et comprises entre — 1 et -f-i.
Pour établir cette proposition, il suffit d'appliquer n fois de suite le théorème de Rolle à Féquation
s. — Alg, sup,, U iS
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Cette équation a n racines égales à — i et w racines égales à + I ; donc Téquation
aura n — i racines égales à — i , n — x racines égales à ■4- 1, et une racine a^ comprise entre — i et + 1. De là il résulte que Téquation
a n — a racines égales à — i, ti — 2 racines égales à -h i, une racine i| entre — i et a^ et une racine è^ comprise entre a^ et -f- 1.
Il n'est pas nécessaire de pousser plus loin ce raisonnementy pour reconnaître que l'équation y* ''(j:)= o ou Xn = o a ses /i racines réelles, illégales et comprises entre — I et -f- I, ainsi que nous l'avions annoncé.
12S. On peut tirer du théorème de Rolle les conditions de la réalité de toutes les racines d'une équation de degré donné; mais, devant bientôt faire connaître une méthode beaucoup plus simple qui remplira le même objet, nous n'aborderons point ici cette question générale, et nous nous bornerons à appliquer le théorème à la détermination du nombre des racines réelles d'une équation trinôme, telle que
dans laquelle nous supposerons les exposants meln impairs.
Le nombre total des variations contenues dans cette équation et dans sa transformée en — x est égal à i ou à 3 ; le nombre des racines réelles est donc lui-m<îme égal à I ou à 3 ; il s'agit de distinguer ces deux cas. La dé^
rivée ^(j:) a ici pour valeur
si p est positif, réquationy'(x) = o ne peut avoir d^autre racine réelle que zéro; donc la proposée ne peut pas avoir dans ce cas trois racines réelles. Si p est négatif, et que l'on désigne par b le radical
n—nj
np — î m
réquationy'(x) = o admettra les racines — h et -f- i, indépendamment des racines nulles qu'elle peut avoir et qui sont, par hypothèse, en nombre pair. Alors, si la proposée a trois racines réelles, — h sera comprise entre les deux plus petites, tandis que -h J le sera entre les deux plus grandes ; donc ces trois racines seront respectivement comprises dans les trois intervalles que forme la suite
— oo, —ô, -^6, -4-00,
ce qui exige que l'on ait
Réciproquement, si ces conditions sont remplies, l'équation proposée aura nécessairement (n^ll5) une racine comprise entre — oo et — è, une deuxième entre — 6 et + i, une troisième enfin entre -|-i et + oo . En remettant au lieu de h sa valeur, on trouve que nos deux conditions deviennent
tn — n
et elles peuvent s'exprimer par une inégalité unique, en écrivant que la puissance (m — n)**"* de la quantité intermédiaire est inférieure à la puissance [m — /i)**"« de
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Fune des quantités extrêmes. On obtient ainsi la condition demandée,
i^rn^)'
on voit qu'elle n'est jamais satisfaite quand p est >o. Si le premier membre de cette inégalité se réduit à zéro, l'équation proposée a encore trois racines réelles, mais il est évident que deux de ces racines sonti égales en tre elles. Si l'on a
l'équation proposée devient
ce qui est la forme à laquelle peut être ramenée toute équation du troisième degré (n° 62). Quant à la condition de réalité des trois racines, elle devient
j-*-^— <o ou 4/^»-+-a7^*<o.
Tlworème de Sturm.
126. Parmi les problèmes que l'on rencontre dans la théorie des équations, l'un des plus importants est celui qui a pour objet la découverte d'une règle à l'aide de laquelle on puisse déterminer le nombre exact des racines réelles d'une équation qui sont comprises entre deux nombres donnés.
La proposition du n° il 9 nous a donné la solution de ce problème pour ce qui concerne les équations dont toutes les racines sont réelles, et les recherches de Budan ont eu pour objet, comme on l'a vu, de tirer des mêmes principes un critérium qui pût s'appliquer à tous les cas. Mais, malgré son utilité incontestable, le beau théorèmo
auquel ce géomètre est parvenu ne donne pas une solution complète de la question que nous venons de poser.
L'Algèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais cette lacune se trouva comblée de la manière la plus heureuse par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géomètre communiqua à l'Académie des Sciences, en 1829, la démonstration de son théorème qui constitue l'une des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie l'Analyse mathématique.
127. Le théorème de Sturm consiste dans la proposition suivante :
Théorème. — Etant donnée l' équation\ = 0 dont le premier membre est une fonction entière d'un degré quelconque m de l'inconnue x et qui na pas de racines égales, soit \ ^ la dérii^ée du poljnôme V. Effec-tuons la division de V par V|, jusquà ce que nous soyons arrii/é à un reste de degré inférieur au degré de V| , changeons les signes de tous les termes de ce reste et désignons par Va ce quil déifient alors. Divisons de même V| par V2, et, après avoir changé les signes des termes du reste, nous aurions un nouveau polynôme Vj dont le degré sera inférieur au degré de Vg. Divisons pareillement Va par V3 et continuons la même série d'opérations y comme s' il s' agissait de déterminer le plus grand commun diviseur des polynômes Y etYt, mais en ayant soin de changer les signes de chaque reste avant de le prendre pour diviseur. L'équation proposée n'ayant pas de racines égales, nous arriverons après un certain nombre fx — i de divisions à un reste numérique différent de zéro, et nous représenterons parY^ ce reste changé de signe. Nous obtiendrons ainsi une suite de [i-hi fonctions
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dont les degrés, par rapport à Xy fortiieront une suite décroissante.
Cela posé, soient a et 6^ a deux quantités réelles quelconques données, et substituons successii^ement et etS à X dans les Jonctions (i). Le nombre des racines réelles de t équation V=o, comprises entre a et 6, sera précisément égal à l'excès du nombre des variations que présente la suite des signes des p-f- i fonctions (i) pour j: = a, sur le nombre des variations que présente la suite des signes des mêmes fonctions pour x=S»
Désignons par
Qi, Q», . , Qh^-i
les quotients que Ton obtient en divisant Vpar V|, Yt par V2,..., V^_a par Y^^i ; on aura cette suite d'égalités :
qui conduisent aux deux conséquences suivantes :
i® Dans la suite (i), deux fonctions consécutiues ne peui^ent s^annuler pour la même valeur de x.
En effet, si Ton avait Va.i = o, Va = o, pour une certaine valeur de x, la relation
(3) V;fc^j = V^Q;t-V,.+,
montre que Ton aurait en même temps V;t+i = o. On conclut de là que, si une même valeur de x annulait deux fonctions consécutives, elle annulerait aussi toutes les suivantes, ce qui est impossible, puisque la dernière fonction V^ est une constante différente de zéro.
2* Si, pour une valeur de x, l'une des fondions de la suite (i), autre que la première, s'annule, lafonc^ tien précédente et la fonction suivante sont de signes contraires.
En effet, si Ton a Va= o, l'égalité (3) donne
Faisons maintenant croître x d'une manière continue entre les limites a et 6 ; la suite des signes des fonctions (i) ne pourra être modifiée qu'à l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annule une ou plusieurs des fonctions de la suite (i). Soit a l'une de ces valeurs, et supposons d'abord que, parmi les fonctions
qui s'annulent pour j: = a la première V ne soit pas comprise.
Si h désigne une quantité positive suffisamment petite, les équations Va.i=o, Va^.i= o n'auront aucune racine entre a — h et « -4- A, et en conséquence chacune des fonctions Yh-.\ ? V^^i conservera le même signe quand on fera croître x Aq a — Aàa-hA. Ces fonctions étant de signes contraires pour x = a, comme nous l'avons dit plus haut, elles sont pareillement de signes contraires pour x = a — A, ainsi que pour j:= a -h A; donc la portion de la suite (i) qui comprend les trois fonctions
offre une variation unique pour j; = a — A, ainsi que pour X = a -k- h\ cela s'applique évidemment à chacune des portions de la suite (i) qui sont formées par l'une des fonctions Yki V/,... et les deux qui la comprennent« On peut conclure de là que la suite des signes des fonctions (i) ne perd ni ne gagne aucune variation quand x croît de a — A à a -h h.
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Supposons maintenant que a:, croissant de a. à 6, atteigne une valeur a qui annule la fonction V, et pour laquelle quelques-unes des autres fonctionsdela suite(i),
telles que
Va, V/, . . . ,
puissent aussi s'annuler. Le raisonnement qui précède montre que la portion de la suite (i) formée avec Tune de ces dernières fonctions et les deux qui la comprennent présente une variation unique pour X'=-a — A, ainsi que pour j: = aH-/i. D'ailleurs, d'après le lemme du
n° 120, le rapport— passe du négatif au positif quand x
croît de a — Aàa-f-A; ce qui revient à dire que les deux fonctions V, V| offrent une variation pour j: = a — A, et une permanence pour x'=a->rh\ donc, dans le passage de x=^a — h à x=a-f-A, la suite entière des fonctions (i) perd une variation et n'en perd qu'une seule. En résumé, si x croît d'une manière continue depuis a jusqu'à 6, le nombre des variations de la suite des fonctions (i) n'éprouve de modification que quand x atteint et dépasse une racine de l'équation V = o, et chaque fois que X atteint et dépasse une telle racine, il y a une variation perdue, dans la suite des fonctions (i) ; ce qui démontre le théorème énoncé,
128. Sturm a fait lui-même sur son théorème des remarques importantes que nous reproduisons ici.
1° Dans les divisions successives qui servent à trouver les fonctions V2, V3,..., il est permis de multiplier ou de diviser les dividendes ou les diviseurs par des nombres positifs quelconques; les fonctions (i) se trouveront alors multipliées par des facteurs positifs, ce qui ne- changera point leurs signes ; mais il faut éviter de supprimer ou d'introduire des facteurs négatifs.
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2° La condition que la dernière des fonctions (i), savoir Y^y est une constante, n'intervient pas dans la démonstration que nous avons présentée du théorème ; cette démonstration suppose seulement que V^ ne change pas de signe quand x varie de <x à S. Il résulte de là que si, parmi les fonctions (i), il s'en trouve une V* qui n'ait aucune racine comprise entre a et 6, on pourra arrêter la suite (i) à cette fonction et faire abstraction de toutes celles qui suivent.
3° Il peut arriver que l'une des limites a, ê annule une ou plusieurs des fonctions de la suite (i); mais il ne saurait résulter de cette circonstance aucun embarras pour compter le nombre des variations. Il suffira effectivement, dans ce cas, de substituer a — A au lieu de a ou 6 + A au lieu de S, h désignant une quantité aussi petite que l'on voudra. Supposons que la fonction V s'annule, soit pour x = a, soit pour x= S. Ainsi que nous l'avons vu, les deux fonctions V, V< offriront, dans le premier cas, une variation pour x = (x — h, et une permanence, dans le deuxième cas, pour a:=6-+-A. Quant aux fonctions qui suivent, si Tune d'elles s'annule pour x = a ou pour jr=6, nous avons vu que, pour une valeur de x trèspeu différente de a ou de 6, la suite formée par cette fonction et les deux qui la comprennent offre toujours une variation unique.
129. Le théorème de Sturm s'applique sans modification aux équations qui ont des racines multiples, pourvu que l'on fasse abstraction du degré de multiplicité de ces racines.
En effet, soit X = o une équation qui a des racines multiples, et désignons par X| la dérivée du polynôme X. Opérons sur les fonctions X et X| , comme s'il était question de chercher leur plus grand commun diviseur, en
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ayant soin de changer le signe de chaque reste, ainsi que le prescrit Ténoncé du théorème. On obtiendra ainsi la suite de fonctions
(l) X, X;, Xj, ..., X)ii_i, X,|,
dans laquelle le dernier terme ne sera plus constant; mais trois fonctions consécutives seront encore liées entre elles par une égalité de la forme
Xjt-i = XkQk — Xx^i,
où Qa désigne une fonction entière.
Soit D le produit des facteurs linéaires communs àX et à X|; il est évident que les fonctions (i) pourront être divisées exaclement par D, et si Ton désigne par
( ^ ) '^» V|, Vj, . • . , Vji_i, Vji
les quotients de ces divisions, la dernière des fonctions (2) sera une constante ; en outre trois fonctions consécutives decette suite seront liées entre elles parla relation
Va— I = V;^ Qjt — - Vjt+i ;
enfin, d'après le lemme du n** 420, le rapport — - = --
passera toujours, en s'annulant, d'une valeur négative à une valeur positive. En conséquence, on peut appliquer aux fonctions (a) le raisonnement entier du n° 127, et il en résulte que, si 6 est > a, l'équation V = o ou X=o a autant de racines comprises entre « et 6 qu'il y a de variations perdues dansla suite des signes des fonctions (2), lorsque j: croît de a à 6. Enfin, comme les fonctions (i) s'obtiennent en multipliant les fonctions (2) par un même polynôme D, il est permis de substituer les unes aux autres.
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Des conditions de réalité de toutes les racines d Utne équation de degré donné,
130. Pour avoir le nombre total des racines réelles d'une équation donnée V = o, il suffit de former, conformément au théorème de Sturm, la suite des fonctions
(i) V, V|, Vj, ...» V,j._i, Vji,
et d'y substituer successivement deux limites L, L', entrelesquellesloutcsles racines réelles soieBtt comprises ; maïs comme, pour une valeur de x dont le module est suffisamment grand, une fonction entière a toujours le signe de son premier terme, et que nous n'avons à nous préoccuper que du signe des résultats des substitutions, on peut prendre, pour plus de commodité, — oo et -Hoo au lieu de L et de U. Soient donc k le nombre des vîiriations contenues dans la suite des fonctions (i), pour X = — 00 ; A^ le nombre des variations de la même suite pour j- = -H 00 , le nombre des racines réelles de l'équation V = o sera k — A'.
Si l'on veut avoir séparément le nombre des racines positives et celui des racines négatives, il faudra en outre substituer zéro à x dans la suite (i), ce qui réduira chacune des fonctions à son dernier terme ; soit A^ le nombre des variations de la suite (i) pour x = o, l'équation proposée aura ki — k* racines positives et A — Ati racines négatives.
131 . Supposons maintenant que l'on veuille connaître les conditions qui doivent être remplies pour que l'équation V = o, du degré/», ait ses m racines réelles et inégales. Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que la suite des fonctions (i) perde m variations quand x croît de — 00 à -1-00 ; cela exige d'abord que cette suite ait au
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moins m-4- i termes ; or elle ne peut en avoir davantage : donc le nombre fx est égal à /j!?, et les fonctions (i) sont respectivement des degrés
wi, m — 1, m — 2,..., I, o.
En outre la suite des signes des m -h i fonctions (i) doit renfermer m variations pour x = — co , et elle n'en doit plus offrir aucune pour a:= -+-00 ; il est évident que cela revient à dire que le coefficient du premier terme, dans chacune des fonctions (i) doit être positif.
On peut énoncer, d'après cela, la proposition suivante :
Pour quune équation du degré m ait ses m racines réelles et inégales, il faut et il suffit que la suite formée conformément à t énoncé du théorème de Sturm se compose de m-^-i fonctions y et que, dans chacune de ces fonctions y le coefficient du premier terme soit positif
Gomme, dans les deux premières des fonctions dont nous venons de parler, le coefficient du premier terme est toujours positif, la proposition précédente indique seulement m — 1 conditions pour la réalité de toutes les racines. Mais il se peut que ces conditions rentrent les unes dans les autres; le nombre m — i ne doit donc être regardé que comme une limite supérieure.
Exemple. — Prenons pour exemple l'équation du troisième degré
x^-^ px -^q=:o\
pour éviter les dénominateurs, dans les deux divisions que nous avons à exécuter, je multiplie les dividendes respectivement par 3 el ^p^\ on a alors
V ^x* H-/7j:-hg, ou Sjt* -f- 3/? j: -h 3y,
Vi = 3.1^ + /?, ou 1 2/?* x' -h 4iK>*,
V, = — 2/?^ — 3(7, Vi = — 4^^*— 27<7«.
Les conditions de réalité des trois racines sont donc — /i>o, — 4;^'— 27^'>o;
mais la première condition est comprise dans la seconde ; celle-ci peut s'écrire
c'est la même que nous avons déjà obtenue par une autre voie, au n° 125.
Extension de la méthode de Sturm,
132. Les fonctions dont le théorème de Sturm .prescrit l'emploi peuvent être quelquefois suppléées, ainsi que l'a remarqué l'illustre auteur, par d'autres fonctions qui remplissent le même objet.
Soient
fi -I- 1 fonctions entières d'une variable x qui satisfont aux conditions suivantes :
1** Que la dernière fonction V^ ne change pas de signe quand x varie entre deux limites données a et
2® Que deux Jonctions consécutives ne puissent s^ annuler pour une même valeur de x comprise entre cl et 6;
3® Que si une fonction autre que la première s^ annule pour une valeur de x comprise entre a et S, les deux Jonctions qui la comprennent aient alors des valeurs de signes contraires; y
4^ Que le rapport — passe toujours du négatif au
positif chaque Jois qiîHl s^ annule y quand x croît de a
Il est évident que ces conditions sont les seules que nous ayons fait intervenir dans la démonstration du n*' 127; on peut donc affirmer que, dans notre hypothèse, le nombre des racines réelles de Féquation V = o comprises entre a et 6 est égal au nombre des variations perdues par la suite (i) dans le passage de x= x à x = S.
Supposons que la dernière des quatre conditions que nous venons de mentionner soit remplacée par la condi-
tion contraire, savoir; que le rapport ~- passe toujours
du positif au négatif en s* annulant, quand x croît de a à 6. Les trois premières conditions étant maintenues, il est évident que le nombre des racines réelles de Téquation V = o compris entre a et 6 sera égal au nombre des variations gagnées par la suite (i), quand x croît de a à S. C'est uniquement pour fixer les idées que nous avons supposé S >a; les mêmes choses ont lieu dans le cas de 6<[a, seulement les yavialions perdues deviennent des variations gagnées, et inversement.
133. Supposons maintenant que les trois premières des quatre conditions précédentes existent seules, et que Ton ait constaté chez la suite (i) une perte ou un gain de /r variations dans le passage de a: = aàa: = o, a et 6 étant des quantités quelconques données. Il est évident que, si Ton faitvarierx dans le même sens, depuis x = a jusqu'à j: = 6, le nombre des variations de la suite (i) ne pourra être modifié qu'à l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annule la première fonction V. Donc la perte ou le gain de k variations ne peut avoir lieu que si l'équation V = o a au moins A^ racines réelles entre a et 6.
En outre, si l'on désigne par A l'excès du nombre de
fois que le rapport ~ » en s'évanouissant et en changeant
de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en s'évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif au positif, on aura nécessairement
le signe -I- ayant lieu dans le cas où la suite (i) gagne A variations quand on passe dex = cc àx=S,etle signe — dans le cas où la même suite perd k variations.
Désignons aussi par A' l'excès du nombre de fois que
le rapport ~ s'annule en passant du positif au négatif sur
le nombre de fois que le même rapport s'annule en passant du négatif au positif, quand x varie de a à 6. Comme
V et V2 sont, par hypothèse, de signes contraires, chaque
fois que V| s'annule, les deux rapports -^Gi-^ passent,
l'un du positif au négatif, l'autre du négatif au positif; si donc on représente par y le nombre des variations gagnées ou perdues par la suite
dans le passage dea:=aàa: = o, on aura, comme plus
haut,
Comparons maintenant les nombres k et k\ La suite (2)
se déduit de la suite (i) en supprimant dans celle-ci le
y premier terme ; donc, si le rapport tt- a le même signe
pour j: = a et pour x = S, on aura y=k et, par suite,
81 — a le signe -h pour x = a et le signe — pour x=S,
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on aura A/ = A" ih i , le signe supérieur ayant lieu quand il y a gain de variations dans le passage dex = akjr=ë et inférieur dans le cas contraire ; on a donc
enfin, si — a le signe — pour x = (x, et le signe H- pour
x = ê, on a encore h'=kdzi; mais ici le signe supérieur a lieu dans le cas d'une perte de variations, et le signe inférieur dans le cas contraire ; il en résulte que
Ainsi, en résumé, Texcès A' est égal à — A, à — A-hi
ou à — ù — I ; le premier cas a lieu quand -— a le même
signe pour j: = a et pour x=^ë; le deuxième cas, quand le même rapport est positif pour a: = a et négatif pour
j: = 6; le troisième cas, enfin, quand — - est négatif pour
x = a et positif pour x = S. On trouvera plus loin une application importante de ce résultat.
Si le nombre k est égal au degré m de la fonction V, Téquation V = o a toutes ses racines réelles; en outre, quand x croît constamment ou décroît constamment de a
à 6, le rapport — ? chaque fois qu'il s'annule, passe toujours du positif au négatif, ou toujours du négatif au positif. Il suit de là que le raisonnement dont nous avons fait usage (n°123) pour établir le théorème de RoUe est applicable à la fonction V| , comme si cette fonction était la dérivée de V ; en conséquence, deux racines de l'équation V= o comprennent nécessairement une racine de l'équation Vj =o. Si cette dernière équation est du degré m — i , elle aura toutes ses racines réelles, et ces racines sépareront celles de l'équation V = o.
134. Pour bien faire sentir l'importance des considérations qui précèdent, je les appliquerai à un exemple remarquable, celui de la fonction dont nous nous sommes déjà occupé au n** 124 et que nous avons représeniéc par X^.
Cette fonction X„ est la w**"* dérivée de la fonction
ou
-. ^^^ ar*'*-«-h...H-(— I * — V-^ ar»"--»*-!-... ;
on a donc
__ ay?(9./? — i)...f/?H-l) ^ '^«— 2.4.6... 2« ^ ■"•••
1 ^ u>(27l-2/)(2/2-2/— 0...(77-hT->2/) ,.
Le polynôme X;, est du degré n; il ne renferme que des puissances de x de même parité et il n'a que des variations. Dans le cas de n = i , il se réduit à un seul terme, savoir
pour /î= 2, on a
Si, dans l'expression de X;,, on change nen n — 2, il viendra
/ ,Vib (2/l>-2/-~-2)...(/l-4-I--2/) ^_j^
S. — jifg. sup., 1. 19
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et l'on vérifie très-facilement que la somme
est égale au produit de la fonction Xn_< par (an — i) t: on a donc
(3) «X;,-— (2/2— l)*xX„_J+(/| — l)X;,_,= 0.
Cette formule servira à définir Xo en y faisant n= 2 et en substituant les valeurs de X| et Xs écrites plus haut; on trouve ainsi
(4) Xo = i.
Cela posé, considérons la suite des fonctions
(0) Xrt, X;t_|, Xn— S, •••« Xj, Xq;
la dernière de ces fonctions est constante ; et, d'après la formule (3), deux fonctions consécutives ne peuvent être puUes pour une môme valeur dex; car, sî elles s'évanouissaient, la dernière fonction Xq serait nulle, ce qui n'a pas lieu ; en outre, quand l'une des fonctions X, autre que la première, s'annule, les fonctions qui la comprennent sont de signes contraires, d'après la formule (3). Enfin cette même formule (3), jointe aux formules (i) et (a), montre que l'on a
X,„r=:(— i)'^ pour ;r=— I, X,„ = -h I pour JT = -hl ;
donc, quand on fait croîtrez de — i à H-i, la suite (5) perd n variations, d'où l'on peut conclure que :
1° L'équation X^ = o a ses n racines réelles, inégales et comprises entre — i et -f-i;
2° Les racines de l'équation X„_i=o séparent celles de l'équation X„=o;
3^ Si a et 6 ^a sont deux nombres compris entre — 1
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et-f-i, le nombre des varialions de Téquation X;, = o comprises entre a et S sera égal au nombre des variations perdues par la suite (5), dans le passage de a: = a à a: = S.
On serait arrivé aux mêmes résultats en considérant au lieu des fonctions (5), la suite
(6) x„, x;, x;, ..., xî.«)
formée par la fonction X/, et ses dérivées successives. On a effectivement les relations suivantes, qu'il est facile de vérifier au moyen de l'expression de X„ écrite plus haut :
et
/ (i-x^jxS^^-afp-O^Xr^ (8)
On voit, par ces relations, que, dans la suite (6), deux fonctions consécutives ne peuvent pas s'annuler en même temps, et que, siFune d'elles s'évanouit pour une valeur de x comprise entre — i et 4-1, la fonction qui précède et celle qui suit ont des valeurs de signes contraires. Ces mêmes relations montrent que, pour a: = — i,la suite (6) n'offre que des variations, tandis qu'elle n'a que des permanences pour j:==-f-i; on peut donc tirer les mêmes conséquences que nous avons formulées plus haut. Cette conclusion s'accorde avec la proposition du n** 119, puisque l'équation X„= o a toutes ses racines réelles.
135. On peut encore démontrer très-simplement, par la méthode de Sturm, la réalité des racines des équations en X que nous avons obtenues dans le Chapitre précédent
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en appliquant la transformation z-i — = a: aux deux équations
application de la méthode de Sturm à la détermination du nombre gui exprime combien une équation quelconque a de racines réelles ou imaginaires dans l'intérieur d^un contour donné.
136. Soity*(2) = P -h iQ une fonction entière de la variable imaginaire z = x-i-iy, dans laquelle les coefficients sont des quantités quelconques données réelles ou imaginaires ; i désigne, comme à l'ordinaire, l'imaginaire ^ — I , P et Q sont des fonctions réelles des variables réelles x et y.
Pour connaître le nombre jix des racines de l'équation
comprise dans un contour donné, il suffit, d'après le théorème de Cauchy (n^ S5), de chercher l'excès A relatif à ce contour ; on a effectivemenl
si l'on suppose qu'il n'y ait aucun point racine sur le
contour lui-même. Rappelons encore que si, partant d'un
point quelconque, on décrit le contour donné, comme
il a été indiqué au n*^ 55, le nombre ù est égal à
p l'excès du nombre de fois que le rapport -» en s'éva-
nouissant et en changeant de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en s'évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif au positif.
Quel que soit le contour donné, on peut le partager en plusieurs parties telles que AB, et il est évident que Texcès A relatif au contour total sera égal à la somme des excès qui se rapportent aux diverses parties dans lesquelles ce contour a été divisé.
Si les coordonnées x etj^, pour la portion AB du contour donné, sont exprimables par des fonctions rationnelles d'une variable t, en sorte que Ton ait
If, 4>, ^, V étant des fonctions entières, on pourra déterminer l'excès positif ou négatif A qui se rapporte à la portion de contour AB par une règle très-simple que Sturm a fait connaître (*). Soient to la valeur de t qui se rapporte au point A et T celle qui est relative au point B. Quand on décrit l'arc AB en marchant de A vers B, la variable t a ainsi la valeur initiale to et la valeur finale T; mais dans l'intervalle elle peut varier d'une manière quelconque et repasser plusieurs fois par les mêmes valeurs. Remplaçons x el y par leurs valeurs
P fonctions de t, le rapport - deviendra une fonction rationnelle de t, et l'on aura
(») Journal de Mathématiques pures et appliquées, i'* série, t. I.
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V et V| désignant des fonctions entières de f , sans diviseur commun. Cela posé, voici en quoi consiste la règle de Sturm :
Si le degré de V nest pas inférieur au degré rf« V| , on dii^iseraY parY if el l' on poussera l'opércUionjusqu à ce que l'on obtienne un reste — Vj de degré inférieur au degré de Vj ; on div^isera pareillement V| par Vj, ce qui donnera un reste — Vs ; on divisera encore Vj par Vs, ef l'on continuer a laméme série d* opérations jusqu'à ce que l'on arrive à un dernier reste — V^ indépendant de t. On obtiendra ainsi la suite de fonctions
V|*ViiVj, ...» V,j.«.i, Vjj.;
on comptera le nombre des ^variations que présente la suite des signes de ces fonctions pour f = T, ainsi que le nombre des variations qu'elle présente pour t = to; l'excès du premier nombre sur le second sera précisément l'excès cherché ù.
Si le degré de V est inférieur au degré de V| , on opérera de la même manière; seulement, dans la première division, on prendra V< pour dividende et V pour divi" seur; on obtiendra ainsi la suite
Vj, V» Vj, Vj, . . ., V,
on comptera le nombre des- variations de cette suite pour t=Tf ainsi que le nombre de ses variations pour t = to,et si l'on désigne par k r excès du premier nom^ bre sur le second, on aura ù = — k, ou A = — Ar-t-i, ou A = ' — k — I , savoir : i° A = — A:, quand les termes Vj, V offrent une variation ou une permanence pour f = to ainsi que pour t=T; 2**A== — k-hiy quçnd les termes V| , V offrent une permanence pour t = to et une variation pour t = T ; 3® enfin A = — A^ — i ,
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ifuand les termes V|, V offrent une variation pour t=:to, et une permanence pour t = T,
Cette proposition devient évidente après les développements que nous avons présentés au n** 133.
137. Si le contour que l'on considère est une circonférence de rayon R dont le centre soit placé au point qui a Xo et/© pour coordonnées, on pourra faire
:Xo-
r=ro-+-R
et, pour décrire la circonférence entière en marchant toujours dans le même sens, il suffira de faire croître t de — 00 à -i- 00 .
Le cas le plus simple est celui où le contour donné est un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes coordonnés; on cherche alors séparément la valeur de Texcès A qui se rapporte à chaque côté. Dans ce cas, l'une des coordonnées x, r est constante, et le rapport
- est une fonction rationnelle de la deuxième coordonnée;
on peut donc prendre celle-ci pour la variable t que nous avons introduite.
Soil le rectangle ABDC, et supposons que l'on ait res-
pectivement
X = :ro et J|P = X
2{)6 couns d'algèbre supéhieuhb.
pour les côtés parallèles CD et AB, ' r=ro et 7 = Y pour les côtés CA et DB. Représentons par
le premier membre de Téquation proposée. On peut toujours ramener le coefficient du premier terme à l'unité ou à i ; mais nous ne ferons point cette simplification et nous supposerons que «o i^e soit pas nul quand m est pair et que io ne le soit pas quand m est impair. Cela posé, la fonction P étant ordonnée par rapport aux puissances décroissantes dej^, son premier terme sera ±aoy"^ dans le cas de m pair, et il sera =b b^y^Adins le cas de w impair. Donc, si Ton attribue à^ une valeur jpositive ou
négative déterminée, dont le module soit suffisamment
grand, le rapport — ne s'annulera pour aucune valeur de
X comprise entre Xo et X; en conséquence, si Ton suppose j^o = — 00 , Y = -f- QO , l'excès relatif à chacune des portions CA, BD du contour sera nul. D'ailleurs, Texcès relatif au côté DC est égal et dç signe contraire à Texcès qui se rapporte au même côté. CD changé de sens, et, en conséquence, on a la proposition suivante :
Soient z une ^variable imaginaire x -I- iy et
une fonction entière de z. Soit ko l'excès du nombre de fois que le rapport ^|' ^' j s'annule en passant du positif au négatif sur le nombre de fois que le même rapport s^ annule en passant du négatif au positif quand y varie de — oo à -f- oo ; soit aussi K la quantité ana-
logue relatii^e au rapport 77^7-^» ^t désignons par [i le
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nombre des racines de l'équation f[z) = o comprises entre les deiia* parallèles qui répondent à x = x©, a: = X ; on aura
Il est presque superflu d'ajouter qu'on peut déterminer d'une manière semblable le nombre des racines comprises entre deux parallèles à Taxe des x.
Premières recherches sur la séparation des racines réelles des équations numériques. Emploi du théorème de Sturm.
138. Une équation, dans laquelle quelques-uns des coefficients sont imaginaires, peut être mise sous la forme <f[x) -\-i^[x)r=zOy (f[x) et^j^(a:) étant des polynômes à coefficients réels, et les racines réelles doivent évidemment satisfaire aux deux équations cp(a:) = o, ij/(j!:)=:o, ou à l'équation obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur de ces polynômes^ il en résulte que la recherche dont nous avons à nous occuper doit être bornée aux équations à coefficients réels. En outre, il n'y a évidemment lieu de considérer que les équations qui n'ont pas de racines égales.
La première idée qui se présente pour séparer les racines d'une équationy(a:) = o, d'un degré quelconque m, et qui n'a pas de racines égales, est de déterminer (n** il 2) deux limites /et L > /, entre lesquelles les racines réelles soient toutes comprises, et de substituer à x dans le polynômey(x) une suite de nombres croissants
(0 i. lu /«, ..., In.
commençant à la limite inférieure / et se terminant à un terme /„ égal ou supérieur à L. Deux termes consécutifs
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de cette suite, s'ils fournissent des résultats de signes contraires, comprendront entre eux au moins une racine (n° 115); mais, si ces résultats sont de même signe, on ne pourra plus rien conclure en général. Toutefois, la séparation des racines sera entièrement effectuée, s'il arrive que le nombre des intervalles dans chacun desquels les substitutions indiquent Texistence d'une racine soit égal au degré m de Féquation ; la même chose aura lieu aussi si, le nombre fx de ces intervalles étant inférieur à m, on a constaté, par le théorème de Descaries ou autrement, que Téquation ne peut avoir plus de m racines réelles.
Mais le procédé dont il est question prendra le caractère d'une méthode générale conduisant infailliblement, dans tous les cas, à.la séparation des racines réelles, si nous y ajoutons une règle pour former la suite (i) de telle manière que deux termes consécutifs ne puissent comprendre plus d'une racine. Or il est évident qu'on réalisera cette condition en faisant coïncider la suite (i) avec une progression par différence
(2) l,l-\-h, /-f-2/i, ..., l-hn/i,
dans laquelle la différence h soit inférieure à la différence de deux racines réelles quelconques de l'équation y ( x) = o; tout est donc ramené à déterminer cette quantité h. On y arrive par le moyen de l'équation aux carrés des différences (n° 97) des racines de l'équation f(^x):=o. Supposons que l'on ail calculé cette équa-
j j , mim — I ) tion, qui est, comme on sait, du degré — -Set que
Ton ait déterminé une limite inférieure X de ses racines positives. La différence de deux racines quelconques de la proposée sera supérieure à y/Â, et, en conséquence, il suffira de prendre pour h une quantité positive égale ou
inférieure à y^. La différence h ainsi déterminée peut être un nombre inférieur à i, et Toji doit chercher à éviter les substitutions de nombres fractionnaires ; on y parviendra au moyen de la transformation x = hx' qui sert à diviser par h la racine de la proposée. En faisant cette transformation et en choisissant / de manière que
j soit un nombre entier, on n'aura à substituer que des
nombres entiers dans l'équation en x'.
139. La méthode que nous venons d'exposer est communément attribuée à Lagrange, mais il est juste de dire^ et l'illustre géomètre le reconnaît lui-même, que Waring avait indiqué antérieurement, dans ses Miscellanea, l'usage de l'équation aux carrés des différences pour la séparation des racines. Cette méthode fait connaître d'une manière certaine le nombre des racines réelles, en même temps qu'elle opère leur séparation; mais on aperçoit sans peine combien l'application en est laborieuse, en considérant d'une part le grand nombre de substitutions que l'on peut avoir à effectuer, et d'autre part la longueur du calcul nécessaire pour former l'équation aux carrés des différences. Cependant Cauchy a montré qu'on peut éviter ce dernier calcul, et que, pour être en mesure d'assigner une valeur de la quantité A, il suffit de connaître le dernier terme de l'équation aux carrés des différences, lequel peut être calculé séparément par diverses méthodes dont on trouvera le développement dans la
Section II de cet Ouvrage. En effet, soient a, J, c,
y, g' les m racines de l'équation f(^x)=:^o'^ le dernier terme de l'équation aux carrés des différences sera égal, abstraction faite du signe, à l'expression
V = [a-bY[a^ cY. . ,[a^gY. ..[/-gY-
Cette valeur de V étant supposée connue, soit v son mo-
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dule^ en sorte que i^ =^ ± V ; désignons aussi par p une limite supérieure des modules des racines de réquation proposée (n^ 46). Les modules des différences
seront inférieurs à 2|0 (n° 39); si donc on suppose que les racines a et & soient réelles, l'égalité précédente donnera
.<(«-6)'(2p)'"('"-)-., d'où (a_a).>^_pJL-^i si donc on prend
A = ou <^ -
la quantité h sera certainement plus petite que la différence de deux racines réelles quelconques. On verra dans la Section II que, si le coefficient du premier terme de l'équation proposée est égal à i et que les autres coefficients soient des nombres entiers, la quantité V est toujours un nombre entier ; on pourra donc, dans ce cas, se dispenser de calculer v', et l'on prendra
/l zrr ou <<
/tt • m — 1 j
Ce perfectionnement, apporté par Cauchy, a sans doute de l'importance, mais il ne fait pourtant disparaître qu'une partie des inconvénients de la méthode.
140. Nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer ici l'usage de l'équation aux carrés des différences pour former les conditions de réalité de toutes les racines de l'équation proposée y(j:) = o. Si celte dernière équation a toutes ses racines réelles, il est évident que toutes les racines de l'équation aux carrés des différences seront
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réelles et positives ; donc cette équation sera complète et elle n'offrira que des variations. Si au contraire l'équation y (j:) = o n'a pas toutes ses racines réelles, soient a ± i6 deux racines imaginaires conjuguées, l'équation aux carrés des différences admettra la racine négative — 4 S* et, si elle est complète, elle offrira nécessairement quelques permanences, d'après le théorème de Descartes. Donc :
Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que l'équation aux carrés des différences soit complète et ne présente que des variations.
Ce théorème donne ainsi conditions, mais
quelques-unes de ces conditions devront être satisfaites d'elles-mêmes ou rentreront dans les autres, car on a vu au n** 131 que le nombre total des conditions distinctes ne peut pas surpasser m — i .
1 41 . Plusieurs géomètres ^ après Lagrange, ont cherché à éviter l'emploi de l'équation aux carrés des différences ; mais nous n'avons à signaler aucun résultat essentiel, jusqu'à la découverte du théorème de Budan. Ce théorème a une grande importance dans la théorie des équations, et il permet d'effectuer très-simplement, dans la plupart des cas, la séparation des racines. Mais, avant de développer cette application importante du théorème de Budan, je dois parler de la méthode si remarquable qui nous est donnée par le théorème de Sturm, et qui résout de la manière la plus complète et la plus élégante le problème que nous avons en vue. Effectivement, quand on aura formé les fonctions dont ce théorème indique l'usage, on substituera à l'inconnue une suite de nombres croissants
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et le théorème fera connaître combien il y a de racines dans l'intervalle que forment entre eux deux termes consécutifs de cette suite. S'il y a une seule racine dans l'un des intervalles, cette racine sera séparée; si, au contraire, il y a plusieurs racines, on substituera des nombres intermédiaires, et l'on arrivera infailliblement ainsi à achever la séparation. Il est à peine nécessaire d'ajouter qu'on devra prendre pour termes extrêmes de la suite précédente deux nombres au delà desquels il n'y ait plus de racines réelles.
Les nombres à substituer peuvent être pris arbitrairement ; mais dans les applications il conviendra en général de choisir d'abord les nombres
... — ICO, — lO, — I, O, -hl, -4- lO, -+-IOO, ...,
dont la. substitution se fera sans difficulté. Si les substitutions indiquent l'existence d'une ou de plusieurs racines dans un intervalle, entre i et lo par exemple, on substituera les nombres 2, 3, ... jusqu'à 9, ce qui donnera la partie entière des racines comprises entre i et 10. S'il y a plusieurs racines dans l'un de ces nouveaux intervalles, par exemple entre 3 et 4> on substituera les nombres 3, i ; 3, 2, . . . , et ainsi de suite.
On voit que ce procédé donne non-seulement la séparation des racines, ce qui est l'objet que nous nous proposons, mais qu'il permet à la rigueur de calculer chaque racine avec un degré d'approximation quelconque.
Il importe de remarquer le cas où l'on sait d'avance que toutes les racines de l'équation proposée sont réelles. Dans ce cas, on peut se dispenser d'employer le théorème de Sturm, ou plutôt on appliquera ce théorème, en prenant pour suite de fonctions, conformément à la proposition du n** i 19, celle qui est formée du premier membre de l'équation proposée et de ses dérivées successives;
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i42. Exemple I. — Supposons qu'on demande de séparer les racines de Féquation
or* -f- ar* — 4^* — ^x-h 1 = o.
En supprimant certains facteurs numériques positifs, l'application du théorème de Sturm donnera les fonctions suivantes :
Vi = 7.r*-h8a: — 4, Vj =4x^-5,
ces fonctions sont au nombre de cinq, et leurs premiers termes sont positifs : donc Téquation proposée a ses quatre racines réelles. Les règles des n°» il3 et 114 indiquent que les racines sont toutes comprises entre — a et -+- a, ce q\ii s'accorde avec les résultats des substitutions. La substitution des nombres
dans la suite des fonctions V, donne les résultats suivants :
II y a deux variations perdues dans le passage de — 2 a
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— I, une dans le passage de o à i et une dans le passage de I à 2 ; Téquation proposée a donc deux racines entre
— a et — I , une racine entre o et i et une autre i et 2. Il reste à séparer les deux racines comprises entre — i et — 2. Oi^, d'après le tableau précédent, on voit que la première des fonctions V est positive pour x = — 2, ainsi que pour x = — i , et Ton trouve qu'elle est négative pour X = ; donc les deux racines négatives sont
comprises, Tune entre — i et — 1,5, l'autre entre — 1,0 et — 2.
Exemple IL — Prenons pour deuxième exemple l'équation
ar* -h x* — x^ — o:' -I- o?* — or -h i =: o;
on trouve, dans ce cas,
V =x«-+-j:«— ^* — ;r*-f-x* — ar-^-I, Vj = 6x* -h 5j:* — 4ar> ^ 3x« -h 2X — !, V, = I7.r* + i^x^ — 270:' -f- 32X — 35, Vj = —- 792.r' H- 2o52x' — 2o58a: -h 127, V4 =1 — 5 l8o552ar*-f- 49^3200 ar -h 10048623.
On reconnaît, par la méthode du n^ 114, que l'équation . proposée ne peut avoir de racines réelles en dehors des limites — 0,6 et H- i. Or Téquation V4 = o a ses deux racines réelles, mais Tune d'elles est comprise entre — i et — 0,6, l'autre entre H- i et H- 2; donc il est inutile, pour notre objet, de calculer V5 et Va. La suite des signes des fonctions
V, Vi, Vj, V3, V4
est, pour o: = — 0,6,
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et, pour a: = -f- 1 , cette suite devient
il y a, dans les deux cas, deux variations; donc l'équation proposée n'a point de racines réelles.
Méthode de Fourier pow la séparation des racines.
143. La méthode de Sturm ne laisse rien à désirer sous le rapport de la perfection théorique ; malheureusement le calcul des fonctions dont cette méthode exige l'emploi peut devenir très-pénible, même dans des cas fort simples ; ainsi, dans le second des exemples que nous venons de présenter, le nombre constant Vc qui terminerait la suite complète des fonctions n'a pas moins de quarantequatre chiffres. Aussi est-il plus avantageux, dans un grand nombre de cas, de se borner à l'emploi du théorème de Budan. Ainsi que nous l'avons dit déjà, Fourier avait trouvé de son côté ce théorème, et il a montré dans son analyse des équations comment on peut en tirer parti pour effectuer la séparation des racines réelles d'une équation, et obtenir en même temps le nombre exact <le ces racines. Nous allons indiquer ici cette méthode de Fourier; mais, afin d'apporter plus de clarté dans notre exposition, nous commencerons par établir une proposition dont nous aurons à faire usage.
Lemme. — Soient f{oc) Une fonction entière de la "variablexet f'[x)jf"[x)les deux premières dérivfées def[x)> Si l'on fait croître x entre deux limites Xo et X qui ne comprennent aucune racine de l'équation
r[x) = o, Za fonction ^{x) = x — \,}. croîtra tant
qiief[x) et f"{x) seront de même signe, et elle dé" S., Alg, sup, — L 20
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croîtra tant quef[x) et f"[x) seront de signes con* traires.
On a effectivement
d'où
« et y) désignant des quantités qui s'évanouissent avec m; il résulte de là que, si h désigne une quantité positive dont le module soit suffisamment petit, la quantité
aura le signe de*^-,- \ ou le signe de f{x)f"(x)
pour toutes les valeurs de u comprfses entre — h et 4- hy pourvu que/' (.r) ne soit pas nulle. En conséquence, si X croît de Xo à X et que ces limites ne comprennent aucune racine de réqualiony(a:) = o, la fonction 'p(^) croîtra ou décroîtra suivant quey(x) ei f'\x) seront de même signe ou de signes contraires, ce qui est la proposition énoncée.
Corollaire I. — Si l'équation f[x) = o a deux racines réelles comprises entre les limites a et 6 >>«, mais quelle n'en ait pas un plus grand nombre; si, en outre, V équation f" [x) = ona aucune racine entre les mêmes limites, on aura
En effet, soient j:' et x"> or' les racines àef[x) = o comprises entre a et (3; comme f"{oc) ne peut changer de signe, quand x varie entre ces limites, la fonction /' [x) est constamment croissante ou constamment décroissante, et il en résulte que l'équation y (a:) = o ne peut avoir qu'une seule racine entre a et S ; d'ailleurs celte racine existe d'après le théorème de Rolle, et elle est coni' prise entre x' et or". D'après la proposition du n*^ 120,
les rapports ^/— r» j.,/,' \ sont néeratifs quand x croît de
a à x'y tandis qu'ils sont positifs quand x croît de x" à 6;
donc, dans l'un et l'autre cas, f{x) elf"[x) sont de
même signe, et, par conséquent, la fonction
est croissante. On a donc
tI-X-pI^'), ?(*")<?(6).
D'ailleurs on a d'où '
ç(x-)<ç(x'); donc, à plus forte raison,
ou
ce qui est le résultat annoncé.
CoROLLAiEB IL — Si Véquotion f'(^x)=^o a une racine Xi entre aetS'^oLy et que les équations/ [x) = o, y^ (x) = O n'aient aucune racine entre ces limites; si, en outre, les fonctions f[x)jf"{x) sont de même signe.
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pour les valeurs de x comprises entre aetê^ l' inégalité
pourra asfoir lieu, mais elle cessera nécessairement de subsister si l'on augmente a ou que l'on diminue 6 d'une quantité com^enable.
D'après notre hypothèse, la fonction ç(x) croît quand X augmente de a àX| ou de X| à 6. Il s'ensuit que, si Ton fait décroître x de S kx^y la fonction
croîtra depuis la valeur initiale cp(a) — ç(6) jusqu'à + 00 . Pareillement, si Ton fait croître x de a èLX^y la fonction
croîtra aussi depuis Ç'(a) — 9(6) jusqu'à -h 00 . Si donc a' et S' désignent des valeurs comprises entre a et Xf, Xi et 6 respectivement et suffisamment approchés dexo on aura
c'est-à-dire
144. Cela posé, soity(x) = o une équation donnée du degré /», et considérons la suite
formée par la fonction y (j:) et ses dérivées successives. Pour effectuer la séparation des racines, on procédera de la même manière que par la méthode de Sturm, et l'on
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substituera kXy comme nous l'avons indiqué au n^ 141^ une suite de nombres croissants
compris entre les limites des racines.
Si, cjans le passage x = a àa:==6,la suite des signes des fonctions (i) ne perd aucune variation, Téquation f(jc)=:o n'aura aucune racine réelle comprise entre « et 6. S'il jaune seule variation perdue, réquationy( a:) = o aura une seule racine entre a et 6, et cette racine sera séparée.
S'il y a deux variations perdues en passant dex = oL àx = 6, il peut arriver que réquationy(x) = o ait deux racines entre a et 6 ou qu'elle n'en ait aucune ; on a vu que, si le dernier cas a lieu, l'équation a nécessairement deux racines imaginaires. Nous allons indiquer comment on peut distinguer ces deux cas l'un de l'aurre, lorsque la perte de deux variations se manifeste dans la portion de la suite (i) qui est formée par les trois premières fonctions
Comme le théorème de Budap s'applique à l'une quelconque des fonctions de la suite (i), il résulte de notre hypothèse que l'équation f"{x) = o n'a aucune racine comprise entre a et 6. Si donc on a
on sera certain, d'après le lemme du n*'143 (corollaire I), queréquationy(a:)= o ne peut pas avoir deux racines réelles entre a et 6. Lorsque l'inégalité précédente n'est pointsatisfaite, il faut substituer dans /(x) elf\x) un nombre a compris entre a et 6; si f{a) est de signe
3io COURS d'algèbre supérieure.
contraire à y( a) el/{S), il y aura deux racines réelles comprises l'une entre a et a, Taulre entre a et S ; mais, si/ (a) est de même signe quey( a) ety*( 6), on connaîtra, parles substitutions faites dans la suite (2), quel est celui des deux intervalles de a à a ou de a à 6 dans lequel il peut exister deux racines. On appliquera alors à ce nouvel intervalle ce qui a été dit du premier, et, après quelques essais du même genre, on arrivera généralement à connaître la nature des deux racines ; cela suppose, bien entendu, quç l'équation proposée n'a pas de racines égales.
145. Considérons maintenant le cas général, et désignons par ^n le nombre des variations perdues par la suite
dans le passage de x = a à x= 6. Ce nombre A„ est ce que Fourier nomme Vindice relatif à y" (a:); l'indice relatif ày(a:) sera donc représenté par Ao, et celui qui se rapporte à la dernière fonction y*" (x) sera zéro, en sorte que la série
(3) Ao, A,, A„ . .., A^_,, o
comprendra les indices des m + i fonctions (i); il esl évident que, dans cette suite, deux termes consécutifs sont égaux entre eux ou ne diffèrent que d'une unité; ainsi l'on a
A/ = A/4.i — I, ou =A/+i ou A/+,-hi.
Nous avons examiné plus haut le cas de ûo == o et celui de Ao=i; dans le premier cas, réquationy(a:) = o n'a aucune racine entre a et 6 ; dans le second cas, l'équation a une seule racine entre les mêmes limites. Il importe de remarquer que, si l'on a Aq^i, on peut, en
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diminuant l'intervalle de a à 6, faire en sorte que A| = o ; en effet, /( jr) = o n*a qu'une seule racine od entre a et 6, et, par suite, elle ne peut avoir, avec sa dérivée, aucune racine commune comprise entre a et 6 ; donc, en remplaçant les limites a et |3 par deux autres suffisamment rapprochées, on pourra toujours faire en sorte que i'équationy'(a:) = o n'ait aucune racine dans le nouvel intervalle; alors, la suite (i) ne perdant qu'une seule variation, on aura A| = o.
Supposons actuellement que Ao= 2 ou Ao]>2. Parcourons la suite (3) en partant de la gauche, jusijii'à ce que nous trouvions un indice égal à i : soit A„ ce premier indice égal à l'unité ; la méthode que nous allons développer a pour objet de reculer successivement l'indice A„ vers la gauche de la suite (3), ou, ce qui revient au même, de diminuer le nombre n qui marque le rang de l'indice. L'indice ù^n^K qui précède A/j ne peut être égal à I , par hypothèse ; donc il est o ou 2 ; mais, si l'on avait A;,„i = o, comme Ao est au moins égal à 2, en remontant la suite ( 3 ) à partir de A^.i , on rencontrerait nécessairement un indice égal à i , ce qui est contraire à l'hypothèse; ainsi l'on a A;,_| == 2, en sorte que le premier indice A/j égal à i est nécessairement précédé d'un indice égal à 2. Or, si ce même indice n'est pas suivi d'un indice A;,^| égal à zéro, on pourra toujours, comme on l'a vu plus haut, trouver deux limites a', 6' comprises entre a et 6 et qui ne comprennent aucune racine de réquation/'''"*"*(j;) =: o; Tintervalle de a à 6 sera alors partagé en trois autres, savoir celui de a à «^ celui de a à 6' et celui de 6' à 6. L'équation /«(j:)=:o n'a aucune racine dans le premier et dans le troisième intervalle ; donc, pour chacun de ceux-ci, l'indice A„ est zéro, et, en conséquence, le premier indice égal à i est reculé vers la gauche de la suite (3). A l'égard de l'intervalle
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dont fl/ et 6' sont les limites, il peut arriver que A„ ne soit plus le premier indice égal à i ; dans ce cas, ce premier indice se trouvera reculé vers la gauche. Mais il peut arriver aussi que A;, demeure le premier indice égal à ly et alors on a simultanément
Tant que ce dernier cas ne se présentera pas, on pourra reculer le premier indice i vers la gauche de la suite (3)^ jusqu'à ce que cet indice y occupe le premier rang, et Ton se trouvera dès lors dans le cas de A© = i qui est celui d'une seule racine comprise dans l'intervalle dont on s'occupe.
Ainsi nous n'avons plus à considérer que le cas où le premier indice A;, égal à i est précédé d'un indice égal à 2, et suivi d'un indice égal à o. L'équation^"-* (j:) = o peut alors avoir deux racines réelles entre a et 6, mais elle peut aussi n'en avoir aucune; on distinguera ces deux cas l'un de l'autre, au moyen de la règle exposée au n** 144. En même temps cette règle donnera le moyen de séparer les racines, si elles sont réelles et inégales; l'une d'elles sera comprise entre a et un certain nombre a^ la seconde entre a et 6 ; à chacun de ces nouveaux inter\'alles répondra une série d'indices dans laquelle le premier terme égal à i se trouvera reculé vers la gauche au delà de A^. Si l'équation y ''~*(x) = o n'a aucune racine réelle entre a et o, on reconnaît, en se reportant à la démonstration du théorème de Budan, que chacune des équations
a deux racines imaginaires. En efiet, il résulte de nos
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hypothèses que Véq\idLÛonf''[x) = o a une racine entre a. et 6, laquelle, substituée clansy*«~*(x) et cIans/«+*(x), donne des résultats de même signe ; donc la suite des trois fonctions
perd deux variations dans le passage dex=zakx=S. En conséquence, cette circonstance introduit dans les indices
une partie égale à a que l'on peut supprimer, car chaque indice n'exprime autre chose, dans cette théorie, qu'une limite supérieure du nombre de racines réelles que peut avoir l'équation correspondante, dans l'intervalle considéré. Alors on aura, après cette suppression de deux unités,
en sorte que le premier indice égal à i se trouvera reculé vers la gauche.
Il peut arriver que l'équation y'*~*(x) = o ait deux racines égales comprises entre a et 6; il est facile de voir que la conclusion est la même que dans le cas de deux racines imaginaires, à moins que l'équation proposée n'ait des racines égales. Si la racine double dont nous nous occupons appartient à chacune des équations (4), la proposée aura n-i- i racines égales à cette racine.
1 46. Exemple I. — Je choisirai pour premier exemple Téquation
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déjà considérée au n^ 142. On a
/(x) =: j:* -h .r» — ar* — ac^ -^ x^ — x -h I,
= 1 5 j:* -+- 1 0 jr» -- 6aî*— 3 j: -h I , = 10x^-\- IO.r' — 4-^ — '»
= l5x'-f- 5jr — I,
Les racines réelles de l'équation y(x) = o sont comprises entre — i et -H i ; substituons les nombres
dans la suite
on obtiendra les résultats suivants :
JT
rw
rw
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Il y a deux variations perdues de — i à 9 deux autres
de o à -» deux enfin de - à- 1 .
On reconnaît immédiatement qu'il n'y a point de racines réelles entre - et i , parce que l'on a
ce qui donne
Pour l'intervalle de o à -9 la série des indices est
le premier indice i étant suivi d'un autre indice égal à i y
il nous faut 'resserrer nos limites. La substitution de -?
donne les résultats
d'où il suit qu'il n'y a aucune variation perdue de o à -^ ;
il suffit de considérer l'intervalle de -7 à -; la série des
4 ^ indices qui répondent à cet intervalle est
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comme on a
d'où
on conclut que l'équation f"{x) = o n'a pas de racine entre 7 et - : donc la proposée elle-même n'en a pas dans
cet intervalle (n° 145).
Enfin la série des indices pour l'intervalle de — i
à est encore
ce qui montre que l'équation y^'(a:)=(> n*a pas de racine entre et — i ; la proposée elle-même n'en a donc
aucune dans cet intervalle.
Ainsi les six racines de notre équation sont imaginaires, comme nous l'avons déjà reconnu à l'aide du théorème de Sturm.
on a
d'où
SECTION 1. CHAPITRE VI. il y
Exemple II. — Je considérerai encore Téquation
jr* — 1 2 jr« -H 6oar* H- 1 23x* -h 4^67 .r — 89O 12 = 0,
traitée par Fourîer. On a ici
/[x] =:x^ — l2jr*-+-6oj:*-+-i23a:'-f-4567x— 8901a. •^-^ — = 6.r» — 6o.r* -f- 240^' -H 246a: -I- 4567,
= l5.r*— 120a:* -h 36oj:*-f- 123, 20 jr* — I20Jr'-|- 24OX,
=r l5x* — 6ox-i-6o,
6jr — 12,
Soit e une quantité positive aussi petite que Ton voudra. En substituant les nombres
... — 10, —I, — «, -i-f, on obtient les résultats suivants :
JT
rw
-f-IO
Comme il y a six variations perdues dans le passage
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de — lo à -l-io, les racines réelles sont toutes comprises entre ces limites.
De — loà — I, il y a une variation perdue; il y a donc, entre ces limites une racine unique qui est ainsi séparée.
De — fi à-|-« ilya deux variations perdues, ce qui indique deux racines imaginaires. Enfin, de H-i à H-io il y a trois variations perdues, donc il y a entre ces limites une ou trois racines réelles.
La série des indices relatifs à l'intervalle de i à lo est
Of 2j 2f 2, 2, If Of
OD a ici
/"(lo) /"fi)_^ , » ^^.
ce résultat montre que Tintervalle de i à i o est trop considérable pour qu'on puisse reconnaître la nature des racines par une seule opération. Mais, avant de diminuer cet intervalle, il convient d'examiner si l'équation y"''[x) = o n'aurait pas deux racines égales comprises entre i et lo. On reconnaît effectivement que x — 2 est un diviseur def^''{a:) et def^{x); d'ailleurs ce binôme ne divise pas toutes les fonctions /""(x),. . .,f{x) qui précèdent^ ''(x) ; donc on pourra retrancher 2 des cinq premiers indices. On obtiendra ainsi la nouvelle série
qui montre que la séparation des racines est terminée. Ainsi l'équation proposée n'a que deux racines réelles, l'une entre — 1 et — 10, l'autre entre -|-i et -+-10.
Séparation des racines imaginaires.
147. Si f{z) désigne une fonction entière de la variable imaginaire ^ = x -h r^, dans laquelle les coeffi-
cients soient des quantités données réelles ou imaginaires, on pourra effectuer la séparation des racines de l'équation y(z)=o, en faisant usage de la proposition que nous avons établie au n° 137.
Effectivement, si Ton trace deux axes de coordonnées rectangulaires ox et oj, puis qu'on mène à Tun des axes, celui des y par exemple, des parallèles qui répondent aux abscisses
on pourra déterminer, par le théorème du n** 137, le nombre des racines comprises entre deux parallèles consécutives. S'il n'y a qu'une seule i'acine dans l'un des espaces ainsi déterminés, cette racine sera séparée, conformément à la définition du n° lH ; s'il y a plusieurs racines comprises entre deux parallèles consécutives, on pourra achever la séparation par le moyen de parallèles intermédiaires, à moins que plusieurs racines n'aient la même partie réelle.
On connaîtra ainsi deux racines aussi rapprochées Tune de l'autre que l'on voudra, entre lesquelles sera comprise la partie réelle x de chaque racine. Si l'on veut avoir en même temps des limites de la valeur correspondante ou des valeurs correspondantes de j^, on y parviendra en menant des parallèles à l'axe des x\ celles-ci, avec les deux parallèles à l'axe des j qui comprennent les points racines que l'on considère, détermineront divers rectangles, et le théorème du n°136 fera connaître quels sont ceux de ces rectangles qui renferment les racines dont on s'occupe.
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DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQLTBS
Recherche des racines commensurables des équations à coefficients rationnels.
148. Le calcul des racines d'une équation numérique offre d'autant plus de difficultés que le degré de l'équation est plus élevé. Aussi, lorsqu'une équation donnée n'est pas irréductible et que l'on sait effectuer la décomposition de son premier membre en plusieurs facteurs, il faut commencer par opérer cette réduction. En particulier, toute équation qui a des racines multiples devra être remplacée par une ou plusieurs autres qui n'aient que des racines simples ; cette suppression des racines égales n'es tpas seulement utile, elle est souventindispensable, ainsi qu'on a pu s'en convaincre en étudiant les théories que nous avons développées dans le précédent Chapitre.
Lorsqu'il s'agit d'une équation dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels et que cette équation a des racines commensurables, on peut les obtenir par une méthode très^simple que nous allons exposer. Les racines commensurables étant connues, si leur nombre est égal au degré de l'équation, celle-ci sera résolue ; dans le cas contraire, on pourra les supprimer par le moyen de la division, et l'on sera ramené à une équation plus simple. Cette détermination des racines commensurables doit, comme on le voit, précéder toute autre recherche.
149. Lorsque les coefficients d'une équation sont rationnels, on peut chasser les dénominateurs qu'ils peuvent contenir ; ces coefficients deviennent alors des nombres entiers. Cela posé, la recherche de toutes les racines commensurables se ramène à celle des racines entières, au moyen de la proposition suivante :
Théorème. — Lorsque le premier terme d'une équation a pour coefficient l^ unité et que les autres coefficients sont des nombres entiers y V équation ne peut ai^oir pour racines commensurables que des nombres entiers.
En efiet, soit l'équation
dans laquelle les coefficients A| , . . . , A;,, sont des entiers. Substituons à x une fraction irréductible quelconque -9 on aura
^'"-*/f ^] = p -h A, fl*"-» -t- A, 6/i'»-« H- . . . H- A^ ô'»-* ;
or, pour que - fût racine de réquationy*(^) = o, il faudrait que l'on eût
ce qui est impossible, puisque le second membre est un nombre entier, tandis que le premier membre est une fraction irréductible ; donc l'équation proposée ne peut avoir une racine fractionnaire.
D'après cette proposition, pour avoir toutes les racines rationnelles d'une équation à coefficients entiers, il suffira de transformer l'équation proposée en une autre ( n® 58 ) dans laquelle le coefficient du premier terme soitl'unité.
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les autres coefficients, étant entiers, et de déterminer les racines entières de la transformée.
Soit
Ao^'" H- Aj jc'«-* -+-... -4- A;„»i J? -h A,„ — o
Téquation proposée ; on poseraa:= - (n°58), et la transformée sera
z'^ -H -,- 5'"-» -h --- z«-» -♦-... -h --' — = o, Ao Ao Aq
le nombre entier « devant être choisi de manière que les
expressions
Al a Ajtt* A^a*"
Ao Ao Ao
se réduisent à des nombres entiers. 11 est évident qu'on satisfera à cette condition en prenant a = Aq, mais on remplira souvent l'objet demandé en donnant à a une valeur inférieure à Aq. Quand les racines entières de la transformée en z auront été obtenues, en les divisant para, on aura les racines commensurables de la proposée.
150. Il nous reste à indiquer comment on délcrminera les racines entières d'une équation
(l) /(.r) = AoX'« -f- AiX"»-*-h. . . 4-A,„_,x + A;„=r o,
dans laquelle les coefficients Ao, A,, . . ., Km sont des nombres entiers sans diviseur commun.
Dire que a est une racine de cette équation, c'est dire que le premier membre y(a:) est exactement divisibb* parx — a; représentons le quotient de la division par
on aura
et, si a est un nombre entier, il est évident que les coefficients du polynôme ç(x) seront aussi des nombres entiers. En efTectuantle produit indiqué dans le second membre de la précédente égalité, et en écrivant que les coefficients des mêmes puissances de o: dans les deux. membres sont égaux entre eux, on trouve
A« =aB^-t,
Am-i = ûB^-, — B;„^i,
Am-t= 0,^m—% — ^m-'\^
d'où
A, =aB,-B„
Bo
Ao =— . Bo}
= Ao-f-Bo,
et réciproquement, si les relations précédentes sont satisfaites, la formule (2) aura lieu identiquement; donc, pour que le nombre entier a soit une racine de l'équation j>roposée, il faut et il suffit que les valeurs précédentes de B/n-o B;„_2, ..., Bo soient des nombres entiers, et que le dernier de ces nombres soit égal à — Ao. Ainsi les conditions auxquelles on reconnaîtra qu'un nombre entier positif ou négatif est racine d'une équation sont les suivantes :
H faut et il suffit qiCil disfise exactement le dernier terme de V équation; quil di\fise la somme obtenue en ajoutant le quotient de cette dii^ision avec le coefficient de la première puissance de V inconnue, qui! il divise la somme obtenue en ajoutant le quotient de cette deuxième division avec le coefficient de la deuxième puissance de V inconnue; et ainsi de suite, jusqiià ce quon arrive à
ai.
ajouter un dernier quotient ax^ec le coefficient du pre^ mier ternie de l'équation, ce qui dévora donner unr somme égale à zéro.
On peut disposer de la manière suivante ropération qu'on exécute pour essayer un nombre a :
Al
Les coefficients de l'équation ayant été écrits sur une première ligne horizontale, on divise le dernier coefficient Am paraetl'on écrit au-dessous de ce coefficient le quotient obtenu — B;n„i changé de signe. On divise ensuite par a le coefficient* A;»_i augmenté du premier quotient B;„_, et Ton écrit au-dessous de A;„_i le deuxième quotient obtenu — Bto-2 changé de signe. On continue de la même manière jusqu'à ce que l'on ait écrit au-dessous du coefficient A, le quotient changé de signe — Bo obtenu en divisant par a la somme A, -h B| . Si Tune des divisions ne se fait pas exactement, ou si la somme Ao -4- Bq n'est pas nulle, le nombre essayé a n'est pas racine. Dans le cas contraire, le calcul qu'on vient d'exécuter fournit les coefficients du
quotient - ; et, pour trouver les autres racines entières, il suffît d'appliquer la même règle à ce quotient, et ainsi de suite.
Les nombres qu'il faut ainsi essayer sont les diviseurs du dernier terme de l'équation pris avec les signes -f- et — ; toutefois on devra rejeter ceux des nombres ainsi obtenus qui tomberaient en dehors des limites des racines et ceux qu'on peut avoir reconnus comme n'étant pas des racines. Par exemple, si a est une racine entière, l'identité (a), savoir :
donnera
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fli' =-.(*.).
d'ailleurs les coefficients de 9 (x) étant entiers, (p(± i) est un nombre entier. Donc : le nombre entier a ne peut être une racine de V équation f [x) = o sif[± i) n'est pas dis^isible par a rp i .
Quant aux résultatsy(zt i) de la substitution de ± i àx, ils s'obtiennent par de simples additions ou soustractions entre les coefficients de/(a:); on peut donc reconnaître immédiatement si l'équation proposée admet les racines -+- i et — i .
Exemple. — Soit Téquation
f[x) z=:d:»— 34^' 4- 29 -r* -h 2120? — 3oO =rO,
on a
en conséquence -♦- i et — i ne sont pas racines. On reconnaît immédiatement que toutes les racines réelles sont comprises entre — 6 et -♦- 6 ; les seuls diviseurs de 3oo qu'il y ait lieu d'essayer sont donc ±:a,dz3,±4> =t5; mais il faut rejeter -h 3, parce quey( — i) n'est pas divisible par 4> ainsi que — 2, ±^el — 5, parce que ces nombres diminués de i ne sont pas des diviseurs de /( -+- I ) ; on devra donc se borner à l'essai des nombres -1-2, — 3, -h 5 et l'on disposera le calcul comme il suit :
— 3oo
-hi5o
L'essai du diviseur 2 ayant réussi, on doit renouveler cet essai qui réussit encore ; la troisième ligne du tableau qui
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précède renferme les coefficients du.quotient — ^- — ^> et,
comme le dernier de ces coefficients n'est pas divisible par 2, on passe au diviseur — 3, qui est racine; enfin Fessai du diviseur 5 ne réussit pas, et il en résulte que Féquation proposée n'a que trois racines commensurabies, savoir deux racines égales à -f- a et une racine égale à — 3. La dernière ligne du tableau donne les coefficients du
/far)
quotient ^— .[. ' ^. j lequel est ainsi x^-hx — a5,
et la résolution de la proposée est ramenée à celle de l'équation du deuxième degré x^-hx — aS = o.
Tliéorie des différences.
1 51 . Lorsqu'on veut eflectuer la séparation des racines réelles d'une équation, ou que l'on se propose de resserrer les limites entre lesquelles se trouve comprise une racine déjà séparée, on est conduit à calculer les résultats de la substitution de divers nombres à l'inconnue, dans certaines fonctions entières de cette inconnue. Dès que le nombre de ces substitutions devient un peu considérable, il est indispensable de diriger le calcul d'une manière régulière et méthodique, ce à quoi l'on parvient par le moyen de V algorithme des différences que nous allons exposer ici.
Soit
une suite limitée ou illimitée de quantités assujetties à une loi quelconque. Si l'on retranche chacune de ces quantités de celle qui la suit immédiatement, on formera une nouvelle suite que nous représenterons par
(2) Atfo, Atti, Ai/„ ,,., Att;^, ....
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Les quantités ( a ) sont dites les différences premières ou les différences du premier ordre des quantités (i), et Ton a, pour toutes les valeurs de l'entier jui,
Si l'on opère sur la suite (2), comme nous venons de le faire sur la suite (i), on formera une troisième suite que nous représeiiterons par
(3) A*ttoi ^*"i» ^*«j» •••» ^*«ii» ••••
Ces quantités (3) sont les différences premières des quantités ( 2) ; elles sont dites aussi différences deuxièmes ou différences du deuxième ordre des quantités (1), et l'on a, quel que soit |ui,
A*w^ = Amjh.1 — Lu^.
Si la suite (i) renferme un nombre illimité de termes, on pourra poursuivre indéfiniment la même série d'opérations et l'on formera de cette manière une infinité de suites nouvelles qui comprendront les différences troisièmes ou du troisième ordre des quantités (i), celles du quatrième ordre, et ainsi de suite ; on aura généralement, quel que soit /i,
A"-*-* u^ = A'»tt,»+i — A» 11^.
Mais, si la suite (i) ne renferme qu'un nombre limité, m -f- I de quantités, il est évident qu'il n'y aura que m différences premières, m — i différences deuxièmes, et généralement m — n -f- i différences du /i»*°»« ordre ; ainsi, dans l'ordre m, il n'y aura plus qu'une seule différence. On peut avoir à considérer des suites de quantités illimitées dans les deux sens, telles que
...i/_8, w_„ «_i, I/o, Wi, tfj; »8
Nos définitions n'exigent, pour ce cas, aucune modifica*
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tion, et Ton aura toujours
pour toutes les valeurs positives, nulles ou négatives de l'indice /m.
152. Expression générale des différences d'un ordre QUELCONQUE. — Nous Dous proposoDS de donner ici Texpression générale de A^uq en fonctions des quantités (i). On a d'abord
(4) Atto = "i — «0»
puis
et, en retranchant l'égalité (4) de la précédente, il viendra
(5) A'tfo = ttj — 2Ui -f- Wo>
Comme Uo, Ui, u^ peuvent être considérés comme trois termes consécutifs quelconques de la suite proposée, il est évident que l'on aura aussi
et, en retranchant l'égalité (5) de la précédente, on obtiendra
(6) A' I/o = II, — 3iij -f-3wt — «0.
On aperçoit aisément, sans qu'il soit nécessaire de poursuivre ces opérations, que l'on doit avoir, quel que soit /i,
(7) A»l/o=^n— Y"n-i+ \^ ' iin^t (- 0" 7 «1 ■+■ (- '^ «
les coefficients numériques du second membre de cette
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expression n'étant autre chose que ceux de la puissance ^icine j»m^ binôme pris alternativement avec les signes -fet — . La formule (7) étant vérifiée dans le cas de n = i, il suffit, pour en démontrer Texactitude, d'établir que, si . elle a lieu pour une valeur quelconque de n, elle subsiste pour la même valeur augmentée d'une unité. Supposons donc que la formule (7) ait lieu pour n=: [x; en l'appliquant aux a -+- I premiers termes de la suite proposée, puis auxfji-l-i termes qui suivent le premier Uoy on aura
si l'on retranche la première de ces égalités de la seconde, et que l'on ait égard à l'identité
(8) { ' "'••"' ......(/-ij
il viendra
ce qui est précisément le résultat fourni par la formule ( 7 ), quand on fait dans celle-ci « = fji -f- i .
Expression du terme général d'une suite en
fonction du premier terme et de ses différences.
On a, d'abord,
(9) n, = I/o H- Atto,
puis
Aa, = A&o -h A^Kq,
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et, en ajoutant cette égalité à Tégalité (9), il vient
(10) w, =r Wo"+-^A"o H- '^'«o;
on peut appliquer à la suite (a) des différences premières la proposition exprimée par la formule précédente, ce qui donne
Attj = Amq -4- 2A*tto -4- A'ttoî
cette formule étant ajoutée à la formule (10), il vient
(1 ï) II, = I/o -h 3 Atto -+- 3A«tto ■+■ A'iio-
Ces résultats nous permettent d^écrire immédiatement la formule générale suivante :
(12) ii„ = ttoH-- Ai/o-f--^^ ^A*iio -+-... -h -A»->tfo-f-A%,
dans laquelle les coefficients numériques sont ceux da développement de la w**"** puissance d'un binôme. Cette formule est vérifiée dans le cas de 71 = i , et, pour en démontrer la généralité, il suffira d'établir que, si elle a lieu pour une valeur quelconque fx de n^ elle subsiste pour 71 = [i-^i.
La formule (12) ayant lieu par hypothèse pour n = a, nous pouvons l'appliquer non-seulement à la suite (i , mais aussi à la suite (2) que forment les différences premières; on a donc
ii„ = «0 H- ^ Ai/o -h ^ A*ttoH-. . . -f-- A«*~*tto-4- à^Uo^
Att„ = Atto H- - A*iio -+-. ^-^-^—i- A' «0 H- ...-+- - A«^tto-+- A'*'*'»»»; ^ I 1.2 I
ajoutant ces égalités et ayant égard à la formule (8), il vient
«^, = «0 -4- f^^ Ai/o -h ^^"^ ')-? A«i/o -+-... -4- Aï'+ïtto,
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ce qui est le résultat que doûne la formule (12) quand on y fait « = (x 4- i .
1S4. Différences des fonctions entières. — Soit
une fonction entière de x. Donnons à x les valeurs successives
. . . jtq — h, arg, jTj, ^_ A, oTo -h 2 A, . . . , xo 4- «/i, . . . ,
qui forment une progression arithmétique dans laquelle la différence constante est égale à A, et désignons par
les valeurs correspondantes de u. Ces valeurs, ainsi que leurs différences du premier, du deuxième, etc., ordre, seront données par les formules
{s}u=f[x -+- Hh) — if[x -I- h) -h/W,
OÙ il suffira de substituer successivement à x les valeurs ,..{xq — A), ;to, (aro-f-A), — Les quantités Au, A^m, .:. seront dites les différences première, deuxième, etc., de la fonction. u.
Théorème. — La différence m}^^^ d' une fonction entière de Xj du degré m, est constante.
Soit
u =/(a:) = A»^'» -t- A, ^'«-* + . . . -4-A;„-iX -h A^
une fonction entière du degré m; on aura
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le second membre de cette formule est une fonction entière de X du degré m — ; , dans laquelle le coefficient de x'""* est évidemment mAo A; on a donc
ce qui montre que la différence Au d'une fonction entière u du degré m est une fonction entière du degré m — i et que le premier terme de Au s'obtient en multipliant par h la dérivée du premier terme de u. Celte proposition nous donne immédiatement les résultats suivants :
A* u = m{m — i) Ao A*jr'"-*-+-. . .,
A* tt=r/7î(m — i) (m — 2)AoA»jî'»-*-l-. . .,
on voit que la différence /n**"*A'"M est indépendante de X, et qu'elle s'obtient en multipliant par A"* la m'*"* dérivée de m, ce qui démontre le théorème énoncé.
Il résulte de là que les différences de u des ordres supérieurs à m sont nulles.
155. Substitution de nombres équidistants dans une FONCTION ENTIÈRE. — La propositiou que nous venons d'établir conduit à une conséquence très-importante qui remplit l'objet principal que nous avions en vue, et que l'on peut énoncer comme il suit :
Si l'on doit substituer à x une suite de nombres équi" distants
. . . xç — 2h, jTo — A, oTo^ jco H- A, xo -4- 2A, . . .
dans une fonction entière u =f[x) du degré m, il suffira de calculer directement les résultats de la substitution de m termes consécutifs de la suite, après quoi on obtiendra les résultats de la substitution de tous les au* très nombres par de simples additions.
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En effet, considérons le tableau suivant dans lequel on trouve la série des valeurs que prennent la fonction u et toutes ses différences jusqu'à celle de Tordre m, quand on donne à x toute la série des valeurs . . . x© — /«, Xq, a:o-hhj ....
A-'tt
A^-'tt., A"-'*/.
Pour construire ce tableau, nous calculons directement les m valeurs de u qui répondent à m valeurs consécutives de X, et nous les inscrivons en regard de ces valeurs dans la colonne qui est intitulée u. Nous formons ensuite les différences successives de cette suite de m termes, jusqu'à Tordre m — i , et nous écrivons les résultats dans les cplonnes respectives intitulées ûa, A^m, ..., A'"~*u; nous avons ainsi m — i termes dans la colonne Au, m — 1 dans la colonne A*u, . . . , i terme seulement dans la colonne A'""* u. Mais la différence A'^u est constante et sa valeur est connue d'avance; on peut donc former la dernière colonne du tableau et la prolonger indéfiniment en haut et en bas. Cela fait, on a tout ce qu'il faut pour prolonger les diverses colonnes du tableau aussi loin que Ton voudra, soit en haut, soit en bas. En effet, chaque terme de Tune des colonnes marquées u, Au, ... est égal à celui qui est au-dessus de lui, augmenté du terme qui correspond à ce dernier dans la colonne suivante, ou égal à celui qui est au-dessous de lui
dans la même colonne, diminué du terme qui lui correspond dans la colonne suivante. Il résulte évidemment de là que, si Ton a inscrit h termes dans l'une quelconque des colonnes, il suffira de connaître un seul terme de la colonne précédente, pour pouvoir inscrire dans celles-ci k nouveaux termes.
156. Détermination d'une fonction entière du degré m AU moyen des valeurs de cette fonction qui répondent A W 4- l VALEURS ÉQUIDISTANTES DE LA VARIABLE.
Soit u =/[x) une fonction entière du degré m, et désignons par
ITO, «1, «„ ..., u^
les valeurs que prend cette fonction quand on donne à x les /w -h I valeurs
On a, pour toutes les valeurs i, 2, . . . , m de tz,
n n(n — 1). n , . An — ^"-f-i), «^=tfo-+--^«o-i--^ A*ttoH 1 ^ -. ^A*tfo+...,
tous les termes du second membre de cette formule, à partir du deuxième, s'obtiennent en donnant à k les valeurs I, 2, 3, . . . , 71 dans l'expression
maïs, comme cette expression se réduit évidemment à zéro, pour les valeurs w + i, n-f- 2, . . ., m de A*, on peut écrire
Si Ton remplace, dans le second membre de cette formule, npar- — -^y on formera la fonction suivante :
qui se réduit évidemment à Un pour x = Xo-i- nh, et, en la retranchant Aq f[x), on obtiendra une fonction entière du degré m qui sera nulle pour les m -H i valeurs Xqj Xo-hfi, . . . , Xo-i- mh de x : or cela ne peut avoir lieu que si la fonction dont il s'agit est identiquement nulle; on a donc
'I ^(.r— j-o)(-r— .ro-~//)...(.r— .ro— m— i/2)A'"tto
Cette formule subsiste quel que soit h ; si Ton fait tendre h
vers zéro et que Ton représente par u}^"* la limite de ^
pour h = o, on aura
d*où il résulte que wj,*^ est la valeur de la A**™* dérivée de f[jc) pourx = Xo, en sorte que Ton a
/*(.r)=liin — '^ j pour A = 0.
157. Limites des racines réelles d'une équation. — Lorsqu'on substitue des nombres équidistants dans le premier membre d'une équationy(x) = o, en suivant la
marche indiquée au n° 155, les résultats obtenus sufBsent pour faire connaître deux limites entre lesquelles sont comprises toutes les racines réelles.
En effet, soient
«0» J^o -+- ^> • • • » xo^(^ — 0 ^
m -+- I termes consécutifs quelconques de la série des valeurs substituées, et supposons h positive. Si les quantités uo, Auo, . • . , A^uq qui répondent à Xo sont toutes positives, la lorimilr (i3) montre que Ton a/(j;)^o pour toutes les valeurs de x égales ou supérieures à XQ-\-{m — i)A; celte quantité est donc une limite supérieure des racines. Pareillement, si les quantités Uo, A«^, A^uoy • • • » ^'""o sont alternativement positives et négatives, on aura constammenty(x) >• o, ou constamment /(a)<[o, pour les valeurs de x égales ou inférieures à Xq ; donc, dans ce cas, Xq est une limite inférieure des racines.
158. Substitution de noiibres intermédiaires. — Quand on a calculé les résultats de la substitution des termes de la progression par différence
. . .jTo — A, .tq, «q -h a, ...
dans une fonction entière de x, si Ton veut avoir les résultats de la substitution des termes d'une nouvelle progression, telle que
. . .Xq h\ Xq, Xq •+• h', Xq -f- 2.h\ . . . ,
om peut y parvenir en profitant des calculs déjà exécutés.
Supposons, par exemple, A' = — et posons j:=j:oH >
la formule (i 3) du n*» 156 donnera
/(.ro-i- ^j =tto^-NOUtto^-N(«)A«tto-^...-f-NC'»)A'"Uo,
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en faisant, pour abréger,
^^/.^ n [n — To) [n — 9.n] . , .[/? — lO (^ — i]]
Nous emploierons la caractérislique $ pour représenter les diflerences d'une fonction quelconque de la variable /i, relatives à un accroissement de n égal à I. Alors JN^*^ étant uiie fonction entière de n du degré k^ sa diflerence A^^^"® sera constante^ on aura ainsi
Si Ton fait n=o et que Ton désigne par J^iNo* ce que devient alors J^N'**^, la formule précédente donnera
Au moyen de cette dernière formule on peut calculer iuo, (î^uo, . . . , S^uo, et avec ces valeurs on construira le tableau relatif aux substitutions nouvelles. On obtient ainsi les résultats suivants :
êUf^ =zO, I Atfo, — 0,045 A* Mo "^- O > 0^85 A' «0 — 0,0206625 A^tfo
-f- 0,0161 1675 a'mq —. . m
q^Uq z= o,oia'iio — 0,009A'tto
H- o,oo7725A*tto — o,oo66975A*tto -^ . • .,
S^Uq rTr:0,OOlA'£/o — 0,00135A*Mo "^ O,O0 I ^G2Î) A^tt^ — . .. , ^*tt^ z=r 0,0001 A*ttQ — 0,00018 A'Wo -f- . . . f ©•«0 = 0,00001 A'tto — • • • »
qui suffisent jusqu'au cinquième degré inclusivement. S. — Alg. svp., I. aa
Application à un exemple.
Considérons Féquation du troisième degré
X»— 7ar-h7=:o{>);
les théories exposées dans le Chapitre précédent indiquent que cette équation a trois racines réelles, Tune négative supérieure à — 4? ^^ les deux autres positives comprises entre i et 2 ; on arrive facilement aux mêmes résultats dans le cas dont il s'agit, par le moyen des substitutions. Substituons d'abord des nombres entiers; les trois nombres
donnent les résultats
d'où Ton tire les différences premières
et la différence deuxième
la différence troisième étant constante et égale à tf, nou» formerons avec les résultats qui précèdent le tableau suivant :
(^) Cette équation est l'une de celles que Lagrange a choisies pourexemples dans la Résolution des équations numériques ; elle se déduit de Téquation z'-t-s' — 3z — 1 = 0 que nous ayons considérée au n* 101,.
an moyen de la transformation » =e •
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Les valeurs de a, Ùlu^ . . . , quî répondent à a: = t , sont positives ; donc i -h 2 ou 3 est une limite supérieure des racines ; pareillement les valeurs de m, Au, . . . , qui répondent à a: = — 4> sont alternativement positives et négatives; donc — 4 est une limite inférieure des racines. L'inspection du tableau montre que la racine négative est comprise entre —4 et — 3, mais elle ne fait rien connaître à l'égard des deux autres racines ; remarquons cependant que si nous n'avions aucun renseignement sur la nature de ces racines, les résultats précédents nous porteraient à penser qu'elles doivent être comprises, si elles sont réelles, entre 1 et 2, et nous serions ainsi conduits à opérer de nouvelles substitutions dans l'intervalle de ces deux limites, comme la méthode de Sturm ou celle de Fourier en démontre la nécessité.
Nous substituerons donc en deuxième lieu des nombres croissants par dixième entre 1 et 2. Les formules du n" 158 donnent
^.Vo ^ 0,1 A«o —0,045 A* £/o -h 0,0285 A' tto> ^Î£/o =rr 0,01 A' Wo — OiOOgA'tto»
^'tfg= 0,00lA'l/(y.
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Si donc on prend Xo= i, on aura, d'après le tableau qui précède,
Uq=-\-i, Atto -.- o, a* Il 0 = ^- 1 a. A» If 0 " - :- 6,
d'où
^l/ç=r — 0,369, ^«0 = -'- 0.066, ^*Wo = -'- 0,006.
Nous remettons la caractéristique A au lieu de î, et nous construisons le tableau qui suit, en partant des données
JT = 1 , 0, Il =r= -I- 1 , 000, An = — 0,369, A*ii = -h 0,066, A' /i = H- 0,006.
ii9 2,0
— 0,104 -h o,oi3 ■+■ 0,282 ■+- 0,559
A*tf
0,066 0,072 0,078 0,084 0,090 0,096 0,102 0,108 o,ii4
■ o»oo6
On voit que lYquation proposée a deux racines positives, Tune entre i,3 et 1,4, l'autre entre 1,6 et 1,7.
Si l'on veut resserrer les limites de chaque racine, il faudra substituer des nombres croissant par centième. En prenant j:o= i,3 on a, d'après le tableau précédent,
— o, i53, A'uq -^-h 0,084, A*i/o = + "'^"^
Ko =-1-0,097, An,
et l'on en conclut
^iio=— 0,018909, ^2|io==: -4-0,000786,
*llorr:z-hO,OOOCo6;
prenant, en second lieu, j:o== i>6, on a -G, io4, ai/q =-^-h o, 117, A'i/Q = -f-o, 102, A^iip = -+- o, 006, ce qui donne
^//oi= -h 0,007081, ^l/or=r -h 0,000966, ^'«0=+ 0,000006.
Au moyen de ces résultats, on peut construire les deux nouveaux tableaux qui suivent, dans lesquels on a rétabli la caractéristique A au lieu de â.
Au
-+-0,097000 -^0,078091 -+-0,059968 -T-o, 042637 -ho, 026 104 -+-0,010375 —0,004544
-+-0,000786 -ho, 000792 -1-0,000798
HO,OI2I
-HO,OOlOl4
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On voit que la première racine est comprise entre i ,35 et 1,36, la seconde entre 1,69 et 1,70; il est évident qu'en poursuivant la même marche on pourrait calculer chacune de ces racines avec une approximation aussi grande que Ton voudrait.
Méthode d^ approximation de Newton.
160. Lorsqu'une racine d'une équation est séparée, on peut resserrer indéfiniment, comme on vient de le voir, les limites qui la comprennent, ce qui permet d'ohtenir la racine avec l'approximation dont on a besoin. Mais le calcul devient de plus en plus laborieux ; aussi n'emploiet*on habituellement la voie des substitutions que pour déterminer les deux ou trois premiers chiffres, après quoi l'on a recours, pour achever le calcul, à des méthodes plus expéditives. Parmi ces méthodes, on doit remarquer surtout celle qui est due à Newton et que nous allons exposer.
Soit l'équation du degré m
et supposons que l'on connaisse une première valeur approchées de l'une des racines ; si l'on désigne par «-+-« la valeur exacte de cette racine, on aura
/(â4-«) = o ou
d'où l'on tire
'Si Ton néglige les puissances de u qui figurent dans le second membre de cette formule^ on aura, avec une approximation d'autant plus grande que u sera plus petit,
«t si Ton fait
b sera une nouvelle valeur approchée de la racine. On peut appliquer le même procédé en partant de cette valeur &, et Ton en conclura une troisième valeur approchée
et ainsi de suite.
Telle est la méthode de Newton ; elle permet, en général, d'obtenir promptement une très-grande approximation, et il est aisé d'apprécier, dans chaque cas, le degré de rapidité avec lequel cette approximation augmente, en estimant la grandeur des termes négligés dans le passage des équations rigoureuses, telles que (i), aux égalités approchées dont on fait usage.
Hy\ . Exemple. — Soit l'équation x^ — yx •+• y = o déjà considérée au n° 159. Nous ayons vu que l'une des racines est comprise entre i,35 et i,36; appliquons la méthode de Newton au calcul de cette racine, en partant de la valeur approchée a = i,35; l'équation (i) devient ici
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et Ton a
/(x)=j:»-- 7.ir-4-7, /(a) = -+-0,010375,
comme u est <[ 0,01, il est facile de voir que, dans la précédente expression de a, la somme des termes enu^ et en u^ est positive et inférieure à o,ooo3 ; si donc on pose
Terreur commise sera moindre que cette limite. Nous prendrons pour deuxième valeur approchée
et Ton aura
on voit, à la simple inspection de ces formules, quey*(x) devient négative pour x =ib -f- 0,0001, d'où il résulte que la racine dont noiis nous occupons est comprise entre 1,3568 et 1,3569. Si Ton désigne cette racine par t-h«, on aura
la somme des deux derniers termes du second membre est
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positive et inférieure à o,ooooooo3 ; donc la formule
fih] OfOOOli (586432 t'a/
donnera la valeur de u à trois unités près du huitième ordre décimal, en sorte que la racine demandée a pour valeur
avec sept décimales exactes.
Complément de la méthode de Newton.
162. La méthode de Newton ne laisse rien à désirer sous le rapport de la simplicité, mais elle exige que Ton discute dans chaque cas le degré d'exactitude des résultats qu'elle fournit, et ainsi elle ne remplit pas la condition qu'on doit imposer à toute méthode d'approximation, savoir, de donner simultanément une limite inférieure et une limite supérieure de la quantité qu'on veut évaluer. Mais il est facile, comme on va le voir, de combler cette laôune sans altérer l'essence de la méthode.
Soient a et 6 [^ a deux nombres qui comprennent une seule racine Xo de l'équation
Comme nous supposons que cette équation n'a pas de racines égales, on peut admettre que les équations f^{x) = 0, /" [x) = o n'ont aucune racine comprise entre a et 6 ; s'il en était autrement, il faudrait resserrer les limites qui comprennent la racine Xq, Lorsqu'on applique la méthode de Fourier à la détermination de ces limites, on est assuré que notre condition se trouve remplie, quand la suite des indices que l'on iforme, confor-
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mément à cette méthode, commence par les nombres i,o, o.
D'après notre hypothèse, f{x) change une fois de signe quand x croît de a à 6, mais f\x) et f"{x) conservent le même signe. Considérons la fonction
dont nous nous sommes déjà occupé au n** 143 et qui est croissante ou décroissante suivant que f{oc) et f"[x) sont de même signe ou de signes contraires.
S\f[x) eif"[x) sont de même signe pour x = a, la fonction ^[x) sera croissante Ae x =^ a k x ^= Xq et elle sera décroissante de a: = x© à x = S ; le maximum de (f{x) est donc 9(xo) oux©, et Ton a
Xo>(j>(a) et *o>?(6), ou
,.>«-5^. et .,>6-^(«'
Si, au contraire, f(x) e\,f"[x) sont de signes contraires pour x = a, la fonction cp(x) décroîtra de x = a à X = Xo et elle croîtra de x = x© à x = 6, en sorte que cp(Xo) ou Xo sera alors un minimum; on aura donc
Il résulte de là qu'en appliquant la méthode de Newton à Tune ou à l'autre des deux limites a et 6, on obtient dans tous les cas des résultats qui sont tous deux en deçà ou au delà de la racine et qui, en conséquence, ne peuvent fournir qu'une limite unique.
Pour avoir une seconde limite, je considérerai la fonction
{3) • 4,(x)=^(:r)-M(x-Xo)«,
SECTION 1. — CHAPITKE VII. 347
OÙ M désigne une constanle de même signe que le rapport
-^ — -et dont la valeur absolue soit au moins égale à la
moitié de la plus grande des valeurs absolues que prend le même rapport, quand x croît de a à 6 ; d'après cela on pourra écrire
0 étant une fonction de x dont la valeur reste comprise entre o et I , pour les valeurs de x comprises entre a et S ; je poserai en outre
Nous avons vu (n° 443) que Ton a
e étant une quantité qui s'annule avec A ; il en résulte que si l'on fait, pour abréger l'écriture,
la formule (3) donnera
r désignant une quantité qui s'évanouit avec h.
En vertu des formules (4) et (5), la valeur de ^'(x) peut s'écrire comme il suit :
(G) * f(.:r)r=-2M(l-A0)(^-:ro);
et il est évident que la fonction ^(x) est croissante ou décroissante çntre les limites x = a, x = S, suivant que '|''(x) est positive ou négative.
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Cela posé, siy( x) elf"[x) sont de même signe pour j: = a, on a, comme on Ta vu plus haut, y (x) <^ Xo pour les valeurs de x comprises entre a et x^ ; cette inégalité équivaut à A <[ i ; d'ailleurs, dans le cas que nous examinons, M est négatif, cdx f{x) el^^x) sont de signes contraires poura: = a; donc l'expression (6) de^'[x) est négative, et t|/ (x) décroît quand x croît de a à Xo; on a, par suite, ^{jOo)<C^{o^) ou
M étant <^ o, si l'on remplace Xq par 6 dans le second membre de cette inégalité, on aura à plus forte raison
a^.<a-jf^[^-M(6-a)».
Siy(a:) eif^\x) sont de signes contraires pour x = «, ces fonctions seront de môme signe pour x = 6 ; dans ce cas, on a, pour les valeurs de x comprises entre Xq et S, (p(x)]>>j:o, ce qui équivaut à A<]i. Mais ici M est positif; par conséquent ^{x) est négative et ^{x) est une fonction décroissante. On a a donc ^[x^)^^{&) ou
en remplaçant Xo par a dans ^{^)y on aura, à plus forte raison,
Ce qui précède conduit a la règle suivante ;
. Soient a et S'^a deux nombres qui comprenneiU une seule racine Xq de l'équation f(x)=:oet gui ne comprennent aucune racine des équations f\x) = o^ y*"(x) = o ; 3 M un nombre qui ait le signe du rapport
-FiY's ^^ dont le module soit égal ou supérieur au plus
grand des modules que prend le même rapport quand x 'varie entre a et S. Si l'on désigne par a celle des deux limites a, 6 pour laquelle les fonctions f[x), f"(x) sont de même signe, et par b celle pour laquelle les inémes fonctions sont de signes contraires, on aura ces nouvelles limites de la racine x©,
dont la première est précisément celle dé Newton, Si la fonction f\x) varie dans le même sens, entre les limites a et b, auquel cas f"'{x) conserve le mêm^ signe, on pourra former le nombre M en divisant celle des
deux quantités - f^' (a), - f^\b) qui a la plus grande
valeur absolue, par celle des deux f'[a)j f\b) qui a la plus petite valeur absolue.
Le nombre M étant calculé comme nous venons de l'indiquer, il est nécessaire, pour notre objet, que la valeur absolue du produit M {a — A)*soit inférieure à l'unité ; si le contraire avait lieu, il serait indispensable de resserrer les limites de la racine, avant d'appliquer la méthode. Supposons que la valeur absolue de M soit comprise
entre — j^ et — ^> h étant un entier positif, nul ou négatif, et que — - soit la différence des limites primitives a
et 6 ou a et &. Au moyen de ces limites a et & on calculera, comme on vient de le dire, les nouvelles limites a^, &i, puis de celles-ci on en conclura deux autres a^, b^j et ainsi de suite ; si l'on pose généralement
CQ sorte que s^ représente la valeur absolue de la diffé-
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rence des limites a^y b^y on aura
formules qui mettent en évidence la loi des approximations successives.
Exemple. — Considérons Téquation x* — 7.x
qui a une racine positive uniqne, et proposons-nous d'évaluer cette racine. On a ici
/(jr) rzz ^— îjr — 5,
on aperçoit de suite quey*(j:) est négative pour x= 2 et qu'elle est positive pour x = 2, i ; d'ailleurs f^\jo) est positive. Nous ferons, conformément à notre règle,
fl = 2,I, A— 2;
la fonction - ~Xr-x = o • — est constamment décrois-
santé et elle est égale à 0,6 pour a: = 2 ; on peut donc poser M = 0,6. Les nouvelles limites ont pour valeurs
«1 = 2,1— Y^-^3> *t = tft — 0,006,
et Ton peut prendre
On a ensuite
^ o.ooSoonSnS .
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et Ton peut faire, en arrêtant le calcul à la cinquième
décimale,
Appliquons une dernière fois la méthode de Newton;
on aura
.j,^ o , 000 1 1 5c)(>86 qo8 1 6
ôj =r a, — o, 00000 oooo3 ;
en faisant la division indiquée, on pourra compter sur les neuf premières décimales, et Ton aura pour la racine demandée
xo= 2, 094551481
à une unité près du neuvième ordre décimal, par défaut»
Méthode d'approximation de Lagrange.
Idi, La méthode de Lagrange a pour objet le développement des racines en fraction continue. Soit l'équation
et supposons qu'on ait constaté l'existence d'une ou de plusieurs xacines positives comprises entre les entiers, consécutifs a et a + 1 : le cas des racines négatives se ramènera à celui des racines positives, en changeant x en — X dans l'équation proposée. On fera, conformément à ce qui a été dit au n^ 1 ,
et Ton obtiendra la transformée en x^
(a) /.(-O = <•>< + Ai"xrV • • • + Ai!!.-. + a2'=o^
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cette transformée aura autant de racines positives supérieures à i que la proposée a de racines entre a eta -*- i; considérons l^une d'elles et supposons qu'elle soit comprise entre les entiers consécutifs a i eta|-»-i, on posera
et Ton aura la nouvelle transformée
(3) /.(x.)=A';>< +A[" <-' + .. .+AL*i.*.+Al:> = o.
laquelle aura autant de racines positives supérieures à i que la proposée a de racines comprises entre a H et
a H On peut poursuivre indéfiniment ces opérations et chacune des racines de la proposée qui sont comprises entre a et a -h i se trouvera exprimée par une fraction continue
dont les réduites 77 > tt » • • • fourniront des valeurs de
Qi Qi plus en plus appprochées.
Quant aux transformées successives (2), (3), etc., chacune d'elles se déduit de la précédente par une règle uniforme ; on a effectivement
et la transformée en x^^ sera
m ainsi Ton aura
Remarquons enfin qu'on peut toujours faire en sorte, si on le jugea propos, que Téquation proposée n'ait qu'une seule racine comprise entre deux entiers consécutifs ; car il suffira, pour atteindre ce but, de multiplier toutes les racines de cette équation par un nombre convenablement choisi; alors chacune des transformées (2), (3), .•• n'aura qu'une seule racine positive et supérieure à i.
165. La méthode précédente serait d'une longueur rebutante dans la plupart des cas, si, en la proposant, Lagrange n'avait indiqué un procédé très-simple qui permet de déterminer sans tâtonnement la suite des quotients a, a^, ^2, ..., lorsque quelques-uns des premiers termes sont connus. Voici en quoi consiste ce procédé.
Soit ~ la (/i -f- 1 )•*"»• réduite de la fraction continue
formée avec les quotients a, «i, ... (n° 2); la racine x dont cette fraction est le développement aura pour valeur
on tire de là
ou, à cause de
s. — ^Ig. tuj)., 1. a3
Si l'on remplace x par chacune des racines ar, x\ a/', ... de la proposée, il est évident que la formule précédente donnera les racines correspondantes x,,, x], , x^ , ... transformée en Xn \ on aura donc aussi
et, en ajoutant ces dernières égalités, il viendra
Mais, dans la transformée en Xn, savoir
la somme des racines est ^j \ on peut donc remplacer
Aq
j:'„-f-xJi-f-... par — Xn — -tt^j dans l'égalité précédente,
et si l'on fait en outre, pour abréger,
A^p-"^ -t-p— ^ -Hp— ^ +...,
£^_x' ^-x" ^-x^ Qi» Q» Q»
il viendra
enfin si l'on pose
IL
on aura
«» — Ç» H ôj
P Par conséquent, dès qu'on sera arrivé à une réduite ^
telle, que l'on ait
Terreur commise en prenant
(5) ^n=in
sera moindre que -7 en valeur absolue, et si Ar a une valeur suffisamment grande, on connaîtra directement, par la formule (3), le quotient entier a^ contenu dans x„. Cela suppose que A est connue; mais il est évident qu'une valeur médiocrement approchée de cette quantité suffit
P pour notre objet. Or les réduites -p s'approchent rapi-
dément de x, et A diffère d'autant de moins de la quantité „ I î I
que n est plus grand; on a d'ailleurs (n** 49)
/(X) X — or X— :r' X -- x" X — •r*' '
et, pour lL=x-{-hj le premier membre de cette formule se réduit, à cause def[x) = o, à »
expression qui tend vers la limite ^;. . quand h tend
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vers zéro. On a donc
et à la condition (4) on pourra substituer la suivante:
Désignons par | la valeur approchée de x qui répond k Xn== Ç«; on aura, d'après la formule (i),
d'où
le second membre de cette formule (7) diffère peu de la quantité
laquelle donne ainsi la mesure de l'erreur commise quand on prend { pour valeur approchée de x.
On peut conclure de là que, si le développement en fraction continue est assez avancé, la formule (3) donnera non-seulement le quotient incomplet a„, mais encore quelques-uns des quotients suivants, et Ton obtiendra ceux-ci en poussant le développement de 5„ en fraction continue jusqu'à une certaine limite qu'il est facile d'évaluer approximativement. Pour cela, supposons qu'on ait réduit $„ en fraction continue et que l'on ait écrit les quotients obtenus à la suite de ceux qui ont été déjà trouvés ; prolongeons au moyen de ces quotients la suite
des réduites, et soit - l'une d'elles. Il est évident que
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— sera Tune des réduites de ^ ; si donc on nomme » le
P' quolient complet qui lui correspond et que ^^ soit la
P réduite qui précède -9 on aura
la formule ( 7 ) deviendra donc
P iti —à
ou, à peu près,
Soit maintenant 6 un nombre quelconque, et supposons
p le dénominateur Q de - tel que
(9) Q<— ÎV'
le second membre de la formule (8) sera inférieur en valeur absolue à
il sera donc inférieur à —z-i si Ton a
- + -<- ou 6> î
P et, dans ce cas, - sera certainement Tune des réduites
de X (n« 8).
On voit par là qu'à partir de la réduite p~ le déve-
loppement de ^n fournit les quotients nécessaires pour prolonger la suite des réduites, jusqu'à ce qu'elles aient environ deux fois autant de chiffres que celle d'où l'on est parti. Il faut cependant remarquer que cette conclusion peut être en défaut quand le quotient qui suit celui auquel on s'arrête n^est pas supérieur à 2.
Exemple. — Considérons l'équation x
que nous avons déjà plusieurs fois prise pour exemple. On a
L'équation proposée a deux racines comprises enti-e i
et 2 ; nous poserons
et nous aurons la transformée
celle-ci a une racine comprise entre i et a et une autre entre a et 3; nous considérerons d'abord cette dernière racine et nous ferons
SECTION I. CHAPITRE TH. 35g
on a
i/';{xi)=3x,— 4,
en remplaçant Xi par a dans ces formules, on aura les coefficients de la transformée en\ra; celle-ci est
arj 4- jrj — 2 jtj — 1=0.
La racine positive x^ est comprise entre i et a ; on fera donc
on a
/,(.r,)=.rî-|-.r5— 2X, — I, ■ /',(^,) = 3.rî-f-2.r, — a,
et la transformée en Xs sera
xl — 3x1 — 4^:3 — 1=0.
La racine positive est comprise entre 4 et 5 ; on fera donc
on a
/,(jr,) = .r»— 3jrJ — 4x, — I, /;(x,) = 3xJ-6.r,-4,
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d^où résulte la transformée en X4
arj — 20j:J — gxj — i=0.
Maintenant l'opération est plus avancée qu'il n'est nécessaire pour pouvoir appliquer le procédé abrégé de Lagrange et déterminer les quotients sans tâtonnement. Formons d'abord les réduites qui répondent aux quotients que nous avons obtenus
La formule (2) du n® 165 donne, en l'appliquant ici au cas de /2 = 4»
la quantité A diffère peu de M ou de - -.//',? et il est
aisé de s'assurer que M est inférieur à 3. La somme des
3 20 deux fractions — | fournit le cinquième quotient ao;
en outre, on a
et si Ton prend pour x^ la valeur
on obtiendra une valeur de a:, savoir :
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dont l'erreur sera environ — : — r- = 0,0000002, et, par
conséquent, si Ton réduit cette fraction en décimales, on
obtiendra un résultat dans lequel les six premiers chilTres
décimaux seront exacts ; on trouve
et les six pi;emières décimales sont effectivement celles que nous avons obtenues au n^ 161 .
Si l'on veut poursuivre le développement en fraction
continue, on fera
00/ etl'on formera la réduite -TT^î» qui répond au quotient x^ ;
puis y des équations
on conclura la transformée en 0:5, savoir : l9ia:\ — 391JÎJ — 4^^s — 1 = 0; la Ibrmule (2) du n** 163 donnera ensuite
d'où il résulte que le sixième quotient est égal à 2 ; eu
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outre, on a
2b3ar,H-i4'
et, si Ton prend pour x^ la valeur
2b3 "*" 787 *" "ôT^is"'
on aura une valeur approchée de x dont l'erreur sera inférieure à
Si Ton applique la même méthode au calcul des deux autres racines de Féquation proposée, on obtiendra les résultats suivants :
Jf'*— 7a:'-+-7 = 0,
a^l— 2arj' — .1/, 4-1 = 0,
x'^ — lOx^^ — 90:^ — 1 = 0,
ar" — 7jr''-4-7=0, xf— 20 jr*' — gorj — I = o,
On voit que les trois racines x, j/, a:^ conduisent à une même transformée, et, en conséquence, les fractions continues qui expriment ces racines se terminent par
les mêmes quotients ; on a
désignant la racine positive de Téquation
je:
l — 20a:J — Qx^ — 1 = 0.
Nous étudierons dans la suite de cet Ouvrage les équations qui possèdent cette propriété remarquable.
467. Dans un Mémoire qui fait partie du tome I" du Journal de Mathématiques pures et appliquées, Vincent a fait connaître une belle propriété des fractions continues, et il en a déduit, pour le calcul des racines réelles des équations, une méthode qui procède à la fois de celle de Lagrange et de celle de Newton ; nous croyons devoir établir ici la proposition sur laquelle repose cette méthode.
Théorème. — Etant donnée une équation f[x) = o qui rCa pas de racines égales, si Vonjait successivement
j?=:aH 9 Xj = Al -i > x^-=.a^-\ 1 •••?
a, ai, a^y ... étant une suite illimitée de nombres entiers positifs quelconques, après un certain nombre de transformations, il arrivera toujours que les tranformées successives n'auront que des permanences ou qu^ elles n'offriront qu'une seule variation*
Le second cas se présentera si Vune des racines de
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l' équation proposée est la limite de la fraction continue
le premier cas aura lieu, au contraire, si aucune des racines nest égale à cette limite.
Pour démontrer ce théorème, formons les réduites dt
la fraction continue (i), et désignons par ^-^ celle qui oc-
cupe le (n -hi)**°" rang; le quotient qui répond à la
P réduite — ^ étant x^ il est évident que Ton obtiendra di-
rectement la n**™" transformée en posant, dans Téquationy(x) = o,
fort (3)
Pn-^» + P»-l
Q»*i.-i-Q»-i formule d'où l'on tire
Soient a» 6, y, ... les racines de l'équation proposée, et an, Sn, 7/1, ... les racines de la transformée; cette transformée sera, en écrivant x au lieu de Xny
(•« — a») (•^ — ^/») (--^ — 7«) • • • = Oi
et chacune des racines a«, 6^, ... sera liée à la racine a, É, . . . correspondante par la relation (a) ou (3); on a donc
Si a est réelle et que les réduites -^ convergent vci-s
cette racine, il est évident que «;, sera une quantité po-
. P sîlive; mais si les réduites — ^ ont une limite difTérente
de a, quand n sera suffisamment grand, les diflerences P/i— 1 P/î
seront de même signe, et en conséquence la quantité an sera négative.
Si a est imaginaire, soit
on aura
et, en changeant yj — i en — \j — i ,
p,_<,W-. =-%=iV' ;
en ajoutant entre elles les deux formules précédentes, on obtient
p^qy/-i p-\-qsl-l
V/i— il Vn-l , Vw-t
^Pn =
ou
pour les valeurs de n qui surpassent une certaine limite,
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la quantité 7(7^ — 7^ — ) sera inférieure à y*, et Ton
voit que pn sera négative.
Si donc n est suffisamment grand et que la fraction continue (i) ne représente pas le développement d'une racine de la proposée, la n**™® transformée n'aura que des racines de la forme — g^ ou — g±h ^ — i , g étant positif. Les facteurs du premier membre qui répondent aux racines réelles seront de la forme x -i- g et les facteurs réels du deuxième degré qui répondent à deux racines imaginaires conjuguées auront la forme
il est évident que le premier membre de notre transformée, qui est le produit de tous ces facteurs, n'aura que des permanences.
Il convient de remarquer que les racines réelles ou imaginaires des diverses transformées tendent de plus en plus vers Tégalité. Effectivement, si Ton divise la formule (4) par celle qu'on en déduit en changeant a et a» en S et Srt, on aura
on — ç
a» Q/i-i ^ Qjt
et comme ^^^—^ et ^ tendent vers la même b'mite, on voit que l'on a
liin^=i.
On arrive au même résultat en considérant la difTérence «fl — 6/1 qui a pour valeur
ainsi, en particulier, si la proposée et les transformées successives ont des racines imaginaires, la partie imaginaire de ces racines tendra vers zéro.
Supposons maintenant que la fraction continue (i) tende vers Tune des racines a de Téquation proposée. Alors la n**"* transformée aura une racine positive unique, ctnj si 71 est sufïisamment grand; il est d'ailleurs évident que tout ce que nous venons de dire précédemment s'ap-
pliquera à Téquation — ^ — = o. Par conséquent, dans
le cas qui nous occupe, les racines de la transformée de rang /i, autres que la racine positive 0.^, pourront être représentées par
g;- étant un nombre positif, et Ci, £2» • • • » Cm-i désignant des quantités réelles ou imaginaires dont les modules peuvent devenir plus petits que toute quantité donnée. Le produit des facteurs linéaires qui répondent à ces racines sera donc
(5) (x-h^)'»-»-+-{Eig'^'»-«-f-E,g'«:r'«-»+...+ E„._,^'«->),
E| , E2, . . . , Eto-i étant des coefficients réels qui peuvent devenir moindres que tout nombre donné. Posons
on aura
Go = i, G,„-_j = i et
l'expression (5) se réduit alors à
(6) Go*"-*H-(Gt + E,)5'x'«-« + ...-t.(G^_,-hE^.0^~\
et Ton pourra faire
Oa -+■ l^A- W- / -h I
^A+i étant un nombre réel qui peut devenir moindre que toute quantité donnée en prenant n suflGsamment grand. Désignons maintenant par (X — ^) g^^ racine positive de notre transformée; il est évident que cette transformée s'obtiendra en égalant à zéro le produit du polynôme (6) para: — (X — i)g; on a, à cause de Go = i,
Le premier terme de cette équation a le signe -h et le dernier terme a le signe — ^ d'ailleurs, les quantités ©i, «2, . • • ; £u Ea, . . . peuvent être supposées aussi petites que Ton voudra, et, si le coefficient de l'un des termes compris entre le premier et le dernier est nul ou négatif, il est évident que tous les coefficients qui suivent seront négatifs. L'équation [y) n'a donc qu'une seule variation, ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Ainsi que l'a montré Vincent, le théorème précédent suffît pour opérer la séparation des racines, sans que l'on soit obligé d'en déterminer le nombre a priori, ou de leur assigner des limites, pourvu qu'afin de s'épargner des essais inutiles on fasse un usage convenable du théorème de Budan ; mais nous renverrons au Mémoire de l'auteur, pour le développement de cette méthode.
SECTION I. CHAPITRE Vil. 869
Du calcul des racines imaginaires,
168. La méthode qui a été exposée au n" 147 permet non-seulement de séparer les racines imaginaires d'une équation , mais encore de resserrer indéfiniment les limites qui comprennent, soit la partie réelle de chaque racine, soît la partie multipliée par l'imaginaire i ou >J — i .
Lorsqu'une racine imaginaire est ainsi connue avec une certaine approximation, on peut en obtenir des valeurs de plus en plus approchées au moyen de la méthode de Newton, qui n'est en aucune façon bornée au cas des racines réelles. Effectivement, si z^ est une première valeur approchée d'une racine six. «^le z de l'équation
et que Zfi-^-u soit la valeur exacte de cette racine, on pourra poser
/(*.) + «/'(».) + ^/'(*.) +. . . = o, d'où
et l'on aura, avec une approximation d'autant plus grande que le module de u sera plus petit,
/'(«o)' mais il sera nécessaire d'examiner, dans chaque cas, le degré d'exactitude que peut fournir la précédente formule, et cette discussion ne sera pas toujours exempte de difficultés.
Posons
et désignons par Xo -h ij^o la valeur approchée -?o de la-
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quelle on part : le problème dont nous nous occupons a pour objet de calculer Tune <Jes solutions réelles (x, r; des équations simultanées
connaissant des valeurs approchées Xq etj^o de a: et ^; or je dis que la même méthode peut être appliquée aux équations (2), quels que soient les polynômes ç»(j:, ) ) ei^{xyy). Désignons en effet par
« = «o + Ç, r=ro-t-'ï les valeurs de j: et dej^ qu'on se propose de calculer : on aura, en employant ici la notation dont nous avons déjà fait usage au n? 89,
Si donc ^eir, sont des quantités assez petites pour qu'on puisse négliger leurs carrés et leur produit, on aura approximativement
d'où
_ _ 4>(-yoiro)Dxf(^oiro) — ?(-»^oiro)Da-4> (^0^ ?j) .
il est évident que ces formules ne pourront être d'aucun usage, si la solution que l'on considère est une solution multiple des équations (a).
1C9. La méthode que nous venons d'indiquer exige des calculs très-laborieux et, au lieu de l'employer, il sera souvent plus simple de recourir à l'élimination, comme on va le voir dans l'exemple suivant. Proposons-
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nous de calculer les racines de Téquàtion
qui toutes les quatre sont imaginaires. Si Ton pose z-=zx-^yyj — I , cette équation se décomposera dans les deux suivantes :
(2) (j«-ar«)«-4x«(7«-ar«)-(4;ir* + x-i) = o,
et en supprimant de Téquation (3) le facteur ^^ on aura
portant ensuite cette valeur de y^ — x^ dans l'équation (2)^ il viendra
enfin, si Ton pose
cette dernière équation deviendra
Les substitutions donnent les résultats suivants
-hi6
a, II a|ia
. H- o,o48ia8
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d'où il suit que la seule racine posidxe t est comprise entre 2,11 et 2,12. Une première application de la méthode de Newton donne les nouvelles limites 2,1149 ^^ 2^1 i5o; une deuxième application fournit la valeur 2,11490754 avec huit décimales exactes. La formule (5) donne ensuite, avec le même degré d'approximation,
enfin la formule (4) donne les valeurs
jr=zzh 0,43001425,
on a ainsi, pour les racines demandées,
a= H- 0,72713603. . .di 0,43001425. . V— ï» zz= — 0,72713603. . .±0,93409929. ..y/— I,
CHAPITRE PREMIER
THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES
Des fonctions symétriques.
170. Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités ne change pas quand on échange entre elles, de toutes les manières possibles, les quantités qu'elle renferme, cette fonction est dite symétrique. Nous ne nous occuperons ici que des fonctions symétriques rationnelles.
Les coefficients d'une équation algébrique sont des fonctions symétriques des racines de cette équation ; ce sont même les fonctions symétriques les plus simples, en ce sens que chaque racine n'y figure qu'au premier degré. S'il s'agit, en effet, de l'équation
a^ -+-/?iar'«-» + p^x"^^ + . . . -f- /?,„_, X -h/7^ = o,
et que a, b, e,..., A'^ / désignent les m racines, on sait que l'on a
<IÔ + OC -i- . . . -h // =/?„
abc, . . H =i±pn.' Nous allons montrer comment on peut trouver Tex-
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pression d'une fonction symétrique et rationnelle quelconque des racines d'une équation, et cette recherche nous conduira à ce théorème important :
Toute fonction rationnelle et symétrique des racines d^une équation peut s' exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation.
Examinons d'abord à quoi peut se réduire la recherche de la fonction rationnelle et symétrique la plus générale. Toute fonction rationnelle non entière est le quotient de deux fonctions entières, en sorte qu'il n'y a lieu de s'occuper que des fonctions symétriques entières. En outre, toute fonction symétrique entière non homogène est la somme de plusieurs fonctions symétriques homogènes ; tout est donc ramené à établir des règles pour calculer les fonctions symétriques rationnelles entières et homogènes; enfin, une pareille fonction symétrique entière et homogène peut contenir des termes où les exposants des lettres, tout en ayant la même somme, ne soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonction est la somme de deux ou d'un plus grand nombre de fonctions symétriques de même degré, mais diflFérentes, et que nous calculerons séparément. De tout cela il résulte que nous pouvons nous borner à considérer les fonctions symétriques rationnelles, entières et homogènes, telles que les exposants des lettres soient les mêmes dans deux termes quelconques; toute fonction de cette espèce sera définie si l'on donne un seul de ses termes, ainsi que toutes les lettres qui entrent dans sa composition. Cela posé, nous appellerons yb/ictio/i symétrique simple ou du premier ordre une fonction symétrique rationnelle, entière et homogène, dont chaque terme ne contient qu'une seule lettre ; fonction symétrique double o\x du deuxième ordre celle dont chaque terme renferme
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deux lettres y et ainsi de suite. Les fonctions symétriques simples de plusieurs quantités ne sont autre chose, comme on le voit, que les sommes des puissances semblables de ces quantités.
i'oniiules de Newton pour le calcul des sommes de puissances semblables des racines d'une équation.
Soit l'équation
:^'^-^Pl^"'-'-hPt^"'-*-h...-hp,n-l^-^Pnt==0,
que nous représenterons aussi, pour abréger, par
et dont nous désignerons par a, b, c,. . •, k^ l les m racines. Soit, en outre, X' la dérivée de la fonction X; on aura
X'=: mx'»-*^- (m— I ) y?, x^-« -h . . . -h 2;7^^,.r -h/7;„.i.
On a aussi, par un théorème connu (n® 49),
XX X
et Ton trouve, par la division,
= x'«-»+fl
^Px
-~Pm-\^ -^Pm-\'
Si, dans cette dernière équation, on remplace a successivement.par chacune des autres racines, et qu'on fasse généralement
Sn= a** 4- ^^ -h c* -h . . . H- ^'* -f-/",
C0ITR8 d'algèbre SUPÉEIEITRE.
on aqra, en ajoutant tous les résultats, la valeur suivante de X'
-mar'»-«-h5i
ar«-«-4-/.
««-»-hi,
-Hw/^i
-"r-piSx
-^PxSt
-^Pl^m-i
-f-iiip,
+ /Vi
-^Pt^m-'l
-^mpt
-^Pm-^X
La comparaison de cette valeur de X' avec celle écrite plus haut fournit les relations suivantes :
; ^i-^Pi =0,
\ St-^PlSi-^2pt = 0,
(0 \ h-^Pi^i-^ PtSi-h 3p^=iOj
La première de ces formules fait connaître Si ou la somme des racines, la deuxième fait connaître S2 ou la somme des carrés des racines, et ainsi de suite, jusqu'à la dernière qui fait connaître Sm^i . On trouve de 'cette manière
Si=—Pu
S7=p]—^Pu
5, =— /?; -4- 3pxpt — 3pu
*4 =P\ —ip'tP*-^ ^PiPi-^ ^p\ — 4a»
U — —p\-^^P^P%'-^P\P^—5[p\—pK)Px•^^[PlP%—PJ^]f
Voici maintenant comment on peut obtenir les sommes de puissances semblables, dont le degré surpasse m — i, et celles dont le degré est négatif. Soit ra un nombre entier positif nul ou négatif, et multiplions l'équation pro-
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posée par x^; elle deviendra
Remplaçons successivement x par chacune des racines a, by C....J et ajoutons tous les résultats; on aura
En donnant à n les valeurs o, i, a, . . ., et observant que ,^0 = 'w, on obtient les relations suivantes :
Sm -♦-A^l^^-i-h^lfm-l-h . . . -f Pm-iSi-hmp^ = G,
( 2 1 / *'»•*•» "*"^**'» -^Pt^m-l-^ • • • -^Pm-i^t-^Pm^l = O,
^m-ht-^Pl^m+f^Pt^m "4- . . . -^Pm^th-^Pm^f = O,
Les sommes ^o^a» . . . , 5^.1 étant connues par les formules (i), la première des formules (a) déterminera s^f la deuxième Sm^ij et ainsi de suite.
Il importe de remarquer que les valeurs des sommes 5« , 52, ... ne contiennent dans leur expression aucun dénominateur, et que si les coefficients pi, pa, ... sont des nombres entiers, les sommes s^, 5a, ... sont aussi des nombres entiers.
Réciproquement , si Ton connaît 771 sommes de puissances semblables, par exemple 5| , 5a, . . . , Sm, on pourra déterminer les coefficients piy p2, ... à Taide des formules (i)et(2), qui ont été données, pour la première fois, par Newton.
Pour calculer les sommes de puissances semblables des racines à exposants négatifs, il suffit de donner au nombre «, que nous avons introduit, les valeurs successives — I, — 2, — 3, ...; mais, àPégard de ces sommes de puissances négatives, le moyen le plus aisé de les
trouver consiste à changer x en - dans Péquation proposée, et à calculer ensuite les sommes de puissances
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semblables à exposants positifs des racines de l*équaticn transformée.
On peut remarquer qu'en appliquant les formules ( i ) et ( 2) au cas de l'équation binôme x^ — 1= o, on retrouve immédiatement les résultats que nous avons obtenus au n** 106 par une voie différente.
Usage de la diiàsion algébrique pour le même objet.
172. On peut employer, pour calculer les sommes des puissances semblables des racines d'une équation, une autre méthode qui n'exige qu'une simple division algébrique. Soit toujours ' X = o
une équation ayant pour racines a, b,c, . . -, Â", /. Si X' représente la dérivée de X, on a, comme précédemment,
A X — a Jt — ô X -^ l
La fonction est développable en uue série convergente ordonnée suivant les puissances négatives et décroissantes de X, pour toutes les valeurs de x dont le module est supérieur au module de a ; on trouve, par la
division,
X — a X x^ jr*
donc, en remplaçant successivement a par chacune des autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, on aura
X' m Sx 5,
OU
X X' f 1 Sm
A. XX
Pour le calcul numérique, il sera plus commode d'éviter les exposants négatifs: on changera alors x en -5
et la fraction -^^r- prendra la forme ^» Zj et Z étant des fonctions entières de -j; on aura
et Ton obtiendra toutes les sommes s^y s^^ ...y par la division des polynômes Z| et Z que Ton ordonnera suivant les puissances croissantes de z.
On peut trouver de la même manière les sommes 5_<, s_2, ..., des puissances semblables à exposants négatifs. Effectivement, la fonction est développable
en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le module est inférieur au module a, et Ton trouve, par la division,
donc, en remplaçant successivement a par chacune des autres racines et en ajoutant les résultats, on aura
On obtiendra donc les sommes 5_<, 5«a, ..., en ordonnant les polynômes — X' et X suivant les puissances croissantes de x et en effectuant ensuite la division du premier polynôme par le second.
Le principal avantage de cette seconde méthode, fondée sur la division algébrique, consiste en ce que Ton peut
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en déduire facilement, comme on le verra plus loin, l'expression générale de Sn ou de 5_« en fonction des coefficients deTéquation proposée. Les formules de Newton ne conduiraient que péniblement au même résultat.
Détermination des fonctions symétriques doubles, triples, etc., des racines d^une équation.
173. Les formules établies au n® 171 permettent de calculer successivement les fonctions symétriques doubles, triples, etc., des racines d'une équation.
Soient a, i, c, . • • , Ar, / les m racines d'une équation
de degré /w, et considérons une fonction symétrique double, dont un terme soit «•&*; la fonction dont il s'agit étant déterminée quand on en connaît un terme, nous
la représenterons, pour abréger, par \ a*i', et nous
continuerons de désigner par 5« la somme des puissances ^ièmes j^ toutcs Ics racincs.
Cela posé, si l'on multiplie entre elles les deux sommes Sa et Sfy on obtiendra un produit qui sera évidemment la somme des deux quantités s^^ et \ o*.i^ ; on a donc (i) \a^b^ = SaS^-'S,^.
On voit que toute fonction double \ «• i* est exprimable, sous forme rationnelle et entière, par les coefficients de l'équation proposée, puisque 5., s^ et s^^ le sont; en outre, si les coefficients de l'équation sont des
sera aussi un nombre entier.
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La formule (i) n'a plus lieu quand 6 == a ; on voit, en effet, que si 6 devient égal à a, les termes de \ «"A* seront égaux deux à deux, en sorte que cette quantité se réduira à 2 \ a* A" ; on a donc
En remplaçant s^ et 5,. par leurs valeurs, on obtiendra une expression de\ a*i*qui ne contiendra plus
le dénominateurs. Cette proposition n'est pas évidente; mais nous ne nous arrêterons pas ici à l'établir, parce qu'elle résultera, comme on le verra plus bas, des méthodes proposées par Waring et par Cauchy, pour la détermination des fonctions symétriques des racines d'une équation.
Une fonction symétrique triple, qui renferme le terme
tf.A*cT, pourra être représentée par \ a*i*cT. Si l'on
multiplie la fonction double \ a^A^parj^, on trouvera pour produit
Vo*6*cT-4- VaM^6«-h Va«A«+T; on a donc
Cette formule fait connaître la fonction triple \ a^b^c^,
car le second membre ne contient que des fonctions doubles que l'on sait calculer. Si l'on veut avoir l'expression
384 COURS d'àLGÈBRB SUPÉKIEUllE.
de la fonction triple, au moyen des sommes de puissances semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles par leurs valeurs connues ; on trouvera ainsi
(3) \ a*^«cT=^«jfj^— *^e*^ — ^jn^^e — 5f+Y*«-»-2^«-i-«+Ti
et l'on voit que les fonctions triples s'exprimeront conmie les fonctions simples et doubles, sous forme rationneUe et entière, par les coefficients de l'équation proposée. La formule (3) ne subsiste pas, si deux des exposants ou tous les trois deviennent égaux entre eux; mais on peut en déduire aisément les valeurs des deux fonctions
Va«ô*cT et Vû«ô*c*.
On voit, en efl'et, que si 6 devient égal à a, \ a*A'cT
se réduit à a \ a^b*c^ et à 2.3 \ a^b^c*, si en même temps y devient égal à a ; on a donc
et
En suivant la même marche, on calculera successivement les fonctions du quatrième ordre, puis celles du cinquième, et ainsi de suite. Il est presque superflu d'ajouter que, quand on aura calculé, en général, l'expression d'une fonction symétrique entière et homogène dun'*"* ordre, si fi exposants deviennent égaux entre eux, il faudra diviser par i.a.3...fiila valeur qu'on aura trouvée.
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On voit par là que toute fonction symétrique entière et homogène des racines d'une équation peut s'exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation, et que la même chose a lieu, d'après les remarques faites précédemment, pour une fonction rationnelle et symétrique quelconque.
Méthode de TF'aring pour calculer une fonction sjnictrique rationnelle et entière des racines d'une équation,
174. Waring a indiqué, dans ses Meditationes algehraicœ (*), une méthode par laquelle on peut former directement l'expression d'une fonction symétrique et entière quelconque des racines d'une équation en fonction des coefficients de cette équation. Nous allons faire connaître ici cette méthode, qui, dans un très-grand nombre de circonstances, devra être préférée à celle que nous venons d'exposer.
Soit l'équation
x"* -+> p, x"»-» -h p^x"'-^ -*-...-+- pm-^, X -+~ p^ -= o.
dont les ni racines sont
et supposons qu'il s'agisse de trouver la valeur d'une fonction symétrique et entière V de ces racines.
Pour plus de clarté, il convient d'imaginer que l'on ait ordonné la fonction V de la manière que nous allons indiquer. Désignons par a l'exposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée chaque racine, et, en
(•) Editio tcrtia, p. i3.
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particulier, la racine a dans V ; par S Texposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée la racine b dans la partie de V qui contient le facteur a*; par y l'exposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée c dans la partie de V qui renferme le facteur /i' i* ; et ainsi de suite, en sorte que 1 désignera finalement l'exposant de la plus haute puissance de / dans la partie de V qui contient le facteur a* A' c^... A*. D'après cela, la fonction V contiendra un terme de la forme
auquel nous assignerons le premier rang; A est une constante donnée; il se peut que quelques-uns des exposants
soientnuls; en outre, chacun de ces exposants peut être égal, mais non supérieur au précédent. Je dis, par exemple, qu'on ne peut avoir 7]>ê; en effet, la fonction symétrique V qui renferme le terme Aa^i^cf. . . A*/^ contient aussi le terme Aa^i^c'... A"/^, qui se déduit du premier en permutant les lettres i etc; or, si Ton avait 7^ 6, A' ne serait pas, comme nous l'avons supposé, la plus haute puissance de b contenue dans là partie de V qui renferme le facteur a*; donc on a nécessairement 7 <^ 6 ou 7= S. Ce raisonnement s'applique évidemment aux autres exposants.
Le premier terme de la fonction V ayant été fixé comme il vient d'être dit, nous appliquerons la même règle à la détermination du rang de chacun des autres termes, et nous écrirons
V= Aa*h^cT... X^^-^...,
CHAPITRE
Gela
posé,
on
= \aB,
(_,)«-ip„_,=y«tc.-..*,
Si l'on élève ces égalités aux puissances
respectivement, qu'on en fasse ensuite le produit et qu'on multiplie enfin de part et d'autre par A, le premier membre de l'égalité résultante sera
A ( — I )*-'-«+T+- .+^ r,«-ey/-ir . . . ««-\ p^ .
Nous le représenterons, pour abréger, par P; quant au second membre, il sera une fonction symétrique des lettres tty bj Cj ...y k, Ij et, si nous l'oitlonnons de la même manière que V, il est évident que son premier terme sera Aa*i*cT^... A"/^; on aura ainsi
En retranchant la seconde des fonctions symétriques V et P de la première, on obtient une nouvelle fonction symétrique V| , telle que
Si l'on opère surVf comme on a opéré sur V, on obtiendra une troisième fonction symétrique V2, telle que
Pi désigne une quantité analogue à P, et qui est, comme celle-ci, le produit d*une constante par diverses puissances des coefficients pi, ^2. • • • > Pm«
En poursuivant ces opérations, on voit qu'on obtiendra une suite de fonctions symétriques
telles que
^== V,fc-.i,
chacune des quantités P, P|, ..., P^^ est le produit d'une constante par diverses puissances des coefficients pi , ^2) ' ' ' y Pnf E^n outre, si Ton imagine une fonction entière U formée des premiers termes des fonctions V, V| , . . . , V^ et ordonnée de la môme manière que ces fonctions, il est évident, d'après le procédé que nous avons suivi, que le premier terme de Tune quelconque des fonctions V| , Va, . . . , Vj^ occupera, dans U, un rang supérieur au rang du premier terme de la fonction précédente. Or le nombre des termes susceptibles d'occuper, dans U, un rang supérieur à celui d'un terme donné est nécessairement limité ; donc, dans la recherche des fonctions V| , V2, ..., on finira toujours par arriver à une constante, et alors l'opération sera terminée. Supposons, d'après cela, que Vj^ se rédufie à une constante; il viendra, en ajoutant les égalités précédentes,
V ™ P -f- Pj M- p, -h . . . H- P^j -t- V,,,
formule qui fera connaître l'expression de la fonction
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s}rmétrique proposée V en fonction des coefficients p^ ,
P^y • • • > Pm»
On peut conclure de là que toute fonction entière et symétrique V des racines d'une équation est exprimable rationnellement par les coefficients de l'équation, proposition que nous avons déjà établie (n" 173) ; mais on voit, en outre, que si les coefficients de l'équation sont des nombres entiers, ainsi que ceux qui multiplient les différents termes de V, la valeur de cette fonction V sera également un nombre entier.
Exemple I. — Etant donnée l'équation
dont a, b^ c^d, e^f^ . . ., k^ l sont les racines, on demande la valeur de la fonction symétrique
Posons, conformément à la théorie précédente, P=-yiA>i/^3= >«• > ab.\ abc
H- 22 N fl* hcde + 6o \ abcdefy
on aura
— 22 \ «• bcde — 6o \ abcdef\
b^cd
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faisons, en second lieu,
on aura
Vj — Pj = V, == — sV ««^«c»— aV ««^«c^ -+- 5 \ a* hcde -+- 3o \ abcdrf\
faisons, en troisième lieu,
P,r=-377:=r-3[^«&cîJ
= — 3 y û»ô V — 6Vû»ô»crf— i^a^bcde'^6f^abcdrf.
on aura
V, — P, == V, = 4y a«ft«C€/-+- asV «* *c^ -«- goV aftcdir/; faisons, en quatrième lieu,
P, = ^PfP^ = 4 ^ ab\ abcd
= 4 / a^b^cd -f- i6 \ a*bede 4- 6o \ abcdef;
on aura
V, — P, = V4 = ']\a^bcde'h 3oSabcde/i
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faisons, en cinquième lieu,
P4 = TPxPi = 7 ^ ''•^ <i^cde == 7 \ a* bcile 4- 4^ > ahcdcfy
on aura
V4-P4 = V, = — i-^^^hcdeP,
si enfin on fait
P5 = — i2/?5 = — laN aftc£/<^,
on aura
V5-P.=Ve=:o.
Ici l'opération est terminée et Ton a cette valeur de V, V =PxP%p% — 3/?; /?4 — Zp\ + 4/?,/?4 ^^p^p^^ 12/?,.
Exemple II. — Étant donnée l'équation
dont aj by Cy . . . y k^ l sont les racines, on demande la valeur de la fonction symétrique
Y^an*.../^g...h;
Il est le nombre des racines qui entrent au carré dans chaque terme, et v le nombre de celles qui entrent à la première puissance.
Désignons la fonction proposée parla notation F [fi, v), et, plus généralement, représentons par F (jx — tî, v -j- 2 /i) la fonction symétrique de même genre que la proposée et dans laquelle chaque terme contient /x — n racines au carré et v + 2/2 racines à la première puissance.
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Cela posé, on doit former, d'après notre théorie^ les fi -f- I égalités suivantes :
(v-4-2fA).
-4- ^ ^ ^ ^ F( O, y -+- 2pi ;
I .2. . .fA
^v_:îdF(,_,,,^4)^(^.±.6)(v_:t5)F(,*-3,v+6)...
F(o, V -f- 2u) 1.2...IP-1J ^ •'
(— l)V^/iy^v4-,*+» = F(fi — 71, V + 27J) -h . . . . 1 .2. . .(p — «) '
(~)Vv+ïpL==F(0,V-+-2ft),
où la quantité pi doit être regardée comme nulle si Tindice I est supérieur à m.
Ajoutons toutes ces égalités après les avoir multipliées respectivement par les facteurs
et supposons ces facteurs choisis de manière que les
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quantités
soient éliminées du résultat; il viendra
Nous allons maintenant chercher les valeurs des facteurs X|, Xj, . . . , Xpi. Les équations qui déterminent ces facteurs s'obtiennent en donnant à /i les (x valeurs i, a 3, . . . , (i dans la suivante :
mais cette équation peut s'écrire d'une autre manière. Posons, pour abréger,
et
« — p (v-h 2 7î) (vH- 2/1 — l)...(v -4- 2/1 — p)
On aura
— jj — 0„ -4- Al,
et généralement -
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D'après cela, notre équation devient, en remarquant que Ar est nuly
H- A„_, (>, 4- Ô,^i ) -h A^«i ( Xi -i- 6, ) = 0
En donnant successivement à n les valeurs i, 2,3, ...,/i, on obtient n équations, d'où l'on tire immédiatement
ou
_ (y 4-2;i)(y-h/i — 1)^ *»~~ (vH-2//-2)./l • »-*•
En multipliant ces égalités membre à membre, il vient
ce qui permet d'écrire immédiatement la valeur de la fonction symétrique cherchée F([jl, v),
II faut remarquer que notre procédé est en défaut dans le cas de V = o, mais la formule qui fait connaître \n ne cesse pas toutefois d'être exacte. Dans le cas dont il s'agit, les valeurs de 6^ et de Ap deviennent
^ _(2/l — l)f2/l~2]...(ail-p)^
on voit que A^ n'est pas nul, comme dans le cas gêné*
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rai, et qu'il est ici égal à A;i»j. L'équation entre Xjj, ^w-o • • •> ^< peut alors s'écrire ainsi :
en remplaçant successivement n par i, 2, . . . , n, on obtient n équations, d'où l'on tire
et, par suite,
X, = (-l)'».2; on a donc cette valeur de P(fx, o),
Méthode de Cauchy.
177. Gauchy a publié, dans ses anciens ^'xercicej de Mathématiques (4* année, p. io3), une méthode nouvelle et fort élégante pour obtenir la valeur d'une fonction symétrique et entière des racines d'une équation. Celte méthode consiste à éliminer successivement de l'expression de la fonction symétrique qu'on veut évaluer chacune des racines de l'équation proposée ; elle repose sur la proposition suive nte :
Soit V une fonction symétrique et entière des racines aj bj c, . . . , i, A", / d'une équation
ar« -f- /7i a:'"-* -f- ;?, x^« 4- . . . -+-/?^».t ;r -h />;„ = o,
que nous représenterons aussi, pour abréger, par
et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d'an polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puissances de a, que l'on ait, par exemple,
V r- Aooy- -f- Al a^^ -4- . . . -h A^i a -f- A^,
Ao, A|, ... étant des quantités composées rationnellement avec les coefGcients de Téquation proposée; je dis que, si Ton divise cette expression de V par le polynôme
A=r «'«-^ /?!«'«-« -4- /?,«'»-» -4-. ..'hpn.^ia-hp^,
obtenu en remplaçant x par a dans X, le reste de la division ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur de la fonction V.
En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de la division V par A, on aura V = AQ + R et, comme A est nul,
D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m — i en «; nous le représenterons par
et l'on aura
Mais, V étant une fonction symétrique, on peut changer les lettres a et i l'une en l'autre, ainsi que a et c, ... : et comme, par ces changements, q^, q\, ... conservent leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation
sera satisfaite en remplaçant x par l'une quelconque des m racines a, 6, . . . , Ar, /; ce qui est impossible, à moins que les coefficients ne soient tous nuis, car cette équa-
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lion n'est que du degré m — i ; on aura donc, en particulier,
<7;„_i-V = o ou
comme nous l'avions annoncé.
La démonstration précédente suppose que les m racines a, i, c, . . . , /r, / sont inégales ; mais les conclusions précédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour justifier cette assertion, un raisonnement tlont on fait un fréquent usage en Analyse.
Si l'équation X = o a des racines égales, on considérera d'abord à sa place une équation X< = o, dont toutes les r.icines seront inégales, et qu'on obtiendra en faisant subir des modifications insensibles aux coefficients de X; par exemple, si l'équation X = o a trois racines égales à «, et que les autres racines soient diflerentcs, on prendra
Le polynôme X| ne dilTère de X qu'en ce que deux des trois racines égales à a sont remplacées par a -h h et a-^h' : on voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, comment on devrait choisir le polynôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation proposée avait plusieurs racines égales à J, à <;, .... Gela posé, substituant l'équation X< = o à X = o et conservant d'ailleurs les notations précédentes, on arrivera à l'équation
cl cette équation aura lieu, quelque petites que soient les quantités /z, h\ . .^. ; elle aura donc lieu aussi à la limite, quand on fera A = o, A'= o, • • ••
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178. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy, pour calculer la valeur d'une fonction symétrique et entière V des racines a, i, c, ..., », /ir, / de réquation
Divisons X par x — a, et désignons par X| le quotient; divisons de même X| para: — J, et désignons parXj le quotient, puis X2 par x — c, et soit Xj le quotient, et continuons ainsi d'enlever de X tous les facteurs linéaires jusqu'à or — k inclusivement, en sorle que Xto-i ne contiendra plus que le seul facteur x — /. Cela posé, considérons les m équations
X = o, Xi = o, X, = o, . . . , X;„-_i = o.
La première n'est autre que la proposée, et elle a pour racines a, &, c, ...,A^, /; la seconde a pour racines i, c, ..., k, /, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière en fonction de a et des coefficients de la proposée ; la troisième a pour racines c, . . . ^ Xr, /, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière en fonction de b et des coefficients de la précédente, c'est-à-dire en fonction de a, h et des coefficients de la proposée ; et, en général, les coefficients de l'une quelconque de ces équations sont exprimés sous forme entière en fonction des coefficients de la proposée et des racines qui n'appartiennent pas à l'équation que l'on considère. Désignons enfin par A la valeur de Xpoura: = a, par B la valeur de X| pour x = b, par C celle de X2 pour x = c, et ainsi de suite, en sorte que I sera la valeur de X^-a pour x = i, K celle de X,„_j pour j: = Ar, et L celle de X^-i pour x = l; on aura
Gela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement des racines de l'équation X = o, mais aussi des
racines de l'une quelconque des équations
X = O, Xi = O, . . . , X„,«.3 = O, X;,t__, =:0, X;,t-1 ==0,
Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur celle remarque, on peut, à Taide du théorème fondamental démontré plus haut, éliminer successivement chaque racine de l'expression de V.
D'abord l'équation L = o, où / entre au premier degré, permet de chasser immédiatement / de l'expression de V. Considérant alors V comme fonction symétrique des deux racines A et / de l'équation Xot-2 = o, dont l'une / est déjà éliminée, on l'ordonnera par rapport à A", et on la divisera par K, conformément à ce qui a été dit plus haut; le reste de la division ne contiendra pas k et sera la valeur de V débarrassée des racines Â' et /. On considérera alors V comme fonction symétrique des trois racines i, A, / de l'équation X^-s = o, dont les deux dernières n'entrent plus dans son expression, et, l'ayant ordonnée par rapport à i, on la divisera par I à l'effet d'éliminer i\ le reste de la division ne contiendra pas i et sera la valeur de V débarrassée des trois racines i, A , /. On continuera de la même manière^ jusqu'à ce qu'on ait éliminé de V chacune des racines a, é, c, . . . , i, A*, /; on aura alors la valeur de cette fonction exprimée par les coeflicients de l'équation proposée.
Il importe de remarquer que l'expression définitive Je V s'obtient par de simples divisions, et que les premiers termes des polynômes A, B, C, . . . , I, K, L, qui servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité pour coefficient : par conséquent, ces divisions n'introduiront aucun dénominateur: en sorte que, si l'expression primitive de V est entière, non-seulement par rapport aux racines a, &, c, • . . , i, A", /, qui y entrent symétriquement, mais encore par rapport aux coeflicients p^^
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pa, . . ., qui peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression définitive de V sera aussi entière par rapport à ces coefficients ; enfin, si ces mêmes coefficients sont des nombres entiers, V sera pareillement un nombre entier. Ce résultat important, que nous n'avions pas établi complètement par notre première méthode, mais qui résulte immédiatement delà méthode de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la méthode de Cauchy.
jippUcation de la méthode de Cauchy à un exemple.
179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la détermination du produit des carrés de toutes les différences des racines d'une équation donnée, prises deux à deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on peut, par des artifices convenables, simplifier dans certains cas l'emploi de la méthode.
Soient toujours a, i, c, . . . , /:, / les m racines de l'équation
(i) X =r a:'« 4-/?, JC'"-* -f-Z^îX"'-» 4- . . . -f-/>,n-i •>?+/>/« = Oî
soient aussi
V r=z[a ^bY[a--cY..,[k — /)« et
V sera le produit des carrés des différences de racines de l'équation (i), prises deux à deux, et V| le produit des carrés des différences des racines de l'équation
OU
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Cela posé, on a
V=:V,(fl-*)«(a-c)2.,.(û_.X')«(«-/)î.
Mais le produit {a— b){a — c). . .(a — k) (a— l) est égal (n^ 49) à la valeur que prend la dérivée du polynôme X pour x = a, c'est-à-dire égal à
m^^'«--t -f. ( w - i );,, a"t-« + . . . + ^^__^ . donc on aura
V = Vi [ma— » 4- (m ~ I ) /7i «'«-« -I- . . . + ;,^^j]t.
D'après cela, si nous admettons qu'on sache former la valeur de la fonction V pour une équation de degré m — I, on pourra également trouver la valeur de cette fonction pour une équation du degré m. Effectivement, par hypothèse, on sait exprimer la valeur de V^ par les coefficients de Téquation (2), c'est-à-dire en fonction de a et des coefficients de la proposée ; donc la fonction V pourra elle-même être mise sous la forme d'un polvnôme ordonné par rapport aux puissances de a, et, en divisant ce polynôme par le premier membre de Téquation proposée, dans lequel on aura remplacé x par a, le reste de la division donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la fonction de V pour une équation du deuxième degré ; on pourra donc calculer cette fonction pour l'équation du troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi de suite.
Cas de l'équation du troisième degré. — L'équation proposée est
et Ton a
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V| étant relatif à l'équation du deuxième degré,
-^ pa
On a immédiatement
d'ailleurs
[a — h][a — c):= 3^z*-»- ^pa -t-^,
par suite
( — 3a* — ipa -4-/?* — 47)(3o*-+- 2/>« -4- </)*
a»+ip'
a*-h^p*q \a-hp*tj
— 1-ipq
-18 pq^\ -4 y»
Divisant cette valeur de V par a' -f- pa* -f- 7^ -h r, on trouve pour quotient
— 27a*— 27^0*— 27^aH-(4p'-4- 27 r— i8/»g),
et pour reste
— - 47' — 27^-4- iSpqr-^p^q^ — 4^'*'"»
ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus expéditive pour résoudre la même question.
Formation de l'équation de laquelle dépend une fonction rationnelle et non symétrique des racines d'une équation donnée.
180. Soient a, by Cy ..., ky lies m racines d'une équation donnée X = o, et
une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de quelques-unes d'entre elles. La théorie des fonctions symétriques conduit à une méthode très-simple et trèsélégante pour former Téquation dont V dépend. Nous allons développer ici cette méthode.
Si la fonction V contient n des m racines, le plus grand nombre de valeurs qu'elle puisse prendre quand on échange les lettres a^ b, c, , . ., A, / les unes dans les autres, de toutes les manières possibles, sera évidemment égal au nombre des arrangements de m lettres n à 72, c'est-à-dire égal à
Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par fx ce nombre de valeurs, et par
les |X valeurs de V. L'équation en V sera alors
(v-vO(v-vo...(v-v,) = o
ou
VI* -f- F, yv-i -4- P, \^^ -h . . . -f- P,^i V 4- P^, — o,
en posant
Vi + V, + ...+V^ = -Pi,
ViV, v,= (--ifP,.
Or les quantités Pj, P2, . . . , P,^ sont des fonctions symétriques des quantités V|, V2, . . . , et, par suite, elles sont aussi des fonctions symétriques des racines a, b, c, . . • de l'équation proposée ; on pourra donc calculer les coeflBcients de l'équation en V par l'une des méthodes que nous avons exposées.
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Nous avons admis comme évident que toute fonction symétrique des quantités V|, Vj, ... est aussi une fonction symétrique des racines a^ h, c^ .... Voici, au surplus, un moyen très facile de le démontrer.
Par hypothèse, les quantités
sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que \ puisse avoir. Faisons subir aux lettres
une permutation quelconque, et supposons que V, se change en V,, V2 en V',, ... ; les quantités
^ 2 ) V , , y j , . . . , VjA
devront toutes se trouver dans la série V| , Va, . . . , puisque celte dernière comprend toutes les valeurs de V ; je dis, en outre, que tous les termes de la série (2) sont différents, et que, par suite, cette série coïncide avec la série (i) : on ne peut avoir, par exemple, \\ ^V'^, car V| et V2 ne diflèrent de V, et V, qu'en ce que les quantités dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des lettres différentes, et l'égalité V, = V, entraînerait, en conséquence, Vj = Va, ce qui est contre l'hypothèse. Il résulte de là que, si l'on fait subir aux lettres fl, A, c, ... un changement quelconque, les quantités V|, Vo, ••., ne feront que s'échanger les unes dans les autres; par suite, une fonction symétrique de ces fonctions ne sera pas changée, et elle sera aussi symétrique relativement aux quantités a, J, c, . . . , /r, /.
On peut, dans bien des cas, simplifier le calcul de Téquation en V; on en verra un exemple dans la recherche de l'équation qui a pour racines les carrés des différences des racines d'une équation donnée, prises deux à deux.
Equation aux carrés des différences.
181. Soient toujours a, b, c^ . , ., A", / les m racines de l'équation X = o, et posons
Téquation en V sera du degré = fA, qui est le
nombre des combinaisons de m lettres deux à deux, puisque la fonction V est symétrique par rapport aux deux lettres qu'elle contient. Soit
VI* ^ Pj VI*-» + P, V**^» -4- . . . = o
cette équation, dans laquelle les coefficients Pj , Pj, . . . sont des fonctions symétriques des racines de l'équation proposée. Les valeurs deP<, P2, . . • seront données par les formules de Newton, si l'on connaît les sommes des puissances semblables S^, So, . . . , S,^ des racines de l'équation en V; tout est donc ramené à calculer ces dernières sommes en fonction des coefficients de l'équation proposée, ou en fonction des sommes s^, s^, - - des puissances semblables de ses racines, puisque les sommes .V,, ^2, ... s'expriment par les coefficients, au moyen des formules de Newton.
Voici le procédé indiqué par Lagrange pour calculer les sommes Sj, S2, ... relatives à l'équation en V, au moyen des sommes s^^s^j ... qui se rapportent à l'équa» lion proposée.
Posons
si l'on donne à x successivement les valeurs a, b,Cy » . .,
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k, /, et que Ton ajoute tous les résultats, on aura
Or le second membre de cette équation est évidemment égal à 2 S/i ; donc
D'un autre côté, en développant les différents termes de ^(x), on trouve
^- ^«» — î/lôar*"-* ^- ^''^^''""'^ ô*x*»-* — ...+*«» 1.2
ou
^(x)r=m.r*'»— 2«JiJr»'»-*-4- — ^-^^^^^ Jja:*'*-* — . . . -4-5j„.
Remplaçant x successivement par a, &, c, . . . , /, et ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante de <f{a) -hcp(J) -h. . .-h ç(/) ou de 25»:
2 S„ 1= /72.Çj„ — 2 /îJi 5,„_| H ^^ i-
Les termes à égale distance des extrêmes sont égaux dans le second membre; par suite, on a cette valeur
de S;,,
En donnant à n les valeurs successives i , 2, 3, . . . , fx, on connaîtra les sommes S^ S2, . - . , S^ dont on a besoin ; on achèvera ensuite le calcul, comme nous l'avons indiqué précédemment.
Cas de l'équation du troisième degré. — Prenons pour exemple l'équation du troisième degré
ar* -+- px* -+- q.r -^ r= o
et soit
V3^PV«-l-QV-4-R = o
l'équation aux carrés des différences.
On trouve
yj =:=—/?,
f 8 = — /?' -J- 3pq — 3 r,
s^ --/?* — ^p^q -h ù,pr-^ 2<7«,
r —77* -h ^p^q — - 5/?*/" — 5/?7* -î- 5 qr
s^z=r.p^^^p\q -f-S/^'r-f- 9/?*^' — \7.pqr~ a^^-f-Sr*,
puis
Sj rrr 3^^ — 4^1 ^3 "f- 3^^ = 2/?* — 12/?*^ -h 187',
S3 -T 3.Vg — 6.^1 55 -i- i5^j54 — 10 5J — 2/?**' — 18/?*7 — 1 2/?*r-f- 57/?' y* -4- 54/?yr— 66g*— 8i r-,
et enfin
P :^ — Si = — 2/?* -h 6<7,
Sj -H PSi . /» • •
R = - ^i^^^^^-^^^ =4j>V-/7V - i8/»</r ^-4î' -H 27 /^. On suivrait une marche toute semblable pour former
4o8 COURS d'algèbre supérieure.
Téquation aux sommes deux à deux des racines d'une équation donnée.
Sur la forme des fonctions rationnelles d'une ou de plusieurs racines d'une équation,
182. La méthode générale dont nous venons de nous occuper s'applique avec le même succès, que V soit ou non une fonction entière des racines û, i, c, ... ; mais on peut facilement démontrer qu'une fonction rationnelle d'une ou de plusieurs racines d'une équation peut toujours, si elle n'est pas entière, être remplacée par une fonction entière équivalente.
Nous commencerons par établir le théorème suivant, relatif aux fonctions rationnelles d'une seule racine :
Théorème. — Toute fonction rationnelle et non en-tlcre d'une racine a d'une équation
de degré, m est équiifalente à une fonction entière d^un degré inférieur à m.
Soit, en effet, la fonction rationnelle — — r? où o et d/
désignent des fonctions entières ; on aura identiquement
by C, . . ,, /désignant les autres racines de l'équation (i). Le dénominateur ip( a) ^[b) . . . ^p(/) du second membre est une fonction symétrique et entière des racines de l'équation (i), et il peut en conséquence s'exprimer rationnellement parles coefficients de cette équation. Pareillement le facteur ^[b)^(c) ., .^[l) du. numérateur est une
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fonction symétrique et entière des racines de l'équation
et on peut Texprimer sous forme rationnelle et eiitièrc, en fonction des coefficients de cette équation, c'est-à-dire en fonction de a et des coefficients de l'équation (i). D'après cela, l'égalité (2) prendra la forme
où fl(a) désigne un polynôme entier et rationnel par rapport ka. En eflectuant le produit des polynômes cf et b^ notre fraction deviendra
-? ~Ao-f-Aia-4-Ajû"-4-. . .-hAaû^
et je dis qu'on peut supposer le degré fz inférieur à m. En effet, de l'équation^ (a) = o on peut tirer la valeur de aP^ qui sera exprimée par un polynôme du degré m — i ; en multipliant par a cette valeur de a'*, on aura a"*"*"* , qui sera exprimée par un polynôme du degré w, mais qu'on pourra abaisser au degré m — i, en remplaçant «"* par la valeur trouvée précédemment. En continuant ainsi, on exprimera chaque puissance de a, à partir de la m'*™*, par un polynôme du degré m — i , et, par suite, on pourra chasser de l'expression de ~ — que nous avons trouvée toutes
les puissances de a supérieures à la (m — i )'*"*. Mais on peut aussi opérer comme il suit : si (x est > m, on divisera le polynôme A© -h A, a -t- . . . pary(a), et en désignant par Q le quotient, par u(a) le reste qui est de degré inférieur à m, on aura
^.ç- =Ap-+-A|a-h...=:/(a)xQ-+-cTiûj;
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d'ailleurs y (a) étant nulle, on aura simplement
OÙ cj désigne un polynôme de degré m — i au plus.
183. Quoique la démonstration précédente ne laisse rien à désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, nous en présenterons une seconde qui aura l'avantage de nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée.
Soit toujours P-^ la fraction donnée, a étant une racine
def(x) = o. On peut supposer ^(a) de degré inférieur à m; car, si le contraire avait lieu, on ferait disparaître de ^(a) les puissances de a supérieures à la (m — i)«èa« par l'un des procédés indiqués précédemment.
Cela posé, opérons sur les polynômes /"( a) et ^{a) comme s'il était question de trouver leur plus grand commun diviseur; on aura cette suite d'égalités
/(«) = + («) Q,-+-R„ R, z^RjQa -4-R3,
R„-.,-^R„>iQ„-4-R„,
où Kn ne contient plus la quantité a. Or, y(a) étant nul, on aura
R.-(i-+-QiQO>K«).
R3 = -(QiH-Q3-^QiQ2Q3) + (^),
la dernière de ces égalités sera de la forme
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6 {a) désignant un polynôme entier et rationnel par rapport à rt, et Ton en tire
on a donc
Cette valeur de j^ — ; est entière par rapport à a, puisque
Rn ne contient pas a, et, si elle renferme des puissances de a supérieures à la (m — ij'ème^ ^j^ pourra les faire disparaître par le procédé que nous avons indiqué au n^ 182.
A la vérité, cette méthode semble en défaut dans le cas où les polynômes ^ (x) et/{x) ont un diviseur commun ; car, dans ce cas, la quantité désignée par R„ est nulle, ainsi que 0[a) : mais alors on pourra enlever de /'(x), par une simple division, tous les facteurs linéaires qui sont dans cp(x), et parmi lesquels ne se trouve pas x — a, car autrement 4i(rt) serait nul. En désignant par/i(jE:) le résultat ainsi obtenu, a sera racine deyi(x) = o, et le polynôme ^(x) étant dès lors premier avec^i [x), on pourra appliquer la méthode.
Il résulte de ce qui précède que la fonction rationnelle la plus générale d'une racine d'une équation de degré ni est une fonction entière du degré m — i, renfermant par conséquent m coefficients arbitraires.
Exemple. — Toute fonction rationnelle d'une racine a de l'équation du troisième degré
X* -4-/?.r* -h qjc -1- rz=zo
peut être mise sous la forme
AH-Ba 4-Ca»;
4i2 couns d'algèbre supérieure.
mais il est souvenl préférable de prendre une forme fractionnaire dans laquelle les deux termes soient linéaires, et celaest toujours possible; car, si Ton divise l'un par raiitre les polynômes a^ -f- pa^ -^ qa-^ r et Ca*-t- Ba -t- A, dont le premier est nul, on aura un quotient et un reste du premier degré en a, d'où il résulte que la fonction
A -H Ba -f- Ca* peut être mise sous la forme ^f-"
184. Extension aux fonctions rationnelles de plusieurs RACINES d'une ÉQUATION. — La méthode précédente a surtout l'avantage de pouvoir être appliquée aux fonctions rationnelles de plusieurs racines d'une équation. On a, en effet, ce théorème :
Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs racines d'une équation peut être remplacée par une fonction entière des mêmes racines.
Rien ne sera changé à nos raisonnements, si la fonction rr— r> Que nous avons considérée , renferme d'autres
^ *(«) ^ racines i, e, . . . de réquatîony*(x) = o, et cette fonction
pourra se mettre sous la forme Ao -f- Ai^ -H . . . , Aq et A] étant des fonctions rationnelles de racines parmi lesquelles ne se trouve pas a. A leur tour, on pourra rendre ces fonctions Ao, Ai, . . . entières par rapport à une autre racine i, puis par rapport à une troisième, et ainsi de suite.
Méthode d'élimination fondée sur la tJtéorie des fonctions symétriques.
18o. Parmi les applications que l'on peut faire de la théorie des fonctions symétriques, on doit regarder comme Tune des plus importantes la méthode d'élimination que nous allons exposer.
Considérons deux équations, des degrés mein respec-
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livement, contenant deux ou un plus grand nombre de variables x, j^, ... et entre lesquelles il s'agit d'éliminevy. Nous supposerons ces équations complètes, et leurs coefficients entièrement indéterminés, et, les ordonnant par rapport à j, nous les représenterons par
(i) 7'"-+-/>ir'"-*+7^îr'""'+. ..-+-y'/«-ir^-^//, = o,
Les coefficients p\y p^y • • • > ^o ^2? • • - sont des fonctions entières de x, etc.
Désignons par a, 2^, c. . . . , A, / les m racines de l'équation (i) ; ces racines dépendent de x et des autres variables, s'il y en a; en les substituant à j-, dans le premier membre de l'équation (2), on aura les m résultats / a» -f- 7, û«-» -^ ^ja"-» + . . . -f- <7„_, a H- ^„. b'^ -i- q, b^-' H- 7, 6«-« 4- ... H- 7;,_, ô -h 7;,,
(^) ^ ^/i-i-7iC«-i-hr/,c'«-«
/» -T- q, /«-* + 7, //*-« -f- . . . -t- çr„»i / -h 7„.
Cela posé, si l'on forme le produit de tous ces résultats, et que l'on désigne par V ce produit, il est facile de voir que
sera l'équation finale résultant de l'élimination de r entre les deux équations proposées. En effet, l'équation finale qui résulte de l'élimination de j- entre deux équations est simplement la condition nécessaire pour que ces deux équations aient une racine commune, et il est bien évident que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (i) et (2) aient une racine commune est que l'un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul.
D'ailleurs, V est une fonction symétrique et entière des racines de l'équation (i), qui contient, en outre, rationnellement les coefficients de l'équation (2); on pourra
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donc exprimer cette fonction rationnellement par les coefficients des équations (i) et (2).
186. La méthode précédente conduit facilement au théorème de Bezout, relatifau degré de Téquation finale.
Nous supposerons, comme précédemment, que les deux équations (1) et (2), Tune du degré m, l'autre du degré Uj soient complètes, et que leurs coefficients soient dans une complète indépendance. Alors les quantités p^ et «/< sont des fonctions entières du premier degré par rapport aux variables x, ... qui figurent dans les équations proposées; pareillement, p^y <fi sont du deuxième degré, et, en général, le degré des coefficients de y dans les équations (i) et (2) sera indiqué par leur indice. Cela posé, je dis que :
Le degré de l'équationfinale qui résulte de l'élimination d'une "variabley, entre deux équations complètes dont les coefficients sont indéterminés et indépendants les uns des autres, est précisément égal au produit des degrés des deux équations^
Considérons, en effet, un terme quelconque du produit des expressions (3), par exemple
ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symétrique dont il fait partie. V est donc la somme d'expressions de la forme
en observant qu'il faut remplacer q^^^ par 1 , si a = 7;, et de même pour les autres. Or, d'après ce qui a été dit plus haut, le facteur ^„_^ r/„_ç . . . 7„_x est du degré
(/z— a)-h(/i — 6)-h-...+(/i — A)oumn — («-+-6-1- ... -f-i)
par rapport aux variables x, ... ; si donc nous faisons
voir que le second facteur \ a*J*. . ./^ est, par rapport
à ces mêmes variables x, . . . , du degré a -f- 6 -4- ...-;- >, il s'ensuivra que le terme de V que nous considérons est du degré m/i, et que V est lui-même de ce degré. Les coefficients Dj , p^j ... de Téquation (i) étant, par rapport à j:, . . . , d'un degi'é égal à leur indice, il en sera de même des sommes de puissances semblables 5|, ao» • • • de ses racines; cela résulte immédiatement des formules de Newton. Ainsi le degi'é d'une fonction symétrique simple telle que s^ est le même, soit que Ton considères. comme fonction de a, i, . . . , soit qu'on la considère
comme fonction de x, .... Enfin, \ a*h^. . .P" peut
s'exprimer en fonction des sommes i. par une formule entière qui est du degré a -{- 6 -i- . . . -i- X par rapport aux racines a, i, . . . , et qui est, par conséquent, aussi du même degré par rapport à x, . . . . Le théorème est donc démontré.
Nous avons admis comme évident que les termes de degré mn, qui se trouvent dans V, ne peuvent se détruire, tant qu'on laisse indéterminés les coefficients des équations (i) et (2). On peut, au surplus, mettre ce fait hors de doute en se référant, comme nous l'avons fait au n°71 , au cas particulier de deux équations dont les premiers membres sont décomposables en facteurs linéaires.
187. Si les coefficients des équations (i) et ( 2) ont dec valeurs déterminées, on pourra toujours leur appliquer le raisonnement du n** 18S, pourvu que ces équations contiennent la'plus haute puissance de l'inconnue qu'on élimine. On est ainsi conduit à la proposition suivante, qui est générale :
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Le degré de V équation finale résultant de V élimination d'une inconnue entre deux équations qui en contiennent plusieurs est au plus égal au produit des degrés de ces équations»
Ce dernier théorème subsiste lors même que les équations proposées manquent de la plus haute puissance de rinconnue qu'on élimine.
Soient, en effet, deux équations entre deux variables J7 et j^, ayant respectivement m et n pour degrés et manquant du terme le plus élevé en j^- En considérant x et V comme des coordonnées rectiiignes, ces deux équations appartiendront à deux courbes, et le degré de l'équation finale résultant de l'élimination dejr sera égal au nombre des points d'intersection réels ou imaginaires de ces courbes. Par conséquent, ce nombre ne changera évidemment pas, si Ton rapporte les deux courbes à d'autres axes de coordonnées ; mais alors les nouvelles équations de ces deux courbes se déduisent des anciennes, en remplaçant x etjr par des fonctions linéaires ax-h bjy lix -f- i'j', et elles contiendront évidemment, Tune un terme en y^y l'autre un terme en^", à cause de l'indétermination de h et de V\ le degré de l'équation finale en X résultant de l'élimination à^y entre ces nouvelles équations sera donc au plus égal à mn \ par suite, le nombre des points d'intersection des deux courbes ne pourra surpasser m«, et il en sera de même du degré do l'équation finale qui résulterait de l'élimination de y entre les deux proposées.
La même démonstration s'applique au cas où les deux équations proposées contiennent, outro x et j^, d'autrc3 variables z, m, .... En effet, si l'on pose '
z^=ikx^ u=ih*Xy ..., et que l'on considère A", À', . . . , comme des paramètres, le
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raisonnement précédent s'appliquera aux deux équations proposées qui ne renferment plus que x et y. Par où Ton voit que Téquation finale en Xy Zy u, . . . , résultant de l'élimination de j^, sera au plus du degré ntriy si Ton y remplace z, Uy . . . , par hxy Vxy . . . , et cela, quels que soient A*, V y . . • ; mais cette substitution ne change évidemment pas son degré, lequel ne pourra donc, en aucun cas, surpasser nui.
On verra plus loin qu'on peut fixer avec précision, dans chaque cas particulier, le degré de l'équation finale qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre deux équations données.
188. Quand on opère l'élimination dans le but d'obtenir les systèmes de solutions de deux équations à deux inconnues, il faut déterminer en outre les valeurs de l'inconnue éliminée, qui répondent à chaque racine de l'équation finale; on a vu au n° 73 comment on doit diriger le calcul pour remplir cet objet. Au reste, comme l'équation finale en x exprime que les équations proposées ont une racine commune j-, on peut déterminer celle-ci par le procédé suivant, qu'Abel a fait connaître dans le tome XVII des Annales de Mathématiques de Gergonne ( * )
Soient les deux équations
(2) F(r):=j^«-4-<7ir'*"'-^7ïr'*-'H-...-+-^«^ir-^-^»=o,
qui ont une racine commune j^i, mais qui n'ont que cette
stîule racine commune, et proposons-nous delà calculer.
Désignons par y^ , j2j •••>/« les n racines de l'équa-
(') L'édition des OEuvres d'Abei faite par Holmboe et publiée en 1889 ne renferme pas ce théorème; au contraire, la nouvelle édition faite par les soins de MM. Sylow et Lie, et publiée en 1881, présente cette application (^'voir le n" XIII).
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lion (2), et portons-les dans le premier membre de Téquation ( i )/{j) ; on aura ces n résultats
/(ri),/(r.)»/(r.) /Unh
dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits n — i kn — I de ces n quantités, et désignons généralement par R,4 celui de ces produits qui ne contient pas le (dLCteur f (j^) ; les quantités
Rt» I^t» ^3» • • • 1 1^1»
seront toutes nulles, à l'exception de la première. Ces quantités sont exprimables rationnellement, la première en fonction de y^, la seconde en fonction de j'2. • • • » 'a dernière en fonction dejn î en effet, R^, est une fonction symétrique des quantités ^j, j^2> • • •» Jny excepté j^., c'est-à-dire une fonction symétrique des racines de l'équation
ou
jr»-«-f... .= 0;
Rj^ pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et entière en fonction dey^ et des quantités connues qui entrent dans les équations (i) et ( 2), de la manière suivante :
En Qutre, par l'un des procédés indiqués aux n°* 182 et 183, on pourra chasser de l'expression de R^ toutes les puissances de y^, supérieures à la {n — i)»ème^ ^^ g^^^^ que la valeur de R^ aura finalement cette forme
(3) R.* = po + piri* -^ pixi -+-... -h pn--o;
On voit que réqualion
Prt-ir"-» -4- Pn-2 J"-* H- . . . -f- pir -+- Po -■ O
a les /i — I racines y^^ J^3> • - • ? ^n ; on a donc
on a d'ailleurs
^1 +rt +rs -+-•.• +j» == — 7i»
et, par la soustraction, on obtient la valeur demandée dej^^i, savoir
pn-l
On voit qu'il suffit pour ayoir j^ , de calculer dans R^ les coefficients de/JT"* et dej^J^"*.
Théorème de Lagrange sur les conditions nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes.
189. C^est ici l'occasion de mentionner un beau théorème que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire inséré parmi ceux de l'Académie de Berlin pour 1770 et 1771, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes.
L'objet de ce théorème est de faire connaître les conditions pour que deux équations algébriques aient deux trois, etc. racines communes, quand on connaît la condition pour qu'elles en aient une. Voici en quoi il consiste.
Théorème. — Si Y = o exprime la condition pour que deux équations algébriques
(l) /(.r) zzrx'''.-»- ;7pr"'-« -f-/>j.r'«-* H- . . . -+-/7,„_, ^ M-/?,„ = O,
aient une racine commune, V étant une fonction entière des coefficients p\, p^j > - ^i (]iy f/^y ' • "> ^^ 7"^ l'on désigne par DjJ V, Dj V les dériv^ées d'ordre ^ et d^ ordre V du polynôme V, prises la première par rapport à pmy Gt la deuxième par rapport à q^y l^^ conditions nécessaires pour deux racines communes seront
V = o et D„ V = o,
ou bien
V = o et D^Vn^o;
pareillement, les conditions nécessaires pour trois racincc communes seront
Vmo, Typ\^o, DJ^V=:o,
ou bien
V = o, D^V = o, DJV^o,
et ainsi de suite; en sorte quon formera les conditions nécessaires pour ^ racines communes, en joignant à l'équation V = o nécessaire pour une seule racine commune les [L — I équations obtenues en égalant à zéro les^i — I premières dérii^ées du polynôme V, prises par rapport au dernier terme de l'une des deux équations proposées.
Tel est l'énoncé que Lagrange a donné de son théorème , mais il est nécessaire d'ajouter quelques mots sur la manière dont cet énoncé doit être entendu. Ainsi les équations
V=:o, DpV = o, D},\z=o, ..., D]rV~o
expriment simplement les conditions nécessaires et sufGsantés pour que (* racines de Téquation (2) satisfassent à l'équation (i), en sorte que si l'équation ( a) a des racines égales, il sera possible de satisfaire aux [jl équations de
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condition écrites plus haut, sans que les premiers membres des équations {i) et (2) aient un diviseur commun du degré fx^ ce qui serait la condition nécessaire pour que les équations (i) et (2) eussent réellement jx racines communes. Pareillement les équations
Vr=o, Dç\ = o, DJV=o, ..., Dj;;^*V = o
expriment les conditions nécessaires pour que fi racines de Féquation (i) satisfassent à l'équation (2), en sorte que si l'équation (i) a des racines multiples, on pourra satisfaire aux équations de condition précédentes, sans que les équations (i) et (2) aient réellement /ut racines communes.
Il faut remarquer, en outre, que le dernier terme p^ ou q^, par rapport auquel sont prises les dérivées de V, doit être considéré comme un paramètre indéterminé dont tous les autres coefficients sont indépendants.
Cela posé, passons à la démonstration du théorème. Soient a, &, c, . . . , Âr, / les n racines de l'équation (2),
et posons
V est une fonction symétrique des racines de l'équation (2), dans laquelle les coefficients sont des fonctîii^s entières des coefficients de l'équation (i); on pourra donc l'exprimer par une fonction entière des coefficients des équations (i) et (2).
Les racines a, i, c, . . . , Âr, / étant indépendantes de p^, les quantités f{<^)yf[^)y • • • > /^(O ^^^^ ^^^ fonctions linéaires de p^ et leurs dérivées sont toutes égales à l'unité; donc D^^V est égale à la somme des produits m — i à m — I des quantités
/(«)■/(*) fW,f{ih
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pareillement D* V est égale à la somme des produits m — a à m — 2 des mêmes quantités et généralement Dî, V est éffale à la somme de leurs pro-
duits m — i km — i.
Par conséquent, Téquation qui a pour racines les n quantités
est
Or, pour que p racines de Téquation {2) satisfassent à Téquation (i), il faut et il suffit que Féquation en X ait [i racines nulles, c'est-à-dire que Ton ait
ce qui démontre le théorème énoncé.
La démonstration qui précède est plus claire et plus précise que celle qui a été donnée par Lagrange. Il semble effectivement, au premier abord, par le raisonnement de Tauteur, qu'il soit permis, dans l'énoncé du théorème, de substituer aux dérivées de V, prises par rapport au dernier terme de l'une des équations proposées, les dérivées prises par rapporta un coefficient quelconque, ou même par rapport à un paramètre dont un ou plusieurs de ces coefficients seraient fonctions. Mais il est aisé de voir qu'on obtiendrait de cette manière des équations de condition trop générales.
Par exemple, p^_. étant le coefficient de x* dans /(x), et tous les autres coefficients étant indépendants
de Pj^_p les équations
peuvent avoir lieu, quoique les équations (i) et (a) n'aient qu'une seule racine commune. En effet, f[à), f{h)j . . 'y/îl) sont des fonctions linéaires de p^_( et leurs dérivées par rapport à p^_^ ont respectivement pour valeurs a', i', . . . , /'; donc, à cause de
V=/(a)f[b).../(l), on aura
Il est évident, d'après cela, que les équations de condition
V = o, Dp .V=o
seront vérifiées si chacune des équations proposées a une racine nulle.
Exemple. — Appliquons le théorème de Lagrange aux deux équations
x^ -\- /?! X* H- ^j j: H- /jj = G, or' -f- ÇTj .r -4- 7j = o.
En appelant a et i les racines de la seconde équation, on a
— ^l — ^ji^\Px-^(^]^i—^q\]pt—{q] — '^fii9t)p^-^9lp' — 9i 9tPiPi H- (<7î — ^qt)piPi + çtpl — qiPiPz -+- pV l't
Dpj V — -~q\-^ 3<7i y, -4- [q\ — iqi)pi — qxPt -h 2y?,.
La condition, pour que les équations proposées aient une racine commune, est V= o; par suite les condi-
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lions pour deux racines communes seront V = o, DpjV = o.
En éliminant p^ entre celles-ci, il vient
[q\- ^ai)[q\ — 9t — qxPx-^ PtY^o-,
cette dernière se décompose en deux autres. Si Ton prend
on exprimera que les deux racines de l'équation du second degré sont égales entre elles, et ces racines satisferont à l'équation du troisième degré, en vertu de la condition V = o. Si l'on prend, au contraire
l'équation Dy^jV = o se réduit à
Çifî— QtPi 4-/?3 = o.
Les deux équations précédentes expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la première des équations proposées soit divisible par la seconde
Méthode de Tschirnaûs pour faire disparaître autant de termes que Von veut d'une équation.
l90. On peut rattacher à la théorie qui nous occupe la méthode élégante que Tschirnaûs a donnée dans les Actes de Leipsick pour i683, et qui sert à faire disparaître d'une équation autant de termes que l'on veut. Cette méthode consiste à transformer l'équation proposée en une autre dont la racine soit une fonction rationnelle de celle de la proposée, ou, si l'on veut, une fonction entière de degré inférieur à celui de l'équation proposée, car c'est à cette forme (n° 182) que peut se ramener la fonction rationnelle la plus générale.
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Soit
(1) ^"^ -h Pi^""-' -h p^x'«-*-h . . ,-h Pn^i:r ^ p^ = O
une équation du degré m, et posons
(2) ^ = ao-ha,ar-i-a,ar*-h. . . 4- «„_, x'»— ' -|- a^-r»,
ao9 aty . . ., désignant des indéterminées, n un entier inférieur à m, L^équation finale en^, qui résulte de l'élimination de X entre les équations (i) et (2), sera évidemment du degré m, puisque y a autant de valeurs que X. Cette élimination peut se faire par les fonctions symétriques, de la manière suivante : en élevant l'équation (2) aux différentes puissances 2, 3, . . . , m, et en ayant soin de rabaisser les exposants de x au-dessous de m, à Taide de Téquation (i), on obtiendra une suite d'équations de la forme
/ x^= *o ■+- ^i-^ -^ 6,x»-f- . ,.-hb,
nf-l'
&oy ii, ... sont des fonctions homogènes et entières du deuxième degré des indéterminées Uq, «i, ... ; pareillement Cq, Cl, ... sont des fonctions homogènes et entières du troisième degré de ao? «i» • • • ^ et ainsi de suite. Si, maintenant, St, S2, ... désignent les sommes de puissances semblables de racines de l'équation (i); S|, Sa, . . . , celles des puissances semblables des racines de l'équation en y, les équations (2) et (3) donneront
Si = ma^ -f- a, jj -I- flj.vj -f- . . . -f- «;,_, 5rt-, 4- <i»5„,
St = mb^ -4 ft,5i H- ^,^1 H- 4- b^^^Sfn-^^,
Sm^'W^oH-^l^l-t-Xif,-*- -f- k^^^Sn^^x,
Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables des racines de Téquation en r, on pourra former cette équation.
On peut y arriver encore de la manière suivante. Ou résoudra les équations (3) par rapport aux puissances X*, x^, . . . , X'"""* , et Ton portera leurs valeurs dans l'équation (2). Ce procédé a l'avantage de donner la valeur de X exprimée rationnellement en y, en sorte qu'on connaîtra chaque racine de l'équation proposée, quand on aura résolu l'équation finale en y.
Représentons par
cette équation en j^, où ^i, ^a, . . . , qm sont fonctions entières des indéterminées ao, a^y . . . , et qui exprime la condition pour que les équations (i) et (2) aient une racine commune. Je dis que de cette seule équation (5) on peut déduire la valeur de x qui correspond à chaque valeur dej^, et même la valeur d'une puissance quelconque de X. En effet, désignons par Y ce que devient le second membre de la formule (2) quand on y remplace le coefficient a^ par n^-^h, et soit
(6) Y-'-^Q^Y—i+QjY— M ... + Q,„-tT-^Q^ = o
l'équation de laquelle dépend Y. Chaque coefficient Q/ est une fonction entière de a^-f-A, et, si on l'ordonne suivant les puissances de /i, on aura évidemment
D^ q., T>1^ q., . . . représentant les dérivées successives* du polynôme q. par rapport k a^; on a d'ailleurs
¥=/ -f- /iJri^.
Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (6), celle-ci de-
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^'^lendra identique, quel que soit A, quand on attribuera à a: et à y leurs valeurs simultanées; en conséquence, les coefficients des diverses puissances de h doivent être nuls. En égalant à zéro la partie indépendante de A, on retrouve Téquation (5), et si Ton égale à zéro les coeffîeients de la première puissance de A, il viendra
-Da^(r'"-f-^ir"*-'
et.
par suite,
^a^X"'-^qxX""
■.-+-^m-ir^-^m)
aH*:r=
myn^i 4- [m —
O^ir
On
aura.
en particulier,
xz=z
On voit donc qu'il suffira de résoudre Téquation (5) pour avoir résolu par cela même Féquation (i).
Cela posé, on peut disposer des indéterminées ao, «1 , . . . , de manière à faire évanouir n termes de Téquation en j-; par exemple, si Ton veut faire disparaître les n termes qui suivent le premier, il suffira de poser
Si = o, Sj = o, . . . , Srt = G.
Or, en se reportant aux équations (4), on voit que Sj est du premier degré par rapport à «©> «o • • ■ > que S2 est du deuxième degré, S3 du troisième, etc., S^ du «'*"*. Donc, d'après le théorème de Bezout (n<*70), la détermination de ces indéterminées, dont l'une peut être prise arbitrairement, dépend d'une équation du degré
et, si Ton voulait faire disparaître de l'équation (5) tous
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les termes, à rexception du premier et du dernier, le problème dépendrait d'une équation du degré
C'est aussi à la résolution d'une équation de ce degré que se trouverait ramenée celle de l'équation proposée, car l'équation (5), n'ayant alors que deux termes, pourrait être immédiatement résolue.
191. La transformation de Tschirnaûs donne la résolution algébrique des équations du troisième et du quatrième degré. En effet, soit d'abord l'équation du troisième degré
a:* -h par^ -\- qjn -+- r = o;
on posera
et l'on formera l'équation finale en jr, savoir
^ -4- Pj* -h Q j -h R = G.
On déterminera les rapports de deux des quantités a©, Ui, a^ k la troisième, au moyen des équations P = o, Q ~ o, qui sont, l'une du premier degré, l'autre du deuxième ; on pourra donc résoudre ces équations et exprimer les rapports dont il s'agit en fonction des coefficients de la proposée. L'équation enj^ se réduisant alors à
on en tirera ces trois valeurs
a et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de l'unité. Connaissant ainsi les trois valeurs de ;^, on aui'a facilement, parce que nous avons dit plus haut, les li^ois valeurs de x. D'après la proposition du n° 182, la trans-
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formation que nous venons d'effectuer revient à celle dont nous nous sommes occupé au n° 63. Soit enfin Téquation du quatrième degré
.r* -4- pjn^ H- q.r'^ -*- rr -r- .v = O ; on posera, comme précédemment,
et l'on aura une équation en y telle que
yk _t_ p^3 _|_ Q^l -f_ R J -f- S — O.
On déterminera deux des quantités a©, «i, «2 au moyen des équations P = o, R = o, qui sont, Tune du premier degré, l'autre du troisième; on pourra donc résoudre ces équations et exprimer deux des inconnues, en fonction de la troisième et des coefficients de la proposée. L'équation en j^, se réduisant à -
elle pourra être résolue^ car elle s'abaisse au deuxième degré en posantj^^ = -z. Connaissant les quatre valeurs de j, on formera immédiatement l'es expressions des quatre racines de l'équation proposée.
Application de la méthode de Tschirnaûs à l'équation du cinquième degré.
192. M. Jerrard, géomètre anglais, a démontré qu'on peut faire disparaître d'une équation quelconque le deuxième, le troisième et le quatrième terme en résolvant une seule équation du troisième degré. Nous allons établir ici ce résultat important; à cet effet, nous commencerons par démontrer la proposition suivante :
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THéoRkMB. — Une fonction homogène et entière du second degré de n ^variables est la somme des carrer de V fonctions linéaires^ le nombre v étant égal ou inférieur à n.
Soit V une fonction homogène et entière du second degré des n variables
•»^0' ^\y •''t» • • -» •'^rt-l'
Si /i = I , la fonction V ne dépend que de la seule variable x©, et elle est de la forme e© J^î ou (jr© ^)*, s» étant un coefficient numérique.
Dans le cas de /i> i, si V renferme le carré de l'une des variables, x© par exemple, et qu'on l'ordonne par rapport à x©, on aura une expression de la forme
V^ «o'^J-^- 2iP.ro -h Q;
e© est une constante, P est une fonction linéaire des n — I variables Xj , X2, . . • , J^w-i ; enfin Q est une fonction entière et homogène du second degré des méme> variables. Si donc on pose
on aura
V = CoX;-f-V„ ou V = (XoV^/-hV|,
V| étant une fonction entière et homogène du second degré, mais qui ne renferme que n — i variables, au plus.
Si la fonction V ne contient aucun carré et qu'on l'ordonne par rapport aux deux variables x© et X| , on aura
Vmaro^i 4- P.ro + Q^i -+- R,
OU
,(xo+^)(-.
V = lo ( ^0 +- - 1 ( ^1 H- ~^^ -h R — --^
et si l'on pose
puis
il viendra
ou
V = (Xov/i;^/ + (xW~ «;)V V,;
Xo et X| sont des fonctions linéaires qui peuvent renfermer les n variables Xo, a:<, . . . , :r„_<, et Va est une fonction entière et homogène du second degré qui ne renferme, au plus, que n — 2 variables.
Ainsi la fonction V, qui dépend de n variables, est ramenée à la fonction Y ^ , qui n'en renferme que n — i au plus, ou à la fonction Vj, qui n'en contient pas plus de n — 2, en mettant à part un carré dans le premier cas et deux dans le second; on peut opérer de la même manière sur la nouvelle fonction, et en poursuivant ainsi, on mettra V sous la forme suivante :
ou
V r^ 'Xo V^i^/ + (X, v/ï7;* -h . . . -f- (X_, V^iZ; A
co, S|, . . . , 6^1 désignant des coefficients numériques^ et Xo, Xi , . . . , X^i des fonctions linéaires des variables
11 est évident que le nombre v est égal ou inférieur à n, et que Ton a v == n quand les coefficients numériques de V sont des quantités indéterminées.
EXEMPLE. — Si Ton applique la méthode précédente
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à la fonction
V — A.r*-t-AV-<- A'^s^-h 2BJ2-4- ^.B'jrz-^lB'arr
des trois variables Xy j , z, dans laquelle les coefficients numériques A, A', ... demeurent indéterminés , on
trouvera
V=aX*-h6Y«-h7Z*,
en faisant, pour abréger,
X = Ax-{-BV-+-B'z,
Y =z (A A' - B'^*) r H- ( AB - B' B'') z, Z=z, et
AA' A" 4- 2 BB' B^^ — AB' — A^ B'» — A*^ B^« AA' -"B
193. Passons maintenant à la démonstration du théorème que nous avons en vue. Soit l'équation
jr'« -h^jo:'"-* -4- /?jx'»-« -f- . . . -hp«_,x -+-/?« = G,
et posons
^ = flo -H ûj « -4- fl, .r* -f- «3^:' -h ^4^:*.
S'oit aussi
Téquation en y. D'après ce qu'on a vu au n® 190, la sommé des puissances p**"»«» des racines de l'équation en y est une fonction homogène et entière du degré p des cinq quantités a^, a^, a2f a^j a^; par suite, les coefficients ^,> ^2> • • • Ç^ sont aussi des fonctions entières et homogènes des mêmes quantités, elles degrés de ces fonctions q sont précisément égaux à leurs indices. Cela
posé, pour faire disparaître le second, le troisième et le quatrième terme de l'équation en y^ il faut faire
La première de ces équations est linéaire ; tirons-en la valeur de «o? en fonction de a^^a^^ a^^a^^ pour la porter dans les deux autres, et supposons que celles-ci deviennent
Les premiers membres de ces équations sont des fonctions homogènes des degrés 2 et 3 respectivement des quatre quantités «i, «2, a,, ^z*. Or, d'après le théorème du n** 192, l'équation 7',=^ o peut se mettre sous la forme
Jy gyhyh étant des fonctions linéaires, et cette équation sera satisfaite en posant
p^g^ = o, >4«-f-X*=o, ou
Ces deux dernières équations sont linéaires; si l'on en tire les valeurs de ai et de «a pour les porter dans l'équation q\ = o, celle-ci deviendra
et son premier membre q\ sera une fonction homogène et du troisième degré des deux quantités a^ et /Z4. L'une de ces quantités peut être prise arbitrairement et l'autre dépend, comme on voit, d'une équation du troisième degré; les quantités a^ et a^ étant déterminées, on en conclura les valeurs de ao, a^ ^29 et l'équation en y deviendra
r'" ■+- ^*r'""* -H ... H- Çm-lX -»- ^m = O. S — uélff. sup^ I. 2b
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Par la même transformation on peut faire disparaître le deuxième, le troisième et le cinquième terme d'une équation quelconque; seulement, la détermination des arbitraires ao, a^, a^y a^j a^ exige la résolution d'une équation du quatrième degré au lieu de celle d'une équa> tion du troisième degré.
Enfin, si à la transformation de Tschirnaiis on joint la transformation qui consiste à remplacer Tinconnue par son inverse, on voit que, par le moyen d'une seule équation du troisième ou du quatrième degré, il est possible de faire disparaître d'une équation quelconque les trois termes qui précèdent le dernier ou bien les deux qui précèdent le dernier avec celui qui précède le dernier de quatre rangs. Et, dans le cas particulier de l'équation du cinquième degré, il est clair qu'on peut faire disparaître ainsi trois termes quelconques entre le premier et le dernier. Ainsi, par la transformation dont il s'agit, l'équation du cinquième degré peut toujours être ramenée à l'une quelconque des quatre formes
X^ 4- pa^ -f- 7 =rr o,
FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES A LA THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES
Formule de Lagrange,
194. Lagrange a fait connaître, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1768, et plus tard dans le Traité de la résolution des équations numériques , Note XI, une formule remarquable qui donne immédiatement l'expression de la somme des puissances semblables, d'un degré quelconque, des racines d'une équation. Nous allons établir ici cette formule en supposant avec l'illustre auteur quei'on ait mis l'équation proposée sous la forme
u désignant une constante et /{x) étant une fonction entière
Ao -f- Al a: H- A,a?" -f- Ajo:' -f- . . . ,
dont nous représenterons la dérivée par /'(x), conformément à l'usage {*),
On sait (n® 172) que, si a, &, c, . . . , / sont les racines de l'équation (i)^ la somme
(*) Dans ce Chapitre et dans les suivants, noas supposerons connus les principes fondamentaux du Calcul différentiel et du Calcul intégral, et nous ferons usage des notations généralement admises pour représenter les dérivées et les diirérentielle&.
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sera le coefficient de or" dans le développement de la fonction
tt — ;r 4-/(.r)'
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de or. Soit la fonction plus générale
OÙ (f{x) désigne un polynôme ayant pour valeur
<p(.r) =Bo -h Bi j: h- B,x«H- B3.r»^- . . .,
et cherchons le coefficient de j:" dans le développement de cette fonction. Si Ton commence par développer suivant les puissances croissantes dey(a:), il viendra
et la série contenue dans le second membre de cette formule sera convergente pour toutes les valeurs de a: telles
que le module de — — — soit inférieur à l'unité.
Considérons d'abord le premier terme du second membre, on a
et, si l'on multiplie de part et d'autre par le polynôme ©(j:), on trouvera que le coefficient de x^ dans le développement de — — '— a pour valeur
Bo , B,. B5 Brt
OU
Bo-hBjw4-B,««-f-. . .-4-B„tf'»
en sorte que ce coefficient pourra être représenté par
pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contiennent u en dénominateur.
Considérons maintenant un terme quelconque du second membre de Téquation (a), celui qui contient la puissance i de f{jo) et qui a pour valeur
D'après ce qui a été dit plus haut, le coefficient de x^ dans le développement de
est égal à
pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contiennent u en dénominateur. On a donc, avec cette restriction,
le signe \ s'étendant à toutes les valeurs entières null<î
ou positives de /z. Et, comme la diiférentiation relative à u ne peut introduire de puissances négatives de u dans les termes qui n'en contiennent pas, on aura, en prenant les dérivées d'ordre i des deux membres de l'égalité précédente,
du
où il ne faut retenir que les termes qui contiennent u en dénominateur.
D'après cela, si l'on représente par
Po-l-PiX-|-P,:c«H-P,x»-|- ..,
le développement de la fonction
u — js H-/(j?) on aura
pourvu, nous le répétons, qu'on ne retienne que les termes qui contiennent u en dénominateur.
Supposons que la fonction cp(j:) soit de la forme
et faisons, pour abréger,
la valeur de P;, sera
I * 2 £/k' I . 2 du^
Or on a, en faisant — j — = V (m),
du
du on a aussi
ll(£)Zl!il = T(«)/'(«) + H"{«)/(«);
du 1.2.3 du
où Ton ne doit retenir que les termes qui contiennent u en dénominateur.
Le cas où ^(x) est une fonction entière quelconque d'un degré v inférieur à n conduit à une formule plus générale; mais celle-ci se déduit immédiatement de la formule (3). Car soit
4i (:i: ) = Co -h Cl X -h C, Jr» H- . . . 4- Cv\
et la formule (3) nous donnera
IH'(a)H-H'(^»)-4-... + V(/)=Y(a)-f-^'(tt)/(tt) ^ I ^'(«) [/(«)]« I d^W'{u)[/[u)Y ^
du 1.2.6 du
en continuant, bien entendu, à ne retenir que les termes qui contiennent u en dénominateur.
195. Supposons que la série contenue dans le second membre de la formule (4) reste convergente, quand on ne rejette aucun de ses termes, et désignons par le symbole [^] la somme vers laquelle elle converge; représentons aussi par — fi/i[^] la somme des termes qui ne renferment pas u en dénominateur. Alors la formule (4) deviendra
et Ton aura
[v]=:v(tt)-f-H^'(tt)/(tf)H \ )y\ '± ^__^
I • 2 du
Les séries dont le type est indiqué par la formule (6) possèdent une propriété remarquable dont Lagrange a pu déduire, comme nous allons l'indiquer, la formule célèbre à laquelle son nom est demeuré attaché.
Remplaçons la fonction ^{u) par une autre fonction de la même forme n(u), dans le second membre de la formule (6), et désignons par [II] ce que devient alors ce second membre ; on aura
Multiplions Tune par Fautre les séries contenues dans les seconds membres des formules (6) et (7), et réunissons en un même groupe les produits partiels dont les facteurs occupent, dans les séries dont ils font partie, des rangs marqués par des nombres ayant la même somme. Le premier terme du produit obtenu sera ^ (u) n(u) et le deuxième terme sera
le terme général sera égal à l'expression
_^ ^(*-i) rfn' (»)[/(«)]' rf*-»y^ (11) [/(«)]
JA
Maintenant, si les séries (6) et (7) restent convergentes quand on réduit chacun de leurs termes à son module, la série nouvelle que nous venons de former sera aussi convergente, par un théorème connu, et elle aura pour somme le produit des sommes des deux premières séries. D'ailleurs elle se déduit de la série (6) ou (7), comme on vient
(*) La réduction dont il s'agit ici résulte de la formule qui sert à exprimer la différentielle d'un ordre quelconque du produit de deui foncUons. Si II et i' désignent deux fonctions d'une variable indépendante x, on a
mais, t étant une fonction quelconque de x, on peut écrire aussi
d^{uv)=ud^v-^l^{tdu)d^~^''--\-„.
^d^-\t^du).^^.
Cette formule se vérifie immédiatement quand /ui = i ; pour établir sa généralité, il suffit donc de montrer que, si elle a lieu pour les valears I , a, . . ., "t de /A, elle subsiste pour /a = m h- i . Dans cette hypothèse, si l'on fait [i = m — I et qu'on écrive t au lieu de k, -^ au lieu de 9, on aura
./-.- =frf-.-i — H- —_ (frfr) <'—'-* ^
^d-'i''{t'-idt).~ Cela posé, si l'on difTérentie la formule (a ), a]irès y avoir fait /k = m, on
de le voir en remplaçant dans celle-ci ¥ (u) ou TI{u) par le produit n(u) Y(u); donc on a
et si l'on pose
on déduira de la formule précédente
Posons
^(u)=-\j *(«):= -i-, d'où îiii.!=«'»,
n et n — m étant des entiers positifs ^ on aura^ par la formule (5),
et de même
trouTera, en faisant usage de la formule (5), que le coefficient de €?^i+» —
80 compose des deux parties suivantes :
Dans la seconde partie i le facteur entre crochets a pour valeur d^-^{t^du\ car ce facteur n'est autre chose que le second membre de la formule (a) quand on remplace ft par k — i, u par r et c par t^-^du. La somme des deux parties dont nous venons de parler est donc
(w-n)w(w-i)...(w — AH-a) j^_, ^^^^ ^ d'où l'on conclut que la formule (a) subsiste pour ^ = m-f-i»
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la fonnule (9) deviendra alors
Supposons que le module de la racine a soit inférieur au module de chacune des autres racines, et faisons tendre /ivers l'infini, m restant constant; les rapports
( 7 ) ' ( 1 ) ' " • • tendrontvers zéro, et si les quantités Cj,,
C/i-m s'évanouissent aussi pour 71 = 00, on aura
c est-à-dire
enfin, si l'on désigne par F(u) une fonction de u, telle que
F(tt)=aott'"-t-a4tt'«-»-h. ..,
on déduira immédiatement de l'équation ( i o) la formule due à Lagrange, savoir :
|FK=rM+F.H/w.^''tMZWl-^...
' I . 2 ... A rftt*-* -T- . . ^ .
Si l'on prend F{u)=u, la formule (11) donnera le développemen t en série de celle des racines qui a le plus petit module.
Le résultat qui précède montre que, si Ton cesse de rejeter les termes qui ne contiennent pas u en dénominateur, dans la formule (4), il faudra réduire le premier membre à celui de ses termes qui se rapporte à la racine de module minimum.
L'analyse que nous venons de développer est extrêmement élégante, mais on aperçoit aussi combien elle est défectueuse ; elle indique effectivement que certaines conditions sont nécessaires pour l'exactitude de la formule obtenue, mais elle ne donne aucun critérium pour reconnaître les cas dans lesquels ces conditions sont remplies : nous reviendrons sur ce sujet à la fin de ce Chapitre.
Expression de la somme des puissances semblables des racines d'une équation, en fonction des coefficients.
196. Nous allons appliquer la théorie que nous venons d'exposer à la détermination de la somme des puissances semblables des racines d'une équation en fonction des coefficients. Soit
l'équation proposée. Nous désignerons par a, b, c, ,,,, l ses racines, et nous poserons
/„ = a'*-h b'^-hc'^-h. . .4-/'*.
Si l'on change x en -y l'équation (i) devient
Pt \Fi Pi Pi J
ou
B— ar-f-/(x) =0,
en mettante au lieu de 9 dans le premier terme, et
en faisant
Les racines de l'équation (a) sont les inverses de celles de l'équation (i); on aura donc, d'après la formule (3) du n» 194,
du
et où il faut retenir seulement les termes qui contiennent u en dénominateur. Cherchons à quoi se réduit l'expression (4)-
Conformément à l'usage adopté par plusieurs géomètres, nous conviendrons que le symbole r(fx-i-i) représentera le produit des (x premiers nombres entiers dans le cas de /x entier positif, et que le même symbole se réduira à l'unité dans le cas de (x = o ; ainsi Ton aura
r(pi-hi) = 1.2.3. . .pi et r(i)r=i.
Cela posé, on a
etf en élevant à la puissance i,
iyW = ("«)2r(>..+-,)...r(x..0)^F^
le signe sommatoire \ s'étend à toutes les valeurs entières positives ou nulles des exposants )a, X3, ..., X;„, assujettis seulement à vérifier l'équation de condition
^— nu — '*"'* Si l'on multiplie cette valeur de [/(m)]* par —y, y
et qu'on détermine le nombre X, par la condition
(6) >,-4-a>j|-t-3>s-#-. ..-i-/ii>^=«.
^"elM [/(«)?
P\'-^Pku-^\^^\
il viendra
et, comme nous n'avons à tenir compte, dans le second membre, que des termes qui contiennent u en dénominateur, on voit que le nombre A| ne devra recevoir aucune valeur négative. Si l'on prend les dérivées d'ordre i — i, par rapport à «, des deux membres de l'égalité précéilente, il viendra, en ayant égard à la condition (5)
Le second membre de cette égalité (7) exprime la somme des termes du premier membre qui contiennent u en dénominateur \ ces termes sont les seuls qu'il faille retenir 5 le signe \ s'étend à toutes les valeurs entières nulles ou positives des exposants X*, ^25 •••» ^m suscep-
£/'-l ' {finW
il 2^«-Htl/i"Jj
du
• /^ir ï
Zr(>, + i)...r{X,„-i-i)//'^-
-fr-Am ^/At-4-...-+-Xw
tibles de vérifier les équations de condition (5) et (6). En faisant successivement
l'équation (7) fera connaître la partie à conserver dans les différents termes du second membre de l'équation (3), à partir du troisième. Mais je dis, de plus, que le second membre de l'équation (7) exprimera, pour ï = i , la partie à conserver dans le deuxième terme de la valeur de 5^, et que, pour i == o, ce même second membre se réduira au
premier terme — de la valeur de j„. En effet, pour 1=1,
les exposants X2, ^3, ..., 1^ sont nuls, à l'exception de l'un d'eux, qui est égal à i; si c'est Xp qui est égal à i, î| est égal à n — p d'après la condition (6)5 le second membre de l'équation (7) se réduit alors à
où le signe \ s'étend aux valeurs de p depuis p = 2 jusqu'à p = m si m est moindre que tï, et jusqu'à p = n si m est plus grand que n. On voit que l'expression précédente représente la somme des termes de — n -^^ f{^> qui contiennent u en dénominateur.
Enfin, pour i = o, les exposants X2, X^ ,..., X,„ sont tous nuls; ?.< se réduit k n k cause de la relation (6); et, à cause de nT[n) = T (/i -4- i), le second membre de
l'équation (7) se réduit au terme unique ~. qui est le
premier terme du second membre de l'équation (3).
Le second membre de l'équation ( 7 ) ne renferme pas explicitement l'indice i ; donc, d'après ce qui précède, ce second membre exprimera la partie à conserver dans les
différents termes qui composent le second membre de inéquation (3), pourvu que Ton fasse abstraction de la condition (5) et qu'on n'ait égard qu'à la condition (6). Ainsi Ton a
[\ -f- 1). . .r{X,„-h i) ^>«-»----+-Xm ^x,-»-.-Va„
ou, en remettant au lieu de m,
Pi
le signe N s'étendant, nous le répétons, à toutes les valeurs entières nulles et positives des exposants X<, i^v'-i Xto susceptibles de vérifier la condition
La formule (8) fait ainsi connaître immédiatement, en fonction des coefficients, la somme des puissances /i*^™** des racines d'une équation -, elle a été donnée par Waring, dans ses Meditationes algebraicœ (*). Waring ne fait pas connaître la méthode qui l'a conduit à sa formule, et il se borne à en vérifier l'exactitude.
Application à Inéquation du deuxième degré.
Ecrivons Téquation du deuxième degré sous la forme
Pour avoir la somme des puissances /i»*™" des racines, il faudra faire, dans la formule ( 8 ) du numéro précédent,
Pi = '-P> Pm=Pt = qy
(*) Editio tertio, p. i.
S. — Alg. sup,, I. 29
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sî Ton pose, en outre, ^2=fJ^î on aura X, =72 — 2^. 0? trouve alors cette valeur de j^,
(—i]^nr{n— a]
p^-^V-qV-,
^" ~2dWn — ^^"-f-i )"r [p -Ti)
le signe \ s*éteudant aux valeurs de fx
jusqu'au plus grand entier contenu dans - • En remplaçant les r par leurs valeurs, il vient
^ ' 1.1. . .fl i- I
On déduit immédiatement de ce résultat la valeur du polynôme que nous avons désigné par V,^ au n° 100. En effet, V;, est une fonction entière de x définie par les deux équations
Il s'ensuit que V„ est la somme des puissances /i» ~«« des racines de l'équation
r=0, OU r* — x^-hlrrrO;
par conséquent la valeur de ¥„ se déduira de celle de 5„ écrite plus haut, en faisant p= :t:et 9 = i -, il vient ainsi
formule qui coïncide avec celle que nous avons obtenue au n° 109 par une analyse différente.
Sur l'expression d'une fonction symétrique d'ordre quelconque des racines d'une équation, en fonction des sommes de puissances semblables des racines.
198. Waring a donné, dans ses Meditationes algebraicœ{*), une formule qui fait connaître l'expression d'une fonction symétrique d'ordre quelconque des racines d'une équation, en fonction des sommes de puissances semblables des racines. Nous allons établir ici' cette formule remarquable.
Soient
les m racines d'une équation de degré m, et
«Il «s» . • • » «/
des entiers positifs ou négatifs.
Nous conserverons les no^tions dont nous avons fait usage dans le Chapitre précédent, en sorte que ^^ représentera la somme des puissances de degré ai de toutes les racines et que le symbole
désignera la fonction symétrique d'ordre i, dont tous les termes se déduisent de x*' xj'. . .x*', en faisant toutes les permutations possibles des racines. Nous supposerons d'abord que les exposants a soient inégaux, et alors on
(') Edieio tertia, p. 8. 29.
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aura
Cette formule permet de calculer les fonctions symétriques d'ordre i quand on sait former celles de Tordre I — I ; on en déduit
= ^a,*a,^a, — (^a,-^a,-f-a,-+- *a,*a,-»-a,-T* ^aj-^ai-t-aj"*" ^^a,-t-a«+at«>
— * a, * otj *a> *ot4~~ I . I
"*- (^ai4-ai*a3-f-a4"+' ^a,-«-a,^as-HX4"*" *a,-wx4*aH-a«) 1 . J*a,-+-at-4-a, H314
On peut écrire ces formules d'une manière plus abrégée et découvrir la loi de leur formation en faisant usage de la notation suivante : partageons les i indices
en divers groupes. Soient X| le nombre des groupes qui contiennent un seul indice, \% le nombre des groupes qui
contiennent deux indices, . . . , ij- le nombre des groupes qui contiennent i indices^ on aura
on voit que i/ doit être égal à zéro ou à l'unité, et si X^ = i , tous les autres X sont nids. Cela posé, ajoutons entre eux les indices a de chaque groupe et désignons par
les sommes obtenues -, enfin considérons le produit
faisons toutes les permutations des indices a,,a,,...,aj qui font acquérir à ce produit toutes les valeurs distinctes dont il est susceptible, ajoutons tous les résultats et désignons par
T(Xi, >2» • • •» X|') la somme obtenue qui sera une fonction symétrique des indices a.
D'après celte notation, les formules écrites plus haut deviennent
^xîi.rïi^J' = T(3,0,o)— T(i, i,o) -H .aT(o, O, l),
V.rJ«.r»»xa»jcJ*z=T(4,0,0, o)— T(2, i, o,o) (2) ^ +2T(i,o, 1,0)— 2.3T(o, 0,0, ï)
Vr«.jr;«ar?«a:ï*.r«*=T(5, o, 0, o, o) -~T(3, i, o, o, o) 4- 2T(2,o, i,o,o)-4-T(i,2,o,o,o) — 2.3T( 1,0, 0,1,0) —2T(o,i, 1,0,0) -f-2.3.4T(o, o, o, o, i),
et il est aisé de vérifier qu'on a généralemeut
le signe ^ du second membre s'étendant à toutes les valeurs de Xf, Xg, ..., X, qui satisfont à la condition
et le symbole T[ijl) désignant, comme au n** 196, le produit des jLf. — I premiers nombres entiers.
Au moyen des formules (2) on vérifie l'exactitude de la formule (3) pour i==2,3,4î^; donc, pour établir la généralité de celle-ci, il suffit de prouver que, si elle a lieu pour i = k, elle a lieu aussi pour i = fr-h i. Admettons que l'on ait
le signe \ du second membre s'étendant à toutes les valeurs des entiers X, pour lesquelles on a
>, -h 2>2-^ 3X3-4-. . .-h ^Xa== ^• Il est évident que l'expression de
sera formée de termes tels que
T(>i, >j, . . . , X;t> ^A-hl)>
OÙ l'on aura
nous allons chercher à déterminer les coefficients qui iiiulliplient ces différents termes.
Supposons d'abord que X| ne soit pas nul, ce qui exige que Xk^i le soit 5 on aura
Cela posé, le terme en
que nous considérons, proviendra en partie [formule ( i )]
dé la multiplication de 5gj|+, par \ xj» ^J» . . . j^J*; et,
comme les termes de ce produit ne peuvent évidemment se réduire avec ceux qui proviennent du changement de «1 en «i-f-a^+i ou de «j en «i-f-ûfA^.!, ou, etc., il est clair que le coeflGcient de
T(Xi, >„ . . ., >;t» o)
dans \ u:*' x^* . . . x^'^^} sera égal au coefficient de
dans \ a:*» x^*, . . xj*, c'est-à-dire égal à
ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la formule (3) quand on y faiti = Ar-f'i.
Considérons maintenant le terme en
dans\ x°l'x^ . . . or^'arjf*^*;. Ce terme provient tout entier [formule (1)] des résultats que Ton obtient en changeant, dans — \ x^' a:*» . . . x|% a< en ai + aA-i-i, ou
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a, ena^-l-aA+t, ou, etc. Les termes de l'expression de — \ x^' x** . . . xj*, qui concourent ainsi à former le terme que nous considérons, sont évidemment de la forme
OÙ g peut avoir toutes les valeurs telles, que X^^., ne soit pas nul, et le coefficient correspondant sera, d'après la formule (4) , (_ , )*+i-x,-x,-...->., r [^)\ r ( 3 )^. . . . r (^) V« r (^ ^- 1 ) V»-* . . . r [A)h.
Or chacun des termes de
contient, d'après sa définition même, un ou plusieurs facteurs de la forme
OÙ le nombre des indices a est égal kg] si, dans les facteurs de ce f^enre, on remplace successivement «t J»ar «i-H^A+n puis «2 par «j-f-aA+i, puis, etc., et qu'on réunisse ensuite tous les résultats, chaque terme sera répété g'fois dans la somme. Il s'ensuit que le terme en
donnera, dans \ x*» xj' . . . xj*^ xj^; , une partie des termes contenus dans l'expression
T(o, >,, ..., >^, V-»-i» •••» ^*» ^)» et que ceux-ci auront pour coefficient
g ( ._ r ) A-+i-rX.-x,-...->i. r (2)X,. . . r (g') V* r (g' -t- 1.) V«-* . . . r {A']h, on
SECTION II. CHAPITRE II. ^Sf]
à cause de gT{g) =.r(g^4-i). Les termes qui peuvent naître des diverses valeurs dont g est susceptible ne pouvant se réduire entre eux, le coefficient de
T(o, >i, \, . . ., ).A., o) dans\ xf x\^ . . . xf' x^^^^ sera
( __ , jAr+i-x.- ...-X, r ( 2 )^a r ( 3 )^» . . . r { X- )K
Ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la formule (3), eny faisant i = Âr 4-1.
Considérons enfin le terme en
T(o, o, o, ..., o, i) dansN x^' xj' . . . xl^x^^j^{. Il se forme au moyen du seul
terme
de — \ j:** x^* . . . xj*. Il faut effectivement, pour cela,
ajouter successivement a^^^j à chacun des indices qui entrent dans ce terme, et réunir tous les k résultats qui sont évidemment égaux entre eux. On voit alors, à cause de kT[k)= r(A-4-i), que le terme considéré a pour valeur
ce qui achève de démontrer l'exactitude de la formule (3).
199. Il est aisé de trouver le nombre N des termes contenus dans la fonction que nous avons désignée par
T(Xi, >2, . . . , >/).
Effectivement chacun de ces termes correspond à une certaine distribution des indices
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en X| -}-Xj -^ . . . -}- A, groupes, et 1* désigne généralemen*. le nombre des groupes qui renferment Ar indices. Écrivons, sur une même ligne, tous les indices a, de manière que ceux qui appartiennent à un même groupe se trouvent placés à côté les uns des autres, en commençant par les groupes d'une seule lettre, mettant ensuite les groupes de deux lettres, et ainsi de suite. On pourra former, de cette manière, N permutations ou arrangements des i indices qui correspondront respectivement aux N termes de T. Si maintenant on fait dans chacun de ces N arrangements toutes les permutations possibles des indices qui composent chaque groupe, sans altérer l'ordre des groupes et sans faire passer aucun indice d'un groupe à un autre, le nombre total des arrangements qu'on obtiendra sera égal à
Nr(2)>.r(3)^a...r(/)>^-ir(/-hi)\-.
Enfin, si, dans chacun des arrangements ainsi formés, on permute entre eux, de toutes les manières possibles, d'abord les X, groupes qui contiennent chacun un indice, puis les ij groupes qui contiennent deux indices, puis, etc., sans altérer l'ordre des indices qui composent un môme groupe, le nombre de tous les arrangements ainsi obtenus sera Nr(2)\r(3)^a...r(/-+-i)^ir(>i-f-i)r(X,-4-i)...r(>/-M).
Or il est évident qu'en opérant ainsi on a formé toutes lesr(i-l-i) permutations des i indices sans en omettre ou en répéter aucune. Le nombre précédent est donc égal à r(z4-i), et, par suite, on a
r(2)^tr{3)^...r(/-M)^.r(>i-hi)r(X,H-i)...riÀ,-f-i) 200. La formule (3) suppose que les i indices ai, as, . . . , a/
sont inégaux. Supposons maintenant que parmi ces indices il y en ait /jt< égaux à a,, (uia égaux à «j, . . . , enfin (jL/s égaux k (X/('^i\ est évident que le second menbre delà formule ( '6 ) devra être divisé par
ainsi que nous Tavons déjà dit au n** 173.
Supposons, en particulier, que les i indices soient égaux à un même nombre a : on devra diviser le second membre de Téquation (3) par r{i-+-i)5 d'ailleurs, chacun des N termes de
T(>i, >2, . . . , >/) se réduit à
^a *4a- • -Madone cette fonction a pour valeur
ou
la formule (3) donne alors
Z-' ^ ZrfiV2>..../^.r(Xi-M)r(x,-f-i)...r{x,-+-i) « *«•••'«'
le signe \ du second membre s'étendant, comme précédemment, aux valeurs nulles ou positives des entiers X,, Xg, ... ,X,- susceptibles de vérifier la condition
4^'o couns d'algèbre supérieure*
Détermination des coefficients d'une équation en fonction des sommes de puissances semblables des racines,
201. L'analyse précédente donne immédiatement Texpression des coefficients d'une équation en fonction des sommes de puissances semblables des racines.
Soit Téquation
et représentons, comme précédemment, par
ses m racines. On a
^,==( — l)'\arix,...jr,;
par suite, la formule (5) du n® 200 donnera, en y faisant a = I ,
iL^i^.2^..3^...*^r{>i-M)rt).,4-i)...r(>/-M; * '"" "
le signe Ns'étendant toujours aux valeurs nulles et positives des exposants X qui vérifient la condition
En faisant i = i , 2, 3, 4? • • • > on trouve I j I
Il est aîsé de vérifier ces résultats au moyen des formules de Newton.
Méthode nou%^elle pour former le dernier terme de l'équation aux carrés des différences,
202. Le produit des carrés des différences des racines d'une équation prises deux à deux, ou, ce qui revient au même, le dernier terme de l'équation aux carrés des différences, est une fonction entière des coefficients de réquation proposée, qui possède plusieurs propriétés remarquables et qu'on a occasion de considérer dans diverses questions d'Analyse supérieure. Nous avons fait connaître au n'* 179 le procédé de Cauchy , par lequel on peut calculer la fonction dont il s'agit, pour une équation de 'degré m, lorsqu'on connaît la valeur de cette même fonction pour une équation de degré m — i . Je me propose ici d'indiquer un procédé nouveau et d'une grande simplicité pour résoudre la même question.
Soit l'équation de degré m
(l) œ'^-^p.x^-'^ 4-pj^'»-«-+-/?3^'~-a-h ... -^Pm-.,x-^p^=zo,
et désignons par V^ le dernier terme de l'équation aux carrés des différences des racines. Il résulte de la théorie des fonctions symétriques que V^ est une fonction entière des coefficients pt, p2, • • . , Pm, et que chacun des termes de cette fonction renfermera m(m — i) dimensions, si l'on considère chaque coefficient p comme ayant autant de dimensions que son indice contient d'unités. D'aprês cela, la valeur de V^ ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de pm aura la forme
A| , Aa, . . . , Am étant des fonctions entières depi,p2, ..,, Pm^if dont la première est une simple constante.
Désignons par V^-^ le dernier terme de l'équation aux carrés des différences des racines de Féquation
Lorsque pm est nul, la fonction V^ se réduit à A^ ; d'un autre côté, l'équation (i) se déduit alors de l'équation (3) en multipliant celle-ci para:, c'est-à-dire en y introduisant une racine nulle. Il s'ensuit évidemment que Ton a
Gela posé, il est évident que la fonction V^ ne changera pas, si l'on augmente chaque racine de l'équation (i) d'une même quantité h\ or, par ce changement, les coefficients Pif p2} - ' -, Pm prennent des accroissements
A/'ii ^Pi^ •••> A/'m-n ^Pm
qui s'évanouissent avec h, et dont les termes qui contiennent ft à la première puissance sont respectivement
mh, (ni — i)pih, [m — i)p^h, ^Pm-i^y Pm-i^-
L'accroissement correspondant AV^ de V^? savoir :
AV ^^^ An U. ^^- An ^ U- ^^- A. ^
OPi Opt ÔPm
est nul, quel que soit A, et, par conséquent, le coefficient de la première puissance de h est identiquement nul ; on a donc
On peut obtenir, d'une autre manîère, cette équation qui va nous conduire à la valeur de V^. Si, en effet, on fait disparaître le second terme de l'équation (i) et qu'on exprime, par le moyen des différentielles partielles, que Vm est une fonction des coefficients de l'équation transfor-
mée, on retrouvera réquation que nous venons de former. Nous écrirons, pour abréger, cette équation de la manière suivante :
àVra ^
en feignant que/7« , p^, • • - ,pm soient des fonctions d'une variable Ç, qui aient respectivement pour dérivées
En différenliant Téquation (2) par rapport à la variable fictive (', se rappelant que A| est une constante dont la dérivée est nulle, il vient
~^Pm^i[(^-i)^iPZ ^M^-^)^%PTn '-i---+2A;„-î/9^-HA;^iJ
d\2 m-t , dAj ,„«, dX„^^ j ^A,„_t dA„
dV Or --— est identiquement nul; on a donc, en égalant à
zéro les coefficients des puissances de pm,
Pm—\ Am-l -+- —^y = O»
^Pm-l^m-1 -i ^~- = O,
^Pm-l^m-l H ^^ = O,
(/n-- 3)/7>,j_i Aj 4- -^ =0,
/ \ A dAg
(m — 2)p^^^ ^* "^ "âf ^^'
Si Ton connaît Vm-n la valeur de A^ s'en déduit immédiatement, comme on Ta vu plus haut, et les équations précédentes donneront ensuite successivement ^m^i y A;„_2, ... ; en sorte que la valeur de V;„ se déduit de V,«_i par de simples différentiations.
203. Exemple. — On a supposons qu'on veuille avoir V3. On posera
et si Ton fait
àpx _^ dp. _ __3, -^-Vi.
on aura
dkj, ^ ()A,
^aA,-h -^ =0» ^Pt^ï -+- -jç- =o-
On a d'abord celte valeur de As, savoir :
^Z = P\[P\-^P%)=P\P\-^P\1 on en déduit
et, par suite,
on trouve enfin
et, par suite,
On a donc
Supposons encore qu'on veuille avoir V4. On posera
puis
ôAk . ^)A, . ^ dAi
Pz A3 -f- — - — o, 2;?3 Aj -+- -^ — - o, 3/?8 A, -r -^^ =0.
On a d'abord
A,^=^- ^':p\^iQpxPip\—^p]p\--p\p\p\ — ^plpl, d'où
-^^p'xpXpz— »G7?;p8.
et, par suite,
A3 rir I î4/7j/>J — 6/?î/^J — 8o/7i/?;/73 + i8/?J/7j77,
d'où
-^ — 3847?,/7j-4- 256pî/73 — 288/>î/?,/;3 + ^^p\p,,
et, par suite,
A, — — i92/?i/», — 128;?; H- i44pÎ/'« — 277^1, d'où
et, par suite,
ce qui achève de déterminer la valeur de V4.
Dans le cas particulier du qi^atrième degré, on peut mettre sous une forme commode pour le calcul arithmétique l'expression du produit des carrés des différences des racines. Prenons Féquation proposée sous la forme
ax^ H- ^ba^ -\- &cjc^ -h ^dx -\~ e zzz o^ 5. — ^Is;. sujt., l. 3o
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et soient
J z= (tce -r 7. bcd — acP — eh- — c^. On aura, en désignant les quatre racines par a, S, y, o,
aC;<,a-pr-(«-7)M«-^)'(P-v)MP-^Y;7-o^' =:l6%r-27r).
C*estM. Cayley qui, le premier, a trouvé cette formule.
Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange,
204. La formule de Lagrange a fait l'objet des recherches d'un grand nombre de géomètres ; Cauchy, en particulier, est revenu à plusieurs reprises sur cette formule, et il en adonné diverses démonstrations. Mais, dans ces derniers temps, M. Rouché a fait une étude nouvelle et plus complète de la question, et il a publié^ dans le XXXIX** Cahier du Journal de l'École Polytechnique, une démonstration qui ne laisse rien à désirer sous le double rapport de la rigueur et de la simplicité: nous croyons utile d'exposer ici l'analyse de M. Rouché.
Les développements qui vont suivre ne se rapportent pas seulement aux équations algébriques : ils s'appliquent également aux équations transcendantes. Rappelons à ce sujet que, si/(;:) désigne une fonction quelconque èie/i déterminée de la variable z, qui s'annule pour 3 =i= ;:,, et si y /[A étant un entier positif, la fonction
a une valeur finie différente de zéro pour z = z^y la racine z^ de l'équation f (z) = o a le degré de multiplicitéfi; les règles du Calcul différentiel montrent que dans
ce cas les ^ — i premières dérivées de la fonction /(:::) s'annulent pour z = Zt, tandis que la dérivée suivante prend une valeur différente de zéro.
20o. Soil/'( z) une fonction bien déterminée de la va-
-riable
z =: p(cosw -h /sinw) r=:pe*»^,
i désignant ici Fimaginaire y — i. Si Ton attribue au module p une valeur déterminée, la fonction y*(::) ne dépendra plus que de l'argument &>; donnons alors à w les n valeurs
9TZ ?.7r ir:
et désignons par Zq, 3|, . . . , z„^i les valeurs de z qui répondent à ces arguments, la moyenne arithmétique des valeurs correspondantes def{z)y savoir
tendra vers une certaine limite quand le nombre n tendra vers l'infini; cette limite sera dite la valeur mojenne de f[z) correspondant au module p.
Considérons, par exemple, la fonction
m étant un entier posiûf ou négatif; la valeur de
est
n ^ n ^l'jit
dès que le nombre vaiiable n sera supérieur à ni, le dé-
noniinateur de cette expression ne pourra s'annuler, car 711 est, par hypothèse, différent de zéro; d'ailleurs le numérateur est nul, puisque m est un entier; donc la moyenne arithmétique des n valeurs de z^ considérées est nulle dès que n surpasse m. Il s'ensuit que la valeur moyenne de la fonction ^"^ est égale à zéro.
Quand le nombre m est zéro, la fonctiony(2) se réduit à l'unité et dans ce cas sa valeur moyenne est ellemême égale à i .
On peut conclure de ce qui précède la proposition suivante, qui nous sera utile ;
Théorème. — Si, pour une valeur déterminée p du module de Invariable z, la /onction /'[z) est dév^eloppable en une série convergente ordonnée par rapport aux puissances entières positives et négatives de z, le coefficient d'une puissance entière quelconque J5*, dans le développement^ est égal à la valeur moyenne du
quotient — 7--
En effet, supposons que, pour une valeur p du module de z, on ait, quel que soit l'argument w,
m = — ce
on pourra écrire ou, si l'on veut,
t désignant une quantité qui tend vers zéro quand Ten-
^f')-VA„.".-*M-.,
tîer M tend vers Finfini. Prenons les valeurs moyennes des deux membres de cette égalité ; tous les termes compris sous le signe \ donne^'ont des valeurs moyennes
nulles, à Texception de celui qui répond k m = k et qui aura A^ pour valeur moyenne. Si donc on désigne par
Y) la valeur moyenne de e, et qu'on représente par JÏL celle de . - j on aura
mais il est évident que /? := o, car m est la limite que prend, pour /i = oo , la moyenne arithmétique
des n valeurs de £ ; le module m est donc inférieur à la moyenne des modules des quantités e, et, par suite, inférieur au plus grand des modules de ces quantités. D'ailleurs celui-ci s'annule pour M ri=: oo et, en conséquence, le module de y; se réduit en même temps à zéro. On a donc
206. Lorsqu'on attribue une valeur déterminée au module p de la variable s, et que Ton donne à Fargument w toutes les valeurs comprises entre zéro et air, le module de la fonction y (z) prend diverses valeurs. La plus grande de ces valeurs a reçu de Caucliy la dénomination de module maximum; le module maximum de /(z) est donc une fonction du module de la variable z.
Par exemple, soit
ae*' désignant une constante et m un nombre entier : le module dcf{z) sera la racine carrée de rexpression
OU
— [û*-4-2flpcos(» — a)-T- p']"*,
et il est évident que le maximum de cette expression répond à tù = a\ il s'ensuit que le module maximum de la fonction y (z) a ici pour valeur
Cela posé, on a la proposition suivante :
Théorème. — Le module de la valeur moyenne d'une Jonction f[z) est inférieur au module maximum de cette fonction.
En eflet, la valeur moyenne tf[^f[z) de la fonction f{z) est la limite vers laquelle tend l'expression
quand n tend vers l'infini ; le module de la somme qui figure au numérateur est inférieur à la somme des modules des parties, et en conséquence il est inférieur, quel que soit w, à /i fois le module maximum. Donc le module de 0\^f{z) est moindre que le module maximum.
Corollaire. — Lorsque, pour une valeur donnée du module p delà variable imaginaire Zy une fonction f[z) est dé^eloppable en une série convergente ordonnée suiyant les puissances entières positivées et négatives de s,
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le module du coefficient de -t dans le développement,
est inférieur au module maximum du produit z f [z) .
En effet, d'après le théorème du n° 205, le coefficient
de - dans le développement Aef[z) est égal à la valeur
moyenne du produit ^/(z), et, d'après le précédent théorème, le module de ce coefficient est inférieur au module maximum de zf{z),
207. Ces notions préliminaires étant établies, considérons une équation de la forme
z = tf^{x-\- z),
dans laquelle t et a: désignent deux constantes quelconques réelles ou imaginaires, et où <f représente une fonction bien déterminée qui reste continue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à une certaine limite R. Nous établirons d'abord, d'après M. Rouché, le théorème suivant :
Théorème I. — Si la /onction ^[x-h z) est bien déterminée et continue pour toutes les a^aleurs de z dont le module est injérieur à R, et si la constante est telle^ i/ue le module maximum de la fonction
soit moindre que V unité pour une ^valeur r du module p de z injérieur à R, l'équation
z = rç(jr-}- z)
aura une racine unique de module inférieur à r.
En effet, soit m le nombre des racines ^1,^2» • • • » ^m de cette équation, dont les modules sont inférieurs àr;
4^2 COURS d'algèbre supérieurs.
' en désignant par ^{z) une fonction bien déterminée, qui reste continue et qui ne s'annule pour aucune valeur de z dont le module est inférieur à r ; on lire de là
=r log (s — 2i ) + . . . -f- l0g(2; — Z„,) — log*,
et, en différen liant,
^ ' dz dz z—Zi''' z—Zn z
Donnons maintenant à la variable z le module r; le
module de -^ — étant alors moindre que l'unité,
par hypothèse, on a
d'ailleurs la fonction cp(j:-j-z) est développable, ainsi que chacune de ses puissances, en une séiie convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de z; donc la fonction
,og[^. ,--J
peut être développée suivant les puissances entières positives et négatives de z. La même chose aura lieu aussi, par un théorème connu, à l'égard de la fonction
dz
et îl est évident que, dans le développement de cette dernière fonction, il n'y aura pas de terme en -• D'un autre côté, la fonction
riz ~ i [z]
est évidemment développable par la formule de Maclaurin, suivant les puissances entières et positives de z, puisque le module r de -2 est inférieur à R ; donc il n'y a
aucun terme en ~ dans le développement du premier
membre de la formule (2).
Passons au second membre ; comme on a
I I I I Zj
z — Zf z Zt z z^
îl est évident que le coefficient de -> dans ce second
membre, est égal km — i ; ce coefficient doit être nul, et Ton a en conséquence
208. La démonstration de la formule de Lagrange est contenue dans le théorème suivant, qui fait connaître en même temps quelle est celle des racines dont la formule fournit le développement.
Théobème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, si Von désigne par z^ la racine de l'équation
z — r9(.r 4- z) rr-:0,
dont le module est inférieur à /*, et par F (x -1- z) une
fonction bien déterminée et continue pour les valeurs de z dont le module n'est pas supérieur à r, la quantité F{jc-{- Zt) sera développable en série convergente par la formule
i flUr
En effet, l'équation
z — tf(x -f-z) = G
n'ayant qu'une seule racine z^ de module inférieur à r, on a, par le numéro précédent
(,) ,og[._li'-r^]_iog^(.) = iog(._^),
et, en multipliant parla dérivée F'(a: -t- 2) de F (or -H 2), il vient
( =F'(x-;-z)log(,-j).
Donnons à z le module /*, développons les deux membres suivant les puissances de Zy et égalons entre
eux les coefficients de -•
Considérons d'abord le premier membre. La partie
F'(j:-Hz)log^|;(z) ne contiendra aucun terme en -^
car log^[z) est développable suivant les puissances entières positives de z, comme on l'a vu au numéro précédent, et la même chose a lieu à l'égard de la fonction F'(x-!-2) qui, en vertu de notre hypothèse, est déve-
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loppable par la formule de Maclaurin. Quant à la première partie, le module de -^^ étant inférieur à
I , elle peut être mise sous la forme
Le coefficient de z""* dans le développement de
F'(.r-t-z)[<p(ar-t-z)]»,
suivant la formule de Maclaurin, est égal à
I.2...(/ï— Ij " £/.r"-l
expression qu'il faut réduire à
lorsque nz= i; d'où il résulte que, dans le développement du terme
le coefficient de - a pour valeur
_ g^* ^"-^F(.r)[y(.r)]^^ I . 2 ... 72 dx^—^ '
en outre, d'après la proposition établie au n° 20B, le module de ce coefficient est inférieur à
pr—9
p étant le module maximum de F'[x-h- z) et q celui de ~ "^"^ D'après cela, dans le développement du pre-
mier membre de la formule (2), le coefiicient de - esL la somme de la série
|_ I ^ ^ ^ V / j 2 (Ik
f" rf«-»F'(.r7ç'.r^j'» ^ T
et celte série est convergente, car les modules de ses termes sont inférieurs à ceux de la série
dans laquelle (/ est <^ i , par hypothèse ; il est évident que cette dernière série est convergente et a pour somme
— /7rlog(i — 7).
Considérons maintenant le second membre de la formule (2) ; 2 ayant le module r, chacun des facteurs qui le composent est développable en série convergente, par la formule de Maclaurin, et l'on a
F'(- - z) log (, ~ ii) := _ [^F'(.r) -^ ^F-(.r) M- -?^F>) - ' \Z 9.Z' ^ '6z^ )
Dans ce produit le coefficient de - est évidemment la somme de la série .
le module de Zi étant inférieur à r, cette série est convergente et elle a pour somme, d'après la formule de Maclaurin, la différence
De tout cela nous pouvons conclure que Ton a
comme nous l'avions annoncé.
209. Si Ton fait croître le module p de la variable z depuis o jusqu'à oo , le module maximum de la l'onction
qui est infini pour p = o, ira d'abord en décroissant, et s'il ne redevient pas infini pour quelques valeurs finies de /o, il finira par croître au delà de toute limite, en même temps que p, à moins que cf (a: -r- z) ne soit une fonction linéaire de z. En effet, la fonction 9(0: 4- z) restant bien déterminée et continue pour toutes les valeurs de z, sup-
posons que le module maximum de — ne puisse
surpasser une quantité donnée -; le module maximum de
sera dès lors inférieur à 1 , quelque grand que soit le module de z et il s'ensuivrait ( n° 207 ) que l'équation
zz=z tff[a: -h z)
n'aurait qu'une seule racine, ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas où c[)(x H- ^) est une fonction linéaire.
11 résulte de là que, p croissant à partir de zéro, le module maximum de la fonction
passera nécessairement par un minimum. Posons
le module P et l'argument û seront des fonctions continues de p et de w; la valeur de w qui répond au maximum de P, pour une valeur donnée de p, satisfera donc à Téquation
I ^ dp
P devient alors une fonction de p seul, puisque la variable 0) qui y figure est une fonction déterminée de /s^ et, dans le cas du minimum de P, on doit avoir
dp à?
dp r/« _
condition
qui se
réduit à
dp
en vertu de Téquation (2). Cela posé, comme on a
ôz .zdz,
si Ton différentie Téquation (i) d'abord par rapport à p, et ensuite par rapport à w, on aura
^^^ ^ dp da
retranchant ces identités Tune de Tautre et supprimant
le facteur e^^y il vient
à^ . ^da dP ^ (hi dp àp oài d(a
d'où Ton conclut
En vertu de ces formules (5), les équations (2) et (3) ne peuvent avoir lieu que si les seconds membres des formules (4) s'évanouissent; par conséquent la valeur de z qui répond à la plus petite valeur du module maximum satisfait à l'équation
f (z) = o, ou
Désignons par ^ cette valeur de Zy et posons
la quantité 1^ sera une racine commune aux deux équations ^
Z — 7tf(.T-hz)=Oy
1 — To'{.r-\- z)z^o,
et, par suite, elle sera une racine double de Téquation
z — Tcp(.-r -h 3) = o.
Désignons alors par t une constante dont le module soit inférieur au module de t, et attribuons à la variable z le module de la constante 1^ ; il est évident que le module
maximum de -^ " sera égal au module de - : il sera
donc moindre que i . En conséquence, l'équation
z — tf^[x -^ z)=zO
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aura une racine unique de module inférieur au module de '(, et le tliéorènie du n** 208 pourra être appliqué à cette racine.
Si Ton pose z ~ u — x, Téquation
Z — r^(.r -;- 2) :rr o
se transformera dans la suivante :
et, d'après les développements qui précèdent, on peut énoncer la proposition suivante :
Théorème. — Soient cj)(w) une fonction bien déterminée qui reste continue^ et T le plus petit des modules qu'il faille attribuer à t, pour que l'équation
Ur=z.T ~\- ti^[u)
ait deux racines égales. Tant que le module de t restera inférieur à T, celle des racines u delà même équation qui a le plus petit module sera dé\^eloppable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positivées de t; la même chose aura lieu aussi pour toute fonction continue de la même racine u. On a (n** 208), si F(u) est une fonction continue,
t(«)=3F(x)-i-YF (^)?(^)+ — ^-
ce qui est précisément la formule de Lagrange, sous la forme que cet illustre géomètre a adoptée. Si la fonction F(u) se réduit à u, il vient
i^^' 1.2 tlx 1.2.../? rfor"-*
La forme que M. Rouché a donnée à la formule de
Lagrange (n° 208) est souvent préférable dans les applications à celle que nous venons de présenter ; au reste, on passe de Tune à Tautre forme par un simple changement de variable (* ).
Applications de la formule de Lagrange.
Considérons Téquation trinôme
Pour que cette équation ait deux racines égales, il faut qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée
L'élimination de t entre ces deux équations donne
mx u= ,
et l'équation (2) donne, pour t, la valeur correspondante
Donc, pour toutes les valeurs de t dont le module est
(ffl^ ] \m—\
inférieur au module de — ^i=— ,-5 celle des racines de
j'équation (i) qui a le plus petit module est développable en série convergente ordonnée par rapport aux puissances entières de t. Le développement sera, d'après
(*) Dans son Mémoire sur la série de Lagrange, M. Rouché a établi aussi une autre formule plus générale, et de laquelle il a tiré une démonstration très-simple de la formule par laquelle Waring a exprimé la somme des puissances semblables des racines d'une équation algébrique. Je renverrai pour ces développements au Mén^oire de Fauteur. S. — Alg. sup,, I. 3 j
la formule de Lagrange,
«m f 7?m — I ) . . . ( nm — « + a )
^nnt — /i+l /A I
Le terme général U;, de cette série a pour valeur
nm[nm — i)...(nm — n-\'7.] ^^ „^. „
et Ton en déduit
"n+i _ i (/im 4- m) («m 4- m— i). . .(7?/7î -I- I ) _j
«„ /î -+- I { nm — « + 2 ) . . . ( /im — /i -t- m )
La limite de ce rapport, pour n = oo , est
et Ton vérifie de cette manière que la série est convergente, si le module de t est inférieur au module de
212. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent avantageux pour obtenir le développement en série des fonctions explicites; j'en présenterai ici deux exemples.
Supposons d'abord qu'on demande de développer en série ordonnée suivant les puissances entières de t la fonction
v'i— itx -+- t^
dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont le module est inférieur à l'unité.
Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième degré
dont les racines sont données par les formules
Pour que Téquation ( i) ait deux racines égales^ il faut que Ton ait
I — ntx -♦- r'= o, d'où l'on tire
jc étant réelle et comprise entre — i et -h i , le module de ces deux valeurs de t est égal à l'unité; donc, pour toutes les valeurs de t dont le module est inférieur à i, celle des racines de l'équation (i) qui aie plus petit module est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de t. Si nous supposons que la quantité t soit réelle et comprise entre — I et + I) on aura, d'après la formule de Lagrange,
I — Ji — 2 f x -h ^* .r*
^-le \ 2 / t^
t 2 1 dx I .2
dx^-^ I 2 ... /i
et, si l'on différentie par rapport à x les deux membres de cette formule, il viendra
en posant, pour abréger,
* 1.2. ../i2» dar*'
on voit que celle fonction X„ est précisément celle dont nous nous sommes occupés aux n°* !24 et 134.
Supposons enfin qu'on veuille développer la fonction
suivant les puissances croissantes de t.
En appliquant la formule de Lagrange à Téquation
où z désigne une fonction des variables 1^ et f, etf[z) une fonction quelconque de z, il vient
et, en difTérentiant par rapport à ^,
(. ) riz) '-^ JS —"^ ^-:^'^}/i^n.
Maintenant soient
r(z) = z'^ et /(z)=:z-i,
l'équation (i) donnera
_ Ç — / ffz _ I " V^7' ^ "~ ï — ~/'
et, par suite, la formule (a) deviendra
CHAPITRE m
DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES.
Théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
21 4. La théorie de la décomposition des fractions rationnelles est si importante, et ses applications dans l'Analyse mathématique sont tellement variées, que je crois utile de la présenter ici avec tous les développements qu'elle comporte.
Nous commencerons par établir qu'une fraction ra-
tionnelle —7 — J-, dont les deux termes sont des polynômes
quelconques premiers entre eux, est décomposable en une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs fractions simples à numérateurs constants, ayant pour dénominateurs les diverses puissances des facteurs linéaires qui divisent le polynôme y (x). Nous démontrerons ensuite qu'une fraction rationnelle n'est décomposable ainsi que d'une seule manière, et nous indiquerons enfin le moyen d'effectuer la décomposition.
215. Théorème I. — Si a désigne une racine de Véquation ^(x) = o, a son degré de multiplicité y en sorte que Von ait
fi (x) étant un polynôme non divisible par x — a, la
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fraction rationnelle yï — i y supposée irréductible^ pourra
toujours être décomposée en deux pairies de la manière suivante :
F_M^ _A_ FJxl
A étant une constante, et F| (x) un polynôme entier. En effet, on a identiquement, quel que soit A,
Ffxl _ Ff^l A F[.x)—AA(a:)
et, pour que le deuxième terme du second membre ne contienne à son dénominateur que la puissance a — i du facteur x — a, il faut et il suffit que le numérateur F(x) — AJ\ [x) s'annule pour x = a. Posons donc
on aura
. Fia]
cette valeur de A sera finie et différente de zéro, puisque fi (a) et F (o) ne sont pas nuls ; si Ton fait alors
F(x)^AA[a:) = (x^a)F,(a:),
on aura
FW ^_ A F,(^)
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — Si ton a
/(x) = (^ -«)-(x -*)»... (x-/)\ a, &, ..., l étant des quantités distinctes et ol^ 6, ..., l
F ix] des entiers positifs y la fraction rationnelle - — pourra
être décomposée de la manière suivante :
EW
A, A|, . • . , B, B|, . . . , L, Lj, ... e^^z/it rfe5 constantes finies, etE{x) une fonction entière.
En effet, en posant comme précédemment on a, par notre théorème,
A, A|, ... A«,j étant des constantes finies et déterminées, etF4(x), F2(x), ..., F«(a:) des fonctions entières. Il faut remarquer quelaconstante A n'est jamais égale à zéro, mais les quantités A|, A2, ..., A,^_, peuvent être nulles, car Tun des polynômes Fi (or), Fa (x), ... peut ctre divisible par;r — a; en ajoutant les égalités qui précèdent, il vient
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$i ToD pose
et que l'on opère sur la fraction ^^' comme nous ve-
nons de le faire sur —-—^^ on obtiendra une expression de la forme
et, par suite,
._ B , Bi _. Bg^, _, F'^gj:^),
B, B|, ... étant des constantes déterminées et F.^.e{j:) une fonction entière.
En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la formule qu'il s'agissait d'établir.
216. Théorème II. — Une fraction rationnelle n^ est décomposable que d'une seule maniée en une partie entière et en fractions simples.
Supposons qu'on ait trouvé ces deux valeurs d'une même fraction rationnelle — ^^
et
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on aura
{jL—aj^ ^ ' (a: — a)'
Cela posé, a et a' étant respectivement les exposants des plus hautes puissances de x — a, dans les deux membres, je dis que a = a' et A = A'. Supposons, en effet, que a et af soient inégaux et que a soit >•«'; tirons de
Téquation précédente la valeur de ? et réduisons
tous les autres termes au même dénominateur ; on aura
OU
(f et (J; désignant des polynômes dont le second n'est pas
divisible par x — a. D'ailleurs, A est une constante ; il
faut donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente
donne A= o pour x=a. Si donc A n'est pas nul, on
ne peut supposer « ^ a', et l'on ferait voir de même que,
si A' n'est pas nul, on ne peut supposer non plus a <^ a' ;
on a donc a = a'.
Je dis maintenant que A=A'; en effet, de la for-
F i t) mule qui exprime Tégalité des deux valeurs de ^ — ?
on tirera, a' étant égal à a,
A-V ^ _J^(.r ) (x — a)* (X— a)*-» ip(.r)*
OU
^ '■il-')
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çp enj; étant, comme précédemment, des polynômes dont le second n'est pas divisible par x — a ; la différence A — A' est donc nulle, car, pour x=: a, le second niembre de la formule précédente se réduit à zéro.
Les termes qui renferment la plus haute puissance de X — a en dénominateur, dans les deux valeurs de la fraction rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance du même binôme x — a, ou d'un autre binôme, sont aussi égaux entre eux ; et, en continuant ainsi, on reconnaît
que les fractions simples des deux valeurs de -j-i — : sont
égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, l'égalité des parties entières E(jc) et E'(j:).
Corollaire. — La partie entière qui figure dans la
valeur d'une fraction rationnelle }, [ décomposée en
fractions simples est égale au quotient entier de la division de F(x) parf(x).
Car, si l'on désigne par E(a:) le quotient et par ^(x) le reste de cette division, on aura
le numérateur de la fraction ^j—j étant de degré inférieur
au dénominateur, cette fraction s'annule pour a: r= oo , et en conséquence elle ne peut renfermer de partie entière.
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Cas d'une fraction rationnelle dont le dénominateur n'a que des facteurs simples.
Soit
a,b, ,,.y /étant des quantités différentes; siF(j:) désigne un polynôme quelconque, on aura, par ce qui précède,
Â, B, . . . , L étant des constantes déterminées et E(j:) une fonction entière.
Ainsi que nous l'avons déjà dit, le polynôme E(j:) peut être obtenu en effectuant la division de F(j:) par f{x)\ il reste à déterminer les constantes A, B, ..., L. L'équation (i) devient, en multipliant par y*(jc),
Cette égalité a lieu identiquement; si l'on y fait j: = a, tous les termes du second membre s'évanouiront à l'exception du premier qui se réduira à Af{a), ainsi qu'on le reconnaît sur la formule
On a, en conséquence,
F{a) = A/'{a), doù A = JI^;
d'ailleurs a est l'une quelconque des racines de l'équation y*( j:) = o ; donc
49^ COURS d'algèbre supérieurs.
et la formule (i) devient
(3) l(fl= Ff") , F(&) ^ , F(0 ,
Si le degré de F (x) est inférieur au degré mdef (x), '^ partie entière E (x) se réduit à zéro, etl'on a simplement
■xi!:^^^ _f"('')_ ._ F{*)_ , , F(/^
Soit
F (x) = Po «»-« + Pj «»-• -1- . . . -+- P„_* -h P„_,.
Si l'on multiplie la formule (4) par f{x) et qu'on ordonne le second membre par rapport aux puissances décroissantes de X, le coefficient de x"»"' sera évidemment
et cette somme sera égale à Po ; on a donc
le signe \ indiquant qu'il faut remplacer a: par chacune
des m racines de Téquation f{x) =: o , et faire la somme des résultats. Si la fonction F (x) est au plus du degré m — 2, la quantité Po est nulle et Ton a dans ce cas
formule qui est utile dans plusieurs circonstances.
Méthode pour effectuer la décomposition d^une fraction rationnelle^ dans le cas général,
218. Le théorème I du n®215, par lequel on démontre la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen
de reffcctuer. En effet, sî l'on fait
/(x):=(.r-.a)Vi(x%
nous avons vu qne Ton a
F{x]^ A , Fjjr)
/(x) (x — û)«"' (or — «)— V;(x)'
en posant
JP <2
on a ainsi l'une des fractions simples demandées, et, pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le même tliéorème à la fraction complémentaire
Dans le cas où l'équation J^{jc) = o n*a que des racines simples, on retrouve facilement de cette manière la forq^ule établie au numéro précédent, mais, ce cas excepté, l'emploi du procédé dont il vient d'être question exige des calculs assez pénibles.
219. On peut aussi employer la méthode des coefficients indéterminés dont nous avons déjà fait usage au n" 217. Soit la fraction rationnelle
que nous supposons irréductible et dont le dénominateur est divisible par la puissance a'*"** du binôme x — a, mais ne l'est pas par une puissance supérieure. Pour trouver les fractions simples qui répondent à la racine a, on posera
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conformément au théorème I. Si Ton multiplie cette formule paLTf{x) et qu'on remplace x par a-^hj on aura
or on a
F(a-f-yl)=F(«)-f-A I^ + ...+A-' -i^'-^-^- . . .. ' ^ ' I 1.2... (a— ij
^ ^ 1.2... a l.2...(a-hl)
et, en portant ces valeurs dans la formule précédente, on obtient
I ï.2...(a — Ij
+ A.., Fa-» ^^i^ + . . .1 +/i'F.(a-f-/i).
Cette formule a lieu quel que soit A, et si Ton égale de part et d'autre les coefficients des mêmes puissances de h y jusqu'à celles de degré a — i, on aura
A| ' - -4- Al , r H- A ; r = >
i.2...(a-hij 1.2... (2a — l) 1.2... (a
Ces relations permettent de calculer successivement A, A|, ..., A«_|, et les valeurs de ces coeiBcients seront unies et déterminées, cary** (a) est, par hypothèse, difTérente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les fraclions simples qui répondent aux diverses racines de réquationy(j:) = o; quant à la partie entière, on la trouvera, comme nous l'avons déjà dit, en divisant F(x) par/(a:).
220. Enfin, on peut effectuer la décomposition par un procédé qui n'exige que la division algébrique. En effet si l'on pose, comme nous l'avons fait plus haut,
et que l'on écrive a -f-A au lieu de Xy la formule (i) du numéro précédent, multipliée par /i", deviendra
et l'on voit que le polynôme
A + AiA 4- Aî/i« -h . . . -f- A.»i A-->
est le quotient que l'on obtient quand on divise l'un par l'autre les polynômes F(a + A) et /{[a-^h] ordonnés par rapport aux puissances croissantes de A, jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un reste du degré a ; on obtiendra donc, par cette division, les fractions simples qui se rapportent à la racine a.
On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les unes des autres, les fractions qui se rapportent aux diverses racines, mais il sera plus simple d'appliquer la
F {x\ même méthode à la fraction • */ ; qui complète les termes
déjà trouvés ; on obtiendra ainsi les termes qui se rap-
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portent à une deuxième racine, et une troisiième fraction sur laquelle on continuera Topération.
221 . La méthode précédente a surtout l'avantage de faire connaître Texpression algébrique des numérateurs des diverses fractions simples dans lesquelles se décompose la fraction rationnelle proposée. En effet, la division des polynômes F («H- A) ety*i(a-f-/i), que nous avons effectuée dans le but d'obtenir les coefficients A, Ai, A2, ...,
revient évidemment à développer la fonction —, ,-
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de h\
et, comme une fonction n'est développable que d'une seule
manière en une série de cette espèce, on obtiendra le
même résultat en faisant usage de la formule de Mac-
laurin. Si donc on pose
on aura
en désignant par A"R| le reste de la série ; ici R| est une fonction rationnelle de h qui n'est point infinie pour
1 j . *. 1 j F (<» "^ ^'1 ^ = 0, et, par conséquent, cette valeur de -7-7 est
identique à celle trouvée précédemment. On aura donc
d'où résulte ce théorème général.
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Théouème. — Si l'on a
que F [x) désigne une fonction entière de jc, dont le quotient par f{x) soit E (x), et que l'on fasse, pour abréger,
„[x)={x-lYj~-y
F f*^ onaura la valeur suii^ante de la fraction rationnelle -~~{ :
-•ifL. + ._"?:i'!)_ + _?!M__ +,„^ f'ilS^)
^x — «)■ (a: — a)*-* 1.2(0; — «)•-* "* 1.2... (a— 1) (or— a)
rw
nMO
Forme nou\^elle de l'expression d^une fonction rationnelle décomposée en fractions simples.
222. Le résultat qui précède est susceptible d'une autre forme très-simple et très-élégante que nous allons faire connaître. Désignons par F{x) une fonction rationnelle quelconque, par
les racines de Téquation
s. — j4îg. sttp., l, 3a
et par
iwi, m,, . . ,, m^
les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. Soit aussi y pour abréger,
f (x) désignant une fonction qui a une valeur finie difTérente de zéro pour x = x< .
Si Ton imagine que la fonction rationnelle F (x) soit décomposée en fractions simples, la somme des fractions relatives à la racine X| sera
(x — :rj)'». I.(x — a:i )'".-*
ï.2...(mi— I— i)(jr— Xt)'"*"* "* 1.2... (m, — i)[x — .r,)'
ainsi qu'on Ta vu plus haut. Par suite, cette somme s'obtiendra en faisant î^= o dans l'expression
i.2.:.(mi — / — ij (x — X|— ;)'•*■* * * ï.2...(/?î,— i) (x — Xi— ;)
Or y'(a:|-i-î[), (j>''(x< -i-î[), ... peuvent être considérées comme les dérivées de 9 {Xi-hl^) par rapport à la variable Ç, et alors il est aisé de voir que l'expression précédente se réduit à
r(p) désigne, comme au n*^ 196, le produit des p — i premiers nombres si p est plus grand que i , et il doit se réduire à l'unité pour p = i .
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Comme on a .
la somme des fractions simples relatives à la racine Xt sera égale à la valeur que prend, pour î^ = o, l'expression suivante :
r ( /Wi ) r/Ç'"i-»
Si donc la fonction rationnelle F (x) ne contient pas 4e partie entière, on aura
Dans cette formule, il faut faire î[= o, après les diffé-
rentiations ; le signe sommatoire \ s'étend à toutes les
racines X\yX^^ ..., x^. Il est presque superflu d'ajouter que, si le degré de multiplicité d'une racine, de x^ par
exemple, est égal à i , la dérivée â^'/T:^ ^^^^
être réduite à ^^^^^L±^.
Si la fonction F (x) contient une partie entière E (x), on a
il est aisé de trouver la valeur de E(x). Désignons par n l'excès du degré du numérateur de F [x) sur celui du dénominateur; n sera le degré de E [x). Cela posé, si l'on
change x en - dans l'équation précédente et qu'on mul-
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tiplie ensuite, de part et d'autre, par z", on aura
\z) \z) Zjl\m,) c/Ç'
11 s'ensuit que, si l'on développe z^Ff-j en série ordonnée suivant les puissances croissantes de z, la somme des termes dont le degré ne surpasse pas n sera z"E ( - ) •
Or, X^ désignant toujours un infiniment petit, on a, par la formule de Maclaurin,
\zj \^) l de 1.2 rf;*
donc on a
et, par suite,
On peut trouver une autre expression plus simple du polynôme E(x). En effet, le coefficient de f'»~' dans le
développement de ^"Pf-J , suivant les puissances croissantes de *(, est égal au coefficient de Xj^ dans le développement de Ç'^'^'^FI - j; d'ailleurs ces coefficients sont les
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valeurs que prennent, pour Ç = o, les deux quantités
d^i^npf^^ ^ c^«C«*'F('i)
r(/i — /-Hi) r/ç«-' r(/n-i) û?ç'* '
donc on a, pour ^ = o,
f(rt — iH-i) rf;«-' "" r(/i4-i) <ïv* ' et il faut remarquer que le premier membre doit être réduit à ?['* Ff - j dans le cas de i =: /i.
D'après cela, la valeur précédente de E(a:) devient
enfin, comme on a évidemment, pour Ç = o, et pour ï>re,
on peut aussi écrire
ou
On a donc la formule suivante qui donne la valeur d'une fonction rationnelle quelconque F(x) décomposée en
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une partie entière et en fractions simples, savoir :
la quantité f devant être égalée à zéro après les différenliations.
Mode particulier de décomposition pour les fractioru rationnelles et réelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires.
La théorie que nous venons d'exposer s'applique
à toutes les fractions rationnelles -~) — (9 et les coefficients
peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou imaginaires. Mais, lorsque ces coefficients sont réels et que parmi les racines de l'équation y ( a:) = o il s'en trouve quelques-unes qui sont imaginaires, l'expression de la
fonction réelle -r|— [ est elle-même compliquée d'imagi-
naires. On 8^ cherché à modifier, dans ce cas, la manière d'effectuer la décomposition, et l'on y est parvenu comme nous allons l'indiquer.
224. La possibilité du nouveau mode de décomposition que nous avons en vue résulte du théorème suivant :
Théorème L — Si x^ -\- px -^ q est le produit de deux facteurs imaginaires conjugués du polynôme réelf{x), n la plus haute puissance de ce trinôme qui divise f[x)» en sorte qu'on ait
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Vf a*]
la fraction réelle et rationnelle -A—r pourra être décomposée en deux parties^ de la manière suivante :
FM ^ P:g-f-Q _^ F^H
P el Q étant des constantes réelles, et F< [x) un polj^ nome réel.
En eiTet on a identiquement
et Ton peut déterminer P et Q de manière que le numérateur de la deuxième partie du second membre soit divisible par x^-^px-^ y, c'est-à-dire de manière que ce numérateur s'annule en remplaçant x par chacune des racines de l'équation
x^ -hpx -h ^ =o.
Soient h -f- A* \l — i et h — kyj — i ces deux racines, et posons
F;/.±X-v/~lj-[P(^ibXV^)-hQ]/,(^±:*v/=^j=:o;
on tirera de là
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont finies et déterminées, puisque, par hypo thèse, /^i [x) n'est pas divisible par x^-^px-^q. L'équation précédente se décompose dans les deux suivantes :
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lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réeUes et finies,
^ N ^ MX~NA
Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous poserons
F| (x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura
ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — La Jraction rationnelle t— : pourra se décomposer de la manière suiv^ante :
F(^ ^ _ P^-hQ ^ Pi-g^ Qi ^
J[x) (x^-i- p.r -^ qj"- [x^ -^px ~h qy*~^ ^ Pn-l-r-4-Qn-l ^ F„(.r)^
P, Q, P<, Qi, . .. désignant des constantes réelles, et Fn{x) un polynôme réel aussi.
• 225. En combinant le théorème précédent avec le théorème analogue démontré aun°2l8, on obtient celui-ci :
Théorème IL — Si l'on décompose le polynôme /(jo) en /acteurs réels du premier et du deuxième degré, en sorte qu'on ait
f[x]=[x-^aY[x—bY...[x'--lY[x^-\-px-^qY...[x'^'^rx^s)'^,
F^r) on pourra décomposer la fraction rationnelle -j — de
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la manière suivante :
Li , , Lx_i
(x*-f-/?x-f- ^]'* (j:*4-/?a:-|-7)'*-* "* x^-^-px-^q
R^-+-S ^ Ri^r-f-Si , R;„_i^-f-S;„«i
(a:» + rx -4- f J"* ( a:* H- ro: -f- .vj "*-* "* j;^ -H tj: -h *
E(x) désignant une partie entière qui peut être nulle, et A, A|, ..., L, L<, ..., P, Q, P|, Qj, ..., R, S, Ro So ..., rfej constantes réelles,
226. Théorème III . — Une fraction rationnelle n'est décomposable que d'une seule manière en fractions simples de la forme qu'on vient de considérer.
Soient deux valeurs d'une même fraction rationnelle
— ^ — -» On démontrera, comme au n® 216, Tégalité des
fractions simples qui correspondent aux facteurs du premier degré du dénominateur, et quant à celle des fractions simples qui correspondent aux facteurs du second degré, elle peut se démontrer d'une manière analogue,
comme nous allons voir. Soient .—r rz le terme
[x^-^ px-hq)"'
dont le dénominateur contient la plus haute puissance de x^ + px -hq dans la première valeur de — — j' ^^
,—, rrr le terme analoerue dans la seconde valeur.
Je dis d'abord que n'==zn. Supposons, en effet, que
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cela ne soit pas, et que Ton ait n;>n' : de l'égalité qui a
lieu entre les deux valeurs de -jr^-^ tirons la valeur de
/^i ■ — — , — r^ ', cette valeur sera exprimée par une somme
de quantités dont aucune n'a en dénominateur une puissance de x^^px-^q supérieure à la {n — i)""*". En réduisant donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura une égalité de la forme
ou
ff[x)el^[x) désignant des polynômes, dont le second ^{x) n'est pas divisible par x^-hpx -^^ q. Or l'égalité précédente est impossible; car, autrement, l'équation Px -H- Q = o devrait admettre les deux racines de l'équation x^ H- px -h y = o, ce qui ne peut arriver, à moins que P et Q ne soient nuls en même temps, contrairement à l'hypothèse. On ne peut donc supposer n^n'ni n'^n, pour une raison semblable; par conséquent, on a «' = /i.
Je dis maintenant que l'on a aussi F= P, Q'= Q. Reprenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse entre
les deux valeurs de ,./ ,? mettons dans un même membre
les deux termes -r-i -^^ — r- et r--; — '■ r-.> et dans
le second membre tous les autres termes dont les dénominateurs ne contiendront aucune puissance dex^-^px-^-q supérieure à la (ti — ly*»»! réduisant tous ces derniers termes au même dénominateur, on aura une égalité de
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cette forme
OU
(p_p')^H.(Q_Q')=:(ar«-h/?x-Hç)
9 ( x) et ï|^(j7) désignant, comme précédemment, des polynômes dont le second n'est pas divisible par j:^ H- px-hÇf et l'on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité exige
Il suit de là que , dans les deux valeurs de ^. ": •» les teripes
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance d'un facteur du second degré sont égaux; en supprimant ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la même raison, deux termes égaux; et, en continuant ainsi, on voit que les deux valeurs de la fraction considérée ne sont formées que de fractions simples égales chacune à chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties entières, s'il y en a.
Méthode de décomposition. — Pour effectuer la
Fix) décomposition d'une fraction rationnelle — — r ? on déter-
minera la partie entière et les fractions qui correspondent aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, comme on l'a vu aux n°* 217 et suivants. Quant aux fractions qui correspondent aux facteurs réels du second degré, on pourra les déterminer successivement par le procédé même qui nous a servi à démontrer le théorème I. On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients indéterminés.
Dans le cas où les racines imaginaires de l'équs^tion
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f[x)=r: o sont toutes inégales, on peut déduire la noii-
velle expression de la fraction rationnelle -?r^ de celle
qui a été établie au n° 217. Soient, en effet A -f- A- y/ — i et A — k \ — i deux racines iimples imaginaires et conjuguées de réquationy(x) = o; l'expression de la fraction — — ; contiendra les deux termes suivants :
f'i^h—ksi—l) x-^h-hksj — i
dont la somme a la forme
et peut en conséquence se réduire à une expression telle que
[jr. — fiY'-^ k^*
Il résulte de là que la fraction -, — ^,,,- -ri? où P et Q désignent des constantes réelles, pourra remplacer, dans l'expression de yj^ : i les deux fractions simples qui correspondent aux racines A =h A: y — i .
Conditions pour que l'intégrale d'une différentielle rationnelle soit algébrique.
228. L'une des applications les plus importantes de la théorie qui vient d'être exposée est l'intégration des différentielles rationnelles. Nous n'avons point à nous
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occuper ici des détails de cette intégration, et nous nous bornerons à donner les conditions pour qu'une différentielle rationnelle ait une intégrale algébrique. Soit une différentielle rationnelle
et
a,b,...,l étant des quantités réelles ou imaginaires; on mettra la fraction -^. — { sous la forme
y(xj ^ ' [x — a)* [x — «)*-* x—a
B Bt Bff^i
^ [a^-lf^ [x-~l )^-» ^ • • • ^ X - /
Yix] Pour avoir l'intégrale de yj — t dx, il faut multiplier par
d^o? chaque terme de cette valeur de -7f-\i et intégrer
tous les résultats. Or les seuls, parmi ces résultats, dont l'intégrale n'est pas algébrique sont ceux qui ont pour dénominateur la première puissance de l'un des binômes X — a, X — J, ....
On a en effet, si (xl n'est pas égal à i,
XfU A
const.,
et, si a'= I,
kdx
:= Alog(x — a) -\- const.
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Donc, pour que —^ dx ait une intégrale algébrique, il
Yi.r]
faut et il suffit que, dans le développement de - ~ en
fractions simples, il n'y ait aucun terme dont le dénominateur soit du premier degré, c'est-à-dire que l'on ait
A^i = o, B«_i = o, Cp-., = o, ....
Cela exige d'abord que le polynômey(x) ne contienne aucun facteur linéaire simple. Nous avons vu, au n° 22i , qu'en posant
on a
Afr-i = — -. — j JSe-i =
a — ij '""■ 1.2...(6 — ij
Y, — r dx soit algébrique sont donc
quelles que soient les quantités a, i, . . . , c, réelles ou
imaginaires.
Ces conditions sont en même nombre que les racines
a, J, . . . , /; mais, si le degré de F(j:) est inférieur de
deux unités au moins à celui àef[x)^ l'une d'elles sera
comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le
degré àef[x)y et supposons que F(a?) soit au plus du
p / _ \ degré m — 2; la partie entière E(j:) de - —7 sera nulle,
et, si l'on réduit au même dénominateur toutes les fractions simples, pour les ajouter et recomposer la fraction
, ' > on voit sans peine que le numérateur de la frac-
SECTION II. CHAPITKB III. 5n
lion aînsî obtenue contiendra x'^"* avec le coefficient
Ce coefficient doit être nul, puisque F[x) est du degré m — 7. an plus ; on a donc
et 9 par conséquent, Tune des conditions pour que
/— 7 — ( dx soit algébrique rentrera dans les autres.
L'équation précédente comprend, comme cas particulier, une formule que nous avons établie au n** 217.
application à un problème de Géométrie.
229. Comme application des considérations que nous venons de présenter, je traiterai ici succinctement un cas particulier d'un problème dont j'ai donné la solution générale dans le XXXV" Cahier du Journal de l'École Polytechnique, et dont voici l'énoncé :
Problème. — Trousser toutes les courbes algébriques dont Varc indéfini s'exprime par un arc de cercle, et dont les coordonnées rectilignes sont des fonctions rationnelles de la tangente trigonomètrique de cet arc.
Si l'on désigne par i l'imaginaire y — i , par h une quantité positive, et par &) un angle réel, puis que l'on
fasse
r = [z — ay-^^ [z — h)P^^ (z__ c)-?-^*, . . .,
a et ce étant des constantes imaginaires et conjuguées, ainsi que b et S, c et y, . . . , et m, tî, /?, y, . . . étant des entiers positifs, la solution générale du problème proposé
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sera donnée par la formule
pourvu que les constantes a, i, c, . . . , a, 6, 7, - . • soient choisies de manière que l'intégrale qui figure dans la formule précédente soit algébrique. On a effectivement
et, en changeant i en — i,
^* ~ idy z= k (costi - / sine») - ^^^yj^^, ^«.
La multiplication des formules précédentes donne
, dx^^dy'^^- -, d'où ^dx^^dy^ = k .
et
^d,T^ H- ^^' = /* arc tangz.
Comme le degré du numérateur de la fraction
- 7> .--—i, est inférieur de deux unités au decré du dé-
nominateur, si fx désigne le nombre des constantes a, b, c, . . . , ou a, 6, 7, ... , il suffira de satisfaire à fx — i conditions pour rendre algébrique l'expression de a: -+- y '. Lorsque t et t se réduisent à Tunité, notre formule ne donne pas d'autre courbe que le cercle ; le cas le plus simple est donc celui dans lequel on a
la formule (i) devient alors
fl . • N ffz — «!''+» (z —il'" ^
(a) .r + ^j ^ ^(cosc. + i sin») j ^^_ ^^„^,^^ ^ ^^^^.^dz, et une seule condition suffira pour que l'intégrale soit
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algébrique. Pour trouver cette condition de la manière la plus simple, soit u une nouvelle variable et posons
Faisons aussi, pour abréger,
on aura
et
puis
dz la — i ,
— • du
(z -H/)* ni a -\- é {z — i)"*dz I fa — /\ '"■♦'*
iz-i-i
u'"dtt^
Z\ — a oLt-iu — Ç D'après cela, la formule (2) devient
en faisant, pour abréger.
A OT
A = — : AfcoSft) H- {SmMj ( ■ I ( : )
Il ^ 'Xa-hiJ \a-hij
On voit alors que la condition pour que x-i-ij soit algébrique est
Cette équation en ^ est du degré m -H i ; elle a une racine égale à I , et, si /z est inférieur à m, elle a m — /i racines nulles ; le nombre des racines différentes de o et de I est donc égal au plus petit des nombres m et ti ; on reconnaît que toutes ces racines sont réelles, inégales et s. — jiig. sup.f 1. 33
comprises entre o et i , en appliquant n fois de suite le théorème de RoUe à Téquation
qui a m racines nulles et ti -|- i racines égales à i . Les racines nulles de l'équation (4) ne peuvent nous convenir, car, pour ^ = o, la formule (3) donne a n= — i ou a ^- ^ - /; mais Tune de ces équations entraîne Tautre, puisque a et a sont conjuguées;' les facteurs z — a, z — a deviennent-?+ I, z — i; par suite on retombe sur le cas où les polynômes ï et t se réduisent à Tunité. Pour ^ ^= t Téquation (3) donne a = a, et la formule (a) se réduit encore à celle que donne Fliypothèse t = x =^\
Mais à chacune des racines ^ comprises entre o et i répondent, pour a et a, des valeurs imaginaires et conjuguées l'une de l'autre. Remarquons d'abord qu'on peut supposer
(5) fla=:i
sans diminuer la généralité de la solution, car on ramènera le cas contraire à celui-là par un changement de variable. Il suffira effectivement d'écrire au lieu de z,
I — iZ
en prenant pour e Tune des racines de l'équation
aoL — I
par la transformation dont il vient d'être question la formule (2) devient
X-+ /r^-/(cos« + /sm«)j (^_
ai et «1 ayant les valeurs suivantes :
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d'où Ton conclut a^ ai = i . On peut donc admettre l'équation (5) et de cette équation combinée avec (3) on tire alors
en donnant à a et à a ces valeurs, dans la formule (2), l'expression de x -h «7 sera algébrique.
Détermination cV une fonction rationnelle par le moyen des ^valeurs qui répondent à des valeurs données de la variable.
230. Une fonction entière du degré m de la variable x est entièrement déterminée lorsque Ton connaît les valeurs de cette fonction qui répondent à m -f- i valeurs données de x. Quand les valeurs de x dont il s'agit forment une progression arithmétique, la fonction peut être obtenue par la méthode que nous avons exposée au n^ 1 56 ; mais il est important d'avoir une formule qui embrasse tous les cas. Cette formule est précisément, comme on va le voir, celle qui a été établie au n® 217, et qui exprime la valeur d'une fraction rationnelle décomposée en fraclions simples.
Soient
les valeurs d'une fonction entière F(x) du degré m, correspondant aux valeurs données
jTq, ^j, .rj, . . . , JT^
de la variable x\ posons
/(x) ^z (x — x^] [x — :ci) (x — ;r,) . . . (a: — x,^),
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on aura
^ X Xq X Xy X Xf^
et, par conséquent,
Cela posé, le degré def{x) surpassant d'une unité celui de F(x), on a (nO 217)
FM^Ff-rJ 1 ^ F(x^ î ^ , Ff.r^) 1 f[x} /(.roj a: — ;ro /'(j:,) x-x^ /\x„)x-^ r„'
et, en chassant le dénominateury(x), il viendra
Xt, —
Xi)(a:o — J^i)...(j^O— ^
(j:— .rn ] fx-- .rj . , .(x — .r,.._i ) ^
Cette formule donne la solution de la question proposée : d'ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solution; car, s'il existait une fonction F|(j:) du degré ///, différente de F[x) et satisfaisant aux conditions du problème, l'équation
qui est au plus du degré m, admettrait les m-:- i racines Xoy Xi, . . . , Xmy ce qui est impossible.
On peut encore résoudre la même question en raisonnant comme il suit : si les valeurs données uo, U| , . . . , U;» sont toutes nulles à l'exception de l'une d'elles ii^y et que celle-ci soit égale à l'unité, il est évident que la fonction demandée est déterminée et a pour valeur
(*|* -^0 ) • • • (^n — ^|fc— 1 ) l^jfc — ^ji+l ) • • • ( •'■ji — -^
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Cela étant, on aperçoit de suite que, dans le cas générai, la solution du problème proposé est donnée par la i'ormiile
F{x) -.- Uq Xo -f- a, X, -f- . . . -f- u^X„^,
231 . 11 est souvent plus avantageux de donner à l'expression de la fonction demandée F(x) la forme à laquelle nous avons été conduit au n? 156, dans le cas particulier où les valeurs données de la fonction répondent à des valeurs équidistantes de la variable. On y parvient facilement par la méthode des coefficients indéterminés ; car, si Ton pose
i*['r] :Ao —Al (x -— JCo)-f- Aj(:c — ^o) [^ — J^i) -h As (df~.ro) [x — Xi) [x — J?i)-h. . • -^- A;„(x — .ro).. [x — Xn^i),
les constantes Ao, A|, ..., A^ pourront être déterminées successivement au moyen des équations de condition
//o — Ao,
//. ■■■■' Ao-f- A,(.rj —Xq),
/.-,> --_: Ao -:- A,(jr, -- Xo) -h A,(jr, — x^) (x, — Xj),
"m"- Ao 'h Ai(.r^— Xo) n- - • . -4- A;„(x^ — Xo)...(x;„— .rl_ j).
Lorsque les valeurs données
forment une progression arithmétique dont la raison est h, on tire immédiatement des équations précédentes
Ao-tfo» A,4=— — 7-7
et Ton retrouve la formule du n® 156*
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232. La formule du n° 230 n'est qu'un cas particulier d'une autre formule plus générale, que Cauchy a fait connaître dans la Note V de son Analyse algébrique, qui donne la solution du problème suivant :
Problème. — Troux^er une fonction rationnelle u de la variable x, dont le numérateur et le dénominateur soient des fonctions entières des degrés m et n respectivement, connaissant les m H- /n- i valeurs de u qui répondent à m-f n-i- i valeurs données de x.
Il est évident que ce problème ne peut admettre qu'une seule solution ; car, si deux fonctions distinctes
Ffx) F,_f_.r)
remplissaient l'une et Tautre toutes les conditions de l'énoncé, il est évident que l'équation
qui est au plus du degré m -f- «, admettrait pour racines les m 4- 7ï -h I valeurs données de Xy ce qui est impossible.
Cela posé, soient
''Oi ^U "il • • -t "w-»-a
les valeurs de u qui répondent aux valeurs données de Xy
■^Oi -^li ^1» •••» ■^/n+/»'
Supposons d'abord que m de ces m -:- n valeurs de n soient nulles; que Ton ait, par exemple,
«rt+i = o, «;n.j = o w„+« = o;
il est évident que le numérateur de la fonction cherchée sera
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A étant une constante arbitraire; par suite , le dénomi^ nateur sera égal à
A(x — x„+,) (.r — JTn+x) . . • (^.— ^'»+m) u
et si l'on donne à x les valeurs successives Xo^ ^i ^ • •• oc„y il prendra les valeurs correspondantes :
— (^0 — ^n-hX ) (^0 — ^n-M ) • • • l'^o — */H-m)»
on peut donc obtenir l'expression du dénominateur de u par la formule du n° 230, et l'on trouve ainsi
A , , (x — X,) (or — j:,)...(.r — ar„)
Alors, en donnant à la constante arbitraire A la valeui
\^o — ^n-hl j • • • i -^0 — ^n-^m j
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le numérateur de la fonction u sera
et cette même fonction aura pour dénominateur le terme
(a) rf^rr.^.M^, : - -^ , r — ~- — ■ —
augmenté des n termes qu'on en déduit en faisant toutes les permutations des indices o, i, 2, . . ., r.
L'analyse du cas particulier que nous venons d'examiner nous conduit immédiatement à la solution du cas général.
Supposons effectivement que les quantités uq, U|, ..., i^A+m soient quelconques ; faisons dans chacune des expressions (1} et (a) toutes les permutations possibles des m-r-n-hi indices
o, I, 2, . . ., (mn-Tz),
et ajoutons, dans chaque cas, tous les résultats obtenus. La première somme sera le numérateur de la fonction demandée, et la seconde somme sera son dénominateur; on aura ainsi
uu u - - (^ - ^,^,) [•'^ — ^,^t>) . » . (^ — ^.^n,) , _^
u u u - ^(3-5)>L^^'I:^^if-.^:fi^ ^.
Rien n'est plus facile que de vérifier ce résultat ; faisons en effet x = j:„, le numérateur de la formule précédente se réduira au produit de Un par la somme
où les termes qui suivent le premier se déduisent de cc-
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lui-ci en faisant toutes les permutations des m-\-n indices
Or c'est à cette somme que se réduit aussi le dénominateur de u pour x=^Xn\ donc la formule (3) donne 11=2 u„ pour X =^ Xn'i et, comme tout est symétrique par rapport aux indices, on Siu^r: u^ pour x =^ x^, quel que soit l'indice [x,
La formule (3) subsiste dans le cas de /i = o, pourvu qu'on réduise son dénominateur à l'unité; elle coïncide alors avec la formule du n*^ 230; elle subsiste également dans le cas de m -rr:: o, pourvu que l'on remplace le numérateur par UoUi , . ,u„.
Dans le cas de /w= /i := i, la formule (3) donne
ffpV.' — • ^^ù^,: ^-«l"^7 \, -- T
3^0 — X Xf — X X^ — X
"• {xy-x,)(x,-^x^) "^ "' (x,-x,)(x,-x,) "^ "' (7, - .rj\x, - A- )
Des séries récurrentes, 233. Une série
ordonnée par rapport aux puissances entières et croissantes de la variable x, est dite récurrente, lorsque, pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite, le coefficient de x" peut s'exprimer, quel que soit tz, par une même fonction linéaire des coefficients des puissances inférieures pris en nombre fixe. En d'autres termes, la série que nous considérons sera récurrente, si, pour toutes les valeurs de n qui surpassent une certaine limite, on a identiquement
m étant un entier quelconque, et «©> «<> • • • ? «m des quantités constantes. La suite de ces quantités
est ce qu'on nomme Véchelle de relation de la série récurrente.
Cela posé, nous établirons à l'égard de ces séries les deux propositions suivantes :
Théorème I. — Lorsqu'une série ordonnée suiv^ant les puissances croissantes de la variable x est à la fois cons^ergente et récurrente, elle a pour somme une fraction rationnelle.
En effet, soient cp (x) la somme de la série proposée (l) ûo-l-czi x -A-a^x^-h. . .H-fl;,ar'*4-. . .
et
Oto, «1, • • - 1 «m
son échelle de relation, en sorte que l'on ait
pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite.
Posons
/(x) = ao^r"*-!- ai «'»-* -h. . .-+- «m-i ^ -^ «m,
et multiplions la série (i) parle polynômey(x). Chaque terme de ce multiplicateur donnera pour produit une série convergente, et la somme des m -h i séries qui répondent ainsi aux /w-hi termes dey*(x) sera évidemment une série convergente qui aura pour somme le produit (f[x)f{x). Or, en ordonnant cette dernière série suivant les puissances de jc, on trouve que le coefficient de x" est précisément le premier membre de l'identité (2); et, comme ce premier membre est nul,
pour les valeurs de n qui surpassent une certaine limite, la série que nous considérons se réduit à un polynôme F (x) composé d'un nombre fini de termes; on a donc
d'où
, . Ff.r)
ce qui démontre le théorème énoncé.
Théorème II, — Réciproquement , toutes les fois qu'une fraction rationnelle peut se développer en une série com^ergente ordonnée suis^ant les puissances croissantes de la variable, cette série est récurrente.
En effet, supposons que la fraction rationnelle -p—\
soit développable en une série convergente et que Ton ait
Ff^l
pour certaines valeurs de la variable x. Soit aussi
Le produit de la série (i) parle polynôme (2) est une série convergente qui a pour somme le produit
donc, pour toutes les valeurs de n qui surpassent une certaine limite, le coefBcient de a:" dans le produit dont il s'agît doit se réduire à zéro. Or ce coefficient a pour valeur
donc on a
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pour toutes les valeurs de n, à partir d'une certaine limite ; cette condition exprime que la série proposée est récurrente.
234. On peut obtenir de la manière suivante le développement d'une fraction rationnelle en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de la variable.
Décomposons la fraction rationnelle donnée»— - en
fractions simples, et supposons que l'on ait trouvé
Pour résoudre la question que nous avons en vue, il suffit de développer eh série, par la formule du binôme,
chacune des fractions simples j — ——ou A(x — a)'*.
On a ainsi
[aj:^a(a-'-l)a:'_ Hj
et, si pn désigne le coefficient de x" dans E (a:), le terme général du développement de - - en série sera
Dans le cas particulier oCiles racines a, ... de^(x) ::rz o sont toutes simples, on a a = i et A = ^y - ; le terme
général se réduit à
Ainsi la série récurrente dans laquelle se développe la
Ff.r)
fraction - — peut s'obtenir par Taddilion de plusieurs
séries provenant des développements de diverses puissances négatives et entières des binômes a — a:, h — x, . . . . D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les valeurs de Xy dont le module est inférieur au plus petit des modules des quantités a^h^ ...; on peut donc énoncer la proposition suivante, qui est un cas particulier d'un théorème de Cauchy relatif au développement des fonctions :
Théorème. — Une série provenant du développe^
ment d'une fonction rationnelle ^. ' ' - est convergente
pour toutes les ^valeurs réelles ou imaginaires de x dont le module est inférieur au plus petit module des racines de r équation f(x) = o.
Exemple. — Proposons-nous de former la série récurrente dans laquelle se développe la fonction
P H- Qr
r COSfli
où P, Q et w désignent des constantes données.
Décomposant cette fraction .en fractions simples et employant, comme nous l'avons déjà fait précédemment, la notation usuelle des exponentielles imaginaires, savoir,
on a
I — a:&* V^ I — jTÉf-'-v/^
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A et B étant des constantes qui ont respectivement pour valeurs
A=- î Bm — . •
2sinwv^— I 2sin.«v/— I
Développant en série chacune des parties de^[x)y on trouve
OU, en remplaçant A et B par leurs valeurs
2 siiiw ^ — I
En remettant à la place des exponentielles imaginaires leurs valeurs, on a, toutes réductions faites,
P -4- Q.^ ^ Psin(/i -i-i)» :-Qsinww ^
I — 2J:COSw + a:' J^ Sinw
Le terme général du développement est donc
L sin» sin«i> J ^
CHAPITRE IV
DES FONCTIONS ALTERNÉES ET DES DÉTERMINANTS. APPLICATION A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS.
Des fonctions alternées.
235. On jxoiavoiQ fonction alternée de plusieurs quantités toute fonction qui change de signe, mais en conservant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange deux quelconques de ces quantités entre elles. Nous ne nous occuperons ici que des fonctions alternées rationnelles.
Il résulte de la définition précédente que le carré d'une fonction alternée est une fonction symétrique.
Quand on échange plusieurs quantités entre elles, d'une manière quelconque, on dit que Ton a exécuté sur ces quantités une substitution : la substitution qui a pour objet de remplacer deux quantités Tune par Tautre se nomme transposition. Nous reviendrons avec détails, dans la suite de cet Ouvrage, sur ces importantes notions; pour le moment, il nous suffît de remarquer que toute substitution qui ne se réduit pas aune transposition peut être exécutée par le moyen de plusieurs transpositions successives ; car, si, parla substitution dont il s'agît, une certaine quantité a doit venir prendre la place occupée par la quantité i, on pourra produire ce premier effet par la simple transposition des lettres a et b; la. quantité a occupera ainsi la place qu'on veut lui assigner, et il restera à exécuter une certaine substitution sur les
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quantités restantes. On peut appliquer à celle-ci le raisonnement que nous venons de faire et, en continuant ainsi, il est évident qu^on aura exécuté la substitutioo proposée au moyen de plusieurs transpositions.
Cela posé, soit V une fonction alternée. Une première transposition changera V en — V, une deuxième transposition reproduira la valeur primitive V, et ainsi de suite ; on peut donc énoncer la* proposition suivante :
Une substitution qui équivaut à un nombre pair de transpositions ne change pas la valeur d' une fonction alternéeY ] au contraire, toute substitution qui équivaut à un nombre impair de transpositions change Y en — V.
236. Il est facile de former l'expression générale des fonctions alternées de m quantités
Désignons, en effet, par P le produit des •
différences
(•c— a), [c'-b], [o,] { {d^a), (d^b), (rf-c),
je dis que P est une fonction alternée. En effet, soient a et S deux quelconques des quantités (i), dont nous écrirons la suite de cette manière :
la différence
fera partie des facteurs (2) qui composent le produit P;
écrivons ceux des autres facteurs de P où la quantité a figure en regard des facteurs qui dépendent de S :
Les facteurs qui composent Tune quelconque des trois lignes de ce tableau peuvent être groupés deux à deux, de manière que le produit des différences d*un même groupe, tel que
(a__û)(6--«) ou {g^a){^^g) ou (y— a) (y — 6),
ne change pas quand on transpose a et 6 ; d^ailleurs, par cette transposition, 6 — a se change en a — S; donc aussi P se change en — P, et, en conséquence, le produit P est une fonction alternée.
Soit maintenant V une fonction rationnelle et alternée quelconque des quantités (i); le rapport
ne changera par aucune transposition ; donc ce rapport est une fonction symétrique S et, par conséquent
V = SP
On a ainsi cette proposition :
Théorème. — Toute fonction rationnelle et alternée
de m quantités est égale au produit d^une fonction
, . j m (m — t] f.yr» T
sjîitetrique et des différences obtenues en
combinant deux à deux les m quantités données.
Si la fonction alternée V est entière, la fonction symé-
S., Alg. Slip, — 1. 34
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trique S sera aussi entière. En eflfet, V se changeant en — V par la transposition des lettres a et i, il est évident que l'on a V = o, quand on pose b = a, et, en conséquence, le polynôme V est divisible par la différence b — a ou a — b. D'ailleurs a et i désignent deux quelconques des quantités données, et il en résulte que V est divisible par P.
237. D'après ce qui précède, l'étude des fonctions alternées est ramenée à celle de la fonction P.
Si l'on effectue le produit des différences (a) et qu'on opère la réduction de termes semblables, on aura la valeur de P sous la forme d'un polynôme homogène du
degré — ^ • par rapport aux quantités a, 6, ....
L'inspection du tableau des différences (a) montre que, dans la partie de P multipliée par f""* , le coefficient de /'""* s'obtient en rejetant la dernière ligne du tableau (a) et en faisant le produit des différences restantes; pareillement, dans la partie de ce coefficient qui est multipliée par Ar'"~2, le coefficient de /r'""^ s'obtient en rejetant les deux dernières lignes du' tableau (a) et en multipliant les autres différences; en continuant ainsi, on reconnaît que la fonction P renferme le terme
avec le coefficient -h i . Nous donnerons à ce terme le nom de terme principal.
Cela posé, je dis que l'on a
Dans cette formule, le signe \ embrasse les i.a.../7z
termes qu'on peut former, par les substitutions, au moyen du terme principal. Celui-ci a le signe H-, et chacun des termes qui suivent a le signe + ou le signe — suivant qu'il se déduit du terme principal par un nombre pair ou par un nombre impair de transpositions. Pour justifier notre assertion, soit
un terme quelconque du second membre de la formule précédente, les exposants a, S, y, ..., X étant les nombres o, I, 2, ..., [m — i) pris dans un certain ordre. La même fonction renfermera aussi le terme
qui se déduit du précédent par la transposition des lettres a et b; ces deux termes ont d'ailleurs des signes contraires, car les substitutions au moyen desquelles on les déduit du terme principal équivalent Tune à un nombre pair, l'autre à un nombre impair de transpositions; enfin la somme des deux mêmes termes est divisible par i — a. Il résulte de là que la fonction considérée est divisible par le produit des différences (2), c'està-dire divisible par la fonction P ; en outre elle est du même degré que celle-ci et elle a avec cette fonction un terme commun : donc elle lui est égale.
On doit remarquer qu'au lieu d'exécuter les substitutions sur les lettres
on peut, si on le juge à propos, les faire porter sur les exposants
bu
Cx,
Ct,
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Des déterminants.
Considérons les ni^ quantités
qui forment m lignes horizontales comprenant chacune m termes, ou m colonnes verticales également composée de m termes, et reprenons la fonction alternée
P =\ zta^b^c*... /'«-«/"»-*
des m quantités
Supposons que dans chacun des termes de P on remplace tous les exposants par des indices de même valeur, et désignons parD le résultat qu'on obtient ainsi; on aura
(2) Dz=:^±:ûo^<:,.../m-l^m-l.
La règle que nous avons donnée pour former les différents termes de P s'applique aussi à la fonction D ; ainsi dans cette fonction chaque terme a le signe •+- ou le signe — , suivant qu'il faut un nombre pair ou un nombre impair de transpositions pour le former au moyen du terme principal
-+- ÛQ ^1 c, . . . /"/M-j ^m-f
La quantité D est une fonction des m^ quantités (i) : elle est dite le déterminant de ces quantités et l'on écrit
8KGTION II.
CHAPITRE IV
habituellement
Co . . . /o
bx
Cl . . . /i
Les substitutions nécessaires pour former les termes de D au moyen du terme principal peuvent porter indifféremment, soit sur les lettres a^b, ..., l, soit sur les indices o, 1, ..., (m — i), d'où Ton peut conclure celte proposition :
Un déterminant ne change pas de valeur lorsqu'on remplace les colonnes verticales par les lignes horizontales, de manière que le terme principal reste le même.
Le déterminant D est une fonction linéaire et homogène des m quantités
et si Ton pose
(4) D = Aoao + Ai^i +A,a, +.. . + A;„_ia„t_„
la formule ( a ) montre que A^ n'est autre chose que le déterminant
Ao =^\ it ^, c, . . . A^^^ /^_„
ou
Ao =
^m-\ Cm-i
dans lequel le terme principal est i^ Ca... /m- 1» Si, dans la partie Ao«o du déterminant D, on transpose les indices o et I, on obtiendra les termes en a^ changés de signe,
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mais les signes seront rétablis si Ton fait ensuite la transposition des indices o et m — i ; on a donc
et, en continuant ainsi , on voit facilement qu'on obtiendra, quel que soit /x,
Cm-l
Im-x
^pi^l ^Y^\
Il résulte de là que/sachant former le déterminant relatif à [m — i)^ quantités, on saura former également le déterminant qui se rapporte à m* quantités.
Comme la fonction P change de signe quand on transpose deux des lettres a, b, ..., ou deux des exposants o, I, 2, ..., il est évident que le second membre de la formule ( 1 ) changera également de signe si Ton transpose soit deux lettres, soit deux indices ; on a par conséquent cette proposition :
Un déterminant change de signe en conservant la même valeur absolue quand on échange entre elles soit deux lignes horizontales y soit deux colonnes verticales.
Et il en résulte cette conséquence :
Un déterminant s'és^anouit lorsque deux lignes horizontales ou deux colonnes verticales sont composées des
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mêmes termes, ou lorsque les termes de l'une sont proportionnels aux termes de l'autre»
Ainsi la formule (4) donnera
) o = AoCo + AiCi-f-. ..-4- A;„_4C;„.i,
l o = Ao /o + Aj /, + . . .
239. Remarquons encore que les fonctions P et D deviendront identiques si Ton a, quel que soit fif
a^ = a«*, b^z=ib^y . . . , d'où il résulte que la fonction
X(c— «)(c— é) yc,[d-a){d—b){d-c)
:^{l^a)(l-b){l-c)...[l-i) est égale à Tun ou à l'autre des déterminants
D'ailleurs
, si Ton pose
on a
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et l'on conclut de là
240. Résolution de m équations du premier degré ▲ m INCONNUES. — Les formules du n° 238 donnent immédiatement la résolution d'un système d'équations du premier degré entre un pareil nombre d'inconnues. Car soient les m équations
OqX -h b^y 4- CqZ -+- . . . -h /o " — Jo» a,x+ hijr-hciz -f- . . . H- /itt = Ji,
entre les m inconnues a:, j-, z, ..., w. Conservons les notations du n^ 238, et ajoutons les équations proposées, après les avoir multipliées respectivement par les facteurs
Aq, Al, Af, . . ., A^_j;
on aura, par les formules (4) et (6) du n** 238,
Dar r= Ao Jo + Al Ji -h . . . -hA^^ J«-„ ou
en désignant parX ce quedevientle déterminant D quand on remplace la lettre a par s, en conservant l'indice. Si donc on représente par
les valeurs que prend D, quand on remplace par la lettre s chacune des lettres
rt, h, c, ...,/,
successivement, les valeurs des inconnues seront repré-
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sentées par les expressioDS suivantes :
dans lesquelles le dénominateur commun est précisément égal au déterminant D.
241 . II n'entre pas dans nos vues de présenter une étude complète des déterminants, et, pour ce qui regarde les détails de cette théorie, nous renverrons le lecteur au Mémoire de Jacobi publié dans le tome XXII du Journal de d'elle. Mémoire dans lequel l'illustre géomètre a présenté une exposition d'ensemble qui ne laisse rien à désirer. Nous nous bornerons ici à établir les propositions qui sont indispensables pour l'objet que nous nous proposons.
Il convient, dans ce qui va suivre, de faire une légère modification aux notations dont nous avons fait usage jusqu'à présent. Au lieu d'introduire plusieurs lettres affectées d'un indice, pour représenter les quantités données, je n'emploierai désormais qu'une seule lettre affectée de deux indices.
D'après cela, un système de m* quantités données sera représenté par
' . ] -^l,!' «1.1 ^m,ii
l'expression générale de ces quantités sera ainsi
chacun des indices i et y pouvant prendre les m valeurs I, 2 (/w — i), m,
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et le déterminant sera
quant au terme principal, il sera toujours
et tous les autres s'en déduiront en conservant la série des premiers indices dans Tordre naturel, et en exécutant sur la série des seconds indices toutes les substitutions possibles. Chacun de ces termes sera d'ailleurs pris avec le signe H-ou avec le signe — , suivant que la substitution qui Ta fourni équivaut à un nombre pair ou à un nombre impair de transpositions.
Il est évident qu'au lieu de faire porter les substitutions sur les seconds indices, on peut, si on le juge à propos, les exécuter sur les premiers indices.
On doit remarquer que, si l'on a
pour toutes les valeurs de i inférieures à jf, le déterminant (a) se réduit à son terme principal. En effet, quelles que soient les quantités (i), on a (n^ 238)
dans notre hypothèse, les déterminants partiels de cette expression s'évanouissent tous, à l'exception du premier, car chacun des termes dont ils sont formés renferme un facteur égal à zéro. On a donc
^=ûl,l\±^î,J«8.3.-.«i
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par le même raisonnemenV, on trouvera
et Ton a, par conséquent,
243. Soient D le déterminant de m^ quantités aij et D'ce qu*il devient quand on donne à chaque élément aij l'accroissement a/j; il est facile de trouver l'expression de D' ordonnée par rapport aux. accroissements a.
Le déterminant D étant une fonction linéaire et homogèiie des quand lés
si Ton donne à ces quantités les accroissements respectifs
(2) *l.li ««,1» • • •» «m.li
D deviendra
D -+- Di,
en désignant par D| ce que devient D quand on y remplace les quantités (i) par les quantités (2).
SI, dans cette dernière expression, on donne aux quantités
(3) «1.1» ^î.ïi "'y «m.l
les accroissements
et que l'on désigne par Da et D<,2 ce que deviennent D et D< par la substitution des quantités (4) aux quantités (3), on obtiendra pour résultat
D-+-(Di-hD,) + Di,,;
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en poursuivant cette série de substitutions, on parviendra à Texpression de D' qui sera évidemment
D' rrr D f Si -+- S, -<- . . . H- S;„;
dans cette formule S^^ désigne généralement la somme
j m(m — i). . .{m — |*-hi) i, • i» u
des — ^ '- —^ ' déterminants que ion ob-
tient, quand on remplace la lettre a par a dans jca lignes horizontales du déterminant D.
Nous pouvons tirer de ce résultat une conséquence qui nous sera utile. Si les quantités a/j sont telles que
soient proportionnelles à
pour toutes les valeurs des indices ^ et v, chacun des déterminants contenus dans les sommes S2, S3, ..., Sm s'évanouira; car, dans chacun d'eux, deux lignes horizontales seront formées de quantités proportionnelles. La formule précédente se réduira donc à
D'=:D-4-Si,
ou à
D' ~ D H- Dj 4- Dj -4- . . . 4- D;„,
D|, Da, . . . , Dm étant les valeurs que prend D quand on remplace a par a dans chacune des lignes horizontales successivement.
244. Nous compléterons ces notions sur les déterminants en démontrant un théorème qu'on doit regarder comme fondamental et auquel Binct et Cauchy sont parvenus Tun et Tautre, en généralisant des résultats obtenus précédemment par Lagrange et par Gauss.
Théorème. — Etant donnés deux systèmes de mn quantités, savoir :
posons
Ci.k = «1,1 ^uk + «1,1 ^«.* 4- ... H- «n./ ^».*»
et formons le déterminant de m^ quantités, sai^oir :
cui
Si m est supérieur à /i, on aura
Si m est égal à ti, et que Von désigne par A et B les déterminants formés avec les quantités [à) et [b) respectivement, on aura
C = AB
Enfin, si m est inférieur an, et que l'on désigne par A le déterminant formé en prenant m colonnes verticales du tableau (a), par B le déterminant formé avec les colonnes correspondantes du tableau (i), de manière que B se déduise de A par la transposition des lettres a et b, on aura
c^Vab,
lesigne\ embrassant autant de produits AB que Ton
peut former de combinaisons avec n choses prises m à m.
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En effet, si Ton représente, pour abréger, par
la valeur dec,-,*, le terme principal du déterminant C
sera
chacun des m nombres X, (ut, y, ... devant recevoir les valeurs i, 2, . . ., 7i; on peut écrire aussi
Cela posé, pour avoir le déterminant C, il faut ajouter à ce terme principal, avec un signe convenable, tous ceux qu'on en déduit quand on échange entre eux, de toutes les manières possibles, les seconds indices des lettres c, en laissant invariables les premiers indices. D'ailleurs, par ces substitutions, les deux indices de chaque lettre a restent invariables dans l'expression de c/,;^, et les seconds des indices des lettres b changent seuls. On a donc, par la formule précédente,
C = y ( <^^i ^i*.« «v,î . . . y^ ±: h.i V« ^v,5 . . . j » ou
c = \ iJl)«x,i û|*.j ^.j • • • »
en posant
Dans cette dernière formule les m indices X, ^ut, v, ... sont invariables, et comme chacun d'eux doit avoir l'une des n valeurs i, 2, ..., n, on voit que, si m est supérieur à 71, deux au moins des indices X, ^, v, ... seront égaux
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entre eux ; il y aura donc deux colonnes verticales identiques dans le déterminant ifb et Ton aura lib = o, d*où
Si Ton a m = n, le déterminant itb sera encore nul, à moins qu'on ne prenne pour la suite
celle des m nombres
dans ce cas, soit s le nombre des transpositions qu'il faut effectuer dans cette dernière suite pour la faire coïncider avec la précédente, on aura évidemment
tJÎ,:=: — i)*B, et, par suite,
C = bV ( — I )*ax,i ûp,,, ûv,5
Or il est évident que la somme contenue dans le second membre de cette formule est égal au déterminant A des quantités [a); donc
C = AB
Supposons enfin m<^n; pour que ilî) ne soit pas nul, il faut, comme précédemment, que deux quelconques des indices A, u, v, . . . soient inégaux. Quand il en est ainsi, alS> coïncide au signe près avec le déterminant B formé en prenant m colonnes verticales du tableau ( J); alors, si^ désigne le nombre des transpositions qu'il faut faire subir aux premiers indices du terme principal de B pour obtenir la suite X, fx, v, . . . , on aura
i«, = (~.i)*B, puis
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Si Ton se borne à donner aux indices X, |:x, v, . . • les valeurs qu'on leur a assignées pour former B, le second membre de la formule précédente se réduira à
c'est-à-dire à
AB
On a donc
Cr^VAB,
le signe \ embrassant tous les produits AB qui répondent aux — '-^ systèmes de valeurs que
Ton peut attribuer aux indices X, |ui, v, ....
Remarque. — Si, au lieu de définir les quantités c/^j^ comme nous Tavons fait, on pose
le déterminant des li^ quantités Ci^k est égal à zéro quand m est inférieur à n. Lorsqu'on a /w = /i, ce déterminant est égal au produit des déterminants formés, l'un avec les quantités a, l'autre avec les quantités b. Enfin, lorsque m est > rij le déterminant des quantités c/,^ est égal à la somme des produits obtenus en multipliant le déterminant formé avec n lignes horizontales quelconques du tableau (a) par celui qui est composé des lignes correspondantes du tableau [b).
Effectivement, on fera rentrer cet énoncé dans celui du théorème que nous venons d'établir, si l'on dispose les tableaux (a) et (&) de manière que les lignes horizontales deviennent les colonnes verticales, et qu'on change les lettres m et /z l'une dans l'autre.
Corollaire. — Soient mn quantités ai^x» l'indice i
"variant de i à n et l' indice k de i à m. 6i l'on a m<Cou := n et que Von fasse
le déterminant des quanlités c sera égal à la somme dtfs carrés de tous les .déterminants que l'on peut former avec m^ quantités a composant m colonnes ^verticales du tableau formé auec les quantités a, c'est-à-dire que l'a:? aura
le signe S se rapportant à toutes les combinaisons r\ /■", . . . , /-t^J des nombres 1,2, . . . , n, pris m à m.
Pour démontrer ce corollaire, il suffit de remarquer que les déterminants représentés par A et B dans le théorème précédent deviennent ici égaux entre eux.
245. Le théorème que nous venons d'établir conduit à de nombreuses conséquences dont on verra le développement dans ce qui va suivre. Mais nous ne pouvons nous dispenser ici de remarquer qu'on en déduit immédiatement ce théorème d'Euler.
Théorème. — Le produit de deux sommes de quatre ccu^rés est lui-même la somme de quatre carrés.
On a, en effet, d'après le théorème du n° 244, («1,1 «i.î — ^i.i «i.i ) ( ^u\ ^»*î — ^M ^î.l )
— («i.i ^j,i -f'^a.i ^\a] («i,j ^1.1 ■+■ «j.t *«.i)» Cette égalité ayant lieu identiquement, soient a, b, c, d, p, q. r, s S. — Âlg' sup,, 1. 35
huit quantités quelconques et posons
ai,i=-h a -^ b ^ — I, h^,x^=i-\- p ^q sj — i, «,,, = -ha — b ^— I, ftj,2 =4-/?— <7 y-"'» «1,1 = 4- c ^d^—î, ^1,, =-f-r4- v V ""■'♦
notre identité deviendra
(aî-h /^»4- c«-H ^) (y:>*-+- 9»4- /^4- J*)
=:{ap — bq -^^ rr — ds)* -f- (a^ -h bp — es — dr]^ -+- ( «r — bs — cp -\- dqY -\- [as -h br -h cq -h dp)' ,
ce qui démontre le théorème énoncé.
1 1 convient die remarquer que régalité précédente peut être écrite de plusieurs manières différentes, car on a le droit de changer de signe de Tune quelconque des huit quantités a, i, c, d, p, ^, /*, s.
Des fonctions entières et homogènes du deuxième degré.
246. Nous avons fait connaître au n** 192 une propriété importante des fonctions homogènes du deuxième degré ; cette propriété et les notions que nous venons de présenter forment la base sur laquelle repose l'analyse que nous nous proposons de développer ici. On reconnaîtra toute l'importance de cette analyse, en étudiant les conséquences que Ton en tire pour la théorie des équations
Soit y une fonction entière et homogène du deuxième degré des //* variables
Nous représenterons indifféremment par laij on ^aj^£ le coefficient du produit des deux variables distinctes
XijXj; quant au coefficient du carré de Tune des variables JCi, nous le désignerons par ai^£. D'après cette notation, l'expression de y sera
1=1» /=in
avec la condition
Ainsi, dans le cas de deux variable s , on aura
Désignons par m nouvelles variables, et posons
^i = «1,1 Xj -h a,,i X, -h ... -4- a;„., X,
(^i = «1,1 Xj -h a,,i X, , -"^î = «i.ï Xt •+- a,,j X,
les quantités a/j étant des constantes arbitraires. Si Ton substitue ces valeurs dans l'expression (i) de y, celle-ci se changera en une fonction F des nouvelles variables qu'on peut représenter par la formule
(3) F=:^ ^A,,jX,Xj;
les coefficients Aij sont des fonctions entières des coefficients aij de/ et des coefficients a/j; on a, en outre,
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Le détermmaDl
sera dit le déterminant de la substitution linéaire. (5). Si ce déterminant n'est pas nul, on pourra résoudre les équations (2) par rapport aii\ variables X qui seront ainsi des foiictinns linéaires des variables x. Alors chacunc des formiiles (i) et (3) pourra se déduire de Taulrc pnr le moyen d'une substilutioû linéaire.
247, Nous avons démontré du n" 192 que la fonclionf peut être exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires» et que, dans le cas général, le nombic de ces carrés es^t égal au nombre ni des variables, (^ette déeom position de la fo ne lion y* en carrés peut se faire de plusieurs miiuières difTçrcntcs; cela résulte évidemment du procédé dont nous avons fait usage pour reflecluer et on le reconnaît immédiatement aussi, quand on emploie, pour le mémo objet, la niélliode des coefficients indéterminés. EfTeclivementj si Ton pose
que Ton effectue les opérations indiquées dans le second
membre, et qu'on égale entre eux de part et d'autre les coefficients des termes semblables, on formera seulement
— - ~^ '■ équations de condition, tandis que le nombre
des indéterminées Ax^^, est égal à m?.
Considérons Tun quelconque des systèmes de valeurs
des indéterminées A^,^ telles, que l'équation (i) ait lieu identiquement. Posons
Xj =Ai,,j:i -+-A,,iX, -h. . .-f-A,„,,.rj
= A,,toJ^,-4-A,,^x,-+-. . .-f-A;,
t^/nt
on aura
/=x;4-xî + ...-^xj..
Si le déterminant
■A^l.l -^1,1 • • • "^mA Ai,j Aj^j . . . Am,i
Al, m A].!!, . . . Affi,m
n'est pas nul, on pourra tirer des équations (a) des valeurs déterminées des variables x, savoir
[ ^1 = «1.1 X, -\- aj.i X, -h .
1 X, — a,,,X4 -f- a,,, Xj -T- .
\ .r^=ai,;„Xi-+-a2,,„X,-h. . .
et, en conséquence, la réduction de la fonction f à une somme de carrés pourra être réalisée par le moyen de la substitution linéaire (3); il importe d'examiner ce cas avec attention.
La dérivée - — de la fonction
par rapport à Xk est égale à la somme des dérivées de ses termes ; orladérivée de aijXiXj par rapport à x^v estnulle à moins que l'on n'ait i = k ou j = k; dans le premier
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cas, la dérivée est a^jX], elle est ai^k^i dans le second cas; enfin, si i=jz=kf cette dérivée est aa^^^XA ou ûA,A ^A-H ûA^A ^A> d'où il suit que Ton a
Si Ton multiplie par nx/t cette équation (4), qu'on donne ensuite à k les valeurs i, a, . . . , m, et qu'on ajoute tous les résultats, on obtiendra la formule
qui exprime, dans un cas particulier, une propriété des fonctions homogènes.
Comme on a aussi, par hypothèse,
il viendra, en prenant les dérivées des deux membres par rapport à ota et divisant par a,
■ UL = m 11=1
La comparaison des formules (4) et (6) donne
c'est-à-dire
^i.A = A/.i Ajfc,i -I- A^,, Aa,î 4- ... -h A/.;„ Aa.!»»
pour toutes les valeurs des indices i et h. Si donc on pose
on aura (n° 244, Remarque)
Il résulte de là que le déterminant de la substitution (2) ne peut être nul que dans le cas où Ton a A = o.
Ce déterminant A, formé avec les coeflicients des fonctions linéaires
1 ()/ i df i df
2 ÔX^ 2 dx^ 1 ÔT.^
joue un rôle considérable dans la théorie qui^ nous occupe. M . Sylvester lui a donné le nom àHns^ariani, qui est adopté aujourd'hui par les géomètres.
D'après cela, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Si V invariant d'une fonction homogène du deuxième degré n'est pas nul, toute réduction de la fonction à une somme de carrés pourra être obtenue parle moyen ' d'une substitution linéaire,
248. La dénomination d'invariant, donnée au déterminant A, se trouve justifiée par la proposition suivante:
Théorème. — Lorsque, dans une fonction entière et homogène du deuxième degré, on substitue aux m variables des fonctions linéaires de m noui^elles variables^ l'inv^ariant de la transformée est égal à Vini^ariant de la proposée, multiplié par le carré du déterminant de la
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substitution ; en sorte que, si ce dernier déterminant est égal à I, l'inv^ariant n' est pas altéré par la substitution.
En effet, la fonction proposée y pouvant, dans tous les cas, être réduite à une somme de carrés, posons
et considérons la substitution définie par la formule
OÙ [t. doit recevoir toutes les valeurs i, 2, ..., /7i. Si l'on exécute cette substitution, ^ se changera en une fonction F, telle que
k-=tn
et l'on aura évidemment
pour toutes les valeurs de i et de A", ce qui montre que le déterminant des quantités C/,* est égal au déterminant de Ci^k multiplie par celui des a/^j^. Mais, si l'on nomme A rinvariant de y, ù! celui de F, et D le déterminant de la substitution (2), les déterminants des quantités C/^a, c/^* seront respectivement égaux {n°247) à yfù! 9 \Jùi\àonc on a v^Â'=Dv^Â; d'où
ce qui démontre la proposition énoncée*
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De la fonction adjointe.
249. C'est ici Toccasion de présenter la notion de la fonction adjointe que Gauss a le premier introduite dans l'Analyse.
Reprenons la fonction homogène du deuxième degré
OÙ l'on suppose Posons
ou
et rappelons que l'on a
Nous nous proposons de résoudre les équations (3) ou ( 4 ) par rapport aux variables x et de trouver la fonction F dans laquelle se change^, lorsqu'on y remplace les variables x par leurs valeurs en fonction des nouvelles variables X.
Si l'on résout les équations (4) par rapport aux variables Xf le dénominateur commun des expressions que
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l'on obtiendra sera précisément Tinvariant A de la fonction y*. Mais je supposerai que l'on calcule A sans faire les réductions auxquelles donnent lieu les équations de condition exprimées par la formule (2), et que Ton opère comme si les coeflicients aij étaient des indéterminées n'ayant entre elles aucune dépendance. On aura alors, pour l'inconnue xi, la valeur suivante :
ou
en représentant par
la dérivée partielle de A prise, par rapport à ay^ô dans rhypothèse où les quantités a sont indépendantes.
La fonction cherchée F est égale à la valeur que prend le second membre de la formule (5) quand on substitue aux variables x les valeurs tirées de la formule (6); on a donc
Il est permis, à cause des relations (2), de transposer les deux indices de chaque lettre a dans les équations (4) y et, en faisant cette transposition, on aura, au lieu de la formule (6),
''=îî(^,)''^-
La comparaison de cette valeur de Xi avec celle déjà trouvée montre que Ton a
en vertu des relations (6); alors la formule (7) donne
;=> et, en conséquence, les formules (6) se réduisent à , . I dF
(9) "=i-diL;
Désignons maintenant par -r — la dérivée de A prise
par rapport à a/^y, en ayant égard aux relations (2). On aura, à cause de la formule (8), si i et jf sont inégaux.
et, siy = i,
J \àai,jl \àaj,ij \dajjj
•Il
la formule (7) peut alors être écrite de la manière suivante :
ou
l AF = ^ XÎ4-T— XJ-i-...-!-;^ X»,
IdA àùL âà -h;r-— XjX, -f- ,- — XjXa-f-. . . -f-T- X;„_iX„
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Le produit AF de la fonction F par Tinvariant A est ce que Gauss a nommé Injonction adjointe de la fonction/.
Soit ù! rinvariant de F ; comme la fonction f se déduit de F, en exécutant dans celle-ci la substitution (3), dont le déterminant est A, on a (n** 248) A = A' A*, et, par conséqnonL
il résulte de là que Tinvariant de la fonction adjointe AF est égal à A"»~*.
250. Pour trouver la fonction F, on peut suivre une autre marche que nous devons indiquer, parce qu'elle nous conduira à une conséquence importante. Il est évident qu'on atteindra le but proposé, en éliminant les m variables x entre les m équations (4), savoir :
ÔJCj'
ou
et l'équation
XîXj
Pour faire cette élimination, multiplions les équations (4) pstr l'équation (12), nous obtiendrons m équations qui se déduiront de la suivante :
izzzm
en donnant à 7 les valeurs i , 2, . . . , /w. Les m équations (i3) sont homogènes par rapport aux variables x;
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donc, pour éliminer ces variables, il suffit d*égaler à zéro le déterminant des m^ quantités
(l4) Fû,-,y-X,Xy.
Ce déterminant peut se conclure très-facilement de celui des quantités Fa/j, lequel est égal à F'" A. En effet, Tindice / étant le même pour tous les termes d'une même ligne horizontale, il est évident que deux lignes quelconques du déterminant X/Xy sont formées de quantités proportionnelles; dès lors, d*aprèsce qui a été établi au n** 243, le déterminant des quantités (i4) s'obtiendra en retranchant du déterminant des quantités Fa/^y chacun de ceux qu'on en déduit quand on y remplace successivement chaque ligne horizontale par la ligne horizontale correspondante du déterminant des quantités X/Xy. Or, en conservant les notations dont nous avons déjà fait
usage, on a
^'"'=^"'{-Ly-^-^-
et si l'on remplace
F^i.yi F«2.y» •
••. Fa„._,
par
XiXy,, XjXy, .
• • 1 X„ Xy,
on obtiendra pour résultat
donc, pour avoir le déterminant des quantités (i4)) il sullit de faire la somme des valeurs que prend l'expression (i5) quand on donne à j les valeurs i, 2, ..., m, et de retrancher ensuite celle somme de F'" A. Si enfin on égale à zéro la différence obtenue el qu'on supprime le facteur F'""^ on aura une équation qui donnera prccisé-
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ment pour F la valeur (7) trouvée plus haut et de laquelle nous avons conclu Texpression définitive (10).
251. Voici maintenant la conséquence que l'on tire de la méthode précédente. Si Ton pose
les équations (i3) seront évidemment
d*où il résulte que le déterminant des quantités ( i4) n'est autre chose que Tinvariant (D de f considérée comme fonction des variables Xt, Xa, ..., Xm^ Cela étant, considérons la substitution quelconque
dont nous désignerons le déterminant par d. Par cette substitution, /"se changera en une fonction y ^®^ que nous représenterons par
1=1 j=i et si Ton pose, en outre,
^1 = «1,1 Xj -+- a,,, X, + ... 4- ai,», X^, / jg\ ; X» = «1.1 X| + a,., X, + . . . -i- aj,;„ X^„,
^m = «m,lXi -h a;,i,,X, -h . . .-+-«„,,„, X,„,
la fonction (f se changera en une fonction (^^^^ ayant pour valeur
et dont rinvariant sera égal à Q$^. L'équation
qui peut servir pour calculer F, s'obtiendra donc en égalant à zéro Tinvariant de 9 ou de (f^^^ à volonté.
£n employant successivement ces deuxinvariantS; on conclura deux valeurs de F qui devront être identiques, et il en résulte ce théorème :
La fonction F reste invariable y quand on y remplace les coefficients aij par af\y poun^u qu'au lieu des variables Xj^ on mette en même temps
«ji^i Xi H- aji,i X, -h ... H- a^,;„ X,„.
Supposons que la substitution (16) soit choisie de manière à réduire y^ à une somme de carrés; Téquation (17) prendra la forme
(,9) /(«)=«,xr + .,x;^^* + ...-h«,„.r';:;>;
il est évident que l'invariant dey^**^ est égal au produit fi ^a. . . e^ et Ton a (n*» 247)
{10) «i«î... e„==AJS
ce qui montre que, si rinvariant A est différent de zéro, ainsi que le déterminant de la substitution (16), aucune des quantités e ne pourra être nulle. On tire de l'équation (19)
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et en substi tuant, dans la même équation (19), les valeurs de xf\ xjf', ..., tirées de ces formules, il vient
F(o) ,= i xî'^' + i X^^^' -h ... -f- - X^»^^
Cela étant, pour avoir la fonction F, il suffît, d'après ce qui précède, de substituer à X^*', Xj,•^ ..., dans la formule précédente, les valeurs tirées des équations (18). On aura donc, en se servant de la formule (20) et en conservant les variables X^'^^ qui sont des fonctions linéaires des variables X,
-~ ^-...4-•ltJ...t„-,| -^J •
Supposons maintenant que Finvariant A soit nul; d'après la formule (20), Tune au moins des quantités e sera nulle, et par conséquent tous les termes du second membre de la formule (21) disparaîtront à l'exception d'un seul. Ob peut conclure de là cette proposition :
Théorème. — Si l' invariant ^ d' une Jonction homogène du deuxième degré est nul, la fonction adjointe AF est un carré parfait,
252. Exemples. — Considérons en premier lieu la fonction homogène
/= A*» 4- 2 Bar/ -h C/* des deux variables x et y. On aura
et
/=X.r-i-Tr;
l'invariant ù a ici pour valeur
AY - BX
en substituant ces valeurs dans l'expression de /, on obtient la fonction adjointe AF, savoir :
aF = ex* - 2BXY -+- AT».
On vérifie immédiatement, dans ce cas simple, la proposition démontrée à la fin du numéro précédent ; car, si A= o, la fonction proposée y et la fonction adjointe AF sont évidemment des carrés parfaits.
Considérons en deuxième lieu la fonction homogène
/= Ax« -h k'x* -H A" s* 4- 2Bjz + 2B'xz -f- 2B"xr des trois variables Xy y, z. On a ici
l^z=zAx H- BV -+- B'z = X,
1 ^ = B'^x -+- A'r -f- Bz = Y, L^=:B'x -hBr 4-A''2=3Z,
el
/=XxH-Yj--i-Zz.
L^invariant A a pour valeur
ou
A = AA' A^ -*- 2BB'B'' - AB» — A' B'* - A'^B"», S. — ^ig' sup., I. 36
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et Ton a
x=-[(A'A"-B*)X4-(BB'-'A^B^)Yh-(BB" — A'B')Z], r r=i[(BB'-A''B'')X + (AA*'-B'*)Y-f (B'B"-AB)Z], 5=r:l[(BB''-A'B')X-f-(B'B''-AB)Y-+-(AA'-B^«)Z].
La substitution de ces valeurs dans l'expression dey donne la fonction adjointe AF, savoir :
AF = (A'A"~B»)X»+(AA* — B'*)Y*-4-(AA'-B'^»)Z* -h 2 (B'B" - AB) YZ -f- 2(BB''- A'B' )XZ 4-2(BB' — A'^B'^jXY.
Posons
A'A"- B*:=a, AA''- B'*= a', AA' - B''^z=cc% on aura
(B'B''-AB)* =:a'a"-AA,
(BB" — A'B' y = aa" — A' A.
(BB' -A''B")* = aa' ~ A'^A,
et quand l'invariant A est nul, ces formules se réduisent à
B'B"-AB —>J7\I
BB'' -A'B' =v^v^^,
BB' - A^B''^ v^â V?;
donc la fonction adjointe ùF se réduit, dans la même hypothèse, au carré de la fonction linéaire
X V a -+- Y ^? -4- Z sjV\
liemarque sur la réduction à une somme de carrés.
253. Nous terminerons ces considérations générales par une remarque importante relative à la réduction d'une
fonction entière et homogène du deuxième degré à une somme de carrés.
Soit
une fonction entière et homogène du deuxième degré des m variables
^11 *S» • • • I ^mj
dans laquelle les coefGcients ont des valeurs indéterminées. En appliquant ici le procédé indiqué au n^ i9% on pourra exprimer la fonction^ par une somme de carrés, de la manière suivante :
/ = «1 (-^1 ■+- «t,! ^t + «8,1 ara + ... 4- a^A ^m)* ■+- «a (:r, -f- a,,,X, -h . . . + dm.i^m)*
en sorte que la fonction
F = fiXî-f.f,xî+...-f.«^x;;,
se changera en y*, par la substitution
Xi = x^ 4- a,,i X, H- . . . -f- cCmA -^m^ Xj = JTj -f- aj,,a:8 4- ... -h ctm.f^m^ • •••, ....,
dont le déterminant est égal à i. Les fonctions Fet^ont dès lors le même invariant; or l'invariant de F est évidemment Cl €2* • • ^m- si donc on désigne par ùm celui dey*, on aura
Si Ton pose
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f se réduira à une fonction des m — i variables
et nous désignerons par ^m-i Tinvariant de cette fonction. Il est évident, par ce qui précède, que Ton aura
^m—i = tj g j . . . €„^ ;
nous admettrons que cette formule subsiste pour i= m — I , ce qui revient à poser
A| := fj.
On aura, d'après cela,
d'où l'on tire
«i = Al» ««=^7-' «3= --5- -M «m— T •
il résulte de là que la fonction y* peut être représentée par la formule
X|, X2, ..., Xm étant des fonctions linéaires des variables Xj, X2, ..., Xm- M. Hermite a tiré de cette formule, comme on le verra plus loin, des conséquences de la plus haute importance.
Nous avons supposé que les coefficients de la fonction J^ étaient des constantes indéterminées ; mais il est évident que tous les résultats qui précèdent subsisteront quand on donnera à ces coefficients des valeurs particulières quelconques, pourvu cependant qu'aucun des invariants
Al, A„ ..., A„
ne se réduise à zéro.
Théorème relatif aux fonctions entières et homogènes du deuxième degré à coefficients réels.
234. Dans Tétude que nous venons défaire, nous n'avons fait aucune hypothèse sur la nature des coefficients des fonctions que nous avons considérées. Nous supposerons ici que ces coefficients soient des quantités réelles ; alors, en appliquant le procédé du n® 192 à une fonction entière et homogène du deuxième degré, f pour la réduire à une somme de carrés de fonctions linéaires, il pourra arriver que quelques-unes de celles-ci contiennent le facteur^ — i. En d'autres termes, la fonction /* sera exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires réelles, multipliés par certains coefficients positifs ou négatifs.
On peut dire, avec M. Hermite, que deux fonctions entières et homogènes du deuxième degré sont de même espèce, lorsque, ces fonctions étant exprimées par des sommes de carrés, le nombre de ces carrés dont le coefficient a un signe donné, est le même dans l'une et dan« Vautre fonction.
Cela posé, nous présenterons ici une proposition fort importante avec la démonstration qu'en a donnée M. Hermite.
Théorème. — De quelque manière qu'on transforme un polynôme homogène du deuxième degré à coefficients réels et dont l'inuariant nest pas nuly en une somme de carrés de fonctions linéaires réelles, ces carrés étant affectés de coefficients numériques également réels, le nombre de ces coefficients qui auront un signe donné sera toujours le même.
Soit
une fonction entière et homogène du deuxième degré des m variables
et dont l'invariant A ne soit pas nul. Dans cette liypothèse, toute réduction de y* à une somme de carrés pourra, comme on sait, être réalisée par le moyen d'une substitution linéaire et réelle dont le déterminant n'est pas nul. Supposons donc que, par la substitution réelle,
on obtienne
|ji = in
B^ étant un coefficient réel positif ou négatif; et qu'une autre substitution réelle.
(3) tt^=\Ax,piXx donne
E^ étant encore un coefficient réel. Il s'agit de prouver que dans les deux suites
Ej, Ej, . . . , E,;i,
il y a un même nombre de termes ayant un signe donné. Supposons négatives les quantités ei, e^y ...> e/ et po-
sitives les suivantes e/^.! . . . . > Cm ; supposons aussi que E|, E2, . . . , Ea soient négatives et que E^^.^ . . . , E^ soient positives; dans le cas où toutes les quantités e ou E sont positives, on aura i = o ouÂr= o. Nous allons démontrer qu'il est impossible que les nombres i et k soient inégaux; par exemple, qu'on ne peut pas avoir A^-i. Admettons effectivement cette hypothèse dek'^i et examinons les conséquences qui vont en résulter. On a l'identité
(5) ^.,x;=.Je,xî,
les variables x étant liées aux variables X par m équations qui se déduisent de la suivante :
lis: m X=m
(6) \ rt^,^.r^=: \ Ax,^Xx,
en donnant à /ijiles valeurs i, a, ..., m. Le déterminant de la substitution (1) n'étant pas nul, il est évident que les équations (6) pourront être résolues par rapport aux variables x, et la même chose aura lieu encore si l'on écrit partout
au lieu de x^ et X^, d:e^ et ±E^ désignant les valeurs absolues de î^ et de E^^. Alors l'équation (5) devient
( =-[xî+xî+...+xijH-[xi^.+xî,..+...+x;;.],
et cette équation (7) doit se réduire à une identité, parle
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moyen d'une substitution linéaire telle que
Xrrm
(8) jr^=r \ ax,^Xi.
Cela posé, soit cp un angle indéterminé; la formule (7) ne changera pas si l'on remplace Xj et Xa respectivement par
Xicosy -1- X, siny, Xtsin^ — X^cos^,
lorsque le nombre k sera supérieur à i . Mais alors l'indéterminée ^s'introduit dansles équations (8), et l'on peut 'en disposer pour faire disparaître X{ deTexpression jti. On a effectivement
X\=^ (aj,iCos^-f-a,,isin^)Xi ■+- (aj^isinç — «t,iCosy)Xj-f-. . .,
et, pour remplir l'objet demandé, il suffira de déterminer (f par la relation
ai,iCOSy + aj,isin ç=r o.
Ainsi, par un changement de notation qui ne change ni l'équation (7) ni la forme delà substitution (8), on peut faire disparaître X| del'expressiono:! ; en d'autres termes, on peut supposer
Pareillement, lorsque /r est > 2, l'équation (7) ne change pas, si l'on remplace Xa et X3 respectivement par
XsCOSf -h X, sin<p, Xj sin^ — Xjcosf ,
et Ton peut disposer de la nouvelle indéterminée o pour faire disparaître Xa de l'expression de x< . Il suffira, en effet, de déterminer cet angle ç par la formule
et il est évident qu'on peut continuer la même série d'opérations sans changer l'équation (7), ni la forme réelle delà substitution (8 )y jusqu'à ce qu'on ait fait successivement disparaître les variables
de l'expression de x^ .
Cela étant établi, on voit que, par une série d'opérations toutes semblables, on pourra faire disparaître les variables
de l'expression de X2' Comme nous nous arrêtons ici à X-A^a et que la dernière opération consiste à remplacer Xa_2 et Xa_j respectivement par
Xx_2 cosç 4- Xjt_i sinç, Xjt— , sin^ — X;t-i ces y,
on ne verra reparaître dans x^ aucune des variables que l'on a d'abord fait disparaître de soji expression.
On peut opérer de la même manière à l'égard des variables X3, x^, . . . , xa.i ; l'expression de Xz ne contiendra plus les variables X 0X2, ..., Xa_3, la dernière variable x/t^i ne renfermera plus Xj . Ainsi l'on aura
iai,i =0, «4,1 =0, ..., aA^i,t=0, ai,*-i= o.
Le nombre A étant supérieur à i, si l'on substitue les valeurs (8) des variables x dans l'équation (7), et qu'on égale de part et d'autre les coefficients de X*, on aura
et cette équation ne peut être évidemment satisfaite par des valeurs réelles des quantités a. On ne peut donc ad-
mettre Tinégalité des nombres i et Ar, ce qui démontre la proposition énoncée.
Théorème de M. Syl\>ester relatif aux fonctions aux^ quelles conduit l'application du théorème deSturm.
255. Le théorème dont il s'agit ici a pour objet de faire connaître l'expression algébrique des fonctions qui interviennent dans l'application du théorème de Sturm à une équation donnée. M. Sylvester l'a publié sans démonstration dans le Philosophical Magazine (décembre 1839); et Sturm l'a établi ensuite dans un article qui fait partie du tome VII du Journal de Mathématiques pures et appliquées. Nous présenterons la démonstration de Sturm en y apportant quelques simplifications dont l'illustre géomètre a d'ailleurs indiqué la principale en terminant son Mémoire.
Le théorème de M. Sylvester peut être énoncé comme il suit :
Théorème. — Soit V= o une équation quelconque du degré m à une inconnue x, dans laquelle, pour plus de simplicité, le coefficient dex^ sera pris égal à l'unité^ et dont les racines supposées inégales seront désignées par afbfC,,,.,k,l, Soit V< la dérii^ée de V. Concevons qu'on cherche j par le procédé ordinaire, le plus grand commun diviseur de V e^ Vj , en ayant soin de n'introduire et de ne supprimer aucun facteur indépendant de x, et en changeant toujours les signes des restes ayant- de les prendre pour di\^iseurs. Désignons par V2, V», ..., V« ces restes pris a\^ec des signes contraires dont les degrés, par rapporta x^ sont respectivement m — 2, m — i, ... lyOf dans le cas général. Les polynômes
V, Vi, Vj, . . ., V,u
s^ exprimeront en fonction dexet des racines a,b,Cf ,.,^ ky l de V équation Y = Oy de la manière suivante :
V„= ^ {a-by{a-c]r ..(«-/)» (b-c)*. . .(*-/)'.
les quantités X2, ^3, ..., X^ eYa/tt déterminées par les formules
--ês)'
Pi
;,. = ^ (a-é)«(a-c)'(a-rf)'(6-c)«{*-rf)'(c- J)»,
p„={a-b]*{a-cY. ..{a-l]*[b-cj*. . .[i-l)\
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et chaque somme \ représentant une fonction symétrique des racines dont tous les termes se déduisent^ par les substitutions, de celui qui est écrit sous le signe.
La première des formules (i) exprime la composition de Téquation proposée, et la deuxième a lieu par un théorème connu. Il reste à établir les suivantes.
Soient
les quotients que fournit la recherche du plus grand commun diviseur; ces quotients seront du premier degré en Xf dans le cas général, et Ton aura
Au moyen de ces formules, on peut exprimer successivement
en fonction des polynômes V, V< et des quotients Q; on trouve ainsi
.5. ; V3 = Vi(Q,Q,-i)-VQ„
et il est évident que Ton aura généralement
(6) V^=ViS^-VT^,
Sp, etT^ éUnt des polynômes des degrés fx — i et f*— 2 respectivement.
Si Ton écrit y (x) au lieu de V, /'(x) au lieu de Vo la relation (6) prendra la forme
(7) Z? = /'(.)-IVH;
il résulte de là que^ si Ton donne successivement à x
les m valeurs
la fraction rationnelle
prendra les m valeurs correspondantes
/'{«)./'(*)./'(«) /'(Oî
d^ailleurs les degrés des polynômes V^, S^ sont respectivement m — /^, fx — I et la somme de ces degrés est m — I. On pourra donc déterminer la fonction ( 8 ) par la méthode qui a été exposée au n^ 232.
Supposons que h occupe le ^**"* rang dans la suite des m racines
d'après la formule générale du n°232, les polynômes Vj^ et Sj^ seront égaux respectivement, à un facteur constant près, savoir : le premier, V^, à la fonction symétrique des racines (9), dont l'un des termes a pour valeur
et le second, S^y à la fonction symétrique des mêmes racines dont l'un des termes est
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Or on a
/'{h]=[{h-a)...{h-g)][(h-i)...{A-l}], et il résulte de ces formules que les produits
/'(a)/'(6).../(A). f'(a)r{b)...f{g] ont respectivement pour valeurs
(_,) ' [{a-bY(a-c)K..{g-AY][{a-i)...{a-l]]...[{h-i]...{h-r,
alors on aura^ en désignant par \ un facteur indépendant de X,
il est évident (n<' 232) que, dans le cas de(* = m, ces formules doivent être réduites à
il faut remarquer aussi que, pourfi= i, les formules (lo) se réduisent à
et que l'on doit faire en conséquence X| =i.
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On voît, par la première des formules (lo), qu'il ne nous reste plus qu'à déterminer la constante X^,. A cet effet, substituons, dans Tégalité
les valeurs de V^ et de V^«< tirées de la formule (6) et de celle qu'on en déduit par le changement de (x enjùi — i , on aura
d'où il suit que l'on a, par la notation convenue, {i4) Sn+| = S^Qy,— S^,.
Les formules (i3) et (i4) donnent
d'où, par la multiplication,
et l'on conclut de là, pour x = qo ,
Ainsi les fonctions
S^^_iV,fc S.^Vpi_i SjVi
SjiVji_t Sji,_tV^_j SiV
se réduisent à l'unité pour a: = oo , et il en. sera de même du produit de ces fonctions ; en sorte que l'on aura
Hm%îjî = i (pourar = oo).
Or le terme du degré le plus élevé en x dans le pro- ^ duit S^, V^ a pour coefficle/it
ou
Pi
en adoptant les notations exprimées par les formules (3); on a d'ailleurs S| =1, d'après les formules {12), et le coefficient de x^ dans V est égal à \ . L'expression précédente se réduit donc à l'unité, et l'on a
il est évident que, dans le cas de |ut = i , le second membre de cette formule doit être remplacé parm^, ce qui est conforme aux formules ( 3 ) . On a donc
d'où l'on conclut immédiatement les formules (2), ce qui achève la démonstration dé théorème énoncé.
Il faut remarquer que là quantité pm ne figure pas dans notre analyse, mais nous introduirons cette quantité dans ce qui va suivre, et c'est pourquoi nous l'avons comprise dans le tableau (3).
256. Nous allons faire connaître maintenant une conséquence importante du théorème de M. Sylvester.
Les quantités /^i, p^^ pzy ••., sont des fonctions symétriques et entières des racines de l'équation V = o, et en conséquence elles sont exprimables rationnellement par les coefficients de V. Si donc ces coefficients sont réels, Pi y Pif Pi, ... seront aussi des quantités réelles; dès lors les facteurs X2, ^3, ... X,« seront des nombres essen-
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tiellement positifs, et l'on pourra les supprimer des formules (i) lorsqu'il sera question d'employer les fonctions V, V<, Va, ..., pour la recherche du nombre des racines réelles de l'équation V = o qui sont comprises entre deux limites données.
Cela posé, si N désigne le nombre des racines réelles de l'équation V=o, N sera égal, d'après le théorème de Sturm, à l'excès du nombre ^o des variations que présente la suite V, Vo V2, ...> pour x = — 00, sur le nombre i^t des variations que présente la môme suite pour a: = + QO , et il est évident que i^o et r< expriment aussi les nombres de variations contenues respectivement dans les deux suites
ï» Pu Pî» •••. Pm*
La somme r© •+- J^i est évidemment égale à m ; on a, par conséquent,
d'où
2i^i est donc le nombre des racines imaginaires de l'équation proposée, et de là résulte ce théorème :
Le nombre des couplas de racines imaginaires de l'équation Y = 0 est égal au nombre des variations de signes que présente la suite des quantités
I> Pu P\y • • '1 Pm*
2o7. Dans un Mémoire qui fait partie du tome XII du Journal de Mathématiques pures et appliquées, Borcliardt a donné au précédent théorème une forme très élégante que nous indiquerons ici.
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On a
Pi^
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^.'^[a-bY[a-cY...{g-h)\
le nombre des racines a, i, c, ..., g', A, qui figurent dans chaque terme étant égalàju; on a vu d'ailleurs (n^239) que le produit
±[a-b)[a-c)...[s-h) est égal au déterminant formé avec les /x^ quantités
^Jl-l ^î*-l ^-1
donc p^ est la somme des carrés de tous les déterminants que Ton peut former ep prenant [x colonnes verticales du tableau
«!*-» ^J*-l ci*—!
qui renferme mjut quantités. Alors, si Ton pose
on aura (n°244)
/^i* = X ~ "'^ •* *•'* • * • ^^'^' Or «i^^f n'est autre chose que la somme des puissances de
degré X 4- p — 2 des racines de réquation V = o, et nous ferons en conséquence
•^ii+f-i;
on voit que p^ peut être représenté par un déterminant de ^* quantités, savoir :
Sx .
• 'Wi
La proposition que nous avons obtenue au numéro précédent peut alors être énoncée comme il suit :
Théorème. — Soit proposée une équation V=o du degré m. Des coefficients de cette équation déduisons les sommes des puissances semblables de ses racines, jus ru à r ordre 2m — 2 inclusii^ement, et auec ces sommes, que nous désignerons par SQy Siy S2y ..., ^2, ..., 52m-2^ formons les quantités /?j, p2, "-, pm ^^ posant
Si Jj
Pz
So
Si
Si
Si
St
Sz
Sq Si Si Si s 2 s^
Sfn^i S„t
SnfU
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V équation V=o aura autant de couples de racines imaginaires qu'il y aura de variations de signes dans la suite
Corollaire I. — llj- a au plus — variations dans
la suite i, po pzy ..^pm-
Corollaire II. — Pour que l'équation V=o ait toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que les quantités
Pi. Pz^ " ", Pm
soient toutes positives.
^application du théorème de Sturm à une classe remar^ quable d'équations algébriques.
Considérons les m équations
dans lesquelles les coeflicients a sont des constantes réelles données satisfaisant à la condition
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport aux variables x; et, si Ton désigne par F le déterminant
ri=
«1,1 g «f,l • • • ^mA
«ifijin g
Féquation en g^, F = o, qui est du degré m, sera le résultat de rélimînatîon des variables x entre les équations (i). Cette équation comprend comme cas particu tiers celle dont dépend la recherche des axes principaux des surfaces du deuxième ordre, ainsi que celles au moyen desquelles on détermine les inégalités séculaires des éléments elliptiques des corps célestes.
Nous nous proposons ici de démontrer une propriété fort importante de Téquation F = o ; elle consiste en ce que toutes les racines de cette équation sont réelles. On possède plusieurs démonstrations de cette proposition ; mais la plus remarquable est celle que Borchardt a présentée, dans le Mémoire que nous avons déjà cité, comme une application du théorème de Sturm. D'après ce théorème (n® 257), la réalité des racines d'une équation dépend des signes de certaines quantités que Ton sait former; dans le cas qui nous occupe, il se présente cette circonstance singulière, que chacune des quantités dont il s'agit est une somme de carrés. Nous croyons utile de reproduire ici la belle analyse de Borchardt.
Multiplions chacune des équations (i) par g et substituons, dans les seconds membres, à g^X|, gx%y ..., gXm leurs valeurs tirées des équations (i) : nous obtiendrons le nouveau système
S X\ = «1,1 ^1 -*- ût,i r, -+-.,. -h tf^^, ar^,
où
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Sî Ton multiplie chacune des équations (2) par gel que Ton substitue à gJCiy gx^, . . . leurs valeurs tirées des équations (i), on obtiendra un troisième système d^équations qui se déduira du système (i) en remplaçant g par g^ et les quantités aij par
En continuant ainsi, nous obtiendrons le système d'équations qui correspond à la puissance /•'*"** de g :
où
A(')=/n AW = m ACO=w
AO):r=l A<^ = 1
Si Ton multiplie les équations du système (r) parg'^ et qu'on substitue, dans les seconds membres, les valeurs de g^Xiy g'^x^, ..., tirées du système d'équations (1^), le résultat obtenu devra être identique avec le système d'équations (r-H/''), et Ton aura, en conséquence,
OU, en écrivant q et r — 9, au lieu de r et z'',
hz=i
Cette équation (3) subsistera pour toutes les valeurs de 9 moindres que /•, savoir, i , a, . . . , /- — i ; dans le cas des valeurs extrêmes, on doit supposer
(4) "Vi- = '«/./•
L'équation (3) subsistera même pour les valeurs ^ = o, ç = r, si Ton convient de faire
/ ^ . \ a^j r= o, quand / et J sont inégaux,
( = ii quand /::=y.
Cela posé, revenons à l'équation r = o; le premier membre F est ce que devient le déterminant
lorsqu'on diminue de g chacune des m quantités On aura donc
et, par' suite, la somme s^ des racines de Téquation r :— o sera
•= 1 En appliquant le même raisonnement au système d*é-
^1 —gl-^gt-^'" -^- gm =
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qualions (r) qui conduit à une équation du degré m en g**, nous obtiendrons
ou, à cause deTéquation (3),
tsi
q ayant une valeur quelconque de zéro à r. Soit maintenant, comme au n° 237,
Pv^=
^1*— 1 -^J*. ^Ji-Hl
*ÎH^Î
d'après l'équation (6), les quantités dont se compose ce déterminant peuvent être représentées de la manière suivante :
tl^iM'i'
Sx =
vl-i^r
l<^VT.r
--V/,(>*^»> x,^^) . — v..^»^»> .i(»> c — V/.^''-lJil^''les sommes se rapportant à toutes les valeurs i, 2, ..., m
des Indices i et /. D'après cela, si Ton fait
on aura
, == \ =±:ao,o«i,i.--«i
et y en -appliquant aux jum^ quantités
le théorème du n? 244 (Corollaire) , on mettra p^ sous la forme
(') p^= S [I^ «''!}•<'•</' • • • "in,/,.-.. ]
i, j, i', /, i"^ fy . . . , i^*"-*), jff'*-*^ représentant u systèmes quelconques de deux indices z, 7 et la somme W
se rapportant à toutes les combinaisons fx à ji des /n^ systèmes i, j.
La formule (7) montre que chacune des quantités p^ est une somme de carrés. Ces quantités sont donc toutes positives; il en résulte, comme on Ta vu au n*^ 257, que Féquation F = o a ses m racines réelles.
Méthode de M. Hermite pour déterminer le nombre des racines réelles d'une équation qui sont comprises entre deux limites données,
2o9. Nous nous proposons d'exposer ici une méthode extrêmement remarquable de M. Hermite pour déterminer le nombre des racines réelles d'une équation, comprises entre deux limites données. Celte méthode
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repose sur les propriétés des fonctions homogènes da deuxième degré qui ont été établies dans ce Chapitre. Soient
une équation du degré m à coefficients réels, et
Qy b, c, , .., k^ l ses m racines.
Désignons par t une indéterminée et considérons la fonction homogène du deuxième degré
j^^ (:ro -f- bx^ -h 6«.r, -{- . . -h b'^-'^x^^^Y
des m variables x©, J:<, . . . , J^m-i* H est évident que j est une fonction symétrique rationnelle des racines de Téquation (1); on pourra donc l'exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation, et comme ces coefficients sont supposés réels, la fonction y sera également réelle, pourvu qu'on attribue à l'indéterminée /des valeurs réelles. Au reste, on peut calculer trèssimplement les coefficients aij de la fonction /"ramenée à la forme
On a efiectivement
rfi+J h^-hj ll^J
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or, si Ton décompose la fraction rationnelle en fractions simples, on trouvera
rzrE(/)-h— — -h- -r-^' '-^'---.y ^ ' t — a t — b t — /
E(e) étant le quotient entier de la division de i'+>P(f) parF(f); donc, si Ton désigne par ¥ij[t) le reste de cette division y on aura
et, par suite,
i;=im — 1 jssm — l i =0 7«=0
Désignons par /^m^i Tinvariant def; d'après ce qu'on a vu au n° 247, cet invariant sera égal au produit de
par le carré du déterminant
1 fl fl* . . . û'"-' !
lequel est égal (n*» 239) à
dr[a - b)(a-c). . .{a-l)(b- c). . .{A- - l);
on a donc
(a^b]*{a — c)\..{a - iy(b - c)«...f/- >^ l]\
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ce qui montre que Fin variant de y ne sera jamais nul sî Féquation proposée n'a pas de racines égales.
On peut encore tirer l'expression de A^-* d'une autre considération qui fournit en même temps Finvariant
de la fonction à laquelle se réduit y*^ quand on y suppose nulles les ^ — i variables
La fonction dont il s'agit sera donnée par la formule (3), si l'on suppose que les indices i etj ne varient que de zéro à m — fx; la formule (4) donnera les coefficients aijy et, comme elle peut s'écrire
Finvariant ^m^^ sera égal (n** 244) à la somme des produits obtenus en multipliant l'un par l'autre les déterminants formés respectivement avec m — fx -h i colonnes verticales des tableaux dont les lignes horizontales sont représentées généralement par
a', b\ ..., /' et
chacun des indices i et y ayant les valeurs o, i, a,
m — ji. Si l'on suppose que les racines
soient au nombre de*m — jut 4- i, le premier des déterminants dont il s'agit sera égal à
SECTION II. CH.iPlTBE IV. dSq '
et le second sera égal au quotient de la même expression par
on aura donc
{a^t)ib — t)...{à-
le signe \ se rapportant à toutes les combinaisons
m — fx-hi km — fx-hi des m racines a, b, c, . . . , /.
Enfin, si l'on suppose que toutes les variables de^s'annulent à Fexception de Xo, et qu'on désigne par Ao le coefficient du carré de la variable restante, on aura
La fonction y étant réelle, eUe peut être ramenée, comme nous l'avons vu, par une substitution réelle, à la forme
(9) /=:A,X| + ^XÎ + ^XÎ-+-...+ ^lX,î,_,.
260. Cela posé, nous démontrerons, d'après M. Hermlte, le théorème suivant :
Théorème. -^ Etant donnée V équation F(z) = o du degré m, à coefficients réels et dont les racines supposées inégales sont a, i, c, ...,/, soit la fonction homogène réelle
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des m variables Xo-, X|, ..., x^-i et dans laquelle t désigne une indéterminée réelle; si, par une substitution réelle, on ramène lajonctionf à une somme de carrés de Jonctions linéaires réelles, le nombre des carrés affectés de coefficients positifs sera égal au nombre des couples de racines imaginaires de V équation F (z) = o, augmenté du nombre des racines réelles supérieures à t.
D'après ce qu'on a vu au n^ 259, rinvariant de la fonctiony*n'est pas nul, et si Ton désigne par Xo, X| , . . . . Xin_i m nouvelles variables, les équations
■ ax^ -\- €^.r.^ •
aro -i- àx^ -h 6»x, -f- . . . -h 6'"-* J^w-i = X„
pourront être résolues par rapport aux variables x ; en substituant ces valeurs, l'expression de f deviendra
Si toutes les racines a, b^ c, ..., l sont réelles, la substitution (2) sera également réelle, et Ton voit que, dans la formule (3), le nombre des carrés afiectés de coefficients positifs est précisément égal au nombre des racines qui sont plus grandes que f. D'ailleurs, toute autre substitution, réduisanty à une somme de carrés, donnera le même nombre de coefficients positifs (n° 2S4); donc le théorème énoncé se trouve établi, dans le cas où les racines a, b, . . . , / sont toutes réelles.
Si les racines a, i, c, ..., /ne sont pas toutes réelles, la substitution (2) ne sera plus réelle, mais il est facile d'en déduire une autre qui le soit; car^ supposons quc/z et b forment un couple de racines imaginaires conju-
giiéesy et que Ton ait
a = r(cosa -h v/ — i sina), b z=z r(cosa — ^ — i sina) ;
aux indéterminées Xo et X| substituons-en deux autres Yo, Y| telles que
Xo = Yo + Yiv^^, Xi=Yo-Y,v/^^.
11 est évident que les deux premières des équations ( a ) seront équivalentes aux deux suivantes :
jro-f-rjp,cosa-+-f*a:,coS2a-f-..,-f-r^""*jr^_4COs(m — i)ar=.Yo, /•.rjsina-l-r'j:,sinaa-|-...-f-r^"*^,»— isin(/n — i)a=:Yi,
lesqueUes ne renferment que des quantités réelles. On opérera de la même manière pour chaque couple de racines imaginaires, et il est évident que la substitution (2) deviendra réelle par le simple changement de Xo, X| , . . .,
en Yo -t- Y< ^ — i, Y© — Y| y — h
Les deux racines imaginaires conjuguées a et b donneront dans y la partie
rindéterminée t étant réelle, posons
z=p[co5ff -h^— isïnç), T =rrp(cos^ — ^ — I sinç),
la partie de y* que nous considérons deviendra
p [(ces ^ + ^=T sia î) (Yo -h Y, ^/~i}J
^- p [(ces I - v^=7smî) (Yo - Y, ^^)Jy ou bien
2p ( Yocos 5^ — Y4 sin ^ j — 2p ( Yosin ^^ -f- Yj cos - j »
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ce qui montre que, par notre substitution, deux racines imaginaires conjuguées introduisent dans /deux carrés dont l'un, est affecté d'un coefficient positif et l'autre d'un coefficient négatif.
On peut donc conclure que toute substitution réelle qui ramènera f à une somme de carrés de fonctions réelles introduira autant de carrés affectés de coefficients positifs qu'il y a d'unités dans le nombre des racines imaginaires de l'équation F{z) = Oy augmenté du nombre des racines réelles supérieures à t; ce qui est précisément le théorème énoncé.
Coaollàihe. — Si l'on désigne par {t) le nombre total des carrés affectés de coefficients positifs dans la Jonction/, le nombre des racines de V équation F(z) = o comprises entre deux nombres donnés f o et ti > to sera égalà{to)-{t,).
Car, si l'on désigne par No le nombre des racines supérieures à toy par N| le nombre de celles qui sont supérieures k ti, et par 2I le nombre des racines imaginaires, on aura, par le théorème précédent,
d'où
261 . Le théorème de Sturm peut être regardé comme un corollaire du précédent théorème. En effet, les quantités Ao, A|, ..., Ani^i étant définies comme au n°259, la fonction /peut être mise sous la forme
le nombre désigné par (t) exprime donc combien il y a de quantités positives dans la suite
Ao ^X Aj àrrt^x — , __, __, ..., _ ..
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Nous avons donné au n** 259 les expressions des invariants A„,_j^, et Ton voit, en se reportant à ces expressions et au théorème de M. Sylvester, que si Ton désigne par V| la dérivée du polynôme V = F(f), et par V2, V3, . . . , Y m les restes changés de signe que l'on déduit de V et V|, par l'opération du plus grand commun diviseur, on a
donc le nombre (t) exprime aussi combien il y a de quantités négatives dans la suite
et il est égal, en conséquence, au nombre des variations contenues dans la suite
On conclut de là que le nombre des variations perdues par la suite précédente, quand on passe de t = tQ à t = ti^ to, est égal au nombre des racines de l'équation V = o, qui sont comprises entre to et ti, ce qui est précisément le théorème de Sturm. La démonstration nouvelle de ce célèbre théorème est bien remarquable, car on n'y emploie, comme le remarque M. Hermite, aucune considération de continuité.
262. J'arrive maintenant à la méthode pratique donn<5o par M. Hermite pour déterminer le nombre représente parle symbole {t). D'après ce qui précède, il suffira, pour remplir cet objet, de ramener à une somme de carrés, par une substitution réelle quelconque, la fonction désignée par^et que nous savons former.
Mff. sup,, I
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Soient, comme précédemment, a, b, c, .,., l les m racines de Téquation proposée
(l) F(z) rrrz"» -4-y7,z'«-» 4- /7, z'"-» -f- . . .-hPm^xZ-^p„ = C; si Ton fait, pour abréger,
l'expression de la fonction y sera
Désignons par
Xo» Xi, . . ., X^^i
de nouvelles indéterminées, et posons
<D (3; n- x^ H- zXi H- z«X, -4- . . . -h «'"-;>X^,„,.
Nous ferons en premier lieu la substitution propre à rendre identique, relativement à l'indéterminée Zf Téquation
en égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de Zy on formerait les équations nécessaires pour exprimer les variables x en fonction des variables X. Mais ce calcul ne nous est pas utile, et il suffit de remarquer qu'en remplaçant z par chacune des racines a, b, ...,/, l'équation précédente nous donne
La fonctiony*, définie par l'équation (2), se changera dès lors en une fonction ^ des nouvelles variables, et Ton aura
(3) ^ = (û — i)<D«(tf) -h (^»—f)*«(ô) +...-+- (/-^ ri **(/).
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Cette première transformation étant effectuée , nous en ferons une seconde, définie par les équations suivantes, où Zo, Zij . . . , 2rm-flésignent les nouvelles variables :
Xo = «/n-l + Pi */»-« -^P% *m-8 H- . . • -i-/^m-t «Oi Xi = ^OT-» -+- Pi ^m-i H- • • . -+-/?m-» *0>
Le quotient de F (2) par z — a est évidemment
•Pi - a
-hpia
et si Ton reAipIace, dans cette expression, les exposants de z par des indices de même valeur, on obtiendra, d'après les formules (4)» le résultat suivant :
Xo -h «Xl -f- «*X, -i- . . . + fl"»-» X;„^„
c'est-à-dire 4> (a). D'après cela, on peut écrire
pourvu que, les divisions ayant été exécutées, on remplace partout z®, z*, z^j ..., -z"»"* par «o» ^o •••, -^m-i. Pareillement on pourra écrire
zf étant une indéterminée à laquelle on doit appliquerez, qui vient d'élre dit relativement à z, en sorte que, la
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division faile, on remplacera toute puissance telle que z^ par z^.
D'après cela, la formule (3) deviendra
Y{z] Ffz')
le signe N se rapportant aux racines a^ by ...,/. Dans
cette formule symbolique, le second membre est une fonction entière des variables ^ et z' ; on peut Técrire de diverses manières, et le résultat définitif sera toujours exact, quand, la fonction § ayant été ordonnée par rapport à z et à z', on remplacera les puissances z^^ z!^ par Z|, Zj respectivement. Cela étant, on a successivement
z — z' \^z — a ^z' — a] On a d'ailleurs
V^— 2 / xV » / ^F'(«)
Fir^=('-*)2?3^=('-*')F|7y=
donc on a définitivement
^^(.-.)F(z)F(^')-(r-z')FV)F(z)^ ^ ' z — z'
expression de laquelle ont disparu les racines a, £, c,
Donc, pour avoir le nombre représenté par (^), il suffira de mettre le second membre de l'équation (5), sous la forme d'un polynôme ordonné par rapport aux puis-
sances de z et de J, Oii remplacera ensuite chaque puissance z^ ou z'' par zt et Ton obtiendra la fonction homogène ^, qu'on ramènera à une somme de carrés par la méthode connue; le nombre de carrés affectés de coefficienls positifs sera précisément («).
Lorsqu'on veut avoir le nombre des racines de Téquation F(^) == o comprises entre deux limites t^^ t^ données numériquement, il conviendra le plus souvent, pour obtenir les nombres (to) et(«i), d'opérer sur les expressions
(^o-z)r(z)F(z^)~(fo-zMFfgMF(z) z — z' '
dont les coefficients sont tous numériques, et non pas sur l'expression générale qui contient l'indéterminée f .
Exemple Supposons qu'on demande le nombre des
racines de l'équation
qui sont comprises entre o et i.
On a, dans ce cas, en faisant abstraction du facteur 3,
^- Tzr? ^ '
et cette formule symbolique donne la' formule exacte
i=zt[— Zz\ — 4^? — «î -h 2Zo2l -h2«oZ,)
Si l'on fait successivement t = o, « = i, on obtient les deux fonctions homogènes
Zl —z] — 9.Z^Z^-h 4ziZ^={Zo—Z^)^— (Zi — 2Z,)M-3SÎ,
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Il y a deux carrés affectés de coefficients positifs, dans la première de ces fonctions, tandis qu'il n'y en a aucun dans la seconde; donc l'équation proposée a deux racines comprises entre o et i .
On doit remarquer aussi que, si Ton donne à t une valeur positive infiniment grande, la fonction ^ divisée par t se réduira au polynôme
— 3«J — ^Z] — «î -H 2Zo Zj -;- 2Zo«8t
lequel peut être mis sous la forme
Comme on n'obtient, dans ce cas, aucun carré affecté de coefficient positif, le nombre des racines supérieures à l'infini, augmenté du nombre des couples de racines imaginaires, se réduit à zéro. On peut donc reconnaître, par ce simple calcul, que l'équation proposée a toutes ses racines réelles.
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DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA THÉORIE DE L'ÉLIMINATION
Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à plusieurs équations,
263. Nous avons exposé dans le Chapitre P*" une méthode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, pour Télimination d'une inconnue entre deux équations, et nous en avons déduit pour ce cas particulier la démonstration du théorème de Bézout relatif au degré de l'équation finale. On peut établir ce théorème dans toute sa généralité en suivant la marche indiquée par Poisson dans le XI* Cahier du Journal de l'Ecole Polj'technique, Nous commencerons par étendre au cas d'un nombre quelconque d'équations la méthode d'élimination parles fonctions symétriques, précédemment exposée pour le cas de deux équations seulement. Cette extension repose sur la considération des fonctions symétriques des solutions communes à plusieurs équations, fonctions dont nous allons d'abord nous occuper.
Pour éviter les difflcultés que peuvent présenter les cas particuliers, nous ne raisonnerons ici que sur des équations générales dont les coefïicients demeurent indéterminés.
Cas de deux éqtjatioks. — Soient deux équations
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entre les deux inconnues x ely, et
les systèmes de solutions communes à ces deux équations. On nomme fonction symétrique de ces solutions communes toute fonction qui ne change pas de valeur quand on y permute les groupes (^<j^i), (^^2^2)7 - • • • les uns dans les autres; nous considérerons seulement les fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de cette espèce est toujours exprimable rationnellement par les coefficients des équations proposées.
Par un raisonnement tout semblable à celui que nous avons fait au sujet des fonctions symétriques des racines d'une équation à une inconnue, on fera voir que la détermination d'une fonction rationnelle et symétrique des solutions {jCi^i), (xaj^a), ... se ramène à celle de fonctions symétriques entières, homogènes, et dont les différents termes se déduisent les uns dès autres, en changeant les indices des lettres x et j^, mais sans changer leurs exposants. Les fonctions symétriques auxquelles on est ainsi ramené seront dites simples ou du premier ordre, doubles ou du deuxième ordre, etc., suivant que chacun de leurs termes contiendra les lettres d'un, de deux, etc., groupes {x^y^), (j^aj^a)» •••• La forme générale des fonctions simples sera
p ou q pouvant être nul. Nous représenterons une pareille fonction par \ ■^cf/^- La forme des fonctions doubles sera
jf.p 7 p' .V _L. >.^ V ^^p' r^ -4-
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nous la représenterons par y -^1^1^% xl * ^^ ^i^^sî de suite.
Voici la méthode donnée par Poisson pour calculer la
fonction simple^ •'^f^f •
Désignons par t une nouvelle variable, par a une indéterminée, et posons
t=zx -h oLjTj d'où x=: t — ay;
en substituant cette valeur de a: dans les équations proposées, celles-ci deviennent
/('— «r,7) = O» F(t—ay,jr) = o,
et, en éliminant j^, on a une équation finale en f ,
qui contient dans ses difierents termes l'indéterminée a. Cette équation en £ a pour racines
et elle est, par conséquent, du degré n. D'ailleurs, la somme des puissances semblables de degré |utdes racines de l'équation en t peut s'exprimer rationnellement (n®.171) par les coefficients de cette équation, c'està-dire en fonction de a et des coefficients des équations proposées. On aura donc
(■^1 + «ri Y'-^- (.r, -h a/, j»' -h ... -h (*„ -H OLXa]' = Ao-4-Aja-h A, a* -f- ..,
formule où Aq, A|, ... désignent des quantités connues et exprimées rationnellement par les coefficients des équations proposées. Cette équation ayant lieu quel que soit «, les coelficients des mêmes puissances de a
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doivent être égaux dans les deux membres, et il en résulte cette suite d'égalités :
x^ -4- ar'; -4- . . . -h . ^i; = A
qui feront connaître les fonctions simples \ -"^^ xl ^® degré p -{-(/= yi.
Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., peut être exécuté de la même manière que dans le cas des fonctions symétriques ordinaires. Par exemple, pour avoir la fonction double \ ^iX^'^i xf^ on multipliera ensemble les
deux fonctions simples > -^f J^ et\ ^^' y*( \ le produit
se composera de la fonction simple \ Jt^^' yf^ et de la fonction doubl-e qu'on veut trouver. On aura donc
Seulement il ne faudrait prendre que la moitié de cette i;xleur, si Ton avait à la foisp'= p, y'= q.
Les fonctions triples, etc., se calculeront d'une manière analogue.
Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l'avions annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à deux équations peuvent s'exprimer rationnellement par les coefficients de ces équa-
SECTION II. CHAPITBE V. 6o3
tions, et l'on voit que leur détermination exige seulement l'élimination d'une inconnue entre deux équations.
265. Cas d'un :i« ombre quelconque d'équations, — La même méthode s'applique à un nombre quelconque d'équations. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trois équations à trois inconnues
f[x,jr, «) = o, F(x, r, z)=:o, (p(x, j, 2) = o,
et soient
les systèmes de solutions communes à ces trois équations. Conservant la classification que nous avons adoptée des diverses fonctions symétriques, la forme générale des fonctions simples sera
celle des fonctions doubles sera
et ainsi de suite. Et c'est à la détermination des premières que se ramène celle de toute fonction symétrique et rationnelle.
Désignant par t une nouvelle variable, par a et 6 deux indéterminées, nous poserons
/= jr -h a^ -4- 6 a, d*où xzrzt — aj — 6a
Ayant substitué cette valeur de x dans les équations proposées, nous éliminerons j>^ et z ; nous obtiendrons ainsi* une équation finale en r,
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contenant les indéterminées a et 6, et dont les racines seront
La somme des puissances jx»«"" de ces racines pourra s'exprimer rationnellement par les coefficients de Téquation en f , c'est-à-dire en fonction des indéterminées a et S et des coefficients des équations proposées. On aura ainsi une équation de la forme
-\- ajr^ H- 6zj )l*.-.r: \ A^,, (Z^€
OÙ le coefficient A^^^ désigne généralement une quantité connue. Le signe sommatoire 2 du premier membre s'étend aux n racines de l'équation en t, celui du second membre à toutes les valeurs de q et de r, telles que
y -i- /•-— ou <C pt.
En posant p—-.^ — q — r, et égalant les coefficients de «^ S'' dans les deux membres, on aura
fx \ P <i r __
c'est la formule qui fera connaître les fonctions simples.
Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on procédera comme dans le cas des deux équations. La forme du calcul est la même, et Ton voit qu'en général les fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à plusieurs équations s'exprimeront toujours rationnellement par les coefficients de ces équations.
Il faut remarquer que la détermination des fonctions symétriques des solutions communes à trois équations exige l'élimination de deux inconnues entre trois équations, et généralement la détermination des fonctions
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flymétriques des solutions communes à Â: équations exige Télimination de A: — i inconnues entre k équations.
Extension de la méthode d^ élimination par les fonctions symétriques, au cas d'un nombre quelconque d'équations,
266. La méthode que nous allons exposer, d'après Poisson, donne le moyen d'éliminer A: — i inconnues entre A: équations, lorsqu'on sait éliminer k — 2 inconnues entre k — 1 équations, et, par conséquent, cette méthode ramène tous les cas, en dernière analyse, à l'élimination d'une inconnue entre deux équations.
Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équations seulement, entre quatre ou un plus grand nombre d'inconnues ; mais on verra sans peine que notre raisonnement est général et qu'il s'appliquerait sans modification au cas d'un nombre quelconque d'équations.
Soient donc les quatre équations
If[x, y,z, u, . .) = o, ^['-^^ X^ «» ", ...) = o, ?(^, 7, «, «, ...) = o,
entre quatre ou un plus grand nombre d'inconnues Xyjy ZjUj . . . , et proposons-nous d'éliminer trois inconnues, jr, j-, z par exemple, entre ces équations.
Considérons en particulier les trois premières des équations (1),
I/(x, J, 2, M, ...) — o, F(^, /, 2, u, ...)==o, ff{x,jr, z, u, .. .) — o,
et, en regardant Xy y y z comme fonction des autres va-
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riables, Uf . . . , désignons par
{^uXu »i)» (*î' Jsi «2)1 • •» (^ii.r«i «»)
les /z systèmes de solutions communes aux équations (a). Gela posé, remplaçons {x,y, z), dans la quatrième des équations (i), successivement par chacun de ces n systèmes, et désignons par V le produit des résultats ainsi obtenus, en sorte qu'on ait
(3) V=4>(.r„ji,Zi,tt,...)*(j:„jï.«2,«v.-)--.*[-'^».rn'»«.«t— )î
Téquation
sera l'équation finale résultant de l'élimination de j:,^ et z entre les équations (1), car cette équation (4) exprime la condition nécessaire et suflisante pour que les équations (1) admettent un système (or, ^, z) de solutions communes. D'ailleurs V est une fonction symétrique et entière des solutions communes aux équations (2); on pourra donc l'exprimer rationnellement par les quantités indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équations (i). Pour cela, désignant, comme précédemment, par t une nouvelle variable, par a et 6 deux paramètres indéterminés, nous poserons
tz— X -r olx -r-^z^ d'où x.-t—oiy — tz\
en substituant cette valeur de x dans les équations (a), on aura les trois suivantes :
If\^~ «r — 6», r» ». «» . . ) = o» F(r— aj- 6«, j, 2, tt, . . . — o, y(r_aj— es, j, 5, tt, .. .; = o,
entre lesquelles il faudra éliminer y tX. z. C'est donc à l'élimination de deux inconnues entre trois équations
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que nous ramenons l'élimination de trois inconnues entre quatre équations. L'équation finale en t qui résulte de l'élimination dej^el dez entre les équations (5) aura pour racines
et son degré sera égal à «. Supposons cette équation formée, et ordonnons-la par rapport à t\ elle sera
(6) /« -i- py^ /«-* -f- p^ /'»-* -+-... -^/?„-i t-^Pn-^ o,
Pi, pa, . . . étant des fonctions rationnelles de u, . . ., qui contiennent aussi les paramètres a et 6. Cette équation (6) servira, comme nous l'avons vu précédemment, à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions communes aux équations (a), dont l'expression de Vest composée, et le problème sera enfin résolu.
Cette méthode conduit, dans les applications, k des calculs d'une longueur rebutante ; mais nous allons en conclure aisément une démonstration nouvelle du théorème de Bézout, relatif au degré de l'équation finale, ce qui est l'objet principal que nous avions en vue.
Théorème de Bézout sur le degré de l'équation finale.
267. D'après ce qui précède, n étant le nombre des solutions communes {x,jy z) aux équations (2), on obtiendra une équation finale du même degré n en éliminant deux inconnues quelconques entre les équations (a)'. Cela est d'ailleurs évident a priori, car, à cause de la généralité que nous supposons aux équations, tout est semblable par rapport à x, ^, z, m, . . . . Toutefois, il est important de faire cette remarque, parce que le contraire pourrait avoir lieu si l'on attribuait aux coefficients des valeurs particulières.
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Lehmb. — Si n désigne le degré de l'équation finale qui résulte de l'élimination de deux inconnues entre les trois premières des équations (i) et m le degré de la quatrième équation (i), le degré de l'équation finale résultant de l'élimination de trois inconnues entre les quatre équations [i) est au plus égal à mn.
L*équation (6), qui résulte de rélimination de y et z entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients pi, p2y • • • sont des fonctions entières de u, . . . , dont la première est au plus du premier degré, la deuxième du deuxième degré, etc. Cela posé, la somme des puissances semblables de degré |ui des racines de Téquation (6),
c'est-à-dire N (xj -i-aj^i -j-Szi)»*, peut s'exprimer sous
forme entière, en fonction des coefficients ^i, p», . . . , par une formule qui est au plus du degré ^ par rapport à a, ... ; donc une fonction symétrique simple, telle
que \ '^xXX^'x'* de degré p -i- q -i- r = (Xy s'exprimera
par une formule qui sera elle-même au plus de ce degré |ui, par rapport à m, .... Il résulte de là, et du mode général suivant lequel les fonctions symétriques et entières les plus compliquées se forment à l'aide des fonctions simples, que toute fonction symétrique et entière du degré yi des solutions communes (xi, jTo ^«)> • • • > ^^^ équations (2), s'exprimera par une formule entière qui sera au plus du degré ^jl par rapport au, .... Or chacun des termes de l'expression de V, donnée par l'équation (3), est le produit de puissances de w, . . ., dont les exposants ont une somme mn — /x inférieure à m/i, par une fonction symétrique et entière de degré /x des solutions communes (x<, y^y Z\)} - • • > aux équations (2). Donc, enfin, chacune de ces parties de V s'exprimera par une formule qui sera au plus du degré mn par rapport
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k Uy . . . , et, par suile, réquatioa V = o sera au plus du degré mn.
On pourrait faire à la démonstration précédente Tob* jection que voici : Le raisonnement suppose que les coefficients p«, p2f •.., sont entiers par rapport aux variables u, ..., ou, en d'autres termes, que Téquatîoa (6), qui est du degré n par rapport à chacune des variables t, u, , . . , est de ce même degré par rapport à toutes les variables. Or cela n'est pas tout à fait évident, quoique les équations (i) ou (5) soient supposées chacune la plus générale de son degré. Voici, ce me semble, la manière la plus simple de lever cette objection. Si quelques-uns des coefficients pt, p^j . . . étaient fractionnaires, quelques-unes des racines t de l'équation (6) deviendraient infinies pour certaines valeurs finies
des variables m, Or je disque cela ne peut avoir lieu,
tant qu'on laisse indéterminés les coefficients des équations (2) ou (5), et il suffit évidemment, pour justifier cette assertion, de citer un cas où cela ne soit pas. Supposons qu'on donne aux coefficients des équations (5) des valeurs telles, que chacune, restant du même degré, se décompose en facteurs linéaires de la forme
/ -f- «/ -f- ^z -H cw -f- . . . -f- /;
on pourra exprimer chacune des racines i de l'équation finale relative à ces équations particulières, en fonction de u, ..., par les formules qui servent à la résolution des équations du premier degré ; et ces valeurs de t, étant évidemment de la forme de g^a -i- . . . -f-y, ne pourront devenir infinies pour des valeurs finies de u, .... On déduit aisément du lemme qui précède la démonstration du théorème de Bézout.
Théorème. — Le degré de l'équation finale quiré^
S. - Als, sup., \. 39
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sidte de V élimination de k — i inconnues entre k équa^ tions est égal au produit des degrés de ces équations.
Soient, en effet,
^i^ ^1% ^i^ • • •« "2jfc
les degrés des A: équations. Le degré de Féquation finale qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre les deux premières sera égal àmi m2, ainsi que nous Favons établi au n® 186 : donc, d'après le lemme qui précède, si Ton élimine deux inconnues entre les trois premières équations, le degré de Téquation finale sera au plus nii m^Xniif ou mim^nii^ de même, si Ton élimine trois inconnues entre les quatre premières, le degré de Téquation finale sera au plus mi ma mj X w* ou m« mim^m^. Et Ton voit, en continuant ainsi, que le degré de l'équation finale qui résulte de l'élimination de k — I inconnues entre les A: équations sera au plus égal au produit des degrés de ces équations.
On peut ajouter que le degré de l'équation finale sera précisément égal à ce produit, si les équations proposées sont chacune la plus générale de son degré, comme nous l'avons supposé. On s'en assure aisément en considérant un système de k équations décomposables chacune en facteurs linéaires, ainsi que nous l'avons déjà fait au n** 71.
Dés^eloppement d'une fonction algébrique implicite en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de sa variable*
268. Les recherches que je vais exposer îcî font partie d'un Mémoire sur réliminalion, publié par Lîouviîlr dans le tome \1 du Journal de Malhémaùquf^s,
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Soit (i) BI(x,^) = o ou M — o
nne équation du degré m entre deux variables xely* Si cette équation est du degré m par rapport k y^ elle aura m racines^, qui seront fonctions de x^ et que nous nous proposons de développer suivant les puissances décroissantes de X, En réunissant les termes de même degré, l'équation (i) pourra s'écrire de la manière suivante :
ou, en posant - = a,
f^f\jj%y • . • désignent ici des polynômes dont le premier est du degré m ; les autres sont au plus des degrés m — I , m — a, . . . , respectivement. Dans le cas le plus général, ces polynômes sont précisément des degrés m, m — I*, m — 2, ....
Les m valeurs de u fournies par l'équation (3) sont des fonctions de x qui, pour x = oo , se réduiront aux /// racines de Téquation
on pourra donc poser généralement
(5) II — a-f-i,
e s'annulant avec - • Nous nous bornerons au cas où les
racines de Téquation (4) sont inégales, et, dans tout ce qui suit, cette hypothèse doit être maintenue. Portons dans Téquation (3) la valeur de u tirée de (5); on aura
(6) X'V(« -H «) -^ •^'"-'/l ^« -^ 0 •+• ^"'-Va (a -ht)-!-...:::- O.
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Développant chaque terme par la formule de Tavlor, ayant égard à Téquation (4), et divisant par x*""* , il vient
faisons maintenant x = oo dans cette équation, et désignant par a' la limite de eor, il vient
d'où
Cotte valeur de û/ sera toujours finie, car, par hypothèse, IVquationy (a) = o n'a pas de racines égales.
Puisque ix a pour limite la quantité o/, dont nous venons de trouver la valeur, on pourra poser
ix=za'^€\
d'où
(lo;
t' s'annulant avec - • Par suite, la valeur (5) de u devient
(II) tt =r a H 1 •
XX
C'est la série dans laquelle u se développe, quand on se borne aux deux premiers termes ; - est le reste correspondant.
On peut déterminer la linjiite du produit ^x de la même manière que celle du produit tx. Si, en effet, on porte dans l'équation (7) la valeur de 6, tirée de (10), qu'on multiplie ensuite par x, et qu'on ait égard à l'é-
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quation (8), il vient
en désignant par Eune somme de termes qui s'annulent avec -; faisant donc x = oo , et désignant par en" la limite de e'x, on a
équation qui détermine la valeur de a". '
Connaissant la limite a" du produit e'o:, on pourra poser
d'où
tiZ) ,'=! + '_,
JT. a:
t" étant une nouvelle quantité qui s'évanouit avec - • D'après cela, la valeur de (11) de u devient
c^est la série qui exprime la valeur de u quand on se borne aux trois premiers termes ; — est le reste correspondant.
On pourra obtenir ainsi autant de termes que Ton voudra du développement de m, et, comme^ = Mar, on aura, par suite, autant de termes que Ton voudra du développement de^; on a, en particulier,
/ y 7Z.1 OLiK -^ f JT,
y - z CLX -\- cl' -\- i\
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La deuxième de ces trois formules comprend toute la théorie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée par Téquation (i), où x et j^ désignent alors des coordonnées rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la droite représentée par Téquation
(16) ^'=ra.r-i-a.
La diCFérence e' qui existe entre les coordonnées de la courbe et de Tasymptote est généralement un infiniment
petit du premier ordre ^ en considérant - lui-même
comme un infiniment petit du premier ordre.
La courbe représentée par Téquation (i) admet aussi pour asymptote Thyperbole que représente l'équation
mais dans ce cas la diflercnce - desordonnées des deux
courbes est un infiniment petit du deuxième ordre au moins. La courbe (17) pourrait être appelée asymptote du deuxième ordre de la courbe proposée ; et, comme on peut pousser aussi loin que Ton veut le développement dey en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de X, il en résulte une infinité de courbes des degrés respectifs 3, 4» • • • » et qui auront, avec la courbe proposée, un asymptotisme de plus en plus intime.
On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d'insister sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si Téquation
avait des racines égales, contrairement à Thypothèse que nous avons faite.
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Formation de l'équation finale qui résulte de l'éUmi" nation d 'une inconnue entre deux équations à deux inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de BézouU Somme des racines de V équation finale.
269. La méthode que nous venons d'exposer permet de former autant de termes que Ton veut de Téquation finale qui résulte de Télimination d'une inconnue entre deux équations. Soient les deux équations générales
des degrés m et n respectivement; en réunissant les termes de même degré, on pourra les écrire de la manière suivante :
J\ fiy yi, . . . sont des polynômes respectivement des degrés m, m — i, m — a, .. .; F, F«, F2, . . ., des polynômes des degrés n, n — i,/i — 2, ..•.
Soient j^i, j^2, ..., y m l^s valeurs de y tirées de la première des équations (i); portons-les dans le premier membre de la seconde, et désignons par V le produit des résultats ainsi obtenus, de manière que Ton ait
Téquation finale qui résulte de Télimination dej^ sera
On calculera aisément la fonction V, en développant en série, suivant les puissances décroissantes de x, chacun
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de ses facteurs, dont rexpression générale est N ( x, y ). Je dis même que, si Ton ne veut connaître que le premier terme de V, il suffit de borner les séries dont nous parlons à leur premier terme ; que, si Ton ne veut que les deux premiers termes de V, il suffit de connaître les deux premiers termes des séries, et ainsi de -suite.
Supposons, par exemple, qu'on ne veuille connaître que le premier terme de V ; on a, en faisant comme pré-
cédemment u = -»
.r N(.r, j z=xT[u] -h:r»-ïFi(w) -*-....
Posons aussi, comme plus haut, tf = a H- «,
e étant une quantitéqui s'annule avec -» et a une racine quelconque de Tcquation
on aura
— --- =*";« -î-ej -î- - Fi a-hel -h. ..,
et, pour a* =oc ,
OU
K désignant une quantité qui s'annule avec ~ • D'après cela, en représentant par
les m valeurs de a, on aura
K ( X, r„, .i:« F ;:«,„ ; -H .r« E^, , Ef, E«, ..., E,„ désignant (les quantités qui s'évanouissent avec - • Si Ton multiplie ces équations et que Ton ait égard àFéquation (3), il viendra (5) V=ar'^'»F;a,)F(a,)... F(a;„ ; -f- a:'«« H,
H désignant une quantité qui s^annule avec -• Le premier terme de V est donc
on pourra l'exprimer en fonction rationnelle des coefficients de F etfy puisque F(ai) F(a2). . .F [ocm) est une fonction symétrique et entière des racines de Téquation
II suit de là que l'équation finale qui résulte de l'élimination de ^ entre les équations ■ i) et (2) est d'un degré égal au produit des degrés de ces équations.
Remarque. — Si les coefficients des équations (i) ont des valeurs déterminées, et que ces équations contiennent la plus haute puissance de j-, l'équation finale résultant de l'élimination de j^ sera toujours V=o, et l'on voit que le degré de cette équation finale sera encore égal au produit des degrés des équations proposées, à moins que les équations
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niaient une ou plusieurs racines communes, auquel cas ce degré s^abaissera nécessairement.
270. Pour avoir les deux premiers termes de l'équation finale V = o, il faut connaître les deux premiers termes du développement de îi[Xfj) en série. Pour cela, dans l'équation
N(J7, 7)=Jî«F(£l)-*-X«-»F,(£/)-h...,
nous poserons
«'désignant toujours une quantité qui s'évanouit avec - • a une racine de
et a' une quantité que nous avons calculée, et qui est déterminée par l'équation
on aura alors
E désignant une quantité qui s'annule avec - • Cette formule donne le développement de N(x,j'), bornée aux deux premiers termes ; en y remplaçant a par chacune de ses m valeurs, on aura
N(:ro',)=.r»F(a,)-hx»'»[a;r(«0-4-Ft(aO] + ^r»-'E,. N(x, X,) =x»F(«,) -4- a:--'[a\ r(a,) -+- F, (a,)] +x— ^E„
N(x,j.J = x''F(a^J-ha:'-«[al,r(«J-HF,(a^)]H-x-«E«.
Dans ces équations, E|, E2, . . . sont des quantités qui s'évanouissent avec-» et a',, a\j ... sont les valeurs
de o! qui correspondent aux valeurs cti, a^, ... de a. Multipliant toutes ces équations et désignant simplement par x*"""* H l'ensemble des termes dont le quotient par
j;»wi/i-f s'annule avec -? on aura
+*«»-«F(a.)F(a,)...F(a„)^î^^î|±!if»U.r-— 'H.
Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infiniment petite avec -? contient un nombre limité de termes,
et Ton voit que le deuxième terme de V aura pour coefficient
F(,)F(«o...F(..)5;«-:fi'^^^-rL(fi),
le signe \ s'étcndant à toutes les racines « de l'équation
D'après cela, si Ton désigne par \ x la somme des racines de Féquation finale en j?, on aura
f (a] ou, en mettant au lieu de «' sa valeur — ~ — r»
On pourrait calculer ainsi autant de termes que Ton voudrait de Téquation finale V = o, par suite celle équation tout entière : seulement les calculs deviennent de plus en plus compliqués, et nous devons nous borner à ce qui précède.
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271. Au lieu de porter dans réquation N = o les valeurs de j^ tirées de M =: o, afin d'avoîr Téquation finale V = o, on aurait pu faire l'inverse, porter dans l'équation M = o les valeurs de j tirées de N = o ; mais alors
on aurait eu une autre expression de la somine \x des
racines de l'équation finale, que Ton peut écrire sans faire de nouveaux calculs. Il est évident, en effet, que Ton aura
E^_Vi''.(e)A'e) y/. (6)
les sommes du second membre s'étendant à toutes les racines S de l'équation
En égalant entre elles ces deux valeurs de \ x, on obtient
les sommes du premier membre étant relatives aux racines a dey(a) = o, celles du second aux racines o do F(S) = o. Dans cette formule, qui exprime un théorème d'Analyse, yet F désignent des polynômes quelconques, qui n'ont pas de racines égales, ni de racines communes; j\ et Ff désignent aussi des polynômes quelconques, mais de degrés respectivement moindres que^ et F.
Supposons que le polynôme F soit égal à/l, et que F, soit identiquement nul ; l'équation précédente se réduit à
SF'(a]_ Y LUI
ou même à
puisque chaque terme du second membre est nul, le signe N étant relatif aux racines de F(ê)=o.Dans
Téquation précédente, le signe \ s'étend aux racines
ce de J*[a) = Oj et ï^ désigne la dérivée d'un polynôme quelconque F de degré inférieur à y*; par conséquent, F' est un polynôme quelconque de degré inférieur à f\ La formule précédente résulte aussi, comme nous Tavons vu, de celle qui donne la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
Développements, en séries ordonnées siiwanl les puissances décroissantes de la variable, de plusieurs fonctions algébriques définies par autant d^ équations.
272. L'analyse que nous venons de développer peut être aisément généralisée, et étendue au cas d'un nombre quelconque d'équations.
Soient
(i) M(jr, r, 2)— o, ^[x, X, z) = Q
deux équations généralesdes degfés m et /i respectivement entre les trois variables x, y, z; la première x étant considérée comme indépendante, les deux autres j^ et z en seront des fonctions. En réunissant les termes de môme degré, les équations (i) pourront s'écrire de la manière suivante :
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OU, en posant - =: m, - =:^ i',
I ^« F ( w, p ) -f- «»-> Fi ;>, t» ) -4- . . . = o ;
/et F sont des polynômes des degrés m et n respectivement, entre les variables m et ^'; ^i et F« sont respectivement des degrés m — i et n — i, et ainsi des autres.
En vertu des résultats précédemment obtenus, le nombre des solutions communes {u, i^) aux équations (3) est m/i, ainsi que le nombre des solutions communes (a, S) aux équations
et les mn systèmes de solutions communes des équations (3) se réduiront, pour x = qo, aux mn systèmes de solutions communes des équations (4). On pourra donc poser généralement
( 5 ) // =r a H- I, ff =r 6 H- u,
e et yj désignant des quantités qui s^annulentavec -• Ces
quantités sont d'ailleurs les restes des séries dans lesquelles u eiu se développent quand on borne ces séries à leur premier terme. Pour calculer les limites des produits tXf mXy nous suivrons la même marche qu*aa n^268. En portant dans les équations (3) les valeurs de u et V, tirées de (5), etayant égard aux équations (4), on a
En divisant ces équations respectivement par jc"*"* ot
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x""*, faisant ensuite x = 00 , et posant on obtient
d'où Ton lire les valeurs suivantes de a' et 6' F ^^ / ^^'
il)
" ""(VdF^d/dF* di d?" d'^ d«
;brdF__d/dt'' da do dô da
En désignant par e' etr/ de nouvelles quantités infiniment on pourra poser
petites avec -» on pourra poser
et, par suite,
B=aH h~» P=:6H h-:
XX XX
on aura ainsi les deux premiers termes des séries dans lesquelles u et i^, ou J^ et ^, peuvent se développer, et Ton voit aisément qu'on pourra, de la même manière, obtenir les termes suivants.
Cette méthode s'applique, quel que soit /u, au cas do \k — I équations entre /x variables, pourvu qu'on écarte, comme nous l'avons fait jusqu'ici, en raisonnant sur des équations générales, quelques cas particuliers qui peuvent se présenter.
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Formation de V équation finale qui résulte de l'élimination de deuXj trois, etc. y inconnues entre trois, quatre f etc., équations. Noux^elle démonstration du théorème de Bézout, Somme des racines de l'équation finale.
273. On peut, par l'analyse précédente, former autant de termes que Ton veut de l'équation finale qui résulte de rélimination de deux, trois, etc., inconnues entre trois, quatre, etc., équations.
Soient, par exemple, les trois équations générales
des degrés m, «, p respectivement, entre trois inconnues Xyj", z: en réunissant les termes de même degré, ces équations seront
y, F et 9 sont des polynômes des degrés m, n, p respectivement, par rapport aux deux variables qu'ils renferment ; y, , Fj , 9, sont respectivement des degrés m — i , n — I, p — I, et ainsi de suite.
Désignons par
les mn systèmes de solutions communes aux deux premières des équations (i), et posons
Y = P (x, Ji, z,]F (.r, Xt. 2i). . . P(.^, J'^nn, «m»);
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Téquation finale résultant de Télimination de j^ et ^ entre les équations (i) sera
et c'est cette équation qu'il s'agit de calculer. On y parviendra en développant en série chacun des facteurs P ( x,^, z) de V, et il suffira de connaître autant de termes du développementde Pqu'on en veut avoir dans V. Nous nous bornerons ici, comme nous l'avons fait dans le cas de deux équations, à calculer les deux premiers termes de V, ce qui suilfit pour connaître le degré et la somme des racines de l'équation finale.
On a, en faisant, comme précédemment, - = «, - = ^/,
et, si l'on pose
Il = a -t- s, l'=r:6-f->I,
il vient
• P(x,j, z)=xP^[^,Z)-^xPY.,
E s'annulant avec -9 ainsi que e et >?. En mettant dans
l'équation précédente, à la place de x et jy leurs mn valeurs, il vient
p [^. rt^ 3,) =.«:/' <p(y.„ s,) H- xPE,,
Ef,E2, ..., Ejn/i étant des quantités infiniment petites avec -• Enfin, en multipliant toutes ces équations, on a la valeur suivante de V:
S.— jilg. sujf,, I. ^o
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où H désigne une quantité qui s'annule avec - • Le premier terme de V est donc
H suit de là que le degré de l'équation finale qui résulte de Télimination dej^eiz entre les trois équations (i) est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème de Bézout.
Si Ton veut obtenir les deux premiers termes de l'équation finale V = o, il est nécessaire de calculer les deux premiers termes du développement de P(j:,j^,^) en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour cela, dans l'équation
nous poserons
c' etr/ désignant toujours des quantités qui s'évanouissent avec -> a'^et & des quantités déterminées par les équations
La valeur deP(j:, j^, s) pourra alors s'écrire de la manière suivante :
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en désirant par E une quantité qui s'annule avec -; on aura donc
Dansces équations nous avons mis, pourabréger, ~ -, . • .
à la place de -^^^— '-' • • • î ^', > '^'j» • • • désignent les
.valeurs de af qui correspondent aux valeurs ofi, «o, ...
de a; enfin, E|, E2, . . . sont des .quantités infiniment
petites avec-' En multipliant toutes ces équations, on aura la valeur suivante de V :
V z= j:«»J'^(aj,6i) ç(a„ 6,). . . ^[c^mn. 6,„n)
-*- ^'«'»/'-» H, OÙ H désigne une quantité qui s'annule avec -? et où le
signe \ s'étend à toutes les solutions communes («, é) des deux équations
Le second terme de V est donc
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cl sî Ton désigne par \ x la somme des racines de Téqualion finale V= o, on aura
En remplaçant, dans celte formule, J el 6' par leurs valeurs écriles plus haut, -et en faisant, pour abréger,
on aura cette expression
où les sommes du second membre sont relatives à tous les systèmes de solution^ communes aux deux équations
Le calcul des deux premiers termes de Téquatlon finale, qui résulterait de Télimination de /x — i inconnues entre fx équations, n'offrira pas plus de difficulté, quel que soit fx, que dans les deux cas particuliers qui ont été développés ; la marche à suivre est toujours la même, et Ton peut considérer comme générale la nouvelle démonstration que nous avons donnée du théorème de Bézout pour les cas de deux et de trois équations
Démonstration d^ une formule de Jacobi.
274. Pour obtenir Téquation finale V=-o, nous avons porté, dans la troisième des équations données, les valeurs
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dey et de z, tirées des deux premières ; mais on aurait pu opérer de deux autres manières différentes : par exemple, en portant dans la première équation les valeurs dey et de Zy tirées des deux dernières, on aurait obtenu une
expression différente de \ x, qui peut évidemment être
tirée de celle déjà trouvée, en changeant Tune en Tautre y et y, yi et 0| , .... On a donc
mais ici les sommes qui figurent dans le second membre sont relatives aux solutions communes des équations
çfy, ^; = o, <?(7, J)=0.
Égalons les deux valeurs trouvées pour \ x, et supposons que les polynômes F| et/i soient identiquement nuls ; on aura
en se rappelant que le signe N s'étend, dans \è ffremier
membre, aux solutions communes dey(a, 6=^0, F(a, f ) = o, et, dans le second membre, aux solutions communes de F(7, ^"l == o, (^(y, (î) = o. On peut, dans cette formule, considérer les polynômes^, F et <j> comme absolument arbitraires; et, quant au polynôme ©i, il n'est assujetti, par notre analyse, qu'à la seule condition d'être d'un degré inférieur à celui de y. Supposons
la somme du second membre de l'équation précédente
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sera alors relative aux solutions communes des deux
équations
¥(y,$)=.o, C(7, iî)^o,
et, par conséquent, chacun de ses termes sera identiquement nul. On aura donc
ou
Zjà/
doL ô^ âoL do
le si^ne \ s'étendant aux solutions communes des deux
équations
Cette formule remarquable, où cpi désigne un polynôme
quelconque de degré inférieur à celui de t- -ït — -^ tv
est Textension de celle que nous avons démontrée au n** 217 et que nous avons rencontrée de nouveau au n"* 271 . Elle a été démontrée pour la première fois par Jacobi, et Liou ville y a été conduit naturellement, CQmme nous venons de le faire voir, dans ses recherches sui* l'élimination.
jé ppUcation de la théorie précédente à une question de Géométrie,
275. Liouville a déduit des résultats qui précèdent la démonstration d'un théorème curieux de Géométrie que nous allons présenter ici :
Théouème. — Si l'on mène à une courbe algébrique la série des tangentes parallèles à une direction donnée.
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le centre des moyennes distances des points de contact sera indépendant de cette direction.
Soit
M(.r, r) =zr O
Téquation d'une courbe algébrique; les coordonnées réelles ou imaginaires des points de contact de cette courbe avec les tangentes parallèles à la droite y =:^ ax seront les solutions communes aux deux équations
Si l'on pose- = «, et qu'on représente la courbe par
Tcquation <p(a:, u) = o, les coordonnées x et u seront les solutions communes aux deux équations
Soit donc, conformément aux notations du n** 268,
^(.r, u) = .rV( ") -H .'-'"-Vi («) -*-...,
j\ f\j • • . , désignant des polynômes des degrés m, 7/1 — I , ... ; on aura
et, par suite,
^ + fJZif |l =^«-.F(„) H-:r'»-'F,(«) + . . .,
OX X OU
en faisant, pour abréger,
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F{u), F|(a), . . • sont des polynômes des degrés m — i, m — 2, ... ; car, dans F(i£) par exemple , les deux termes du degré le plus élevé, qui proviennent de mf[u) et de [a — u)f[u), se détruisent évidemment; et la même chose a lieu pour F| (a), ....
L'équation finale qui résulte de Télimination de y entre les équations (i) est la même que celle qui résulte de Télimination de u entre
•^v(«; -H ^'-''-Vi («) -^ . . .= o.
Si donc on désigne par \ x la somme des racines de Téquation finale, on aura (n° 269)
le signe \ s'étendant dans le second membre aux racines
de Téquation
et oi étant une quantité déterminée par Téquation
Pour avoir l'expression de ^ j: en fonction des quau-
tités données fy f\y . . . , différentions la première des équations (2); on aura
Les équations (2) et (3) donnent ensuite
on, comme la quantité «'/'(«] -+"/i(«) est nulle,
On aura aussi, en faisant 11 = a dans la première des équations (2), et en remarquant quey(«) est nulle,
Des équations (4) et (5) on lire
x' F'(a1 + F, (a) _«'/"(«! -h/.(al.
par
suite.
la valeur de
:^xest
et Ton voit qu^elle est indépendante de a, La somme des distances à Taxe des j des points de contact de notre courbe avec les tangentes parallèles à la direction donnée est donc indépendante de cette direction; ce qui démontre le théorème énoncé, car Taxe desj^estune droite quelconque située dans le plan.
La démonstration précédente semble en défaut lorsque Féquationy (a rr= o a des racines égales; pour montrer que les conclusions sont cependant exactes dans ce cas, on peut employer un raisonnement dont nous avons déjà fait usage. Il suffira de changer infiniment peu les coefficients dey, de manière que f [a) =20 n'ait plus de racines égales, et de supposer ensuite ces changements nuls : on aura une courbe infiniment peu différente de la proposée, et pour laquelle le théorème aura lieu ; d'où Ton peut conclure qu'il a lieu, à la limite, pour la courbe proposée elle-même.
Le théorème précédent conduit à quelques con
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séquences intéressantes. Désignons toujours par \ x la
somme des abscisses des points de contact d'une courbe algébrique avec les tangentes qui font l'angle u avec la direction des x positives, et faisons varier o) de sa différentielle ^/co; comme \ x ne dépend pas de cet angle, on aura
Mais, en désignant par ds l'arc infiniment petit qui a pour projection rfx, on a dx = ds cosw ; par suite,
\</fcosfti=:o, ou \— =zo;
puisque coso» et d(ù sont constants, — est la valeur du rayon de courbure p ; on aura donc
les rayons p étant pris avec un signe convenable ; on aura aussi
p' désignant le rayon de courbure de la développée, et ainsi de suite.
En outre, si J et u représentent les coordonnées du centre de courbure correspondant au point (x, j). on a
.r = Ç — p sinuy /■ = M -h p CCS»;
donc, en ayant égard aux formules précédentes, on a encore
c'est-à-dire que le centre des moyennes distances des points de contact d'une courbe algébrique avec la série des tangentes parallèles à une même direction est le môme que le centre des moyennes distances des centres de courbure correspondants.
277. Liouville a également donné dans son Mémoire la démonstration du théorème suivant, qui est analogue au précédent :
Théorème. — Si Von mène à une surface algébrique la série des plans tangents parallèles à deux directions fixes, le centre des moyennes distances des points de contact sera indépendant des deux directions données.
M(jr, ^, z)=.o
est Téquation d'une surface algébrique, les coordonnées des points de contact de cette surface avec les plans tangents parallèles au plan qui a pour équation
z •=. ax -f- hy
seront données par les trois équations
ox ôz ôy dz
Il suffit, pour établir le théorème qui vient d'être énoncé, de calculer la somme des racines de l'équation finale qui résulte de l'élimination de deux inconnues entre les trois équations précédentes. En suivant la marche que nous avons tracée, on trouvera que cette somme est indépendante de a et de h. Ce calcul ne présentant aucune difficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre
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de conséquences intéressantes que nous ne poumons développer sans sortir des limites que nous nous sommes imposées.
Sur l'élimination d^une inconnue entre deux équations dont les coefficients ont des valeurs particulières quelconques,
278. Nous avons fait connaître, dans le Chapitre P^, la méthode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, pour former Téquation finale qui résulte de Félimination d'une inconnue entre deux équations ; nous avons démontré ensuite que le degré de l'équation finale relative à deux équations générales des degrés m eXn respectivement est précisément égal àm/i, et que> dans aucun cas, ce degré ne peut surpasser le produit des degrés des équations proposées. Nous sommes revenu sur cette question dans le présent Chapitre; mais, à Tégard des équations particulières, nous nous sommes borné encore, comme nous l'avions fait précédemment, à assigner la limite que ne peut dépasser le degré de l'équation finale. Nous allons indiquer ici, d'après M. Minding, un moyen simple de déterminer avec précision le degré de l'équation finale relative à deux équations quelconques données (*).
Cas particulier du développement d'une fonction algébrique implicite en série ordonnée suiv^ant les puissances décroissantes de sa variable.
Soit
une équation entre les deux variables j: et ^. Les racines
(*) Une traduction du Mémoire de M. Minding a été publiée dans le tome VI du Journal de Mtuhémaùquet purei et appliquées.
y sont des fonctions de x, et, si Téquation est complète, chaque racine, ainsi qu'on Ta vu au n** 268, peut être développée dans une série de la forme
en sorte que, dans le cas général, les racines / d'une équation à deux variables x e\y sont du premier degré par rapport à a:(*\ Mais il n'en est pas toujours ainsi, lorsque l'équation que l'on considère manque de quelques termes. Nous allons indiquer un procédé pour trouver généralement les degrés des racines j^ de l'équation ( i ) , et pour former les développements de ces racines en séries ordonnées suivant les puissai^ces décroissantes de or. En ordonnant l'équation ( i ) par rapport aux puissances décroissantes de y^ nous l'écrirons de la manière suivante ;
(2) Aj'»-4-Air'"«-f-...-4-Ajfc7"'*-h...-f-A/^'«i-4-A/+,=o, et nous désignerons par
les degrés des coefficients
A. Al, A,, . . ., Ajt, . . ., A/, A,^_j,
qui sont des fonctions entières de x.
Cela posé, désignons par r un exposant indéterminé, par u une nouvelle variable, et faisons
(*) On dit qu'une fonction j" de x est do de{p*é r, lorsque le quotient
^— U eit ni nul ni infini pour x = ao . X' ^
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l'équatîon (2) devient
(3) Ax'«'•|l"'-^-AlX'».'•«"*.-h...-+-A4,J:'"l''tt'««-^...^-A/^:=:0,
OU, en divisant par Ax""",
4 «"'-h — II'". -H... -h -^ ^ tt'"*-f-...-h-"^'- —
dans cette équation, les degrés relatifs à j: des coefficients des termes qui suivent le premier sont respectivement
\ ^ ''Xm — m, ]
ï [m — fnj^]{ /|» •••» lîii /;•
\ ^ ^ \ w — nifc ; \ w y
Désignons par p^ le plus grand des nombres
m — nii
et supposons que - soit le dernier de ceux qui sont
égaux à Pi. Si Ton faitr = pi, quelques-uns des nombres (5) seront nuls, mais tous les autres, et en particulier ceux qui suivent le A'*"*, seront négatifs; en sori€ que, pour .r = 00 , Téquation (4) prendra la forme
(6) tt'"-f-. . .-hB^ii'^* — o, ou «'"»/(«) — o,
les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier d'entre eux B;t étant différent de zéro. Cetr« équation (6) a 7«A racines nulles, et ni — nij^ racines finies et différentes de zéro. Il s'ensuit que, parmi les racines j^ de l'équation (2), il y en a m^ dont les degrés sont inférieurs d p^, et m — nifi dont les degrés sont égaux à 0| . En outre, les premiers termes des séries qui représentent ces dernières
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racines sont égaux aux diverses valeurs de «x^«, quand on prend successivement pour a chacune des racines de Téquation
Cherchons maintenant les premiers termes des séries qui représentent les m* racines j^ de degré inférieur à pi . En divisant l'équation (3) par A^ x'"*'", elle devient
/ A xf '"-'"»)'■
j «m ^ _ _j_ i^nn >!....
V A* Ak
les coeflicients des termes qui précèdent u'^k ont pour degrés
et ceux des termes qui suivent u"*» ont pour degrés
Désignons par fa le plus grand des nombres
et supposons que — — — soit le dernier de ceux qui
sont égaux à jOa- H est aisé de voir que p^ est plus petit que /5|. En effet, on a, par hypothèse,
/7Z — /Wjt • /w — m^-'
= ou <p,
ou >/),
640 COURS D'ALGkBIlE SUPÉRlEUIlB.
et Ton en déduit
£^^-<?i. ou p.<pt.
Si Ton faitr= C2, les nombres (9) sont nuls ou négatifs, et en particulier tous ceux qui suivent le {k — Ay*™' sont négatifs. On voit aussi que tous les nombres (8) sont né~ gatifs; car, si g^ est <^ A, on a, par hypothèse,
avec ~ ^ = Pi»
m — nifc ^^
d'où
et .''-*ZliV_p,>o.
nig — m^
D'après cela, si Ton y fait /' = pa et j: = 00 , Téquation (7) prendra la forme
(10) tt'"*-H. . .-h Bjt/tt'"*'=r 0, ou «'"*'/,(l/) =10,
les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier B;i/ étant différent de zéro. Cette équation (10) a rrik* racines nulles et nin — /«a/ racines finies et différentes de zéro. II s'ensuit que, parmi les racines j^ de l'équation (2), il y en a mf^i dont les degrés sont inférieurs à pa, etm^ — iHf^ dont les degrés sont égaux à p^* En outre, les premiers termes des séries qui représentent ces dernières racines sont égaux aux valeurs de ax^* quand on prend successivement pour OL chacune des racines de l'équation
En continuant ainsi , on déterminera les premiers termes des séries qui représentent les m^/ racines de degré inférieur à j02* Ce que nous avons dit suffit évidepiment pour établir le théorème suivant :
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Théorème. — Etant donnée V équation
Aj"' H- A,jr'"« -l-- . . . 4- A/j'" i -h A/+, = o,
ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de y, et dans laquelle les coefficients
A, A,, A, Ai.4.1
sont des fonctions entières de x ayant respectivement pour degrés
si pi désigne le plus grand des nombres
U.y — U. f^î — ÇA f*,-4-l — ^ . , 5 . . . , ,
ni — m
et que — '- soit le dernier de ceux dont la valeur
' m — irik
est pi^ l'équation proposée aura m — nik racines de
degré ptj etsi k est <^ i ■+- 1 ^ les mk autres racines seront
de degré inférieur à p{. Si, en second lieu, p2 désigne
le plus grand des nombres
et que — — soit le dernier de ceux dont la valeur
est p2f l'équation proposée aura nik — /«*/ racines de degré p^j et si h! est <^i-\-iy les m^t autres racines seront de degré inférieur à p^- Si, en troisième lieu, p^ désigne le plus grand des nombres
et que "-^ — soit le dernier de ceux dont la valeur
m^j—rnj^j,
est jDj, r équation proposée aura ntki — uiffii racines de S., Alg.sup. — I. 41
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degré p^^ et si k' est <^i -\-i, les nikff autres racines seront de degré inférieur à pa, et ainsi de suite.
Quand on aura trouvé les premiers termes des séries qui représentent les diverses racines j- de l'équation proposée, on obtiendra aisément et de la même manière autant de termes qu'on voudra de ces séries. Considérons, par exemple, une racine dont le premier terme soit aa% on posera
ii la proposée n'a qu'une seule racine dont le premier terme soit ax^, la transformée en z n'aura qu'une seule racine de degré inférieur à ^o, et si la proposée a plusieurs racines ayant ax^ pour premier terme, la transformée aura un pareil nombre de racines de degré inférieur à p. On trouvera les premiers termes de ces racines de l'équation en z, comme on a trouvé les premiers termes des racines de l'équation en j ; on connaîtra ainsi les deux premiers termes des racines de l'équation en y qui ont ax^ pour premier terme. El, en suivant la même marcbc, on calculera autant de termes que Ton voudra des racines de l'équation en^.
Exemple. — Proposons-nous de trouver les degrés des racines j' do l'équation
nous désignons, a\cc Bézout, par la notation 'Xj\X) un pohnùme en x du dc^ré u.
D'après le théorème que nous venons d'établir, il faut d'abord former les nombres
SECTtCVN II. — CHAPITTIE V. 643
dont le maximum est -\ le dernier nombre égal à ce maximum occupeint le deuxième rang, Téquation proposée a deux racines de degré -• Pour avoir les degrés des autres racines, il faut former les nombres
dont le maximum est — ~\ le seul nombre égal à ce
maximum occupant le troisième rang, Téquation pro-
posée a trois racines du degré — - •
Formation de V équation finale qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre deux éi/uations quelconques à deux inconnues, — Déterniinalion du degré de l'équation finale.
2u0. Soient les deux équations
» N(.r, y. — Bx" -+- B, J«. -f . . . -r- By r"; 4- By^ . :^: 0,
que nous supposons ordonnées par rappoi t aux puissances décroissantes de y, et dans lesquelles les coefficients A, A|, . . . , B, B,, . . sont des fonctions entières de x. Il s'agit de former Téquation fînale qui résulte de réliminalîon dej^.
Désignons par riij>2y • • m y m les racines de l'équation (i) résolue par rapporter, parrî^, rj2; • •? *?/* les racines de Téquation (2), et posons
P - M .r,*ri M r, „,;,..M ;.r, 7,^\ Q ^^ N ;.r, r, N [r, ra) . . . N ^.r, J„ ).
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On a
M(^,j):=rA(r-ri)(jr-V,)...(r-
d'où
M(.r,ï3,) — A(i3, — r,)(iî, — r,]. . .{î7, ■
-Jm)»
M(.r,>îj; r= A:>ï, — Ji ):»î, — J,;...(^,-
Il suit de là que -— est égal au produît des différences
qu'on obtient en retranchant chacune des racines j<, Jsi • • • >Jmde chacune des racines tii, Tj,, r^j, . . . , t,„. On
trouverait de même que — est égal au produit des différences qu'on obtient en retranchant chaque racine r, de chaque racine j>^, et, comme le nombre de ces différeru^es est mw, on a
A« ^ ^ B'" ou
(3) B'"Pr^(— ij^'^A^Q.
Or P est une fonction entière et symétrique des racines de l'équation (2), et ses coefficients sont des fonctions entières des coefficients de l'équation (i;^ donc H*"? est une fonction rationnelle des coefficients des équations proposées, et qui même est entière par rapport aux coefficients de l'équation (r). Pour la même raison A"Q est une fonction rationnelle des coefficients des équations proposées et qui est entière par rapport aux coefficients de l'équation (2). Donc, à cause de l'équation (3), B^P est une fonction entière des coefficients des équations (i) et 1^2), et, par suite, elle est une fonction entière de x.
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Nous la désignerons par F (:j:), et nous allons montrer que
est Téquation finale quî résulte de Télimination dcj^ entre les équations proposées.- En effet, soit a une valeur de x répondant à la question, c'est-à-dire telle, que les équations
aient au moins une racine commune; on a nécessairement, pour a: = a, P=o et Q = o, et, par suite, F(j:)=o. Réciproquement, soit a une racine de Y{x) = o j à cause de
Bm p _ f __ i]m/i A« Q = F (.r),
on a nécessairement P = o et Q = o pourx = a, et, par suite, les équations
ont au moins une racine commune. Cela suppose toutefois que A et B ne soient pas nuls en même temps, pour X = a\ mais il est évident que les équations proposées admettent alors la solution commune x = a^y = co , Au surplus, on peut exclure ce cas particulier en changeant infiniment peu les coefficients des polynômes A et B sans changer leurs degrés; d'où il suit que Téquation (4) n'aura jamais de racine étrangère. Et cette considération permet aussi de voir que, si A et 6 ont un facteur commun, le polynôme ^{oc) sera divisible par ce facteur.
Lorsque les polynômes A, A^, . . . , B,B|, . . . sont chacun le plus général possible de son degré, les équations (i) et (a) n'ont pas de solutions multiples et ne peuvent acquérir qu'une seule racine commune y pour chaque ra-
cine de Téqualidn finale. M»iis le contraire peut arriver si les cocnicients des polynômes A, A<, . . . , B, B,, ... ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, cliaque racine de Téqualion finale aie degré demuUlplicilé convenable : il sufiit, pour s'en convaincre, de changer infiniment peu les coefficients des poJynomes A, A, , . . . , B, B^, . . . , <*t de supposer ensuite ces cliangements nuls.
Passons maintenant à la déterminalion du degré de l'équation finale. Pour cela, on chercliera les degrés fi, pa, ..., p„ des racines y?,, r,^. ...,r,„ de l'équation (2), et l'on en conclura aisément les degrés X, , X^? • • • » ^vi d^'s fonctions Mfj?, yj,), M(x, y:2), . . . , M(.r, y,,;). Ces degrés 2 peuvent être fractionnaires, mais ils ne sont jamais négatifs, parce que le polynôme A/^i est au moins du degré zéro. Enfin, si l'on désigne par v le degré du pohnômeB, il est évident que le degré de B'"P ou F(a:) sera
Il peut arriver, dans quelques cas particuliers, qu'il ne suffise pas de déterminer les degrés jO|, p2, .-., p„pour connaître À|, Xj, ...,). /m et qu'il soit nécessaire de calculer entièrement un ou plusieurs termes des séries qui représentent les racines 7:1, yja ym- Mais il est évident que
ces cas particuliers ne peuvent se présenter que si la série dans laquelle se développe l'une des racines y?,, ^2 » •••»yj/i coïncidc% dans quelques-uns de ses premiers termes, avec la série dans laquelle se développe l'une des racine?
Xi » .V- • • • • » ,J ffi •
Soient, pour exemple, les deux équations
[t, 8]y^-i- (.r, 6) y -4- (.r, C)]y-{- (.r, 4)yM- [:r, V y -^\^^^ -- O^
OÙ [x, p.) désigne, comme plus haut, un polynôme quelconque du degré a.
Les degrés pijOj, 03, 04, pg des racines de la seconde équation ont ici pour valeurs
pr-
=^Pî =
Pj-
pi
Pî =
on
en
déduit
D'ailleurs, v = 8 et m z^ 4 ? donc le degré de l'équation finale est ici
la limite assignée parle théorème de Bézout est6.i3 ou 78.
Lorsqu'on a deux cîquations entre deux inconnues x et ->', il peut arri\ er que l'équation finale résultant de l'élimination de j ne soit pas du même degré que l'équation qui résulte de l'élimination de x, Eflectivement, l'équation finale en x donne seulement les valeurs finies de X propres à satisfaire aux deux équations proposées, et si l'équation finale enj est d'un degré plus éle\é que celle en x, il y a nécessairement quelques racines de l'équation en y qui correspondent à des valeurs infinies ou indéterminées de x. D'après ce qui a été ditpiécédeniment, il sera facile, dans chaque cas, de déterminer ces valeurs.
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