Cours d'algèbre supérieure
J.-A. (Joseph Alfred) Serret
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
MORTE TELE CRUE
ECHELLE, TER DE) LEA | |) } denied) un er ne 94 ue: La és" | es ML UE TERRE À ne X n et Jabber ebvelh «
Taha car otpne dpt tek MAN path tie Ace te mg jet ep dope ri Eh #1 De pete ae te ml Dre hate Char 1 PyAE ti air PAL A a page à sé He RERO TAN REN CONTE , OR Et AE Enr vitre rt dattpert ee Sans roue pr vf Fr à d'eteed def 44e Frimhaghiétie ts DAS LA nf 2 re LAN RE M La bb PA Et sante MMA TE) f nf M en ar UMR et Mug r eu qhe bp eh set PAR OAI fre Metro tite C'ÉLMCE MONSE IE TETE EL Par O AT LL Ne DS MO AH \ 4 nor. + pt AP a, ste arret PP CAE TON ECO PO AL Minna pero para mp 14e ET A AA am CUMNTONE DURE EN OL r D Out 300. bien te ed AE D ANNEES UT NS Lu à NAME AR NRN el ni ter Hs RER, Dre SERRE ty A Mat ii Li: 0 es [TENTE Hi] ’ É x anne rte MAMA ER LA da) etes at el Et A4 5 à 1164 HA Art
Re 7 PRO CRE 4 Tel (1 . ‘5 pe à CLR D EUR RE MP EUTTE 12 ir fo ra A rt ps ts JE sr be HR PEU A ET EE D ph a tata 8 ty
TUEUR, RTL HEUL 12
Ha ru fr Let A pt np ren ee rien a" COMINE COMPARE ET ENT ONE UAA DÉSCAUE Un Marriott Huy 4
irnetenen ane) que Per TES D COHIET EL LUN A LS hi sp x balle srp to
MORTE PANONTIECA PET S WE ste ANNE: 24
HICAT LAN E
tte A y ro) ë L 2 13) Ê gs RATE « + MORT dote troie fe leopan 2tar art LA #21 14 het (Es A Eee" Del vdi dy ! 7% cru ri pa Les ut blem A yet M et) La AVES sdge À se à patent 2 { à f + CHOCTIAETTEUT 4 pause ire AE RO UP pet ME pt) reg p TA
POME RRE RUR ERE ST OR om # dry Aa tretn À ponte ete et AN br ON DE pets Tige te en PP ce | Fat L
ne ta LL pets l
PORTE de Prime Per par ROUE EPE I EURE
ré D 2 v < c x POP RL LU PES AT ea Er pete ot ae IT
JA. ve EL ANT MAR RON er rs en Fi Enep Mint pe ar AB ru nie
és fs Hade detngegirt 2h 4 Hrt un ANA pate 1e (A pee er 443 CE re nu
OR I UET ESA
QU RES n2619 Eu idees bof aim LEUT 72S nl HEC PURES OCECHU Cart pis ef Lol 4 Rue IE spiris ue
. PA dns dr AE aptes:
n'a tune MNT TU ae gen nee etes nan ati #4 Er Rent ET TE ET EE Cnetru Hi fe
tés jette 4 à a DEMAROTE ! RE ET drone Oran et En ne pa pins Hi F Lab Vs CN EEUS Gal ui er LA EL y MAR) j Pie” manne te le tpe nie a 081087 spi Brltergiots puit 4 un avast EVE] LR AUUAUR 4 tri pat 4e ARENA Au ya ans nel mA ve pes pres ed rt AA POUPEE CAES TT DUPONT PS INEE 4 D pee een Pas u re in Ne teurs
A: 4 rt * :
FERA Lie P E ON À Anne
ai 0 FA 14 sn Mars etl ii ri PNEU E Led pit) mal tereguel Sr] julie
Cou mL A et tit
Ve
sat HUM ECTS DL LPO
DOME AE eee EnAur sa en ep ces URI OT + Mes His ne ra VE hot D (HE 71708 Sn on nds D mn Es Do Sens rte
* ll a nl î NOT | ut A TT A PART bet di [HAE ; ja pts
POTTER I RETIErR paies 4e brge [ÉD ILET Hire pe A rom nt Poe D on et o chars se ptits RONA RL dohohe de: pa RU SRI UF E esp AAUË L SAN" LP UV PR pme Ha pose) QT 34 orne bi
EE eur A Jay! se ne pt Lun site À Ur a en Mc
He an rar" 1 PAPE TATS _ ns pare na ÿ .
f se )p: LRU + Te
PEAR PRET EE 1
141 dates) 4) Te ass IT sv me FR pat “) » » 4 prune !
OR MAR rl 54 ARE nt l ire à
Fr LA Ve
5 Hp) rame] 4 sr Cu RE PORN ELLE EL PAPE Pl eat FE RE sn LM nr EME nr \ L° [0 3} ( è # M ni EU We non à on 0 pr AN #4 et 4 4 Lo “ rer Ee PEEEYEN Fais . gs
4 et
HELENE Para DERPUEN ie DAUE RUEUDIE
PYE #4 er] VAE UM pitette nhpoedi a f«
AU dr te ET es SARA AT ur Ha Mas is
44 LR LUE 4 k FA}
\ ut 1Ÿ« a et ALP Aer vi rt à ee 0 Run sb Rp CN TRUE fx re # M4 Mo #4 7H bre prie LÉTOPT ONE ME te PAR ep 26 OR ns hrsnale ii URL x H
1 pen sn Le re 9 à 4e pret Al CNET UNE CE TR 4) +} Ep TA Dore DRLS
A MARTIN INTEL dttent A at Sat PL
UT pu FU be re es JA Ed pyeia re pote TR de , Fr Ù PAREIL EM Ent uote af
ri DE de DECPAELE ü + mi? ai tai Ve tn Fe parpettett à j rend” 47 if Made) MEDYAT 1 eg
Die
we pe La
Pure) PRIT IRINT DE Care a + rex PART en dns CAR MAURICE PT I AIRES IS At k NE ten AL speed ht nu Hobuet je LA HAE er rt) Lane ue | L'ART D Eire re Ut HPCHTES st CE ï 1 vf fr vent LMPA TS Re frire (rimes da 2) aa): le Art 41 LODEL] [MID SE AE Pret dater codant #4 paire ea rs eut A PAS SU 14
à 12 11667 Va deg 4 qu bi Apepr tr )e ts En LA 12
" { ajout fa tasse) 1 CCIRANTU LE F4 FA Lu AT CAPARIN PENEREN LE sa ENT ATIES Li au pe" au y PAST \ HECOPUPANT ES TNT 2 MN CARPE UNE PERS pret # ie j'te; 797 aan dE ta egr 6440 petrg hs Prat UE surtt UC OP 9 ue LE 4 RENE CA EC TA) Hunts tete à: dt! WA) jtm AUS sn aniné nine OT AA LE RAT MER ATTNE GREC) CR TAS nr A , ul re BV CRCRNENNTE alt, va EEE Rè ve pq Are anne DEP TENTE: bi £ iputt et À 24598 POLE ab dry (e? A RARES is at VEN
irait Fn
ob Minis LU eur Soir PURE Va st ET D EE NEA AU Fan pe ns $* AE PE , 1 a fet Un LISE Fat js 4
PATENT vel a Pat ns AUTrE LUb Fe sn TPE HAE PE ia
+ 42e Lt RUE mt hrt " AR ASED 4 et Ne “ Die #4 M £ Je dpt Aa
£ sh M6 en in Rn
DHTEA HAN nt rt ‘
L'el L PA ÿ ES pr Rene LE pt ñ porta
mn (HITS RS Mnbébern Ts 15) AA (1 FAMETAS CPR OR CEN { LUCA EEE re LA DC DE A EE is CA TIEPE Yi) ne Hi PT PR TELE Méatratte UN hir uitettet 4 4 one et Hé nas nt LAS IE dr ture Poe HE En ie V; ne Fur PART EEE pr Ut nu Lee id: Far ; nt 4 4 # MAT Ne bel DE AR 4 PAS IA se HU BTE HN aus het Bnerest Ti nt #} ete Mn Ah à ner Hits TR Te SH sl Her rare 12 (DEN CTI ‘ LUE % ? ou He sr he h { F LAS ele hat ges Set pr av HE Does ab Fa RNA EE ne ENT 1 SNS PE RAES ous TN M a l ir * LebC ren DA a ÿ ji ur LR AM RO D ER NN 00 ï rar a UT RE rc EU SES Pro Grade AM ir moe SEREAl je Me 24 \ . Hi nr ii LRU jl LR et ARENA EI US anne RME eds Has M qe es ji à Le lits HE Ta à Pr CU re Ta ï Ars Te ar DETTES RatEu RAR DA at a FN os ae (RARE 4 al RAY AE a 4 Mo AVI per eh rte ARTE MU vin dette total iq il 4 LYAN Er nt abat Vian dns pa ja Tue ce HE) MER AEUTERS DEEE TROIE TRE DAT) DE Led te V9 (FA 4 As pod 24 in 4 vala4t ja nel} ets: Abe NE à WA Un re ï * pren de 44 tt bte )e Mgr fre à #74) #4 2 Rome pla Ame DT 19 Fr tus UECUIES AA EH { pu 4! HU PUE re 4 Hi Fe Aire d A ñ Ho sÙ tn trot fa iront 0 Hirhs DEP era NP NT EETIÉE FE anant perpipe he) el jrth? HR lis pe sh FN AUS MAÉ LR Eee ve te 0e been MEL En LA DE Al k AE durtsnul eu dt Je un sr nn TE 2 fra ni ÿ He COMME tre rre lt # bre d'u LShrt +4 ! Rad ol 4 1 La SA hu nt A si for, j RO 1h h mie id dir ; f; La 4 “ Pts s 14 ip Her Fate “ets } 1e Vs TE Tl rt nepel Honor PRE die ji Hi Nain e UN ne RUE fl le PAT rire A Re Ba EE EU ee Gabin ER mn pinot Ki LME per MM obELE aTen as Û 7 RE 1 Mat ma vi
leger À CAT ENTO Sidi nt Han FR sens rar sa ere nat nas # Hd Pine SAND pese ne eee sons 2 (A
À Pa ta von CAPE) VA dpi aeÿ Une COPA Cu Arbre ds M Eee rh" Piiate , pie R Mira rs su qu hs ae M4 ET + lie he Han DAT ATEN EN ER TE LCD r"$ HR 1 MAT AR Rd an ne nie Es ie do ns Datrutt a Hd és il p, + vus polie la galrfariaten un #, meet rh ME Ur de ar ï Sp = CINPEUCHENES
tai V4 re tr RON POTEAUX partait HE Li ny rt) PrELOtE NE ed Hors dai chrest 1 his ni
ps here: Mi \ he rites PET
Dppriipe ‘1 were ARE ns gr jeun" MTP IEEE LEEDS
RCE TRE TRUE ET TETE VAE Le PONVOIC ER CICR EN EE LS
NAN PIECE SAR EE Dés To dé pi API AtES tas spotle phbnlsatr Pa
ON ME PRET ENTREE DC PAUL ES CITES PAPER CE CITE ES ATEN pie ja: pt Ant
(PTT a Re SC Nate! sas tÀ 'jA Rue at Hs el à |
are rte NME Ÿ
ta bre LA yat « tré ñ PCT DANS DE UT | LE
* Let HR de Se Liege LA et “gate 4 DCE A
M RPG APE A 0 pont y HR nue (Le 1 js ”\
A. 1e) Fans Le DUAL EN ENTTU Mal t:
Art # ; a pré RAA y par PA DU Et MOMIE me Niant)
VAE HOPPRINE D 14-481 4kQ NE DA DRE Karen pt Wei UHR ain A} taihaitee à + toit) Lirheiree pAbrl
Pl D Po rente RÉAMENTE Ja an vil Dh ae eh Lan 3 03! 1857600 11 hé vw CEE Le À ty pa Let DOLAEU S pepe a) si 4 print 2 Le agite rilite id AU sel, dar arbre 14 er er RAT A STATS fear HN ( rs RS A ON ee ME dis ai RÉ tAAUe à UE Tage nn frite LH in HI Woo PAPA NPA ANEE PAT RCE PAUL LUE de CEPPT EE ANR CHE «AU Loupe slt dabe de dore tine ta ide arts frite Ware gel us) paie priegi4 at bete T6 ed LE HTENS lat RMI je 5 AU eee 14 f} [ nt bete Ye pd Hi Marta tgetr Mal Yen eq DR METRE PET rbnteil PET OT EU EUR ri free hole 1 4 tee eat Ha # PORN dep eur # 4 PPPANITIS Pa rl etait Ads CANNES EN EERTE LEE SAE H ans a MAT Et ns OCT) LP sodta had be Ati tbe tu NE te CURE ha ana aps ste er nr EE te CNET sie me partahe Ve tedtstqu 95 pat df9 le ri Mr SEPT AS TAPANT ENS 4168: pe api TEEN JP CARTE ar A SE CR LR TUE HEAR. pi node he be! 7 el à daté tea TUE) ETES pren enr DOUCE OUPUPT DA id Hu 144 an upit 4 Wir He MAN [ha CUT RP SE NME NTE M prI bb AVAL Rays Her Meter ses rat mue ae o Fee Ho Re mp la AAA, wat) DU tt DFE P. Ra des CHRIS EURE PNEUS) #: PEU PP IPTCEE Heat ( | seen eu ent ere ' " 4 Me 34 RnnEs sx ane HAUT TARA cb uns 1 ARS HE Are A nn ; en 188 Ari ati MAT CUITE pans
+444 # à Abe de de 170 ve DO Ha EU MLAN pére + 1 Ye ps derrdsde HT 0 A + et alien t brie Met Sen fade #13 ana pa 1} vf Ain dat VAE de ; “ ‘à msi CE TUNIS uit (] FN sg Ù Une
Fee ’ vetah 4e PAPE Ÿ For A eh WEST 20" bu tr tite MT PT CENT DE TEE
Le
alto d “ ne 4e mt éeté
LE! A nsARe DER PAP HIPTENPEET pe POUPEE ERP spa niteres HA si NT Drop pre Mona
Pret
ME RON EE LEP De ep tait A de 1 Lt et 4 ES AL A DE AE AR AN 0 TES RAR br io en Een , CA EURE + Fe oi Un Lt du Hé ]
je Lritsi 4fai aie ARE Ado AIT ta sui je fé Ep its péh re Foret as UNE Ée H jobs Piste la
HI
mn 1e ML pe vin vi ) ne pa io du ne re All / "h h | “ DIET fe TRUE Al non DR NES ma ie Re die A nt |; ss ».
{ LH (4 te!
6548 : # ALT D 11d# #t 1 DRPENT pat EUR MM DES TMS ANR PS A 144 TARA GE A UTE rs Vrsr dr
us Î HA rt jafhaitertadt ue mieu ff ira
ee
À TÉLÉC à ir @ppett dan Bot L) PHEATEUE CP PTT 40! Het De de poele ali SU Fest OLOEP EEE ee HAE hp Un qi HR RE EN MON Love th À ie L ut HUE ps sr para CAT ro { CUPCAPHETENC EE PCESPE spl its Rien PANNE Tr TETE (APE PRES PEUT yèll 1 PC DEHRP AAA rate nt L'NCELUET een Aie) HT Me #41} Page} 114 Heat dE jai) PORN ER h5t Aie “ mes 414 Diner MH ANNE goes 477 : Nr Vel POTERIE ROME one mue mit ne 1e het PCR NTENENETE shayefte RME HAN RÉDEUPUENTT An) nt 4 Hurt DAREL API HA : 5 MEET pag an COPA ENTNE MES NEPAL Erin at th VA Min per (4 Li ce LAS MR PARA À ré ri A His ne OEM AU NES LJ ELA pl LI % LU ere \ LL 4 {attg qe MES Vafh (aire: MEME er NE Ms te He y: Mr) rt tt MUR PA AN tp lav # fn M f Date 449
4 forage Ne ietf ane ie LS “it tn qe A et ur 4! eu 4 (| M e RL Fons “s UN ae tra fab Apr er ‘Us HD ANA ven 41% ete eat (24 dre fins it PES His 9 er Lei AU tn 410 ie vite fps ae SNL pme nt aus dt sell nue ei at te cs PE) PORT rl rt) RAUSE set à v PITTISA LEZ dd Lu À 2 Fe ll ve e rRn et 4 Mn np Er pot Ù Ur roi “ A arret LUE
HAE ALAA Per #!
DAE EP RE EN S EN UNS L) RENE fers sit: ‘parait LU HE) pes et fair lat jà PPPTALIET ha
CA DETDIESEE L'RPUE TT EAN + Hps”) VA MENT VE TEE PF 2er pere
al.
DEEE NCEN
Prés DIEU
pad * PORT dthé he here edit Mellate 1 ipeheh te Ne pa ste PTE NÉPOIPTE POP EEE
* pe bte pere tt À 58 # 478 de topati * UPS Sn 44 el ei 00 ahaneierieù #8 #0 ppt, Le Hiva se faire) D ispenat
ee Qu es Ce Ms AT HP) AE ON Valse A ME D Enr) Dis an CH MN Te du ne ire: He dune
4 arène 0 hp dé td s#.} rar ñ LEE (] * le ll L 1 n è "M #1 ché giant CPE PEN PTT MNT ES LAIPER partis A ie a re ous ; tnt tfl ve fr Hey Pr pe tie et nu (RENE
AMCTPTE Ep VE + AAA
} Ÿ " ven dut Ru ( HONARE AA AU) CHINA den et Parade rt ant fa Abe due uns HINEE Dont ete Aero Mas iet à deitati | {n3 A Er pets SN mi re CROIS COMPTINES ie *in ss Lailoihe pe:
ALU | RAI AR AU Ag MMA En UE PACE äqtros [PAP UE, LU LENS
PANI PILE LICENCE EN PTE DUT PES EN
PAPE PIENT PRET CRE TETE pee) TETPAP CESR CEE sifol iadutte etat at ia} rés sh EN à Hat has Sp Cr re ee DPI met
CNET is lt 4
1e aber t3
Lune: APTE PALDE DPLE N LR ETES
ge + \ nuegehna then 49 rrtell etes) 402 + 3 Au » datiods De ne tale D Buileh ete An Via 4 ele Bothethe ve + ett 48 darts » ref res { ag sdi Wat ha VE (MIEL MANS Lan ul TR dan tal € ti | Asenar pete at NEO AMD etage fete ft D}ott te RAA PRO PE NET TANT A TMIUPES CE ES 0 FR hs D AEU prb 1 AMAR TETE “4 DORE LODEL te 04
Foy pa 1ehete |: Los var QI PUR RAUAUITE à LA te:
# hlisesi(t debat MOTS Or ri tone Ni jee 110 140 EN ET PATENTS TPTINTATEET TAN "tels COPY db laotia en eiriPet PandNs te Hélle ont Vtt AE rer | CNP LEN NE UE Jétate ee nattENnt QHOE
ERETTOEE LE CL E LE Lys t a 0
agit: Qui M jet ei Une MNT") NN PR EBPTITRE PT CU PENT 8 nt te d! da dot
ANNEE pal E PH PEUT TPE VA PE E PET ENTCTER EU Ja Notatts: 12430 »4uk PRPTETENEZT tetie-fi EPA PCIPPOET UE NT OMTEMNNT CE ET PR NS
D aa OUI Pa bin ha ltalto date bone à ROLE dti: 1h jai a Fr ei
PHAPONUNENTO NET
16 1Hpétete Raltélhediema dans h ci alreg tint hat #1 è jabatig 4 APT PAIN EUPE PUS UN lobe (a AT À: vp44e bide | pe! (HP Ut ct trs she vas re bd Pl Ptrthe POSTE EL prS ailditet D DUC Ar be! SLR VU! fu) + y ide bel DORA FA CAPE he Va
; n + , 4 + 4 DONS) ( “ PIUTENL NPANLED ITA NAME nfet- Le Foi ph aa Pet DOS TPIARNCEREU [PEURAIES y AS # NT Ne JF DH Eu pe bein Mans te
POTEE TNT HPOITE TPRPTR rte} etui iLeeleit 11e HD mt Ps r V8 ds nu 9044 fonte 14: ABS à Loir ta Ÿ Em | 11428 Li sn AE DE ES POTERIE PPT CN tt ve atelier steteie leu vatiei) PIE PNTEIE POUTE Sue br vit nes D'ENUUE PAETEUR) he 0 Rte trs MN PIE PTE aa on Late ter Ash tetaheletstrqiite NS EAN NU Faut nie ipétie pe (et rire a nn Na U se) ANA ef Abe à DER EE PORC CNET eAatieget ap the Mae EA \} * pi Le «Mi S 1) bafhs del 2e WHiboiet: Den LA vel ne ; AR ae CUITE ms) ss 144 CUS Li PAU + L! th ”
ist: 4 otyathodre}] et site Tetheeteiens pdd Le eltodl rer so ne dgtetner ; fat Mer RUE is pet
fees
LUE im 0 à CAL PUS RCA ES tatots
CON TPM APA eo iee à ptet gui no parie Lefrathe NE et 1 ti (A PPT ECNEEES AS vel nl fait MA ï ral 11.44 mitatie 1 me HIGH A rh peut tonte LE) miss sel |
… API ERP Dr I otettethatt CE) Houilie UUR Aafioète PTE NON POTERIE A à totiodte tie dha ls ge Ilan CNT POMPES LI ja ADF E UE Error LU 4 duel fat: y aigrAr tas a Apt ARE otbi 1 à ft etai (PRCHPCUT CHRETIENS Es Rares PRE EL “ pre PLET Re MA AN anale tateute) EPOPRACPT ON LIRSE HYEM AA À he eett die et EMA y PACHPUT |
Qu, PONF NU per PP RPM PT ET CT CE PTE:
dotste te hr 43
RL UE Le ARTE PORUNEC an ptit Moto 020082 112 athottelt 44
AVERTISSEMENT
Cette quatrième édition de mon A/gébre superieure est divisée en cinq Sections, composées chacune de plusieurs Chapitres.
générale des équations et les principes sur lesquels repose leur
La premiére Section renferme la /heorie
resolution numérique; on trouvera en particulier dans cette première Section une théorie très développée des fractions continues.
La deuxième Section comprend la théorie des foncuons symetriques, celle des fonctions alternees et des déterminants, et les nombreuses questions qui s’y rattachent, avec des applications importantes à la théorie générale des équations.
La troisième Section à pour objet l’ensemble des propriétés des nombres entiers quisontindispensables dans la théorie de la résolution algébrique des équatons; on trouvera dans cette Section une étude complèteetnouvelledesfonctionsentières d’une variable prises relativement à un module premier.
La quatrième Section renferme la theorte des sub-
siutulions; elle comprend tous les faits principaux
: ln a =
| » o ; ; - ol AM Eh: LS ‘ AVERTISSEMENT. LATE Tee.
acquis à la science, dans cette partie difficile. de
FA —" m } u > 2 l'analyse algébrique. ne
Enfin j'ai réuni dans la cénquième Section toutce qui se rapporte directement à la résolution algebrique des équations. ‘3 700
. . . ’ nl ! . . _
Le titre de ce livre, qui a été conservé, indique suffisamment que je n’ai pas la prétention d’avoir composé un fratté complet sur l'Algébre supérieure; cependant on reconnaitra, je l espère, que ] ‘al constitué un corps de doctrine étendu qui ne sera pas sans quelque utilité pour les géomètres qui s’occupent de cette branche importante de l'Analyse ma-
thématique.
Dr
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L’Algèbre est à proprement parler, l'Analyse des équations ; les diverses théories partielles qu’elle comprend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet principal. À ce point de vue, l’Algèbre peut se diviser en trois Parties bien distinctes :
1° La théorie générale des équations, c’est-à-dire l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les équations ;
2° La résolution des équations numériques, c'està-dire la détermination des valeurs exactes ou approchées des racines d’une équation dont les coefficients sont donnés en nombres :
3° La résolution algébrique des équations, c'està-dire la détermination d’une expression composée avec les coefficients d’une équation donnée, et qui, substituée à l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, soit que les coefficients de l’équation proposée soient numériquement donnés, soit que, étant simplement considérés comme connus, ils restent indéterminés et représentés par des lettres.
Sans prétendre faire ici l’histoire complète de l’AlIgèbre, je crois devoir, dès à présent, donner un aperçu des principaux résultats acquis à cette partie de la science que nous allons étudier.
S.— Alg, sup., 1. ra x
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Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution des équations du second degré: elle se trouve dans le livre de Diophante, et, comme le fait remarquer Lagrange dans son 7raite de la résolution des équations numériques, elle ressort naturellement de quelques propositions d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en 1494, à Venise, le premier livre d’Algèbre paru en Europe, ne fait aucune mention de Diophante et laisse supposer que les algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils savaient d’Algèbre, c’est-à-dire la résolution des équaions du premier et du deuxième degré.
La résolution des équations du troisième degré est due à deux géomètres italiens du xvi° siècle, Scipion Ferre et Tartaglia ; mais on ignore par quel chemin ils y ont été conduits, et la formule qui représente les trois racines de l'équation du troisième degré est communément appelée formule de Cardan.
C’est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, disciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équation du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes que nous indiquerons successivement ont été proposées pour la résolution des équations du troisième et du quatrième degré ; mais Lagrange a montré, dans un célèbre Mémoire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 1770 et 1971, que ces méthodes, différentes en apparence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la résolution de l’équation proposée de celle d’une seconde équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est composée linéairement avec celles de la proposée et les puissances d’une racine de l’unité du même degré. En cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre à toutes les équations, ce grand géomètre a montré qu’au delà du quatrième degré l'équation résolvante était d’un degré supérieur à celui de la proposée, et ne paraissait
pas, en général, susceptible d’abaissement. Il à enfin expliqué clairement, par cette analyse, à quelle circonstance est due la résolubilité des équations des quatre premiers degrés, circonstance qui ne se présente plus au delà du quatrième degré.
Toutefois, la méthode de Lagrange peut être employée utilement dans la résolution des équations binômes ou, ce qui revient au même, des équations dont dépend la division de la circonférence du cercle en parties égales. La résolution de ces équations avait été effectuée antérieurement et pour la première fois par Gauss, à l’aide d’une méthode ingénieuse fondée sur les relations qui existent entre les diverses racines de l’équation binôme, et sur la considération des racines primitives des nombres premiers.
Abel, généralisant les résultats obtenus par Gauss, a montré ensuite que, si deux racines d’une équation irréductible sont tellement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer rationnellement par l’autre, l'équation est soluble par radicaux si son degré est un nombre premier, et que, dans le cas contraire, sa résolution dépend de celle d'équations de degrés moindres que le sien. C’est là un des plus beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie de nos jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l’application de sa méthode aux équations binômes, et a apporté quelques simplifications à l’analyse de Gauss.
Voilà donc une classe assez étendue d'équations dont les racines peuvent être exprimées par des radicaux ; mais ces équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui possèdent cette propriété ? Dans quel cas, en un mot une équation peut-elle être résolue algébriquement ? Cette question difficile a été résolue complétement, au moins pour les équations irréductibles de degré premier par Évariste Galois, ancien élève de l’École Normale, et l’un
des géomètresles plus profonds que la France ait produits. Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences en 1831, et publié en 1846 par les soins de Liouville, Galois a, en effet, démontré ce beau théorème: Pour qu'une équationirréductible de degrépremier soit soluble par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques des racines étant donnees, les autres s’en déduisent rationnellement. Ce résultat important a été le point de départ des recherches auxquelles se sont livrés depuis sur cette matière, MM. Hermite, Kronecker, Betti et plusieurs autres géomètres éminents.
Enfin, quant aux équations dont les racines sont des quantités quelconques n’ayant entre elles aucune dépendance, c’est-à-dire dont les coefficients restent indéterminés, leur résolution générale est impossible au delà du quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée par Ruffini, a été mise hors de doute par les travaux plus récents d’Abel.
Tels sont les travaux les plus importants qui aient été entrepris sur la résolution algébrique des équations, et dont j'ai cru devoir faire 1c1 l'indication succincte.
Quoique j'aiesurtouten vue, dans cet Ouvrage, lesthéories qui se rapportent à la résolution algébrique des équations, je n'en crois pas moins utile de reproduire 1c1 les principes qui sont le fondement de la théorie générale des équations et sur lesquels reposent les méthodes employées pour leur résolution numérique.
SECTION PREMIERE
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES
Définition des fractions continues.
1. Désignons par x une quantité positive, rationnelle ou irrationnelle, et posons I I I (1) TA + — 3 Li dit ere LOC, | Li dnit —9 °c Ti Lo « nr 4, &, &,... étant les plus grands entiers qui soient contenus dans x, x, X2,... respectivement. Le premier de ces nombres & peut être nul, mais chacun des suivants est au moins égal à 1.
Si la quantité x est rationnelle, l’un des nombres de q ) la suite x, y, Xo, .<. sera entier, et 1l terminera la suite; car le nombre suivant serait l'infini, d’après la loi de formation. Pour justifier cette assertion, supposons
que l’on ait A
EL —.—7Y A
À et À, étant des entiers premiers entre eux. Soient A, A3, ..., A», 1 les restes successifs auxquels conduit la recherche du plus grand commun diviseur des nombres À et À,, et a,a,,...,an_ les quotients fournis par cette opération ; On aura
A—A, a + A», A, —A;ai+ A3, .…. An 1 Ardant ls
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d’où, par la définition des nombres x,, x, :.., A I
, À 3 De X—A+ y M=+ 9 cs Ty —=Gnj+ —9 TYn—=AÂne A; A; n
Mais, si la quantité x est irrationnelle, aucun terme de la suite x, Xi, Xo, ... ne sera entier ni même rationnel, et l'on pourra en conséquence prolonger cette suite indéfiniment. En effet, si quelqu'un des nombres x,x1,%, est rationnel, il est évident que tous ceux qui le précèdent le sont aussi.
51 l’on élimine les quantités x,, 2,17 entre les 7 premières des égalités (1), la valeur de x prendra la forme
(2) T'== a + Gi LOIRE (44) + À I Es Apnit —$ me lorsque x est un nombre rationnel, il existe, comme on vient de le voir, une valeur de » pour laquelle x, est w ,
e L. 1 Li L2 on peut alors supprimer la fraction — dans l'expression Th précédente. Il n’en est plus ainsi lorsque x estune quan-
üté 1rrationnelle, mais il sera démontré que, après la sup-
. ; I pression de la fraction —, le second membre de la forsf
mule (2) converge vers la valeur de x quand on fait croître le nombre z indéfiniment.
Nous sommes ainsi conduits à étudier les expressions de la forme
(3) à + à di +
do + ds +.
Où 4, di, 4, ... désignent des entiers positifs dont le
nombre est limité ou illimité, et parmi lesquels le premier seulement peut être zéro. On donne à ces expressions le nom de fractions continues.
Lorsqu'on réduit ainsi une quantité x en fraction continue, on donne le nom de guolients complets aux quantités X, Xi, Lo, . . . dont les valeurs sont fournies par les formules (1); les entiers a, a,, a, ... contenus respectivement dans les quotients complets sont dits quotients incomplets. Enfin on nomme fractions convergentes ou réduites les valeurs que l’on obtient quand on arrête la fraction continue à un quotient incomplet quelconque. Ainsi, dans la fraction continue (3), a est la première
ee, I Fe I réduite, a + — est la deuxième, a + DO TAC A la
LE) troisième, et ainsi de suite.
On considère, dans certaines questions d'Analyse mathématique, des fractions continues plus générales que celles dont il vient d’être question et qui ont la forme
& a + + ei EU.
en — FETE
DR GR 2. ir das. étant, des quantités quelconques. Mais ces expressions nouvelles ne sont d’aucune utilité pour l’objet que nous avons en vue, et 1l n’en sera point question dans ce qui va suivre.
De la formation des réduites.
ET NE
As Lo TAN, 11277 irée delà
To
et, si l’on remplace x, par la valeur deuxième formule, 1l vient
(aa; +1) + a, Lo HI 4
(5) pe
on peut de même remplacer le quotient complet x2 par sa valeur tirée de la troisième formule (1), et ainsi de suite. En général, la valeur de x exprimée par le moyen du quotient complet x,_,, aura la forme
(6) ro Priln + Pre ;
Otis On Pr, Qu-13 Po, Qn-2 étant des nombres entiers. En effet, on vient de voir qu’il en est ainsi lorsque 7 —1 est égal à 1 ou à 2; et en conséquence, pour justifier notre assertion, il suffit de constater que, si elle s'applique au quotient X»_1, elle subsiste aussi pourle quotient x,. Or, en remplaçant, dans la formule (6), x»_, par sa valeur
An—1ln +1
An + — ou > 1l vient
n Ln
(BA Zn—1 ALa peer) Ln cr P;1 ;
(022 An + One Tr + 0,5
notre proposition est donc établie. On voit en outre
XL
que, si l’on pose (7 ) P; — PE An1 + PER à Hé — 9° An F Qh-2; l'expression précédente de x prendra la forme
128 Th on DL (8) Rennes ei D CN Q, Tnt Q,-4 et celle-ci se déduit de l'expression (6) par le changement de z2 en n +1.
Pour avoir la réduite de rang 7, il est évident qu'il
suffit de remplacer, dans la formule (6), le quotient com-
SECTION I. — CHAPITRE I. II plet æ»_, par le quotient incomplet correspondant 4»_1, on voit alors, par les formules (7), que cette réduite a pour
P ; Ê valeur —!. Au reste, il faut remarquer qu’on peut l’ob-
tenir aussi en remplaçant x, par dans la formule (8). Les formules (7) peuvent donc être employées pour calculer le numérateur et le dénominateur des réduites successives, et l’on peut énoncer à ce sujet la proposition suivante :
Le numérateur de la réduite de rang n est égal au produit du numérateur de la réduite de rang nr —1 par Le nième quotient incomplet, augmente du numérateur de la réduite de rang n— 2. Et de méme le dénominateur de la nième réduite est égal au produit du dénominateur de la réduite de rang n—1 par le nième quotient incomplet, augmenté du dénominateur de la réduite de rang n — 2. |
L'application de cette règle exige que les deux premières réduites aient été formées; on a, par les formules (4) et (5),
.P, =, QT, P,—=aa;+i, Q="«; mais, si l’on pose Pi 00,
les formules (7) seront vérifiées pour 2 — 2; d’où il ré-
= ALU PRE sulte que l’on fera rentrer la deuxième réduite — dans
à ; : ; He QE esp I la règle générale, en introduisant la réduite fictive o = = que l’on peut regarder comme occupant le premier rang
dans la suite des réduites ; c’est ainsi que nous procé- , à , Re ,’ derons désormais, et, en conséquence, 0. représentera IT
la réduite de rang 7 +1. Au moyen de cette conven-
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tion, on peut disposer comme il suit le calcul nécessaire pour la formation des réduites :
a- d, 9 dy ay I a adj HI oO I a;
Les quotients incomplets a, a,, &:, as, ... sont écrits sur une première ligne horizontale. Au-dessous des deux premiers quotients a et a,, on place les deux premières
4 L2 I E4/ . ’ L] L2 réduites sion forme ensuite chacune des réduites sui-
vantes, en opérant conformément à la règle, et l’on écrit le résultat au-dessous du quotient qui lui correspond,
Propriétés des réduites.
Taécaëme I. — Les réduites étant supposées for
F r à \ 4 F , 1% | del à r
mées d’après la règle précédente, et 5. désignant ge-
néralement la réduite de rang n+Ii,0n a PQ — QhPr— (— 112 En effet, soit a,_, le n°è7e quotient incomplet, on aura P,= Pr an it Pro Qu = Quart 0re;
si l’on ajoute ces égalités après avoir multiplié la première par Q,-, et la seconde par — P,_,, 1 viendra
(Pr Qh-1 — Q»Pr1 ) Tant (ha Or Q1 pa
ce qui montre que la quantité te nie (Pr Qn-1 — Q» PE)
a la même valeur, quel que soit 2; mais cette quantité
est égale à 1 quand nn —1, car Q—=0o et Q,=Po=t; donc elle est égale à r, quel que soit 7.
CorozLaire [. — Zes nombres P, et Q, sont pre-
| 1 Pr : 1540 ne miers entre eux, et en consequence la fraction Q, est 1rnm
reéeductible.
L'égalité qu’on vient d'établir prouve effectivement que les nombres P, et Q, ne peuvent avoir aucun diviseur commun autre que l’unité. C’est en raison de cette propriété que l’on a donné le nom de réduites aux frac-
LR
oo, Corozzarre Il. — Za différence entre deux réduites consecutives est égale à une fraction qui a pour nume-
rateur l'unité, et pour dénominateur le produit des dénominateurs des deux réduites.
tions
En effet, si l’on divise par le produit Q,Q,_; l’éga-
lité qui fait l’objet du précédent théorème, 1l vient
Pr Le Pr ue (—1}" (UE Q;= La Q» 024
4. Taéorème Il. — Si l’on réduit une quantité quelconque x en fraction continue et que l’on forme les réduites successives, la valeur de x sera toujours comprise entre deux réduites consécutives et chaque réduite approchera plus de x que la réduite précédente.
— P , / & En effet, — étant la réduite de rang n +1 et x, le mn
quotient complet correspondant, on a
PEER Porn + Pr Qutn qi Re Qu
Si l’on résout cette équation par rapport à x, on trouve
ES W 6 ——— Qi ET Pr d’oi Qz Qu Tp = ————— 3 où Ln = ———>—° n'a 0e Gr Pr 3 Q:
o . , pisse Cette formule montre : 1° que les différences x — n—1
Ps À 4 ? er , et 6, — x sont de même signe, d’où il résulte que x est
S x) nm
P comprise CAtre ee et —; 2° que la valeur absolue de la
mr (EN seconde différence est moindre que la valeur absolue de la première, car les quantités Qn et Zn, dont le produit n—1 |
forme le premier membre de la formule précédente, sont l’une et l’autre supérieures à l’unité.
5. Taéorëme III. — 91 l’on réduit une quantité quelconque x en fraction continue, la différence entre une réduite quelconque et la valeur de x sera moindre qu'une fraction ayant pour numérateur l'unité et pour dénominateur le produit des dénominateurs de la réduite considérée et de la réduite suivante.
En effet, d’après le 1ÉOtEnS IT, x est comprise entre
2 F i les deux réduites —-— RE —; par conséquent, la différence 02 G.° pe P2 entre x et —— 6, l'est moindre que la différence entre ©. n—1 #æ
et ; mais, d’après le théorème Î {corollaire IT), cette
( adrta 1)£ no;
par 0 une quantité comprise entre zéro et l’unité, on
NA
dernière différence est égale à ; Si donc on désigne
pourra écrire
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Comme Q, est supérieur à Q,;_,, on a aussi
Pt 4 0 () — = (— 1 ou æx—P,_,=(—1) GE ) LA Qr 14 > LU ,
0 désignant encore une quantité comprise entre zéro et 1, mais qui n'a pas 1c1 la même valeur que dans la précédente égalité.
Cette dernière formule exprime que, si l’on prend une réduite quelconque pour valeur approchée de la quantite x, l'erreur commise sera moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite.
REMARQUE. — On peut encore démontrer le précédent théorème en partant de la valeur de x exprimée en fonction du quotient complet x,. On retrouve par ce moyen la limite supérieure que nous venons d’assigner à la dif-
- | : 2 férence (—1)" (2 Esprart | et l’on obtienten même temps
Vert
une limite inférieure de la même différence. Cette der-
mière limite a moins d'importance que l’autre, mais elle
mérite cependant d’être mentionnée. On a
À Pr ss Porn OUR Xe: Pr ss (12072 —Q, Pis) Qh1 0x, + Q2e Q, (4 cer (Q, Tn + O2 ]
TL
ou, d’après le théorème I,
Pons ans Qn=+ 075 le œE — Qi)
ZX
Or x} est compris entre 1 et w ; donc la différence
8 Er
x est comprise entre
rot ©2102
(— nie É Qh-1 (Qu + O1)
et
CoroLLaire. — $1 la quantité x est irrationnelle, on pourra toujours former une réduite qui différera de x d’une quantité plus petite qu'une quantité donnée €.
En effet, pour être assuré que la différence entre x
TD mm À
et la réduite est inférieure à €, il suffit que l’on ait
Q; Ve et, puisque les nombres entiers Q,,Q:,Q3, ... croissent sans limite, on voit que l'inégalité précédente sera véri-
fiée si l’on prend une valeur de x suffisamment grande,
è DAT , . P , I CE 6. La première réduite — étant - ou , et la deuxième 0 O
P r # \ : ’ o. étant égale à a on voit qu'on peut énoncer la propo-
sition suivante, qui résume les résultats principaux que nous avons obtenus:
Lorsqu'on réduit une quantité quelconque x en fraction continue, les réduites de rang pair, toutes inférieures à x, forment une suite croissante, tandis que les réduites de rang impair, toutes supérieures à x, forment une suite décroissante. Ces deux suites se terminent quand x est un nombre rationnel ; mais, dans le cas contraire, elles sont illimitées et les réduites de chacune d'elles convergent vers la valeur de x dont elles se rapprochent indéfiniment.
C’est en raison de cette propriété que les réduites ont reçu le nom de fractions convergentes. On voit que, si a di, 42, @3, - . . désignent les quotients incomplets obtenus dans la réduction de x en fraction continue, il est permis
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d'écrire
LEA
(2 Po Es Le) CEE out
puisque l'expression contenue dans le second membre de cette formule tend vers une limite égale à x, quand le nombre qui marque le rang du quotient auquel on la suppose terminée augmente indéfiniment. La réduite Pr
a pour valeur
P, (- _ la o)+- + (Pr =) + den ne a Q, Q: Q; Q: Q: are 02% et par suite la quantité x est la limite de la série convergente
ie ÉS ue un a me * ce Q:Q -Q0:Q 0307 7. TuéorëMEe 1V. — Si une fraction irréeductible : 156 ie pa est comprise entre deux réduites consécutives =! HET Vin È n—1 Iè
Le nn hindteur B de la fraction est supérieur au dénominateur de chaque réduite.
—1 pe
el
on Q
À En effet, la fraction étant comprise entre
les deux différences
À Pr: P; P;-1
B LA Le ; Qy Fe Q»-1
sont de même signe, et la valeur absolue de la première différence est inférieure à la valeur absolue de la seconde...
S.— Alg. sup., 2
@ Or celle-ci est égale à IR : donc cn a
de Q:-1 BE
AU
Fa /
à Re)
Es a, B O4 Qi Qx
A ou
pu B 1
% era) (— 1)" (AQ-1 — BP; _i) 0e
À re D
" le premier membre de cette inégalité est un entier qui,
<a par hypothèse ne se réduit pas à zéro, et l’on a en
1 conséquence
Le : k B=> Q,.
Ve
à Le nombre B est, à plus forie raison, supérieur à Q,_1.
di Conozzaire. — Chaque réduite d'une fraction conti-
4 nue x approche plus de la valeur de x que toute autre
a fraction dont le dénominateur est moindre que celui de
L la réduite. °
e LI 1 Le] # ” A i
à En effet, si la fraction irréductible - approche plus de x-
TR ART À ë ;
se ue la réduite —, elle sera, à plus forte raison, plus près q » à P JUS
Fi n
4 de x que la réduite précédente ="—. D'ailleurs, la quan-
à a Qu
"1 Bree : P A
x uté x étant comprise entre — et ee la fraction — sera
‘4e ES Q» B
Re *. nécessairement comprise entre les mêmes réduites ; donc,
# d’après le précédent théorème, le dénominateur B sera
Je) supérieur à Q. |
tn Il résulte de là que, si B est inférieur à la fraction — | e que, n; BE
AT T
BA. approche moins de x que la réduite —:+
sex A nm
NS 3 4 ° P 8, ProsrÈme. — Ziani donnée une fraction — dont
LT
: , +. 0 la différence avec une quantité quelconque x est + —,
0 étant plus petit que l'unité, on demande la condition
P . , n . . , SLR (RES soit l’une des réduites fournies par le déve-
loppement de x en fraction continue.
# » P e ) ’ Réduisons G en fraction continue et. formons les ré-
. P P . A P duites —!, —?,..., 7 dont la dernière n’est autre que —.
Q: Q: Qx
Si cette fraction est l’une des réduites fournies par le
développement de x, et que l’on désigne par x, le (n + 1) quotient complet, on aura
| P, ln se P, ARC P, ( rar À ( a) = — , d’où A | QuTrr+ Qz1 Q» Q» (Q:z, + 02)
ro IL faut remarquer que l’on peut toujours s’arranger de manière que le signe du second membre de cette formule soit le même que celui de la différence donnée ni 0
En
; ; WP ; : P unue égale à Re peut toujours faire en sorte que —"
+ En d’autres termes, dans la fraction con-
ou — soit à volonté une réduite de rang impair ou de rang pair. En effet, soient a;_2, a,_, les deux derniers
quotients incomplets de la fraction continue égale à c: d’après la manière dont on opère habituellement, le dernier quotient n’est pas égal à 1, car, si cela avait lieu, on pourrait supprimer ce quolient en augmentant d’une unité le quotient précédent quideviendraitalors a; _»+1. Donc, puisque a,_, est au moins égal à 2, on peut le
I À . , remplacer par (ax; —1)+-, c'est-à-dire qu'on peut
introduire un quotient de plus égal à 1, en ayant som de retrancher une unité du quotient qui était le dernier. On peut donc faire en sorte que le nombre 7, qui in-
: RQ RE P + Here dique le rang de la réduite * — —, soit à volonté pair ou Im
impair ; ce nombre 7 étant ainsi choisi de manière que le
. e . Lé 4 # () signe de (— 1)*#+! soit celui de la différence donnée + —;
on aura
(2) EN mme NN | dou 10 + —————— 0
Q, (07 GE QE ) n QuEn NE Qh-1
Or x, est positif et supérieur à 1 : donc on a
Q% 4 PRET (8) oo
Je dis que réciproquement, si cette condition est satis-
faite, la fraction G sera l’une des réduites de x. En effet,
Tr étant alors définie par la formule (1), l’équation (2) donnera pour cette quantité une valeur positive et supérieure à l’unité; d’ailleurs, d’après la formule (1) la valeur de x sera évidemment de la forme
LG ———————————— ——— C4 An Pa D I LJ + HO FRE An er A EP : k P ne L d’où ii résulte que la fraction Q est l’une des réduites qui
convergent vers x.
Il faut remarquer que la condition (3) sera toujours
Qn Q» re Qui
; P ; l : donc la fraction — sera nécessaire-
L] . L] L1 ny L2 \ I .
satisfaite s1 0 est inférieur à —, car le rapport
est supérieur à
Dim
ment l’une des réduites de la quantité x si la différence
P Ko x — — est, en valeur absolue inférieure à
Des fractions convergentes intermédiaires.
9. On a vu que les réduites de rang pair et celles de rang impair forment deux suites qui sont l’une croissante, l’autre décroissante, et qui convergent toutes les deux vers la valeur de la fraction continue. Considérons deux réduites consécutives
Pr n Ph+1 Qu: Qu+1
de l’une ou de l’autre des deux suites, le nombre 7 pou-
vant être égal à r. Si a, désigne le quotient incomplet de rang 7 + 1, les valeurs de ces deux réduites seront comprises dans l’expression générale
AP, + P,_
kQ;+ Qh1
et elles répondront aux valeurs k=—0, k— u, de 1'indéterminée k.
Lorsque le quotient 4, est supérieur à 1, et que l’on donne à k les valeurs successives
DR Ua Ali td.
l'expression précédente fournit, indépendamment des deux réduites considérées, a, — 1 autres fractions dont les dénominateurs sont compris entre Q,_, et Q,,, et auxquelles on a donné le nom de fractions convergentes intermédiaires.
Si l’on pose, pour abréger l'écriture,
11 4 de AP,+P,_:, Dé kQ, + Qr—19
on aura
Ryu—=R;+Pl,, Sn —S;+ Q;5 d'où
RuiSe— San PS Quel Qui— QuPn-s ou
RgiSz— SppiRz=(—i)", P,Sx— QRy= (— 1) et, par conséquent,
R y. Li R}. ais Ver 1% P, Rz a. À Cat
S +1 Sx Ho SeSxra Q» Sz st Q»Sy é Ces formules sont analogues à celles qui se rapportent à deux réduites consécutives quelconques, et l’on peut en conclure les propositions suivantes :
1° Les fractions convergentes intermédiaires, formées comme il a été indiqué, sont des fractions irréductibles.
29 La différence de deux fractions convergentes intermédiaires consécutives est égale à l'unité divisée par le produit des dénominateurs des deux fractions.
3° St l’on considère la suite des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair, puis qu'entre chaque réduite de l’une et de l’autre suite et La réduite suivante on écrive toutes les fractions convergentes intermédiaires qui s'y rapportent, de telle manière que les déenominateurs forment une suite croissante, on obtiendra deux nouvelles suites qui seront, la première croissante, la seconde décroissante, et qui, en conséquence, convergeront sans cesse, l’une et l’autre vers la valeur de la fraction continue.
é “Sn iA L .
4° Stune fraction z St compriseentre deux fractions
; PERS R; Ry convert gentes CONSECULIVES —» ° appartenant au SAS L P 27 P groupe dont les réduites = et =2# sont lestermes ex-
LÉ) n-+1
FÈ
par l'expression
L à à RE trémes, ou si elle est comprise entre la fraction = et la DZ:
TR ' S F NRA réduite —, le dénominateur B de cette fraction 5 4 Jè
supérieur au dénominateur de chacune des fractions convergentes qui la comprennent.
10. Lorsque la fraction continue est limitée, les deux suites formées avec les réduites et les fractions intermédiaires se terminent d’elles-mêmes ; mais il faut remarquer que l’on peut encore considérer l’une des deux suites comme illimitée. En effet, dans le cas dont il s’agit, l’une
s î P : ] des réduites = exprime la valeurexacte de la fraction con- P
tinue; cette réduite termine l’une des deux suites, tandis
TA
que l’autre suite s'arrête à ; mais on peut évidemn—1
ment introduire dans la fraction continue un nouveau quotient x, égal à ; celle-c1 sera alors représentée
np ie :
SOEUR ER équivalente à Q,x, + QE Q,
Port
. et à celle
de nos deux suites qui se termine à on pourra ajou-
FT
ter les fractions intermédiaires
Pot Pan, 2PatPus SPnt Ps, Q» te D; 2 QG}; + 0: 3 Q» re Qh1
CAC, 7
dont le nombre est illimité. La suite mdéfinie que l’on formera ainsi convergera vers la fraction continue, comme si celle-ci représentait la valeur d’une quantité irrationnelle.
11. La théorie que nous venons d'exposer nous fournit la solution de cette importante question :
Proëzime. — Déterminer, parmi toutes les fractions
dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine lmite K, celle qui approche le plus d'une irrationnelle donnée x,
Concevons que la quantité x ait été réduite en fraction continue, puis qu'avec les réduites et les fractions intermédiaires on ait formé les deux séries, l’une croissante, l’autre décroissante, qui convergent toutes deux vers la valeur de x.
S1 le dénominateur Q, de l’une des réduites est égal à la limite donnée K, la fraction demandée sera la réduite
P ARE
—*; mais je dis que, dans tous les cas, cette fraction fera
partie de l’une des deux suites formées avec les fractions convergentes. En effet, s’il en était autrement, la fraction
’ A Si , d demandée ni tomberait entre deux termes consécutifs
Ris Ru SpA DE
de l’une de ces deux suites : mais alors B serait
Je
supérieur à S4, la fraction = k
serait d’ailleurs plus appro-
, A SA chée de x que 0 et par conséquent cette dernière frac-
tion ne satisferait pas à la condition requise.
Donc, pour résoudre le problème proposé, 1l suffit de réduire l’irrationnelle x en fraction continue, de former la série des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair, avec les fractions intermédiaires correspondantes ; de prendre enfin dans chaque suite la fraction qui a le plus grand dénominateur au-dessous de la limite K. Les deux fractions que l’on obtient de cette manière comprennent entre elles la quantité x, et elles fournissent les valeurs les plus approchées par défaut et par excès, de cette irrationnelle, quand on exclut les fractions dont le dénominateur est supérieur à K.
On voit que la réduction en fraction continue doit être employée toutes les fois qu'il est question d’exprimer par les fractions les plus simples et les plus approchées qu'il est possible, soit la valeur d’une irrationnelle, soit celle du rapport de deux nombres entiers très-grands.
Théorème de Lejeune-Dirichlet.
La théorie des fractions continues nous a révélé
EE < Ra . ; P | l'existence d’une infinité de fractions G, susceptibles d’exnm
k on ; AR PRE primer la valeur d’une irrationnelle donnée x, à 7 Près- « /2
Ce fait si remarquable peut être établi directement pat un procédé ingénieux dû à l’illustre géomètre allemand Lejeune-Dirichlet. |
Le théorème que nous nous proposons d'établir peut être énoncé dans les termes suivants :
THÉOREME. — Dans la série des fractions qui ont pour dénominateurs les nombres 1, 2,3, ...,n,ilen existeau moins une de dénominateur » qui diffère d’une quantité
moindre que — ; par défaut ou par excès, d’une irra-
tionnelle donnée x.
Représentons par m, le nombre entier immédiatement supérieur à x, et considérons la suite des quantités
M — TZ, M3— 2%, M;— 3x, ..., M —n%,
qui seront toutes moindres que l'unité. Si l’on était assuré que l’un au moins des produits
nim—zxz), nim;—2x), n(m;—3x), ..., n(m,—nx)
eût pour partie entière zéro, le théorème serait démontré,
APN PEUT
car on aurait, par exemple,
n(m,— vx) 1,
d’où
mais, s’il n’en est pas ainsi, comme ces parties entières ne peuvent être que
PART SL DEN UN De à
l'exclusion du nombre zéro exige que l’une d'elles soit la même dans deux produits différents. Soient donc
n(m,— vx) ZE + e,
n(m,—px) =E +,
E désignant un entier, € et n étant des quantrtés positives inférieures à 1. Si l’on retranche ces égalités l’une de l’autre, 1l vient nÂ(m, — m,) —(v—p)x]=e—n, d'où DS TEE D NON ”— pe n(v — +)
On peut supposer que » soit le plus grand des nombres » et u; la différence y —u de deux nombres inférieurs à 7 est elle-même moindre que nr; enfin la valeur absolue de € — n est inférieure à 1. Le théorème énoncé résulte donc de la formule précédente, puisque celle-ci montre que la valeur absolue de la différence
My — My,
V— pe
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nf —p#) Dans ce qu'on vient d'établir, le nombre 7 est quel-
conque, En le faisant croître indéfiniment on voit la pos-
sibilité d'obtenir une suite infinie de fractions convergentes vers la valeur de x, telles que l'erreur par défaut ou par excès relative à chacune d’elles soit moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur; car, dans
, . I . . , 7 , , \ l'expression — indiquée par l'énoncé du théorème, v est 2)
au plus égal à 2; cette limite sera donc en général
moindre que —:
Resolution d’une équation du premier degré à deux inconnues, en nombres entiers, par la méthode des fractions continues.
Considérons l'équation Pæ+Qy=H
dans laquelle P, Q, H sont des nombres entiers positifs ou négatifs. Comme on peut supposer que ces trois nombres n'ont aucun diviseur commun, l'équation proposée ne pourra évidemment être satisfaite par des valeurs entières de x et de y que si les coefficients P et Q sont premiers entre eux. Supposons que cette condition soit remplie ; ré-
$ ; P , . x duisons la fraction + Q en fraction continue, et calculons
, e. . . P re *u LA les réduites successives. Si — désigne l’avant-dernière ré-
Q° Æ {PQ — QP') —1;
duite, on aura
d’où P(+Q'H)+Q(-P'H)=H,
ce qui montre que l'équation proposée sera satisfaite en
posant Da TROP 4
Désignons par x, et y, ces valeurs des indéterminées x
et y, l'équation proposée pourra se mettre sous la forme
Pr +Qr=Px+Qr ou P(x— x)
et, comme les nombres P et Q sont premiers entre eux,
JS —Vo— — ,
les quantités x et y ne seront entières que si Z — Xo est divisible par Q. On aura donc, en désignant par 6 le quotient de cette division,
Æ = &p + 0Q, JT —09P, c'est-à-dire z=ÆQ'H+60Q, 7y—=ZPH—060P; ces valeurs satisfont à l'équation proposée, quel que soit l'entier positif ou négatif 8.
Il faut remarquer que la valeur absolue de x sera infé-
rieure à Q si l’on prend pour 0 l’un des deux entiers consécutifs entre lesquels est comprise la fraction positive ou
fl
négative + FOIE peut même ajouter que l’une de ces deux valeurs de 4 donnera à x une valeur absolue infé-
- \ I 2 \ [1 . LZ rieure à — Q. Ilrésulte de là qu’il existe une valeur unique s
nu À I I de x entre les limites zéro et Q ou — : Q et + = Q, pour laquelle l'expression Pr —H Q
se réduit à un nombre entier.
L'équation dont nous venons de nous occuper peut s’écrire de la manière suivante :
et l’on voit que toute fraction PO” dont le denomina-
teur est le produit de deux nombres P et Q premiers entre eux, peut se décomposer en deux autres fractions ayant respectivement pour dénominateurs les nombres
P et Q.
Théorème relatif à la réduction des fractions rationnelles en fractions continues.
te ; : P Hé 14. Considérons une fraction rationnelle re EU
à 1, et supposons qu’en la réduisant en fraction continue on ait trouvé
P 1 (1) Q = & + Gi + do +. I An P, p?
la dernière des réduites successives Le DA ER VE PROS ETS) Ce Q: Q: Q2 LA > \ p ? SA égale à ©” et l’avant-dernière aura pour valeur Poe I (2) FETE Qi: I ge ee DER ee Be PSE Aa +. I « 7 + :
D'un autre côté, on a
Px nn Dei An + ps Q, = 0 An + 07 2208 D Are | LEE Ana + n—3) QE — Q? 9 pe + Qss
PME TP, cat P;, Q —Q2 to D Pi4 D, Q —Qa+oQ,, puis
0, 1; Qt, Q, = 0;
ces formules donnent
P I (3) > 2 7 PP n—1 I RESTE Pan ez I OR LE TU \ | hi eee ds + x (221 + ant (4) ee — Ans 8 PRE | pi ur Li TOM a, ren En: I ; a —- nt di
On voit que les quotients de la fraction continue (3) sont précisément ceux de la fraction (1) pris dans un ordre inverse ; la fraction (4) est l’avant-dernière réduite de la fraction continue (3).
Il résulte de là que, si l’on a
(5 ] Pr-1—= Qu
mais seulement dans ce cas, les fractions (1) et (3) seront égales entre elles et la suite des quotients
d;y js do, 5 An-9, Ans
sera réciproque, c'est-à-dire que les termes extrêmes seront égaux entre eux, ainsi que deux termes quelconques pris à égale distance des extrêmes. Comme on a
(6) P,Qru OPA ONE la condition (5) équivaut à
(rh paQui= QE 1)" ou 10. OR
et elle exprime que l'on a
OA
(8) “5 — — un nombre entier.
4 ri DIN LORIE RUN PR TARA? 1. 241 FLY COOP Ne AR PE CS OR RE Le in mul A nAte LS FA LE 2 RL ES Fra r + 7 FMI" F2) Er NY: ,* E “ ; < Ed « à Vrai De d ! n “ € « . -
Réciproquement, si les nombres entiers P et Q<P saüsfont à la condition (8), on peut être assuré que la frac-
ton — se réduira en une fraction continue dans laquelle
les quotients formeront une suite réciproque.
Et ; P ; :
En effet, réduisons la fraction — en fraction continue,
en nous arrangeant de manière que le nombre des quolents soit pair ou impair, suivant que le signe ambigu + exprime + ou — dans la formule (8). Alors, en désignant par z le nombre de ces quotients et par Q la valeur du premier membre de la formule (8), on aura
mais —°—!
: SRE ; ae P P étant la réduite qui précède =" ou —; la for-
n—A nm mule (6) a heu, et, en la retranchant de la précédente, il vient
pe ( Q Fa O2 F= Q, (Q» FE Pr ) 5
comme P, doit diviser le second membre de cette formule, et que ce nombre est premier avec Q,, 1l doit diviser Qy— P,_,; cette différence étant inférieure à P,, elle doit être nulle, et l’on a
Port Res Q>: Q7 LE Q :
La première de ces égalités démontre la proposition que nous avions en vue.
15. Les résultats qui précèdent nous seront utiles plus tard; mais il n’est pas sans intérêt de montrer dès à présent comment on peut en tirer une démonstration fort simple d’une proposition importante dans l’Arithmétique supérieure. Cette proposition est la suivante :
THÉOREME. — 7 out nombre entier qui divise la somme
de deux carrés premiers entre eux est lui-méme la somme de deux carrés. |
En effet supposons que le nombre entier P divise la somme R2+5S? RetS étant des entiers premiers entre
eux. Si l’on réduit la fraction S en fraction continue et que [A
l’on désigne par & la réduite qui précède a on aura RS'— SR'——r;
en outre, le nombre P divisant R?2+ S?, il divisera le produit
(R?+ S)(R?+ S?) — (RR'+SS'}?+ (RS — SR}; il divisera donc, quel que soit K, la somme de deux carrés
RR'+SS — KP}?+ [RS'— SR
or le second de ces carrés est 1 ; quant au premier, il est le carré d’un nombre Q qu’on peut supposer inférieur à P, et même, si l’on veut, inférieur à % à cause de l’indéterminée K. Il résulte donc de notre hypothèse qu’on peut
trouver un nombre Q inférieur à P, tel que l’on ait
— entier.
a] n r e e P L] e L] Cela posé, réduisons la fraction Q en fraction continue,
en opérant de manière que le nombre des quotients soit pair. D’après la proposition établie plus haut, la suite de ces quotients sera réciproque et elle pourra être représentée par
dy jy day 05 Anis mmA43 +9 os js As
: RER D La (m+1)"°"% réduite 2" embrasse les quotents de la premn
.« . 84 L2 . F: LE P —1 mière moitié de cette suite, et, si l’on désigne par =7— la
réduite précédente, par x» le quotient complet de rang m +1, On aura
P ARE Eness à
Que +02
mais le quotient complet x, est égal à
Zm—1 Re «a
TIRE
et cette fraction n’est autre chose que ; donc on a m—1
P PE sn Be
Q vs 17728 QE Fa Er 8
Il est évident que le second membre de cette formule est une fraction irréductible. D'ailleurs on s’en assure immédiatement en remarquant que la différence
En (E, Q7 = Py—1 0) rs Q; (BP; A5 Bb)
a pour valeur ERA lb Or se“ Q» Pre) ER ( WT 17 Ets
un facteur commun aux deux termes de la fraction dont il s’agit diviserait donc P,_,; mais alors il diviserait ‘aussi P», ce qui est impossible, puisque P,, et P,_, sont premiers entre eux. D'après cela, la formule que nous avons obtenue donnera
MT» 2 Eee EE m 4 5) Pis
Q Dr pe Qx re ps te
Non-seulement la première de ces égalités démontre le S.— Alg. sup., 1. 3
théorème énoncé, mais encore elle fait connaître les deux carrés dans lesquels le nombre P peut être partagé (!).
Condition pour que les fractions continues qui représentent deux irrationnelles soient terminées par les mêmes quotients.
16. Si deux irrationnelles positives x et x’ sont telles, que les fractions continues dans lesquelles elles se développent aient un même quotient complet y, on aura, par les propriétés des fractions continues,
Py + P' MR EUR (1) LT ——s LEZ —) OHERO DD FAN P, Q, P’,... étant des entiers positifs qui satisfont aux deux conditions PQ QP = Er LRS — SRE Er Si l’on élimine y entre les équations (1), on trouvera
Ps ax + b nE FE ATEN; À
TL
en posant a—QR'—RQ', b—RP —PR, 2 OST SON ASS DIET et l’on déduit de ces dernières formules ab' — ba'— (PQ — QP')(RS — SR) —+r.
Donc, pour que deux irrationnelles positives x et x puissent se développer en des fractions continues susCeptibles d’étre terminées par des quotients complets égaux
(*) J'ai donné pour la première fois cette démonstration dans un article qui fait partie du tome XIII du Journal de Mathématiques pures ct appliquées (17° série).
née HS En de à.
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entre eux, il faut qu'elles soient liées l’une à l’autre par une équation de la forme
ax + b PAR Re A AL
À HR
EDR N —
où a, b «/, b' désignent des entiers positifs ou négatifs qui ne à la condition
(3) Ab DA = ET, Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En
LR ) ; ni E effet, réduisons x en fraction continue, désignons par 6
PS 66) AS : P FLE une réduite aussi éloignée qu’on voudra, par 6 la réduite précédente, et par y le quotient complet qui répond à la
Pirate D réduite —; on aura Q )
Py + P’
OL LOS
et, en substituant cette valeur de x dans l'équation (3), il viendra ( RonePe20)nha Pet 80") (a P+8 Q)r +2 P +807 Cela posé, quels que soient les signes des nombres a, b, !, b', les rapports
Per D'ANNZ FE CO ON LE A CO DEP 2O TOP: 06 D =10 OMAN ONP Op VA À TR TI Q a Q a
sont positifs et res à É car on à Q > Q’et l’on
peut supposer les Sites — , — assez éloignées pour que
ve
leur différence soit plus peti te qu'une quantité quelconque
ar he le tee on : >= L
té tn, En
donnée. D'ailleurs y et x’ sont positives ; donc la valeur précédente de x’ est de la forme
| RER TUSy ESP
Qt
R, FR’, S, S’ étant des nombres entiers positifs tels que RSR, S—-0.
D'ailleurs ces nombres ont respectivement pour valeurs R=—+# (aP +86Q), R'—+(aPl + 8Q'), S——{a P+6Q), S'—=Æ(a'P +80";
les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris en-
semble. On déduit de là
RS'— SR'— + {ab' — ba')(PQ' — QP'); on a d’ailleurs
PQ'—QP'——Er et ab — ba —=2ÆEr, donc
(6) RS'— SR ——Hr.
AE : j ; R à x Réduisons maintenant la fraction = en fraction conti-
. R LA , LL nue et soit — l’avant-dernière réduite ; comme le calcul
Fe . ° « Ro ® x L4 peut être fait de manière que = soit à volonté de rang
pair ou de rang impair, on peut écrire RSo— SR ——+r, le signe du second membre étant ici le même que dans
la formule (6). Et alors, à cause de cette formule (6), l'égalité précédente donnera
R(S'— Ss)—S(R'— Ro);
de:
LL
or le nombre R est premier avec S, etil surpasse R'—R,, différence de deux nombres inférieurs à R ; 1l faut donc que l’on ait
Ho RES Si
On voit enfin par la formule (5), que y est un quotient complet commun à x et à x’.
Rewarque.— Nous avons supposé les quantités x et x’ positives, mais rien n'empêche de les supposer négatives. En effet, si l’on change x en —x ou x' en —x", la formule (3) restera la même; seulement quelques-uns des coefficients changeront de signe sans cesser de satisfaire à la condition (4). Au surplus, dans le développement d’une irrationnelle en fraction continue, on n’a à s'occuper que de la valeur absolue de cette irrationnelle,
CHAPITRE IL DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES
Développement des irrationnelles du deuxième degré en fraction continue.
17. On nomme irrationnelle du deuxième degré toute quantité irrationnelle qui est racine d’une équation du deuxième degré à coefficients rationnels. IL est évident qu’on peut préparer une telle équation de manière que les coefficients soient des nombres entiers ; 1l est même permis de supposer que le coefficient de la première puissance de l’inconnue soit un nombre pair, car on ramène le cas contraire à celui-là, en multipliant l'équation par 2.
Soit, en conséquence,
Lr'—2Mr+N—o
une équation du deuxième degré dans laquelle les coefficients L M, N sont des entiers positifs ou négatifs tels, que la quantité
M? — LN = A, supposée positive, ne soit pas un carré exact. Les racines de cette équation seront représentées par l'expression
EM + VA AR Né
le radical YA étant pris positivement, et le signe ambigu + devant être remplacé successivement par + et par — tant au numérateur qu’au dénominateur ; mais, comme nous ne voulons considérer que les valeurs absolues des racines nous donnerons au dénominateur de
SECTION 1. — CHAPITRE II. 39 ? L , ’ : 2 Ne -e l'expression précédente le signe qui rend cette expres sion positive. Alors, si l’on pose DETTE M
puis que l’on désigne par D_, la valeur de N prise avec un signe tel que LN——D_,D, toute irrationnelle du deuxième degré prise positivement pourra être représentée par la formule
(1) Ft,
dans laquelle E et D sont des entiers positifs ou négatifs
et À un entier dont la racine carrée est irrationnelle. En outre, on aura
D_, étant un nombre entier positif ou négatif.
18. Cela posé, nous nous proposons de développer en fraction continue l’irrationnelle définie par la formule (1).
Après avoir déterminé la racine du plus grand carré entier contenu dans À, on aura immédiatement, par la division le plus grand entier a contenu dans x ; alors on fera, conformément à la méthode générale,
AND SE) US
si l’on multiplie les deux termes de cette expression par (Da—E)+ VA afin de rendre le dénominateur rationnel elle prendra la forme ERA La ZE —— 1 D, 9
V6 Le
E, et D, désignant des nombres rationnels. On opérera sur æ, Comme on a fait sur x, et ainsi de suite ; en sorte qu’on obtiendra successivement les formules suivantes:
À E + VA ME I = —— = — D ES EVA 1 La ed D, WE 8%... +... + + . 0] see E, + VA I on = = An + 9 D? Ln+1
qui sont toutes semblables à la proposée, car on va voir que les nombres rationnels E,, D, sont toujours des entiers. La valeur de x,_, est
FACE I T1 — Fe = agit =:
T1 C7 et l’on en tire D,_:; A Dr (De ni — Es ] + VA] ai (D/# ni — E,-; ] —+ VA À er (Dés Gp Eye Fe
alors on aura, d’après nos notations,
D ES (4) EVE DT MEURT
(5) HD Den
cette formule (5) subsistera pour 7 — 0, si l’on convient que D, et E, représentent D et E respectivement, quand l'indice n est nul; car, dans ce cas, les formules (2) et (5) coïncident. La formule (5) ayant lieu quel que
soit z, on peut, dans la formule (3), remplacer À par E_, + D, ,D,_,, et il vient alors
enfin, en remplaçant D,_, par la valeur tirée de la formule (4), on obtient
D, — D, 0 AUS F E
Les formules (4) et (7) subsistent, d’après ce qu'on vient de dire, quand on suppose # — 1. Elles contiennent la loi de formation des quotients complets x,, et elles montrent que, si les nombres D,_», E,_,, D,_, sont entiers, les nombres E, et D, seront aussi entiers. Or, par hypothèse, D_,, E, D sont des nombres entiers : donc E, et D, seront eux-mêmes des entiers, ainsi que É: et D.,..., E, et D,. Les formules (4) et (7) montrent encore que, si D_, et D sont pairs et que E soit impair, tous les nombres D, seront pairs, tandis que les nombres E, seront impairs.
Remarque. — Il convient de remarquer que les trois nombres entiers D,_,, E,, D, ne peuvent avoir un diviseur commun @ supérieur à l’unité. En effet, si un tel diviseur existe, 1l divisera E,_, à cause de la formule (4) et D,_+ à cause de la formule (7); il sera donc un diviseur commun des trois nombres D,_», En_1, Dy_1. On en conclura de même qu'il est diviseur commun à D,_:, E,_», D,_», et ainsi de suite. Le nombre 8 sera donc un diviseur commun à D_,,E, D, et, par suite, À aura le diviseur 6. Or on peut toujours admettre qu'il n’en est pas ainsi; car, si, dans l’expression proposée ne » E et D sont divisibles par 8 A par 602, rien n'empêche de supprimer ce facteur.
E+VA (P,.E,+P,-D,)P; VAL
D 10% E, Dis 5 D,1 D 3 Q» VA
si l'on chasse les dénominateurs et que l’on égale ensuite de part et d’autre les parties rationnelles et les parties irrationnelles, il viendra (8) Q» Ho 0 D'=Dree EQ%E (9) (DB,=— FOIE à (D? re EQRS JD} — AQ,.
En résolvant ces équations (8) et (9) par rapport à E, et D,, et en faisant usage de la relation
PQ»: tax QARTTÉS (— [17° on trouve en
D [AQ 3-1 Qe (DR3 ar EQ,_:) (DP,— EQ;)|,
ob
[42 (Hi) D Eu [(DP,— EQ,)? — AQ:]; il est évident que la quantité entre crochets, dans l’expression de E, ou de D,, se compose de termes qui conuennent D en facteur, et d’un terme multiplié par le nombre À —E? qui est divisible par D. Donc les formules (10) et (11) montrent que E, et D, sont des entiers, ce que nous savions déjà; mais elles vont aussi nous conduire à un autre résultat fort important.
Je dis effectivement que, si 7 est supérieur à une certaine linute les entiers E, et D, seront toujours positifs.
La formule (1 1) démontre immédiatement ce fait à l'égard de D,; en effet, on peut l'écrire comme il suit:
Dro(ee En) favr+o(e ES t)|
| P E RG D:
or, d’une part, le facteur 7 — E + VA qu — Q? D 02
signe de (—1)}*, et d'autre part, comme cette différence
2 ra le
peut devenir aussi petite que l’on veut, en prenant 7 suffisamment grand, le dernier facteur de notre expression
de D, approchera autant que l’on voudra de 2 VA, et il sera, en conséquence, positif pour toutes les valeurs de x supérieures à une certaine limite ; done aussi D, sera positif.
On pourrait établir la même propriété à l'égard de FE, en se servant de la formule (10), mais il est plus simple de partir de l'équation (8). Celle-ci donne
230) | nm QD (D Pe_ y), rm ñn
et, en divisant par Dyxn — VA + E,,
P D'ERES s) DE:
QE —— ( Q» 2 QuTh VA + E,
Pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite,
(D . — E) différera de VA d’une quantité plus petite
qu’une quantité donnée quelconque : il en résulte que le nombre entier E, ne pourra pas être négatif; car, SI cela arrivait, le second membre de la formule précédente serait plus grand que 1, et il ne pourrait être égal au premier membre, lequel est évidemment inférieur à 1.
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Si donc, pour quelques-unes des premières valeurs de n, 0; 1, 2,..., les nombres D, et E, peuvent êtré négatifs, cette circonstance ne pourra plus se présenter dès que 7 aura atteint une certaine limite.
20. Nous pouvons maintenant établir la proposition suivante due à Lagrange :
Taéorëme I. — La fraction continue, dans laquelle se développe une irrationnelle du deuxième degré, est périodique, c'est-à-dire que la série des quotients complets ou incomplets, à partir de celui qui occupe un certain rang, est formée d’une suite limitée de termes ou période qui se reproduit indéfiniment la méme.
En effet, soit l’irrationnelle du deuxième degré
HESRUA (1) ae 1.
que nous supposerons positive ; le nombre A est un enüer dont la valeur est donnée par la formule
E? + D'ALEA
et D_,,E, D sont des entiers positifs ou négatifs.
(3) T __E,+ VA SSD
désigne généralement le quotient complet de rang 7 + 1, et que 4, soit le quotient incomplet correspondant, on aura par ce qui précède,
(4) E; + D,_,D, = A et
(5) E, PAR EE — DE ln—13
en outre, nous savons que E, et D, sont des entiers et que, pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, ces mêmes nombres sont positifs. Considérons le développement en fraction continue, à partir de cette limite. La formule (4) montre qu’alors on a constamment
E, << VA
la formule (5) nous donne ensuite, en écrivant z au lieu de 7 —1, DER IE LE re À,
Aünsi les nombres E,, D,, a, sont limités et les quotients complets x, ne peuvent avoir qu’un nombre fini de valeurs différentes. Donc, après un nombre d’opérations plus ou
moins grand, mais qui ne peut excéder 2 WA x VA ou 2A, on retombera nécessairement sur un quotient complet déjà obtenu; après quoi le reste de la série des quotients complets ou incomplets sera formé d’une même suite ou période de termes déjà trouvés, laquelle se répétera indéfiniment.
Il convient de remarquer que la relation (4) donne D,_,D,< A, et l’on aurait de même, en changeant 7
en z—1, D, 2 Dy_1 < A. Si donc on a D A,
on aura
Dr» <CYA et D,<VYA;
d’où 1l résulte que, sile dénominateur d’un quotient complet est supérieur à VA, le dénominateur du quotient précédent et celui du quotient suivant sont l’un et l’autre inférieurs à VA.
La démonstration précédente repose sur ce seul fait que D, est positif pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite; elle subsisterait donc lors même que
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nous n’aurions pas établi que E, est également positit pour des valeurs de 7 suffisamment grandes. Enfin il est évident que, si x, est le quotient complet qui commence la première période, les deux nombres E, et D, seront nécessairement positifs à partir de la valeur 7 = ».
21. Taéorëme Il. — Réciproquement, toute quantité qui se développe en une fraction continue périodique est une irrationnelle du deuxième degré.
En effet, considérons une irrationnelle x qui se déve-
j : MUte 4 P loppe en une fraction continue périodique ; soient — la
réduite de rang 2 +1 et x, le quotient complet correspondant, on aura (1)
pi PETR TE Pas Qxrx + Qi
S1 la fraction continue est périodique simple, c’est-à-dire si la période commence au premier quotient et que cette période ait À termes, on aura
TL} ns 47 ; alors la formule (1) donnera PE —- Pr PEN
Que + Qr:
ou
(2) Que? — (Pr — Qui)r — Pr = 0;
x est donc racine d’une équation du deuxième degre à coefficients entiers. Îl faut remarquer que le nombre peut être égal à 1, et que, dans ce cas, on a Py, = 1, Qx_: — ©.
S1 la fraction continue proposée est périodique mixte, c’est-à-dire si la période ne commence qu'à partir du
Aer
quotient de rang 7 +1 etque cette période ait À termes
on aura
(3) «siens LonLm EE Pons 9 Par Con A Pme Q+ Tyn fe A On aies Qc
avec
(4) Lyn+k — Ts
chacun des nombres m et # pouvant être égal à r. Si l’on résout par rapport à Xm et Xm+r les deux équations comprises dans la formule (3), puis qu’on égale entre elles les valeurs obtenues, on aura
. NT P y: _— es Se D Per
D — Q,,x *4 Per QT
équation qu’on peut mettre sous la forme (5) Lzr?— 2Mzxr+N—o,
en posant, pour abréger
L= 15 art Ce 0 Orers ,
(6) 21e ES Prier 07 Pit sis m—1 Qurr Pr Qhrret , NE LE HE RTS 149 Pate: .
On voit donc que x est encore dans ce cas, l’une des racines d’une équation du deuxième degré à coefficients entiers.
Corozzarre. — L’equation du deuxième degré à coefficients rationnels, à laquelle satisfait une fraction continue périodique donnée, a ses deux racines de signes contraires si la fraction continue est périodique simple, et elle a toujours ses racines de même signe lorsque, la fraction continue étant périodique mixte, il y a plusieurs termes avant la période.
En effet, s’il s’agit d'une fraction périodique simple x, l’équation (2) à laquelle cette quantité doit satis-
faire a évidemment ses racines de signes contraires.
Sil’irrationnelle x se réduit en une fraction périodique mixte, elle satisfera à une équation telle que (5), dans laquelle le produit des racines est, d’après la formule (6),
N + Ps Pr ES P} Pres ù L Qu OF F7) Q» OS
Supposons qu'il n’y ait qu’un seul quotient a avant la période, on aura
ENS bei DEC 027320 O1
et, par suite, N3 Pi ape
EAU — Qx À ce rapport peut être positif ou négatif; donc, dans ce cas, les racines de l’équation (5) peuvent avoir le même signe ou des signes contraires.
Supposons maintenant qu'il y ait plusieurs quotients avant la période, et soient a»_1, 4m:x_, les quotients incomplets de rang m et de rang m + k; on aura
JE, = Hs Ami + Pp—2 Pre Pt Am+k1T Pn+r a
Q»— Qn1 Ami + Qn2 ; Qn+rx= Qu+x 1 An+k1 + Queen
4 ? o Là 4 N Q au moyen de quoi l expression générale de CL devient
15 M+Ak—2 pre P In—2 Phare Les QUE 0 |
PAST O
(ann = Æyn—1 ) TE:
N des P 1 Pp+x1
IT #22: va À Q7 1 Q+x 1 lie == ei) 2% |
La différence a»4x_1—4@m_, n’est pasnulle, carautrement la période commencerait un rang plus tôt qu'on ne l’a supposé ; d’ailleurs le deuxième facteur du second membre de la formule précédente est une fraction dont chaque
be,
terme s’obtient en ajoutant une quantité positive ou né-
_gative, mais fractionnaire, à l’entier ay4#_1 —@m_1 3; donc
le facteur dont 1l s’agit est positif, et 1l en est de même N . A , 2 du rapport 7; ce qui achève la démonstration de la pro-
position énoncée.
22. Taéorime II. — Zes périodes des quotients incomplets, dans les fractions continues qui expriment les racines irrationnelles d’une équation du deuxième degré à coefficients entiers, sont inverses l’une de l’autre,
c’est-à-dire que Les quotients dont se compose l’une des périodes sont précisément ceux de l’autre période disposés dans un ordre inverse.
Supposons d’abord que l’une des racines de l'équation proposée se développe en une fraction continue périodique simple. On peut admettre que cette racine æ est po-
sitive et supérieure à 1, Car on ramènerait le cas con-
} À LE 1 traire à celui-là en changeant x en — x ou en # -. TX
Cela posé, 6. représentant généralement la réduite de
nm
rang 7 + 1,et x, le quotient complet correspondant, on a
DROLE EN ny à P; 7 O0?
Si k exprime le nombre des quotients contenus dans
Pr + Pr /< EE —_—
— , d’où L'y;} — Qxrr + Qz1 £
la période, on reproduira équation dont x est racine en remplaçant xx par x dans l’une ou l’autre des formules précédentes; cette équation peut donc se mettre sous la
forme Ga LEA ce M Pr — Qrr
1 x I à et, sil’on représente par — — sa deuxième racine, qui est A
Se, Alg. sup. — L 4
a MA RS 0 D OR NE VE ms: de à |: \ : Ç NE 1»? 5 f: PA Fi 10 "1 Tue WC 2) NL Mi RL : , i J 4 ; | \ 7 Er
5o COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE; négative, on aura
AL Pin EE Qz TP Qu Or, Px étant supérieure à 1, on sait (n°14) que = Let 1e Qx QuiarDt se développent en des fractions continues formées des Qx Qx
est l’avant-dernière réduite de la fraction continue égale
mêmes quotients ,mais en ordre inverse; en outre,
ee : donc x’ est égale à une fraction continue pério- FL
dique simple, dans laquelle la période est inverse de celle de x:
Considérons en second lieu le cas où les racines de l'équation proposée se développent en des fractions périodiques mixtes. Soit x l’une de ces racines; nous pouvons supposer æ positive, et, si la période commence au quotient de rang m +1, on aura
Pytm Tm a SH rt d Qtm > 0227
AE
la quantité x» est supérieure à 1, et elle est exprimable par une fraction périodique simple; elle est donc racine d’une équation du deuxième degré, dans laquelle la se- , I À conde racine — —- est telle que les fractions continues ln L'n Et Xm aient des périodes inverses. D’après cela, on obtiendra la seconde racine x’ de l'équation proposée en
I ji r ra remplaçant x} par — —- dans la formule précédente; on mn a ainsi ! ARS De y BE
MAY 7 Q
eye
SECTION I. — CHAPITRE II. 5 Or, à cause de l'égalité
P, QT Q} Res (— Li
les fractions continues x’ et x°, se terminent par les mêmes quotients (n° 16); d’ailleurs, dans une fraction continue périodique, on est libre de faire commencer la période à l’un quelconque des quotients qui viennent après la partie réellement non périodique; donc on peut considérer comme inverses l’une de l’autre les périodes des fractions continues x et x". Mais 1l faut bien remarquer que ce n’est qu’en entendant les choses de cette manière que le théorème énoncé est exact.
23. Taéorime IV. — La période de la suite formée par les numérateurs ou par les dénominateurs des quotients complets relatifs à l’une des racines irrationnelles d’une equation du deuxième degré à coefficients entiers est inverse de la période analogue qui se rapporte à la deuxième racine.
En effet, d’après ce qui précède, les périodes des quotents incomplets, relatives aux deux racines, peuvent être représentées par
(1) ; js As ces pes A1, (2) Ak—is Æk-aos +3 os dis æ.
Soient
æ, yo Lay ocre) Cpos Xp;
° To e x}
les quotients complets qui répondent respectivement aux quotients incomplets (1) et (2).
Si x désigne un entier quelconque compris entre zéro et k, on peut regarder la suite
Ans An+is ce. A1) a, js Lys
comme étant la période des quotients incomplets de la première racine, et cette période sera en même temps celle que fournira le développement du quotient complet x». Pareillement, on peut prendre la suite
Zn—1) Any +.) €; a, As An+41) An
pour la période de la deuxième racine, et cette même suite sera la période de la fraction continue égale au quotient complet x7_,.
Cela posé, les irrationnelles x, et x,_, étant égales à des fractions continues périodiques simples, dans lesquelles les périodes sont inverses l’une de l’autre, x},
" ; , L et — — seront les racines d’une même équation du Th
deuxième degré à coefficients entiers. Si donc on pose
ESA EAU (3) np Lyon — 2% + n k—1e
ST Pr
À, E,, D,, E,_,, D;, étant des nombres entiers la
quantité x,_, sera égale à la valeur que prendra — _
quand on aura changé le signe du radical VA ; en consé-
quence, on a
(4) E}_» + VA Ent VARIE
Ds; D, Fe d
les formules (3) subsistent pour 2 —0 et pourn =,
car on a xx =x et x, — x"; il en est de même à l’é-
gard de la formule (4), pourvu que l’on supprime lin-
dice o, quand les lettres D, E, D’, E‘ sont affectées de
cet indice.
La formule (4) donne
(5) En TZ Es
puis E?+D,D;_,=A; mais, commeonaE;+D,_,D,=A, la précédente égalité se réduit à
(6) Des = D,
Les égalités (5) et (6) démontrent la proposition énoncée; 1l en résulte que, si la période des quotients complets de l’une des racines est
PRE Ei-e- VA BE VAR E AAA : LE Du É Dis Deux
la période des quotients complets de la deuxième racine sera
(8) CA AQNE,. "VA HARAS A RD M RD) Ti: D
Comme les périodes (7) et (8) se répètent indéfiniment, les termes qui viennent après ceux que nous venons d'écrire sont respectivement
ERA EE A D À D; à
et d’après la loi de formation des quotients complets,
on aura
Cette égalité montre que si les fractions continues auxquelles se rapportent les périodes (7) et (8) ne sont pas périodiques simples, les dénominateurs des quotients complets qui termineront les parties non périodiques seront respectivement D;_, et D. Il résulte évidemment de cette remarque que la période des dénominateurs des quotients complets commence un rang plus tôt que la période des numérateurs des mêmes quotients.
24. APPLICATION A UN EXEMPLE. — On propose de développer en fraction continue les racines de l’équation
UE EE
Er, Em28, EX = 27, ER 00 NUS D: =18, 1D:— 920 0D = T4 0 DIE 16, MDI
= 2; a NE as = À, a, 3; les quotients incomplets sont donc
DD A NIOR USCte
Deuxième racine.
Pr Cia DAC TO 7 PRED ee da — 1, Bono Es 20 NE 0, FE. 20 RER ATEE D, =14, D: =26, D, = 18,0 D, = LORD EE di), Hi 2, As MIO Ra
or
les quotients incomplets sont donc I, AR BL A) CERN]
Pour que la période soit inverse de celle de la première racine, 1l faut la faire commencer au quatrième quotient.
29. Taforiue V. — Si a désigne la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans un nombre entier donné À qui n'est pas un carré exact, l'irrationnelle VA se développe en une fraction continue périodique mixte dans laquelle la périodecommence immédiatement après le premier quotient. Le dernier terme de la période des quotients incomplets est égal à 2a, et les autres termes de cette période forment une suite symétrique dans laquelle deux termes également distants des extrémes sont égaux entre eux. Enfin les numeérateurs et les dénominateurs des quotients complets forment également des suites périodiques dont les périodes sont symétriques.
En effet la fraction continue égale à VA ne saurait être périodique simple, puisque les valeurs absolues des deux racines de l'équation x? — À — osontsupérieures à l’unité. D'ailleurs, ces racines étant de signes contraires, 1l ne peut y avoir qu'un seul quotient avant la première période, dans le développement de VA, d’après le corollaire du théorème IT. Il résulte de là que l’irrationnelle VA — a se développera en une fraction périodique simple, et la même chose aura lieu aussi à l'égard de YA + a, puisque ces deux quantités sont les racines d’une même équation du deuxième degré à coefficients entiers. Cela posé, soient
RG Ge RS GR.)
les quotients incomplets de la fraction continue égale à VA + a, la suite des quotients relatifs à VA — a sera,
ASE AS
LA Ü
d’après le théorème IL,
O (ay; Apn2y 93 As 24) (ay sr} ASE
Mais du développement de VA + a on passe à celui de VA en retranchant a du premier quotient; pareillement on passe de VA — à à VA en ajoutant a au premier quotient; donc la suite des quotients incomplets dans le développement de VA peut être représentée de l’une ou de l’autre des deux manières suivantes :
a las ia, he. a) lai RATES
aa a an 20) (AA EEE
on voit que le dernier quotient de chaque période est égal à 2a, et que les quotients qui précèdent forment une suite | dj, Ag, 3 Ap—o, dy dans laquelle deux termes égalementéloignés des extrêmes sont égaux entre eux.
D’après le théorème IV, si
a + VA Ei + VA, Ey-s + VA Es + VA = — 1 ee ————— ..e ES) me 9 ! D, D; D;
est la suite des quotients complets relatifs à VA +a, la
e À É suite correspondante pour rene sera A —a |:
a + YA ELNeE VA Par E,+VA E;+ VA ; Ds 2 De 9 v D: ? s ? ,
il est évident que ces deux suites coïncideront si l’on efface le premier terme de la première suite; par conséquent on a E, = a, et, dans chacune des deux suites,
E>, E;, ss HART D;, D;, D;, AE) D;_,
les termes également éloignés des extrêmes sont égaux entre eux. Il suit de là que la période des quotients com-
plets obtenus dans le développement de VA peut être représentée par
RNADE VA EVA Be NO a EU D, ; D, ; D, ; ) D. ) S
26. L'équation x? — A — 0, à laquelle se rapporte le théorème précédent, appartient à une classe d'équations remarquables qu'il est intéressant d'étudier. Nous nous proposerons, à ce sujet, la question suivante :
ProBLÈME. — 7Jrouver les équations du deuxième degré à coefhcients rationnels dont les racines se développent en des fractions continues terminées par les mémes quotients,
S1 x désigne l’une des racines d’une telle équation, l’autre racine (n° 15) devra être de la forme
ax + b TER ER EN À) fe, LS à
a, b, a/, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par la relation
(1) ab! — ba = +1.
Cela posé, soit — P la somme des deux racines, on aura
ar +0 P+Hzxr + CAVE TRE = 0 AT D
_a+b Pb" + + P+—— | x + ——
ce qui doit être l'équation demandée; mais, pour que la
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somme des racines soit effectivement égale à —P, il faut que l’on ait
après quoi la condition (1) donne &æ& EI
b = — L’équation demandée est donc
T2 (2) x? + Pr — P£ + —) — O0; a (AA
P est une quantité rationnelle quelconque, & est un,
nombre entier quelconque, enfin a est un diviseur quelconque de a? 1.
Les fractions continues dans lesquelles se développent les racines de l'équation (2) ont donc nécessairement la même période; d’un autre côté, d’après le théorème III, la période de l’une de ces fractions continues est inverse de la période de l’autre. Il en résulte que chaque période est une suite symétrique ou qu'elle est formée par la juxtaposition de deux suites symétriques, dont l’une peut se réduire à un seul terme. En effet, soit
Gps ie, *s An—4
la période dontil s’agit; d’après le théorème IIF, on pourra aussi considérer la période comme étant
Anis En—2s ++, Ai, do:
Il peut arriver que les termes de cette seconde suite soient respectivement égaux aux termes qui occupent les mêmes rangs dans la première; dans ce cas, la période est symétrique. Mais, pour que les deux suites dont il s’agit puissent être considérées comme périodes de la même fraction continue, 1l n’est pas nécessaire que les termes de
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même rang soient égaux, car on est hbre de prendre un terme quelconque pour origine de la période. La condition nécessaire et suflisante est que les termes de la suite précédente soient égaux aux termes qui occupent respectivement les mêmes rangs dans la suite
yn Æm+1 “ele y Am+n—2) yn+n—1)
m étant un indice indéterminé. Cette condition s’exprimera donc par l'égalité
lyn+k —= Ent
qui doit avoir lieu pourtoutesles valeurs 0,1,2,...,(727—1) de l’indice #; en conséquence la période sera composée des deux suites
RAP tot 6 10 nd }s
dans chacune desquelles les termes également éloignés des extrêmes sont égaux entre eux.
Remarque I. — Il faut remarquer que les racines de l'équation (2) donnent lieu à des fractions continues qui se terminent par les mêmes quotients, lors même que la quantité P serait irrationnelle. Seulement, dans ce cas, ces fractions continues ne sont plus périodiques d’après le théorème Il.
REMARQUE IL. — Nous savons que l'équation (2) comprend comme cas particulier l'équation x?— À — 0, où À désigne un nombre entier. Pour la réduire à cette forme, il faut faire P— 0 et
en sn
T3 = Aou d'A a Er; a
ce qui prouve que l'équation indéterminée
À HUE
bal ae 2 CES LS à *
ni T-5 RE SOS OR 7}
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admet toujours des solutions entières, si le signe du second membre est convenablement choisi. Nous retrouverons plus loin cette propriété remarquable.
Comparaison des réduites qui répondent à des quotients complets égaux entre eux, dans une fraction continue
périodique.
Considérons l’irrationnelle du deuxième degré
Un) rap
qui est l’une des racines de l'équation Dr? — 2Ezx + F — 0;
les nombres D, E, F sont des entiers positifs ou négatifs,
et l’on a EDF = A:
Soit &’ l’un quelconque des quotients complets qui se reproduisent périodiquement dans le développement de x, on aura
MI VEALNA SE 6
vs Le) CEE
E’ et D’ étant des nombres entiers essentiellement positifs. On peut faire commencer la période de la fraction continue au quotient incomplet contenu dans x’, et nous la désignerons par
dd, Aj, Ag, 3, A3
enfin nous représenterons par s la valeur de la fraction
continue formée avec ces mêmes quotients, en sorte que
AT
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l'on aura
3 ES CL (3) 6 ae I +
Cela posé, nous nous proposons de trouver la loi des réduites
Pa PARA Pi Al (4) Q,” Q,” 2 ?
de la fraction continue égale à x, qui répondent, dans les périodes successives, au quotient complet x’.
G , , , BP , S1 l’on représente généralement par — celle des ré-
me
. e ’ \ P duites de x qui précède _7", on aura d’abord
mt
(5) enr REA ; : QPere #5 te:
et il est évident que la formule (5) donnera la valeur de
Pa si l’ lace x’ par Ÿ; on aura d 15141 ON Y remp ace x par €? on aura aonc
AS GA RS, —+ GP”, Q> HE) CAPE
Le second membre de cette formule est une fraction irré-
ductible ; car, si l’on retranche ses deux termes l’un de l’autre après les avoir multipliés respectivement parQ,_, et P,_,, puis par Q, et P,_,, on obtient pour différences les nombres « et 6 qui sont premiers entre eux. Il résulte de là que l’on a
114 — à RE a Gb
Le e0' Lt Q—=aQ,.4 H6Q 7%; .
O1 l’on porte dans la formule (5) les valeurs de P,_, et de
62 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE. ; Q,_, tirées des équations (6), il viendra +. Pt ere LE ————————— +
QE (z FE 6r') Qu d'où l’on üure à.
(7) P,—Qur—{(x—67) (Ps —Q zx).
Donnons à z les valeurs 1, 2, 3, ..., x dans la for-
mule (>), et multiplions entre elles les 7 égalités ainsi obtenues, on aura
(8) P, — Q,xr— (Ps, — Qz) e eue
nl Sd sd ne 2
Si l’on fait, pour abréger, x E' 6 (a) mx 6er ER.
puis que l’on désigne par u, et v, deux nombres rationnels définis par l'équation
(10) LE » VA=(s; TT” va},
la formule (8) donnera, en remplaçant x et x’ parleurs valeurs (1) et (2),
E : ÿA EFVE s.
Si l’on effectue les calculs, qu'on égale de part et d’autre les parties rationnelles et les parties multipliées par A,
qu'on remplace enfin le rapport parsavaleur—_F,
on aura
ea P,—P,u, + (EP, —FQ.)e. ;
! Qu — Qouy + (DPe —EQ, }».-
Le développement de la formule (10) fera connaître les quantités u, et v,, après quoi les formules (12) donne-
MN ne CR OT LT
_ rontles valeurs de P, et Q... et résoudront ainsi le problème que nous nous étions proposé.
Considérons les expressions des quantités u, et
qui nous sont données par les formules (9). Si l'on re-
| présente par — la réduite qui précède = dans le développement du quotient complet z”, on aura
LA L4 ax + zx s g———;: doù 672°—{(2-—€)r — x —0;
Gr 6 E si ee et égalant ensuite
remplacant x’ par sa valeur à zéro la En — la partie multiphée
par ÿA , il vient
EE c) d 0 267 —{« 6) —0, d'où
(23: a an (=) 67)
Au moyen de ces relations les formules (9) deviennent
et, comme là différence 25" — 26" est me à +1, on aura (25) ES Tee mn À
_ Nous pouvons conclure de tout cela une propriété _ remarquable, qui consiste en ce que les quantités u, et », ont les mèmes valeurs, quel que soit le quotient complet à parur duquel on fait commencer la période, pourvu que le nombre des quotients que l’on fait figurer danscetie période reste le mème. En effet, supposons que
PE DCR, “2 — " « ps dE > r”_ pa
l’on fasse commencer la période au quotient complet qui vient après x’, la période des quotients incomplets sera
di, do, .…… dpi «a;
re œ : : à désignons par 7 la fraction continue formée avec ces
U ne]
k quotients, et par 7 celle qui est formée avec les mêmes
quotients, sauf le dernier. Il est évident que l'inverse -# (#4
; : te ; de la seconde fraction est égal à 3 —& et que l'in-
6, %: ; aa+ a verse — de la première est égal à
TE Li Onerdoie en Ga +6
6, _aæ—6a 6 (aa+ux)— a(6a +6!)
PA RE FH) 6a ue
et par conséquent
d’où l’on tre “ + 6 —\4 0e on a d’ailleurs
16, — Ga, — «8 — 6x ——Hr,
Ces dernières formules montrent que les valeurs de u, et de v,, données par les équations (14), ne changent pas
e Re quand, au lieu d'employer la fraction g qui répond au
quotient complet x', on se sert de la fraction analogue X1 . : . . .
— relative au quotient complet qui vient après x!.
Je dis maintenant que uw, ets, sont des nombres entiers ou des fractions ayant pour dénominateur 2. La première
des formules (14) montre qu’il en est ainsi à l'égard de
A A LEONE © ne,
u,; quant à #4, sa valeur est = : soit — ce que devient D g
cette fraction lorsqu'on la réduit à sa plus simple expression. Le nombre D’ est un multiple de g; ensuite les formules (13) montrent que 2E’ est divisible par g et que 4A l’est par g?; mais on a vu (n°18) que D’ et E’ne peuvent avoir un diviseur commun 6, dont le carré 6? serait un diviseur de À : il en résulte que notre nombre g est nécessairement égal à 1 ou à 2. Si g est égal à 1, v, est entier, et u, l’est aussi à cause de la formule (15). Si g est égal à 2, les nombres u, et v, ont l’un et l’autre le dénominateur 2; en effet, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, D’ est pair, et si u, était entier, E’ serait divisible par 2, à cause des formules (9), et A le serait par 4, à cause de la formule (15). Or il est permis de supposer, comme nous l’avons déjà dit, que les trois nombres : 3 Sn 04 A » ; na et r ne sont pas tous les trois entiers; donc le nombre u, ne peut être entier quand s, est fractionnaire. Ce que nous venons de dire des nombres u, et », a lieu également, quel que soit n à l'égard des nombres uw, et ”. On voit immédiatement, par la formule (10), que u, et v, seront entiers si u, et v, sont eux-mêmes entiers. Supposons donc que ces derniers nombres aient le dénominateur 2. Si l’on fait successivement 7 — 2 et n = 3, dans la formule (10), il viendra, en ayant égard à la formule (15),
Us — v, VA — (au?) — ouiv, VA, UN UV A — (4uÿE3u)—(4ui Hi), VA.
» ; ; ESS On voit que, si u, et v, sont de la forme K + >? K étant
un entier, u: et v, seront de la même forme, tandis que us et y, seront entiers. D'ailleurs, si l’on fait n — 3 u + v, S — Alg. sup., L É)
"ur,
Le EE ÉN UE ».
A2 ER
MER CAEN 62 Nre 2, ESA
an
AE LES rs FN RU
y étant l’un des nombres 0, 1, 2, on a
NS CR (a, NS VA)‘;
comme 4, et y, sont entiers, us, et #2, le sont aussi; d’ailleurs u, et y, ne peuvent avoir que le dénominateur 2,
Un — Vn Va — (au 41 Un TARE Pau VA =
puisque y est <73; doncil en est de même de u, et de s,.
On peut même ajouter que les nombres u, et », sont
tous deux entiers ou tous deux fractionnaires. En effet,
sil’on multiplie l'équation (10) par celle que l’on obtient : en y changeant WA en — YA, on aura, à cause de la
formule (15).
Ilest évident que, si », est entier, uw, l’est aussi. Si w,
ur — Apr (ir.
est fractionnaire, w, ne peut être entier; car, s’il l'était, À serait divisible par 4, d’après la formule (16); alors u, serait entier d’après la formule (15), et », le serait aussi, comme on l’a vu plus haut. Notre hypothèse est donc inadmissible, car s, ne peut être fractionnaire quand «, et y, sont entiers. à Nous avons démontré que les valeurs de u, et de v, sont indépendantes du quotient à partir duquel on fait E + VA ne On peut ajouter que ces quantités sont les mêmes pour
TR É VANNES UX les deux irrationnelles SRE, pe
même équation à coefficients entiers. En effet, d’après les formules (14), les valeurs de u, et de s, ne dépendent. que de la somme « +6’, puisque la différence &6'— 6a/ Or, quand on passe de l’irrationnelle
De D
Léa és 21: L:
commencer la période de l’irrationnelle x =
, racines de la
est égale à Er.
E+VA
à l’irrationnelle conjuguée + les fractions
ete ME TE
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ao!
œ = = doivent être remplacées respectivement par = Le)
6 te en sorte que les nombres « et 6’ restent les LEE JA donc u, etv, n'éprouvent aucun changement.
29. Nous allons examiner actuellement ce qui arrive quand on donne à l’entier » des valeurs négatives dans les formules (10), (11), (12). Si l’on change 7 en — x. la formule (10) devient
Un — P-n RE De
Faire NL
ou, à cause de la formule (15),
un —6n VA = (Hit) Ces + VAN = (Hn)" (an + on VA): on a donc
(17) un(e = — (Hire
D’après cela, on aura en changeant aussi 7 en — 7 dans les formules (12),
ad NI — Po un LEGER (EP — FQ)
(18) (Hi) Q y = Qoux — (DP, — EQo) /»
Ces formules (18) définissent les nombres (+ 1)*P_,, (Æ 1) Q_x dont les expressions se déduisent respectivement de celles de P, Q, par le changement du signe de ”,; en les combinant avec les formules (12) on obtent
(Er) PHP, —2P;u,, (Lu)0-, +0; —2Qu;
2u étant entier, on voit que P_, et Q_, sont comme P, et Q, des nombres entiers.
SE on divise les formules (18) par #, et que l’on fasse
ne a de en
usage de la formule (1), il viendra
CU ee va)»
) Pr \ M 0)
(19) ie PA ETC p{Qx— Po) + Q (£ — à):
Pr n Or l'équation (16) donne U» VA LS ( er Ll }? À ( 20) Et A RME 7 — (| n Plus v, VA) d’ailleurs les nombres w, et v, croissent indéfiniment avec LU . . . .
n; donc — a pour limite VA quand x tend vers l'infini. Pr
On voit alors, par les formules (19), que les valeurs absolues de P_, et de Q_, croissent aussi indéfiniment avec 7, et que pour 7 — © on a
PE ARENA
lim OA .
c’est-à-di ES
nelle conjuguée de x. Si l’on retranche la seconde équa-
tion (19) de la première, après l’avoir multipliée par
E Foi A .
DE on trouvera, en faisant usage de la formule (20), ESA E FA Pot Qo —"V D (21) Pn Een LUUENA EVENT ON STEP TU D Ur ET — + ÿA Vn
multiplions cette équation par la seconde équation (19), et faisons ensuite 7 = , il viendra
lim jus: 11e Le | 7" " aù HN o.|
Ce EE Fo)(a te r.):
Le second membre de cette formule est égal à
— ———— | ['DP, —E 2 AQ°|, DENT (DP, Q:) Q;] et par suite (n° 19) égal à D’
SUA
' , . 12. s ! ’ x puisque la réduite — de la fraction continue x répond à
un quotient complet de dénominateur D’. D'après cela,
si l’on désigne par €, une quantité qui s’annule pour n—, on aura
-——— P_, E—ÿA 7 2VA Q_, Dés y
Le rapport 2
est plus petit que 1 ; donc, pour des vaplus p q ; »P
leurs de 7 suffisamment grandes, le second membre de la formule (22) aura la forme
ni
0 étant Dune entre o et 1. Le nombre 8 sera es
inférieur à si l’on a D’< VA, et alors la CHoe G.. — nr
sera certainement (n° S) l’une des réduites de la fraction continue dans laquelle se développe l’irrationnelle con-
juguée de x.
30. Mais il y a plus, et nous allons prouver que, si , Le PE Là l’on exclut la valeur nr — 1, les fractions —— sont, gé-
néralement, les réduites successives qui répondent aux
PRE rl La.
te VE dance le
VA D
quotients complets égaux à
veloppement de l’irrationnelle + en fraction
continue.
Pour démontrer la proposition qui vient d’être énoncée, posons
EVE }, NELEENTARES
ET AID ee ve MA CRÉAS er
z'et x’ sont relativement à z et x des quotients complets correspondants, et leurs développements fournissent des fractions continues périodiques simples, dans lesquelles les périodes sont inverses l’une de l’autre; en outre,
I » A , 2 4 x’ et — - sont les racines d'une même équation à coef-
L] LA L2 / I ficients entiers ; si donc on remplace x’ par — pu dans la
formule PIE Li æ' + P' MOTO, Z' + Q le second membre se réduira à z, et l’on aura en conséquence EF S P',z' —— P, DR, TQ:z +Q
A R , # (1 , 4 ° ee une réduite de z” répondant à un quotient com-
R plet @ et = As réduite qui précède <" on aura , __Ré+R' HSE
R)C+ (PS — PR) _Mi+M.
QS—QR)+(QS —QR) NE+N
D er hé ont
mod 2:
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, » . P, . , Cela posé, nous supposerons que la réduite G? qui ré-
pond au quotient x’ dans la fraction continue x, soit prise dans la première période, et nous allons chercher combien on doit introduire de quotients incomplets
pol LÀ M M dans la réduite gs Pour que et soient deux réduite;
consécutives de z. Il faut d’abord que M et M’ aient le même A ainsi que N et N’, ce qui revient à dire que Qo Q
L °R HATTEUUE ni l’autre entre £ et TA La réduite G, peut embrasser 5 0
un ou plusieurs quotients de la période de x; mais, par
les fractions © ue AA ne doivent être comprises ni l’une
hypothèse, le nombre de ces quotients est au plus égal x - } ; , E à À— 1; il en résulte que, si le développement de + ou
Re de © - coïncide, dans les premiers termes, avec le déve- Put de z', cette coïncidence ne pourra persister au delà du (k— 1)" quotient; donc, si l’on introduit f
; R , R k +1 quotients dans - et par suite À dans —> aucune
P : R R' des fractions p? Q ne sera comprise entre — et =; en Q, S S' 2?
, M ir à conséquence, les rapports L5 et «7 seront positifs. Si ces
N’' rapports sont supérieurs à l’unité, les fractions ue et el
PP pe 1eu FE N N'’ seront deux réduites consécutives de z; dans le cas con-
LL L2 I
traire, soit £ = c+ —+ © étant l’entier contenu dans #,
il viendra : (Me Me 4 M MEN N TARN
ce qui mont e MG et æ ont alors deux rétre Qué "ete on
d ÿl Nc+N N
duites consécutives de z. Or, au lieu d'opérer comme
nous venons de le faire, il suffit évidemment d'introduire
R ; ; RL ph + dans un quouent de plus; si donc la réduite = em-
brasse k + 2 quotients au moins, la fraction sera une
: rat: A SD | réduite de z, et elle sera précédée de la réduite ae
Il faut pour notre objet prendre le quotient complet €
EN , A (es , égal à z'; par conséquent, pour que la fraction w °U P,S' —P°R OSEO soit une réduite de z répondant au quotient complet qui précède z', 1l peut être nécessaire d'employer deux pé-
3 : : }u LEUR riodes de quotients, au moins, pour former la fraction Re
Le
mais deux périodes suffiront toujours si k est supérieur ad! Lorsque k est égal à r, la période se réduit à un seul
M N SF ET terme a; les rapports nr seront positifs si l’on prend
I e L [2 e A & — a + —, etil est facile de vérifier que ces mêmes rap- «a
ports seront supérieurs à 1, à moins que l’on n’ait a = 1. Dans ce cas particulier d’un seul quotient égal à l’unité, il est nécessaire d'introduire trois quotients au moins
dans la réduite à.
ee ®P , VS:
Désignons par = la valeur de l'expression précédente 4 Ÿn :
lorsqu'on emploie 7 périodes de quotients pour former
gi On aura, en remplacant P’, et Q, par leurs valeurs
tirées des formules (6),
TRES R' De Eÿ (s +$r) "Pre
/ œ ! R’ Din #0; (s +in) HAUTE
ou, en éliminant P, et Q, par le moyen des formules (12),
CUS
®,—P, (s + R')— (EP, — FQ) 2
1/ ' - Te 1 2 =Q (s' + e R')—(DP—EQ) #R°
L 4 4 R , © . , D'après notre hypothèse, gr st une réduite de z' qui répond au dernier quotient de la ni*°° période; d’ailleurs
£ est la réduite qui répond au même quotient pris dans la première période; donc les valeurs de R’et de S' seront données par les formules (12), si l’on y remplace
ASE 32 Po et Qo paré et 6’, D, E, F par DE TUENE E',2=:D° fet qu’on écrive z — 1 au lieu de 7; on a amsi RSR D UE (E/6 D }e,4,
Si 6: Use D'
6 == E' s) Pn—1°
En faisant usage des formules (13) et (14), ainsi que des relations Ui Una + Av; On = Uns Vilni Un — Vns
qui résultent de l'identité
(a, 40 VA) — ture, — Vn—1 VA) (a, AE VA),
\ Ca 1 d'A
on obtient les valeurs suivantes de R’ et S’ :
6 œ—u R'=-ÿ,, = S' = u, — en — de P, (A Les expressions précédentes de ®, et de 2, deviennent
ensuite He ADO (EP, = FQ:) Pro
D nr Fe Qouy 4 (DP, se. EQ)n»
et par conséquent on a
Bu (HiP Ps, Qu=(+i) Qu ce qui démontre bien que, pour les valeurs de 72 supé-
se rieures à 1, les fractions —— sont les réduites qui répon-
TL
dent aux quotients complets précédant les quotients égaux à z' dans les périodes successives de la fraction Nos z. Il faut remarquer que la première des ré-
LA — 9 SAVOIT -—>© céen À peut répondre à a un quotient com-
pris dans la partie non périodique.
le
31. Le cas de 7 — 1 constitue une exception; la frac- . P>: A La Le tion —— peut être une réduite de z ou de x, et dans ce dernier cas elle répond toujours à un quotient compris dans la partie non périodique; il peut arriver aussi que . Pr LA , L la fraction -— ne fasse partie des réduites d'aucune des fractions continues x et z.
Le cas de 7 = 2 fait lui-même exception, comme nous l'avons déjà dit, lorsque les périodes de x et de z se réduisent à un seul quotient égal à l'unité. L’équation
5x? — 25zx + 31 —0
r LS
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en offre un exemple. Les deux racines sont
LES MONTRE at TO 10
, . pa . , 0 se les réduites 6. de x qui répondent aux quotients périonm diques sont données par les formules
Pr, li, 034 F9
". FN ne) e
3) On tire de là
DO AP MIO NP, 4 196 "1P, At
— —=£o ——=*+ — = — — = — EE CURE RS
Mori 7 40 on Q 1%
puis, en donnant à » des valeurs négatives, PNR UP HIS IMEp EAN ESP.., 0 8 5 Le NC em me Qt 6 CNTENTE PER LAPS GLS
Dans cette dernière suite, la deuxième fraction n’est une réduite pour aucune des deux racines x et z; la pre-
. mière et la troisième fraction sont des réduites de z qui . répondent à deux quotients de la partie non périodique, . et ce n’est qu'à partir de la quatrième fraction que com-
mencent les réduites relatives aux quotients périodiques.
Cas de la racine carrée d’un nombre entier.
On a, dans ce cas, E—0o, D=1, F——A et
la formule (11) se réduit à
P, an Q» VA us (P, “ri Qo VA) (us ane 4 7 VA).
| Pa: P ; Fe), : Supposons que nos réduites —” soient celles qui répon-
ñn
dent aux quotients complets égaux à a + VA, a étant
le plus grand entier contenu dans VA. Alors le premier terme de la période des quotients incomplets sera 2a; on aura
P, PRE œ Se CRE a; d'oùr P,=a Ca Non,
en outre, commeonaici E=:a, D'=1, les formules (9) dt
Haba PSS on aura donc PERRET Q£ VA TR (P, de Q VAE,
Exemple. — Soit À — 7. La période des quotients incomplets qui viennent après le premier quotient 2 est 1, 1,1, 4; la réduite qui répond au dernier quotient de
FRS (e cette période est + Posant donc P,—8, Qo—3 on aura
Pr — Q: V7 (es: (8 ne Ve — Q V7 = 127 — 48 V7, P, — Q: V7 — 2024 — 765 V7, — Q, V7 = 32257 — 12192 Vr
33. On peut conclure de ce qui précède une propriété des réduites qui répondent au dernier quotient complet dans les périodes successives du développement de la racine carrée d’un nombre entier. On a effectivement
Po — 0 VA — (P, Fe Q VA}", P:5 Tea Qon—1 VA 2 (P TS Qo VA)”;
SECTION I. — CHAPITRE II. 77 d’où
Pont = Qi VA — FR DE Oo VA}, égalité qui se décompose dans les deux suivantes :
’ Pont — 12227 ne AO Qn1 on À SR À Qt
Si l’on désigne par X, la réduite qui répond au quotient
a + VA pris dans la z2i% période, on aura
pre Pire X = n—1 : es — 2n 2 “ 0; À OA et les formules précédentes donneront À or X>» — —— 9
d’où il suit que la réduite X,, est la moyenne arithmé-
: ge À tique des deux quantités X, et ni dont la moyenne
IT géométrique est VA. La formule précédente peut encore se mettre sous la forme Ne A
PERS nee CO
et il en résulte que la réduite X,, est précisément la valeur approchée de VA à laquelle conduit la méthode d’approximation de Newton dont il sera parlé plus loin, quand on prend X, pour une première valeur approchée.
Sur l'application de la théorie des fractions continues à L ’analyse indeterminee du deuxième degré.
Soit ARCS D
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"+ une racine irrationnelle et positive de l'équation (a) Dzr’— 2Exr+F—o,
dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers positifs ou négatifs.
° P ’ » À 4 On a vu au n°19 que, S1 7 est une réduite répondant
: 20 à un quotient complet de dénominateur H, dans le dé- | veloppement de x en fraction continue, on a
DS Tes L'ÉRER Er Qc
50 D LDPr— Eu) — AQ@]= EH,
ou, en remplaçant À par E?— DF,
‘#4 DPi— 2EP,Q, + FQi= +H;
À _ le signe + ou — ayant lieu dans le second membre, sui- LE P , . . | 5 ; vant que — est une réduite de rang pair ou de rang «
t1A | 1 impair. L'égalité précédente montre que l’une des deux équations indéterminées à | (2) Dy?— 2E7yz + Fz— +H,
‘à (3) Dy?— 2Eyz + Fz= —ïH
sera satisfaite par les valeurs
TS — rh, ES Q,.
| Fu RU in
( Supposons que — soit la réduite qui répond à un quo-. N n ï | tient complet de dénominateur H pris dans la (7 + 1)ième période; si le nombre des quotients contenus dans une»
période est pair, les réduites
OR
: Fe Po P; Po
es. 9 > A NES PAST OLEE
L Qc Q Q: ] Le seront toutes de rang impair ou toutes de rang pair; elles
“ete “0 FANS
É t ge Û
LÉ PUR PE et PONCTUATION CE 1: SO PR pe Te TES CP LE eu DIET PEUR RO NO EC TUE te | EX ê kr JR, RER NC "DES “U HN PR CU M Née EME tr
ue Y PAPE a , 0 À
SECTION I. — CHAPITRE II. 79 fourniront donc une suite infinie de solutions entières pour l’une des deux équations indéterminées (2) EU Mais, si la période de la fraction continue x renferme ut
Le AK Te | RAA nombre impair de quotients, les réduites seront alter-
nativement de rang pair et de rang impair; en conséquence elles donneront une infinité de solutions entières pour chacune des équations (2) et (3). Il peut arriver qu'il y ait dans la même période plusieurs quotients complets de dénominateur H, et l’on doit alors appliquer à chacun d’eux ce qui vient d’être dit.
Les solutions entières dont il vient d’être question, et qui répondent à.un même quotient complet pris dans les diverses périodes de x, peuvent être représentées par les formules (4) Panda
2 = Qour + (DP5 — EQo) rm
un et Vn désignant ici les mêmes quantités qu’au n° 27; ces deux formules sont comprises dans la suivante :
DATE ER E + VA A G_n) (e-}e nr
où le radical VA peut être pris avec un signe quelconque en donnant à ce radical le signe + et le signe — successivement, et, en multipliant ensuite les deux équations résultantes, il vient
Dy? — 2Eyz + Fz? = (DP; — 2EP,Q, + FQi) (ui — Avi}.
Comme u?— Avi— +1, le second membre de cette égalité ne change pas par le changement de 7 en — 7; par conséquent, quand on donnera à 7 toutes les valeurs entières de —o à + , les formules (4) fourniront des solutions entières en nombre infini, pour chacune des
So COURS D’'ALGEBRE SUPÉRIEURE.
équations (2) et (3), si la période de x renferme un nombre impair de quotients, et pour une seule de ces équations seulement, si le nombre des quotients contenus dans la période est pair.
Les résultats qui précèdent ont été tirés de la considération de l’une des racines x de l'équation (1); la deuxième racine ne donnerait rien de plus, car, en attribuant à z des valeurs négatives dans les formules (4), nous avons fait intervenir, d’après ce qu’on a vu précédemment, les réduites qui naissent du développement de la racine conjuguée de x.
35. Lorsque le nombre entier H est inférieur à VA, l'analyse précédente fait connaître toutes les solutions entières des équations (2) et (3). On a effectivement ce théorème :
Taéorime. — Les nombres D, E, F, H étant des en-
tiers et H étant << VA, si les entiers positifs P et Q, sup-
posés premiers entre eux, satisfont à l'équation
Dy?— 2Eyz + Fz = EH,
' P ; i AS 4 la fraction 0 sera nécessairement une réduite de l’une
des fractions continues qui représentent Les racines de l'équation Dx— 2Exr +F—o, sauf une légère exception dont il sera parlé. On a, par hypothèse, (x) DP? — 2EPQ + FQ?= EH,
et l’une quelconque des racines de l'équation
Dr?— 2Er +F—0o
peut être représentée par la formule
(2) SES bn AU
D où 2 désigne le nombre + 1 et où À est mis au lieu de E2— DEF, Enfin, si l’on réduit à en fraction continue et que l’on représente par . la réduite qui précède d’ on aura (3) POROREE;
] étant égal, à volonté, soit à +1, soità—r, Cela étant, posons
dr P’ Ps END! (4) Rhone d'où ÉTÉ Gorcbn.
Qz'+Q P—Qx on aura 10 Î JD
EC
Q Q(P—Qx) Q[(bP—E0)—:0 Va]
et, en rendant rationnel le dénominateur du second membre, il viendra Q__ j[(DP —EQ) +:QVA|
# TQ — Q(DP—2EPQ + F@ }?
cette formule peut être simplifiée par le moyen de l’équation (1); celle-ci donne en effet
ere en
DH DP—FQ—4Q/AÈ
le nombre Æ étant égal à + 1 ou à — 1, suivant le signe
de DP — EQ. Il vient alors
DH
LH 4 S. — Alg. sup., À. 6
x! À - à sr
les signes de z et de j étant arbitraires, je prendrai i =, et je choisirai ensuite j de manière que jk ait le signe de + H; on aura ainsi
DH, - HT + A) Vi<% E
(b) irOies EUR
formule où les radicaux sont pris positivement. Nous pouvons supposer D positif; alors, si le second membre de la formule (1) est + H, le second membre
de la formule (5) sera supérieur à ; 1l sera donc, d’a-
près l'hypothèse, supérieur à 2; d’ailleurs, la fraction
. est moindre que 1; donc la valeur de x’ sera supérieure à 1, et en conséquence x’ sera, d’après la formule (4),
: ; d era: 3% un quotient complet, répondant à une réduite égale à =;
dans le développement de l’irrationnelle x en fraction continue.
Si le second membre de la formule (1) est — H, la conclusion précédente n’est plus légitime en général; mais
on voit cependant qu’elle subsiste si Q a une valeur trèsgrande, car le second membre de la formule (5) différeraw
VA H
alors très-peu de
, quantité qui, par hypothèse, est
supérieure à 2. Il est facile d’assigner une limite de Q
au delà de laquelle le théorème n’est jamais en défaut; à
cet effet, écrivons comme il suit la valeur de x’:
FR 2VA Q'+i RER DH ti #=( HR MO }+(G+avr na
comme YA est supérieur à H, et que Q' + 1 est au pluss
Fe
égal à Q, on aura certainement x’ > 1, si la quantité
D ln CD.
DH — H A — — A
en élevant au carré cette inégalité et effectuant les réduc-
tons 1l vient D+H
Se
ST SO 1 Lorsque Q surpasse cette limite, la UOTE l’une
des réduites relatives à l’une des racines x; mais, si
l’on a D +H (sÉER RES 9 2 VA
on ne peut plus rien affirmer en général.
Il faut remarquer que ce cas d'exception ne peut se présenter que si F est positif; car, dans le cas contraire, l'équation (1) peut se mettre sous la forme
TOO EPOS. DR. H, et alors, ® étant une réduite de la fraction continue qui
: ‘ | TRE ) exprime l’une des irrationnelles —; 6 sera l’une des ré-
duites de x.
36. D'après ce qui précède, si les équations indétexminées Ta ae 1, 3? — Az = — H,
dans lesquelles À désigne un entier positif non carré, et
où H est un entier inférieur à VA, admettent des solutions entières, ces solutions seront toutes fournies par le développement de VA en fraction continue. Par conséquent, si le nombre H ne figure pas parmi les dénominateurs des quotients complets qui forment la première période, aucune des deux équations précédentes n’admettra de solutions.
Le dernier quotient de chaque période ayant l'unité pour dénominateur l'équation
admet toujours des solutions entières ; il en est de même de l’équation F— Az — — 1,
quand le nombre des quotients de la période est impair. Mais, lorsque le même nombre est pair, l'équation précédente n’admet aucune solution entière.
Considérons par exemple l'équation
Ye 2022 Hi
en développant 4/29 en fraction continue, on trouve les
quotients incomple ts
res EN RARE Emeline
ñ 2 5 9 5 r eo, 20
La période se compose de cinq quotients, et l’équation. proposée admettra des solutions si H est égal à l’un des
nombres 1, 4, à. En particulier, comme est la réduite
qui répond au dernier quotient de la première période, on voit que les solutions des deux équations P?—29 —=— 1,
SECTION [. — CHAPITRE II. ra
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
Des expressions émaginarr'es.
37. Conformément à l’usage adopté, nous représenterons par { l'imaginaire /— 1, et nous appellerons expression imaginaire toute expression de la forme
À —+ Br,
où À et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou négatives.
Quand nous saurons d’avance que deux quantités réelles À’ et B' sont respectivement égales à deux autres A etB, nous dirons que les expressions À + Bi et A’-+ B'i sont égales.
Il est évident que, si l’on a plusieurs égalités de la
forme A+Bi—A+B'i
et qu'on les multiplie membre à membre en opérant comme si { était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans laquelle les coefficients des mêmes puissances de t seront égaux; l’égalité subsistera donc quand on rabaissera les exposants de à au-dessous de 2 en faisant usage de l’équation = — 1.
Considérons l'expression imaginaire À + Bi; on peut
hs
toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels
que l’on ait A—pcosa, B—psina.
En effet, 1l suffit de prendre
p — + VA? + B?, puis ÂÀ A
COSG— y SN = —— ; + VA? + B? + VA2+ B?
par conséquent, on peut écrire À + B: = p COS + Ep sin aq ou, si l’on veut,
A+Bi—p (cosa + isina).
Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à la forme p(cosa +isina), la quantité positive £p est dite son module; l'arc a est son argument.
. Le module d’une expression imaginaire donnée est déterminé, mais l'argument ne l’est pas entièrement; car une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute à son argument ou qu’on en retranche un nombre quelconque de circonférences.
Les quantités positives et négatives peuvent être considérées comme des expressions imaginaires dont le module est égal à leur valeur absolue et dont l'argument est un nombre pair ou impair de demi-circonférences ; car soit À un nombre positif, on a, quel que soit l’enüer k,
+ À — A (cos2 x +isin2Âr), — A—Afcos(24+1)r +isin(24 +1)x|].
Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut et 1l suffit que leurs modules soient égaux, et que
leurs arguments diffèrent d’un multiple de la circonférence. Supposons. en effet, que les expressions p(cosa +isina) et p"(cosa' +isina’) soient égales; on a pcosa—p'cosa', psina—p'sina/, et, si l’on ajoute ces équations, après les avoir élevées au carré 1l viendra pese AA ACER ÉLESP RE les modules étant égaux, les arcs a et a ont même sinus et même cosinus; donc ils ne peuvent différer, s'ils sont inégaux, que par un multiple de la circonférence. es arguments de deux expressions imaginaires conju- L g ts de d P ginaire ] guees, telles que À + Bi et À — Bi, ont même cosinus, tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires;
la somme de ces arguments est donc égale à un multiple de la circonférence.
38. Taéorkme. — Le produit de deux expressions imaginaires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectivement le produit des modules et la somme des arguments des facteurs.
Considérons d’abord deux expressions imaginaires cosa +éisina et cosb +isinb
ayant unité pour module. Si l’on effectue leur produit, il viendra
(cosa + isina) (cosb + isinb) — COS a cos b + à (sina cosb + cosa sinb) + ?sinasinb, ou, à cause de 1? — —1 (cosa +isina) (cosb + isinb)
— (cosa cosb — sinasinb) + à (sina cosë + cosa sind );
Or nous Savons que l’on a
cos a cosb — sina sinb —cos(a + b), sina cos b + cosasinb —sin(a +); on peut donc écrire (cosa + isina) (cosb + isinb) — cos{a + b) +isin(a + b). Soient maintenant p(cosa+i sina),p'{cos b +1 sind)
deux expressions imaginaires ayant respectivement pour modules p etp'; on a
p(cosa + isina) Xp’ (cosb +isinb) — pp" X (cosa +isina)(cosb +isinb), et, par conséquent, p(cosa +isina) Xp’ (cosb +isinb) = pp [cos(a + b) +isin(a+b)].
CorozLaiRE 1. — Le quotient de deux expressions imaginaires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectivement le quotient des modules et la différence des arguments du dividende et du diviseur:. |
Car soient les deux expressions picosa+isina) et p'(cosb +isinb);
on a Ê [cos (a — b)+isin(a—b)] X p'(cosb + isinb) — p(cosa +isina);
p(cosa isina) pla b)+isnle #4 p'(cosb+isinb) op’ [cos (a ) + ésin (a ) |.
CorozLairE Il. — Ze module et l'argument du pro-
duit de tant d "expressions imaginaires que l'on voudra sont égaux respectivement au produit des modules et à la somme des arguments des facteurs.
En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on multiplie leurs modules et l’on ajoute leurs arguments. Pour muluplier ce produit par le troisième facteur, 1l faut multiplier son module par celui du troisième facteur et ajouter à son argument celui de ce troisième facteur, et ainsi de suite.
CorozzaiRE IL. — Pour élever une expression imaginaire à une puissance entière et positive de degré m, il faut élever le module à la puissance m, et multiplier l'argument par m.
Cela résulte immédiatement du corollaire II, en supposant égales entre elles toutes les expressions imaginaires que l’on y considère.
Soit, en particulier, cosa isina une expression imaginaire de module r; on a
(cosa Xe isina }” — cosmna + isin ma.
C’est dans cette égalité que consiste la formule de Moivre.
39. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est compris entre la somme et la différence des modules des parties.
En effet, soient les deux expressions imaginaires p(cosa +isina), p'{(cosa +isina’), et posons
R (cosA + isinA) — p (cosa + à sina) + p' (cosa' + isina' };
ans ei
SECTION I. — CHAPITRE III: OL on aura R cos A — p cosa + p' cosa, R sim À — p sin a + p'sina'; ni R? : , Sas x . , , , si l’on ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré
et que l’on extraie la racine carrée des deux membres de l'égalité résultante, il viendra
R — Ve? ae 2 pp cos (a — a) + pa;
on a donc RSV(p+p} ou
R2 pou
Il résulte de là que :
IA
p+p'; <aiies Vo
Le module de la somme d’un nombre quelconque d'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme des modules de ces CXPressions.
Des fonctions entièr'es,
Un polynôme tel que DUR ALT SE ANA, 12 A
dans lequel chaque terme est le produit d’une constante réelle ou imaginaire par une puissance entière d’une variable réelle ou imaginaire z, est dit une fonction enère de z. Le polynôme étant supposé ordonné par rapport aux puissances de z, le degré mn du premier terme est le degré de la fonction. Une équation est dite algébrique lorsqu'elle peut être mise sous la forme f(z)— 0, f(z) désignant une fonction entière de z.
THéorRemE |. — S1 une fonction entière f(z) de z s'annule pour z = 0, on peut assigner une quantité positive r, telle que, pour toutes les valeurs de z dont le
module est compris entre zéro et r, le module de f(z) soit constamment inférieur à une quantité donnée K.
En effet soit la fonction f(z)—= 1403" +A 21 TE, + A, 3
qui s’annule pour z — 0, et dans laquelle quelques-uns des coefficients À peuvent être nuls. Désignons par p le module de la variable z et par a le module de celui des coefficients A5, À,,..., À,,_, qui a le plus grand module. Comme le module d’une somme ne peut surpasser la somme des modules des parties, on aura
mn+1
mod f{z) <Lafpt+p"-1l£,,,+p) ou a
et, si la valeur depest inférieure à 1, on aura à plus forte raison
mod f(2) << - ni Donc, pour que le module de f (z) soit inférieur à R, il suffit que l’on ait ap R
ee RS RER à
et, en conséquence, si l’on pose
R HOTTE
le module de f 4) sera inférieur à R pour toutes les valeurs de z dont le module est compris entre zéro et 7’.
CoroLLaiREe I. — $z PE) A pe 2 PA pu SP AA
est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux
es.
L'UCESES
puissances croissantes de z, et que l’on pose APeles Aria (re)
on pourra assigner une quantité positive r telle, que pour toutes les valeurs de z dont le module est compris entre zéro et r, le module de & soit constamment inférieur à une quantité positive quelconque donnée R.
En effet, la fonction que nous désignons par € a pour valeur & — Am CAN SERA A Rte SRI ADS ZE FPE À np Apec et il suffit de lui appliquer le précédent théorème pour établir la proposition énoncée.
Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dontle module est inférieur à une certaine limite, la fonction a constamment le signe de son prenuer terme.
CoroLLaAIRE Il. — 67 J(z) = Az" + Az +, HA, _iz+ A,
est une fonclior entière de z ordonnée par l'apport aux puissances décroissantes de z, et que l’on pose
f{s)=Az"t tite),
on pourra assigner ure quantité positive r telle, que pour
toutes Les valeurs de z dont le module est supérieur à Tr le module de & soit constamment inférieur à une quantité positive quelconque donnée KR.
En effet, la foncuon désignée par € a 161 pour valeur
FeLA DUT da se ce Ame L Ke I A) 2 Aa 72 Ab g'i—1 À) zn
VE
et son module sera inférieur à la quantité donnée R pour
I . se \ toutes les valeurs de - dont le module est inférieur à une . . , I 9 dé . , - s di + certaine quantité — qu on peul éterminer, c est-a-dire Y
pour Loutes les valeurs de z dont le module est supérieur à 7.
Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à une certaine limite, la fonction a constamment le signe de son premier terme.
CorozLaire III. — Ze module d’une fonction entière f(z) devient infini en méme temps que le module de z.
Ce corollaire résulte immédiatement du précédent. En
effet, la fonction f (z) étant ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de z, soit À9 z°* son premier
terme, et posons
on sait que le module de € peut devenir aussi petit que l’on voudra, si le module de z est suffisamment grand.
Soient M, p, a, n les modules de f(z), z, As, €; l’équa-
4 re . M £ bon précédente nous montre qué est compris entre ap 4
1—» eti+n, d'où il suit que, quand p tend vers l’infini, on a
him
AIS
dPn
AA. Taéorëme Il. — Une fonction entière f(z}:dea est continue.
En général une variable f (z) qui dépend d’une autre
variable z est dite continue, si le module de la différence f(z+h)—f(:)
peut devenir plus petit qu’une quantité quelconque donnée, quand on attribue au module de } une valeur suffisamment petite.
Cela posé, f(z) désignant une fonction entière, ordonnons le polynôme f'(z + h)—f{z) suivant les puissances croissantes de h; ce polynôme s’annulera pour h = o, et si l’on désigne par A,_,h" le premier de ses termes, on aura, par le corollaire I du n° 40,
Jiz+h)—f(z)= Anti +e)
e étant une quantité dont le module peut devenir aussi petit que l’on voudra. Si donc on attribue à À des valeurs dont les modules décroissent indéfiniment, le module de la différence
f(z+h)—f(2) prendra des valeurs qui décroitront aussi indéfiniment, et en conséquence f (z) est une fonction continue.
Corozzaime Ï, — La variable z et la fonction entière f (z) étant supposées réelles, si l’on attribue à z deux valeurs z6, z,, et que les valeurs correspondantes Î (20); f (1) de f(z) soient de signes contraires, la fonction f(z) s’annulera nécessairement pour une ou plusieurs valeurs de z comprises entre Zz5 60271:
En effet, s’il en était autrement, les valeurs que prend f(z) quand z varie de z, à z, seraient comprises, les négatives entre deux limites — A et— B, les positives entre deux autres limites + A et + B'; par conséquent, 3 variant d’une manière continue, il faudrait que f (z) passât brusquement d’une valeur comprise dans le premier intervalle à une valeur comprise dans le second, ce
RS LA
qui est incompatible avec la propriété que possède f'(z)
d’être continue.
CoroLLaIRE II. — Quelles que soient la variable Be D (cosw és isino) et la fonction entière Pa) =PHiQ,
si le module ou l'argument de z reste constant, ou si ces deux quantités varient simultanement d'une manière continue, suivant une loi déterminée, aucune des
deux quantités P et Q ne pourra changer de signe sans s’annuler.
La démonstration est exactement la même que celle du précédent corollaire. Supposons, en effet, que l’argument w varie de w&6 à w,, et que p soit constant ou qu'il dépende de w, d’après une loi quelconque, de façon à varier d’une manière continue quand w varie lui-même d’une manière continue. Si P ou Q a des valeurs de signes contraires pour & = 64 et o — w, et que cette fonction ne s’annule pas, ses valeurs négatives seront comprises dans un certain intervalle, et la même chose aura lieu à l'égard de ses valeurs positives. La fonction passerait donc brusquement d’une valeur comprise dans le premier de ces intervalles à une valeur comprise dans le second, ce qui est inadmissible.
Développement de la fonction entière f(z+h) suivant les puissances de R.
À9. Soit F2), = 4027 + AS NOR Ahn1z+A», on aura, en remplaçant z par z —+- h,
f{z+h)—=Ao(2+h)" + A; (24h) IE. A (2+4)+A.
Si l’on développe les diverses puissances de z + À qui figurent dans cette formule et qu’on ordonne suivant les puissances croissantes de , il est évident que le premier terme sera f (z), et que le coefficient de h# sera
D rh re. (PA bre 3 RSS
IN—y 1.2.,.f4 1.2...1f.
- Nous représenterons par
RER eu (2)) pm 3 les coefficients respectifs de | k Le ht zm
CRE CALME RE RU
dans le développement de f(z + h), en sorte que l’on aura VAL
L {4 1° //4 f(z+ BIEN) Carat Bresse
fre (z) et
D mA TES. EpA sil RL, + A 0, Mz) —m(m— 1) A2 +... +ulu — EAP Zi LA
In 21
Chacune des fonctions PROS RONA (Z | EN Tz |,
à partir de la deuxième, se forme d’après la même loi au moyen de la fonction précédente, savoir, en multipliant . chaque terme de celle-ci par l’exposant de z qui y figure, et en diminuant ensuite cet exposant d’une unité.
La fonction f’(z) est dite la dérivée du premier S.— Alg. sup., 1. 7
ordre, ou la première dérivée, ou simplement la dérivée de f{z). Pareillement f”(z), qui est la dérivée de f”(z), est dite la dérivée du deuxième ordre, ou la deuxième dérivée de f(z), etainsi de suite jusqu’à f”" (2), qui sera la dérivée du mi" ordre ou la mi" dérivée de f(z). Une fonction entière du degré m a ainsi mn dérivées successives dont les degrés sont respectivement mm —1,m—2,..., 1, 0, en sorte que la mi°"* dérivée est égale à une simple constante.
D’après ce qui précède, lorsque la variable z reçoit l'accroissement , la fonction f(z) prend un accroissement qui peut être mis sous la forme
(1) f(z+h)—fl(z)=hf(z)+ 4e, en posant, pour abréger, h // L° {7/2 rs mi>) (2) renar À Fer ER D (Fri (z). On a donc -h)— f(z (3) AURAS) —f'(z2)+6,
et, comme € tend vers zéro en même temps que #, on voit que la dérivée d’une fonction entière TEA est la limite vers laquelle tend le rapport
fiz+h)—/f(:) h
lorsqu'on fait tendre } vers zéro.
En outre,, quelle que soit la valeur attribuée à z, on peut assigner une quantité positiver (n° 40, corollaire IT) telle que, pour toutes les valeurs de À dont le module est inférieur à r, le module de la fonction € soit inférieur à une quantité positive donnée n aussi petite que l’on voudra. |
Principe fondamental de la théorie des équations.
Lemme. — Soit f(a)= A2" + Ass... + A, 15 + An
une fonction entière d’une variable z, d’un degre quelconque m, et dans laquelle les coefficients As, À,,..., Am sont des quantités données réelles ou imaginaires. Si le module de f (z) ne se réduit pas à zéro quand on attribue à z la valeur déterminée 20, reelle ou imaginaire, on pourra trouver une quantité h, réelle ou imaginaire,
telle que le module de f (= z9+ h) soit inférieur au module de f (2).
En effet, 2 désignant une nouvelle variable, remplaçons z par Z9+ h, et faisons, pour abréger l'écriture,
fe LPRTE (204 FAO rare il viendra f(a+h)=2Zo+Zh+... HZ... + Zn,
Par hypothèse, le module de Z, n’est pas nul; quelquesuns des coefficients Z,, Z:,... des puissances de h peuvent être nuls, mais 1l n’en peut jamais être ainsi du dernier de ces coefficients, c’est-à-dire de Z,,, dont la valeur est évidemment égale au coefficient A, de z”* dans f(z); je représenterai généralement par Z, le premier des coefficients y, Zo,..., Am dont le module est différent de zéro. D’après cela, la formule précédente, divisée par f(zo) ou Zs, deviendra Z
f (20 +) Zn Zi m pt © Zn PARENTS rte J (20) Zo Z Z
Désignons maintenant par p et w le module et l’argu-
ment de la variable k, par CG et &,, quel que soit u, le
module et l’argument de la quantité ES on aura FT Lu à A4 h — p{coso + isino), 2 — C, (cos &, + é sin x),
et la précédente formule deviendra
—1+C,p"[cos(z® + an) + isin (ro +a,)]+.
+C,p"{[cos(mo+a,)+isin(mo+am»)].
Cela posé, déterminons l’argument w par la condition
120 Fan—=Ts:
d’où cos(no +a,)—=—1, sin (26 +a,;)—=0;
la formule générale qui précède deviendra F (zo + 4) D.
*; (2) n P ) + Ch Cha | cos (r+ I © + nr) é sin (7 I © + an+1)] +... | + Cp" [cos (mo +a,)+isin(mo + a» )]. |
Soient R et R, les modules de f{(z,+ h) et de f(x),
, JDA Ri
le module du premier membre de notre égalité sera D | 0 J
quant au module du second membre, on sait qu'il est | inférieur ou au plus égal à la somme des modules de ses , termes. D'ailleurs (1—C,p*) sera égal à son module si A ® ’ : « ù
‘on donne à p une valeur inférieure à ——: on aura donc, l £ ; » 4 Cr 1
dans cette hypothèse, ) {
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SECTION I. — CHAPITRE IIfI. IOI
La quantité entre parenthèses a pour limite l’unité quand on faittendre p vers zéro, et nous savons que cette quantité reste positive pour toutes les valeurs de p comprises entre zéro et une certaine limite 7 que l’on peut assigner. Donc, pour toutes les valeurs de p supérieures à
zéro et inférieures à la plus petite des deux quantités —— (1 et 7, on aura
R MORE KR; Ro
ce qui démontre la proposition énoncée.
De ce lemme résulte immédiatement la démonstration du principe fondamental de la théorie des équations, lequel consiste dans le théorème suivant :
44. Taéorème 1. — Si f(z) désigne une fonction entière de z, d'un degré quelconque m, et dans. laquelleles coefficients soient des quantités données, réelles ou imaginaires, l'équation f(z)= 0 a une racine réelle ou imaginaur'e.
En effet, si l’on donne à la variable z toute la série des valeurs réelles ou imaginaires, il est évident que le module de f(z), qui est essentiellement positif, ne pourra pas s’abaisser au-dessous d’un certain minimum. Ce minimum ne peutrépondre à une valeur infinie du module de z, car nous savons que le module de f(z) devient infini en même temps que-celui de z. On voit alors que le minimum du module de f(z) ne peut être que zéro; car, s'il avait une valeur R, différente de zéro et répondant à la valeur z, de z, on pourrait trouver, d’après le lemme qui précède, une quantité 2 qui donnerait
mod f'(20 + À) Ro,
ce qui implique contradiction.
Il existe donc une valeur finie de z telle, que l’on ait mod f(z)= 0; cette valeur est dite une racine de l’équa-
uon f(z)=0o.
Remarque. — Si l’on remplace la variable z par
x+iy, x et y désignant des variables réelles, la fonction f(z) pourra se mettre sous la forme
Ss)=f(x+ir)=e(s,r)+it(e, y},
o(x, y)etb(x,y) désignant des fonctions réelles de x, y et de quantités réelles connues.
Le module de T2) sera la racine carrée de la somme
[pt r)P+ [x r)P,
et il ne pourra s’annuler que si chacune des fonctions 9 et s’annule. Il s'ensuitque, si & +16 est une racine de l’équation f(z)— 0, les deux équations
(2 es PUR 0 Ÿ ri y)=0o
admettront le système de solutions communes x — 4, y = 6. Si l’on suppose que x et y représentent des coordonnées rectangulaires, les équations précédentes seront celles de deux courbes; & et 6 seront les coordonnées d'un point commun à ces courbes. On voit que la recherche des racines de l'équation f(2) —o équivaut à la recherche des points d’intersection réels des deux courbes dont nous venons de parler, et ces points d’intersection sont alors désignés sous le nom de points racines.
45. Du théorème fondamental que nous venons d’établir résulte la proposition suivante :
Taéorime Il. — Une fonction entière de z du degré m est égale au produit de m facteurs linéaires multiplié par le coefficient de la plus haute puissance de z dans la fonction.
Soit la fonction 1 f(z)—= 102" +A2" 1 +... + Am 13 +A»,
et désignons par &i, &,...,4m, m quantités réelles ou imaginaires quelconques. Divisons f(z) par z—a, et représentons par f,(z) le quotient, par R, le reste de cette division; divisons de même f,(z) par z — à», et nommons f(z) le quotient, R; le reste de cette deuxième division; continuons de la même manière jusqu’à ce que nous ayons employé le diviseur z — a» qui fournira le quotient f»(z) et le reste R. Il est évident que les polynômes f{(z), fi(z), f2(z),... sont des degrés respectifs 72, m —1, m—2,...,etque, dans chacun d’eux, le coefficient du premier terme est A5, d’où 1l suit que f,(z), quiest du degré zéro, se réduira à A6. On aura, d’après cela,
Si l’on ajoute toutes ces égalités, après les avoir multiphiées respectivement par les m facteurs
1, (2—a), (z—a;)(z—a),..., (2—a)...(z—a,,), et que l’on remplace f,,(z) par sa valeur A, 1l viendra F(z)=Ao(z—@&)(z—@)...(z2— a»)
+R,(2— a)... .(2— ami) +...
Dans cette formule a,,a,..., an désignent des quantités quelconques égales ou inégales entre elles; mas
nous savons que l’équation f(z)— o a une racine, et nous.pouvons supposer que 4, soit cette racine : On aura alors R, = o, puisque R, est la valeur que prend f(z) pour z = a. Pareillement l’équation f,(z)—0o a une racine ; nous supposerons que à, soit cette racine et l’on aura R; — 0. En poursuivant ainsi et en supposant que dy Any... Am SOIent respectivement racines des équations (20, fr) 0. Mi honnn R;=0, R;=o,... R,=—o, et la formule précédente deviendra
J(z)=Ao(z— &)(z—@)...(z— a).
On voit que la fonction f(x) ne peut s’annuler que si l’on :
donne à z l’une des m valeurs &,, &:,..., am parmi lesquelles il peut s’en trouver plusieurs égales entre elles; il s'ensuit que :
Une équation algébrique du degré m ne peut avoir plus de m racines.
Si, parmi les quantités 4,, 4:,..., an il y en a p qui soient égales à a;, f(z) admettra le diviseur (z— a, } et l’on dit alors que l’équation f (z) = 0 a y racines égales à a;. Au moyen de cette convention, on peut énoncer la proposition suivante :
Une équation algébrique a autant de racines qu'il ÿ a d'unités dans le nombre qui exprimé son degré.
CorozLaiRe [. — Si a,,a,...,a» désignent les m racines de l'équation
A2 HE, , ,+A,_ 12 + A
. r 4 A; ’ ’ la somme des racines est égale à — ni & générale-
ment la somme des produits n à n des m racines est
égale à (—1}" ve en particulier le produit des m ra-
cines est (—1)" Am, On obtient effectivement ces égalités en effectuant le produit Aç(z—a;)(z—4a)...(z— a») qui doit reproduire exactement le premier membre de l’équation proposée, eten écrivant que les coefficients des mêmes puissances de z sont égaux de part et d'autre.
CorozLarre Il. — Sx les coefficients du polynôme f(z)sont réels, et que, parmi les facteurs linéaires de ce polynôme, ily en ait n qui soient égaux à z—(p+iq), q étant différent de zéro, il y aura également n facteurs linéaires de f(z) égaux à z—(p —iq); et en conséquence le polynôme f(z) contiendra le facteur
réel [(z— p}?+ g?}°.
En effet, le polynôme f(z) étant décomposé en facteurs linéaires, on a
f(z)=Aolz— a)(z—a)...(z— a);
si, dans cette identité, on change i en — à le premier membre ne changera pas, puisque ses coefficients sont réels ; on aura donc
f(z)= Aofz—a,)(z—a,)...(z— a),
an1
a, désignant généralement ce que devient a, quand on remplace : par —i. Il résulte de là que, si, parmi les facteurs linéaires de f(z), il y en a un ou plusieurs qui soient égaux à z—(p+ig), il y aura précisément un même nombre de facteurs égaux à z— (p — iq).
Corozzarme ILE. — Si la fonction entière f(z) du degré m s'annule pour diverses valeurs de z en nombre
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supérieur à M, les coefficients des diverses puissances de z dans f(z) sont identiquement nuls.
En effet, le coefficient de la plus haute puissance de z est nul, puisque autrement la fonction f(z) ne pourrait s’annuler que pour m valeurs de z. La fonction f(z) se réduit ainsi au degré m—1; le coefficient de z”7* doit
être nul pour la même raison, et ainsi de suite.
Limites des modules des racines.
46. Il est facile d’assigner deux limites entre lesquelles soient compris les modules de toutes les racines réelles ou imaginaires d’une équation. Soit
une équation donnée dont le premier membre a pour va-
leur ù Fe ASE Az LE, HA 13 + Âme:
Si l’on pose LE p(cosw + i sine), A, —a;, (cost isin a» ),
puis
P— ap" cos(mo + a) + -tanptoos(m—ne + an )+.. + an COS}
— ap" sin (mo + a) + ap" sin (m—ne+an)+.. + 4» Sin y
le carré du module R de HE) pourra être mis sous la
forme R? — [P cos(mw + a) + Q sin (mo + &o) |?
+ [Psin(mo + a) — Qcos(mo + x); si donc on fait
V —Pcos(mo + &) + Qsin(mo + %;)
— ap" + ap" cos (+9 —&1) + + + COS (172 0 +00 —œm)s ;
on aura, pour toutes les valeurs de p et de w, R? >> V2.
Désignons parale plus grand desmodules 4,,@2,..., 4m,
et ajoutons à V la quantité Di out
afp ip 2h, Hi) —a Rd
qui est identiquement nulle, 1l viendra A ap (e—i—À) ea
CE
ar ia+a cos (o+ap—@) Jp "14... + [aan cos(mu+as—am)]}.
Pour toutes les valeurs de p qui satisfont à l'inégalité
a DRAP
ao
le polynôme V sera supérieur à zéro, etil en serademêmedu
da +a ER : estune limite
C2 a module R. Doncla quantité 1 + 7 ou 0 do
supérieure des modulesdes racinesdel’équation proposée. Pour avoir une limite inférieure des mêmes mo-
I , dules, il suffit de changer z en : dans l’équation pro-
posée, et de chercher une limite supérieure des modules de l’équation transformée. Il est évident que si a” désigne le plus grand des modules &, &,,..., 4äm_1, la quantité
——7"— sera une limiteinférieure des modules des racines.
Determination du produit des facteurs linéaires communs à deux polynômes donnés.
Soient
U= A;z2" HA Zn, HA, 12H A, V=B,z" +B,zt+,:,,+B,:2+8B,
deux fonctions entières de z, l’une du degré m, l’autre du degré n, et dont les coefficients sont des quantités quelconques données. Chacune de ces fonctions peut être décomposée en facteurs linéaires, et parmi les facteurs de U il peut s’en trouver quelques-uns qui apparuennent aussi à V. Nous désignerons par D le produit de tous les facteurs linéaires égaux ou inégaux communs à U et à V, et ce produit D sera dit le plus grand commun diviseur des polynômes U et V. Dans cette recherche, les coefficients A, et B, des plus hautes puissances de z, dans U et dans V, ne jouent évidemment aucun rôle, et on peut les réduire à l’unité en divisant les coefficients de U par A, et ceux de V par Bs. Supposons, pour fixer les idées, que 77 ne soit pas inférieur à 7. Si le polynôme V divise U exactemeni, il sera évidemment le plus grand commun diviseur demandé ; mais supposons qu’il n’en soit pas ainsi; désignons par Q le quotent et par R le reste de la division.
On aura U = VQ +R;
si les coefficients A, et B, n’ont pas été réduits à l'unité, l'opération que nous venons d’exécuter a pu introduire des coefficients de forme fractionnaire, ce qui n’a aucun
inconvénient au point de vue théorique; mais on pourra
les éviter si l’on veut, dans les applications, en multipliant U par un facteur constant convenablement choisi, avant de commencer la division. Cela posé, tout polynôme qui divise V exactement divise aussi le produit VO, et, s’il divise en même temps l’un des polynômes UetR, il divisera aussi le second. Il résulte de là que les polynômes U et V admettent les mêmes diviseurs communs que les polynômes V et R: donc, en particulier, celui des diviseurs communs à U et V qui a le degré le plus
élevé coïncide avec celui des diviseurs communs à V et R qui a le plus fort degré; en d’autres termes, le polynôme D que nous cherchons est le plus grand commun diviseur des polynômes V et R.
Nous diviserons donc V par R, et, si la division se fait exactement, R sera le plus grand commun diviseur demandé. S'il n’en est pas ainsi, désignons par R; le reste de [a division de V par R; le raisonnement que nous avons fait plus haut nous prouve que le polynôme demandé D sera le plus grand commun diviseur des polynômes R et R,. On peut continuer de la même manière jusqu’à ce que l’on arrive à un reste R, quisoit indépendant de z, et cela ne peut manquer d’arriver puisque les degrés des restes successifs R, R,,...,R,_,, R, forment une suite décroissante. Si ce reste constant R, est zéro, le polynôme demandé D sera égal à AGE mais si le reste constant R, n’est pas nul, les polynômes proposés Ü et V n'auront pas de diviseur commun, et l’on dit alors qu'ils sont premiers entre eux, ou que leur plus grand commun diviseur est l'unité.
De là résulte cette importante proposition :
Taéorëme |. — Si deux équations U— 0, V —0 ont L racines communes égales ou inegales, on pourra former par de simples divisions algébriques une équation D — 0 de degré Le qui admettra ces L racines.
48. On peut tirer de ce qui précède une autre proposition qu'il convient de remarquer, savoir :
Taéonëme Il. — S: U et V sont deux fonctions entières de z, sans diviseur commun, on pourra trouver deux autres fonctions entières de z, X et Y, telles que l’on ait
UX — VY — x,
En effet, si l’on exécute l’opération nécessaire pour trouver le plus grand commun diviseur de U etde V, on arrivera à un reste R, indépendant de z et différent de zéro. On aura alors une suite d’égalités, telles que
U= VQ +R, V=RQ; + R;, (1) R—=R,Q: + R>,
Ru — Rs Qui + Ru, Re ES, hi Q. — R,..
La dernière de ces égalités peut s’écrire (2) R,._ de Ry Qu ŒA R,;
ürons de l’avant-dernière des égalités (1) la valeur de R,_, pour la substituer dans l'égalité (2), il viendra
(3) Qu Ry-s — (1 + Qu Qu) Ru-o— — Ry;
considérons pareillement l'égalité qui précède les deux dernières dans le système (1), tirons-en la valeur de R,_, pour la substituer dans l'égalité (3), et continuons la même série d’opérations : il est évident qu’on formera de cette manière une suite d’égalités dans lesquelles le second membre sera alternativement +R, et — R, et dont le premier membre sera la différence de deux fonctions consécutives prises dans la suite
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multiphiées l’une et l’autre par une fonction entière composée avec les quotients Q, Q,, Q:, .... La dernière de ces égalités sera de la forme
et, en désignant par X et Y les quotients de M et N par
la constante + R,, on aura
pm?
UX NET
Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs facteurs linéaires sont égaux.
49. Taéorëme 1. — Le plus grand commun diviseur entre une fonction entière f(z) et sa dérivée f"(z) est égal au produit des facteurs linéaires multiples qui figurent dans f (z), élevés chacun à une puissance moindre qu'une unité.
La fonction f (z) étant décomposée en facteurs linéaires, soit
f(z)=(z—- a) paie En
on sait que la dérivée f’(z) est le coefficient de la première puissance de 2 dans le développement de la foncton fiz+h)={(z—-a+h)(z—-a+h)...(2—- a, +k); J'\z) f (2)
puissance de k, dans le développement de
fiz+h) h )( ke \ h 7 NN I —- | 1—+ f(2) Zz— 4; Z— 43, oo Z—a
et l’on aura par suite
Ha SE Lu et Let PR NON.
J (2) Z— 4, Z — A 2 — Am
le quotient sera donc le coefficient de la première
mi
S1, parmi les racines &,, &2, ..., 4m, il ÿ en a m, égales
à ai, m2 égales à &, ..., mn égales à a», 1l viendra
Re
z) m. M My Ts PP f(z) Z— 4; Z — 3 — dy
les nombres m,, m2, ..., m, dont la somme est mm étant égaux ou supérieurs à l'unité. Le second membre de cette égalité se réduit à une fraction dont le dénominateur est
(= (sa) ea) et dont le numérateur
+ Mi(z— &)...(z— a,
n’est pas divisible par l’un des facteurs de o (z), puisque toutes les parties de 4 (z) contiennent ce facteur à l’exception d’une seule. L'égalité précédente donne
f(z) = —— XX :
FE x 4(e) et, d’après ce que nous venons de dire, elle montre que J(z) p(z)
tes (z — a)" t(z Tai aa}"s 1, .(z ae ant
est le plus grand commun diviseur des deux polynômes f(z) et f'(z). Le degré de ce plus grand commun diviseur est 713 + Mo +... + Mn—nou m—n.
90. Taéorëme Il. — Si une fonction entière f(z) a des facteurs linéaires multiples, on peut obtenir, par de simples divisions algébriques, le produit des facteurs linéaires qui figurent dans f (z) avec un méme exposant.
D’après ce qui précède, si f(z) et sa dérivée f’(z)
n'ont pas de diviseur commun, le polynôme f(z) n’aura
que des facteurs linéaires simples. Mais, si f(z) et f'(z) ont un plus grand commun diviseur f, (z), le polynôme (3) aura au moins des facteurs doubles, et, dans tous les cas, f,(z) sera le produit des facteurs linéaires de f{(z) élevés chacun à une puissance moindre d’une unité. On peut raisonner sur f,(z) comme nous venons de le faire à l'égard de f(z); supposons généralement qu’on trouve un plus grand commun diviseur f, (z) “A (<) et à sa dérivée, qu’on en trouve aussi un f3(z) à f:(z)et à sa dérivée, etc., que l’on en trouve un enfin re He à fn» (z) et à sa Tes et que ce dernier plus grand commun diviseur soit premier avec sa dérivée. On conclura de là que le polynôme f(z) a des facteurs linéaires multiples de l’ordre 7, mais qu'il n’en a aucun d’un ordre supérieur à 2. En outre, si l’on désigne généralement par Z, le produit des facteurs linéaires de f(z) d'ordre p, pris chacun une fois seulement, il est évident que l’on aura
fn-1l2) SE ) fn—2 (z) + Z; LEE
TA ( z | 7 Zr 2 LIFE ee le: 88 2 Dre. À
AA MES AT PRET PE HARAS 7EM ZT A 7,2, Dee TP Zi IZS ZT.
Si l’on fait
Ja Et
CAR CIE — Q: et fret (z) — Q», u. |
on aura, en divisant chacune des égalités que nous venons d'obtenir par celle qui la précède et en conservant S.— Alg. sup., L 8
la première d’entre elles, Qn —2Z»,
LÉ: LT
0 = 183 IFR? ZLy2s
Q: EE ES pr Ja, Q; Ed VA VAE se . La Lie
Enfin, en divisant encore chacune de ces équations par celle qui la précède, 1l vient
PQ LR EEEE HAE AOERULS 2:20 Qu Q: Q2 d’où suit que les polynômes Z,, Z:,..., Z,s’obtiendront par de simples divisions.
D'après l'hypothèse que nous avons faite, il y a certainement des facteurs linéaires de l’ordre 7 dans f{(z); mais ceux des ordres inférieurs peuvent faire défaut, et, dans ce cas, les valeurs de Z,_,, ou de Z,_», ou etc., doivent se réduire à des constantes.
CorozLaire.— La resolution d’une équation qui a des racines égales se ramène à celle d’une ou de plusieurs équalions qui n'ont que des r'acines simples.
Propriété des dérivées des fonctions entières.
51. Considérons d’abord une fonction entière f(z), dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles, el supposons que la variable z reste réelle. Si l’on donne à cette variable une valeur particulière z4, pour laquelle la dérivée /’(z) ne soit pas nulle, et que l’on pose
TE RON Re 5 6 4
on pourra (n° 40) assigner une quantité positive r telle, que pour toutes les valeurs de À comprises entre —7 et + r le premier membre de la formule précédente ait le signe de f"(z,). Il s'ensuit que, si f”(z,) est une quantité positive, la fonction f(z) croîtra constamment quand on fera croître z depuis z9—7 jusqu’à z5+7. Au contraire, si f'(z0) est négative, f(z) décroîtra quand z croîtra de zo— r à z5+r. De là résulte la proposition suivante :
Taéorëme [. — La fonction entière f(z) supposée réelle croît avec la variable réelle z, tant que la dérivée f'(z) reste positive, et elle décroit quand on fait croître z, tant que la dérivée f'(z) est négative.
Il faut remarquer que, z croissant de —æ à +, la dérivé f’(z) peut s’annuler une ou plusieurs fois, mais cette circonstance ne peut être l’occasion d’une difficulté. Supposons, par exemple, que f”(z)s’annule pour z — 2, et prenons une quantité g assez petite pour que Z, soit la seule racine de f'(z)—o comprise entre z—g et Zo—+ g; désignons en même temps par À une quantité positive inférieure à g et aussi petite d’ailleurs que l’on voudra. Le théorème précédent s’appliquera sans difficulté, quel que soit À, aux valeurs de z comprises entre Z0— £ et Z—houentrezo,+h et z25+g; or ces deux intervalles se succèdent à la limite quand on fait = 0. À l'énoncé qui précède, on peut, si l’on veut, substituer le suivant :
La fonction entière f (z) supposée réelle croit avec la variable réelle z, tant que la dérivée f'(z) n'est pas négative, et elle decrott quand on fait croître z, tant que la dérivée f'(z) n'est pas positive.
Nous allons établir actuellement un théorème ana
ee 3 PRÉ TS ELLST n L # Te Tr, FN LAN.
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logue au précédentet qui se rapporte au cas général où les coefficients de la fonction f(z) sont des quantités quelconques réelles ou imaginaires, et où la variable reçoit aussi des valeurs quelconques.
Posons z — p (coSw + isinw), et soit F(z) = Aoz"+Aiz"Ti +, .. HA, ou f(z) = Asp" (cosmow +isinmo)+...+A,,.
La dérivée f'(z) a pour valeur J'(z)=mAoz"t+ (m—i)A,z" +...
d’où l’on conclut 2f'(z2) = mAoz" + (m—i)Aiz it... ,;
d’un autre côté, f(z) est fonction entière de la variable réelle p, et si, en se plaçant à ce point de vue, on nomme /f,(z) la dérivée de f(z), on aura
pfilz) = mAp" (cos mo + isinmo)+...,
La comparaison des deux formules précédentes donne
f(z)=phlz) d'où fs) = A (z).
D’après cela, la formule | Ja + 4) — {e) = A Pe) + he | du n° 42 deviendra (1) f(a+ 2) —/(2)= As) + 2e,
e désignant toujours une quantité qui s’annule en même temps que .
Cela posé, supposons que l'accroissement À donné à z ne change pas le module de cette variable et qu'il ait seu-
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lement pour effet d'accroître l'argument © de la quantité d, on aura
2+ h = p[cos(o +9) +isin(o+d)] —= p (cosw + isinw) (cos d + sind),
d’où l’on tire facilement
k ; , Dr De sind ( — tang a) :
la formule (1) devient alors
A ose (- uns 5 | pd “|
ou (2) F(z+h)—f{z) =psnéfifi(z) +] en posant
tang = 0. (2) . (- rang Lo ) =:
h ALT ; Le module de 7 st2sin = 9; donc, la valeur de z étant
donnée, on pourra prendre d assez petit en valeur absolue pour que le module de À soit moindre qu’une quantité donnée quelconque. Dès lors la même chose aura lieu à l'égard de e, et aussi à l'égard des modules des deux parties qui composent la valeur de »; donc enfin, si la valeur absolue de d est suffisamment petite ,le module de » sera inférieur à une quantité quelconque donnée r. Posons
f(z)=P +iQ, f(z+k) =(P+AP)+i(Q+AQ), Jfilz) = PL +éQ,
M4 —+- 66, l'équation (2) deviendra
AP + iAQ — psind {— Q'+iP') + psind (x + 16),
et elle se décomposera dans les deux suivantes :
AP —{— Q'+a)psind, AQ—=(+P'+6)psino.
Puisque le module de « + 61 est inférieur à r tant que la valeur absolue de d reste au-dessous d’une certaine limite
« et 6 seront compris entre —r et +r. D'ailleurs r est aussi petit que l’on veut; done si P’et Q ne se réduisent pas à zéro, les quantités AP et AQ seront respectivement de même signe que —Q'sin d et + P'sind. De là résulte le théorème suivant:
Taéorëme Il. — Soit f(z) une fonction entière de la variable imaginaire z—p(cosw+isinw); posons f(z)=P+1Q, P et Q étant des fonctions réelles et entières de p qui dépendent aussi de l'argument w, et désignons par P', Q' les dérivées des polynômes P etQ prises par rapport au module p. Si l’on attribue à ce module p une valeur déterminée et que l’on fasse croître l’argument w de o à 27, la fonction Q croïtra tant que P’ sera positive et elle décroïtra tant que P'sera négative. Au contraire, la fonction P décroitra tant que Q sera positive et elle croitra tant que Q sera négative.
Théorème de Cauchy.
D3. La variable imaginaire (1) Z—=x +
peut être figurée géométriquement (n° 44) par un point mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée y, relativement à deux axes rectangulaires fixes Oxet Oy. Si p et w désignent les coordonnées polaires du même point,
on aura T—pCOS®, ÿ —psSNe,
SECTION I, — CHAPITRE TITI. 119 et, par suite (2) z2—=p{(cos® +isinw),
en sorte que p est le module et w l’argument de la variable imaginaire z.
En outre, si f(z) désigne une fonction entière de z d’un degré quelconque m» dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles ou imaginaires données, on aura, en remplaçant z par la valeur (1),
P et Q étant des fonctions réelles et entières des coordonnées x et y; d’où il résulte, comme nous l'avons déjà dit, que la recherche des racines de l'équation
f{zk= 0
équivaut à celle des points pour lesquels on a simul-
tanément ER TRQULES 0,
et auxquels nous appliquons, pour abréger, la dénomination de racines.
Enfin, si le polynôme f(z) est divisible par la n° puissance de z— 75, sans l'être par une puissance supérieure du même binôme, nous sommes convenu (n° 45) de dire que l'équation f(z)=0 a n racines égales à 2; on a, dans ce cas,
PK) 0, IE LAEET na AA TT) AE mais La dérivée du ni" ordre, f”{z),ne s’annule pas
pour z — 30.
94. Ces notions rappelées, nous nous proposons d’établir ici une proposition importante due à Cauchy et qui constitue l’un des plus beaux théorèmes de l’Algèbre.
La démonstration que nous allons présenter sera fondée sur le lemme suivant :
Leume. — Soient z—x+1y une variable imaginaire et f(z)=P+iQ une fonction entière de z, d’un degré quelconque m P et Q étant des quantités réelles. Supposons que l'équation f(z) = 0 ait n racines égales à Xo + io, 2 pouvant étre égal à 1,et considérons le point G dont les coordonnées sont xo et Yo, relativement à deux axes rectangulaires Ox, Oy. Décrivons une circonference du point G comme centre, avec un rayon p suffisamment petit, et désignons par w l'angle formé, avec la direction Ox, par la direction du rayon GM, de manière que cet angle soit nul quand GM a la direction deOxet qu'il croisse quand le rayon GM se meut toujours dans le méme sens, en s élevant de Ox vers Oy. Cela posé, si le point mobile M, partant d'une position quelconque, décrit la circonférence enlière pour revenir à sa position première, C'est-à-dire
D ge p ; si l'angle w augmente de 27, le rapport GPU
chaque position du point M, a une valeur déterminée, s'annulera précisément autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre 2n, et, en s'annulant, ce rapport passera toujours d'une valeur positive à une valeur négative.
? , P \ : L On pourrait ajouter que le rapport — devient infini
un nombre de fois égal à 27, et qu'à chaque fois 1l
LE
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passe d’une valeur négative à une valeur positive; mais nous avons voulu réduire notre lemme à ce qu'il a d’essentiel pour l’objet auquel nous le destinons. Il donnera d’ailleurs le complément dont nous venons de parler, si on l’applique à la fonction 1 f(z). Faisons encore une remarque importante : pour que le rapport
P Li : À 3 — ait en chaque point de la circonférence une valeur
déterminée, il suffit que le rayon p ne soit pas égal à la distance du point z, à l’un des autres points racines de l'équation f(z) = 0; mais rien ne limite la petitesse de p, et ce rayon se trouvera assujetti, dans notre démonstration, à être moindre que la plus petite des dis-. tances dont nous venons de parler.
Posons
comme on a, par hypothèse,
ER NAN ES eee NN CRETE
et que f”(z,5) n’est pas nulle, la valeur de f(z) ordonnée suivant les puissances de L sera
(20) Hazle “ee DH, + RES (1) (2) ES FD A I7TE
S1 l’on désigne par p et w le module et l’argument de la variable 2, on aura
k — p (cosw + isino);
représentons en outre par C, et «, le module et l’argu-
4 AE S pi . ; ment de la quantité =——;, de manière que l’on ait, TO pour toutes les valeurs 7, n+1,..., m de u, f#(2)
— C,(cosa,+ ésina, );
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l'expression de f(z) deviendra
[f(z) — Cr p'[cos(ro + an ) Le isin(zo Er an)]+. né + Chp"[cos(mo+a,) +isin(mo+c,) et l’on aura, en conséquence
P — C,p"cos (no + a) +...+C,p"cos(mo+a»), Q = Cp" sin {ro + an) +...+C,p"sin(mo + an );
on aura aussi, en désignant par Q la dérivée du polynôme Q par rapport à la variable p,
(4) Q TU DE sin (rw+a,) +... +mC,p"T sin (m Dam).
Cela posé, quel que soit l’angle w, on peut faire (5) no +an=K—+ne,
en désignant par K un entier positif ou négatif et par ne un angle compris entre — Scie n Supposons d'abordquelenombreK soitimpair,et posons RE AT CERTES les formules (3) et (4) deviendront alors (—1)P—— C,p"sinre+..., (6) (—1)fQ —+ Cp” cos ne +..., (— 1} Q'— + 2C,0"-! cos ne +...
Soit maintenant 4 un angle positif déterminé, inférieur
AB ; ï 11 ; à — et aussi petit d'ailleurs que l’on voudra; on pourra
(n° 40) assigner une quantité positive r'telle, que dans chacun des polynômes /
ns Ch p" sin 20 + C4: np Les CRIER CPE,
ei LE ei cos 720 Cie CPE DIE SA Ta + Chp7, HnCip'cosr0 +(r+1)Cnript+t +... + mCmp",
Je module du premier terme soit supérieur au module de la somme de tous les termes suivants pour toutes les valeurs de p comprises entre o et. Nous donnerons à p une valeur déterminée au-dessous dela limite 7 ,et cette valeur sera lerayon du cercle que nous avons à considérer. TT
An cet angle tombe en dehors des limites — 0 et +0, la valeur absolue de sin ne sera supérieure à sin 28, et, en
> 4 , . T * D'après cela, e étant compris entre — æ et+ -—) SI nr
conséquence, le module du premier terme du second membre, dans la première des formules (6), surpassera le module de la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annuler que si e est compris entre — 6 et + 6. Mais, pour les valeurs de € comprises entre — 8 et +6, le premier terme du second membre, dans chacune des deux dernières formules (6), est supérieur au module de la somme des termes quisuivent ; par conséquent(—1)*Q et(—1)*Q sont positifs. Alors le polynôme (—r1)*P décroît constamment (n° 52) quand € croît de —0 à +6; ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e=—0, etila le signe — pour e—+6; donc il s’annule une fois, et seulement une fois, quand e croît de —6 à +8. On voit aussi que (—1)* P passe en s’annulant d’une valeur positive à une valeur négative; et, comme (—1)#Q reste po-
sitif, on peut dire que le rapport G s’annule une fois en
passant du positif au négatif, quand € croît de —0 à +0. Si le nombre K est pair et que l’on ait
KR =2#
la première des formules (6) devra être remplacée par la
suivante :
(—1)P—=+C,p"cosne +...;
T . il en est de
l'angle 9 défini plus haut est inférieur à
même de la valeur absolue de e; d’où 1l résulte que.
cos ne est supérieur à sinz6, et, en conséquence, la T
fonction P ne s’annule pas quand £ varie de ir
T An Maintenant, si, en partant d’une valeur quelconque de w, on veut décrire la circonférence entière, de manière à revenir au point de départ, il sera nécessaire et suffisant de donner à l’entier K 4n valeurs entières consécutives quelconques 0, 1, 2, 3,..., (4n—1) par exemple. À chacune des 2 7 valeurs impaires de K correspondra une valeur de € comprise entre —0 et -+ 0, pour
P 9 laquelle le rapport — s’annulera en passant du positif
au négatif, ce qui achève la démonstration de la proposition énoncée. Nous aurions pu abréger cette démon-
. T . Ha stration en prenant 0 — -— ; MaIs le procédé que nous
An
avons suivi a l'avantage de montrer que les valeurs de
P FL nw + «», pour lesquelles 6 s’annule, ont pour limites les
multiples impairs de ae quand on fait décroître indéfi-
niment l’angle 0.
95. Au moyen du lemme que nous venons d'établir et en faisant usage de considérations ingénieuses que nous empruntons à une Note de Sturm et Liouville (1), on démontre très-facilement le théorème de Cauchy, qui consiste dans la proposition suivante :
TaéorÈmEe. — Soient z une variable imaginaire X+iy, f (z) — P+:Q une fonction entière de cette
(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, 1. I, p. 278.
variable, P et Q étant des fonctions réelles et entières des variables x et y. Tracons dans le plan des axes rectangulaires Ox, Oy un contour fermé quelconque qui ne passe par aucun des points racines de l'équation
f LIRE auquel cas le rapport — aura, en chaque point du contour, une valeur déterminée. Si l’on suit le contour ABCD en partant d'un point quelconque À et en marchant toujours dans le méme sens ABCD jusqu'à ce qu'on soit revenu au point de départ, Le rapport
P ; É ; — prendra diverses valeurs, et il passera par zéro
chaque fois que P sera nul, tandis qu'il deviendra in-
fini lorsque Q s'annulera. Cela posé, soit k le nombre
de fois que le rapport ç en s'evanoutssant et en chan-
geant de signe, passe du positif au négatif, K le nombre de fois que le méme rapport, en s'évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif au positif; le nombre k ne sera jamais inférieur à K' et l'excès k—k'— À sera toujours égal au double 2u du nombre p des racines égales ou inégales de l'équation f(z)=0, comprises dans la portion du plan limitée
par le contour ABCD.
Le contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce contour doit être parcouru, imaginons un cercle d’un
F5, MT
rayon aussi petit que l’on voudra, qui touche le contour au point de départ À et qui soit entièrement situé dans l’espace limité par ce contour; en même temps supposons que l’on ait transporté les axes O x et Oy parallèlement à eux-mêmes au centre du cercle. Si l’on parcourt la circonférence du cercle en marchant de l’axe des x vers l’axe des y, lorsqu'on atteindra le point A, la direction du mouvement sur le cercle seraaussi celle du mouvement que nous considérons sur le contour ABCD.
Remarquonsencore que, d’après l'énoncé du théorème, on n'a point à considérer les changements de signe que
; BR : ; ù ; peut offrir le rapport ô quand il devientinfin:; en outre,
il peut arriver que ce rapport s’annule sans changer de
vw “ f \
signe, mais 1l n’y a pas lieu de se préoccuper de cette:
circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours, l'excès À sera dit l’excès relatif au contour donné ABCD.
La démonstration que nous allons présenter se composera de quatre parties :
19 St le théorème énoncé a lieu pour deux contours
ABCA et ADBA qui ont une partie commune AB, il a
lieu aussi pour Le contour total ADBCA forme par leur reunion.
SECTION. I. —— CHAPITRE IIl. 127
En effet, soient p le nombre des racines égales ou inégales comprises dans le contour total ADBCA, et A l'excès relatif à ce contour; soient aussi p’et A’, et A les quantités analogues pour les contours respectifs ABCA
et ADBA. On a, par hypothèse AD Ur Due
mais la somme AÀ’+ À” se compose évidemment de l'excès À augmenté de la somme des deux excès qui répondent l’un à la partie AB du contour partiel ABCA et l’autre à la partie BA du second contour ABDA; il est évident que ces derniers excès sont égaux et de signes contraires; donc on a
A —— ASE A”; d'ailleurs | Br Dear DE donc Ne Le.
Il résulte de là que :
Si Le theorème énonce a lieu pour un nombre quelconque de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le contour formé par leur reunion.
2° Le théorème énoncé a lieu lorsqu'il n'y a aucune racine de l'équation f(z)=—0, dans l'espace limité par le contour donné. En d’autres termes, si l’on au— 0, on a aussi A — 0.
En effet, 1l peut y avoir dans l’intérieur du contour donné comme sur le contour même des points pour lesquels on a soit P—0, soit Q —o; mais, par hypothèse, il n’en existe aucun pour lequel on ait à la fois P— 0, Q = o. Il résulte de là que l’on peut toujours décomposer l’espace limité par le contour donné en plusieurs
d post) ARE TAN RE | st et à ML Les ,0 We +... F * VAL A NP 27 «AP
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parties telles, que chacune ne renferme dans son intérieur ou sur son contour aucun point pour lequel on ait P — 0, ou aucun point pour lequel on ait Q — 0. En outre, d’après ce qui précède, le théorème de Cauchy subsistera pour le contour donné, s’il a lieu pour les divers contours partiels dont nous venons de parler; il suffit donc de considérer ces derniers.
S1, dans l’intérieur d’un contour et sur ce contour, on n’a jamais P— 0, il est évident que l’on a A — 0, puisque
P ; : | le rapport — ne s’annule pas. Si, au contraire, la fonc-
tion P s’annule, mais que l’on n'’ait jamais Q — 0, la fonction Q conservera le même signe aux divers points
du contour et le rapport — ne pourra changer de signe
qu’en s’évanouissant. D'ailleurs, comme ce rapport re-
prend sa valeur primitive quand on a parcouru le contour entier, 1l est évident que, s’il s’est annulé Æ fois en passant du positif au négatif, il s’est annulé pareillement k fois en passant du négatif au positif. On a donc encore À = 0.
3° Le théorème énoncé a lieu lorsque l'équation fa) — 0 a qu'une seule racine, d'un degré de multiplicité quelconque n, dans l’espace limité par le contour donné. On a, en conséquence, A= on.
Soient ABCD le contour donné et G le point racine
du degré n de multiplicité. Si du point G comme centre, avec un rayon suffisamment petit, on décrit la circonférence MINK, puis que l’on joigne respectivement les deux points M et N de cette circonférence à deux points P et Q du contour donné, le théorème de Cauchy aura lieu, d’après ce qui précède et d’après le lemme du n°54, pour les trois contours juxtaposés KNQODAPMK, MINKM et IMPBCQNI ; donc il a lieu pour le contour proposé ABCD qui résulte de la réunion des trois précédents. Les deux premiers des contours dont il vient d’être question ont la partie commune NKM, et leur réunion forme le contour NODAPMIN; celui-ci a, avec le dernier des trois considérés, la partie commune PMINQ, et leur réunion forme le contour ABCD.
4° Le theorème énonce a lieu, quel que soit lenombre des points racines compris dans le contour donné.
En effet, on peut décomposer l’espace limité par le contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune qu'un seul point racine ; le théorème aura lieu pour chacun des contours partiels que l’on obtiendra ainsi, et en conséquence il aura également lieu pour le contour proposé qui résulte de leur réunion.
Le théorème de Cauchy est donc complétement démontré.
96. Il faut remarquer que la démonstration précédente ne suppose en aucune façon l'existence du principe d’après lequel toute équation a une racine, et j'ajoute que ce principe n’est qu'un corollaire du théorème de Cauchy, lequel peut être regardé dès lors comme le fondement de la théorie des équations. Voici, en effet, une démonstration nouvelle du principe du n° 44, qui est analogue à celle du lemme du n° 54.
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<tant donnée l'équation f(z ) — 0, traçons deux axes rectangulaires etdécrivons de leurorigine comme cenire un cercle dontlerayon p soit aussi gr ‘and quel on voudra. Soit
(1) F2 Aer EPS NPA Mr A si l’on désigne par C, et æ, le module et l'argument du coefficient À,, et que l’on pose 2 p (cosw + sin w), on aura flz)= Cp” [ cos (mo + a) + ésin (mo + 20)] He. + Cn1p [cos (o + DE) + isin (© + Chats à
+ Cm (COS œm + ÉSIn ne
en faisant, comme précédemment,
f(z) — P + iQ, il viendra P — Gp cos(mo + o) +... + C1 cos (w + PERS à —- Ch COS c Q = Gp” sin(mo ap) He. + CGm1p sin (© + &y—1) + Cm SIN et, en désignant par Q” la dérivée de Q par rapport à p, on aura ainsi (3) Q' = mO)P 10 sin {Mo + &o) ua Osintas2 il
Quelle que soit la valeur de w, on peut faire T (4} mo He RS PES
K étant un entier et »€ étant un angle compris entre
ELU A
Si K est un nombre impair 24 +1, les formules (2) et (3) deviendront (— re — — Co g/ sin m € 400 (5) (—1)Q = + Cop”cosme +...
(— 1) Q = + mp" COSME + ere
SECTION I. — CHAPITRE III. 15x
T 4m aussi petit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra assigner une quantité positive r telle, que dans chacun des po-
Soit 0 un angle positif déterminé, inférieur à et
lynômes
UE C pie sin m Q —+- C, A em + ….. + Ct P Mi CG Co p"cosm0 + Cp" t+.., + CO, ip + Cr, LE m Cp" 1 cosm0 + (m—1) Cp"? + ,,, + Cm
le module du premier terme soit supérieur à la somme des termes suivants, pour toutes les valeurs de o supérieures à r ; nous supposerons que la valeur choisie pour
p soit supérieure à cette limite, |
"Ut, : T T :
Cela posé, e étant compris entre — -— et + -—; si cet
angle tombe en dehors des limites — 4 et + 9, la valeur absolue de sinme sera supérieure à sin m6, et, en conséquence, le module du premier terme du second membre, dans la première formule (5), surpassera le module de la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annuler que sie est compris entre — 0 et + 0. Mais, pour les valeurs de € comprises entre — 0 et +9, le premier terme du second membre, dans chacune des deux dernières formules (5), est supérieur au module de la somme des termes qui suivent; par conséquent (— r1)*Q et (—1)*Q" sont positifs. Alors le polynôme (—r1)*P décroît constamment (n° 52) quand € croît de — 8 à +6; ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour & = —8,etila le signe — pour e— +8; donc il s’annule une fois, et une fois seulement, quand £& croît de — 0 à + 8. On voit aussi que (—1)*P passe en s’annulant du positif au négatif, et, comme (—1)*Q reste positif, le rapport né
s’annule une fois en passant du positif au négatif.
CÉ- A
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Si K est un nombre pair 2%, la première des formules (5) devra être remplacée par
(—1)fP = + Cp”cosme+ ...;
on a évidemment cosme > sinm6, et, en conséquence,
» e ° T la fonction P ne s’annule pas quand € varie de — -—
HS
Maintenant, si l’on veut décrire la circonférence entière de rayon p, 1l sera nécessaire et suffisant de donner à l’entier K, dans la formule (4), 4m valeurs consécutives quelconques, par exemple o, 1, 2, 3, ..., (4m—1). A chacune des 2m valeurs impaires de K répondra une valeur de € comprise entre — 6 et + 4, pour laquelle le
P “ Q rapport L s’annulera en passant du positif au négatif. On
a donc, pour le cercle considéré, À — 2m, et, commele rayon p peut être choisi aussi grand que l’on voudra, on voit que :
Une équation du degré m a précisément m racines.
Transformation des équations.
57. Le problème général dont il s’agit ici consiste à déduire d’une équation donnée,
MAS
une nouvelle équation dont les racines aient avec celles de la première une relation donnée. Le cas le plus simple est celui où chaque racine u de l'équation demandée est exprimable par une fonction rationnelle donnée d’une
racine z de la proposée, c’est-à-dire par une fonction
égale au quotient de deux fonctions entières @(z), d(z).
On a alors
S1 l'équation proposée est du degré m, elle aura m ra- CINES Zo; 74 + Zm_1, Et 1l en résultéra, pour u, m valeurs correspondantes wo, y, :.., Um_1, d'où l’on peut conclure que l’équation en uw doit être, comme la proposée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxième Section de cet ouvrage, sur l’importante question de la transformation des équations; ici nous nous bornerons à examiner le cas particulier où les polynômeso(z)etY(z) sont du premier degré; la formule (2) devient alors
az + b az +6?
(3) pri
a, b, a!', b' étant des constantes données. On tre de la formule (3)
bu —b (4) noms tel
DU et, en substituant cette valeur de z dans l'équation (1), on obtient l’équation demandée, savoir :
b'u—b sf, )=e:
Goo U
il ne reste plus qu’à chasser les dénominateurs, pour mettre cette équation sous la forme
F(u) désignant une fonction entière de u.
Il faut remarquer que la transformation exprimée par la formule (3) peut être réalisée en exécutant successivement plusieurs transformations plus simples qui se présentent très-fréquemment dans l’Algèbre. En eflet,
si a’ n’est pas nul, la formule (3) peut être mise sous la forme ba! — ab’ PE RE LE ee.
a Z + en «a
sl/l (7/1
et l’on voit qu’elle résulte de l'élimination de z! z”,z
entre les quatre équations
LA pa a?
7/2 (24 Z Drome ©
«a Lee te de nes «a
Lorsque a’ est nul, la formule (3) résulte de l’élimination de z’ entre les deux
' a OST il Her, LT
Il résulte de là que les trois formules IUT LOU LIU = SRE Z
qui sont comprises dans la formule générale (3), expriment des transformations élémentaires dont la combinaison produit le même effet que la transformation linéaire la plus générale,
58. La transformation u — «z a pour objet de former une équation dont les racines soient égales à celles de la
proposée multipliées par un nombre donné &; l'équation proposée étant f(z) — 0, la transformée sera
en écrivant z au lieu de u.
On peut toujours supposer que le coefficient de la plus haute puissance de z dans f(z) soit égal à 1; alors si, dans l’équation proposée, fizl—= 0 ou z/+ Az +... + A, 3 + À,, —0,
les coefficients A,, A2, ..., À, sont des nombres commensurables ou des expressions algébriques de forme fractionnaire, la transformation précédente permettra de ramener ces coefficients à la forme entière, en disposant convenablement de l’indéterminée «. Effectivement, après avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient
ZM + A, az" + À, a2z/71—2 res + À, a—1z+ A, a’! 0;
el il suffira, pour remplir l’objet demandé, de donner à « une valeur telle, que les produits À, «' ne renferment plus de dénominateur.
Il faut remarquer le cas de à — — 1; alors la transformation a pour objet de changer les signes des racines de l'équation proposée. Pour avoir la transformée en — z de l’équation f(z) = 0, il suffit de changer les signes de tous les termes de degrés impairs ou, si l’on veut, les signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant le premier changement, si l'équation est de degré pair, et le deuxième, si l’équation est de degré impair, le premier terme sera toujours le même dans la proposée et dans la transformée.
La deuxième des transformations élémentaires
dont il à été parlé plus haut, savoir u = -; à pour objet Z
136 COURS D'ALGÈEBRE SUPÉRIEURE.
de former une équation dont les racines soient les inverses des racines de la proposée. Si celle-ci est
(x) Az A, Ml Ant Ar —0,
LA e I ke la transformée s’obtiendra en remplaçant z par ro Où, Si
I . Je l’on veut, par -: faisons ce changement, multiplions en- Z
suite par z”, et ordonnons par rapport aux puissances descendantes de z, il viendra
(2) An Amiel PAZ A A0:
C’est ici l’occasion de présenter une remarque importante relativement aux racines qui peuvent devenir infinies. Supposons que les coefficients
A À, À, 2 019 An
dépendent d’une quantité £ susceptible de recevoir diverses valeurs, et que, pour la valeur & = #5, les modules des n derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi les m racines de l’équation (1), 1l y en a 7 qui se réduisent à zéro pour {= t9, et par conséquent les modules de leurs inverses deviennent infinis ; donc, quand £ tend vers la limite £,, les modules de 2 des mn racines de l’équation (2) tendent vers l'infini; à la limite, cette équation (2) se réduit au degré m—n, et elle n’a plus que m — n racines finies.
60. Il peut arriver que les équations (1) et (2) du numéro précédent coïmcident. Dans ce cas, l’équation proposée est dite réciproque; l'inverse d’une racine quelconque est aussi une racine.
D'après ce qui précède, si f(z) — o est une équation
SÉECTIONNI®— CHAPITRE" III. 137
réciproque du degré m, on aura identiquement a:
fe) —0d2"f (:) , Z
À étant un facteur indépendant de 3. Faisant z = +1, puis z— —1,il vient
fU)=Af(i), f—i)=(—-r) fr).
S1 f (1) et f(— 1) ne sont pas nuls, c’est-à-dire si f(z)
n'est divisible par aucun des binômes z +1, z—1, on voit que À — 1 et que le degré m de l'équation est un nombre pair 2u. L'identité
(1) f(s)= #70) montre que l’on a alors
FE A Ve PR VE ie PEUT + Ati A ZA, st... HA,z + A,
en sorte que les coefficients de deux termes également éloignés des extrêmes sont égaux et de même signe.
Supposons maintenant que F(z)— 0 soit une équation réciproque pouvant admettre les racines + 1 et—1, et soit
f(z) n'étant pas divisible par z H1; il est évident que l'équation f(z) — o est réciproque, et en conséquence le premier membre f (z) a la forme indiquée par la formule (2). Maintenant, à cause des formules (1) et (3), on a l'identité
F(z)—{(—1)22 rrr(:) à
LA
il en résulte que, si p est pair, les coefficients des termes également distants des extrêmes dans F(z) sont encore
égaux et de même signe. Mais, lorsque p est impair, les coefficients des termes également distants des extrêmes sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas, lorsque 4 est impair, l'équation proposée est de degré pair, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul.
61. Les équations réciproques sont susceptibles d’abaissement, c’est-à-dire que leur résolution peut se ramener à la résolution d'équations de degré moindre. Comme on peut toujours supposer qu’une équation réciproque ait été débarrassée des racines + 1 et — 1 qu'elle peut avoir, elle sera nécessairement d’un degré pair 2, et l’on pourra lui donner la forme
I Ï I Ào +2) + A; - +) +... +Ay (a+ :) + À, = 04
Cela posé, si l’on fait
et généralement
mt Ma = ZT + n°
s . . I puis que l’on multiplie V,_, = 2"! +
par x — Z +
zli—1
on trouvera
re n 1 n—2 1 VAUT z PRIERR d'A Fe T° nee
ou VE ie TNA EG i My
On a V; — Z, Vo — 2,
et, en faisant usage de la formule précédente, on pourra exprimer successivement V,, V;, V;:,... par des fonctions de x; il est évident que V, sera une fonction en-
ls
uière de x du degré n. On trouve
Vox — 0,
RAR AET Va —— 4) Eu Dee Vire h rt +, Ve = AS — 5 x —- br,
mn
D'après cela, l'équation proposée pourra être ramenée à une équation du degré w en x, et les racines z de la proposée seront données par la formule générale FA
; æ se — x2+1—0, d'ou = Ee4/T 2 4
Il faut remarquer aussi que le premier membre de l’équation proposée est égal au produit
(22— 2x2 +1) (2 — az +)... (2x, 3 +1),
Los Li35 + Lu désignant les p racines de l’équation en x.
62. La transformation u — z + «& a pour objet de former une équation dont les racines soient égales à celles de la proposée augmentées d’une quantité donnée a; l'équation proposée étant f(z) — o, la transformée sera f(u—a)—=o ou f(z—x)—o, en écrivant.z au lieu de u. Si l’on ordonne par rapport aux puissances de z, cette transformée sera
! " t F(— a) a a +. AE en Lo,
On pourra disposer de l’indéterminée & de manière à faire évanouir l’un des termes de cette équation. Ainsi l’on fera disparaître le terme en 371 si l’on détermine « par l’équation
PA x) 0,
Supposons, par exemple, que l'équation proposée soit
+ Pz+Qz+R—=o;
on a fz)=#+Pz2+ Q2+R, LEE 324 2Pz+Q, 1.2.
TENTE semi (A 1.2.3 RENE 1 PRE L’équation f”(z) = o donne z — — 3; Si donc on veut
; À ; : 1 faire disparaître le terme en z?, il faudra prendre à — 3! Les formules précédentes donnent
La transformation linéaire générale exprimée par
la formule
az + b TES; D RE PEU SLR Ge 0 T'Il
fournit le moyen, à cause des indéterminées a, b, ..., de faire disparaître deux termes d’une équation. Considérons, par exemple, l'équation du troisième degré,
2 EPP EQLTR = 0:
la transformée en u sera
Ao u° + À, u?+ A; u + A; — 0,
SECTION 1. — CHAPITRE IIT. 141 en posant, pour abréger, A9=0"3— Pa'b'?+ Qa'?b'—Ra',
A,=0d'[— 30b" + P (ab + ba) — Qaa] + a'[P6b — Q (ab + ba') + 3Raa' |,
A3—= — b[— 360" + P {ab + ba’) — Qaa] — a[P bb — Q (ab + ba') + 3Raa'], A3= —0%+ Pab— Qab+Raï,
Déterminons maintenant les arbitraires & et a’ de ma-
nière que l’on ait Attée d,rrhe-T O0!
comme on ne peut admettre que ab’ — ba soit nul, puisqu’alors u ne dépendrait pas de z, les deux équations précédentes se réduiront à — 3bb' + P(ab'" + ba’) — Qua — 0, Pbb' — Q{ab" + ba')+3Raa —0;
si on les résout par rapport à bb’ et ab! + ba, on trouvera
bb __3PR—Q@ db 6 PO—9R L'an. De Nr A P?— 3Q ?
À b | + en conséquence, — et — sont les racines de l'équation du «a a é deuxième degré (P2— 3Q)#— (PQ — QR}r+ (Q°— 3PR)— 0.
Désignons par t et £’ les racines de cette équation et
par f (z) le premier mexubre de l'équation proposée; les quantités a et a' restant indéterminées, nous ferons
a = a—= —1; la transformée en u se réduit alors à ui HE à à 141 t' ) ?
ses trois racines seront exprimées par la formule
AA Para
et celles de la proposée seront données par la suivante :
do)
Cette formule peut être ramenée à une expression plus simple, mais nous n’insisterons pas sur ce sujet, qui sera plus tard l’objet d’une étude approfondie ; il nous suffitici d’avoir montré comment la transformation linéaire peut conduire à la résolution générale des équations du troisième degré. Ajoutons que la même transformation fournit aussi la résolution générale des équations du quatrième degré, car elle permet de faire disparaître la première et la troisième puissance de l’inconnue, au moyen d’une équation du troisième degré. La proposée se trouve alors remplacée par une transformée que l’on sait résoudre, puisque celle-ci peut être abaissée au deuxième degré.
De REG —
DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L'ÉLIMINATION
De l'élimination.
64. Après avoir exposé les propriétés générales des fonctions entières d’une variable et des équations à une seule inconnue, nous devons parler des fonctions enuères de plusieurs variables et des équations algébriques simultanées.
Une fonction entière de plusieurs variables est un polynôme entier et rationnel relativement à chacune des variables, et l’on nomme équation algébrique toute équation qui peut être ramenée à la forme V — 0, V désignant une fonclion entière.
Un système de 7 équations algébriques admet, en général, comme on le verra, un nombre limité de solutions, quand le nombre des inconnues est égal à 7. Mais, si ce dernier nombre est seulement 7 — 1, les équations proposées n’admettront point de solution, à moins qu’une certaine équation de condition ne soit satisfaite : les procédés par lesquels on parvient à former cette équation de condition constituent ce qu’on nomme l'élimination, et l'équation obtenue est dite équation finale.
Supposons que l’on ait z équations algébriques entre n inconnues
To Z15 Z>, .. 9 Zn-—19
et que ces n équations soient satisfaites par les valeurs
simultanées 2— A, 7— A, Z9— 9, ve Zn—1 — An15
regardons zcomme une quantité connue, les équations proposées ne renfermeront plus que 7 — 1 inconnues; elles admettront d’ailleurs un système de solutions communes si l’on donne à z la valeur de a; donc l’équation finale en z obtenue par l'élimination de z,,22,...,2»_, entre les proposées devra admettre la racine a. D’après cela, on peut dire que l’équation finale qui résulte de l’élimination de n — 1 inconnues 34, 2°, ..., Zn_1 entre n équations, contenant en outre l’inconnue Z, a pour racines les diverses valeurs de 3 qui concourent, avec des valeurs convenables des autres inconnues, à former les systèmes de solutions des équations proposées.
Il faut remarquer que l'élimination n’a pas d'autre objet que la formation de l’équation finale; la résolution d’un système d'équations simultanées constitue un problème distinct. A la vérité, pour traiter ce dernier problème, on peut et l’on doit même en général faire usage de l’élimination ; mais on conçoit aussi que l’on puisse aborder la solution par d’autres voies.
Sur le nombre des termes que peut contenir une fonction entière d'un degré donné.
65. Considérons d’abord une fonction homogène et entière des 7 + 1 variables
Z1; Z9, Z3, +. s Zn Zn+1
et du degré m. Si cette fonction est la plus générale de son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction faite d’un coefficient constant, seront de la forme
Li V4 Œn y n+1 Z1 22 c++ Zn Zn+r
mn di uns tie à oué. té AR. : fe dE
PO OA RU ITR SCT
la somme des expesants &,,@2,...,@n4, étant égale à m. Le nombre total des termes dont il s’agit est précisément celui des combinaisons complètes m à m des n + x lettres Z4, Z9, +. Zngs, COMbinaisons dans lesquelles une même lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre de ces combinaisons complètes est égal au nombre des combinaisons simples de n + m lettres m à m, et voici d’ailleurs comment on peut établir l’égalité de ces deux nombres. Supposons que l’on ait écrit toutes les combinaisons complètes des +1 lettres z,,2,...,2»41,rMmàm, de manière que dans chacune d’elles l'indice d’une lettre ne soit jamais supérieur à l'indice de la lettre suivante ; désignons par À l’ensemble de toutes ces combinaisons. Supposons que l’on ait formé en même temps toutes les combinaisons simples desr+mlettres z,,29,..., zn4m,m à m, de manière que dans chaque combinaison les indices des lettres forment une suite croissante, et désignons par B l’ensemble de ces combinaisons. Il est évident que si, dans chaque combinaison B, on retranche respectivement les nombreso,1,2,3,...,(m—1)desindices deslettres successives, on obtiendra une combinaison À; réciproquement, chaquecombinaison À se changera en une combinaison B, si l’on augmente respectivement les indices des lettres successives des nombres 0,1,2,3,...,(m—1). D'ailleurs, par l'opération dont il vient d’être question, deux combinaïsons différentes de l’un des systèmes À et B se changent en deux combinaisons nécessairementdistinctes ; donc les deux systèmes renferment le mème nombre de combinaisons.
Il résulte de là qu’une fonction entière et homogène du degré m dépendant de 7 +1 variables a, dans le cas le plus général,
(r+i)(n+2)...(n+m) La 07
termes.
S. — Alg, sup., Le 10
* - Vs ‘y "RE ‘ LT C7 7 En", État e- No LA : “ 4 "7 PAS RE | TROT CORPS
Si, dans cette fonction homogène, on pose z»41 =1, on obtiendra la fonction entière la plus générale de 7 variables et du degré m; le nombre total des termes d’une telle fonction est donc aussi représenté par l'expression précédente.
66. Nous désignerons généralement par le symbole N(7, m) le nombre des termes contenus dans la fonction entière la plus générale de 7 variables et du degré m; on aura alors (r+i)(nr+2)...{r+m)
() sh tar PE Re on
le second membre de cette formule ne change pas quand on échange entre elles les lettres #2 et m, car on peut lui donner la forme 10219: NÉE) AS re en du Ent de A 7
ôn a donc aussi
(mæ+i)(m+s)...(m+n)
(2) Sir 102 0 rz
L'expression (1) sé réduit à 1 pour 7 — o, et la même chose a lieu à l’égard de l'expression (2), quand on y fait m — 0; on a donc
N (0, PER
ce qui éxprime simplement une convention. Enfin, dans
ce qui va suivre, l’entier #2 pourra recevoir des valeurs négatives, et nous conviendrons que, pour de telles va-
leurs, on a N(x,m)—o,
lors même que 7 aurait la valeur zéro.
S1 l’on remplace #2 par m — 1 dans la formule (2), on
aura mim+i)...(m+n—:1) FO 72
et par suite, en supposant 7 > 1,
A im palm Pre 1.2.3...(2—1)
ou N(2,m)—N{(r,m—1)—=N(r—1,m).
Cette formule a été établie dans l’hypothèse de m posiüfetden >1; mais, d’après notre définition du symbole N, on reconnaît qu’elle subsiste quand m est nul ou négatif, et quand » est égal à 1. Si l’on y remplace m suecessivement par 71, M—I,Mm—2,..., (M—M; +1), et qu'on ajoute les m7, équations résultantes, 1l viendra
formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre entier m1, supposé posilif.
Si l’on pose
(4) An N(r,m)—= N{n, m)—N(n, m—m;), la formule précédente pourra s’écrire comme il suit :
Vu = 71 — 1
(5) APN ne) » NME END,
RE QU LR PU LE 0 SO NU A "ASE LR QU TE Ses Mo CUT, es Pre EL AE NA D de
Le
Ré nr
| Am, An N (ze, m) A; N (ze, m) A, N(z, m — M3),
(7) Anidinr te Amam Ni (7, M) ae DE — À, M — ps — ps —.…. — px),
le signe Ÿ du second membre indiquant qu'il faut donner
successivement à u., les valeurs 0,1, 2,...,(m2, —1) dans l'expression N(7—1,m—,), et faire ensuite la somme des résultats.
Soient M2, M3,...,mx des nombres positifs quelconques, et posons encore
AREA AnN(r,m)—=Ay», Am Nr, m)—A,»,A4» N(n, m— me. ),
se. elle {B 15:69 9:16 19,9 7670 018 0e 6,9, 9,9,8,9 eue saone ee) eo 6 ao eo er DDR TONNES
ie |
ao an Nimmlhe AU Ne) EN
Si l’on suppose que k ne soit pas supérieur à #, on
aura, en appliquant successivement # fois le théorème exprimé par la formule (5),
le signe Ÿ exprimant qu'il faut faire la somme de toutes
les valeurs que prend N (n—%, m—p; —h
quand on emploie successivement tous les systèmes de valeurs nulles ou positives des indéterminées pr, us, ..…. Lx, tels que l’on ait
Pa Mis Ua Mes soon UE My
Le nombre des termes contenus dans le second membre de la formule (7) est ainsi égal au produit m, m2...mx. Si le nombre k est égal à 7, chacun des termes dont nous
venons de parler se réduira à 1 ou à o. Supposons qu'ils se réduisent tous à 1, la formule (7) donnera
(8) An dm ei NN TT) = MU TRE
PER PP PE ES RE ER RE
Mais, pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la quantité M2 — jy — {Us —..e—{{n, Qui figure sous le
ALL Nr 7? "x A + + 0 Le ’. L y 2 af
signe Ÿ dans la formule (7), ne soit jamais négative, et la condition pour qu'il en soit ainsi est (9) m—ou>{(m —1) +{m —1)+...+(m,—i).
S1 cette condition n’est pas satisfaite, comme les indéterminées fu, He,... varient de o à m,—1, de o à Ma —1,..., respectivement, la somme pus + ue +...+un prendra au moins une fois chacune des m+1 valeurs 0,1, 2,...,m; donc, dans le second membre de la formule (7), où l’on suppose k = n, il y a plus de mn termes égaux à 1, et l’on a alors
(10) ASE SAN LT) © 7e
67. J’établirai encore ici une inégalité qui nous sera . utile dans ce qui va suivre, et que l’on conclut très-facilement des formules (4) et (6). Le nombre que représente le symbole N n'étant jamais négatif, il en est de même des expressions dont la valeur est fournie par la formule (7); alors les formules (4) et (6) nous donnent
DR APN Er med AN (2m 4 Ainsi on aura généralement NOTE EE LENS ACL ASE rz7re |
en changeant m en m— m7, et en écrivant dans le second
membre N(x,m)—A,, Nr, m),
au lieu de N (#7, m— mx), on aura Ninim- m};)=>4», ....4m, N(r,m)—A,.:.4, N(r,m). Cela posé, on a l'identité N(z,m—m,)—N(r.m)—A,, N(n, m),
et en donnant à À les valeurs 2, 3,...,k, dans l'inégalité
que nous venons d'obtenir, il vient
N(r,m—m)>An, Nr, m)— Am, Am, N(7, m), N(r,m—m;)>Am, Am, N(2, M) — As 8m Sn, N (7, M), M RSR a Te PS OR De, 2 CR RNITEUES
N(a,m—m;)>Am...4mN(r,m)—A4,,...Am, N(r, m),.
Si l'on ajoute ces inégalités avec l'égalité qui les précède, on aura
N(2,m—m)+N(r,m—m;)+...+N(r, m— mx) >N(z2,m)—Am,.. .AmdmN(r,m),
ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut remarquer que le signe > n'exclut pas ici l'égalité.
Du nombre des termes d’une fonction entière, qui ne sont pas divisibles par des puissances données des variables.
68. Soit V une fonction entière et complète du RES m des n variables
215 Z9 rs Zn
et cherchons combien il y a, dans le polynôme V, de termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes
zu z772 RE ZT 4 ? 207 2, MEET
Mi; Moy «.., My étant des exposants entiers quelconques dont le nombre Æ est égal ou inférieur à 7.
Si m, est inférieur à m2, la partie de V qui est divisible par z”‘est égale au produit de ce monôme par une fonction entière du degré m—m,, laquelle doit être un polynôme complet, car autrement la fonction V ne serait pas complète; donc le nombre des termes de V qui sont
SECTION I. — CHAPITRE IV: IOI divisibles par 77: est N(7,m—m;),
et ce résultat subsiste quand m, est supérieur à m, puisqu'alors l'expression précédente est nulle. Il résulte de là que le nombre des termes de V qui ne sont pas divisibles par z7: est
N(x,m)—N(r,m— m;) | ou, d’après notre notation, Am, N(7, M}
Représentons, pour un moment, par X (n, m)le nombre des termes de V qui ne sont divisibles par aucun dès monômes
m1 Ma À Mk , 1 ? ART ET LE
la partie de V qui est divisible par z}"* est le produit de z7 par une fonction entière du degré m— mx, et dans cette fonction il y a 9 (n, m— mx) termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes z%,..., z##1; ce nombre exprime aussi combien il ÿ a, dans V, de termes qui ne sont pas divisibles par les mêmes monômes, mais qui le sont par z7*. Il résulte de là que le nombre des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des monômes
mm: ma PAP Mk mk UOTE NN EN TES”
est égal à I(2,m) —M{(r, m— my) ou, si l’on veut, à EmT(2, m).
Mais nous avons vu qu'il y a, dans la fonction V, A», N(nz m)termes non divisibles par z#; doncilyena
An Am Nr, m) qui ne sont divisibles ni par z4 ni par z%:; pareillement À, A», Am, N(n, m)est le nombre des termes non divisibles par l’un des trois monômes 271, 372, z°*, et ainsi de suite, en sorte que l'expression
Ac Dm: D NULS représente le nombre des termes de la fonction V qui n'admettent pour diviseur aucun des monômes
M1 Ma Mk Fi PA Ts 7 dite
Réduction d'une fonction entière de plusieurs quantités assujetties à satisfaire à un pareilnombre d'équations donnees.
Soient (x) : Ni 0: V0: .. V
kéquations algébriques des degrésrespectifsm,,m2,...,mx entre les variables
Z1, Z3;, Po Zn
dont le nombre n est au moins égal à X.
Nous supposerons non-seulement que ces équations soient complètes, mais encore que les coefficients de chacune d’elles demeurent indéterminés, en sorte qu'il ne puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous établirons la proposition suivante :
Soit S une fonction entière quelconque des variables Z1, 72... dl sera toujours possible de tirer des équations (1) les valeurs des puissances
Z Na Ma mk F2} Z, 9 Ze 9 Re 3}, 9
qui seront ainsi exprimées par des fonctions entières ne
contenant Z1,22,...,2xqu avec des exposants inférieurs äm, > Moye.es 1k respectivement. En outre,par la substitution de ces valeurs, on pourra faire disparaitre de la fonction S tous les termes divisibles par l’un des monômes (2).
Cette proposition est évidente quand le nombre k est égal à l’unité ; dans ce cas le système (1). se réduit à une seule équation de laquelle on pourra tirer la valeur de g; la substitution de cette valeur abaissera le degré de S ; si ce degré reste supérieur à m,, de nouvelles substitutions pourront évidemment le réduire au-dessous de m4. Au surplus, la réduction peut être opérée immédiatement en divisant S par V,; si l’on désigne par — T, le quo- . tient de cette division et par S’ le reste qui est de degré inférieur à 724, On aura
en sorte que, pour atteindre le but proposé, 1l suffira d'ajouter à S le produit T, V;.
Lorsque le nombre Æ est supérieur à 1, si les degrés Mu, Mo, ..., my des équations (1) sontégaux entre eux, on voit tout de suite que l’on pourra résoudre ces équations par rapport à z7*,27*,...,2£+, puisque nous leur supposons, la plus grande généralité possible ; mais on aperçoit moins facilement, même dans ce cas particulier, la marche qu'il faut suivre pour faire disparaître de la fonction S les termes divisibles par l’un des monômes (2). Le procédé est pourtant le même que dans le cas de k— 1; mais il faut l'appliquer d’une manière convenable, afin qu’aucune des substitutions qu’on exécute ne fasse reparaître des termes déjà disparus par des substitutions précédentes.
Quels quesoientlenombreketles degrésm,,ms,..., mx, je dis qu’on peut trouver des polynômes T,, T:,..., Tx
194 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE, tels que la somme (3) S+HTV + DV +... + TV,=S
ne renferme plus aucun terme divisible par l’un des monômes (2); J'ajoute qu'en général ces polynômes ne seront pas complétement déterminés et qu'ils pourront en conséquence être choisis de plusieurs manières différentes. En effet, désignons par m le degré de la fonction S et prenons pour Ti, T,,..., T; les fonctions entières les plus générales des degrés respectifs
m — Mi, M — M, ,..s mm — My,
chacune de ces fonctions devant toutefois être réduite à zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré est négatif.
Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans le premier membre de la formule (3) sera évidemment
(4) Nfa,m—m)+N(r;m—m)+...+N(r,m— my); d'ailleurs ce premier membre est un polynôme complet du degré m qui renferme N (7, m) termes, et parmi ceux-ci il y en a (n° 68)
Any dm Ge HAN 7e m)
qui ne sont divisibles par aucun des monômes (2). Le nombre des termes de l'expression (3) qui sont divrsibles par l’un des monômes (2), termes que nous voulons faire disparaître, est donc
(5) Nirim) = A A, 6 Ca Nr Sie
Or on a vu au n° 67 que le nombre (4) n’est jamais inférieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues dans la formule (3) seront toujours en nombre suffisant pour l’évanouissement de tous les termes divisibles par Jun des monômes (2).
La fonction S est quelconque; si on la réduit successivement aux monômes (2), on voit, par ce qui précède, que chacun de ces monômes sera exprimable par une fonctionentière quine contiendrales variables z,,z°,...,2x qu'avec des exposants inférieurs à m,, m2,..., mx vespectivement.
Elimination de n — 1 inconnues entre n équations algébriques. — Theorème de Bezout relatif au degré de l ’équation finale.
70. C’est en partant des considérations qui précèdent que Bezout est parvenu à établir, comme nous allons l'expliquer, le principe fondamental de la théorie de l’élimination.
Soient
(1) Vi 0; Ni 0 .. Vn1=0
_n équations algébriques des degrés m, m2,..., mn res-
pectivement et contenant 7 inconnues Z19 Za9 .. Zn 3
nous supposerons, comme au n° 69, que chacune des équations proposées est la plus générale possible, et qu'il n'existe aucune relation entre les coefficients.
Considérons les 7 — 1 premières équations (1); d’après ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces équations les valeurs de
m1 Ma Mn:
et ? 270? “a à Te
et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entières qui ne renfermeront les inconnues 2,4, Z2, ..., Zn_1 qu'avec des exposantsinférieurs à, Ma,..., Mn-_4 TCSpectivement.
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Cela posé, soit T, un polynôme complet d’un degré indéterminé que je représenterai par m—m,. Si l’on multiplie par T, la dernière des équations (1) qui est du
degré m,, elle deviendra
| (2) HV O0) | et je dis qu’on peut réaliser l'élimination des 7 — 1 inconnues Z4, Z», ..., Zn_1, par le moyen des arbitraires | contenues dans T, et avec le secours des 7 — 1 premières | équations (1). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées, l'équation (2) deviendra l’équation finale et le nombrem | exprimera son degré. | Le premier membre de l’équation (2) est un polynôme | complet du degré m, et 1l renferme, en conséquence, N (7, m) termes; mais quand, au moyen des 72 — 1 pre- | mières équations (1), on aura fait disparaitre (n° 69) tous les termes divisibles par l’un des monômes
1 2 Écnel il n’en restera plus que Any CAE An: dm: N A m) 5
( 3) ANNE ir DS TITI durs | | par conséquent, pour que l'élimination puisse s’exécuter, | il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans | T,, tous ces derniers termes disparaissent, à l'exception | des m+ 1 qui ne renferment que la seule inconnue z,.
Ainsi le nombre des termes qu'il faut faire évanouir est f (4) Anna A4mAmNtr,m)—(m+it)
Le polynôme T, étant complet et du degré m— my, 1l renferme N (n, m—m,) termes; mais le nombre des coefficients dont on peut disposer pour l'élimination est beaucoup moindre. En effet, il est évident qu'avant d’effectuer le produit T, >< V», qui doit former le premier
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membre de l’équation (2), rien n'empêche de faire disparaître de T} tous les termes divisibles par l’un des monômes (3); 1l n’y aura d’arbitraires dans T, que les coefficients des termes restants dont le nombre est
Ann * ° On 0 DUT mt RE Mn);
en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer tous les autres nuls, puisqu'il est possible de les faire disparaître. Enfin on peut choisir arbitrairement l’un des coefficients du polynôme T, amsi réduit, car cela revient à multiplier l’équation (2) par une constante; donc le nombre des arbitraires utiles pour l'élimination est seulement |
(5) Anne AmAmN(r,m—m,)—x.
On voit d’après cela qu’on pourra faire disparaître les INCONNUES 74, Zo, +. Zr_1 de l'équation (2), en résolvant simplement un système d'équations du premier degré entre un pareil nombre d’inconnues, si les expressions (4) et (5) sont égales entre élles. En écrivant que ces expressions sont égales, 1l vient
Mb dr GmN(rim) Apres A A, N(r,m—m,)
ou m — An, A “re “An, Am, N (ze, m);
or, le second membre de cette formule n'étant pas supérieur à m, il est nécessairement égal au produit MiMo...My, d'après la formule (8) du n° 66; car la condition (9) que suppose cette formule sera évidemment remplie. On a donc
INIST SON RS P dès lors énoncer le théorë ivant :
EL OT peut és lors énoncer le théoreme suivant :
Le degré de l’éguation finale qui résulte de l'élimi-
nation de n — 1 inconnues entre n équations à n inconnues est égal au produit des degrés de ces équations, lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients demeurent indéterminés.
71. La démonstration que nous venons de présenter repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du polynôme T, sont complétement déterminés par les équations du premier degré auxquelles ils doivent satisfaire. Or, bien que le nombre de ces équations soit égal à celui des arbitraires, et que les équations proposées aient la plus grande généralité possible, on pourrait craindre de se trouver ici dans l’un des cas d’incompatibilité dont l'existence est bien connue; il est facile de montrer qu’il n'en peut être ainsi.
En effet, supposons que les équations proposées se réduisent à
mi er NE UN RS
na
re Mz Le 54 Mn s AS soie 0; 34 oo —0; …… Th ——<2n_1—0,
a étant une constante donnée. Dans ce cas, on a m VA ts F — 24)
et la fonction qui réalise l'élimination peut être déterminée a priori. Si, en effet, on pose ALFA mm — m; Mas e «My M = ——) My
le polynôme T} aura pour valeur
LS WA MS ml
__ ,(n!—1)}m (m'—2)mn Tr —= 2, MO TRUE,
car, en employant cette valeur de T,, on a
RUREME m À ie ne < 2, ROUE)
ou, à cause des 72 —1 premières équations proposées,
mt TiVr =, 04
Il est évident que, si l’on applique à ce cas particulier la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette même valeur de T, que nous venons de former; 1l en résulte que les équations qui déterminent T, ne peuvent offrir d’impossibilité en général, puisqu'elles n’en présentent pas quand on donne certaines valeurs particulières aux coefficients des équations proposées.
Nous ajouterons encore une remarque fortimportante. Le raisonnement du n° 70 a conduit, par l'élimination de n—1inconnues entre z équations, à une équation finale dont le degré est égal au produit des degrés des équations proposées ; mais on peut se demander si ce degré ne serait pas susceptible de s’abaisser par l’évanouissement de quelques termes, ou s’il ne serait pas possible, en suivant une voie différente, de déduire des équations proposées une équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir qu’il n’en est rien, tant qu'il s’agit d'équations générales; effectivement, dans l’exemple que nous venons de considérer, on reconnaît a priori que l'équation finale est
et son degré est égal au produit des degrés des proposées. Or ces dernières sont comprises dans les équations générales du n° 70; donc l’équation finale qui en résulte est nécessairement comprise dans l'équation finale qui se rapporte au cas général.
On arrive à la même conclusion en considérant 7 équations des degrés my, m2, ..., mA respectivement, dont chacune soit décomposable en facteurs liféaires de la forme
An 24 Ana Hi. + nn + A, &y, >, … étant des coefficients indéterminés. Le système de ces équations peut évidemment être remplacé par MM: 112.5: M1; systèmes formés de 7 équations du pre-
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mier degré; chacun de ceux-c1 fournit une équation finale du premier degré, et le produit des m équations finales ainsi obtenues est l’équation finale relative au système proposé.
Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évi- … demment impossible de tirer des équations proposées une équation en 2»,
p(zr}=0,
dont le degré soit inférieur à m1; donc la même chose est également impossible dans le cas des équations générales.
72.-L’analyse que nous venons de développer montre qu’on n’obtiendrait pas la véritable équation finale, dans le cas où le nombre des équations est supérieur à 2, si au lieu d’éliminer les inconnues à la fois, comme nous l'avons fait, on voulait procéder par éliminations successives; car supposons le cas des trois équations générales des degrés respectifs m,, m°, m;, entre les inconnues Z1, 33 Zs3. Si l’on élimine z, entre la première équation et chacune des deux autres, on obtiendra deux équations finales des degrés mn, m; et m, m3, puis l'éhmination de z, entre ces deux dernières fournirait une équation dontle degré pourraits’élever jusqu'à n° m2 m3,tandis que la vraie équation finale est seulement du degré m, ms m3. Le cas des équations du premier degré estle seul où l’on puisse procéder par éliminations successives.
Sur la résolution des équations algébriques simultanees.
73. Lorsqu'on sait former l’équation finale qui résulte de l’élimination de 7 — 1 inconnues entre » équations données, on peut aussi, d’après une remarque due à Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli-
minées qui répondent à chaque racine de l'équation fi nale. C’est ce que nous allons développer.
Reprenons les n équations
(r) VS 0 Vs 10; AL NÉ dm
des degrés respectifs 77,,m°, ..., m, entre les inconnues Z, Ze, +. Zn, Et Supposons, comme nous l’avons fait Jusqu'ici, que ces équations aient la plus grande généralité possible.
Posons
(2) 3 — «&; Z1 + Go 29 Am ou mi 7 D A TIC
Xi, Lo, Ay_1 étant des coefficients indéterminés, et prenons z pour inconnue à la place de z, ; 1l faudra, dans les équations (1), remplacer z, par la valeur
{ Zn —2— (MZ HZ +... Hays 2
cette substitution ne changera pas le degré des équations,
_et celles-ci deviendront
(3) io, 0 .., ER 0
S1 l’on élimine z,, 3:,..., z,_, entre les équations (3), on obtiendra une équation finale en z dont le degré m
sera Mm = M; Ma, . Mn
et qui contiendra dans ses différents termes les 7 — 1 indéterminées @,, &,..., %»_1. On peut chasser les dénominateurs qui seraient fonctions de æ&,, œ,... et, en ordonnant le premier membre par rapport à ces indéterminées, l’équation finale en z sera
(4) (2) + [oi Fi1(2)+ Fo (2) + an Frs (z)] +. — 0:
On retrouvera l'équation finale relative aux équations proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées S.— Alg. sup., 11
2; on a effectivement alors z = z,, et l’équation (4) se réduit à
AA
mais l’indétermination des quantités & va nous fournir des résultats plus étendus. Si, dans l'équation (4), on
remplace z par sa valeur tirée de la formule (2) et que l’on fasse usage des formules connues
Z] Z; de tort i ln Zn—1
F(z) = (en) + ENST: (Zn) Tous
pie er opere release as ae nes
fs (zn) +...)
il viendra, en ordonnant par rapport aux «,
fa) {a [af'{e) A (NI +an1[2n 14 S (2) + Fr (z»)] + r.. O.
Cette équation (6) résulte de la combinaison des équations (1) entre elles, etelle est nécessairement satisfaite, quelles que soient les indéterminées &, par tous les systèmes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les équations proposées. Si l’on suppose que ces indéterminées soient nulles à l'exception d’une seule «,, le premier membre de la formule (6) se réduira à un polynôme ordonné suivant les puissances de «,, et il ne pourra être identiquement nul, à moins que les coefficients des diverses puissances de &, ne soient nuls. Aïnsi, en particulier, on aura, outre l’équation (5),
Zf (Zn) + Fa (zn) = 0,
pour toutes les valeurs 1, 2, ..., (7 —1) de l'indice u, ce qui donnera
(nas Prten) Ze ie F(zn) DA “ie ie (&n), (Zn) f'(2n) É fa
Dans le cas particulier où le premier membre de chacune des équations (1) est un produit de facteurs du premier degré à coefficients i ‘terminés, l'équation (5) n’a point de racines égales, et par suite elle n’en peut avoir dans le cas général. Donc, si l’on remplace z, par l’une des racines de l’équation finale (5), la dérivée f”(z,) ne sera pas nulle, et les formules (7) ne deviendront point illusoires, à moins que l’on n’attribue des valeurs déterminées aux coefficients des équations proposées.
74. La méthode précédente conduit à d’autres formules qu'il convient de remarquer et qu'on obtient en égalant à zéro les termes que nous n'avons pas considérés dans la : formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puissance supérieure à la première de l’une des indéterminées æ, soit un produit de puissances de plusieurs de ces indéterminées. Par exemple, si l’on représente par F,, (z) le coefficient de «,+, dans le premier membre de l'équation (4), les indices p et y pouvant être égaux, et qu'on égale à zéro les coefficients de «? et de æ,a, dans l'équation (6), il viendra
Her) Fi(zr)
2 a TRS
(8) 18,2 & ne SAN Zp Fou (z») 0;
San) 225 + LE, (2») Ai ea PEINE EN DEN EM STE
La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de z,,
Ari rote (9) SE NTAPAENES
Les formules (8) et (9) sont plus compliquées que les formules (7); mais, quand on passe du cas des équations générales à celui des équations particulières, les formules (7) peuvent devenir 1llusoires, et dans ce cas les formules (8) et (9) les suppléeront, Celles-ci peuvent à
leur tour devenir illusoires et exiger l’emploi d’autres formules qu'on pourrait pareillement tirer de l’équaion (6); mais il n’est pas utile d’insister davantage sur ce sujet.
75. Les équations (à) et (7) sont, d’après notre analyse, une conséquence nécessaire des équations proposées; soit V,= 0 l’une quelconque de celles-ci, et désignons par V, le résultat que l’on obtient quand on remplace dans V,, z,, 22,..., 3n_1 par les valeurs (7). La fonction V, sera de la forme
ARE Pu(z + TP entire D, (z») étant une fonction entière. Effectuons la division de D,(z,) par f(z,), de manière à obtenir un reste 9, (z) de nu inférieur à rm, et désignons par Ÿ,(z,) le quotent de cette division, on aura
Re F(zn)T pfzn) + qufzn) BE {4
oder
Cela posé, puisque les équations (7) résultent des proposées, il en sera de même de l'équation V, : 0, laquelle se réduit à ulZn) 10:
Or celle-ci ne peut avoir lieu que siv,(z,) est identiquement nul, car ce polynôme est au plus du degrém—r+, et nous savons qu'on ne peut tirer des équations proposées une équation finale en z, d’un degré inférieur à 7». La précédente valeur de V, se réduit donc à
V, = Au 2 te:
LE AE z, TA
d’où il résulte que les équations proposées sont satisfaites
ue PE HEAR, 2 | = +
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par tous les systèmes de valeurs des inconnues tirées des équations (>) et (7); ce quiest la réciproque de la proposition établie au n°74. Ainsi se trouve démontré cet
important théorème :
Le nombre des systèmes de solutions communes à plusieurs équations renfermant un pareil nombre d’inconnues est égal au produit des degrés de ces équations, lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefftcients demeurent indéterminés.
En particulier, deux lignes des degrés m, et mase coupenten m, m: points ; trois surfaces des degrés m:,m:,m3 se coupent en M; Mas points.
On dit qu’une courbe algébrique plane ou gauche est de l’ordre m, lorsqu'elle est rencontrée en m points par un plan quelconque. L'intersection de deux surfaces des degrés 2, et, est donc en général une courbe de l’ordre My Mo, Car le nombre des solutions communes à trois équations des degrés m1, m2: et 1 est m3 x<m2>xX<1. Ainsi l'intersection de deux surfaces du deuxième degré est en général une courbe du quatrième ordre; mais il peut arriver, dans les cas particuliers, que cette courbe se réduise, soit à une courbe du troisième ordre et à une droite, soit à deux courbes du deuxième ordre, c’est-à-dire à deux coniques.
Remarque sur la methode d'élimination de Bezout. —
Methode d’Euler.
76. La méthode d'élimination de Bezout, exposée au n° 70, consiste à multiplier l’une des équations proposées,
(1) Ne 0: Vo 0 ., Ne 0:
par un certain polynôme, et à employer les autres équa-
tions pour faire disparaître quelques-uns des termes contenus dans le produit ; l'élimination s'achève ensuite en disposant convenablement des arbitraires que renferme le polynôme multiplicateur. Mais, d’après ce qu’on a vu au n° 69, cette manière d’opérer revient à ajouter entre elles toutes les équations, après les avoir multipliées par certains facteurs ; donc, si l’on représente par
(2) He 0
l'équation finale qui résulte de l’élimination de z,, z°,..., Zr_1 entre les équations (1), on aura identiquement
F(En ) A ANA cl RCA EN ee En mt de
T,, T:,..., T, étant des fonctions entières des inconnues convenablement choisies.
77. Dans l’/ntroduction à l'Analyse infinitésimale, Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une méthode qui revient au fond à celle de Bezout. Représentons les deux inconnues par x et y et supposons que les équations soient l’une du degré m, l’autre du degré 7; ces équations ayant été ordonnées par rapport à y, représentons par
Vi P MH Q JU ER PUIS pm...
Ve = P'7? HOUY TIRER ESPACES
leurs premiers membres. La méthode d'Euler consiste à multiplier respectivement les polynômes V, et V, par les facteurs indéterminés
MP’ pt + Apr 2 By + C'yti MARIE HA HELP PRET Cy'"-# LES
à exprimer ensuite que les coefficients des mêmes puissances de y sont égaux dans les produits M, V,,M, V:, et
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à éliminer enfin les m + n — 2 indéterminées À, B,..., A’, B',..., entre les m+n—1 équations du premier degré PA’ QP/—P'A+Q'P, PB’ + QA'+RP'—P'B+Q'A+R'P, PC' + QB'+RA’ + SP! —P'C+Q'B+R'A+S'P,
ainsi obtenues.
Les m + n — 2 premières des équations précédentes donnent pour les indéterminées A, B,..., A’, B',..., des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer le même dénominateur A; les facteurs M, et M: auront donc la forme |
T, et T: étant des fonctions entières de x et y, et il est évident que notre équation finale sera
T, V, + To Ve ==), 78. S'il s’agit, par exemple, d'éliminer y entre les deux équations du deuxième degré Der QRÉERE 0, P'y? + Q' 7 + R=*6, on sera ramené par le procédé d'Euler à éliminer À et À’ entre les trois équations
PA'—P'A—{PQ/ — QP'), QA'—Q'A—— (RP — PR), HATRPA=E
ce que l’on peut faire en ajoutant ces équations après les avoir multiphiées respectivement par les facteurs
QR'—RQ'. RP'—PR', PQ'—QP';
il vient ainsi (PQ! — QP') (QR’—RQ') — (RP'—PR'} —o.
Si l’on tire des équations qui précèdent les valeurs des indéterminées A et À’, on en conclura, comme il a été indiqué plus haut, les polynômes par lesquels il faut multiplier les équations proposées, pour obtenir l’équation finale d’après la méthode de Bezout. Ces polynômes sont respectivement
— (PQ' —QP') (P'y+Q')—P'(RP'—PR') et + (PQ — QP') (Pr +Q) + P(RP'— PR).
Remarquons encore que l’équation finale peut ici s 0btenir immédiatement en résolvant les équations proposées par rapport à y et à y?, ce qui donne
! po ! / Le... R L AR PA 4.08 RO BOL CE: ROLE OZ
et en égalant ensuite la seconde expression au carré de
la première.
Cas de trois équations du deuxième degré à trois inconnues.
79. Pour donner un exemple des simplifications que comportent les applications de la méthode de Bezout, nous considérerons le casde trois équations générales du deuxième degré entre les trois inconnues x,y,z. Soient
a ÿ?+2byz + cz? + 2dy +2ez + f —=0, (x) a'y? +2b'yz+ c'3? +od'y +oe z+f —o, ay? +20" yz+ cz? +od"y+2e"z+f" —0o
les équations proposées ordonnées par rapport à y et à z;
dans chacune d’elles les trois premiers coefficients sont des constantes, les deux coefficients suivants sont des fonctions linéaires de x; enfin le dernier terme est une fonction entière de x du deuxième degré.
Nous poserons
(2) H— a (b'c” — b”c') + a! (b"e — bc”) + a” (bc! — b'c)
ef
ET
D—d(b'e"— bc) +d(b"c— be") + d'( be! — ble),
E —e(b'e"—b"c)+ e'(b"c— bc") + e”{ bc! — b'c),
= flhet—27 c') + f' (be — bc”) + f"( bc! — Lie
D'=d{c'a"— ca) + d'{c"a — ca") d'icu== ca),
(3) Fe e"(c'a — ca”) | ae
caca
fab" — ab) +f
a"b— ab") + d'{ab'— ab a"b— ab") +e”{ab'— ab), a"b— ab")+f" ab! — ab).
nn PR TR der,
Alors, en éliminant successivement deux des quanütés y?, yz, z? entre les équations (1), on obtiendra les suivantes :
Hy°+2D y +2E z2+F —=o, (4) 2Hyz+2D'y+2E'z +F — Hz? +2D"y+2E"z2+F"—o, qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur donnerons une autre forme qui permettra de faciliter les calculs ultérieurs. Si l’on pose, pour abréger l'écriture, R —HF +2(D'E — DE’) +(E?—4EE"), (5){ R° HF + 4(D’E — DE”) —2(D'E —2D'E—2DE), R’” —_ HF” sd (D’E' y D! E”) te DE suc 4 DD”),
et que l’on multiplie les équations (4) par H, on pourra
” r CR le ce ; AU | de PC HN LES % j
leur donner la forme suivante :
(Hy +E') (Hy+2D—E )+2E(Hz+2E’—D')+R—0o, (6) 2(Hy+E') (Hz+D') —8D’E+R'—o, (Hz + D’) (Hz+2E"— D')+2D’(Hy+2D—E')+R’—0;
nous représenterons respectivement par NS V», V:
les premiers membres de ces équations (6).
Pour former, d’après la méthode de Bezout, le premier membre de l'équation finale demandée, nous multiplierons la fonction V, par un polynôme indéterminé T, du sixième degré qui ne renferme aucun terme divisible par y? ou par z?; les équations V, = 0, V;—o seront ensuite employées pour faire disparaître du produit T, V, tous les termes qui contiendront en facteur y? ou z?. Construisons, pour cet objet, les formules suivantes :
(Hz+D')V;—2E V,=(Hy+E') (Hy+2D—E!) (Hz + D} — 4{D'E(Hy+2D—EF/) +R(Hz+D')—2R'E,
(Hy +E')V;—92D’V, —(Hz+D')(Hz+2E" —D')(Hy-+E — 4{D'E(Hz+2E"-— D') + R/{Hy + D') — 2 RD”, (Hz+D')(Hz+2E”—D')V,—(2E(Hz:+2E/—D')+R]V, —=(Hy +E)(Hy + 2D—E')(Hz+D')(Hz+2E —D/ —4D'E(Hy+2D—E')(Hz+2E’-—D') —2RD"(Hy+2D—EF)—2R"E(Hz+2E"-— D')—RR#;
en égalant à zéro leurs seconds membres, nous obtiendronsles équations nécessaires pour l’évanouissément des termes que nous aurons à faire disparaître.
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Nous donnerons au polynôme T, la forme suivante :
T,—=2X(Hy+2D—E')(Hz+2E/—D') (9) +2(Y+E X)(Hz+2E’—D' +2(Z+D'X)(Hy+2D —E')+U,
X, YŸ,2, U désignant des fonctions entières et indéterminées de x; la première de ces fonctions, X, est du quatrième degré; Ÿ et Z sont du cinquième; enfin U est du sixième degré. Il est presque superflu d'ajouter que c’est uniquement pour les convenances du calcul que nous écrivons Ÿ + E’X et Z + D’X au lieu de Ÿ et Z. Comme nous l’avons dit, les formules (7) et (8) seront employées à faire disparaître du produit T, V, les termes divisibles par y? ou par z?; il est facile de voir qu’on produira cet effet en ajoutant au produit T; V, les seconds membres des trois formules (7) et (8) respectivement multiphiés par les facteurs
—{(Z+D'X),, —4(Y+HEX), —4X,
ce qui revient à ajouter à T, V, les produits T, V,, T3 V3, dans lesquels les facteurs T,, T; ont pour valeurs
T,=—4X(Hz+D')(Hz+2E’—D') Fe) + 8D’(Y+E'X)—4(Z +D'X)(Hz+D'),
T3,—=—4X[2E(Hz+2E—D')+R]
— 4(Y+E'X)(Hy +E')+8E(Z +D'X|}.
Effectivement, si l’on pose (ri) OT; Vi + Te Vo + Ts Va puis que l’on fasse, pour abréger,
HP = {D'R+(2E"—D')R—2ER", HQ— {ER +(2D—E')R'—2D'R
(13) Re +4(E?—4EE")R" + (R?— 4RR’),
l'expression (11) de ®@ deviendra @—{(U+RX) V,
+ 2H (HPX +R'Z—2R’Y)r
+ 2H {HQX +R'Y —2RZ)z
+ H(2PY + 2QZ — HNX).
Maintenant, pour que cette expression devienne celle du premier membre de l'équation finale demandée, il faut que, par le moyen des polynômes indéterminés, les termes en yz, en y et en z disparaissent de la formule (14). Comme le terme en yz ne figure que dans V2, il nous faut poser
(15) U+R'X— 0, et
HPX FR 7 —-2R°Y—0 (16)
HOX LY 2R7 0:
l'expression de © se réduit alors à (17) © = 2HPY + 2HQZ — H2NX, On üre des équations (16)
PR + QR')HX— — (R'?— {RR’)Y, (2QR” + PR')HX — — (R'?— {RR")Z
ces formules montrent que le polynôme X est divisibie par R?— 4RR/, qui est une fonction entière de x du quatrième degré; le quotient de la division est donc une constante que l’on peut choisir à volonté. Nous prendrons pour cette constante l'inverse de la quatrième puissance
SECTION 1. — CHAPITRE IV. 175 de H changée de signe, en sorte que l'on aura
SR IN(R?— 4RR) + 4 (PR + PQR' + QU
qui fournit la solution de la question proposée.
Les valeurs de P et Q données par les formules (12) renferment en dénominateur la constante H, et la valeur de N tirée de la formule (13) a le dénominateur H?; mais on peut démontrer que ce dénominateur doit disparaître des expressions de P, Q, N, lesquelles sont ainsi des fonctions entières des coefficients des équations (1). Le dénominateur H? disparait également de l’expression (19) de ®, et celle-ci devient alors une fonction entière et homogène du douzième degré, relativement aux dix-huit coefficients des équations proposées; mais nous ne démontrerons pas cette proposition qui s’écarte un peu de notre sujet.
80. Il faut remarquer que l’analyse précédente ne donne pas seulement l'équation finale demandée O — 0, mais qu’elle fait connaître aussi les valeurs des inconnues y et z qui répondent à chacune des huit racines de cette équation finale. Effectivement, quelles que soient les valeurs finies que l’on attribue aux indéterminées X, Y, 2, U, dans la formule (14), l'expression de © que l'on obtiendra se réduira nécessairement à zéro, pour tous les systèmes de valeurs x, y, z qui satisfont aux équa-
tions proposées. Or, si l’on fait successivement
2R Ho UE TR et R' 2R” = 0 Ar 0; MS BEST
la formule (14) donnera ces deux valeurs correspondantes
de © :
—(R?— {RR')y+(2PR + QR'),
@—(R?—/4RR’)z+/(2QR"+ PR'),
qui l’une et l’autre sont nulles; on a donc
ÉOMVSEREE OS E 2QR” + PR’ P— R?_4{RR"? EF RER et l’on peut écrire aussi | PRTxNT O2 2, TPAX ER
X, Y, Z désignant ici les fonctions déterminées par les formules (18). Il est évident que, si l’on substitue ces valeurs (0) de y et de z dans les premiers membres des équations (6), ceux-ci se réduiront à des fonctions rationnelles de x dont les numérateurs seront divisibles par O®; au surplus, il est facile de vérifier qu'il en est ainsi, en se servant des formules que nous avons obtenues.
81. Si l’on suppose que x, y, z représentent des coordonnées rectilignes, le problème que nous venons de résoudre coïncidera avec celui qui a pour objet la recherche des points communs à trois surfaces du deuxième degré données.
La discussion des cas particuliers de ce problème met en évidence diverses circonstances intéressantes qu’il n'entre pas dans notre plan d'analyser d’une manière
complète; mais nous indiquerons succinctement les principales, afin de faciliter l’intelligence des considérations générales que nous aurons à présenter ensuite. Les coefficients des équations proposées ne seront plus dans ce qui va suivre des constantes indéterminées, et nous examinerons les cas principaux dans lesquels la fonction @ se réduit identiquement à zéro.
Supposons d’abord qu’il n'existe entre les coefficients aucune relation autre que celles qui sont nécessaires pour la réalisation de l'hypothèse où nous nous plaçons. Dans ce cas, la fonction X ne se réduit pas à zéro, et la substitution des valeurs (20) de y et de z, dans les premiers membres des équations (6), donne des résultats identiquement nuls; cela exige, comme on le reconnaît. aisément, que les fonctions rationnelles substituées à y et à z se réduisent à des fonctions linéaires de x, et, par suite, que Ÿ et Z soient divisibles par X. On voit alors que nos trois surfaces ont une droite commune, savoir, celle qui est représentée par les équations (20); mais elles ont aussi d’autres points communs qu’il est facile de déterminer. Effectivement, les formules (20) ont été obtenues en remarquant que, pour toutes les valeurs de x, y, Zz qui satisfont aux équations proposées, les deux fonctions entières
) ù { Z À e ge üx )° AT x) s’annulent. En égalant à zéro le second facteur de l’une et de l’autre expression, on retrouve les équations (20); mais on voit que l’on a en outre la solution
= ououR = HRR = E0; laquelle fournit les coordonnées x de ceux des points
communs aux trois surfaces qui ne se trouvent pas sur la droite commune.
Ainsi, dans le cas qui nous occupe, bien que les équations proposées soient indéterminées, on est conduit à considérer une équation finale qui est, en général, du quatrième degré.
82. Supposons maintenant que les coefficients des équations proposées soient tels que l’on ait identiquement, non-seulement ® — o, mais encore X = 0 ; comme au numéro précédent, nous exclurons toute relation inuile pour la réalisation de nos hypothèses. Les équations
HXy —Y—o, HXz—Z—o,
obtenues au n° 80, montrent que l’on a identiquement ŸY —0,2— 0; le cas où les trois foncüuons R, R', R’/ se réduisent à zéro sera examiné plus tard, et nous l’excluons en ce moment; alors, l’une au moins des fonctions R et R’étant différente de zéro, nous supposerons que R ne soit pas nulle. Enfin l'identité X — o nous donne
RE SX RIRE AR
et nous distinguerons deux cas, suivant que À est une constante ou une fonction de x.
Admettons d’abord la première hypothèse. Les identités ŸY — 0, Z = 0, O — o s'accordent à donner
P+)1Q0—=0o; si donc on fait Q,2e ne on aura ‘ P L'ART CR &
et 1l viendra, à cause des formules (12), — HE 2 D" +(2E7— D'}1—E'», HE —2E)+(2D —E')1—D',
SECTION I. — CHAPITRE IV. 177 d’où, par l’éliminauon de £, D'H(E" D'}}+{(D—E)X+E"—0; on voit que Ë est une fonction linéaire de x. Si l’on continue à représenter par V,, V:, V; les
premiers membres des équations (6), on trouvera, au moyen des formules qui précèdent,
D NE / MALE AFS Vs —= V=H(He+D—5D }E— ar —5).
On voit par là que les équations V,— 0, V3 — 0 sont satisfaites par toutes les valeurs de x, y, z qui satisfont aux deux
Vs:=0, 2—)7y —E—o; la dernière de ces équations est celle d’un plan : done, les trois surfaces que nous considérons ont une conique
commune. Ces surfaces ont aussi deux autres points
communs, lesquels appartiennent à la droite représentée par les deux équations
M or 0,1 Hzet D' : Do
si l’on üre de celles-ci les valeurs de y et de z pour les substituer dans les équations (6), on trouvera les résultats ts à He 0. ho:
ces équations sont en général du deuxième degré et l’une quelconque d’entre elles peut être regardée comme l'équation finale qui convient au cas particulier que nous examinons. |
Le cas où la constante À se réduit à zéro n’introduit aucune particularité nouvelle. Les fonctions R' et R” sont alors identiquement nulles, et comme nous excluons
Supposons que À soit une fonction de x, et po
sons r À — —:
$ r ets étant des fonctions entières premières entre elles. Comme R' 7 R” r?
ND) — = -:9 R S R s?
on aura
RAS RES rer
d’où 1l suit que le degré de r ou de s ne peut surpasser l’unité, et, comme l’une de ces fonctions au moins ne se réduit pas à une constante, la quantité Æ sera nécessærement indépendante de x.
D'après les résultats obtenus au numéro précédent, on aura
D'S+(E"—D'}rs®+(D—E')r#s+Er—0o.
Supposons que s ne se réduise pas à une constante; l'i-
dentité précédente prouve que E est divisible par s; d’ailleurs E est du premier degré : on a donc
Fes
« étant une constante. En substituant à E cette valeur et divisant par s, 1l vient
D's$+(E"— D'}rs+(D—E +ar)r—=o; on voit de même que D—E + or est divisible par s, et, en désignant par 6 une constante, on aura
D—E = —cr+65s;
SECTION I. — CHAPITRE IV. 179 puis l'équation précédente divisée par $ deviendra D’s+(E"—D'+6r)r— 0;
enfin la fonction E/— D'+ 67 est encore divisible par s et, en désignant par y une nouvelle constante, on aura
E—D'——67+7ys, puis D'—=— yr.
* En résumé, nos hypothèses nous ont donné les résultats E—acs, D—E ——cxr—+65, E"—D'——6r+74s, D'——7yr;
et l’on aurait évidemment obtenu les mêmes formules, si l’on avait supposé r fonction de x, s pouvant être une constante.
Au lieu de la constante À qui entre en ne dans les expressions de R, R’, R”,nous enintroduirons une autre g déterminée par l’équation
k = (6? — 4ay) DE Ge QUES ot ENT fon (62 — 4oay) — #; alors les équations (6) de nos trois surfaces deviendront
[Hy+E'+{(g+6)s][Hy+E' —2ur—{g—6)s]+24s[Hz+D'+(3—6)r|—0, [Hy+E' +{g+6)s](Hz+D')— . +-6)s[Hz+D'+(g—6)r]—0, [Hz +D'+{(3—6)7][Hz+D'+2ys—(9+6)7]—2yr[Hy+E' + (g+6)s]-0o.
Ces équations sont satisfaites en même temps que les deux suivantes :
Hy+E +{(g+6)s—o, Hz D:-E (g — Gr O, dans lesquelles g a l’une ou l’autre des deux valeurs
a V(E2—4 ay) —Kk; les surfaces que nous considérons ont donc deux droites communes non situées dans le même plan. On voit aussi que le reste de l'intersection
de deux des trois surfaces se compose de deux autres droites ; chacune de celle-ci coupe les deux premières droites en deux points qui sont sur la troisième surface, et en conséquence elle ne peut rencontrer cette troisième surface en d’autres points.
Ainsi dans le cas dont il s’agit 1l n’y a plus d’équation finale.
84. Considérons enfin le cas où l’on a identiquement R= 0, R'= 0, R’— 0. Les premiers membres des équations (6) deviennent alors V,—(Hy+E')(Hy+2D—E')+92E(Hz+2E"-— D), V,—(Hy+E')(Hz+D')—4D’E, V,—=(Hz+D')(Hz+2E’—D')+2D"(Hy7+2D—E'),
et il en résulte (Hz + D’) V, — (Hy + 2D —E') V,— 2EV, —0, (Hy +E') Vs — (Hz+2E"—D')V,—2D”V,—o.
La droite qui a pour équations Hy +E' —=0o, E—o appartient aux deux surfaces V, et V,, et, d'après les identités qui précèdent, le reste de l'intersection de ces deux surfaces appartient à la troisième surface V3. Pareillement, la droite déterminée par les équations Hs D= 0, 4D%—0 appartient aux surfaces V.et V;, et le reste de l’intersection est sur V,. Enfin la droite Hy +2D—E —0o, Hz+2E”’—D'—o
appartient aux surfaces V, et V;,, et le reste de lintersection appartient à V,. Il résulte de là que les trois surfaces considérées ont ung courbe du troisième ordre commune.
Les trois droites qui complètent les intersections des surfaces deux à deux ne se rencontrent pas en général, et en conséquence elles rencontrent la courbe du troisième ordre. Dans le cas qu’on vient d'examiner il n’y a point d’équation finale.
Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion, et nous remarquerons en terminant que nous n'avons pu rencontrer le cas où les surfaces données ont une courbe du quatrième ordre commune, parce quenous avons exclu les hypothèses dans lesquelles la constante H se réduit à zéro.
Sur les équations simultanées dans lesquelles les coeffcients ont des valeurs particulières déterminees.
85. En ne considérant jusqu’à présent que des Systèmes formés d'équations générales dans lesquelles les coefficients sont indéterminés, nous nous sommes af-
-franchis de toutes les difficultés auxquelles les cas par-
ticuliers peuvent donner naissance. Nous allons présenter ici quelques considérations relatives à ces cas particuliers; mais 1l n’entre pas dans nos vues d’approfondir en ce moment cette partie importante de la théorie des équations; nous reviendrons sur ce sujet dans la deuxième Section de cet Ouvrage.
Les systèmes formés de plusieurs équations simultanées entre un pareil nombre d’inconnues peuvent être distingués en deux genres, suivant qu'ils admettent un nombre limité ou un nombre illimité de solutions. Dans le premier cas, l'équation finale relative aux équations proposées doitévidemment être comprise dans l'équation finale quiserapporte au système composé d'équations générales, en même nombre que les proposées, et respectivement de mêmes degrés que celles-ci. Dans le deuxième cas, il n’y
a plus, à proprement parler, d’équation finale; cependant il peut arriver que, parmi les solutions des équations proposées, solutions dont le nombre est, par hypothèse, illimité, il y en ait quelques-unes, en nombre fini, qui se distinguent des autres par une propriété particulière et dont la détermination mérite d’être l’objet d’une recherche spéciale; cette recherche conduira donc à une équation finale d’une nature particulière. Nous avons rencontré un exemple de ce cas (n°81 et 82) dans le problème qui a pour objet la recherche des points d’intersection de trois surfaces du deuxième degré qui ont une droite commune ou une conique commune.
Soient, comme au n° 70, (x) Ni220, Va 0: ee
n équations générales des degrés m,,mm:,..., my respectivement entre les 7 inconnues
Z4s 229 ee. Zn:
et
(2) (Zn) =0 l'équation finale du degré M—M Ma... Mn
obtenucenéliminantz,,z2:,...,z,_,entreleséquations(r). On aura identiquement, comme on l’a vu,
(3) S(zn)= Ti Vi+ Ta Vote + Tr Va
T,,T:,...,T, étant des fonctions entières des inconnues. On peut toujours faire en sorte que les coefficients de ces polynômes soient des fonctions entières des coefficients des équations (1), et nous admettrons qu'ils aient été ramenés à cette forme, en sorte que j ( z,) sera une fonction
entière de z, et des coefficients des équations (1). Rappelons encore que la méthode exposée au n° 73 donne le moyen de former les m systèmes de solutions des équabons (1) qui répondent respectivement aux 71 racines de l'équation ( Re
Cela posé, donnons aux coefficients
des équations (1) les valeurs particulières AC), BU), CU), ...,
et soient
(4) Voeio: MER LAS V0
ce que deviennent alors les équations (1). Désignonsaussi par f(0/(z»), T°, les valeurs que prennent, dans la même hypothèse, les polynômes f(z,), T,,...; l’équation (2) deviendra
(5) FO (Zn) =0
et l’on aura x \ : 1) TION EN EX re uen OR PEAR OS RS
Supposons d’abord que le premier membre de l’équation (à )ne se réduise pas identiquement à zéro. Il est évident, par la formule (6), que les seules valeurs finies de l’inconnue z, qui puissent, avec des valeurs convenables desautres inconnues, constituer dessystèmes de solutions pour les équations (4), sont les racines de l’équation (5), et celle-ci sera l'équation finale relative au cas particulier que nous considérons.
Dans le passage des équations générales aux équations particulières le degré de l’équation finale peut s’abaisser par l’'évanouissement de quelques-uns des premiers termes
de la fonction f{z,); si ce degré se réduit à m —", l'équation finale (2) a p racines qui deviennent infinies quand on fait tendre les coefficients À, B,..., vers les limites A0), B(0),.... [Il est essentiel de tenir compte de ces racines infinies et de ne point abaisser au-dessous de 7 le nombre des systèmes de solutions des équations proposées. Ces m systèmes de solutions nous sont donnés par les formules des n°73 et 74; les formules (7) du n°73 suffisent toujours quand l'équation finale (5) n’a pas de racines égales ; autrement il faut avoir recours aux formules (8), (9), ... (n°74). Le cas où l'équation finale acquiert des racines égales mérite d’arrêter notre attention; parmi les m systèmes de solutions des équations (4), 1l s'en trouve alors plusieurs qui fournissent la même valeur pour l’inconnue z,. Il peut même arriver que À de ces systèmes coïncident entièrement, et, dans ce cas, 1ls constituent, pour les équations proposées (4), ce qu'on nomme une solution multiple d'ordre k.
L’équation finale relative aux équations générales (1) nous donne ainsi la véritable équation finale qui se rapporte aux équations particulières (4); mais, quand on veut obtenir celle-ci par une voie directe, il est essentiel de maintenir à chaque racine le degré de multiplicité qui lui convient.
87. Supposons maintenant que la fonction /(z,) se réduise 1dentiquement à zéro quand on fait A = Al, B— B(0,.... Nous poserons
A—AU)+eA), B—B(0+eBU), C—C(0) + eCU),
A), B(), CU)... étant, ainsi ques, des constantes indéterminées, en sorte que la généralité des équations (1) ne sera point altérée. En faisant cette substitution dans les polynômes Vzet T} et en ordonnant ensuite les résul-
1] de
SECTION I. — CHAPITRE IV. 189 als par rapportaux puissances croissantes de €, on aura __ y(0) 7(1) Vue rt eV, (a
rr(0) 4 à ) 9 rpm 2 a rr(3) Al; Her sr? AH NaRes DRE
' et re étant des polynômes indépendants de €. La
fonction f (z,) prendra donc la forme Han) = SO (an) + af (an) + / (an) +.
Par hypothèse, le terme f(0) (z,) est nul; quelques-uns des coefficients des puissances de € peuvent aussi se réduire à zéro, mais ils ne peuvent pas tous s’évanouir, car | l'expression précédente de f(z,) se rapporte toujours à un système d'équations générales. Désignons par ft#) (z,) le premier des coefficients qui sont différents de zéro, on aura alors identiquement
Fa (zh) — O0, "ne (zh) = O, . PACE (2h) — 0, et l’expression de f{z,) deviendra Plan) = ef (an) + FD (2)
en conséquence, l'équation finale relative au système général (1) prendra la forme
FM (z,) + sfr) (z,) +. ..— 0,
Maintenant, pour passer des équations générales aux équations particulières (4), il suffit de faire tendre e vers zéro, et à la limite l’équation finale se réduira à
FE (zx) = 0.
L'analyse qui précède nous conduit donc toujours à une équation limite, soit que les équations proposées admettent des solutions en nombre limité, soit que ces
équations constituent un système indéterminé, et admettent en conséquence une infinité de solutions.
Lorsque le premier cas a lieu, il y a pour les équauons proposées une certaine équation finale
p(Zn) 0
qui est indépendante des quantités arbitraires At), B(?, C1), et dont le premier membre est évidemment un diviseur de f# (z,);, on a donc
FO (an) = (an) (27),
D{z») étant une fonction entière de z, et des arbitraires A(1), B(1),....
Lorsque les équations proposées admettent une infinité de solutions, 1l n'y a plus d’équation finale; l'équation limite
JY(zn) = 0 correspond à ce qu’on nomme, dans la Géométrie, une enveloppe. Elle fournit les valeurs limites qui conviennent à l'inconnue z,, dans le cas d’un système variable que l’on fait tendre, suivant une loi quelconque, vers un système composé d'équations indéterminées.
88. Les considérations que nous venons de présenter peuvent se résumer par les propositions suivantes :
Le degré de l'équation finale qui resulte de l’élimination de n—1 inconnues entre n équations algébriques quelconques à n inconnues est au plus égal au produit des degrés de ces équations.
Dans le passage d'un système d'équations genérales à un système d ‘équations particulières respectivement de mémes degrés, le degré de l'équation finale peut s'abaisser, soit par l’évanouissement de quelquestermes, soit par la suppression d’un facteur.
Il serait facile d'établir par notre analyse que l’équation finale relative aux équations (4) peut toujours se mettre sous la forme
(0) (0) à (0) SA MERE A PERRET A ETS
S,, S»,..., Sh étant des fonctions entières. La détermination directe de ces polynômes multiplicateurs, dans les différents cas qui peuvent se présenter, est le problème que Bezout s’est proposé de résoudre, et dont le développement forme l’objet de la Zhéorie des équations algébriques, que nous lui devons. La solution n’est pas exempte de difficultés, et l’application de la théorie est fort laborieuse; aussi nous n’entrerons à ce sujet dans aucun détail, et nous renverrons à la Section suivante, où l’on trouvera l’exposition d’une nouvelle méthode d'élimination.
Il ne sera pas inutile, en terminant, de présenter un exemple simple dans lequel le degré de l’équation finale s’abaisse par la suppression d’un facteur. Je choisirai, à cet effet, le cas de deux équations du deuxième degré que nous avons déjà considéré au n°78. Les inconnues étant x et y, soient
V,=Py? +Qy +R —o, (r) V=PP+Q y +R —0o
deux équations générales du deuxième degré; P et P sont des constantes, Q et Q’ sont des fonctions linéaires de x, R et R’ sont des fonctions entières du deuxième degré. Les facteurs T,, T2, par lesquels il faut multiplier respectivement V, et V., ont ici pour valeurs
Ep (PQ —QP')(Py #0") PRE —PR'), T:=+ (PQ —QP')(Py +Q)+P(RP'—PR'),
et le premier membre de l'équation finale est (3) Ti Vi + Te Va — (PQ! — QP’)(QR' — RQ') — (RP'—PR'}.
Ce premier membre se réduit à zéro, ainsi que les polynômes T, et T°, lorsqu'on suppose P — 0, P'= 0. Posons, conformément à ce qui a été dit précédemment,
PES EDINEPSESRRE
les formules (2)et (3) donneront
T: / / ! ! ! ! / I / = (PQ —p'Q)Q —el(pQ— p'Q)p'r+p'(p'R—pR')|, Ta ! / ! ! : 4 = =+ (PQ —p'Q)Q + (PQ —r'0)pr + p(r'R—pR')],
et
T T Va F V, = (pQ'—p'Q)(QR'—RQ')—:{pR —pR'}.
nm Faisons tendre maintenant € vers zéro et désignons Par VC LU T RRQ limites de V,, V2, - et on aura Ti (pQ—pQ)Q, Te =+(PQ—p'Q)Q et ,
TAN SE Ty (PQ —p'Q) (QRt= R Q').
Si l’on remplace dans cette dernière formule TA et T{) par leurs valeurs, les deux membres contiendront le facteur pQ'— p'Q, et en supprimant ce facteur il viendra
r 47 (0) COTE / + FAO Ha QIV SQREERQE l'équation finale se réduit donc à
QRERQ=0;,
FAX
et, comme on le voit, elle s’est abaissée au troisième degré par la suppression d’un facteur.
S1 l’on suppose que x et y représentent des coordonnées rectulignes, les équations proposées seront celles de deux coniques. L’équation finale que nous venons d’obtenir fera connaître les abscisses de trois des points d’intersection, mais les deux coniques doivent être regardées comme ayant un quatrième point commun situé à l’infini; l’ordonnée y de ce quatrième point est infinie, mais l’abscisse x est complétement indéterminée.
L'existence de solutions indéterminées se manifeste même chez les équations du premier degré. Effectivement, les deux équations
ay + bx + c—o, a'y +b'x+c—=o
représentent deux droites qui deviennent parallèles lorsqu’on suppose a—0,4—0. L'ordonnée du point d’intersection est alors infinie, mais l’abscisse est indéterminée.
Théorème relatif au degré de multiplicité des solutions de deux équations simultanées à deux inconnues.
89. Il existe, à légard des solutions multiples d’un système d'équations simultanées, un théorème analogue à celui qui concerne les racines multiples des équations à une inconnue. Nous allons établir ici ce théorème en nous bornant au cas de deux équations à deux inconnues x etre
Soient
(1) AE Oo EF Tr. 0
deux équations des degrés mn et x respectivemen t et auxquelles nous supposons la plus grande généralité possible. Pour donner à ces équations la solution += x, 3? —Yy0, il suffira d’assujetur les arbitraires contenues dans / et F
aux deux conditions
(2) TRI F0) 0, En Cela étant, ordonnons f(x,y), F (x, y) par rapport à X— Xo Et Y—Yo, puis posons
PTE rot
il est évident que les premiers membres des équations (1) prendront la forme
(3) ARE N CE) pi (4) Lit XQ A go(t) LEE (x —x)" Om F{x, y}={(+r— #1) dt) +(x— 2) ®, (4) SERA 2 L. (r— x)" ®,
Pa (4), P,(t) étant des fonctions entières de £, la première
du degré 1. etla seconde du degré y ; dans ce qui va suivre,
les indices 2 et y pourront surpasser mn et n respective-
ment, mais dans ce cas on fera o,(t) — 0, D,(t) = 0. Désignons par
Ÿ (x, J)=mo(é) + (z— root) +...+ (æ —xo)a(t)
une fonction entière arbitraire, d'un degré quelconque s, des deux variables x et y, et que nous ordonnons de la même manière que les fonctions f'et F. On aura identiquement
(4) F(x, J)— fe, 7) Ÿ (x, J)=(x—x6) HE (xx) T,+ Rae en posant, pour abréger,
Ti () —o(t)a(t),
et si l'on dispose des arbitraires contenues dans les fonc-
(6) F(x,r) — f(x, r)Ÿ (x, y) =(x —r) Tr + (re — 20) IT prise
üons fet F, ainsi que de celles contenues dans Y, de mamère que l’on ait identiquement
(5) PORT 0, fi NT 0,
la formule (4) deviendra
Cela posé, supposons qu’on veuille donner aux équations proposées la solution Cu LNSUIDTAque le second membre de la première formule (3) et celui de la formule (6) se réduisent à zéro POUT L'— "THE T0
T; A 24 To
== ; ces valeurs de x et de t devront donc satis-
faire aux deux équations
a (4) + (0) ga (4) += 0
D ET 0e 0 Mais, si l’on fait varier x, et y1 de manière que ces quantités tendent vers les limites x, et yo, les deux conditions imposées aux arbitraires se réduiront à une seule à la limite, car il suffira que les deux équations
pilé) —0, V0 soient satisfaites par la même valeur de {; cette valeur sera égale à la limite vers laquelle tend le rapport 17° y — Lo
quand y,et x, tendent vers y, et x,. Comme la première des équations précédentes est du premier degré, la condition dont nous venons de parler équivaut à celle de la divisibilité de Ty par 0, (#); enfin, parce que Tyrenferme le terme 54_,(t)p,(t) et que les conditions (5) laissent 5x1 (4) indéterminée, on peut supposer cette fonction choisie de manière que l’on ait identiquement
(7) res 0,
On voit donc que, si l’on dispose des quantités qui res-
tent arbitraires de manière à satisfaire à l'équation (7), on augmentera d’une unité {n° 86) le degré de muluüphcité de la solution (xs, Yo):
résulte de là que les formules (5) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que le degré de muluiplhicité de la solution (x5, 70) soit égal à Æ; ces mêmes formules expriment qu'il existe une fonction d (x, y)telle, que l'équation (6) ait lieu identiquement. Il faut remarquer que le polynôme T} n’est pas divisible paro,(t), à moins que le degré de multiplicité de la solution (x9,Y0) ne soit supérieur à À ; en outre il est évident qu’en disposant de la fonction indéterminée 5;_,(t), on pourra réduire T} à une constante différente de zéro.
Remplaçons £ par sa valeur 7%, la formule (6) de- BEE—E Lo viendra (8) RE SE — f(x, y) Ÿ ÉLa VA D à jar
x (x, 7) étant, d’après ce que nous venons de dire, un polynôme de la forme
(9) 2(m91= (er) D Go le — 0)" (7
ol?
où Get G},, désignent des coefficients constants et où le
signe Ÿ embrasse un nombre limité de termes dans
chacun desquels le degré p + q4 est supérieur à k.
Nous emploierons les caractéristiques D,, D, pour représenter les dérivées denos polynômes prises par rapport àx et à y respectivement; ansiD,F(x,7), D,E (x, y) désigneront les dérivées de F{x, y) relativement à x et à y. Cela posé, si dans l'identité (8) on remplace x par x + h, et qu'on égale les coefficients de la première puissance de dans les deux membres, il viendra
(ro) DSF(x,7)—f(x,r) Det (x, 7) —4 (x, 7) Def (2,7) = Dex (x
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on aura aussi, en opérant de la même manière à l'égard de y, Gr) D, F(x,)—f(x,7)D, (x) —(e,r)D, f(x, 7) =D, x (e, »). Nous poserons (2) Fifx, y)=D,/f(x,7). D:F (e,7)—De f(x, y). D, F(x, 7) et nous ferons en même temps, pour abréger l'écriture,
her) =D, far) Det(r y)—-De f(x, y). D, 4 (2,7), (sr) =D, /(x,r) Dex(ar)-Drf(r y) Dix(e, 7) Alors, en ajoutant entre elles les équations (1o)et(rr)respectivement mulupliées par+D, f{x,y) et—D.f(x, y),
on trouvera
(13) Fer) —-f(rr)h(rr)=x(e y)
Les termes du premier degré en x—x, ety—70 dans f(x, y) ont pour somme (x—x)1(t), et la dérivée de cette somme par rapport à y est égale au coefficient g det dans 9,(t), coefficient que toute notre analyse suppose différent de zéro. Il en résulte que y, (x, y) contiendra le
terme kgG(x— xs)! avec d’autres termes qui seront tous d’un degré supérieur à k—1 par rapport à x —Xo et 7 —Y; cette fonction y,(x,7) aura donc la forme
(14) MINCM | = SH en) + Ye, q (x — x }P (y — To)4
Het H,,, étant des constantes, et la somme p + q étant | supérieure à À — 1.
| Les formules (13) et(14) montrent que (x, yo) est une solution multiple d'ordre k— 1 pour les équations simultanées
en) 0; VAE ee
Ce résultat subsistera lorsqu'on donnera des valeurs particulières aux quantités qui restent arbitraires dans F et dans f, lors même que ces valeurs feraient disparaître # de
S.— Alg. sup. I. 13
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01 (t), pourvu cependant que v,(t) ne se réduise pas à zéro. On évitera effectivement ce cas si l’on reprend l’analyse qui précède, après y avoir changé les lettres x et y l’une dans l’autre.
Mais, si ÿ, (t) se réduit identiquement à zéro, la conclusion précédente ne peut pas être maintenue; dans ce cas, les deux équations
Dr TiN— 0; D} {Xe admettent la solution x = x, y =Yo:
Comme rien ne distingue les équations (1) l’une de
l’autre, on peut énoncer le théorème suivant que nous avions en vue :
THéorÈme. — Soient f(x, y)—=0, F(x, y) =o deux équations simultanées, et F, (x, y) la différence D, fe 7) Di F(a y) De fle,y) D, F(a y). Si les équations proposées admettent la solution x = xs, Y—=7Yyo avec un degré de multiplicité k, les équations Fi(x, y) =0, f(x, y)=—=o admettront la méme solution avec un degré de multiplicité précisément égal à k— 1, à moins que cette solution n'appartienne aux deux équations D,f (x, y)=0, D, f(x, y) —=o. Pareillement les équations Fi(x,y)= 0, F(x, y) =o admettront la solution x = x, y = 7, avec le degré de multiplicité k— 1, à moins que les deux équations DEF (x, 9) = 0 DE (x y) ton aentTReenmeRrEene solution.
On voit que, dans tous les cas, une solution multiple des équations f(x, y)—= 0, F(x, y) = o satisfait nécessairement à l'équation
Df(x,7).DeF(r,7)—D;/(x,7).D,E(r,7)=o.
90. La proposition que nous venons d'établir comprend le théorème qui se rapporte aux racines multiples des
équations à une seule inconnue; car, si on l’applique aux deux équations f(x) — 0, y — 0, dont la première a À racines égales à x,, elle indiquera que l’équation f'(x) —=0o a k— 1 racines égales à xs.
Mais le nouveau théorème n’a pas une étendue aussi grande que le premier, car nous avons exclu le cas d’une solution multiple qui satisferait aux quatre équations obtenues en égalant à zéro les dérivées relatives à x et à y des premiers membres des équations proposées. Ce cas est celui dans lequel la solution que l’on considère est une solution multiple de chacune des équations prises séparément. En effet, si l’on pose, comme au n° 89,
S — Yo =t(xz — x),
et que la fonction f(x, y) du degré m puisse se mettre sous la forme
Far) = fs —2)f pet) ++ (x — ai)" om (6),
9x (t) étant d’un degré égal à #, parmi les racines de l'équation ox) +... + (æ — 20 0m (4) 0
il y en aura k qui tendront vers des limites finies quand on fera tendre x vers xs, d’où il résulte que Æ solutions de l’équation f(x, y) = o viendront se confondre à la limite avec la solution (x, Yo). Si l’on suppose que x et y représentent des coordonnées rectilignes on pourra dire que le point (xs, yo) est un point multiple d'ordre k pour la courbe représentée par l'équation f(x, y)= 0.
Nous avons cru utile de faire cette indication, mais nous n’entrerons point dans l’examen des détails du cas singulier dont il vient d’être question. Remarquons seulement que, si deux équations
PAÉRN)—= ONTBAINT— 0
admettent la solution (x,, y) avec le degré de multüiplicité À, mais que cette solution soit simple pour chaque équation prise séparément, on pourra remplacer l’une des équations par une autre pour laquelle la solution (To, Yo) ait le degré de multiplicité k. Il est évident, en effet, qu’à la dernière des deux précédentes TS on peut substituer la suivante :
F(x,7)—f(ar)(er)=
qui remplira la condition requise si l’on détermine la fonctionŸ (x, y)comme on l’a expliqué au numéro précédent.
Application de la théorie du plus grand commun diviseur à la recherche des solutions communes à deux équations à deux inconnues.
91. La théorie du plus grand commun diviseur fournit une méthode très-simple pour ramener la résolution de deux équations à deux inconnues à celle d’un ou de plusieurs systèmes dans lesquels l’une des équations ne renferme qu'une seule inconnue. Nous allons exposer 1c1 cette méthode.
Soient
(1) Vi ONE == 0 deux équations algébriques entre les inconnues x et y.
S1 les polynômes V, et V, sont décomposables en facteurs, de manière que l’on ait
Vi VO VE)... VE, V, — VO VE)... VO),
il est évident que la recherche des solutions du Système (x) se ramènera à celle des solutions des uv systèmes
(2) vi) 0 2 — 0,
les indices supérieurs £ et j pouvant recevoir les valeurs Pam /HLetr,2,..1,7y| respectivement,
Si les équations qui composent l’un des systèmes (2) rentrent l’une dans l’autre, ce système sera indéterminé et la même chose aura lieu à l'égard du système proposé.
S1 les équations (2) ne renferment l’une et l’autre qu'une seule inconnue, x par exemple, elles seront incompatibles et elles ne fourniront aucune solution des équations proposées, à moins que leurs premiers membres n’aient un diviseur commun. Alors, si l’on prend l’une des valeurs de x qui annulent ce diviseur commun, avec une valeur arbitraire de y, on satisfera évidemment aux équations (1); ce cas est compris dans le précédent.
S1 les équations (2) renferment seulement, l’une l’inconnue x, l’autre l’inconnue y, chacune d'elles aura autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, et en combinant successivement chaque racine x avec chaque racine y, on obtiendra tous les systèmes de solutions des
‘équations (2).
Enfin, si, l’une des équations (2) renfermant les deux inconnues, l’autre n’en contient qu'une seule, x par exemple, celle-c1 admettra une ou plusieurs racines, et la première équation fournira une ou plusieurs valeurs de y correspondant à chaque racine x. La recherche des solutions des équations simultanées (2) n'offre donc alors que les difficultés du problème de la résolution d’une équation à une inconnue.
En général, avant de procéder à la recherche des solutions des équations proposées (1), 1l conviendra de débarrasser leurs premiers membres des facteurs fonctions de x ou fonctions de y que ces polynômes peuvent admettre. On appliquera à cet effet la méthode du n° 47; par exemple, pour avoir les facteurs de V, qui ne dépendent que de x, on ordonnera ce polynôme par rap-
port à y, ensuite on cherchera le plus grand commun diviseur de deux des coefficients, puis le plus grand commun diviseur entre ce premier plus grand commun diviseur et un troisième coefficient, et ainsi de suite. Cette opération ayant été exécutée, on sera ramené, d’après ce qui précède, au cas de deux équations dont les premiers membres n’ont aucun diviseur fonction d’une seule inconnue.
92. On est naturellement conduit, comme on va le voir, à appliquer la méthode du plus grand commun diviseur dans la recherche des solutions communes à deux équations.
Soient (1) V6, W-—10 les équations proposées entre les inconnues x et y. Conformément à ce qui a été dit au numéro précédent, nous admettrons que les polynômes V, et V, n’ont aucun diviseur commun; ces polynômes ayant été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de y, supposons que le degré de V, par rapport à y ne soit pas inférieur au degré de Vs. Divisons V, par V, et désignons par Q, le quo-
tient, par V; le reste de la division; on aura
Vi, = V,Q, + V:.
S1 la division n’a introduit aucun dénominateur fonction de x, Q, et V;, seront des fonctions entières; par suite, les valeurs simultanées de x et de y qui annulent V, donneront
V; — Va,
et, en conséquence, le système proposé (1) admettra les mêmes solutions que le système formé des équations
(2) Ve —=0, Ne 0
qui est évidemment plus simple.
Supposons, d’après cela, que l’on opère sur les polynômes V, et V:, comme s’il était question de chercher leur plus grand commun diviseur; on sera conduit à une suite d’égalités telles que
PEN + V3, Va Ve Q: + V,, ... S) 0285) 6 ©, 5-0 0 9
\Pe À et 0e ini
Vs, V:,... V, sontdes fonctions entières de y dont les degrés formeront une suite décroissante, et la dernière fonction V, est indépendante de y. Si aucune des divisions qu'on vient d'exécuter n’a introduit de diviseurs | fonctions de x, en sorte que Q,, Q:,..., Q, soient des fonctions entières de x et de y, ainsi que V3, V,,..., Vy, il est évident que les solutions du système (1) seront les mêmes que celles du système
( 3) Vi — O, VA — 0,
dans lequel l’une des équations ne renferme que l’inconnue x, et celle-ci sera l’équation finale qui résulte de l'élimination de y entre les proposées.
Mais, le plus souvent, la recherche du plus grand commun diviseur des polynômes V, et V, introduit des dénominateurs fonctions de x; dans ce cas, les conclusions précédentes ne subsistent pas. Si, par exemple, la division de V, par V, introduit de tels dénominateurs,
le quotient Q, sera de la forme 5° N et D étant des fonc-
tions entières; on aura N Vi=V: D + Vas et l'égalité V, = V; n'aura plus lieu nécessairement pour
les valeurs de x et y qui annulent V,, parce que le dé-
nominateur D peut alors se réduire aussi à zéro. Toutefois, on évitera les dénominateurs fonctions de x, si, avant de commencer la division, on multiplie le polynôme V, par une fonction entière X de x, convenablement choisie; on aura alors
XV, vs Q; 2 V:.
Les solutions des équations V, — 0, V, — o sont comprises parmi celles des équations V, = 0, V; — 0; mais ces dernières admettent en outre les solutions des équations X —o, V:—o; donc, quand on remplacera le système (1) par le système (2), on ne supprimera aucune des véritables solutions, mais on pourra en introduire qui soient étrangères à la question.
IL était important d’éviter ces solutions étrangères introduites par la méthode du plus grand commun diviseur. Labatie a fait connaître en 1832 un théorème que nous allons exposer et qui remplit cet objet de la manière la plus heureuse.
Théorème de Labatie.
93. Soient V, et V, deux fonctions entières de x et de y qui n'ont pas de diviseur commun et qui ne renferment aucun facteur indépendant de y; ordonnons V, et V, par rapport à y et opérons sur ces polynômes comme S'il était question de chercher leur plus grand commun diviseur, en ayant soin : 1° de multiplier chaque dividende par une fonction entière de x, choisie de manière à éviter les dénominateurs fonctions de cette inconnue; 2° de débarrasser chaque reste des facteurs indépendants de y qu'il peut avoir, avant de le prendre pour diviseur.
Soient Uy, Us co, Un les multiplicateurs ainsi em-
ployés, Qu, Q:, ..., Q, les quotients obtenus dans les divisions successives, et Vavi, Vipo,.ee, Vny1Vn_1» Vn les restes de ces divisions ; le dernier reste v, est indépendant de y, et, dans ceux qui le précèdent, vi, Va, ..., Vn-1 désignent des facteurs fonctions de x seule, de manière que Vs, V;,..., V4, ne renferment aucun facteur indépendant de y.
Soient encore d, le plus grand commun diviseur de
: U;u: MMS ER u, et de v,, d, celui de Fri et de v:, d; celui de TE FA 172
; HU. Un et de vs, ..., d, celui de ———— et de vy.
3 SENTE did,. : TEE nr Cela posé, on obtiendra toutes les solutions com-
munes des deux équations (x) Ms oi Vi=o,
sans aucune solution étrangère, en prenant Les solutions de chacun des n systèmes
VERT V0 ME 0 NAT 0 5) ( 9 (. , (. , ..…. ro (2 ) ai =) 6 éie eC) 2e 4 (6 LAUR 0 d, da d; Le
On a les égalités
ui Vi = VoQ: + Vis Ua Va = V3 Q2 + Vive, Us Va = Vi, Qs + Viva
Un—1 Vr—1 — VE on a Ve Pn—1) LE Nn — V0; Pr
qui seront toutes comprises dans la suivante : Uy, Vs — Vu Qu eux Vy+o Pa
si l’on attribue à p toutes les valeurs 1, 2, ..., 7 et que l'on prenne V,,» égale à l'unité.
Les multiplicateurs w, peuvent être choisis de manière que 4, et y, n'aient aucun diviseur commun; par exemple, si le plus grand commun diviseur d, de u, etde y, ne se réduit pas à l'unité, le produit V:, Q, sera divisible par d,, d’après la première des égalités (3), et ce produit s’annulera si l’on prend pour x l’une des racines
de l’équation d, = 0 ; mais le polynôme V, ne peut être nul, puisqu'il n’a aucun diviseur indépendant de y; donc il faut que Q, s’annule, et en conséquence Q, est divi-
sible par d,, quel que soit y. Il résulte de là qu’au lieu du multiplicateur u, on aurait pu choisir 23 dans les ap-
plications du théorème de Labatie; il conviendra toujours d'adopter les multiplicateurs les plus simples; cependant la démonstration que nous allons présenter ne suppose point que l’on ait pris cette précaution.
Si, entre les — 1 premières des égalités (3), on élmine Vo, Vs,..., V,_1, il est évident que le produit Uyü...1,_ V, se trouvera exprimé par la somme des polynômes V,, V,,,, multipliés chacun par une fonction entière, et il est facile de voir que, si l’on divise par d, d;...d,_, l'égalité ainsi obtenue, elle prendra la forme
ie 7.
2 0 Ts p Fes (4) Le # à tte és GE Vy Go Ven = “ dy 2
Get sue Dos des fonctions entières. D’ abord, pour p — 2, cette formule devient
AVE CN Gide AR NA né: ITA
. °4 ’ JR ç 2 À:
et elle coïncidera avec la première des égalités (3), sil'on divise celle-c1 par d, et que l’on pose
(5) HE ae
cette valeur de G, est entière, car, ainsi que nous l’avons montré plus haut, Q, est divisible par d,. D’après cela, pour établir la formule (4), il suffit de montrer que, si elle a lieu pour une valeur de y, elle subsiste encore pour la même valeur augmentée de 1. A cet effet, multiplions la formule (4) par . et remplaçons ensuite u, V, par sa valeur tirée des égalités (3), savoir
UyVy = Vi Qu + Vaso ou; si l’on pose, pour abréger,
(6) = Le Q + Guns tetes Le dy du
La
il viendra
LUS IL 74 (LE VE CN Cave.
a a © Op Vu Ou Vue = 9
par hypothèse, G,_, est une fonction entière; donc, à cause de la précédente égalité, le produit G, V,,, est pareillement une fonction entière, ce qui exige que G, le soit aussi, puisque V,,, n’a pas de facteurs indépendants de y. La formule précédente se déduit de la formule (4) en remplaçant p par +1 : donc notre assertion se trouve justifiée. En même temps, on voit que les fonctions G2, G3,...seront donnéessuccessivement par la formule (6), en partant des valeurs connues de G, et de Gi.
Le polynôme V, est lié aux fonctions V, et V,,, par une relation analogue à la formule (4). On a effectivement
Ui 2... Un.
—_—— V, =H, _,V LES —— (7) 3 RANETR “os Ha Ve Vis AE
H;:-, et H,_, désignant des fonctions entières. Cette
formule se déduit de la formule (4) en changeant dans celle-ci V, en V, et en remplaçant la lettre G par H; donc le raisonnement qui a servi pour établir la formule (4) prouve que, si notre nouvelle assertion s’applique à une valeur de y, elle subsiste pour la même valeur augmentée de 1. Le même raisonnement montre encore que l’on a
(8) H, — H,_Q4 La His ty y ; dy dy xd,
Or la formule (7) se réduit à une identité, pour u = 2, si l’on fait uU He 0 MH ere.
(9) 0 ? 1 d, 1 donc elle est générale, et en partant des valeurs (9) de H, et de H,, la formule (8) déterminera toutes les fonctions entières H,.
En retranchant les égalités (6) et (8) l’une de l’autre, après les avoir multipliées respectivement par H,, et G,_,, on obtient
HUE Guy —H, Gi = — EEE (Ga 4 — HG, ); u—1 da
remplaçons x successivement par 2, 3, ..., pet multiplions entre elles les u — 1 égalités résultantes, il viendra
Us Use JU Vi Pa GH, — HG. =(— rt (CG H 2H CG) 22 alain RE e Ga = | Jet (GE : 2 EE ou, à cause des formules (5) et (9), U, U U V1 0 (4 Ha 2 My Ge def 2 PP RES (10) Gi Hu; — HG, Lt did; ...d, did;...d,_;
Enfin, si l’on retranche les formules (4) et (7) l’une de l’autre, après avoir multiplié la première par H
et la seconde par G,_,, il viendra
Uy Uo . .. Un ——— (HV, —G,- RENE (Hi Vi — Gus Vo) Put, = — (GLS Ho — Gy Hs) Va+i PER
et, ayant égard à la formule (10), on aura simplement Pr (ur) Hi Vi— Gui Ve—(—i——e. V.;;
en particulier pouru—n<+1,ona
(12) Hy Vi — Gn Vi —(— LEE 2 F2 CNE °n,
di d, dy
Les formules (4), (7), (11) et (12), que nous venons de tirer des égalités (3), fournissent immédiatement la démonstration du théorème de Labatie.
HORS UE UN cun diviseur commun, les formules (4) et (7) montrent que les valeurs de x et de y qui annulent V, et
(At , .
_. * annulent nécessairement V, et V,; donc, en pre-
mier lieu, toutes les solutions des divers systèmes (2) sont des solutions des équations (x).
En second lieu, si des valeurs simultanées de x et de y
annulent V, et V:, la valeur de x annulera, d’après la
En effet, les fonctions n'ayant au-
; ; Vs v formule (12), l’une au moins des fonctions —, Te Die di 2 dy
Si la première de ces fonctions s’annule, les valeurs de
x et de y que nous considérons seront des solutions du premier système (2); supposons généralement que
y ’ + . $ ee soit la première fonction qui s’annule; alors la forpu
mule (11) montre que V,,, doit s'annuler, et en consé-
quence les valeurs de x et de y qui, par hypothèse, satisfont aux équations (1), satisferont également à celui des systèmes (2) qui occupe le ui" rang. Donc : toutes les solutions des équations (1) satisfont à l’un au moins des systèmes (2), ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Remarques. — Le théorème de Labatie donne les diverses solutions des équations proposées, avec le degré de multiplicité qui leur convient; mais cette proposition nouvelle ne me paraït pas avoir une importance assez grande pour que je m’arrête à en présenter la démonstraton.
94. Le théorème qui précède se rapporte exclusivement aux solutions finies et déterminées des équations proposées. Pour avoir les systèmes de solutions déterminées dans lesquelles la valeur de y est infinie, il suffit d’ordonner les équations par rapport aux puissances décroissantes de y, et de chercher le plus grand commun diviseur entre les coefficients du premier terme de l’une et de l’autre équation. On égalera ce plus grand commun diviseur à zéro, et les racines de l’équation obtenue seront les valeurs cherchées de x.
On procédera d’une manière semblable pour trouver les solutions dans lesquelles la valeur de x est infinie.
Application de l'élimination à la transformation des équations.
Le problème que l’on a en vue, dans la trans
formation des équations, peut être énoncé de la manière suivante :
Etant donnée une équation f(z)— 0 du degré m, dont les racines sont représentées par z,, 22, ..., Zm, for-
mer une équation F (u) = o dont chaque racine u s'exprimepar une fonctionrationnelle donnée®(z1,22,..., zy) de pu racines de la proposée.
Il est évident que la solution de ce problème s’obtiendra
en éliminant les u quantités z,, z:,...,z, entre lesu +1 équations f(a)=0, ARE es 0 LAN CR f\z) = 0, 0 er RE nl
En traitant la question à ce point de vue, chacune des TACINES Z1, Z2,--., 2, est considérée comme ayant m valeurs différentes, et, par suite, u doit avoir en général m* valeurs distinctes; l’équation finale en w sera donc du degré m*. Il en résulte que, si l’on s'impose la condition que les quantités z,, z:, ..., z, soient distinctes, sauf le cas où la proposée aurait des racines égales, on obtiendra une transformée qui sera compliquée de solutions étrangères à la question. On peut cependant, dans chaque cas, diriger le calcul de l'élimination de manière à éviter ces solutions étrangères, mais le plus souvent il est préférable de résoudre le problème de la transformation par une autre méthode qui sera exposée dans la Section II. Nous nous bornerons ici à présenter deux exemples.
96. Prorrème ÏI. — Ætant donnée une équation f(z) = 0 du degré m, former une équation F (u) — 0 dont les racines soient les sommes prises deux à deux des racines de la première équation.
Désignons par z et par z, une racine quelconque de l'équation f (z) — 0. D’après ce qui a été dit plus haut, l'équation en u sera le résultat de l'élimination de z et z, entre
CR PO CPR EE PO ET A
TE A RUN RG ee ORAN PENSER
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ou le résultat de l’élimination de z entre les deux J{z1E= AU 0 Mais ce système peut lui-même être remplacé par le suivant, VA ÉAETP flu—2) —/f(z)=0, dans lequel la deuxième équation a pour premier membre le produit de deux fonctions entières, savoir
Jhuns)e 18)
USE
Il s'ensuit que l'équation finale en u, relative aux deux équations qui précèdent, sera le produit des deuxéquations finales quiserapportentrespectivementauxdeuxsystèmes
fl — +) —S()
(1) 11220) nr Sr EE et (2) J(21=0 Qu 220:
L’équation qui résulte de l'élimination de u entre les équations de ce dernier système est
ze
et elle a pour racines les doubles z + z, z, +- z,,... des racines de l'équation proposée.
Comme on a
(u=2a2)re
flu—2)—f(3) : U—22 ,, | à
——_———————————— — ——————— Z CARE ET EEE TT EURE Z u — 223 JP ne ES Re ot
on voit que l’équation demandée s’obtiendra par l’élimi-
nation de w entre les deux équations
(3) f(z)=0, F'(z)+ Pa) + + Le LE
TA
quant au degré de cette équation, on voit «à priori qu'il doit être égal au nombre des combinaisons de m choses
: ENT entre] deux à deux, c’est-à-dire égal à DES UE
cp |
S'il s'agit de l'équation du deuxième degré
f(z)=2#+pz+g—=o, on aura FAIRE EST CAE ET La deuxième des équations (3) se réduit à HS DES 0) et, comme elle ne renferme pas z, elle n’est autre que l'équation demandée; ce résultat est évident.
Dans le cas du troisième degré, la méthode générale est susceptible de simplification; car, soit l'équation
flz)=#+pr+qz+r—=o, et désignons par z, z4, z2 les trois racines. ‘Si l’on fait Z4 + Zo = U, On aura Z——u—p, et, par suite, f(—u—p)=0; celte équation est précisément la transformée demandée.
97. Prosième Il. — tant donnée une équation f\z) = 0 du degré m, former une équation F{u) = 0, dont les racines soient les différences deux à deux des racines de la proposée.
Désignons comme précédemment par z et par z, une racine quelconque de l'équation f(z) =0o; léquation en « s’obtüiendra en éliminant z et z, entre
PASA CET PORN A TA A UE TE 7 ou, en éliminant z entre les deux
Hbah=0, Lu AO,
“+ 5 Alg. sup: ne) le X4
Ce système peut être remplacé par le suivant :
(2) — O, f(u + 2) — f (2) —= O0, lequel se décompose en deux autres, savoir :
Gi) Po palin.
Les systèmes de solutions du système (2) sont formés d’une quelconque des racines z de la proposée et d’une valeur nulle de u; quant aux équations (1), elles peuvent être écrites sous la forme
— fe) ne
LD NS Ce IL
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elles donneront pour équation finale la transformée F(u) = o que l’on cherche, et celle-ci n’aura de racines nulles que si la proposée a des racincs égales.
On reconnaît a priori que le degré de l'équation demandée est égal au nombre des arrangements de m choses deux à deux, c’est-à-dire égal à m (m—1); en outre, il est évident que les m(m—1) racines de cette équation
formeront des couples tels que z—z, =u,,z,;—z—=—u, de deux racines égales et de signes contraires, en sorte que ° . m m sis: I son premier membre sera le produit de TRANS facteurs
de la forme u?— u°, et il ne renfermera que des puissances paires de u. L’équation F (u) — o s’abaissera donc
mm —1)
au degré en posant u? — y; l'équation en v est
dite l'équation aux carrés des difjerences des racines de la proposée.
SÉGLIONMIS CHAPITRE. IV: 0 1
TXEMPLE. — Appliquons ce qui précède à l'équation
du troisième degré
(1) + Pa + Q5+R—0.
5e P | Se S1 l’on remplace z par z— =; et que l’on pose (n° 62) P? 2P3 PQ Ps à © PR TEE
cette équation se réduira à (2) 2 + pz + q—0.
Les racines de l'équation (2) sont égales à celles de l'équation (1) augmentées d’une même quantité; donc, pour l’une et l’autre équation, l'équation aux différences est la même. On obtiendra celle-ci en éliminant z entre l'équation (2) et l’équation (3) 32? + 3uz + (u? +p)=0o.
Le moyen le plus simple de faire cette élimination consiste à retrancher les équations ( 2) et (3) l’une de l’autre après avoir multiplié la première par 3 et la seconde par z, ce qui donne (4) Buz? + (u? —2p)z--3q —0; à tirer des équations (3) et (4) les valeurs de z et z? sa- YOIr :
uÿ + pu +3q , Ut — pu + oqu — 27?
9 Ou Ve 5 —— 2 (u?+p) G(u#?+p) et à égaler la seconde expression au carré de la première. Posant ensuite Ha ie,
on obtiendra l'équation aux carrés des différences de-
mandée, qui est
5 + Gpe? — 3p°e + (4pÿ + 27q?) — 0.
Revarque. — Soit f(x) une fonction entière de z, à
coefficients réels; si l’on posez =x +7 Ÿ— retque l’on fasse F(e+rv— DE p(x, y) ee V— 1 (4,00
® et Ÿ étant des fonctions réelles, on aura aussi .
PRE ET) 61 (æ,7) Url e y)
Cela étant, si l’on considère les équations simultanées
p Ce 2 OA) LTD 10
et que l’on élimine successivement entre elles les inconnues x et y, il est évident que l'équation finale en x ne sera autre chose que l'équation aux demi-sommes des racines de la proposée, tandis que l’équation finale en y sera
l'équation aux quotients par 2 ÿ— i des différences des mêmes racines. Effectivement, les deux équations qu précèdent équivalent aux deux suivantes :
Ke LINE) So fr 7 NE
qui expriment que æ Eire ÿ—: CE LT ÿ— ri sont des racines de f (z)= 0.
Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières d'une variable.
98. Toute fonction cntière f(z) d’une variable z est le produit de facteurs linéaires de la forme z— z,; la recherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résoluuon de l'équation f(z) = 0, car la condition pour que z— z, soit un diviseur def (7) est CARS fonction f (z) est du degré », elle admettra évidemment: autant de diviseurs du degré y: que l’on peut former de
Te LE NS CE PT ET ee es \ È ‘ * d “ er : LR ae | “ . » = Le ‘
combinaisons avec les 2 facteurs linéaires pris Là; ce nombre de combinaisons est égal à
nu ln ete LV T. de
Pour trouver les diviseurs dont il s’agit, on effectuera
la division de la fonction f(z) par un polynôme © (z) du degré u, dans lequel les coefficients soient indéterminés, et l’on égalera à zéro le reste du degré —1 que l’on aura obtenu; on formera ainsi u équations qui serviront à déterminer les x coefficients du polynôme 9#(z). Si l’on veut avoir l'équation de laquelle dépend l’un de ses coefficients, 1l faudra procéder à l'élimination de tous les autres, et l’on trouvera une équation finale dont le degré devra être égal à M. A chacune des M racines de cette équation finale correspondra un diviseur de degré y du polynôme f(z), en sorte que les valeurs des coefficients éliminés devront être déterminées complétement par le moyen des équations de condition.
_ Lorsqu'on a p — 1 ouu—m —1,le nombre M est égal à m; mais dans tout autre cas on a M >>, en sorte qu’en général la recherche des diviseurs d’un degré différent de 1 ou de 7: — 1 dépend d’une équation dont le degré est supérieur à celui de la proposée.
Au lieu de procéder comme nous venons de l’indiquer, on peut écrire que le polynôme donné f (z) est le produit de deux polynômes (3), d(z) des degrés pet m—h respectivement, etdans lesquelstousles coefficients soient indéterminés ; on formera ainsi m équations de condition entre les m coefficients indéterminés, et l’on obtiendra ensuite, par l'élimination, l’équation de laquelle dépend l’un des coefficients du polynôme @(z).
Soit le diviseur
e(z) ES Al —- Æj gr—1 —- Le ZT —+ . —- ÆLu—1 Z + A9
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il est évident que — «, est la somme de y racines de l'équation f(z)— 0; donc l'équation finale de laquelle dépend — x, coïncidera avec l'équation aux sommes des racines de f(z) — o, prises p à p. Ainsi, en particulier, pour avoir l’équation aux sommes des racines deux à deux d'une équation f(z) — o, il suffira d'exprimer que 2? —uz + q est un diviseur de f(z); on trouvera ainsi deux équations de condition entre u et g, et par l’élimination de g on conclura l'équation demandée.
99. Bien que la recherche des diviseurs du deuxième degré d’un polynôme f (z) dépende toujours d’une équation de degré supérieur au degré de f(z), 1l existe un cas remarquable dans lequel cette équation s’abaisse et devient ainsi plus facile à résoudre que léquation f(z) = 0. Le cas dont je parle est celui où le polynôme f (z) est du quatrième degré.
Soit
f(z)=2 + Pi +Q2+Rz+S,
et désignons par 2? + pz + q
un diviseur de f(z). La quantité p dépendra d’une équation du sixième degré ; mais je dis que, si l’on fait disparaître le deuxième terme de cette équation, le quatrième et le sixième disparaîtront aussi, en sorte que l’équation transformée ne renfermera que des puissances paires de la nouvelle inconnue p', et qu’elle s’abaissera au troisième degré en posant p'?— ».
En effet, désignons par z;, 2°, z3, z, les quatre racines de l'équation f(z)— o. Les six racines de l’équation en p seront
— 7 — Zn — ZT —Z3 — 7) —Z,
po ne Dem en tt ere,
et leur somme sera égale à — 3 (2, + 2: + z3 + 31), c'està-dire égale à + 3P. Pour faire disparaître le terme du cinquième degré dans l’équation en p, il faut donc poser
d’où
Les six valeurs de p' seront donc
Dim
(Hz — 2 +2 — 2),
et l’on voit que ces valeurs sont égales deux à deux et de signes contraires, comme nous l’avions annoncé.
Ce qui précède conduit à une conséquence importante, ainsi qu’on le verra dans la suite de cet Ouvrage.
Sur l'abaissement des équations.
100. Une équation f(z) = o est susceptible d’abaissement lorsqu'elle ne renferme que des puissances de z dont l’exposant est divisible par un même nombre n; effectivement, si le degré est désigné par mn, l'équation
s'abaissera au degré m en posant z! = x; nous avons vu aussi comment on peut toujours abaisser le degré des équations réciproques. Enfin on produira l’abaissement d’une équation toutes les fois que l’on parviendra, par une voie quelconque, à décomposer son premier membre en deux facteurs. Cela arrivera, par exemple, si l’on sait que l'équation f(z)— 0 a des racines communes avec ure autre équation F(z)—0o, à moins qu’elle n’ait toutes ses racines communes avec celle-ci.
Nous sommes ici conduit à présenter une définition qui à une grande importance dans l’Algèbre.
Dérinirion. — Une fonction entière f (z) est dite irréduetible lorsqu'elle n'admet aucun diviseur rationnel.
Une équation est dite irréductible quand son premier membre est une fonction trreéductible.
Mais il nous reste à expliquer 1c1 ce que nous entendons par diviseur rationnel, et en général par quantité rationnelle.
Si les coefficients de la fonction f (z) sont des nombres rationnels, un diviseur rationnel est simplement celui dans lequel tous les coefficients sont des nombres rationnels.
Pour embrasser tous les cas, supposons que les coefticients de f(z) soient des fonctions rationnelles de quantiteés quelconques, qu'on regarde comme connues ; nous nommerons diviseur rationnel de f(z) tout diviseur, fonction entière de z, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités connues. Généralement, toute fonction rationnelle des quantilés connues sera dite une quantité rationnelle. Dans le cas d’une fonction dont les coefficients demeurent indéterminés, les quantités connues ne sont autre chose que les coefficients eux-mêmes.
La définition qui précède s'étend d’elle-même à une fonction entière de plusieurs variables.
Il faut remarquer qu’une fonction entière ou une équation peut être réductible ou irréductible, suivant la nature des quantités regardées comme connues. Par exemple, l'équation 32? — 2 — o est irréductible, tant qu’on ne regarde comme quantités connues que les nombres rationnels; mais, si parmi ces quantités on fait figurer les racines carrées des nombres rationnels, l’équation se réduira, car son premier membre se décomposera dans
les deux facteurs z — V2 et z + V2.
Taéorkme. — Si f(z) — 0 est une équation irréductible, F{z) une fonction rationnelle, et que l’équation F(z) = o admette une racine z, de f{z) — 0, elle admettra aussi toutes les autres.
Soit, en effet,
FAST
o et Ÿ désignant des fonctions entières; la racine z, sera,
par hypothèse, commune aux équations f(z)=0, (z)=0;
et cela exige que le polynôme ®{z) soit divisible par f(z), car autrement il y aurait un diviseur commun à ces polynômes, et l'équation f(z) — o ne serait pas irréductible. Soit donc
on aura
a in —_.""
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et, par conséquent, l'équation F {z) — o admettra toutes les racines de f (3) = 0.
101. Il est quelquefois possible d’abaisser une équaton dont deux racines sont liées entre elles par une relation donnée, et la voie de l'élimination peut être employée à cet effet.
Soit effectivement
PARIS
une équation du degré m, dontz, z,,...,z»_, désignent les rm racines, et supposons que l’on ait entre deux de ces racines la relation
dans laquelle ® désigne une fonction entière. On pourra éliminer z, entre cette équation et l’équation
VAE ) — O0, et l’on obtiendra ainsi l'équation finale en z, (2) F(z)= 0.
Si l'équation proposée est irréductible, la fonction F(z) sera divisible par f(z) d’après le théorème du n° 100, et l'équation précédente ne sera d’aucun usage. Mais, si l'équation proposée est réductible, il pourra arriver que quelques-unes des racines de l’équation (1) n'appartiennent point à l'équation (2); dans ce cas, les polynômes f(z) et F(z) auront un plus grand commun diviseur Ÿ (z) différent de f(z), et l’on pourra en conséquence décomposer la fonction f(z) en deux facteurs, l’un et l’autre rationnels, dans le sens qui a été indiqué au numéro précédent.
Supposons, par exemple, que l’équation
ait deux racines z et z, dont la somme soit égale à une quantité donnée a. On cherchera le plus grand commun
diviseur ÿ (z) des polynômes f(z) et f(a— z), et l’on décomposera ainsi f(z) en deux facteurs. S'il n’y a que deux racines 3 et z, qui soient liées par la relation z+ 2, —=a, le polynôme {(z) sera évidemment du second degré; il sera d’un degré supérieur à 2, s’il existe plusieurs couples de racines telles, que la somme des racines de chaque couple soit égale à a; enfin il sera du premier degré, si l'équation proposée a une racine égale à
1 Ù sue qu'il n'existe point de couples de racines dont la
somme soit égale à a. Il peut arriver que la fonction f(z) soit irréductible; dans ce cas, l'équation proposée ne change pas quand on change 3 en a — 3, et je dis qu'elle est susceptib" d’abaissement. En effet, posons
et
on aura
donc l'équation transformée F (u) — 0
ne changera pas par le changement de w en — uw. Si l’on supprime les racines nulles que cette équation peut avoir, elle ne renfermera plus que des puissances paires de w et on l’abaissera en posant u? = ».
Le cas d’une équation f(:) — 0, dont deux racines sont liées par la relation 33,-— à, donne lieu à une discussion toute semblable.
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Il ne sera pas inutile de présenter, en terminant, l'exemple d’une équation irréductible dont deux racines soient liées entre elles par une relation simple. L'équa-
tion
Ë à ; 27 qui a pour racines les doubles des cosinus des ares — ,
4x Gr
— ; —, est dans ce cas; z, z, et z, désignant les trois
racines, On à
NET I Z1 =— CA Ps OU Ein mess qi Z et si l’on forme les expressions de f{(z,), f(z;), on trouvera
PRÉSTES EnEnS. Z }9 2) = SES ATEN GIE fe) fe) = SG)
Nous nous sommes borné au cas où l’on a une relation entre deux racines de l'équation proposée. Si l’on avait, entre y racines, 4 étant >> 2, la relation
p(z, 2j, Z93 Zu) 10
on pourrait éliminer Lu — 1 racines en faisant intervenir m—1 des u équations
Ja} 0; Tia), RAT PAT
et il en résulterait diverses équations finales qui auraient nécessairement des racines communes avec la proposée. Mais, comme dans le cas particulier que nous avons examiné précédemment, ces équations ne seront d'aucun usage si l'équation proposée est irréductuble.
AR PP End es A r » SEC MTS TELUS RE
PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ
Propriétés des racines de l'équation binôme z" = x. Des racines primitives et de leur nombre.
102. Nous compléterons la théorie générale contenue dans les deux Chapitres précédents, en exposant ici les propriétés des racines de l’unité, dont nous ferons un fréquent usage dans la suite de cet Ouvrage.
TuéorëMe Ï. — Les racines communes à deux équations binômes, telles que
ARrrs ef Are r . HER .
sont également racines de L equation PEUT:
où 9 désigne le plus grand commun diviseur des nombres m et n1.
Supposons, en effet, que l’on ait à la fois Ho lRICh Lit el soit m>>n, et désignons par g le quotient, par r le
reste de la division de m par n, en sorte quem—ng+r;
on aura COPIE UOTE SE
Mais, à cause de &?— 1, on a aussi 47 — ;; donc
TE
D'où l’on conclut que, sir, r',r”,..., @ sont les restes auxquels conduit la recherche du plus grand commun diviseur des entiers mn et 7, on aura
et, par conséquent, toute racine commune, æ, aux deux équations proposées, est aussi racine de
Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines de cette dernière équation appartiennent aux deux équations proposées.
On peut aussi démontrer le précédent théorème en déterminant le plus grand commun diviseur des binômes z2%—;,z%—;1{(n° 47); on reconnaît immédiatement que ce plus grand commun diviseur est z°— 7.
Il résulte de là que, si m et n sont premuers entre eux, les deux équations
den CURE
n’ont d’autre racine commune que l'unité, et que, sim est un nombre premier, l'équation
Al == 1 n’a de racine commune autre que l’unité avec aucune équation de même forme et de degré moindre.
TuHéorëMe Il. — Si « désigne une racine quelconque de l'équation binôme
toute puissance de & sera aussi r'acine de la méme équation.
L'équation
entraîne, en effet, GT JOus (as) ti et, par conséquent, tous les termes de la série
Axe RNCS CS
sont racines de l'équation proposée.
À cause de «= 1, on a aussi
a7+1 ide a+? — u?, NE ;
d’où il suit que la série précédente contient au plus, comme cela doit être, »m quantités distinctes, savoir :
UC ON UE 1e CRIE ATOULE .
Lorsque m est un nombre premier et que & n’est pas égal à l'unité, les » termes de la série précédente sont différents; car si l’on avait, par exemple,
! 4 artrn a? ;
net 7 + n/ étant inférieurs à 77, on aurait, en divisant
par æ”,
L 1 ASS
autre que l'unité, les m racines de cette équation seront représentées par
2 _— Us (2 20 a, CON ES er mu _ ar,
Cette proposition n’a plus Leu quand m est un nombre
composé, et qu'on prend pour & une racine quelconque de AA
mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, si l’on prend pour & une racine qui n’appartienne en même temps à aucune équation z4— 1 de degré n inférieur à 7.
Cela posé, nous appellerons racines primitives de l’é-
quation binôme
DT celles des racines de cette équation qui n’appartiennent à aucune équation de degré moindre et de même forme, telle que
Lam (9 Si mn est premier, toute racine de z*— 1, autre que 1, est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner toutes les racines par ses diverses puissances.
103. Nous allons démontrer actuellement qu'il existe des racines primitives pour toute équation binôme, de degré non premier, et nous déterminerons en même temps le nombre de ces racines.
Considérons d’abord le cas où le degré de l'équation
binôme
LH nt)
est une puissance d’un nombre premier p, et soit m = p";
toute racine non primitive de l'équation zPŸ — 1;
doit appartenir à une équation telle que
u — ARE
où 0 désigne un diviseur de p*: mais tout diviseur de p#, autre que p# lui-même, doit diviser p“-'; donc les racines de l’équation précédente, et, par suite, toutes les racines 207 primitives de la proposée, doivent appartenir à l'équation gr — rs
D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartiennent évidemment à la proposée; le nombre des racines non primitives de celle-ci est donc p“-t, et, par conséquent, celui des racines primitives est
I I W—. pl, ou p* £ — ï) LOU UIN? £ — :) ‘ ne!” P P
Nous allons faire connaître la manière dont sont formées les racines primitives de l’équation
(x) 2e li
Soient 6, une racine quelconque de l'équation CA Les 3 VE
6, une racine quelconque de zP — 64,
6, une racine quelconque de
et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on obtienne une dernière équalion
zl LS rs ,
dont nous désignerons par 6, une racine quelconque. Si l’on fait
(2) m == 6, 80e. . But Bus
S.—- Alg. sup., 1 | 15
cette expression de «& aura p* valeurs, puisque 6, a p valeurs, qu’à chacune d’elles correspondent p valeurs de 6:, etc., et elle donnera précisément les p* racines de l'équation (1).
On voit d’abord que les valeurs de « satisfont à l’équation (1), car on a
LME
et par suite,
Il suffit donc de démontrer que les p“ valeurs de « sont distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient égales entre elles, que l’on ait, par exemple,
(3) 61 63 Gone 0166 — 01 058, ce
en élevant cette égalité à la puissance p, et se rappelant
que
(4) GAS RER GT ARR CAE à PEER à RÉ, ...) ME
on aura
(5) 6165 6 bai OUEN ONE DE
Des égalités (3) et (5) on tire
en opérant sur l'égalité (5) comme nous venons de faire sur l'égalité (3), on obtiendra
et, en continuant ainsi, on arrivera à cette conséquence : que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantités 61, 62,--.,6, ne soient respectivement égales aux quan-
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tités 6,, 6,,...,0,. D'où il suit que la formule (2) donnera effectivement toutes les racines de l'équation (1).
Cherchons maintenant quelles sont celles de ces racines qui sont primitives. Comme nous l’avons déjà remarqué, les racines non primitives de l'équation (1) sont celles qui satisfont à l'équation
zPŸ == À!
Supposons donc que l’on ait
en supprimant les facteurs égaux à l’unité, cette équation se réduit à
(6) Her
Mais des égalités (4) on déduit
se EP” Es ——— pe —— € . .
—1 p—2 PET "op RES :
pe p—1
Cù = ve
par suite, l'équation (6) exige que 6; 11"
Par où l’on voit que la valeur de &« donnée par la formule (2) sera une racine primitive ou non primitive de l'équation (1), suivant que 6, sera différent de 1 ou égal 1:48
De ce qui précède on peut conclure la proposition
suivante :
Taéorëme IV. — La résolution de l'équation binôme z"—1, dont le degré m est une puissance p d'un nombre premier p, se ramène à déterminer une racine 6, autre que l'unité de l'équation zP —1, une racine 6, quelconque de l'équation zP —6,, puis une
racine quelconque $, de zP — 6, etc.
Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de l'équation proposée, laquelle donnera toutes les autres par ses diverses puissances.
104. Considérons maintenant le cas général où le degré m de l'équation binôme
est un nombre composé quelconque; décomposons ce nombre en ses facteurs premiers, et soit
M—=p" "14 HS
Ps» ...,r désignant des nombres premiers quelconques InÉgaux.
Ecrivons les équations
(2) PP — 4, ZT — 1; ... 2! ==: TJ; désignons par 6 une racine quelconque de la première, par y une racine quelconque de la seconde, etc., par à une racine quelconque de la dernière, et posons
Cette expression de & a m valeurs, puisque 6, y,...,0 ont respectivement pl, g’,...,1" valeurs; je dis que ce sont précisément les m racines de l'équation (r).
Il est d’abord évident que la précédente valeur de « satisfait à l'équation (1), car on a
ue À CPR ie Le ss: 4 tt À et, par suile, GE A CNET ETS LEE
d’où ce?! — I ;
Il reste à prouver que les 22 valeurs de & sont différentes.
ÈS
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Supposons que deux de ces valeurs soient égales, que l’on ait, par exemple,
GYM 0 — 67) 0.0
comme les quantités 6’, 7,...,0'ne sont pas toutes égales respectivement à 6/,7/,..., 9”, admettons que 6’ diffère de 6”, et élevons l'égalité précédente à la puissance g”.. Pac A on aura
(69 & 'JPerert — (6” y". l CALE
et, en supprimant les facieurs égaux à 1,
ga. NS G"q'oer
mais 6! et 6/ étant deux racines disunctes de l’équation
zP° = 1, elles peuvent s'exprimer par deux puissances d'une même racine primitive 6; posons donc
TE
6 —— Gr+n : 6 —— AL ,
n'etn étant <p*. Alors la dernière égalité deviendra
Gor+n!)qMessrt = Qnlq'ever à
ou, simplement, gra”. .rÀ 1:
d’où il suit que 6 est une racine commune aux deux équations
Has Ee znq 7 Lt à
et qu’elle satisfait, en conséquence, à l’équation
ré
@ désignant le plus grand commun diviseur à p et nq".…1”. Mais ce plus grand commun diviseur 8 est, au plus, égal à x, et, par suite, il est inférieur à p#; donc 6 ne serait pas, Comme nous l'avons supposé, une racine
primitive de 32° — 1.
On voit par là que la formule (3) donnera bien les m racines de l’équation (1).
Cela posé, je dis que, si 6, y, ..., d désignent des racines primitives de celles des équations (2) auxquelles elles appartiennent respectivement, la valeur de & donnée par la formule (3) sera une racine primitive de l'équation (1).
Si, en effet, le contraire a lieu, & satisfera à une équation
AE
dont le degré 8 sera un diviseur de m, etil y aura au moins un facteur premier, parmi ceux de m, qui entrera dans 8 un moins grand nombre de fois que dans m ; supposons que le facteur premier p soit dans ce cas, 6 divisera p“\q"...1", et, par suite, « sera racine de l'équation
on aura donc
(y... sprl,
Mais pÜ—I, o) d—1:
donc Eng j,
d’où il suit que 6 est racine de l’équation (4); or elle l’est aussi de la première des équations (2); d’ailleurs, le plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux équations est p#—1; donc 6 est racine de l’équation
sr zPŸ — I]:
mais cela est contre l'hypothèse, puisque 6 représente une racine primitive de la première des équations (2).
I résulte de là que, si l’on ne prend pour 6, y,...,0 que des racines primitives de la première, de la se-
conde, etc., de la dernière des équations (2), la formule (3) ne donnera que des racines primitives pour l'équation (1). Il est d’ailleurs facile de voir que, si 6, ou 7,..., ou À n’est pas une racine primitive de celle des équations (2) à laquelle elle appartient, la valeur de « donnée par la formule (3) ne sera pas non plus une racine primitive de l’équation (1). Supposons, en effet, que 6 ne soit pas une racine primitive de zP — 1; on aura alors
A ,À gr" 1. FEES: tre ET
et, par suite, ICT HO RTE = Te
ce qui montre que « ou 67... 0 satisfait à une équation binôme de degré inférieur à m.
On peut conclure de ce qui précède le nombre des racines primitives de l’équation (1). En effet, le nombre des racines primitives 6 est, comme on l’a vu précédemment,
I . . . . L2 p* (: — — }; celui des racines primitives y est de même ' P
I L] L2 ° LA o"(: — =) etc.; donc le nombre des racines primitives
« de l'équation (1) est
ou I I I Pi RU Ne: lie):
( :) ( =) ( .) On peut aussi énoncer la proposition suivante :
Taéorème V. -— La résolution de l'équation binôme z"— 1, où m est un nombre composé quelconque, se ramène à la résolution des équations de méme forme,
et qui ont respectivement pour degrés Les nombres prenuers ou puissances de nombres premiers qui divisent le
nombre m.
105. L'expression du nombre des racines primitives de l'équation z”— 1 ,quenousavons obtenue, est précisément celle du nombre &{m), qui indique combien il y a de nombres premiers à m et non supérieurs à 72. Au reste, quand on admet l'existence d’une racine primitive «, ilest facile d'établir que le nombre total de ces racines est o (m).
Soit e un entier inférieur à mn; si e est premier à /n, a° sera racine primitive de z”*— 1; en effet, si le contraire avait lieu, on aurait
(RL OL MRTEETe
’ LL . ne . . .
nétant 6 m1, CE Qui exige que me soit entier, puisque à est
racine primitive; cette conséquence est inadmissible, car e est premier à m, et n est inférieur au même nombre.
. ee em Sie et m ont un diviseur commun 6, 7 sera un mul-
tiple de #2, et l’on aura (œ°)
donc a° sera racine de l'équation z° — 1, et, par suite, elle n’est pas racine primitive de la proposée.
La
CE ES QE EE RE 2 CE I
Le second membre de cette formule est nul si p n’est pas divisible par #2; on a donc, dans cette hypothèse,
a+ GEL, ., + wot— 0:
si au contraire p est divisible par #7, chacune des puissances æ*, 6P, ..., «" est égale à 1, et, par suite,
Fan OT nr 7
Ainsi l’on aura, en particulier,
Dr) La. : + wo —O, Li EE het + &°? = 0, ns un oo ere era Se eee sie eee 9 DOS SD NAN OCS GET CRT ON OI OEM) OR DE , œr—1 sa gr—1 +S ES CS 71 0, AUS AG © +, y” ae QE ME EL — m,
Rappelons enfin que les racines de l’équation 77 — 1 peuvent être exprimées par le moyen des fonctions circulaires. Effectivement, si l’on désigne par 27 la circonférence dont le rayon est 1, et que l’on fasse
TE
mn 19 L nt les m racines de l'équation proposée seront données par
la formule 3 — COS + isin pp,
où il suffira d’attribuer à p m valeurs entières consécutives.
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107. L’équation binôme plus générale TRE a se ramènera à la forme
gt — [5
si l’on pose 1 712 12 J — 3 Va,
Va désignant l’une quelconque des quantités qui ont a pour puissance mime,
On peut démontrer, à l’égard de ces extractions de racines mni°%%, un théorème tout semblable à celui qui concerne les racines rn"°"% de l'unité, lorsque m est un nombre composé.
Supposons d’abord que #7 soit le produit de deux nombres premiers entre eux p etq : on aura
Va— art;
or on peut toujours trouver deux entiers £ et uv (n° 13)
tels, que l’on ait PÉEEUV EL
puisque P OL q sont premiers entre eux : on aura donc
pé+qv EC Li À À ue — _ = rs VAL CREER TE — Ya Var,
Ainsi l'extraction d’une racine de degré pq se ramène toujours, lorsque p et 4 sont premiers entre eux, à l’extracuon de deux racines, l’une du degré p, l’autre du degré g.
On a, par exemple, quel que soit a,
RENE
Et, en général, si M— pp; , rs
P;q,-..,r désignant des nombres quelconques premiers entre eux, deux à deux, on pourra écrire
Va—%Yai%a ...ÿæ,
formule dans laquelle £, v, ...,w sont des nombres enüers positifs ou négatifs.
Application de la méthode d’abaissement des équations réciproques à l’équation binôme.
108. Soit l'équation (1) 2 — 1—0; si m est un nombre impair 24 +1, et que l’on divise l'équation (1) par z — 1, il viendra (2) 26 ze lt, ++ z+I—=0o;
on pourra transformer cette équation (2) (n° 61) en une autre du degré u, en la divisant par z*, et en posant ensuite
l’équation (2), divisée par z, devient Vu + Vos... + Ve+ Vi +i1=0, en faisant, comme au n° 61,
e PRE pe mm
si
nous représenterons par U, son premier membre, en sorte que l’on aura
(3) VE NV a Ve Yi
pue" |
Lorsque le degré m est un nombre pair 2n, l’équation (1) se décompose dans les deux suivantes : DE 0 NN ENTER 0
la seconde se ramène à la première en changeant z en — z, lorsque 7 est impair; mais, si » est un nombre pair 21, on pourra lui donner la forme
Z + — —O, Zi
et, en posant z + — — x, elle deviendra V, — o. ? P . ; de
Ainsi l'équation (1) peut toujours se ramener à des équations telles que
(4) Visio EUR 0;
dont les premiers membres sont des fonctions entières de x du degré pu.
Chacune de ces équations a ses p racines réelles. En effet, les modules des racines des équations Zi J
é+HI—=O, ————=0o Zz — I
sont égaux à l'unité; soit donc coso + 1 sing l'expression générale des racines de l’une de ces équations, les racines de l'équation (4) correspondante seront
(cosg + isiny) + (cose +isinyp)-! — 2 cos».
On a yu au n°61 que les trois fonctions Vy, V1, Vn_o sont liées par la relation
(5) Yr EN l'Éars
qui peut servir à former successivement les polynômes Vos, V3, ..., en partant des valeurs
(6) VE RE el
Il existe une relation pareille entre les trois fonctions U,, U,_,, Us_»; en effet, si l’on ajoute les égalités
NAT Va Nr Vannes No:
Sie HIS TS SE DIN Seules ‘, Va —=2xVi — V,,
il viendra, en ayant égard aux formules (6), (7) Un = 2 Uni — Ur,
et cette formule permettra de calculer successivement les polynômes U:, U;,..., en partant des valeurs
Si l’on pose
(1) 3 = COSÿ + sing,
.on aura
(2) a 5 + À — 20058, (3) Vas" + — — 20029;
changeons 9 en &,, et désignons par xt), VÜ ce que deviennent alors x et V,, on aura
; O1 : a 1 (1) Sin 72 PAR Sin 72 pe FAP: MAN pe 0 2 2 PR ONT L Spie v | A oi cos sin ie A sin HET
PA
Si l’on fait tendre o, vers ®, le second membre de cette se: Sin | formule tendra vers la limite 7 — Æ d’ailleurs x) — x SIN
tendant vers zéro, le premier membre a pour limite la
dérivée V', du polynôme V,; on a donc
SIN
(4) V,= nr 7, ; Sin
OU
gt — —
VE Die
Si l’on désigne de même par V/ ce que devient V/, quand on change 4 en 9,, on aura
sinz2®, Sinz® Le LE ne | x) — x 2Sin; Sing COSp, — COSG ?
le second membre de cette formule est égal à l’ex-
pression | 19 + Sin (re + ne ee 2 2 £ = ; —+sin ?! ? sin HT? 2 2 e RTS . \ —infrere sin(r+1) ?
2 2 ue RP . .
sin TR» sin PLIS 2 2
multipliée par et, quand ©, tend vers la
Asine sine” limite 9, il tend vers la limite
nn +i)sin(z —1)o—72{7—1)sin(z +1)o 4 sin? y
ou n CoSp Sinz9 nr?
2 sin?e sin p 2 sin?
si donc on désigne par V”, la deuxième dérivée du poly-
nôme V,, on aura
. ñn COS® Sin? n (à) D —— COS.
2 Sin” ® SIN @ 2S1N À sin?
Si l’on remplace, dans cette formule (5), cosno et ee ù ve
par les valeurs tirées des formules (3) et (4), qu’on mette
. TX . . .
ensuite — au lieu de cosc, il viendra
(6) (x? — 4)V, + x Vi— RV, = 0;
cette équation permet de former facilement l’expression générale du polynôme V,.
Effectivement, on reconnaît immédiatement, par les formules (5 )et (6) du n°108, que V, est un polynôme du degré n dont le premier terme a pour coefficient l’unité, et qui ne renferme que des puissances de x dont les exposants sont pairs Où Impairs, suivant que 7 esl pair ou impair. On peut donc poser
Ve = Ait _— Abe HR Er er Es se AT RE +...
le premier coefficient A, étant égal à 1.
On tire de là
Vi nA at +. + (Rr— 2p)A,x" Pl +...
V,=n(n—1)Aor" +... +(n—2p+2){(n—2p+1)A, ja?
+(r—2p)(r—92p—1)A,;at?r2+...,
et en substituant dans l’équation (6) les valeurs de V,, V' et V”, le coefficient de x—2?P sera
ou
mais ce coefficient doit être nul : on a donc
(r— 2p+2){(n—2p4+1) pir—p) où
Cette relation conduit aisément à l'expression générale
ASS
de À, ; car, le coefficient À, de x” étant égal à 1, on a
Le (r— 2p +2){(n — 2p +1) APTE P (ze — p) Ap—1 (n—2p+4)(r =5p +8)
App — — P—1i)(n—p+1) p—2)
pare re he 2(7 — 2) Aix AC me à : 1(7 — 1)
En multipliant toutes ces égalités et supprimant les facteurs communs, 1l vient
A en lé EN ent
BA 1.2.....p
la valeur de V, est donc
n—2 TES) cn nn =MNTT ES ere er sie ei RES Ar AE (7) | FH ENt n(n—p—1)| ee ).. ere art) RTE.
On peut obtenir de diverses manières l’expression du polynôme V, que nous venons de former; la méthode que nous avons adoptée 1c1 a l'avantage de pouvoir être employée utilement dans un assez grand nombre de questions analogues.
On tire de la formule (7)
AI Rs — 2 (2—3)(72+-4)
LS
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| et si l’on remplace dans les formules (7) et (8) x, V, V’, par les valeurs tirées des formules (2), (3), (4), on , SIN 72 9 EE obtiendra les valeurs de cosno et de —— exprimées par sin @
des fonctions entières de cosy, savoir :
pet Mine —b tn cost o — 2% 70087 9 +2 —
A cos/! (Done
2E 2 A rt PL AE ts E TP — on cos"! gp — 2 ae cos—$ p sin w l ne (10) + 2—$ A) LA 4) COS So — . .,
A hes EL a ST nn eee heUe 2P) Era a DE set COS PT pe A RO, +?
> T | Enfin, en changeant 9 en — dans les formules (9)
et(10), on en obtiendra deux autres que feront connaître
£ : : sinz2o .
en fonction rationnelle de sin, cosz® et si 2 est ; cos @
par, à et sin/22 S172 CSL impair.
L'expression du polynôme V, conduit facilement à celle de U,. Effectivement, nous avons trouvé
re LES
(FA z'
PV ne n I Z — —
en effectuant la division, il vient
ne: à 1 a:
RE DD te DURS os TR PRET er 3 IL 2 it
S. — “lg. sup., L 19
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on aura aussi, en changeant zen n +1,
I ni I I v: er. —— PAL —- z—2 + Au > —— .. —- n—2 —+- EU n +1" 2 z
et, en ajoutant,
' I I I re Nan te rie der MERE Zi = 7m?
c’est-à-dire I ; I Use Von en on aura donc, par la formule (8), U, — 7 Lt aœt1 — LRU ve ARE x—8 F 1 I de (a—2) (7 —3) re (r—3)(n—4) ns (n1) | + 9 1012) rase (er p}(r = pes (ru
RSR
Fu bee 1j(2—p—2) ..(x — 2P) np 142 09
Démonstration d'une propriété remarquable de l’é-
g— 7] ê De -—0, où p désigne un nombre pre-
quation
CRE
mier'.
Lorsque p est un nombre premier, l’équation
zgP— 1]
Mere re |
est irréductible. Cette importante propriété est utile
dans un grand nombre de questions, et nous nous proposons de l’établir ici. La démonstration que nous allons présenter repose sur les deux lemmes suivants :
Lemme I. — Si un polynôme X fonction de x, à coefficients entiers du degré m et dans lequel le terme le plus éleve en x a pour coefficient l’unite, est divisible par le polynôme X, du degré n, dans lequel le terme le plus élevé en x a pour coeficient l’unite et dont tous les coefficients sont rationnels, ceux-ci sont nécessairement des nombres entiers,
En effet, désignons par X, le quotient de X par X,,
X — Xi X»,
et si X, contient des termes fractionnaires, réduisonsles au même dénominateur, sauf le premier x”. Soit at D ce dénominateur, a étant la plus haute puissance de l’un des nombres premiers qui en sont diviseurs. On aura (n° 13)
RO
__ v! re FE"..
HR a 35 D à
5» X,» X, étant des polynômes à coefficients entiers, le premier du degré nr et les deux autres au plus du degré 7 — 1. Il faut bien remarquer que X} n'est pas nul, conformément à notre hypothèse ; la même chose aura lieu pour X}, à moins que l’on n'ait D = 1.
On aura, en opérant d’une manière semblable,
WE bd !
Le produit X, X, se réduisant à un polynôme dont tous
ies coefficients sont entiers, il faudra que le terme
RON parce que les autres coefficients ne 74 À ad t
contiennent en dénominateurs que des puissances moins élevées de a. Donc l’une des quantités X° et X,, sera nulle; or ce n’est pas X°, puisque, par hypothèse, le facteur at: entre dans les dénominateurs de X,; donc on a X, — 0. La même chose peut se dire des facteurs premiers qui entreraient comme diviseurs dans les coefficients de X,. Donc le quotient X, ne renferme aucune fraction et doit être un polynôme entier. Mais main- PA
tenant le quotient de X par X2:, dont les coefficients sont entiers, étant égal à X,, les coefficients de X, doivent être entiers, puisque le premier terme de X est égal à z” et que le premier terme de X, est égal ALU DIE
Leume If, — Si, dans un polynôme X de degré quelconque, le terme le plus élevé en x a pour coefficient l'unité, que tous les autres coefficients soient des entiers divisibles par un nombre premier p, et enfin que le terme indépendant de x soit égal à Æ p, l’équation
XP 0
sera wreductible.
En eflet, si cette équation n’est pas irréductible, on aura
X= (rt + aa +. Hair +a)(a + bia + + D, x +b,),
is Ans 01, br... étant des cocflicients entiers et Les V étant des exposants entiers égaux ou supérieurs à 1 dont la somme + vest égale au degré de X. Le dernier terme
de X étant égal à Hp, on a ai bip hey outre, comme p est premier, l’un des nombres à,, b, doit être égal à Æ r et l’autre à Æ p; nous supposerons
PASS 200 ORAN 22 a On a identiquement, par hypothèse,
N = rites PY (æ) ou
(xt+ Ha, x ti) (a+... + biz Ep) = at +py Var
X (x) étant un polynôme à coefficients entiers; on peut supprimer le terme Æ p dans le second facteur du premier membre, et il vient alors
(at +... +a, x Li) (x +.,,+ 0, x? + br) =axteE pi (æ),
X1(X) étant un polynôme à coefficients entiers. Le terme le moins élevé en x dans le premier membre est + 0,_,x; donc il faut que b,_, soit divisible par p; on peut alors supprimer le terme b,_,x dans le second facteur du premier membre; il vient alors
(at +...+a xt 1) (a+ D, ar == pyo éd
En continuant ce raisonnement, on voit que tous les coefficients D,, b:,..., b, sont divisibles par p, et l’on a, en conséquence,
(art Hat +... Ha x Er) = at + py, (x),
x, (x) étant encore un polynôme à coefficients entiers. Or cela est impossible, puisque le coefficient de x” dans le premier membre de la formule précédente est égal à Æ1; donc l’équation
pe est irréductible.
Taéorëme. — L'équation
ZP— 7
CARRE Ë
où p désigne un nombre premier, est irréductible.
En effet, posons z=x+1; l'équation que nous considérons deviendra
(x +i)P—1 —— —O0 TX = — 1] 24 pars LU D op +, À en T+p 0:
Cette équation en x est irréductible, d’après le lemme qui précède; donc la proposée est elle-même irréductible.
Les deux lemmes démontrés plus haut suffisent pour établir le théorème plus général que voici :
Si p est un nombre premier et que 1 soit un entier uelconque, l'équation 4 fes me
GPA
PEUR ET est irreductible.
En effet, posons z= x +1; on aura 2P=xPErtpylx), ..., 21 = xl ti pyfx), …..,
1(X);..., Yn(xX),..., étant des polynômes à coefficients entiers. On aura donc aussi
J\x + 1) — xP#T 1 (p=1) + PY (æ),
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les coefficients de y(x) étant entiers. On a d’ailleurs, pour z=1,
donc, d’après le lemme II, l'équation f{r+1)=o est irréductible; par suite, la proposée f(z) = 0 est ellemême irréductible.
DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
De la résolution numérique des équations.
11%. La résolution numérique des équations, dont nous allons nous occuper, comprend deux problèmes distincts, savoir : la séparation des racines et le calcul numérique de ces racines. Les propositions que nous développerons dans ce Chapitre se rapportent exclusivement au premier des deux problèmes dont nous venons de parler.
On dit qu’une racine réelle d’une équation est separée, lorsque l’on connaît deux nombres qui la comprennent et qui ne comprennent entre eux aucune autre racine. Quant aux racines imaginaires, leur séparation sera effectuée lorsque, conformément aux idées qui ont été développées dans le Chapitre IT, on sera parvenu à renfermer chacune d'elles dans un contour fermé qui n’embrasse aucune autre racine. La définition qui précède ne suppose pas que les diverses racines soient simples ; cependant, dans le cas des racines multiples, la séparation n’est com plète que si le degré de multiplicité de chaque racine est déterminé. Au surplus, cette remarque n'a qu'une médiocre importance au point de vue des applications; car la résolution d’une équation qui a des racines multiples se ramène toujours (n° 0) à celle
cb)
d’une ou de plusieurs équations qui n’ont que des racines simples.
Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours les polynômes que nous aurons à considérer ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la variable. En outre, il ne sera question que d'équations à coefficients réels, à moins que nous n’avertissions du contraire.
Limites des racines réelles d’une équation à coefficients reels.
112. Le procédé général que nous avons fait connaître au n° 46, pour obtenir une limite supérieure et une limite inférieure des modules des racines, donne en particuhier des limites des racines réelles. Mais, quand on ne considère que ces dernières, on peut obtenir souvent des limites plus resserrées.
Soit
fx) = A0r "+ A rit, HA AM. ., HAp x +Am
une fonction entière de la variable x, dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles données, et proposons-nous de trouver une lümitesupérieure des racines positives de l'équation
c’est-à-dire une quantité supérieure à la plus grande racine positive.
Le coefficient À, étant supposé positif, si tous les coefficients qui suivent sont positifs, l'équation n’aura point de racines positives; soit donc À, le premier des coefficients négatifs, et désignons par À la valeur absolue de celui de ces coefficients négatifs qui a la plus grande va-
leur absolue. Comme la quantité
ax-n+i 7}
— À + A (x Han AD ,, Lr+k 1)
est identiquement nulle, on peut l’ajouter à l'expression de f(x) et celle-ci devient alors
AE RUE Es (x Le 1) ee à. | A Ar) ME EN PAR He HE À, TE APE T— I
SV
et, si z est supérieur à 1, n À TR nIer 3 À;
Ge A SAN MR.
la quantité 1+ raou en ’e est donc une limite su- 0 0
périeure des racines positives.
Pour avoir une limite inférieure des racines positives,
I 4 Le , on changera x en — et l’on déterminera comme précé- TX
demment une limite supérieure des racines positives
de l'équation transformée. Enfin, pour avoir des limites des racines négatives, 1l suffira de changer x en — x et de chercher des limites pour les racines positives de la transformée.
113. La méthode précédente se résume, comme on le voit, par une règle uniforme qui est applicable dans tous les cas; mais cette règle fournit souvent des limites fort éloignées des racines extrêmes; aussi le procédé suivant doit-il être employé de préférence.
Supposons d’abord que le premier membre de l’équation proposée f(x) — 0 se compose d’un ou de plusieurs termes positifs suivis de termes tous négatifs, et soit 2 le degré du dernier terme positif; on pourra écrire
fa e(e) 4e) = [HOT
Re Tr
p(æ)etŸ (x) désignant des polynômes dans lesquels tous les coefficients sont positifs. Par hypothèse, la première des fonctions
PE
ne renferme que des puissances positives de x, et il n’y a, dans la seconde, que des puissances négatives. La première de ces fonctions est donc croissante avec x, tandis que la seconde est décroissante. Il résulte de là que si l'inégalité f(x)>o
est satisfaite pour une valeur de x, elle le sera aussi pour les valeurs plus grandes. Par conséquent, pour avoir une limite supérieure des racines positives, il suffira de substituer à x une série de nombres croissant à partir de zéro, et le premier de ces nombres qui donnera un résultat positif sera la limite cherchée.
Maintenant, considérons une équation quelconque f(x)= 0; le premier terme que nous supposons positif peut être suivi d’un ou de plusieurs autres termes positifs; réunissons à ces termes tous ceux qui sont négatifs pour en composer un polynôme F(x); on aura
F(æ)}=F(z)+e (re),
o (x) ne renfermant que des termes positifs et F (x) étant une fonction du genre que nous venons de considérer plus haut. Il suffira évidemment, pour remplir l’objet demandé, de chercher une valeur de x qui rende F (x) positive, ce à quoi l’on parviendra en substituant à x, dans F(x), une série de valeurs croissantes à partir de ZÉTO.
On peut encore arriver au résultat cherché, en partageant le premier membre de l'équation proposée en divers groupes, formés chacun d’un ou de plusieurs termes positifs suivis de termes négatifs de degrés moindres, et en cherchant une valeur de x qui rende positifs les polynômes contenus dans ces différents groupes.
Nous n'avons eu ici en vue que la recherche d’une limite supérieure des racines positives ; mais, d’après ce qui a été dit au numéro précédent, c’est à ce problème que se ramène la détermination des autres limites.
Exgmpze. — Considérons l'équation
25 — 15 x" + 72 a + 36 x? — 920 ar 147 — 0.
On peut décomposer le premier membre dans les deux parties suivantes :
xt(x — 45), 724% +36x? — 928x — 147.
Pour x—45, la première partie est nulle, et la deuxième partie est évidemment positive ; donc 45 est une limite
supérieure des racines positives de l'équation proposée. La méthode du n°112 donnerait 929 pour limite.
I ; f En changeant x en -; on obtient la transformée s #
le premier membre de cette équation, changé de signe, peut être décomposé dans les deux parties
14725 + 928:r* — 3678 — gox?, 5x — 1,
è Æ I CUT qui sont positives toutes deux pour x = +; d’où il ré- : D
sulte que 3 est une limite inférieure des racines positives de la proposée.
S1 l’on change x en — x dans la proposée et dans la
, L 8 , Li transformée en —; on obtient deux nouvelles équations, LE
dont les premiers membres peuvent s’écrire comme il
nine æ(at+ 452$ + 722? — 36x — 928) + 147, 25 (1472? — 928x — 36) + 72r? + 45x +1:
le premier polynôme est positif pour x = ou >3 etle
second pour x = ou >7.
Il résulte de là que les racines positives de l’équation proposée sont comprises entre 3 et 45, et que les racines
Pr I négatives le sont entre — -— et — 3.
114. Méraone pe Newron. — Cette méthode, dont l'emploi offre souvent quelque avantage, repose sur la proposition suivante :
Soient
flx), PF)... f(x)
la suite formée par une fonction entière du degré 122
et ses dérivées successives. St pour une valeur a attribuée à x ces fonctions sont positives, elles le seront aussi pour toute valeur a + h de x superieure à &.
Il suffit évidemment de considérer la première fonction f(x), etla proposition énoncée résulte immédiatement de l'égalité jire
IS ZASQUTE
fla+h=fa)+ TS (a)+ fa) ++ Frais tous les termes du second membre étant par hypothèse positifs, on a
fla+h)>o.
Il suit évidemment de là que l’équation f(x)—o n’a aucune racine supérieure à @.
D’après cette proposition, pour avoir une limite supérieure des racines de l'équation f(x) = o, on formera la suite
{ae AE), TP OT ER
On déterminera un nombre x, qui rende f#-1{(x) positive, ce qui est facile, puisque cette fonction est du premier degré. Siaucune des fonctions qui précèdent f#-1(x) n'est négative pour X—%Xo, On pourra prendre x, pour la limite cherchée. Si, au contraire, en remontant la suite que nous considérons, on rencontre une fonction qui soit négative pour x = Xo, On prendra une valeur x, supérieure à x, qui rende la même fonction positive. Pareillement, si, pour cette valeur x,, l’une des fonctions qui précèdent celle dont nous venons de parler est négative, on prendra une valeur x, >>x, pour laquelle la même fonction soit positive, et ainsi de suite. On arrivera infailliblement par ce procédé à une valeur de x pour laquelle la fonction f(x) sera positive ainsi que toutes ses dérivées : cette valeur sera la limite cherchée.
Après ce qui a été dit au n° 112, il est presque superflu d'ajouter que la méthode précédente peut être appliquée à la recherche de la limite inférieure des racines positives, ainsi qu à celle des limites des racines négatives.
ExemPze.— Reprenons l'équation qui a été considérée au numéro précédent. On a
fix) = 2 — 45xt + 722$ + 36 x? — 928 x — 147. f(x)
= brt — 1802 + 216x? + 72x — 028, I LA
= à — 102 — 270 x? —— 216% —- 36, m À 2 ei — 10%? — 1807 + 72; ft) Ua nos A0:
La valeur x = 9 annule f(x), maïs toute valeur supérieure rend cette fonction positive ; la dérivée précédente, f(x), est positive pour x —18, mais la même valeur rend f/(x) négative. Cette dernière fonction devient positive pour x = 27, et f'(x), qui est alors négative, devient positive pour x = 36. La valeur x — 36 rend f(x) négative, mais f(x) devient positive pour x = 44. On peut donc prendre 44 pour limite supérieure des racines positives.
Théorème relatif aux résultats de la substitution de deux nombres quelconques à l'inconnue.
115. Taéoreme. — Soient f(x) — 0 une équation à coefficients réels, x, et X deux quantités réelles quelconques. Le nombre des racines de l’équation f(x) = 0 cornprises entre les quantités x, et X est pair ou impair suivant que les résultats f (xo), f(X) obtenus en sub-
stituant x, et X à x dans le polynôme f(x) sont de méme Signe OU de signes contraires; zCrO est regardé comme un nombre pair. En particulier, si f(xo) et f(X) sont de signes contraires, l'équation f(x) =0 a au moins une racine comprise entre Xo et X.
En effet, supposons le polynôme f (x) décomposé en facteurs linéaires. Nous savons que si, parnni ces facteurs, il yen a p égaux à x—(p+q Ven il y en a aussi p qui sont égaux à æ —{(p — yy—1); le produit de ces 2p facteurs est la puissance de degré du polynôme (x — p}?+ 4? , lequel reste positif pour toutes les valeurs de x. Si donc on désigne par F(x) le produit de tous les facteurs linéaires imaginaires de f(x), on aura
Fe) =F(r) (e— 2) (23). (e — an),
K(x) restant toujours positif. On a, d’après cela J Î ? P ?
UE) F CE Ta T1 Lo Lo To — Th
FRS CERN EE RENTE CNE
F(xr ue (wo) est posiuf, et l’un des facteurs
le premier facteur L F(X)
Ty — Lg à ; à :
———)nepeutêtire négatif que si la ra- — RAT 5
cine æ, est comprise entre xo et X. Donc la valeur de
(To)
—— est positive ou négative, suivant que l'équation
f(x) = 0 aun nombre pair ou un nombre impair de ra-
suivants, telsque —
cines comprises entre x et X. Dans le premier cas, f(%o) et f(X) sont de même signe: dans le deuxième cas, ces quantités sont de signes contraires.
Corozraire 1. — Zoute équation de degre impair a au moins une ravine réclle de signe contraire à son dernier terme.
On suppose, dans cet Énoncé, que le premier terme de l'équation proposée f(x) — 0 a un coefficient positif. Si le dernier terme de cette équation est négatif et qué l’on nomme X une limite supérieure des racines positives de l'équation f(x) = 0, les résultats f(X), f(o) seront de signes contraires; 1] y a donc une racine positive, et, s’il y en a plusieurs, elles sont en nombre impair. Sile dernier terme de l’équation f(x) — 0 est positif, on changerax en—x, et, la transformée étant écrite de manière que son premier terme ait un coefficient positif, le dernier terme sera négatif; on rentre dans le premier cas.
CororLaIRE Il. — Joute équation de degré pair dont le dernier terme est négatif a au moins une racine postitive etau moins une racine négative.
On suppose encore ici que le premier terme de l’équation proposée f(x) = 0 ait un coefficient positif. Si l’on nomme X une limite supérieure des racines positives de l'équation f(x) = 0, les quantités f(X),f(o) seront de signes contraires ; donc l'équation a un nombre impair de racines positives, et par conséquent elle en a au moins une. Ce raisonnement s'applique aussi à l'équation f(— x) = 0; donc la proposée f(x) = o a un nombre impair de racines négatives.
Théorème de Descartes.
116. On dit que deux termes consécutifs d’une fonction entière f(x) à coefficients réels offrent une variation, quand ils ont des signes contraires; deux termes consécutifs qui ont le même signe offrent une permanence. Cela posé, limportante proposition connue sous le nom de 7'héorème de Descartes repose sur le lemme suivant:
Leuur. — Si f(x) désigne une fonction entière et S. — Alg. sup., I. 17
que a soit une quantité positive, le nombre des variations contenues dans le produit (x—a) f(x) surpassera d’une unité au moins, et toujours d’un nombre impair, le nombre des variations de f(x).
En effet, ordonnons la fonction f(x) par rapport aux puissances décroissantes de x et posons
f(x) = sm (P,z+...) 5 (P: mt +...) ie (Pate 420) LL TTRR + (—1)" (Pan + ÉLAEA },
en écrivant entre parenthèses tous les termes consécutifs qui ont le même signe ; le nombre des variations de f(x) est évidemment égal à #. Multiplions f(x) par x—a, et écrivons d’abord le produit par x; il viendra
af(x)={(P, rt.) (Pirrhtie,,,) (Por EE + (ir) (Parti).
Pour déduire de ce résultat la valeur du produit (x— a) f(x), 1l faut lui ajouter — af(x). Or je dis qu'après cette addition les signes des termes dont les degrés sont respectivement MI, MyIi, MoHl,..…, m1 seront restés les mêmes. Cela est évident pour le premier de ces termes, puisque le produit —af{(x) n’est que du degré m. Quant au terme du degré m,+1, il pourra être modifié, parce que —af(x) peut renfermer un terme du même degré; mais ce terme, s'il existe, est le produit par — a du dernier des termes contenus dans la première parenthèse de f(x), et, par conséquent, 1l est négatif; donc le signe du terme de degré m+1 dansx f(x) ne sera pas changé. Pareillement, si — af(x) peut donner un terme du degré m:+1, ce terme est nécessairement le produit par —« du dernier des termes contenus dans la deuxième parenthèse de f(x),etilale signe +, comme Île terme semblable du
produit x f(x). Il est évident que le même raisonnement s'applique à ceux des termes suivants que nous considérons. Mais le dernier terme de —af(x) est de signe contraire au terme de degré m,+1 qui figure dans xf (x), et 1l ne peut se réduire avec aucun de ceux contenus dans ce produit. Donc, dans le produit (x—a) f(x), les termes dont les degrés sont m+1, m1, moi,
mn+1 et le dernier terme auront alternativement les signes + et —; il y a par conséquent au moins 7+1 variations dans ce produit. Il peut y en avoir davantage; mais comme, en passant d’un signe + à un signe — ou inversement, on rencontre nécessairement un nombre impair de variations, 1l est évident que, si le produit (x—a) f(x) a plus de n+1 variations, il en aura 2k+n+1, 2k désignant un nombre pair.
117. Le lemme que nous venons d'établir nous donne immédiatement le théorème de Descartes, qui consiste dans la proposition suivante :
Taéorème. — Dans une équation quelconque, le nombre des racines positives ne peut pas surpasser le nombre des variations du premier membre; et, quand il est moindre, la différence est toujours un nombre pair.
En effet, soit f(x)=— o l’équation proposée. Décomposons le polynôme f(x) en ses facteurs linéaires ; désignons par F(x) le produit des facteurs qui répondent . aux racines imaginaires ou négatives, et SOlent @y, Go...) a, les racines positives. On aura
f(x)=F{(zx) (x a) (x — a)...(x— a),
L’équation F(x)—o n'ayant pas de racines positives, le premier et le dernier terme de F{x) sont de même signe, et en conséquence le nombre des variations
de ce polynôme est un nombre pair 24 qui peut se réduire à zéro.
Le polynôme F{x) ayant 24 variations, le produit F(x) (x—a,) en aura 2k,+1, d’après la proposition précédente, k, étant égal ou supérieur à k. Pareillement, le produit F(x)(æ—a,;)(æ — a;) aura 2k:+2 variations, et ainsi de suite, de manière que le dernier produit, qui est égal à f(x), aura 2k, + v variations, k, étant un entier positif ou nul.
CoroLLaire. — Dans une équation quelconque, le nombre des racines négatives ne peut pas surpasser le nombre des variations de l'équation transformée en — x, et, quand il est moindre, la différence est toujours un nombre pair.
1418. Le théorème de Descartes a pour complément la proposition suivante, qui n’en est au surplus qu'une conséquence :
Tuéorëme. — St une équation a toutes ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des variations, et le nombre des racines négatives est égal au nombre des variations de la transformee en — ZX.
Considérons les différences entre le degré de chaque terme d’une équation de degré mn et le degré du terme suivant. Parmi ces différences, il peut y en avoir qui soient des nombres impairs : je les désignerai par
D Ai TL; M2 Re TAN. DEN
quant aux différences qui sont égales à des nombres pairs, je disunguerai celles qui répondent à deux termes de signe contraire de celles qui se rapportent à deux termes
SECTION I. — CHAPITRE VI. 261 de même signe. Je désignerai les premières par 2hi+92, 2h +9, ,.,, 2h +2, tandis que les autres seront représentées par 281 282 ve, 28e
Comme il y a u + v + p différences, le nombre des termes de l'équation est égal àp+v+p+1, et il est évident qu'il manque à celle-ci, pour qu’elle soit complète, un nombre de termes qui sera égal à 2S + y —p si l’on fait, pour abréger,
S— (Ait hot HA) Rite HA) + (gi get +8).
En ajoutant le nombre des termes contenus dans l’équation proposée avec le nombre de ceux qui lui manquent pour qu’elle soit complète, on aura évidemment une somme égale à m +1; donc
Désignons maintenant par V le nombre des variations de l’équation proposée, par V’le nombre des variations de la transformée en — x, et cherchons la valeur de V + V/. Considérons d'abord deux termes consécutifs dans lesquels la différence des degrés soit un nombre impair 24 +1; il est clair que, si ces deux termes offrent une variation dans la proposée, ils présenteront une permanence dans la transformée en — x, et inversement ; donc les deux termes ne donnent qu’une unité dans V + V/, et, comme il y a, par hypothèse, y couples de termes du même genre, ces termes fourniront a unités à la somme V + V’. Considérons en second lieu deux termes consécutifs de signes contraires et dans lesquels la différence des degrés soit un nombre pair 2 À + 2; ces deux termes donnent une variation dans la transformée
aussi bien que dans la proposée, et, comme il y a y couples de pareils termes, ils apporteront 2 y unités dans la somme V + V’. Enfin, si l’on considère deux termes de même signe et dans lesquels la différence des degrés soit un nombre pair 28, ces termes ne donneront aucune variation dans la transformée en — x et ils ne fourniront rien à la somme V + V'. On a donc, d’après cela,
(2) V+V'=p+ 2, et par conséquent la formule (1) peut s’écrire (92 NM =NLNE0S,
S1 l’on désigne par P le nombre des racines positives de l'équation, par P’ le nombre des racines négatives et par 21 le nombre des racines imaginaires, on aura aussi
(4) m—P+P'+1; et la comparaison des formules (3) et (4) donnera (5) 21—(V- PE (V'—pP')+0s.
Si l'équation proposée a toutes ses racines réelles, I est nul; d’ailleurs aucun des nombres V — P, V!'— P' ne peut être négatif; donc on a non-seulement
(6) Pas Vs Rive mais encore (7) S = 0.
Les formules (6) démontrent la proposition énoncée; la formule (5) nous fait connaître en outre une limite du nombre des racines imaginaires. On en üre effectivement
Lou seess
d'où il résulte qu'une équation a toujours des racines
imaginaires lorsqu'il manque plus d'un terme entre deux termes de signes contraires, et lorsqu'il manque même un seul terme entre deux termes de même signe.
CorozLarre 1. — Si une équation a toutes ses racines réelles et positives, l'équation est complète et elle ne présente que des variations.
Car le nombre des variations doit être égal au degré m de l'équation, et celle-ci renferme en conséquence m +1 termes.
Cororzatre Il. — Si l'équation f(x) = o a toutes ses racines réelles et que a soit une quantité positive, le produit (x — a) f(x) ne renferme qu'une variation de plus que f(x).
Car, dans chacune des équations
flæ)=0, (x—a)f(x)—0,
le nombre des racines positives est égal au nombre des variations du premier membre. La deuxième équation ayant une seule racine positive de plus que la première, elle a aussi une seule variation de plus que celle-ci.
119. Le théorème de Descartes conduit encore à une autre proposition sur laquelle nous croyons devoir appeler l'attention, parce qu’elle est le point de départ de recherches nouvelles dont nous aurons à parler ensuite. Cette proposition est la suivante :
Taéorëme. — Soient f(x)—o une équation du degré m dont les m racines sont réelles, et f'(x), f(x), ...,f"(x) les m dérivées successives du polynôme f(x). Si, dans la suite des m-+1 fonctions
fe) x) Pleh ce fe)
on substitue successivement deux quantités réelles quel-
conques « et 6 a, et si, après chaque substitution, on compte les variations de signes que présente la suite des résultats, le nombre des variations perdues en passant de x = « à x — 6 sera précisément égal au nombre des racines de l’équation f(x)—o comprises entre « et 6.
En effet, posons successivement x=x'+a et
— x'+ 6. Le nombre des racines de la proposée qui sont supérieures à à sera égal au nombre des racines posiives de la transformée f(x!'+ æ) — o, et, en conséquence, égal au nombre des variations du polynôme f(x'+ &), puisque toutes les racines sont supposées réelles. Pareillement le nombre des racines de la proposée qui sont supérieures à 6 sera égal au nombre des racines positives de f(x + 6) —o, et, par suite, égal au nombre des variations de f(x'+ 6); d’où 1l suit que l'équation f(x) —o a précisément autant de racines comprises entre « et 6 qu’il ya d'unités dans l’excès du nombre des variations de f{x'+ «) sur le nombre des variations de f(x! + “ Mais on a
x'? PU Pa) fe) Pr) EP) EP) donc l'excès dont nous venons de parler est égal à la différence entre le nombre des variations que présente la suite
ACT f(x); ke) 5h FER À
pour x = 2, etle nombre des variations que présente la même suite pour x — 6.
Theorème de Budan.
120. La proposition précédente cesse d'être exacte, lorsque l'équation f (x) —ona pas toutes ses racines
réelles. Mais, en cherchant à en modifier l'énoncé de manière à embrasser tous les cas, Budan est parvenu à un théorème remarquable que nous allons exposer, après avoir établi préalablement un lemme fort important sur lequel nous aurons à nous appuyer.
Lemme. — Si f(x) désigne une fonction entière de x ayant pour dérivée f'(x), et que l’on fasse croitre x de — © à +, chaque fois que le rapport He TL s'annulera, il passera toujours d’une valeur négative à une valeur positive. |
En effet, soit a une valeur de x pour laquelle f(x) s’annule. Si m est le degré de cette fonction et que l’on represente pan (2x) 2f (x) un f(x) ses: dérivées
successives, Ôn aura, pour 4 —@ + U:
Ha + 0) = (a) + 9 (ae M pr(a) +.
ts. UE) Pla+a)=f"{a) + Pate RER Aie
+ —— —— M2 0iMmT) comme il peut arriver que la valeur x = a annule f(x) et quelques-unes des dérivées suivantes, je désignerai généralement par f(x) la première de ces dérivées qui ne s’annulent pas pour x = a. Alors, en divisant l’une par l’autre les deux équations précédentes, on aura
un
FM (a)
VÉr (a)
fa +u)
MA NPA (az +1)...m
Yi (a+u) RAR ee un
. . 5 È [24 la fraction qui muluplie -, dans le second membre, a na
pour limite l’unité quand « tend vers zéro; done, pour des valeurs de w positives ou négatives dont le module est suffisamment petit, les quantités
flat a) f'(a'+u) seront de même signe; il résulte de là que, si k désigne
une quantité positive suffisamment petite, et que l’on fasse croître u de —}h à + h, le rapport
flahu) f'(a + u)?
u et
d’abord négatif, s’annulera en même temps que u et deviendra ensuite positif.
Corozzaire. — $t le polynôme f(x) et ses n —1 premières dérivées s'annulent pour x = a, et que h désigne une quantité positive suffisamment petite, la suite des n +1 fonctions
fe) fe) Ple) 2e) fe)
présentera n variations pour x = a—h, etelle n'offrira que des permanences pour x = a + h.
En effet, deux fonctions consécutives de cette suite
sont de signes contraires pour x = a — h, et elles sont de même signe pour x = a+ h.
121. Taéonkme ne Bupan. — Æ£tant donnée une équation quelconque f(x) = 0 de degré m, si dans les
m + 1 fonctions
(1) fleh fe SFR) ES
on substitue deux quantités reelles quelconques «a et
6 >> «, et si, après chaque substitution, on compte les variations de signe que présente la suite des résultats, le nombre des racines de f (x) = 0 comprises entre a et 6 ne peut jamais surpasser celui des variations perdues de x = à x —6, et, quand il est moindre, la difference est toujours un nombre pair (!).
En effet, quand on fait croître x d’une manière continue de « à 6, la suite des signes des fonctions (1) ne peut éprouver de modifications qu’à l'instant où x atteint et dépasse une valeur qui annule quelqu'une de ces fonctions; supposons donc que, pour x — a, une ou plusieurs des fonctions (1) s’annulent. Parmi ces fonctions qui s’annulent, pour x = a, il peut y en avoir plusieurs qui soient consécutives; soient donc généralement
(2) tra, FREE FR HA)
n fonctions consécutives qui s’annulent pour x — a, le nombre z pouvant se réduire à l’unité. L'indice a peut être zéro, auquel cas f#(x) représente la fonction f(x); mais le dernier indice + n—1ne peut être égal à mn, car la fonction f(x) est une constante différente de zéro.
Cela posé, considérons la portion de la suite (1) qui comprend les fonctions (2) et la fonction suivante, savoir :
(3) Pr), fée) Le, fért(e), J(a):
d’après le corollaire du lemme qui précède, si » désigne
(!) Ce théorème est souvent attribué à Fourier, qui l’avait sans aucun doute rencontré dans ses recherches ; mais la priorité appartient réellement à Budan, qui communiquà en 1811 à l’Académie des Sciences la démonstration complète du théorème. L’énoncé que nous adoptons ne diffère que dans la forme de celui donné par Budan, et il est tel que Fourier l’a présenté dans son Analyse des équations, publiée après sa mort, en 1831, par les soins de Navier.
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une quantité positive suffisamment petite, les 7+1 fonctions de la suite (3) offriront 7 variations pour æ—= &— h, tandis qu’elles ne présenteront que des permanences pour x = a + h. Appliquons successivement ce résultat aux cas deu — o et deu > 0.
Dans le cas de u = 0, on peut dire que : si les n premiers termes de la suite (1) s’annulent pour x = a, c'est-à-dire si l'équation f(x) —0 a n racines égales à a, la portion de la suite (1) qui embrasse les n +1 premiers termes perd n variations, quand on passe dex=a—hàx—a+h. |
Dans le cas de p >> 0, joignons aux fonctions (3) celle qui les précède dans la suite (1), on aura les n + 2 fonctions
4) Fee), (a), Fe), ee, Per), frere).
S1 7 est un nombre pair 24, l'équation f#(x) —=o a 2k racines égales à a, et, en conséquence, f#*(x) ne change pas de signe quand x varie de a — } à a + h; d’ailleurs f*7'(x) conserve aussi le même signe; donc la suite (4) perdra 24 variations quand on passera dea—hàa+h. S1, au contraire, 7 est un nombre impair 24 + 1, l’équaion f*(x)—o a 2k +1 racines égales à a et f“(x) change de signe quand x varie de a—h à a +h; comme f"—'(x) conserve le même signe, il s'ensuit que la suite des deux fonctions f(x), f(x) perdra ou gagnera une variation dans le passage de a—hàaa+h, et, par conséquent, la suite (4) perdra dans ce cas (2k +1), c’est-à-dire 24 ou 24 + 2 variations. On peut donc dire que : si n termes consécutifs de la suite (1), ne comprenant pas le premier terme, s'annulent pour x = à, la portion de la suite (1) qui embrasse ces n termes avec celui qui les précède et celui qui les suit perd un nombre pair de variations, quand on passe
sh
Er a”
de a—h à a+ h; ce nombre de variations perdues peut se réduire à zéro quand n = 1; mais, pour n >1, il est positif.
Il résulte de là que, x croissant de & à 6, chaque fois que cette variable atteint et dépasse une valeur & qui annule quelques-unes des fonctions (1), cette suite perd v+ 2k variations, À étant un entier positif ou nul, et le nombre v, qui peut aussi se réduire à zéro, étant précisément égal au nombre des racines de l'équation f(x)=o qui sont égales à &. Si donc N désigne le nombre total des racines réelles égales ou inégales comprises entre & et 6, le nombre des variations perdues en passant de x = « à x — 6 sera égal à N ou égal à N augmenté d’un nombre pair.
Corozrare. — Si l'équation Jf(x)=0oanN racines comprises entre « et 6, et que la suite (1) perde N +2K variations dans le passage de x = à à x = 6, l'équation a au moins 2K racines imaginaires.
En effet, désignons par N, le nombre des racines comprises entre — « et &, par N’celui des racines comprises entre 6 et + æ. Soient aussi N;, + 2K,, N'+ 2K'les nombres de variations perdues dans la suite (1) quand on passe de x=—àx—a et de x—6àx—+o.Il est évident que pour x — — la suite (1) présente m variations, tandis qu’elle n’a que des permanences pour x —= æ ; on a donc
N+N+<N+2kK, + 2K +2K'—= m;
le nombre 21 des racines imaginaires est égal à m—{(No+N + N'), et l’on a conséquemment
I=K,+K<+K', d'où I—=ou >K,
122. Nous présenterons ici deux remarques au sujet du théorème de Budan.
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Quand on applique ce théorème, il peut arriver que l’un des nombres « et 6 qu'il faut substituer à x annule quelques-unes des fonctions de la suite (1). On sauve cette difficulté en substituant & + À au lieu deæet6—h au lieu de 6, À désignant, comme précédemment, une quantité positive suffisamment petite. Aucun calcul ne sera d’ailleurs nécessaire, car supposons que l'hypothèse x = à annule les termes de la suite (3) à l’exception du dernier, nous savons que cette suite (3) n’offre que des permanences pour x —=a—<+h. Si c’est, au contraire, l'hypothèse x — 6 qui annule les fonctions dont nous venons de parler, la suite (3) ne présentera que des varations pour x = 6 — h.
Le théorème de Descartes peut être regardé comme un corollaire de celui de Budan. Supposons, en effet, que l’on veuille appliquer ce dernier théorème en prenante =0, 6—+o. Pourx=+, la suite des fonctions (r) ne présente que des permanences, et pour x = o ces fonctions se réduisent aux coefficients de l’équation f(x) = 0, en faisant abstraction de certains multiplicateurs numériques et essentiellement positifs. A. la vérité, l’hypothèse x == 0 peut annuler quelques-unes des fonctions (1), et cela arrive nécessairement si l'équation proposée manque de quelques termes. Mais supposons qu’au lieu de substituer zéro on ait substitué successivement — À et + h; comme le nombre des variations perdues en passant de — } à +h est pair, si, comme on le suppose, l'équation proposée n’a pas de racines nulles, il est permis de ne tenir aucun compte de celles des fonctions (1) qui s’annulent pour x —0, lorsque l’on applique le théorème de Budan en prenant « — + het6 — +, ou, ce qui revient au même, en prenant & — 0, 6 — + « . Il résulte donc du théorème de Budan que: si l'équation f (x) = 0 a N racines positives, la suite des coefficients des termes
contenus dans le premier membre offrira N + 2K variations, K étant un entier positif ou nul; ce qui est précisément le théorème de Descartes.
Théorème de Rolle.
123. La proposition connue sous le nom de théorème de Rolle est utile dans quelques circonstances, et elle se rattache directement à la théorie que nous exposons; aussi croyons-nous devoir la présenter 1c1.
Taéorëme. — Si a et b désignent deux racines consécutives de l'équation f (x) = 0, en sorte que cette équation n'ait aucune autre racine comprise entre & et b, l'équation f'(x) = 0, obtenue en égalant à zéro la derivée de f(x), a au moins une racine comprise entre a et b, et, quand elle en a plusieurs, le nombre de ces racines est impair.
En effet, si l’on suppose b > a et que l’on désigne par À une quantité positive suffisamment peute, le premier des deux rapports
fia+h) J\b—h) NCEUR ATAUNRETS
sera positif, tandis que le second sera négatif (n° 120;. D'ailleurs les numérateurs f(a+h) et f(b—h) sont de même signe, puisque l’équation proposée n’a pas de racine entre a + et b—h; donc les dénominateurs f'(a+h),f'(b —h) sont de signes contraires, et, en conséquence, l’équation /’(x) = 0 a un nombre impair de racines comprises entre a + h et b — }, ou entre a et à. Il faut remarquer que ce théorème subsiste, lors même que a ou b serait une racinc multiple de l’équation proposée.
DAT EN
CoroLLAiRE I. — Deux racines consécutives à et 6 de l'équation f l(x) = 0 ne peuvent comprendre entre elles plus d’une racine de l'équation f(x) = 0.
Car, si l'équation f(x)— 0 avait deux racines a et b comprises entre æ& et 6, l'équation f'(x)—o aurait au moins une racine y comprise entre a et b; cette racine serait donc comprise, à plus forte raison, entre æ et 6, ce qui est contre l'hypothèse.
CorozLarRE Il. — 87 l'équation f(x) = 0 de degré m a toutes ses m racines réelles, l'équation f'(x) = 0 a également toutes ses racines réelles, et deux racines consécutives de la seconde équation comprennent toujours une racine de la première.
Désignons par (a) A, y, A3, .:, An
les racines de l'équation f(x)= 0, rangées par ordre de grandeur à partir de la petite, et par
MOMENT TIR ENT S les degrés de multiplicité de ces racines, on aura M MIE EM e Girer ElLIEe
Cela posé, d’après le théorème des racines multiples, l'équation f(x) = 0 a m, — 1 racines égalesà a,, elle en a m2 —1 égales à 4»,..., Mn — 1 égales à a,; le nombre de ces racines est n—n. En outre, d’après le théorème de Rolle, l'équation f’(x)—o a au moins une racine comprise dans chacun des 7 — r intervalles que forment deux termes consécutifs de la suite (1); elle ne peut d’ailleurs en avoir plus d’une dans chaque intervalle, puisque le nombre total de ces racines est 7 —1.
Soient b;, b:; .. DES
les 72 — 1 racines de f’(x)— 0 dont nous venons de parler et qui sont respectivement comprises dans les 72 — 1 intervalles formés par deux termes consécutifs de la suite (1). Il est évident que les termes de cette suite (r) seront compris respectivement dans les z intervalles formés par la suite
(2) Er OO , b;, Da, ses ET + © ;
les termes de la suite (2) séparent donc les racines (1) de l'équation proposée.
124. Exempze. — Pour donner un exemple des applications du théorème de Rolle, nous établirons une propriété importante que possède une classe de fonctions qui se présentent dans diverses recherches mathématiques. Posons, pour abréger,
va — I nm f(x) te _ ; ee et désignons par
ART be) ere Er).
les dérivées successives du polynôme f(x); la fonction que j'ai en vue et que je désignerai par X, est défimie par la formule
La fonction f(x) étant un polynôme de degré 2n, sa nième dérivée, f(x) ou X, sera un polynôme du degré 7. Cela posé, je dis que l'équation
pose; J Xp — 0
a ses n racines réelles, inégales et comprises entre — 1 BE r.
Pour établir cette proposition, 1l suffit d'appliquer n fois de suite le théorème de Rolle à l'équation Pih==0:
S. — Alg. sup., I. 18
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Cette équation a n racines égales à — 1 et 7 racines égales à +1, donc l'équation
aura 2 —1 racines égales à — 1, 7 —1 racines égales à
+ 1, et une racine a, comprise entre — 1 et +1. De là il résulte que l'équation
Tire 10
a n—2 racines égales à —1,72—2 racines égales à +1, une racine D, entre — 1 et a,, et une racine b, comprise entre a; et HI.
Il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ce raisonnement, pour reconnaître que l’équation f{(x)= o ou X,—=oases n racines réelles, inégales et comprises entre — 1 et +1, ainsi que nous l’avions annoncé.
125. On peut tirer du théorème de Rolle les conditions de la réalité de toutes les racines d’une équation de degré donné; mais, devant bientôt faire connaître une méthode beaucoup plus simple qui remplira le même objet, nous n’aborderons point ici cette question générale, et nous nous bornerons à appliquer le théorème à la détermination du nombre des racines réelles d’une équation trinôme, telle que
PACE EEE
dans laquelle nous supposerons les exposants m et n impairs.
Le nombre total des variations contenues dans cette équation et dans sa transformée en —x est égal à 1 ou à 3; le nombre des racines réelles est donc lui-même égal à x ou à 3; 1l s’agit de distinguer ces deux cas. La dé-
rivée CE) a 1C1 pour valeur TRES — m D Er ER À
si p est posiuif, l'équation f’(x) = o ne peut avoir d’autre racine réelle que zéro; donc la proposée ne peut pas avoir dans ce cas trois racines réelles. Si p est négatif, et que l’on désigne par à le radical
m—n np
Fer
l'équation f’(x)—0o admettra les racines —b et + b, indépendamment des racines nulles qu’elle peut avoir et qui sont, par hypothèse, en nombre pair. Alors, si la proposée a trois racines réelles, — à sera comprise entre les deux plus petites, tandis que + b le sera entre les deux plus grandes ; donc ces trois racines serontrespectivement comprises dans les trois intervalles que forme la suite
—D, —0b, +b, +, ce qui exige que l’on ait WI 0, PE) 0.
Réciproquement, si ces conditions sont remplies, l'équation proposée aura nécessairement (n°115) une racine comprise entre — et — b, une deuxième entre — b et + b, une troisième enfin entre + D et + æ . En remettant au lieu de b sa valeur, on trouve que nos
deux conditions deviennent
nm nt
np \ m—n ñnq np Hi—n = nr ne m mn m et elles peuvent s'exprimer par une inégalité unique, en écrivant que la puissance (m—n)°me de la quantité intermédiaire est inférieure à la puissance (m— nn) de
l’une des quantités extrêmes. On obtient ainsi la condi-
tion demandée,
nq m—n np nm Es -l- aa 4 O :
(= Ho =) m or on voit qu’elle n’est jamais satisfaite quand p est > 0. Si le premier membre de cette inégalité se réduit à zéro, l'équation proposée a encore trois racines réelles, mais il est évident que deux de ces racines sont égales entre elles. Si l’on a TRS SEULE AT l'équation proposée devient 2 + P+ —+- 7,20»
ce qui est la forme à laquelle peut être ramenée toute équation du troisième degré (n° 62). Quant à la condition de réalité des trois racines, elle devient
2 3 CA ne ou 4pÿ+27q <o.
Théorème de Sturm.
126. Parmi les problèmes que l’on rencontre dans la théorie des équations, l’un des plus importants est celui qui a pour objet la découverte d’une règle à l’aide de laquelle on puisse déterminer le nombre exact des racines réelles d’une équation qui sont comprises entre deux nombres donnés.
La proposition du n° 119 nous a donné la solution de ce problème pour ce qui concerne les équations dont toutes les racines sont réelles, et les recherches de Budan ont eu pour objet, comme on l’a vu, de tirer des mêmes principes un Critérium qui pût s'appliquer à tous les cas. Mais, malgré son utilité incontestable, le beau théorèms
auquel ce géomètre est parvenu ne donne pas une solution complète de la question que nous venons de poser.
L’Algèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais cette lacune se trouva comblée de la manière la plus heureuse par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géomètre communiqua à l’Académie des Sciences, en 1820, la démonstration de son théorème qui constitue l’une des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie l'Analyse mathématique.
197. Le théorème de Sturm consiste dans la proposition suivante :
Taéonkme. — {tant donnée l'équation V —0o dont le premier membre est une fonction entière d’un degré quelconque m de l’inconnue x et qui n'a pas de racines égales, soit V, la dérivée du polynôme V. Efectuons la division de V par V;,, jusqu'à ce que nous soyons arrivé à un reste de degré inférieur au degré de V,, changeons les signes de tous les termes de ce reste et désignons par V, ce qu'il devient alors. Divisons de méme V, par V), et, après avoir change les signes des termes du reste, nous aurons un nouveau poly nôme V; dont le degré sera inferieur au degré de V,. Divisons pareillement V; par V; et continuons la méme série d'opérations, comme s'ils’agissait de déterminer le plus grand commun diviseur des polynômes V et V,, mais en ayant soin de changer les signes de chaque reste avant de le prendre pour diviseur. L'équation proposée n'ayant pas de racines égales, nous arriverons après ur certain nombre p—1 de divisions à un reste numérique différent de zéro, et nous représenterons par V, ce reste change de signe. Nous obtiendrons ainsi une suite de +1 fonctions
(1) ES A PP PR PR PEU à
dont les degrés, par rapport à x, formeront une suite décroissante.
Cela posé, soient à et 8>> «a deux quantités réelles quelconques données, et substituons successivement & et6 à x dans les fonctions (1). Le nombre des racines réelles de l'équation V—0,comprises entre « et 6, sera précisément égal à l'excès du nombre des variations que présente la suite des signes des u+ 1 fonctions (1) pour x = à, sur le nombre des variations que présente la suite des signes des mémes fonctions pour x= 6.
Désignons par
Qi, Qu... Qu les quotients que l’on obtient en divisant V par V,, V, par Ve,..., V,_o par V,_,; on aura cette suite d’égahtés :
VW, QE, Vi =; Q> ceuL Et AN re
ere D ——
CHENE Re alt Là PC PCA AQU, |
Vue Vus Qui — Vu qui conduisent aux deux conséquences suivantes :
1° Dans la suite (1), deux fonctions consécutives ne peuvent s'annuler pour la méme valeur de x.
En effet, si l’on avait Vs, —=0, V;=o, pour une certaine valeur de x, la relation
( 3 ) Vr_ Ve Qz ME + Vy+1
montre que l’on aurait en même temps Vy,,—=0. On conclut de là que, si une même valeur de x annulait deux fonctions consécutives, elle annulerait aussi toutes les suivantes, ce qui est impossible, puisque la dernière foncton V, est une constante différente de zéro.
2° Si, pour une valeur de x, l’une des fonctions de la suite (1), autre que la première, s'annule, la fonction précédente et la fonction suivante sont de signes contr'aires.
En effet, si l’on a V;=— 0, l'égalité (3) donne | Ven Vin.
Faisons maintenant croître x d’une manière continue entre les limites & et 6; la suite des signes des fonctions (1) ne pourra être modifiée qu’à l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annule une ou plusieurs des fonctions de la suite (1). Soit a l’une de ces valeurs, et supposons d’abord que, parmi les fonctions
Vo Ve Jess
qui s’annulent pour x—4a la première V ne soit pas comprise.
S1 À désigne une quantité positive suffisamment petite, les équations V;_,—=0, Vx,,= 0 n’auront aucune racine entre a— h et a+ h, et en conséquence chacune des fonctions V_,, V4, conservera le même signe quand on fera croître x de a—h à a+ h. Ces fonctions étant de signes contraires pour x = a, comme nous l’avons dit plus haut, elles sont pareillement de signes contraires pour X—a—h, ainsi que pour x= a + h; donc la portion de la suite (1) qui comprend les trois fonctions
Ne 3 Vy, Vz+1
offre une variation unique pour x=4a—h, ainsi que pour x—a+h; cela s'applique évidemment à chacune des portions de la suite (1) qui sont formées par l’une des fonctions Vz, V,,... et les deux qui la comprennent. On peut conclure de là que la suite des signes des fonctions (1) ne perd ni ne gagne aucune variation quand x croît de a—h à a+h.
Supposons maintenant que x, croissant de o& à 6, atteigne une valeur a qui annule la fonction V, et pour laquelle quelques-unes des autres fonctions dela suite(r),
telles que
puissent aussi s’annuler. Le raisonnement qui précède montre que la portion de la suite (1) formée avec l’une de ces dernières fonctions et les deux qui la comprennent présente une variation unique pour x—=a—h, ainsi pate 9 A d que pour x—=a+h. D'ailleurs, d’après le lemme du
n°1920 le rapporte passe du négatif au positif quand x
croît de a—}à a+ h; ce qui revient à dire que les deux fonctions V, V, offrent une variation pour x—=a—h, et une permanence pour x = a+ h; donc, dans le passage de x—a—h à x—a+h, la suite entière des fonctions (1) perd une variation et n’en perd qu’une seule.
En résumé, si x croît d’une manière continue depuis & jusqu’à 6, le nombre des variations de la suite des fonctions (1) n’éprouve de modification que quand x atteint et dépasse une racine de l'équation V — 0, et chaque fois que x atteint et dépasse une telle racine, il y a une variaüon perdue, dans la suite des fonctions (1); ce qui démontre le théorème énoncé,
128. Sturm a fait lui-même sur son théorème des remarques importantes que nous reproduisons ICI.
1° Dans les divisions successives qui servent à trouver :
les fonctions V:, V:,..., il est permis de multiplier ou
de diviser les dividendes ou les diviseurs par des nom-
bres positifs quelconques ; les fonctions (1) se trouveront alors multipliées par des facteurs positifs, ce qui ne changera point leurs signes ; mais il faut éviter de supprimer ou d'introduire des facteurs négatifs.
cr
2° La condition que la dernière des fonctions (1), savoir V,, est une constante, n'intervient pas dans la démonstratton que nous avons présentée du théorème ; cette démonstration suppose seulement que V, ne change pas de signe quand x varie de & à 6. Il résulte de là que si, parmi les fonctions (1), il s’en trouve une V3 qui n'ait aucune racine comprise entre « et6, on pourra arrêter la suite (1) à cette fonction et faire abstraction de toutes celles qui suivent.
3° Il peut arriver que l’une des limites &, 6 annule une ou plusieurs des fonctions de la suite (4); mais il ne saurait résulter de cette circonstance aucun embarras pour compter le nombre des variations. Il suffira effectivement, dans ce cas, de substituer 4 —h au lieu de & ou 6+ h au lieu de 6, 2 désignant une quantité aussi petite que l’on voudra. Supposons que la fonction V s’annule, soit pour x —=&, soit pour x—6. Ainsi que nous l’avons vu, les deux fonctions V, V, offriront, dans le premier cas, une variation pour X—4—h, et une permanence, dans le deuxième cas, pour x=—6+h. Quant aux fonctions qui suivent, si l’une d’elles s’annule pour x —« ou. pour x—6, nous avons vu que, pour une valeur de x trèspeu différente de & ou de 6, la suite formée par cette fonction et les deux qui la comprennent offre toujours une varialion unique.
129. Le théorème de Sturm s'applique sans modification aux équations qui ont des racines multiples, pourvu que l’on fasse abstraction du degré de multiplicité de ces racines.
En effet, soit X—0o une équation qui a des racines multiples, et désignons par X, la dérivée du polynôme X.. Opérons sur les fonctions X et X,, comme s’il était question de chercher leur plus grand commun diviseur, en
ayant soin de changer le signe de chaque reste, ainsi que le prescrit l'énoncé du théorème. On obuendra ainsi la suite de fonctions
(1) X, X:;, X>, GOT Xy1 Xu
dans laquelle le dernier terme ne sera plus constant; mais trois fonctions consécutives seront encore liées entre elles par une égalité de la forme
XX Or Xuras
où Q; désigne une fonction entière.
Soit D le produit des facteurs linéaires communs à X et à X,,1l est évident que les fonctions (1) pourront être divisées exactement par D, et si l’on désigne par
(2) A PS PRO À He UE.
les quotients de ces divisions, la dernière des fonctions (2) sera une constante ; en outre trois fonctions consécutives de cette suite seront liées entre elles parla relation
Ven Ve Qr— Vr+;
#, À passera toujours, en s’annulant, d’une valeur négative à
enfin, d’après le lemme du n° 120, le rapport
une valeur positive. En conséquence, on peut appliquer aux fonctions (2) le raisonnement entier du n°127, et il en résulte que, si 6 est >«, l'équation V =o ou X—=o a autant de racines comprises entre « et 6 qu'il y a de variations perdues dansla suite des signes des fonctions (2), lorsque x croît de & à 6. Enfin, comme les fonctions (1) s’obtiennent en multipliant les fonctions (2) par un même polynôme D, il est permis de substituer les unes aux autres.
Des conditions de realite de toutes les racines d’une équation de degré donne.
130. Pour avoir le nombre total des racines réelles d’une équation donnée V = 0, il suffit de former, conformément au théorème de Sturm, la suite des fonctions
(1) À AA EE POS Je LA PE
et d'y substituer successivement deux limites L, L’, entrelesquelles touteslesracinesréelles soientcomprises ; mais comme, pour une valeur de x dont le module est suffisamment grand, une fonction entière a toujours le signe de son premier terme, et que nous n’avons à nous préoccuper que du signe des résultats des substitutions, on peut prendre, pour plus de commodité, — et + au lieu de L et de L/. Soient donc k le nombre des variations contenues dans la suite des fonctions (1), pour x =— © ; k’le nombre des variations de la même suite pourx —=+ , le nombre des racines réelles de l’équaton V = osera À — }!.
S1 l’on veut avoir séparément le nombre des racines positives et celui des racines négatives, il faudra en outre substituer zéro à x dans la suite (1), ce qui réduira chacune des fonctions à son dernier terme ; soit k, le nombre des variations de la suite (1) pour x = 0, l'équation proposée aura #, — À’ racines positives et k — #, racines négatives.
101: Supposons maintenant que l’on veuille connaître les conditions qui doivent être remplies pour que l’équaq Ï q q tion V = 0, du degré m, ait ses mn racines réelles et inégales. Il faut et 1l suffit, pour qu'il en soit ainsi, que la suite des fonctions (1) perde m variations quand x croît de — à + ; cela exige d’abord que cette suite ait au ; 5 q
moins #2 + 1 termes; or elle ne peut en avoir davantage : donc le nombre p est égal à m, et les fonctions (1) sont respectivement des degrés
me, TILERUE M2," , 1, O.
En outre la suite des signes des 7 +1 fonctions (1) doit renfermer m variations pour x =—, et elle n’en doit plus offrir aucune pour x = + ; il est évident que cela revient à dire que le coefficient du premier terme, dans chacune des fonctions (1) doit être positif.
On peut énoncer, d’après cela, la proposition suivante :
Pour qu'une équation du degré m ait ses m racines réelles et inégales, il faut et il suffit que la suite formée conformément à l'énoncé du théorème de Sturm se compose de m+x fonctions, et que, dans chacune de ces fonctions, le coefficient du premier terme soit positif.
Comme, dans les deux premières des fonctions dont nous venons de parler, le coefficient du premier terme est toujours positif, la proposition précédente indique seulement 7—1 conditions pour la réalité de toutes les racines, Mais il se peut que ces conditions rentrent les unes dans les autres; le nombre 7—1 ne doit donc être regardé que comme une limite supérieure.
ExempLe.— Prenons pour exemple l'équation du troisième degré
+ pr + q —=0; pour éviter les dénominateurs, dans les deux divisions que nous avons à exécuter, je multiplie les dividendes respectivement par 3 et 4p?; on a alors
V—=r+pr+g, ou 3x +3px+3q, l'érpehde 1 ou 12p°? 2° + 4 p3, Vs——2px—3q,
Vs=— 4p° — 279%.
SECTION I. — CHAPITRE VI. 285 Les conditions de réalité des trois racines sont donc D 0 D 2708107
mais la première condition est comprise dans la seconde ; celle-ci peut s’écrire
fp° +279 <0;
c’est la même que nous avons déjà obtenue par une autre voie, au n° 195.
Extension de la méthode de Sturm.
132. Les fonctions dont le théorème de Sturm prescrit l'emploi peuvent être quelquefois suppléées, ainsi que l’a remarqué l’illustre auteur, par d’autres fonctions qui remplissent le même objet.
Soient
(1) AE V;, V:, CG ÉNAT, Vu
u +1 fonctions entières d’une variable x qui satisfont aux conditions suivantes :
1° Que la dernière fonction V, ne change pas de signe quand x varie entre deux limites données « et Er:
2% Que deux fonctions consécutives ne puissent s'annuler pour une méme valeur de x comprise entre « et 6;
3° Que si une fonction autre que la première s’annule pour une valeur de x comprise entre « et 6, les deux fonctions qui la comprennent aient alors des valeurs de signes contraires ;
10 à = aa BE PUITS l VER Re "ol Que e Tapporl v passe toujours du neécalif au
positif chaque fois qu'il s'annule, quand x croit de à
De:
, Rs
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Il est évident que ces conditions sont les seules que nous ayons fait intervenir dans la démonstration du n° 127; on peut donc affirmer que, dans notre hypothèse, le nombre des racines réelles de l’équation V = 0 comprises entre « et6 est égal au nombre des variations perdues par la suite (1) dans le passage de x = à x= 6.
Supposons que la dernière des quatre conditions que nous venons de mentionner soit remplacée par la condi-
tion contraire, Savoir : que le rapport Y. passe toujours
du positif au négatif en s'annulant, quand x croît de « à 6. Les trois premières conditions étant maintenues, il est evident que le nombre desracines réelles de l'équation V = 0 compris entre æ et 6 sera égal au nombre des variations gagnées par la suite (1), quand x croît de z à 6.
C’est uniquement pour fixer les idées que nous avons supposé 6 >>; les mêmes choses ont lieu dans le cas de 6 2, seulement les variations perdues deviennent des variations gagnées, et inversement.
133. Supposons maintenant que les trois premières des quatre conditions précédentes existent seules, et que l’on ait constaté chez la suite {1) une perte ou un gain de k variations dans le passage de x=—1àx—6, 4 et 6 étant des quantités quelconques données. Il est évident que, si l’on fait varier x dans le même sens, depuis x = jusqu’à x — 6, le nombre des variations de la suite (1) ne pourra être modifié qu’à l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annule la première fonction V. Donc la perte ou le gain de k variations ne peut avoir lieu que si l'équation V — o a au moins k racines réelles entre
En outre, si l’on désigne par A l’excès du nombre de
. Ÿ ; ; fois que le rapport v'® s’évanouissant et en changeant
de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en s’évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif au positif, on aura nécessairement ART
le signe + ayant lieu dans le cas où la suite (1) gagne X variations quand on passe de x = a à x —6, et le signe — dans le cas où la même suite perd Æ variations.
Désignons aussi par A’l’excès du nombre de fois que
Vas. Ne 3 :
le rapport F s’annule en passant du positif au négatif sur
le nombre de fois que le même rapport s’annule en passant du négatif au positif, quand x varie de & à 6. Comme Vet V, sont, par hypothèse, de signes contraires, chaque
. V V fois que V, s’annule, les deux rapports mit passent,
l’un du positif au négatif, l’autre du négatif au positif ; si donc on représente par k! le nombre des variations gagnées ou perdues par la suite
(2) Vi; Vaso Vas
dans le passage de x = 4 à x —6, on aura, comme plus haut, TE on a 2
Comparons maintenant les nombres k et 4”. La suite (2)
se déduit de la suite (1) en supprimant dans celle-ci le : L V À :
premier terme; donc, si le rapport Le le même signe
pour æ—Ix et pour x—6, On aurd A =X"'et, par
suite, A'— = À;
. V . + sis à le signe + pour x = « et le signe — pour x = 6, ;
on aura À —=k + 5, le signe supérieur ayant lieu quandil y a gain de variations dans le passage de x =aà x = 6 et inférieur dans le cas contraire; on a donc
AE ; ; enfin, si re le signe — pour x =«, et le signe + pour
x —6, on a encore k'—k +1; mais ici le signe supérieur à lieu dans le cas d’une perte de variations, et le signe inférieur dans le cas contraire ; il en résulte que
Aïnsi, en résumé, l’excès A'est égal à — À, à —A +1
à ; x V 4 ou à — À —1; le premier cas a lieu quand vie le même
signe pour x — & et pour x — 6; le deuxième cas, quand le même rapport est positif pour x = « et négatif pour
. V , x = 6; le troisième cas, enfin, quand y négatif pour
x = à et positif pour x = 6. On trouvera plus loin une application importante de ce résultat.
Si le nombre Æ est égal au degré m de la fonction V, l'équation V = o a toutes ses racines réelles; en outre, quand x croît constamment ou décroît constamment de «
| V TRS à 6, le rapport v.° chaque fois qu'il s’annule, passe tou-
jours du positif au négatif, ou toujours du négatif au positif. Il suit de là que le raisonnement dont nous avons fait usage (n°123) pour établir le théorème de Rolle est applicable à la fonction V,, comme si cette fonction était la dérivée de V ; en conséquence, deux racines de l’équation V = o comprennent nécessairement une racine de équation V,=o. Si cette dernière équation est du degré mn—1, elle aura toutes ses racines réelles, et ces racines sépareront celles de l'équation V = 0.
CRE
1434. Pour bien faire sentir l'importance des considérations qui précèdent, je les applhiquerai à un exemple remarquable, celui de la fonction dont nous nous sommes déjà occupé au n° 124 et que nous avons représentée par X,. |
Cette fonction X, est la nièm° dérivée de la fonction
EPA NT TX TRS GT Ce a | | LD Re de US MS | :
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anne LS die Le polynôme X, est du degré x; 1l ne renferme que des puissances de x de même parité et il n’a que des variations. Dans le cas de 2 —1,ilse réduit à un seul terme,
savoir (1) DS pourr2—2,0na |
(2) Dre
S1, dans l'expression de X,, on change zen n —», il viendra
BUS 26G..(r 4) Ait RE ENNCE ie [ad (24—2)]{2.f.. (222423) HET
S.— Alg, sup., 1 9
et l’on vérifie très-facilement que la somme
est égale au produit de la fonction X,_, par (27—1)x; on a donc
(3) nX,—(2n—1)xX, + (n—1)Xy_2 = 0.
Cette formule servira à définir X, en y faisant 2 — 2 et en substituant les valeurs de X, et X, écrites plus haut; on trouve ainsi
(4 ) Xo 17 Cela posé, considérons la suite des fonctions (5) 7 Xn-1 X = ….) A1: X;
la dernière de ces fonctions est constante; et, d’après la formule (3), deux fonctions consécutives ne peuvent être nulles pour une même valeur de x; car, si elles s'évanouissaient, la dernière fonction X, serait nulle, ce qui n’a pas lieu ; en outre, quand l’une des fonctions X, autre que la première, s’annule, les fonctions qui la comprennent sont de signes contraires, d’après la formule (3). Enfin cette même formule (3), jointe aux formules (1) et (2), montre que l’on a
Xp (1) pour te 07
X y — HI pour æ—+1;
donc, quand on fait croître x de —1 à +1, la suite (5) perd 7 variations, d’où l’on peut conclure que :
1° L’équation X, — 0 a ses n racines réelles, inégales et comprises entre —1 et +1;
2° Les racines de l'équation X,_,= o séparent celles de l'équation X,—0;
3° Siæet6 => a sont deux nombres compris entre —1
et +1, le nombre des variations de l'équation X, — 0 comprises entre æ et 6 sera égal au nombre des variations perdues par la suite (5), dans le passage de x = à De 0:
On serait arrivé aux mêmes résultats en considérant au lieu des fonctions (5), la suite
formée par la fonction X, etses dérivées successives. On a effectivement les relations suivantes, qu'il est facile de vérifier au moyen de l'expression de X, écrite plus haut :
SE (1 — FX x —9 (u — TX cs
CU æfite=ite 2)-nçr+a)] xt 0.
On voit, par ces relations, que, dans la suite (6), deux fonctions consécutives ne peuvent pas s’annuler en même temps, et que, si l’une d'elles s’'évanouit pour une valeur de x comprise entre —1 et +1, la fonction qui précède et celle qui suit ont des valeurs de signes contraires. Ces mêmes relations montrent que, pourx ——1,la suite (6) n'offre que des variations, tandis qu’elle n’a-que des permanences pour æ— +1; on peut donc tirer les mêmes conséquences que nous avons formulées plus haut. Cette conclusion s'accorde avec la proposition du n° 119, puisque l’équation X, = o a toutes ses racines réelles.
135. On peut encore démontrer très-simplement, par la méthode de Sturm, la réalité des racines des équations en x que nous avons obtenues dans le Chapitre précédent
Î : I en appliquant la transformation z + — —x aux deux ; Z
équations
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Application de la méthode de Sturm à la déterminaion du nombre qui exprime combien une équation quelconque a de racines réelles ou imaginaires dans. l’intérieur d’un contour donné.
436. Soit f(z) = P + 1Q une fonction entière de la variable imaginaire z = x +1iy, dans laquelle les coefficients sont des quantités quelconques données réelles ou imaginaires ; i désigne, comme à l'ordinaire, l’imaginaire ÿ—1, Pet Q sont des fonctions réelles des variables réelles x et y.
Pour connaître le nombre y des racines de l’équation
fie =o:
comprise dans un contour donné, il suffit, d’après le théorème de Cauchy (n° 55), de chercher l'excès À relauf à ce contour; on a effectivement
si l’on suppose qu’il n’y ait aucun point racine sur le contour lui-même. Rappelons encore que si, partant d’un point quelconque, on décrit le contour donné, comme il a été indiqué au n° 55, le nombre À est égal à
qe \ 1 . : P de excès du nombre de fois que le rapport —; en s'éva-
nouissant et en changeant de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en s'évanouissant et en changeant de signe, passe du négatif au positif.
Quel que soit le contour donné, on peut le partager en plusieurs parties telles que AB, et il est évident que l'excès À relatif au contour total sera égal à la somme des excès qui se rapportent aux diverses parties dans lesquelles ce contour a été divisé.
Si les coordonnées x ety, pour la portion AB du contour donné, sont exprimables par des fonctions rationnelles d’une variable t, en sorte que l’on ait
DEEE
p, P,d, F étant des fonctions entières, on pourra déter-
SES
miner l’excès positif ou négatif À qui se rapporte à la portion de contour AB par une règle très-simple que Sturm a fait connaitre (1). Soient to la valeur de £ qui se rapporte au point À et ‘Ÿ celle qui est relative au point B. Quand on décrit l’arc AB en marchant de A vers B, la variable £ a ainsi la valeur imitiale #, et la valeur finale T; mais dans l'intervalle elle peut varier d’une manière quelconque et repasser plusieurs fois par les mêmes valeurs. Remplaçons x et y par leurs valeurs
fonctions de #, le rapport 0 deviendra une fonction raüonnelle de £, et l’on aura
EL V
EN
(*) Journal de Mathématiques pures ct appliquées, 1° série, t. I
V'et V, désignant des fonctions enüères de £, sans diviseur commun. Cela posé, voici en quoi consiste la règle de Sturm :
Si le degré de V n'est pas inférieur au degré de V,, on divisera V par V,, et l’on poussera l'opération jusqu'à ce que l'on obtienne un reste — V, de degré inférieur au degré de V,; on divisera pareillement V, par V;, ce qui donnera un reste — V,; on divisera encore V: par, V:,et l’on continuera lamémesérie d'opérations jusqu'à ce que l'on arrive à un dernier reste — V, indépendant de t. On obtiendra ainsi la suite de fonctions
V, Vis V2, .., Vies ve
on comptera le nombre des variations que présente la suite des signes de ces fonctions pour t = T, ainsi que le nombre des variations qu'elle présente pour t = to; l'excès du premier nombre sur le second sera précisément l'excès cherche À.
Si le degré de V est inférieur au degré de V,, on opérera de la néme manière; seulement, dans la première division, on prendra V, pour dividende et V pour diviseur; on obliendra ainsi La suite
VO VS VS VTT US Ve
on comptera le nombre des variations de cette suite pour t=T, ainsi que le nombre de ses variations pour t— to, et si l'on désigne par k l'excès du premier nombre sur le second, on aura A=—k, ou A=—ÆK+:r, ou A——k—1, savoir : 1° A——Kk, quand les termes V,, V offrent une variation ou une permanence pour t=t ainsi que pour t=T ;2°ÂA=—k+1, quand les termes V,, V offrent une permanence pour t=t et une variation pour t= T; 3° enfin A=—k—1,
quand les termes V;, V offrent une variation pour t— to, et une permanence pour t =T.
Cette proposition devient évidente après les développements que nous avons présentés au n° 133.
437. Si le contour que l’on considère est une circonférence de rayon R dont le centre soit placé au point qui a Xo et Yo pour coordonnées, on pourra faire
ns at
LX—=xr R — R RS mr RAT CAVEnm 1 + À
et, pour décrire la circonférence entière en marchant toujours dans le même sens, il suffira de faire croître £ de — © à +.
Le cas le plus simple est celui où le contour donné est un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes coordonnés; on cherche alors séparément la valeur de l'excès À qui se rapporte à chaque côté. Dans ce cas, l'une des coordonnées x, y est constante, et le rapport
P ; ; ne F — estune fonction rationnelle de la deuxième coordonnée;
Q on peut donc prendre celle-ci pour la variable ? que nous avons introduite.
Soit le rectangle ABDC, et supposons que l’on ait res-
pectivement
pour les côtés parallèles CD et AB, F=Yo € J=Ÿ pour les côtés CA et DB. Représentons par (ao+ibo)(x + ir)" + (a +ib){e +iy) IH...
le premier membre de l'équation proposée. On peut toujours ramener le coefficient du premier terme à l’unité ou à 1; mais nous ne ferons point cette simplification et nous supposerons que & ne soit pas nul quand m est pair et que à, ne le soit pas quand m est impair. Cela posé, la fonction P étant ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de y, son premier terme sera + a,7”* dans le cas de mn pair, et il sera Æ D, y” dans le cas de m impair. Donc, si l’on attribue à y une valeur positive ou négative déterminée, dont le module soit suffisamment
1% grand, le rapport ou s’annulera pour aucune valeur de
x comprise entre x, et X; en conséquence, si l’on suppose Yo —, Ÿ — +, l'excès relatif à chacune des portions CA, BD du contour sera nul. D'ailleurs, l'excès relatif au côté DC est égal et de signe contraire à l'excès qui se rapporte au même côté CD changé de sens, et, en conséquence, on a la proposition suivante :
Soient z une variable unaginare LT y et
F(z)=vg(e y) +ig(a y) une fonction entière de z. Soit k, l'excès du nombre de ? (To % Ÿ Get Y) sitif au négatif sur le nombre de fois que le méme rapport s'annule en passant du négatif au positif, quand y varie de — © à + ; soit aussi K la quantité anap(X.7r) Y(X,7)
fois que le rapport s'annule en passant du po-
logue relative au l'apport » el désignons par kb Le
nombre des racines de l'équation f(z) = 0 comprises entre les deux parallèles qui répondent à x = x, T= X on aura
Kio ROSES
Îlest presque superflu d'ajouter qu'on peut déterminer d’une manière semblable le nombre des racines comprises entre deux parallèles à l’axe des «x.
Premières recherches sur la séparation des racines réelles des équations numériques. Emploi du théorème de Sturm.
138. Une équation, dans laquelle quelques-uns des coefficients sontimaginaires, peut être mise sous la forme p(x) +ibd(x)=o, p(x) et Y(x) étant des polynômes à coeflicients réels, et les racines réelles doivent évidemment satisfaire aux deux équations o{x)— 0,%(x)—0, ou à l'équation obtenue en égalant à zéro le plus grand commun diviseur de ces polynômes; il en résulte que la recherche dont nous avons à nous occuper doit être bornée aux équations à coefficients réels. En outre, 1l n’y a évidemment lieu de considérer que les équations qui n’ont pas de racines égales.
La première idée qui se présente pour séparer les racines d’une équation f(x) —0, d’un degré quelconque m, et qui n’a pas de racines égales, est de déterminer (n° 112) deux limites let L>> [, entre lesquelles les racines réelles soient toutes comprises, et de substituer à x dans Le polynôme f(x) une suite de nombres croissants
(1) /, UE ls DIOUER ÈS
commençant à la limite inférieure / et se terminant à un terme /, égal ou supérieur à L. Deux termes consécutifs
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de cette suite, s'ils fournissent des résultats de signes contraires, comprendront entre eux au moins une racine (n° 115); mais, si ces résultats sont de même signe, on ne pourra plus rien conclure en général. Toutefois, la séparation des racines sera entièrement effectuée, s’il arrive que le nombre des intervalles dans chacun desquels les substitutions indiquent l'existence d’une racine soit égal au degré m de l'équation; la même chose aura lieu aussi si, le nombre y de ces intervalles étant inférieur à m2, on a constaté, par Le théorème de Descartes ou autrement, que l’équation ne peut avoir plus de racines réelles.
Mais le procédé dont il est question prendra le caractère d’une méthode générale conduisant infaillihblement, dans tous les cas, à la séparation des racines réelles, si nous y ajoutons une règle pour former la suite (1) de telle manière que deux termes consécutifs ne puissent comprendre plus d’une racine. Or il est évident qu'on réalisera cette condition en faisant coïncider la suite (1) avec une progression par différence
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dans laquelle la différence 2 soit inférieure à la différence de deux racines réelles quelconques de l'équation f(x) = 0; tout est donc ramené à déterminer cette quantité 2. On y arrive par le moyen de l’équation aux carrés des différences (n° 97) des racines de l’équation f(x) = 0. Supposons que l’on ait calculé cette équa-
à . , , m(m—1) tion, qui est, comme on sait, du degré 7 SHRAEUIRE
l’on ait déterminé une limite inférieure À de ses racines positives. La différence de deux racines quelconques de
la proposée sera supérieure à 4/X, et, en conséquence, il suffira de prendre pour = une quantité positive égale ou
inférieure à VA. La différence L ainsi déterminée peut être un nombre inférieur à 1, et l’on doit chercher à éviter les substitutions de nombres fractionnaires; on y parviendra au moyen de la transformation x = hx’ qui sert à diviser par À la racine de la proposée. En faisant cette transformation et en choisissant / de manière que
x Soit un nombre entier, on n’aura à substituer que des è
nombres entiers dans l'équation en x!.
139. La méthode que nous venons d’exposer est communément attribuée à Lagrange, mais il est juste de dire, et l’illustre géomètre le reconnaît lui-même, que Waring avait indiqué antérieurement, dans ses Miscellanea, l'usage de l'équation aux carrés des différences pour la séparation des racines. Cette méthode fait connaître d’une manière certaine le nombre des racines réelles, en même temps qu’elle opère leur séparation; mais on aperçoit sans peine combien l'application en est laborieuse, en considérant d’une part le grand nombre de substitutions que l’on peut avoir à effectuer, et d’autre part la longueur du calcul nécessaire pour former l'équation aux carrés des différences. Cependant Cauchy a montré qu’on peut éviter ce dernier calcul, et que, pour être en mesure d’assigner une valeur de la quantité k, il suffit de connaître le dernier terme de l'équation aux carrés des différences, lequel peut être calculé séparément par diverses méthodes dont on trouvera le développement dans la Section II de cet Ouvrage. En effet, soient a, b, c, ..., J, g les m racines de l’équation f(x)—0o; le dernier terme de l'équation aux carrés des différences sera égal, abstraction faite du signe, à l’expression
Cette valeur de V étant supposée connue, soit v son mo-
dule, en sorte que » = Æ V ; désignons aussi par p une limite supérieure des modules des racines de l'équation proposée (n° 46). Les modules des différences
seront inférieurs à 2p (n° 39); si donc on suppose que les racines a et b soient réelles, l’égalité précédente donnera p<T(a—b}{2p}"0n-1)-2, d'où (a—b} > Gorons?
X 2.0 Les
si donc on prend
Ve
mure DIRES re (2p)
la quantité À sera certainement plus petite que la différence de deux racines réelles quelconques. On verra dans la Section IT que, si le coefficient du premier terme de l’équation proposée est égal à r et que les autres coefficients soient des nombres entiers, la quantité V est toujours un nombre entier ; on pourra donc, dans ce cas, se dispenser de calculer s, et l’on prendra
m(m—1) ED
LES OUES
(2p) Ce perfectionnement, apporté par Cauchy, a sans doute de l’importance, mais il ne fait pourtant disparaître P , P P qu’une partie des inconvénients de la méthode.
140. Nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer ici l'usage de l'équation aux carrés des différences pour former les conditions de réalité de toutes les racines de l'équation proposée f(x) 0. Si cette dernière équation a toutes ses racines réelles, 1l est évident que toutes les racines de l’équation aux carrés des différences seront
réelles et positives; donc cette équation sera complète et elle n’offrira que des variations. Si au contraire l’équation f(x) = 0 n'a pas toutes ses racines réelles, soient a + 16 deux racines imaginaires conjuguées, l'équation aux carrés des différences admettra la racine négative — 46? et, si elle est complète, elle offrira nécessairement quelques permanences, d’après le théorème de Descartes. Donc :
Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que l'équation aux carrés des différences soit complète et ne présente que des variations.
.mim—1)
Ce théorème donne ainsi conditions, mais
quelques-unes de ces conditions devront être satisfaites d’elles-mêmes ou rentreront dans les autres, car on a vu au n° 131 que le nombre total des conditions distinctes ne peut pas surpasser 71 —1.
AAA. Plusieurs géomètres, après Lagrange, ont cherché à éviter l'emploi de l'équation aux carrés des différences; mais nous n'avons à signaler aucun résultat essentiel, jusqu’à la découverte du théorème de Budan. Ce théorème a une grande importance dans la théorie des équations, et 1l permet d’effectuer très-simplement, dans la plupart des cas, la séparation des racines. Mais, avant de développer cette application importante du théorème de Budan, je dois parler de la méthode si remarquable qui nous est donnée par le théorème de Sturm, et qui résout de la manière la plus complète et la plus élégante le problème que nous avons en vue. Effectivement, quand on aura formé les fonctions dont ce théorème indique l'usage, on substituera à l’inconnue une suite de nom-
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et le théorème fera connaître combien il y a de racines dans l'intervalle que forment entre eux deux termes consécutifs de cette suite. S'il y a une seule racine dans l’un des intervalles, cette racine sera séparée; si, au contraire, il y a plusieurs racines, on substituera des nombres intermédiaires, et l’on arrivera infaillhiblement ainsi à achever la séparation. Il est à peine nécessaire d’ajouter qu'on devra prendre pour termes extrêmes de la suite précédente deux nombres au delà desquels 1l n'y ait plus de racines réelles. |
Les nombres à substituer peuvent être pris arbitrairement; mais dans les applications 1l conviendra en général de choisir d’abord les nombres
se 100, 10) —17, ON FU, FI0/ MOOD
dont la substitution se fera sans difficulté. Si les substitutions indiquent l’existence d’une ou de plusieurs racines dans un intervalle, entre 1 et 10 par exemple, on substituera les nombres 2, 3, ... jusqu’à 9, ce qui donnera la partie entière des racines comprises entre 1 et ro. S'il y a plusieurs racines dans l’un de ces nouveaux intervalles, par exemple entre 3 et 4, on substituera les nombres 3, 1; 3, 2, ..., et ainsi de suite.
On voit que ce procédé donne non-seulement la séparation des racines, ce qui est l’objet que nous nous proposons, mais qu'il permet à la rigueur de calculer chaque racine avec un degré d’approximation quelconque.
Il importe de remarquer le cas où l’on sait d’avance que toutes les racines de l’équation proposée sont réelles. Dans ce cas, on peut se dispenser d'employer le théorème de Sturm, ou plutôt on appliquera ce théorème, en prenant pour suite de fonctions, conformément à la proposition du n° 119, celle qui est formée du premier membre de l'équation proposée et de ses dérivées successives.
142. Exeweze I. — Supposons qu'on demande de séparer les racines de l’équation
a+ a — hat — fx += 0.
En supprimant certains facteurs numériques positifs, l'application du théorème de Sturm donnera les fonctions suivantes :
V =xi+rs— 4x — 4x +,
Var pr — 8x — 4, V>— rt + 0x — 4, V—4r +5,
VAT
ces fonctions sont au nombre de cinq, et leurs premiers termes sont positifs : donc l'équation proposée a ses quatre racines réelles. Les règles des n°% 113 et 114 indiquent que les racines sont toutes comprises entre —2 el + 2, ce qui s'accorde avec les résultats des substitutions,
La substitution des nombres
dans la suite des fonctions V, donne les résultats suivants:
| Fe V V, V, V, V, nr cu et au «0 DAT SE +1 Lu Ar =: + a o | + — — + + El FS mes Le me on ve ui à ml 2 ar qe + + +
Il y a deux variations perdues dans le passage de — 2 à
—;,une dans le passage de o à r et une dans le passage de 1 à 2; l'équation proposée a donc deux racines entre — 2 et — 1, une racine entre o et 1 et une autre 1 et 2. Il reste à séparer les deux racines comprises entre —1 et — 2. Or, d’après le tableau précédent, on voit que la
première des fonctions V est positive pour x = — », ainsi que pour x = —1, et l’on trouve qu’elle est négative pour x = — —; donc les deux racines négatives sont
comprises, l’une entre — 1 et — 1,5, l’autre entre — 1,9 CL 27
Exempze Il. — Prenons pour deuxième exemple l’équation
2H ni — rt — D + — x +i1—=0;
on trouve, dans ce cas,
Varia gt + ar tr,
Vi 6x5 + bat — Ai — 3x? + ox — 7,
Va = 192" + 14 2 — 27.2? + 32x — 35,
Vs = — 792: + 20527? — 2058x + 127,
On reconnaît, par la méthode du n° 114, que l'équation proposée ne peut avoir de racines réelles en dehors des limites — 0,6 et +1. Or l'équation V, = 0 a ses deux racines réelles, mais l’une d'elles est comprise entre —1 et — 0,6, l’autre entre +1 et + 2; donc il est inutile, pour notre objet, de calculer V; et V4. La suite des signes des fonctions
est, pour x — — 0,6,
ns
et, pour x = +1, celte suite devient ai}, Fa mB le PAT ee
il y a, dans les deux cas, deux variations; donc l’équaton proposée n’a point de racines réelles.
Méthode de Fourier pour la séparation des racines.
143. La méthode de Sturm ne laisse rien à désirer sous le rapport de la perfection théorique ; malheureusement le calcul des fonctions dont cette méthode exige l'emploi peut devenir très-pénible, même dans des cas fort simples ; ainsi, dans le second des exemples que nous venons de présenter, le nombre constant V, qui terminerait la suite complète des fonctions n’a pas moins de quarantequatre chiffres. Aussi est1l plus avantageux, dans un grand nombre de cas, de se borner à l'emploi du théorème de Budan.\Minsi que nous l’avons dit déjà, Fourier avait trouvé de son côté ce théorème, et il a montré dans son Analyse des équations comment on peut en ürer parti pour effectuer la séparation des racines réelles d’une équation, et obtenir en même temps le nombre exact de ces racines. Nous allons indiquer ici cette méthode de Fourier; mais, afin d'apporter plus de clarté dans notre exposition, nous commencerons par établir une proposition dont nous aurons à faire usage.
LEmme. — Soient f(x) une fonction entière de la variablexet f'(x), f"(x) les deux premières dérivées de f(x). Si l’on fait croitre x entre deux limites x, et X qui ne comprennent aucune racine de l'équation (æ)
Dir, la fonction o(x) = X— “À Re croitra tant
DA
que f(x) et f(x) seront de méme signe, et elle dé-
S., Alg. sup. — L 20
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croitra tant que f(x) et f(x) seront de signes con-
tr'air'es.
On a effectivement
J'tr)R OI f'{x)+uf"{(x) + “ Fr) +
e et n désignant des quantités qui s’évanouissent avec u; il résulte de là que, si L désigne une quantité positive dont le module soit suffisamment petit, la quantité
pir+u)—o(x)
aura le signe de RUE STE PS le :.signetde ee
pour toutes les valeurs de u comprises entre — } et + h, pourvu que f(x) ne soit pas nulle, En conséquence, si x croît de x, à X et que ces limites ne comprennent aucune racine de l'équation f'(x) = 0, la fonction (x) croîtra ou décroîtra suivant que f(x) et fx x) seront de même signe ou de signes contraires, ce qui est la proposition énoncée.
ConozLaire [ — Si l'équation f(x) —0o a deux racines réelles comprises entre les limites « et 6 «, mais qu'elle n'en ait pas un plus grand nombre; si, en outre, l'équation f(x) = 0 n'a aucune racine entre Les
mémes limites, on aura
SECTION I. — CHAPITRE VI. 307 Mnetet/oientrlet "> x'les racines def (x) —"o comprises entre æ et £; comme f/{(x) ne peut changer de signe, quand x varie entre ces limites, la fonction f' (x) est constamment croissante ou constamment décroissante, et 1l en résulte que l'équation f(x) — 0 ne peut avoir qu'une seule racine entre & et 6 ; d’ailleurs cette racine existe d’après le théorème de Rolle, etelle est comprise entre x’ et x”. D’après la proposition du n° 126, fkz), Fe) F{z) ME) a à x’, tandis qu'ils sont positifs quand x croît de x” à 6; donc, dans l’un et l’autre cas, f(x) et f(x) sont de même signe, et, par conséquent, la fonction
les rapports sont négatifs quand x croît de
est croissante. On a donc
pla)<e(x'), (x) <Lo(6).
D'ailleurs on a
d’où pie) px”); donc, à plus forte raison, pa) (6) ou ele n AE ele
ce qui est le résultat annoncé.
CorozLaire II. — 91 l'équation f'(x) = 0 a une racine x, entre æ et 6 > 4x, et que les équations f(x) = 0, f'(x)= 0 n'aient aucune racine entre ces limites ; si,
en outre, les fonctions f(x), f(x) sont de méme signe,
pour les valeurs de x comprises entre « et 6, l'inégalité
ANDREAS VMS AE
pourra avoir lieu, mais elle cessera nécessairement de
subsister si l’on augmente &« ou que l’on diminue 6 d'une quantité convenable.
D'après notre hypothèse, la fonction (x) croît quand x augmente de & à x, ou de x, à 6. Il s’ensuit que, si l’on fait décroitre x de 6 à x,, la fonction
pla) —g(x) croîtra depuis la valeur initiale o(æ)—v9(6) jusqu’à
+ oo . Pareillement, si l’on fait croître x de « à x;, la
fonction p(æ) — (6)
croîtra aussi depuis (x) —%(6)jusqu'à + « . Si donc æ' et 6’ désignent des valeurs comprises entre & et x, x, et6 respectivement et suffisamment approchés de x1, on aura
pla) —g(6)>o, g(x)—9(6)>0,
c'est-à-dire
YÉ) 7) ee FIET rien FOLIES ROHAN
Cela posé, soit f(x)= 0 une équation donnée
du degré m, et considérons la suite (1) FC a far FA SEL RUE. LUE)
formée par la fonction f(x) et ses dérivées successives. Pour effectuer la séparation des racines, on procédera de la même manière que par la méthode de Sturm, et l’on
A 2 M A LL à (7% 4, der dd A à MONTE AT 7 Y Dr) | L LLAMAÈNOS MERNE ESSERS EI en : . + ; |
substituera à x, comme nous l’avons indiqué au n° 141, une suite de nombres croissants
LPS CE
compris entre les limites des racines.
Si, dans le passage x — à à x — 6, la suite des signes des fonctions (1) ne perd aucune variation, l’équation f(x)=0 n'aura aucune racineréelle comprise entre & et6. S'il y a une seule variation perdue, l’équation f(x) = 0 aura une seule racine entre æ& et 6, et cette racine sera séparée. ;
S'1l y a deux variations perdues en passant de x = « à x = 6, il peut arriver que l'équation f(x) = o ait deux racines entre æet6 ou qu’elle n’en ait aucune; on.a vu que, si le dernier cas a lieu, l'équation a nécessairement deux racines imaginaires. Nous allons indiquer comment on peut distinguer ces deux cas l’un de l’autre, lorsque la perte de deux variations se manifeste dans la portion de la suite (1) qui est formée par les trois premières fonctions
(2) f(x), Fe), Pa).
Comme le théorème de Budan s'applique à l’une quelconque des fonctions de la suite (1), il résulte de notre hypothèse que l'équation f”{(x) — 0 n'a aucune race comprise entre & et 6. Si doncon a
FAC ANS PACS
F6) Je) on sera certain, d’après le lemme du n°143 (corollaire I), que l’équation f(x)=— 0 ne peut pas avoir deux racines réelles entre & et 6. Lorsque l'inégalité précédente n’est point satisfaite, il faut substituer dans f(x) et f'(x) un nombre a compris entre & et 6; si f(a) est de signe
Lou 6 — a;
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contraire à f(x) et f(6), il y aura deux racines réelles comprises l’une entre x et a, l’autre entre a et 6; mais,
si f (a) est de même signe que f(x) et f (6), on connaîtra, | par les substitutions faites dans la suite (2), quel est celui des deux intervalles de & à a ou de a à 6 dans lequelil peut exister deux racines. On appliquera alors à ce nouvel intervalle ce qui a été dit du premier, et, après quelques essais du même genre, on arrivera généralement à connaître la nature des deux racines; cela suppose, bien entendu, que l'équation proposée n’a pas de racines égales.
145. Considérons maintenant le cas général, et désignons par À, le nombredes variations perdues par la suite
VRAENE RU OUT) MIE
dans le passage de x—a à x—6. Ce nombre À, est ce que Fourier nomme l'indice relatif à f(x); l’indice relatif à f(x) sera donc représenté par À,, et celui qui se rapporte à la dernière fonction f(x) sera zéro, en sorte que la série
(3) NRA PASRESESMIT ER
comprendra les indices des m<+x fonctions (1); il est évident que, dans cette suite, deux termes consécutifs sont égaux entre eux ou ne diffèrent que d’une unité; ainsi l’on a
A; —AÀ;;;—1, ou —=A,,, ou Ai I.
Nous avons examiné plus haut le cas de Aç—o et celui de Aç—1; dans le premier cas, l'équation f(x) =o n’a aucune racine entre & et 6; dans le second cas, l’équation a une seule racine entre les mêmes limites. Il importe de remarquer que, si l’on a A,=1, on peut, en
‘é à » 1 .* pe OP "a Hi À
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diminuant l'intervalle de & à 6, faire en sorte que A, = 0; en effet, f(x) —0 n’a qu'une seule racine x’entre œet&, et, par suite, elle ne peut avoir, avec sa dérivée, aucune racine commune comprise entre æ et 6; donc, en remplaçant les limites & et £ par deux autres suffisamment rapprochées, on pourra toujours faire en sorte que l'équation f’(x)—0 n’ait aucune racine dans le nouvel intervalle; alors, la suite (1) ne perdant qu'une seule variation, on aura À, = 0.
Supposons actuellement que À, = 2 ou À, >2. Parcourons la suite (3) en partant de la gauche, jusqu'à ce que nous trouvions un indice égal à 1: so:t À, ce premier indice égal à l’unité; la méthode que nous allons développer a pour objet de reculer successivement l’indice À, vers la gauche de la suite (3), ou, ce qui revient au même, de diminuer le nombre 7 qui marque le rang de l'indice. L'indice À,_, qui précède À, ne peut être égal à 1, par hypothèse; donc ilest o ou 2; mais, si l’on avait Ay-, = 0, comme À, est au moins égal à 2, en remontant la suite ( 3) à partir de A,_,, on rencontrerait nécessairement un indice égal à 1, ce qui est contraire à l’hypothé insudlOn a A7, lenvsorte que le:premier indice À, égal à 1 est nécessairement précédé d’un indice égal à 2. Or, si ce même indice n’est pas suivi d’un indice À,,, égal à zéro, on pourra toujours, comme on l’a vu plus haut, trouver deux limites , 6" comprises entre æ et 6 et qui ne comprennent aucune racine de l'équation f+!(x) —0o; l'intervalle de « à 6 sera alors partagé en trois autres, savoir celui de & à +, celui HPsRbiéMencelui de, 67à 6. L'équation.f?(#)—=0otn'a aucune racine dans le premier et dans le troisième intervalle ; donc, pour chacun de ceux-c1, l'indice A, est zéro, et, en conséquence, le premier indice égal à 1 est reculé vers la gauche de la suite (3). À l'égard de l'intervalle
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dont # et 6’ sont les limites, il peut arriver que A, ne soit plus le premier indice égal à 1; dans ce cas, ce premier indice se trouvera reculé vers la gauche. Mais il peut arriver aussi que À, demeure le premier indice égal à r, et alors on a simultanément
NS D VEN ENTS An+1 — O0.
Tant que ce dernier cas ne se présentera pas, on pourra reculer le premier indice 1 vers la gauche de la suite (3), jusqu’à ce que cet indice y occupe le premier rang, et l’on se trouvera dès lors dans le cas de A, 1 qui est celui d’une seule racine comprise dans l'intervalle dont on s'occupe.
Ainsi nous n’avons plus à considérer que le cas où le premier indice À, égal à 1 est précédé d’un indice égal à 2, et suivi d’un indice égal à o. L’équation fr-1(x)=o peut alors avoir deux racines réelles entre & et 6, mais elle peut aussi n’en avoir aucune; on distinguera ces deux cas l’un de l’autre, au moyen de la règle exposée au n° 144%. En même temps cette règle donnera le moyen de séparer les racines, si elles sont réelles et inégales; l’une d’elles sera comprise entre «& et un certain nombre a, la seconde entre a et 6; à chacun de ces nouveaux intervalles répondra une série d'indices dans laquelle le premier terme égal à r se trouvera reculé vers la gauche au delà de À,.Sil’équation f(x )=— 0 n’a aucune racine réelle entre & et6, on reconnaît, en se reportant à la démonstration du théorème de Budan, que chacune des équations
(4) Te CALE role Et PAR Site) 0 f{r}==a
a deux racines imaginaires. En effet, il résulte de nos
hypothèses que l'équation f"{x) — o aune racine entre æet6, laquelle, substituée dans f(x) et dans f+1(x), donne des résultats de même signe; donc la suite des trois fonctions
Da brt FAT De FAURE) perd deux variations dans le passage dx =aàx—6é. En conséquence, cette circonstance introduit dans les indices A0 A4, .….s Dr
une partie égale à 2 que l’on peut supprimer, car chaque indice n’exprime autre chose, dans cette théorie, qu’une limite supérieure du nombre de racines réelles que peut avoir l'équation correspondante, dans l'intervalle considéré. Alors on aura, après cette suppression de deux unités,
An — 0,
en sorte que le premier indice égal à 1 se trouvera reculé vers la gauche.
Il peut arriver que l'équation f(x) 0 ait deux racines égales comprises entre æ& et 6; il est facile de voir que la conclusion est la même que dans le cas de deux racines imaginaires, à moins que l’équation proposée n’ait des racines égales. Si la racine double dont
nous nous occupons appartient à chacune des équa-
tions (4), la proposée aura 7 + 1 racines égales à cette racine.
146. Exewrze Ï. — Je choisirai pour premier exemple l'équation
DH x — nt — 28 + 2 — x +1 —O,
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CRU 4 Qu a x UE déjà considérée au n° 142. On a Eu, Île) = 2 + 25 — nt 8 Rx x +7, ‘14 - 50 2 2 Gas AY are xi— 3x For 1, ë. JEANNE FHiox — 6x?— 3x +1, > HR T2 € < EX À 77 1V she 192? + 5x —1, 2 ete TRE sr e) a fn I EN LIBRE His ME PS mare 1728304010 Les racines réelles de Prin f(x)= 0 sont com- 2 prises entre — 1 et + 1; substituons les nombres I I OU) = NO NE PP EEE 2 2
À dans la suite D. Pie} eh de), le) ee) PE
on obtiendra les résultats suivants :
x fe) | Fe Le) LP") LP) |) Fe)
De FRET TE CRT
‘1 Ris + — + + + — +
Na + = + — 7 _. + =. + + 1 + + Le + + + +
pe & 4: : . ND
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FRA 2 I Il ya deux variations perdues de — 1 à — -, deux autres
sit F2 de o à =» deux enfin de - à r.
PA
On reconnaît immédiatement qu'il n’y a point de ra-
; : I cines réelles entre — et 1, parce que l’on a
106 On APE RAOER
ce qui donne
Zac U2At Li 1,10,::0;
le premier indice 1 étant suivi d'un autre indice égal à r, LA L . L2 . . I il nous faut resserrer nos limites. La substitution de n donne les résultats +++; C1 - L1 . . LL “ ï d'où il suit qu'il n’y a aucune variation perdue de o à 7?
: la série des
: NS + AUS il suffit de considérer l'intervalle de 7 ae
indices qui répondent à cet intervalle est
DU 2 PO O0 ND
1 1 SR Eee RSR FRE RE OP STE OP CRT » Le ’ « pe .. rh PA à Cs
316 ’ALGEDR Ù COURS D ALGEDRE SUPÉRIEURE.
comme on a
d’où
on conclut que l'équation f/(x)= 0 n’a pas de racine Ï I ’ A ?
AAA > donc la proposée elle-même n’en a pas dans cet intervalle: {n° 145).
Enfin la série des indices pour l'intervalle de —1 : 1 à — —est encore
VD
on à F'(— 126) Fr 1) 42, 3 :
(= (32 d'où s"(—2) ; ETAT I D. ile mr ] AA 1) 2 A)
ce qui montre que l'équation f”(x)—=0o n’a pas de ra- . I à A , cine entre — — et —1; la proposée elle-même n’en a donc 2, aucune dans cet intervalle.
Ainsi les six racines de notre équation sontimaginaires,
comme nous l'avons déjà reconnu à l’aide du théorème de Sturm.
SECTION 1. — CHAPITRE VI. 317 Exempe Il. — Je considérerai encore l'équation 2$— 122$ + 6oxt + 123x? + 4567 x — Bg012 — 0,
trailée par Fourier. On a ici
fr) = ai—12x$ + Cox +123x?+4567r —S9012, J ) — 625— 6Goxr* + 240 x + 246x + 4567, É at — 15:x* — 120 r° + 360 x? + 129;
bou
MSC, Le
x?— 60 x + Go,
1.2.3.4 D UMEREEE —Or—12 1.2.3.4.5 _pne ) DURE 6 Er e une quantité positive aussi petite que l’on voudra. En substituant les nombres
CN me KO E — ], MEN + €, Sirdls +10, ...
on obtüent les résultats suivants :
—10 + = 7e SE + — + — D = 1% an 12 — + — € nues su à AS du Te = + + € —— Le + + + — + + 1 — + + + 2 —- + +10 + + + + + + +-
Comme :il ya SiX Variations perdues dans le passage
de —10 à +10, les racines réelles sont toutes comprises entre ces limites.
De —10 à —1, il y a une variation perdue; il y a donc, entre ces limites une racine unique qui est ainsi séparée.
De — € à +e il y a deux variations perdues, ce qui indique deux racines imaginaires. Enfin, de +1 à +10 il y a trois variations perdues, doncil ya entre ces limites une ou trois racines réelles.
La série des indices relatifs à l’intervalle de r à 10 est
AUTO OU
Po) EU E =i+> 9:
ce résultat montre que l'intervalle de 1 à 10 esttrop considérable pour qu’on puisse reconnaître la nature des racines par une seule opération. Mais, avant de diminuer cet intervalle, il convient d'examiner si l'équation f''(x)—=0o n'aurait pas deux racines égales comprises entre 1 et 10. On reconnaît effectivement que x— 2 est un diviseur de f(x) et de f"(x); d’ailleurs ce binôme ne divise pas toutes les fonctions AMP han précèdent f(x); donc on pourra retrancher 2 des cinq premiers indices. On obtiendra ainsi la nouvelle série
qui montre que la séparation des racines est terminée. Ainsi l'équation proposée n’a que deux racines réelles, l’une entre —1 et 10, l’autre entre +1 et +10.
Séparation des racines imaginaires.
æ ‘ Pub ; 54 147. Sif(z) désigne une fonction entière de la variable imaginaire z = x + iy, dans laquelle les coeffi-
cients soient des quantités donnéesréelles ou imaginaires, on pourra effectuer la séparation des racines de l’équaüon f(z)—=0, en faisant usage de la proposition que nous avons établie au n° 137.
Effectivement, si l’on trace deux axes de coordonnées rectangulaires ox et oy, puis qu'on mène à l’un des axes, celui des y par exemple, des parallèles qui répondent
aux abscisses To; Ti; Æ, ee
on pourra déterminer, par le théorème du n° 137, le nombre des racines comprises entre deux parallèles consécutives. S'il n’y a qu’une seule racine dans l’un des espaces ainsi déterminés, cette racine sera séparée, conformément à la définition du n° 111; s’il y a plusieurs racines comprises entre deux parallèles consécutives, on pourra achever la séparation par le moyen de parallèles intermédiaires, à moins que plusieurs racines n’aient la mème parlie réelle.
On connaîtra ainsi deux racines aussi rapprochées l’une de l’autre que l’on voudra, entre lesquelles sera comprise la partie réelle x de chaque racine. Si l’on veut avoir en même temps deslimites de la valeur correspondante ou des valeurs correspondantes de y, on y parviendra en menant des parallèles à l’axe des x; celles-ci, avec les deux parallèles à l'axe des y qui comprennent les points racines que l’on considère, détermineront divers _ rectangles, et le théorèmé du n°136 fera connaître quels sont ceux de ces rectangles qui renferment les racines dont on s'occupe.
LA p' NE Land DR ON ER EN ON donna ME du AL. 8 À CAVE Det De. AN PE SR NET EMA TETE ER EE PURE TS ECS POSER “ : KN 7 ; RE MD ec
DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES
Recherche des racines commensurables des cquations LEE à coefficients rationnels.
148. Le calcul des racines d’une équation numérique offre d’autant plus de difficultés que le degré de l’équation est plus élevé. Aussi, lorsqu'une équation donnée n’est pas irréductible et que l’on sait effectuer la décomposition de son premier membre en plusieurs facteurs, il faut commencer par opérer cette réduction. En paruculier, toute équation qui a des racines multiples devra être remplacée par une ou plusieurs autres qui n’aient que des racines simples ; cette suppression des racines égalesn’estpas seulement utile, elle est souventindispensable, ainsi qu'on a pu s’en convaincre en étudiant les théories que nous avons développées dans le précédent Chapitre. |
Lorsqu'il s’agit d’une équation dans laquelle les coefficients sont des nombres rationnels et que cette équation a des racines commensurables, on peut les obtenir par une méthode très-simple que nous allons exposer. Les racines commensurables étant connues, si leur nombre est égal au degré de équation, celle-ci sera résolue ; dans le cas contraire, on pourra les supprimer par le moyen de la division, et l’on sera ramené à une équation plus simple. Cette détermination des racines commensurables doit, comme on le voit, précéder toute autre recherche.
149. Lorsque les coefficients d’une équation sont rationnels, on peutchasserles dénominateurs qu’ils peuvent contenir ; ces coefficients deviennent alors des nombres entiers. Cela posé, la recherche de toutes les racines commensurables se ramène à celle des racines entières, au moyen de la proposition suivante :
THéorëme. — Lorsque le premier terme d’une équation a pour coefficient l'unité et que les autres coefftcients sont des nombres entiers, l'équation ne peut avoir pour racines commensurables que des nombres entiers.
En effet, soit l’équation f(x) — x’ + ALT +... —+- à + A 0; dans laquelle les coefficients À,, ..…., À,, sont des entiers.
Substituons à x une fraction irréductible quelconque _
on aura
om l©) — _- "= A; ani _ A: ban—-2 es ER A» Ne
pe : À ; Cal or, pour que = fût racine de l'équation f(x) = 0, il faudrait que l’on eût
a" ER = — À, (D —...— A, 0m,
ce qui est impossible, puisque le second membre est un nombre entier, tandis que le premier membre est une fracuon irréductible ; donc l’équation proposée ne peut avoir une racine fractionnaire.
D'après cette proposition, pour avoir toutes les racines rationnelles d’une équation à coefficients entiers, il suffira de transformer l’équation proposée en une autre (n° 58) dans laquelle le coefficient du premier terme soit l'unité,
S.— Alg. sup., 1. | 21
les autres coefficients étant entiers, et de déterminer les racines entières de la transformée.
Soit ANT + A; x"! —+- LE] + APE + A» ss O
l'équation proposée ; on poserax — : (n° 58), et la transformée sera 2 m 2 + Ai gm—1 L Aa 2-2 APE ete
le nombre entier « devant être choisi de manière que les [7
expressions A, a A, «? AS TRE
QUE
INRSLITE Aù
se réduisent à des nombres entiers. Il est évident qu’on satisfera à cette condition en prenant & = À,, mais on remplira souvent l’objet demandé en donnant à « une valeur inférieure à A. Quand les racines entières de la transformée en z auront été obtenues, en les divisant pare, on aura les racines commensurables de la proposée.
150. Il nous reste à indiquer comment on déterminera les racines entières d’une équation (1): fe) = Aa A EEE HAT TERRA TEE
dans laquelle les coefficients A4, A,, ..., À,, sont des nombres entiers sans diviseur commun.
Dire que a estune racine de cette équation, c’est dire que le premier membre f(x) est exactement divisible par x — a; représentons le quotient de la division par
— mn —1 mn —2 p(x)—=—Box — B,x NE — Box — By,
on aura
et, si a est un nombre entier, il estévident que les coefficients du polynôme o(x)serontaussides nombres entiers.
En effectuantle produit indiqué dans le second membre de la précédente égalité, eten écrivant que les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres sont égaux entre eux, On trouve
Am —4aB»-41, B,;_1 — £n ;
a An —4Br:—B, 1; Br ee u es An: = aBy;— By, d'où pr ac = Le nn or 0,2 REA ANA PO UE AS EEE .) A, —aB—B, B, Las,
et réciproquement, si les relations précédentes sont satisfaites, la formule (2) aura lieu identiquement; donc, pour que le nombre entier a soit une racine de l'équation proposée, 1l faut et il suffit que les valeurs précédentes de B»_1, Bm_2, .., Bo soient des nombres entiers, et que le dernier de ces nombres soit égal à — A,. Ainsi les conditions auxquelles on reconnaïîtra qu'un nombre entier positif ou négatif est racine d’une équation sont les suivantes :
Il faut et il suffit qu'il divise exactement le dernier terme de l’équation ; qu’il divise la somme obtenue en ajoutant le quotient de cette division avec le coefficient de la première puissance de l’inconnue, qu’il divise la somme obtenue en ajoutant le quotient de cette deuxième division avec le coefficient de la deuxième puissance de l’inconnue; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à
ajouter un dernier quotient avec le coefficient du premier terme de l’équation, ce qui devra donner une somme égale à zéro.
On peut disposer de la manière suivante l'opération qu’on exécute pour essayer un nombre & :
Ao A;
+ hr
? unie | A n—1
+ Be
Les coefficients de l’équation ayant été écrits sur une première ligne horizontale, on divise le dernier coefficient An paraetl'onécrit au-dessous de ce coefficientle quotient obtenu — B,,_, changé de signe. On divise ensuite par a le coefficient À,,_; augmenté du premier quotient B,,_, et l’on écrit au-dessous de À,,_, le deuxième quotient obtenu —B,,_2: changé de signe. On continue de la même manière jusqu’à ce que l’on ait écrit au-dessous du coefficient A,
le quotient changé de signe —B, obtenu en divisant par |
a la somme À, + B,. Si l’une des divisions ne se fait pas exactement, ou si la somme A, + B, n’est pas nulle, le nombre essayé a n’est pas racine. Dans le cas contraire, le calcul qu’on vient d'exécuter fournit les coefficients du
À Ent 4 /
quotient ; et, pour trouver les autres racines en-
tières, 1l suffit d'appliquer la même règle à ce quotient, et ainsi de suite.
Les nombres qu'il faut ainsi essayer sont les diviseurs du dernier terme de l'équation pris avec les signes + et—; toutefois on devra rejeter ceux des nombres ainsi obtenus qui tomberaient en dehors des limites des racines et ceux qu’on peut avoir reconnus comme n'étant pas des racines. Par exemple, si a est une racine entière, l'identité (2), Savoir :
PS
SECTION I. — CHAPITRE Vil. 325:
donnera NET) == Aer d A a EI
d’ailleurs les coefficients de o (x) étant entiers, o(Æ 1) est un nombre entier. Donc : le nombre entier a ne peut étre une racine de l'équation f(x) = 0 sif(+ 1) n'est pas divisible par a +1.
Quant aux résultats f (+ 1) de la substitution de +1 à x, 1ls s'obtiennent par de simples additions ou soustractions entre les coefficients de f(x); on peut donc reconnaître immédiatement si l’équation proposée admet les racines + 1 et —1.
Exempze. — Soit l'équation
Ft — 2 — 34 x + 29 +? + 212x — 300 — 0,
Ff(+1) = — 02, f(—1)= — 450;
en conséquence + iet —1ne sont pas racines. On reconnaîtimmédiatement que toutes les racines réelles sont comprises entre — 6 et + 6; les seuls diviseurs de 300 qu'il y ait lieu d’essayer sont donc + 2, +3, +4, +5;
mais 1l faut rejeter +3, parce que f(— 1) n’est pas divisible par 4, ainsi que — 2, Æ 4 et — 5, parce que ces nombres diminués de 1 ne sont pas des diviseurs de f(+ 1); on devra donc se borner à l’essai des nombres + 2, — 3, + à et l’on disposera le calcul comme il suit :
+ 1 0 = 34 | +29 | 212 | —300 2 + il + 2 | — 30 | — 31 | +150 2 2 NC 5 UP AR ft REED QU CS
ae | D nn ki |
L’essai du diviseur 2 ayant réussi, on doit renouveler cet essai qui réussit encore; la troisième ligne du tableau qui
fl).
comme le dernier de ces coefficients n’est pas divisible
précède renferme les coefficients du quotient et,
par 2, on passe au diviseur — 3, qui est racine; enfin
l'essai du diviseur 5 ne réussit pas, et il en résulte que
l'équation proposée n’aque trois racines commensurables,
savoir deux racines égales à + 2 etune racine égale à —3.
La dernière ligne du tableau donne les coefficients du fx)
et la résolution de la proposée est ramenée à celle de
quotient » lequel est ainsi x? + x — 25,
l'équation du deuxième degré x? + x — 25 = 0.
Théorie des différences.
151. Lorsqu'on veut effectuer la séparation des racines réelles d’une équation, ou que l’on se propose de resserrer les limites entre lesquelles se trouve comprise une racine déjà séparée, on est conduit à calculer les résultats | de la substitution de divers nombres à l’inconnue, dans certaines fonctions entières de cette inconnue. Dès que” le nombre de ces substitutions devient un peu considé- ;
rable, 1l est indispensable de diriger le calcul d’une !
manière régulière et méthodique, ce à quoi l’on parvient
par le moyen de l'algorithme des différences que nous
allons exposer ici.
Soit
(x) Lo, ll, Us, ., Us s+0
vstf “ntfs à.
une suite limitée ou illimitée de quantités assujetties à une loi quelconque. Si l’on retranche chacune de ces quantités de celle qui la suit immédiatement, on for
mera une nouvelle suite que nous représenterons par
(2) AU, Au;, Aus, .…, Ally, ss | A k «
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Les quantités (2) sont dites les différences premières ou les différences du premier ordre des quantités (1), et l’on a, pour toutes les valeurs de l’entier y,
Si l’on opère sur la suite (2), comme nous venons de le faire sur la suite (1), on formera une troisième suite que nous représenterons par
(3) AA Us Ie Eee tenus
Ces quantités (3) sont les différences premières des quantités (2); elles sont dites aussi dif/érences deuxièmes ou différences du deuxième ordre des quantités (1), et l’on a, quel que soit u,
CHROEE A°u, — AU, — Au,.
S1 la suite (1) renferme un nombre illimité de termes, on pourra poursuivre indéfiniment la même série d’opérations et l’on formera de cette manière une infinité de suites nouvelles qui comprendront les différences troisièmes où du troisième ordre des quantités (1), celles du quatrième ordre, et ainsi de suite; on aura généralement, quel que soit »,
n+1 — AN DnIATE
Mais, si la suite (1) ne renferme qu'un nombre limité, m +1 de quantités, il est évident qu'il n’y aura que m différences premières, m—1 différences deuxièmes, et généralement m— n + 1 différences du n°" ordre; ainsi, dans l’ordre m, il n’y aura plus qu’une seule différence.
On peut avoir à considérer des suites de quantités illimitées dans les deux sens, telles que
... =, U__, U=_ 1, Uo, U;, Us, Us, CCE D!
Nos définitions n’exigent, pour ce cas, aucune modifica-
ton, et l’on aura toujours AU = Uygs — Uy, AMF, Au, 4; — Alu, pour toutes les valeurs positives, nulles ou négatives de
l'indice u.
192. ExPpRESsSION GÉNÉRALE DES DIFFÉRENCES D'UN ORDRE | QUELCONQUE. — Nous nous proposons de donner ici l’expression générale de Au, en fonctions des quantités (1).
On a d’abord (4) AU — Uj — Uo, puis AU, — Uo— Uy, et, en retranchant l'égalité (4) de la précédente, il viendra Comme 45, uy, u> peuvent être considérés comme trois » Uy) P
termes consécutifs quelconques de la suite proposée, 1l est évident que l’on aura aussi
AU, —=u; —9u; LU:
et, en retranchant l'égalité (5) de la précédente, on obtiendra (6) Au, — U3 — Bus + Zu — w, On aperçoit aisément, sans qu'il soit nécessaire de
poursuivre ces opérations, que l’on doit avoir, quel que soit 7,
n HIT —A ña & (7) NO pee ee Un pr ui +(—1)"u0)
les coefficients numériques du second membre de cette
expression n'étant autre chose que ceux de la puissance ne d’un binôme pris alternativement avec les signes + et—. La formule (7) étant vérifiée dans le cas de 7 = 1, il suffit, pour en démontrer l'exactitude, d'établir que, si elle a lieu pour une valeur quelconque de », elle subsiste pour la même valeur augmentée d’une unité. Supposons donc que la formule (3) ait lieu pour 7 = u; en l’appliquant aux + 1 premiers termes de la suite proposée, puis aux 1 termes qui suivent le premier wo, on aura
2 =" à D (— 1) + (— a), PRREEPI
si l’on retranche la première de ces égalités de la seconde, et que l’on ait égard à l'identité
Lo DE 1 op leu PNA mm Emma 2
Role 1.2...(4 —1) (8) __(p+i)u(p—1r)...(p—#+2) LE SAN k il viendra Alu ui — ts Un + kr Un +(—i) Hu, pre
ce qui est précisément le résultat fourni par la formule (7), quand on fait dans celle-ci nr —=u+r.
153. ExPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D'UNE SUITE EN FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES. —
On a, d’abord, (9) Uy —= Uo + Au,
puis
D) Au, — Au, + Aus,
et, en ajoutant cette égalité à l'égalité (9), 1l vient (ro) Ug —= Up + 2 Au) + A?u,;
on peut appliquer à la suite (2) des différences premières la proposition exprimée par la formule précédente, ce qui donne
Au, = Aus + 24° u, + Mu;
cette formule étant ajoutée à la formule (10), 1l vient (rr) Us = Uo + 3 Aus + 3 Au, + Au.
Ces résultats nous permettent d'écrire immédiatement la formule générale suivante :
(r2) Un = Ug + . AUÿ—+ UE Au +. + 2 A" y + A, dans laquelle les coefficients numériques sont ceux du développement de la ni°"° puissance d’un binôme. Cette formule est vérifiée dans le cas de 7 —1, et, pour en démontrer la généralité, 1l suffira d'établir que, si elle a lieu pour une valeur quelconque x de 7, elle subsiste pour nn —kx + I.
La formule (12) ayant lieu par hypothèse pour 7 = w, nous pouvons l'appliquer non-seulement à la suite (1), mais aussi à la suite (2) que forment les différences premières; on a donc
Ho} aie Au, PLUS RE Aë—T us + AU, I 1,2 I
AU, — Au, + Au + Mug + AFRO APE U0;
ajoutant ces égalités et ayant égard à la formule (8), 1l
vient
eu. \a Us = Uo + Auo + - mor
Mu... + AMFlus,
SECTION I. — CHAPITRE VII. 331 ce qui est le résultat que donne la formule (12) quand
on y fatn—up+r.
DirFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. — Soit nt
une fonction entière de x. Donnons à x les valeurs successives
en Li N, los Xo + , CU 6 VOA LE TU RS 00 qui forment une progression arithmétique dans laquelle la différence constante est égale à 2, et désignons par
. U_;, Uo; U;, Us, CUT CA U» .
les valeurs correspondantes de u. Ces valeurs, ainsi que leurs différences du premier, du deuxième, etc., ordre, seront données par les formules DERAEN au f(x + 4) — f(x) Mu—f(r+2h)—2f{(x+h)+f(x), RÉ CTRE D le een à US
où 1l suffira de substituer successivement à x les valeurs ….(To—h), Xo, (Xo+h),... Les quantités Au, Au, … seront dites les différences première, deuxième, etc., de la fonction u.
Taéorkme. — La difference mième d’une fonction entière de x, du degré m, est constante.
Soit u—=f{x)= Ajxt+A xt it,, .+A,_1r + A, une fonction entière du degré m; on aura au f(x + 4) — f(x) hm
! le ” m
le second membre de cette formule est une fonction enère de x du degré m— 1, dans laquelle le coefficient de xt est évidemment mA, A; on a donc
AU MAR E CR
ce qui montre que la différence Au d’une fonction enüère u du degré mestune fonction entière du degrém—1, et que le premier terme de Au s'obtient en multipliant par X la dérivée du premier terme de u. Cette propositon nous donne immédiatement les résultats suivants :
Mu—m(m—i)A,kax"2+,..,
Mu—m(m—1)(m—2)A, ar iRi,
D'ALEEUR IPN CR 0 STATE
on voit que la différence mi" Au est indépendante de x, et qu’elle s'obtient en multipliant par A? la mime dérivée de u, ce qui démontre le théorème énoncé.
Il résulte de là que les différences de u des ordres su-
périeurs à m sont nulles.
155. SUBSTITUTION DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS DANS UNE FONCTION ENTIÈRE. — La proposition que nous venons d'établir conduit à une conséquence très-importante qui remplit l’objet principal que nous avions en vue, et que l’on peut énoncer comme 1l suit :
St l’on doit substituer à x une suite de nombres équidistants
ss Ty — 28, th, tr, ro Lx) Care
dans une fonction entière u = f(x) du degré m, il suf- Jira de calculer directement les résultats de la substitution de m termes consécutifs de la suite, après quoi on obtiendra les résultats de la substitution de tous Les autres nombres par de simples additions.
En effet, considérons le tableau suivant dans lequel on trouve la série des valeurs que prennent la fonction et toutes ses différences jusqu’à celle de l’ordre m, quand on donne à x toute la série des valeurs ... xo — h, x, Lo +h, ....
L u Au Au DA CD M ire 7 Au x, — h u.. ADF ET IPN D'AUTEUR" DCE ARCS A2 m—i1 m C2 7A Au, DER ID eee ane 7 À Au, x, + À u, Au, A AU RE APS AL x, + 24 u Au AL QUE er NAT Au
Pour construire ce tableau, nous calculons directement les m valeurs de w qui répondent à mn valeurs consécuüves de x, et nous les inscrivons en regard de ces valeurs dans la colonne qui est intitulée w. Nous formons ensuite les différences successives de cette suite de m termes, jusqu’à l’ordre m — 1, et nous écrivons les résultats dans les colonnes respectives intitulées Au, Au, …, A"-1u; nous avons ainsi n — 1 termes dans la colonne Au, mm —2 dans la colonne A?u, ...,r terme seulement dans la colonne A” u. Mais la différence Au est constante et sa valeur est connue d'avance; on peut done former la dernière colonne du tableau et la prolonger indéfiniment en haut et en bas. Cela fait, on a tout ce qu'il faut pour prolonger les diverses colonnes du tableau aussi loin que l’on voudra, soit en haut, soit en bas. En effet, chaque terme de l’une des colonnes marquées u, Au, ... est égal à celui qui est au-dessus de lui, augmenté du terme qui correspond à ce dernier dans la colonne suivante, ou égal à celui qui est au-dessous de lui
n U, = Uo + — Aug +
IL) Un — Un " AU, —+- Val a Au, +... +
dans la même colonne, diminué du terme qui lui correspond dans la colonne suivante. Il résulte évidemment de là que, si l’on a inscrit À termes dans l’une quelconque des colonnes, il suffira de connaître un seul terme de la colonne précédente, pour pouvoir inscrire dans celles-ci k nouveaux termes.
456. DÉTERMINATION D'UNE FONCTION ENTIÈRE DU DEGRÉ m AU MOYEN DES VALEURS DE CETTE FONCTION QUI RÉPON- DENT A 77 + I VALEURS ÉQUIDISTANTES DE LA VARIABLE. — Soit u — f(x) une fonction entière du degré m, et désignons par
Uo; U;, Ua, . Um
les valeurs que prend cette fonction quand on donne à x les m + 1 valeurs
Lo; Lo + k, CHE CE Lo —+- mh.
On a, pour toutes les valeurs 1, 2,...,m de n,
PR Xe LUN ER RN
Alu Re Fo L'ONU er
tous les termes du second membre de cette formule, à partir du deuxième, s’obtiennent en donnant à les valeurs 1, 2,5, :.°, 7 dans l'expréssion
ninr—1)...{(r—k+ fée:
DORE TA Le mais, comme cette expression se réduit évidemment à
zéro, pour les valeurs n+1,n7+2,..., m de k, on peut écrire n(r—1) n(r—1)..(r—m+:x) LOUP
NE
Si l’on remplace, dans le second membre de cette formule, 1 ll 44
Æ— To \ AU LT — To T — Lo Au, | LE MT ES RISS ot ÉRRPE SC dE I = ..
+ | % | il % } ( P ) 1.2
TX —%) LT — Lo ACTE —- A — —— .. re m 1 I meme med , h h F0 a
qui se réduit évidemment à u, pour x = x + nh, et,
n par *, on formera la fonction suivante :
en la retranchant de f(x), on obtiendra une fonction entière du degré »2 qui sera nulle pour les m1 valeurs 0, Xo +, ..., Xo + mh de x : 6r cela ne peut avoir lieu que si la fonction dont 1l s’agit est identiquement nulle; on a donc
pe 3 Een Po Épns ne A E FE Lai de k° He | Fi Lo) (x —xo—).…. JE 14) Au Re GT 2 ke
Cette formule subsiste quel que soit 2; si l’on fait tendre
kÆ
À vers zéro et que l’on représente par uf la limite de Te (2 pour À = 0, on aura
(x— Lo)”
L—X T — Ko}?
(4) f Fe FFE J up. | ne CHE NUAGE RE 1 1 ue;
%) est la valeur de la kïÿ®t dérivée de
f(x) pour x = x0, en sorte que l’on a
d’où il résulte que uf
. fx Fix) —= lim ARE pour À — 0.
457. Limires DES RACINES RÉELLES D'UNE ÉQUATION. — Lorsqu'on substitue des nombres équidistants dans le premier membre d’une équation f(x) — 0, en suivant la
marche indiquée au n° 155, les résultats obtenus suffisent pour faire connaître deux limites entre lesquelles sont comprises toutes les racines réelles.
En effet, soient
Los To + hs ..., to +(m—i1)A
m + 1 termes consécutifs quelconques de la série des valeurs substituées, et supposons k positive. Si les quantités wo, Auo, -.., Au, qui répondent à x, sont toutes positives, la formule (13) montre que l'on a f(x) > 0 pour toutes les valeurs de x égales ou supérieures à xo+(m—1)h; cette quantité est donc une limite supérieure des racines. Pareillement, siles quantités us, Aus, Aus, «.., Au, sont alternativement positives et négatives, on aura constamment f(x) >> 0, ou constamment f(x) <o, pour les valeurs de x égales ou inférieures à Xo:; donc, dans ce cas, x, est une limite inférieure des racines.
458. SuBSTITUTION DE NOMBRES INTERMÉDIAIRES. — Quand on a calculé les résultats de la substitution des termes de la progression par différence
To — À, Los Æo + À, ...
dans une fonction entière de x, si l’on veut avoir les résultats de la substitution des termes d’une nouvelle progression, telle que (1 Æo; Xo +, Xp + 24', DSL". ) on peut y parvenir en profitant des calculs déjà exécutés. nh
è Supposons, par exemple, k#— TS CLPOSONSX= To —>
la formule (13) du n°156 donnera
f nh f(ro+ me) —U5 + N(1) AU + NO) Au, + ,,, + N(7) AU:
"+" td ds
| Vhgy bd 47 M'A ARTUE. LI EL dt Alt 67 “ai | "To + 4
en faisant, pour abréger,
NU — * (r—ï0o)(7—20)...[r2—10 le PU NU Pie Le
Nous emploierons la caractéristique d pour représenter les diflérences d’une fonction quelconque de la variable 7, relatives à un accroissement de 7 égal à 1. Alors N(% étant une fonction entière de 7 du degré , sa différence AÏ®%° sera constante; on aura ainsi
nh
dr = m.) —_— ÉNCAAËU, + DENCAHI) AEHI y, + co HA N(2) A7" Up.
Si l’on fait n—o et que l’on désigne par dNŸ ce que devient alors 0#N(), la formule précédente donnera
du, — dE NA) A# U) + D'AINE1) Aë-r1 PE ee d'# N° Aime. Au moyen de cette dernière formule on peut calculer dus, d'u, ...,0”*u, et avec ces valeurs on construira le
tableau relatif aux substitutions nouvelles. On obtient ainsi les résultats suivants :
duy —=0,1 Au, —0,0454?u, + 0,0285 A5 u, — 0,0206625 At u, + 0,01611675 Au, —.,.,,
dU6 — 0,01A?ü9 — 0,0094u,
+ 0,007723 tu — 0,0066975A5u + .,,, Su — 0,0014 49 — 0,00135Atu, + 0,001462545u—.,, d'u, — 0,0001 Aus — 0,00018 A5 +... 9 0 —= 0,0000144y —...,
qui suffisent jusqu'au cinquième degré inciusivement.
S. — Alg. sup.s L 22
Application à un exemple.
159. Considérons l'équation du troisième degré x —nr+7—=o(!);
les théories exposées dansle Chapitre précédent indiquent que cette équation a trois racines réelles, l’une négative supérieure à — 4, et les deux autres positives comprises entrer et 2; on arrive facilement aux mêmes résultats dans le cas dont il s’agit, par le moyen des substitutions. Substituons d’abord des nombres entiers; les trois nom-
bres — 1, O0, FI
donnent les résultats +13, +7, +1, d’où l’on tire les différences premières — 6, — 6,
et la différence deuxième
la différence troisième étant constante et égale à 6, nous formerons avec les résultats qui précèdent le tableau suivant !
(?) Cette équation est l’une de celles que Lagrange a choisies pour exemples dans la Résolution des équations numériques ; elle se déduit de l’équation z° + z°— 2z — 1 — 0 que nous avons considérée au n° 101,
: x —2 au moyen de la transformation z =
em À
z u Au Au AS 4
Oo + 7 — 6 + 6 + 6 + I + I le) +12 + 6 + 2 + I +12 +18 + 6 + 3 +13 hs trie
Les valeurs de u, Au, ..., qui répondent à x = 1, sont positives; donc 1 + 2 ou 3 est une limite supérieure des racines; pareillement les valeurs de u, Au, ..., qui répondent à x = — 4, sont alternativement positives et négatives ; donc — 4 est une limite inférieure des racines. L'inspection du tableau montre que la racine négative est comprise entre — 4 et —3, mais elle ne fait rien connaître à l’égard des deux autres racines ; remarquons cependant que si nous n'avions aucun renseignement sur la nature de ces racines, les résultats précédents nous porteraient à penser qu’elles doivent être comprises, si elles sont réelles, entre 1 et 2, et nous serions ainsi conduits à opérer de nouvelles substitutions dans l’intervalle de ces deux limites, comme la méthode de Sturm ou celle de Fourier en démontre la nécessité.
Nous substituerons donc en deuxième lieu des nombres croissants par dixième entre r et 2. Les formules
du n° 458 donnent du, —0,1Au — 0,04) A? 4 + 0,0285 A u,, d'u, = 0,014? 4, — 0,009 Au,
3 — 3 d°U9 — 0,001 Us
340 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE.
Si donc on rend Lo —=I, On aura d’a rès le tableau ol P 0 ? , P qui précède,
Uy—=—F1,. Auÿj— 0, "Au —" F1, Au,==+6, d’où Su——0,360, du —+ 0,066, Vu —=+ 0,006.
Nous remettons la caractéristique À au lieu de d, et nous construisons le tableau qui suit, en partant des données
L'=ASO; LE
Au——0,369, Au—+0,060, AMu—+0,006.
La u Au Mu Vu
1,0 + 1,000 -— 0,369 + 0,066 + 0,006 foi + 0,631 — 0,303 + 0,072 + 0,006 1,2 + 0,328 — 0,231 + 0,078 + 0,006 1,5 + 0,097 — 0,153 + 0,084 + 0,006 134 — 0,056 — 0,069 + 0,090 + 0,006 155 — 0,125 + 0,021 + 0,096 + 0,006 1,6 | — 0,104 + 0,117 + 0,102 + 0,006 1,7 + 0,013 + 0,219 + 0,108 + 0,006 1,8 + 0,232 + 0,327 + 0,114 sont 1,9 + 0,559 + 0,441 A < RARE 2,0 + 1,000 ARC EE NU LORS : qe PME Re
On voit que l'équation proposée a deux racines positives, l’une entre 1,3 et 1,4, l’autre entre 1,6 et 1,7. Si l’on veut resserrer les limites de chaque racine, 1l faudra substituer des nombres croissant par centième. En prenant x5—1,3 on a, d’après le tableau précédent,
Ug — + 0,097; Auç—=— 0,103, du, —<+0,084, Au = +0,0
et l’on en conclut |
dug ——0,018909, d°49 == +0,000786, du = +0,000006 ;
SECTION I. — CHAPITRE VII. 341 prenant, en second lieu, x5,— 1,6, on a — 0,104, Auo —<+O, I 17, Auo—+0,102, . Au — + 0,006,
ce qui donne duy— +0,007281, d'u —+0,000906, du —+0,000006.
Au moyen de ces résultats, on peut construire les deux nouveaux tableaux qui suivent, dans lesquels on a rétabli la caractéristique À au lieu de d.
x u Au Au Mu 1,30 | +0,097000 | —0,018909 | +o,000786 | +<o,000006 1,31 | +0,078091 | —0,018123 | +0,000792 | +0,000006 1,32 | +0,059968 | —0,017331 | +0,000798 | —0,000006 1,33 | +0,042637 | —0,016533 | +0,000804 | +o,000006 #,34 | 0;,026104 | —0,015729 | +0,000810 | ...:..... - RD CIO PARU 0 DM OMR RER Sn re Us. sé 1,36 | —0,004544 LE RE PU Pa: RE SE ET ER S aUn -
x u Au Au Vu 1,60 | —0,104000 | +0,007281 | +0,000966 | +0 ,000006 1,01 | —0,096719 | +0,008247 | +0,000972 | +0,000006 1,62 | —0,088472 | +0,009219 | -+0,000978 | +0,000006 1,63 | —0,079253 | +o,010197 | +—0,000984 | +0,000006 1,64 | —0,069056 :| +o,o11181 | —0,000990 | +0,000006 1,65 | —0,057875 | +o0,012171 | +0,000996 | +0,000006 1,66 | —0,045704 | +<0,013167 | +0o,001002 | +0,000006 1,67 | —0,032537 | +o,014169 | +o,001008 | +0,000006 1,68 | —0,018368 | +o,015177 | +o,oo1014 | .......... D 5 001101 + 0,O10101M 2. 20m lei ue
CR
On voit que la première racine est comprise entre 1,35 et 1,36, la seconde entre 1,69 et 1,70; 1l est évident qu'en poursuivant la même marche on pourrait calculer chacune de ces racines avec une approximation aussi grande que l’on voudrait.
Méthode d’approximation de Newton.
160. Lorsqu'une racine d’une équation est séparée, on peut resserrer indéfiniment, comme on vient de le voir, les limites qui la comprennent, ce qui permet d’obtenir la racine avec l’approximation dont on a besoin. Mais le calcul devient de plus en plus laborieux ; aussi n’emploiet-on habituellement la voie des substitutions que pour déterminer les deux ou trois premiers chiffres, après quoi l'on arece’="s, pour achever le calcul, à desméthodes plus expéditives. Parmi ces méthodes, on doit remarquer surtoutcelle quiest due à Newton et que nous allons exposer.
Soit l'équation du degré m f| x) — O0;
et supposons que l’on connaisse une première valeur approchée a de l’une des racines; si l’on désigne par a+u la valeur exacte de cette racine, on aura
f(a+u)—=o ou u ,, u? , ut # f Helen e (ap RSS CE en (GE d’où l’on tre ue 7e (er AO f'(a) f{a),ix 49 "SONNERIES ER
Si l’on néglige les puissances de w qui figurent dans le second membre de cette formule, on aura, avec une approximation d’autant plus grande que u sera plus petit,
; PAP AAE AIX (2 Fa) et si l’on fait b— a — AE J'(a)
b sera une nouvelle valeur approchée de la racine. On peut appliquer le même procédé en partant de cette valeur b, et l’on en concluraune troisième valeur approchée
GE rte)!
et ainsi de suite.
Telle est la méthode de Newton; elle permet, en général, d'obtenir promptement une très-grande approximation, et il est aisé d’apprécier, dans chaque cas, le degré de rapidité avec lequel cette approximation augmente, en estimant la grandeur des termes négligés dans le passage des équations rigoureuses, telles que (1), aux égalités approchées dont on fait usage.
161. Exempze. — Soit l'équation x —9x+7—=o déjà considérée au n° 159. Nous avons vu que l’une des racines est comprise entre 1,39 et 1,36; appliquons la méthode de Newton au calcul de cette racine, en partant de la valeur approchée a— 1,35; l'équation (1) devient ici
AU) Fate) f'(a) 2f(a) Gf'(a)
LR
et l’on a
Fe) = 9x + 7, fa) — + 0,010375,
Fr) = Sr — 77, f'(a) = —1,5325, L'ey Ps Le À M Me Ee fa) =+ 4,05, l'ym 7 a (s) =, ES "la) =";
comme u est<T o,o1, il est facile de voir que, dans la précédente expression de 4, la somme des termes enu? et en u? est positive et inférieure à 0,0003 ; si donc on pose
FAT NO BA) LS
l'erreur commise sera moindre que cette limite. Nous prendrons pour deuxième valeur approchée
et l’on aura f(b)—0,00014 15864 32, F'(b]—=—1,47728128,
LP) =+ f.o7of, aS"6)=+ x
on voit, à la simple inspection de ces formules, que f(x) devient négative pour x = b +<0,0001, d’où il résulte que la racine dont nous nous occupons est comprise entre 1,3008 et 1,3569. Si l’on désigne cette racine par b+u, on aura
OPA UN.
la somme des deux derniers termes du second membre est
positive et inférieure à 0,00000003 ; donc la formule
DS oi t (686432 '(b) 1,47728128
TR hrs — 0,00009584...
donnera la valeur de w à trois unités près du huitième ordre décimal, en sorte que la racine demandée a pour valeur
avec sept décimales exactes.
Complément de la méthode de Newton.
162. La méthode de Newton ne laisse rien à désirer sous le rapport de la simplicité, mais elle exige que l’on discute dans chaque cas le degré d’exactitude des résultats qu’elle fournit, et ainsi elle ne remplit pas la condition qu’on doitimposer à toute méthode d’approximation, savoir, de donner simultanément une limite inférieure et une limite supérieure de la quantité qu’on veut évaluer. Mais il est facile, comme on va le voir, de combler cette lacune sans altérer l’essence de la méthode.
Soient æ& et6 >> « deux nombres qui comprennent une seule racine x, de l’équation
(5) JMS Où
Comme nous supposons que cetie équation n’a pas de racines égales, on peut admetire que les équations f'(x) = 0, f(x) —0o n’ont aucune racine comprise entre æ et 6; s’il en était autrement, 1l faudrait resserrer les limites qui comprennent la racine x,. Lorsqu'on applique la méthode de Fourier à la détermination de ces limites, on est assuré que notre condition se trouve remplie, quand la suite des indices que l’on forme, confor-
mément à cette méthode, commence par les nombres 1,0, o.
D'après notre hypothèse, f(x) change une fois de signe quand x croît de & à6, mais f(x) et f(x) conservent le même signe. Considérons la fonction
(2) ARE En
dont nous nous sommes déjà occupé au n° 143 et qui est croissante ou décroissante suivant que f(x) et f"(x) sont de même signe ou de signes contraires.
Si f(x) et f”(x) sont de même signe pour x = a, la fonction (x) sera croissante de x = à à x —=Xo et elle sera décroissante de x — xo à x — 6; le maximum de o(x) est donc (x, ) ou xs, et l’on a
Zo pla) et x >>e(6)
f(x) f(6) FRERE S1, au contraire, f(x) et f/(x) sont de signes contraires
pour xæ—a, la fonction o{(x) décroîtra de x =a à x = Xlet elle croîitra de 7 — xs à x 6, enPhrtenne
ou
To x —
®(Xo) ou x, sera alors un minimum; on aura donc
(a) J(6) t 6200 Fa) AOF ES Il résulte de là qu’en appliquant la méthode de Newton à l’une ou à l’autre des deux limites & et 6, on obtient
dans tous les cas des résultats qui sont tous deux en deçà ou au delà de la racine et qui, en conséquence, ne peuvent fournir qu’une limite unique.
Pour avoir une seconde limite, je considérerai la fonction
(3) Yiz)=q{x) —M(x—2},
où M désigne une constante de même signe que le rapport Pr) Fx) moitié de la plus grande des valeurs absolues que prend le même rapport, quand x croît de « à 6; d’après cela on pourra écrire (4) VAE J'(x)
Q étant une fonction de x dont la valeur reste comprise
et dont la valeur absolue soit au moins égale à la
MO
entreoetr, pour les valeurs de x comprises entre &et6; je poserai en outre
(5) LPS REENS
Nous avons vu (n° 143) que l’on a
g(r+h)—p(xz) f(x) f(x) ————— — €, l "HA TA e étant une quantité qui s’annule avec k; il en résulte que si l’on fait, pour abréger l’écriture,
PAL VIEN Nes VO)= ny Me),
la formule (3) donnera
$(æ ue h) == ÿ(x)
n désignant une quantité qui s’évanouit avec À. En vertu des formules (4) et (5), la valeur de d'(x) peut s’écrire comme il suit :
(6) ÿ'(x) =— 2M{i1— AO) (x — x); et il est évident que la fonction d(x) est croissante ou
décroissante entre les limites x=—4x, x —6, suivant que W(x) est positive ou négative,
EE Cest er ME TE de
Cela posé, si f(x) et f(x) sont de même signe pour X = &, On a, comme on l’a vu plus haut, p(x) << x0 pour les valeurs de x comprises entre « et x; cette inégalité équivaut à À <[ 1; d’ailleurs, dans le cas que nous examinons, M est négatif, car f(x) et f'(x) sont de signes contraires pour x — a ; donc l'expression (6) ded'(x) est négative, et b(x) décroît quand x croît de & à xo; on a, par suite, dxo)<Z b(«) ou
Lo L'Y(x).
M étant 0, si l’on remplace x, par 6 dans le second membre de cette inégalité, on aura à plus forte raison
fa) 2 Ti) cu VUE) — M(6— x).
S1 f(x) et f(x) sont de signes contraires pour x = «, ces fonctions seront de même signe pour x—6 ; dans ce cas, on a, pour les valeurs de x comprises entre x, et 6, (x) > Xo, ce qui équivaut à À 1. Mais ici M est positif; par conséquent Y/{x) est négative et L(x) est une fonction décroissante. On a a donc Y(xo) >>4(6) ou
zo >> Y(6);
en remplaçant x, par « dans (6), on aura, à plus forte raison,
ROC TE
Ce qui précède conduit à la règle suivante ;
Soient « et 6>>a deux nombres qui comprennent une seule racine x, de l'équation f(x) = o et qui ne comprennent aucune racine des équations f'(x) =0, f(x) = 0; 2M un nombre qui ait le signe du rapport fie)
7! et dont le module soit égal ou supérieur au plus
% Lo à MEN CLÉ on à Lie 0 CE TAN Tu OT ER CARO CR NE OR EP RP ER "y # PONT Dre) Ale NA À 1} ve es \d AN Lh D Er. CA . pe u. “ , Ar M ’ ?
grand des modules que prend le méme rapport quand x varie entre a et 6. Sil'on désigne par a celle des deux limites à, 6 pour laquelle les fonctions f(x), f(x) sont de méme signe, et par b celle pour laquelle les mémes fonctions sont de signes contraires, On aura Ces nouvelles limites de la racine xs,
fa) EG — ———— — CO 2 ER RAR 0
dont la première est précisément celle dé Newton. St la
dj —= 4 —
fonction f"(x) varie dans le méme sens, entre les limites a et b, auquel cas f"(x) conserve le méme signe, on pourra former le nombre M en divisant celle des
deux quantites = f"{a), = S"(b) qui a la plus grande valeur absolue, par celle des deux f'{a), f'(b) qui a
la plus petite valeur absolue.
Le nombre M étant calculé comme nous venons de l’indiquer, il est nécessaire, pour notre objet, que la valeur absolue du produit M(a— 8 }’soit inférieure à l'unité; si le contraire avait heu, 1l serait indispensable de resserrer les limites de la racine, avant d’appliquer la méthode. Supposons que la valeur absolue de M soit comprise
I J ! qu | entre —— et — > À étant un entier positif, nul ou néga- Fort 14
J I È Fee AE bat au üuf, et que x SOI la différence des limites primitives « ï ;
et 6 ou a et b. Au moyen de ces limites a et D on caleculera, comme on vient de le dire, les nouvelles limites &;, b,, puis de celles-c1 on en conclura deux autres &, D, et ainsi de suite; si l’on pose généralement
RM NES me
en sorte que €, représente la valeur absolue de la diffé-
rence des limites a,, b,, on aura
oO
Le PE PRET RE ce 107 6] Lo22+#? LEE PATTES formules qui mettent en évidence la loi des approximations successives.
Exemrze. — Considérons l'équation X— 2x
qui a une racine positive unique, et proposons-nous d’évaluer cette racine. On a ici
on aperçoit de suite que f(x) est négative pour x = 2 et qu’elle est positive pour x = 2,1; d’ailleurs f/{x) est positive. Nous ferons, conformément à notre règle,
(perle NA NT 1 es
: Cr a ae latfonction est constamment décrois-
210) 7 3x2— 0 sante et elle est égale à 0,6 pour x — 2; on peut donc poser M — 0,6. Les nouvelles limites ont pour valeurs
> D—4a; — 0,006 11,23 AUTES
et l’on peut prendre
On a ensuite 0,005007399 11,107075
et l’on peut faire, en arrêtant le calcul à la cinquième
décimale, a = 2,09496.
Appliquons une dernière fois la méthode de Newton; on aura | D S6 — 0,00011 50686 90816
en faisant la division indiquée, on pourra compter sur les neuf premières décimales, et l’on aura pour la racine demandée
Lo = 2, 09455 1481
à une unité près du neuvième ordre décimal, par défaut.
Méthode d'approximation de Lagrange.
164. La méthode de Lagrange a pour objet le développement des racines en fraction continue.
Soit l’équation
( I ) TRIAS x HA, LU y A, ar 2 + Dot A» T+Am»—0,
et supposons qu'on ait constaté l'existence d’une ou de plusieurs racines positives comprises entre les entiers consécutifs a et a + 1; le cas des racines négatives se ramènera à celui des racines positives, en changeant x en — x dans l’équation proposée. On fera, conformément à ce qui a été dit au n°1,
TA) T
et l’on obtiendra la transformée en x:
/ ) (1) ,,m— ) (2) ESS x + A; 21 LEEn. PHRASE EI AM;
cette transformée aura autant de racines positives supérieures à 1 que la proposée a de racines entre a eta +1; considérons l’une d’elles et supposons qu’elle soit comprise entre les entiers consécutifs a, eta; +1, on posera
MIE MT EE, Lo
et l’on aura la nouvelle transformée
) (2) met (2) (3) (3) HEURE AL x) +A, ca +. HA, 14H FE
laquelle aura autant de racines positives supérieures à I
que la proposée a de racines comprises entre a + — et “A
(241 + I tions et chacune des racines dela proposée qui sont comprises entre a et a+ 1 se trouvera exprimée par une
D «On peut poursuivre indéfiniment ces opéra-
fraction continue
dont les réduites -1,-—2,... fourmiront des valeurs de
plus en plus appprochées.
Quant aux transformées successives (2), (3), etc., chacune d'elles se déduit de la précédente par une règle uniforme ; on a effectivement
Lo+1 I I Fr (a) al nl CL V2 RER 5 «a +, . DANS x Je st Lyu+1 Ja w) | Fan, Re:
et la transformée en x,,, sera
m m—1 fai à fé (ay) Er DATENT eee iQ ainsi l’on aura 1 mr eu) (u1) __ Je (au) ST EURE ne pe, a Le), ao EL
Remarquons enfin qu'on peut toujours faire en sorte, si on le juge à propos, que l’équation proposée n’ait qu’une seule racine comprise entre deux entiers consécutifs ; car il suffira, pour atteindre ce but, de multiplier toutes les racines de cette équation par un nombre convenablement choisi; alors chacune des transformées (2), (3), ... n'aura qu'une seule racine positive et supérieure à rt.
165. La méthode précédente serait d’une longueur rebutante dans la plupart des cas, si, en la proposant, Lagrange n’avait indiqué un procédé très-simple qui permet de déterminer sans tâtonnement la suite des quotients &, &;, 4», .…, lorsque quelques-uns des premiers termes sont connus, Voici en quoi consiste ce procédé.
M le : k :
SOA (nr + 1) réduite de la fraction continue
Qz
formée avec les quotients a, as, .… (n° 2); la racine x dont cette fraction est le développement aura pour valeur
Lots + pe (1) nrrrp Een Qrer LE Qi on tire de là Fe Qh= ASS bre t 2: er Q T
ou, à cause de
RFO 0227 (—1}?, Gr made Q» Qu(Pn — Qu)
S. — Alg. sup., L 93
ln
Si l’on remplace x par chacune des racines x, x’, x”, .… de la proposée, il est évident que la formule précédente donneralesracinescorrespondantesx,,x,,2,,.… transformée en x,:; on aura donc aussi
RTE Q»-1 _ (ES .
| Q; Qu(Pr—Q,x) æ" 0 PE = (—1}"
L Qz Qx (P, — Q» HE) N
D DTOLe 0 010 906,080, 0 RLSLO 2 0n0 Late») ne079
et, en ajoutant ces dernières égalités, il viendra 07 2 (—1)"
Q; Qu(Pr — Q,x') ut (NE D CS TD OS Q:(Pr—Qnz”) Qh(Pr — Qu )
Mais, dans la transformée en x,, savoir
(art ar +. .)+(m—1)
+ Ce RE
(n) m (n) _m—1 ‘+ À, t,rA ri He,
| An) la somme des racines est — NOË on peut donc remplacer
/ " Af°) d l’évalité £céd 1 bo Po 4 A LAN CRRETTTT ans 1 Ega 1té précé ente,
et si l’on faiten outre, pour abréger,
il viendra Q>1 Afn) (— 1) A.
2 D NTI —— RE ( ) nm ( ) Q, Ar) Q: ?
enfin si l’on pose Qu A
AS Qx AU
(3) ën— (m—1)
CS QT ©Q"
SECTIONS CAC PIRE MVILTS
on aura (—1)"—1 A Ln — En UE RAS O0 Lo os
Là 4 bg pe À ’ L P Par conséquent, dès qu’on sera arrivé à une réduite — . nm telle, que l’on ait
(4) 0: > VÉP TA l'erreur commise en prenant (5) Tn — ÊA
< J = sera moindre que en valeur absolue, et s1 À a une va-
leur suffisamment grande, on connaîtra directement, par la formule (3), le quotient entier a, contenu dans x,. Cela suppose que À est connue; maisilest évident qu’une valeur médiocrement approchée de cette quantité suffit
: pra P :
pour notre objet. Or les réduites 0. s’approchent rapirm
dement de x, et A diffère d’autant de moins de la quantité
L I I ++ DT san pepaneer Le
Er fo TX
que » est plus grand; on a d’ailleurs (n° 49)
f'(X) RE NN Ne le R de FX) sr NE + LS QE 7 Ne NS 2
et, pour X=—x+, le premier membre de cette formule se réduit, à cause de f(x) = 0, à
LE ya. # m4 (x) His
k ‘ ‘ . (de expression qui tend vers la limite Le quand! } tend
vers zéro. On a donc fe M 7 TT ah (x)
et à la condition (4) on pourra substituer la suivante:
Q: > VÆ4M
Désignons par E la valeur approchée de x qui répond à Xn = En; On aura, d'après la formule (x),
des” P, En Ed Ph
Ë A Q; En ra Qi À
d’où
le second membre de cette formule (7) diffère peu de la
quantité M a1Q2?
laquelle donne ainsi la mesure de l’erreur commise quand on prend Ë pour valeur approchée de x.
On peut conclure de là que, si le développement en fraction continue est assez avancé, la formule (3) donnera non-seulement le quotient incomplet &,, mais encore quelques-uns des quotients suivants, et l’on obtiendra ceux-ci en poussant le développement de £, en fraction continue jusqu’à une certaine limite qu'il est facile d’évaluer approximativement. Pour cela, supposons qu’on ait réduit Ë, en fraction continue et que l’on ait écrit les quotients obtenus à la suite de ceux qui ont été déjà trouvés; prolongeons au moyen de ces quotients la suite
Rex, SR A __ des réduites, et soit G l’une d’elles. IL est évident que
P Sue x — sera l’une des réduites de £; si donc on nomme & le
EN E LL
quouent complet qui lui correspond et que + soit la
Q TE x LE P réduite qui précède ü’ on aura QuEQ,:0 0 Q(Qx+ 0) la formule (7) deviendra donc ue P de ss mu s TA Q Q(Qz+0Q') Q(+.+ 6) (e+ on) Q, 112 ou, à peu près, P GEST = D
8 ru POSER A ?) BETA CAE
Soit maintenant 6 un nombre quelconque, et supposons ; . P le dénominateur Q de ü tel que
an Qn , VEsM”
le second membre de la formule (8) sera inférieur en
valeur absolue à I r .) LE C2 6) Q°?
Pa ; EE STE CE il sera donc inférieur à TE si l’on a 50°
PASS Ou
DER
sera certainement l’une des réduites
et, dans ce cas,
der PnNS).
On voit par là qu’à partir de la réduite _? Je déve-
Qn
loppement de £, fournit les quotients nécessaires pour prolonger la suite des réduites, jusqu’à ce qu’elles aient environ deux fois autant de chiffres que celle d’où l’on est parti. Il faut cependant remarquer que cette conclusion peut être en défaut quand le quotient qui suit celui auquel on s'arrête n’est pas supérieur à 2.
Exempze. — Considérons l'équation a — 7x
que nous avons déjà plusieurs fois prise pour exemple. On a
J{a)= a — gr + 7
J'{rl=srt
Ty ME si feutre fete
L’équation proposée a deux racines comprises entre 1 et 2; nous poserons
L=1+ —3 Ti
et nous aurons la transformée x — x? + 3x +1—=0;
celle-ci a une racine comprise entre 1 et 2 et une autre entre 2 et 3; nous considérerons d’abord cette dernière racine et nous ferons
on a fi(m)= ri — 4ri + 3m +,
SE (æi ) = 3x! — 8x; + 3, At (æ) PS 3x, — 4, I //4 G/ (C2 =]; en remplaçant x, par 2 dans ces formules, on aura les coefficients de la transformée en x,; celle-ci est
3 2 — La TT 2.T9 —"1 — O.
La racine positive x: est comprise entre 1 et 2; on fera
donc
on à Jar) = ri +ri —2m —1,
Fra) = 3x; + 272 — 2,
Lo»
et la transformée en x; sera Zi — NÉ — Â xs "0.
La racine positive est comprise entre 4 et 5 ; on fera donc
on a falrs) = xi— 3x? — 4x, —1,
Fa (rs) = 35 — Grs — 4,
I " sue (xs) —— nr — 3,
afs(æ) pi
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d’où résulte la transformée en x, xi— 20%; —OTi —I—0O.
Maintenant l'opération est plus avancée qu'il n’est nécessaire pour pouvoir appliquer le procédé abrégé de Lagrange et déterminer les quotients sans tâtonnement. Formons d’abord les réduites qui répondent aux quotients que nous avons obtenus
bé ne] EN
= | ot |
La formule (2) du n° 165 donne, en l’appliquant ici au cas de 2 — 4,
nt 20 A} Ti, — 2 14 —+- na — 145?
la quantité À diffère peu de M ou de LE et 1l est
aisé de s’assurer que M est inférieur à 3. La somme des : 5 20 | û ; deux fractions : + — fournit le cinquième quotient 20;
en outre, on a 197, + 4 LE =— ©) 14x, + 3
et si l’on prend pour x, la valeur
on obtiendra une valeur de x, savoir :
SECTION I. — CHAPITRE VIl- 301
s 3 dont l'erreur sera environ —— — 0,0000002, et, par 20?.14* conséquent, si l’on réduit cette fraction en décimales, on obtiendra un résultat dans lequel les six premiers chiffres
décimaux seront exacts; on trouve
et les six premières décimales sont effectivement celles b 0461 que nous avons O tenues au n :
Si l’on veut poursuivre le développement en fraction continue, on fera
Ly= 20, +i—) TS
etl’on formeralaréduite . * qui répond au quotient x; ; puis, des équations
FRE) ie == 20x/ —OT, — I,
J'Âm)= 3x; — for, — 9;
Pas) = 82, — 20, f'n)=r,
on conclura la transformée en x;, savoir :
181% — 3g1x— 4ox; — 1 —0; la formule (2) du n° 165 donnera ensuite
qu RE + © ; 2255 Fe 2532?
d’où il résulte que le sixième quotient est égal à 2; en
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outre, on a 384x; + 19 LE ——;, 203x + 14?
et, si l’on prend pour x; la valeur
on aura une valeur approchée de x dont l'erreur sera inférieure à a AK 283
Si l’on applique la même méthode au calcul des deux autres racines de l’équation proposée, on obtiendra les résultats suivants :
! xi— mx +7—o, TR ALES CCE | 13 12 ! n J TZ — x ET +1—=O, LI 1 1 1 1 2, 13 12 ! TES L nn tant Pa 4m ND D 1e LEE 2 2 2 2 a, BR 3 fi, | x —4+ + T3 73 78 me DA PTE 13 12 ! ur) Fe :
Li 202 0 OT, 1—0; Tr:
x"3— 7x" + 7 —=0, —2 = 3 + —) T; 3 21287 CAIST TA M 2 æ, —20%, 97, 1 0% E 2
On voit que les trois racines x, x’, x” conduisent à une même transformée, et, en conséquence, les fractions continues qui expriment ces racines se terminent par
les mêmes quotients; on a nt I I a z'—=1+ Dre Ve
x; désignant la racine positive de l'équation 3 22 — Ly—2024— 0%, 1— 0.
Nous étudierons dans la suite de cet Ouvrage les équations qui possèdent cette propriété remarquable.
167. Dans un Mémoire qui fait partie du tome 1° du Journal de Mathématiques pures et appliquées, Vincent a fait connaître une belle propriété des fractions continues, et 1l en a déduit, pour le calcul des racines réelles des équations, une méthode qui procède à la fois de celle de Lagrange et de celle de Newton; nous croyons devoir établir ici la proposition sur laquelle repose cette méthode.
Tuéorëme. — Æ£tant donnée une équation f(x) = 0 qui n'a pas de racines égales, si l’on fait successivement
REA PR n N E Lo == As + EN ….
ri Le Ta
@, &y, @+, ... étant une suite illimitée de nombres entiers positifs quelconques, après un certain nombre de transformations, il arrivera toujours que Les transformées successives n'auront que des permanences ouqu’elles n'offriront qu'une seule variation.
Le second cas se présentera si l’une des racines de
l'équation proposée est la limite de la fraction continue PR EP aan TE TEE PER (42) X | le premier cas aura lieu, au contraire, si aucune des racines n'est égale à cette limite.
Pour démontrer ce théorème, formons les réduites de
LL . ‘ L2 P LL la fraction continue (1), et désignons par G. celle qui ocnm
cupe le (n +1)*°"e rang; le quotient qui répond à la
LA : r (4 . , 0 0 e réduite — étant x», il est évident que l’on obtiendra di-
rectement la n°" transformée en posant, dans l’équaton (tx) —0;
(2) Lg Pntn Pr, QuTn +Qra formule d’où l’on tire (3) sa _ Pr Que, F QT IE P»
Soient «, 6,7, ... les racines de l’équation proposée, et &n) Ôns Yns + + « les racines de la transformée; "cette transformée sera, en écrivant x au lieu de x»,
(x—an)(æ—6,)(x —yn)..:=0,
et chacune des racines &,, 6,, ... sera liée à la racine a, 6, ... correspondante par la relation (2) ou (3); on a donc
PU (4) PTE Q»-1 >:
14 OT Q» 17 D Lx ES
% ’ , . P Si & est réelle et que les réduites G, convergent vers
2 dns
cette racine, 1l est évident i an Sera une quantité po-
sitive; mais si les réduites . ont une limite différente nm de &«, quand » sera suffisamment grand, les différences Pret œ P a RL RE Lu QE Q»
seront de même signe, et en conséquence la quantité æ» sera négative.
Si « est imaginaire, soit
xa—p +4 V—1, an = Pn + nV—1,
on aura j'42 sa Er Xe 0 dm Lu = Pr + QnV—i = — EE ———————, HA CR enE Qu
et, en changeant —1 en — —1,
P5°2 ie Qi LES) Eu er DAQre CA 7 À Pn In = Q, DER RE ner ONE Fe n
en ajoutant entre elles les deux formules précédentes, on
obtient P.+ at et EM —p—q4ÿ—1 — p + qÿ—1 hu. Q-: Q:-: Q»1 2Pn = — SRE 3 2 LR es eu RAR RES td Ne EE Q> Q;
ef) Tee)
A0 PEN Q Q:— 4 Q» Q
Pr — a Pau ) + ; ?
pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite,
I e PS 4 02 022
voit que pA sera négative.
la quantité | sera inférieure à .g?, et l’on
Si donc x est suffisamment grand et que la fraction continue (1) ne représente pas le développement d’une racine de la proposée, la 7i°%€ transformée n'aura que des racines de la forme — gou—g+h V—1, g étant positif. Les facteurs du premier membre qui répondent aux racines réelles seront de la forme x + g et les facteurs réels du deuxième degré qui répondent à deux racines imaginaires conjuguées auront la forme
+ 29xX + (eg? + 2); il est évident que le premier membre de notre transformée, qui est le produit de tous ces facteurs, n’aura que des permanences.
Il convient de remarquer que les racines réelles ou imaginaires des diverses transformées tendent de plus en plus vers l'égalité. Effectivement, si l’on divise la formule (4) par celle qu’on en déduit en changeant «& et oy en 6 et 6», on aura
PA P7 UN He An 218 0 Q, :
6» lors Pre — — « — 6 Q> 0e mn P A LL . L2 et comme —"— et —” tendent vers la même limite, on voit ; 072 Q$ que l’on a ET 2 lim— —=t.
On arrive au même résultat en considérant la différence Gr — 6x qui a pour valeur
an — En — 1 Pr À
24) (Co Q» on
# is FA LES — Go æn—1 ae G; SRE pi ous Cr FREE aa Gr gi;
ainsi, en particulier, si la proposée et les transformées successives ont des racines imaginaires, la partie imaginaire de ces racines tendra vers zéro.
Supposons maintenant que la fraction continue (1) tende vers l’une des racines « de l'équation proposée. Alors la nièe transformée aura une racine positive unique, &n, Sin est suffisamment grand; il est d’ailleurs évident que tout ce que nous venons de dire précédemment s’ap-
TX —
liquera à l’équation — 0. Par conséquent, dans pq q »
le cas qui nous occupe, les racines de la transformée de rang », autres que la racine positive «,, pourront être représentées par
—g{it+a) —g(i+e) cs —8(1+em),
g étant un nombre positif, et €4, €, ..., Em_1 désignant des quantités réelles ou imaginaires dont les modules peuvent devenir plus petits que toute quantité donnée. Le produit des facteurs linéaires qui répondent à ces racines sera donc
(5) (x —— Die 2 (E; g alt + E, 8 GAL PURES 2° le aim)
E,, Es, «.., Em_1 étant des coefficients réels qui peuvent devenir moindres que tout nombre donné. Posons
Go—=1, Gy—1—=1 GÉCE AT DArT G4 #+i k
l'expression (5) se réduit alors à
(6) Goz + (Gi +E)ge "+. + (Gui + En)g"t,
et l’on pourra faire P
PE + est Hem = — 1 + €p+4
exg1 étant un nombre réel qui peut devenir moindre que toute quantité donnée en prenant » suffisamment grand. Désignons maintenant par (À —1) g la racine positive de notre transformée; il est évident que cette transformée s’obtiendra en égalant à zéro le produit du polynôme (6) paræ—{(Ài—1)g; on a, à cause de Go —1,
m m x + (° + € — ) Gogr”—1+ (2 + 2 — ) (Gi +E;)gr-2 D
m Re GA Cr + Em) (Ge + Em) gtx
RO: 1) (Gr FEx12t=r0
Le premier terme de cette équation a le signe + et le dernier terme a le signe —; d’ailleurs, les quantités e,, C2, +--, E4, E, ... peuvent être supposées aussi petites que l’on voudra, et, si le coefficient de l’un des termes compris entre le premier et le dernier est nul ou négatif, il est évident que tous les coefficients qui suivent seront négatifs. L’équation (7) n’a donc qu’une seule variation, ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Ainsi. que l’a montré Vincent, le théorème précédent suffit pour opérer la séparation des racines, sans que l’on soit obligé d’en déterminer le nombre a priori, ou de leur assigner des limites, pourvu qu'’afin de s’épargner des essais inutiles on fasse un usage convenable du théorème de Budan; mais nous renverrons au Mémoire de l’anteur, pour le développement de cette méthode.
Du calcul des racines imaginaires.
168. La méthode qui a été exposée au n° 147 permet non-seulement de séparer les racines imaginaires d’une équation, mais encore de resserrer indéfiniment les limites qui comprennent, soit la partie réelle de chaque racine, soit la partie multipliée par l’imaginaire : ou er À
Lorsqu'une racine imaginaire est ainsi connue avec une certaine approximation, on peut en obtenir des valeurs de plus en plus approchées au moyen de la méthode de Newton, qui n’est en aucune façon bornée au cas des racines réelles. Effectivement, si z, est une première valeur approchée d’une racine simple z de l’équation
(x) f(z) ZE AO!
et que z9 + w seit la valeur exacte de cette racine, on pourra poser ln ie (20) + 2 f" (20) + He NEA +...—0,
d'où
et l’on aura, avecune approximation d’autant plus grande que le module de « sera plus petit,
Yalas) ?
mais il sera nécessaire d’examiner, dans chaque cas, le degré d’exactitude que peut fournir la précédente for-
mule, et cette discussion ne sera pas toujours exempte de difficultés.
Posons ; LT Li, f(z) —(r,r) “a ib(x,r),
et désignons par xo + 1), la valeur approchée z, de la- S — Alg. sup., I. 24
quelle on part : le problème dont nous nous occupons a pour objet de calculer l’une des solutions réelles (x, ») des équations simultanées
(2) pla r)=o, (x, r)=o,
connaissant des valeurs approchées x, et yo de x et y; or Je dis que la même méthode peut être appliquée aux équations (2), quels que soient les polynômes q(x, y) et Y{x, y). Désignons en effet par
TL Y—=Yo+n
les valeurs de x et de y qu’on se propose de calculer : on aura, en employant ici la notation dont nous avons déjà fait usage au n° 89,
(er) = p(ro Jo) + ÉD p(ro Jo) + nD;9(To Jo) +e..s ARR Te Ÿ(Zo Yo) Ge ED; (x, To) me nD,Ÿ(%0; Yo) En
Si donc £ et x sont des quantités assez petites pour qu'on
puisse négliger leurs carrés et leur produit, on aura approximativement
ED, ?(o Jo) +nD, o(%o0, Yo) = — ?(To Yo) ED; Ÿ (2x0, Jo) +nD,Ÿ{x0, Yo) = — Ÿ (ro, Yo) d'où Le p(ro Yo) D, b (ro Yo) — AO :
2 Po: Yo) D, Ÿ (To Yo) — D, (T0, Yo) Dr Ÿ (Lo, To) 1=—S Ÿ(xo, Yo) Dz & (to, Yo) — pe D, Ÿ(xo, Jo) : x P(Tos Yo) Dr (to, Yo) — D;p(To Yo) D,Y(%0 70)
il est évident que ces formules ne pourront être d'aucun usage, si la solution que l’on considère est une solution multiple des équations (2).
169. La méthode que nous venons d'indiquer exige des calculs très-laborieux et, au lieu de l’employer, il sera souvent plus simple de recourir à l'élimination, comme on va le voir dans l'exemple suivant. Proposons-
SECTION I. — CHAPITRE VII. 371 nous de calculer les racines de l'équation (1) 2 —z+1—=0,
qui toutes les quatre sont imaginaires. Si l’on pose
Z2=X+7yY—1, cette équation se décomposera dans les ux suivantes :
de t
(2) (2h — 4at(y2— at) — (xt + x —1)—=0, (3) 7l4x(r?— x?) +1] =o,
et en supprimant de l’équation (3) le facteur y, on aura
(4) re portant ensuite cette valeur de y?— x? dans l’équation (2), il viendra 64x$ — 162? — 1 —0; enfin, si l’on pose
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d’où 1l suit que la seule racine positive £ est comprise entre 2,11 et 2,12. Une première application de la méthode de Newton donne les nouvelles limites 2,1149 et 2,1100; une deuxième application fournit la valeur 2,11490794 avec huit décimales exactes. La formule (5) donne ensuite, avec le même degré d’approximation,
Le C0 7271000 enfin la formule (4) donne les valeurs Y—= L0,13001420; 7 = Æ 0,93409929; on à ainsi, pour les racines demandées, 2= + 0,72713603...—+0,43001425...Y— 1, 2— —0,72713603...—0,93409929...V—1,
EE
THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES
Des fonctions symétriques.
470. Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités ne J q change pas quand on échange entre elles, de toutes les manières possibles, les quantités qu’elle renferme, cette fonction est dite symétrique. Nous ne nous occuperons ici que des fonctions symétriques rationnelles. es coefficients d’une équation algébrique son
L ffi tot. quat Igébrique sont des fonctions symétriques des racines de cette équation; ce sont même les fonctions symétriques les plus simples, en ce sens que chaque racine n’y figure qu’au premier degré. S'il s’agit, en effet, de l'équation
x PIT or Ge du rm Hs Pm1T + Pm — O0,
et que a, b,c;,..., k, | désignent les rm racines, on sait _ que l’on a | a+b+C+H. HA +HI — p;,
ab+ac+...+ Al = p;,
Nous Allbre montrer comment on peut. trouver l’ex- P
pression d’une fonction symétrique et rationnelle quelconque des racines d’une équation, et cette recherche nous conduira à ce théorème important :
Toute fonction rationnelle et symétrique des racines d’une équätion peut s'exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation.
Examinons d’abord à quoi peut se réduire la recherche de la fonction rationnelle etsymétrique la plus générale. Toute fonction rationnelle non entière est le quotient de deux fonctions entières, en sorte qu’il n’y a lieu de s’occuper que des fonctions symétriques entières. En outre, toute fonction symétrique entière non homogène est la somme de plusieurs fonctions symétriques homogènes; tout est donc ramené à établir des règles pour calculer les fonctions symétriques rationnelles entières et homogènes; enfin, une pareille fonction symétrique entière el homogène peut contenir des termes où les exposants des lettres, tout en ayant la même somme, ne soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonction est la somme de deux ou d’un plus grand nombre de fonctions symétriques de même degré, mais différentes, et que nous calculerons séparément. De tout cela il résulte que nous pouvons nous borner à considérer les fonctions symétriques rationnelles, entières et homogènes, telles que les exposantsdeslettres soient les mêmes dans deux termes quelconques; toute fonction de cette espèce sera définie si l’on donne un seul de ses termes, ainsi que toutes les lettres qui entrent dans sa composition. Cela posé, nous appellerons fonction symétrique simple ou du premier ordre une fonction symétrique rationnelle, entière et homogène, dont chaque terme ne contient qu'une seule lettre; fonction symétrique double ou du deuxième ordre celle dont chaque terme renferme
Roi Thé 2584 CURE st 4 Le MA + 2 DGiC die a NE RTL in. 7 Sun,
deux lettres, et ainsi de suite. Les fonctions symétriques simples de plusieurs quantités ne sontautre chose, comme on le voit, que les sommes des puissances semblables de ces quantités.
Formules de Newton pour le calcul des sommes de puissances semblables des racines d'une équation.
171. Soit l'équation LUE pr MI par PL, Pr + Pm—=O; que nous représenterons aussi, pour abréger, par D, rte et dont nous désignerons par a, b, c,...,k, [les m ra-
cines. Soit, en outre, X’ la dérivée de la fonction X;on aura
X'=mattt{(m—i) part + + 2pn or + Pm-4 On a aussi, par un théorème connu (n° 49),
ND Up mire
DU
et l’on trouve, par la division,
x = 2-1 La an? Lo? xm—8 La D TÉR CR EEE Qre 5 come W 4 / + Pi +P1a +pid + pa Pa +pea pa + Pa ATEN + D m—24 + Pm—1° |
Si, dans cette dernière équation, on remplace a successivement par chacune des autres racines, et qu’on fasse généralement
Sn=at+bt+ ot +,, + AT HU,
on aura, en ajoutant tous les résultats, la valeur suivante de X’
= pli 1 —_ _ — X=mr "Ts, [ets | ere TRE
+ MP: 717 Pas: + Pise + P18m—2 mr MP: a P2si GE PaSm—3 + mp3 mm RU OÙ
+ Pm—2$1
+ MP m1
La comparaison de cette valeur de X’ avec celle écrite plus haut fournit les relations suivantes :
ST P1 = 0, S2 + Pi: Si + 2 Pa —=10; (1) S3 + P1$2+ PeSi + OP: 0,
V Sm—1t P1Sm—e Poe Sms test Pme Si + (m—1)pr1 — 0.
La première de ces formules fait connaître s, ou la somme des racines, la deuxième fait connaître s, ou la somme des carrés des racines, et ainsi de suite, jusqu'à la dernière qui fait connaître s»_,. On trouve de cette manière |
Sÿ—— Pi
S2—= Pi — 2Pa
$3—=—Pi + BP1P:— 3P35
S, Pi — 4 Pi Pit 4 PiPs+ 2P3 —4Pss
88 —=— Pi +SpPiPa—9PiPs—9(P3— pb) Pi +5 (P2P3— Ps)
eee + 9 Rv ere Te 9 © 9,0 010 ‘5 010616 019 e/ 0,616, 8 REA 7 se PORN ORNE
Voicimaintenantcomment on peutobtenir les sommes de puissances semblables, dont le degré surpasse m—1, et celles dont le degré est négatif. Soit z un nombre ener positif nul ou négatif, et multiplions l'équation pro-
Le
SECTION II. — CHAPITRE Ie 379 posée par x”; elle deviendra Co so RE Et FR Hs ip + parie, Ep, ati bp,, xt = 0,
Remplaçons successivement x par chacune des racines a, b, c,..., et ajoutons tous les résultats ; on aura
Sm+n + P1Sm+n—1 + P25m+n-2t + + HF Pm-1Sn+1 + PmSn — 0.
£n donnant à n les valeurs o, 1, 2, ..., et observant que $, = m, on obtient les relations suivantes :
Sm HPiSm1 FP28m-2 + +: HPm181 + Mm = 0, (2) Sm+1 FT P1Sm + Pa Sm—1 + AAELE + Pn—182 + Pm Si — O, Sm+2 + P1Sm#1 FF P2Sm Hess +Pm183 +PmS2 — 0
Les sommes 54,59, «++, $m_1 étant connues par les formules (1), la première des formules (2) déterminera s», la deuxième 5,41, et ainsi de suite.
Ilimporte de remarquer que les valeurs des sommess;, So, .… ne contiennent dans leur expression aucun dénominateur, et que siles coefficients p,, pe, .. sont des nombres entiers, les sommes 5,, 5:, ... sont aussi des nombres entiers.
Réciproquement, si l’on connaît m sommes de puissances semblables, par exemple 5,, 5, ...,5», On pourra déterminer les coefficients p1, ps, ... à l’aide des formules (r)et(2), qui ont été données, pour la première fois, par Newton.
Pour calculer les sommes de puissances semblables des racines à exposants négatifs, il suffit de donner au nombre 7, que nous avons introduit, les valeurs succes- Sives —1, —2, —3,...; mais, à l'égard de ces sommes de puissances négatives, le moyen le plus aisé de les trouver consiste à changer x en : dans l’équation pro-
posée, et à calculer ensuite les sommes de puissances
semblables à exposants positifs des racines de l'équation transformée.
_ On peut remarquer qu’en appliquant les formules (1) et (2) au cas de l’équation binôme x”—1—0o, on retrouve immédiatement les résultats que nous avons obtenus au n° 106 par une voie différente.
Usage de la division algébrique pour le méme objet.
172. On peut emplover, pour calculer les sommes des puissances semblables des racines d’une équation, une autre méthode qui n’exige qu’une simple division algébrique. Soit toujours
Ds) une équation ayant pour racines a, b,c,..., k, L. Si X’ représente la dérivée de X, on a, comme précédemment, X I I a — + + ..… +
PA à rh FRE |
La fonction est développable en une série con-
vergente ordonnée suivant les puissances négatives et décroissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le module est supérieur au module de a; on trouve, par la division,
[| «a à on ie QE ÉTÉ SU T— a … T na
donc, en remplaçant successivement & par chacune des autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, on aura
XIV TE S So
or CRT ou
x XA
LA TL
Pour le calcul numérique, il sera plus commode d’é-
viter les exposants négatifs : on changera alors x en —:
UE PA Z ; et la fraction — prendra la forme PE Z, et Z étant des
fonctions entières de z; on aura
7 = MH 8 + 532 +...
et l’on obtiendra toutes les sommes s,, 52, ..., par la division des polynômes Z, et Z que l’on ordonnera suivant les puissances croissantes de z.
On peut trouver de la même manière les sommes s_;, S_», ..…, des puissances semblables à exposants néga-
ufs. Effectivement, la fonction -
SRE en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le module est inférieur au module a, et l’on trouve, par la
division,
est développable
— — Los | mn —- a + Use ; TX — «a «a a donc, en remplaçant successivement a par chacune des ) plac P autres racines et en ajoutant les résultats, on aura !
AR SMS MAS rt X x a —1 —9 —3 ...e
On obtiendra donc les sommes $_,, 5_», ..., en ordonnant les polynômes NME /N suIvVint les puissances croissantes de x et en effectuant ensuite la division du premier polynôme par le second.
Le principal avantage de cette seconde méthode, fondée sur la division algébrique, consiste en ce que l'on peut
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en déduire facilement, comme on le verra plus loin, l'expression générale de s, ou de s_, en fonction des coefficients de l'équation proposée. Les formules de Newton ne conduiraient que péniblement au même résultat.
Determination des fonctions symétriques doubles, triples, etc., des racines d’une équation.
173. Les formules établies au n° 171 permettent de calculer successivement les fonctions symétriques doubles, triples, etc., des racines d’une équation.
Soient a, b, c, ..., k, [les m racines d’une équation
KN==n
de degré m, et considérons une fonction symétrique double, dont un terme soit a*bf; la fonction dont il s’agit étant déterminée quand on en connaît un terme, nous
la représenterons, pour abréger, par Ÿ a*b$, et nous
continuerons de désigner par s, la somme des puissances aièmes de toutes les racines.
Cela posé, si l’on multiplie entre elles les deux sommes 5, et 5, on obtiendra un produit qui sera évidem-
ment la somme des deux quantités 5,,6 et DELE on
a donc (1) Ÿ DE su5g — aus
On voit que toute fonction double Ÿ a“ b$ est expri-
mable, sous forme rationnelle et entière, par les coefficients de l’équation proposée, puisque 5, se et s,,6 le sont, en outre, si les coefficients de l’équation sont des
nombres entiers, D a* b$ sera aussi un nombre enter.
PS
La formule (1) n’a plus lieu quand 6 == ; on voit, en effet, que si 6 devient égal à x, les termes de » a* b° seront égaux deux à deux, en sorte que cette quantité
se réduira à 2 ÿ a* b®; on a donc
(2) Vaste (su) — sel.
En remplaçant s, et s ar leurs valeurs, on ob- P Fi 24 P Fr!
endra une expression de Ÿ a*b* qui ne contiendra plus
le dénominateur 2. Cette proposition n’est pas évidente; mais nous ne nous arrêterons pas ici à l’établir, parce qu’elle résultera, comme on le verra plus bas, des méthodes proposées par Waring et par Cauchy, pour la détermination des fonctions symétriques des racines d’une équation.
Une fonction symétrique triple, qui renferme le terme
a b$ c', pourra être représentée par > a“ b® ci Sr l'on
multiplie la fonction double à a“b$ par s, on trouvera pour produit
Ya brer + V arrib6 + Ÿ avt,
on à donc Ÿ sb ct ty AN abs Ÿ an ES Ÿ b5+1, pis A)
Cette formule fait connaître la fonction triple Ÿ a b$ct,
car le second membre ne contient que des fonctions doubles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir l'expression
de la fonction triple, au moyen des sommes de puissances semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles par leurs valeurs connues; on trouvera ainsi
(3) ) a be S4 568, — Sar6Sy — Saty$6 — Sert Sa rt 2Sa et"
et l’on voit que les fonctions triples s’exprimeront comme lés fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle et entière, par les coefficients de l'équation proposée. La formule (3) ne subsiste pas, si deux des exposants ou tous les trois deviennent égaux entre eux; mais on peuten déduire aisément les valeurs des deux fonctions
Ÿ a*b®c et Ya DEEE On voit, en effet, que si 6 devient égal à ©, D a b$ c*
se réduit à 2 a*b® ct et à 2.3 a b®c*, si en même
temps y devient égal à «; on a donc
(4) Ÿ arbre ï (5857 — S2a 57 — 25e+7$a + 2S9a+x)
et
(5) | Ÿ bc —
En suivant la même marche, on calculera successivement les fonctions du quatrième ordre, puis celles du cinquième, et ainsi de suite. Îl est presque superflu d’ajouter que, quandon aura calculé, en général, l'expression d’une fonction symétrique entière et homogène du pième ordre, siu exposants deviennent égaux entre eux, 1l fau -
(sa — 3520 Sa + 283a)
OÙ
dra diviser par 122,3 Lin valeur qu'on aura trouvée.
On voit par là que toute fonction symétrique entière et homogène des racines d’une équation peut s'exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation, et que la même chose a lieu, d’après les remarques faites précédemment, pour une fonction rationnelle et symétrique quelconque.
Méthode de Waring pour calculer une fonction symétrique rationnelle et entière des racines d’une équation.
174. Waring a indiqué, dans ses Meditationes algebraicæ (1), une méthode par laquelle on peut former directement l'expression d’une fonction symétrique et entière quelconque des racines d’une équation en fonction des coefficients de cette équation. Nous allons faire connaître 1c1 cette méthode, qui, dans un très-grand nombre de circonstances, devra être préférée à celle que nous venons d'exposer.
Soit l'équation
EC es Pi > dr) + par"? A RER + Pm—1 T + Pon TZ O, dont les m racines sont PCR Ce le
et supposons qu'il s'agisse de trouver la valeur d’une fonction symétrique et entière V de ces racines.
Pour plus de clarté, il convient d'imaginer que l’on ait ordonné la fonction V de la manière que nous allons indiquer. Désignons par 2 l’exposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée chaque racine, et, en
(*) Editio tertia, p. 13.
S. — Alg, SUPe3 EL 25
particulier, la racine a dans V ; par 6 l’exposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée la racine à dans la partie de V qui contient le facteur a“; par ; l’exposant de la plus haute puissance à laquelle se trouve élevée c dans la partie de V qui renferme le facteur a“ b°; et ainsi de suite, en sorte que À désignera finalement l’exposant de la plus haute puissance de / dans la partie de V qui contient le facteur a*bcT...k*, D'après cela, la foncton V contiendra un terme de la forme
Aa BC PEN
auquel nous assignerons le premier rang; À est une constante donnée; 1l se peut que quelques-uns des exposants
LOT er LR A
soient nuls ; en outre, chacun de ces exposants peut être égal, mais non supérieur au précédent. Je dis, par exemple, qu'on ne peut avoir y=>6; en effet, la fonction symétrique V qui renferme le terme Aa*b$c... 0 contient aussi le terme Aa“*bïcf...k*l, qui se déduit du premier en permutant les lettres b etc; or, si l’on avait y > 6, b° ne serait pas, comme nous l’avons supposé, la plus haute puissance de à contenue dans la partie de V qui renferme le facteur a*; donc on a nécessairement y<T6 ou y— 6. Ce raisonnement s applique ÉVEdemment aux autres exposants.
Le premier terme de la fonction V ayant été fixé comme 1l vient d’être dit, nous appliquerons la même règle à la détermination du rang de chacun des autres Lermes, et nous écrirons
VA ar DCS NES RPE
SECTION II. — CHAPITRE I. 337 Cela posé, on a
(—nn=Y a, (ire a, —1}p;s = Ÿ arc,
.... Da 0e GO CONOrCELONE
(— nt Dr las D abc.
(—1)"p} = abc. ..kl Si l’on élève ces égalités aux puissances À — 6, 6 ED 74 , ... À — Le À
respectivement, qu'on en fasse ensuite le produit et qu'on multiplie enfin de part et d’autre par À, le premier membre de l'égalité résultante sera
pat ++... a—6 Se XX A | 1) F3 Pa : HAIMERTE NA
Nous le représenterons, pour abréger, par P; quant au second membre, ilsera une fonction symétrique des lettres a, b,c,..…,k, L, et, si nous l’ordonnons de la même manière que V, il est évident que son premier terme sera Aa“b®c*'...k* l\; on aura ainsi
P—Aabia,, ARE...
En retranchant la seconde des fonctions symétriques V
et P de la première, on obtient une nouvelle fonction symétrique V,, telle que
S1 l’on opère sur V, comme on a opéré sur V, on obtiendra une troisième fonction symétrique V», telle que
Vi = Pi =V;;
P, désigne une quantité analogue à P, et qui est, comme celle-ci, le produit d’une constante par diverses puissances des coefficients p,, pe, ..., Pme
En poursuivantces opérations, on voit qu'on obtiendra une suite de fonctions symétriques
Vis VER TONNES
telles que VARl — V;, Vies PEN:
Vo — Pr = Vs,
i Vallon is Vans — Pyo — Va Vas — Pyns = Vu;
chacune des quantités P, P,,..., P, est le produit d’une constante par diverses puissances des coefficients p1, Pe;s *-., Pm. En outre, si l’on imagine une fonction entière U formée des premiers termes des fonctions V, V,,..., V, et ordonnée de la même manière que ces fonc- HAS À est évident, d’après le procédé que nous avons suivi, que le premier terme de l'une quelconque des fonctions V,, V:,..., V, occupera, dans Ü, un rang supérieur au rang du premier terme de la fonction précédente. Or le nombre des termes susceptibles d’occuper, dans U, un rang supérieur à celui d’un terme donné est nécessairement limité; donc, dans la recherche des fonctions V,, V:,..., on finira toujours par arriver à une constante, et alors l’opération sera terminée. Supposons, d’après cela, que V, se réduise à une constante; il viendra, en ajoutant les égalités précédentes,
V=P+P + Pt... HP, +,
formule qui fera connaître l'expression de la fonction q P
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symétrique proposée V en fonction des coefficients p,,
Dm
On peut conclure de là que toute fonction entière et symétrique V des racines d’une équation est exprimable rationnellement par les coefficients de l’équation, proposition que nous avons déjà établie (n° 173); mais on voit, en outre, que si les coefficients de l’équation sont des nombres entiers, ainsi que ceux qui multiplient les différents termes de V, la valeur de cette fonction V sera également un nombre entier.
175. Exewurze I. — ÆZtant donnée l'équation A pa LH perl EH Pm1E + Pm = 0;
dont a, b, c,d,e,f,...,k, l sont les racines, on demande la valeur de la fonction symétrique
Posons, conformément à la théorie précédente, P=p;p2pP; =Y a Ÿ a. Ÿ ave =ÿs b?c + 3 bcd + 5 Ÿ a b? c? + 8Y « b?ed + 22 Ÿ a bcde + 6o Ÿ abedef
V—P=V, —— 3 Ÿ « bcd — 2 b? c? — BY «bei 122 Ÿ « bcde — Go Ÿ abedef:
faisons, en second lieu,
P,=—3pp, =—3 D Ÿ abea + = — 8 Ÿ «bed 6 a b?cd—2 a? bcde — 0 Ÿ aveu SH on aura Vi—P = V, =— 8 Ÿ abc — 2 Ve b?cd + 5 « bcde + 30 > abcdef ; faisons, en troisième lieu, P;=—3p,; ——3 | San | acc = — 3 Ÿ arbres —6Ÿ abred — I SŸ atbede — Go « bcdef,
on aura
Va Es V; — 4Y « b? cd + 23 Ÿ c bcde + 90 Ÿ «bed;
faisons, en quatrième lieu,
PH Di 4Ù ab.Ÿ abca — 4Ÿ b?cd + 16 Ÿ «° bcde + Go Ÿ abedef:
Où aurà
NPA Ne Ÿ & bcde +- 30 Ÿ abcdefs
faisons, en cinquième lieu,
P,=17P1Ps; = 7 Ÿ a. Ÿ abede — D bcde + 42 Ÿ abcdef,
on aura
V,—P,=V;=— 12 abcdef; si enfin on fait
P,=—12p;, =— 12 À abcdef,
on aura V: eu P; ÉRINe = 0:
Ici l'opération est terminée et l’on a cette valeur de V, V = Pi P2 Ps — 3pi Ps — 3P5 + 4 Pa Pi + 7 Pa Ps — 12P6
176. Exemrze Il. — Ziant donnée l'équation a + pi cr! + po ti LH, LL + Prn—1 TZ + Pm —= O,
dont a, b,c,...,k, l'sont les racines, on demande la valeur de la fonction symétrique
dar. ge. h;
u est le nombre des racines qui entrent au carré dans chaque terme, et » le nombre de celles qui entrent à la première puissance.
Désignons la fonction proposée par la notation F (u, v), et, plus généralement, représentons par Fiu—n,v+2n) la fonction symétrique de même genre que la proposée et dans laquelle chaque terme contient p— n racines au carré et y + 27 racines à la première puissance.
Cela posé, on doit former, d’après notre théorie, les u + 1 égalités suivantes :
\ v (— 1) Pa Pen Eu 9) + F(p—1,v+2)
ASIE
(y+an)(vy+aon—i)..(o+n+i) £ à D LR ns ES D NDS 72 (v+ou)...(v+u+i) BEIC TEA AP COS TD
(— 1) Pos Prue = F(p— 1, + 2)
v y y Flu 3, 6e no ga EE DR B2+6
(v + ne 2) k (v+ap)...(v+u+) 1.2...(u —1)
+ Fip—n,v+2n)+...
(— 1)" py-nPvrurn = Fip—n,v+on)+..s Fe (v+op)...(v+u+nr+i)
(— 1)" pipi = EF (1, + 2p — 2) + F0, y + 2),
(— }'pyrou = F(0,v + 2h), où la quantité p; doit être regardée comme nulle si l’indice 1 est supérieur à m.
Ajoutons toutes ces égalités après les avoir multipliées
respectivement par les facteurs
Y, À, A2; OUR Et CFA 2") Le
et supposons ces facteurs choisis de manière que les
sn. ARE
six sidi ’
(y +on)(s<on—i)..(s+<onr—r+i)
SECTION II. — CHAPITRE L. 393 quantités Fu —:1, v+2), Fu — 2, v+4), es F(o, y + 20) soient éliminées du résultat ; 1l viendra Fi) = (1) (Papi + M Pa Pig eee HA pen Pauan Fee Hi proue
Nous allons maintenant chercher les valeurs des facteurs À,, À», ..., À. Les équations qui déterminent ces facteurs s’obtiennent en donnant à 7 les u valeurs #1, 2 3, ..., g dans la suivante :
v + 27 v+272)[v+—272—TI À» + Me du: - EP bar p.5+ ani REre à Ke I 1.2 PR Mr nana), 1 219 {v+on)(y +2n—1)...{v+ 272 —r+i1) semer nn bre;
RARE TL
mais cette équation peut s'écrire d’une autre manière. Posons, pour abréger,
R— Doop—o)p et 3, nr —p b+a2n)(v+2a—i).(v+2n—p) fo +on—op)n DO D On aura
et généralement
SRE , — À, 0, ,;;, +A,.
D'après cela, notre équation devient, en remarquant que À, est nul,
(a + 0,71) + A: (1 + 01 Ân=2) + Aa (ne + non)... ap Ans [Me re 03h) TUE À np cie 01) — 0
En donnant successivement à A les valeurs 1,2,3,...,n,
on obtient 7 équations, d’où l’on tire immédiatement |
+ —0, À+0M—0, À3+ 090, oc. Àn +0 =
ou UM—=—(r+2) | Mets er Ant 3 (v + 2).2 è ROMA) DRE FEAT à
(v+on)(v+nm—i1) À = — —— — — },_,.
En multipliant ces égalités membre à membre, il vient
À TE LA ne tn DO eme © ©
A NÉ
ce qui permet d'écrire immédiatement la valeur de la fonction symétrique cherchée F(u, v).
Il faut remarquer que notre procédé est en défaut dans le cas de y—0o, mais la formule qui fait connaître À, ne cesse pas toutefois d’être exacte. Dans le cas dont il s’agit, les valeurs de 4, et de À, deviennent
(an —1)(22—2)...(272 —p) QT, M RREMREMR PJ,
on voit que À, n’est pas nul, comme dans le cas géné-
SECTION II. — CHAPITRE I. 399 ral, et qu'il est ici égal à A,_,. L'’éauation entre 1, An) -.., À peut alors s’écrire ainsi :
(An LR 00 An—1) + A; (An 5.5 no) Ar Ce £ts An (9 +h)+ Ar (A ce %E 0; en remplaçant successivement 7 par 1, 2,..., #2, on obtient z équations, d’où l’on tire
0 M À —0, ls 0, ..,, :Àn + An 0,
et, par suite, ee. =(—1)7,2:
on a donc cette valeur de F{u, 0),
F(p, 0) ir = 2 Pu1P p+1 + 2 Puy Pur —e ve Æ 2P Pays F 2Paus
Méthode de Cauchy.
177. Cauchy a publié, dans ses anciens Æxercices de Mathématiques (4° année, p. 103), une méthode nouvelle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonction symétrique et entière des racines d’une équation. Cette méthode consiste à éliminer successivement de l'expression de la fonction symétrique qu’on veut évaluer chacune des racines de l’équation proposée; elle repose sur la proposition suivente :
Soit V une fonction symétrique et entière des racines 4, 0,0, -..,.1, K, | d'une équation
LH pr + pat + HPm1 TE + Pm = 0; que nous représenterons aussi, pour abréger, par Ne O;
et supposons qu'ayant éliminé de l’expression de V, par un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d’un polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puissances de a, que l’on ait, par exemple,
V = A, a —- A, a» +, . +As14 + Ass
A5; A4, ... étant des quantités composées rationnellement avec les coefficients de l’équation proposée; je dis que, si l’on divise cette expression de V par le polynôme
A a” + P: a/”!—1 + P2 a—2 +, ,. T Pr «a LP:
obtenu en remplaçant x par a dans X, le reste de la division ne contiendra pas a, et sera précisément la valeur de la fonction V.
En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de la division V par À, on aura V = AQ +R et, comme
À est nul, VIE
D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m—1 en 4; nous le représenterons par
Go an-1 + qi a+, + Im—2 4 m1 et l’on aura V= goa "+ qi ae +... Him 4 nds
Mais, V étant une fonction symétrique, on peut changer les lettres a et b l’une en l’autre, ainsi que a et c, ...; et comme, par ces changements, go, 41, :.. conservent leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation
Go aMA qi LR R Im22€ + (a a3À V)= Ê
sera satisfaite en remplaçant x par l’une quelconque des m racines a, b,...,k,l; ce qui est impossible, à moins que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa-
tion n’est que du degré 77 — 1; on aura donc, en particulier, Im—1 — V=0o ou M TE
comme nous l’avions annoncé.
La démonstration précédente suppose que les m2 racines &, b, c, ..., k, l sont inégales; mais les conclusions précédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un fréquent usage en Analyse.
Si l'équation X = o a des racines égales, on considérera d'abord à sa place une équation X, — o, dont toutes les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant subir des modifications insensibles aux coefficients de X: par exemple, si l'équation X = o a trois racines égales à a, et que les autres racines soient différentes, on prendra
Le polynôme X, ne diffère de X qu’en ce que deux des trois racines égales à a sont remplacées par a + h et a + h': on voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d’insister davantage, comment on devrait choisir le polynôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation proposée avait plusieurs racines égales à D, à ©, .... Cela posé, substituant l'équation X, = o à X —o et conservant d’ailleurs les notations précédentes, on arrivera à l'équation V = m1
et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les quantités L, k”, . ..; elle aura donc lieu aussi à la limite, quand on fera À = 0, k= 0, ....
478. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy, pour calculer la valeur d’une fonction symétrique etentière V des racines a, b, c, .…, i, k, l de l'équation
X — + Pi æn—1 + P2 xn—2 ten + Pm — 0.
Divisons X par x — a, et désignons par X, le quotient; divisons de même X, par x — b, et désignons par X, le quotient, puis X, par x — c, et soit X; le quotient, et continuons ainsi d'enlever de X tous les facteurs linéaires jusqu’à x — k inclusivement, en sorte que X»_, ne contiendra plus que le seul facteur x — [, Cela posé, considérons les m équations
A0: NE 02 XS——=0, ., X nai 0!
La première n’est autre que la proposée;:et elle a pour racines a, b, c, …, k, l; la seconde a pour racines b, c, …, k, [, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière en fonction de a etdes coefficients de la proposée; la troisième a pour racines ©, ...,k, l, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière en fonction de b et des coefficients de la précédente, c’est-à-dire en fonction de a, b et des coefficients de la proposée; et, en général, les coefficients de l’une quelconque de ces équations sont exprimés sous forme entière en fonction des coefficients de la proposée et des racines qui n’appartiennent pas à l’équation que l’on considère. Désignons enfin par À la valeur de X pourx—a, par B la valeur de X, pour x =, par C celle de X, pour x — ec, et ainsi de suite, en sorte que Ï sera la valeur de X,,_; pour x — 1, K celle de X»_2 pour x — k,iet.L' celle de X,-"pour 22e
A0, B—0,C—0) I OR
Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement des racines de l’équation X — 0, mais aussi des
racines de l’une quelconque des équations nn — O, X: — O0, ..., 1 Pat TZ O, p, Ver — O, > Re = O0.
Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette remarque, on peut, à l’aide du théorème fondamental démontré plus haut, éliminer successivement chaque racine de l'expression de V.
D'abord l'équation L= 0, où / entre au premier degré, permet de chasser immédiatement / de l'expression de V. Considérant alors V comme fonction symétrique des deux racines Æ et / de l'équation X_: — 0, dont l'une / est déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à k, et on la divisera par K, conformément à ce qui a été dit plus haut; le reste de la division ne contiendra pas Æ et sera la valeur de V débarrassée des racines Æ et /. On considérera alors V comme fonction symétrique des trois racines 1, k, {de l'équation X,,_3 — 0, dont les deux dernières n’entrent plus dans son expression, et, l'ayant ordonnée par rapport à 4, on la divisera par [ à l'effet d'éliminer z; le reste de la division ne contiendra pas à et sera la valeur de V débarrassée des trois racines à, k, L, On continuera de la même manière, jusqu’à ce qu’on ait éliminé de V chacune des racines a, b,c,...,1,k, l; on aura alors la valeur de cette fonction exprimée par les coefficients de l’équation proposée.
Il importe de remarquer que l'expression définitive de V s'obtient par de simples divisions, et que les premiers termes des polynômes À, B, C, ..., I, K, L, qui servent successivement de diviseurs, ont tous l’unité pour coefficient : par conséquent, ces divisions n'introduirontaucun dénominateur : en sorte que, si l'expression primitive de V est entière, non-seulement par rapport aux racines &, b, ©, ...,1, k, [, qui y entrent symétriquement, mais encore par rapport aux coefficients py,
Pos -.., qui peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression définitive de V sera aussi entière par rapport à ces coefficients; enfin, si ces mêmes coefficients sont des nom- Pres entiers, V sera pareillement un nombre entier. Ce résultat important, que nous n'avions pas établi complétement par notre première méthode, mais qui résulte immédiatement dela méthode de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la méthode de Cauchy.
Application de la méthode de Cauchy à un exemple.
179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la détermination du produit des carrés de toutes les différences des racines d’une équation donnée, prises deux à deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on peut, par des artifices convenables, simplifier dans certains cas l’emploï de la méthode.
Soient toujours a, b, c, ..., k, [les m racines de l’équation (x) X=ztæ+ parti Ep 2 E,.,. E pra x Epn— 0; soient aussi
Vi — Gal b—d}?...(4—1); V sera le produit des carrés des différences de racines de l'équation (1), prises deux à deux, et V, le produit des carrés des différences des racines de l’équation
ou
(2 am 1 2 Pi CR 2 an—38 CETTE Dr — 0 a PA 2. + Pia + Pme A + a? M r Êta a1,
Cela posé, on a Vo Vila feet fan, ja (L
Mais le produit (a— b)(a—c)...{a—k)(a— 0) est égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du polynôme X pour x = a, c'est-à-dire égal à
mani + (x —1)p} a 2 +. + Press donc on aura Nm a (nr) pi PEN pra.
D'après cela, si nous admettons qu'on sache former la valeur de la fonction V pour une équation de degré m—1,0on pourra également trouver la valeur de cette foncuon pour une équation du degré m. Effectivement, par hypothèse, on sait exprimer la valeur de V4 par les coefficients de l'équation (2), c’est-à-dire en fonction de a et des coefficients de la proposée ; donc la fonction V pourra elle-même être mise sous la forme d’un polynôme ordonné par rapport aux puissances de a, et, en divisant ce polynôme par le premier membre de l'équation proposée, dans lequel on aura remplacé x par a, le reste de la division donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la fonction de V pour une équation du deuxième degré ; on pourra donc calculer cette fonction pour l'équation du troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi de suite.
Cas de l'equation du troisième degré. — L'équation proposée est + pr? +yrx +r—=O,
et l’on a V—=(a—b}{a—c}{(b— c},
Le? — c)?, V=Viia— b}?{a -- ch; S.— Ag. sup., L 26
Â02 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE.
V, étant relatif à l'équation du deuxième degré,
x'+p|rxr+q—=o.
+ a + pa
On a immédiatement Vi=(p+a}—{4{(g+pa+a)=—3a—2pa+{(p—4q); \ d’ailleurs (a— b){a— c)= 3a?+ 2pa +, par suite
=(— 3a— opa + p°— 4q)(3a? + 2pa + q }
aï+4ps |a+äpt |e+4pq |a+p?
—72pq| —18p°q| —18pqg?| —4g
—=—27ai— 54 pañ— 27p° —$4q
Divisant cette valeur de V par a+ pa? + qa+r, on trouve pour quotient — 27 a — 27paè— 27qa +(4p° + 27r —18pq), et pour reste — A9 270 10 PTE PQ PET
ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus expéditive pour résoudre la même question.
Formation de l'équation de laquelle dépend une fonction rationnelle et non symétrique des racines d ‘une équation donnee.
180. Soient a, b, c, .…, k, [les m racines d’une équation donnée X = 0, et
V=Rre: b, CE
une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de quelques-unes d’entre elles. La théorie des fonctions symétriques conduit à une méthode très-simple et trèsélégante pour former l'équation dont V dépend. Nous allons développer ici cette méthode.
S1 la fonction V contient » des mn racines, le plus grand nombre de valeurs qu’elle puisse prendre quand on échange les lettres a, b, c, ...,k, [ les unes dans les autres, de toutes les manières possibles, sera évidemment égal au nombre des arrangements de mn lettres n à n, c'est-à-dire égal à
mim—i(m—2)...(m—n+i)
Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par p ce nombre de valeurs, et par
L'AUTRE 1 les u valeurs de V. L'équation en V sera alors
ou PR Ve PNR PSC PNR PS0,
en posant
NV Eh Vie D, V, Ve + nee Core pe, 1e le — P;, VAN RUE Na (— NP,
Or les quantités P,, P:, ..., P, sont des fonctions symétriques des quantités V,, Vo, ..., el, par suite, elles sont aussi des fonctions symétriques des racines a, b, ce, ... de l’équation proposée; on pourra donc calculer les coefficients de l'équation en V par l’une des méthodes que nous avons exposées.
Nous avons admis comme évident que toute fonction symétrique des quantités V,, Ve, ... est aussi une fonction symétrique des racines 4, b,c,.... Voici, au surplus, un moyen très facile de le démontrer.
Par hypothèse, les quantités (1) Vie VAR UEUNE
sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que V puisse avoir. Faisons subir aux lettres
DENON CLR EE)
une permutation quelconque, et supposons que V, se change en V’, V2 en V’,, ...; les quantités
VV
devront toutes se trouver dans la série V,, Vs, ..+, puisque cette dernière comprend toutes les valeurs de V; je dis, en outre, que tous les termes de la série (2) sont différents, et que, par suite, cette série coïncide avec la série (1): on ne peut avoir, par exemple, V' = V",, car V,et V; ne diflèrent de V' et V’, qu’en ce que les quantités dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des lettres différentes, et l’égalité V" = V’, entraînerait, en conséquence, V, = V;, ce qui est contre l'hypothèse. Il résulte de là que, si l’on fait subir aux lettres a, b, ce, ... un changernent quelconque, les quantités V,, V:,..., ne feront que s’échanger les unes dans les autres; par suite, une fonction symétrique de ces fonctions ne sera pas changée, et elle sera aussi symétrique relativement aux quantités a, b, c, ...,k, L.
On peut, dans bien des cas, simplifier le calcul de l'équation en V; on en verra un exemple dans la recherche de l’équation qui a pour racines les carrés des différences des racines d’une équation donnée, prises deux à deux.
Equation aux carrés des différences.
181. Soient toujours a, b, c, ..., k, [ les m racines de l'équation X = o, et posons
mm —1)
l'équation en V sera du degré = L'QUHesLiLe
nombre des combinaisons de m lettres deux à deux, puisque la fonction V est symétrique par rapport aux deux lettres qu’elle contient. Soit
Ve+HP, Vel PV +,,,—=o
cette équation, dans laquelle les coefficients P,, P2, ..
sont des fonctions symétriques des racines de l'équation proposée. Les valeurs de P,, P,, ... seront données par les formules de Newton, si l’on connaît les sommes
des puissances semblables S,, $:, ...,S, des racines de
l'équation en V; tout est donc ramené à calculer ces dernières sommes en fonction des coefficients de l’équation proposée, ou en fonction des sommes 5,, 59, ... des puissances semblables de ses racines, puisque les sommes $,, 52, ... s'expriment par les coefficients, au moyen des formules de Newton.
Voici le procédé indiqué par Lagrange pour calculer les sommes S,, S:, ... relatives à l’équation en V, au moyen des sommes 54,52, ... quise rapportent à l’équation proposée.
Posons
plz) = (x — a}? +(x — br +, PRES (x —1}7;
si l’on donne à x successivement les valeurs à, b, c, ...
k, L, et que l’on ajoute tous les résultats, on aura
pla)+p(b)+..,+e(l)=(a—b}r+... +(a—1p" +(b—a}r+...+(0—1)7
+(l—apr + (ii br +...
Or le second membre de cette équation est évidemment égal à 2S,; donc
28, = (a) +yp(b) +.. . + (1).
D'un autre côté, en développant les différents termes de
p(x), on trouve
plr) = 2? —onar1 + dan, , , Lan
es à 2n(2n—1) 1 F2
+ 2 — 9 nbr 1 + on
—— 2? 9 nlx?r-1 sa lx2r—2 Die P2n
ou
on(2n—1)
p(r)= mar — 2842271 + SQL, Some
1.2 Remplaçant x successivement par a, b, c, ..., l, et ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante
de g(a)+q(b) +...+ (7) ou de 28,:
2n(2n—1) 2. Sn ee MSan —— 275; Son—1 + PÉTER D $9 San—2 + MS27 D Les termes à égale distance des extrêmes sont égaux
dans le second membre; par suite, on a cette valeur ds?
1 2n(27n —1) Dn = MSon — 2751 Sen 1 + Te S9S9n—2
SAS or AE br Pt
(uns OS
SnSne
En donnant à n les valeurs successives 1, 2, 3,...,1u, on connaîtra les sommes S,, S2, ..., S, dont on a besoin; on achèvera ensuite le calcul, comme nous l’avons indiqué précédemment.
Cas de l'équation du troisième degre. — Prenons pour exemple l’équation du troisième degré
a +pa+qzr+r—=0o et soit Vi+ PV +QV+R=0o
l'équation aux carrés des différences.
On trouve
Si, — Dr;
Sa = p°? — 24;
83 —= — pÿ + 3pq — 3r,
s,=p" — 4p?q + Apr+ 29, Ss= —p5 + 5p$q — 5p?r — 5pq? +5ar, se —=p$— 6p*'q +6pÿr + 9p?g?—12pqr — 2q$+ 37; puis Si = 353 — 5? —2p? — 6g, Se — 35, — 451 53 + 355 — 2p* — 12p°?q + 18q?, S3 — 356 — 65153 + 15525, — 105
= 2p°—18p*q—12p°r+57pg"+6hpgr—66q"—811?,
et enfin P——S, ——2p?+ 63, S2 + PS :
QE —p —6pq +99 S3 + PS: + QS =” —= 4 pèr— pq? —18pqr+4q +ogr.
: On suivrait une marche toute semblable pour former
l'équation aux sommes deux à deux des racines d’une équation donnée.
Sur la forme des fonctions rationnelles d’une ou de plusieurs racines d'une équation.
182. La méthode générale dont nous venons de nous occuper s'applique avec le même succès, que V soit ou non une fonction entière des racines &, b, c, ...; mais on peut facilement démontrer qu’une fonction rationnelle d’une ou de plusieurs racines d’une équation peut toujours, si elle n’est pas entière, être remplacée par une fonction entière équivalente.
Nous commencerons par établir le théorème suivant, relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine :
THéorkmEe. — Zoute fonction rationnelle et non entière d'une racine a d’une équation
(1) HOERES 0
de degré m est équivalente à une fonction entière d'un Fr e. LA . \ degi e infer ieur à mm.
sas où ® et Ÿ
désignent des fonctions entières; on aura identiquement _ÿ(2)4(c)...4(2) RAF IOITUEN TU)
b,c,..., désignant les autres racines de l'équation (1). Le dénominateur d{a) L(b)...4(/) du second membre
est une fonction symétrique et entière des racines de l’é-
Soit, en effet, la fonction rationnelle
(2) pla)
quation (1), etil peut en conséquence s'exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation. Pareillement le facteur &(b)4(c)...4({) du numérateur est une
fonction symétrique et entière des racines de l'équation
LEUR
À mn
et on peut l’exprimer sous forme rationnelle et entière,
en fonction des coefficients de cette équation, c’est-à-dire
en fonction de a et des coefficients de l’équation (1). ? 4 6 Wen Ci e8
D'après cela, l'égalité (2) prendra la forme
où (a) désigne un polynôme entier et rationnel par rapport à a. En effectuant le produit des polynômes & et 6, notre fraction deviendra
pla) pla)
et Je dis qu’on peut supposer le degré p inférieur à mn. En
— A; +A;a+Asa+,..+A, a,
effet, de l'équation f(a) = o on peut tirer la valeur de a”? qui sera exprimée par un polynôme du degré m—1; en multipliant par a cette valeur de a”, on aura a”Ÿ1, qui sera exprimée par un polynôme du degré m, mais qu’on pourra abaisser au degré r»7—1, en remplaçant &”* par la valeur trouvée précédemment. En continuant ainsi, on exprimera chaque puissance de a, à partir de la mi°e, par un polynôme du degré m—1,et, par suite, on pourra chaspla) ÿ(a)
les puissances de a supérieures à la (m mm ph Mais on
ser de l'expression de que nous avons trouvée toutes
peut aussi opérer comme il suit: si p est => /n, on divisera le polynôme A, +A,;a+...parf(a), et en désignant par Q le quotient, par &(a) le reste qui est de degré inférieur à m, on aura
= A +Aa+...=/(e) XQ+a(2);
d’ailleurs f(a) étant nulle, on aura simplement
où & désigne un polynôme de degré m—1 au plus.
183. Quoique la démonstration précédente ne laisse rien à désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, nous en présenterons une seconde qui aura l'avantage de nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée. g(a) ÿ(a) de f(x) = 0. On peut supposer V(a) de degré inférieur à m; car, si le contraire avait lieu, on ferait disparaître de Y(a) les puissances de a supérieures à la (mn — 1)" par l’un des procédés indiqués précédemment.
Cela posé, opérons sur les polynômes f(a) et Y(a). comme s’il était question de trouver leur plus grand com-
SoittouJours la fraction donnée, a étant une racine
mun diviseur; on aura cette suite d’égalités fla)= (ae) G +R ÿ(a)= RQ + Rs R; — RQ; + Rs
AL DIET ve OP CL OT AT DOC ja CES |
Ry-2 = Ry1 Qù + Rr, où R, ne contient plus la quantité a. Or, f(a) étant nul, on aura R; = — Q: Ÿ (a), Re ree Qi Q) ya), R3= — (Qi +Q: +Q:0:0Q)vb(a),
la dernière de ces égalités sera de la forme
O{a) désignant un polynôme entier et rationnel par rapport à a, et l’on en ure
ya) = TS on a donc p(a) _ o(a).8(a) ÿ(a) ne g(a)
Cette valeur de est entière par rapport à &, puisque
a) R, ne contient pas a, et, si elle renferme des puissances de a supérieures à la (m—1)°", on pourra les faire disparaître par le procédé que nous avons indiqué au n°182:
À la vérité, cette méthode semble en défaut dans le cas où les polynômes d (x) et f(x) ont un diviseur commun; car, dans ce cas, la quantité désignée par R, est nulle, ainsi que 0(a) : mais alors on pourra enlever de f(x), par une simple division, tous les facteurs linéaires qui sont dans (x), et parmi lesquels ne se trouve pas x — a, car autrement Ÿ(a) serait nul. En désignant par f(x) le résultat ainsi obtenu, à sera racine de fi(x) = 0, et le polynôme d(x) étant dès lors premier avec f,(x), on pourra appliquer la méthode.
Il résulte de ce qui précède que la fonction rationnelle la plus générale d’une racine d’une équation de degré m est une fonction entière du degré m— 1, renfermant par conséquent 77 coefficients arbitraires.
Exempze. — Toute fonction rationnelle d’une racine a de l’équation du troisième degré
a+ pr?+qx+r—=o peut être mise sous la forme
A+Ba+Ca?;
mais il est souvent préférable de prendre une forme fractionnaire dans laquelle les deux termes soient linéaires, et cela est toujours possible; car, si l’on divise l’un par l’autre les polynômes a+ pa? + qa+r et Ca?+ Ba + A, dont le premier est nul, on aura un quotient et un reste du premier degré en a, d'où il résulte que la fonction Ma+nN
À + Ba + Ca? peut être mise sous la forme ———— a + P
184. ExTENSION AUX FONCTIONS RATIONNELLES DE PLU- SIEURS RACINES D’UNE ÉQUATION. — La méthode précédente a surtout l’avantage de pouvoir être appliquée aux fonctions rationnelles de plusieurs racines d’une équation. On a, en effet, ce théorème :
Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs racines d'une équation peut étre remplacée par une | fonction entière des mémes racines.
Rien ne sera changé à nos raisonnements, si la foncp(a) ÿ(a) racines D, e, ... de l’équation f{x)=— 0, et cette fonction pourra se mettre sous la forme A, + A,a+..., Aset À,
tion
> que nous avons considérée, renferme d’autres
étant des fonctions rationnelles de racines parmi lesquelles ne se trouve pas &. À leur tour, on pourra rendre ces fonctions As, A;,,... entières par rapport à une autre racine à, puis par rapport à une troisième, et ainsi de suite.
Methode d'élimination fondée sur la théorie des fonctions symétriques.
185. Parmi les applications que l’on peut faire de la théorie des fonctions symétriques, on doitregarder comme l’une des nlus importantes la méthode d'élimination que nous allons exposer.
Considérons deux équations, des degrés m et n respec-
EP CT
- hentciaut sRÈd à X S
PNR TT ge. Te DT —
SECTION IT. --— CHAPITRE I. 413 uvement, contenant deux ou un plus grand nombre de variables x, y, ... et entre lesquelles il s'agit d’éliminer y. Nous supposerons ces équations complètes, et leurs coefficients entièrement indéterminés, et, les ordonnant par rapport à Y, NOUS les représenterons par
(1) L'bé + py""1 ÆpPaT"? Hs EPm I + Pm=O, (2) pt + qu + ga +. + QnniI + In = 0:
Les coefficients p4, Pa, :+., 41, Q», ... sont des fonctions entières de x, etc.
Désignons par a, b, c,...,k, Îles m racines de l’'équation (1); ces racines dépendent de x et des autres variables, s'il y en a; en les substituant à y, dans le premier membre de l'équation (2), on aura les mn résultats
| 1 qias + Yo a? + ES Ana + dr DÉC ONE 7 OR EE qu b + Jns (3) Cn + gcc"! + qe Cr +, ra Jn—1 € a ES ns
ee 8.6, 0e 6 ° CRC St e. #72 9
ge? Hs qi rt 22 VE dn—2 ue EL Te l se qe
Cela posé, si l’on forme le produit de tous ces résultats, et que l’on désigne par V ce produit, 1l est facile de voir que M0 sera l'équation finale résultant de l’élimination de y entre les deux équations proposées. En effet, l'équation finale qui résulte de l’élimination de y entre deux équations est simplement la condition nécessaire pour que ces deux équations aient une racine commune, et il est bien évident que la conditien nécessaire et suffisante pour que les équations (1) et (2) aient une racine commune est que
l’un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. D'ailleurs, V est une fonction symétrique etentière des
racines de l’équation (1}, qui contient, en outre, ration-
nellement les coefficients de l'équation (2); on pourra
donc exprimer cette foncuon rationnellement par les coefficients des équations (1) et on
186. La méthode précédente conduit facilement au théorème de Bezout, relatif au degré de l’équation finale.
Nous supposerons, comme précédemment, que les deux équations (1)et (2), l’une du degré m, l’autre du degré n, soient complètes, et que leurs coefficients soient dans une complète indépendance. Alors les quantités p, et gs sont des fonctions entières du premier degré par rapport aux variables x, ... qui figurent dans les équations proposées; pareillement, p:, g+ sont du deuxième degré, et, en général, le degré des coefficients de y dans les équations (1) et (2) sera indiqué par leur indice. Cela posé, je dis que :
Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimination d’une variable y, entre deux équations complètes dont Les coefficients sont indéterminés et indépendants les uns des autres, est précisément égal au produit des degrés des deux équations.
Considérons, en effet, un terme quelconque du produit des expressions (3), par exemple
ARE GIE RQ D RATIO RE
ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symétrique dont 1l fait partie. V est donc la somme d’expressions de la forme
In-un—6 *.. TE) at b$ Ex
en observant qu’il faut remplacer g,_. par 1, sta —=n, et de même pour les autres. Or, d’après ce qui a été dit plus haut, le facteur g,_«qh +. ..q 1 est du degré (n—0)+(n—6)+...+{(r—)}) oumn—{(ax+ 6 + + À)
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par rapport aux variables x, ...; si donc nous faisons voir que le second Retour Ÿ a*b$...l'est, par rapport
à ces mêmes variables x, ..., du degréa+6+...+a, il s’ensuivra que le terme de V que nous considérons est du degré mn, et que V est lui-même de ce degré. Les coefficients py, pr, ... de l'équation (1) étant, par rapport à x, ..., d’un degré égal à leur indice, il en sera de même des sommes de puissances semblables 5,, 59, ... de ses racines; cela résulte immédiatement des formules de Newton. Ainsi le degré d’une fonction symétrique simple telle que s, est le même, soit que l’on considère s, comme fonction de a, b, ..., soit qu'on la considère
comme fonction de x, .... Enfin, ab, /neut
s'exprimer en fonction des sommes 5, par une formule entière qui est du degré «a+6+...+ À par rapport aux racines a, b, ..., et qui est, par conséquent, aussi du même degré par rapport à x, .... Le théorème est donc démontré.
Nous avons admis comme évident que les termes de degré mn, qui se trouvent dans V, ne peuventse détruire, tant qu’on laisse Indéterminés les coefficients des équations (1)et(2). On peut, au surplus, mettre ce fait hors de doute en se référant, comme nous l'avons fait au n°71, au cas particulier de deux équations dont les premiers membres sont décomposables en facteurs linéaires.
187. Si les coefficients des équations (1) et (2) ont des valeurs déterminées, on pourra toujours leur appliquer le raisonnement du n° 185, pourvu que ces équations contiennent la plus haute puissance de l’inconnue qu’on
élimine. On est ainsi conduit à la proposition suivante, qui est générale :
Le degré de l'équation finale résultant de l’élimination d’une inconnue entre deux équations qui en contiennent plusieurs est au plus égal au produit des degrés de ces équations.
Ce dernier théorème subsiste lors même que les équations proposées manquent de la plus haute puissance de l'inconnue qu’on élimine.
Soient, en effet, deux équations entre deux variables x et y, ayant respectivement m el x pour degrés et manquant du terme le plus élevé en y. En considérant x et y comme des coordonnées rectilignes, ces deux équations appartiendront à deux courbes, et le degré de l'équation finale résultant de l'élimination de y sera égal au nombre des points d'intersection réels ou imaginaires de ces courbes. Par conséquent, ce nombre ne changera évidemment pas, si l’on rapporte les deux courbes à d’autres axes de coordonnées; mais alors les nouvelles équations de ces deux courbes se déduisent des anciennes, en remplaçant x et y par des fonctions linéaires ax + by, ax + by, et elles contiendront évidemment, l’une un terme en 7”, l'autre un terme en y”, à cause de l’indétermination de b et de b’; le degré de l'équation finale en x résultant de l'élimination de y entre ces nouvelles équations sera donc au plus égal à mn : par suite, le nombre des points d’intersection des deux courbes ne pourra surpasser 777, et il en sera de même du degré de l'équation finale qui résulierait de l'élimination de y entre les deux proposées.
La même démonstration s'applique au cas où les deux équations proposées contiennent, outre x et y, d’autres
“variables z, u, .... En eflet, si l’on pose
TES or.
AU ER RNCS ARS
et que l’on considère k, 4!, ... comme des paramètres, le
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raisonnement précédent s’appliquera aux deux équations proposées qui ne renferment plus que x et y. Par où l’on ® La = 1 voit que l'équation finale en x, z, u, ..., résultant de l'élimination de y, sera au plus du degré mn, si l’on y remplace z, u, ..., par kx, k'x,..., et cela, quels que soient , #, ...:; mais cette substitution ne change évidemment pas son degré, lequel ne pourra donc, en aucun cas, surpasser 717.
On verra plus loin qu’on peut fixer avec précision, dans chaque cas particulier, le degré de l'équation finale fr HS ToGEE | qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre deux équations données.
188. Quand on opère l'élimination dans le but d’obtenir les systèmes de solutions de deux équations à deux inconnues, 1l faut déterminer en outre les valeurs de l’inconnue éliminée, qui répondent à chaque racine de l’équation finale; on a vu au n° 73 comment on doit diriger le calcul pour remplir cet objet. Au reste, comme l’équation finale en x exprime que les équations proposées ont une racine commune y, on peut déterminer celle-ci par le procédé suivant, qu'Abel à fait connaître dans le tome XVII des Ænnales de Mathématiques de Gergonne (!)
Soient les deux équations
1) SO) = Hp par 2 + + pm4I + Pm= 0% (2) F(r)=7" + qi" + qi 2 + + qui T + In = 0,
qui ont une racine commune y,, mais qui n’ont que cette seule racine commune, et proposons-nous de la calculer. Désignons par ÿ1, Ya, -.., ynles n racines de l’équa-
(1) L'édition des OEuvres d’Abel faite par Holmboe et publiée en 1839 ne renferme pas ce théorème; au contraire, la nouvelle édition faite par les soins de MM. Sylow et Lie, et publiée en 1881, présente cette application (voir le n° XIII).
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tion (2), et portons-les dans le premier membre de l’équation (1) f(y); on aura ces n résultats
ABANDONNER Lorie.
dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits n—1àn—1 de ces x quantités, et désignons généralement par R, celui de ces produits qui ne contient pas le facteur f (y,); les quantités
R;, R>, R;, CHOC R
seront toutes nulles, à l'exception de la première. Ces quantités sont exprimables rationnellement, la première en fonction de y,, la seconde en fonction de ÿ2, ..., la dernière en fonction de y,; en effet, R, est une fonction
symétrique des quantités ÿ1, Vos +-., Yn EXCepté Yu c’est-à-dire une fonction symétrique des racines de l’équation ARE —=0, Jinoe ou se nt A ER mn UE PIRE 0 Sr + Ju ms LE
R, pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et entière en fonction de ul des quantités connues qui entrent dans les équations (1)et (2), dela manière suivante :
Re Pot Pia peu te : EF PRE
En outre, par l’un des procédés indiqués aux n°° 182 et 183, on pourra chasser de l’expression de R, toutes les puissances de y, supérieures à la (7 —1)"*", en sorte que la valeur de R, aura finalement cette forme
(3) RE po + piTue-+paTé Eee En Re
a be ds Ne AS ES
SECTION II, — CHAPITRE I. 419 On voit que l'équation Pa pr +, HpiY +po—0
a les 7 —1 racines y2, Y3,..., Yn3 On a donc
D PP Nr iles.
Pn—1 on a d’ailleurs Da le late tn) nr 4:
et, par la soustraction, on obtient la valeur demandée de y1, savoir
On voit qu'il suffit pour ayoir y1, de calculer dans R
: si —3 les coefficients de y! et de y7?,
te
T'heorème de Lagrange sur les conditions nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes.
489. C'est 1c1 l’occasion de mentionner un beau théorème que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 1770 et 1771, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes.
L'objet de ce théorème est de faire connaître les conditions pour que deux équations algébriques aient deux trois, etc. racines communes, quand on connaît la condition pour qu’elles en aient une. Voici en quoi 1l consiste.
Taéorëme. — Si V — 0 exprime la condition pour que deux équations algébriques
(1) f(x) =x" + Pi DFE + par"? ms A 1 2 + Pin — O, (2) F(x)= 2" + que + que + + Qn& + In 0
NES UE MOT SU AE e TO PT NC RTE 7 F - lERNIMA TD Fr. Vs di : y # à J
aient une racine commune, V étant une fonction erntière des coefficients py, Pa, + +: Qi Qu» +. et'que lon désigne par DE ; D',V Les dérivées d'ordre u et d’ordre v du polynôme V, prises la première par rapport à Pm) et la deuxième par rapport à qn, les conditions nécessaires pour deux racines communes seront
V0 Rec IP AN 0
ou bien V == DMC CMD PV E= 208 fn
pareillement, les conditions nécessaires pour trois racines communes sel'Ont
Yo, D; 0 AU YE0,
ou bien es _—— 2 és N==0: D, VE=0, D; V=—o,
fi
et ainsi de suite; en sorte qu'on formera les conditions nécessaires pour |4 racines communes, en joignant à l’equation V = 0 nécessaire pour une seule racine commune les u—1 équations obtenues en égalant à zéro les pu — 1 premières dérivées du polynôme V, prises par rapport au dernier terme de l’une des deux équations proposées.
Telestl’énoncé que Lagrange a donné de son théorème, mais il est nécessaire d’ajouter quelques mots sur la ma-
nière dont cet énoncé doit être entendu. Ainsi les équations
Am Las 2 at pur 7 Ves0: D, V=—o, D'UVES OCR D, V=0o
expriment simplement les conditions nécessaires et suffi- _santes pour que p racines de l’équation (2) satisfassent à l'équation (1), en sorte que si l’équation (2) a des racines égales, il sera possible de satisfaire aux y équations de
condition écrites plus haut, sans que les premiers membres des équations (1) et {2} aient un diviseur commun du degré y, ce qui serait la condition nécessaire pour que les équations (1) et (2) eussent réellement y racines communes. Pareillement les équations
À ET A D, V—o, D} V —o, er DV
expriment les conditions nécessaires pour que u racines de l'équation (1) satisfassent à l’équation (2), en sorte que si l'équation (1) a des racines multiples, on pourra satisfaire aux équations de condition précédentes, sans que les équations (1) et (2) aient réellement y racines communes. | Il faut remarquer, en outre, que le dernier terme p, ou q,, par rapport auquel sont prises les dérivées de V, doit être considéré comme un paramètre indéterminé dont tous les autres coefficients sont indépendants. _ Cela posé, passons à la démonstration du théorème. Soient a, b, c,..., k, [les n racines de l'équation (2), et posons
V est une fonction symétrique des racines de l’équation (2), dans laquelle les coefficients sont des fonctions entières des coefficients de l'équation (1); on pourra donc l’exprimer par une fonction entière des coefficients des équations (1) et (2).
Les racines a, b, c, ..., k, l étant indépendantes de P,,» les quantités f(a), f{b), ..., f{l) sont des fonctions linéaires de p,, et leurs dérivées sont toutes égales à l’umité; donc D, V est égale à la somme des produits m—1 à m—1 des quantités
f\a), F\b), CRÉÉ # }, f\L);
ERA A
Ag NS À ‘AA Ne d:
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Le L 7 , « pareillement ee WE V est égale à la somme des pro- ) PDA m duits m— 2 à m— 2 des mêmes quantités et générale- I î ’ 4 ment ———— Di, V est égale à la somme de leurs pro- | DA ET 4 m
duits 777-—1 à m—t.
Par conséquent, l'équation qui a pour racines les n quantités
YVAN ENS D SEPT ES
est Des Dex XX EE rer HOPTANE Ë Do LE —— Xe Fm X=EV=0.
Or, pour que y racines de l'équation (2) satisfassent à l'équation (1), il faut et il suffit que l’équation en X ait d racines nulles, c’est-à-dire que l’on ait
V0: D,,,V = 0, D, V—o,..., Di Vo
ce qui démontre le théorème énoncé.
La démonstrauon qui précède est plus claire et plus précise que celle qui a été donnée par Lagrange. Il semble effectivement, au premier abord, par le raisonnement de l’auteur, qu'il soit permis, dans l’énoncé du theorème, de substituer aux dérivées de V, prises par rapport au dernier terme de l’une des équations proposées, les dérivées prises par rapport à un coefficient quelconque, ou même par rapport à un paramètre dont un ou plusieurs de ces coefficients seraient fonctions. Mais il est aisé de voir qu’on obtiendrait de cette manière des équations de condition trop générales.
Par exemple, p,, ; étant le coefficient de zx dans
f(x), et tous les autres coefficients étant indépendants
és. -
de p,,_;, les équations
V0 D NEO
Pm—i peuvent avoir lieu, quoique les équations (1) et (2) n'aient qu'une seule racine commune. En effet, f{a), f(b),...,f{L) sont des fonctions linéaires de p,,_; et leurs dérivées par rapport à p,, ; ont respectivement pour valeurs af, bi, ..., li; donc, à cause de
on aura D,,_,V=atf(b)...f{t)+btf(a)...f(t)+..
Il est évident, d’après cela, que les équations de condition V0
seront vérifiées si chacune des équations proposées a une racine nulle.
ExemPze. — Appliquons le théorème de Lagrange aux deux équations
a+ p,x° + Pax fl) = 0,
En appelant à et b les racines de la seconde équation, on à V=(a + pit + pa + ps)(8+ pi b? + ps b + ps)
— 43 —192P1 +(gi4a—2q3)pa — (qi — 34192)Ps + 2P1
— 1Q2P1P2 + (qi — 292)P1Ps + 2P3 — GiP2P3 + Ps
D,,V=— qi + 3q: ga +(q?— 2q2)P1 — 1 Pa + 2 Pas
La condition, pour que les équations proposées aient une racine commune, est V — 0; par suite les condi-
tions pour deux racines communes seront Nr O, D,,V 10
En éliminant p, entre celles-ci, 1l vient
(gi — 4q»)(qi— go: — qiPit Ps) = 0:
cette dernière se décompose en deux autres. Si l’on prend gr À q2 = 0} on exprimera que les deux racines de l’équation du second degré sont égales entre elles, et ces racines satis-
feront à l'équation du troisième degré, en vertu de la condition V = 0. Si l’on prend, au contraire
?— a — 1 Pi + PI =0,
l'équation D,,V = 0 se réduit à 192 — I2P1 + P3 — O0.
Les deux équations précédentes expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la première des équations proposées soit divisible par la seconde
Methode de Tschirnaüs pour faire disparaître autant de termes que l’on veut d’une équalion.
190. On peut rattacher à la théorie qui nous occupe la méthode élégante que Tschirnaüs a donnée dans les Æctes de Leipsick pour 1683, et qui sert à faire disparaître d’une équation autant de termes que l’on veut. Cette méthode consiste à transformer l’équation proposée en une autre dont la racine soit une fonction rationnelle de celle de la proposée, ou, si l’on veut, une fonction entière de degré inférieur à celui de l’équation proposée, car c’est à cette forme (n° 182) que peut se ramener la fonction rationnelle la plus générale,
hat:
SECTION II. — CHAPITRE I. 425 Soit (1) 2 + pi er + Pa tale FENTE Pm—1T + Pm —O une équation du degré m, et posons (2) Y=ao+ar+ari+...+a, ir a,rr,
Go dy, -.., désignant des indéterminées, 7 un entier inférieur à #1. L’équation finale en y, qui résulte de l’élimination de x entre les équations (1) et (2), sera évidemment du degré m, puisque y a autant de valeurs que x. Cette élimination peut se faire par les fonctions symétriques, de la manière suivante : en élevant l’équation (2) aux différentes puissances 2, 3, ..., m,eten ayant soin de rabaisser les exposants de x au-dessous de m, à l’aide de l’équation (1), on obtiendra une suite d'équations de la forme
/ Ne RE bix + bix? +, Nertr RERE arr (3) Mi Co Hi tr + . + Cyn—1 DAS CCE. os ICE PACE DEC NE ACC, OC EC QUE 19 CEE SCOR MERCRCSCE
Ve #5 5. ki x Reese ect Km 1Tm-A1"
bo, b1, ... sont des fonctions homogènes et entières du deuxième degré des indéterminées &s, &i, ...; pareillement c,, c;, ... sont des fonctions homogènes et entières du troisième degré de &o, &, ..., et ainsi de suite. Si, maintenant, 54, 5, ... désignent les sommes de puissances semblables de racines de l’équation (1); S 1, 92 - - :, celles des puissances semblables des racines de l’équation en y, les équations (2) et (3) donneront
LS = Map + Si + Ass +t.., Han Sn + EnSns
(4) So ee mb, + b, si —+- bass a UT TL ve DR LATR
Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables des racines de l’équation en y, on pourra former cette équation.
On peut y arriver encore de la manière suivante. On résoudra les équations (3) par rapport aux puissances xt, x?, ..., x""t, et l’on portera leurs valeurs dans l’équation (2). Ce procédé a l’avantage de donner la valeur de x exprimée rationnellement en y, en sorte qu'on connaîtra chaque racine de l'équation proposée, quand on aura résolu l'équation finale en y.
Représentons par (5) SH QI + pI + + m1 Y + Am = 0 cette équation en y, OÙ 44, Yo +3 Im SONt fonctions entières des indéterminées &o, &y, ..., et qui exprime la condition pour que les équations (1) et (2) aient une racine commune. Je dis que de cette seule équation (5) on peut déduire la valeur de x qui correspond à chaque valeur de y, et même la valeur d’une puissance quelconque de x. En effet, désignons par Ÿ ce que devient
le second membre de la formule (2) quand on y remplace le coefficient à, par a, + h, et soit
(6) NEC QYILOQYLEH,,,+Q,, Y +Q,—=o
l'équation de laquelle dépend Y. Chaque coefficient Q; est une fonction entière de a, + h, et, si on l’ordonne suivant les puissances de h, on aura évidemment
hiree Q: — qi + hDe, di + x 4 Dédi +. .,
eo à » , C , 4 Da, UP D? 4» «+. représentant les dérivées successives du polynôme g, par rapport à a,; on a d’ailleurs
Y = 7 + Art,
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation (6), celle-ci de-
TA
viendra identique, quel que soit 2, quand on attribuera à x et à y leurs valeurs simultanées; en conséquence, les coefficients des diverses puissances de 2 doivent être nuls. En égalant à zéro la partie indépendante de h, on
retrouve l'équation (5), et si l’on égale à zéro les coefficients de la première puissance de k, il viendra
Enr: —+ (m Nr 1)g I"? + ON nv der
+ Da (I + GI +. + QmT + Im) = 0
et, par suite,
D, (9 + LP CET PIC Im1I + Fa
es = un se my"—1 + (m _— 0 CPE 28 +. E 7 m—1
On aura, en particulier,
D, ("+ II +... + qm1I + Im)
On voit donc qu'il suffira de résoudre l'équation (5) pour avoir résolu par cela même l'équation (1).
Cela posé, on peut disposer des indéterminées &, &y, -.., de manière à faire évanouir 7 termes de l’équation en y; par exemple, si l’on veut faire disparaître les n termes qui suivent le premier, 1l suffira de poser
Di O0 De 0, . So.
Or, en se reportant aux équations (4), on voit queS, est du premier degré par rapport à &o, &, ..., que Sa est du deuxième degré, S; du troisième, etc., S, du n°, Donc, d’après le théorème de Bezout (n° 70), la détermination de ces indéterminées, dont l’une peut être prise arbitrairement, dépend d'une équation du degré
et, si l'on voulait faire disparaitre de l'équation (5) tous
les termes, à l'exception du premier et du dernier, le problème dépendrait d’une équation du degré
Mm
C’est aussi à la résolution d’une équation de ce degré que se trouverait ramenée celle de l’équation proposée, car l'équation (5), n’ayant alors que deux termes, pourrait être immédiatement résolue.
191. La transformation de Tschirnaüs donne la résolution algébrique des équations du troisième et du quatrième degré. En effet, soit d’abord l'équation du troisième degré
A+ pa + gx +r—=0; on posera Ÿ = do + x + Apr?,
et l’on formera l'équation finale en y, savoir HP OQY ER = 0:
On déterminera les rapports de deux des quantités à, &;, &2 à la troisième, au moyen des équations P — 0, Q = o, qui sont, l’une du premier degré, l’autre du deuxième ; on pourra donc résoudre ces équations et exprimer les rapports dont il s’agit en fonction des coefficients de la proposée. L’équation en y se réduisant alors à
Y$+R —o, on en tirera ces trois valeurs VEN ANR) j—=ay—R, 7 =6y—R,
æ et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de l'unité. Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura facilement, par ce que nous avons dit plus haut, les trois valeurs de x. D’après la proposition du n° 182, la trans-
LA
formation que nous venons d'effectuer revient à celle dont nous nous sommes occupé au n° 63.
Soit enfin l'équation du quatrième degré
at + prÿ + qr? + rx +Ss—O; on posera, comme précédemment, F= + ar + ar?
et l’on aura une équation en y telle que Y+PS+QrP+Ry +S—o.
On déterminera deux des quantités 45, &4,, &s au moyen des équations P = 0, R = o, qui sont, l’une du premier degré, l’autre du troisième; on pourra donc résoudre ces équations et exprimer deux des inconnues, en fonction de la troisième et des coefficients de la proposée. L'équation en y, se réduisant à
HAE NCIS EE E0"
elle pourra être résolue, car elle s’abaisse au deuxième degré en posant 7? = z. Connaissant les quatre valeurs de y, on formera immédiatement les expressions des quatre racines de l'équation proposée.
Application de la methode de Tschirnaüs à l'équation du cinquième degré.
192. M. Jerrard, géomètre anglais, a démontré qu’on © L x A ? , Le peut faire disparaître d’une équation quelconque le deuxième, le troisième et le quatrième terme en résolvant une seule équation du troisième degré. Nous allons établir ici ce résultat important; à cet effet, nous commencerons par démontrer la proposition suivante :
Tuaéonime. — Une fonction homogène et entière du second degré de n variables est la somme des carrés de y fonctions linéaires, le nombre y étant égal ou inférieur à n.
Soit V une fonction homogène et entière du second degré des n variables
Los Lys Los 09 Cri
Si n —1, la fonction V ne dépend que de la seule variable x,, et elle est de la forme e5 x° ou (x VE), £Q étant un coefficient numérique. |
Dans le cas den > 1, si V renferme le carré de l’une des variables, x, par exemple, et qu’on l’ordonne par rapport à æo, On aura une expression de la forme
V= 6,2; + 2Pzro + Q;
eo est une constante, P est une fonction linéaire des n—1 variables xy, Xe, + .., Xn_13 enfin Q est une fonction entière et homogène du second degré des mêmes variables. Si donc on pose :
x PER VO sr £0 £o on aura
V—sX+ Vi, où V—(X,Ve) + V;, V, étant une fonction entière et homogène du second degré, mais qui ne renferme que 7 —1 variables, au plus.
S1 la fonction V ne contient aucun carré et qu’on l’ordonne par rapport aux deux variables x, et x,, on aura
V=esrxr + Pr, + Qxr, +R,
V4 (+ à) (+ )+R- ss
0 € éo
ou
Lee
et si l’on pose
P + Q I P — X; a 5 (r + ri + ——) , X: = ( — Li — _— , 2 €o 2
puis
Va h — os
il viendra V — PS — X!)+ Va ou VX He EX, (== ie Ve;
X, et X, sont des fonctions linéaires qui peuvent renfermer les x variables xo, æ1, ..., Æn_1, et V: est une fonction entière et homogène du second degré qui ne renferme, au plus, que 7 — 2 variables.
Ainsi la fonction V, qui dépend de 7 variables, est ramenée à la fonction V,, qui n’en renferme que 7 —1 au plus, ou à la fonction V,, qui n’en contient pas plus de n—2,en mettant à part un carré dans le premier cas et deux dans le second; on peut opérer de la même manière sur la nouvelle fonction, et en poursuivant ainsi, on mettra V sous la forme suivante :
V=cX, +eX; +. . RATES. Ce
ou XVe PIX Ven),
Eos £1y +++) € 1 désignant des coefficients numériques, et Xo, X1, -.., X,_, des fonctions linéaires des variables Lny Lys se Ln_1:.
Il est évident que le nombre y est égal ou inférieur à n, et que l’on a y — 7 quand les coefficients numériques de V sont des quantités indéterminées.
Exempze. — Si l’on applique la méthode précédente
à la fonction V—Ar+ A7? + A"2+ 2Byz + 2B'xz + 2B"xy
des trois variables x, y, z, dans laquelle les coefficients numériques À, A!, ... demeurent indéterminés, on
trouvera V— «x X? + 6 Y? + 2°,
en faisant, pour abréger,
X = Ax+B’7 + B'z,
Y —(AA'"-— B”?)y + (AB — B'B’}z, Z —z, et 1% I Pa I CFA 2ne Se RAA A TETE _ AATA/ M aBB'B' AB A BTS AND (re AA p”? | |
1493. Passons maintenant à la démonstration du théorème que nous avons en vue. Soit l'équation
sai + px” “ Dates Hesse + Pmn1T + Pm — O0;
et posons
F = A+ Ar + ar + as + ax".
Soit aussi PE DIT EG DIE NET AE
l'équation en y. D’après ce qu’on a vu au n° 190, la somme des puissances pi" des racines de l'équation en y est une fonction homogène et entière du degré p des cinq quantités &6, &i, &2:, &s, @;; par suite, les coefficients g,, q,, -.. q,, Sont aussi des fonctions entières et homogènes des mêmes quantités, etles degrés de ces fonctions g sont précisément égaux à leurs indices. Cela
RENE TO PE UT RAT PU ee NE PAPE EU REAT EE OT ERA RE
posé, pour faire disparaître le second, le troisième et le quatrième terme de l'équation en y, il faut faire
La première de ces équations est linéaire; tirons-en la valeur de &,, en fonction de a,, &:, 43, as, pour la porter dans les deux autres, etsupposons quecelles-ci deviennent
4 (4 Da SAR 0
Les premiers membres de ces équations sont des fonctions homogènes des degrés 2 et 3 respectivement des quatre quantités &1, do, 3, Gi. Or, d’après le théorème du n° 192, l’équauion g,= o peut se mettre sous la forme
Léna Et Ut 410, f. g, h, k étant des fonctions linéaires, et cette équation
sera satisfaite en posant
‘ou
Vi PE CE VERT.
Ces deux dernières équations sont linéaires; si l’on en ure les valeurs de 4, et de a: pour les porter dans l’équation g', = 0, celle-ci deviendra
et son premier membre g° sera une fonction homogène et du troisième degré des deux quantités a, et a;. L'une de ces quantités peut être prise arbitrairement et l’autre dépend, comme on voit, d’une équation du troisième degré; les quantités 4, et a, élant déterminées, on en conclura les valeurs de &5, &;, as, et l’équation en y deviendra
S'0 Le Qu EU roi TRE DE HAE R S — Also. sup., E a
Par la même transformation on peut faire disparaître le deuxième, le troisième et le cinquième terme d’une équation quelconque; seulement, la détermination des arbitraires @ç, @1, @2, @s, a exige la résolution d’une équation du quatrième degré au lieu de celle d’une équation du troisième degré.
Enfin, si à la transformation de Tschirnaüs on joint la transformation qui consiste à remplacer l’inconnue par son inverse, on voit que, par le moyen d’une seule équation du troisième ou du quatrième degré, 1l est possible de faire disparaître d’une équation quelconque les trois termes qui précèdent le dernier ou bien les deux qui précèdent le dernier avec celui qui précède le dernier de quatre rangs. Et, dans le cas particulier de l’équation du cinquième degré, 1l est clair qu’on peut faire disparaître ainsi trois termes quelconques entre le premier et le dernier. Ainsi, par la transformation dont 1l s’agit, l'équation du cinquième degré peut toujours être ramenée à l’une quelconque des quatre formes
x + px + q—=O, x + pr? + q = 0, a$ + paÿ + q —0,
x° + part + g — 0.
te 48 D ©
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FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES A LA THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES
Formule de Lagrange.
194. Lagrange a fait connaître, dans les Mémoires de l’Académie de Berlin pour 1768, et plus tard dans le Traité de la résolution des équations numériques, Note XI, une formule remarquable qui donne immédiatement l’expression de la somme des puissances semblables, d’un degré quelconque, des racines d’une équation. Nous allons établir ici cette formule en supposant avec l’illustre auteur que l’on ait mis l’équation proposée sous la forme
(a) u—zx+f(x)=0o,
u désignant une constante et f(x) étant une fonction entière Ao + Ait + Ar? + Asa + ..., dont nous représenterons la dérivée par f(x), conformément à l’usage (1).
On sait (n° 172) que, si a, b, c, ..., l'sont les racines de l’équation (1), la somme
I I I I TD en io re
at+1 br+i c'+1
(*) Dans ce Chapitre et dans les suivants, nous supposerons connus les principes fondamentaux du Calcul différentiel et du Calcul intégral, et nous ferons usage des notations généralement admises pour représenter les dérivées et les différentielles.
sera le coefficient de x” dans le développement de la fonction I — f'(x) Lt f(x) en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x. Soit la fonction plus générale
pr)
où p{x) désigne un polynôme ayant pour valeur pr) =Bo + Bir + Box? + By +- FE
et cherchons le coefficient de x” dans le développement de cette fonction. Si l’on commence par développer suivant les puissances croissantes de f(x), il viendra
px) 2 6 AO 2 a PA 9 DE 2 62 12 6 | ee
(2) u—x+flx) u—x (u—x) (u— x) al
et la série contenue dans le second membre de cette formule sera convergente pour toutes les valeurs de x telles
Pa)
HU TE
que le module de soit inférieur à l’unité.
Considérons d’abord le premier terme du second
membre, on a 1 I x .
= ke + — +... ,
x T UuU— x u u? u
et, si l’on multiplie de part et d'autre par le polynôme p(x), on trouvera que le coefficient de x” dans le dé-
veloppement de a pour valeur
PP SEE S L B, B; B; B, u+i un u'—1 osier pre
ou B,+Bu+B,u+..,+bB,a?
FR RME AT EE PT CURE
side
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en sorte que ce coefficient pourra être représenté par
ur+i
pourvu qu’on ne retienne que les termes qui contiennent x en dénominateur.
Considérons maintenant un terme quelconque du second membre de l'équation (2), celui qui contient la puissance 1 de f(x) et qui a pour valeur
AT CIO
[u — x) D'après ce qui a été dit plus haut, le coefficient de x”
dans le développement de
er) LA (æ)}t U—T
est égal à
ele)LF(u)
utr+i
pourvu qu’on ne retienne que les termes qui contiennent u en dénominateur.Ona donc, avec cetterestriction,
TIC ENTIOTAO RE
x dé ut k
A, ue le signe D s'étendant à toutes les valeurs entières nulle
ou positives de n. Et, comme la différentiation relative à u ne peut introduire de puissances négatives de w dans les termes qui n’en contiennent pas, on aura, en prenant les dérivées d'ordre : des deux membres de l’éga-
ai 9æ)Lf(e)Y CIRE S Varie
x F4 où 1% 1,2.,.(—1) PET Su
lité précédente,
LES
d'où il suit que le coefficient de x” dans le développement de ut p(æ)[/(x)] (u — x)#1 sera représenté par l'expression
AOC)!
I ut+i
MT ; x Pre du!
où il ne faut retenir que les termes qui contiennent en dénominateur.
D'après cela, si l’on représente par
Po+ Pix + Por + Pia +0
le développement de la fonction
HEAR u—x+f(x) MOMONTIOIAO). P __ pu) ur+i I ur+1 Bart 0 ur de ei T2 U0 UT
pourvu, nous le répétons, qu'on ne retienne que les termes qui contiennent w en dénominateur.
Supposons que la fonction ®{x) soit de la forme
et faisons, pour abréger,
la valeur de P, sera Be va) v(u)f{u) + AU) — POELE)
Lu (TA 5 (a S a)
1,2 du? 1,2 du?
Or on a, en faisant see = aol IE) y Qu) Fu) + {ef (u); on à aussi I dY(u)[ (u) ]s *# I LT LITE HERCNT du ER re M PAU Fe) + ———© v'(2)Lf(u)},
et, en différentiant : — 1 fois,
1 dy(u)[f(e)] 1 d'1#(u)[f{u) 11 f'(u) RL du HART x) dui—1 I di-1y/{u) [f(u)lé D LE LU nt
au moyen de ces formules de réduction la valeur de P, devient
P,=V(u)+w{u)f(u) ui def, Cr ev'(e(/(u)
SE 1.2 du 1200 du?
Considérons d’abord le cas où la fonction dx) se réduit à l'unité; on a
AE Ent
d’ailleurs P, devient l'expression de la somme
I LI I Epertuars UC
on a donc, en mettant partout 7 au lieu den +1 et en
désignant par (:- (14 dérivée de s4 £ P u? nu
Etpmtatet ne t(x) le) af) WT , af) LF(2)F
ER RC 1.2 du 75 1.2.3 du? :
où l’on ne doit retenir que les termes qui contiennent & en dénominateur.
Le cas où Y(x) est une fonction entière quelconque d’un degré » inférieur à 7 conduit à une formule plus générale; mais celle-ci se déduit immédiatement de la formule (3). Car soit
ÿ(æ) = Co + Gr + Cort +... + Gaz”,
on aura
et la formule (3) nous donnera Y(a)+w(b)+...+w(7)=vw(u) + W'{(u)f(u) (4) # I sr TE DE I AE (HI LE SER
du 1.2.3 du? re
en continuant, bien entendu, à ne retenir que les termes qui contiennent w en dénominateur.
195. Supposons que la série contenue dans le second membre de la formule (4) reste convergente, quand on ne rejette aucun de ses termes, et désignons par le symbole [ Ÿ | la somme vers laquelle elle converge; représentons aussi par —e,[Ÿ] la somme Ges termes qui ne renferment pas w en dénominateur. Alors la formule (4) deviendra
et l’on aura
1 dY'{u)[ f{z)}
| CF]=Y(u) + Wu) f(u) + a METTRE NRA un de T fu) LA (A)] | MES AR dut Net
Les séries dont le type est indiqué par la formule (6) possèdent une propriété remarquable dont Lagrange a pu déduire, comme nous allons l'indiquer, la formule célèbre à laquelle son nom est demeuré attaché.
Remplaçons la fonction F{u) par une autre fonction de la même forme II(«), dans le second membre de la formule (6), et désignons par [II] ce que devient alors ce second membre; on aura
nent) mt) 9 + 2 UT
(7) 1 du 1 dm (a){ AG) 77 Cd duk—1 LD
Multiplions l’une par l’autre les séries contenues dans les seconds membres des formules (6)et (7), et réunissons en un même groupe les produits partiels dont les facteurs occupent, dans les séries dont ils font partie, des rangs marqués par des nombres ayant la même somme. Le premier terme du produit obtenu sera FEuIl(ulret le deuxième terme sera
lYlu)llu n{u)w'(a) F() + v(u)n(u) fu) = SCO) (a); le terme général sera égal à l'expression a (a) Ca on pla LV) ta du—1 qu L H (&} f(x) du“—2 k(E—A) dir (a) [f (ue) dé (a) Cf(u)}e 2 “e
12 du duk—
SE call) LÉ(u Nr
nl (u) +
Yu),
multipliée par , ou, comme il est facile de s’en
assurer, égal à
drl(u)W{u) D Pr Pneu Pt k I 86 du LA (&)]
Jo TX duk—1 (°)e
Maintenant, si les séries (6) et (7) restent convergentes quand on réduit chacun de leurs termes à son module, la série nouvelle que nous venons de former sera aussi convergente, par un théorème connu, etelle aura pour somme le produit des sommes des deux premières séries. D’ailleurs elle se déduit de la série (6) ou (7), comme on vient
(*) La réduction dont il s’agit ici résulte de la formule qui sert à exprimer la différentielle d’un ordre quelconque du produit de deux fonctions. Si 4 et s désignent deux fonctions d’une variable indépendante x, on a
d' (uv) = udŸv+ É dudt"o+ BED ut ot.
mais, # étant une fonction quelconque de x, on peut écrire aussi + P dŸ (uv) = ud*v + É (du) d* Ée
(u—i1)...(u—k+i ET (a) D pre em CC
de (te du) $ ei er
Cette formule se vérifie immédiatement quand w =1; pour établir sa généralité, il suffit donc de montrer que, si elle a lieu pour les valeurs 1,2, ..,/n de y, elle subsiste pour u = m» +1. Dans cette hypothèse, si l’on
y fait u — m— 1 et qu'on écrive £ au lieu de x, Tr au lieu de », on aura
m—i Le y ; (tdt)dm-i-1 Fri
Mi — Ra PRE d fo tan Feu
(m—i)(m—-i—:1 4 y (8) 4 Le ) (et de) dm=i-: mate.
ce dm—i-t (em-idt). EE
L] fin ti HA
Cela posé, si l’on différentie la formule (a ), après y avoir fait we — m1, on
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de le voir en remplaçant dans celle-ci Ÿ (u) ou Il{w) par le produit [T(u) F(u); donc on a (8) [en] = [(Y][n],
et s1 l’on pose
PA n(u) Y(u)=d(u), n(u)= Se, on déduira de la formule précédente Lo] [9 (9) [Y] — FL Posons I I NS ® F(u)= = Di — rm? d'où 2e AT He
n et n—m étant des entiers positifs, on aura, par la
formule (5),
I I et de même I I arm sr pr—-m RMS qn—m ANA (+ en m);s
trouvera, en faisant usage de la formule (b), que le coefficient de d"-k+1 5
se compose des deux parties suivantes :
È Reel e RUE À er NU 4 20 RE EE [au dk (ek— de) + d(tdu)dk-" (kde) +...
+ dk=t (tkt du). JL
Dans la seconde partie, le facteur entre crochets a pour valeur di-1 (tk du), car ce facteur n’est autre chose que le second membre de la formule (a) quand on remplace p par 4 —1, u par & et v par tk—' du, La somme des deux parties dont nous venons de parler est donc
ÉD) RARE (MEL) gr (du),
d'où l’on conclut que la formule (a) subsiste pour u=m+1
la formule (9) deviendra alors
RANCE x + Et .. = se (5 / + Em Ë | a . Fr. e
a\?-" AN MEITS ë, VF + (5) +. (S) ,
Supposons que le module de la racine a soit inférieur au module de chacune des autres racines, et faisons. tendre 7 vers l'infini, » restant constant; les rapports
a\? a\?-"n " ER AE à >... tendrontvers zéro, etsiles quantités €»,
En_m S'évanouissent aussi pour 7 —% , On aura
D ar — à ,
c'est-à-dire
m HUESUT APT jp TERRES du 1 du (10) 1 ( a pe ar et k di I du LA(u)] de :
\ ER: du PAT
enfin, si l’on désigne par F (x) une fonction de u, telle que
F{u) ae PU LA ES a ui RE, .
on déduira immédiatement de l’équation (10) la formule due à Lagrange, savoir :
| F(a)=#F{u)+F'{u) f{u) + = PUS ME (r1) i— F’ | li D'EE ON AAETANE ee
Si l'on prend F(u)—u, la formule (11) donnera le développement en série de celle des racines qui a le plus petit module.
Le résultat qui précède montre que, si l’on cesse de rejeter les térmes qui ne contiennent pas uw en dénominateur, dans la formule (4), il faudra réduire le premier membre à celui de ses termes qui se rapporte à la racine de module minimum.
L'analyse que nous venons de développer est extrêmement élégante, mais on aperçoit aussi combien elle est défectueuse ; elleindique effectivement que certaines conditions sont nécessaires pour l’exactitude de la formule obtenue, mais elle ne donne aucun critérium pour reconnaître les cas dans lesquels ces conditions sontremplies: nous reviendrons sur ce sujet à la fin de ce Chapitre.
Æ£xpression de la somme des puissances semblables des racines d’une équation, en fonction des coefficients.
196. Nous allons appliquer la théorie que nous venons d'exposer à la détermination de la somme des puissances
-semblables des racines d’une équation en fonction des
coefficients. Soit (a) 2m pat pa px ph =0o
l'équation proposée. Nous désignerons par a, b, c, .…., l ses racines, et nous poserons
S,—=a"+ br ct +... Hi,
: I ; x Si l’on change x en —; l'équation (1) devient s #4
(2) PR (era, :42men) 0, Pi P1 Pi
ou U— + +f (x) est!)
. I ° en mettant u au lieu de — —;, dans le premier terme, et P) |
en faisant
ft)=- (Rens... Bnen)
Pi P1 Pi
Les racines de l'équation (2) sont les inverses de celles de l’équation (1); on aura donc, d’après la formule (3)
du n° 194,
PR TT nel ) PR PP a à TITUEN du nr 33 du? En
série dans laquelle le terme général est
sait dirt le (4) D D RME |
ve # dut—
et où il fautretenirseulementles termes qui contiennent u en dénominateur. Cherchons à quoi se réduit l’expression (4).
Conformément à l’usage adopté par plusieurs géomètres, nous conviendrons que le symbole T(u+1) représentera le produit des u premiers nombres entiers dans le cas dep entier positif, et que le même symbole se réduira à l'unité dans le cas deu — 0; ainsi l’on aura
Diprtd)= 1:23. plet ET) =r Cela posé, on a
f(u)=— (2: n? Es LS NES RUE «) Pi Pi Pi
et, en élevant à la puissance £,
; T(i+1) pÿ::-P He À Ï (en 5 D LR) PE Eee MR ELLE u2k:+. +:
[f{u)] DY Dane < rh 0) pre RE UE (2
le signe sommatoire ÿ s'étend à toutes les valeurs en-
tières positives ou nulles des exposants À, À3, ..., Âm assujettis seulement à vérifier l’équation de condition
(5) DS 2 RTE AS VE T À es nuT?—i et qu'on détermine le nombre À, par la condition
Si l’on multiplie cette valeur de [ f(u)} par
(6) AAA PR I RIM re
il viendra PL
— —— ns L'(x)T
À À — Cm) ñn Ps. Pr u= ut), T(h+1). Ê% TÜm—+1) pt + Âm
et, comme nous n’avons à tenir compte, dans le second membre, que des termes qui contiennent w en dénominateur, on voit que le nombre À, ne devra recevoir aucune valeur négative. Si l’on prend les dérivées d'ordre à — 1, par rapport à u, des deux membres de l'égalité précédente, il viendra, en ayant égard à la condition (5)
| I dit EL [/(u)} (7) ne 4 PROS duiri
Ye + 9 +. . +») pY. se pr I :
Th Le 1): cie (y +1) PE ER ait em
Le second membre de cette égalité (7) exprime la somme
des termes du premier membre qui contiennent w en
dénominateur ; ces termes sont les seuls qu’il faille re-
icuir; le signe N s'étend à toutes les valeurs entières a
nulles ou positives des exposants A1; 1», ..., À SUSCEP-
bles de vérifier les équations de condition (5) et (6). En faisant successivement
GUN
l'équation (7) fera connaître la partie à conserver dans les différents termes du second membre de l'équation (3), à partir du troisième. Mais je dis, de plus, que le second membre de l’équation (7) exprimera, pour i = 1, la partie à conserver dans le deuxième terme de la valeur des, et que, pouri = 0, ce même second membre se réduira au
; i premier terme — de la valeur de s,. En effet, pour i = 1, Un
les exposants A+, A3, .…, À, sont nuls, à l’exception de l’un d'eux, qui est égal à 13 si c’est }, qui est égal à r, À, est égal à 2—£ d’après la condition (6); le second membre de f'équation (7) se réduit alors à
2 Pe MARS pr EIRE
où le signe Ÿ s'étend aux valeurs de o depuis p— 2 jus-
qu'à p—m si 7» est moindre que 7», et jusqu'à p=n sim est plus grand que 7. On voit que l’expression précé- À I dente représente la somme des termes de —n —— f{u), u
qui contiennent « en dénominateur.
Enfin, pour1=—o, les exposants, 1,5 "2PRS0nt tous nuls; À, se réduit à x à cause de la relation (6 );
et, à cause de nT'(n)= T(7 +1), le second membre de
1 ; l e AUCTLLE est le
l'équation (7) se réduit au terme unique [74
premier terme du second membre de l'équation (3).
Le second membre de l'équation (7) ne renferme pas explicitement l'indice 1 ; donc, d’après ce qui précède, ce second membre exprimera la partie à conserver dans les
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diflérents termes qui composent le second membre de l'équation (3), pourvu que l’on fasse abstraction de la condition (5) et qu'on n'ait égard qu'à la condition (6). Ainsi l’on a |
RT( MH dat.) Pete: per I Sn) =— — ———— ————— »
: Th up 1) ï (dm 1) piste LOUE Am
ou, en remettant — — au lieu de u, Pi 8 Nepal (— n}Actist + Am À NOTE + SAT + Àn) x, ré ci ] Êne 75 Poe “Ps
Chi) (kæ+i}. T0 +1)
le signe Ÿ s'étendant, nous le répétons, à toutes les va-
leurs entières nulles et positives des exposants A1, Ào,..., Ân susceptibles de vérifier la condition
LU + 2 + 3): +.. + Mim=A.
La formule (8 ) fait ainsi connaître immédiatement, en fonction des coeflicients, la somme des puissances n°" des racines d’une équation; elle a été donnée par Waring, dans ses Meditationes algebraicæ (1). Waring ne fait pas connaître la méthode qui l’a conduit à sa formule, et il se borne à en vérifier l’exactitude.
Application à l’équation du deuxième degré.
Ecrivons l'équation du deuxième degré sous la forme
TL? — 1x + 7 = 0:
Pour avoir la somme des puissances ni" des racines, il faudra faire, dans la formule (8) du numéro précédent,
Pi — Ps mn —P2— 4;
(!) Editio tertia, p. 1. :
S. — Alg.sup., 1. AT 29
450 COURS D’'ALGÈBRE SUPÉRIEURF.
[2 , Le si l’on pose, en outre, À: —y, on aura À, —n2—92u. On
trouve alors cette valeur de s,,
(œuobrr(r— p) (Fa—ou+i)T{(u +1)
Sn —
DT TUE
le signe Ÿ s'étendant aux valeurs de x O PM TN Re
jusqu'au plus grand entier contenu dans me En rempla-
çcant les F par leurs valeurs, il vient
ll 2 a(n—3; n—+ 4?
$x — P' —AP HE REA P Ja,
RE eh je AT Ur Brest LE CUL
p'TEPIURS
On déduit immédiatement de ce résultat la valeur du polynôme que nous avons désigné par V, au n° 109. Eu cffet, V, est une fonction entière de x définie par les deux équations
CE Ï
H s'ensuit que V, est la somme des puissances n° des racines de l'équation
3) (42). ou É — xt+i —=0o; Z
par conséquent la valeur de V, se déduira de celle de s, écrite plus haut, en faisant pæxetqg=1; il vient ainsi
Y, — gù = pan? + DA ns DS
en PE HSE NE
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formule qui coïncide avec celle que nous avons obtenue au n° 109 par une analyse différente.
Sur l'expression d’une fonction symétrique d'ordre quelconque des racines d’une équation, en fonction des sommes de puissances semblables des racines.
198. Waring a donné, dans ses Meditationes algebraicæ (!), une formule qui fait connaître l'expression d’une fonction symétrique d'ordre quelconque desracines d'une équation, en fonction des sommes de puissances semblables des racines. Nous allons établir ici cette formule remarquable.
Soient Li, Lo, La; LAPS) Lyn
les m racines d’une équation de degré m, et Lis Mas co, À
des entiers positifs ou négatifs.
Nous conserverons les notations dont nous avons fait usage dans le Chapitre précédent, en sorte que 5, repré: sentera la somme des puissances de degré x, de toutes les
racines et que le symbole
” d; ) HS Aet à
désignera la fonction symétrique d’ordre :, dont tous les termes se déduisent de x#x%...2x%#, en faisant toutes les permutations possibles des racines. Nous supposerons d’abord que les exposants & soient inégaux, et alors on
(!) Editio tertia, p. 8.
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aura
. Ÿ : 2 rh, L .a%
Satan, 1% At \ gti pas, ue. ris
— œ s+ Hi Xi ht %: a iii, pu looo Li y. 2° Corel 1
Cette formule permet de calculer les fonctions symétriques d'ordre à quand on sait former celles de l’ordre i— 1; on en déduit
| œ Ge à TiLo — de TR So.+cta 9 T; Lo L;
as Sa, Sas Sas — (Sa, SA+%8 + Sas Sata 7 Sas CA +2 Sos+-02+ 08 9
1 ra g mA ati ret at
Pa Sas Sato So Sos Sata So So Sotat-ots = SU SR Se SU du SA Sos SU
Sa Sas sara, + So So Sous Sas So So +08 APE ( Sas Stats Fo si
+ Sos So-+oat+os Sas Sa+a3+0s rte (Sa ka Sos FT Sato Stats TT Sou-+o4 Sctytrote)
PA Sai+a+y +
On peut écrire ces formules d’une manière plus abrégée et découvrir la loi de leur formation en faisant usage de la notation suivante : partageons les z indices
CAE Xos .….s Ci
en divers groupes. Soient À, le nombre des groupes qui contiennent un seul indice, À; le nombre des groupes qui
SECTION II. — CHAPITRE Il. 453 contiennent deux indices, ..., 4; le nombre des groupes qui contiennent z indices; on aura
UM+2hb+3l+.. Hi; =;
Ld ® A » \ a ‘ ? e. # .
on voit que À; doit être égal à zéro ou a l'unité, et si À, = 1, tous les autres À sont nuls. Cela posé, ajoutons entre eux les indices à de chaque groupe et désignons par hole)
les sommes obtenues; enfin considérons le produit
faisons toutes les permutations des indices &1,%:,...,@; qui font acquérir à ce produit toutes Les valeurs distinctes dont il est susceptible, ajoutons tous les résultats et désignons par DORE Se 2, 6h
la somme obtenue qui sera une fonction symétrique des indices &.
D’après cette notation, les formules écrites plus haut deviennent
| Yatat=t(2,0)—7T(0 ÎF Deer. 0,0)—T{1,1,0) +2T(0,0,1),
datant T(f, 0,0,@)— T(2,1,0,0) (2) { + 2T{1,0,1,0)—2.3T(0, 0,0, 1) datiatepatiatT (5 0,0,0,0)—T(3,1,0,0,0) + 2T{2,0,1,0,0)+T{1,2,0,0,0) —92.3T(1,0,0,1,0)—2T(0,1,1,0,0) | +2.3.4T(0,0,0,0,1),
et il est aisé de vérifier quon a généralemeut
| ) CE ES He DCE Z°*
D Ver (apr (8)h r(MAT Qu de +2 M)
le signe Ÿ du second membre s'étendant à toutes les vaému
leurs de 24, A9, -.., À; qui satisfont à la condition
+2 +3+... Hit, et le symbole l'(x) désignant, comme au n° 196, le produit des p— 1 premiers nombres entiers.
Au moyen des formules (2) on vérifie l'exactitude de la formule (3) pour i1=—2,3,4,5; donc, pour établir la généralité de celle-ci, il sufht de prouver que, si elle a lieu pour =, elle a lieu aussi pour 1—k+1. Admettons
que l’on ait
OA x | Ÿ ati rs. af
DURE r(a} r(3)...T(4)MT()3, As À) le signe Ÿ du second membre s'étendant à toutes les va-
leurs des entiers À, pour lesquelles on a
Le 2 PO le RAP RARES
Il est évident que l'expression de Ce Ok pk +A da EE
sera formée de termes tels que
s TAG ee ...., À SUR où l’on aura
MH a+ 344 + AE +i) Ah = Rx;
nous allons chercher à déterminer les coefficients qui multiplient ces différents termes.
Supposons d'abord que À, ne soit pas nul, ce qui exige que À4,, le soit; on aura
(u—1)+2+34+...+ AA.
Cela posé, le terme en T(, BE .…... Àzs oO), que nous considérons, proviendra en partie [ formule (1) ] de la multiplication de s,,. par Ÿ x% De RE EN ET pe é
comme les termes de ce produit ne peuvent évidemment se réduire avec ceux qui proviennent du changement de æ, en ti +axy, où de «, en 2; +axys, où, etc., il est clair que le coefficient de
or À3 CCE | gs o)
dans Vox x ... xirh sera égal au coefficient de ad L |
dans 2e ze...xi#, c'est-à-dire égal à — 1) HA, —À,—..—Ày r'(2 } r(3}x + T(#)h;
ce résultat est conforme à celui qu'on dèduit de la formule (3) quand on y faiti=k+r.
Considérons maintenant le terme en
To, 7e 7 193 EE ..., Ày, oO},
dans Sea dcr Celtermenrovient tout en-
tier [ formule (1)] des résultats que l’on obtient en chan-
‘ LIRE at OL + geant, dans —S x a D AIR ONE xs OÙ
Fa CU GC > Haye, OU, ele. Les termes de l'expression de — xx... x, qui concourent ainsi à former le as 3 terme que nous considérons, sont évidemment de la forme T(o, PC safe; y À Loti D .., À) où g peut avoir Loutes les valeurs telles, que À4,, ne soit
pas nul, et le coefficient correspondant sera, d’après la
formule (4), (— EME RE NET 2 )LT (3 )h D (7) PTS PT EEE TRUE Or chacun des termes de To, À; .….. Pme de \ot1 Jo .., 4)
contient, d’après sa définition même, un ou plusieurs facteurs de la forme
JT EE TS
où le nombre des indices & est égal à g; si, dans les facteurs de ce genre, on remplace successivement &; par Ci + Ghy1y PUIS Go Par de: + 2x1, puis, etc., et qu'on réunisse ensuite tous les résultats, chaque terme sera répété g fois dans la somme. IT s'ensuit que le terme en
Codes SAUVE NES EM EME
= donnera, dans Ÿ 4% x%... x x%#, une partie des
9 1 2 k k+1 2 P termes contenus dans l'expression
T{o, h, …..s Ag: Àg+1s CE y, Oo),
et que ceux-ci auront pour coefficient gl— LÉ A TX T {2}... T (g)hr+1 r'(g 1). T'(4jx, on
(— 1 PERL A eh r (2)}: a L (g)}s l'\g + 1)het, LE (4)k,
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“ » e à cause de g1 (g) —=[(g+1). Les termes qui peuvent naître des diverses valeurs dont g est susceptible ne
pouvant se réduire entre eux, le coefficient de T{o, ke 14, ... Àps 0) dans Ÿ + LAC TéEMESerA = FRE —)y in ( 2 } r ( 3 ILE ue ] Re ( /: jk.
Ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la formule (3), en y faisanti—k +1.
Considérons enfin le terme en
DO A0 T0 AT) dans Ÿ a ax... xp xp, [l se forme au moyen du seul
terme TION A RDTO OU tn: 00 1]
de
DE Lin Dr LLilaul'eliectivement, pour-cela:
ajouter successivement «x,, à chacun des indices qui entrént dans ce terme, et réunir tous Îles Æ résultats qui sont évidemment égaux entre eux. On voit alors, à cause de AP(k)= T(k+1), que le terme considéré a pour valeur
DTA ALT Os do, ao a:
ce qui achève de démontrer l’exactitude de la formule (3
199. Il est aisé de trouver le nombre N des termes contenus dans la fonction que nous avons désignée par
Effectivement chacun de ces termes correspond à une
certaine distribution des indices
Gi Los es Gi
en À +2 +...+ À; groupes, et À; désigne généralement le nombre des groupes qui renferment # indices. Écrivons, sur une même ligne, tousles indices &, de manière que ceux qui appartiennent à un même groupe se trouvent placés à côté les uns des autres, en commençant par les groupes d’une seule lettre, mettant ensuite les groupes de deux lettres, et ainsi de suite. On pourra former, de cette manière, N permutations ou arrangements des 1 indices qui correspondront respectivement aux N termes de T. Si maintenant on fait dans chacun de ces N arrangements toutes les permutations possibles des indices qui composent chaque groupe, sans altérer l’ordre des groupes et sans faire passer aucun indice d’un groupe à un autre, le nombre total des arrangements qu’on obtiendra sera égal à Nr{o)Mr(3}h...T{é)Mar(i +ahs Enfin, si, dans chacun des arrangements ainsi formés, on permute entre eux, de toutes les manières possibles, d’abord les À, groupes qui contiennent chacun un indice, puis les À, groupes qui contiennent deux indices, puis, etc., sans altérer l’ordre des indices qui composent un mème groupe, le nombre de tous les arrangements ainsi obtenus sera Nr{2)}Mr(3)h... ré +1) T(u+i)r(R +1). T(i+i). Or il est évident qu'en opérant ainsi on a formé toutes les F(:+1) permutations des : indices sans en omettre
ou en répéter aucune. Le nombre précédent est donc égal à l(i+1), et, par suite, on a
T(i+1) D(2)aT (3)... Ti) T Qu +1) Oui). (ii)
La formule (3) suppose que les : indices
As Kas ..., #1
sont inégaux. Supposons maintenant que parmi ces Indices il y en ait u, égaux à z,, u, égaux à #,, ..., enfin ux égaux à #4; il est évident que le second menbre de la formule (3) devra ètre divisé par
T(u, + 1)Tiu+i)...T(ux + 1},
ainsi que nous l'avons déjà dit au n° 173.
Supposons, en particulier, que les à indices soient égaux à un même nombre æ: on devra diviser le second membre de l'équation (3) par F(i+1); d’ailleurs, chacun des N termes de
RE 122 6h] se réduit à
D =/ nu .
À Sy
donc cette fonction a pour valeur
T(2)}r(3)s...T(i+i) Tu +i)r(R+r)..rT(+r)
EE — — — - ai + a sh 53 .
Look. ikT(2)àT (3) TT (u +1) Tr +u) °#E T{i;+1) sir
la formule (3) donne alors
AFS
DS
4 } .. D RS mn à ) T;,T a Ÿ n seat h D Lan 1} 1h24 T(lu+i)T( +1)... T({i+i1) Œ 24 ia?
le signe Ÿ du second membre s'étendant, comme précé-
demment, aux valeurs nulles ou positives des entiers À, 2, - - - À; susceptibles de vérifier la condition
Le.
Détermination des coefficients d’une équation en fonction des sommes de puissances semblables des racines.
201. L'analyse précédente donne immédiatement l’expression des coefficients d’une équation en fonction des sommes de puissances semblables des racines.
Soit l'équation
PAUL + Pi ani + Po x? che + Pin x + Dm 510; et représentons, comme précédemment, par
T1) T9) sss Tm
ses m racines. On a
Pi — ( = D} Lo . . TL;
par suite, la formule (5) du n° 200 donnera, en y fai-
Sant XI,
ec — LM; ae x.
p= NY RS TT TN CL A Û
Sir ER Zn 1h2h,3%,, MT (h tr) D(a tr). D(A; 41000
Le?
le signe Ÿ s'étendant toujours aux valeurs nulles et positives des exposants À qui vérifient la condition À + 2h +... Hi =.
En/faisantr = 700 PE 0nALLOLTe
Pii=— Su I I rar et ,
Pa — CLR Ave ; rie : 1 'ÉÉVEPER DR NE vi TOME à DM
I LAPS I Ai Tape SARA 2.9 APE LAS 22,2 ? re
Il est aisé de vérifier ces résultats au moyen des formules de Newton.
Méthode nouvelle pour former le dernier terme de l'équation aux carrés des différences.
202. Le produit des carrés des différences des racines d’une équation prises deux à deux, ou, ce qui revient au même, le dernier terme de l’équation aux carrés des différences, est une fonction entière des coefficients de l'équation proposée, qui possède plusieurs propriétés remarquables et qu’on a occasion de considérer dans diverses questions d'Analyse supérieure. Nous avons fait connaître au n° 179 le procédé de Cauchy, par lequel on peut calculer la fonction dont il s’agit, pour une équation de degré m, lorsqu'on connaît la valeur de cette même fonction pour une équation de degré m— 1. Je me propose ici d'indiquer un procédé nouveau et d’une grande simplicité pour résoudre la même question.
Soit l'équation de degré m
(x) AE Hat ch Pa PRE ee + Pm1F + Pm—=O,;
et désignons par V,, le dernier terme de l’équation aux carrés des différences des racines. Il résulte de la théorie des fonctions symétriques que V,, est une fonction enüère des coefficients p4, Po, -.., Pm, et que chacun des termes de cette fonction renfermera m{(m—1) dimensions, si l’on considère chaque coefficient p comme ayant autant de dimensions que son indice contient d’unités. D'après cela, la valeur de V,, ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de p» aura la forme
(2) Vn=A Pr mx AP Asp He +AmiPm + Am
A3,A5,..., An étant des fonctions entières de p,,p2 Pm_i, dont la première est une simple constante.
gere ere
Désignons par V,_, le dernier terme de léquation aux carrés des différences des racines de l’équation (3) æ—1 + p: xm—2 “> Ven xz—3 EAN E DAT + Pr = 0, Lorsque p,, est nul, la fonction V,, se réduit à A,, ; d’un autre côté, l'équation (1) se déduit alors de l'équation (3) en multipliant celle-ci par x, c’est-à-dire en y introduisant une racine nulle. Il s'ensuit évidemment que l’on a
EME 2 r Ah FT LES \ mm—1°
Cela posé, il est évident que la fonction V,, ne changera pas, si l’on augmente chaque racine de l'équation (1) d’une même quantité k; or, par ce changement, les coefficients p, Ps, ..., pm prennent des accroissements AP; À Pa, ONCE) AP m1 APm qui s'évanouissent avec k, et dont les termes qui conuennent 4 à la première puissance sont respectivement mh, (m—1}p,k, (m—2)psh Me D ES RNREPRE L’accroissement correspondant AV,, de V,, savoir :
AV OV A AE OV» A LL 2e OV» A DE m = D CLEO RER LE à à ss Pi . 0P: ! $ dPm Ps
est nul, quel que soit k, et, par conséquent, le coefficient
de la première puissance de k est identiquement nul; on
a donc OV OV OV M NN et PR nr 0, +, SANTO EEE dP: \ )P1 OP» )P2 dPs te Pm—1 0Pm %
On peut obtenir, d’une autre manière, cette équation qui va nous conduire à la valeur de V,,. Si, en effet, on fait disparaître le second terme de l'équation (1) et qu’on exprime, par le moyen des différentielles partielles, que
LA
Vestune fonction des coefficients de l'équation transfor-
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mée, on retrouvera l'équation que nous venons de former. Nous écrirons, pour abréger, cette équation de la
manière suivante :
JV; Et
FAN ES
en feignant que p1, Pa, + « +, Pm SOient des fonctions d'une variable é, qui aient respectivement pour dérivées
dp: ax. OP 2) OP nr OP Re m, SS (m—1)p1, …., Nr —=2Pm2 — Se —Pn1°
En différentiant l'équation (2) par rapport à la variable ficuve €, se rappelant que À, est une constante dont la
dérivée est nulle, 1l vient
JV m— nt dt pus] (7e —1)Ap} ; +(m—2)A,p, +. +24m2Pm + Ami | OA» IA—2 OA; T8 OA »—1 2 OA y» Am —h JAP ÉEA Dm A Tr Eee e HE Don M 77 ol" 06! dede on Te
OV | Or "TE est identiquement nul; on a donc, en égalant à
zéro les coefficients des puissances de p»,
OA
Pm—1 Line Et dc — O, JA:
2P m—1 À n—2 a D — 0; OA m2
Dpt A ms + dé = 0)
NS CR D'ou et MANN ae ue z OA,
(m3) Pr Às +: dt = 0!
OA
( ER 2 Ds As PL RE A OA,
(m— 1)\pmi A + = =o
ot
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Si l’on connaît V,_,, la valeur de AÀ,, s’en déduit immédiatement, comme on l’a vu plus haut, et les équations précédentes donneront ensuite successivement ÂAmn_1; Am_», ...: en sorte que la valeur de V,, se déduit de Vh_, par de simples différentiations.
203. Exemrze. — On a Va pipe supposons qu'on veuille avoir V,. On posera Va — A;p; + A:P3 + As
et si l’on fait
OP: 0P
—— Te D —— ; TL DE LA on aura À PCA 2 AN Does P>2 r Ô& SET } P2 1 d6 FER ®
On a d’abord cette valeur de À;, savoir :
ASP D AP LiDE
on en déduit
OA
TE —= — 18p1p; + ÂP}Pas
et, par suite, As = 18pips — Âp};
on trouve enfin
JA, TA = 54 Ps et, par suite, CRUE On a donc Vs = — 27p3 + (18piP2 — Api)ps + pipi 4pi.
Supposons encore qu'on veuille avoir V,. On posera
V,—=A.p; + A:Dpi + AP + Au
puis dP: OP 0P; AT ME RE à et OA, OA;
P3 A3 + PA — 0, 274 + dc
On a d’abord A —27p; + 18p1p2p; — 4PiPs + PiP3P3— AP2:P3 d'où
OA, k Han 144p2p3 + 6pipi + 80p1p:P; —18pPiP2P;
“5 ApiPiPs m7 16pP{ Ps;
OA —O0, 3P;A; + dc 0.
et, par suite,
A3 —=1/4p2p} — 6pip; — 80P1P}P3 + 19PiP2P3 — pipi —16p;,
d’où OA; 2 2 2 4 dt en 384p1P; ni 256p;P3 KE 208p; P2P3 Th 54p 1P39 et, par suite, A2 — — 1092P1P3 — 128p; + 144PiP2 — 27pP}, d’où OA; ne n00 D.
et, par suite, AN2=#06; ce qui achève de déterminer la valeur de V;.
Dans le cas particulier du quatrième degré, on peut mettre sous une forme commode pour le calcul arithmétique l’expression du produit des carrés des différences des racines. Prenons l’équation proposée sous la forme ax* + 4 bars + Gex? + Âdx +e—=o, S. — Alg. sup., 1. C0
et soient I— ae — 4 bd + ac?
J — ace + 2 bcd — ad? — eb? — ci, On aura, en désignant les quatre racines par «, 6, y, d,
aix (a—B}{a—y)(a— 2) (8—7)(8—8P(r— 8) = 16? (15 — 27/J?).
C’est M. Cayley qui, le premier, a trouvé cette formule.
Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange.
204. La formule de Lagrange a fait l’objet des recherches d'un grand nombre de géomètres; Cauchy, en particulier, est revenu à plusieurs reprises sur cette formule, etil en a donné diverses démonstrations. Mais, dans ces derniers temps, M. Rouché a fait une étude nouvelle et plus complète de la question, et il a publié, dansle XXXIX°Cabhier du Journal de l’École Polytechnique, une démonstration qui ne laisse rien à désirer sous le double rapport de la rigueur et de la simplicité; nous croyons utile d'exposer ici l’analyse de M. Rouché.
Les développements qui vont suivre ne se rapportent pas seulement aux équations algébriques : ils s'appliquent également aux équations transcendantes. Rappelons à ce sujet que, si f(z) désigne une fonction quelconque bien déterminée de la variable z, qui s’annule pour z = z;, et Si, g étant un entier positif, la fonction
a une valeur finie différente de zéro pour z = z,, la racine z, de l'équation f (z) — o a le degré de multiplicité pr; les règles du Calcul différentiel montrent que dans
SECTION II. — CHAPITRE Ile 467 ce cas les — 1 premières dérivées de la fonction f(z) s’annulent pour z = z,, tandis que la dérivée suivante prend une valeur différente de zéro.
Soit f (z) une fonction bien déterminée de la va
riable | g— p (cosw + isinw) — pese
à désignant ici l’imaginaire VŸ—1. S1 l’on attribue au module p une valeur déterminée, la fonction f(z) ne dépendra plus que de l’argument w; donnons alors à w les x valeurs o, ARE, ..) ns n 7t 72
et désignons par Zo, Z1, +, Zn_1 les valeurs de z qui répondent à ces arguments, la moyenne arithmétique des valeurs correspondantes de f(z), savoir
F(zo) HS (a) +: + (sn)
tendra vers une certaine limite quand le nombre 7 tendra vers l’infini; cette limite sera dite la valeur moyenne de f(z) correspondant au module p.
Considérons, par exemple, la fonction
m étant un entier positif ou négatif; la valeur de
HET ZAR NT EE
est +34 Ps gp" 9mri Emi 9(n—1)mri mn ERRRe ‘ PAR ER Eee er 7 D Pete n ñ 2InTI
n e Era
dès que le nombre variable 7 sera supérieur à m, le dé-
nominateur de celte expression ne pourra s’annuler, car m est, par hypothèse, différent de zéro ; d’ailleurs le numérateur est nul, puisque 72 est un entier; donc la moyenne arithmétique des 7 valeurs de z”* considérées est nulle dès que n surpasse mn. Îl s'ensuit que la valeur moyenne de la fonction z”* est égale à zéro.
Quand le nombre m est zéro, la fonction f(z) se réduit à l’unité et dans ce cas sa valeur moyenne est ellemême égale à 1.
On peut conclure de ce qui précède la proposition suivante, qui nous sera utile :
THéorëme. — Si, pour une valeur déterminée p du module de la variable z, la fonction f(z) est développable en une série convergente ordonnée par rapport aux puissances entières positives et négatives de z, le coefficient d'une puissance entière quelconque z*, dans le développement, est égal à la valeur moyenne du
quotient ZAÈR
es
En effet, supposons que, pour une valeur p du module de z, on ait, quel que soit l’argument w,
F(z) LV 27, Mm=— on pourra écrire fl | Mm= + ao dé Jr _k NZ — a ou, si l’on veut, m—=+M
z) A ; J'EN éd
rh
e désignant une quantité qui tend vers zéro quand l’en-
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tuer M tend vers l'infini. Prenons les valeurs moyennes des deux membres de cette égalité; tous les termes com-
pris sous le signe À donneront des valeurs moyennes
nulles, à l'exception de celui qui répond à m = k et qui aura À; pour valeur moyenne. Si donc on désigne par
S(z) n la valeur moyenne des, et qu on représente par JR CE celle de AR on aura De a — A, + n;
mais il est évident que n—0, car n est la limite que prend, pour 7 — , la moyenne arithmétique
Ep + RUE nes et Ent
des r valeurs de €; le module »n est donc inférieur à la moyenne des modules des quantités €, et, par suite, inférieur au plus grand des modules de ces quantités. D'ailleurs celui-ci s’annule pour M — w et, en conséquence, le module de » se réduit en même temps à zéro. On a donc
JU Bs) ue Z 206. Lorsqu'on attribue une valeur déterminée au module p de la variable z, et que l’on donne à l’argument w toutes les valeurs comprises entre zéro et 27, le module de la fonction f(z) prend diverses valeurs. La plus grande de ces valeurs a reçu de Cauchy la dénomination de module maximum; le module maximum de f(z) est donc une fonction du module de la variable z.
Par exemple, soit (ae + Zi
AT RER
ae* désignant une constante et 77 un nombre entier; le module de ae) sera la racine carrée de l’expression
F [ (ae ñ pe“) (ae ti + p'CT AN OS ou
Le 24apcos{o — «)+ p?}",
et il est évident que le maximum de cette expression répond à © — «; il s'ensuit que le module maximum de , la fonction f(z) a ici pour valeur
Cela posé, on a la proposition suivante :
THéorime. — Le module de la valeur moyenne d'une fonction f(z) est inférieur au module maximum de cette fonction.
En effet, la valeur moyenne At. f{(z) de la fonction f(z) est la limite vers laquelle tend l'expression
Ff(a)+f(u)+.. + A (en),
nm
quand 7 tend vers l'infini; le module de la somme qui figure au numérateur est inférieur à la somme des modules des parties, et en conséquenceil est inférieur, quel que soit z, à n fois le module maximum. Donc le module de M f(z) est moindre que le module maximum.
CorozLaire. — Lorsque, pour une valeur donnée du module p de la variable imaginaire z, une fonction f(z) est développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières positives et négatives de z,
le module du coefficient de =) dans le développement,
est inferieur au module maximum du produit z f (z).
En effet, d’après le théorème du n° 205, le coefficient de : dans le développement de f(z) est égal à la valeur moyenne du produit zf (z), et, d’après le précédent théorème, le module de ce coefficient est inférieur au module maximum de zf(z).
207. Ces notions préliminaires étant établies, considérons une équation de la forme
z—=to(x +2),
dans laquelle t et x désignent deux constantes quelconques réelles ou imaginaires, et où o représente une fonction bien déterminée qui reste continue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à une certaine limite R. Nous établirons d’abord, d’après M. Rouché, le théorème suivant :
Taéorème [. — Si la fonction (x + z) est bien déterminée et continue pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à R, et si la constante est telle, que le module maximum de la fonction
to(x + z) Z
soit moindre que l’unité pour une valeur r du module p de z inférieur à R, l'équation
LA us to(x + z) aura une racine unique de module inférieur à r.
En effet, soit m# le nombre des racines z,, 20, ..., 2m de cette équation, dont les modules sont inférieurs à r';
() 2—tpfa+a)=(s—)(5— 2)... (8 — 20) (8) en désignant par Y(z) une fonction bien déterminée,
qui reste continue et qui ne s’annule pour aucune valeur de z dont le module est inférieur à r ; on tire de là
log Li = — logb(z) _ log(z —z)+...+ log(z—2,)— logz,
et, en différentiant, dog] 1]
. ETUIS 80e EAU OREEESSSS
En dz dz Z— 2, Z2— 2m 2%
tolx +2)
Donnons maintenant à la variable z le module r'; le ty(z +3) Z
module de étant alors moindre que l’unité,
par hypothèse, on a lo to(x +z) tr APTE Se) Reel da ee
z Zz Z
IE
d’ailleurs la fonction o(x + z) est développable, ainsi que chacune de ses puissances, en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de z;
donc la fonction t \ PE Li #2.) Z
peut être développée suivant les puissances entières positives et négatives de z. La même chose aura lieu aussi, par un théorème connu, à l'égard de la fonction
ie Li rite) nan Lente mire EL
z dz
et 1l est évident que, dans le développement de cette re xt a I dernière fonction, il n’y aura pas de terme en Es
D'un autre côté, la fonction dlogÿ(z) __ ÿ'(z) (z)
dz est évidemment développable par la formule de Maclaurin, suivant les puissances entières et positives de z, puisque le module r de z est inférieur à R; donc il n'y a
Se
I x , aucun terme en — dans le développement du premier E
membre de la formule (2).
Passons au second membre; comme on a
EN | n ee D] n
7 Pie é I il est évident que le coefficient de ar dans ce second
membre, est égal à m—1; ce coefficient doit être nul, et l’on a en conséquence
208. La démonstration de la formule de Lagrange est contenue dans le théorème suivant, qui fait connaître en même temps quelle est celle des racines dont la formule fournit le développement.
Taéorëme II. — Les mémes choses étant posées que dans le théorème L, si l’on désigne par z, la racine de l'équation
Le to(zx nr z) 220:
dont le module est inférieur à r, et par F(x + z) une
fonction bien déterminée et continue pour les valeurs de z dont le module n'est pas supérieur à r, la quantité F(x + 2,) sera développable en série convergente par la formule
F(z+z)=F{(x) + 2 F'(x) 9 (2) + _ REMPE +...
en am F'(x)[e(r)}"
AE RAT 2 dard
En effet, l'équation 3 — to(x +z)—=o
n'ayant qu’une seule racine z, de module inférieur à r, on a, par le numéro précédent
(1) log | 1— mr | — og (2) = og (1— 4),
et, en multipliant par la dérivée F'{(x + z)deF(x +), il vient
tp(r+z) Z
F'(x + &) log | rte +shogp(e)
= F'(x + z) log ie 2).
Donnons à z le module 7, développons les deux membres suivant les puissances de z, et égalons entre
eux les coefficients de = Considérons d’abord le premier membre. La partie : I F'(x + z)logd(z) ne contiendra aucun terme en -; Z
car logŸ(z) est développable suivant les puissances enüières positives de z, comme on l’a vu au numéro précédent, et la même chose a lieu à l’égard de la fonction F'(x + z) qui, en vertu de notre hypothèse, est déve-
3 LL ts
SECTION IT. — CHAPITRE II. 475 loppable par la formule de Maclaurin. Quant à la première partie, le module de HE étant inférieur à 1, elle peut être mise sous la forme
—P(r+s)] Lele+e)+ tele a+.
Le(e +5} +... |
Le coefficient de z*-1 dans le développement de P{æ + 2)[o(r+z)}"
suivant la formule de Maclaurin, est égal à
I Es MIE 1.2...(72 —1) dx"—1
expression qu'il faut réduire à F(æ)g(<)
lorsque 7 —1; d’où il résulte que, dans le développement du terme
DUREE F'{x + z)[p(x + z)]7,
: I le coefficient de 7 à pour valeur
sn RENE Ce
Va Tr dx"1
en outre, d’après la proposition établie au n° 206, le module de ce coefficient est inférieur à Ce Ph PIRE p étant ie module maximum de F'(x + z) et g celui de
tolxr + z)
D'après cela, dans le développement du pre- Zz
AR I mier membre de la formule (2), le coefficient de ; st
la somme de la série
n |: MSN E ee
tr dE) loiriP
I 1 dx ps en di MEDITIED NL rer dE +21
et cette série est convergente, car les modules de ses termes sont inférieurs à ceux de la série
/ 2 3 q q q CR EL.
16) ( fl 2, 3 ) dans laquelle g est 1, par hypothèse; il est évident que cette dernière série est convergente et a pour somme
— prlog(i — q).
Considérons maintenant le second membre de la formule (2); z ayant le module r, chacun des facteurs qui le composent est développable en série convergente, par la formule de Maclaurin, et l’on a
F'{Z +2) log e à) = — LF (r) he <F”(æ) = .
| px) +. J
LA 2° 3; < y are A7 +... =
. 1) . I 4 L] Dans ce produit le coefficient de — est évidemment la Z
somme de la série
Te
le module de z, étant inférieur à 7, cette série est convergente et elle a pour somme, d’après la formule de Maclaurin, la différence
De tout cela nous pouvons conclure que l’on a
Fear (r)+ À P{)p(r) + RER
He 100 dx
comme nous l’avions annoncé.
209. Si l’on fait croître le module p de la variable z depuis o jusqu’à æ , le module maximum de la fonction
glæ +2)
M ir
qui est infini pour p = o, ira d’abord en décroissant, et s’il ne redevient pas infini pour quelques valeurs finies de p, il finira par croître au delà de toute limite, en même temps que p, à moins que g(x + z) ne soit une fonction linéaire de z. En effet, la fonction o{x + z) restant bien déterminée et continue pour toutes les valeurs de z, sup-
posons que le module maximum de ? ne puisse
EE
surpasser une quantité donnée a le module maximum de
tg(x +2)
sera dès lors inférieur à 1, quelque grand que soit le module de z et il s’ensuivrait (n° 207) que l'équation
z—to(x +2)
n'aurait qu'une seule racine, ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas où (x + z) est une fonction linéaire.
Il résulte de là que, p croissant à partir de zéro, le module maximum de la fonction
passera nécessairement par un minimum. Posons
Are ÆY (1) PP TI p{z)—peñi,
le module P et l'argument Q seront des fonctions continues de p et de w; la valeur de w qui répond au maximum de P, pour une valeur donnée de p, satisfera donc à l'équation
op
{ es (2) 3 0:
P devient alors une fonction de p seul, puisque la variable w qui y figure est une fonction déterminée de p, et, dans le cas du minimum de P, on doit avoir
0b + OPidarne dp dotdos Len condition qui se réduit à
OP (3) Pau
en vertu de l'équation (2).
Cela posé, comme on a Oz NAME RER € Eee rs — —ipe —=IZ dp 5 do F é si l’on différentie l'équation (1) d’abord par rapport à p, et ensuite par rapport à ©, On aura
OP da | EHAGIEURES, el + ipPeti à): »
AN SAUT
RÉ
| dw do
in
retranchant ces identités l’une de l’autre et supprimant
LÉPE..:11 7 Mal CENT," RS eu ÿ à V'ER PNEU Ne ei de Var à 14 NN ps À | + Î
SECTION II. — CHAPITRE Il. 479
le facteur e°i, 1l vient OP TR _dP 0Q : go) a de LP er dp dp do dw d’où l’on conclut 3) 404 P 0 A 2 p 0Q
5 ONE D ie. ME por io TRE TOR du
En vertu de ces formules (5), les équations (2) et (3) ne peuvent avoir lieu que si les seconds membres des formules (4) s’évanouissent; par conséquent la valeur de z qui répond à la plus petite valeur du module maxi-
mum satisfait à l'équation
Ÿ’ (2) HE ou zo!(x +z)— w(z +z)—o.
Désignons par { cette valeur de z, et posons
plr +t)
ë pr +t)=;
la quantité { sera une racine commune aux deux équations z—tp(x+z)—=o, 1—rp{(x+z)—o, et, par suite, elle sera une racine double de l’équation
z— Tor +z)—o.
Désignons alors par t une constante dont le module soit inférieur au module de +, et attribuons à la variable z le module de la constante €; 1l est évident que le module
t 5 Et maximum de — sera égal au module de —-: 1l sera (1 donc moindre que 1. En conséquence, l'équation
z—tg(x+z)—0o
t PRE 6 ie p(x) LEP
aura une racine unique de module inférieur au module de €, et le théorème du n° 208 pourra être appliqué à cette racine.
210. Si l’on pose z=u— x, l'équation Z — to(r +z)—=0o se transformera dans la suivante :
= ZX + to u),
et, d’après les développements qui précèdent, on peut énoncer la proposition suivante :
THéorime. — Soient o(u) une fonction bien déterminée qui reste continue, et T Le plus petit des modules qu'il faille attribuer à t, pour que l'équation
u—x—+to(u)
ait deux racines égales. Tant que le module de t restera inférieur à T, celle des racines u de la méme équation qui a le plus petit module sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de t; la méme chose aura lieu aussi pour toute fonction continue de la méme racine u.
On a (n° 208), si F(u) est une fonction continue, x à Le LUE x) F(a)=F(c)+=F(z)q(z)+ — : )]
t” ADO NES e)[g(x)]"
HS LR Ta 72 dr" 1 ;
ce qui est précisément la formule de Lagrange, sous la forme que cet illustre géomètre a adoptée. Si la fonction Fu) se réduit à u, il vient
edit, Le diff)
Loti as à ID dx"!
La forme que M. Rouché a donnée à la formule de
+, Cn
Lagrange (n° 208) est souvent préférable dans les applications à celle que nous venons de présenter ; au reste, on passe de l’une à l’autre forme par un simple changement de variable (1).
Applications de la formule de Lagrange.
Considérons l'équation trinôme (x) u— x + tu
Pour que cette équation ait deux racines égales, il faut qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée
(2) 1—= miu"—1, L’élimination de t entre ces deux équations donne
mr U= ————3 PEER EI
et l'équation (2) donne, pour t, la valeur correspondante
(m + Lire
m'! ri
Donc, pour toutes les valeurs de t dont le module est
(m Sr 1)
inférieur au module de . celle des racines de
l'équation (r) qui a le plus petit module est développable en série convergente ordonnée par rapport aux puissances entières de £. Le développement sera, d’après
(*) Dans son Mémoire sur la série de Lagrange, M. Rouché a établi aussi une autre formule plus générale, et de laquelle il a tiré une démonstration très-simple de la formule par laquelle Waring a exprimé la somme des puissances semblables des racines d’une équation algébrique. Je renverrai pour ces développements au Mémoire de l’auteur.
S. — Alg. sup., E. 31
la formule de Lagrange,
U—= X + xt ie 12,72 a2n—1 tr? pr x3n—2 13 SE ee
nminm—1)...(nm—n+o) PE Le Des PARC
Le terme général u, de cette série a pour valeur
Con EE Len ee Û ,
U, — SL DAS He
et l’on en déduit
ee RTE (em+m)(rem+m—i1)...{nm+i) Un. n+1 (nm—n+2)...{(nm—n+m)
ænt--1 L:
Ja limite de ce rapport, pour 2 = % , est
mm ami (m CE Re b
et l’on vérifie de cette manière que la série est convergente, si le module de £ est inférieur au module de
m'! æn—1
212. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent avantageux pour obtenir le développement en série des fonctions explicites; j'en présenterai ici deux exemples.
Supposons d’abord qu’on demande de développer en série ordonnée suivant les puissances entières de t la fonction
Vi— tr Et
dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont le module est inférieur à l’unité.
VTT
Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième degré
AE (1) U
dont les racines sont données par les formules
IHViotr+e
Pour que l’équation (1) ait deux racines égales, il faut que l'on ait
1— 2tx +t?— 0, d'où l’on tire
= x + Vi x? Ver:
x étant réelle et comprise entre — 1 et +1, le module de ces deux valeurs de £ est égal à l’unité; donc. pour toutes les valeurs de t dont le module est inférieur à r, celle des racines de l’équation (1) qui a le plus petit module est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de £. Si nous supposons que la quantité £ soit réelle et comprise entre — 1 et +1, on aura, d’après la formule de Lagrange,
’ RS ET nat ments [4 1— Vi— 2tr + 1° Pics DÙ à ( 2, £?
| — + — —_— — + ,,, t 2 I Dr 17 271 \" dr! ; L > tt 2 ————— + .., dis HD: 7e L
et, si l’on différentie par rapport à x les deux membres de cette formule, 1l viendra a | + X,;t + Xo42 +. . + X, et, Fra Vi— 2x +?
en posant, pour abréger,
I dn(x?— 1)"
dx
on voit que cette fonction X, est précisément celle dont nous nous sommes occupés aux n°% 124 et 134.
213. Supposons enfin qu'on veuille développer la fonction Ro"
(a ee LJPRE
suivant les puissances croissantes de f. | En appliquant la formule de Lagrange à l'équation (1) + fl)
où z désigne une fonction des variables { ett, et f(3z) une fonction quelconque de z, il vient
x n—1{TR' fr) ffy\n F(:)=Y (0e TEE AE NE
le HO
et, en différentiant par rapport à 7,
è dz PAL LE Ù à) cr (2) F'(2) De le e . C2 + «2
dé Es: dçt É Maintenant soient FACE PS et f(z)= zx;
l'équation (1) donnera
et, par suite, la formule (2) deviendra
AE a =Ÿ - 1 dç(6—1}?
er y EAP + po T7: dit
CHAPITRE IIT
DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES.
Théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
214. La théorie de la décomposition des fractions rationnelles est siimportante, et ses applications dans l'Analyse mathématique sont tellement variées, que je crois utile de la présenter ici avec tous les développements qu'elle comporte.
Nous commencerons par établir qu'une fraction ra- F(.r) fx) quelconques premiers entre eux, est décomposable en
tionnelle
dont les deux termes sont des polynômes
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs fractions simples à numérateurs constants, ayant pour | dénominateurs les diverses puissances des facteurs linéaires qui divisent le polynôme f(x). Nous démontrerons ensuite qu’une fraction rationnelle n’est décomposable ainsi que d’une seule manière, et nous indiquerons enfin le moyen d'effectuer la décomposition.
215. Tuéoriue 1. — S1 a désigne une racine de l’équation f(x) = 0, à son degre de multiplicité, en sorte que l’on ait
AC — (Æ —- a) fi AC
Jfilx) étant un polynôme non divisible par x— a, la
toujours étre décomposée en deux parties de la manière
fraction rationnelle supposée irréductible; pourra
suivante :
FE À F,(x) 1 ee \æ He a—1 { ?
TA) (x — a) (x—a) 1 f(x)
À étant une constante, et F, (x) un polynôme entier.
En effet, on a identiquement, quel que soit À,
F(x) F(x) A | Fe) =A Ale) f(x) (x—a) f(x) (xæ—a)" (x— a) f(x)
et, pour que le deuxième terme du second membre ne contienne à son dénominateur que la puissance æ—1 du facteur x— a, il faut et il suffit que le numérateur F(x) — A fix) s’annule pour x — a. Posons donc
F(a)— Af(a) —=o, on aura rare ep cetie valeur de À sera finie et différente de zéro, puisque fi(a)etF (a) ne sont pas nuls ; si l’on fait alors Fiz)—Afi(x)={(x—a)F(x), on aura F(r) Me A Et F,(x) N Fa a a) fe)
ce qu'il fallait démontrer.
Conot.LAiRE. — Si l'on a fir)={(r—- a) (x —0b},...(x— 0h,
a, b,..., l'étant des quantités distinctes et a, 6,..., À
SECTION II. — CHAPITRE III. 487 es entiers positifs, la fraction rationnelle la) pourra TL étre deécomposée de la manière suivante :
F(x) pe À sr À; kid sf Aer (x) (æ— a) (æ—a)-1 RES B B, B:- —- Rs ne M no =
PE. , BB, ...,-L, LL; 7: Crant dés constantes finies, et E (x) une fonction entière.
En effet, en posant comme précédemment
f(x) =(e— ef (x),
on a, par notre théorème,
2e A RE 9 4 EU œ—aPA(e) (ap ‘(aa file) Fi(x) A; Fix)
Ta A (x) [rat fa) Ar)
Fe: (x) He tte F,fx) saillie CN
A,A,,... À,_, étant des constantes finies et déterminées, etF,(x), F;:(x), .…., F,(x) des fonctions entières. Il faut remarquer que la constante À n’est jamais égale à zéro, mais les quantités A,, A:, ..., À,_, peuvent être nulles, car l’un des polynômes F,{x), F: (x}, .… peut être divisible par x—a; en ajoutant les égalités qui précèdent, 1l vient
Fix) — F(x) —_ A SE À; ie FA A mn: Falr) f(x) (æ—a)"fi(z) (x—a Ne er 7 Jila}.
S1 l’on pose
filz)= (x — 0x),
‘ é Ent et que l’on opère sur la fraction url comme nous ve- à 11% 4 ‘ F{x) . . is nons de le faire sur are on obtiendra une expression | (æ \ de la forme À —— Fe (æ) B B: is se Bo Fare(æ) bed) (e—6f (eo kr THE el, par suite, # RES NET FA CAS Fe) ap tape TEE B B, Be_; Fo+e (x) RSA OU SRS Air Ets je + HT, (x —bi$ Per STE DU x — 0 Jfalx) B, B,, ..… étant des constantes déterminées et F,,4(x)
une fonction entière.
En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for-
mule qu'il s'agissait d'établir.
216. Taéorëme Il. — Une fraction rationnelle n'est deécomposable que d’une seule manière en une partie
entière et en fractions simples.
Supposons qu’on ait trouvé
même fraction rationnelle 7
ces deux valeurs d’une
J\x) A Re (æ— a} + ,,. + (UT PE (TZ) et A’ B' (a — on TU me (er Œr b 5 Er) x 24 (x);
on aura
A A ne ne A)
Cela posé, & et &/ étant respectivement les exposants des plus hautes puissances de x — «a, dans les deux membres,
je dis que «= à’ et À — À’. Supposons, en effet, que
æ et æ soient inégaux et que & soit >; tirons de
l'équation précédente la valeur de - — , et réduisons (T — a }®
tous les autres termes au même dénominateur; on aura
ou.
o et Ÿ désignant des polynômes dont le second n’est pas divisible par x — a. D'ailleurs, À est une constante; il faut donc qu’elle soit nulle, car l’équation précédente donne À — o pour x —a. Si donc À n’est pas nul, on ne peut supposer a >> «’, et l’on ferait voir de même que, si A’ n’est pas nul, on ne peut supposer non plus a <[«/; on a donc & = o!.
Je dis maintenant que À — A’; en effet, de la for-
; ; de 2 F(mule qui exprime l'égalité des deux valeurs de # ; T on tirera, & étant égal à «, À — A’ p(r)
® etŸ étant, comme précédemment, des polynômes dont le second n’est pas divisible par x — a; la différence A—A' est donc nulle, car, pour x = a, le second membre de la formule précédente se réduit à zéro.
Les termes quirenferment la plus haute puissance de x— aen dénominateur, dansles deux valeurs de la fraction rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance du même binôme x — a, ou d’un autre binôme, sont aussi égaux entre eux; et, en continuant ainsi, On reconnaît F(x) Ft) égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, l'égalité des parties entières E(x) et E(x).
que les fractions simples des deux valeurs de sont
CoroLLaire. — La partie entière qui figure dans la F(x) 7x) fractions simples est égale au quotient entier de la di-
vision de F(x) par f(x).
valeur d ‘une fraction rationnelle
décomposée en
Car, si l’on désigne par E(x) le quotient et par g(x) le reste de cette division, on aura
Fix) p(x) — Lin False AN Fret le numérateur de la fraction ee étant de degréinférieur
au dénominateur, cette fraction s’annule pourx=® , et en conséquente elle re peut renfermer de partie entière.
Cas d’une fraction rationnelle dont le denominateur n'a que des facteurs simples.
Soit fi(xæ)={(r—-a)(x—b)...{(x
a, b, .…, l'étant des quantités différentes; si F(x) désigne un polynôme quelconque, on aura, par ce qui précède,
(1) Re + + +E (se È
Tr — |
A,B,..., L étant des constantes déterminées et Ex) une fonction entière.
Ainsi que nous l’avons déjà dit, le polynôme E (x) peut être obtenu en effectuant la division de F(x) par f(x); 1l reste à déterminer les constantes A, B,.., L. L’équation (1) devient, en multipliant par f(x),
A) ER Ar fe ue ]
PR, | Hey ra
Cette égalité a lieu identiquement; si l’on y fait x — 4, tous lestermes du secondmembre s’évanouirontà l’exception du premier qui se réduira à À f'(a), ainsi qu’on le reconnaît sur la formule
fe) = EE (a) + a)+ n lait.
On a, en conséquence, Re F(a a ‘(a d'où ie:
F( |] AJ" |; À VAT
d’ailleurs «a est l’une quelconque des racines de l’équa-
tion f(x) = 0; donc
(2) Ar
et la formule (1) devient |
RARE AE F(8) F(?) +) oO Ve AL TAROT PORTER LE ES 2 LASER F1 OP AOC CAO UE
Si le degré de F (x) est inférieur au degré m de f (x), la partie entière E (x) se réduit à zéro, et l’on a simplement
HAE LE) PER (a) F(#) Je ENS (4) f(x) _ f'{a) (x— à) T FG) (x — HT EN AE Soit
Efx)=Pjr"tci pp, 22 UNE PR TC
Si l’on multiplie la formule (4) par f(x) et qu’on or-
donne le second membre par rapport aux puissances dé-
croissantes de x, le coefficient de x”?! sera évidemment Fla) ,F(5), FU)
JUAN OT RSR
et cette somme sera égale à P,; on a donc
FA AN OC
le signe » indiquant qu'il faut remplacer x par chacune
des m racines de l’équation f(x)= o, et faire la somme des résultats. Si la fonction F(x) est au plus du degré m — 2, la quantité P, est nulle et l’on a dans ce cas
TESTER (6) Dre ne
formule qui est utile dans plusieurs circonstances.
Méthode pour effectuer la décomposition d’une fraction rationnelle, dans le cas général.
218. Le théorème I du n°215, par lequel on démontre la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen
Re ET
de l’effectuer. En effet, si l’on fat
‘+: ya Gé
F\z)= (za) fi(r}
nous avons vu que l’on a
——© = > ——— + ——————— 3 fiz) (z—aÿ (z—-aj f(x) en posant
Fa) F(z) — falz)
4 L 1 0 JueF
Jia) 4 T—4a
on a ainsi l'une des fractions simples demandées, et, pour trouver les autres, 1l suffira d'appliquer le même théorème à la fraction complémentaire F, {zx} (z cé a} f(x) Dans le cas où l'équation f(x)—0 n’a que des racines simples, on retrouve facilement de cette manière la for-
"8 LEA NL
pere
mule établie au numéro précédent, mais, ce cas excepté, l'emploi du procédé dont il vient d'être question exige
des calculs assez pémibles.
ds 4
219. On peut aussi employer la méthode des coefficients indéterminés dont nous avons déjà fait usage au n° 217. Soit la fraction rationnelle
F(zx)
Ta
que nous supposons irréductible et dont le dénominateur
Sn ne AR
est divisible par la puissance 2*®° du binôme x — a, mais ne l'est pas par une puissance supérieure. Pour trouver les fractions simples qui répondent à la racine a, on posera
pére & À A, - As4 (x—a}F.(x)
1 = nn ess te +. | D 7) 9 ea za f(s
|° t x? f on x} 18 d (fl
nt Lai) hé dar
AU À
ar 17)
r l - A ta} 4 d AURONT If CT UN LANTA EU AE TE
ae. PE)
conformément au théorème I. Si l’on multiplie cette formule par f(x) et qu’on remplace x par a+ h, on aura fia+h)
h / : | AREA ESS CEE HAE, (a+)
F hi Ge SP | be me pe L or on à ! \ Fe—1 u He + + AA FT AGE
Fia+k)="#F(a) +4 rosier
SIG) RE PE RS Ru Tr 12 ne
et, en portant ces valeurs dans la formule précédente, on obtient (a) Fa (a
F{a) + D RE RE 1.2..,{xœ—1)
= af 4 |
safe el ns CES
© 6e. pe 16.076 sucre tres elie lee me. Trees, + 0/9, 01e 2e se etthie
Cette formule a lieu quel que soit, et si l’on égale de part ct d’autre les coefficients des mêmes puissances de k,
jusqu’à celles de degré æ—1, on aura
Re MD œ a+ 1 F' F FC RAD pe a NUE 7 M Ce 1.2...(x+1) l lo (2 \ a+1 a +2 4 DCE OT en ADN 1.2... (x+1) 1.2, la jrs x a+1 © a—1 Fe-i A MA PAST Re 7 AIN La PENSE 12e 1.2... (&æ+1) 1.2...(2x—1) 1.2...(c#
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Ces relations permettent de calculer successivement À, A,,..., À,_,, et les valeurs de ces coefficients seront finies et déterminées, car f*(a) est, par hypothèse, différente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les fractions simples qui répondent aux diverses racines de l'équation f(x) —o; quant à la partie entière, on la trouvera, comme nous l’avons déjà dit, en divisant F(x)
par f(x).
220. Enfin, on peut effectuer la décomposition par un procédé qui n’exige que la division algébrique. En effet si l’on pose, comme nous l’avons fait plus haut,
fa) = (e—a)A(e),
et que l’on écrive a+h au lieu de x, la formule (1) du numéro précédent, multipliée par A, deviendra
F(a+h) °F (a+) Fe Eee A+A k À k? . A Lt —+- PLANTE COR dre file +à) RC É T PAPE
et l’on voit que le polynôme A + A, + A, /? —-,, NN
est le quotient que l’on obtient quand on divise l’un par l’autre les polynômes F(a+h) et fi(a+ h) ordonnés par rapport aux puissances croissantes de k, jusqu’à ce qu'on soit parvenu à un reste du degré &; on obtiendra donc, par cette division, les fractions simples qui se rapportent à la racine a.
On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les unes des autres, les fractions qui se rapportent aux diverses racines, mais 1l sera plus simple d'appliquer la Fa(x) f(x)
déjà trouvés; on obtiendra ainsi les termes qui se rap-
même méthode à la fraction qui complète lestermes
portent à une deuxième racine, et une troisième fraction sur laquelle on continuera l'opération.
221. La méthode précédente a surtoutl’avantage defaire connaître l'expression algébrique des numérateurs des diverses fractions simples dans lesquelles se décompose la fraction rationnelle proposée. En effet, la division des polynômes F(a+ h) et fi(a+h), que nous avons effectuée dans le but d’obtenir les coefficients A, A,, As, ..…,
Fla+)
revient évidemment à développer la fonction = PP fila +)
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de h; et, comme une fonction n’est développable que d’une seule manière en une série de celte espèce, on obtiendra le même résultat en faisant usage de la formule de Maclaurin. S1 donc on pose
F(x DER Ji\æ) on aura F(a+h) g”{a) - PAR y lait Hola) A0 (a) AATRSENEENSSS PE A 1) = y (a) + X y'{a) mn a—1 a) —+ A1 Re. + X° AR . CS ]
en désignant par A*R, le reste de la série; ici R, est une fonction rationnelle de À qui n'est point infinie pour
: Fa + h=— 0, et, par conséquent, cette valeur de FU) es (ae +4)
identique à celle trouvée précédemment. On aura done
d’où résulte ce théorème général.
SECTION IT. — CHAPITRE II. 497 Tnéonkme. — St l'on a fla)=(r—-a)}(x— 0). ..(æ—1)}, que F(x) désigne une fonction entière de x, dont le
quotient par f(x) soit E (x), et que l’on fasse, pour abréger,
MS: ut) : F(æ) HIT) fix) A pr ed FT 3 vees \ FANS TEE f(x) onaurala valeur suivantede lajracnorrationnenlers j + 4 Liz Emi Re, es our (æ—a) (r—a) 1.2 (x — a)? 1.2... (œ —1)(x—a (b (6) 4e 51 (6 CRE 10) “ICS ME A0 — bd) (x — bd) a: 1.2(x — bd) 2 1.2... (6 —1)(z—0 o{l bi s'{/) as" {l) AGE LAS 11) Ce inona (xt, ,, 1240041)
Forme nouvelle de l'expression d’une fonction rationnelle décomposée en fractions simples.
999, Le résultat qui précède est susceptüble d’une autre forme très-simple et très-élégante que nous allons faire connaître. Désignons par F(x) une fonction rationnelle quelconque, par
S. — Alg, sup., L 52
ec par Mis Ma, ce, My
les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. Soit aussi, pour abréger,
p (x) désignant une fonction qui a une valeur finie diffé- TENTE US ATP ONDES Le
Si l’on imagine que la fonction rationnelle F (x) soit décomposée en fractions simples, la somme des fractions relatives à la racine x, sera
M PAL Les AU Na
aan i(e— mnt AMI (as) | pins (x) pu 1.2...(m—i—1)(x—x,)#t BRNATT 1.2...(M—a1) (zx)
ainsi qu’on l’a vu plus haut. Par suite, cette somme s’obtiendra en faisant { — o dans l’expression
plait) g'(æs ne) 1:
(Æ — Tr; — €)" I AE — ri — eV is. … RS RE T Ed LL PL (ai + €) es (ma—i—i (rai — 6) 7 1.2... (m—i)(x — x — 6)
Or g'(xi +), g’(x1 +Ü), .…. peuvent être considérées comme les dérivées de (x; + €) par rapport à la variable &, et alors 1l est aisé de voir que l’expression précédente se réduit à
d'a! pli + €) RL M re 2 ln à T(/n;) Hé) :
F'(p) désigne, com:ne au n° 196, le produit des p—1 premiers nombres si p est plus grand que 1, etil doit se ré-
duire à l’unité DOUÉ
SECTION II. — CHAPITRE III. 499 Comme on a piri+t)—=Ëé"mF(a +6), la somme des fractions simples relatives à la racine x,
sera égale à la valeur que prend, pour {= 0, l’expression suivante :
dmi—1 CF Li + €) I TC — Xi —
Si donc la fonction rationnelle F (x) ne contient pas de partie entière, on aura mes PM (1 +)
NT rase ET HS F(a =D rt ACT x Dans cette formule, il faut faire { = o, après les difré-
rentiations ; le signe sommatoire Ÿ s'étend à toutes les
racines L4, Lo, -.., Xe Il est presque superflu d’ajouter que, si le degré de multuplicité d’une racine, de x, par S CHF (2e PC)
LL — Li — .
délai doit
d'i—1 exemple, est égal à 1, la dérivée MCE rx, 0):
être réduite à ARTE ZX — Xi — Si la fonction F (x) contient une partie entière E (x),
jm" (ai+t)
DIR ep!
il estaisé de trouver la valeur de E{x). Désignons par n l'excès du degré du numérateur de F(x) sur celui du dénominateur; » sera le degré de E{x). Cela posé, si l’on
Li , o , f ._ change x en — dans l'équation précédente et qu'on mul-
tiplie ensuite, de part et d'autre, par z”, on aura
my—1 CF (æ M 6, n Es — 7h a EN, 5 LIT TEE ne (: | TE (2) F4 T'(m;) dell
: ; 4 I pu?
Il s'ensuit que, si l’on développe "F (2) en série or- Z donnée suivant les puissances croissantes de z, la somme k 1 des termes dont le degré ne surpasse pas 7 sera zE (:) .
Or, { désignant toujours un infiniment petit, on a, par la formule de Maclaurin,
I I IC F a ds aur(e) 4 (:) 2 CS
FT LL) Re ep h Ir ne: RENE z F(=)=+ MERS s de +- TA de Hide:
donc on a + er) nE G rapli LRU RICE las PORT ne É cs ME 0 e I d& M dé"
et, par suite,
1° 1 dir En 2vn ré Ex) Le xCnE gs )+ers ærr() eu ee rCÉUEETS Ë ù dé Ra) dé?
1 ee PL)
LDC dé
ei
On peut trouver une autre expression plus simple du polynôme E(x). En effet, le coefficient de &2=' dans le
( I k R développement de {7F (=) , Suivant les puissances crois- \ santes de {, est égal au coefficient de /” dansle dévelop-
É I . me pement de SH d’ailleurs ces coefficients sont les
SECTION II. — CHAPITRE III. bol valeurs que prennent, pour & — o, les deux quantités
, 1 RSA d—i n ( nyn+l 1 I 4 3) I LA KE .
DR are) ? Tfr Hi) der
donc on a, pour é — 0,
; I : I d?—! vn F 2 d? Pn+!t F (:) Ce RÉ UE A
T(n—i+i1) déni core den d
et 1l faut remarquer que le premier membre doit être See I réduit à (7 (©) dans le cas dei — n.
D'après cela, la valeur précédente de E(x) devient er (s) (1+ Gr + Fr +... +érrt) E(x) ep EN CE RES TR RER EE EEE :
7 T(a+i) dé” enfin, comme on a évidemment, pour £ — 0, et pour
dnen+tF (= er (T)
dé” 0:
on peut aussi écrire
are r(s) (1H Er + er +. Herr Rent gti
rer 1) ch dir ou ee F à : d' "A . E(x) NE PRE RER RE,
T(r+i) dé?
On a donc la formule suivante qui donne la valeur d’une fonction rationnelle quelconque F(x) décomposée en
une partie entière et en fractions simples, savoir :
nF|[d? ; (;) d'i—1 7 F(x, nr €) ca I I— Cr I TI — Xi —Ù F(x) = L'(z Te 1) den DCS déma—1 7
la quantité € devant être égalée à zéro après les différentiations.
Mode particulier de décomposition pour les fractions rationnelles et réelles dont le dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires.
223. La théorie que nous venons d’exposer s'applique F(x) F(æ
peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou IMa91-
à toutes les fractions rationnelles . et les coefficients
naires. Mais, lorsque ces coefficients sont réels et que parmi les racines de l’équation f(x) — oil s'en trouve quelques-unes qui sont imaginaires, l'expression de la HZ) Ftæ)
naires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière
fonction réelle
est elle-même compliquée d’imagi-
d'effectuer la décomposition, et l’on y est parvenu comme nous allons l'indiquer.
294. La possibilité du nouveau mode de décomposition que nous avons en vue résulte du théorème suivant :
TaéorÈme L. — Si x? + px + q est le produit de deux Jacteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f(x), n la plus haute puissance de ce trinôme qui divise f (x), el SOrte qu on ait
Fr) = (apr Er ae,
{ | 4 F(zr à , la fraction réelle et rationnelle (>) pourra étre dé- #7 in composée en deux parties, de la manière suivante : te) Px + Q he Fitx)
TA
AA 9 (ax? + px + aq)" (ax? + px + qi f(x)
P et Q étant des constantes réelles, et F,(x) un polynôme réel.
En effet on a identiquement
sta LOIR TO f(x) (+pe+a)" f(x)
(a tpstar (PEprt gjA(x) ?
et l’on peut déterminer P et Q de manière que le numérateur de la deuxième partie du second membre soit divisible par x?+ px + q, c’est-à-dire de manière que ce numérateur s’annule en remplaçant x par chacune des racines de l’équation |
2 +pr+q—=o.
Soient k+ kÿ— 1 et h—k4/—:1 ces deux racines, et posons
Flaav=r) —[P(aH4 V5) +QlA (2H V5) 0;
on tirera de là
MU EE evo pe PE DOTE NO
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont finies et déterminées, puisque, par hypothèse, f, (x) n’est pas divisible par x?+ px + q. L’équation précédente se
décompose dans les deux suivantes :
PAR O EE NMPAEN;
pe ? où 204 COURS D ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réelles
et fimies, N MA — NA P —— 14 Q «se + PT Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous poserons F(æ)—{Px + QAlr)
L+ px + q = Fix),
F,(x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura
Fix) Pr +Q F,(+) :
Le pag) (re) (pet) (pat) A (x)
ce qu'il fallait démontrer.
Corozzaire. — La fraction rationnelle pourra
se décomposer de la manière suivante :
F(x) Pr+9Q P,r +Q, Ne fe NU no ee SE .
f\x) (x? + pr + q) (x? + pz + q) PA Sn mé 8 ue > ( ri
AE D'ART
2? + px + q FE)
P, Q, P,, Q,, ... désignant des constantes réelles, et F,(x) un polynôme réel aussi.
225. En combinant le théorème précédent avec le théorème analogue démontré au n° 215, on obtient celui-ci :
THéorÈme Il. -— S1 l’on décompose le polynôme HSE) en facteurs réels du premier et du deuxième degré, en sorte qu'on ait
f\x)=(x—a) (x—b)$ vs (æ—1)} (x?+pr+q)".…. (e?+rx+s)",
F(x) se Fe)
on pourra décomposer la fraction rationnelle
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la manière suivante :
A A PES —E(x) + D ou a om (rx — a) (x — a)! x— a DONC AR TaR TETE" D 0 7e vo »s s + Wire ere tr lemeP ere Pun area roletate .. L fl L_.
M Ge ep 27 Pz + Q ca Pix +Q: Prix HQE (a? + px + q)" (a? + pr +q}t TT a +pr+q Rr+sS Rir +S, Ry17 + Sn 1
ÉrS + rx +s)" (rs rx (jh LHrr +S$ Ô
E(x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et PE ONE OR RES, 8
des constantes reelles.
9296. Taéorime Ill. — Une fraction rationnelle n'est décomposable que d ‘une seule manière en fractions simples de la forme qu'on vient de considérer.
Soient deux valeurs d’une même fraction rationnelle F(x) 7(n)
fractions simples qui correspondent aux facteurs du pre-
+ On démontrera, comme au n° 216, l'égalité des ? ?
mier degré du dénominateur, et quant à celle des fractions simples qui correspondent aux facteurs du second degré, elle peut se démontrer d’une manière analogue, le terme dont le dénominateur contient la plus haute puissance
PA
de x?+ px + q dans la première valeur de ——; et
f(x) P'’ x AE Q’
——— le terme analogue dans la seconde valeur. (x? + pr + q)"
Je dis d'abord que x — 7. Supposons, en effet, que
comme nous allons voir. Soient
cela ne soit pas, et que l’on ait 7 > 7’: de légalité qui a s Ft lieu entre les deux valeurs de (z)
fx)
Pr<+ Q \ | DAS (+pr+g) cette valeur sera exprimée par une somme
de quantités dont aucune n’a en dénominateur une puissance de x? + px + q supérieure à la (7 — 1)". En réduisant donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura une égalité de la forme
tirons la valeur de
Pz + Q 1% o(x) (a+ pe+qg} (+ pr + q)" 4x) ou æ) Pr +Q—={(2x + pr + e( , En rCR ee
p(x) et d(x) désignant des polynômes, dont le second d(x) n'est pas divisible par x? + px + q. Or l'égalité précédente est impossible; car, autrement, l'équation Px + Q = o devrait admettre les deux racines de l’équation x? + px + 4 — 0, ce qui ne peut arriver, à moins que P et Q ne soient nuls en même temps, contrairement à l'hypothèse. On ne peut donc supposer 7 > n'ni n'>n, pour une raison semblable; par conséquent, on AVE 11.
Je dis maintenant que l’on a aussi P'= P, Q'= Q.Reprenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse entre
les deux valeurs de Fa mettons dans un même membre 1 u les deux termes — Hate - et REINE et dans (+pr+g} (e+px+q) le second membre tous les autres termes dont les dénominateurs ne contiendront aucune puissance de x?+ px + q supérieure à la (7 — 1)"; réduisant tous ces derniers termes au même dénominateur, on aura une égalité de
D PR EAN RU ES UT ND LR en UT k J A A5" AT « : ! hs ane r æ \ . Te D :
Len
SECTION IT. — CHAPITRE IIT. 507 cette forme (PP P'}xr + (Q — Q') 7 p(æ) È _ (é+pe+g) (a? + pr + q)" 4 (x) ou , o(xr (P—Phr+(Q—@)= (a+ pr +g) 20
p(x)etŸ(x) désignant, comme précédemment, des polynômes dont le second n’est pas divisible par x? + px +4, et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité exige PANDA OE 07 Il suit de là que, dans les deux valeurs de —— pe sh les termes
HE
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance d’un facteur du second degré sont égaux; en supprimant ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la même raison, deux termes égaux; et, en continuant ainsi, on voit que les deux valeurs de la fraction considérée ne sont formées que de fractions simples égales chacune à chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties entières, s’il y en a.
997. MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION. — Pour effectuer la NT : 4 Fr :
décomposition d’une fraction rationnelle F ; on déterw 5
minera la partie entière et les fractions qui correspondent aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, comme on l’a vu aux n°% 217 et suivants. Quant aux fractions qui correspondent aux facteurs réels du second degré, on pourra les déterminer successivement par le procédé même qui nous a servi à démontrer le théorème I. On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients indéterminés.
Dans le cas où les racines imaginaires de l'équation
f(x)= 0 sont toutes inégales, on peut déduire la nou-
; ; . Fix velle expression de la fraction rationnelle É | de celle HF qui a été établie au n° 217. Soient, en effet + V— L ATEN ÿ— 1 deux racines simples imaginaires et Con-
juguées de l'équation f(x) = o; l'expression de la frac-
bon fl) contiendra les deux termes suivants : F(aA+4V— pur I DRE SP T ES UT ME rss Er TS USE TM ME ET =, 0) PURE AY) x — RG V—i F(2— 4 Ver 1) I
ee FR RAY) &—h+ AN —I dont la somme a la forme
À + BV—1 a A — BYÿ—1 NE) NPA LT pe CPR EE PTE er =" | m—h— RV—r x—h+Aÿ—-i
et peut en conséquence se réduire à une expression telle
que Pr + Q (x — h} + 2°
' j ; Pr +Q À Il résulte de là que la fraction MA PRET À où P et Q
désignent des constantes réelles, pourra remplager, dans F(x)
respondent aux racines À + k ÿ— 1
l'expression de : les deux fractions simples qui COr-
Conditions pour que l'intégrale d'une différentielle rationnelle soit algébrique.
L'une des applications les plus importantes de
la théorie qui vient d’être exposée est l'intégration des différentielles rationnelles. Nous n’avons point à nous
occuper ici des détails de cette intégration, et nous nous bornerons à donner les conditions pour qu'une différentielle rationnelle ait une intégrale algébrique.
Soit une différentielle rationnelle
FAET |
dx
et S{r}= (x — a)" (æ — AE (x — SE
a, b,..., l étant des quantités réelles ou imaginaires;
à Ex on mettra la fraction Fo sous la forme > a Rs is) / ( — a) (æ aol TEA B B; ha de Be- ; OPEN RAT T7 (æ— 1} Le Let + TE F(x)
Pour avoir l'intégrale de dx, il faut multiplier par
dx chaque terme de cette valeur de Eh
tous les résultats. Or les seuls, parmi ces résultats, dont
et intégrer
l'intégrale n’est pas algébrique sont ceux qui ont pour dénominateur la première puissance de l’un des binômes Lt T—b,..
On a en effet, si & n’est pas égal à r,
Adr A ue : LATE NT ER ee C SC, (rx — a)" (ga —1)(x—a)"—1 Re
et, Six —1I,
Ar ; — — = Alog(zx — a) — const, TX -—
D OVER PRET EE PEER EE RE A NE PSS ee TR DT DS Le os, La" 1" RP RO PER SE EN EP OS ' ee RE LE AE NE PSE
Donc, pour que ie) dx ait une intégrale algébrique, il
ft)
faut et 1l suffit que, dans le développement de re en
fractions simples, il n’y ait aucun terme dont le dénominateur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait
AA ps O, Be-_, —= O, Ge — O, 0e
Cela exige d’abord que le polynôme f (x) ne contienne aucun facteur linéaire simple. Nous avons vu, au n° 221, qu'en posant
AE REP ER A Re RES. DS es dr)=te et 4a)= (20) 70, on à Doi RATE MES Bs_, — A | 4 Lee
TCÉRENTrE 1.2...(6—1)
les conditions pour que IE dx soit algébrique sont donc
pla) 0, VENTRE Oo ee EE
quelles que soient les quantités a, b, ..., c, réelles ou imaginaires. |
Ces conditions sont en même nombre que les racines a, b,..., l; mais, si le degré de F(x) est inférieur de deux unités au moins à celui de f(x), l’une d’elles sera comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le degré de f(x), et supposons que F{x) soit au plus du
, : Je F degré mn — 2; la partie entière E(x) de 7e T et, si l’on réduit au même dénominateur toutes les fractions simples, pour les ajouter et recomposer la fraction E(r) f(&)
sera nulle,
on voit sans peine que le numérateur de la frac-
ai Er.
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tion ainsi obtenue contiendra x”-1 avec le coefficient AE —- Be, —+- .... —+- LT
Ce coefficient doit être nul, puisque F(x) est du degré m — 2 au plus; on a donc
a—1 6—1 b 1—1 ! 7\ ile) V8) sul) Dar) 1.2:.,(6—1) 1.2...(} —1)
et, par conséquent, l’une des conditions pour que F(x , a [FE dx soit algébrique rentrera dans les autres. T
L'équation précédente comprend, comme cas particulier, une formule que nous avons établie au n° 217.
Application à un problème de Géométrie.
229. Comme application des considérations que nous venons de présenter, je traiterai 101 succinctement un cas particulier d’un problème dont j'ai donné la solution
générale dans le XX XV° Cahier du Journal de l’ Ecole
Polytechnique, et dont voici l’énoncé :
ProszÈme. — 7rouver toutes les courbes algébriques dont l'arc indéfini s'exprime par un arc de cercle, et dont les coordonnées rectilignes sont des fonctions rationnelles de la tangente trigonométrique de cet arc.
Si l’on désigne par £ l'imaginaire ÿ— 1, par # une quantité positive, et par © un angle réel, puis que l’on fasse
t—=(z— ARMES (3 — b}r+l AE) Lie POSER {
JR 6)P+1 U
x ph. à APR (
RE IrR
LU
. QX | a et æ& étant des constantes imaginaires et conjuguées,
UP et Oo crely; let, 7, Dhg,+-vétant des entiers posiufs, la solution générale du problènie proposé
bio COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
sera donnée par la formule Ag "a (z va LIT (1) r+ ir k(cose + isine) | F Pente dz
pourvu que les constantes a, b, ©, ..., à, 6, y, ... soientchoisies de manière que l'intégrale qui figure dans la formule précédente soit algébrique. On a effectivement
k t dr + idy = À (cosw + isinw) - T:
et, en changeant 1 en —1,
. qi dx — idy — k (cosw — isine) F
La multiplication des formules précédentes donne
42 dz? TA ET EURE Re dz (+1) d'où Ve + dy? — k —
dx? + dy? — SR 7 T 1+ 2?
et
x Vax? + dy? = k arc tangz.
Comme le degré du numérateur de la fraction trie est inférieur de deux unités au degré du dé- T (z à LUE S nominateur, si u désigne le nombre des constantes a, b, C,-.., Ou &, 6, y, ..., il suffira de satisfaire à u—1 conditions pour rendre algébrique l'expression de x + 1Y.
Lorsque t et 7 se réduisent à l'unité, notre formule ne donne pas d’autre courbe que le cercle; le cas le plus simple est donc celui dans lequel on a |
= (2 — a) re = 2 RQ \la formule (1) devient alors
(2) Eros cod 2 = Æ(cosu + ésine) PERS Z9
ét une seule condition suffira pour que l'intégrale soit
algébrique. Pour trouver cette condition de la manière la plus simple, soit u une nouvelle variable et posons 3 — à a — à
ae VA Zz +2 a+
Faisons aussi, pour abréger,
(3 = ne, aa pi) on aura d Le F sa Re 7 (z +i)? hAdtET er (z—i)"dz Pa IN I meuler tie puis net EE
— e Zz— a a+iu—$û
D'après cela, la formule (2) devient
FE — 1)"# du x + ii) —=AÀ RÉ RE NE ME
(au et Gare
en faisant, pour abréger,
I : ASE 241 /a—i\mt+i À — — k(cosw + isino
Qc x +i a + i
On voit alors que la condition pour que x +17 soit algé-
brique est d’ om ka ms hÿ lea (4) derrme ed
Cette équation en £ est du degré m + 1; elle a une racine égale à 1, et, si x est inférieur à m, elle a m—n racines nulles ; le nombre des racines différentes de o et de 1 est donc égal au plus petit des nombres m et n; on reconnaît que toutes çes racines sont réelles, inégales et
S.— Alg, sup., À. 3
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comprises entre o et 1, en appliquant » fois de suite le théorème de Rolle à l'équation
pre Ds x Has 0,
qui am racines nulles et 7 + 1 racines égales à r. Les racines nulles de l'équation (4) ne peuvent nous convenir, car, pour é — 0, la formule (3) donne a——ùi ou a = +1; mais l’une de ces équations entraîne l’autre, puisque & et « sont conjuguées; les facteurs z — a, z— a deviennent z +i, z—1; par suite on retombe sur le cas où les polynômes t et 7 se réduisent à l'unité. Pour £ =1 l'équation (3) donne a — «, et la formule (2) se réduit encore à celle que donne l'hypothèse t = 7 —:
Mais à chacune des racines € comprises entre o et 1 répondent, pour a et «, des valeurs imaginaires et conjuguées l’une de l’autre, Remarquons d’abord qu’on peut supposer
(5) (4 rh 1
sans diminuer la généralité de la solution, car on ramènera le cas contraire à celui-là par un changement de va-
. A £ Z riable. Il suffira effectivement d’écrire LE
€ : au lieu de z, ? » 7 = en prenant pour € l’une des racines de 1 équation
a +a +2 —#—1—0; ax —I par la transformation dont il vient d’être question la formule (2) devient x + iy = A(cosw + à sine) [ !
2 = 4 We (z — AR
Z—0u Ni: (z me LEE a, et «, ayant les valeurs suivantes :
a — € %œ—E€ rss) Ur = see) 1 + 4€ I1+ &e
d’où l’on conclut a, «, —1. On peut donc admettre l’équation (5) et de cette équation combinée avec (3) on tire alors
2Û6 1—6, a — — t, 1+È ie re pie 2 VE Lars
RAR TE
en donnant à a et à & ces valeurs, dans la formule (2), l'expression de x + iy sera algébrique,
Détermination d’une fonction rationnelle par le moyen des valeurs qui répondent à des valeurs données de la variable.
230. Une fonction entière du degré m de la variable x est entièrement déterminée lorsque l’on connaît les valeurs de cette fonction qui répondent à m +1 valeurs données de x. Quand les valeurs de x dont il s’agit forment une progression arithmétique, la fonction peut être obtenue par la méthode que nous avons exposée au n°156; mais 1l est important d’avoir une formule qui embrasse tous les cas. Cette formule est précisément, comme on va le voir, celle qui a été établie au n° 217, et qui exprime la valeur d’une fraction rationnelle décomposée en fractions simples.
Soient
Det TS PRIOR PE les valeurs d’une fonction entière F(x) du degré m, correspondant aux valeurs données
Lo; T1 Toy CCE) Tr
de la variable x; posons
Fr) = (e— 20) (e — 2)(2— 23)... (e— zu),
516 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE on aura j æ Fe (æ AH) (ete En TC — Ty LT —X: F1 ml /$
et, par conséquent, PEN (rs 0) Cri 2e (ee ea Cela posé, le degré de f(x) surpassant d’une unité celui de F(x), on a (n° 217) EE F (x) L Fi) EF(rbae
nr + use PACA DE LSE 7 J'(21) ZX — J'ATAREER
) D ES CR RS F(: )] — (ro — 23) (To — 2). MES er L (x — r9)(x —2x)...(r — x,,) + 4: CICR PP AREE PE Jr te, (x— xo)(æ — ri)... .(x — xms) s
ps — x) re ee À ) PORC (Cm — Lim )
Cette formule donne la solution de la question proposée : d’ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solution; car, s’il existait une fonction F,(x) du degré m, différente de F(x) et satisfaisant aux conditions du problème, l’équation F;(x)—F(x)=o,
qui est au plus du degré m, admettrait les m + 1 racines Lys Lite Pr Ce QUI CSL PONSLDIE
On peut encore résoudre la même question en raisonnant comme il suit : si les valeurs données wo, u,,...,Um sont toutes nulles à l'exception de l’une d’elles w,, et que celle-ci soit égale à l’unité, il est évident que la fonction demandée est déterminée et a pour valeur
sir fus Ar (au = ne TIER (Tu — Zn}
Cela étant, on aperçoit de suite que, dans le cas général, la solution du problème proposé est donnée par la formule
F(x)= 40 Xo + Xi +. + um Xm
231. Il est souvent plus avantageux de donner à l’expression de la fonction demandée F(x) la forme à laquelle nous avons été conduit au n° 156, dans le cas particulier où les valeurs données de la fonction répondent à des valeurs équidistantes de la variable. On y parvient facilement par la méthode des coefficients indéterminés ; car, si l’on pose
F(x)= A5 + A, (x — zx) + Az — ro) (x — x) + À; (æ — x) (x — x) (Tr —x)+...
+ Ar = te): SP REA
les constantes A5, À,,..., À,, pourront être déterminées
successivement au moyen des équations de condition
U = A, U,y —= À, —+ Ai(x RE AE Ur = A9 + Ai(Zs — to) + Axe — ro) (Zoe — ti),
Lorsque les valeurs données
To; T1; CNCHNCU ; Ln
. forment une progression arithmétique dont la raison
est , on tire immédiatement des équations précédentes
va Au,
DR U LITE TE TE TT
et l’on retrouve la formule du n° 156.
232. La formule du n° 230 n’est qu’un cas particulier d’une autre formule plus générale, que Cauchy a fait connaître dans la Note V de son {nalyse algébrique, qui donne la solution du problème suivant :
ProszÈme. — 77rouver une fonction rationnelle u de la variable x, dont le numérateur et le dénominateur soient des fonctions entières des degrés m et n respectivement, connaissant les m+ n +1 valeurs de u qui repondent à m+ n +1 valeurs données de x.
Il est évident que ce problème ne peut admettre qu'une seule solution; car, si deux fonctions distinctes
F(#), F(e) f\z) … A+) remplissaient l’une et l’autre toutes les conditions de l'énoncé, il est évident que l'équation F(x) f(x) —F(x)f(x) = 0,
qui est au plus du degré m + n, admettrait pour racines les m+n<+1 valeurs données de x, ce qui est impos-
sible.
Cela posé, soient
Uo, Us, Ug, ..., Um+n les valeurs de u qui répondent aux valeurs données de x, Tori arte mr LME
Supposons d’abord que m de ces m+ n valeurs de u soient nulles; que l’on ait, par exemple,
Unyi —O, Uyys —O, ..., Uy+tm — 0;
il est évident que le numérateur de la fonction cherchée sera
A(z A- Zn-+1) (x — Life - (x Ke FLE 24 À
ç ‘ - 27 L Lt ps K La u a, ‘ VA PT
SECTION II. — CHAPITRE III. 519 A étant une constante arbitraire; par suite, le dénomi-
nateur sera égal à
A(E— ne) (2 — Aura). (2 — ann), u
et si l’on donne à x les valeurs successives x5, 41, ... Zn, il prendra les valeurs correspondantes ;
U (Zo En Try) (To Des doial ‘ (To tt none
7 (x: Su La (æ; #<c Tree . D Ceel ci EEE
re (Tr — Tn+1) (Ta Éus Zn+o) - ‘ (en — Ent+m);
on peut donc obtenir l'expression du dénominateur de u par la formule du n° 230, et l’on trouve ainsi
Aie ee Re En nd? O0 Ce 20 A S n+1): ++ (0 n+m) (to — 21) (Xo — 2). ..(æo — *,) À x eue (7 — %) (rte an), LL. (21 — Zn). (ai n+m) ten) (eee) (a À Lx x æ (x — x) (x — x) (z — 1) A n Æn+s) + » - ( n n+m) (x Mas) He en
Alors, en donnant à la constante arbitraire A la valeur
AT, Ut — Up Uj Use. Un (to — Zn). + (To — Tnym)
>< États s
le numérateur de la fonction w sera
(x EE La) (x La Lhsse HO (x EE Tyim)
HAL TAT ET) , ) 0 : [Ex a: Tele Le (T, mr", Tyym)| dd [(x, Ca CHE È (x, pl Lan]
et cette même fonction aura pour dénominateur le terme
(tr —t)(x, —x)..(x, +) (2) UÇU... Us ae CR (ee mnt 7 | . [Tr pr + (En — Zn]
augmenté des 7 termes qu'on en déduit en faisant toutes les permutations des indices 0, 1, 2, ...,n.
L'analyse du cas particulier que nous venons d’examiner nous conduit immédiatement à la solution du cas général. |
Supposons effectivement que les quantités Uo, Uy, ..., Unym S0ient quelconques; faisons dans chacune des expressions (1) et (2) toutes les permutations possibles des m+n<+i1indices
et ajoutons, dans chaque cas, tous les résultats obtenus. La première somme sera le numérateur de la fonction demandée, et la seconde somme sera son dénominateur; on aura ainsi
Be — Le — Lnss)ee (Do — Lomme LE — Las) (En — Aus] 4 LU. .U (mo —z)(r, —2x)...(2,1, — x) ae 0 1°°° n—1 ; .… (Te Fa Z,) LA (x, ET Tyim)] dr a (C2 Tare TL) RE (x, ra Ty)
Rien n’est plus facile que de vérifier ce résultat; faisons en effet x = zx», le numérateur de la formule précédente se réduira au produit de w, par la somme
Le Uisaeul
Î —+- AT [(&o Er Lait } FF PS (æ, RS Lytm] ES AS [Te ax Li: }. LE (t,_ 22 Tyym)l
où les termes qui suivent le premier se déduisent de ce-
SECTION II. — CHAPITRE III. Sol
lui-ci en faisant toutes les permutations des m+ n indices DAT IR ec D), NTI, MT rev p A 4 4 a =
Or c'est à cette somme que se réduit aussi le dénominateur de u pour x —x,; donc la formule (3) donne U = Un pOur x = X», et, Comme tout estsymétrique par “ins aux indices, on au = u, pour x = x,, quel que soit l'indice pu.
La formule (3) subsiste dans le cas de 7 — 0, pourvu
u 5d Te , L A , ea à ,.
qu on réduise son dénominateur à l'unité; elle coïncide alors avec la formule du n° 230; elle subsiste également dans le cas de m1 — 0, pourvu que l’on remplace le numérateur par uo ui... un.
Dans le cas de m— n—1, la formule (3) donne
727 RL ste TL PRET
E nr — T) (æ, = T) sn (rt, —æx,)(x, — x.) Ne (rx) (r = do), ; LS ZX, — X A TX, — Ha Ti) (2, — +.) (x, — L)(x, Tr) AT} (T, — &)
Des séries récurrentes.
Une série d+ar+ar+a +... +a,rx
ordonnée par rapport aux puissances entières et croissantes de la variable x, est dite récurrente, lorsque, pour toutes les valeurs de » supérieures à une certaine limite, le coefficient de x” peut s'exprimer, quel que soit 7, par une même fonction linéaire des coefficients des puissances inférieures pris en nombre fixe. En d’autres termes, la série que nous considérons sera récurrente, si, pour toutes les valeurs de x qui surpassent une certaine limite, on a identiquement
nm + & An m4 Fe: En An + Em An — O,
+ ri
m étant un entier quelconque, et @o, %1, -.., &m des quantités constantes. La suite de ces quantités
gs Lys +. Am
est ce qu'on nomme l'échelle de relation de la série récurrente.
Cela posé, nous établirons à l'égard de ces séries les deux propositions suivantes :
THÉORÈME Î1. — Lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable x est à la fois convergente et récurrente, elle a pour somme une fraction rationnelle.
En effet, soient o (x) la somme de la série proposée (x) A) Lar Edtil,. 2} lee
et ps Lys . An
son échelle de relation, en sorte que l’on ait (2) Lo An—m + Li An—mr Hess Am An1 + Am An = O,
pour toutes les valeurs de 72 supérieures à une certaine limite.
Posons
f(x) or Hart... ont tram
et multiplions la série (1) par le polynôme f(x). Chaque terme de ce multiplicateur donnera pour produit une série convergente, et la somme des m1 + 1 séries qui répondent ainsi aux m+1 termes de f(x) sera évidemment une série convergente qui aura pour somme le produit o(x) f(x). Or, en ordonnant cette dernière série suivant les puissances de x, on trouve que le coefficient de.x” est précisément le premier membre de l'identité (2); et, comme ce premier membre est nul,
pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, la série que nous considérons se réduit à un polynôme F (x) composé d’un nombre fini de termes; on a donc
RE de | (=)
d’où
ce qui démontre le théorème énoncé.
Taéorëme Il, — Aéciproquement, toutes les fois qu'une fraction rationnelle peut se développer en une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de la variable, cette serie est récurrente.
En effet, supposons que la fraction rationnelle
sr
soit développable en une série convergente et que l’on ait
(1) Se a ne
F(x) pour certaines valeurs de la variable x. Soit aussi (2) J(x)= 00 x" + Qi LME Hp + Ame Le produit de la série (1) par le polynôme (2) est une série convergente qui a pour somme le produit f(x) donc, pour toutes les valeurs de 7 qui surpassent une
certaine limite, le coefficient de x” dans le produit dont il s’agit doit se réduire à zéro. Or ce coefficient a pour
valeur Co nm + Xi An-m1 Fee + Emi An—1 + Em An:
donc on a
oh mn + C1 An-mui oc ot Uni An—1 FF Em En —= 0
pour toutes les valeurs de 7, à partir d’une certaine limite; cette condition exprime que la série proposée est récurrente.
234. On peut obtenir de la manière suivante le développement d’une fraction rationnelle en série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de la variable. f(x)
fractions simples, et supposons que l’on ait trouvé
QE AIME Te Eh D a
Pour résoudre la question que nous avons en vue, :l suffit de développer en série, par la formule du binôme,
Décomposons la fraction rationnelle donnée en
; - A chacune des fractions simples ————— ou A(x—a)"*. (x — a)* On a ainsi fe a x œæ(a—+1) x? 1 + +.
SLR 14 12 07 tE œfa+i)..(a+n—1) x" :
et, si p, désigne le coefficient de x dans E (x), le terme
général du développement de 7 _ en série sera n f x œ+1)...(o+ nr —1) ANT fort) = Door = |
Dans le cas particulier où les racines à, .. de f(x) = 0 F{a), fa) 9
sont toutes simples, on a « —1 et À — le terme
général se réduit à
Aïnsi la série récurrente dans laquelle se développe la
fraction aus peut s’obtenir par l’addition de plusieurs f(æ)
séries provenant des développements de diverses puissances négatives etentières des binômes a—x, b—x,..…. D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur au plus petit des modules des quantités a, b, ...; on peut donc énoncer la proposition suivante, qui est un cas particulier d’un théo-
rème de Cauchy relatif au développement des fonctions :
Tuéorème. — Une série provenant du développe- ; , k EFlx
ment d'une fonction rationnelle 7 est conver gente de
pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont le module est inférieur au plus petit module des racines de l'équation f(x) — 0.
ExempLe. — Proposons-nous de former la série récurrente dans laquelle se développe la fonction
P + Qx
MAPS = D ACOD Loc
où P, Q et w désignent des constantes données. Décomposant cette fraction en fractions simples et
employant, comme nous l'avons déjà fait précédemment,
la notation usuelle des exponentielles imaginaires, savoir,
ee V1 — cosw Æ ÿ— 1 sinv,
PR ET LR PT me D 2 A MT ST AR | 1— xe“V—1 1— ze vy—i
A et B étant des constantes qui ont respectivement pour valeurs Pe-14+0Q Le NPE NES
A — —— 2 sinoY—r 2 sin wÿ—1
Développant en série chacune des parties de p(x), on trouve
? (x) = AY 777 — BY ane-nu V1
ou, en remplaçant À et B par leurs valeurs
Eu
n=Ÿ (Peut LE Q her T (pe-e V1 + Qhe-ru vi
2 Sino Ur
En remettant à la place des exponentielles imaginaires leurs valeurs, on a, toutes réductions faites,
nr
P + Qx D
I— 27C0S0 + x? Sin w
Le terme général du développement est donc
Ë sin (2 + 1)œ 6 re | ue
Sin © sin &
APPLICATION A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS
Des fonctions alternées.
235. On nomme fonction alternée de plusieurs quantités toute fonction qui change de signe, mais en conservant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange deux quelconques de ces quantités entre elles. Nous ne nous occuperons 1c1 que des fonctions alternées rationnelles.
Il résulte de la définition précédente que le carré d'une fonction alternée est une fonction symétrique. = Quand on échange plusieurs quantités entre elles, d’une manière quelconque, on dit que l’on a exécuté sur ces quantités une substitution : la substitution qui a pour objet de remplacer deux quantités l’une par l’autre se nomme transposition. Nous reviendrons avec détails, dans la suite de cet Ouvrage, sur ces importantes notions; pour le moment, il nous suffit de remarquer que toute substitution qui ne se réduit pas à une transposition peut être exécutée par le moyen de plusieurs transpositions successives; car, si, par la substitution dont il s’agit, une certaine quantité a doit venir prendre la place occupée
par la quantité b, on pourra produire ce premier effet
par la simple transposition des lettres a et b; la quantité a occupera ainsi la place qu’on veut lui assigner, et il restera à exécuter une certaine substitution sur les
quantités restantes. On peut appliquer à celle-ci le raisonnement que nous venons de faire et, en continuant ainsi, il est évident qu’on aura exécuté la substitution proposée au moyen de plusieurs transpositions.
Cela posé, soit V une fonction alternée. Une première transposition changera V en — V, une deuxième transposition reproduira la valeur primitive V, et ainsi de suite; on peut donc énoncer la proposition suivante :
Une subsutution qui equivaut à un nombre pair de transpositions ne change pas la valeur d’une fonction alternée V ; au contraire, toute substitution qui équivaut à un nombre impair de transpositions change V en — V.
236. Il est facile de former l'expression générale des fonctions alternées de m quantités (1) a; SD 2 CANNES S ETES
: : - I \INI—UI Désignons, en effet, par P le produit des MEL)
différences b — a), (e— a), (ob) (e) {{a— a), (45), (a— 0) (LE PTT Re GTS EN RS SE EMA
je dis que P est une fonction alternée. En effet, soient x et 6 deux quelconques des quantités (1), dont nous écrirons la suite de cette manière :
dy cr, €, À, Es k, 6, J CURE) d;
Ja différence 6 — «
fera partie des facteurs (2) qui composent le produit P;
écrivons ceux des autres facteurs de P où la quantité « figure en regard des facteurs qui dépendent de 6 :
Les facteurs qui composent l’une quelconque des trois lignes de ce takleau peuvent être groupés deux à deux, de manière que le produit des différences d’un même groupe, tel que
(a— «)(6— 4) où (g—#)(8—s) où (j—4«)(j—6),
ne change pas quand on transpose a et 6; d’ailleurs, par cette transposition, 6 — x se change en æ — 6; donc aussi P se change en — P, et, en conséquence, le produit P est une fonction alternée.
Soit maintenant V une fonction rationnelle et alternée quelconque des quantités (1); le rapport
P ne changera par aucune transposition; donc ce rapport est une fonction symétrique S et, par conséquent VE SE
On a ainsi cette proposition :
Taéonkme. — Z'oute fonction rationnelle et alternée de m quantités est égale au produit d’une fonction
RE MAT A Ro symétrique et des Aa différences obtenues en combinant deux à deux les m quantités données.
Si la fonction alternée V est entière, la fonction symé- S., Alg. sup. — 1 34
trique S sera aussi entière. En effet, V se changeant en — V par la transposition des lettres a et b, il est évident que l’on a V — 0, quand on pose b — a, et, en conséquence, le polynôme V est divisible par la différence b — a ou a — b. D'ailleurs a et b désignent deux quelconques des quantités données, et il en résulte que
V est divisible par P.
237. D’après ce qui précède, l'étude des fonctions alternées est ramenée à celle de la fonction P.
Si l’on effectue le produit des différences (2) et qu’on opère la réduction de termes semblables, on aura la valeur de P sous la forme d’un polynôme homogène du
, m(m—1) ; He degré ——— par rapport aux quantités a, b, ....
L'inspection du tableau des différences (2) montre que, dans la partie de P multipliée par "7", le coefficient de [”"" s'obtient en rejetant la dernière ligne du tableau (2) et en faisant le produit des différences restantes; pareillement, dans la partie de ce coefficient qui est multipliée par #72, le coefficient de #72 s’obtient en rejetant les deux dernières lignes du tableau (2) et en multipliant les autres différences; en continuant ainsi, on reconnaît que la fonction P renferme le terme
a b! c? dè Des fri—2 fn —1
avec le coefficient + 1. Nous donnerons à ce terme le nom de terme principal.
Cela posé, je dis que l’on a
P =) HatbicB...Am-1/mA,
Dans cette formule, le signe À embrasse les 1.2...m
en
termes qu'on peut former, par les substitutions, au moyen du terme principal. Celui-ci a le signe +, et chacun des termes qui suivent a le signe + ou le signe — suivant qu'il se déduit du terme principal par un nombre pair ou par un nombre impair de transpositions.
Pour justifier notre assertion, soit
—H at bc... 4x
un terme quelconque du second membre de la formule précédente, les exposants &, 6,7, ..., À étant les nombres 0,1, 2,..., (m—1) pris dans un certain ordre. La même fonction renfermera aussi le terme
ar asbect,,.,. AD
qui se déduit du précédent par la transposition des lettres a et b; ces deux termes ont d’ailleurs des signes contraires, car les substitutions au moyen desquelles on les déduit du terme principal équivalent l’une à un nombre pair, l’autre à un nombre impair de transpositions; enfin la somme des deux mêmes termes est divisible par b — 4. Il résulte de là que la fonction considérée est divisible par le produit des différences (2), c’està-dire divisible par la fonction P; en outre elle est du même degré que celle-ci et elle a avec cette fonction un terme commun : donc elle lui est égale.
On doit remarquer qu’au lieu d'exécuter les substitutons sur les lettres
on peut, si on le juge à propos, les faire porter sur les exposants O$ Er 2) 45.3 CM TT).
Des déterminants.
Considérons les m°? quantités
oi bo Co; ..) 0) Lo d;, b:, C19 4 0 Op] 5 pe (1) OI PR I EC SES Ste RE ARE ee 15 An—1) DRE Cm—1s ++. Enr LR
qui forment m lignes horizontales comprenant chacune m termes, ou m colonnes verticales également composées de m termes, et reprenons la fonction alternée
P — ; ue a b! c? De feni—2 qi
des m quantités ia AT À
CVS Cd
Supposons que dans chacun des termes de P on remplace tous les exposants par des indices de même valeur, et désignons par D le résultat qu’on obtient ainsi; on aura
D =Y as @o b, Cas se Fn—2 En
La règle que nous avons donnée pour former les différents termes de P s'applique aussi à la fonction D: ainsi dans cette fonction chaque terme a le signe + ou le signe —, suivant qu'il faut un nombre pair ou un nombre impair de transpositions pour le former au moyen du terme principal
+ d9 b, Ca. res Pre
La quantité D est une fonction des m? quantités (1) : elle est dite le determinant de ces quantités et l’on écrit
habituellement 4 bo Co , Lo À y —1 fr Cyn—1 se EE
Les substitutionsnécessaires pour former les termes de D au moyen du terme principal peuvent porter indifféremment, soit sur les lettres a, b, ..., [, soit sur les indices 0,
1,..., (22 — 1), d'où l’on peut conclure cette proposition :
Un determinant ne change pas de valeur lorsqu'on remplace les colonnes verticales par les lignes horizontales, de manière que le terme principal reste le méme.
Le déterminant D est une fonction linéaire et homogène des m quantités
Œo; di; ONE A yn—15
et si l’on pose (4) D = A,4as + Aja; + A,@ He + Amp id ie
la formule (2) montre que A4 n’est autre chose que le
déterminant A5 =D LE b, Ca. Ames RARE ou | PLAT: ; l, APRES ls A, —— | (2 C3 l: ,
Pole F2 eleve SAR LAN EF RAUT e
m—1 Cyn—1 Us Ee (AGE
dans lequel le terme principal est à, Cle St ADS. LA partie À, &, du déterminant D, on transpose les indices 0 et 1, on obtiendra les termes en a, changés de signe,
mais les signes seront rétablis si l’on fait ensuite la transposition des indices o et nm — 1; on a donc
b Ca F2 by C3 lz A, Er . . ° .
DE Cm—1 OMC les
bo Co . 5 + lo
et, en continuant ainsi, on voit facilement qu’on obtien-
dra, quel que soit y,
buti Che : lat F | be Cn—1 her (5 ] A, — | ’ bo Co 0 BE Cu—1 2 lu
Il résulte de là que, sachant former le déterminant relatif à (mm — 1)? quantités, on saura former également le déterminant qui se rapporte à m°? quantités.
Comme la fonction P change de signe quand on transpose deux des lettres a, b, ..., ou deux des exposants 0, 1, 2, .., il est évident que le second membre de la formule (2) changera également de signe si l’on transpose soit deux lettres, soit deux indices; on a par conséquent cette proposition :
Un déterminant change de signe en conservant la méme valeur absolue quand on échange entre elles soit deux lignes horizontales, soit deux colonnes verticales.
Et il en résulte cette conséquence :
Un déterminant s'évanouit lorsque deux lignes hor1zontales ou deux colonnes verticales sont composées des
mêmes termes, ou lorsque les termes de l’une sont proportionnels aux termes de l’autre.
Ainsi la formule (4) donnera
| O A0 0) == À; b, 2 ET A» PRET (6) DA A SO Sn Cm 1e
gr els ete m'a Motel nie, a 10e à eus 106 5 ete) et. aa
O—A5l + Al +...+ Am ls.
239. Remarquons encore que les fonctions P et D deviendront identiques si l’on a, quel que soit u,
HU, DRE PRE d’où 1l résulte que la fonction P—{b—a) x (e— a)(e—b) X(d— a)(d— b){d—c)
Slelete rep the pis lola erets de 721 8er" à, 0: à
est égale à l’un ou à l’autre des déterminants
1 I + a ho 7 nt ET 7 à me | a b EN REUNT À LA DADI ER EU BTE Dr b? PCs L2 NN CE CN er ETES | | a”—1 bri—1 Lri gm—1 I l l? vue JA
D'ailleurs, si l’on pose
On à
atRidiet a se 67e en € Pis sn sTe + 6
et l’on conclut de là
PI (771 —À
D'Æ EE F2 Fifa FE (Bb RSS ECS
240. RÉSOLUTION DE 1 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A I INCONNUES. —— Les formules du n° 238 donnent immédiatement la résolution d’un système d’équations du premier degré entre un pareil nombre d’inconnues. Car soient les m équations
AE + bP + C2 +...+ bu —=S, dr + bY +z +... + lu —=s,,
entre les m inconnues x, y, z, ..., u. Conservons les notations du n° 238, et ajoutons les équations proposées, après les avoir multipliées respectivement par les facteurs
À A;; A, NS | A4 on aura, par les formules (4) et (6) du n° 258,
Dre A So + A; SEE mp ae + A m1 Sm—19
ou DESEX
en désignant par X ce que devientle déterminant D quand on remplace la lettre a par s, en conservant l'indice. S1 donc on représente par
XL ue QU
les valeurs que prend D, quand où remplace par la lettre s chacune des lettres
DIN CORRE LI
successivement, les valeurs des inconnues seront repré-
sentées par les expressions suivantes :
X Y 2 UÙ AI — 9 V—.—) Dis 90/09 1 — =9 D à D D D dans lesquelles le dénominateur commun est précisément égal au déterminant D.
241. Il n'entre pas dans nos vues de présenter une étude complète des déterminants, et, pour ce qui regarde les détails de cette théorie, nous renverrons le lecteur au Mémoire de Jacobi publié dans le tome XXII du Journal de Crelle, Mémoire dans lequel l'illustre géomètre a présenté une exposition d'ensemble qui ne laisse rien à désirer. Nous nous bornerons ici à établir les propositions qui sont indispensables pour l’objet que nous nous proposons.
Il convient, dans ce qui va suivre, de faire une légère modification aux notations dont nous avons fait usage jusqu’à présent. Au lieu d'introduire plusieurs lettres affectées d’un indice, pour représenter les quantités données, je n’emploierai désormais qu'une seule lettre affectée de deux indices.
D’après cela, un système de m? quantités données sera représenté par
Ayo os se à mis ! Aj,9r 9,9, +... Amos G) Sets #0 Tee LA 000 eu
Æjyms see es An,m; l'expression générale de ces quantités sera ainsi Œi, j
chacun des indices i et j pouvant prendre les m valeurs
OR A EN GATE SA ET
et le déterminant sera
(2) DEN 3,94 + - Am,ms
quant au terme principal, 1l sera toujours mr. &;,1 (g,9 « À -Am,m 4
et tous les autres s’en déduiront en conservant la série des premiers indices dans l’ordre naturel, et en exécutant sur la série des seconds indices toutes les substitutions possibles. Chacun de ces termes sera d’ailleurs pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que la substitution qui l’a fourni équivaut à un nombre pair ou à un nombre impair de transpositions.
Il est évident qu’au lieu de faire porter les substitutions sur les seconds indices, on peut, si on le juge à propos, les exécuter sur les premiers indices.
On doit remarquer que, si l’on a Œi,j = O
pour toutes les valeurs de à inférieures à 7, le déterminant (2) se réduit à son terme principal. En effet, quelles que soient les quantités (1), on a (n° 238)
DA; Ÿ “Ep raser m + a Ÿ as asus mm tin
Se da,1 Æa,,s 5,3. cAyn,m—2 ,m—1 d2,m rte 5,
dans notre hypothèse, les déterminants partiels de cette expression s’évanouissent tous, à l'exception du premier, car chacun des termes dont ils sont formés renferme un facteur égal à zéro. On a donc
D= 7 ; LE 43,2 43,3. Amim3
SECTION Il. — CHAPITRE IV. 539
par le même raisonnement, on trouvera
2 —+- + = do, 2 a, :3° Amn,m + — A9, 2 Az, 3° c.Am,ms es = Ayn—1,m—1 Ayn,m — Eu Œyn—1, 1) L Üiyn,m
et l'on a, par conséquent, D cas ES Œi,1 a ,9 « . RU PT
243. Soient D le déterminant de 77? quantités a; ; et D'ce qu’il devient quand on donne à chaque élément a; ,; l'accroissement #;,;; 1l est facile de trouver l’expression de D’ ordonnée par rapport aux accroissements «.
Le déterminant D étant une fonction linéaire et homogène des quantités
(1) : di,1 Agir +, Ayn,1s
si l’on donne à ces quantités les accroissements respectifs
(2) Lin Lois ee 9 Amm,19 D deviendra DD
en désignant par D, ce que devient D quand on y remplace les quantités (1) par les quantités (2).
Si, dans cette dernière expression, on donne aux quantités (3) Æj,9s 9,9 +, Am,2
les accroissements
(4) Hi,2s Æ2,99 + + s Ayn,9s
et que l’on désigne par D, et D, , ce que deviennent D et D, par la substitution des quantités (4) aux quantités (3), on obtiendra pour résultat
D + (D, an D; )+D;»;
en poursuivant cette série de substitutions, on parviendra à l'expression de D’ qui sera évidemment
D'= DÉS, + ST ES
dans cette formule S, désigne généralement la somme { \ NUL T DRE re Eu É :
des — RER ——— déterminants que l’on ob-
ent, quand on remplace la lettre a par & dans y lignes horizontales du déterminant D.
Nous pouvons tirer de ce résultat une conséquence qui nous sera utile. Si les quantités +; ; sont telles que
Ljuo Lou +, Amp
soient proportionnelles à Av» D 3 CCE Lyn,v,
pour toutes les valeurs des indices y et v, chacun des déterminants contenus dans les sommes S,, S3, ..., S» s’évanouira; car, dans chacun d'eux, deux lignes horizontales seront formées de quantités proportionnelles. La formule précédente se réduira donc à
DD Se ou à D'=D+D, +D, +...+D,,
D,, D:, ..., D,, étant les valeurs que prend D quand on remplace a par « dans chacune des lignes horizontales successivement.
244. Nous compléterons ces notions sur les déterminants en démontrant un théorème qu’on doit regarder comme fondamental et auquel Binet et Cauchy sont parvenus l’un et l’autre, en généralisant des résultats obtenus précédemment par Lagrange et par Gauss.
TaéorÈme. — Ætant donnes deux systèmes de mn quantités, savoir :
Ai, y +. An, bi,1 Dee 07 (a) A,g (9,9 An,2 (6) 1,2 2,2 . n,2 . Board cette" Firlais À e c'e /Stiiate LOC ee TT A: . i,m Aime An,m bin RCE, ….. LEFT posons
Ci,k — Ai b,,# + oi o,k HN Me nl br
et formons le déterminant de m? quantités, savoir :
Ci,1 Co,1 se. Cm,1 FRE C1,2 Co,2 .. Cm,2 Ci, Ca,m annee Cm,m
Si m est supérieur à n, on aura GE:
Si m est égal à n, et que l’on désigne par A et B les déterminants formes avec les quantités (a) et (b) respectivement, on aura
CS AB
le signe Ÿ embrassant autant de produits AB que l’on
peut former de combinaisons avec n choses prises m
Al
COR e. EURE CN GT VEME RS SIP CARE NS v RE 0 re ‘ = È E 2 . r ; ; 4 4 “* vf L “4
En effet, si l’on représente, pour abréger, par
+ Cj,; — d ,; bi x
la valeur de c;x, le terme principal du déterminant C sera
« mur:
Ci,1 C2,2+°Cm,m — (Vous) (Dusbus) (Nasa)
chacun des mm nombres À, u, v, ... devant recevoir les Valeurs, 2,000 1/2 ODIDeURÉOLITE AM
Ci,102,92e + -Cm,m — ; (1 Ay,2 Av,3 «07,1 bus Ge 1 F
Cela posé, pour avoir le déterminant C, il faut ajouter à ce terme principal, avec un signe convenable, tous ceux qu’on en déduit quand on échange entre eux, de toutes les manières possibles, les seconds indices des lettres c, en laissant invariables les premiers indices. D'ailleurs, par ses substitutions, les deux indices de chaque lettre a restent invariables dans l'expression de c;x, et les seconds des indices des lettres » changent seuls. On a donc, par la formule précédente,
C — \ Cr Œy,2 &, ,3 AE | ii u b;,: bio be LL h G—= ) Ar ne Gissire
vo > ou: Du ‘ “0e
Dans cette dernière formule les m» indices À, 4, v
ou
en posant
sont invariables, et comme chacun d’eux doit avoir l’une des 7 valeurs 1, 2, ...,n, on voit que, si m est supérieur à 7, deux au moins des indices À. u, v, ... seront égaux
entre eux; 1l-y aura donc deux colonnes verticales 1den-
tiques dans le déterminant W et l’on aura 1 = 0, d’où
ie E À
Si l’on a m — n, le déterminant 5 sera encore nul, à moins qu'on ne prenne pour la suite
AN USUY, celle des m nombres F2 6 UT MALE
dans ce cas, soit s le nombre des transpositions qu'il faut effectuer dans cette dernière suite pour la faire coïncider avec la précédente, on aura évidemment
et, par suite, + C= BY (— 1) dus Œ,,3: -
Or 1l est évident que la somme contenue dans le second
membre de cette formule est égal au déterminant A des
quantités (a); donc CAP:
Supposons enfin m <{n; pour que 1% ne soit pas nul, il faut, comme précédemment, que deux quelconques des indices À, , v, ... soient inégaux. Quand :l en est ainsi, V coïncide au signe près avec le déterminant B formé en prenant m colonnes verticales du tableau (b ); alors, sis désigne le nombre des transpositions qu'il faut faire subir aux premiers indices du terme principal de B pour obtenir la suite À, u, v, ..., on aura
vb —(—1)$B,
puis
C =Ÿ (—1fasu,se,..pB].
S1 l’on se borne à donner aux indices X, u, v, ... les valeurs qu’on leur a assignées pour former B, le second membre de la formule précédente se réduira à
BY ( LL. 14 ay.,2 &,,,3 « ..,
C ", AB
le signe embrassant tous les produits AB qui répon-
c’est-à-dire à
On a donc
n(n—1)...(r—m+i) À dent aux -systèmes de valeurs que FD ne /7E
l’on peut attribuer aux indices À, u, v, ....
Remarque. — Si, au lieu de définir les quantités c;, x comme nous l'avons fait, on pose j
Ci,k == di,1 0x1 SE i,2 Oxo A PER AT Ai,m DER
le déterminant des 7? quantités c; x est égal à zéro quand m est inférieur à ». Lorsqu'on a m — n, ce déterminant est égal au produit des déterminants formés, l’un avec les quantités à, l’autre avec les quantités b. Enfin, lorsque m est => n, le déterminant des quantités c;,x est égal à la somme des produits obtenus en multipliant le déterminant formé avec # lignes horizontales quelconques du tableau (a) par celui qui est composé des lignes correspondantes du tableau (b).
Effectivement, on fera rentrer cet énoncé dans celui du théorème que nous venons d'établir, si l’on dispose 1es tableaux (a) et (b) de manière que les lignes horizontales deviennent les colonnes verticales, et qu’on : change les lettres #2 et n l’une dans l’autre.
CoroLLaiRe. — Soient mn quantités a;,x, l'indice i
variant de 1 à n et l'indice k de 1 à m. Si l’on a m<<ou = n et que l’on fasse
Cik —= di, d,x + oi Ale, Tere On, An.ks
le déterminant des quantités c sera égal à la somme des carrés de tous les déterminants que l’on peut former avec m°? quantilés a composant m colonnes verticales du tableau formé avec les quantités a, c'est-à-dire que l'on aura
Ÿ à #2 Haine Co,9 . Cm,m TE S ( A RC en 9
Le signe S se rapportant à toutes les combinaisons 1,
MR uirdes nombres, ue si Nix PI LS NU
Pour démontrer ce corollaire, 1l suffit de remarquer que les déterminants représentés par À et B dans le théorème précédent deviennent 1c1 égaux entre eux.
_ 245. Le théorème que nous venons d'établir conduit à de nombreuses conséquences dont on verra le développement dans ce qui va suivre. Mais nous ne pouvons nous dispenser ici de remarquer qu’on en déduit immédiatement ce théorème d’Euler.
Taéorsme. — Le produit de deux sommes de quatr'e carres est lui-méme la somme de quatre carres.
On a, en effet, d’après le théorème du n° 244, (ai, Ag, — Ay,o An, ) ( Oa,1 Oa,e — Di, bai)
= (4,1 04 + da Do) (1,9 Dia + Goo ass)
pe (&: bi,2 + do, ba) (&,9 Din + Apo Da,i}e Cette égalité ayant lieu identiquement, soient
PR RTE
FAT PR EC
C9 al
S.— Alg. sup., L.
huit quantités quelconques et posons bi pERg V—1, Has = +10 VE TN bi: LPS Re Aya ORAN ET, bi COR ER b
aa =+a+ 6 x,
di cd L a =—r+SsYÿ—1;
notre identité deviendra (a+ BH a+) (p+g+r+s) — (ap — bq + cr — ds }? Se (aq + bp — cs — dr}? + (ar — bs — cp + dq} + (as + br + cg + dp},
ce qui démontre le théorème énoncé.
Il convient de remarquer que l’égalité précédente peut être écrite de plusieurs manières différentes, car on a le droit de changer de signe de l’une quelconque des huit quantilés 4, 000 4 DANS
Des fonctions entières et homogènes du deuxième
degré.
246. Nous avons fait connaître au n° 192 une propriété importante des fonctions homogènes du deuxième degré; cette propriété et les notions que nous venons de présenter forment la base sur laquelle repose l'analyse que nous nous proposons de développer ici. On reconnaîtra toute l'importance de cette analyse, en étudiant les conséquences que l’on en tire pour la théorie des équations
Soit f une fonction entière et homogène du deuxième degré des m variables
Lis Los ces Te
Nous représenterons indifféremment par 24; ; ou 24a;,; le coefficient du produit des deux variables distinctes
APR: jeter dr.
ms.
Xi, Xj; Quant au coefficient du carré de l’une des variables x;, nous le désignerons par a; ;. D'après cette notation, l'expression de f sera
(1) J 5 > CPE
avec la condition ji di, js
Ainsi, dans le cas de deux variables, on aura
Lo
nl
ch ds 2 2 = Aj,j Lil j = Mn X, + 20,9 Li Lo + Qo,2 Le
Désignons par XNA A
m nouvelles variables, et posons
| Ah Apr as Net @ it Xms Lo — X,9 X: + X9,9 D. = FA LR As nd Uyn,2 ), PR
(2) Lyp — X1.m X: LE Go,m X2 eee + am,m D LT
les quantités «;,; étant des constantes arbitraires. Si l'on substitue ces valeurs dans l'expression (1) de f, celle-ci se changera en une fonction F des nouvelles variables qu’on peut représenter par la formule
FE DE X; X
les coefficients À; ; sont des fonctions entières des coefficients a;,; de f et des coefficients à; ;; on a, en outre,
À ;,: —= Ai,
Le déterminant
Aya © Let cc. Xm,1 | X1,2 Xo,9 ss. Xyn,2 OR] + 24 +. 0e +.
Ui,mm Ao,m +++ An,m |
sera dit le déterminant de la substitution linéaire (2). Si ce déterminant n’est pas nul, on pourra résoudre les équations (2) par rapport aux variables X qui seront ainsi des fonctions linéaires des variables x. Alors chacune des formules (1) et (3) pourra se déduire de l’autre par le moyen d’une substitution linéaire.
247. Nous avons démontré au n° 192 que la fonction f peut être exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires, et que, dans le cas général, le nombre de ces carrés est égal au nombre m des variables. Cette décomposition de la fonction f en carrés peut se faire de plusieurs manières différentes; cela résulte évidemment du procédé dont nous avons fait usage pour l’effectuer et on le reconnaît immédiatement aussi, quand on emploie, pour le même objet, la méthode des coefficients indéterminés. Effectivement, si l’on pose
im ]J=mMm =
6) = d'aue D) (Ain Ti + Aou Te +. + Ami: PRE
2—1 EN He =
que l’on effectue les opérations indiquées dans le second membre, et qu’on égale entre eux de part et d’autre les coefficients des termes semblables, on formera seulement mim +1) PÈRE des indéterminées A, est égal à m?.
Considérons l’un quelconque des systèmes de valeurs
équations de condition, tandis que le nombre
des indéterminées À;,, telles, que l'équation (1) ait lieu identiquement. Posons
X: — Ai,1 Li + À» ,: M Ve on CEA To to AP Tim) (2) X2 A Ti —+ A9,a T2 +. . math
X»— Aismtit Asmaa +. + Ar, mm 3
on aura J=X +X;+...+ x.
S1 le déterminant
| Ai A1 *.. Am,
D — | A:,2 A2,9 ces A »,2 DE
s.8. + CC]
| A Ào,m CC A
n’est pas nul, on pourra tirer des équations (2) des valeurs déterminées des variables x, savoir
| SE More Fe X; Ra X2,1 X> sn t: Lrm,1 X}», (3) La — a X4 + ago Xo +... + am, ms
ere ne 6) nr 0/0 21e 9 ele ec 700. mal ardt sse Let ss eye ls ,
Tr C,mAt tr &esm Xe + SRE CR RPC
et, en conséquence, la réduction de la fonction f à une somme de carrés pourra être réalisée par le moyen de la substitution linéaire (3); il importe d'examiner ce cas avec attention.
La dérivée _ de la fonction
OT je De Se
par rapport à xx est sis à la somme des dérivées de ses
termes ; or la dérivée de a; ;x;x; parrapportàx4 estnulle à moins que l'on n'ait i—kouj—Àk; dans le premier
cas, la dérivée est ax ; x;, elle est a;,4x; dans le second cas; enfin, si it —7—k, cette dérivée est 2ax%,r%x ou ax,k Xx+ ax,x Xk, d'où 1l suit que l’on a
De
= ce Er CEs 2 VE
Si l’on multiplie par 2x4 cette équation (4), qu’on donne ensuite à # les valeurs 1, 2,.,.,m, et qu’on ajoute tous les résultats, on obtiendra la formule
(5) df Of of
T'; mo À Ne +, + x dx,
LC, = =D dx m dm 1e
qui exprime, dans un cas particulier, une propriété des fonctions homogènes.
Comme on a aussi, par hypothèse,
p—In
Pme ù (Asus + onda He. + Ampm )
il viendra, en prenant les dérivées des deux membres par rapport à x4 et divisant par 2,
Sa n (Ain + HAE Ti
La comparaison des formules (4) et (6) donne
Lt Mo DE 29
di,k — A;,1 Az, Cr À ed pe ren AP Ares
c’est-à-dire
pour toutesles valeurs des indices z et À. Si donc on pose
dj,1 ei Œyn,1 «a «: «a { DE 1,2 2,2 m2 (7) i— ; . . ..
di ,m a ,m QE L, Ayn,m
on aura (n° 244, Remarque) ( 8 | A D*
Il résulte de là que le déterminant de la substitution (2) ne peut être nul que dans le cas où l’on a A — 0.
Ce déterminant À, formé avec les coefficients des fonctions linéaires
EN à hs, RU:
» LNCRCC | — —
LME Be :
MOTTE OT er
joue un rôle considérable dans la théorie qui, nous occupe. M. Sylvester lui a donné le nom d’invariant, qui est adopté aujourd’hui par les géomètres.
D'après cela, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Si l’invariant d'une fonction homogène du deuxième degré n'est pas nul, toute réduction de la fonction à une somme de carrés pourra étre obtenue par le moyen d'une substitution linéaire.
248. La dénomination d’invariant, donnée au déterminant À, se trouve justifiée par la proposition suivante:
TaéorÈme. — Lorsque, dans une fonction entière et homogène du deuxième degré, on substitue aux m variables des fonctions linéaires de m nouvelles variables, l’invariant de la transformée est égal à l’invariant de la proposée, multiplié par le carré du déterminant de la
552 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE.
substitution ; en sorte que, si ce dernier déterminant est
égal à 1, l’invariant n’est pas altéré par la substitution.
En effet, la fonction proposée f pouvant, dans tous les cas, être réduite à une somme de carrés, posons
\1) ÿ É (c1,# Ti Co,k To ee + Cm,k mn l,
et considérons la substitution définie par la formule (2) Ty = pi Mi + Aue Xe He + Cum Xm
où y doit recevoir toutes les valeurs 1, 2,...,m. Si l’on exécute cette substitution, f se changera en une fonction F, telle que
k (3) ire ÿ (Gi, Xi mr C2, X2 ses C,k X Jr
k=1 et l’on aura évidemment Ci iti: CL a :Co MO NOIR CRUE
pour toutes les valeurs de z et de k, ce qui montre que le déterminant des quantités C; ; est égal au déterminant de c;,x multiplié par celui des &;,;. Mais, si l’on nomme À l'invariant de f, À’ celui de F, et D le déterminant de la substitution (2), les déterminants des quantités C; x, c;x seront respectivement égaux (n° 247) à VA; VA; donc
on a VA' = à VA; d’où AREAS
ce qui démontre la proposition énoncée.
NE) = TA
(1) f= > De re
où l’on suppose
(2) dj,j — Ai, je Posons 3 I L'RAESE OUTRE 3 EE ( ) Pi am 1? SN 2 9 = = À 2 07; MOTS D ARE me ou Ai, Mi + Go, La Hoi + Gp Tm = X4, (4) A,9 Ly FF do, lo Too + Am, Xm — X 95 CAPITAL ATR Te 0" 5 LOU ENS TUE, UTe El CURTAMR LVL als 6 0. re ose , | dimli tT@mte tr... Fam,mlm —= Na
et rappelons que l’on a
im à (5) fa Xi + Xamte Xuen — D Xe
Lt
Nous nous proposons de résoudre les équations (3) ou (4) par rapport aux variables x et de trouver la fonction F dans laquelle se change f, lorsqu'on y remplace les variables x par leurs valeurs en fonction des nouvelles variables X.
Si l’on résout les équations (4) par rapport aux variables x, le dénominateur commnn des expressions qué
l’on obtiendra sera précisément l’invariant À de la fonction /. Mais je supposerai que l’on calcule À sans faire les réductions auxquelles donnent lieu les équations de condition exprimées par la formule (2), et que l’on opère comme si les coefficients à; ; étaient des indéterminées n'ayant entre elles aucune dépendance. On aura alors, pour l’inconnue x;, la valeur suivante :
04 JA oA SURESR re , X1 + (=) Xo +... + (E) x, |»
ou I OA (6) = Ge)
en représentant par
la dérivée partielle de À prise, par rapport à a;;, dans l'hypothèse où les quantités a sont indépendantes.
La fonction cherchée F est égale à la valeur que prend le second membre de la formule (5) quand on substitue aux variables x les valeurs tirées de la formule (6); on a donc
(7) ri Se Se =) xx,
Il est permis, à cause des relations (2), de transposer
les deux indices de chaque lettre a dans les équations (4), et, en faisant cette transposition, on aura, au lieu de la
formule (6),
I 94 \ =D (ou) *
EE pee)
La comparaison de cette valeur de x; avec celle déjà trouvée montre que l’on a
| OA j OA (8) (ie) === mail
en vertu des relations (6); alors la formule (7) donne
dF ET | 9
Am NI
et, en conséquence, les formules (6) se réduisent à
(9) = Te 2 OX;
AAC , OA AA 1 Désignons maintenant par = la dérivée de À prise Ô@;,j par rapport à 4; ;, en ayant égard aux relations (2). On aura, à cause de la formule (8), sic et j sont inégaux,
OA POINTE | JA TON re a. |:
et, si ] ENT, : :
A ( A don ao Fu L
la formule (7) peut alors être écrite de la manière sui-
vante :
ON 10 Ke (0) DE a ER ou JA DATES OA RE T x2 SR RATE Re | O4, Î 042,2 Dar | JA OA OA | EL DCR EX EN Ve \ Jai, (ire jar ,3 qe DU m HAE
Le produit AF de la fonction F par l'invariant À est ce que Gauss a nommé la fonction adjointe de la fonction f.
Soit À l’invariant de F; comme la fonction f se déduit de F, en exécutant dans celle-ci la substitution (3), dont le déterminant est À, on a (n°248) À — A’ A2, et, par conséquent,
il résulte de là que l’'invariant de la fonction adjointe AF CET EE RANGER
250. Pour trouver la fonction F, on peut suivre une autre marche que nous devons indiquer, parce qu’elle nous conduira à une conséquence importante. Il est évident qu'on atteindra le but proposé, en éliminant les m variables x entre les m équations (4), savoir :
Aie
n) x, ou ay X Au
tt
Di
et l'équation
i=m (12) Fist mt. Xnen = D Xi
Pour faire cette élimination, multiplions les équa-
tions (4) par l’équation (12), nous obtiendrons m équations qui se déduiront de la suivante :
(13) (Fa; — XiX;}r;—0,
en donnant à 7 les valeurs 1,2, ..., m. Les m équatious (13) sont homogènes par rapport aux variables x;
Li be ff A Tr tÉR ÉEe EX te at D Dr L GPA A TEAf à PS RUE SR RE EE à « QT * * ” RS | “ N * ; or l À ë de,
done, pour éliminer ces variables, il suffit d’égaler à zéro le déterminant des m°? quantités
(14) Far; XX;
Ce déterminant peut se conclure très-facilement de celui des quantités Fa; ;, lequel est égal à F” A. En effet, l’indice 7 étant le même pour tous les termes d’une même ligne horizontale, 1l est évident que deux lignes quelconques du déterminant X;X; sont formées de quantités proportionnelles; dès lors, d’après ce qui a été établi au n° 243, le déterminant des quantités (14) s'obtiendra en retranchant du déterminant des quantités Fa; ; chacun de ceux qu’on en déduit quand on y remplace successivement chaque ligne horizontale par la ligne horizontale correspondante du déterminant des quantités X; X;. Or, en conservant les notations dont nous avons déjà fait usage, On à FF OA WC 0 de Ce EN jaoaae et : ] ans:
A, j LOGn. 5
et si L'on remplace
Fa, Fa, j, .. Fa
>)? 2 Moi
par RIRE Ro R td
on obtiendra pour résultat
OA MED A (15) Ent) (- JA x ++ | =) xx, |:
d&i, j GER
done, pour avoir le déterminant des quantités (14), ïl suffit de faire la somme des valeurs que prend l’expression (12) quand on donne à j les valeurs 1, 2,...,m, et de retrancher ensuite cette somme de FA. Si enfin on égale à zéro la différence obtenue et qu’on supprime le facteur F”*=!, on aura une équation qui donnera précisé-
ment pour F la valeur (7) trouvée plus haut et de laquelle nous avons conclu l'expression définitive (10).
951. Voici maintenant la conséquence que l’on tire de la méthode précédente. Si l’on pose Rise Ff=—= (X; Li + X2 To D MEL rs > AT
les équations (13) seront évidemment
0 Ô VAN ot == (8 exa lets 10;
T; 2 V3 2 dm Fa
d’où 1l résulte que le déterminant des quantités (14) n’est autre chose que l’invariant @ de ç considérée comme fonction des variables x, Xo, ..., Xm. Gela étant, considérons la substitution quelconque
At (0) (0) (0) Li — ,1 T4 Va à Ta ME ee 0 Ty
0) (0) nl0) + 9,9 Ta M Un | SHC
Un
dont nous désignerons le déterminant par d. Par cette substitution, f se changera en une fonction f (0) que nous représenterons par
tm Ji
au (0) (0) (o) (17) PEN) Ÿ aa YA.
et si l’on pose, en outre,
(0e | X, —— 1 ,1 X, À X1,9 X, +. , PL 5e Ai, M 44
(0) (18) ; Ko 9,1 X, + L9,9 Xe "t-nTtEN en,
CHI r Ne Ami X1 A Œmn,2 Xe FT CRE Nr
nm
la fonction gse changera en une fonction (0) ayant pour valeur
Ce @) (0) YO 0 po = FFC — (KO EXO 0 +. + XD D
In et dont l’invariant sera égal à @90?, L'équation D= o,
qui peut servir pour calculer F, s’obtiendra donc en égalant à zéro l’invariant de © ou de @(°) à volonté.
En employant successivement ces deux invariants, on conclura deux valeurs de F qui devront être identiques, et 1l en résulte ce théorème :
La fonction F reste invariable, quand on y remplace les coefficients a;,j par af”, pourvu qu'au lieu des varia-
bles X, on mette en méme temps Œu.,1 X: —- Lu, 2 X, +... + Lu, pn X,,:
Supposons que la substitution (16) soit choisie de manière à réduire f à une somme de carrés; l'équation (17) prendra la forme
Re L 0j (19) PAQUET PIE NES SEP PRE LS
il est évident que l’invariant de f (0) est égal au produit E4 E2. + + Em et l'on a (n° 247)
(20) Ets DPPUIER = NO?
ce qui montre que, si l'invariant À est différent de zéro, ainsi que le déterminant de la substitution (16), aucune des quantités e ne pourra être nulle. On tire de l’équation (19)
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et en substituant, dans la même équation (19), les valeurs de x, x), ..., tirées de ces formules, il vient
FO) = Lg LOI IS CRU
ë, 1 8, 2 É m Cela étant, pour avoir la fonction F, il suffit, d’après ce qui précède, de substituer à XW, X°, ..., dans la formule précédente, les valeurs tirées des équations (18). On aura donc, en se servant de la formule (20) et en conservant les variables X(0 qui sont des fonctions linéaires
des variables X, X°0p "xo 72 (21) BP en | 5 | ee | Û
Supposons maintenant que l'invarïiant À soit nul; d'après la formule (20), l’une au moins des quantités € sera nulle, et par conséquent tous les termes du second membre de la formule (21) disparaîtront à l’exception d’un seul. On peut conclure de là cette proposition :
TuéoriMe. — Si l'invariant À d’une fonction homosène du deuxième degré est nul, la fonction adjointe AF est un carre parfait.
959. ExemPLes. — Considérons en premier heu la fonction homogène
f—= Az? +2Bxy + Cy*
des deux variables x et Le On aura
FO
> si À By =
2 Ô0x URSS 1 0f
ER à PS EE PE em 2 9y T NA .
et
+ a ANT . CES RE ee RE | » «# Lee hu te D," vs 1 © tin TA L at à | "TOR Le F 1. 7. 4 F sn L é es ÿ “ 0 Eh & nf” à 4 ar CS {
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l’invariant À a ici pour valeur
A —AC—RB}:, et l’on a CXe= BY AY RX D —— ———— 9; PU DES
en substituant ces valeurs dans l'expression de 31. on obuent la fonction adjointe AF, savoir :
AF = CX? — 2BXY + AY
On vérifie immédiatement, dans ce cas simple, la propo-
_sition démontrée à la fin du numéro précédent; car, si
A — 0, la fonction proposée fet la fonction adjointe AF sont évidemment des carrés parfaits.
Considérons en deuxième lieu la fonction homogène
f—=Azx?+A'y? + A"2 +2Byz+2B'xz + 2B"xy
des trois variables x, y, z. On a ici
SRE + By +B'z—=X, 2 0x )
TRE Re le Br n'es 2 0OY
1 Of
— tr =—1P} ; B + A 27, 2 0z Re
et f= Xr+ Yy +2z.
L'invariant À a pour valeur
à A B” B’ A—= | B” A’ B BAR A7
ou A — AAA 2BB'B—AB?-—A'B'2- AB”,
S.— Alg. sup., L. 36
et l’on a
æ=— > [(A'A’—B)X+ (BB —A"B°)Y + (BB’ — A'B')Z], y = ;{(BB'— A"B")X + (AA"—B*)Y + (B'B’— AB)Z), 2 —>[(BB"—A/B')X+(B'B’— AB)Y+(AA'—B"?)Z].
La substitution de ces valeurs dans l’expression de f donne la fonction adjointe AF, savoir :
B'B” — AB) YZ + 2{(BB”— A’B') XZ + 2(BB'—A’B’)XY
Posons AA Bio, AA BIG AN Be.
on aura (B'B’— AB}? —x'a”— AA,
(BB — A'B'}? — aa” — A'A, (BB' —A”B’}?— xx — AA, et quand l’invariant À est nul, ces formules se réduisent à B'B’— AB — Vo V4”, BB’ — A'B! — x Va”, BB! — A’B"— \/o Ya; donc la fonction adjointe AF se réduit, dans la même hypothèse, au carré de la fonction linéaire
X a+ Y Ve +2 Va”.
Bemarque sur la réduction à une somme de carrés.
253. Nous terminerons ces considérations générales par une remarque importante relative à la réduction d’une
fonction entière et homogène du deuxième degré à une somme de carrés.
Soit ALES La) une fonction entière et homogène du deuxième degré des m variables
T1, To, 79 DATE
dans laquelle les coefficients ont des valeurs indéterminées. En appliquant ici le procédé indiqué au n° 192, on pourra exprimer la fonction f par une somme de carrés, de la manière suivante :
_— 2 = Er + ao do + als He Ham Tm) + 62 (To + ase T3 +... + amatm) + 63 (T3 Has Li +... +am,s Lim) EE OI LT PR, RC SR ET + € (æ + œ SAONE m1 | Tm—1 mim—1 Tm
2 TA Cle en sorte que la fonction nt exe Le, X se changera en f, par la substitution
Xi = Li + Gas Lo He + m1 Um Xe Tr + Gg,2 T3 He se + Am,2 Cm
was tiens ere 6: 6 /e:#70/0)0,0 0 0/0), 0190/0160 "0 9
NÉS 40e
dont le déterminant est égal à 1. Les fonctions F et font dès lors le même invariant:; or l’invariant de F est évidemment €,€...e,: si donc on désigne par À,, celui de f, on aura
Ares 6; te
Te Si l’on pose
Tm—0, Ty —=O0, 3 Lm—i+1 = O,
f se réduira à une fonction des m — 1 variables
Lis Lop es Lyn—i; et nous désignerons par À,-_; l’invariant de cette fonction. Il est évident, par ce qui précède, que l’on aura
Ayn—i = Ei E2e + + Emi;
nous admettrons que cette formule subsiste pour i— Mm— 1, ce qui revient à poser
Die 81e On aura, d’après cela, A —e#, A3 —616, A3 —61€2€3, . ei Am — €1€ Em d’où l’on tire A; A3 4 Lm :
Ét 01 MT A En Li “reste Me
il résulte de là que la fonction f peut être représentée par la formule An
A A FE XI + EX + CXS +... + X
m—1 X,, Xo, .., X»m étant des fonctions linéaires des variables x;, Xo, ..., Xm. M. Hermite a tiré de cette formule, comme on le verra plus loin, des conséquences de la plus haute importance.
Nous avons supposé que les coefficients de la fonction f étaient des constantes indéterminées ; mais 1l est évident que tous les résultats qui précèdent subsisteront quand
on donnera à ces coefficients des valeurs particulières quelconques, pourvu cependant qu'aucun des invariants
À, A; Cr CI) An
ne se réduise à zéro.
Théorème relatif aux fonctions entières et homogènes du deuxième degré à coefficients réels.
254. Dans l'étude que nous venons defaire, nous n’avons fait aucune hypothèse sur la nature des coefficients des fonctions que nous avons considérées. Nous supposerons ici que ces coefficients soient des quantités réelles ; alors, en appliquant le procédé du n° 192 à une fonction entière et homogène du deuxième degré, f, pour la réduire à une somme de carrés de fonctions linéaires, 1l pourra arriver que quelques-unes de celles-cicontiennent le facteur ÿ—1. En d’autres termes, la fonction f sera exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires réelles, multipliés par certains coefficients positifs ou négatifs.
On peut dire, avec M. Hermite, que deux fonctions entières et homogènes du deuxième degré sont de méme espèce, lorsque, ces fonctions étant exprimées par des sommes de carrés, le nombre de ces carrés dont le coefficienia un signe donné, est le même dans l’une et dans l’autre fonction.
Cela posé, nous présenterons ici une proposition fort importante avec la démonstration qu’en a donnée M. Hermite.
Tuéorème. — De quelque manière qu'on transforme un polynôme homogène du deuxième degré à coefficients réels et dont l’invariant n’est pas nul, en une somme de carrés de fonctions linéaires réelles, ces carres étant affectés de coefficients numériques également réels, le nombre de ces coefficients qui auront un signe donné sera toujours le méme.
Soit
f\u, Ugy Um)
une fonction entière et homogène du deuxième degré des
m variables Uj, Uosy +, Um
et dont l’invariant À ne soit pas nul. Dans cette hypothèse, toute réduction de f à unesomme de carrés pourra, comme on sait, être réalisée par le moyen d’une substitution linéaire et réelle dont le déterminant n’est pas nul. Supposons donc que, par la substitution réelle,
1=m (x) u=S as À\—1
on obtienne
HE
e, étant un coefficient réel positif ou négatif; et qu’une autre substitution réelle,
(3) A Ÿ A,8 Xi
donne p=m
(4) DNS m=1
E, étant encore un coefficient réel. Il s’agit de prouver que dans les deux suites
Es gs se. Em
E;, E,, QUO En;
il y a un même nombre de termes ayant un signe donné. Supposons négatives les quantités €&,, Es, ..., €; et po-
sitives les suivantes €;,,,..., €m; Supposons aussi que E,, E>, ..., Ex soient négatives et que Ex,,,...,E, soient positives; dans le cas où toutes les quantités € ou E sont positives, on aura 1: = oouk = 0. Nous allons démontrer qu’il est impossible que les nombres £ et k soient inégaux ; par exemple, qu'on ne peut pas avoir ki. Admettons effectivement cette hypothèse dek >: et examinons les conséquences qui vont en résulter. On a l'identité
= nn? ! L=m * r 2 ie Fi 2 p=1 h=1
les variables x étant liées aux variables X par mn équations qui se déduisent de la suivante :
Dr — > Au X,
en donnant à p les valeurs 1, 2,..., m. Le déterminant de la substitution (1) n'étant pas nul, il est évident que les équations (6) pourront être résolues par rapport aux variables x, et la même chose aura lieu encore si l’on
INA
écrit partout
te
Vel VE ES
au lieu de x, et X,, He, et HE, désignant les valeurs absolues de , et de E,. Alors l'équation (5) devient
—{ xt + a+. + ri |+[a,, + +...+ xt, ] = —|[XI +XS ++ XXE] + Peer exe,
et cette équation (7) doit se réduire à une identité, parle
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moyen d’une substitution linéaire telle que
(8) ui Ÿ cu X-
Cela posé, soit o un angle indéterminé; la formule (7) ne changera pas si l’on remplace X, et X: respectivement par
X,cos® + X, sing, X;isiny — X,C0s9,
lorsque le nombre Æ sera supérieur à 1. Mais alors l’indéterminéegs’introduitdansles équations (8), etl’on peut en disposer pour faire disparaître X, de l'expression x4. On a effectivement
Li ETS (œ,1 COS —— Xo,1 sin ®) X, —- (œ,1 SINp— 9,1 cosp) X: —+- ss
et, pour ramplir l’objet demandé, il suffira de déterminer ® par la relation
O1 1 COS G + &o 1 SIN ® — O.
Ainsi, par un changement de notation qui ne change ni l'équation (7) ni la forme de la substitution (8), on peut faire disparaître X, de l’expressionx,;en d’autrestermes,
on peut supposer Gi ,1 — O.
Pareillement, lorsque k est © 2, l'équation (7) ne change pas, si l’on remplace X, et X; respectivement par
X,cosy + X;siny, X, sin — X,cos®,
et l’on peut disposer de la nouvelle indéterminée © pour faire disparaître X: de l’expression de x,. Il suffira, en effet, de déterminer cet angle o par la formule
Xo,1 cos q + X3,1 sin y — O,
née
4% mn \ 4 } hi D AD. LS Jet” HO LL Leg, Peaet) ee Fo RUN Ps EE 5 VAN Le + sé re < ”t at 5", À = Lo Se AT VO ù J% Là = n ; LA pr > > eme RUE 24 4 [os # L PA
et il est évident qu’on peut continuer la même série d'opérations sans changer l’équation (7), ni la forme réelle de la substitution (8), jusqu’à ce qu'on ait fait successivement disparaître les variables
X:, X>, LOT X
de l'expression de x.
Cela étant établi, on voit que, par une série d’opérations toutes semblables, on pourra faire disparaître les variables
AE EP RP de l'expression de x2. Comme nous nous arrêtons ici à X;_ et que la dernière opération consiste à remplacer X%-_ et X;_, respectivement par
Xy_2 coso + X4_; sin, Xy sinp — Xz-_:1 cosy,
onne verra reparaître dans x, aucune des variables que l’on a d’abord fait disparaître de son expression.
On peut opérer de la même manière à l'égard des variables x3, x, ..., xx_,; l'expression de x, ne contiendra plus les variables X,, X2, ..., Xx_3, la dernière variable x;_, ne renfermera plus X,. Ainsi l’on aura
X,1 — 0, Xa,1 — 0; 9 A1 ,1 — O, X,2 — O, Xo,9 —— O, der € | 9,9 = O, (9) DANS e, sn oc RS Te qe ubhelestats 0.5) 018 PIOLRNRUPANT EL et REX 8: 9
Le nombre k étant supérieur à ë, si l’on substitue les valeurs (8) des variables x dans l'équation (7), et qu'on égale de part et d’autre les coefficients de X’, on aura
2 2 2 + , He: + ee À 1 Li jy Li i+s 1, ?
et cette équation ne peutêtre évidemment satisfaite par des valeurs réelles des quantités x. Onne peut donc ad-
. Nas L * LE à " UE r* k V5 . - : +
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mettre l'inégalité des nombres z et #, ce qui démontre la proposition énoncée.
Théorème de M. Sylvester relatif aux fonctions auxquelles conduit l'application du théorème de Sturm.
255. Le théorème dont il s’agit ici a pour objet de faire connaitre l'expression algébrique des fonctions qui interviennent dans l'application du théorème de Sturm à une équation donnée. M. Sylvester l’a publié sans démonstration dans le Philosophical Magazine (décembre 1839); et Sturm l’a établi ensuite dans un article qui fait partie du tome VII du Journal de Mathématiques pures et appliquées. Nous présenterons la démonstration de Sturm en y apportant quelques simplifications dont l’illustre géomètre a d’ailleurs indiqué la principale en terminant son Mémoire.
Le théorème de M. Sylvester peut être énoncé comme 1l suit :
Taéonkme. — Soit V — o une équation quelconque du degré m à une inconnue x, dans laquelle, pour plus de simplicité, le coefficient de x”! sera pris égal à l'unité, et dont les racines supposées inégales seront désignées par a, b,c,..….,k, [. Soit V, la dérivée de V. Concevons qu'on cherche, par le procédé ordinaire, le plus grand commun diviseur de V et V,, en ayant soin de n'introduire et de ne supprimer aucun facteur indépendant de x, et en changeant toujours les signes des restes avant de les prendre pour diviseurs. Désignons par V:, V:, …., Vh ces restes pris avec des signes contraires dont les degrés, par rapport à X, sont respectivement M2) IT hr, 1,0, dans le cas général. Les polynômes
V, Va; Va RE) Va
s'exprimeront en fonction de x et des racines a, b,c, …, k, l de l'équation V — 0, de la manière suivante :
LV —={x—a)(x—b) (æ—c)...(x—1),
3e Ÿ (ab) (æ— ce). (e—0),
EE Ed e—vy DM EU CORRE D, — Du BY? (a—c}? (b—cj?{x—d)...(r— 0), = Ÿ ab}? (a—c}" (a—d}? (b—c)? (b— dj? (c—d}? (x—e)...(—1),
les quantités À, Às, .…, Ân étant déterminées par les
formules L LH À — e NE Pi : (2) AN ati ; VE P2 A (ee), ; P1P3, 401. 9 Pi T4 m,
mr > (a-—b)? (a—c)? (a—d}{(b—c)(b—d}(c—d),
et chaque somme D représentant une fonction syme-
trique des racines dont tous les termes se déduisent, par les substitutions, de celui qui est écrit sous le signe.
La première des formules (1) exprime la composition de l’équation proposée, et la deuxième a lieu par un théorème connu. Il reste à établir les suivantes.
Soient
Q:;, Q>, dE Qt
les quotients que fournit la recherche du plus grand commun diviseur; ces quotients seront du premier degré en x, dans le cas général, et l’on aura
V = V,Q, 23 Vo, Vi —V:Q: —V (4) s CVs M Qi Vi,
Au moyen de ces formules, on peut exprimer successi-
vement Ve: Va, SRE) Ve
en fonction des polynômes V, V, et des quotients Q; on trouve ainsi
V, = V,Q, — V, V; = V,(Q:Q:—71) — VO
(S) V V | ; L & — VAS Q2Q: — Re
2:01:06 çe nt © je. ae 6: 6910. sde. 0.81 eù8 6 ln she celtes 91 0 Ce M AC ECS
et il est évident que l’on aura généralement (6) Vin Visio VT,,
S, et T, étant des polynômes des degrés u—1 et p—2 respectivement.
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Si l’on écrit f(x) au lieu de V, f'(x) au lieu de V;,
la relation (6) prendra la forme V, re SJ Ne JE (7) Pr) = Ja)
il résulte de là que, si l’on donne successivement à x
les m valeurs a, b, C, CES k, u
la fraction rationnelle
Se ke
prendra les m valeurs correspondantes f'(a), (db), Fe), ..., PE);
d’ailleurs les degrés des polynômes V,, S, sont respectivement m—u, pH —1 el la somme de ces degrés est m—1. On pourra donc déterminer la fonction (8) par la méthode qui a été exposée au n° 232.
ième
Supposons que L occupe le u rang dans la suite des
m racines (9) PNR CES AN DONNER CU D
d’après la formule générale du n°232, les polynômes V, et S,, seront égaux respectivement, à un facteur constant près, savoir : le premier, V,, à la fonction symétrique des racines (9), dont l’un des termes a pour valeur
(æ— ii)... (r—#k)(r—0 [(a—i)...(a—1)]...[(4—i)...(4— 07)
et le second, S,, à la fonction symétrique des mêmes racines dont l’un des termes est
na (err)fe er) 2e De CLP Tr. Tate —4)(g à). t)]
J° AE
en 2 Lab} (ae )n (8h (a—é)..(a—2)..{ (A6)... (h— 2)
574 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. $ Or on a L P'(a)=[(a—6)...(a—4)][(a—i)...(a—0)], .
Fb)=U(b—a)...(6— 4e —9..(8— 1), À FR) =U(4— a). (2 8)1T(2— 0)... (4—2)), :
et il résulte de ces formules que les produits ù AC PATIO MANIP AI PARAPEE À
ont respectivement pour valeurs {
(tax)
(1) 7 Lab (a—on.(e— 2) L(a—)..(a—0)..((g--4)...(e—2)]à
(nr)
alors on aura, en désignant par À, un facteur indépen- : dant de x,
fe Date(s — Ce — à. (20) (te | =; D (a — ba — cc}... (e— g} (x — a)(e —b)...{r — g)}
il est évident (n° 232) que, dans le cas dep — m, ces formules doivent être réduites à Ne re (a—b}(a—c}.. .(4— 1), I | ie to (a— b }? (a—c)?. : .(—4)(x—a) (x—b) an, Fe (e—#);
il faut remarquer aussi que, pouru=—1, les formules (10) se réduisent à
| Vs D (a—6)...(2—4 (æ— 1), SE
et que l’on doit faire en conséquence À
1— Le
Ca .*
On voit, par la première des formules (ro), qu’il ne nous reste plus qu’à déterminer la constante À,. A cet effet, substituons, dans l'égalité
(13) Vata = Va Qu — Vus
les valeurs de V, et de V,_, tirées de la formule (6) et de celle qu’on en déduit par le changement depenu—1, on aura
Vin = Vi (Su Qu — HOT EN AIMONS Th },
d'où il suit que l’on a, par la notation convenue,
(14) Spa — Sy Qu — Spge
Les formules (13) et (14) donnent V, 3 Vi Su-+1 Sc:
Prat tes = = 1 — Va VS: Q Sy Qu !
d’où, par la multiplication,
Si = (14%) Ée di), So. Vis Vi=: Su Qu
et l’on conclut de là, pour x =,
lim St Va = 1.
Sa Vu Ainsi les fonctions Sa Ve, Sy Vas UERRCLE S2 V, FACE ANS 2e S,V
se réduisent à l’unité pour « —% , etil en sera de même du produit de ces fonctions ; en sorte que l’on aura
US im 1 (pour z —® ).
Or le terme du degré le plus élevé en x dans le produit S,,, V, a pour coefficient
Re DE b(a—c}...(g— y |
Pi
Ro
ou
en adoptant les notations exprimées par les formules (3); on à d’ailleurs S, —1, d’après les formules (12), et le coefficient de x” dans V est égal à 1. L'expression précédente se réduit donc à l’unité, et l’on a
: + RS hu hat = Py 5
il estévident que, dans le cas de u —1,le second membre de cette formule doit être remplacé par m?, ce qui est conforme aux formules (3). On a donc
es 4 BE. ENT | _— n = À — 1; \ À — P; , À 13 p}, OPCUCE) À 1 = PES
d’où l’on conclut immédiatement les formules (2), ce qui achève la démonstration du théorème énoncé.
Il faut remarquer que la quantité p,, ne figure pas dans notre analyse, mais nous introduirons cette quantité dans ce qui va suivre, et c'est pourquoi nous l’avons comprise dans le tableau (3).
256. Nous allons faire connaître maintenant une conséquence importante du théorème de M. Sylvester.
Les quantités p,, P2, Ps, ..., sont des fonctions symétriques et entières des racines de l'équation V = 0, et en conséquence elles sont exprimables rationnellement par les coefficients de V. Si donc ces coefficients sont réels, Pis Pas Ps, .… seront aussi des quantités réelles; dès lors Les facteurs lo, À3, .. À seront des nombres essen-
M nn de
tiellement positifs, et l’on pourra les supprimer des formules (1) iorsqu'il sera question d'employer les fonctions V, V,, Vo, ..., pour la recherche du nombre des racines réelles de l'équation V — o qui sont comprises entre deux limites données.
Cela posé, si N désigne le nombre des racines réelles de l'équation V—0, N sera égal, d’après le théorème de Sturm, à l'excès du nombre v, des variations que présente la suite V, V,, V:, .…, pour x ——, sur le nombre v, des variations que présente la même suite pour x = + , et 1l est évident qué #, et v, expriment aussi les nombres de variations contenues respectivement dans les deux suites
1, er F1: + Po) ... +(—1)"py, I, P:: P>2; OR: Pm:
La somme #, + v, est évidemment égale à m; on a, par conséquent, Po —m—=N, + —=m, N=—=m—2",; 2v, est donc le nombre des racines imaginaires de l’équation proposée, et de là résulte ce théorème :
Le nombre des couples de racines imaginaires de l'équation V — 0 est égal au nombre des variations de signes que pr'ésente la suite des quantités
Ty Pis Pos sers Pme
257. Dansun Mémoire qui fait partie du tome XII du Journal de Mathématiques pures et appliquées, Borchardt a donné au précédent théorème une forme très
élégante que nous indiquerons Ici.
S. — Alg. sup., I. 3-
On a pe Ÿ (a—b}(a—cÿ...(8 — 4), le nombre des racines a, b, c, ..., g, h, qui figurent dans
chaque terme étant égal à; on a vu d’ailleurs (n°239) que le produit
est égal au déterminant formé avec les u? quantités
I I I Et I a b C ANA UT |:
a? b? c? PME : 3 ai b3 c? AGP IE JE | AP OPTION LE |
donc p, est la somme des carrés de tous les déterminants que l’on peut former en prenant colonnes verticales
du tableau
L I I CÈT 1 a b c Dar: l a? b? (GE FAT DRE ;
es ne cn qui renferme mu quantités. Alors, si l’on pose
Up — dela pie, BRL LE VE PEL FREE EE ee on aura (n°244) pie Ÿ aus san: |
Or «, n’est autre chose que la somme des puissances de
SECTION II. — CHAPITRE IV. 579 degré À + p — 2 des racines de l'équation V = 0, etnous ferons en conséquence
on voit que p, peut être représenté par un déterminant de p? quantités, savoir :
S0 $1 CRC Sa $ ae Su | Pa | 52 S3 eo. Su+i |
Sat Su . Sou—9
La proposition que nous avons obtenue au numéro précédent peut alors être énoncée comme il suit :
Taéorëme. — Soit proposée une équation V—=0o du degré m. Des coefficients de cette équation déduisons les sommes des puissances semblables de ses racines, jus qu'à l’ordre 2m—2 inclusivement, et avec ces sommes, que nous désignerons par So, 51, Say se, Say cs Sam_2s formons les quantités ps, Pa, ..., Pm ER posant
Die 50
__ |S si P2— 9 “1 Sa 50 VS P3 — $1 S S3 9 EURE NS” ee CP ‘ So 1 S2 Sym —1 | S1 S2 S3 Sm LA Pm — k | 9 |
Sm—ire S2m—2
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l'équation V—0o aura autant de couples de racines imaginaires qu'il y aura de variations de signes dans la suite
ï, Pi P2» .., Pme
CorozLarrEe I. — // y a au plus = variations dans
la'Suilée 1,%pi,1Pa; Dm:
CorozLaiRE Il. — Pour que l'équation V =0o ait toutes ses racines réelles, 1l faut et il suffit que les quantites
Pas Pas.) Pm
soient toutes posilives.
Application du théorème de Sturm à une classe remar-quable d'équations algébriques.
Considérons les m équations
LC Mn li File +... + Am,1 Tms
Elo = Bo Li Ho, T9 HF... + Aya Ts (1)
. cos Zirers re pet taste. soso etes cure rs a es Ü ,
dans lesquelles les coefficients a sont des constantes réelles données satisfaisant à la condition
di,j = Œ ji
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport aux variables x; et, si l’on désigne par lle déterminant
M1 +8 A3, sc... Ami
di ,9 Una Tire er, |
Œi,72 Aa,m cc. Zn,m —£ |
l'équation en g, [ — 0, qui est du degré m, sera le résultat de l'élimination des variables x entre les équations (1). Cette équation comprend comme cas particu liers celle dont dépend la recherche des axes principaux des surfaces du deuxième ordre, ainsi que celles au moyen desquelles on détermine les inégalités séculaires des éléments elliptiques des corps célestes.
Nous nous proposons ici de démontrer une propriété fort importante de l'équation F = o; elle consiste en ce que toutes les racines de cette équation sont réelles. On possède plusieurs démonstrations de cette proposition; mais la plus remarquable est celle que Borchardt a présentée, dans le Mémoire que nous avons déjà cité, comme une application du théorème de Sturm. D'après ce théorème (n° 257), la réalité des racines d’une équation dépend des signes de certaines quantités que l'on sait former; dans le cas qui nous occupe, il se présente cette circonstance singulière, que chacune des quantités dont il s’agit est une somme de carrés. Nous croyons utile de reproduire ici la belle analyse de Borchardt.
Multiplions chacune des équations (1) par g et substituons, dans les seconds membres, à gx, SX, ..., SXm leurs valeurs tirées des équations (1): nous obtiendrons le nouveau système
(2) (2) (2) g? TA Fe 1 T' —+- A) 1 D) —+- PCA —+- in ,1 mo
(2) (2) (2) 2 == L (2) LE? Lo = Aa Li HF A99 Lg Fee. Ame Lin
D'Étais etes ae ù elec eo) 61e, et ose o1ans e 94,9 er re ,.0e © ;
io de orrts) LL (a) CR SL“ Lin —= Ami 7 A,ml2 Tes Gn,m Em)
h=m A NES DD A RTS ECS Née Ù ani h,je h=1
Si l’on multiplie chacune des équations (2) par get que l’on substitue à gx, gX2, -.. leurs valeurs tirées des équations (r), on obtiendra un troisième système d'équations qui se déduira du système (1) en remplaçant g par g* et les quantités a; ; par
hk=m RO em RO 7m
APE CNE = 2 dh,1@ a à = D Ÿ a, 10.70, 10.ant, j
pr?
AG SN ID EST
En continuant ainsi, nous obtiendrons le système d’équations qui correspond à la puissance rième de g:
(r) (7) r') 8 Ti = Ai Ts noue Re.
Len irS (71) r) (r) Pie AE Li + 9 Lo +... + as 715 A ee 416. 5.5 01e: @ ee jo) 0 ele. ss 976 0e 00e 0 0, 16 ep che:
ñ CUT) (r) (r) £ Tm— Ai,ym Ti paie A9,m T9 He CE An, m Tm)
hO)—yn RE) — y Cd —ym (t). PMP) ÉEMNNC PNER Le SE di » y Het DEAOPOPCE . SANT
RC) 20) —1 RCI —:
re D ar).
Ma hi à
Si l’on multiplie les équations du système (7) par g”’ et qu'on substitue, dans les seconds membres, les valeurs de g'x;, gx, ..., tirées du système d’équaüons (7°), le résultat obtenu devra être identique avec le système d'équations (r +7’), et l’on aura, en consé-
quence, He un at, apr i Roi?
SECTION II. — CHAPITRE IV. 583 ou, en écrivant g et r — 4, au lieu de r et 7",
h=m (re (ae (41
(3) AN Te
h=A Cette équation (3) subsistera pour toutes les valeurs de 4 moindres que 7°, savoir, 1, 2, ...,r—1; dans le cas des valeurs extrêmes, on doit supposer
(4) a D f — ii, je L’équation (3) subsistera même pour les valeurs 4 = 0, g =7r, si l’on convient de faire
ART. a (5) ai; —
il QUANd 7:
0, quand À et j sont inégaux,
Cela posé, revenons à l'équation l — 0; le premier membre F est ce que devient le déterminant
) MIN fie Te 47,2
lorsqu'on diminue de g chacune des m quantités
di,1 3,99 CD'ECN) Am,m:
On aura donc Dr — Per (a: ne 3,9 note Re pis RTS 9
et, par suite, la somme s, des racines de l'équation T = o sera
LR
Si = $' + Le +, + Lm DT
En appliquant le même raisonnement au système d'é-
quations (r) qui conduit à une équation du degré 77 en g”, nous obtiendrons
or PES = 8 Pare ten da
ou, à cause de l'équation (3),
m } A (6) s, 2 an) a,
g ayant une valeur quelconque de zéro à r.
Soit maintenant, comme au n° 257,
| | So Si S9 é ats Sp—4 L Si So 753 s'e USE | ee le Puy — | S9 S3 Sy CCR Su+1 19 | Su—1 Su $ LE . « Sou—o |
d’après l’équation (6), les quantités dont se compose ce déterminant peuvent être représentées de la manière suivante :
(o) (0) (0) ais at) avt) FENTE AE = Ÿ a a PSE D. ii (12/0) (1) a dE. (1) (b—1), % je = ya Pre = Ÿ af!) af % vos * D re a?
JA 1, 1 . e . 0 06080 0 20e » © + © © © + © © © © ee © © © © © « sers lee) 29702
er1) ai EU LE (eu), ne DRE D
les sommes se rapportant à toutes les valeurs 1, 2, ..., m
kw ?
des indices à et j. D’après cela, si l’on fait nf; 2) TETE
sa ) DEL
Pr == 20 0 Aj,1e Au, m1 ?
et, en appliquant aux rn? quantités
Fi PSS PA CUIR OP cr 2 »] L,J LU AE ]
le théorème du n° 244 (CorozLaire), on mettra p, sous la forme
(0). at) (2) (u—1) (nr SD AA D Ginje ee fn 4) j(u1) | :
PR 1j... ut Ur représentant LSysStèmes quelconques de deux indices 1, j et la somme œ
se rapportant à toutes les combinaisons u à m des m? systèmes 1, 7.
La formule (7) montre que chacune des quantités p, est une somme de carrés. Ces quantités sont donc toutes positives ; il en résulte, comme on l’a vu au n° 257, que l'équation F — o a ses m racines réelles.
Méthode de M. Hermite pour déterminer le nombre des racines réelles d'une équation qui sont comprises entre deux limites données.
259. Nous nous proposons d'exposer ici une méthode extrêmement remarquable de M. Hermite pour déterminer le nombre des racines réelles d’une équation, comprises entre deux limites données. Cette méthode
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repose sur les propriétés des fonctions homogènes du deuxième degré qui ont été établies dans ce Chapitre. Soient
(x) Az =i0 une équation du degré m à coefficients réels, et
C0, CR TT ses m racines.
Désignons par t une indéterminée et considérons la fonction homogène du deuxième degré
JE
(ro + ax + ar; +... + air, 1)
PRE à ro + das + lire +... + Pr 1h
des m variables xs, æ4, ..., Xm_1. Il est évident que f est une fonction symétrique rationnelle des racines de l'équation (1); on pourra donc l’exprimer rationnellement par les coefficients de cette équation, et comme ces coefficients sont supposés réels, la fonction f sera également réelle, pourvu qu’on attribue à l’indéterminée t des valeurs réelles. Au reste, on peut calculer trèssimplement les coefficients à; ; de la fonction f ramenée à la forme
(3) J = Ÿ Ai, j Ti je i—0 j=0
On a effectivement a+} bi+j li+i
(4) HIT CTI pre COTES
or, si l’on décompose la fraction rationnelle IF (6) F(e) en fractions simples, on trouvera ee pren li+i a pi LH F{4) (e) t— a EAP DS ALERTE
E (t) étant le quotient entier de la division de &+/F(5) par F(t); donc, si l’on désigne par F; ;(t) le reste de cette division, on aura
F;, ( t) a+} bi+j ati
F{c) DE NET Te Grer:
et, par suite,
i=m—AÀ j=m—i
: Désignons par À»_, l’invariant de f; d’après ce qu'on a vu au n° 247, cet invariant sera égal au produit de
ASE
par le carré du déterminant
FRA 0 enr Mie ae opt rl
S. © © « © © © 0 0 € se + «à © e © |
lequel est égal (n° 239) à fa—b)(a—c).,.(a—1)(b—c)...f(x— 1); on a donc
(a da — (a — D4(— ci. (8 — 0, (a=)(o ie (he) ?
(6) ni —
ce qui montre que l’invariant de f ne sera jamais nul si l'équation proposée n’a pas de racines égales.
On peut encore tirer l’expression de A,,_, d’une autre considération qui fournit en même temps l’invariant
np
de la fonction à laquelle se réduit J, quand on y suppose nulles lesu—1 variables
mis m9 1. Tm—p+1°
La fonction dont il s’agit sera donnée par la formule (3), si l’on suppose que les indices i et j ne varient que de zéro à m—w; la formule (4) donnera les coefficients a;,;, et, comme elle peut s’écrire A bi Li
+ bi pra
a : . — qi ‘M PRE 7, te: er
linvariant À,,_, sera égal (n° 244) à la somme des produits obtenus en multipliant l’un par l’autre les déterminants formés respectivement avec M2—j4 + I COlonnes verticales des tableaux dont les lignes horizontales sont représentées généialement par
ai, ON EUTI et
. | EMA OQULIX at bob —"1t js
chacun des indices ? et j ayant les valeurs o, 1, 2, m — 1. Si l’on suppose que ies racines
GSDIER EU Eh
soient au nombre de m— y +1, le premier des déterminants dont il s’agit sera égal à
E{(a—bj(a—c) ….(a— 4) (b—ec)...(b— 2) (gt
et le second sera égal au quotient de la même expression
par (a—t)(b—t)...(4—0);
on aura donc
(a — b) HEsyr D /1 ..(g— Ah}?
(7) an Ÿ Er ENT ( (£ Le
Ut
le signe Ÿ se rapportant à toutes les combinaisons Lcd
m— pu + 1 à m—yu+1 des m racines a, b, c, …., L. Enfin, si l’on suppose que toutes les variables de fs’an-
nulent à l'exception de x,, et qu’on désigne par A, le
coefficient du carré de la variable restante, on aura
(8) Ao =Y ——.
La fonction f'étant réelle, elle peut être ramenée, comme
nous l’avons vu, par une substitution réelle, à la forme
A A AS DER CL CRREX AP + Xi.
F A0 A; m—2 260. Cela posé, nous démontrerons, d’après M. Hermite, le théorème suivant :
Tuéorime. — Ætant donnée l'équation F(z) = 0 du degré m, à coefficients réels et dont les racines supposées inégales sont a, b, c, ..., L, soit la fonction homo-
gène réelle
re ro Ha Æ de +. Han pre + EN le a — ;
Gr) “ce ANA = (ro + bas + br HA rires) M ere mule tete miv 6 los ea tele ei Sera ue . + (ro + das + Pan ee Pam
des m variables xo, x, ..…., Xm_, et dans laquelle t designe une indéterminée réelle; si, par une substitution réelle, on ramène la fonction f à une somme de carrés de fonctions linéaires réelles, le nombre des carrés affectés de coefficients positifs sera égal au nombre des couples de racines imaginaires de l'équation F(z:)= 0, augmenté du nombre des racines réelles supérieures à t.
D'après ce qu’on a vu au n° 259, l’invariant de la fonction f n’est pas nul, et si l’on désigne par X5, X4, .…, X»_1 m nouvelles variables, les équations
6 Se ax; Fr GE RG ET 1 Es Lm—A1 — D, v+ (2) | T9 ue bx; + b?zx;, D CS AC DE — X4, { 20 Elri le Hs UP ER,
pourront être résolues par rapport aux variables x; en substituant ces valeurs, l'expression de f deviendra
(3) f=—— x + —— Xi Fe Ki
Si toutes les racines a, b, c, ..., l'sont réelles, la substitution (2) sera également réelle, et l’on voit que, dans la formule (3), le nombre des carrés affectés de coeffcients positifs est précisément égal au nombre des racines qui sont plus grandes que t. D'ailleurs, toute autre substitution, réduisant f à une somme de carrés, donnera le même nombre de coefficients positifs (n° 254); done le théorème énoncé se trouve établi, dans le cas où les racines a, b, ..., [ sont toutes réelles.
S1 les racines a, b, c, ..., Îne sont pas toutes réelles, la substitution (2) ne sera plus réelle, mais il est facile d’en déduire une autre qui le soit; car, supposons que a et b forment un couple de racines imaginaires conju-
SECTION II. — CHAPITRE IV. 901 guées, et que l’on ait a —r(cosa + ÿ—1 sinc), b=—r(cosx — V—1 sin æ ) ; aux indéterminées X, et X, substituons-en deux autres Yo, YA telles que Xo—=Yo+ Yi ÿ—1, NA = Vi
Il est évident que les deux premières des équations e) seront équivalentes aux deux suivantes :
Lo+ rt COSa + 7? COS 20 +... +7 lire cOS(m—1)x— Y,,
rt sina+rrsin2a+...+r "le, _sin(m—1)e«—Y;, lesquelles ne renferment que des quantités réelles. On opérera de la même manière pour chaque couple de ra-
cines imaginaires, et 1l est évident que la substitution (2) deviendra réelle par le simple changement de X,, X,, …, en Vi, ver, ne = Yr, (ve tone
Les deux racines imaginaires conjuguées a et b donneront dans f la partie
ANNEE (Yo —Y:ÿ— 1);
DENT
l’indéterminée t étant réelle, posons
= _ ; — pb (cos® +yÿ—1sm#), FRE —p(cosy—Y—1sine),
la partie de f que nous considérons deviendra LE MEANS ya ren
p COST PV sm” D HE À Vi "AN g RAR | en + 6 | (cos + V—sinŸ) SES 4 V1) :
ou bien
Co)
2 2 2p (Yocos ? — Y,sin :) — 2e (vsin - + Y, cos? ) »
ce qui montre que, par notre substitution, deux racines imaginaires conjuguées introduisent dans f deux. carrés dont l’un est affecté d’un coefficient positif et l’autre d’un coefficient négatif.
On peut donc conclure que toute substitution réelle qui ramènera f à une somme de carrés de fonctions réelles introduira autant de carrés affectés de coefficlients positifs qu'il y a d’unités dans le nombre des racines imaginaires de l'équation F(z) = o, augmenté du nombre des racines réelles supérieures à 1; ce qui est précisément le théorème énoncé.
CorozLaire. — Si l’on désigne par (t) le nombre total des carrés affectés de coefficients positifs dans la fonction f, lenombre des racines de l’équation F(z)=0 comprises entre deux nombres donnés to et ty > to sera égal à (to) —(t4).
Car, si l’on désigne par N, le nombre des racines supérieures à t,, par N; le nombre de celles qui sont supérieures à £,, et par 21 le nombre des racines imaginaires, on aura, par le théorème précédent,
(AIN TL (a) = No + I, d’où (t)—(4)= No — Ni:
261. Le théorème de Sturm peut être regardé comme un corollaire du précédent théorème. En effet, les quantités À, À, .…, Am_1 étant définies comme au n° 259, la fonction f peut être mise sous la forme
À À Dee ca x Re ER er.
le nombre désigné par (t) exprime donc combien il ya
de quantités positives dans la suite A; an À An
TANT TS SONT LEA RE I A5 A; À
Nous avons donné au n° 259 les expressions des invariants ÀA»_,, et l’on voit, en se reportant à ces expressions et au théorème de M. Sylvester, que si l’on désigne par V; la dérivée du polynôme V = F{£), et par Vo, Vs, ..., V, les restes changés de signe que l’on déduit de V et V,, par l'opération du plus grand commun diviseur, on a A, Vi à Vs: 4: V; PS AL
et Ra nr Ée ) COCO re mem M
7 ? Sen ere NE j 1 Y A, Vi A; Va A V1
donc le nombre (t) exprime aussi combien il y a de quantités négatives dans la suite V, Va V: Vz
sy
VV SNS REG EEN
On conclut de là que le nombre des variations perdues par la suite précédente, quand on passe de 41=t, à t=t, > to, est égal au nombre des racines de l’équation V — 0, qui sont comprises entre {4 et {,, ce qui est précisément le théorème de Sturm. La démonstration nouvelle de ce célèbre théorème est bien remarquable, car on n’y emploie, comme le remarque M. Hermute,
aucune considération de continuité.
262. J'arrive maintenant à la méthode pratique donnée par M. Hermite pour déterminer le nombre représenté par le symbole (t). D'après ce qui précède, il suffira, pour remplir cet objet, de ramener à une somme de carrés, par une substitution réelle quelconque, la fonction désignée par f et que nous savons former.
S. — Alg. sup., L 33
594 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE Soient, comme précédemment, AUDE CECI les m racines de l'équation proposée (1) F(z)= 2" + pirt ip. pr ph = si l’on fait, pour abréger, p(z)= ro +za Her +. Hz ir, ss
l'expression de la fonction f sera
- g'(a) , #(b) g° (4) (2) PP a Par QUE pr Désignons par Xo, X:, ses) DEA
de nouvelles indéterminées, et posons D{z) = Xo + 2X, + z Xe +... Hz IX.
Nous ferons en premier lieu la substitution propre à rendre identique, relativement à l’indéterminée z, l'équation
p(z)=(z—t)2(3) — XhF(2);
en égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de z, on formerait les équations nécessaires pour exprimer les variables x en fonction des variables X. Mais ce calcul ne nous est pas utile, et il suffit de remarquer qu’en remplaçant z par chacune des racines a, b, ..., [, l'équation précédente nous donne
p(a) —(a—t)d{a), p(b)—(b —t)®(b), se: p(1) —(1—1)@(7). La fonction f, définie par l'équation (2), se changera dès lors en une fonction $ des nouvelles variables, et l’on aura
(3) F—(a— rt) &(a)+(0— 6 &(6) +... +(2—+) 21)
Cette première transformation étant effectuée, nous en ferons une seconde, définie par les équations suivantes, OÙ Zo Z4 +. 2m désignent les nouvelles variables :
Mg Zym—1 À Pi 2m + Pa 2m—3s Fees + Pm—1 20
= 2m—e + Pr ms Fe. + Pme 209
Le
Zm—3 2% Pi Zyn—4 tive + Pn—3 20».
Con FO SX TT VE - PC D CC CV SC OL ZA DCS CR ACER CEA PNR NCA) ICE Xyn=2 — 2: + Pi Z0»
>, — Zo:.
Le quotient de F{z) par z — a est évidemment
gm—1 Pi zm—2 + Po a Ar + Prn1 20 + 4 + Pia + Pine 4 + a° Dis ete annee à ere 4 par a”—1 |
et si l’on remplace, dans cette expression, les exposants de z par des indices de même valeur, on obtiendra, d’après les formules (4), le résultat suivant :
X,+aX+aXi+...+an—iX,,_;, c’est-à-dire Ÿ («). D’après cela, on peut écrire
ot) =2E, 6(6= 24
CARE
pourvu que, les divisions ayant été exécutées, on remplace partout 29, 21, 22, ..., 271 Par 20, Z4, ..., Zm_4. Pareillement on pourra écrire FRERE PE"
OP ae
z' étant une indéterminée à laquelle on doit appliquer ce qui vient d'être dit relativement à z, en sorte que, la
division faite, on remplacera toute puissance telle que g'b par z,.
D'après cela, la formule (3) deviendra F(z) F(z FENTE Er) ECS TS
z2--az—a
le signe Ÿ se rapportant aux racines @a, b, ..., L. Dans
cette formule symbolique, le second membre est une fonction entière des variables z et z’; on peut l'écrire de diverses manières, et le résultat définitif sera toujours exact, quand, la fonction ayant été ordonnée par rapport à z et à z', on remplacera les puissances zë, z"/ par
Zi, Zj respectivement. Cela étant, on a successivement
F=FG)EGN — pe
TU I t— 23 t— 2!
=F(2)F z — 2 is a —<.) à SFr PE (S— 2 RTE D — On a d’ailleurs lt — Z +. [| 2 F'(z) D — «à AR 5) Ÿ LEA D à F{:)’
CE 2 0 tr RT | ue Rae:
De en
donc on a définitivement
FRE
expression de laquelle ont disparu les racines a, b, c, .…. Donc, pour avoir le nombre représenté par (4), il sufira de mettre le second membre de l’équation (5), sous
‘la forme d’un polynôme ordonné par rapport aux puis-
cils
sances de z et de 7. On remplacera ensuite chaque puissance zt ou z' par z; et l’on obtiendra la fonction homogène #, qu’on ramènera à une somme de carrés par la méthode connue; le nombre de carrés affectés de coefficients positifs sera précisément (4).
Lorsqu'on veut avoir le nombre des racines de l’équaüon F(z) = 0 comprises entre deux limites £,, t, données numériquement, 1l conviendra le plus souvent, pour obtenir les nombres(t,)et(t,), d'opérer surlesexpressions
dont les coefficients sont tous numériques, et non pas sur l'expression générale qui contient l’indéterminée t.
EXEMPLE. — Supposons qu’on demande le nombre des racines de l’équation
qui sont comprises entre o et 1.
On a, dans ce cas, en faisant abstraction du facteur 3,
CE ml
et cette formule symbolique donne la formule exacte DSP VIRE ERRET EE PERTE ANT + (25 — 25 — 223022 + 4z122).
S1 l’on fait successivement t — 0, t—1, on obtient les deux fonctions homogènes
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Il y a deux carrés affectés de coefficients positifs, dans la première de ces fonctions, tandis qu’il n’y en a aucun dans la seconde; donc l’équation proposée a deux racines comprises entre o et 1.
On doit remarquer aussi que, si l’on donne à t une valeur positive infiniment grande, la fonction $ divisée par t se réduira au polynôme
lequel peut être mis sous la forme
I 2 2 2 — (2 — 22) — 2 Ur 0 FU 4
Comme on n'obtient, dans ce cas, aucun carré affecté de coefficient positif, le nombre des racines supérieures à l'infini, augmenté du nombre des couples de racines imaginaires, se réduit à zéro. On peut donc reconnaître, par ce simple calcul, que l'équation proposée a toutes ses racines réelles,
ne
DÉVELOPPEMENTS RELATIFS À LA THÉORIE DE L'ÉLIMINATION
Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à plusieurs équations,
263. Nous avons exposé dans le Chapitre [*’ une méthode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, pour l'élimination d’une inconnue entre deux équations, et nous en avons déduit pour ce cas particulier la démonstration du théorème de Bézout relatif au degré de l’équation finale. On peut établir ce théorème dans toute sa généralité en suivant la marche indiquée par Poisson dans le XIe Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. Nous commencerons par étendre au cas d’un nombre quelconque d’équations la méthode d’élimination parles fonctions symétriques, précédemment exposée pour le cas de deux équations seulement. Cette extension repose sur la considération des fonctions symétriques des solutions communes à plusieurs équations, fonctions dont nous allons d’abord nous occuper.
Pour éviter les difficultés que peuvent présenter les cas particuliers, nous ne raisonnerons ici que sur des équations générales dont les coefficients demeurent indéterminés.
Cas pe peux ÉQuATroNS. — Soient deux équations
fix r)=0, F(xy)=o,
entre les deux inconnues x et y, et
(als re ….) Les
les systèmes de solutions communes à ces deux équations. On nomme fonction symétrique de ces solutions communes toute fonction qui ne change pas de valeur quand on y permute les groupes (x, y1), (X2Y2), + -., les uns dans les autres; nous considérerons seulement les fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de cette espèce est toujours exprimable rationnellement par les coefficients des équations proposées.
Par un raisonnement tout semblable à celui que nous avons fait au sujet des fonctions symétriques des racines d’une équation à une inconnue, on fera voir que la détermination d’une fonction rationnelle et symétrique des solutions (x,74), (X2Y2), ... se ramène à celle de fonctions symétriques entières, homogènes, et dont les différents termes se déduisent les uns des autres, en changeant les indices des lettres x et y, mais sans changer leurs exposants. Les fonctions symétriques auxquelles on est ainsi ramené seront dites sémples ou du premier ordre, doubles ou du deuxième ordre, etc., suivant que chacun de leurs termes contiendra les lettres d’un, de deux, etc., groupes (xyY1), (XaYa), .... La forme cénérale des fonctions simples sera
DRE 2 DE PRET Xi + ay: te €) n°
P où q pouvant être nul. Nous représenterons une pa-
reille fonction par Ÿ æ° 71. La forme des fonctions doubles sera
WIR g' P,.9 DA 4 DRE GE + ZT AP Yi + :
1) 3%a Je Lada tirs (CR
SECTION II. — CHAPITRE V. Got
nous la représenterons par Ÿ F1 2h el dinsi dé Le PS suite.
Voici la méthode donnée par Poisson pour calculer la
. + eo, ) fonction simple Ÿ CAE ÿS
Désignons par £ une nouvelle variable, par & une indéterminée, et posons
tn LA EOU rt —x7y;
en substituant cette valeur de x dans les équations proposées, celles-ci deviennent
flt—ay;7y)=0, F{t—ay,7)—=0, et, en éliminant y, on a une équation finale en £,
gr a) =,
qui contient dans ses différents termes l’indéterminée «. Cette équation en £ a pour racines
M HAVis La HAVa ce, En + AŸns
et elle est, par conséquent, du degré nr. D'ailleurs, la somme des puissances semblables de degré u des racines de l'équation en t peut s'exprimer rationnellement (n° 171) par les coefficients de cette équation, c’està-dire en fonction de « et des coefficients des équations proposées. On aura donc
(æ: —- ay } + (a —- aVa) +. + + (zy + aYn )* A, +A,au+ Asu+ ..,
formule où A4, AÀ,, ... désignent des quantités connues et exprimées rationnellement par les coefficients des équations proposées. Cette équation ayant lieu quel que soit «, les coeflicients des mêmes puissances de «
% - . - , LÉ e s = # - « LC).
doivent être égaux dans les deux membres, et il en résulte cette suite d’égalités :
pe
2 Ha +. ..+a hr
1 Re LE 14 = (+ PE me Ya 2 EP NS
qui feront connaître les fonctions simples JE de degré p + g =.
Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., peut être exécuté de la même manière que dans le cas des fonctions symétriques ordinaires. Par exemple, pour avoir la fonc-
tion double Ÿ x yTxl y; on multipliera ensemble les
deux fonctions simples Ÿ Re a art : le produit
. . ! L se composera de la fonction simple Ÿ rer SÉAROUENE
la fonction double qu’on veut trouver. On aura donc
D P,,9 .P ED P D p' D) p+p',9+q".
CURE A er li Ji Æ J' Æ Ji
Seulement il ne faudrait prendre que la moitié de cette valeur, si l’on avait à la fois p = p, g'= gq.
Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une manière analogue.
Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l’avions annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à deux équations peuvent s’exprimer rationnellement par les coeflicients de ces équa-
Dire,» .
tions, et l’on voit que leur détermination exige seulement l'élimination d’une inconnue entre deux équations.
265. Cas D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ÉQUATIONS. — La même méthode s'applique à un nombre quelconque d'équations. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trois équations à trois inconnues
DT 4) 0, He 70: pi2, 0) 2/0, et soient bep, z1)s (æ2, Ja Z2 ) ….s (res Zn)
les systèmes de solutions communes à ces trois équations. Conservant la classification que nous avons adoptée des diverses fonctions symétriques, la forme générale des fonctions simples sera
LT EPS podeor phare Ti 2 Din AUS mL z, Horn, 3
celle des fonctions doubles sera
DT OR De dt. €, TL, Vi ml Vo 29 Tres et ainsi de suite. Et c’est à la détermination des premières que se ramène celle de toute fonction symétrique et rationnelle.
Désignant par t une nouvelle variable, par & ct 6
deux indéterminées, nous poserons
l— XP ay +62, : d'où zx —:1t
ay — 62
Âyant substitué cette valeur de x dans les équations proposées, nous éliminerons y et z; nous obtiendrons ainsi une équation finale en t,
ÿ(e, Fa GPO
contenant les indéterminées æ et 6, et dont les racines seront
A 1 22 T; te aYi — 0Z:, Lo + AVa + 62e, .…., nt (e 24] n — 02
La somme des puissances uitm®% de ces racines pourra s'exprimer rationnellement par les coefficients de l’équation en t, c’est-à-dire en fonction des indéterminées x et 6 el des coefficients des équations proposées. On aura ainsi une équation de la forme
> (as +ays + Sn j=Y A y,r 7.67,
où le coefficient À, , désigne généralement une quantité connue. Le signe sommatoire 2 du premier membre s'étend aux 7 racines de l'équation en £, celui du second membre à toutes les valeurs de g et de r, telles que
JET OULENU
En posant p —u—4—7r, et égalant les coefficients de «4 6" dans les deux membres, on aura
D 210 CU hr dr | (U:24 p})( NE .q) (1 jte D z, — À y,r3
c'est la formule qui fera connaître les fonctions simples.
Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on procédera comme dans le cas des deux équations. La forme du calcul est la même, et l’on voit qu’en général les fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à plusieurs équations s’exprimeront toujours rationnellement par les coefficients de ces équations.
IL faut remarquer que la détermination des fonctions symétriques des solutions communes à trois équations exige l'élimination de deux inconnues entre trois équations, et généralement la détermination des fonctions
M détecte it este à tftes À pu. sé bé
hs. le Zn, ds mt re ph de
symétriques des solutions communes à # équations exige l'élimination de À — r inconnues entre k équations.
Extension de la méthode d'élimination par les fonctions symétriques, au cas d'un nombre quelconque d'équations.
266. La méthode que nous allons exposer, d’après Poisson, donne le moyen d'éliminer À — 1 inconnues entre # équations, lorsqu'on sait éliminer # — 2 inconnues entre À — 1 équations, et, par conséquent, cette méthode ramène tous les cas, en dernière analyse, à l’élimination d’une inconnue entre deux équations.
Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équaüons seulement, entre quatre ou un plus grand nombre d'inconnues ; mais on verra sans peine que notre raisonnement est général et qu'il s’appliquerait sans modifieation au cas d’un nombre quelconque d'équations.
Soient donc les quatre équations
PEL HAT oU 0 Fr =" O, s 7 ee BC, ete
TL, Vs 2 U,
entre quatre ou un . ee nombre d’inconnues +, y, z,u, .., etproposons-nous d'éliminer trois inconnues, x, Y, 3 par exemple, entre ces équations.
Considérons en particulier les trois premières des équations (1),
NAN Y, Z, U, + PRES Ars en oh DANS IANUL cu oeries
et, en regardant x, y, z comme fonction des autres va-
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les 7 systèmes de solutions communes aux équations (2).
Cela posé, remplaçons (x, y, z), dans la quatrième des équations (1), successivement par chacun de ces n systèmes, et désignons par V le produit des résultats ainsi obtenus, en sorte qu’on ait
(3) V—=d{zi, Yi 214,2.) DTe, Vars LOT Mn 2e ls l'équation (4) V—o
sera l'équation finale résultant de l'élimination de x, y et z entre les équations (1), car cette équation (4) exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (1) admettent un système (x, y, z) de solutions communes. D'ailleurs V est une fonction symétrique et entière des solutions communes aux équations (2); on pourra donc l’exprimer rationnellement par les quanütés indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équauons (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, par t une nouvelle variable, par « et 6 deux paramètres indéterminés, nous poserons
t—r+ay +62, doù x—t—xy—63;
en substituant cette valeur de x dans les équations (2), on aura les trois suivantes :
f(t— ay —6z,7,2, u,..) Cor} Fi£— oy — 62, y,2,u, )
O, 0, RUE Vu |,
plf— ay —62,7,z,u
entre lesquelles il faudra éliminer y etz. C’est donc à l'élimination de deux inconnues entre trois équations
que nous ramenons l'élimination de trois inconnues entre quatre équations. L’équation finale en £ qui résulte de l'élimination de y et de z entre les équations (5) aura pour racines
Xi + aY1 +62, La + A Ye + 629 .., Tn FEYn+O%n,
et son degré sera égal à 7. Supposons cette équation formée, et ordonnons-la par rapport à t; elle sera
(6) EE pi LE pa + + pr lt + Pr =0,
Pis Pas --. étant des fonctions rationnelles de u, ..., qui contiennent aussi les paramètres & et 6. Cette équation (6) servira, comme nous l’avons vu précédemment, à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions communes aux équations (2), dont l'expression de V est composée, et le problème sera enfin résolu.
Cette méthode conduit, dans les applications, à des calculs d’une longueur rebutante; mais nous allons en conclure aisément une démonstration nouvelle du théorème de Bézout, relatif au degré de l’équation finale, ce qui est l’objet principal que nous avions en vue.
Théorème de Bézout sur le degré de l’équation finale.
267. D’après ce qui précède, nr étant le nombre des solutions communes (x, y, z) aux équations (2), on obtiendra une équation finale du même degré 7 en éliminant deux inconnues quelconques entre les équations (2). Cela est d’ailleurs évident à priori, car, à cause de la généralité que nous supposons aux équations, tout est semblable par rapport à x, y, z, u, .... Toutefois, il est important de faire cette remarque, parce que le contraire pourrait avoir lieu si l’on attribuait aux coefficients des valeurs particulières.
Lemme, — S: n désigne le degré de l'équation finale qui résulte de l'élimination de deux inconnues entre les trois premières des équations (1) et m le degré de la quatrième équation (1), le degré de l'équation finale résultant de l'élimination de trois inconnues entre les quatre équations (1) est au plus égal à mn.
L'équation (6), qui résulte de l'élimination de y et z entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients Pi, Pa, --. sont des fonctions entières de u, ..., dont la première est au plus du premier degré, la deuxième du deuxième degré, etc. Cela posé, la somme des puissances semblables de degré u des racines de l’équation (6),
c'est-à-dire Ÿ (X1 + ay + 67, )", peut s'exprimer sous
forme entière, en fonction des coefficients ps, pa, ..., par une formule qui est au plus du degré p par rapport à u, ...;, donc une fonction symétrique simple, telle que D z', de degré p+ q +71 —=u, s’exprimera par une formule qui sera elle-même au plus de cedegré u, par rapport à u, .... Îl résulte de là, et du mode général suivant lequel les fonctions symétriques et entières les plus compliquées se forment à l’aide des fonctions simples, que toute fonction symétrique et entière du degré y des solutions communes (x, ÿ1, 1), .-.., aux équations (2), s’exprimera par une formule entière qui sera au plus du degré p par rapport à u, .... Or chacun des termes de l’expression de V, donnée par l’équauon (3), est le produit de puissances de u, ..., dont les exposants ont une somme mn — y inférieure à mn, par une fonction symétrique et entière de degré pu des solutions communes (%4, V1, Z1), --., aux équations (2). Donc, enfin, chacune de ces parties de V s’exprimera par une formule qui sera au plus du degré mn par rapport
Le‘ Totoh à age y Te NS ES (ESS NE 2
à u, ..., et, par suite, l'équation V = o sera au plus du aegré Inn.
On pourrait faire à la démonstration précédente l’ob. jection que voici : Le raisonnement suppose que les coefficients ps, P2, ..., sont entiers par rapport aux variables u, ..., ou, en d’autres termes, que l’équaon (6), qui est du degré 7 par rapport à chacune des variables £, u, ..., est de ce même degré par rapport à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évident, quoique les équations (1) ou (5) soient supposées chacune la plus générale de son degré. Voici, ce me semble, la manière la plus simple de lever cette objection. Si quelques-uns des coefficients p,, ps, ... étaient fractionnaires, quelques-unes des racines £{ de l’équation (6) deviendraientinfinies pour certaines valeurs finies des variables u, .... Or je dis que cela ne peut avoir lieu, tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équations (2) ou (5), et il suffit évidemment, pour justifier cette assertion, de citer un cas où cela ne soit pas. Supposons qu’on donne aux coefficients des équations (5) des valeurs telles, que chacune, restant du même degré, se décompose en facteurs linéaires de la forme
t+ay+bz+cu+,..+l,;
on pourra exprimer chacune des racines { de l'équation finale relative à ces équations particulières, en fonction deu, .…, par les formules qui servent à la résolution des équations du premier degré; et ces valeurs de £, étant évidemment de la forme de gu+...+f, ne pourront devenir infinies pour des valeurs finies de u, ....
On déduit aisément du lemme qui précède la démonstration du théorème de Bézout.
Taéorime. — Le degré de l'équation finale qui r'e- S. — Al, sum, V 20
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sulte de l'élimination de k — 1 inconnues entre k équations est égal au produit des degrés de ces équations.
Soient, en effet, Mi, Mo, Ma, .…. M}
les degrés des Æ équations. Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimination d'une inconnue entre les deux premières sera égal à m, m,, ainsi que nous l’avons établi au n° 186 : donc, d’après le lemme qui précède, si l’on élimine deux inconnues entre les trois premières équations, le degré de l’équation finale sera au plus 4 Mo X M3, OÙ My Mo M3; de même, si l’on élimine trois inconnues entre les quatre premières, le degré de l'équation finale sera au plus m4, m2 m3; X m; ou my Mams ms. Et l’on voit, en continuant ainsi, que le degré de l’équation finale qui résulte de l’élimination de k — 1 inconnues entre les £ équations sera au plus égal au produit des degrés de ces équations.
On peut ajouter que le degré de l'équation finale sera précisément égal à ce produit, si les équations proposées sont chacune la plus générale de son degré, comme nous l'avons supposé. On s’en assure aisément en considérant un système de Æ équations décomposables chacune en facteurs linéaires, ainsi que nous l’avons déjà fait ES a eh 97 à
Développement d'une fonction algébrique implicite en série ordonnée suivant Les puissances décroissantes
de sa variable.
268. Lesrecherches que je vais exposer ici font partie d'un Mémoire sur l’élimination, publié par Liouville dans le tome VI du Journal de Mathématiques.
SECTION II, — CHAPITRE Ve Gr Soit (1) Mir Tr) = 0mouaM='0o une équation du degré m entre deux variables x eue S1 cette équation est du degré m par rapport à y, elle aura mn racines y, qui seront fonctions de x, et que nous nous proposons de développer suivant les puissances dé-
croissantes de x. En réunissant les termes de même degré, l'équation (1) pourra s’écrire de la manière suivante :
der (2) rt fe (2) + rm fa (2) 4 ne 01
ou, en posant = U, À TL
(3) am f{u)+ ati fu) + x" 2f(u)+...=0o;
fs frs fa +. désignent ici des polynômes dont le premier est du degré m; les autres sont au plus des degrés m—1,m—2,..., respectivement. Dans le cas le plus général, ces polynômes sont précisément des degrés m, Ill, M——2, ....
Les m valeurs de uw fournies par léquation (3) sont des fonctions de x qui, pour x = « , se réduiront aux mn
racines de l'équation
(4) f(a)=0; on pourra donc poser généralement y (5) He tTECUE,
? Li * e s’'annulant avec -: Nous nous bornerons au cas où les ce 4
racines de l’équation (4) sont inégales, et, dans tout ce qui suit, cette hypothèse doit être maintenue. Portons dans l'équation (3) la valeur de u tirée de (5); on aura
(6) zf(a+e)+a mi fi (a + €) + affa + 6) +... 0.
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Développant chaque terme par la formule de Taylor, ayant égard à l'équation (4), et divisant par x”71, il vient
er) fa) +A(e)]
( rc (7) | Sd: x pra) + (ex) fi(&) + fo | +... 0;
faisons maintenant x — © dans cette équation, et désignant par & la limite de ex, il vient
(8) a fa) + A (a) = 0, d’où
Aa a Tr)
Cette valeur de & sera toujours finie, car, par hypothèse, l'équation f (a) — o n’a pas de racines égales.
Puisque ex a pour limite la quantité &/, dont nous venons de trouver la valeur, on pourra poser
CR = DRE D d’où
(10) tr) TX 1:
I à ; e’ S’annulant avec —+ Par suite, la valeur (5) de w devient TL
/ OCE (2 € (11) U—=u+— + —e
C’est la série dans laquelle u se développe, quand on se
borne aux deux premiers termes; S est le reste correspondant.
On peut déterminer la limite du produit ex de la même manière que celle du produit ex. Si, en effet, on porte dans l'équation (7) la valeur de e, tirée de (10), qu'on multiplie ensuite par x, et qu'on ait égard à l'é-
quation (8), il vient (sr) A(e) + - f(x) + af" (œ) + fo a) | + E = 0,
en désignant par E une somme de termes qui s’annulent TRE ii avec —: faisant donc x =, et désignant par æ” la i-
mite de ex, on a Qo) ape) + te) + fe) + At) | = 0
équation qui détermine la valeur de x”.
Connaissant la limite #” du produit ex, on pourra
poser el = nie s”:
d’où
19) LE en ER
: ne Et 3 I e” étant une nouvelle quantité qui s’évanouit avec —+ D'a- FA
près cela, la valeur de (11) de u devient
! ” ai
x w4 (14) DRE (ER ce 5
c’est la série qui exprime la valeur de x quand on se
borne aux trois premiers termes ; ee est le reste corres- T
pondant.
On pourra obtenir ainsi autant de termes que l’on voudra du développement deu, et, comme y=ux, on aura, par suite, autant de termes que l’on voudra du développement de y; on a, en particulier,
| Var 1 ET, Y = 2x + a +6,
(15) | pe
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La deuxième de ces trois formules comprend toute la théorie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée par l'équation (1), où x et y désignent alors des coordonnées rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la droite représentée par l'équation
(16) Y=ar + u,
La différence €’ qui existe entre les coordonnées de la courbe et de l’asymptote est généralement un infiniment
Fe Lee petit du premier ordre, en considérant - lui-même TL
comme un infiniment petit du premier ordre.
La courbe représentée par l'équation (1) admet aussi pour asymptote l’hyperbole que représente l'équation
(17) J=ar+a +;
- L] ’ £ mais dans ce cas la différence — desordonnées des deux Ÿ À
courbes est un infiniment petit du deuxième ordre au moins. La courbe (17) pourrait être appelée asymptote du deuxième ordre de la courbe proposée; et, comme on peut pousser aussi loin que l’on veutle développement de y en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x, 1l en résulte une infinité de courbes des degrés respectifs 3, 4, ..., et qui auront, avec la courbe proposée, un asymptotisme de plus en plus intime.
On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d’insister sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si l'équation
AGE
avait des racines égales, contrairement à l’hypothèse que nous avons faite.
Formation de l'équation finale qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre deux équations à deux inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de Bézout. Somme des racines de l'équation finale.
269. La méthode que nous venons d'exposer permet de former autant de termes que l’on veut de l’équation finale qui résulte de l’élimination d’une inconnue entre deux équations. Soient les deux équations générales
Mia 0 û LA EONEE RUE 0 des degrés m et n respectivement; en réunissant les
termes de même degré, on pourra les écrire de la manière suivante :
am f (2) A Cd (2) LS (2) +..,—=0,
x" r(2) + ati F, (2) ue xt—2 F, (2) roi 0.
2e VE TZ
3 Îis fa; --. sont des polynômes respectivement des degrés m,m—1,m—,...; F,F,,K:, ..., des polynômes des degrés n, n—1,n—9,....
Soient Yy, 25 +. Ym les valeurs de y tirées de la première des équations (1); portons-les dans le premier membre de la seconde, et désignons par V le produit des résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait
(3) MEN Dan Tale IN (ee Frs l’équation finale qui résulte de l'élimination de y sera V = o.
On calculera aisément la fonction V, en développant en série, suivant les puissances décroissantes de x, chacun
de ses facteurs, dont l'expression générale est N (x, y).
Je dis même que, si l’on ne veut connaître que le premier
terme de V, il suffit de borner les séries dont nous par-
u lons à leur premier terme; que, si l’on ne veut que les deux premiers termes de V, il suffit de connaître les deux :
premiers termes des séries, et ainsi de suite. Supposons, par exemple, qu’on ne veuille connaître
que le premier terme de V; on a, en faisant comme pré-
cédemment u — LE À 4e
N LA Jr) Ci US + Fu) +. .… Posons aussi, comme plus haut, Ua + 6;
, . # . ] L2 € étant une quantité qui s’annule avec —, et x une racine Es #4
quelconque de l'équation
on aura
ou (4) N(x,Y)=2"Fie)cti?r,
Se Sécu 1 R E désignant une quantité qui s’annule avec -+ D’après DA
cela, en représentant par
CAT XD » ..., X mn.
SECTION II. — CHAPITRE V. 619 les m valeurs de >, on aura
KR EN 2" F(a) + x"'Es, Ni Ye) sg te (æ) + x'E,,
E,, E, ..., E, désignant des quantités qui s’évanouissent 1 pe , . . , D] 9 LL
avec —: S1 l’on multiplie ces équations et que l’on ait TL
égard à l'équation (3), il viendra
loù M'A SPAS HE Etant c'ONE,
AA AT I H désignant une quantité qui s’annule avec —q q
Le premier terme de V est donc cle) Eee RE) ;
on pourra l’exprimer en fonction rationnelle des coefficients de F et f, puisque F(x;) F(æ>)...F(«») est une
fonction symétrique et entière des racines de l'équation ele 0.
Il suit de là que l'équation finale qui résulte de l’élimination de y entre les équations (1) et (2) est d’un degré égal au produit des degrés de ces équations.
Remarque. — Si les coefficients des équations (r) ont des valeurs déterminées, et que ces équations contiennent la plus haute puissance de y, l'équation finale résultant de l’élimination de y sera toujours V —o, et l’on voit que le degré de cette équation finale sera encore égal au produit des degrés des équations proposées, à moins que les équations
n'aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas ce degré s’abaissera nécessairement.
270. Pour avoir les deux premiers termes de l’équation finale V — 0, il faut connaître les deux premiers termes du développement de N{x, y) en série. Pour cela, dans l'équation
Nfr = at El) Het RG EEE
nous poserons / /
(64 € UNIS EEE TX TL n , Û Ar . CE . ï s désignant toujours une quantité qui s’évanouit avec —- 7” 4 une racine de loto; et 4 une quantité que nous avons calculée, et qui est déterminée par l'équation a f'(a)+ fi (x) =0; on aura alors N(x, J) LAN TE rie F'{a) + FE, (æ)] + ACTE,
+É de AT I E désignant une quantité qui s’annule avec —- Cette forg q q
mule donne le développement de N{x, y), bornée aux deux premiers termes; en y remplaçant & par chacune de ses m valeurs, on aura
Nr, Pi) = rt Fo) Hi [os F'(o) + File) PrratEs Ni, J2) —x"F (a) LS AR AR F'{œ3) ne F, (æ2)] +araiEs,
Dans ces équations, E,, E:, ... sont des quantités qui
2 S I ! U s’évanouissent avec -» et æ&,, æ,, ... sont les valeurs TI
Er
de &’ qui correspondent aux valeurs &,, &+, ... de «. Multipliant toutes ces équations et désignant simplement par æ#?71 FH l’ensemble des termes dont le quotient par
axmr—1 s’annule avec —; on aura 4 4
VÉLA PA AA Lu Fa)
Lan (os) E (as)... F(œn) De Lamni fl.
Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infini- A I : PRE ment petite avec —; contient un nombre limité de termes, A
et l’on voit que le deuxième terme de V aura pour coef-
ficient HE MR RE (ant) Dee AE
le signe D s'étendant à toutes les racines «x de l'équation FÉNCAIENE
D'après cela, si l'on désigne par Ÿ la somme desracines
de l'équation finale en x, on aura
RANCE a Es (a) 52 SSUOEANS
és
ou, en mettant au lieu de a! sa valeur — ae, VAE) VA) De Dee — 2 Flo)
On pourrait calculer ainsi autant de termes que l’on voudrait de l’équation finale V —o, par suite cette équation tout entière : seulement les calculs deviennent de plus en plus compliqués, et nous devons nous borner
à ce qui précède.
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271. Au lieu de porter dans l'équation N — 0 les valeurs de y tirées de M 0, afin d’avoir l'équation finale V= 0, on aurait pu faire l’inverse, porter dans l’équation M — o les valeurs de y tirées de N — 0; mais alors
on aurait eu une autre expression de la somme Ÿx des
racines de l’équation finale, que l’on peut écrire sans faire de nouveaux calculs. Il est évident, en effet, que
l’on aura > rar D ere F'(6 tu De
les sommes du second membre s'étendant à toutes les racines 6 de l'équation
EL6)E
A (a ie]
En égalant entre elles ces deux valeurs de La on obtient
ae STE 1 | F'(a)F
les sommes du ou membre étant relatives aux racines & de f(x)— 0, celles du second aux racines 6 de F(6)— 0. Dans cette formule, qui exprime un théorème d'Analyse, f et F désignent des polynômes quelconques, qui n’ont pas de racines égales, n1 de racines communes; J1 etF, désignent aussi des polynômes quelcenques, mais
de degrés respectivement moindres que f'et F. Supposons que le polynôme F soit égal à fi, et que F,
soit identiquement nul; l’équation précédente se ré-
duit à FRE 1e F (4) te = 2:18)
ou même à
SECTION II. — CHAPITRE V. Gr
puisque chaque terme du second membre est nul, le
signe Ÿ étant relatif aux racines de Hiqie o. Dans
l'équation précédente, le signe Ÿ s'étend aux racines
a de f(x) — 0, et F’ désigne la dérivée d’un polynôme quelconque F de degré inférieur à f'; par conséquent, F’ est un polynôme quelconque de degré inférieur à f”. La formule précédente résulte aussi, comme nous l’avons vu, de celle qui donne la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
Développements, en séries ordonnées suivant les puissances décroissantes de la variable, de plusieurs fonctions algébriques définies par autant d'équalions.
272. L'analyse que nous venons de développer peut être aisément généralisée, et étendue au cas d’un nombre quelconque d'équations.
Soient
(1) Mir she o nN(e :»; 20
deux équations générales des degrés metnrespectivement entre les trois variables x, y, z ; la première x étant considérée comme indépendante, les deux autres y et z en seront des fonctions. En réumissant les termes de même degré, les équations (1) pourront s’écrire de la manière suivante :
mn f(2 La f, (2 =)+...=o SAS 5 #7 (2) | | 14 à MA } Z LA LLE 0ù (2 à Ce HAT One F, (2 a | = 10 CA x x )
ou, en posant _ —\U, : — ÿ, (3) CE DT p}+ at fu, pro LAPS v)+attF{u, p.270;
f et F sont des polynômes des degrés m et n respectivement, entre les variables w et v; f, et F, sont respectivement des degrés m—1 et 2— 1, et ainsi des autres.
En vertu des résultats précédemment obtenus, le nombre des solutions communes (4, ) aux équations (3) est mn, ainsi que le nombre des solutions communes (æ, 6) aux équations
(4) WG EVE 0 EN RS ne
et les mn systèmes de solutions communes des équations (3) se réduiront, pour x —® , aux nn systèmes de solutions communes des équations (4). On pourra donc poser généralement
15 uU—a+E, Pr—6+n,
A ru , I e et n désignant des quantités qui s’annulentavec -+ Ces
quantités sont d’ailleurs les restes des séries dans lesquelles w ets se développent quand on borne ces séries à leur premier terme. Pour calculer les limites des produits ex, nx, nous suivrons la même marche qu’au n°268. En portant dans les équations (3) les valeurs de et », urées de(5), etayant égard aux équations (4), on a ne ( of D
= Hans] +Hat if fi(a, 6)+...]+...—=0, 9x 95
OF OF n —— ——— .. n—1 = A ( dx + n Jet ) + x [Filc, 6) A en o,
En divisant ces équations respectivement par 2772001
SECTION II. — CHAPITRE V. 623 xæ"71, faisant ensuite x — , et posant
a liner 6 = mie
on obtient bts HETEC (6) OF oF | +6 — +F, —0o;:
d'A RME.
d’où l’on ire les valeurs suivantes de w/ et 6! :
Fr, % 0F
ea Fi Je 08
Me OF No ol F OF ?
da # 95 dx
: Of
Pre
AE sata : RE Of ji Of OF Ja 08 dédx
. En désignant par e” et! de nouvelles quantités infiniment etites avec —; on pourra poser P ps P E rx tte", 127 —=6 +, et, par suite,
(e4 € n A —a+-+—-)s v—6G<+ — + —; TC TC œ ‘a
on
on aura ainsi les deux premiers termes des séries dans lesquelles uw et », ou y et z, peuvent se développer, et l’on voit aisément qu'on pourra, de la même manière, obtenir les termes suivants.
Cette méthode s'applique, quel que soit um, au cas de u — 1 équalions entre p variables, pourvu qu’on écarte, comme nous l'avons fait jusqu’ici, en raisonnant sur des équations générales, quelques cas particuliers qui peuvent se présenter,
Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimination de deux, trois, etc., inconnues entre trois, quatre, elc., équations. Nouvelle démonstration du théorème de Bézout. Somme des racines de l’équation finale.
273. On peut, par l'analyse précédente, former autant de termes que l’on veut de l’équation finale qui résulte de l'élimination de deux, trois, etc., inconnues entre trois, quatre, etc., équations.
Soient, par exemple, les trois équations générales
Go M Er, ie) = ON EN) = 0 RP ee
des degrés m, n, p respectivement, entre trois inconnues x, Y, z; en réunissant les termes de même degré, ces équations seront
\ z a" f S ) AE HTRRITE, (r, :) au nn Re l | LT X TX
er (2 }+air, ( =) +0, HF Up WE
AQU CV MOET XP e :) + zP—to (2, 2 HIER TL TL va TX
f, Fet 9 sont des polynômes des degrés m, n, p respectivement, par rapport aux deux variables qu'ils renferment; f1, F1, 91 sont respectivement des degrés m—1, n—1, p—1, et ainsi de suite.
CRE
Désignons par
(Y1 2): Lys Ze), nne1e/s ÉErr 2e)
les mn systèmes de solutions communes aux deux premières des équations (1), et posons
V 1, (æ, PAT z1) 12. (æ Ja z2) GR P{, J'inn) nai
l'équation finale résultant de l’élimination de > et z entre les équations (1) sera
NE
et c’est cette équation qu'il s’agit de calculer. On y parviendra en développant en série chacun des facteurs P(x,y, z) de V, etil suffira de connaître autant de termes du développementde P qu’on en veut avoir dans V. Nous nous bornerons 1c1, comme nous l’avons fait dans le cas de deux équations, à calculer les deux premiers termes de V, ce qui suffit pour connaître le degré et la somme des racines de léquation finale.
On a, en faisant, comme précédemment, ? EN Etes
8 | ta
P(x,y,z)—=zxro{u,v)+zxP-teilu,v)+..., et, si l’on pose u—a+e, v—6+ nn,
il vient Pire z) — aPy(x, 6)+xPE,
E s’annulant avec —; ainsi que € et n. En mettant dans
l'équation précédente, à la place de x et y, leurs mn valeurs, 1l vient
P(x, Ji a)=2/q(e, 6) +? Ei, P{r, Ye, 2) = rPo{us, 62) + x? Es,
AUS RAS Le lee jolacel ee ;n1.8) Fan € 0. + © $
Le (æ, Ymn Bnn = Ho lin: Gin) + 4e ET SE E,,E»,..…., Enn étant des quantités infiniment petites avec I ANUS ; ;
-. Enfin, en multipliant toutes ces équations, on a la Ur 4
valeur suivante de V:
— Inn RE) Er Mo mnp TJ Mare g (æ, 91 } P(X2 GEAR Ja; er 6hn) Du ME AN
S.— Alg, sup., à. 4o
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\ Là _ > Là 2 = I où H désigne une quantité qui s annule avec —. Le pre-
mier terme de V est donc
LD 0er: 6:). E P(&mn Gale
Il suit de là que le degré de l’équation finale qui résulte de l'élimination de y et z entre les trois équations (1) est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui fournit une nouvelle démonstration du théorème de Bézout.
Si l’on veut obtenirles deux premiers termes de l’équaüon finale V = 0, il est nécessaire de calculer les deux premiers termes du développement de P(x,7, z) en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour cela, dans l’équation
P(x 7, 2) pou Ne) Rare ET NES
nous poserons
œ € LR PA A 6 É P—6G + — + —-) T TL
e! et désignant toujours des quantités qui s’évanouissent I ! / La , 2 2 Q 1 , avec —: æ« et 6’ des quantités déterminées par les équa-
tions
FO AA data Vos
,0F , dF PALANT
œ + fi =0,
La valeur de P{x, y, z) pourra alors s’écrire de la manière suivante :
DRE) = rRo Ne |
AA ER 0 AE + x? LE si ee vlc, 5) |+ar 1E,
SECTION II. — CHAPITRE V. 627 A . , . I en désignant par E une quantité qui s’annule avec —: on Er} aura donc ACT J'1 NES pla, 61)
0) ; + xP—1 E . +6, F + 9: (œ, | APR,
PE Pmnr mn) =" (arm êmn)
Ô 10 FE aire Es Fra On je (mm nr) | SE TA D > Xmn mn
, 0 . , 0 Dansces équations nous avons mis, pourabréger, Ain Dee
Da, 6 ' ! | ABLE à la place de Fate RE ANA AC désignent les &
valeurs de # qui correspondent aux valeurs &,, œ», ... de «; enfin, E,, E, ... sont des quantités infiniment
I HT petites avec —: En multipliant toutes ces équations, on TL
aura la valeur suivante de V:
Ne xaer p(œ, 61) p(&s, 62) AR, p(&mn Cr)
A d. AE à + gif, 6) + xnnp—1 pla, 61)... DA mn) ù p(z, 6)
"it annp—1 H, « | pe: > , S 9 I 1 où H désigne une quantité qui s annule avec —; et où le à n , 1 signe s'étend à toutes les solutions communes (x, 6) des deux équations
OP NA
En remplaçant, dans cette formule, a! et 6° par leurs
valeurs écrites plus haut, et en faisant, pour abréger,
RU 0 J ÔF AR Autor 08 qe _.0p0f df de
Ba GE Sue Of0F OdFof GRR SES AE dr
on aura cette expression
\ si (e 5) = AE 6) + F,(x, 6) B(«,6) CE — EE
vs px, ga, 6) (æ, 6) C(«, 6)
où les sommes du second membre sont relatives à tous les
systèmes de solutions communes aux deux équations
JAM T0 der Un Fais
Le calcul des deux premiers termes de l'équation finale, qui résulterait de l'élimination de u— 1 inconnues entre m équations, n'offrira pas plus de difficulté, quel que soit p, que dans les deux cas particuliers qui ont été développés ; la marche à suivre est toujours la même, et l’on peut considérer comme générale la nouvelle démonstration que nous avons donnée du théorème de Bézout pour les cas de deux et de trois équations
Démonstration d’une formule de Jacobit.
274. Pour obtenir l'équation finale V — 0, nous avons porté, dans la troisième des équations données, les valeurs
de y et de z, tirées des deux premières ; mais On aurait pu opérer de deux autres manières différentes : par exemple, en portant dans la première équation les valeurs de y et de z, tirées des deux dernières, on aurait obtenu une
expression différente de ÿ x, qui peut évidemment être
tirée de celle déjà trouvée, en changeant l’une en l’autre
M Hietgi 2 0n adonc
Ÿ a De à) -Vitr 8) B (y; 9) + (y; 9) (7: 9), JV FAT: 20)
mais ici les sommes qui figurent dans le second membre
sont relatives aux solutions communes des équations
F(+, DE 0, el: Di 0;
Egalons les deux valeurs trouvées pour Ÿ x, et suppo-
sons que les polynômes F, et f, soient identiquement nuls; on aura
DEEE pily: 2) C(y. d)
pla, 6) Zfly 2)A(7, 8)
en se rappelant que le signe \ s'étend, dans le premier cmd
membre, aux solutions communes de f(x, 6) —0 F(2, 6)— 0, et, dans le second membre, aux solutions communes de F(7,d)=— 0, o(y, d)— 0. On peut, dans cette formule, considérer les polynômes f, F eto comme absolument arbitraires; et, quant au polynôme 0:, il n’est assujetti, par notre analyse, qu’à la seule condition être d’un degré inférieur à celui de 9. Supposons
pla, 8) —C{x, 6);
la somme du second membre de l'équation précédente
sera alors relative aux solutions communes des deux équalions Fr, 9)=0, G(y, 8) —o,
et, par conséquent, chacun de ses termes sera identiquement nul. On aura donc
D ére—°
ou PAT) 2 Ares 5 AFOE NO 0e dx 06 da 06
le signe » s'étendant aux solutions communes des deux
équations ha io dEix 620;
Cette formule remarquable, où 9, désigne un polynôme
sale PUR : : 9f 90F OF 0f quelconque de degré inférieur à celui de Je D 0e est l'extension de celle que nous avons démontrée au n° 217 et que nous avons rencontrée de nouveau au n° 271. Elle a été démontrée pour la première fois par Jacobi, et Liouville y a été conduit naturellement, comme nous venons de le faire voir, dans ses recherches
sur l'élimination.
Application de la théorie précedente à une question de Géometrie.
975. Liouville a déduit des résultats qui précèdent la démonstration d’un théorème curieux de Géométrie que nous allons présenter 1C1 :
TuéoriMmEe. — S1 l’on mène à une courbe algébrique la série des tangentes parallèles à une direction donnée,
le centre des moyennes distances des points de contact sera indépendant de cette direction.
Soit MU ET 0 l'équation d’une courbe algébrique; les coordonnées réelles ou imaginaires des points de contact de cette courbe avec les tangentes parallèles à la droite y = ax
seront les solutions communes aux deux équations oM oM (1) MS OR 4 0:
0x ÔY
Si l’on pose > — u, et qu'on représente la courbe par F4
l'équation o(x, u) = 0, les coordonnées x et uw seront les solutions communes aux deux équations
don Na 410 8 1 RTE 2. NARP 5e
Soit donc, conformément aux notations du n° 268,
HERVE EN
D Ne eu) er et Jilad) 1."
fs frs +, désignant des polynômes des degrés m, T—1,...3; ON aura
Ô QUE mat flu) + (m—i)x"2 filu) +..., Ôx : — AC O2 Le A UT AU) has u
et, par suite,
dv a u 9 n—A\ y m— ER + grrr — == Æ Ce ee 2F ere Se UN. a F(u) + x lu)
en faisant, pour abréger, Fiu)=mflu) +{(a—u)f'{u), (2) Fifu)={(m—i)filu)+(a—u)f(u),
Fu), F;(u),... sont des polynômes des degrés m—1, m—2,...; Car, dans F(u) par exemple, les deux termes du degré le plus élevé, qui proviennent de mf{u) et de (a—u) f'(u), se détruisent évidemment; et la même chose a lieu pour F,(u),....
L'équation finale qui résulte de l'élimination de y entre les équations (1) est la même que celle qui résulte de l'élimination de u entre
x f(u) ns am A1 fl (u) és 20, LORIE RS ET RÉEL EEE 0e
Si donc on désigne par Ÿ x la somme des racines de
l'équation finale, on aura (n° 269)
ÿ---prtntl
le signe Ÿ s'étendant dans le second membre aux racines
de l'équation
fa) = 0 et & élant une quantité déterminée par l'équation
a f'(a) +fila) = 0.
Pour avoir l'expression de Ÿ x en fonction des quanél
uités données f, f,, ..., différentions la première de: équations (2); on aura
(8) F{u)=(m—i)f{u)+(a—u) fu) Les équations (2) et (3) donnent ensuite
œ'EÂœ) + Fix) —(m—1)[a f'{x) + filæ)] +(a—a)[e fe) + fi(x)],
nv :
ns L] +»
ou, comme la quantité & f'(a) + f,(x) est nulle, (4) a'F'(a)+ Fifa) —={(a—a)[ax f(x ) + fe TR
On aura aussi, en faisant u — « dans la première des équations (2), et en remarquant que f(æ) est nulle,
Des équations (4) et (d) on tire
aF(a)+ Fe) __ a fa) +fi(e), F(x) J'(a) k
par suite, la valeur de De est
De
et l’on voit qu’elle est ER de a. La somme des distances à l’axe des y des points de contact de notre
courbe avec les tangentes parallèles à la direction donnée
est donc indépendante de cette direction; ce qui dé-
montre le théorème énoncé, car l’axe des y est une droite quelconque située dans le plan.
La démonstration précédente semble en défaut lorsque l'équation f(x) = o a des racines égales; pour montrer que les conclusions sont cependant exactes dans ce cas, on peut employer un raisonnement dont nous avons déjà fait usage. Il suffira de changer infiniment peu les coefficients de f, de manière que f(4)— 0 n'ait plus de racines égales, et de supposer ensuite ces changements nuls : on aura une courbe infiniment peu différente de la proposée, et pour laquelle le théorème aura lieu ; d’où l'on peut conclure qu'ila lieu, à la limite, pour la courbe proposée elle-même.
Le théorème précédent conduit à quelques con
séquences intéressantes. Désignons toujours par à x la
somme des abscisses des points de contact d’une courbe algébrique avec les tangentes qui font l’angle w avec la direction des x positives, et faisons varier w de sa diffé-
rentielle do; comme Ÿ x ne dépend pas de cet angle,
Ÿ do.
Mais, en désignant par ds l’arc infiniment petit qui a pour projection dx, on a dx = ds cosw; par suite,
ds ds COS® — 0, ou — —=0;
du
on aura
; ds puisque cosw et do sont constants, 7 est la valeur du Œu
rayon de courbure p; on aura donc
re
les rayons p étant pris avec un signe convenable ; on aura
dp ; — —=0O ou ——0 do É Ÿ p ;
p' désignant le rayon de courbure de la développée, et
aussi
ainsi de suite.
En outre, si £ et v représentent les coordonnées du centre de courbure correspondant au point (x, y),ona
T—ËE—pSMo, Y= Vv—+pCosw;
donc, en ayant égard aux formules précédentes, on a
De-3e 3-3
encore
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c'est-à-dire que le centre des moyennes distances des points de contact d’une courbe algébrique avec la série des tangentes parallèles à une même direction est le même que le centre des moyennes distances des centres de courbure correspondants.
277. Liouville a également donné dans son Mémoire la démonstration du théorème suivant, qui est analogue au précédent :
Tuéorème. — Si l’on mène à une surface algébrique la série des plans tangents parallèles à deux directions fixes, le centre des moyennes distances des points de contact sera indépendant des deux directions données.
SI
Meyer) 20
est l'équation d’une surface algébrique, les coordonnées des points de contact de cette surface avec les plans tan- _gents parallèles au plan qui a pour équation
z2—=ax + by seront données par les trois équations
ÔM 0M JM, M
PME AT 0 dy ÉS
M—o, I suffit, pour établir le théorème qui vient d’être énoncé, de calculer la somme des racines de l’équation finale qui résulte de l’élimination de deux inconnues entre les trois équations précédentes. En suivant la marche que nous avons tracée, on trouvera que cette somme est indépendante de a et de b. Ce calcul ne présentant aucune difficulté, nous nous dispenserons de le présenter 1c1, et nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre
de conséquences intéressantes que nous ne pourrions développer sans sortir des limites que nous nous sommes imposées.
Sur l’elimination d’une inconnue entre deux équations dont les coefficients ont des valeurs particulières quelconques.
278. Nous avons fait connaître, dans le Chapitre [*, la méthode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, pour former l’équation finale qui résulte de l’élimination d’une inconnue entre deux équations ; nous avons démontré ensuite que le degré de l'équation finale relative à deux équations générales des degrés m et n respectivement est précisément égal à mn, et que, dans aucun cas, ce degré ne peut surpasser le produit des degrés des équations proposées. Nous sommes revenu sur cette question dans le présent Chapitre; mais, à l'égard des équations particulières, nous nous sommes borné encore, comme nous l’avions fait précédemment, à assigner la limite que ne peut dépasser le degré de l'équation finale. Nous allons indiquer ici, d’après M. Minding, un moyen simple de déterminer avec précision le degré de l'équation finale relative à deux équations quelconques données (!).
Cas particulier du développement d'une fonction algebrique implicite en série ordonnée suivant les puissances décroissantes de sa variable,
Soit (1) M{x, y
une équation entre les deux variables x LE Les racines
RE
(*) Une traduction du Mémoire de M. Minding a été publiée dans le tome VI du Journal de Mathématiques pures et appliquées.
y sont des fonctions de x, et, si l'équation est complète, chaque racine, ainsi qu’on l’a vu au n° 268, peut être développée dans une série de la forme
œ PAGE Qi —iR — R.., x x
en sorte que, dans le cas général, les racines y d’une équation à deux variables x et y sont du premier degré par rapport à x(!). Mais il n’en est pas toujours ainsi, lorsque l'équation que l’on considère manque de quelques termes. Nous allons indiquer un procédé pour trouver généralementles degrés des racines y de l’équation(1), et pour former les développements de ces racines en séries ordonnées suivant les puissances décroissantes de x.
En ordonnant l'équation (1)par rapport aux puissances décroissantes de y, nous l’écrirons de la manière sui-
vante :
(2) AY"+ Aya... HALyTR +... +A;y"i+A;,, —o, et nous désignerons par RAR LOUE «so Us Pt les degrés des coefficients COL ONT CR NT TO PRONES PE
qui sont des fonctions entières de x. Cela posé, désignons par r un exposant indéterminé, par u une nouvelle variable, et faisons
= Lex Maux:
(*) On dit qu’une fonction y de x est du degré r, lorsque le quotient
De x , , 1 ; = n’est ni nul ni infini pour æ = co
l'équation (2) devient
(3) Arru LA, air ut, Apr ulR RE... HA; —=O, ou, en divisant par Ax’”,
A, a (r-m,)r sp mat © Li AS amnr JURA RER FU QNRE JON ————— UE + LR ï À
dans cette équation, les degrés relatifs à x des coefficients des termes qui suivent le premier sont respectivement
[oem (RE) TES) . mA).
mnt}; mi
Désignons par p, le plus grand des nombres
bip Be — P MR imp 9 ... =" rat CNE MER) ? ?
MN —= m; È — M y; ÂMES m; m k DR 7A . . .
et supposons que F& TE soit le dernier de ceux qui sont m — My,
égaux à p1. S1 l’on fait r — p,, quelques-uns des nombres (5) seront nuls, mais tous les autres, et en particulier ceux qui suivent le kïè"%, seront négatifs; en sorte que, pour x = ® , l'équation (4) prendra la forme
(6) ul, TE Bu o, ou uk fin) ==0;
les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier d’entre eux Bz étant différent de zéro. Cette équation (6) a myracines nulles, et 7 — m; racines finies et différentes de zéro. Il s'ensuit que, parmi les racines y de l’équation (2),1l yen a mx dont les degrés sont inférieurs à p;, et mm — my dont les degrés sont égaux à 0,. En outre, les premiers termes des séries qui représentent ces dernières
racines sont égaux aux diverses valeurs de «xt, quand on prend successivement pour « chacune des racines de l'équation ofesA Cherchons maintenant les premiers termes des séries qui représentent les mn; racines y de degré inférieur à p,. En divisant l'équation (3) par Axx”#, elle devient Ax(tn-mi)r
ut + + uk +
AgrOnr-mrr 2 Aer “.
À u k + .. —- TE OU HE EN EN O; A% A4 les coefficients des termes qui précèdent u”x ont pour degrés \ 07 Ms (8) PCM j:
| — (My; — my) (Hs eo r) ;
My — My
et ceux des termes qui suivent u/”# ont pour degrés
| (eme) (rt —r); Le:
ae My — My)
ie \ Lx k a D (my — my) (HE sé: r) Mme (e AMIS PLAN |
My, — My! my.
Désignons par g2 le plus grand des nombres
Éd où PE a her (HE db TT | ... Re ee 9 ONCE | Re - N, My — My My — My my, D 4 — Je . . .
et supposons que FFT FE Soit le dernier de ceux qui Mm }; FE m1
sont égaux à p°. Il est aisé de voir que p est plus petit que p,. En effet, on a, par hypothèse, 274 nt bi mn U
= == PE PE E LG m — My, HER my SEE
et l’on en déduit
LL — [2 7; NE : SL Pir 0 OU Pipe pre
Si l’on faitr —p+, les nombres (9) sont nuls ou négatifs, et en particulier tous ceux qui suivent le (4/— k)i°"e sont négatifs. On voit aussi que tous les nombres (8) sont négalifs; car, si g est <7 k, on a, par hypothèse,
nf DEN vs a AE re LÉ ou AVEC x CERTES m — My Pi Piy d’où Mk — Lg Pr — Uy UE os ou CthAEE Aus ree o.
My — My ? Pi My — My pr > D’après cela, si l’on y faitr — p, et x — œ , l’équation (7) prendra la forme
(ro) ux+,.,.+Byu"r—o, où uw filu)—o,
les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier By étant différent de zéro. Cette équation (10) a mx racines nulles et 72; — my, racines finies et différentes de zéro. Il s'ensuit que, parmi les racines y de l'équation (2), 1l y en a mx dont les degrés sont inférieurs à p2, et nm; — my dont les degrés sont égaux à p°. En outre, les premiers termes des séries qui représentent ces dernières racines sont égaux aux valeurs de æx®% quand on prend successivement pour &« chacune des racines de l'équation
ALLER
En continuant ainsi, on déterminera les premiers termes des séries qui représentent les m3, racines de degré inférieur à ps. Ce que nous avons dit suffit évidemment pour établir le théorème suivant : |
TaéoriMe.
£Étant donnée l'équation Cod + A,77 Es pee A; 7"i — A;4: AN
ordonnee par rapport aux puissances décroissantes de y, et dans laquelle les coefficients
À, As A2, cc... Ajys sont des fonctions entières de x ayant respectivement pour degrés
Hs F1» Po; ONE Pi+1
si p, désigne le plus grand des nombres
oo ARDM à Fair Hiti = E D NE rs 9 m — M; m — Mo m
bn
M — IN
soit le dernier de ceux dont la valeur
et que
est p1, l'équation proposée aura m— mx racines de degré p1, et si k est Ti +1, les mx autres racines seront de degré inférieur à p,. Si, en second lieu, p: désigne le plus grand des nombres
PEEroe Pr Mr+e — Ur ; Fit Êk, ————- 4 ———— 3 .…. a ——— My — Mpy; My — My) M }.
ke! RE k C = et que FE FE soit le dernier de ceux dont la valeur 1 mn my
esl Pos l'équation proposée aura Mmx— My T'ACines de degré pe, et st k'est <i+1, les my autres racines seront de degré inférieur à p+. St, en troisième lieu, p3 désigne le plus grand des nombres
Bhtti — UX rte TT Mr Hiti — a ————— + 9) ... ——— m j1 — Myl+s M j-1 — Myl+9 M js LE — Lys s 4 et que M PE soit Le dernier de ceux dont la valeur M y! rs mn
est Ps, l'équation proposée aura my — mr racines, de S., Alg.sup.— 1, 41
degré ps, etsiK est Li+xr, les mar autres racines seront de degré inférieur à p3, et ainsi de suite.
Quand on aura trouvé les premiers termes des séries qui représentent les diverses racines y de l'équation proposée, on obtiendra aisément et de la même manière autant de termes qu’on voudra de ces séries. Considérons, par exemple, une racine dont le premier terme soit æx®, on posera
PEUT AT rt de
1 la proposée n'a qu’une seule racine dont le premier terme soit zx*, la transformée en z n’aura qu’une seule racine de degré inférieur à p, et si la proposée a plusicurs racines ayant xt pour premier terme, la transformée aura un pareil nombre de racines de degré inférieur à p. On trouvera les premiers termes de ces racines de l’équation en z, comme on a trouvé les premiers termes des racines de l’équation en y; on connaîtra ainsi les deux premiers termes des racines de l'équation en y qui ont ax? pour premier terme. Et, en suivant la même marche, on calculera autant de termes que l’on voudra des racines de l'équation en y.
ExempPzE. — Proposons-nous de trouver les degrés des racines y de l'équation
6e, 87%+ (, 6) + (a, 9j (2, ft (a, 3)y+ (er, 4) 0;
nous désignons, avec Bézout, par la notation (x, u) un polynôme en x du degré u.
D'après le théorème que nous venons d'établir, 11 faut d’abord former les nombres
— 2 ES à 2
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dont le maximum est — —; le dernier nombre égal à ce
maximum occupant le RE rang, l'équation pro-
posée a deux racines de degré =. Pour avoir les degrés
des autres racines, il faut ae les nombres
LS »! Fete 9; ES 2 Y dont le maximum est — 3 le seul nombre égal à ce
maximum occupant le troisième rang, l'équation pro-
| Or
posée a trois racines du degré —
Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimination d'une inconnue entre deux équations quelconques à deux inconnues. — Détermination du degré de l'équation finale.
Soient les deux équations
(M (, 7) = Apt As ya +... + A;7 li + A 0, (2) Nr, BYE RB: y" a D Et iii 0,
que nous supposons ordonnées par rapport aux puissances décroissantes de y, et dans lesquelles les coefficients À, #4 q
À,,...,B, B,,... sont des fonctions entières de x. Il s’agit de former l'équation finale qui résulte de l’élimination de y.
Désignons par 74, Ya, ..., ym les racines de l'équation (1) résolue par rapport à ÿ, par #1, May ++; Mn les
racines de l’équation (2), et posons
PME, n1)Mlr, mi): AU ICE Q=N(x, Pi)N(z, Ja. Nas ga)
M Fe ) == AY T1) (T7 — 72): (Y —Ym)s N(x,7) =B(yr—m) (9 — n)...(7 —m); M(x, n1) — Ala—yi)(n — V2). . (mi — Ym)s Mr, n) es A ln: — 1 ](n5 — 2): 0 (Do —Ym)s
M rs RS nn (nn — J1)(nx r Ya). + (An — Ym).
à : P f e 1730 Il suit de là que est égal au produit des différences
qu'on obtient en retranchant chacune des racines 71, V2 ...,7nde chacune des racines n;, fs, ns, : + M3: On trouverait de mème que “ est égal au produit des diftérences qu'on obtient en retranchant chaque racine n de chaque racine y, et, comme le nombre de ces différences
est 7111, On à
re —=(— re RE ou Fos BAPE) PAT QE
Or P est une fonction entière et symétrique des racines de l’équation (2), et ses coefficients sont des fonctions entières des coeflicients de l'équation (1); donc BP est une fonction rationnelle des coeflicients des équations proposées, et qui mème est entière par rapport aux coeflicients de l'équation (1). Pour la mème raison A" Q est une fonction rationnelle des coeflicients des équations proposées et qui est entière par rapport aux coeflicients de l'équation (2). Donc, à cause de l’équation (3), B"P est une fonction entière des cocflicients des équations (1) et (2), et, par suite, elle est une fonction entière de x.
SECTION II. — CHAPITRE V. 645 Nous la désignerons par F{x), et nous allons montrer que
(4) F(x}=o est l'équation finale qui résulte de l'élimination de y entre les équations proposées. En effet, soit « une valeur de x répondant à la question, c'est-à-dire telle, que les équations
DR EN, y) = 0 aient au moins une racine commune; On a nécessaire Tour ea. 0 et, Q —o, et; par suite, F(x)—o: Réciproquement, soit a une racine de PL) 0; à cause de
BP —=(— AURA F(x),
on a nécessairement P —=oetQ = 0 pour x = a, et, par suite, les équations
ND ER ON
ont au moins une racine commune. Cela suppose toutefois que À et B ne soient pas nuls en mème temps, pour x = a; mais il est évident que les équations proposées admettent alors la solution commune x = 4, y — & . Au surplus, on peut exclure ce cas particulier en changeant infiniment peu les coeflicients des polynômes À et B sans changer leurs degrés; d’où il suit que l'équation (4) n'aura Jamais de racine étrangère. Et cette considération permet aussi de voir que, si À et B ont un facteur commun, le polynôme F(x) sera divisible par ce facteur. Lorsque les polynômes À, À,,...,B,B,, ... sont chaeun le plus général possible de son degré, les équations (1) et (2) n’ont pas de solutions multiples et ne peuvent acquérir qu’une seule racine commune y pour chaque ra-
cine de l'équation finale. Mais le contraire peut arriver si les coefficients des polynômes A, A,,..., B,B,, . ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, chaque racine de l'équation finale a le degré de multiplicité convenable; il suffit, pour s’en convaincre, de changer infiniment peu les coefficients des polynômes À, A,, ..., B, B,, ...,et de supposer ensuite ces changements nuls.
Passons maintenant à la détermination du degré de l'équation finale. Pour cela, on cherchera les degrés p;, Poe +, Pn des racines m1, ñ2, ..…, n, de l’équation (2), et l’on en conclura aisément les degrés 14, À, .…., À, des fonctions M(x,ni), M(x, m), ..., M(x,n:). Ces degrés À peuvent être fractionnaires, mais ils ne sont jamais négatifs, parce que le polynôme A;,, est au moins du degré zéro. Enfin, si l’on désigne par » le degré du polynôme B, il est évident que le degré de B*P ou F(x) sera
My + y + + +),
Il peut arriver, dans quelques cas particuliers, qu'il ne suffise pas de déterminer les degrés p4, po, ..., pb, pour connaître À, 2, «.., An, et qu'il soit nécessaire de calculer entièrement un ou plusieurs termes des séries qui représentent les racines n,, n», ..., nn. Mais 1l est évident que ces cas particuliers ne peuvent se présenter que si la série dans laquelle se développe l’une des racines n,,n9, ..., 1» coïncide, dans quelques-uns de ses premiers termes, avec la série dans laquelle se développe l’une des racines
V1» V2. Vm- Soient, pour exemple, les deux équations
où (x, u) désigne, comme plus haut, un polynôme quelconque du degré u.
SECTION II. — CHAPITRE V. 647 Les degrés p;,p2, ps, 01, ps des racines de la seconde équation ont ici pour valeurs
AO 11H
la limite assignée par le théorème de Bézout est 6.13 ou 76.
Lorsqu'on a deux équations entre deux inconnues x et y, il peut arriver que l’équation finale résultant de l'élimination de y ne soit pas du mêine degré que l’équation qui résulte de lélimination de x. Effectivement, l’équation finale en x donne seulement les valeurs finies de x propres à satisfaire aux deux équations proposées, et si l'équation finale en y est d’un degré plus élevé que celle en x, il y a nécessairement quelques racines de l'équation en y qui correspondent à des valeurs infinies ou indéterminées de x. D’après ce qui a été dit précédemment, il sera facile, dans chaque cas, de déterminer
ces valeurs.
FIN DU TOME PREMIER
mo <
44012 Paris. — Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, quai des Augustins, 55,
NE 14 gs
atatdielifrenetaiait je il sf bêge ns ve # DPI mu . F » “ , x Depart _
EN eme Dep PE he 1 A ! L
‘ Buste Great got veus area dt :
N j dr het \ ! ' - ' ,
priori DETURE ° : 4 s dpt 60e v pr ; :
DEL EE IT à Ù J
Per A MER Pt sh MORE UNIVERSITY OF ILLINOIS-URBANA ARE TES MN 512.94SE6C1910 C001 VO SE ANA En PATES COURS D'ALGEBRE SUPERIEURE 6. ED. PARI
PETLEREIETTE Leist hyise Vs
rletétehe
LUE
à w do daruirqie bre » ; , ï sûr ACTE .
she e Mal + : $ y heotetpencieipte {tt (a CE Far pes À ' RPC TE DATENT : < dort CITRON .
, Dax PU TrE DE 4 wir à : à US :
Cr RTE RE TE LT 1" " AY F M n ” . F ARTE CE (sde ur ur “, } : , ‘ Piskils rt NT | d ñ Peru hat: A " DR pts geprut Û k 4 : \ : « tn :
CRT ts POIL ' FA F à ’ je 1 ” ” 44 i HALLE US LE TOTCET ES ES PTT doubs js is ad bles ne $ de pe b » RÉRSTEON IL tige 4 F ve Arret wife VEN hide Debe y, ’ | 4 oi Rept e edrapetenue frobpe pr pelle Bent e DE lle tirs T Lu ! , #4 N û " , ’ Fo j ’ : Meteo lef ‘ pat i Vebi lvl bière , 14 ‘ 4 proue he eie rain ne UE nt Te ne ! ne : g L ë N A , n CIDRE A : CRETE . t * “ tbeiitie RAA TANT ! b » = pu qu | HOMO: lhabpe à « l'as n 1 ON een RL : et » [ k- e L ' à 1 ' À be pet te fe LE ' | à ' :
ve Webi +Vitie € het sat Mopiihé , we { ou che bords de eye nie pe DE Lb NS de Li te k * , e Nibotiet : 6 ‘ CALME TE TEEN CAES PCT ELU ns) “ : : Srfe) à œ à (COTE "EE Sie SAME! ; telieif tits ; : p elles DA D ire CIPAIEE ES 1 2 04 rAheb4)) Dh DER AE Ip ton ing : 5e œuf” w es it pr r + brbelet tele Rene eue k le F ve mnt ites H ue | A RAM . LUMELU Mise Ù *) : ' : mg iet à ons 54 CROP IT AI NPA) #04 : . n : CORRE À F greniers be HE LIONATENTONCT TPE 5 je? + ! ” et} ï CC “à we ' e debellelietir ire he eh 116) \ 4. \ f A 4 L } us linheleliete ‘ve Ve bai nt wiint CTATACUT CET 5# , à “le , Ce shrher tar oran Sheet pet CU er iéehiniber ss Wei hebies \ ‘ ” TOTALE « {# 1; D > Hp UD Er erpieabe je 58 F . } { à ed asres CDTI ER ENT: tes , ONE . , ; ire (eme P lee beTe rire 4 sy AE e drdt ha à ET Hay" ii r or AU El Ye ije ET hoEir Bien turned eieliel) go beue mile» fptr Ù : pee EU MAIUMENE NN BEALUe É t “üri eye :. \ : L , h D artebet mhegrdeh rie) à ep pur pUEhS ep} iteÿie & mue) pat e , A, ré 1/4 shalisre se htiiqe té M M | 2 : 1 ete V ! QUE » he i n Ù ENTER 4 h id sh tiiiges } jte ' PUOUEE EU .t "” F Euullebe HT peitré w j : p À à : | \ br DL ! 4h Feist voi CADRE NT TN EE ete R ee ROUE. LUE De Bel HI Etes, ” RU TT Anar ad 4 À | + ‘ ! 5 Me ID EEE OUR EN ‘h * Re UNE AE : k 4 : Lu à à Aihehriieps) CELA RUES ñ LU Hi, % en # A En Vert) LAURE A à ge LEAVE péteuix QE (PE fie etat aie # HZ: yet r È MONT 1 DE 1 : “ ET ARE Et UT jaiet UN y ) PU if + eepenetent D DL, } MA 2 r CARTONS n PT AN . ; ' î À ï pe MAARRT ON TE bolyhetehrne k ï \ 4 La grid bte foie à jee 4 (TE er ' # :
à Gr) fr rs ll bete Draps ARE ; dt ÿo4 € AT 4 Mes UE UCI IC du ; Le ï Wobhesrte PAIE ‘ À sa AA À 4 k 4 nireie F Hp Dee ! 3 : LAMPE TH L 4 POTTER tive + MONTANT CRT RE Spsaet die he Cod CRETE TT EE i vin PATOTTS , . ‘ * i ‘ ; AA NU at PNEU E CICR ET NE \ Nbr LA tente pa Vila Fear QUFO IN PETITE En 2414 ee Fi obus pre Fe PME à 3 voie fie} be de CIC ur Pelle Vièé pr pén pipdpé it PE : : % av, sien inde ge debristen rte pbbetie Sue nette pre pue A aie ee @ pohelré nn à t ‘ M RAR HUE MALE MA en RARE hp lp eneme mr pee te 4 Dub. 4pe Re of $ bo je ie w # eh tr $ A AA A EE ET A LEURS LAS A a OS ; ; A suisse 8x “ta Ga F hr | 54 ? + He telle fete ge Dati Re prupreme (hrs LES lient Gt be Le 21} ge dpt ire notée ; TE" tale VETRR DE et + pui : ' D TTONPL EU CONTE ECE TA EI EL h QUES “4 " À Miss * e F À , ? Mets brie ol: riie Dey ce fhe bal aid tr he Mines el eadeisti> Tpnent PE A nahet:h OT: yn jet ( fi ieteysue à t MbUe LE El heibee hit petite tee} è nr 4 $ \ WF 4% ri À + ‘ “ie arte ire dobiu x: het 14 û JA ‘ eh artalené efin js , k L went L We, ; Û Ÿ 174 # 4 tbe TU de | De à [HL AE pe ROLE RTE ' d ; Web ES ; i l Ye omis ye $. à i OITA, * Ur U ri dt je Je Qtit Ÿe 4 . : ' fie W | urne AUTTE 4 ‘ vé ; . à ' { \ \ “4 bah N PA d j ' “is Wii % :
di dia x PAL mi gi# +" fa ÿ w art à ’ : CHEN w Can ie b CA di - LION HyE le DUR, rt + | | CE ty a 4 Éi;ml bar , ji RUTONE AT Jp rhbse jt eph eue - 4 tue . à ‘ ÿ \ TL - s ns PORTE TUE ' à +} yep QUOTE ven re ‘ j'he A , d'éniieé à . F LOL MILLE UE IE 4 CAL net: rime “bn " F " at eee tie le te ue 21e Hhetie fat . Mister DATE Der pret à + MYALTATIQTEIES ‘ avale ti L e parier tb , “y ) ” V - : PRINT NA TEINTE ve he 1) ” ve fée : ORAN A AA pa JR n CI ICTIEUTTEEESS è LE “ CAT + ' Weil es: br # : à *hopaut pispeire : nya ÿ* ee ugié Wire he mi . y vtr 1 mt (MTELSPTNTOENLEN Ru CERAE A DITES te pe Ge tapt pra De mise 4j. = Hene del ci + ” , mn Mhehe one RENEG EEE Del af ET the CORNE AN TEA "Re te vit | vw ' ÿ ‘ e… OA TOTAL DE EN ENNL Dal #4) AUS EAU shirr ( DATE px hs k ‘y k eee te me relie “À pion " et TT A v* £ v vire pyetee dc" pe flot MIA QUE : L # 2 {he [re “4 ie) ' Hi Le : ) made {he de de DOME etage MONT phlegie le "£. + bé bd mi} | , L CUITE AS CARS ES ’ F4 . Fra AL wife de brogé forte 45 Hibi TIC ATCENALCATTT ES ETAT paryét " à ein bo 4 " w . ' à v vit hrfienro tie v dWeipalt hegre D ve deb een ie LRU es À ï à * 4 vehin à | TS | etes ski is mn i ATEN (ur der heusé etes pa hehiet ut Ve Dieu st d'hel LE j * +# 4 li F . de fetihe Lo ei? PATATE Lane ÿ \ e - Fac h * were > ii ER CNT PNECIP ECC 2 Hohhe de phare 45e /Tcf ÿ ; PAT nada ° ÉLa * {LUTTE CIE RAR TES ICE) DEL SE NME CS RENE NOTONS LM LYS Le CTI) hr it bu ” p pag Ca * ++ viy } « Dalle ee bete Deiren et seb Ve lie ph Dh padee de Fe “ré on i at hei LH de + h leretelrhegenebet if trr née CORTE DENT + RTE ÿ 94 $ Bet Edtl » ï mit) ” 1e 1}8 lle ed) 4) Mile fie iahe trttathe ferute ji De oki rh: dope yaiie etiet title pale Lu le à nt ar je4 \ res Ve + ju she Dei? : « SL ejraq . + é: ji " fepii fifiriiet dr ñ 4e É 7. + ' CAS ONE PTE ( Vive mt ledetii he Ang be je FUMEURS i ds it de Eu! été ; HUM 4 Le hé AU ) Feb pi CERTES TE v. ot ‘ # ; L L tn he One D à Ver ln fe pois ie eh ietahe tie nee net fre à j UN Male he ll | : a Br uit (UE ! Hire pinie fete ie ACL vi î ES EL ; ‘ 4 ; (CUDTORPE TMET PM MEET CREER up bu dettes AL » ve4 ÿ dm y £ ! ï njuije te Motte DETTE * . ; n à [ i sine à »
CPAM : sn au ib he het à Hasraget sn Mrtefeleieise leds: nee lt voi A AAPANTTETC TRE TAN MONS NET Ur AU PAN DATA OR LUE 4 au ATARI CEE LEA , + , bytes à * à Mets Lada Le 4 scsi) [TER CAT late) )e loola he foie tel: frite) mis At ml dy wire 1: 4 AU RENTE A4 À " . ‘ re agente jé pe ue be be pe iÿ 11e dr de ns Ut à RTE à 12 4: EU HA AR AA : pi F auh Add AE die 4 RO AU UUTE He w Hem f 3 CE CENT à: 4e . “4 \ “w . aies fe RNrr MNPAPAANE LE ASE JP AT ALEEE Ê é blue PEN pire “ " 4 ” CALE + LUNCETALS LE LE “pre W (AE LLET EE + ‘ CAT ET d (none hbè Are A , 4 y AS étage diese Left bre (he fre le he ile A4 freres 3 DATE “re Ve Feu CTOT TEE ssh 1} f w 1 : TION OCE VII COPIE LIL QRE TITRE DEL BE CELTIC PEN attefihi hé \ : aie M4: joe | TA * : y A Un AE teen ee CE Re ET POS AR MURS RIT ENTER PA \ L MU 4 gen lie Je tnope let ete peus | | TA Vs + PET ï * ART M qe MU A Fair OO ACCEDE TE DIE TES DE) DEL HRDI Ab dope L pie fie se ul AU CA ANT" , AUCUN ol ; f k tp pt TNT ORALE LEE 12008 4 ub, MAT Le : ; pp ‘ 408 h C » : Wei 0e CA , L AL APS ICONNT COPA EEE CERTA wr , hipn 24 fatahie ete i Hehotinpstilenesheiee et À ERP TENE else . Wihe he ttésge tes cest jf et i ÿe W fat TEL Cr “4 ten CRATC ' fée # pur » . ni je (te drugs dis dr etre D: ip LM L MTL EE ec AIEAL Vie) LEE RCE T : ET! :j» re LL bafelelte Velys De pe (bubee apart imite paire: lalhe Eat HELENE à #1} job) Latin fn OUT : dora * vhs lrilet ssh religion) ON LUCE TERRE be hijie Het Mob oi PRES pad: Loeba es EU pGRe Hobe begin bis t ag CALE De paie ii DATE Pope die tot i bre ÿ tte lit Vs , 2 le Car A : } Phphietetnetelirtel "ah fe Ah ir Het in : | APE tes ' pe #1 0 bi re wi 1 , het . ht he et entre Debeit pépolheis [ir (fr ivre dei perle deb! } Û D cphgmeeti tit à bu LEA Le Time e lente \ , ‘ HO Betlelie pere sie 2 ve bols shrdie te cie Debie fe UD li ' DS CTI TE CITE y î ÿ ja 2 4 ù FA fm . : De 1H Le dos fe De Le De HUE ed lee 09 Due ef tanant tent ï 4 ci le 4 Bree rat HU n she Pabetst ep: te 0 He hrne à'ibifgtéetr he (he 1e lb (304 Là x hihi 4. Sp res nt joie jette tb tele be lp Crime éprdege (left shebinlie { i (EP ” ah i ' mate Lee ie DO 13retrs MOULE “4 ; + hein hotte fs : Sétele es PENTUTEN " ‘ phsherausmesie : de W lu Wen it ’ 4 8 ‘ chetitae pe hey feel te ALICE TT Ha 4 , # ma , CNT ET 4 ; PACE FA ALIEN TEE TNEE D'ECS page be mit et pe . “+ h rt CORRE (ps 4 fr de TAN With Dep ) ru CONTENT DEL DE ù : sh mt he ñ ; mali $ - ‘ i ” is. :
rm # db Le eipeiie AL de : “à ete ui à , hurt gi s L ; : , [HO PEN ne md > Lips tu t Ÿ +8 ot à 1 0 tres des eh CRC 4 # re + :
a A \ . L + CE: pur à n ! Win hot ‘ dus ‘ CRT vote f “ F H \ : . CR ver ed) " she) L ; L AU ARS ET ur x ji Ter ' ; ' Wstbe de fe 1 +4 che se rh ù " i 5 BETETE wi \ ' , CIE i it L J :
r rehrp CORAIL é , (2 , 4 bebe se: 4 y CCE PTE QU ÿ # $ bu pt t4 : | , { Û ? ie pe 4 CORRE TT ENT w 0 [TAN C PTT CTI - ce n # Dee" ‘ 1 l ax de ht , 4 à + PUDEE E DIPE : 1 ' MT) ; w ’ ! ‘ tre COPA TE - CCE: 414: de y " r4 ie 2 Mit ' “ + ni ‘ ‘ we 2 0 Rs gt je ‘ \ e v \ vi lon he db Le i y feu heg x , :
k 1 HER abus de vote KE 4 ï y bis 4 ÿ Re F iwsk : #4) ve vis ny Rev LE ' “hip i LUE PA) $ MOT" yusb i ny ht " : de 04e nr t . ‘ F ü ” A4 64 ; LU dvi Û à fic hab tb bot : hyt ' nl v ?
' br io4 CRCE ‘ | [ à vw pl i | , (CIE “ :
ç ' " ' A | ii y à pidie Hu mts# ' ; i ‘ i i ; Ur, i ' $ hi | U At" è ; V rte CRETE pe Po à : / rn ‘ ' 'APRT : + dou Mur vite PUS .
‘ CEE VAT ; i A jé - : v wi i ‘ kr bof , ? CTP ’ Re \ ÿ ‘ HoaT i : » A4 COTE '
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/coursdalgebresup01serr_2. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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