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INTRODUCTION
1. On appelle variable toute quantité qui, dans une même question d'analyse, peut prendre un nombre indéfini de valeurs différentes. Une constante est une quantité qui, dans une même question, conserve une valeur fixe et déterminée.
Les variables sont ordinairement désignées par les dernières lettres x, y, ... de l'alphabet, et les constantes par les premières lettres a, b...
Il est quelquefois commode de recourir à la représentation géométrique suivante : Après avoir marqué sur un axe x'x une
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origine O et une unité de longueur 01, on convient de représenter un nombre positif a (rationnel ou irrationnel) par le point A de Ox dont Vabscisse OA a pour mesure a, et le nombre négatif - a par le point A' de Ox' dont Vabscisse OA' a pour mesure a.
On dit qu'un nombre c appartient à Y intervalle (a, b) lorsque
Si A, B, C sont les points représentatifs des nombres a, b, c, le point C appartient nécessairement au segment AB.
2. On dit qu'une variable y est fonction d'une autre variable x lorsqu'à toute valeur de x correspond une valeur déterminée de y.
Xeuberg. — Algèbre.
On représente une fonction de x qu'on ne vent pas spécifier, par une notation telle que F(.v), /'(.v), o(x), ...; la valeur que prend cotte fonction pour une valeur donnée x === a, est alors désignée respectivement par F(a), /"(a), <p(a), —
Une fonction de v est dite explicite lorsqu'elle est exprimée au moyen de x par des signes connus, indiquant le système d'opérations à faire sur une valeur donnée de x pour en tirer celle de la fonction; telles sont les fonctions 3 + 2x — dx2, log(5.v2 — 3), .... Quand il n'en est pas ainsi, la l'onction est dite implicite; ainsi, quand on donne l'équation
yi _ 4y J_ af- — 2x - 0,
3' est une fonction implicite de a*.
On obtient une représentation géométrique d'une fonction y = f{x) en construisant la courbe dont les points ont pour abscisse et ordonnée un système de valeurs de x et y satisfaisant à la relation y — f(x).
3. On appelle fonction entière de x toute expression dejla forme
A0tfm + A^»-1 + ..: + Am ia? + Am, , dans laquelle les exposants de x sont des nombres entiers positifs, et les coefficients A0, AM ..., Am„i, Am des constantes quelconques.
Le quotient de deux fonctions entières de «v est une fonction nommée fraction rationnelle.
Une fonction irrationnelle de x est une expression qui renferme un ou plusieurs radicaux portant sur des fonctions de x; telles sont les expressions
On dit que y est une fonction algébrique de x lorsque la dépendance entre ces variables peut être exprimée par une équation de la forme
A0ym -h A,?/™-1 -h . . ~h Am_!y + A,„ = 0,
où les coefficients A0, Ai, .. , Am_i , Am sont des fonctions entières de x.
Les fonctions non algébriques sont appelées fonctions transcendantes. Les plus simples sont la fonction exponentielle ax,
la fonction logarithmique log x, les fonctions fcrigonométriques (circulaires) directes sin .v, cos.v, tgx, cotg x, sec .v, coséc x, et les fonctions trigonométriquos inverses ou fonctions cyclométriques arc sin .v, aie cos .v, etc.
Si une variable u dépend de plusieurs autres x, y, ... de
telle sorte qu'à tout système de valeurs de celles-ci corresponde une valeur bien déterminée de u, on dit (pie u est une fonction de A', y, .... Par exemple, le volume dam cylindre droit est une fonction du rayon de la base et de la hauteur.
Une fonction des variables x, y, ... se désigne souvent par l'une des notations F(a\ y, ...), f(\\ y, ...), ©(ar, y, ...), et la valeur de la fonction qui correspond aux valeurs données x — a, y = b, ... s'indique par V(a, b, ...), f(a, b, ...), ....
Les variables que l'on considère dans une môme question dépendent toujours les unes des autres. Celles dont les valeurs sont regardées comme arbitraires ont reçu le nom de variables indépendantes ; les autres, dont les valeurs sont déterminées par celles des premières, sont des fonctions de celles-ci et sont aussi appelées variables dépendantes. Ainsi, si l'on donne deux équations entre trois variables a*, y et z, on peut choisir x comme variable indépendante et regarder y et z comme des fonctions de a*.
Les qualificatifs ; explicite, implicite, entière, rationnelle, irrationnelle, algébrique, transcendante, se transportent facilement aux fonctions de plusieurs variables.
Exercices.
Construire les lignes qui correspondent aux équations y = sin oo, y.= sin2 x, y = ax, y = E{x), y==.a?B(a?), yz^=çcE(oc).
On représente par E(a:) le plus grand nombre entier contenu dans x ainsi e(-£)-S, E(:)\=7, e(-^) = -3.
PRELIMINAIRES
5. Définitions. — On appelle expression imaginaire, quantité complexe ou, simplement, imaginaire, toute expression de la forme a ± V — P2, dans laquelle le radical porte sur une quantité essentiellement négative ( — p2).
On convient d'étendre aux imaginaires les règles démontrées pour les quantités réelles. D'après cela on écrit
y - r = v pf(— i) == v p« v -i = p v - 1,
et l'expression a ± \! — [32 est ramenée à la forme a ± 3 \f — 1.
Le symbole V — 1 est souvent désigné par la lettre /, de sorte que le type général d'une imaginaire est a -f- bi, a et b étant des nombres positifs ou négatifs.
Si on suppose b = 0, on admet que l'expression a -f- bi se réduit à a; par là, les quantités réelles sont renfermées comme cas particuliers dans les imaginaires.
Lorsque a = 0, on a V imaginaire pure bi.
On appelle imaginaires conjuguées deux imaginaires a + bi et a — bi, qui ne diffèrent que par le signe du coefficient de i.
Le module d'une imaginaire est la racine carrée de la somme des carrés de la partie réelle et du coefficient de i, cette racine étant prise positivement. Le carré du module est appelé norme.
Le module de a -\- bi est donc égal à + y a2 -j- b2 ; on le représente souvent par mod(u ^ bi) ou par | a -f bi . Par exemple :
Le module d'un nombre réel, positif ou négatif, est sa valeur absolue.
6. Imaginaires égales. — Deux expressions imaginaires sont dites égales, quand les parties réelles sont égales entre elles ainsi que les coefficients de i; en sorte que l'égalité
a \- bi ==■■ a' -j- VI
implique les deux égalités a == a', b = b'.
En particulier, l'égalité a -|- bi = 0 exige a = 0, b = 0.
7. Théorème. — Pour qu'une imaginaire soit nulle, il faut et il suffit que son module soit nul.
En effet, si l'imaginaire a ~\- bi est nulle, on a a = 0, b = 0; donc V a2 -|- 62 == 0. Réciproquement, si a2 -f b2 — 0, on a a = 0, 6=0.
8. Forme trigonométrique des imaginaires. — Toute imaginaire a + bi est réductible à la forme r(cos 6 -f- i sin 0;.
Car l'équation
a -f- bi = r ^cos 0 -f- i sin 0)
se décompose en deux autres (6) :
a = >■ cos S, ô = r sin 0, ( î )
d'où l'on tire
r== \J a2 -f b-, tgO - - •
On convient de prendre positivement le radical, r est donc le module de l'imaginaire.
L'égalité tg 6 = - donne pour 0 deux valeurs comprises entre a
0 et 2~, mais les égalités (l) montrent que cos 0 a le signe de a et sin 0 celui de b, et ces signes déterminent le quadrant auquel appartient 6. Soit w l'arc unique compris entre 0 et 2~ et répondant aux formules (1) ; nous pourrons poser 0 = m -f- 2/ir, n désignant un nombre entier quelconque, positif, négatif ou nul. L'arc 0 est appelé Y argument ou V amplitude de l'imaginaire a + bi; il n'est déterminé qu'à un multiple de 2- près.
Remarque. Si deux imaginaires sont égales, leurs modules sont égaux et leurs arguments diffèrent d'un multiple de 2~.
I. Soient OX, OY deux axes de coordonnées rectangulaires
On convient de représenter V imaginaire a -f bi par le point Z (fig. 2) ayant pour abscisse a et pour ordonnée b; ce point est appelé VufJLxe de l'imaginaire.
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En particulier, les nombres réels ont pour aiïixes les points de l'axe XX, les imaginaires pures sont représentées par les points de l'axe Y'Y. Aux quatre imaginaires
bi.
a -\- bi, — a -]- bi, — a — bi,
correspondent les sommets Z, Z\ Z", Z"' d'un rectangle symétrique par rapport aux deux axes coordonnés {fig. 3).
II. Si l'on prend OX pour axe et O pour pôle, les coordonnées polaires de Z sont
r = OZ, 0 = ZOX.
Or, le triangle rectangle POZ donne
r = \' a2 -\ - b2, a = r cos 0, b — r sin 0 ;
de ces égalités on conclut que le module et Vargumcnt d'une imaginaire sont les coordonnées polaires de Vaffixe de cette quantité.
10. Vecteurs. — On appelle vecteur AB un segment rectiligne AB dont on considère à la fois la longueur et la direction; il est supposé parcouru par un mobile allant de Y origine A à Y extrémité B. Deux vecteurs situés sur la même droite ou suides droites parallèles sont dits avoir la même direction ou des directions opposées suivant qu'ils sont de même sens ou de sens contraires.
Deux vecteurs son! égaux on équipoUeiits lorsqu'ils ont même longueur et même direction.
Etant donnés plusieurs vecteurs, par exemple AB, A'B', A"B', A"'B"' (fig. 4)> (llie n01is désignons par a, a' , a'\ a':', on appelle
somme ou résultante (Je ces vecteurs le vecteur <>(J qui va de l'origine à l'extrémité d'une ligue brisée OMN V<1 dont les côtés
OM, MN, NP, PQ sont respectivement équi poil en ts aux vecteurs donnés ; on écrit
OQ = a + a' + a" + a"'.
Cette somme géométrique jouit de toutes les propriétés de la somme algébrique. Ainsi, on peut remplacer deux termes MN et NP par leur somme effectuée MP (propriété assoeiative). On peut aussi intervertir l'ordre des termes ( propriété commutativé)\ par exemple, en construisant le parallélogramme MNPR on voit que
et de ce qu'on peut intervertir deux termes consécutifs on conclut aisément qu'une somme est indépendante de l'ordre des termes. La différence OB — OA de deux vecteurs (fig. 5) est le vecteur AB qui ajouté au vecteur OA reproduit le vecteur OB. Si l'on achève le parallélogramme OABC, on a
OB — OA = AB =-- OC = OB -f BC,
On en conclut que retrancher un vecteur OA revient à ajouter un vecteur BC de même longueur et de direction opposée; on peut donc écrire + OA = — AO.
Enfin, si a désigne un vecteur quelconque et m un nombre proprement dit, ma représente un vecteur de même direction que a et dont la longueur est à celle de a dans le rapport m : 1 ; si m était négatif, on prendrait le second vecteur dans la direction opposée.
Les notions qui précèdent, nous conduisent à une autre interprétation géométrique des imaginaires. Z étant l'afl'ixe de l'imaginaire a + bi (fig. 2), nous convenons de dire également
que cette imaginaire est représentée par le vecteur OZ, dont la longueur est égale au module r et dont la direction est déterminée par Varg'innent 0. Ce vecteur est la gomme des vecteurs OP et PZ; ceux-ci sont représentés par a et par bi si nous convenons de désigner un vecteur parallèle à OX par le nombre qui le mesure (affecté du signe -J- ou — suivant son sens), et un vecteur de longueur 1 et dirigé suivant OY par la lettre i.
Addition et soustraction des imaginaires.
11. Somme ou différence de deux imaginaires. — Soient les imaginaires z = a + bi, z' = a! -f- b'i. D'après nos conventions (5)
* ± z' = (a ± a') -f (b ± b'ji.
Si Z et Z' sont les atïixes de z et z' (flg. 6'), l'affixe de z -f- z est le quatrième sommet A du parallélogramme construit sur
Fig. 6.
Fig. :.
OZ et OZ'; car ce sommet a pour coordonnées
x =. OQ == OP + ZR == OP + OP' = a -f a', y = qa = PZ -f RA = PZ + P'Z' = b + b'.
De même, si l'on prolonge OZ' de OZt == OZ, le quatrième sommet B du parallélogramme construit sur OZ et OZj représente la différence z — z'. On voit que l'addition et la soustraction des imaginaires correspondent aux opérations de même nom effectuées sur les vecteurs correspondants.
12. Théorème. — Le module de la somme ou différence de deux imaginaires est compris entre la somme et la différence des modules de ces imaginaires.
En effet, les modules des imaginaires -, z', z -\- z' (fig. G) sont
égaux aux côtés du triangle OZA, et le côté OZ est plus petit que la somme des deux autres et plus grand (pie leur différence. La démonstration est la même pour z — z'.
Cependant, si les vecteurs z et z1 ont même direction, on a
\x-L.zt\ = \z ' 4- Z1 ' > I £ I I z' > .
en supposant ri > \z' |; s'ils ont des directions opposées,
<S — j— >o ! — Il I I ~^ I I II
13. Somme de plusieurs imaginaires. — Soient (fig. y) OZ, ( )Z', OZ" les vecteurs qui correspondent aux imaginaires c, z\ z"; la somme z -f- z -f- z" est représentée par le vecteur OB qui va de l'origine à l'extrémité de la ligne brisée OZAB dont les côtés sont équipollents aux vecteurs donnés.
Cette construction montre immédiatement que le module d'une somme est au plus égal à la somme des modules des parties; l'égalité a lieu lorsque les vecteurs représentatifs ont môme direction.
Multiplication des imaginaires.
14. Théorème. — Le module d'un produit est égal nu produit des modules des facteurs, et son argument est égal a la somme des arguments des facteurs.
Considérons d'abord deux imaginaires
z —- r(cos 0 -f i siu 0), z' = r'(cos 0' ■-{- i sin 0') .
En tenant compte de la relation i2 = — 1, on trouve
zs' r= rr'[cos 0 cos 0' — sin 0 sin 0' -f- /(sin 0 cos 0' -j- sin 6' cos 0) j
= rr'[cos(0 + 0'j -f- i sin (6 -f û')j. Il en résulte :
mod zz' = rr\ arg zz' = Ô + 0'.
Le théorème est donc vrai pour deux facteurs; on l'étend facilement à un nombre quelconque de facteurs.
15. Remarques. — I. Pour démontrer la première partie du théorème, on peut aussi considérer le produit
(a -\- bi) (c -\- di) = (ac — bel) -f- [ad -f- bc)i ;
il a pour module
\'(ac — bd)* + (ad -f- bc)~ = \'(az -f ô2) (c2 + ds), et les modules des facteurs sont \f a2 -f- 62, V c2 -f- r/2.
II. On vient de trouver l'égalité
(a* + 62) (c2 4- d:z) = (ac — bd)1- -f (ad + 6c)2 ;
il en résulte que le produit de deux nombres, égaux, chacun, à la somme de deux carrés, est égal à la somme de deux carrés. L'hypothèse c = a, d = b donne la formule des triangles rectangles numériques :
[a1 -f- V~y = (a2 — b*)2 + {2ab)z.
16. Théorème. — Pour qu'un produit de facteurs réels ou imaginaires soit nul, il faut et il suffit que l'un des facteurs soit nul.
Le théorème est évident pour un produit dont tous les facteurs sont réels.
Considérons maintenant un produit zz'z" composé de facteurs quelconques. Pour qu'il soit nul, il faut et il suffit (7) que son module soit nul. Mais ce module, égal au produit des modules de z, z', z", est un produit de facteurs réels; donc il faut et il suffit que l'un de ces facteurs soit nul, par exemple | z |, ce qui revient à z = 0.
17. Représentation géométrique d'un produit. — Soient OZ, OZ' [fi g. 8) les vecteurs des imaginaires
z = r(cos 0 -f i sin 0), z' = r'(cos 6' -f- i sin fi').
Fig. S.
Prenons sur OX la longueur OU égale à l'unité; OU est le
vecteur unitaire. Si l'on construit le triangle OZ'A directement
semblable au triangle OUZ, OA sera le vecteur du produit zz'.
En effet,
OA OZ
OZ' == ou' angle AOX = AOZ' -f- Z'OX --= ZOX -f Z'OX, d'o ù OA = rr\ angle AOX = 0 -f ô\
Remarque. — Le triangle formé par le produit OA et le facteur OZ' étant semblable au triangle l'ormé par l'autre facteur OZ et le vecteur unitaire OU, on peut dire que le produit z'z est forme avec le multiplicande /! comme le multiplicateur /. est formé avec limité.
Division des imaginaires.
18. Théorème. — Le quotient de deux imaginaires a pour module et pour argument le quotient des modules et la différence des arguments du dividende et du diviseur.
Soient les imaginaires
z = r(eos 6 -|- i sin 0), z' = r'(cos 6' -h i sin 8'j. On a
* = [, [cos(6 — 6') + /sin(0 — 0fj].
Car la dernière quantité, multipliée par z\ reproduit z (14).
19. Remarques. — I. Pour mettre le quotient \ --..- sous la forme a -)- fJî, il suffit de multiplier ses deux termes par c — di :
fl
-f- bi) (c — r//) «c -|- bd bc — ad
(c + rfi) (c — c//) C2 + d~ ' c2 + d*
III. Il est utile de remarquer l'égalité
eosO ± i sin 6
cos 0 zp i sin 0
20. Représentation géométrique d'un quotient. — Soient OA, OZ les vecteurs qui représentent deux imaginaires v, z (fig- 7)> et OU le vecteur unitaire. On obtient le vecteur OZ'
du quotient - en construisant le triangle OAZ' directement sem-
blable au triangle OZU (17).
Puissances d'une imaginaire.
Puissances de i. — On a
i = \ — ï, ?2 = — 1, P = &i = — V — ï, i* = W«l; ensuite
,m = [f4)n = i? /.ni+i ^ ^ j-«+s = pt £411+3 ^ £3
Donc, /es puissances de i se reproduisent périodiquement de quatre en quatre.
22. Théorème. — La puissance me d'une imaginaire a pour module la puissance me c/« module et pour argument le produit de V argument par ni.
La règle de la multiplication (14) donne immédiatement
[r(cos 0 -}- i sin G)]m =- r^cos mH + i sin wO). Si /• = 1 , on a
(cos 0 -j- ' sin 6)m — cos mO -f- « sin w?8, égalité qui porte le nom de formule de Moiore.
23. Représentation géométrique des puissances d'une imaginaire. — Soit (fig. (j) OZj Je vecteur de l'imaginaire z = r(cos 0 -f- z sin 6).
Prenons sur OX le vecteur unitaire OZ0 et construisons successivement les triangles OZ^.,, OZ2Z3, ... directement semblables au triangle O7,0ZY. Les points
sont les alïixes des puissances
Les modules de ces puissances forment la progression géométrique
et les arguments sont les termes de la progression arithmétique
Los progressions Cl) et (2) définissent un système de loga
Fig- 9
rithmes ; donc si p et w désignent deux termes correspondants et a la base des logarithmes, on peut écrire
w - log-a P, P - aw. (3)
Mais w et p sont les coordonnées polaires de l'un quelconque des points Z0, ZM Z.,, Z3, ... et l'équation (3) représente une courbe appelée spirale logarithmique ou spirale équiangle. Donc la ligne polygonale Z^ZoZ^ . . est inscriptible à une spirale logarithmique.
La ligne brisée Z0Z1ZV,Z3 ... porte le nom de myosotis. Les angles Z^Z.,, ZjZ.Zg, ... sont égaux entre eux, et les côtés ZqZ^ ZjZ.,, Z.2Z,j, ... sont en progression géométrique.
Si r = 1, les af fixes des puissances successives de z sont les sommets d'une ligne brisée régulière ZoA^AçAg ...
24. Théorème. — Si dans un polynôme entier en x à coefficients réels, on remplace x successivement par deux imaginaires conjuguées, les résultats sont des imaginaires conjuguées.
Considérons d'abord un monôme A.\*m. On a
(ce -f bi)m = a^ 4- C1 am-ift/ — C2 a?~2è2 — C:' a^^bH + C4 f^-i^i . ..
= («m — c2 au-zb2 4- C4 a»-4^...) 4- bi;Cl a"1"1 — C3 a™~?b2...).
v m 'm / ' v. in ni /
Ce résultat est de la forme P -f Qbi, P et Q, désignant des polynômes qui ne renferment que des puissances paires de b. On en déduit en changeant b en — b :
(a — bi)™ = P — Qbi.
Par conséquent, si A désigne un nombre réel, les valeurs de
Axm, pour x = à ± bi\ sont imaginaires conjuguées (ou réelles et égales entre elles).
Considérons ensuite une fond ion entière à coefficients réels. Si l'on y remplace x successivement para | bi et par a — bi, chaque terme de la fonction donne deux imaginaires conjuguées; donc, etc.
Corollaire. Le théorème subsiste également pour le quotient de deux fonctions entières à coefficients réels.
Extraction des racines.
25. Théorème. — Tout nombre (autre que zéro) a m racines mes distinctes.
Soit z = r'(cos 0' 4" î sin 0') une racine me de l'imaginaire a =- r(cos 0 -f- i sin 8); nous devrons avoir zm = a ou (22)
/m(cos m$ -f- i sin w6') == rv'cos 0 -f- i sin 9). Cette égalité exige (8, Remarque;
r<m = rf mtf = e -f2fe,
À* étant un nombre entier quelconque; par suite
r' = rm 8 = — ■>
où rm désigne la racine mc arithmétique de r. On peut donc écrire
Vn'cose -Msin8)--=rW cos- ] -[-/sin r -1. (1)
mi- Cette formule donne pour \ a m valeurs distinctes, si l'on y
fait successivement
en effet, l'argument - prend les valeurs
8 •:. Bic 6 •** 8 2(/>* - 1 F
et deux quelconques des arcs (3) ayant une différence moindre que 2tt, ne peuvent avoir à la fois le même sinus et le même cosinus. Les autres valeurs de h sont de la forme mq | k\ k'
étant l'un des nombres (2) ; les valeurs correspondantes de 0' sont
mq | k')n 0-1-^'tt
et par suite ne diffèrent des arcs (3j que d'un multiple de 2~, de
sorte qu'on retombe sur les valeurs précédentes de \ n.
Remarque. — Les affixes des m valeurs de la racine mc d'un nombre sont les sommets d'un polygone régulier de m cotés.
26. Racines mes de l'unité. — Pour obtenir les racines mes de l'unité, il suffit de faire r =■ 1, 0 = 0 dans la formule (1). L'expression de ces racines est donc
pk = cos 4- i sm »
où on fera k — 0, 1, 2, ... m — 1. On peut remarquer que pk = pK de sorte que les racines mes de l'unité sont
1, Pu PÎ, P?, • -, PÎ1-1.
Remarque. — Si a désigne l'une quelconque des racines /?ïes d'un nombre donné, réel on imaginaire, ces racines ont pour expression
a, apM apf, . ., aff'1,
où
P, = cos \- i sm —
27. Généralisation de la formule de Moivre. — La formule (1) du § 25 donne
/ a . ■ • \\l ° + 2kn 6 + 2h~
cos 0 -[- i sm 0)"' = cos — - — ■ h « sin — L- - •
En élevant cette égalité à la puissance p on obtient
p (cos 0 -f i sin 0)m = cos — (6 -f 2for) 4- i sin ^- (0 -f- 2>br;.
Applications de la formule de Moivre.
28. Problème. — Exprimer cos mO et sin mO en fonction de cos 6 et sin 0. #
On a la formule (22)
(cos o 4- i sin 0)m = cos m® -f i sin wô.
Développons le premier membre et égalons ensuite les parties
réelles et les coefficients de i dans les deux membres ; il vient
'ni (l'ii — \ ) Cosm6 = cosm6 -.. - — - cosm-20 sin2 6 -f...
sin m6 = ~ cos^O sin 6 - v - ^ —^ cos'"-3 6 sm38 + . .
29. Problème. — Exprimer cos,T10 et sinm0 en [onction des sinus et des cosinus des multiples de V angle h.
Posons
cos 0 | i sin 0 = w, cos 0 — i sin 0 = v\
nous aurons successivement
2 cos 0 = n -| v, 2/ sin 6 = u — r,
9.m eoSmf| = (ir. -\- V,m = îtm + Wlttm—1îî H 9 ltm-~V2 -f-...
m(m — 1) o2 , mwt?m-i + vm (i)
2m/m sinm0 = (a — t)m = ?^m — mu^~1v -j v— - - — 'wm~V
± — '— ' lDw2i>ffl-2 t mut?*-1 ± vra. (2)
1° 7?ï est pair. Il y aura un terme du milieu qu'on obtient en
faisant n = = -y dans le terme général CirJiitm-nuïl et qui est par
conséquent
m(in — 1). . f •— -f- 1
En réunissant les termes cquidistants des extrêmes, on obtient
2m cosmG = (um + vm) -f -- {itm~2 -f vm ~'2)uv — m ^ ~ (wm~4 H- î?»-4)w2î?2
+ ...+- ~Km W, - (3)
2m(— l)» sinmO = [un -\- vm) — (um- 2 -\- vm~2)itv -f ...
Mais on a
tcv = 1, wn — cos ?/0 -|- / sin ?iô, v11 = cos wO — / sin nQ;
par suite
Mn -f t?n = 2 cos »0 , itn —vn = 2 i sin nO, (5)
et les équations (3) et (4) se ramènent à
2m_1 cosm6 — cos m8 -f — cos(m •-- 2)0 -\ v— — - — ; cos(m — 4)0
1m(m— l)...f^ -f-lj
_ wi mlm 1 ^
(— l)-2m_1 sinmô = cos m0 ■- cos(m— 2)6 -|- — -- -----<cos [m — 4)0
1 1 • td
Ym\m— l)...fy + lj
2° 2ïî est impair. Les seconds membres des formules (1) et (2) renferment deux termes du milieu qu'on obtient en faisant
7i — — S — dans le ternie général et qui ont pour somme dans
l'égalité (1)
(u -{- v) (uv) 2 .
1 •* 2 Xeuberg. — Algèbre.
Réunissons encore les termes équidistants des extrêmes :
«1 tiilyyi 1 1
2mcosm0= (um-\-v™) \- ■ {um z+îJm-2)ww-[— y-g— (wm-44- vm-*)u*v'2
Vmsinm0=-?tm— rm (?tm-2— t?™— 2}M»-f- • -„ } (um~* — v™-*)
^Wllw-l)...- — g— m-l
... -f(-i) 2 isrri"""^""^ ("y) ' ;
d'où en tenant compte des relations (5) :
1T9 Tïliïïl 1 )
2m_1 eosin6 -=. cos mO -f- -- eos(m - 2)0 4- v cos (m — 4)6
w(tw — 1) ... — g —
... 4 cos 6,
(_ i) 2 2m-1sinm0 =sinm6 ~sin(m- 2)6 -f -.- - — ^ sin (m — 4)6
m- Yïl[m— 1) ..- —
...+'(— inr- -,— sine.
Exercices et notes,
Démontrer que
COS 0 + i si n 0 ■>•*,..«,
. . ; eos2 0 / sin 20.
eos 0 — i sm 0
6 Soit COS 0-f ? sin 0 une racine de l'équation à coefficients réels A0xm h A^™-1 H- .. -I Am_] x + Am == 0; démontrer que
À! sin 8 -|- A2 sin 2 0 f .. |- Am sin m 8 = 0. 7. Chercher les sommes
C = cos a 4 cos;a + b) + co:s(« -J- 2ô) 4- •■ ■ + cos(« -f- m — \b), S =- sin a -j- sin(a + £) + sin(a -f 2&) + .. + sin(a 4 m — le). Si l'on fait cos b -j- * sin J = y, on trouve
C + S/ = (cos a + i sin a) (1 + g 4 q2 + . . -j- g-m-i)
, , . . v 1 — cos mb — i sin mb
= (cos a 4- 1 sm a) — —7 — -. — =—
1 — cos £ — ? sin 6
mb f mb , . . mb\ sm — (cos -y- + z sm — J
= (cos « -h ?" sin a) ~ _ , r — —
. b f b . . b\ sm - cos - + * sm - 2\ 2 ' 2
sm
j I cos ^«-|- ~— ôj+/sin^ + --— -ôjj.etc.
sm9
Trouver la courbe engendrée par l'affixe de l'imaginaire
£ = a cos2 cp 4 &* sin2 <|/, cp et ty étant deux angles variables liés par la relation
sin2 cp -)-2 cos2 *| = - •
11. Soient Z, Z' les af fixes de deux imaginaires variables z, z'. A toute équation z '.—f(z) correspond une construction déterminée au moyen de laquelle on déduit de Z le point 7J : cette équation définit une transformation.
Etudier les transformations suivantes où a, b désignent des quantités
réelles, et a, a', jî, des quantités imaginaires :
Z1 = Z + a, .2' = Z -f- bi9 Zr — Z -f- a (translation) ; *' = 2t, s' = s (cos 0 4- i sill 6) (rotation) ; z' = ctz (homothétie) ; Z] — (ce -j- &/)£ (similitude) ; — ' = a, zz' = M, zz] = « (inversion symétrique) ;
'~ — as: -p P = 0 (inversion symétrique à deux pôles)
zz'
12. Le produit de plusieurs nombres de la forme a2 -j- lbz est un nombre de la même forme. (Eui.er.)
13. Le produit de plusieurs nombres de la forme a2 -f- b~ + C" 4~ d2 est de la même forme. (Euler.)
Ce théorème résulte de l'identité
(a2 -f 62 + c2 + a7'2) (a'2 + 6'2 + c'2 + cl'2) = (aa' + W + ccr 4- tfd')8 4- (a£' - ôa' — céP + de')* + (ac' — ca' H- W — c/ê')2 + (ad' - efa' ~ bc' -f ce')2. Si l'on remplace b, c, rf, 6', cr, d' par
on obtient un théorème plus général, dû à Lagrange.
14. Exprimer cos 76 en fonction de cos 6, et sinTO en fonction de sine (28).
15 Chercher les sommes
C — cos a -\- cos 2a -\- cos 3a -f- •• 4- cos m — la,
S — sin « + sin 2a -\- sin 3a -|- ... + sin m — la. 10. Chercher les sommes C = cos a -\- 2 cos 2a 4- 3 cos 3a 4- ••• 4- (w — 1) cos m — la,
S = sin a -j- 2 sin 2a 4- 3 sin 3a 4- ••• 4- (>w — 1) sin m — la.
17. 0 désignant une variable réelle qui prend toutes les valeurs de — oo à 4~ oo, et a, a', {3, {3' représentant des constantes imaginaires, l'affixe de l'imaginaire
décrit une circonférence.
CHAPITRE IL
DETERMINANTS
Partage des permutations en deux classes.
30. Définitions- — Considérons les permutations des n premiers nombres . -
Deux éléments d'une telle permutation présentent une inversion ou un dérangement, quand le plus grand de ces nombres est placé avant l'autre. Une permutation est dite paire, positive ou de la première classe quand elle a un nombre pair d'inversions; impaire, négative ou de la seconde classe, si elle en a un nombre impair.
Par exemple, la permutation 35214 qui a six inversions, savoir 32, 31, 52, 51, 54, 21 est paire. La permutation 123 ... n est rangée dans la première classe.
On appelle transposition l'échange de deux éléments d'une permutation. Deux permutations quelconques de n éléments peuvent toujours se ramener l'une à l'autre au moyen d'un certain nombre de transpositions. C'est ainsi qu'on transforme 35214 en 24153 en faisant successivement les transpositions (3, 2), (5, 4), (3, 1), (3, 5), ce qui donne
31. Théorème. — Tonte transposition change la classe d'une permutation.
1° Transposons d'abord deux éléments consécutifs x, y. Soit la permutation AxyB, où A désigne l'ensemble des éléments qui précèdent x, et B celui des éléments qui suivent y. La transposition (x , y) introduit ou supprime l'inversion que peuvent présenter x et y, mais elle n'altère pas les autres inversions ou non-inversions de AacyB; donc les permutations AvVjB et Aya'B sont de classes différentes.
2° Transposons maintenant deux éléments x, y qui sont séparés par p éléments alt a2, ... av. Pour passer de
Aoca^tz . . . «^B à kyaycio . . . avxB,
on peut opérer successivement les transpositions de deux éléments consécutifs :
(.r, rtj), \x, a2), (a?, a3), .... (a?, ap), (a?, y),
(y, «..), (y>«p-i)i (y.ftp-2), •••• (y,«i).
Ces transpositions étant au nombre de 2p + 1, la première permutation aura changé de classe un nombre impair de fois ; donc elle a passé à la classe opposée.
32. Corollaires. — I. Deux permutations sont de la même classe ou non, suivant que Vune se déduit de l'autre par un nombre pair ou impair d'échanges de deux éléments.
II. Une permutation est paire ou impaire suivant quelle peut se déduire de la permutation 123... n au moyen d'un nombre pair ou impair de transpositions.
Nous avons ainsi un second principe pour classer les permutations.
Exemple : la permutation 35214 résulte de 12345 à la suite des transpositions (1, 3), (2, 5), (1, 2), (4, 1) ; donc elle est paire.
III. Il existe autant de permutations paires des nombres 1, 2, 3, ... n que de permutations impaires
Car toute permutation paire, par la transposition de deux éléments déterminés a et b, devient impaire et réciproquement.
33. Permutation circulaire. — Si dans une disposition des nombres 1, 2, 3, ... n, on remplace chaque élément par celui qui le suit, et le dernier par le premier, la nouvelle disposition est appelée une permutation circulaire ou tournante de la première. Les deux dispositions appartiennent à la même classe ou non, suivant que n est impair ou pair; car on passe de la première à la seconde en échangeant successivement le premier élément avec chacun des suivants. Par exemple on transforme 35421 en 54213 en faisant les transpositions successives (3, 5), (3, 4), (3, 2), (3,1). •
34. Permutations d'éléments quelconques. — Les notions précédentes s'étendent facilement à des éléments désignés d'une manière quelconque.
On considère l'une des permutations comme étant la permutation principale ou initiale; c'est celle qui assigne aux éléments leur rang ou numéro d'ordre. En remplaçant dans une permutation quelconque chaque élément par ce numéro, on est ramené immédiatement à ce qui précède.
Pour opérer directement, on peut encore appeler inversion la combinaison de deux éléments d'une permutation qui sont placés l'un par rapport à l'autre dans un ordre différent de celui de la permutation principale; suivant qu'une permutation présente un nombre pair ou impair d'inversions elle appartiendra à la première ou à la seconde classe. Cette classe résulte aussi du nombre des transpositions qui servent à passer de la permutation principale à la permutation donnée.
Par exemple, si paris est la permutation principale, la permutation raspi présente les inversions ra, rp, ap, sp, si; donc elle est impaire. On arrive à la même conclusion en transformant paris en raspi au moyen des transpositions (/), r), (p, s), (i, p).
DÉFINITION D'UN DÉTERMINANT
35. Définitions- — On nomme déterminant de n2 nombres rangés par lignes et colonnes (*) en tableau carré, la somme algébrique de tous les produits de n facteurs obtenus en prenant un élément et un seul dans chaque ligne et dans chaque colonne, et en affectant chaque produit du signe -f- ou du signe — , suivant que la permutation formée par les numéros d'ordre des lignes et la permutation formée par les numéros des colonnes auxquelles appartiennent les facteurs de ce produit, sont de même parité ou de parités différentes.
On représente un déterminant en plaçant entre deux barres verticales le tableau de ses éléments.
Considérons, par exemple, le déterminant
(*) Les lignes du tableau carre sont les lignes tracées dans le sens de récriture, et les colonnes sont les lignes perpendiculaires aux premières Les lignes et les colonnes se nomment aussi rangées. ..........
Ii ordre d'un déterminant est le nombre des lignes qui le composent.
Un terme de ce déterminant est le produit
ses facteurs appartiennent respectivement aux lignes de rangs 2, 4, 3, 1 et aux colonnes de rangs 3, 1, 4, 2. Les permutations 2431 et 3142 présentant l'une'quatre et l'autre trois inversions, le terme considéré est précédé du signe — ; il est donc égal à'2.22.3.5.
Pour exposer la théorie des déterminants, nous désignerons les éléments par une même lettre affectée de deux indices dont le premier marque le rang de la ligne, et le second le rang de la colonne de l'élément.
Le déterminant du ne ordre est alors représenté par
ni
llY3
On appelle diagonale principale (ou descendante) l'ensemble
des éléments diagonaux an, a,2, a
La seconde dia-
gonale (ou diagonale ascendante) va de anl à aln.
Un élément ars est dit pair ou impair suivant que la somme r -\- s est paire ou impaire; les éléments de la diagonale principale sont pairs. Deux éléments sont dits conjugués lorsque leurs indices ne diffèrent que par l'ordre; tels sont ars et asr.
36. Formation des termes.— Soient a^ ... an etp1p*...pa deux permutations quelconques des nombres 1, 2, 3, ... n. Un
terme du déterminant (1) est évidemment
«iPi a2P2 «3^3 an?n
où £ désigne + 1 ou — 1 suivant que les permutations o^a^, .. an et (3^2 .. pn sont de même parité ou de parités différentes.
Le signe de T est indépendant de l'ordre des facteurs. Car un échange de deux facteurs revient à transposer à la fois deux premiers indices et deux seconds indices, de sorte que les deux séries d'indices changent à la fois de classe. Mais par une suite d'échanges de deux facteurs on peut donner aux facteurs de T tel ordre qu'on veut.
Pour simplifier, écrivons les facteurs de T de manière que les premiers indices se suivent dans l'ordre naturel. T prend alors la forme
£.a1Tia2Ï2a3y3 ... anyn,
où Yffo ... Yn désigne une permutation des nombres 1, 2, .. n et où s — 1 ou — 1, suivant que cette permutation est paire on impaire.
On peut donc énoncer la règle suivante :
Le premier ternie (terme principal) (Tan déterminant est le produit ana22 ... ann. On en déduit tons les autres en laissant les premiers indices invariables et en permutant les autres de toutes les façons. Chacun des termes ainsi obtenus est précédé du signe -\- ou du signe — , suivant que la permutation des seconds indices est paire ou impaire, oii "suivant quelle résulte de la permutation initiale 12 ... n par un nombre pair ou impair de transpositions.
On pourrait aussi laisser invariables les seconds indices du terme principal et permuter de toutes les façons les premiers indices.
L'une et l'autre de ces règles montrent que le développement d'un déterminant d'ordre n comprend n ! termes.
37. Notation des déterminants — La notation des doubles indices est souvent remplacée par la suivante :
ctx bx c, ... lx
«g br, C.j ... L
Cln On G'n • • On
Les différents termes du développement résultent alors du terme principal axbzc3 ■•■ In en permutant de toutes les façons possibles soit les lettres a, b, c, ... / sans déplacer les indices, soit les indices sans déplacer les lettres ; le terme aura le signe + ou le signe — , suivant que la permutation des lettres ou celle des indices présente un nombre pair ou un nombre impair de dérangements.
Les déterminants considérés ci-dessus sont souvent représentés par
On écrit seulement la première ligne entre deux traits verticaux lorsqu'elle suffit pour faire connaître les autres lignes ; ainsi le déterminant (1) peut être représenté par
| a1 bx Cj ... lx | .
Enfin, lorsque les éléments du déterminant sont caractérisés par deux symboles dont l'un reste constant dans une même ligne et l'autre dans une même colonne, on écrit sur une première ligne les signes distinctifs des colonnes et sur une seconde ligne ceux des lignes. Ainsi le déterminant (1) est dénoté par
quand on emploie la notation des doubles indices, on peut représenter le déterminant par
Déterminants du 2e et du 3e ordre. - - On a
à. 2 b.z Pour développer le déterminant
a{b2 — a2bl .
on forme le tableau
bx cl a , X X / b2 c2 a2 b2
Les termes positifs du déterminant correspondent à trois droites parallèles à la première diagonale du déterminant, et les termes négatifs à trois droites parallèles à la seconde diagonale, de sorte que le développement cherché est
alb2c3 -|- blc2a3 -f- cla2b3 — clb2a3 — ^\C2b3— bla2c3.
Cette règle est connue sous le nom de règle de Sarrus.
Propriétés élémentaires des déterminants.
39. Théorème. — Un déterminant ne change pas quand on écrit les lignes pour les colonnes et réciproquement.
Appelons D et D' les déterminants
il.-) î Cl.t o
in
'ni
tn
Cl y,
il faut démontrer que D = D'. Or, on passe de D à D' en transposant les deux indices de chaque élément. Donc au terme
du développement de D correspond, dans le développement de D', le terme
T == ej. «y, \ay.2z • - • cu(nn'
Mais T' est aussi un terme de D. On en conclut que les deux déterminants sont identiques terme à terme.
Remarque. — On dit que D' est le déterminant D transposé.
40. Théorème. - Lorsqu'on transpose deux rangées parallèles, le déterminant change seulement de signe.
Appelons D et D' les déterminants
ttqi 6ïq2
qn
ciqi aqU ... ce
(Jn
Cl pi ^p-2 ••« ^jm
qui ne diffèrent que par l'échange des lignes de rangs p et q.
On passe du développement de D à celui de D' en transposant p et q dans la série des premiers indices de chaque terme, de sorte qu'au terme
T = e.aîYiajY2 ... aVyp ... cirfrL ... «nyn
de D correspond, dans T)', le terme
T = s.ap^aoy., ••• aqyp ••• %yq ••• #nyn-
Mais T' fait partie de D avec le signe opposé, car la permutation formée par les premiers indices de T a changé de classe et celle des seconds indices est restée la même. Ainsi, D et D' sont composés des mêmes termes avec des signes opposés ; par suite D' = -D.
41. Corollaire. — Si Von permute les lignes d'un déterminant entre elles, et les colonnes entre elles, le déterminant obtenu sera égal au premier ou nen diffère que par le signe.
En effet, on peut passer du déterminant primitif au nouveau déterminant par des transpositions de deux rangées parallèles. Donc les deux déterminants sont égaux entre eux ou ne diffèrent que par le signe, suivant que le nombre des transpositions est pair ou impair.
Par exemple
bc, c0
CL
En particulier, une permutation circulaire effectuée sur les lignes (ou sur les colonnes) n'altère pas un déterminant ou n'en fait que changer le signe suivant que l'ordre est impair ou pair (33).
42. Théorèma. — Un déterminant D qui a deux rangées parallèles identiques est nul.
En effet, l'échange de ces rangées laisse D invariable; mais D devrait aussi changer de signe (40) Donc D = — D, d'où D = 0.
Application — Soit le déterminant de Vandermonde
et
. an~ 1
. cn~l
ln
formé avec n nombres distincts a, b, c, ... /. Regardons-le comme un polynôme en b ; comme il s'annule quand on remplace b par a, il est divisible par b — a. On verrait de même
qu'il est divisible par les différences c — a, c — b, etc.; il est donc divisible par le produit
On a même V = P; car le produit des premiers termes des facteurs de P est égal à bcz ... /u_1 ou au terme principal de V.
Plus généralement, si f^x), ft(x), ... fn(x) sont des fonctions entières distinctes, et si a, b, ... / sont n nombres distincts, le déterminant
.. fn (a)
• fn[b)
• fn(c)
m) fS) ... rs)
est divisible par P. Un tel déterminant est appelé alternant.
44. Théorème — Pour multiplier ou diviser un déterminant par un nombre A, il suffit de multiplier ou de diviser par A les éléments d'une rangée.
Ainsi,
Cto
bx c,
lal bY cï la2 b2 c2
la* br, Co
Car chaque terme du développement du premier déterminant contient en facteur l'un des nombres a1} a2, a3 ; donc si on remplace ces nombres par Aa^ Xa2, Xa3, le déterminant est multiplié par X.
45. Corollaires- — I. Un déterminant change de signe quand on change les signes des éléments d'une même rangée.
II. On peut mettre en évidence devant le déterminant un facteur commun à tous les éléments d'une même rangée.
Ce principe facilite souvent le calcul d'un déterminant. Soit, par exemple,
Divisons la première colonne par 2, ensuite la troisième ligne par 4; puis après avoir réduit les éléments de la première colonne au dénominateur commun 15 et ceux de la troisième au
dénominateur 12, mettons en évidence les facteurs y-^ et y— Il
vient
D = 2X4XT.XT(:
Mineurs d'un déterminant,
Formation des mineurs. — Considérons le déterminant
Cl22
«in
Ctv:
«rn
ni
Cln.
ng
£ïn n
Dans le développement de D, réunissons tous les termes qui renferment ara et mettons y cet élément en facteur commun; le polynôme qui multiplie alors ars est appelé le mineur correspondant à ars ou cofacteur de ars. Nous le désignerons par Ars.
Cherchons d'abord A.n. A cet effet, partons du terme principal
et permutons-y de toutes les façons les seconds indices à l'exception de celui de au, en ayant égard à la règle des signes. Les termes ainsi obtenus, si l'on en supprime le facteur au,
formeront Au; mais on les obtient également en développant le déterminant
CC oc) et
Ct,
Donc, le mineur An esf ég-a/ an déterminant qui résulte de D par /a suppression de la première ligne et de la première colonne.
Passons au cas général. Pour trouver Ars, échangeons la ligne r successivement avec chacune des r — 1 précédentes, ce qui multiplie D par (— l)1'-1 ; échangeons ensuite la colonnes successivement avec chacune des s —l précédentes, ce qui multiplie le déterminant par (— l)*-1. Ces transformations conduisent à un déterminant D' commençant par ars, et l'on a
D' = (— l)r-H*s-i D = (— lf+sD ;
il suffit maintenant de supprimer dans D' la première ligne et la première colonne pour obtenir le mineur de D' qui correspond à als. Ce mineur étant égal "à ( — l)l'+sArs, on a la règle :
Le mineur Ars est égal au déterminant qui résulte de D par la suppression des deux rangées qui se croisent sur ars, ce déterminant étant pris avec le signe -f- ou avec le signe — , suivant que Vêlement ars est pair ou impair.
Soit, par exemple, le déterminant
ax
dl
le mineur correspondant à c2 est
bl dx b3 d3 bA d4
Propriétés fondamentales des mineurs
1° Tout déterminant D est égal à la somme des produits des éléments dune rangée par les mineurs correspondants.
2° La somme des produits des éléments d'une rangée par les mineurs homologues relatifs à une rangée parallèle est nulle.
1° Chaque terme du développement de D contient un élément et un seul de la ligne
Ctrr
«ri > «r2 > «r3 >
L'ensemble des termes en ar\ est représenté par ar\ Ari? de même les termes contenant ar% composent a^Ars, et ainsi de suite.
Tous les termes de D ayant été ainsi pris et chacun d'eux une seule fois, on a
D = «rlArl + «i-2 Ar2 -f ... -f- OmArn*
2° Les mineurs Ari, Ar2, ... Arn sont indépendants des éléments de la ligne r; par suite, si ces éléments sont remplacés par ceux d'une ligne parallèle, par exemple par
«pu >
«pi > «p2 t
la somme
«pi Avi + «P2Ar2 4- ... + «pnArn
représente le développement d'un déterminant dont les lignes de rangs p et r sont identiques. Cette somme est donc nulle. Par analogie
D = «isAis 4" «2sA2s 4" ••• + «ns Ans,
0 = «lqAis -f «2qA2s 4- . . . 4- «nqAn3 . (q-fis)
Exemple. — Soit le déterminant
dz d.
tt4 b4 c4 c?4 le développement de D suivant la 2e ligne est
bx cx d
b4 c4 cl4
ax cl dl
ax bx dx
az b3 d3 «4 b4 d4
al bx cY
48. Corollaires. — I. Si tous les éléments d'une rangée sont nuls à l'exception d'un seul, le déterminant se réduit au pro duit de Vêlement non nul par le mineur correspondant.
Pur exemple
ds
dA
b.? Co d0
II. Si /es éléments siûiés d'un côté de la diagonale principale sont tous nuls, le déterminant se réduit au terme diagonal.
Ainsi,
0 b2 Cç
cilb2c3.
III. Tout déterminant peut être mis sous la forme d'un déterminant d'ordre plus élevé. Par exemple,
0 rto ^o
a, 3, y étant des nombres quelconques.
49. Théorème. — £//* déterminant dans lequel chaque élément d'une rangée est la somme de p termes, est la somme de p déterminants obtenus en remplaçant les éléments de la rangée considérée par les premiers, les seconds, ...., les pièmes termes des sommes en question.
Par exemple,
! «i +^i +ex bx cl
ex b
En effet, si nous appelons A4, A2 A3 les mineurs relatifs à la première colonne, le déterminant proposé est égal à
(«i + ^i + <'i)Ai h («- -1- &% + C2)A2 + Os -I- ^ + ^)A3 , ce que l'on peut écrire ainsi :
(alAl + «2A2 + «3A3) h(^iAi+^2A2+^3As)4 (eiAj+^A.^^Ag). Neuberg. — Algèbre. 3
Or, les trois parenthèses sont les développements des déterminants
| aA b, cx | , | o?i bl cx | , | ex bl c, | ; le théorème est donc démontré.
50. Remarques. — I- Si les éléments de la première colonne sont des sommes de p termes, ceux de la seconde des sommes de q termes, etc., on peut appliquer plusieurs fois le théorème.
Par exemple
I #i -f h\ a\ ~bi c\ \ = \ a\ a\ ~h\ ci / + I h\ a\ — bi ci I
= | ax al Cj — \ai bx cï +|ô, a1 c1 — bl by c}
= — 2 | a, bï Cj | .
II. Si les sommes relatives à une rangée n'ont pas le même nombre de termes, on remplacera par des zéros les ternies manquants.
Par exemple, l'équation
se ramené a
51. Théorème. — On peut ajouter aux éléments d'une rangée ceux dune rangée parallèle, multipliés par un nombre quelconque. (Principe de l'addition des rangées parallèles.)
Par exemple,
«i + Xô, -f t^ ^i Cj
En effet, le second déterminant se décompose ainsi (49) : I «1 h\ c, | + X I &! b1 cl | -f- {X | c, &! c, | , et les deux derniers déterminants sont nuls (42). Exemple — Calculer l'alternant
« ftc
Soustrayons la première ligne de chacune des autres ; il vient
a ca — ce
ce
Si l'on soustrait encore la première ligne de la deuxième, on obtient
On arrive plus rapidement à ce résultat en observant que D s'annule quand on remplace a par /;, ou b par c, ou c par a ; donc
D = (b — a) (c — a) (c — b)ni,
m étant un l'acteur inconnu. Pour obtenir le terme diagonal bc3, il faut que m renferme un terme c; comme le développement de I) est une fonction homogène du 4'' degré en a, fr, c qui ne fait que changer de signe quand on échange deux des lettres a, b, c et que la dernière propriété appartient également au produit (b — a) (c — a) (c — />), m doit être une fonction homogène et symétrique du premier degré. Par conséquent, m = a -f- fr -f- c.
Multiplication des déterminants.
52. Théorème. — Le produit de deux déterminants d'ordre n es/ z//z déterminant d'ordre n do/if tes différents éléments s'obtiennent en multipliant une ligne quelconque du premier des déterminants donnés par une ligne quelconque du second (*).
Considérons, par exemple, les déterminants
ai Pi Ti
i*) Multiplier deux lignes, c'est faire la somme des produits des éléments correspondants des deux lignes.
et posons
alal + b$x + c^] «!«2 + b$.2 + c1Ï2 a^g + b$3 -f c^g
«2ai -+ ^Pi + C2Ï1 «2a2 + ^2^2 "h C2Y2 «,«3 + b„% -f C2Y3 «3«1 + #3Pl 4~ CgYl «3*2 + &rfï + C3Ï2 «3*3 + hh + C3Y3
il faut démontrer que P = DA.
Pour abréger le langage, appelons file de P l'ensemble des termes placés sur une même verticale.
On peut décomposer P en 27 déterminants partiels (50, I) ayant pour colonnes une file quelconque de la première colonne de P, une file quelconque de la seconde et une file quelconque de la troisième.
Ceux de ces déterminants partiels qui comprennent deux files de même rang des colonnes de P, sont nuls: par exemple
fl,a
= *ia2?:
Ceux qui sont formés avec trois files de rangs différents contiennent D en facteur. Tel est le déterminant
.Ta?
i désignant le nombre des transpositions qui ramènent la permutation acb à abc. Mais le même nombre / de transpositions ramène la permutation cr$ à a|fy; pa-E conséquent, ( — l/aiY2p3 est un terme du développement de A. On en conclut que les déterminants partiels de P qui ne sont pas nuls, sont égaux aux produits de D par les différents termes du développement de A ; leur somme est donc égale à DA.
53. Remarques. — I. Si l'on transpose (39) l'un des déterminants D, A ou les deux, on voit que leur produit peut s'effectuer en multipliant :
les lignes de D par les lignes de A, ou »• » » » colonnes » ,
ou » colonnes » » lignes » , ou » » » » colonnes » .
II Pour multiplier deux déterminants d'ordres différents, on les ramène au même ordre soit en élevant celui d'ordre inférieur (48, III), soit en abaissant celui d'ordre supérieur.
L'exemple suivant montrera comment on abaisse l'ordre d'un déterminant. Considérons le déterminant
où les nombres a, b, c sont supposés différents de zéro. Multiplions les deux dernières colonnes para; 1) sera multiplié para2. Retranchons ensuite de la 2e colonne la lre multipliée par b, et de la 3° colonne la lir multipliée par c; nous aurons
ab'
ac'
ab' -
ac' -
ab'<-
ac"-
ab"
ac"
III. Le produit de plusieurs déterminants ainsi qu'une puissance quelconque d'un déterminant peuvent se mettre sous la forme d'un déterminant.
54. Application à l'aire d'un triangle. — Soient (xi,y1),(xo,y2),(x3,y3), (Xl5 Yy) . . les coordonnées des sommets de deux triangles A1A2A3, I^I^Bs rapportés à deux axes rectangulaires.
Si A et B désignent les aires de ces triangles (*), on a
ou encore
X2 Vl
xz Pz
oc 2 y ^
xz Vz
(*) On démontre, en géométrie analytique, (pie
2A = xlyz — x%yx -f x2y3 — assy2 -f ®$V\ — &iV-i\
le second membre est bien le développement du déterminant | 1 x\ y\ \ . Cette formule donne à l'aire AxAoAg le signe -f- ou le signe — suivant qu'un observateur en parcourant successivement Ox et AjAj voit du même côté (à sa droite ou à sa gauche) respectivement l'axe Oy et l'aire A!A2A3 ou qu'il les voit de côtés différents.
En multipliant membre à membre on trouve
AB
1 œ1X1 + ylY1 a?LX2 -f^Y* 1 œzXl -[- y2Yï cc2X2 I-//.Y., 1 œ3X} +.y3Y1 r3X, -|- //3Y,
^VVl ~~~ ^3 * 3
Multiplions les trois dernières lignes par — 2, puis divisons la première colonne par — 2 ; le déterminant sera multiplié par \. Ajoutons maintenant aux trois dernières colonnes la première multipliée, respectivement, par X'i-f- Yf, X2. -|- Y:!, X3 j- Y|; de même, ajoutons aux trois dernières lignes la première après l'avoir multipliée, respectivement, par r\-\-y\, x\ \ y% a* -\-yl» Si (hs désigne le carré de la distance ArBs, on aura finalement
AB
Faisons coïncider B^B-. avec A^V.A;. et posons A2A3 a, A3A, == b, AtAo = c ; la formule précédente devient
du
dit
rfi.
rf»
tf23
ds-2
1ÔÀ* - —
ou
= (a + & + c) (a -f ô — c) (a — & + c) (— « 4- & h cj.
55. Théorème. -- Etant donnés deux tableaux rectangulaires de nombres, T et T', comprenant n lignes cl m colonnes, formons le déterminant P e/o;ïf les éléments sont les produits d'une ligne quelconque de T }>ar une ligne quelconque de T\ Si m > n, P est égal à la somme des produits d'un déterminant formé de n colonnes quelconques de T, par le déterminant formé des colonnes homologues de T'. Si m < îv, P est nul.
I. Soient, pour fixer les idées
rf2
les tableaux T e1 T'; alors
Pli Pl2 P\Z P21 P22 P23 Pli P$2 P33
ou
Pu =«i«i 4- *iPi 4-cfn -MA,
P\2 = rtl*2 "H &!?« + C1Ï2 ' h 0?1^2 ,
Nous allons démontrer que
= I «1 &1 Cl I X | «! ?! Yl I + | «1 &l ^1 | X | «ï ?! ^i | )
+ I «1 Ci o?! | X | «1 Yi 8i ! 4- \-bi ci rfi. I X I ?i Yi di I ••)
A cet effet, décomposons le déterminant P en divers déterminants partiels en réduisant chaque colonne à une seule file. Les déterminants qui comprennent deux files occupant le même rang dans les colonnes de D, sont nuls. Les déterminants partiels qui sont composés de trois files de rangs différents, sont égaux à l'un des déterminants
| ctl b
| ci1 b1 d1\, | «1 cx c?j , | bx cl dx |,
multiplié par un terme du déterminant correspondant de la suite :
ai ïi ô\ I , I Pi Yi 5i I •
De là on conclut aisément l'égalité (1).
Considérons, en second lieu, les tableaux
ai ox
Pi
Le déterminant
«1a1 4- 6ipi axcL2 -f b$2 aLa3 -f- 6d?3 «,aj + b.2ri{ «2a2 -J- b.$2 a2a3 -f 62?3 tt8a4 j- 63?, tt3a2 4- 63l3, «3a3 + &3?3
est égal à zéro; car on peut le considérer comme le produit des déterminants nuls | a* £>i 0 , *i ?i 0 | .
56. Application. — Appliquons le théorème (55) aux systèmes égaux
a{ bi a% b%
Alors
«î + *i+-.+ji «i«2 4- M,> 4- ... -
«2«1 4" ^2^1 4" • • • 4" Mi tt2 4" &• 4" • ' • 4- ^2
hh
par conséquent
(ai + ftf 4- ... -4- © («'■ -I- &î 4- • • 4- $ — K«2 -I- M., 4- ... -f hkf
Cette égalité est appelée identité de Lagrange.
Théorème de La place.
OU G
i > P2 î lJ'S » • • • i iJi 5
les éléments de ces lignes et de ces colonnes qui restent après suppression des autres lignes et des autres colonnes appartiennent à un nouveau déterminant, d'ordre /, qu'on appelle déterminant partiel ou sous-déterminant de D. En le désignant par o on a
ar. o
al^2
a o *2ri
aasS
• «„ fi.
on peut le représenter sans anibiguité par le symbole
Pi Pî
Soient
et 3,
PH i
les rangs des lignes d ceux des colonnes qui n'entrent pas danso; les éléments communs à ces lignes et à ces colonnes appartiennent à un autre déterminant partiel 8', qu'on appelle le complémentaire de 8 et qu'on peut représenter par le symbole
,Ji I 1 *i ! 1
Pn
Les combinaisons a1a2 ... ai5 ^^ ... [J,, a, ^ i ... au, |3, { , ... j3B sont supposées ordonnées ; autrement dit, elles ne présentent pas d'inversion.
58. Lemme. — Etant donné un déterminant I) d'ordre n, soit o le déterminant partiel formé nuée les éléments communs aux i premières lignes et aux i premières colonnes, et soit o' le sous-déterminant complémentaire de o : /e produit oo' /a/7 partie du développement de I).
Considérons parmi les termes de I) ceux qu'on déduit du terme principal
«it«22 • • • ^ii^ibk •• aivn
en remplaçant la suite des seconds indices de la partie aiia22...au par une permutation quelconque yiïs ...y, de ces indices, et aussi la suite des seconds indices de la partie restante akk...annpar une permutation quelconque yk ... yn des mêmes indices k> k-R> - -n. Soient v le nombre des inversions delà permutation y,ye ... yl5 et / celui des inversions de yk ... y„; v f- v' sera celui des inversions
ClC *:
ïiïk
,,. La somme des termes considérés de D sera donc
ou Or,
)V«1Y, . «lYl X ï(— Dv'«kyk-- «nyn.
Théorème de Laplace
1) d'ordre n, partageons les lignes en deux groupes, G e/ G', comprenant respectivement i c^ n — i lignes. Soit o un déterminant partiel formé avec les éléments communs aux lignes de (l et à i colonnes quelcojKjues de D, et soit o' le complémentaire
de 8. Si m désigne la somme des rangs des lignes et des colonnes de I) qui entrent dans o, on a
Soient, respectivement,
ci »
où A = * -}- 1 1
les rangs des lignes du groupe Gr, et ceux des lignes du groupe G'. Ces nombres % sont donnés et restent invariables.
Formons le déterminant partiel 8 dont les éléments appartiennent à la fois aux lignes G et aux colonnes de I) de rangs
Pt.
Pi,
et un autre déterminant partiel o' avec les éléments communs aux lignes G' et aux colonnes de D qui n'entrent pas dans 8; nous désignons les rangs de ces dernières colonnes par
Q Pk+li
o et 8' sont des sous-déterminants complémentaires.
Démontrons d'abord que le produit 88', pris avec un signe convenable, fait partie du développement de T). À cet effet, observons que par des transpositions de deux rangées parallèles on peut donner aux lignes de I) l'ordre sqa2 ... a.a ... aB (*) et aux colonnes l'ordre Pip2 — ?ipk ••• ?n« Le nouveau déterminant D', qu'on peut représenter par
pi p,
est égal à | I) ou à — I), suivant que son ternie principal
On
fait partie de I) avec le signe | ou avec le signe — : ce signe est celui de (— yM-P', ,,. et u/ désignant respectivement les nombres des dérangements que présentent les permutations
al*2
PlP-2 •• ,Ji,J
Cela veut (tire nue la ligne qui occupait le rang *] rlevienl la première, scelle qui occupait le rang a2 devient la seconde, etc.
Or, les combinaisons y.^z . . *, et; ak ... a„ ne présentent ellesmêmesaacun dérangcmenl • Mais les éléments de 3t1«2... «, forment avec ceux de *kak+i ••• *n respectivement
at — 1, ot2 — 2, ... a, — z
inversions; car la seconde combinaison renferme tous les nombres plus petits que *i, Ions les nombres plus petits que x., à l'exception de sq, tous les nombres plus petits que a3 à l'exception de x, et st2 , etc. Il résulte de la et par analogie que
h*i) — (l +2 I-... >/); h PO — (1-4- 2 4-... + *);
donc si l'on pose
y-i 4 *g I- ... -j-ai h'Pi on a
;;. |_ ;,.' = ffi —2(1 4" 2 +- ..
Par conséquent D' = (— I)raD.
Cela posé, le développement de D' (58) comprend le produit des déterminants partiels
iJl iJ> ••• J\
y.{ y., ... otj
Donc une partie du développement de 1) est égale à
Mais si l'on remplace la combinaison j3.J32 ... ,3, successivement par toutes les combinaisons des nombres 1, 2, ... n pris i à i, on aura, sans omission ni répétition, tous les termes de I). Par suite
D - S{— l)'»êô'.
Par exemple, le déterminant
a2 #., Oo c?2 a* bo e, rf.
est é
'gai à
«i bx
c2 rf2
a, dx
bt dt
Ci nf,
Remarque. — La quantité (— l)mo' est appelée le cofacteur
<le o.
60. Corollaires. — f. Si /es éléments communs à i lignes et à n — i colonnes sont nuls, le déterminant se réduit nu produit de deux déterminants. Par exemple
rfl
fr,
cs
Réciproquenient, le produit de deux déterminants dont les ordres sont respectivement p et q, peut se mettre sous la forme d'un déterminant d'ordre p |- q.
II Si les éléments communs à i lignes et à plus de n — i colonnes sont nuls, le déterminant est identiquement nul.
Remarque. — Le théorème (59) généralise la première propriété des mineurs (47). On généralise la seconde en remplaçant une ou plusieurs lignes du groupe G' par un nombre égal de lignes du groupe G pour composer les déterminants partiels désignés ci-dessus par 8'.
DÉTERMINANTS ADJOINTS
61. Définition. — Soient An, A]2, ... les mineurs du déterminant
«Il #12
«ni #n2
«In 02n
"un
('es mineurs sont les éléments d'un nouveau déterminant
Am A 2n
An] An> ... Ann
qui est appelé le déterminant adjoint ou le réciproque de I).
62. Théorème. — Le réciproque d'un déterminant I) d'ordre n est égal ù Dn_1.
En effet, si Ton applique à I) et D' la règle de la multiplication (52) en tenant compte des propriétés des mineurs (47), on
trouve
d'où D'-- D"-1.
63. Théorème. — Soit D' le réciproque d'un déterminant D, d'ordre n. Un déterminant partiel, d'ordre i, de D' est égal au produit de I)'-1 par le cofacteur du déterminant partiel correspondant de T).
Considérons, par exemple, le déterminant
n.n ft.„ a.2n a9À a9
rin
Un déterminant partiel du réciproque I)' de I) est
nous le mettons sous la forme (60, T) :
-Ml A. 1 2 A i 3 A ! 4
-Agj A o o A o 3 A o 4
Kn faisant le produit des déterminants ( 1 1 et (2) on trouve 47
ou
Lorsqu'il s'agit d'un déterminant partiel de D' dont les rangées ont des rangs quelconques, on permute d'abord les lignes et les colonnes de D' de manière que celles qui entrent dans le déterminant partiel considéré, deviennent les premières; on dispose ensuite les rangées de D dans le même ordre que les rangées homologues de D'; ee qui change D en ( — l)mD, m avant la signification indiquée (52). La démonstration s'achève alors comme ci-dessus.
64. Corollaire. — Soient A'n, A'j„ ••• les mineurs du réciproque D' d'un déterminant I), d'ordre n. Le théorème précédent donne
'2a V — IV1 -*a
Donc, les mineurs de D' sont proportionnels aux éléments correspondants de D.
65. Propriétés des déterminants nuls. — T. D'après les théorèmes (63) et (64), lorsqu'un déterminant est nul, son réciproque D' et tous les déterminants partiels de D' sont nuls.
II. Supposons que D soit nul sans que tous ses mineurs soient nuls. Alors en appliquant la propriété précédente aux déterminants partiels qui se déduisent des deux lignes
Ar]
Asi
on trouve les proportions
Ar2
A,-, A si
Arg
At2
As::
Ar3
Asn
Ans
Donc : Lorsqu'un déterminant est nul, les mineurs relatifs aux éléments d'une rangée sont proportionnels aux mineurs relatifs aux éléments homologues d'une rangée parallèle.
III. Pour qu'un déterminant I) soit nul, il faut et il suffit qu'il existe une même relation linéaire homogène entre les éléments de chaque ligne.
Nous ne considérons que le cas où les mineurs de l) ne sont pas tons nuls; par exemple, quelques-un des mineurs A,,, A,,, ... sont différents de zéro.
La condition est nécessaire; car d'après la propriété des mineurs (47), si T) 0, on a
«rlAsi -h ar2ÀS2 I • • I- «mAsn ^ 0, [r = = 1, 2, . , . w)
même pour r — s. Elle est suffisante ; en effet, si
Mil "t" *2«r2 "h ... + Xnflrn == 0 (*) (1)
pour r = l, 2, ... n, multiplions la première colonne par X, et ajoutons-y les suivantes multipliées respectivement par À2, X3, ... Xn; les nouveaux éléments de la première colonne étant nuls en vertu des relations (1), on a nécessairement 1) = 0.
DÉTERMINANTS BOUDÉS.
Définitions. — Etant donné un déterminant
an au a2l ci.22
on a souvent à considérer un autre déterminant de la forme
«Il
«lu
«nl
. «nn
') Quelques-un des "nombres À pourraient être nuls; nous supposons ici X\ différent de zéro.
On dit ({lie IV est le déterminant I) bordé d'une ligne et d'une colonne; nous le représentons par (D*,).
Le déterminant I) peut être doublement bordé :
DÏL) =
«Il
al2 .
•• «In
«ul
il peut être triplement bordé, etc.
67. Théorème. — Soient An , A12, ... /e.s mineurs d'un déterminant D d'ordre n. O/ï a
(Pi)
SA,,.r ■•'
r ef s recevant successivement toutes les valeurs 1, 2, 3, ... n.
Si on développe (D*) suivant les éléments de la dernière colonne, et qu'on appelle B'lf B,, ... Bn ses mineurs se rapportant à a.*!, x2, ... A',i, on obtient
(P*,) = œfii + œ2BQ + ••• + •'Vl>r 4- • -.+ ^nBn.
Désignons par Dr le déterminant qu'on déduit de D en remplaçant la re ligne de D par la suite x\9 a*'2, ... a:'„. On a Bj=^ — D, ; car si l'on échange dans (D*,) la re ligne et la dernière, xr devient le dernier élément et le mineur correspondant est alors égal à Dr, mais (D*,) a été multiplié par — 1.
On peut donc écrire
Or
D,. = x\A,.i \- .r'2Art +■ ... 4- x'a A,.., + ••• -t- a^nAm;
en substituant cette valeur et les valeurs analogues de DIf D2, ... on trouve la formule (i).
68. Corollaire. — Si le déterminant D est nul sans que tous ses mineurs soient nuls, le déterminant bordé (D*,) est J«*f produit de deux facteurs linéaires.
VYl
Eu offeVfii I> 0, on a (65, l)
A ri A,-.- A,,-; Arn
An A 12 A 13 Ain
d'où, en désignant ces rapports par A*,.:
A,i /'VAU, A,.-> = #2A12, A ,-3 = /»'rA13, ... Les égalités (3) et (2) du § précédent donnent alors
Dr == — kT(x'xku -f a?'fA12 + ... + *'nAin) = — kTDl , (DJ) = - D^A, + <*»*£ + -.. + «?n*n). Remplaçons les quantités A* par les valeurs
'M === ' ftj =7- ' A 3 = — — > • ' • >
il vient
(Djf)== — - i.r'jAn-1 a?'2A12+... h^nAln)(#1An-f#2A2l+...+#nAni). Ai i
69. Un déterminant doublement bordé (D*L) donne lieu à une remarque curieuse ci utile, quand on applique le théorème (63).
Los mineurs de ce déterminant qui correspondent aux éléments du carré final . . sont les déterminants simplement bordés
(DJ,), -(Djr), -(Df,), DJ);
ils forment le déterminant partiel du réciproque de (D*,yy,) :
S "";^|'»(DÏ/)(M0-P»(Dî,y,
et le cofacteur du déterminant partiel correspondant de (Dlïyi) est précisément D. Donc
(DÎ,)(DÏ,)-(PÏ,).(Di»)=.D(DÏJfc).
DÉTERMINANTS SYMÉTRIQUES
70. Un déterminant est dit symétrique lorsque tout élément àra est égal à son conjugué asr.
Neuberg. — Algèbre 4
On voit aisément que les mineurs Ars, Asr d'un tel déterminant sont égaux, donc le réciproque d'un déterminant symétrique est lui-même symétrique.
Soit D un déterminant symétrique nul. On a (65, I)
An Air
-> d'où A]r -= Ari = v/AnArr,
AJT
le radical étant pris avec un signe convenable.
Si l'on borde le déterminant symétrique nul d'une colonne et d'une ligne, la relation (68)
An(I)x')-- (.r'1A11+a."'2A12 + ...-f-^'Ain)(ir1Au + #2A2i-b-- + ^nAni),
à cause des égalités (1), prend la forme
(Di)=— (œjv A11+y2i/'A2„-f-...+^',yAnn)(a71i/All-|-.rok A22-f-...-f-a?n|/Ann);
les radicaux ont respectivement les signes de An , A,,,..., A]n. En particulier, si x'T — xr, on a
•(Dï) - - - [xx i/An + œ2\/A22 + ... + xn i/An„)«.
71. Déterminants symétriques gauches. — Un déterminant est dit symétrique gauche lorsque les éléments conjugués sont égaux et de signes contraires et que les éléments diagonaux sont nuls. Tels sont les déterminants
Tout déterminant symétrique gauche d'ordre impair est nul ; car si on multiplie chaque colonne par — 1, on obtient le déterminant transposé, et comme le déterminant proposé change seulement de signe, iJ est égal à zéro.
Etant donné un déterminant symétrique gauche, les mineurs relatifs à deux éléments conjugués sont égaux et de même signe, ou égaux et de signes contraires, suivant que Vordre du déterminant est impair ou pair. En effet, on passe de Ars à Asr en transposant Ar^ et multipliant ses colonnes par — 1.
Tout déterminant symétrique gauche d'ordre pair est le carré
r/'u/ie fonction rationnelle des cléments. Pour plus de facilité, nous considérons un tel déterminant sous la forme
avec les hypothèses an = a2, ... = ann - 0, ars = — asr. Posons
«Il
.. alu
Ûfgl
^nn
"~ &ïi
«In
"ni «n>
et appelons An, A,.M ... les mineurs de D; comme D est symétrique gauche et d'ordre impair, il est nul. En appliquant une propriété des déterminants symétriques nuls, bordés d'une ligne et d'une colonne (70), on trouve
A = = — (Dxx) = Kl/An -h ,r,i/ A2, + ... -|- .Tnl/Ann)s.
Mais Au, A ,2 Ann sont des déterminants gauches d'ordre
i} — 1 ; donc si le théorème est vrai pour l'ordre n — 1, il est vrai également pour l'ordre n -j- 1. Or, le déterminant gauche du second ordre est de la forme
donc la proposition est démontrée.
rf-
ExERCICES ET NOTES.
1. Le nombre total do dérangements contenus dans tontes les permuta-
. 1 2 lions de ;/ éléments est égal a rCnPn •
2. Les permutations a^., ... a^t>xb% ... bq , bxb2 ... b^a/i-, ... av sont de la même classe ou non, suivant que ( — l)pq est positif ou négatif.
3. Dans le déterminant du 5e ordre, trouver les signes des termes
4. Trouver le signe du ternie qui correspond à la seconde diagonale d"un
déterminant d'ordre n. Réponse : celui de (— l)2
5. Trouver la valeur numérique du déterminant {carré magique)
Si a -f a' + 6 + &' + c + c' «= 0, on a
tg (a + a') tg (« + V) tg (a + c') tg(ô + a') tg.(fr-fô') tg(ô + c')
tg(c + «') tg(c-M') tgfc 1-e')
Développer D et remplacer chaque terme par la somme de ses facteurs.
aa1
bV
ce'
aa'
ce'
bb'
bV
ce'
aa
ce'
bb'
1 cr a2 a4 1 6 b2 ô4
1 f/ rf2 r/4
Ajouter à la 1^ colonne les autres multipliées par 1, 1, 1 ou par 1,-1 - 1, etc.
= 4àbc,
Le déterminant s'annule pour a = 0, pour b = 0, pour c = 0, etc.
b°~ bc c2 ca a2 ab
(a2 — te) (68 ~ c«) (c2 — a&).
Si l'on divise les lignes du déterminant respectivement par b-, c-, a-, on obtient un déterminant de Vandermonde.
(c -f ay
2abc(a -f 6 -f- c)*
Le déterminant s'annule pour a — 0, d'où le facteur a, etc.; en retranchant la l,e colonne de chacune des autres, on trouve deux fois le facteur a | b -\-c, etc.
1 sin x cos x 1 sin y cos y 1 sin z cos s
Le déterminant se ramène à
.-, x . x cos-- f-sm2 9 2
4 sin g(«? — y) sin- (y
*)*sin 5 (a?— *).
OC \X
sin - cos -
cos1
sm4
cos- - cos - sin- sin2 -
tf* 1J jX
En divisant les lignes respectivement par COS2 - > COS2- » COS2-» on
obtient un déterminant de Vandermonde.
smd a sin a cos « sin3 b sin & cos b
si iv* c sin c cos c
= sin(a-f^4-c) sin'a — b) sin(a — c)sin(6 — c).
Diviser les lignes respectivement par sin a, sin b, sine et multiplier ensuite la 3^ colonne par sin a sin b sin c; cela fait, retrancher la ire ligne de chacune des suivantes, etc.
sin a cos a sin 2a
sin & cos b sin 2£ sin c cos c sin 2c
4 sin - ~ - sin ~ sin — Ç— [sin (a -f 6) + sin (6 -f- c) -f- sin (c -f a)].
Ajouter à la 3e colonne les deux 1res multipliées respectivement par cos(« -\- b -f- c) — 1" cos a, — sin (a -f- 6 | c) — S sin a, etc.
18. a3 (a |-a?)3 (2« h .r)3 £3 (ô _|_^)3 (2ô | oc)* r3 (c + a?,3 (2c | xf
3x3(a - b){b — c) (c — a) [(a + b +c)x° |- 3{ab h bc + c«).>- |- Bote").
Démontrer que le déterminant, d'ordre
x a a ... « a x a ... « a a x ... a = [x \ na) {se — a)n.
a a a ... x I ^0. Faire le produit des déterminants
1 — a' a'2 —cr' \
<P 3d2 3d 1 21. Faire le produit des systèmes rectangulaires
1 — d' <tf'2
ou celui des systèmes analogues comprenant plus de -l lignes. Quelles relations peut-on conclure des exercices 20 et 21 ? 22. Plus généralement, si
¥(œ,y) = A0sc» -|- A^x"-^ -f ... |- A,,.^'-1 -[- Àn?/"5
le déterminant
F(^t,yi) F(^s»ys) • • F(a?2,?/p) I) =
F(^,yi» F(a?p,y2) est le produit des deux systèmes
A0 A,//! A,vi' A0 Au>/., koj/l
A0 Aj//,, A,//;,
En conclure qno D — 0 si p > /i + l, et trouver la valeur de I) lorsque /> n-{- 1 ou <C n -\~ t.
On appelle circulant to.it déterminant de la forme
an
Démontrer qu'il est égal à un produit de n facteurs de la forme
a, -j- a2to -+■ a3fj)8 •• 4- «nwn_ J (1)
où l'on remplace w successivement par cliacune des n racines de l'équation
xn —1=0.
On ajoute à la première colonne les autres multipliées respectivement par o>, tu', ... u>n— i; les éléments de la pre:uiô:*e colonne seront éjaux à la quantité (1), multipliée par 1, u>, u>2, ... ton— i, etc.
24. Le produit de deux circulants de même ordre est un circulant. En particulier,
Sa3 — 3abc = Sa (Sa2 — 2a6),
abc c a h b c a
(Sa:> — 3abc) (la'3 — Za'b'c') = = SA3 — 3ABC (Sa* — lab) (Sc<r2 — la'b') = SA2 — SAB,
ou
A = aa1 -f- bb' 4- cc\ B = ac' 4- ba' + cb\ C = ab' + bc' -f ca\
Considérons un déterminant quelconque D, d'ordre n
Formons les combinaisons ordonnées des nombres 1, 2, ... n pris i à i, et désignons-les par
Yl » Y 2 ' Ï3 '
où m = C . Soit ôrs le déterminant partiel de D formé avec les éléments communs aux lignes et aux colonnes dont les rangs sont, respectivement,
les cléments des combinaisons yr et ys; soit aussi o 1S le cofacteur de ors. Si l'on pose
ôlm
• hm
°ml
Considérons les tableaux rectangulaires
&1, Il 1
comprenant n lignes et, respectivement, n | 1 et // — 1 colonnes.
Appelons Ap le déterminant obtenu en supprimant la j)e colonne du premier tableau, et Bf, le déterminant obtenu en écrivant cette /r colonne à la gauche du second tableau. Cela posé, démontrer la relation
A1B1~A2B2 + A3B3 ... -f ( - DnAII+iB„4.i == 0. En effet, si Ton considère les déterminants
CL
Cn+1 «l,n ji «2,n+i
«ni «n2
ii,n fi
bu
cL b„ '>,,
yi,n-l h,n- 1
dn bn] bn
les mineurs du premier relatifs aux éléments Ci, c.,. c3, ... sont A,, —A?, A3,...; appelons^, 0.., . . ôn les mineurs du second déterminant relatifs aux éléments dly ch, ... dn. Nous aurons
Bp = rtU)0j -f- «2pô2
Ajoutons les égalités analogues après les avoir multipliées respectivement par A 1, — A.., A3, ...; les coefficients de ôr, o2,o3 , ... seront nuls.
ÉQUATIONS LIN KA I RES
Équations non homogènes.
72. Système de n équations du premier degré à n inconnues. — Nous considérons un tel système sous la Corme
arix} | aT%x.2 -f '.. |" rtni.rn — bv = 0. (r 1, 2, ... n):
Soient X{, X2, ... X'n les premiers membres de ces équations :
auœï + d\.zx.2 h ••• -f «ip-^p f ••■ I ^in-'"n — &i ,
X, : a.nxx | ct2,,x.2
atpPv
CtzaXn
^iiii'^'n ^
X„ ee ^nl.rL f a.,..a?2 - (- .
le système proposé sera
X1 = 0, X2 = 0, ... Xn==0. (2)
Nous désignons par D le déterminant des coefficients des inconnues :
<ln Cll2 ... ci\u
«21 Clll ■" CltXi
«ni ^!i2 ••• #nn
I) est appelé le déterminant du systènie (2). Nous représenterons ses mineurs par An, Ale, ....
73 Théorème. — Un système de n équations du premier degré à n inconnues dont le déterminant I) /t'es/ pas /ni/, admet une solution et nen admet qu'une seule. Les valeurs des inconnues ont pour dénominateur commun le déterminant D; le numérateur de chaque inconnue est le déterminant qu'on obtient en remplaçant dans D les coefficients de cette inconnue par les termes connus correspondants, ceux-ci étant supposés écrits dans les seconds membres des équations.
Ajoutons membre à membre les identités (1) multipliées respectivement par les mineurs relatifs à une même colonne de D,
soit par
Aip, Aty, ... A;,p,
quantités qui ne sont pas toutes nulles puisque D =h 0. Xous aurons
A pX, -f- A2,X, 4- ... 4 AnpXn )
= («îiAip 4 fl21Aj8P 4 -ki 4 («is Ai., 4 «22A2p -f ...).r2 4- ••■ [ (3) 4 («iPA;p 4 «2,A2, -f . K, 4 ... — Pi Ai , -f M2, + . .) • I
Dans celte nouvelle identité, le coefficient de xv est égal à D (47) et (!eux des autres inconnues sont nuls; la quantité
&iAip -f- &?A2p 4 . . 4^uA.p
est égale au déterminant D où la pe colonne est remplacée par &!, b2, ... bn, nous la désignons par Dp. L'égalité (o, se réduit donc à
AipX, |- A2pX2 -f ... 4 An,Xn se Vxv - D„. (3r)
Remplaçant p par 1, 2, ... /*, on voit que les identités d) entraînent les suivantes :
A„X, 4 AS1XS+. . 4 AU,X„ = 1)^-1),, À18X, 4 AMX, 4 • • 4 An2Xn EE \\r, - D2, |
AmX, -}- A2nX2 4 ... 4 AnnXn = D.l'n — Dn.
Par conséquent, s'il existe des valeurs de xl, x.2, ...xn qni vérifient les équations (2), ces valeurs vérifient également les équations
Dx,— Dj=0, lu-, ~I), = 0, ... Dxn — Da = 0. ;5)
Comme I) A 0, le système (5) admet une solution et une seule :
11 reste à montrer que ees nombres satisfont au système (2). A ce! effet, ajoutons membre à membre les identités (4) multipliées respectivement par les coefficients des inconnues de l'une des équations données, soit par
quantités qui no sont pas toutes nulles. Dans l'égalité résultante, le coefficient de Xr est
«rlAn -|- ÛfrâAr: -f ... -f atllArù — D,
et les coefficients des autres quantités X sont nuls v47); on a donc
DXr = av (D*, — D,) -h ar>(l)x2 — I),) -f .. + am{T)xn — D).
Cette identité montre que les valeurs (0) vérifient l'équation Xr = 0, et comme on peut faire r = 1, 2, ... /?, elles satisfont au système proposé ('?).
Remarques. — I. Supposons
I) ^0, bx = h., ... --ba = 0;
les équations (5) ont la forme Dxv 0. Donc un système de n équations linéaires et homogènes à n inconnues dont le déterminant n'est pas nul, admet la seule solution
;cx = 0, oc2 0, . . ocn = 0.
IT. Supposons D — 0, D,, /-- 0; le système (2) est impossible. En effet, l'identité (3'j se réduit à
ÀjpXj -f- A2jX.2 -f- ... -\- AnpXn ee — Dp;
on en conclut qu'ii no peut exister de valeurs de xl,x2, ... xn annulant à la fois XM Xj, ... Xn.
75. Théorème. — Etant donné un système de n + 1 équations du premier degré à n inconnues, si n de ces équations admettent une solution unique (ont un déterminant différent de zéro), /a condition nécessaire et suffisante pour que cette solution vérifie Véquation restante, est que te déterminant formé avec les coefficients des inconnues et les termes connus des n |- 1 équations soit nul.
Soit le système
X1=0, X2 = 0, ..., Xn = 0, Xm = 0, («t-n+i;
Xr = «ria\ -f- 8r»#2 "4" ■•■ I" ftrn^ii — ^v
Posons
Cv J o
#21 ft2i
«In &i ' «2n #•>
tlm\ Ctm% . . . ttmn bm
Si Ton multiplie la dernière colonne de A par — 1 et qu'on y ajoute les autres colonnes multipliées par des nombres quelconques .v,. x>, ... xn, on trouve
aX2
(fln Xj «2n X.,
«ni an2 ... ccnn Xn
Prenons pour ces nombres .vlt a\, ... xa la solution unique qu'admettent, par hypothèse, les équations
xn- 0,
et désignons par D le déterminant du système (2;; l'égalité (1) devient
A- -DXm.
On en conclut (pie si la solution des équations (2) vérifie également l'équation X:n 0, on a À = 0 ; réciproquement, si A = 0, l'équation X.m = 0 est compatible avec les équations (21.
Remarque. — En sous-entendant la condition 1) -^ 0, on énonce souvent le théorème précédent sous la l'orme :
Pour que n -f- 1 équations linéaires à n inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que le déterminant formé avales coefficients des inconnues et les termes connus soit nul.
Equations homogènes
76. ('n système d'équations homogènes en.Vj, ,\\, toujours la solution
Xn admet
que l'on nomme la solution zéro. On fait souvent abstraction de cette solution, et l'on dit même que le système est impossible quand il n'a pas d'autre solution.
Si le système homogène admet une solution (a-j, oc2, ... xn) dont tons les nombres ne sont pas nuls, il est également vérifié par les nombres (Xan Xa2, . . Xa„)j quel ([ne soit le facteur À. Ces solutions sont considérées comme une seule et on les représente par les proportions
hn />■» /y*
1A/ 1 \Aj ri t>v Y\
Kj a2 a„
Si l'un des conséquents est nul, l'antécédent correspondant est également nul,
Un système non homogène peut être rendu homogène en remplaçant les inconnues xl1 .v2, ... ,vn par
/y* /y» ry%
iVn-fi étant une inconnue auxiliaire à laquelle on peut donner une valeur quelconque antre (pie zéro.
Nous allons adapter les théorèmes (73) et (75) aux équations linéaires homogènes
Théorème. — Etant donne un système de n équations
linéaires homogènes à n h 1 inconnues :
"irri H- «12^2 -|- . . f alnœa | almœm — 0,
.. - . »-fvri:Jt "22^2 H" ■••- "I- «2n#n -\ OitnXai == 0, ' /-m
•^nl^i + «n2^2 + ••• -+" «nn^n + «nm^ni == 0,
oz) m esLccrit.jjourn \: i, désignons pur Dlf D2, .. T)<n /es déterminants qu'on déduit du tableau des coefficients
a w #12 •• • #ln rtlm
en supprimant la lre, /a 2'\ ... /a me colonne. Si run~.de- ces déterminants est différent de zéro, le système proposé admet une solution uniïjue, représentée par les formules
•ri -''-z ^3 _ _4 (^\
Supposons Dm ^= 0, et considérons le système
«ri — + «ra -*+•••+ «m ~~ + «ro = 0, (?' == 1, 2, ... Il)
qu'on obtient en divisant les équations (1) par xm . Les inconnues
ont des valeurs déterminées (73), dont le dénominateur commun est le déterminant Dnl du S3Tstème et dont les numérateurs se déduisent de Dm en remplaçant la lre, la 2e, . . la zî° colonne par la suite — aim, — a-im, .. , — anm- Si nous convenons de représenter un déterminant formé avec n colonnes du tableau (Tj par les rangs de ces colonnes mis entre deux traits verticaux, la solution prend la l'orme
*in ' 'm
-> etc.
En échangeant la colonne représentée par ni successivement avec chacune des suivantes, on trouve
m 2 3 I ... n i — IV1-' 2 3 1 ... n m \ =-. (— l)n lDu
l m 3 4 ... n = {— l)a~- 1 3 4 ... n m \ -= (— l)n~2D2, etc
Donc
&m t)m Ç0m i),n ^iii t)in
('es égalités conduisent aux proportions (2). Exemples. — I.
f'vr -h hxy -I ^ = 0, a2a? -f ^Z/ + C2S — 0.
Ce système admet la solution
ou
pourvu que l'un des dénominateurs soit différent de zéro
II. arv -[- bxy -}- cxz -\~ dxu
La solution de ce système est
I ^i c>i «\l I «i ci «^ I | «i ^i «\ | | «\ bl cx | pourvu que l'un des déterminants soit différent de zéro.
78. Théorème. - Etant donné un système linéaire homogène de n -f- 1 équations à n -f- 1 inconnues, si n de ces équations admettent une solution unique autre que la solution zéro, la condition nécessaire et suffisante pour que cette solution vérifie V équation restante, est que le déterminant du système proposé soit nul
Soit le système
a.nœ} | a22x2 | . . --{- aitïocn | a^mœm
«ni-»] "h «112^2 + ••• + "mr'ii ! "nuv>'m <tm\x\ I «m2#2 + ••• I 'a.nwrn-\- «mm#m
où m est écrit pour n \- 1.
Si Ton suppose le déterminant
«Il «12 •
«in «2n
différent de zéro, les/j premières équations du système admettent une solution unique autre que a*! — x2 = ... .v,n 0. Pour que cette solution vérifie la (/? h l)e équation, il faut et il suffit que Ton ait
Ct\n (Ci n «2n «2m
j «i.l «ii2 ! «ml «m2
«an ^nra «mn «mm
En effet, désignons par X,, X,, ... X „ les premiers membres des équations proposées, et appelons A le déterminant (1). Si à la dernière colonne de A multipliée par .vm, on ajoute les autres multipliées respectivement par .v1? .v2, ... xn (ces nombres x sont quelconques), on trouve
«,, a,o ... «in X
11 "12 ••• 'Mil -'v j
(trt-\- ■■■■ -CLo-y ••• ^gn A. o
rm A
«ni «i)2 '••• «nn
«ml «m2 ••• «mm -A-m
Soient À,, X2, . . Xn, Xm les mineurs de A relatifs à la dernière colonne; l'égalité (2) donne
a?mA ee /^Xj + X2X2 -f- ... + XnXn -|- XraXm. (3)
On en conclut que la solution qui vérifie les équations X! = 0, X2 = 0, ... Xn 0, satisfait, également à l'équation X:n = 0 pourvu que l'on ait A = 0; et réciproquement.
Remarques. — I. Dans le cas considéré, il existe entre les
fonctions X une relation linéaire
X,nXm-0,
qui a lieu pour toutes les valeurs des variables xx, x, v„, ;
autrement dit, ces fonctions ne sont pas indépendantes.
1 1. Si A / 0, la seule solution du système proposé est la solution zéro (74, 1).
79. Sur les systèmes rectangulaires nuls. — Pour fixer les idées, considérons cinq équations à trois inconnues :
(iri\ | a,œ2 }- a3x3 == 0, (1)
blxl -\- b2x2 -f- b3x3 = 0, (2)
clxl + c2x2 -h csx2 = 0, (:})
dlxï -f- d2x2 -f d3x3 = 0, (-1) e1œl -\-err, -f e3x3 = 0.
Supposons que les deux premières admettent une solution autre que la solution zéro; ce qui exige (pie l'un au moins des déterminants
soit différenl <lo zéro. Pour que cotte solution vérifie également les équations (3), (4; et (5), on doit avoir (78)
bx b.
Mais alors les systèmes formés par les équations (2), (3) et (4) ou (2), (3) et (5), etc., admettent une solution non nulle ; par suite
b] b.2 b.3 Cj c2 c3 dx d2 d3
0, etc.
On est convenu d'indiquer toutes les égalités (7) et (8) en écrivant
dx
cette notation signifie que tous les déterminants formés avec trois colonnes quelconques du tableau rectangulaire sont nuls. Il y a O? de ces déterminants ; mais l'égalité (9) revient à trois égalités distinctes, pour lesquelles on prend, par exemple, les égalités (7).
Réciproquement, étant donnée l'égalité (9), si les déterminants (6) dérivant de deux colonnes du tableau (9) ne sont pas tous nuls, on peut écrire les égalités (1) à (5) ; autrement dit, il existe une même relation linéaire homogène entre les éléments d'une même colonne.
80. Applications géométriques. — I. Cherchons l'équation de la circonférence passant par trois points donnés Alt A.., A3. Soient^, y^, (x2, y<i), i.v;,, yz) les coordonnées rectangulaires de ces points et
x~ -\- y~ = ax -\- by -f- c l'équation du cercle. On aura les égalités de condition
#î + y\ = a°C\ -f- ty\ -f c, \
h y\ =- axz -|- by3 -f c,
qui servent à déterminer les paramètres a, b, c. Pour que le système (2) admette une solution, il faut et il suffit que le déterminant | x\ yi 1 | soit
Neuberg. — Algèbre,
différent de zéro, ou que les points A1? A,, A3 soient les sommets d'un triangle proprement dit. Si cette condition est vérifiée, on a
■''i Vx 1
Il reste à porter ces valeurs dans l'équation (1), ce qui revient à exprimer que les équations (i) et (2) sont vérifiées par un même système de valeurs des inconnues a, b, c. L'équation cherchée est doue* (75)
VÏ
xz
II. Attribuons les coordonnées courantes x, y à un point déterminé A de la circonférence, et développons le déterminant (3) suivant les éléments de la première colonne; si S, Slt S2, S3 désignent les aires des triangles AjAoA^, A2A3A, A3AAj, AAjA., prises avec des signes convenables, il vient
OA..S — Oàï.S, + OA2.S2
Cette égalité exprime une relation nécessaire entre quatre points d'une circonférence et un cinquième point quelconque O. Remplaçons y O successivement par quatre points quelconques O, Ol5 02, 03 et éliminons S, Sj, S2, S3 entre les équations ainsi obtenues: nous aurons l'équation
OA OAi OA2 OA
OjA O^i 0^2 OjA3
03A2 03Ai Ô3II 03A3
C'est une relation entre les distances de quatre points d'une circonférence à quatre points quelconques de son plan. On peut faire coïncider les points O, Ob 0.2, 03 respectivement avec A, Als A2, A3; ce qui donne
AAi
AiA 0
AjA2
A3Ai
équation d'où l'on peut déduire que le produit des diagonales d'un quadrilatère inscriptible convexe est égal à la somme des produits des côtés opposés.
III. Soient A, \u A,, A3 quatre points quelconques du plan et appelons l) la valeur correspondante (lu déterminant (3); en développant comme ci-dessus nous aurons
l I) = 0A\ S — OAÎ. S, + OAj. S2 - OA3. ss.
Il est facile de voir (pie la valeur de I) est indépendante de la position de l'origine (); en effet, si l'on transporte les axes au point (a, S), il faut
remplacer x, y, xx, yu ... par ar-f-a, y -\- (3, a-, | a, yx -f Jj, ... Le déterminant (3) devient
on retrouve sa forme primitive en soustrayant de la £° et de la 3e colonne la 4" multipliée respectivement par a et par (3, puis de la lte les trois autres multipliées respectivement par 2a, 28, a2-]- 82.
Cela posé, nous pouvons éliminer les quantités 1), S, Slf S2, S3 entre l'équation (7), les trois analogues qui correspondent à trois autres points Oi, 0.2, G3 et l'équation
0 = S — Si + S2 + S3 ;
nous aurons une relation,
1 ôjÂs
1 OoA"
oA.;
OoA? ÔJlI 0~âJ O3A1 O3A2 O3A3
entre les distances de quatre points quelconques A, A,, A2, A3 à quatre autres points quelconques O, Ol5 02, G3.
Faisons coïncider les deux quadrilatères AA1A2A3, 0010;i03 ; nous aurons légalité suivante entre les côtés et les diagonales d'un quadrilatère:
AAi
A 3 Ai
Discussion des équations linéaires.
Théorème de M. Rouché. — Soit
Xn = an\xx + aracci -f ... + anm^m — *n = 0, !
un système quelconque de n équations linéaires à m inconnues. Considérant le tableau formé avec les coefficients des inconnues,
#nl #n2 ••• flnmi
nous examinerons successivement différents cas.
i° n = m et le déterminant qui correspond au tableau (T; est différent de zéro. Le système (1) admet alors une solution unique (73).
2° n > m et un déterminant formé avec m ligues de T est différent de zéro. Soit, pour fixer les idées,
Um\ Clny>
ce déterminant; il comprend les m premières lignes de (T). Les équations correspondantes
X1==0, X2 = 0, ... Xm=0 (2)
admettent alors une solution unique; pour que le système (2) soit compatible avec l'une des autres équations, par exemple avec l'équation Xa = 0, (a = m + 1, m -h 2, ... n), il faut et il suffit (75) que le déterminant
Clct<
ft"xm "y.
soit nul. Si l'un des déterminants 8a n'est pas nul, le système (1) est contradictoire.
3° m > n et l'un des déterminants formés avec n colonnes de (T) n'est pas nul. Soit, par exemple,
«ni a
ne
ce déterminant; il comprend les n premières colonnes de (T).
Nous pourrons résoudre les équations (1) par rapport aux n inconnues xu x2, ... xn dont le déterminant des coefficients est différent de zéro (73). Les valeurs des autres inconnues restant arbitraires, le système proposé est indéterminé.
4° Supposons enfin que tous les déterminants formés avec m lignes de (T) si m ^ n, ou avec n colonnes de (T) si n < m soient nuls. Nous cherchons alors parmi les déterminants formés avec les éléments communs à un certain nombre de lignes et à un nombre égal de colonnes de (T), le déterminant de l'ordre le plus élevé qui n'est pas nul. Soit
ip
lu
PP
ce déterminant; nous le faisons correspondre aux p premières équations et aux p premières inconnues (s'il n'en était pas, on ferait un changement de notations). Le nombre p, d'après nos hypothèses, est inférieur au plus petit des nombres m et n; de plus, tous les déterminants partiels déduits de (T) et d'un ordre supérieur à p, sont nuls.
Nous nommerons 8 le déterminant principal (*) du système (1). Si le tableau (T) donne plusieurs déterminants d'ordre p qui sont différents de zéro, l'un quelconque d'entre eux peut être choisi pour déterminant principal.
Cette dénomination s'applique aussi aux déterminants désignés par S dans les deux cas précédents et au déterminant qui correspond au tableau (T) dans le premier cas.
Le système d'équations
xp = o
peut être résolu par rapport aux inconnues xlt x2, . . xp dont le déterminant des coefficients est différent de zéro (73); les valeurs ainsi obtenues sont des fonctions des autres inconnues #p+i, .Xp+2, ... xn. Pour que les valeurs obtenues vérifient l'une des autres équations, par exemple l'équation Xa — 0, il faut cfe il suffit (75) que le déterminant
Ocl 0C2
axp y a.
soit nul, yr désignant la quantité qui, dans X, , représente le terme indépendant des inconnues .vT, .\\2, .. xp, c'est-à-dire
Si l'on remplace les y par leurs valeurs, on peut décomposer le déterminant (3) en plusieurs autres (49) en réduisant la dernière colonne successivement à chacune de ses files; tous les déterminants ainsi obtenus, à l'exception du dernier
Cia<
-ap
-P ha
sont nuls comme étant égaux aux produits de x9+.lt #P+2, ... xu par un déterminant, d'ordre p -\- 1, déduit du tableau (T). Donc, si l'on désigne par oa le déterminant (4), le système proposé sera possible, mais indéterminé (les valeurs de Aîp+i, .vp+:>, . . xn restant arbitraires), pourvu que l'on ait
8p+i = 0, oH 2 = 0, . . Sn = 0. (5)
Il sera impossible si l'une des conditions (5) n'est pas remplie. Les déterminants Ba ont reçu le nom de déterminants caractéristiques du système (lj.
En résumé : Pour que n équations à m inconnues soient compatibles, il [mit et il suffit que les déterminants caractéristiques soient tous nuls. Dans cette hypothèse, le système n une solution unique ou il est indéterminé, suivant que le nombre des inconnues est égal au degré du déterminant principal ou lui est supérieur.
Cet énoncé s'applique aux quatre cas considérés.
82. Remarque. — Lorsque le système (1) est compatible, et le degré du déterminant principal inférieur à celui des équations, les fonctions Xlt X2, ... Xn ne sont pas distinctes.
En effet, considérons le déterminant
Xn
ClOLn Xc
et supposons qu'on y remplace les X par leurs valeurs explicites. Si nous le décomposons en n -\- 1 déterminants en réduisant la dernière colonne successivement à chacune de ses files, tous les déterminants obtenus sontjnuls à l'exception du dernier qui est égal à — ou. Comme ox est nul, le déterminant (5) l'est également, et en appelant Xl5 X2t ... Xp les mineurs relatifs aux p premiers éléments de la dernière colonne, on peut écrire
X^ -f X2X2 + ... + ÀpXp + 8X« .= 0.
Equations homogènes. — Lorsque
bx = b2 ==...= Ôn = 0,
tous les déterminants caractéristiques s'annulent et le système proposé n'est jamais impossible; en effet, il admet la solution zéro.
En faisant abstraction de cette solution et en considérant comme une seule solution toutes celles dans lesquelles les inconnues ont les mêmes valeurs à un même facteur près, on peut énoncer le théorème suivant :
Un système de n équations linéaires et homogènes à m inconnues est déterminé, indéterminé ou impossible, suivant que V ordre du déterminant principal est égal à m — 1, inférieur à m — 1 ou égal à m.
Exercices et notes.
1 Résoudre le système
oo -\-y + & -\-u = 1,
ax -\- by -\- cz -\- du = c,
a2x + &3y 4- c2z + oPw = c2,
a?x -f- &8y + c3z -\- d3ic = c3,
et simplifier les valeurs des inconnues (43).
Le système
x sin « 4- y sin 2a 4- * sin 3a = sin 4a, a? sin 6 4~ */ sin 2b -\- z sin 36 = sin 4b, x sin c 4~ y s^n 2c -\- z sin 3c = sin 4c,
a pour solution
3? = 8 cos a cos 6 cos c -\- 2(cos a 4- cos b 4- cos c), y == 4 (cos a cos b 4- cos 6 cos c f- cos c cos a) — 2,
^ = 2(cos a 4- cos 6 4- cos c).
3. Trouver une relation entre les cosinus des angles d'un triangle. On élimine a, b, c entre les relations a — b cos C -\ c cos B, etc.
4. Trouver une relation entre le centre et quatre points d'une conique. Si le centre est l'origine des coordonnées, la relation cherchée est
Pour l'interpréter géométriquement, on observe (pie les mineurs relatifs
à la 4e colonne sont égaux à - 0A„A3 . OA3A4 . OA4A2, etc.
5. Relation entre un foyer et quatre points d'une conique. On trouve 2 ± FAj . A2A3A4 = 0.
6. Conditions pour que les normales en trois points A^a?^'^), A2[x.,,//J, A3(x3, y3) d'une parabole (y2 = 2px) passent par un même point
Cette condition se présente sous la forme I 1 y, y;//i ~\~ œi2/\ == 0» on peut la ramener à yl -|- y2 -j- y3 = 0, ou à j œ\ 4- y\ xx y, — 0.
Donc, le centre de gravité du triangle AjA2A3 est sur l'axe de la parabole, et la circonférence circonscrite passe par le sommet de la conique.
7. Condition pour que cinq points soient sur une même hyperbole équilatère.
Réponse: oc\—y\ xlyl œl y, 1 | =-= Ô.
to\V\
yl
yl
XtyA
yl
s. Condition pour que six points soient sur une même conique. Réponse : oc\ .v,?/, y\ œl //, 1 = 0.
On obtient une équation plus simple en prenant trois des points pour sommets d'un triangle <le référence.
PREMIERS ELEMENTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. FONCTIONS ENTIÈRES
Sur les limites.
84. Définitions. — On appelle limite d'une quantité variable x une quantité constante a telle, que la différence a — .v, prise en valeur absolue, finisse par devenir et l'ester inférieure à une quantité ; donnée à l'avance, si petite qu'elle soit. La variable .v dont on cherche la limite, est toujours fonction d'une ou de plusieurs variables indépendantes qui tendent vers des valeurs inaccessibles ; c'est pourquoi la limite a n'est pas une valeur même de .v.
Une variable x est dite avoir une limite infinie, lorsque sa valeur absolue peut devenir et rester plus grande que toute quantité donnée, le signe de .v étant constant.
Si la variable n'a ni limite finie ni limite infinie, on dit quelquefois qu'elle a une limite indéterminée.
Pour généraliser certains théorèmes, on dit que la limite d'une constante est cette constante même.
On appelle infiniment petit une variable qui a pour limite zéro.
Exemples. — T. Considérons la progression géométrique
«, aq, aq2, ....
La somme des n premiers termes a pour expression
Q aqn — a a aqn
Examinons comment varie S lorsque n croît indéfiniment, a étant supposé positif.
Si la raison q est positive et moindre que l'unité, la quantité
£LQn
peut devenir et rester aussi petite qu'on veut. Le terme 1 — q
,— étant indépendant de /i, S croît vers une limite égale à 1 — Q
ciïïn
Supposons q compris entre 0 et — 1 ; la quantité -} — - — est
positive ou négative suivant que n est pair ou impair, mais sa
valeur absolue tend vers zéro. Donc S oscille autour d'une
limite -.
Lorsque q > 1, S a une limite infinie.
Si q = — 1 , on a
donc S a la valeur a ou 0 suivant que n est impair ou pair. Par suite, pour n croissant indéfiniment, la limite de S est indéterminée.
II. Considérons la fonction
Si x prend les valeurs positives et indéfiniment croissantes, y décroît constamment vers la limite 2.
Pour des valeurs négatives de x, de module indéfiniment croissant, y croit vers la limite 2.
La valeur x ==■ S est inaccessible parce que le quotient d'un nombre par 0 n'a pas de signification. Mais si l'on fait croître A'
de 2 vers .'>. y passe par des valeurs négatives^ de module indéfiniment croissant, et l'on dit que y a pour limite — oo. Au contraire, si x décroît de 4 vers 3, y prend des valeurs posi tives, indéfiniment croissantes, et l'on dit que y a pour
limite f °°-
85. Nombres incommensurables. — Dans la théorie des nombres incommensurables, la notion de limite se présente sous une l'orme particulière (pie nous expliquons d'abord sur deux exemples assez simples.
Soit à mesurer la longueur AB, l'unité étant CD (fig. io).
Fisr. io.
Si AB contient /; fois CI), on dit que la mesure est l'entier p.
Si AB contient p fois de CD, la mesure est la fraction - ■
Mais il peut arriver que pour aucune valeur de q, de CD ne
soit contenu exactement dans AB. On dit alors que AB est incommensurable avec CD, ou que le rapport AB : CD est irrationnel, en entendant par là qu'il n'existe pas de nombre entier ou fractionnaire exprimant la mesure de AB au moyen de l'unité CD.
Partageons CD en q parties égales et portons l'une de ces parties autant de fois que possible sur AB. Si p de ces parties donnent la longueur AE < AB et qu'une partie de plus donne
AF *> AB, il est naturel de dire que la mesure de AB est- par
deiaut, - par excès, a moins de
Prenons maintenant pour q successivement des nombres
#11 cl^ ?3i •••
croissant indéfiniment d'après une loi quelconque, par exemple qx = 10, q2 = 100, q3 = 1000, etc. ; nous désignons par En F,, E2, F.,, E3, F3, ... les positions correspondantes des points E, F,
et parp,, p2, p3, ... les valeurs correspondantes de />. Nous avons alors les deux suites de longueurs
AE15 AE2, AE
APlf AF2, AF3, ... 1 avant respectivement pour mesure
Pi Pi Jh \
Pi + 1 j p-i + l ; Ps + 1,
Comme les segments E^, E2F2, E3F3, ... contiennent toujours le point B et diminuent indéfiniment, les différences AB — AEj, AB — AE2, ...et AFj — AB, AF, — AB, ...peuvent devenir cfc rester aussi petites qu'on veut. On peut donc dire que AB est la limite des longueurs (1) commensurables avec AB.
Les nombres (2) n'ont pour limite aucune fraction \ ; autrement, si l'on prenait sur AB la longueur AU = c. CD, les points
Ex, Fj, E2, F2, ... devraient s'approcher indéfiniment à la fois de deux points distincts B et G.
Cependant, on convient de dire que les nombres (2) admettent pour limite un certain nombre incommensurable, mesure de la longueur AB.
Remarques. — I. La définition que l'on a donnée ci-dessus de la limite, est applicable aux suites (1), parce que la différence entre AB et un terme de ces suites est assignable géométriquement. Mais elle ne s'applique pas aux nombres (2) ; car la mesure de AB n'est définie que par les suites (2) elles-mêmes, de sorte que la différence entre la limite et la quantité variable n'a pas encore de sens.
II. Si (j, - iiu]} {m entier), le segment E2F2 est intérieur au
CD segment E,F,. Car si Ton porte sur AX la longueur -» un
11 L * mql
point de division tombe en El5 un autre en Ft puisque AEt,
CD AF, contiennent pj et (px + 1) fois - — ou mpl et m(pl -f- 1) fois
, et il tombera encore au moins un point de division entre mql
E2 et Fu
Une suite de nombres est dite monotone lorsque ses termes ne sont pas tantôt croissants, tantôt décroissants; autrement dit, les termes vont constamment en croissant ou constamment en décroissant à moins ({ne deux termes consécutifs ne soient égaux. Par exemple, les valeurs approchées par défaut on par excès du nombre décimal 0,69034 ... forment les deux suites monotones
Si les nombres q.z, q3y q4, ... sont respectivement des multiples des nombres qx , q2, f/3, ... chacune des suites (2) est monotone. Il en est ainsi quand on prend ql — 10, q2 = 100, ç3-1000, ....
86. Il n'existe pas de nombre entier ou fractionnaire dont le carré égale 7. Mais on peut trouver des fractions dont, les carrés diffèrent de 7 aussi peu qu'on veut.
En effet, soit p2 le plus grand carré entier contenu dans le nombre lq2 ; nous aurons
p2 < 1er < (P + i)2, d'où ïj : 7 < ^, } •
D'après cette double inégalité, il est naturel de dire que la
racine carrée de 7 est " par défaut, par excès, à moins
de1-
On a, d'ailleurs,
car £ - < 9, d'où - < 3; à pins forte raison T (1
7_^<6+l, J£±JH_7<5+». (3)
Cela posé, si nous donnons à q des valeurs
qu 9i, 2s> •••
qui croissent indéfiniment d'après mie loi quelconque, nous obtenons deux suites infinies de fractions
Pi t
/vl 1 }
Hi
Les carrés de ees fractions ont pour limite le nombre 7 , ainsi qu'il résulte des inégalités (3). D'après eela, on convient de dire
que la racine carrée de 7 est la limite des nombres (4) dont les carrés ont pour limite le nombre 7.
Remarque. — On peut faire ici des remarques analogues à celles du § 85.
Pour généraliser, considérons deux suites infinies
als «,, a3, ... [a)
bu b2, b3, ... (b)
jouissant des propriétés suivantes : tout nombre de la suite (a) est moindre qu'un nombre quelconque de la suite (b), et la différence bn — an de deux termes correspondants peut devenir et rester moindre qu'un nombre donné, si petit qu'il soit.
Deux cas peuvent se présenter :
1° Il existe un nombre X (entier ou fractionnaire) plus grand que tout nombre de la suite («) et plus petit que tout nombre de la suite (h;. Alors les différences X — an et bn — X, moindres que bn — c*n, ont pour limite zéro quand n croît indéfiniment ; par conséquent, les suites (a) et (b) admettent une limite commune X (84).
*^. S'il n'existe pas un tel nombre, on dit que les suites {a\ et (b) définissent un nombre d'une espèce nouvelle ; ce nombre est irrationnel ou incommensurable . Si on le représente par un symbole quelconque, par exemple par X, on dit que X est supérieur à an et à tout nombre plus petit que an, inférieur à bn et à tout nombre plus grand que bn ; que les différences X — an et /;n — X sont moindres que /;n — an; enfin, que X est la limite des deux suites (a) et [b) ou que ces suites convergent vers X.
La représentation géométrique explique très bien ce langage. En effet, portons sur un axe ox (flg. u) les abscisses
OAx = ax , OAe = a2, ..., 01^ = blt OB2 = £2, ....
Les points A,, A .., A,, ... couvrironl une région de Ox sur laquelle ne pénètre aucun des points H,, IL, ,..; de même
Fie. ii.
A] a'2 Ag B3 \u
ceux-ci couvriront une région ne renfermant aucun des points A,, A.,, ... Entre ces deux régions, il n'existera aucun Intervalle fini, car la distance A,,Bn doit pouvoir devenir moindre que cet intervalle: il en résulte que les deux régions sont séparées par un simple point de démarcation L, et que les longueurs OAp OA>, ... et OB,, OB2, ... ont une limite commune OL. Le nombre, commensurable ou incommensurable, qui mesure OL, est la limite commune des nombres des deux suites (a) et (b).
Opérations sur les nombres incommensurables
Soient À, À' deux nombres incommensurables définis respectivement par les suites
j au ai< a$> ••• \ cv c2, c3,
I K b2, b3, ... / du (/,, f/3, ...
On suppose, comme ci-dessus, que an < bp, rn • dv pour toutes les valeurs de n et de p, et que les différences bn — a,;, dn — cn tendent vers zéro à mesure (pie n croît. Les deux suites
( a} -f- cu a, I- c2, a3 -f c3, ...
définissent également un nombre ; car tout nombre de là première est moindre que tout nombre de la seconde, et la différence (bn -f dn) — (an + Cti) peut devenir et rester aussi petite qu'on veut. Le nombre, commensurable ou incommensurable, qui est défini par ces suites, est appelé la somme X | À'.
La différence X — À', le produit XX', le quotient /,- sont définies
respectivement au moyen des doubles suites :
\ al — g?!, a2 — d2, a3 — ch,
/ />//[, />,//., b.adSl ...
«j #2 rt3
i bx h., b2
' Cl f'2 C3
Les autres opérations peuvent être définies d'une manière analogue.
89. Théorème. — Lorsqu'une variable x croît sans cesse. sans pouvoir dépasser un nombre donné «, elle a une limite égale ou inférieure à a.
Soient
l'li 2 ' 3 ' * * *
les valeurs successives de x. Prenons sur un axe Ox les
abseisses
OA = a, OA} = al5 OA2 = a2i OA3 = r<3,
Par hypothèse, les points Alf A2, A3, .. avancent constamment dans le sens OA. Si la distance AnA peut devenir et l'ester aussi petite qu'on veut, a* a pour limite a. S'il n'en est pas ainsi, divisons OA en /) parties égales ; nous pourrons distinguer une dernière BC de ees parties sur laquelle passe l'extrémité de l'abcisse.v; autrement dit, il existe une valeur de n telle (pie les points An, An+n An~i-2, ... sont tous situés sur le segment BC. Divisons ensuite BC en p parties égales; nous distinguerons encore une dernière B^ de ces parties sur laquelle passe l'extrémité de l'abcisse x. En continuant ainsi, nous obtenons des segments BC, BjC^ B2C2, ... dont chacun comprend le suivant et qui décroissent indéfiniment. Comme il ne peut exister qu'un point de démarcation L entre la région des points B, Bn B2, ... et celle des points Clt C2, C3. ..., la variable x a une limite représentée par OL.
90. Théorème. — Lorsqu'une variable x décroit sans cesse, sans devenir plus petite qu'un nombre donné %, elle a une limite égale ou supérieure à a.
Cette proposition se démontre comme la précédente.
- cSl -
Remarque. — Nous ne Taisons qu'énoncer ici un caractère plus général de convergence des suites infinies de nombres, caractère qui renferme les deux précédents (89, 90) comme cas particuliers.
Pour qu'une suite indéfinie de nombres
il ] , Cl. 2 , (In , ...
soit convergente ou ait une limite, déterminée, il faut et il suffît <iue pour chaque valeur de z, quelque petite qu'elle soit, il existe une videur de n telle (pie ion ait
dp #q < E,
pour toutes les valeurs de p et de q supérieures à n. Théorèmes sur les limites.
91. Théorème. — La limite de la somme algébrique cVun nombre déterminé de variables est égale à la somme algébrique des limites de ces variables.
Soient x, y, c- les valeurs simultanées de trois variables (*), et a, b, c leurs limites. On peut poser
a, j3, y étant des nombres dont les valeurs absolues deviennent et restent aussi petites qu'on veut. On eu déduit, par exemple,
Comme chacun des nombres a, j3, y peut devenir et rester
moindre, en valeur absolue, que ., i quelque petit que soit s,
a -|- 3 — y peut rester moindre que s; donc x -\- y — z tend
vers une limite égale à a \ - b — c, et l'on peut écrire
lim [x -f- y — z) — a -f- b '— c = lim a; -j- lim y — li i^i z.
Remarques. — I. Le théorème précédent n'a pas de sens lorsque la somme algébrique des limites se présente sous la l'orme oo — oo.
' Elles sont supposées dépendre d'une ou de plusieurs variables indépendantes qui, elles-mêmes, tendent vers des valeurs inaccessibles.
NEUBERG. — Algèbre 6
ÏI. Il peut être en défaut lorsque le nombre des variables croît indéfiniment à mesure que chacune d'elles tend vers sa limite. Par exemple, il n'est pas applicable à la somme
pour n — oo. Car cette somme composée de n nombres supé-
rieurs a ~- » est plus grande que p- ou ^ ; cependant chaque
terme a pour limite 0.
92. Théorème. — La limite du produit d'un nombre déterminé de variables est égale au produit de leurs limites.
En effet, on a, avec les notations précédentes,
xyz = abc -f- û&Y + ••• -h a$Y -h ••• + a?y- Les termes qui suivent abc, sont en nombre déterminé et tendent vers zéro (*); doue leur somme tend vers zéro (91), et l'on a
lim {xyz) = abc = lim x x lim y x lim ^.
Remarques. — E. Le théorème n'a plus de sens lorsque le produit des limites se présente sous la forme 0 . oo ou oo . 0.
II. Il peut être en défaut lorsque le nombre des facteurs augmente à mesure que les facteurs tendent vers leurs limites.
Considérons, par exemple, le produit
qui a la valeur constante ~« Quand/? croît indéfiniment, le nombre des facteurs augmente et chacun d'eux tend vers l'unité; mais le produit n'a pas pour limite l'unité.
93. Théorème. — Le quotient de deux variables x, y qui tendent vers des limites a, b, a pour limite j •
(*) Si u est une variable qui tend vers zéro, le produit mu tend également vers zéro. Car | n | devient et reste moindre que tout nombre donné s; par conséquent | mu | reste moindre que me, et l'on peut avoir mi < z'} quelque
petit que soit Ê' ; il suffit de supposer s < — •
On démontre encore facilement que si u a pour limite u, mu a- pour limite ma.
— ns -
Posons x = a | a, r b \- fi; nous aurons
y~ b "= h \ p ~~b '' b(b | - [ii' M
A partir de certaines valeurs de .v et y, la valeur absolue de y.b — aj3 reste intérieure à un nombre donné s, et la quantité b b j- 3) reste supérieure à //, b' désignant nn nombre fixe quel-
conque plus petit que bz ; la fraction , . —restant inférieure.
bb -f- |3) '
en valeur absolue, à .", » on a
,. '• rt 1 lui x lim = - - = = .
y '> Inn//
Remarque. — Le tliéorème précédent n'a pas de sens lorsque le
quotient se présente, à la limite, sous Tune des formes ou - •
0 oo
94. Théorème. — Si la variable x tend vers une limite a, xm a pour limite am.
1° Si m est entier et positif, xm est le produit de m facteurs égaux à .i' ; doue (92 ) lim xm = a . a ... a = «m.
2° Si m = — /;, p étant entier et positif, on a (93 j
lim a?_P == lim - = am.
3° Soit in = - i n étant entier et positif. On a /)
= lVr — \a){\œP-1 -f- V'.'-p 2a -f ... -f- \" «P"V;
d'où
p p/ ■ py
y ,rP-i _j_ \/œj>-ta -f. ... -f yap i
Soit /; un nombre fixe quelconque inférieur à a; à partir d'une certaine valeur, x qui a pour limite a finit par rester plus grand que b et x — a par rester inférieur à un nombre donné s, quelque petit qu'il soit.
Donc, à partir de cette valeur on a
on en conclut que lim \x = \a.
A° Soit m=-ijt) et q étant entiers; nous aurons P
lim œm = lim (y a?) = (lim \or) = \\ a) = am .
Remarques. — I. On peut encore démontrer que
lim cx — clims, lim (log œ) — log (lim x), lim oo? = (lim .r)lim>\
La dernière égalité est illusoire si le second membre se pré-
oo sente sous l'une des formes 0°, oo°, 1
II. Si les variables x, y, ... tendent vers les limites a, b, ...,
la fonction f(x, y, ...) a généralement pour limite fin, b, ...).
Propriétés des ponctions entières. — Continuité.
95. Théorème. — Pour toutes les valeurs positives ou négatives de la variable, de module suffisamment grand, une fonction entière réelle a le signe du terme de degré le plus élevé.
Soit la fonction à coefficients réels
F(,rj = A0xm + A^m-1 -f ... -|- A On a
M =1 + A.I+A!Jk + ...+ Aal. (1)
Considérons d'abord les valeurs positives de x. Si tous les termes du second membre de (1) sont positifs, F(.v] a constamment le signe de A0.vm. S'il n'en est pas ainsi, désignons par
B, _ Bg _ Bn
les termes négatifs. La somme de leurs valeurs absolues sera moindre que le premier terme 1 si x satisfait aux inégalités
B, 1 B., 1 Bn 1
a;-1 il a?b m a;1 n
OU SI
\ »Bn x > V«B2, .. x > V«Bn.
Soit a la plus grande des quantités y/îBj , V//iB2, .... On voit
que F(x) a le signe de A0 pour a* > a.
Le cas des valeurs négatives de x se ramène au précédent en attribuant des valeurs positives à x dans la fonction F(— x).
96. Théorème. — Pour toutes les valeurs positives ou négatives de la variable, de module suffisamment petit, une fonction réelle a le signe du terme de degré le moins élevé.
Soit la fonction
F(x) = Apa;P + Ap^x-P-H + ... + Ama?». où Ap -/^ 0, p étant positif ou nul. On a
Considérons d'abord les valeurs positives de #. Si tous les termes du second membre de (1) sont positifs, F(x) a constamment le signe de Apacp. S'il n'en est pas ainsi, désignons par
les termes négatifs. La somme de leurs valeurs absolues sera moindre que le premier terme 1, si
Bvxr < > B2#s < -» • •• Bn^4 < n n n
ou si
V-nB, Y^B, VnBn
Donc si -/ désigne la plus grande des quantités \/ nRx ,
\ /di, ... , P(ac) a le signe de A.0xm pour x < -
Le cas des valeurs négatives se ramène au précédent en considérant la fonction F( - x),
97. Continuité des fonctions réelles. — Si l'on considère successivement deux valeurs d'une variable indépendante ou
dépendante, la différence entre la seconde valeur et la première est appelée accroissement de cette variable; elle peut être positive ou négative. Par exemple, si ,v0 et ,v0 | h sont deux valeurs successives de .v, l'accroissement de x est /?, et celui d'une fonction F(x) est F(x0 -h h) — F(.v0).
Soit F(x) une l'onction avant pour toute valeur de «v comprise entre deux nombres déterminés <•/ et b une valeur finie et déterminée, et soit x0 un nombre appartenant à l'intervalle (a, b). On dit que la fonction f(x) est continue pour la valeur x = x,, ai l accroissement F(x0 -j- h) — F(x0) a pour limite zéro quand h tend vers zéro cV après une loi quelconque. Autrement dit, à tout nombre positifs, quelque petit qu'il soit, doit correspondre un nombre u tel, que Ton ait
pour toutes les valeurs de h comprises — - -r, et [ r,.
La fonction F(x) est dite continue duus l'intervalle (a, 1) . lorsqu'elle est continue pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, quelle est finie et déterminée pour x = a et x = b, et que F (a -f- h), F(b — li) ont pour limites F(a), F(b), h désignant un nombre positif qui tend vers zéro.
Dans l'étude d'une fonction F(,v), la variable indépendante .v est supposée croître d'une manière continue de — oo à -| oo, à la manière de l'abscisse d'un point qui parcourt d'une manière continue tout l'axe des ,v dans le sens des abscisses positives.
98. Discontinuités. — Une fonction réelle peut être discontinue de trois manières : en devenant imaginaire, infinie, ou en sautant brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie.
Exemples. — I. La fonction
d'après nos définitions, est continue dans l'intervalle ( — 1. \ 1;, où elle est réelle. On dit qu'elle est discontinue pour x = -j- li parce qu'elle est imaginaire pour x — 1 -\- h; de même elle est discontinue pour .v — 1 comme étant imaginaire pour * = — 1— h.
1 1 . La fonction
est dite discontinue pour la valeur x 1 qui la rend infinie. Elle es1 continue dans tout intervalle ne comprenant pas l'unité. H!. La fonction
où nous supposons a > 1, est discontinue par saut brusque pour x 1. En effet, soit s un nombre positif aussi petit qu'on veut. Pour x 1 |- s on trouve
pour x = 1
Donc, lorsque .v passe par la valeur 1, y passe brusquement de 1 à 0.
99, Théorème. — La somme, ou le produit, de plusieurs fonctions continues, est aussi une fonction continue.
Cette propriété résulte de la définition des fonctions continues et des propositions sur la limite des sommes ou des produits de quantités variables en nombre fini.
F(x) Remarque. — Le quotient fK ' de deux fonctions continues
varie d'une manière continué tant que le dénominateur ne passe pas par zéro.
Une puissance entière d'une fonction continue est elle-même continue. Si m est pair, la racine me d'une fonction continue esi continue pourvu que l'on considère la racine m° arithmétique dans un intervalle où la fonction reste positive; si m est impair, cette fonction peut avoir des valeurs positives ou négatives.
100. Théorème. — Toute fonction entière, à coefficients réels, est continue.
Soit la fonction à coefficients réels,
F(œ) -= À0#m -f- A^'»-1 + ....+ Am.
D'abord, à toute valeur réelle et finie de x correspond une valeur de V(x), réelle, finie et déterminée. Ensuite, chacun des
termes de F(x) étant une fonction continue de x, la somme algébrique de ces termes est également (99) une fonction continue.
Les théorèmes suivants se rapportent aux fonctions entières à coefficients réels ou complexes, la variable x recevant des valeurs réelles ou imaginaires.
101. Théorème. — Si une /'(/nation entière F(x) s'annule avec x, on peut assigner une quantité positive r, telle que pour toutes les valeurs de x dont le module est inférieur a r, le module de F(x) soit inférieur ;i une quantité donnée \\.
Soit la fonction entière
Y[œ)= A[x + A,*» + • • -fA,,i'm,
dont les coefficients sont réels ou imaginaires: la variable x reçoit des valeurs réelles ou imaginaires. Désignons par p le module de x et par a le
plus grand des modules des coefficients A] , A. \m . Le module d'une
somme étant au plus égal à la somme des modules des parties (13), on a
F(x) | < a(p-h p2-h ... I pm) on < aY
d'où, en supposant p < 1,
vu-
On a donc F(a?) < R pour toutes les valeurs de s vérifiant l'inégalité
ap T j R
Par conséquent, si l'on i)osc
on a F(#) R pour toutes les valeurs de x telles qu'on ait x V.
Corollaires. — I. Soit la fonction à coefficients réels
¥[x) = A;,ri' \- Ap( ..■*.•!' i--|- ... l-A:lH'm;
on a
-Vp,//! .Vp Ap -Vp
D'après le théorème précédent, le polynôme
APi i Api-. A„
m un module plus petit que l'unité pour toutes les valeurs de .v dont le module est inférieur a la quantité
a désignant la pins grande valeur absolue des fractions p » P."t"r , ....
Ap A,,
Si l'on ne considère que les valeurs réelles de .v comprises entre — /• et /•, on peut dire (pie le polynôme (2) a une valeur comprise entre — 1 et 1 : par
F(-r) suite, le quotient :- a une valeur positive.
Doue, pour toutes les valeurs de x de l'intervalle ' — r, r), V{\) a lé'sig'ne de son premier ternie (96).
II. Soit la fonction à coefficients réels
F(*0 - A0.x-m | -kvx™ 1 ! ... I Alu.
On a
K(..-, =1 + Ail A, 1 A„, 1
= 1 -f B^-f B2**+ ... i Bma»,
1 Aj -i
s désignant - > et P>i la fraction ' • Le polvnome
Wxz \-\\^ }- ... -fBm^
a un module plus petit (pie l'unité pour toutes les valeurs de c dont le module est inférieur à la quantité
h désignant la plus grande des valeurs absolues de \i{, 15-, ...
En particulier, pour les valeurs réelles de s comprises entre — r et |- /•, le polynôme Bjc | ... a une valeur comprise entre — 1 et --[- 1, et par suite
le (piotient est positif. Il résulte de là que si la valeur absolue de x
est supérieure à 1 [ b, V\\ a le signe de son premier terme (95).
103. Théorème. — Etant donnée une fonction entière F(x), on petit assigner une quantité positive v, telle que pour toutes les valeurs de x dont le module est supérieur à r. le module de F(x) soit supérieur à une quantité donnée R.
Soit la fonction entière a coefficients quelconques
Fi.n A^m-f A^1"-1 -h ... ■■! - A,„.
y Désignons par p le module de la variable x, et par a0, a,. ... am ceux des coefficients A0, \u ... Ai». Si Ton considère F(.v comme la somme (Ve A0.vm
et (le A,.v-T1— 1 }- .. | Am, on voit que son module est supérieur ou égal à la différence des modules de ces parties; donc
I F(V) ! «0Pm— I -V"» ' hA^-H..; + Am | . (1)
D'autre part (12),
Avmv > \- Ag0?«- 2 -|- ... -f A „ C aipmr1 -f a2pm" 2 + ... + am. (2)
Des relations (1) et (2) on conclut
\'F(n) i ('v?m — «ipm_1 — a2pm~2 ... — am.
On a donc | l\.v 1K pour toutes les valeurs de x dont le module vérifie l'inégalité
aipm-l _ ^,pm- 2 ... _ ((n , p _ u/m |_ R) > q ;;
Soit « le ])lus grand des nombres au u,, ... a.n-l , am h R; on satisfait a l'inégalité (3) si
«o?m — «(pm_1 + pm"2 + ■•• ! ? ! 1) > 0.
ce qui revient à
cm _ i
f«0pm — «" , > 0.
<ctte inégalité peut prendre la forme
elle a lieu si, p étant plus grand que l'unité, on a
> 0 ou ? > 1 +
Par conséquent, si l'on fait
le module de F(.v) sera plus grand que R pour toutes les valeurs de x dont le module est égal ou supérieur à r.
104. Variables complexes. — Si deux variables complexes ; .'• \-pi\ Z = X •!- Y*
sont liées l'une à l'autre de manière qu'à toute valeur de la variable indépendante z corresponde une valeur déterminée de Z. on dit que Z est une fonction de z.
Si l'on a recours à la représentation géométrique (9), toute position de dans le plan xy détermine une position correspondante de Z
(*) Nous disons ici « le point c » au lieu de « le point <pii a pour coordonnées ai, y ».
Considérons en particulier une fonction entière
TU> A03* fA^m-J | ... | Am;
les coefficients A0, A,, ... sont réels ou imaginaires, et la variable z reçoit «les valeurs de la forme x | yi. Lorsqu'on donne à z raccroissemcnt h. la
fonction reçoit raccroissemcnt
p.(- [ /,)_ F(s) A0(5 ! A)" | Aj(ji ! Z/,''1 ' | . . | Am.r- F (s),
tën développant les puissances de s | /» |>;ir le binôme <lc Newton, on trouve une expression de la forme :
F(- -|- A) — F(«) B^ h B2/r h ... -I- iïmh™.
où !>]. B2j ••• S(»»<- tics fonctions de z. Or 1 1 01 . pour tontes les valeurs de h dont le module est moindre qu'une certaine quantité r, le module du polvnôme Bj/j |-l!,/i'- | ... reste inférieur à un nombre donné R quelque petit (ju'il soit. Autrement dit, le module de F(c | h) — F(z) tend vers zéro en même temps que celui de h. On en conclut, en généralisant la définition de la continuité, que la fonction F(z) est continue noce /..
Géométriquement, si le point z éprouve un déplacement infiniment •.petit, il en est de même <In point Z. Si le premier décrit une courbe d'un mouvement continu, le point Z décrit une seconde courbe d'un mouvement continu.
I ) É R I Y É E D'UN E FONCT ION E N T I È R E .
105. Définitions. — On appelle dérivée (rime fonction entière
F(x) = A0a?«" | Arrm i | ... 4. \m _^x y \n] le polynôme
«lA^"1 H--(w^- l)Armv^ + ... ,. Am )
qu'on obtient en multipliant chaque terme de V(x) par l'exposant de x, et en diminuant de 1 l'exposant de x. On indique
une dérivée en ajoutant un accent à la lettre qui désigne la fonction : la dérivée de Fi.v), de f[x), de r, ... est désignée par *». f (x), y\ ...
La dérivée de Fi.vi admet à son tour une dérivée; e'est la dérivée .seconde, désignée par F"iA' . La dérivée de celle-ci est la dérivée troisième F'"(.v), et ainsi de suite.
La dérivée /)'' d'une fonction de degré m est de degré m — /> ; la dérivée m'' se réduit a une constante, el celles d'ordre plus élevé sont nulles.
Exemple. — F{x) = lœ* — 5a?2 — V2x | 8, F'(x) = 21a?2 — lOx — 12, F"(.r) = 42# — 10, F'"(tf)=42, IfIV(o7)-0, F(v-!(o?) == 0, ...
106. Remarques. — I. Si on multiplie une fonction entière par une constante, la dérivée est multipliée par cette constante, de manière (pie la dérivée de a¥(x) est aF'(.v).
11. La dérivée d'une somme de plusieurs fonctions est égale à la somme des dérivées de ces fonctions. La dérivée de Fi.v) ; f{x) ->(*), par exemple, est F'(x) -f f(x) — v'(x).
Ces propositions se démontrent très facilement.
Formule de Taylor. — Soit une fonction entière
F^J^V^fA^ ( ... +Am; (1)
on «•/
F(* + h) = F(x) + * F>) h ï^F"(iK) + •- + m\ VH'e)- ;~]
Cette égalité se vérifie immédiatement pour F(x) = xm; car la formule du binôme donne
// h2 hm
(x4-h)m=xm h ,»<>-m l h ; -zm[m— l)xm~2 f ...+ ^(ra — II. ..3.2.1. 1 1.2 m!
En multipliant tous les termes de cette identité par une constante a on voit que la formule (2) a lieu pour axm.
Cela posé, si l'on désigne par um, um—l, ••• les différents termes de la fonction (1), on a
A0(a?+ fym "m i î «a I' j-gtt"m + •••,
A m if.'' ! /?j ='«, -f Y«'n
Faisons la somme de ces égalités en observant que
F'(«) ■ «m h W'ra-l -I »'« &+ ... | W'j, F» ""m h «"m l + tt'n H ••• ! u\ ,
nous aurons la formule proposée.
Application. — Que devient, pour x = 2 | h, la fonction F(a?) = a?3 — 4a?2 | Sx - 1 ?
D'après la formule de Taylor,
F(2 + h) = F(2) + hF\2)l !'*., F"(2) + , ~ Q F'"(2).
Les coefficients de F(.v) étant entiers, ceux de F"(x) doivent
être divisibles par 2, et ceux de F"'uy) par 0, car le développe-
F"(x) ment de F(2 -}- h) ne peut renfermer de fraction ; de plus ~
F'"uy) est la moitié de la dérivée de F'lv), et , /\ est le tiers de la
F"(.vi dérivée de , 0 • En appliquant ces remarques on trouve facilement :
F(.r) = x3 — 4x°~ + 5a? — 1, d'où F(2) = 1 ; F'(ar) = 3a?2 — 8a?-f 5, » F'(2) = 1;
Par conséquent
108. Dérivée d'un produit. — La dérivée d'un produit est égale à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée de chaque facteur par le produit de tous les autres facteurs.
Soit, par exemple, un produit de trois fonctions
Nous aurons :
o{fC + h) =» F(a? -I- h)¥x(œ • | h)F2(x + //i ; d'où, en appliquant la formule do Taylor,
F,r | hF'(x) + ...][Fl[a:)+hF\(x) + ..:] [l\Jv}-\-/tV ,{.,') | ...].
Identifions les coefficients de /? dans les deux membres : il
vient
©'(#) = = K'(.r/F1^-)FJ./'; | F ^a?)! '(.r,Fj.r, 4. F'^W(xWi(x)'
109. Dérivée d'une puissance. — Pour dériver une puissance de fonction, il suffit de multiplier la puissance par son exposant et pur la dérivée de la fonction et de diminuer de 1 l'exposant de la puissance.
En effet, la dérivée du produit de n facteurs égaux à Ff.v», d'après le théorème précédent, comprend n termes égaux" à la dérivée ¥'(x) de chaque facteur multipliée par le produit des n — 1 autres facteurs.
Application. — La dérivée de
(3a?2 - i)4(5_2a?)5(7a?2 — 4a? + 2 est
1 . 3 . 2.i\3.r2 — lj3 (5 — 2a?)5 (7a?2 — 4a? -f 2) -- 5 . 2\5 - 2a?) 4 (3a;2 — l)4 (7a;2 - 4a? f- 2) -4- (14 x — 4) (3a?2 — l)4 ,5 — 2a?)5.
110. Théorème. — La dérivée d'une fonction entière est la limite du rapport de l accroissement de cette fonction à racornissement de la variable lorsque ce dernier tend vers zéro.
En effet, de la formule
F(œ + h) = F(a?) + hF'{œ) + j^F>) + ••« on déduit
FU-I- A) - F(*) A K
puis lorsqu'on l'ait tendre h vers zéro :
llmF(* + A)-F(g)_F,Wi
111. Dérivée d'une fonction quelconque. — Si F{x) e&1 une fonction quelconque, l'égalité précédente sert à définir la dérivée de F (ce) :
On appelle dérivée d'une fonction F(x) /;/ limite du rapport de V accroissement de In fonction à l'accroissement de In variable, lorsque ce dernier tend vers zéro.
Cette dérivée est égale nu coefficient angulaire de la tangente menée il la courbe représentée par l'équation y F(x).
Pour démontrer cette propriété, soient .\\ y et x -\- h. y ! k les coordonnées de deux points M, M' de la courbe {flg. J2>. Le
Fi.
coefficient angulaire de la sécante MM' est égal au quotient de la différence k des coordonnées des points M, M', divisée par la différence h de leurs abscisses, ou égal à
Si, M restant fixe, M' se rapproche sur la courbe indéfiniment de M, la sécante MM' tend vers une position-limite MT, qu'on appelle la tangente au point M de la courbe. Le coefficient
angulaire de la tangente MT est donc la limite du rapport
lorsque h tend vers zéro; il est donc égal à la dérivée F'(.v).
Si Ton désigne par X, Y les coordonnées courantes, l'équation de la tangente est
En coordonnées rectangulaires, la dérivée F'(x) est égale à la tangente trigonométrique de l'angle de la tangente avec OX.
112. Théorème. — Une fonction entière réelle F(x) est croissante pour x a si Fa) > 0; elle est décroissante si F'(a) < 0.
Lorsque F'(a) 0 et F"(aj > 0 ou 0, Fia) es/ respectivement un mini muni ou un maximum.
Soit h une quantité positive aussi petite qu'on veut. On a (107-
F(.a + h)-F(à)=-hF'(a) |-^F» h pÇ^ F'"(a)+.., J
F.//~//.)-F(/:/)=^AF,(«+1'2F"(«)- j ^ - F'"( «){,.. j
lie second membre de chacune de ces égalités a le signe du premier terme (96). Xous distinguerons plusieurs cas. 1" F'(a)> 0. Alors
Fia + h) — F (a) > 0, ¥{a — h) — F(a) < 0 ,
ou
donc la l'onction croît avec .v dans l'intervalle (a — /j, a | // .
2° F'(a) <0. On trouve
F{a — h)> F(a)> F(fl + A);
donc la. fonction décroît dans Tin ter val le (a — /;, <w -p h). 3o p'(aj = 0, F" a) ^ 0. Les égalités (1) deviennent
Le signe du second membre est celui de F"(a) (96). Si F"(a) > 0, on a
donc la fonction décroît dans l'intervalle (a — /*, a) et croît dans l'intervalle (a, a -j- /îj, et l'on dit que F(a) est un mininnm de F(.v);
Si F'\a) <^ 0, la fonction croît dans l'intervalle (a — /i, a) et décroît dans l'intervalle (a, a | h); F (a) est un maximum de Fi.vi.
Remarque. — Si
F'(a) = 0, Ff'(a)"=0, ... F^-^a) = 0, F&î(a) 0,
on a les conclusions suivantes :
1° j) impair. La fonction est croissante ou décroissante dans l'intervalle a — I>, u \- h) suivant que F.p)(a) > ou < 0.
2°jo pair. F(a) est un maximum ou un minimum suivant <pie Fp a) 0 ou > 0.
La démonstration est la même que ci-dessus.
Application. — Discuter la fonction
On a
y' = 3.r2 — \2x + 9 = 3(x — 1) (x — 3), ?/' == Oa? — 12.
La dérivée y' étant positive pour x < 1 ou > 3, et négative pour 1 < x < 3, y croît dans l'intervalle (— oo, 1), décroît dans l'intervalle (1, 3), puis croît constamment à partir de x .'>. Il résulte de là que y est maximum pour x = 1, minimum pour x = 3; d'ailleurs, la dérivée y' s'annule pour x = 1 et pour x — 3, et y" est respectivement négative et positive.
Le signe de y, pour des valeurs réelles de x dont le module est suffisamment grand, se déduit aussi du théorème (95).
Ces différents résultats s'interprètent facilement sur la courbe représentative de la fonction.
Exercices et notes.
1. Trouver une valeur positive de x à partir de laquelle le polynôme
PRINCIPES SUE LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
Division d'une fonction entière par x — a.
114 Théorème. — Le reste de la division d'une fonction entière F(x), par un binôme x — a, est égal a F(a).
Si l'on continue la division jusqu'à ce que l'on arrive à un reste II indépendant de x} on aura, en désignant par f(x) le quotient, V identité
Si l'on y remplace x par a, on trouve ¥(a) = R.
Corollaire. — Pour que F(x) soit divisible par x — a, il faut et il suffit que Von ait F (a) = 0.
Remarque. — On a ~F(x) = F(a -f- x — a); en appliquant la formule de Taylor à F(a -\- x — a) on trouve
F(x) - F(a) + (»-a)F'(a) + ^~|^ F» + ... + (x^ FM{«).
Il résulte de là que le reste de la division de F (a:) par (.y — a)P, où p < /7î, est
P(a) + {x _ B)F.(a) + !^r|>! F» + ... + (:^j)-r FlP^ («)•
115. Théorème. — Sz ffitie fonction entière F(x) <?sf divisible séparément par (x — a)i\ (x — b)q, (x — c)r , ..., elle est divisible par le produit
a, b, c ... sont des nombres distincts; /), q, r ... sont les exposants des x>lus hautes puissances de x — a, x — b, x — c, ... qui
divisent V(x).
Par hypothèse,
Fi (x) étant une fonction entière. Remplaçons dans cette égalité X par b; puisque V(b) 0, il vient
(ô-aJPF^J^O;
d'où, à cause de b — a y^ 0, Fx(b) = 0. Donc F,«i est divisible par x — b; si [x — 6)ri' est la plus haute puissance de x — b qui divise Fjftf), on peut poser
Fi (x) = (x — b)*lFt(af), avec F2(&; =£ 0.
L'identité (1) donne alors
On a nécessairement q — q' ; car, par hypothèse,
F(x) = (a? — 6)1? (a?), avec œ(&) ^ 0,
et si l'on avait par exemple q > r/', on trouverait en égalant les dernières valeurs de F(x) et en simplifiant l'identité résultante par le facteur (x — bfî :
(x — ayFJx) = (x - ^-i' a>(a?),
égalité impossible puisque le second membre est nul pour la valeur x.~ b qui n'annule pas le premier membre. On a donc q — q'; par suite
F(x) = (a? — a)P(aj — &)qF2(,r). (3)
Remplaçons ^* par c; comme F(c) = 0, c — a ^ 0, c — 6^0, on voit que F2(c) = 0. F2(x) est donc divisible par x — c ; si r' est l'exposant de la plus haute puissance de x — c qui divise
F2(x), on a
F2(x)==(x-cy<F3(x), d'où
On prouve facilement que r = i*', etc.
Remarque. — On démontre de la même manière le théorème suivant : Si une fonction entière des variables x, y, /. est divi-
sible séparément par x — y, y — z, / — x, etc., elle esl divisible par le produit (x — y) (y — z) (z — x) —
Quotient de la division de F(x) par x — a. — Soit
F(œ) = A0a?« -f ArT>»-i -f ... + Ain ^a? - 1- A,
Le quotient cherché étant de degré m — 1, représentons-le par
Bq^-ï -1- B^m-2 4- ... -]_ B.n_,a? + Bin_j .
Si R est le reste de la division, nous aurons Y identité
k0x™ -f ... + Au, - (.r — a) (Bo^m-1 -f- ... + Bm__ ,) -f- R .
Eu égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres on trouve
B0 = A0, Bx — aB0 = A1, B2 — àBl — A2, ... Bm-i — ftBm_2 = Am_i, R — «Bni_i = Am .
De ces égalités on tire successivement les valeurs de B0, Bj,B2, ... Bm_i, R; il en résulte la règle :
Le premier coefficient du quotient est égal au premier coefficient du dividende; le pe coefficient du quotient s'obtient en multipliant le coefficient précédent du quotient par a et en ajoutant à ce produit le pe coefficient du dividende. Le reste s'obtient en multipliant le dernier coefficient du quotient par a et en ajoutant à ce produit le dernier coefficient du dividende.
Application. — Dans les applications numériques, on écrit sur une première ligne les coefficients de ~F(x) en tenant compte des lacunes, c'est-à-dire en attribuant le coefficient 0 aux termes qui manquent; sur une seconde ligne, on écrit les coefficients du quotient et le reste calculés d'après la règle précédente. Soit, par exemple, à diviser 2a5 -f- 4a?4 — lx~ -f- Sx - 5 par x — 2. Coeff. du dividende : 2, 4, 0, — 7, 8, — 5 Coeff. du quotient : 2, 8, 1G, 25, 58 111. Quotient : 2x4 + 8a?3 -f K)x2 -f 25a? -f 58; Reste : 111.
117. Valeur numérique d'un polynôme donné. — Pour trouver la valeur d'un polynôme F(x) pour x = a, on cherche par la règle précédente les coefficients B0, Bn ... du quotient et le reste R de la division de F(x) par x — a; R est le nombre cherché F(#)..
Soit à trouver, pour x — — 3, la valeur du polynôme
Coeff.du polynôme : 3, 0, — 7, 0, 0, — 1, :5. Quotient par x -f 3 : 3, —9, 20, —60, 180, —511 1635.
Le nombre cherché est 1035.
Pour démontrer directement ce procédé, il suffi! d'écrire les valeurs explicites des nombres calculés. Désignons ces nombres par F0 Fl5 ... , Fm, et écrivons a; au lieu de a; nous aurons
Ft = A0* + A1,
Fm_i = A0xm-i -I- A^m-2 -|- ... + Am_1}
Fm = AQoc™ -i- Ar^-i + ... + Ara_1o; 4- Am. Les polynômes F,„, Fm_i, Fm_2, ... sont appelés fonctions de
Laguerre.
Nombre des racines d'une équation.
On appelle racine d'une équation F(*v) — 0, racine ou zéro de la fonction F(x) toute valeur de x qui annule cette fonction.
118. Théorème fondamental. — Toute équation algébrique entière, à coefficients réels ou imaginaires, a au moins une racine réelle ou imaginaire.
Nous admettons cette proposition comme postulatum.
Remarque. — Le théorème précédent peut encore s'énoncer ainsi (114-) : Toute fonction entière admet au moins un diviseur de la forme x — a.
Théorème. — Toute fonction entière
F(œ) = A0a?m -f- A ^m-i 4. .. ± Ara_i^? -f Am
peut se mettre sous la forme
AQ(x — ûfj) {ce — a.z) ... (x — am).
En effet, F(x) admettant au moins un diviseur de la forme x — alf on peut écrire
E(*) = (*--a1)FI(tf),
Fx(x) étant un polynôme dont le premier terme est A0xm~l.
F{{x) admet au moins un diviseur linéaire x — az ; soit
Fj-te) = (x - «,)F2(.t).
En continuant ainsi, on parvient à une fonction du second degré ayant pour premier terme M0x2 et se décomposant en A0(x — am_i) (x — am). De ces diverses égalités, on conclut
F (57) = A0(# — a{) (x — a») ... (00 — am).
120. Théorème. — Toute équation de degré m a m racines. Soit l'équation
F(#) = A0a?™ 4- A2o?m-i _|_ >b j|_ Am = 0.
On vient de trouver
F(a?) = A0(^ — c^) (a? — a2) ... (x — am).
Supposons d'abord les nombres a{, a2, ... am distincts. L'identité précédente montre que l'équation ¥\x) = 0 admet pour racines av, a2, ... a.n et n'admet pas d'autre racine (16).
Supposons ensuite que plusieurs des facteurs x—al x — a2, ..., soient égaux entre eux, et soit
F(x) — A0(x — a1)<x(x — a.,)r(x — Cl^ ... ,
la somme des exposants a -f- j3 -j- y -f- ... étant égale à /a Nous disons, dans ce cas, que l'équation admet a fois la racine a{, fi fois la racine a2, ... ; nous aurons ainsi encore m racines. On ne pourrait avoir une autre décomposition, telle que
F(x) = A0(x — %)*(# — az)r (x a3)> ... ;
car il en résulterait l'identité
A0(x — «i)a(# — «2)' (# — ®s)^" • = ^ol^ — ai)a(fiC ~~ tt2)'J (,r — #3)"^ ••• ou, si l'on avait a > a' :
(a? — ci1)ct~y' (x — cc.zy(x — a3)^. . . = [x — aty (x — a3) ''...;
mais la dernière égalité est impossible puisque le premier membre est nul pour x = a: tandis que le second ne l'est pas.
121. Principe d'identité. — \° Si une fonction F(x) de degré m s'annule pour plus de m valeurs de la variable, tous ses coefficients sont nuls.
En effet, si quelques coefficients de l.<\.v) n'étaient pas nuls, L'équation F(.v) = 0 admettrait plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré.
2° Deux polynômes F(x), f(x) ne peuvent être égaux pour plus de valeurs de x qu'il n'y a d'unités dans le degré de celui de ces polynômes qui a le degré le plus élevé, sans être complètement identiques.
En effet, soit
F(x) = A0 -f- A^ -f- A2a?2 -\- ... Amxm, f(x) = B0 + B^ + B2œ* -f ... Bna>»,
m étant égal ou supérieur à n. Si pour m -f- 1 nombres distinets «!, a2, ... am+l on pouvait avoir
F(a,) = /<àj, F(a2) - f(*t), ... F(am+1) = fK«m+i),
l'équation
F{x) — f[x) = A0 - B0 4- (Ai — BJx -f (A, — B2)x* -f ... = 0
aurait plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré; ce qui exige
A0-B0, À1 = BI> A, = B
122. Théorème. — Si une équation algébrique à coefficients réels admet p fois une racine imaginaire y. -\- ,31, elle admet aussi p fois la racine conjuguée a — pi.
Soit l'équation F(x) = 0, à coefficients réels. On a (24)
F(a -f p/j = P -f Qt3/, F(a — pij =.-. P — Q?t;
a -f- pi étant racine, on a nécessairement P = 0, Q = 0, d'où l'on conclut F(a — p/) = 0, de sorte que a — ,3/ est également racine. ¥(x) étant divisible par x — (a + pi) et par x — (a — pi) est divisible par le produit de ces binômes ou par x — a)2 -\- p2 ; le quotient est un polynôme réel F^v), et l'on a
Si a -|- pi est racine multiple de ¥(x), il est encore racine de Fx(a:); donc a —pi, d'après ce qui vient d'être démontré, est également racine de F^ac), et l'on peut écrire
F-X(œ) = [[x - «)* 4- V]F,{x), d'où F(a?) es [(x - a)- + p-]~F2(.T) . ..
En continuant ainsi, on trouve, dans le cas où % -\- |3r est p fois racine de F(x),
F(co) = [(x - «)2 + P*]pFp(«>.
Donc a — j3z est au moins/) fois racine. Il ne peut être plus de p fois racine, car a -f- |3z serait au moins le même nombre de fois racine, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Théorème. — Un polynôme réel F(x) est un produit de
facteurs réels du premier ou du second degré.
Soient a, b, ... / les racines de l'équation F(x) = 0. On a
F (oc) = A0rx — a) (x — b) ... [x — l).
Si toutes les racines sont réelles, le théorème est démontré. Si p racines sont égales à a -f- |3/, p autres sont égales à a — p£, et le produit des facteurs correspondants de F(x) est
Relations entre les coefficients et les racines d'une équation.
Théorème. — Soient a, b, ..,1 les racines de l'équation
F(x) = x™-\- A^1»-1 -f À^-z _j_ ... ,|_ a.u = 0; on a les relations
a + ft + cf. , + ^-Ai, ceb -\- ac -f- . . -f- kl— A2, cibe -f- a&a? -f- ... -[- ?7i/ = — A3, (1)
abc ... Z'/ = (— l)mAm.
En effet, F(x) est identiquement égal au produit
qui a pour développement
œm _ xm-xZa -]- x™~2?ab — xm'?labc ~\- ... + (— l^aôc ... /.
125. Remarque. — Les relations (1), au nombre de m, ne peuvent servir à déterminer une des racines en particulier. En effet, si on élimine b, c, ... /, on obtient une équation en a; soit
<f(a) — 0 cette équation. Comme les relations (1) sont symétriques par rapport aux racines, l'élimination de a, c, ... / doit conduire
à l'équation z(b) = 0. En continuant ainsi on voit que l'équation 'f(.v) - 0 a pour racines a, o, ... c; elle est donc identique à l'équation proposée F .y) = 0.
Cette conclusion peut être vérifiée d'une manière bien simple. Car, si on ajoute les égalités (1) après les avoir multipliées respectivement par — a1111, am 2, — am~3, ... ( — l)m, on trouve
_ a» = A^ni-i -|- A,am-« -h ... + Àm_iû + Am, ou F(a) = 0.
Application. — Les relations (1) peuvent faciliter la
résolution de certaines questions qu'on peut se proposer sur les racines d'une équation. Soit, par exemple, à trouver la condition nécessaire pour qu'une racine de l'équation
x3 -f- px~ -f- qx -|- r — 0
soit égale à la somme des deux autres. Si a, b, c sont les trois racines, on a
a -\-b -f c = — p, ah -\- ac -\- bc = q,
abc = — r.
Les deux premières égalités donnent
en exprimant que — \- est racine de l'équation proposée, on trouve la condition cherchée :
p3 — 4pq -{- 8r = 0.
Les valeurs de b et c résultent des égalités
b 4- c = a ^ — - > bc = = - - ;
donc b et c sont racines de l'équation du second degré
0+lu+j-O.
Principe de substitution. »— Conséquences.
127. Théorème. — Soit F\x) une fonction réelle, continue dans i intervalle (a, b). Si F(a) et F(b) sont de signes contraires, V équation F(x) =- 0 a au moins une racine comprise entre aefb.
En effet, si x varie d'une manière continue depuis la valeur x ~ a jusqu'à la valeur x = b, F(x) variera aussi d'une manière continue en passant de la valeur F (a) à la valeur F(b) qui a un signe contraire. A cause de la continuité, F(x) ne peut changer de signe qu'en passant par la valeur zéro.
La construction de la courbe représentée par l'équation y = F(x) rend le théorème intuitif. Aux abscisses a et b correspondent deux points A et B situés de part et d'autre de l'axe OX; la courbe restant à une distance finie de cet axe et offrant un trait ininterrompu entre A et B, doit traverser une ou plusieurs fois l'axe OX; l'abscisse de chacun des points d'intersection avec OX est racine de F(x).
Remarque. — Une fonction réelle F(x) qui est continue dans V intervalle (a, b), passe par toutes les valeurs intermédiaires entre F (a) et F(b) quand x varie d'une manière continue depuis la valeur x — a jusqu'à la valeur x = b.
La courbe représentative de la fonction rend encore cette proposition intuitive. D'ailleurs, celle-ci comprend le théorème précédent comme cas particulier.
128. Applications. — L Soient xl} x2, ... x6 six nombres différents, rangés dans l'ordre de grandeur décroissante. L'équation
F[x) = (x — o-'j) (x — ccz) (x — x5) -f- y2(x — x2) (x — x4) (x — <r6) = 0
a trois racines réelles. En effet,
F(xï) == f~(xl — x») (xx — x4) [xl — x6) > 0, F(.r2)..^ (x2 — a?i) (x.2 — x3) (x.z — x:>) < 0;
donc l'équation F(x) — 0 admet au moins une racine comprise entre x^ et x*. On démontre de même qu'il existe au moins une racine entre .v3 et a*4, et au moins une entre .v5 et x6. Comme l'équation n'a que trois racines, chacun des intervalles [xlt x,), (x3, x4), (xSi xQ) comprend une seule racine.
1 1. L'équation
a toutes ses racines réelles. Car, si l'on suppose
F(a-) est une fonction continue dans l'intervalle (a -(- s,/; s désignant un nombre positif aussi petit qu'on veut ; or
puisque les termes"" > - dont les valeurs sont aussi grandes
qu'on veut, donnent leur signe; par conséquent, F(x) s'annule au moins une fois dans l'intervalle (a --f- s, b — s). On verrait de la même manière que cette fonction a au moins une racine dans chacun des intervalles (b, c), ... (A*, /). Enfin, comme F(/ ~j- e)^> 0, F(oo) <^0, il existe au moins une racine de ¥{x) supérieure à /. Le nombre des racines réelles dont l'existence est certaine, est précisément égal au degré de l'équation F(x) — 0 rendue entière ; donc, etc.
On peut démontrer autrement que l'équation proposée n'a pas de racines imaginaires. En effet, si x -f- 3/ est racine, a — (3/ est également racine ; or, de
F(«-f » = S - — ~ — -M2==û, Ffa-3/)^5 -— M2=0,
on tire, par soustraction, ?A* f- -- ^^p ~ — —*) = 0. (m 2/Ps, — £o û = °>
lva — &-|~P2 a — a — fw/ (a — a)--\-i~
égalité impossible.
129. Théorème. — SI deux quantités x et 3 comprennent entre ettes un nombre impair de racines dune racine algébrique réelle F(x) = 0, ces quantités, substituées à x dans F(x), donnent des résultats de signes contraires ; si elles comprennent
un nombre pair de racines, les résultats de substitution] sont de même signe.
Supposons que l'intervalle (x, 3) comprenne p racines a, b, ... g.
Nous pouvons écrire
F(x) = (x — a) (x — b) ... (x — ff)^(jf), -f(x) étant une constante ou une fonction entière. Dans le second
F(a) = (*-«)(« -b).. (a-^)?(a), P(?)-(P-«)(P-6)..r(P-^>KP)i
puis
r(a) a — a a — & a — // o(a) P(pj == fZTa f~b"' f^-~g iX?)
cp(a) et cp( 3) sont de môme signe, sans quoi l'équation v(x) = 0
aurait au moins mie racine entre a et ,3, et a, 6, ... g ne seraient
pas toutes les racines de F(.v) comprises entre a et ,3. Les p
fractions
sont négatives; donc le quotient F (a) : F(|3) est positif ou négatif suivant que p est pair ou impair; ce qui démontre le théorème. Si a et ,3 ne comprennent entre eux aucune racine de F(ar), F(») et F(j3) sont de môme signe.
Corollaire. — Lorsque x variant d'une manière continue passe par une racine de V équation F(x) = 0, la fonction F(x) change de signe ou non, suivant que le degré de multiplicité de cette racine est impair ou pair.
Soit a une racine d'ordre /; ; si s désigne un nombre aussi petit qu'on veut, l'intervalle (a — e, a + s) comprend p racines égales à a. Donc F(a — s) et. F(a f s) sont de signes contraires ou de même signe suivant que p est impair ou pair.
130. Théorème. - Si deux nombres a et p, substitués à x dans le premier membre (lune équation algébrique réelle, donnent des résultats de signes contraires, ces nombres comprennent entre eux un nombre impair de racines de V équation ; si les résultats de substitution ont le même signe, a et p comprennent un nombre pair de racines ou n'en comprennent aucune.
Ce théorème est le réciproque du précédent.
131. Théorème. — 1° Toute équation algébrique de degré impair, à coefficients réels, n au moins une racine réelle, de signe contraire à son dernier terme.
2° Toute équation algébrique de degré pair, à coefficients réels et dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines réelles, lune positive, Vautre négative.
On suppose le premier terme de l'équation positif et le terme indépendant différent de zéro.
1° Soit l'équation de degré impair
FOr) = A0*"> -J-À!»™-' I ... -fAm «0. On a (95)
F(— oo)== — oo, F(0) = Am, F(-foo) = | oo;
doue, suivant que Am est positif ou négatif, l'équation a un nombre impair de racines entre — oo et 0, ou entre 0 et -f- oo. 2° Si l'équation est de degré pair, on a
F(— oo) = + oo, Fl0)==Am, F(+oo)= ^ oo-
donc, si Am <^ 0, l'équation a un nombre impair do racines entre — oo et 0, et un nombre impair de racines entre 0 et | oo.
Si An^> 0, l'équation a un nombre pair de racines positives et un nombre pair de racines négatives, 0 étant considéré comme un nombre pair.
Exercices et notes.
Trouver une valeur de m qui rende le polynôme
x* -\- yz \- z" -\- mxyz divisible par x -) y j- s et déterminer le quotient.
Le polynôme .s annulant pour x = — (y 4" z), on trouve la condition yz{y \- z) (m -\- 3) = 0 ; d'où y = 0, ou:^ 0, ou y — — z, ou m = — 3. Il est utile de remarquer l'identité
^a*3 — Socyz = ?>x(Zx2 — Sa?j/) = - £a?S(âJ — ?/)-. (1)
On en conclut que la relation x -j- y -f- z = 0 entraîne l'égalité
^3 _j_ ^3 _J_ ~3 _ 3jjy- •
et que
irt - fy3 - h (b — c)3 - j- ■ (c - a)3 = 3(a — 6) (ô — c) (c — a).
Rendre rationnelle l'équation
On peut s'appuyer sur l'égalité (1) de l'exercice ])récédent; l'équation cherchée est (x -\- y -{- -s)3 = 27 xyz.
6. Déterminer m par la condition que x -\-y -\- z divise le polynôme
On trouve m = — 2, puis
vr4 _ 2SxV = — (a? -f- y + *)(— a? -f y -f s)[x—y -f *)(# 4- y — *).
Cette identité est, souvent utile. Elle montre que l'égalité x i y ± .s = 0 entraîne celle-ci : Sa;4 — 2S.v-y2 = 0; que l'équation
rendue rationnelle, devient Sac2 — 2E;vy = 0.
7. (x -f l)2n - a?2n — 2a; — 1 est divisible par x(x -\- 1) (2x -j- 1).
8. (a? -f y -f s)2n+i — x2n+l — y*a+* — £2n+i est divisible par (x f- y) (y + *) 0* 4" *)■
Déterminer m et n par la condition que
a?P -f m.z'-'-fyi + nxv-^y2* -f-^P
soit divisible par (a; -[- j')2.
16. Trouver le reste de la division dune fonction entière F(x) par le produit (x — a) (x — b).
Dans l'identité F(.y) = (x — a) (x — b) f(x) |- Ax -4- B, on l'ait successivement x = a, x = b.
17. Si une équation à coefficients commensurables admet la racine a -|- \lb, elle admet aussi la racine a — \'b-
18. Si a + ?i est racine de ¥(x) -\- lf(x^ — 0, i — $i est racine de F(a') — if(x) = 0, ¥{») et f(x) désignant des fonctions entières réelles.
10. Si les racines d'une équation du 3" degré sont a2, b'1, 2ab, les racines de l'équation dérivée sont rationnelles.
20. Trouver la condition nécessaire pour qu'une racine de l'équation
x3 -j- P%z -j- qx -j- r = 0
soit moyenne proportionnelle entre les deux autres; pour que les racines soient les côtés d'un triangle rectangle, les tangentes ou les cosinus des angles d'un triangle quelconque ; pour qu'elles soient en progression géométrique.
Résoudre l'équation
x3 — Or2 4- 23x — 15 = 0,
sachant que les racines sont en progression arithmétique.
22. a, b, c étant les racines de .v3 -\- px~ -}- qx -\- r -- 0, fermer l'équation du 3e degré ayant pour racines
yx = — a -f- b -\z c, ?/2 = a — b -f- c, y2 == a -J- b — c.
Calculer yY-\- y>-\- y^ yiX-z -\- ysTs -{-XsYu yiy>y-.h &a remplacer dans l'équation proposée x par — - (p -f- y), 23 Etant donnée l'équation
x4 4- p:j°z 4- cix~ + rx + s — 0,
exprimer que la somme de deux racines est égale à la somme des deux autres.
S'appuyer sur les relations (124», ou identifier l'équation avec
La condition cherchée est r = -\ q —
24. Exprimer que la mènie équation a deux racines égales et de signes contraires.
25. En un point quelconque À de la courbe représentée par y = a3, on mène la tangente, qui coupe de nouveau la courbe en B, Lieu du milieu de la droite AB (Réponse : y3 = 28a;). Démontrer que l'axe des y divise la corde AB dans un rapport constant. Lieu des milieux des cordes parallèles à la droite ayant pour équation y = mx (Réponse : y = 3mx — Sa3).
2G. D'un point donné P, on peut mener trois normales à une parabole ; soient M, M', M" les points d'incidence. Le centre de gravité (i du triangle MXt'M" est sur l'axe de la parabole ; si l'on prolonge PG de GII =2PG, le point II est situé sur une droite fixe. Lorsque deux des normales sont rectangulaires, le lieu de P est une parabole. Le lieu d'un point P tel que
PM2-|-PM'2 | -PM"2- a\ est une ellipse.
■^1 . Décomposer en facteurs réels du second degré x4 -J- 1> &G -\- 1-
x4 -|- 1 — & 4- 1 + 2x2 — 2x2 = {■%■• • h olV2 + 1) {x- - cci/2 + 1);
= (x2 - 1- 1) (x2 -|- xv 3 4- 1) (a?« - xi/S + 1).
a? ^2 Pour obtenir des décompositions rationnelles, on remplace x par
ou ? ce qui donne
4x4 + y4 = (2#2 4- 2xi/ 4- ?/2j (2a?2 — 2<ry 4 .V2), 27.^ 4 y6 == (3.r- + y*) (3.r« 4 3^ 4" J/2) (3*« - 3.ry + y2).
De la première formule, on conclut que tout nombre de la forme bv! 4- 1 (en particulier 2,rH - 4 1)> excepté 5, est composé.
TRANSFORMATION DES EQUATIONS, LIMITES DES RACINES
Transformations élémentaires.
Transformer une équation F(x) = 0, c'est en déduire une autre équation f(y) == 0 dont les racines aient, avec celles de F(x) = 0, une relation donnée d'avance. L'équation f\y) = 0 est appelée la transformée de F(x) = 0.
132. Problème. — Changer les signes des racines d'une équation
F (a?) = A0xm + A^111-1 -f ... ■+- A:n-!^ 4- Ara = 0.
Si x désigne une racine quelconque de F (a:) = 0, et y la racine correspondante de la nouvelle équation, on doit avoir
Eliminant x entre ces égalités on trouve l'équation cherchée
Si l'on remplace la lettre y par x, on peut dire que la nouvelle équation s'obtient en changeant x en — x dans l'équation proposée.
Neuberg. — Algèbre. 8
Remarque. — Si l'équation F(x) = 0 ne renferme que des termes de degré pair, elle se confond avec sa transformée en — x; donc ses racines sont, deux à deux, égales efc de signes contraires. On abaisse le degré d'une telle équation en prenant x2 pour inconnue.
133. Problème. — Multiplier, par un nombre donné K, tes racines de F(x) = 0.
Il faut éliminer x entre les équations
y = Kx, F(x) = 0 ;
la transformée est doncFf -^ ) = 0 ou
A0y™ H- AjK?/™-1 + A2KVm"2 + ••• + Am-iK™~hj + AmKm = 0.
Les coefficients de la transformée sont égaux a ceux de la proposée, multipliés par les puissances successives de K. Exemple. — Soit à multiplier par 2 les racines de
3^4 _ 7(C2 _|_ Sx ___ 9 = o.
On trouve (en écrivant x au lieu de y) :
rA - 28.?:2 + (j4x
Remarques. — I. Pour résoudre le problème précédent, on peut s'appuyer sur la composition des coefficients (124). Si l'on multiplie les racines de F(x) par K, la somme des racines est multipliée par K, la somme de leurs produits deux à deux par K2, etc. Il faut donc remplacer A: par K^ A2 par K2A2, etc.
IT. Pour diviser les racines par K, on change x en K3' ou plutôt en Kac, ce qui donne la transformée
A0Km#m + A^m-l^m-i _j_ ... _|_ Am_i K.r -f Am = 0.
134. Problème. — Transformer une équation en une autre dont les coefficients soient entiers, et dont le premier terme ait pour coefficient l'unité.
Soit
VHA!^-1 + ... |-Am = 0
l'équation débarrassée de ses dénominateurs. Si on multiplie les racines par A0, on obtient la transformée (133)
A0Oîm + ÀlÀa«**-1 -f A2Ajrm-2 _|_ _ + AmAm _ 0>
dont tous les coefficients sont divisibles par A0.
Le problème admet souvent une solution plus simple.
Exemple. — 9.r4 — 27o?3 — | #2 - ~ v |_ 2 == 0.
Multiplions les racines par K :
r4 — 21Kx3 — | K2.r2 — ~ IvVr -f 2K
Divisons cette équation par 9 et exprimons que les coefficients
se réduisent à des nombres entiers. La plus petite valeur de K est 12: la transformée correspondante est
xi _ 36 rs — ICte2 — ll&c -f- 4608 = 0.
135. Problème. — Diminuer, d'une quantité donnée h, les racines d'une équation F(x) = 0.
On doit avoir
éliminant x on trouve la transformée F(/i -f- y) = 0, c'est-à-dire
F(h) + x¥\h) + ^ F"(h) + ... + -, PW(*) = 0,
où la lettre # remplace y.
La méthode suivante, due à Horner, est plus rapide quand il s'agit d'équations numériques. On divise F(x) par x —h, le quotient par x — h, le second quotient par x — h et ainsi de suite. Ces opérations donnent les identités suivantes :
F(.r) « (or— ^ + -Rlf Ql ={:v — h)Q2 + R2,
Qm_i = {x — /i)Q,„ 4- Rra.
Eliminons Qn Q Q „ [ en ajoutant ces relations membre
à membre après avoir multiplié la seconde par x — h, la troisième par [x -- lir, etc. Nous aurons l'identité
On en conclut; en remplaçant .v — h par .y, l'équation cherchée :
R, -\- R2x -f R3.t~ + ... + Qm^',n — 0.
Ainsi : Ponr diminuer de h toutes les racines d'une équation, on divise le premier membre par x — h, le quotient de cette division pur x — h, le quotient de ta seconde division par x — h ; et ainsi de suite. Le dernier quotient et les restes de ces divisions sont les coefficients de la transformée.
Cette règle est analogue à celle qui sert à faire passer un nombre entier d'un système de numération dans un autre.
Application. — Diminuer de 2 les racines de l'équation
ox* — Ax* -Y- Sx2 — Sx -f- 7 = 0.
Les divisions successives de F(x) par x — 2 s'effectuent par le procédé rapide indiqué (116) :
Coefficients
de F(x) .
Qi
37 \iY
ft
Transformée : dx4 -f 3ôx'4 + 104sr + Uloc + 81 = 0.
136. Problème. -- Faire disparaître le deuxième terme d'une équation
\0xm -f A^™-1 + ... H- Am_!o; + Am - 0. (1)
On suppose Aj ^ 0, et la nouvelle équation doit être de la forme
B0?/m + B2*/™~2 -h B3.^-3 + ... + Bm =0. (2)
La somme des racines de l'équation (2) étant nulle, il suffit de diminuer chacune des racines de (1) du me de leur somme ou de poser
y = x -f- -T7- — oc -4- - = — > (3)
• wia0 q q
' désignant la Traction irréductible égale à ' .' • La transfor- (j m\{)
mation (3; peut se décomposer en d'autres plus simples :
On obtient l'équation en x' en multipliant par (j les racines de (1); on diminue ensuite de — p les racines de la nouvelle équation; enfin, on divise par q les racines de la dernière équation. Mais les deux premières transformations suffisent.
Exemple. — 3x4 — Sx:i — 6oc -j- 4 = 0.
On diminue les racines du. quart de leur somme, ce qui revient à poser
Il est même plus avantageux de poser y = Sx — 2, ou d'effectuer les transformations
• x] =± Sx, y = x' — 2.
L'équation en x' est (133)
3x'+ — 8 . 3;r'3 — 6 . 3 V + 4 . 34 = 0. En la simplifiant par 3 et diminuant de 2 les racines, on trouve y' — 24y2 — 118?/ — 48 = 0.
137. Remarque. — On peut se proposer de faire disparaître un terme quelconque de l'équation F(x) = 0. Si l'on diminue de h les racines, on a la transformée (135)
F(h) + yF'(A) -j- f0 F"(/,) + . . . + VA y;m (à) - 0 .
Pour faire disparaître le terme en y1', on pose F^(/î) = 0, ce qui donne une équation de degré ni — p en h.
Le terme indépendant sera nul si Y h) = 0; h est alors une racine de l'équation proposée. Ce résultat s'explique facilement.
138. Problème. — Former l'équation admettant pour racines les inverses des racines d'une équation donnée F(x) == 0.
Il faut éliminer x entre les équations
La transformée est Ff - ) = 0, ou en écrivant x pour y :
A0 + Avx + ... + Am_i^-i _|_ \mœm _-= o.
Remarque. — Si la transformée se confond avec l'équation proposée, celle-ci est dite équation réciproque. A toute racine a
de F(x) = 0 correspond alors une autre racine égale à - •
139. Transformation homographique. — Les transformations précédentes sont comprises dans la transformation homographique :
rx — D kxy + By + Cx + D = 0, ou y = - j~^ ' (D
Par exemple, si A = 0, D = 0, on multiplie les racines de l'équation proposée par un nombre constant. De la formule (1), on tire
lit/ + D
x~~ Ay+~c '
de sorte que la transformée de ¥(x) = 0 est
On peut présenter autrement le calcul de cette transformée.
Rendons l'équation proposée homogène en remplaçant x par , :
A0x™ + A^-W + ... -f Am-.^'»-1 -f Am.x-'m = 0, et désignons par , la racine de la transformée; la transforma-
tion homographique correspond à la substitution
x = ay -f- by\ x' — «'j/ -}- &V •
Limites des racines.
140. Définitions. — On dit qu'un nombre positif L est une limite supérieure clos racines positives de l'équation à coefficients réels F(.v) ==0, si L est supérieur à la plus grande racine positive de cette équation. Supposons le premier terme de F(x) positif; alors si l'on a F(x) > 0 pour A' > L, L est une limite supérieure, car il n'y aura pas de racine supérieure à L.
On appelle limite inférieure des racines positives de l'équation F(a*) = 0, tout nombre / inférieur à la plus petite racine positive. Pour obtenir une telle limite, on peut chercher une limite supérieure Iq des racines positives de l'équation F( -)=0 et poser /— ■
Pour trouver deux nombres — L' et — /' entre lesquels sont comprises les racines négatives de l'équation F(.v) = 0, on cherche une limite supérieure L' et une limite inférieure /' des racines positives de la transformée F(— x) = 0.
Lorsqu'un polynôme à coefficients réels est ordonné suivant les exposants décroissants de x, on appelle variation la succession de deux ternies de signes contraires ; la variation est descendante ou ascendante suivant que le terme positif précède ou suit le terme négatif. La succession de deux termes de même signe a reçu le nom de permanence. Ainsi, le polynôme
présente successivement deux permanences, une variation descendante, une permanence, une variation ascendante.
141. Méthode de Lagrange. — Quand le premier coefficient d'une équation est l'unité, une limite supérieure des racines est
X désignant la plus grande des valeurs absolues des coefficients négatifs, et p la différence entre le degré de Véquation et celui du premier terme négatif.
Soit l'équation
¥{x) = xm + A^m-i _|_ ... + Am = 0.
Si le premier terme négatif est celui en xm~v et si N est la plus grande valeur absolue des coefficients négatifs, on a pour toute valeur positive de x :
F (œ) > x™ — N(a?m~P -f tfm-i'-1 + ... f- 1) ; (1)
car on a augmenté la somme des termes négatifs, remplace les termes positifs à partir de^m_^par des termes négatifs et négligé les termes positifs compris entrer111 et xm~P. L'inégalité (1) donne, si x > 1 :
„, . ^T xm~v+l — 1 xm(x — 1) — N^rm-P+1
Fa? > xm — N 1 > — — ~ i—
Pour avoir F(x) > 0, il suffit que x vérifie la relation
xm(x — 1) — Najm~"P+1 > 0,
on, en divisant par xm~v+l,
xv~l{x— 1) — N > 0,
et en remplaçant t\,p -1 par la quantité plus petite (x — l)p_1,
(ce — 1)P — N > 0,
ce qui revient à
Remarques. — I. Mac-Laurin avait indiqué la limite
L-l-j-N; on l'obtient en observant que pour toute valeur positive de x,
F[x) > xm — N(a?m-i + a?m~2 -f ... -f 1),
ce qui est l'inégalité (1) où l'on remplace p par 1.
p/_ II. La limite 1 -f- y/ N est aussi une limite supérieure des racines de
l'équation dérivée F'(jc.) = 0. Car si l'on applique la méthode de Lagrange à l'équation — F'(x) — 0, le nombre p ne change pas, et les coefficients
sont plus petits que les coefficients correspondants deF(jc); on obtient
Vf donc une limite plus petite que 1 -j- V/N.
142. Méthode par groupement des termes. — On obtient une limite supérieure des racines en décomposant te premier membre de V équation en plusieurs polynômes présentant cha-
cun au plus une variation (descendante) et en cherchant un
nombre qui rende tous ees polynômes positifs ou nuls. Cette méthode repose sur la proposition suivante : Si un polynôme f(x), présentant une seule variation (desceii
dante), est positif pour une valeur positive de x, il reste positif
à partir de cette valeur.
Soit le polynôme ordonné
/•,,,.) = Axm -f Bœ™-1 -h ... f Gton — (H#p 4 Ixv~l 4 .. 4 Mx*).
On peut écrire
Posons
T-T AT
/!(*) = Atf™"n -h . . . + G, £(*) - ^ + • • • + ^-q '
de sorte que /'(oc) = acn[/Y(#) — AO*)]-
Si l'on fait croître a: de 0 à oo, /\(tf) croît constamment et f.,\x) décroît; donc la différence f\(x) — f2{x) croît toujours. Or, cette différence commence par une valeur négative et finit par une valeur positive; elle passe donc par zéro pour une certaine valeur x = a, et reste positive pour toute valeur de x supérieure à a. La proposition est donc démontrée.
Cela posé, soit à chercher une limite supérieure des racines de
En groupant ainsi :
(#5 _|_ xi — œ*)-\- {.x — 10000),
et observant que le premier groupe est positif pour x > 1, et le second pour x > 10030, on voit que 10000 est une limite des racines. Mais en écrivant
(xr> — 10000) 4- G»4 — oo3) 4 #,
on obtient la limite \/ 10000.
La méthode de Lagrange donne 1 4 y 10000 ou 101. Remarque. — On peut aussi employer des groupes ayant plus d'une variation, ainsi que nous allons le montrer sur l'équation
x+ — ojj3 .f \lx- — 23x 4 1=0.
Décomposons 17.v2 en 10.V2 -f- 7x2 et groupons ainsi :
Le trinôme x2 — 5x + 7 dont les racines sont imaginaires, est constamment positif; le binôme l(Xv — 23 est positif à partir de x = 2, 3; une limite supérieure est donc 2, 3.
La méthode de Lagrange donne L = 24.
143. Méthode de Newton. — On obtient une limite supérieure des racines de l'équation F(x) = 0 en cherchant un nombre qui rende positives la fonction F(x) et ses dérivées.
En effet,
Via + h) =- F(a) +- h¥\a) + ^ F>) -h ... ;
donc, si les nombres F(a), F'(a), F"(a), ... sont positifs ainsi que h, on a aussi F (a -f- h) > 0, et aucun nombre supérieur à a ne peut être racine. On aurait la même conclusion si a annulait quelques dérivées de ¥(x) et rendait positives les autres.
Voici comment on applique la méthode. La dernière dérivée, égale à ni! A0, est positive. On cherche une valeur ax de x rendant nulle ou positive la dérivée F^m-1)(5c) qui est du premier degré. On examine ensuite si cette valeur rend nulle ou positive la dérivée ¥^m~2){x) ; si Fm_2(al) < 0, on cherche une valeur a., supérieure à ax rendant la dérivé F^n-%v) positive ou nulle. On substitue a2 dans F(m~'3'(ac) ; si le résultat est négatif, on remplace x par un nombre plus grand jusqu'à ce qu'on arrive à un résultat F'm~3fa3) > 0, On continue ainsi jusqu'à la fonction ¥(x) elle-même. Le dernier nombre substitué est une limite supérieure des racines de F(x).
Dans les essais, il est inutile de revenir sur les polynômes déjà examinés; car si un nombre b rend positives ou nulles la dérivée d'ordre m - p et celles d'ordre plus élevé, pour tout nombre supérieur à b on a F'^~^(x) > 0.
Pour les nombres a15 a2, ... on prend ordinairement des nombres entiers.
Exemple. —
F(a?) = a?» _j_ lxi _ 12^3 _ 58^ + 52aJ .__ l3j F'(x) = 5x4 H- 28a;3 — 36a;2 — 116^ + 52,
Vm(r)
1 2 3 " lttr* + 28a? ~~ 12' FIV(») r , 7
Or,
FIV\0) > 0;
Donc 3 est une limite supérieure des racines de ¥(x).
Remarque. — Appelons, pour un moment, limite supérieure des racines dune équation Y{x) = 0 un nombre L tel que l'équation n'ait pas de racine plus grande que L, et limite inférieure un nombre L' tel, que l'équation n'ait pas de racine plus petite que L'.
La règle de Newton pourra être énoncée et complétée ainsi :
Tout nombre qui substitue à x dans la suite
F[x), F\œ), F"(œ), ... F^-1^), Fm\x),
donne des résultats de même signe, est une limite supérieure des racines de F(x) ; si les résultats sont alternativement jjositifs et négatifs, le nombre substitué est une limite inférieure.
En effet, si les nombres.
F(rti, F'{a), ... F.'»-1 (a), F("V)
sont positifs, on a Y (a -\~ h) > 0 pour toute valeur positive de h, et l'équation n'a pas de racine plus grande que a. Si ces nombres sont alternativement positifs et négatifs (ou négatifs et positifs), F (a — h) a le signe de Y (a) pour toute valeur positive de h, et l'équation ¥(x)=Q n'a pas de racine plus petite que a.
144. Méthode de Thibault. — Un nombre a est limite supérieure des racines de V équation F(x) = 0, si les coefficients et le reste de la division de F(x) par x — a sont positifs.
Soient B0, Bl5 ... Bm_i , Bm ces coefficients et ce reste, de sorte que
F (a?) = (œ — a) (Bo^-1 + B^m-2 -f ... + Bm_i) + Bm.
S'ils sont positifs, on a F(x) > 0 pour toute valeur de x supérieure à a.
Remarque. — On connaît le procédé rapide pour calculer les nombres B (117); ce sont les valeurs des fonctions
F., = A0x2 -t- Arx -1- A2,
Fm = A0x™ + A^™-1 + . . -h Am,
pour a* = a.
Tout nombre a qui rend positives les fonctions F„, Fj, ... ¥p(p < m), est une limite supérieure des racines de l'équation Fp = 0; car F0, F15 ... Fpsont aussi les fonctions de Laguerre de Fp.
145. Règle de Bret. — On obtient une limite supérieure des racines d'une équation algébrique F(x) = 0 en divisant chaque coefficient négatif, pris positivement, par la somme des coefficients positifs qui le précèdent, et en ajoutant l'unité à la plus grande des fractions ainsi obtenues.
Soit, pour fixer les idées, l'équation A0xm + A^m-1 _J_ A2Xm-2 _ A3^m-3 _[_...— ^m-p -f . . . ± Am -= 0, ( 1 )
les signes des termes étant mis en évidence. Transformons chaque ternie positif au moyen de la formule
en écrivant y au lieu de x — 1, nous obtenons
F[x) = A0ya?"-i + Kv + ALy
,/cI
2 + A0,y + Alty + A2y — A,
a?m-8 + Aoy
.Tm - 4 4 •
4 AKy
Si nous supposons x > 1, toutes les colonnes où il n'y a pas de terme négatif seront positives. Le ternie en xm~3 sera positif si
y(A04-A1 + A2)-.A3>0 ou ^>-A +a3 + A +1;
celui en xm~- P— 1 lest pour
Ap A0 | A, ; A2 h...
le dénominateur étant égal à la somme «les coefficients positifs qui pré cèdent Ap dans l' équation (1) On a donc F(x) > 0 pour toutes les valeurs de v\- supérieures à la plus grande des quantités de la forme
A0 ! A1 | A,-|- ... ' Exercices et notes.
Etant donnée l'équation
A0œ?> + Axx'2 -f- A2x -f- A3 = 0,
trouver: 1° l'équation aux carrés des racines; 2° l'équation aux racines carrées des racines.
6. Trouver des limites supérieures des racines des équations suivantes •
x-o _|_ #4 _ 4^3 ._ §xz _ 7oq^ _|_ goo = 0,
^S _|_ xl ^ X6 _J_ 10a?5 _ 1 0(^4 _{.. 1 = Q,
x1 + 8^6 -f- 2a?5 — 10arA — AQx* + 10a;2 — 14.x — 100 = 0.
Etant donnée l'équation de degré pair
A0xm — Ajfl?"1""1 4- A2a?m_2 — ... — Ain-ia? + Am = 0,
où A0, Aj, xV2, ..., Am sont des nombres positifs; soient H le plus grand des rapports
Aj A3 A5 Am_i , — ? - j • • • ? »
A0 A, A4 Am_ ^
et li le plus petit des rapports
A2 A4 A6 Ain
A,' A3' A5 Am_i
L'équation aura toutes ses racines comprises entre H et h si H > h, et toutes ses racines imaginaires si H = h ou < h. S. Soient m un nombre impair, et l'équation
A0xm — Aj-t™-1 -f A2<rm~2 — ... Am = 0,
où A0, Al5 A2, .-. sont des nombres positifs. Soient H le plus grand et H' le plus petit des rapports
Aj A3 A-
Aq A2 A4
Am_i
Soient h le plus petit des rapports
Am_ 1
Ara_2
L'équation n'a aucune racine supérieure à H ou inférieure à II', et elle ne
peut en avoir qu'une seule inférieure à - • Si H = - ou < -, elle n'aura
qu'une racine réelle.
Soit l'équation
F(.r) == A0#m -i- ... + Ap_i^m-p+i _ A,^111-!1 ... = 0,
les coefficients A0, Al5 ..., Ap— 1 étant i^ositifs. Si N désigne la plus grande des valeurs absolues des coefficients négatifs, une limite supérieure des racines est
A0 -f A2 + ... -f Ap_i Il suffit d'observer que, pour x >. 1,
F(a?) > (A0 + A-, -f -. + Ap_1)a;m--P+1 - Ap^-P
et d'appliquer la règle de Mac-Laurin à la dernière fonction. 10. Soit l'équation
xm ... — Pxm -p . . . — Qxm~^ ... — Rjfm-r ... = 0.
Si n est le nombre des termes négatifs, une limite supérieure des racines
positives est le plus grand des nombres y ^P, y nQ> V n^> *•• C95.i On obtient aussi une limite supérieure en ajoutant les deux plus grandes
des quantités \ P , \ Q , \ R , ...
11. Soit L une limite supérieure dos modules des racines de l'équation \(l.r»> j A,.r-n I -f. ... + An«0;
on a
RÈGLE DES SIGNES DE DESCARTES
146. Lemme de Segner. — Soit F(x) un polynôme a coefficients réels, ordonné suivant les puissances décroissantes de x, et soit a un nombre positif quelconque : le produit F(x) (x — a) contient un nombre impair de variations de plus que F(x).
Pour mettre les variations de ¥(x) en évidence, nous représentons ce polynôme par
kmœm -h ... |- An.H.rn^ — An;rn ... — AlH.n>H _]_ ap^p .. .
A ,+1.^+1 _ A(rt
. — As^s
Le premier terme Amxm est positif; — Anxn est le premier terme négatif ; Ap.mp est le premier terme positif qui suit — Anaïn; et ainsi de suite. F(x) se termine par un groupe de termes que nous supposons négatifs ; le premier terme de ce groupe est - AtxK
Am, An, Ap, ..., At, As désignent des nombres positifs; An+i, Ap-j-i, ... , At+i, AS4-! représentent des nombres positifs ou nuls.
Effectuant le produit F(x) (x — a) on trouve
-An -«An-j-2
A, \- ak
.TP+1 . . — At
— ^At-f-!
-f- rtAs.TR.
F (xi contient une seule variation entre les termes \mxm et Anxn; la partie correspondante du produit F(x) (x — a) en contient au moins une, car elle commence par le terme positif Am5Cm+1 et se termine par le terme négatif — (A„ + aAn+1)^n+1. De même F(x) a une seule variation entre les termes en xn et #p, tandis que Fix) (x — a) en a au moins une dans la partie allant de xn+l à 5CP+1. En continuant ainsi jusqu'au terme — AtxtJ on trouve au moins autant de variations dans le produit F(x) (x — a) que dans le multiplicande. Mais à partir de x\ F(x) ne présente plus de variation, tandis que le produit en a au moins une entre x^1 et xs; cette conclusion subsiste aussi dans le cas où le dernier groupe de F(x) est remplacé par un seul ternie — AtX1.
Il résulte de là que le produit F(x) (x — a) a au moins une variation de plus que F(x).
Le premier et le dernier terme de F(x) étant de signes contraires, F(x) a un nombre impair de variations; ceux de F(x) (x — a) étant de même signe, ce produit a un nombre pair de variations. Donc le second polynôme présente un nombre impair de variations de plus que le premier.
Les raisonnements et les conclusions sont les mêmes lorsque le dernier groupe de F(.v) est composé de termes positifs.
147. Règle des signes de Descartes. — Le nombre des racines positives dune équation algébrique à coefficients réels ne surpasse pas le nombre des variations de son premier membre; quand il est moindre, la différence est paire.
Soient a^ a2, ... aP toutes les 'racines positives, distinctes ou non, de l'équation F(x) = 0; on peut écrire
F(x) = (x — ax) (x — tic,) ... (x — ap)f(x),
f[x) étant une constante ou une fonction entière qui n'admet pas de racine positive. Dans le premier cas, la proposition se vérifie immédiatement, le développement du produit (x — aj .. . (x — ap) ayant /) variations. Dans le second cas, f(x) dont le premier terme peut être supposé positif se termine par un terme positif; sans quoi l'équation f(x) = 0 aurait au moins une racine positive (127). Le nombre des variations de f(x) est donc nul ou pair; désignons-le par 2k. Si on multiplie f(x) par x — al5 le nombre des variations augmente d un nombre impair 2k 1 -\- 1 ; si on multiplie le résultat par x — a2, le nombre des variations
augmente de nouveau d'un nombre impair 2k2 |- 1 ; et ainsi de suite. Donc le nombre des variations de F (.y) est
v = 2k + (2k, + 1) + [2k2 + 1) + . . + (2AP | • 1) = 2(*4*i+ ... + ^P).4-P.
Les nombres fe, fe^, ... A'p étant positifs ou nuls, on a
li étant positif ou nul,
148. Corollaire I. — Le nombre des racines négatives d'une équation ne surpasse pas le nombre des variations de la transformée en ( — x) ; s'il est moindre, la différence est paire.
Car les racines négatives de F(x) — 0 correspondent aux racines positives de la transformée F(— x) = 0 (132), et inversement.
149. Corollaire II. — Quand une équation a toutes ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre de ses variations, et le nombre des racines négatives est égal au nombre des variations de la transformée en ( — x).
Soient :
m le degré de l'équation F(x) — 0 ; p le nombre des racines positives; n » )> négatives;
v » des variations de F (.v) ;
v' » » de F( — x).
Observons d'abord que la somme v -\- v' ne surpasse pas le degré de l'équation. En effet, si le polynôme F(x) est complet, il renferme m -f- 1 termes ; par suite, le nombre des variations et celui des permanences de F(x) ont pour somme m. Mais le changement de x en — x transforme les variations en permanences et réciproquement; car deux termes consécutifs renfermant des exposants de parités différentes, un seul change de signe. Ainsi, dans le cas d'une équation complète, v -[- v' = m. D'un autre côté, si l'on supprime quelques termes de F(x), les nombres v, v' pourront bien diminuer, mais il n'augmenteront pas. Donc
Xeuberg — Algèbre. 9
En vertu du théorème de Descartes,
p <y, n < v\ d'où p -f- n < v -f- yf? (2)
et à cause de (1),
Comme toutes les racines sont réelles, on a
ce qui exclut le signe < des relations précédentes ; donc
150. Corollaire III. — Toute équation qui ne présente qu'une variation, a une racine positive et une seule.
Cette proposition, qui a été démontrée directement cidessus (142), résulte aussi du théorème de Descartes. De plus, nous voyons maintenant que la racine positive est simple.
Exemples. — I. Soit l'équation
œe _)_ 4^5 _ 9x4 ._ 7cc3 _|_ 8^,2 __ 4œ _ 3 ^ o.
Comme elle présente trois variations, elle a trois racines positives ou une seule. Il est inutile de chercher la transformée en — a* : l'équation étant complète, on a (149) v -f- v' = m ; donc v' — 3 et les racines négatives sont au nombre de 3 ou 1. II. Considérons encore l'équation incomplète
On a v = 2, v' =-2, d'où
par suite l'équation a au moins quatre racines imaginaires.
Remarque. — Dans les équations incomplètes, la somme v -f- v' est généralement inférieure au degré m de l'équation ; on en conclut l'existence d'au moins m — (v -\- v') racines imaginaires.
Symptômes d'imagixarité.
152. Règle de Sturm. — Si la multiplication de F(x) par x — a, a étant positif, introduit 2k -|~ 1 variations, l'équation F(xj = 0 a au moins 2k racines imaginaires.
Soient : D le nombre des variations de F(x) ;V celui de F(- a*); p le nombre des racines positives de F(x); n eehii des racines négatives: en lin, in le degré de F(x).
Posons (x — a) ¥(x) = v(x). L'équation tp(jc) = 0 a p + 1 racines positives, zi racines négatives, v-{-2k-\-l variations; donc •(— x) a, au plus, (m -f- 1) — (w -f- 2A* |- 1) variations : ainsi
n <jm — (v -f- 2A), p ■ . v.
Il en résulte
le nombre des racines imaginaires est donc au moins égal à 2k.
Remarque. — Semblablement, si la multiplication de F(x) par x -f- a fait perdre 2k variations (*), V équation F(x) = 0 a, au moins, 2k racines imaginaires.
En effet, l'équation (a* -f a)F(ac) = 0 a p racines positives, n -f- 1 racines négatives, v — 2k variations. On en conclut
p <^v — 2£; et comme n <. v',
D'ailleurs, v -j- v1 < m ; donc à plus forte raison
Donc l'équation F(ac) — 0 a au moins 2A* racines imaginaires.
153. Théorème. — Le nombre des racines imaginaires d'une équation incomplète est au moins égal a la somme des nombres de racines imaginaires de toutes les équations binômes qu'on obtient en égalant a zéro chaque groupe de deux termes consécutifs de V équation proposée.
Soit l'équation ordonnée suivant les exposants décroissants de x,
Aœ** + Bxv -f Gafl- + ... + UœT -f- Kx* -f- L = 0. (1)
Désignons par v]9 vzi . . v^ les nombres des variations des groupes
' j Les nombres des variations de F(x) et (aî-f-a) F(x) sont de même parité, parce oue les derniers termes de ces polynômes ont le même signe.
par v\, v'2, ..., y'h les nombres des variations de ees groupes quand on change x en — x; ees nombres sont égaux à 1 ou à 0. On a
D'autre part, l'équation
kxm -f- Ba?P — 0
ayant p racines nulles, v1 racines positives (*) et u'j racines négatives, a /n — p — (ul -\- v\) racines imaginaires; de même, les autres équations obtenues en égalant à zéro les binômes (2) ont respectivement
p _ fJ _ (t,2 4. v}2), .. ,s — (vh H- r'h)
racines imaginaires. Le nombre total de ces racines est donc
m — p — (i>, + 17'i) + p — q — {v, -f- v\) -f- . . . -f s — On -|- r'h) = ^» - (», H- r, + ... -f t?h) - (r\ -h »', -f ••• ■ h r'h) = m - (v -f y').
Mais l'équation F(#) = 0, ayant au plus /; |- v! racines réelles, a au moins m — {v -f- v') racines imaginaires. Le théorème est donc démontré.
154. Théorème des lacunes. — S'il manque un terme entre deux termes de même signe, ou s'il manque plus d'un terme entre deux termes de signes quelconques, V équation a nécessairement des racines imaginaires.
Soit l'équation
A^m -f- ... -|- Gxn l-2 -h Exn + ... =- 0,
G et II étant de même signe. L'équation Gx2 -\- II — 0 ayant deux racines imaginaires, l'équation proposée en a au moins deux (153;.
Soit encore l'équation
Aœ* -f ... + Gra?n+P + Ha;11 + ... = 0, où p > 2. (1)
Si p = 2q + h l'équation Gx? -j- H = 0 a une seule racine réelle et, par suite, 2q racines imaginaires; donc l'équation (1) a au moins 2q racines imaginaires. Si p -=2q, on voit, de la
(*) Une seule racine positive si ^ = 1, et \)i\s de racine positive si i>j =0.
même manière, que l'équation (1) a, au moins, 2q ou 2<i — 2 racines imaginaires, suivant que G et H sont de même signe ou de signes contraires.
155. Théorème de De Gua. — Quand une équation a toutes ses racines réettes, le carré d'un coefficient quelconque surpasse le produit des deux coefficients voisins.
Considérons quatre ternies consécutifs de l'équation h\x) = 0:
Ap^-p -|- Ap hl»»-P-1 + Ap.,2^-1'-2 + Ap | soiû-p-s. Trois termes consécutifs du produit F(x) (x — a) sont
— «An
%-m-v + Ap+2 — aAp+!
ajm-p-i + Api3
— .«Ap^2
Si l'on choisit a de manière à faire disparaître le terme en tfm-p— 1( les coefficients de •y111-1' et de xm~p~2 seront
A2P+1 — ApAp j^ _ A-, |_2 — Ap.|-vAp-f.-j ^ Ap+i Ap.}-!
Toutes les racines de F(x) — 0 étant supposées réelles, les coefficients de xm~v et de xm~P-2 doivent être de signes contraires si le terme intermédiaire manque (154); il en résulte que les binômes
A2p-H — ApAp+2, A2p+9 — Ap-i_iAp_j_3 (1)
et tous ceux de la môme forme ont un signe commun. Or, les trois premiers termes du produit F(x) (x — a) sont
oom -j- A2
xm-
si l'on fait disparaître le terme en .vm, les coefficients voisins seront
Ao?
Ai A0A«
comme ils sont de signes contraires (on suppose A0 > 0), le binôme A? — A0A2est positif, et il en est de môme des binômes (1). On conclut de là
Aj > A0Ao, Ao > A^g, . ., Ap-j-i > ApAp|^>, ...
Remarque. — I*a réciproque du théorème de De Gua n'est pas exacte : l'équation du second degré
A0,Vl -f- Ai^ + A2 = 0 a des racines imaginaires si Aï > A0A2 et < 4A0A2.
156. Corollaires. — I. Si le carré d'un coefficient est égal ou inférieur nu produit des deux coefficients voisins, l'équation p des racines imaginaires.
En particulier, une équation a des racines imaginaires : i° si trois coefficients consécutifs sont en progression par quotient; 2° si deux coefficients égaux sont séparés par un coefficient ayant une valeur absolue égale ou inférieure.
IL Si quatre coefficients consécutifs Ap, Ap-f-j, Ap-f?, Ap-f-3 vérifient la relation
(Ap+iAp+2 — ApÀp+3)2 — 4(AP+i — ApAp.|-2)(AjVf2 — Ap+iÀp j_3) 1t. 0.
l'équation a des racines imaginaires.
Appliquons le corollaire précédent à l'équation ¥(x) (x — a) — 0, a désignant un nombre réel. Trois coefficients consécutifs étant
Ap+i — aAp, Ap-).? — aAp+i, A^ — «Ap [_?,
l'équation a des racines imaginaires si le carré du coefficient moyen est égal au produit des deux autres, c'est-à-dire si l'équation
(Ap+2 — «Ap H)2 — (Ap_i — aAp) (Ap+3 — «Ap+:)
est vérifiée par une valeur réelle de a. E11 exprimant cette condition on trouve le critérium énoncé ci-dessus.
La valeur de a peut être 1 ; on a alors
(Ap+t - Àp+'i)2 = (Ap+1 - Ap) (Ap+3 - Àp+.2). i2)
La relation (2) est vérifiée si
Ap+2 — Ap4_i = Ap+i — A? = Ap l-3 — Ap+2 ;
donc, une équation a des racines imaginaires si quatre coefficients consécutifs sont en progression arithmétique.
Exercices et notes.
1. Soient x\, x%, ... xm des nombres réels quelconques, et Sp la somme de leurs produits p à p. Démontrer (pie
Oî > Ol>, S} > 0^3, Of( > 02S4 , .... O^,, — j > Dffl-SOffl.
Conséquence du théorème de De Gua.
V. Le nombre des racines de Y \< :Q qui sont supérieures à un nombre donné a, no peut surpasser le nombre des variations de la suite
m étant le degré de F(#) ; quand il est moindre, la différence est paire.
Appliquer le théorème de Descartes à l'équation F(a \ y) = 0.
.">. Si toutes les racines de J?(x) = Q sont réelles, le nombre des racines comprises entre a ot b est égal à l'excès du nombre des variations de la suite
F (a), F!(â), F», .. , EW(a)
sur celui des variations de la suite
F(6), F'(ft), F"(ft), ..., F<™)(6).
Appliquer la proposition (149) aux équations F (a -j- y) = 0, F(è | - 7) = 0. 4. Le nombre des racines de F(*) = 0 qui sont comprises entre a et b, est
au plus égal au nombre des variations de l'équation F[ - , ) 0
ordonnée par rapport à y.
On cherche la transformée qui correspond à y = -. — » et L'on applique le théorème de Descartes.
5. Si cp(#) est une fonction entière au plus de degré m — 3, ou une fonction entière de degré m — 2 et commençant par un terme positif, l'équation ! x — a)m -{- 'f(jc) = 0a des racines imaginaires.
G. Pour obtenir un symptôme d'imaginarité, on exprime que deux termes consécutifs du produit T?(x) (x2-\-px -\-q) disparaissent et (pie les valeurs correspondantes de p, q vérifient la relation/)2 — 4q > 0. On retrouve ainsi le théorème (1 56, 2°).
Si le multiplicateur est x2 — 1, x2-\-2x -f- 1, x2 — x — 1, on voit que l'équation F(x) = 0 a des racines imaginaires quand quatre coefficients consécutifs sont
T. Si cinq coefficients consécutifs A, B, C, 1), E sont tels, que
BI) > 0, (BC — AD) (CD — BE
l'équation a des racines imaginaires.
Le produit F(x) (x2 — y'2) présente alors une lacune favorable.
8. Soient: F(jc) = 0 une équation algébrique de degré m, a un nombre positif quelconque, et
'''''"V-'V""--' I II,.*1"" I ..+B,„-, -I ''"" ■ (l)
Le nombre des racines de F(jc) = 0 qui sont plus grandes que a, est au plus égal au nombre des variations de la suite
B0, Bn B2,
Bm ;
quand il est moindre, la différence est paire.
Cette proposition peut être démontrée comme le théorème de Descartes. Le produit du second membre de (i) par (x — b) est
B0a?m-f. B, — bB,
Bm_,
bBm.
OC + B,n
— bB
ouC^ + C.o;'»-1 +
Cn 4- Cb
La suite
présente un nombre impair de variations de plus que la suite (2). 9. Si toutes les racines de l'équation F(x) = 0 sont réelles, l'équation
p(p-i)(a?)pîP+i)(a?) == 0
n'a que des racines imaginaires.
En effet, toutes les racines de F(a-\-y)== 0 étant réelles, il n'existe pas de valeur réelle de a telle, que le carré de l'un des coefficients de cette équation soit égal au carré du produit des coefficients voisins.
RECHERCHE DES RACINES COMMENSURABLES
Conditions auxquelles satisfait une racine entière
157. Théorème. — Pour qu'un nombre entier soi! racine d'une équation à coefficients entiers, il faut et il suffît : qu'il divise le dernier terme; qu'il divise le quotient de cette division augmenté du coefficient dex; qu'il divise le quotient de la seconde division augmenté du coefficient dex2, et ainsi de suite ;
— lot —
enfin, que le quotient de la m0 division augmenté du coefficient de xm donne pour somme zéro.
Si le nombre entier a est racine de l'équation à coefficients entiers
F,.r) A05?ra I- Arrm-i + , , (_ Affl ^ |. Affl ... Qf (1)
le quotient de la division de F(*y) par a* — a est un polynôme à coefficients entiers, que nous représentons par
f[œ) = B^"*-1 + BL#m-2 |-..+ I5mv' I Bm ,.
En identifiant F(a') avec le produit (a* — a) /*(.v) on obtient
B0 = A0, B, — B0« - Ai, B, — Bxrt = A,,
... l)m _j — l)m_o^ = Am— n ~ Dm — \Q> — A.n.
Tirons de là les valeurs de — Bm_,, — l>m_., ... en remontant
la suite de ces égalités; il vient
T) Am T> l>m-i -f- A m -,
— ISm-i = ' — Dm_2 = — — - - j
T, — Bm_2 + Am— 2 p _ — l>i + A,
De plus, — B0 -{- A0 = 0. Ces relations démontrent le théorème.
Recherche des racines entières.
158. Pour déterminer les racines entières de F(x) — 0, on cherche une limite supérieure L des racines positives, et une limite supérieure L' des racines positives de la transformée en — x ; puis on forme tous les diviseurs du dernier terme de F(#), compris entre — L' et L. On rejette ceux de ces diviseurs qui ne satisfont pas à toutes les conditions indiquées ci-dessus. L'exemple suivant montre suffisamment la marche à suivre.
Application. — Résoudre l'équation
4^4 _ xz _ 5Gil.2 y 57a; _|_ 3(5 = 0. (1)
En écrivant
on peut observer que le trinôme 4 x - — .v —56 reste positif à
arjtir de sa plus grande racine qui est \1 -f- \ 897J, ce qui c
duit à poser L — 4. La règle de Lagrange, appliquée à la transformée en — a*, donne L' = 5.
Les diviseurs de 36 compris entre — 5 et 4 sont
On voit facilement que 1 et — 1 sont à exclure. Pour essayer les autres diviseurs, nous adoptons la disposition suivante :
On écrit sur la première ligne les coefficients de l'équation. Pour essayer le diviseur 3, on divise 36 par 3 et l'on écrit le quotient 12 sous le nombre 36 ; on ajoute ce quotient au nombre placé à gauche dans la première ligne, on divise la somme par 3 et l'on écrit le quotient sous le nombre 57; et ainsi de suite. Comme on obtient ainsi des nombres entiers et finalement zéro, 3 est racine et les coefficients du quotient du premier membre de l'équation divisé par x — 3 sont les nombres (b) changés de signe. Les essais suivants se feront maintenant avec les nombres (b). Il faut d'abord examiner si 3 n'est pas racine multiple; la troisième division donnant un quotient fractionnaire, on passe à un autre diviseur. Une seconde racine est — 4; les nombres correspondants (c) sont les coefficients du quotient du polynôme (1) divisé par (x — 3) x -j- 4). L'équation proposée est donc
(x — 3) (x h 4) (Ax- — hx - 3) = 0;
1 f elle a deux racines incommensurables, égales à - ( 5 ± \73 .
159. Règle d'exclusion. — On réduit quelquefois le nombre des essais à faire, en s'appuyant sur le principe suivant :
Si a est racine entière tVuiie équation F(x) 0, à coefficients entiers, a — 1 divise F(l) et a -\ 1 divise F(— 1).
En l'Ilot , si a est racine, on n
KO) [.v- a)/\.r\.
f\.X) étant un polynôme à coefficients entiers; par suite,
FI) =(1 -«Vil), F( -1) -(1 \a)f[- 1),
en sorte que Fil) est divisible par 1 — <*, et K(— 1) par 1 | u.
On calculera donc F[l) et F; — lj, et l'on exclura les diviseurs du dernier terme de P(*v) qui, diminués de 1, ne divisent pas F^l), ou cpii, augmentés de 1, ne divisent pas F( — 1).
Exemple. - F{œ] .r3 — 4 U~ — 45 ce h 12G00 == 0. On trouvera L = 45, L' = 17. Les diviseurs de 12G0J compris entre — 17 et 45 sont
J: 1, ± 2, ± 3, ± 4, ± 5, ± G, ± 7, ± 8, i 9, ± 10, ± 12, ± 14, ± 15, 18, 20, 21, 24, 25, 28, 30, 35, 30, 40, fô.
La substitution de j- 1 et de — 1 dans F(x) donne
La règle d'exclusion écarte les diviseurs autres que
2, 3, 5, 9, 21, 35, --3, —7, --15. » En appliquant à ceux-ci la méthode du ^ 15S, on trouve .r'' — U.v2 — 4ox -f 12G00 - U — 24) (.r — 35) (.r j- 15).
Recherche des racines fractionnaires.
160. Théorème. — Si la fraction irréductible ! est racine de l'équation à coefficients entiers
Ao*» I- A^-1 -f- ... -f- A a ..,.*• | Am ==0,
/e numérateur a divise Am, /e dénominateur b divise A0.
Remplaçons .v par 7- et chassons ensuite les dénominateurs ; il vient
A0a™ -f- Arrm-iA |- ... -f A,„ ^V" » -f XJ>m == 0;
d'où
A0am = — ^(Airt"1 "l |- A2am~zb -f ... |- A„/;m 1), Anôm« - ftfA.^-1 h A^1»-^ -h ... |- Am-^»"1).
On voit ({ne b divise A0am, et que a divise Am/;m; doue, puisque a et /; sont premiers entre eux, b est diviseur de A0, et a diviseur de Am.
16!. Corollaire. — Une équation à coefficients entiers, dans laquelle le coefficient du premier terme est l'unité, n'a aucune racine fractionnaire.
Car le dénominateur d'une telle racine doit diviser A0, qui est supposé égal à 1.
162. Remarque. — On peut toujours ramener la recherche des racines fractionnaires a celle des racines entières.
Soit F[X) = 0 une équation à coefficients entiers. Si le premier coefficient est égal à l'unité, l'équation n'a aucune racine fractionnaire (161). Si ce coefficient est différent de l'unité, on transforme l'équation en une autre dont le premier coefficient est l'unité, en multipliant les racines par un nombre convenablement choisi k. Il suffit de chercher les racines entières de la nouvelle équation et de les diviser par k pour avoir toutes les racines commensurables de V(x) = 0.
Exemple. — 12^4 — &>::î — 21a;2 4- »# 4- 6 = 0. il)
On trouve facilement (142) L — 2, L' = 2. Les seuls nombres entiers qui puissent être racines sont donc 4-1 et — 1. Comme F(l) = — 6, F( — 1) = 0, nous divisons F(x) par x -\- 1, ce qui nous conduit à résoudre l'équation
Celle-ci n'admettant plus la racine x = — 1, nous la transformons en une autre ayant pour premier coefficient l'unité. En multipliant les racines par 6, on trouve
oc* — 10a?5 — 3x -f- 108 = 0.
La règle énoncée ci-dessus (158) donne pour racines — 3, 4, 9;
1 2 3 les racines de (1) sont donc — 1, — -> -> .-■
Exercices et notes
1 Résoudre les équations tt*-.jfi - 6a?4 — x~ M |-6 =0. Racines: I, — 1,-2, 3, ± \ !— 1) .
.< ' - G.r4 — 5.X'3 -|- hS.V2 — 141 = 0. (Racines : 3, — 2).
Vox* h IOjc8 — 46a?2 — §x -f 6 = 0. f Racines : | » — |\
&r6 — 38.V- |-57.«4 -G0.r3ho2.r2— 22->H 3-0., Racines: 1, 3, L ï\
2. Une équation F(.v) - 0, à coefficients entiers, n'a pas de racine entière, si le produit
F(a)F(i -f 1) F(rt 1- 2) ... F (a + » -f 1),
où a désigne un nombre entier quelconque, n'est pas divisible par n.
Si ce produit est divisible par n*, k est une limite supérieure du nombre des racines entières de F(.v) =0. (DE MONTEBELLO.)
3 Soit une fraction irréductible, racine de l'équation ¥(x) — 0, à coeffiu
ci eut s entiers. Démontrer que les coefficients du quotient de F(.-v) divisée
î>ar x sont entiers et divisibles par a.
En effet, si l'on divise F(.v) par bx — a, les coefficients du quotient sont entiers ou des fractions dont les dénominateurs ne renferment pas d'autres facteurs premiers que ceux de/>; si l'on effectue la même division en ordonnant suivant les exposants. croissants de x, les coefficients du quotient sont entiers ou leurs dénominateurs ne renferment pas d'autres facteurs premiers que ceux de a. Le quotient étant le même dans les deux cas, ses coefficients sont entiers, etc.
Trouver les racines rationnelles des équations
x2 — Spqx -f p* -f- <y3 = 0,
xz - (p2 + pq 4- q*)x + p~q + pq2 = 0,
#3 _ (a _|_ by-x* -f ab(2a2 -\- ab -f- 2b~x — 2a3b* = 0.
5. Si la fraction irréductible - est racine de l'équation Fi'.v) — 0, à coeffi-
cients entiers, b — a divise F(l), et b -\- a divise F( — 1).
6. Si l'un des nombres F(l), F( — 1) est impair, l'équation F(x) = 0 n'a pas de racine impaire.
~. Trouver les facteurs commensurables du second degré de F(.-v).
On divise Vix) par x \-px-\-q, ce qui donne un reste du premier degré Rx -f- S. On pose 11 = 0, S = 0 et l'on élimine p ou q entre ces égalités ; on cherche les racines commensurables de l'équation ainsi obtenue, etc.
Autrement : Si l'équation admet une racine de la forme a |- V b, a et b étant commensurables, on décompose l'égalité F(a \- v'b) — 0 en deux autres :
P(«)4-|jF"(a) h^F"(«) | -..=0, F'(a) h|j F'» + ... =0,
et l'on élimine entre celles-ci, soit a, soit &, etc.
8. Etant donnée une fonction entière à coefficients entiers, trouver les facteurs de la forme xv — a, a étant commensurable.
On met l'équation sous la forme
?0(a?P) + aw^aP) 4- ... 4- *>*-l?,-i{&) = 0, ?o ?n •• désignant des fonctions entières; les équations
?o(*) = 0, «xW-0, . ., çP-1(*)==0 devront avoir une racine rationnelle commune a.
DES SOLUTIONS COMMUNES A DEUX ÉQUATIONS
Plus grand commun diviseur de deux polynômes.
163. Préliminaires. — Soient A, B, ... des polynômes entiers en x.
On dit que C divise A lorsqu'il existe un polynôme entier Q qui, multiplié par C, reproduit identiquement A.
Si C divise A, i7 en es/ Je même du produit de C /;ar h/7 facteur
h indépendant de x. Car l'égalité A = CQ donne A = /iC x -, '
et 7 est un polynôme entier en a:.
Dans la suite, nous ne regarderons pas comme différents deux diviseurs C, 7iC qui ne diffèrent que par un facteur indépendant de x.
Si C divise A, i7 divise aussi le produit AB, B r7«'j/i/ ////r fonction entière de x ou une quantité indépendante de x. Car si A = CQ, on a AB = C X BQ, et BQ est une l'onction entière de x.
Tout diviseur C r/c A c/ B divise AA' -f BB', A' e* B' désignant des fonctions entières de x ou des quantités indépendantes de x. Car, si A - jCP et B = OQ, on a
AA' + BBf = C(A'P + B'Q),
e£ A'P + B'Q est une fonction entière de x.
Un polynôme entier en x est dit premier quand il n'est divisible que par lui-même (multiplié par un facteur numérique si l'on veut) ou par des fadeurs indépendants de x. Si Ton admet le théorème de D'Alembert, les seuls polynômes premiers sont ceux du premier degré. La théorie de la divisibilité algébrique, telle que nous l'exposons ici, est indépendante de cette proposition.
Deux fonctions entières de x sont dites premières entre elles quand elles nont aucun diviseur commun en x.
164. Règle du plus grand commun diviseur. — On appelle plus grand commun diviseur de deux polynômes entiers en x, le polynôme entier de degré le plus élevé qui divise à la fois ces deux polynômes.
Soient A et B deux fonctions entières de x, de degrés m et n respectivement; nous supposons m supérieur ou égal à n.
Si B divise A, B est le plus grand commun diviseur de A et B. En effet, il n'existe pas de polynôme de degré supérieur à /*, divisant à la fois A et B, et tout polynôme IV de degré n qui divise à la fois A et B ne diffère de B que par un facteur constant, le quotient de B par B' étant indépendant de x.
Supposons que B ne divise pas exactement A ; soient alors Q le quotient et Rj le reste de la division de A par B, de sorte (pie
A = BQ-fR,
Il est facile de voir que les polynômes A et B ont les mêmes diviseurs communs que B et U,. Car tout polynôme qui divise A et B divise A — BQ ou R,, et tout diviseur de B et de Rt divise BQ -f- PM ou A.
R, (Haut de degré moindre (iue B, divisons B par R, ; soit R2 le reste. Si R2 contient x, cherchons le reste R2 de la division de Rj par R2, puis le reste R4 de la division de R2 par R3, et ainsi de suite. Les degrés des restes successifs allant en diminuant, on arrive à un reste Rp indépendant de a*. Il peut se présenter deux cas :
1° Rp 0. A et B, d'après ce qu'on a vu, ont les mômes diviseurs que B et Rl; ceux-ci, en vertu du même raisonnement, ont les mômes diviseurs que Rl et R2; et ainsi de suite. Les diviseurs de A et de B sont donc les mômes que ceux de Rp_? et de R|,— i. Mais Rp_i est le polynôme de degré le plus élevé qui divise a la fois RP_2 et Rp_< ; c'est donc aussi le plus grand commun diviseur de A et B.
2° Rp n'est pas nul. Tout diviseur de A et de B doit diviser Rp ! et Rp; Rp~! et Èp n'ayant pas de diviseur commun en x, les polynômes A et B sont premiers entre eux
On conclut de cette théorie la règle suivante :
Etant donnés deux polynômes A et B, on diuisc A par B, B par le reste R, de cette division, R, par le reste R2 de la deuxième division, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dans le premier cas, A et B admettent un plus grand commun diviseur qui est le diviseur employé dans la dernière division ; dans le second cas, A et B sont premiers entre eux.
Voici des remarques qui simplifient les calculs :
1° Pour éviter les coefficients fractionnaires, si le premier terme d'un dividende partiel n'est pas exactement divisible par le premier terme du diviseur, on peut multiplier tous les coefficients de ce dividende par un nombre convenablement choisi.
2° Si tous les coefficients d'un diviseur sont divisibles par un môme nombre, on peut les diviser par ce nombre.
En effet, A et B ont les mômes diviseurs communs qu'un dividende partiel Yetle diviseur correspondant Vx, ou les mômes
que «V et V] on que V et ~ > pourvu que a et (3 soient indépen-
dants de a*.
Exemple. - A -=- 2x5 j- a?4 — 7.x3 + x2 -f (Sx
Voici le tableau des calculs :
2x* | - x l — 7a;3 -f ^ 4- 6# — 5 Go?3 -j- 5a;'2 — 14a; — 5 2a?4 -fa?3 — 13a;2 — 4a; 4-20 6a?4 4- 3a;3 — 39a;2 — 12a; -f 00 — 2a;3 — 25a;2 — Ix -f 60 (*) — Qx3 — 75a;2 — 21a; + 180 — 70a;2 — 35a; -j- 175 (*)2a?2 +œ —5 Ga;3 4- 5a;2 — 14a? — 5 2a;2 4" x — 5
La troisième division se faisant exactement, le plus grand commun diviseur des polynômes proposés est
A = A'D - A"DD', B = B'D = B"I)1V
A" et B" étant des fonctions entières, A et B auraient un diviseur commun DI)', d'un degré plus élevé que D.
2° Quand on multiplie ou divise deux polynômes A et B par un même polynôme C, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou divisé par C.
Soient Q le quotient et R le reste de la division de A par B ; nous aurons A = BQ -f- II, et en multipliant par Ç :
AC = BC.Q4-RC.
RC est d'un degré inférieur à celui de BC ; donc, si l'on multiplie deux polynômes par un même troisième, le quotient de
(*) On multiplie le dividende et le dividende partiel de la seconde division par 3; le reste est divisé par — 35. Le quotient de cette division n'est pas
x — 1, mais - x
NEUBERG. — Algèbre.
— lift -
leur division ne change pas et le reste est multiplie'' par te troisième polynôme.
Cela posé, soit
A, B, R^Ro, ..., RP-?5 RP- i
la suite des polynômes que l'on rencontre dans la recherche du
plus grand commun diviseur de A et B. Le plus grand commun diviseur de A.C et BC conduit à la suite
AC, BC, Rfi, R2C, ..., RP_2C; Rp_iC.
Par hypothèse, Rv ■> est divisible par Rp_.i; donc Rp-gC est divisible par Rp_iC Par conséquent, Rp ]C est le plus grand commun diviseur de AC et BC; il est égal au produit par C du plus grand commun diviseur de A et B.
La démonstration est analogue quand on divise A et B par un l'acteur commun C.
3° Tout polynôme qui divine A et B divine leur plus grand commun diviseur.
Car les diviseurs de A et de B divisent les restes successifs
1\ j , ho, ...
Théorème. — Si un polynôme entier C divise le produit
de deux polynômes entiers A et B et s il est premier avec l'un
des fadeurs, il divise l'autre facteur.
Soit
A, C, Rj, lv.,, ... , Rp_.i, Kp
la suite des polynômes que l'on rencontre dans la recherche du plus grand commun diviseur de A et C. A et C étant premiers entre eux, le dernier reste Rp est indépendant de *v et différent de zéro.
Si l'on applique le procédé du plus grand commun diviseur aux produits AB, CB, on obtient la suite;
AB, CB, RrB, R,B, ..., Rp_iB, RPB.
On en conclut que le p. g. c. d. de AB et CB est RPB, ou simplement B; car Rp„il$ est divisible par RPB. Mais C divise, par hypothèse, AB; il divise aussi CB; donc il divise également leur p. g. c. d. B.
168. Théorème. — Si une fonction première divise un produit de plusieurs fonctions entières, elle divise nécessairement l'un des facteurs.
Théorème. — Tout polynôme ailier en x n'est décom
posable qu'un seul produit de polynômes premiers.
Corollaire. — I. Pour qu'un polynôme entier en x soit divisible ]>nr un autre polynôme entier en x, il faut et il suffît qu'il contienne tous les [licteurs premiers de cet autre, chacun nu moins le même nombre de fois.
1 1 . Le plus grand commun diviseur de deux fonctions entières de x est égal nu produit de leurs facteurs premiers communs, chacun de ces fadeurs étant pris avec le plus petit exposant qu'il porte dans lune ou Vautre fonction.
La démonstration des dernières propositions se fait comme celle des propositions analogues en arithmétique.
170. Théorème. — Si Von désigne par Rn R2, ..., Rk, ..., les restes successifs obtenus dans la recherche du p. g. c. d. de deux polynômes A et S, de degrés m et n respectivement, on a
Rk = AU* + BVk,
rk et Vk désignant des polynômes entiers en x dont les degrés sont respectivement égaux à n — nk_ i, m - nk_i, si i\\ désigne le degré de R \ .
En effet, on a les identités
A BQ | R, B - = RiQ: h R,, R, - R.2Qo + R3 , ..., Rk_2 = R'k_iQk-i l Rk, etc.
La première donne
Rj --=A — BQ = AUi +BVn
pourvu que l'on pose \Jl = 1, YL = — Q. Le degré de U^ est égal à n — n, celui de Vj à m — n. On a ensuite
R, -= B - RlQ1 = B — (A — BQ)Qi = AU, | BV2,
après avoir posé U2 ^= — Q15 V2 = 1 + QQ^ Le degré de U2 est égal à n — nlf celui de V2 à (m — n) -f- {n — nj = m — nï.
La loi se vérifie donc pour Rx (*) et lt2. Supposons-la établie pour tous les restes qui précèdent Rk, de sorte que
Rk_, = AUk_2 + BVk._2, Rk_! = AUk_i + BVk_i, (1)
\') B remplace R,„ et n{)-=n.
Uk_2 et Vk-i étant de degrés m — nk_3, n — ;ik--3, et ÏXk i, Vk-i de degrés m — Jik-2> n — /ik-2- Si l'on porte les valeurs (l) dans la relation
Rk-2 = Rk-iQk-i + R* on obtient
Rk - A(Uk_, + Uk_iQk-i) + B(Vk , - Vk-iQk-i) -AUk + BVk,
où
Uk == Uk-2 - Uk_iQA-i, Vk = Vk„2 - Vk-iQk-i-
Comme /ik_2 > iik-i, Uk_2 est de degré moindre que Uk-i, et le degré de ITk est celui de Uk-iQk_i ou égal à
(m — nk__2) -1- (nk _2 — n^x) == m — nk_i.
De même le degré de Vk est celui de Yk-iQ,k-i ou n — /ik-i- La loi est donc générale.
171. Corollaires. — I. Si A et B sont premiers entre eux, on arrive à un reste numérique Rp. Le théorème précédent donne
Rp = AUp + BVp ou 1=AU-|-BV, U et V désignent p • p • Par conséquent :
JVp iVp
Quand deux fonctions entières A et B, de degrés m et n respectivement, sont premières entre elles, il existe deux fonctions entières U, V de degrés respectivement inférieurs à n et m, et telles, que Von ait identiquement
1 = AU H- BV.
Les fonctions II, V sont uniques; car si l'on avail
1 = AU' + BV, on aurait
par suite A qui est premier avec B, devrait diviser le polynôme V — V dont le degré est inférieur à celui de A. II. Si A et B ont un plus grand commun diviseur Rp. \, de
degré q, le reste Rp étant nul, on a l'identité
O - AL>4 BVP,
dans laquelle U"p et Yv sont des fonctions entières, de degrés n — q et m — ([. Cette propriété se déduit aussi des égalités
A = A'Rp_i, 15 H'IVi
par rélimination de Rp_i.
Des racines communes a deux équations.
172. Théorème. — Soient F(x) 0, f(x) 0 deux équations à coefficients numériques. Si les polynômes F(x), f(x) ont un plus grand commun diviseur ©(x), Véquatîon »(x) 0 a pour racines les racines communes aux équations proposées.
En effet, on a les identités
F(x) =--■ <p (x)Fl{x), f(x) = ?(jc)/\(x),
où F^-v) et fi(x) désignent des fonctions entières, premières entre elles. Toute racine de ®(x) est racine de F (a-) et de f(x) ; réciproquement, si a est m fois racine de F(x) et n fois racine de f(x) et que m <ji, [x — a)m divise F(x) et f(x), et r sui te est diviseur de r^(x).
Application. — Bésoudre l'équation
xi — 4x3 + 4x2 — 4x -f- 3 = ( i , ( 1 )
sachant que l'une des racines est triple d'une autre.
Soient 3a et a ces racines ; 3a est aussi racine de l'équation qu'on obtient en multipliant par 3 les racines de (1). Cette transformée est
œi — \2xz + 36x* — 108tf + 243 = 0. (2)
Les premiers membres de (1) et (2) ayant pour p. g. c. d. x — 3, on a 3a = 3, a = 1. Divisant ensuite le premier membre de (1) par le produit (x — 3) (x — 1) et égalant à zéro le quotient A'2 4- 1» on voit que l'équation proposée a pour racines
Résultant de deux polynômes (*). — Soient
F(x) == A0xm -h A^1»-1 4- ... 4- A, f{œ) = B0x* 4-B^11-1 + ... IrJBn
(*j Dans cette partie du Cours, nous supposons connu le théorème il 1.8). La méthode exposée ici est due à Euler.
deux polynômes à coefficients indéterminés. Pour qu'ils aient au moins un facteur linéaire commun, une certaine fonction de leurs coefficients doit être nulle ; cette quantité est appelée le résultant ou l'éliminant des polynômes F(x) et f(x).
Si rf(x) est le produit de /) facteurs linéaires communs à F(x) et à f(x), on peut poser
F(a») = vWF^x), f(x) = = ?0*)/\ W, (1)
F^a*) et:f\{x) étant des fonctions entières de degrés m — p et 7i — />. De ces égalités, on tire V identité
Réciproquement, lorsqu'il existe deux polynômes F x(x) et fi(x)t de degrés m — p et /z — />, qui rendent identiquement nulle l'expression
F(x)ri^-f\x)¥l(x), (3)
Fuv) et /'(a;) ont un p. g. c. d. qui est au moins de degré p. Car F(.v) divise le produit /'(a^F^y , et au plus ni — p facteurs linéaires de F(x) appartiennent aussi à F^.y,; donc F(.v) et f(x) ont au moins p facteurs linéaires communs.
S'il n'existe qu'un seul système de polynômes Fx(x) et f\ x , de degrés m — p et n — p, qui rendent identiquement nulle l'expression (3), le plus grand commun diviseur de F(x) et f\x) est de degré/). En effet, s'il était d'un degré supérieur iip, F(.vi et f(x) auraient plusieurs communs diviseurs de degré /), et les égalités (1) et (2) auraient lieu de plus d'une manière.
Pour fixer les idées, supposons m = 5, n — S, de sorte que
Si les équations F(;v) 0, /'(.v) 0 ont une seule racine commune, il existe un seul système de deux polynômes du 4e et du 2e degré,
F^x) = — arr4 — a2#3 — a3or — a4a; — a5,
tels, que l'on ait identiquement
P(»)(?i^ I -,V I M I /'(•'■) IV1 I V3 I Ve h V I »5) =0.
Or
a?*F(j?) =±A0rc> \ \rr" | A2a>5 h A3a< + A4a?8 + A5#2 .rF A,,r'; |- A^5 + A2a?4 + A3o?3 hA4a?2 ! A5a?
oo*f(x B0a?7 I- i:rt"; -f B,a-' -f B3«?4 .rVi.r) -= B0#6 |- B1£D5 + B2a?4+ B3a?8
.r-y ,r B0/r5 -f Brr4 -f- B2a?3 -f B3a?2
r/vo = B0*4 + B^3 + B2a?2 ■ | - B3a?
f[œ) B0x* \-Bvv- -\-\V\v \-])3
Ajoutons ces égalités après les avoir multipliées respectivement par
*m «3î a4> ani (5)
le premier membre étant F(x)fl(x) — f(x)F](x), le second membre doit être identiquement nul, ce qui donne les équations de condition
A0P, + IVi =0, \
A,p1+A1pg |-AAiB2a, =f B]«. + B0«, -0,
A,?, + A23, +- A^3 |- B3a, + B2a2 -f- Bta3 -f B0a4 = 0,
A,^ + AA 4- A333 [- B3a3 -f B,a4 f- Bx*5 = 0,
Ce système comprend huit équations homogènes par rapport aux huit inconnues (5). Par hypothèse, celles-ci ou plutôt leurs rapports ont des valeurs déterminées. Il en résulte (78) que le déterminant de ce système doit être nul. Ce déterminant, transposé, est
A0 A, A2 A3 A4 A5 A0 Ax A2 A 3 A4 A 5 B0 Bt B, B3 B0 B," B2 B3 B0 B, B, B3 B0 Bl B2 B3 B„ Bx B, B,
la place des éléments nuls a été laissée vide.
R est le résultant cherché. Dans le cas général de deux polynômes F(x), f(x) de degrés m, n, il est d'ordre m -j- n ; les n premières lignes renferment les seuls coefficients de F(x), les m dernières les seuls coefficients de f(x) ; le terme diagonal est AoBn- K s'annule lorsque A0 = 0, B0=^0; effectivement, les équations ¥(x) = 0, f(x) = 0 ont alors en commun une racine infinie.
Nous supposerons A0^=0, B0 ^ 0. Les inconnues (5) sont proportionnelles aux mineurs relatifs aux éléments d'une même colonne de R ; car si A15 A.,, ... As sont ces mineurs, la somme des produits des éléments d'une colonne quelconque de R respectivement multipliés par Al5 A2, ... As est nulle, et les égalités ainsi obtenues ne diffèrent des équations (6) que par le changement de pn p2, . . en Aj, A2, —
Faisons correspondre A15 A2, ... aux éléments de la dernière colonne de R ; alors
A^BoRi, A4=-~A0R1} où l'on a posé
A0 A1 A2 A3 A4 A5 Ao Aj A2 A3 A4 B0 Bt B2 B3 B0 BL B, B3 B0 B, B2 B, B0 Bj B2
comme px : aL = At : A4 et que ¥(x), f{x) ont un seul facteur linéaire commun, on a nécessairement Rj =£ 0.
174. Cas de deux racines communes. — Dans l'expression (3), nous pouvons maintenant prendre pour F^ac), f\{x) des polynômes de degré m — 2, n — 2. Considérons le cas particulier de m = 5, n = 3; nous obtenons les équations de condition en faisant, dans les égalités (6), a, = 0, ,px = 0. Nous aurons ainsi le système
A0p2 + B0a2 - 0, A-iPo + A0p3 -|- B^o J- B0*3
A2p8 + A1p,+.BA'+--Bi*8 + B0a4 0,
A4pa + A3p3 -| B3a3 + B?a4 I B^g 0,
\,?... ! Â4pa "hB3a4 + B2a5 I),
Ri
composé de sept équations homogènes à six inconnues. Cinq de ci's équations suffisent pour déterminer les rapports des inconnues; pour que le système soit possible, il faut que le déterminant ayant pour éléments les coefficients de six quelconques de ces équations soit nul (78). On a donc, en adoptant une notation connue (79),
Bq I)} 1)., Bg
B0 Bj B, B3
c'est-à-dire les déterminants formés avec six quelconques des colonnes du tableau rectangulaire précédent sont nuls (*). Si l'on supprime la dernière colonne, on trouve le déterminant désigné ci-dessus par 11,.
Les valeurs de [',, 33, a2, ... sont proportionnelles aux mineurs relatifs aux éléments d'une même colonne de l'un des déterminants (8), par exemple de 1Rl. En particulier, (32 et a., sont entre eux comme les mineurs correspondants au 1er et au 3(1 élément de la dernière colonne de Rl9 mineurs qui sont égaux aux produits de B0 et de — A0 par le déterminant
On a donc R., ■£ 0.
Ces développements s'étendent facilement auKcas général de deux équations de degrés m et n, ayant p racines' communes.
Méthode dialytique de Sylvester. — Soient les équations
(*) Ces déterminants sont les cof acteurs des déterminants partiels formés
avec la ire et la ^ ligne de R. De celte remarque et du théorème de Laplacc (49), on déduit que L'égalité multiple (8) a pour conséquence R = o.
Une racine commune satisfait aux égalités
r-VLr) = 0, xF{œ) = 0, F(x) == 0, I
Ce système est linéaire par rapport aux quantités
rv%i >•*> /y* 5 /y» 4 /y»o /V»2 ^»
iA/ • tA, a *Aj m tAs • • ' « ■ ' • > * *
que nous traitons comme des inconnues distinctes. Puisqu'il y a une équation de trop, le déterminant ayant pour éléments les coefficients des équations (9) doit être nul On retrouve ainsi la condition R == 0 (173). De plus, si 8,, o,, ..., 8g sont les mineurs de M relatifs à une même ligne, la racine commune satisfait
Supposons ensuite que les équations F(x) - 0, \\x\ = 0 aient deux racines communes. On a encore li -— 0; mais les mineurs de U sont également nuls, car le système linéaire (9) a plus d'ijne solution. Dans ce cas, si entre les équations
xF(x) = 0, F[.r) = 0, x*f(x) 0, xzf(x) = 0, xf{x) = 0, f[x) = 0,
on élimine cinq des quantités
tA/ ■ «A/ • lA/ • tA/ « <>*/ • tA/ •
aux égalités
on obtient une équation du premier degré par rapport à l'inconnue restante x\i = 1, 2, ..., 6); comme elle admet deux valeurs pour x\ le coefficient de x] et le terme indépendant doivent être séparément nuls. On trouve ainsi que les déterminants formés avec six colonnes quelconques du tableau rectangulaire
sonl nuls ; l'un {Vaux cstle déterminant désigné ci-dessus par M ^ .
Soient n et b les deux racines communes aux eqrtations proposées. Au lieu des équations (11), ou peut considérer les suivantes
àF(a) 1 bF(b) 1
asf(a) 1 b*f(b) 1
af\a) 1 bf{b) 1
qu'on peut écrire ainsi après avoir posé a? — /;''
À0«6 | A^g f A2W4 -f AgtÉg | \,X., + ^5Ul 0,
A0", + \lu4 -f A2w3 | A3w2 + Aj«, = 0,
B0u5 | Bxtt4 -f B,w84-Bi«a -0,
Bo^ + B^, r-B.w.+'Bs*! =0,
B0Wg 4" BjMg -f- 1>0^'1 = 0.
Pour qu'elles aient une solution non mille, le déterminant des coefficients doit être nul, ce qui donne R} - 0. De plus, les quantités u6, u:>, .. , u{ sont proportionnelles aux mineurs de U , relatifs aux éléments d'une même ligne. r)
Système de deux équations a deux inconnues.
176. Réduction du système primitif. Soit à résoudre le système de deux équations non homogènes à deux inconnues
Si l'on ordonne F(x, y) par rapport à y, les coefficients peuvent avoir un p. g. c. d. X, l'onction de. v ; soit F(xfy)~"Xf(xi y).
[*) Pour une étude plus complète sur l'élimination, le lecteur peut consulter les écrits suivants :
DARBOUX, Sur la théorie de l'élimination (Bull des Sciences math, et astr.,
1876); Lemonnier, Mémoire sur V élimination (Ann. de l'Ec. normale sup., 1878); ROUCHÉ, Sur l'élimination (Xouv. Ann. de Math., 1879); MANSION, Sur l'élimination (Bull, de l'Acad. de Belgique, 1878 et 1879) ; Biehler, Sur la théorie des équations (Paris, Gauthier- Villars, 1879) : Sur l'élimination (Nouv. Ann., 1882);
Sur l'élimination par la méthode d'Euler (Xouv. Ann., 1887): Pomey, Sur le plus grand commun diviseur de deux polynômes (Nouv.
Ann., 1888.
Le polynôme /(«y, y) étant ensuite ordonné par rapport à x, les coefficients peuvent avoir un p. g', e. d. Y, fonction de y; soit f[x, y) = Y<ï(x, y). Alors F(x, y) = XY»(at, y). Supposons de même Y^x, y) = XjY^f ^x, y). Le système proposé prend ainsi
la forme
XY?(«, y) - 0, XtY^jK y) = 0. (1)
Si les équations X = 0, X^ = 0 ont une racine commune «v = a, le système (1) est vérifié par x = a et par une valeur quelconque de y. De même, une racine commune aux équations Y = 0, Yj =0 et une valeur arbitraire de x constituent une solution des équations (1).
Soient a une racine quelconque de X = 0, b une racine de Yj = 0 ou de ^(a, y) - 0; le système (1) admet la solution x = a, y = b. De même, une racine b de Y = 0 et une racine de Xj = 0 ou de »!(#, b) = 0 résolvent les équations (1).
D'autres solutions s'obtiennent en combinant une racine a de Xj == 0 avec une racine de »(a, y) = 0, ou une racine b de Yj = 0 avec une racine de œ(a', 3') = 0, ou une racine b de Yj = 0 avec une racine de ®(x, b) = 0.
Enfin, il reste à résoudre le système
?K y) = 0, ?iK y) = 0. (2)
Elimination par le plus grand commun diviseur
Soient A, B les premiers membres des équations (2) ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x. Divisons A par B; appelons Q le quotient et R1 le reste, de sorte que
A = BQ -f R,.
Si la division s'effectue sans introduire y en dénominateur, toute solution du système [A = 0, B = 0] vérifie l'équation U, = 0, et toute solution du système [B — 0, Iv, = 0] satisfait à l'équation A = 0. Le système [A = 0, B = 0] est donc équivalent au système plus simple [B = 0, lv j = 0].
Divisons maintenant H par RD R, par le reste de cette division; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste r indépendant de x. Pour fixer les idées, soient
A = BQ + Rlt B =R1g1 |-R2, R, R2Q2 ] RS) R2 R3Q2 ■ r
les égalités qui traduisent ces différentes opérations. Si les quotients Q, Q,1} Q,>, Q3 sont entiers par rapport à y, le système
[A = 0, B - Ô] est équivalent au système [Ra 0, r = 0|.
Trois cas peuvent se présenter :
1° /* est fonction de y. L'équation /* = 0 donne les valeurs cherchées de y; si Ton substitue l'une de ees valeurs dans R3, l'équation K;î = 0 donne les valeurs eorrespondantes de x.
2° r est numérique. Le système [R3 = 0, r = 0| étant impossible, il en est de môme du système proposé.
3° r est identiquement nul. R3 divise R2 et par suite Rx, H et A ; on peut doue poser
A R3A', B = R3B', R, ll,\l\, R2 = R3QS.
Le système [A — 0, B = 0| peut être remplacé soit par l'équation R3 = 0, soit par le système [A' = 0, Br = 0]. Mais les équations A' 0, B' =0 n'ont pas de solution commune; car en divisant les deux membres des égalités
A == bq + Ri, R - - RxQi h R», Ri == R2Q2 + R3
par R3, on obtient
A' = B'Q -f- R'i, B' = R'iQ! -f R'2, R\ = R',Q2 + 1,
<le sorte que le système [A' 0, B' — 0] rentre dans notre second cas.
178. Solutions étrangères. — La recherche du p. g. c. d. des polynômes A et B introduit ordinairement des dénominateurs fonctions de y. Pour les éviter, on multiplie A par un facteur convenable C, fonction de y. Soient alors Q, le quotient et R^i le reste, vx étant le p. g. c. d. des coefficients du reste ordonné par rapport à x. Nous aurons ainsi
CÂ = BQ | R^v
Toute solution de [A = 0, B = 0] appartient à l'un des systèmes
Mais une solution de l'un de ceux-ci peut satisfaire soit au système primitif, soit au système [B = 0, C = 0]. Toutefois, si l'on a eu soin de débarrasser B des facteurs en y communs à
tous ses coefficients el de mi il (i plier A par le facteur 0 le plus simple qui évite les dénominateurs, les solutions du système [B = 0, y, = 0] n'appartiennent qu'au système primitif [A 0. B = 0]. En effet, soit y |3 une racine commune aux équations Vl 0, C =0; si l'on remplace y par [i, l'identité CA = BQ + K\l)\ devient BQ = 0; on ne peut avoii' BQ = 0 pour toute valeur de x (jue si tous les coefficients de B ou ceux de Q s'annulent, c'est-à-dire sont divisibles par y — 2. Le polynôme B étant supposé débarrassé de tout facteur commun à ses coefficients, Q est divisible par y — : p.; dès lors, il aurait suffi de multiplier
A par ■ au lieu de C pour obtenir un quotient entier.
An système j A = 0, B = 0] on peut donc substituer les deux systèmes
[B = 0, R, - 0], [B - 0, rx = 0],
pourvu que l'on écarte les solutions de j B = 0, R1 — 0] qui vérifient l'équation C 0 sans satisfaire à A 0. L'une des équations du système | B — 0, uï 0} ne renfermant qu'une seule des inconnues, sa résolution ne présente pas de difficulté particulière. Quant au système jB = 0, R, 0], on le traite comme le système primitif (*).
Elimination par la méthode dialytique. — Ordonnons
A et B par rapport aux puissances décroissantes de x. Soient alors
AeeAo^'+A^--1 -I- ... + Am, BeF^+B1^-1 +...+B„,
les coefficients Aj, Bj étant des fonctions entières de y. Si x = <•*. y b est une solution du système |A = 0, B - 0], les polynômes A et B, après le remplacement de y par b, acquièrent un diviseur commun x — a; donc leur résultant E doit être nul (173). Formons ce résultant en laissant subsister y dans les coefficients Ai, Bj : l'équation R = 0 sera Yéquation finale en y.
M. Labatie, ancien professeur à la l'acuité de Strasbourg, a fait connaître en 1832 un théorème qui résout toutes les difficultés <lc l'élimination par le p. ^'. c. d. iVoir le ('ours d'algèbre supérieure, par M. J.-.Y. Senret, t. I,.p 198, 3« édition).
Pour trouve!' U, on éliminera, ainsi que nous l'avons vu i!75) entre les équations
.'" lA 0-, .''n -A 0, . ., xh 0, A = 0,
x™ lB 0, x™ 2B = 0, ,'.rP, = o, U 0.
Applications.
180. Equation aux sommes des racines deux à deux. — Etant donnée l'équation F(x) — 0 de degré m, cherchons l'équation f(u) = 0 ayant pour racines les sommes des racines de F(.v) = 0 prises deux à deux.
L'inconnue u a CJn valeurs; le degré de f(u) est donc ^m{m — 1).
Si .Vj, x2 sont deux quelconques des racines de F(.v) = 0, et n leur somme, on a les égalités
u -- xx + a\2, Ff.rJ = 0, F(x2) = 0,
entre lesquelles on doit éliminer x\ et ,y,. L'équation en u sera, donc le résultat de l'élimination de x} entre
La dernière équation peut être remplacée par l'équation
dont le premier membre est divisible par (iz — .vj - v,, et qui, par suite, a la forme
(u~ 2x[)^(u,.xl) - 0.
Si l'on élimine a*! entre
Ff-rO — O, m — 2.^ =0;
on trouve l'équation
qui est étrangère au problème : elle suppose que dans la formation des valeurs de u, on ajoute chaque racine de F(x) = 0
— i'èo -
à èîle-inènie. L'équation deiùaudéé s'obtient en égalant à zéro le résultant des polynômes F(\*), '±(u, x).
181. Equation aux carrés des différences. — Etant donnée l'équation F(x) = 0 de degré m, formons l'équation /(//) — 0 dont les racines soient les différences deux à deux des racines
de V(x) =- 0.
L'équation f(u) = 0 s'obtient en éliminant xlt x2 entre
u = T2 — ccx , F(x1) — 0, F(a?2) == 0, ou en éliminant .vt entre les deux équations
dont la dernière peut s'écrire ainsi
F(a?1) + uF^1)4:ï^-F>)'+...«0.
Le système (1) peut donc se ramener aux deux suivants :
FK) = 0, u 0; (2J
F(.r,) = 0, !<>,) I- ■ F"(.r,) + ... + j - -- FM^ = =. 0. (3)
Le système (2) correspond aux valeurs de u qu'on obtient en combinant chaque racine de F (se) = 0 avec elle-même. L'équation demandée f\ u) = 0 correspond au système (3); par suite, on égalera à zéro le résultant des polynômes
Le degré de [{ri) est égal au nombre des arrangements de m objets deux à deux, ou égal à m(m — 1); mais les valeurs de u étant deux à deux égales et de signes contraires (deux valeurs sont, par exemple, xx - x2, .v2 — x{), f(u) ne renferme que des
puissances paires de u et s'abaissera au degré ^Jn(m — 1) si
Ton pose u2 v. L'équation en v est dite Y équation aux carrés des différences de la proposée.
Exemple. — Soit
F(a?) - a*3 + px h q.
L'équation auxiliaire Im.y | u) == 0 se ramène à
o.f- | 3xu |- u2 ■ | - ji - 0. Appliquons le procédé du p. g. c. cl. aux polynômes
.r:' \- jt.r \- q, 3x~ -|- 3xit f- II2 -j y;
cl égalons à zéro le reste ; nous aurons l'équation cherchée
w6 -I- 6pw4 1- 9p-u2 |- (4jo3 + 27?2j 0, qu'où ramène au 3e degré en posant u2 — u.
Exercices et notes.
Résoudre l'équation
sachant que deux des racines ont j>our produit 4.
3 Trouver la condition nécessaire pour que l'équation F| x) -- 0 ait deux racines égales et de signes contraires. Examiner les cas de m == 3, m = 1.
On cherche le résultant des polynômes F(jc), F( — x) ou plutôt celui de
F(jc) + F( — x), - ; ^- —-Ce résultant, appelé géminant, est égal au
dernier terme de l'équation aux sommes des racines deux à deux de F(x) = 0.
4. L'équation qui a pour racines les quotients deux à deux des racines de Ao*3 + Al5c2 + A2x 4- A3 = 0, est
A0w3 A)^'2 Aoïc A 3
X0ic3 ALws A2« A3
A0 Ai A2 Ag
ou, si l'on écarte'la racine triple a = l, et que l'on pose u. —u2-\-u -|- J
NEUBERG. Algèbre.
A„ A, A, As
5. Trouver l'équation aux produits deux à deux des racines de l'équation
kQx* -h A^3 -|- A2x2 -f A3x -f A4 = 0. La méthode la plus simple consiste à identifier l'équation donnée avec
[x'2 -f- zx -\- u)
Ai '
Anlt
et à éliminer s entre les deux équations de condition
Trouver l'équation aux cubes des racines de F(-x
Il faut éliminer x entre FCv) = 0 et x3 — y = 0. Pour cela, on met l'équation proposée sous la l'orme Fi(ac3) -J- xF^x3) -\- x2Fs(x3) = 0 on Fj(y) f- xF2(y) -\- x-F-Jy) = 0. Si on la multiplie par x, puis par x2, on peut écrire
œF\tp) + *«F,(y) +yF8'y) - 0, ay'F^y) + yF/y) -f <vF3(.vj = 0;
Eliminons x et a.-- entre les trois dernières égalités, etc.
L'équation aux carrés des différences de xn — 1=0 est
yw Qy 2 c2^-3 .... c;;-1
CS"1 y""1 Ci^~2 .... C» h/
G1 yn~- G- ?/n :! C3î/n_4
On élimine .v entre les équations xn — 1 = 0, i.v |- y'fl — 1 = 0, en opérant comme dans l'exercice G.
8. Trouver l'équation qui donne les longueurs des normales abaissées d'un point donné (a. 3) sur la parabole représentée par y2 = 2px.
THEORIE DES RACINES EGALES
Préliminaires.
182. Théorème. — Si a est p fois racine de l'équation algébrique F(x) = 0, il est racine des équations
F'(ff) = 0, F'(a-)- 0, ..., F'1 l(x) 0,
avec les degrés de multiplicité
mais il n'est pus racine de F ''(x) = 0.
En effet, F(.v) = F(a + x — a)î d'où, par le théorème do Taylor,
Par hypothèse, F(x) est divisible par (x — ■ a)p sans l'être par („y — a)^1. Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi, sont évidemment
F(a) - 0, F'(a) - 0, F"(a) = 0, ..., Ffe-l>(aj = 0, F'^(a) *fi 0;
donc a est racine de chacune des équations (1).
Ces mêmes conditions établissent que a est {p — 1) fois racine de F'(.v), (p — 2) fois racine de F"(x), etc.; car a annule les (/? — 2) premières dérivées de F'(.v), les [p — 3) premières dérivées de F"(x)y etc.
On démontre le même théorème en dérivant l'identité
F(x) = (a? — «)Pcp (.r),
ce qui donne
F'(x) = p(a? — a)P _1<K#) -1- (a? — «;Pcp'(a;).
Comme tp(:v l n'est pas divisible par as — a, F'Lr) est divisible par ûv — a)P -1 sans l'être par (x — a)P. De même, ¥"(x) est divisible par (x — a)P— 2, etc.
183. Remarque. — Si a est q /bis racine de F'(x), o« z7 n'esf pas racine de F(x), oh iZ /'es£ (q -f- 1) /b/.s\
Il peut se faire que a ne soit pas racine de F(x). S'il est/; fois racine de F(dc), il est /; — 1 fois racine de F'(ac); dans ce cas /; — 1 = q, d'où p = r/ -f- 1
184. Théorème. — Le p/iis grand commun diviseur d'une fonction entière F(x) c/ de sa dérivée F'(x) es/ ég'a/ azi produit des facteurs premiers multiples de F(x), l'exposant de chacun d'eux étant diminué d'une unité.
Soit par exemple
F(a?) .-= (a? — a)P (.r - &)<J (se — n1'/
f(x) n'ayant que des facteurs premiers simples, différents de x — a? x — b, x — c. D'après le théorème (182), F'(x) est divisible par {x — aJP"1, (x — 6)q-1, {x - c)1"-1 sans l'être par (.x — a)P, (x — &)i, (a* — c)1'; de plus aucun facteur linéaire de f(x) ne divise F'(a). Donc le p. g. c. d. de F(x) et F'(a) est
RÉDUCTION D'UNE ÉQUATION QUI A DES RACINES ÉGALES
185. Pour reconnaître qu'une équation F(x) = 0 a des racines égales, il suffit de voir si F.x) et F'(x) ont un commun diviseur en x. On peut aller plus loin et ramener la résolution de F(ac) =' 0 à la résolution d'autres équations donnant, respectivement, les racines simples, les racines doubles, les racines triples, ..., de a proposée, abstraction faite des degrés de multiplicité de ces racines.
Pour fixer les idées, considérons une équation F(x) = 0 qui a des racines simples, des racines doubles, des racines triples et des racines quadruples. Soient XL le produit des facteurs linéaires simples de F(x], X2 le produit des facteurs doubles, X3 celui des facteurs triples, X4 celui des facteurs quadruples, chaque facteur étant pris une seule fois. Nous aurons
Fiœ) = X^XjjXj.
Par des divisions successives on peut obtenir le p. g. c. d. 1) entre F(x) et F'(x) ; d'après le théorème ci-dessus,
De même, on peut chercher le p. g. c. d. Dx entre D et sa dérivée : Dl = X3X}.
De même encore le p. g. c. d. D2 entre D1 et sa dérivée : Do — X4. On a ainsi le tableau suivant :
F(œ) = XjXiXjiXj, 1) = X0X3X'], D, == X3X5, D, =X4.
Divisons V[.\) par 1), D par D,, I), par D,; soient Q, Q,, Q2 les quotients. Nous aurons
Q: XiX.X.X,. Q, X,X,X4, Q, X,XM I), X4.
Divisons encore Q par Q,l% Ql par Q,, Q2 par I)2 ; il vient
X, , Xo , =r- = X;, , D2 = X..
Donc, la résolution de ¥(x) = 0 est ramenée à la résolution d'autres équations donnant les racines d'un même degré de multiplicité. Ces nouvelles équations s'obtiennent au moyen de simples divisions.
186. Application. - F(x) = x~ — 2.x *-aA | -.i:î | 2r2 — 1 - 0.
Le p. g. c d. de F{x) et V\x) est
Le p. g. c. d. de D et sa dérivée est
Dt =œ— 1.
Dl étant premier avec sa dérivée, l'équation n'a pas de racine d'un degré de multiplicité supérieur à 3; on voit même que l'équation T>1 = 0 donne la racine triple x = 1.
On a ensuite
F(:JC) D
j} ; - Q - s?4 -f .r3 — a? — 1, — = Qj == ** _ 1} Dj _ a- _ i .
^- = ^ + ^+l=Xr, ^-.^+1=X2, D1 = X3.
Conséquemment
187. Remarques. — I. Si une équation à coefficients commensurables admet une seule racine multiple de V ordre p, cette racine est commensurable.
Car de simples divisions servant à séparer X„ X2, ..., tous ces polynômes ont des coefficients commensurables. Mais, par hypothèse, Xp est du premier degré ; donc la racine multiple de l'ordre p est commensurable.
II. La méthode des racines égales donne des calculs longs et pénibles. Lorsque le degré de l'équation ne dépasse pas 5, la méthode des racines commensurables (Chap. VIII) suffit.
En effet, une équation du 3e degré peut avoir une racine simple et une racine double, ou une racine triple; dans les deux cas, la racine multiple est commensurable (Voir remarque I).
Une équation du 4e degré peut avoir une racine quadruple, deux racines simples et une racine double, une racine simple et une racine triple, ou deux racines doubles. Dans les trois premiers cas, la racine multiple est commensurable; dans le dernier cas, le premier membre de l'équation est un carré parfait.
Soit une équation du 5e degré. Si elle a deux racines doubles et une racine simple, celle-ci est commensurable; en l'écartant de l'équation, on obtient une équation du 4e degré dont le premier membre est carré parfait. Dans les autres cas, une racine multiple est unique de son degré de multiplicité et par suite commensurable. L'équation peut môme être résolue par des moyens élémentaires, excepté dans le cas où elle a une racine double et trois racines simples.
Emploi des polynômes homogènes. — Discriminant.
188. Théorème d'Euler. — Considérons la fonction de deux variables
V[.v, y) = A0a?™ -f kxx^~hj + A^m-2^2 -f- -... | \m_x.xi/m-1 + A ,„#"».
On peut dériver F(a\ y) soit par rapport à la lettre x, soit par rapport à la lettre y ; soient F'x, F'y les résultats. Des égalités
F{x, y) = ÏAn^^yS F'x = 2(m — njAnœ^-'1-1^, F'y = 2nknx™J-ny*-1 ,
on déduit immédiatement l'identité
niF(x,y)=xF'x \ yF'y. (1)
F'x admet une dérivée par rapport à a- désignée par F'^x ou ou F^2, et une dérivée F" par rapport à y; F\ admet deux dérivées représentées par F" , F"'. On vérifie facilement que
xy *■ yx.
La relation (1) appliquée aux polynômes F'x, F'y donne
(m— 1)F' — œF" 9 -f- vF" , (m — ])P' = a-F" +yF"0. (2) 'a? x~ xy y yx ' #2
Si l'on élimine F'x et F'y entre les égalités (1) et (2), il vient
m(m — hF(at. y) = ^2F" t + 2#j/F" | y2F" .. (3)
Chacune des dérivées du second ordre, F*'j, F", F\. admet
x xy y
une dérivée par rapport à x et une dérivée par rapport à y, et
Ton a
(m-2)F,r_ = xF"\ -f */F'"2 , v #2 oc3 x-y
(w — 2)F" = a?F'" -fyF" 0, 1
On voit facilement que F^'yx = F^y, FJ^ = F™yï . Des égalités (3) et (4), on déduit
mhn^\)(m — 2)F(xiy)==xzF}U-\-ZxhjF]\ + 3o?y2F'" .+y8Fm,. (5)
En général,
... +pa>yP-'P^p_1+ypW.
Le second membre de cette formule, abstraction faite des dérivées qui y entrent, est le développement de (x -f- y)p.
189. Conditions pour qu'une équation homogène ait une racine multiple. — Soit a une racine multiple d'ordre p de l'équation
A0xm -f Alxm~l -f- ....+ Am = 0;
le premier membre sera égal à (x — ayf(x), f{x) étant une fonction entière qui n'admet pas le diviseur a: — a. Si l'on remplace
x par -et qu'on chasse les dénominateurs, on obtient l'identité
A0xm f- A^-'y -f- ... -f Am_1^/m-1 -f Amym = (x - ay)vf(x, y),
où f{x, y) n'est pas divisible par x — ay. Soit F(\\ y) le premier membre; F{x, 1) = 0 est alors l'équation proposée, et F(l, y) = 0 est la transformée aux inverses des racines (138). En dérivant l'égalité
F(x, y) = (x - ayYfipc, y) successivement par rapport à x et par rapport à y, on trouve
F' = p'œ — ^/jP-y'Çr, y) -f- (a? — ay)vf' ,
1^ = — ap[x - ay? - ]f(x, y) + (a? — ay)*f.
On voit que F'x et F'y so/i/ divisibles par (x — ay)p_1 .sa/ïs Vêtre par une puissance supérieure de x — ay.
Réciproquement, si les polynômes F'x e£ F'y sont divisibles par (x — ay)p_1, san.s qu'ils soient divisibles par (x — ay)p, la plus haute puissance de x — ay qui divise F(x, y) est (x — ay)". En effet : 1° l'égalité
mFLv, y) --- - œF' -\- ?/F' v x ' y
montre que F(a\ y) admet le diviseur (x — ay)P-1 ; 2° si une puissance supérieure (x — ay)P+q divisait F(x, y), F'x et F'y seraient divisibles par (x — ay)p+fl1, ce qui est contraire à l'hypothèse; 3° quand un diviseur x — ay de F'x divise aussi F'y, il est diviseur avec un même degré de multiplicité de F'x et de F'y; car si F(x,y) est divisible par (x — ay)q, F'x et F'y le sont par (x — ay)**-1.
F'x et F'y étant divisibles par la même puissance (x — ay)v~l, leurs dérivées F^, FJ[ ., F"? sont divisibles par la même puissance (x — ay)P~2 sans que l'une le soit par (x — ay)v~l.
Réciproquement, si les trois dérivées du second ordre de F(x, y) sont divisibles par x — ay, elles admettent ce diviseur avec un même ordre de multiplicité et F(a\ y) l'admet avec cet ordre augmenté de deux unités. En effet, si Fj[j est divisible par (x — ay)P- 2, la dérivée F^ l'est également, puisqu'on suppose F'^2 et F£y divisibles à la fois par x — ay ; de plus, F'x admet le diviseur (x — ay)P-1. De même, F" et F'i étant divisibles par x — ay, la première de ces fonctions l'étant même par (x — ayip- - , la seconde l'est aussi par (x — ay)p~2, et F'y admet le diviseur
— IW —
!.v ay)p '. Donc, d'après ce que l'on a déjà vu, Fi.v, y) esl dix isible par (x — ay)v.
En continuant ce raisonnement, on arrive au théorème suivant :
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polynôme homogène F(x, y) soit divisible par (x — ay)p, sont que toutes tes dérivées du (p — 1)° ordre,
t?(p-i) t^p-11 pi-^ î?(p-^ t^p-1'
soient divisibles par x — ay 'sans que Vune d'elles le soit par une puissance supérieure de x — ay.
Xous faisons observer que, si toutes les dérivées d'un même ordre de F(x, y) sont divisibles par x — ay, et si Tune d'elles l'est par (x — ay)*, toutes les autres sont aussi divisibles par (.v - ay)*.
190. Remarque. — Pour exprimer qu'une équation à coefficients indéterminés
F(oc, y) = A0.r™ + kxx™-ly -f ... -f- Am,vm = 0,
a une racine multiple d'ordre p (*), on applique le procédé du
plus grand commun diviseur aux polynômes F,£P-i , F^i>-2?/
jusqu'à ce qu'on arrive à un diviseur Mx -f- Xy du premier
degré et à on reste Rya. Une première condition est K = 0, et
Ny la racine multiple d'ordre 7) est x = --*'- ; on exprime encore
que cette racine annule les autres dérivées d'ordre p — 1 de F(x, y).
191. Discriminant. — Pour exprimer qu'une équation homogène à coefficients indéterminés, F(.v, y) = 0, a une racine double, il suffit d'égaler à zéro !e résultant des polynômes F'x, F'y. Ce résultant se nomme le discriminant de Fi.v, y).
Exemples. — I. Trouver la condition pour que l'équation
x3 -\-px -f- q = 0 (1)
ait une racine double.
Ç ) On peut sous-entendre que y est une variable d'homogénéité dont la valeur est arbitraire on e£ale à l'unité.
Si l'on rend l'équation homogène, on est conduit à exprimer que les équations
Sx2 -h mr = 0, 2pxij -f 3qi/2 = 0,
ont une racine commune. En faisant y— 1 et remplaçant dans la première équation x par sa valeur tirée de la seconde, on obtient
4ps + 27qz = 0.
On trouve la même condition en exprimant que l'équation aux carrés des différences de (2j a une racine nulle (181j. TT. Considérons l'équation complète
ax5 -f 3bx2 4- 3csc -f- d = 0, (2)
ou sous forme homogène
ax3 + 3bxhj -f- 3cx\f~ -f cfy3 = 0.
Une racine double satisfait aux équations dérivées :
ax2 -f- 2to/ -|- Ql/2 =■ 0, &c8 + 2cxy -\- dy2 — 0.
Si l'on élimine, tour à tour, y2 et a*2, on obtient les égalités
(ad — bc)x + 2(ôrf — c2).?/ = 0, 2(62 — ac)œ -f (ôc — a<% = 0. Entre celles-ci il est facile d'éliminer les variables; on trouve
{ad — bef — 4(ac — b2) (bd — c2) = 0. (3)
Comme l'équation (2) peut se ramener à la forme xs-\-px-\-q=Q,
le discriminant peut être mis sous la forme 4p3 -f- 27^2. Effectivement, si l'on multiplie l'égalité (3) par a2, quelques transformations faciles donnent
(2b3 - Sabc + ca2)2 -f 4{ac - b2f = 0.
III. Prenons encore l'équation du quatrième degré
x4 -\- 4bx3y + 6cx2y2 -f 4^y3 _|_ eyA = ().
Les équations dérivées sont
ax* -h 3ta?V -f 3cxy2 -\- dy* = 0 , j ôa?3 -f 3c.r2// -h 3<£rç/2 + <?j/3 = 0 . )
En appliquant la méthode dialytique (175i, on obtient
b 3c od c
On peut aussi éliminer, tour à tour, y3 ou x:] entre les équations (4) ce qui donne deux équations du 2d degré ; éliminer entre celles-ci, tour à tour, y- ou x2, ce qui donne deux équations du 1er degré, enfin, éliminer x et y entre les deux dernières équations.
Le discriminant de l'équation proposée se ramène à la forme
ou
i = ae — Abd -f- 3c2,
j =.. adz -f cb2 -f c3 — ace — 2bcd.
Exercices et notes.
Trouver les conditions nécessaires pour que l'équation
x* -f Ax2 -f Bai -j- C = 0
ait une racine triple.
Tirer x de F"(x\ = 0 et substituer la valeur dans F(x) = 0, F'(a?) = 0; ou identifier F(#) avec (x — a)3 (x — b).
4. Trouver les conditions nécessaires pour que (.v 4- yp divise
5. Trouver les racines multiples de 800 .v1 — 103a;2 — x |- 3 - 0.
Il est avantageux de remplacer x par - •
ce
il. Exprimer que l'équation .v"1 | />.\ | q 0 a nue racine double "I. Déterminer un polynôme entier en x du septième degré F(aj), sachant que'Fi .v) -f- 1 est divisible par (x — 1 )' et Fi.v) — 1 par (.v [- l)4. Quel est le nombredes racines réelles de l'équation F(a?) = 0?
(Ecole normale de Paris, 1889.) F'i.v) a la racine triple l'et la racine tri}>le — 1 ; donc
F'(.r) ~a(œ — If (x h l)3 = a(xQ — 3x4 + 3.x2 — 1), n étant une indéterminée. On en déduit
Les conditions F(l) -f 1 = 0, F(— 1) — 1 = 0 donnent b = 0, a = ^4 .
L'équation F(jc) = 0 a la racine x = 0 et deux autres racines réelles égales et de signes contraires (A déduire du théorème de llolle, cliap. XI).
S. Soient F(x) et f[x) dux polynômes premiers entre eux. Prouver que si l'équation F2(x) -\- fl(x) = 0 a une racine double, cette racine vérifie l'équation
CHAPITRE XI
THEOREME DE TCOLLE.
193. Lemme. — Lorsque x variant dune manière continue de — oo à \- oo passe par une racine de l'équation F(x) = 0, le
rapport passe du négatif au positif .
Soit a une racine, p son degré de multiplicité; nous aurons
F(x) (.r-a)^(.r), F' (ce) = p{x — a)P-iç(^) | (x — a)P»'(ar>,
o(x) étant un polynôme qui ne s'annule pas pour x a. Par
suite,
Si /? désigne une quantité positive suffisamment petite pour
(pie l'équation ©(#) = 0 n'ait pas de racine dans l'intervalle
co'fa ± /i) ,., (a — a, a a), le quotient ' . |N a une valeur finie, tandis
1 cp(a ± a) -
que la fraction a une valeur infiniment grande. On en conclut :
194. Corollaire. — Si a'est /; fois racine de ¥\x) 0, la suite
F(a?)5 F'(x), F"(x), ..., FCp-«(o?), F(P)(a?). (1)
n'a que des variations pour x —[a — h et que des permanences pour x — ci -f- /?, pourvu que h soit positif et suffisament petit. En effet, a étant racine des équations
deux ternies consécutifs de la suite^(l) ont des signes contraires pour x = a — /* et le môme signe pour x -— a -f- /*•
195. Définitions. — Deux racines réelles, a, b d'une équation sont dites consécutives, quand elles ne comprennent aucune autre racine.
On dit que deux nombres réels a, 3 séparent une racine de l'équation F(x) = 0, quand ils comprennent une racine et une seule.
Pour déterminer les racinesincommensurables d'une équation, il importe de savoir séparer les~différentes*raeines, c'està-dire de trouver deux nombres comprenant une racine et une seule. Le théorème de Rolle peut, dans certains cas, servir à résoudre ce problème.
196. Théorème de Rolle. — 1° Deux racines consécutives dune équation F(x) = 0 comprennent un nombre impair de racines réelles de l'équation dérivée F'fxj = 0.
2° Deux racines consécutives de l'équation dérivée comprennent au plus une racine réelle de la proposée.
3° L'équation F(x) = Oa, au plus, une racine réelle plus grande que lapins grande racine réelle de F'(x) =- 0 et, au plus, une racine réelle plus petite que la plus petite racine de F'(x) = 0.
1° Soient a et b (a < b) deux racines réelles consécutives de F(#) = o, et soit h un nombre positif aussi petit qu'on veut. D'après le lemme démontré ci-dessus,
Or F (a + h) et F (b — h) ont le même signe; autrement, les nombres a -j- h, b — h comprendraient au moins une racine de ¥(x) — 0 (127), ce qui est contraire à l'hypothèse. Il en résulte que F'(a 4- h) et F'[b — h) sont de signes contraires; par conséquent l'équation F'(x) = 0 a un nombre impair de racines comprises entre a + n et D — n ou> ce (llu revient au même, entre a et b.
2° Soient a, (3 (a < t3) deux racines réelles consécutives de F'(ac) — 0. Si elles comprenaient plusieurs racines a, b, ..., (a < />, ...) de F(a:) = 0, l'équation F'(x) = 0 aurait au moins une racine a' comprise entre a et b, etc.; a' étant compris entre a et p, les racines a, 3 ne seraient pas consécutives.
3° Si l'équation F(x) 0 avait plusieurs racines a, b, ... (a < b ...) plus grandes que la plus grande racine X de F'(x) = 0, les nombres a, b comprendraient au moins une racine À' de F'{x) = 0, ce qui implique contradiction, /' étant plus grand que À.
Raisonnement analogue pour la plus petite racine de F'(x) = 0.
197. Théorème. — Les racines réelles de l'équation dérivée F'(x) = 0 peuvent servir à séparer les racines réelles de l'équation primitive F(x) = 0.
Soient an 6n cu ..., /x les racines réelles, supposées distinctes, et rangées par ordre croissant, de F'(.y) = 0, et considérons la suite
— oo, alt bx, clt ..., llt-\-oo. (2)
D'après le théorème précédent, deux termes consécutifs de cette suite comprennent, au plus, une racine de F(x)t— 0. Substituons les nombres (2) à x dans F(x) et considérons les signes des quantités
F(-oo), 1^), F&), F(Cl), ..., F&), F(oo). (3)
Les variations de cette suite de signes l'ont connaître les intervalles de la suite (2) qui comprennent une racine de l'équation F(x) = 0 et une seule. Par exemple, suivant que F(al) et FffcJ sont de même signe ou de signes contraires, l'équation F(.v) 0 n'a pas de racine comprise entre a, et bl ou en a une seule appartenant à l'intervalle (al5 bx).
Si l'un des nombres an b^ ..., par exemple bx annule F(x), b{ est une fois de plus racine de F(x) que de F\x) (183). Pour voir si les intervalles falf bY), (blf cj comprennent une racine de F(x), on compare les signes de F(a1) et F(bx — h), et ceux de F^ + h) et F(Cj), h désignant une quantité positive très petite* (*). On ne peut avoir à la fois F(aj) == 0, F(6j) = 0; car la dérivée F\x) aurait alors une racine comprise entre aY et bl} ce qui est contraire à l'hypothèse.
Application. — Séparer les racines de l'équation
D'après le théorème de Descartes, il y a une ou trois racines positives, une racine négative. L'équation dérivée
F'(x) = 12#02 — doc -f 6) = 0
admettant les racines 0, 2, 3, nous formons le tableau suivant
x ... — oo, 0, 2, 3, -f oo F(œ) . . . + oo, — 7, 25, 20, + oo .
Les variations de la seconde ligne montrent que l'équation proposée a une racine négative et une seule racine positive, comprise entre 0 et 2. Comme Fil) = 12, la seconde racine est moindre que 1.
(*) Les signes de F(6L — h) et F(bi~\-Ii) sont ceux de— F'(bx -h) et F'^x-j-A) (1 93; et ces derniers signes se déterminent facilement.
198. Théorème. - Si l'équation F(x) 0 a toutes ses racines réelles et inégales, les racines de Véquation dérivée F'(x) = 0 sont réelles, inégales et séparées par celles de F(x) = 0.
En effet, soient a, b, c, ..., A*, / les m racines de F(x) = 0 supposées distinctes et rangées par ordre croissant. Chacun des (m — ]) intervalles (a, b), {b, c), ..., (k, 1} comprend au moins une racine de l'équation F'(x) = 0; comme celle-ci est de degré (m — 1), il y a précisément une racine dans chacun des intervalles.
199. Remarques. — I. Le théorème précédent subsiste également dans le cas des racines égales, pourvu que l'on considère une racine multiple d'ordre p comme équivalente à /; racines
consécutives.
Pour fixer les idées, supposons que b soit p l'ois racine de F(x) = 0 et représentons la suite des racines par
a, blt 6„, .., b9, c, d, ... , /, (4)
où 6j = b.z = ... - bp = b]; cette suite offre (m — 1) intervalles. Comme b est [p — 1) fois racine de V(x) = 0, on peut attribuer une racine à chacun des intervalles formés par la suite b{, b,, ... , bpf^les autres intervalles de la suite (4) comprennent au moins une "racine de F'(.v)=0. On en conclut que toutes les racines de F'(x) = 0 sont réelles et séparées par les racines de F(x) = 0.
II. On démontre, de hfmème manière, la proposition suivante :
Si V équation F(x) = 0 a p racines comprises entre deux nombres donnés, Véquation F'(x) — 0 en a au moins p — 1 dans le même intervalle, une racine multiple d'ordre q étant comptée pour q racines simples.
I1J. Réciproquement, si Véquation F'(x) = 0 a p' racines réelles dans un intervalle donné, Véquation F(x) = 0 en a, au plus, p' + 1 dans le même intervalle.
Car de // > p — 1 on déduit p < p' \ - 1.
11 résulte de là que l'équation F(x) = 0 a, au moins, autant de racines imaginaires que la dérivée F'(x) = 0.
200. Application. — Cherchons les conditions pour que l'équation
F{œ) = A0.<cs-\- 3ALa?2 I SA2œ | A., -0 ait trois racines réelles et inégales.
Soient «•/, />, c ces racines rangées par ordre croissant. D'après le théorème de Etoile, F'(x) a une racine a comprise entre a etb, et une racine p comprise entre Z; et c. Inversement, F(x) a une racine a comprise entre — oo et k, une racine /; entre oc et 3, une racine c entre |3 et ! oo. Si donc on suppose A„ 0, la substii utioii de
— OO, a, 3, -\- oo à la place de x dans Iq.vj donne des résultats ayant les signes
On voit que F'(x) a deux racines réelles a, [3 et que F(a)F(p) < 0.
L'inégalité F (a) F(3) < 0 suffit pour assurer la réalité des ti'ois racines de F(x). D'abord, lorsque les racines a, [3 de F'U*) sont imaginaires ou réelles et égales, le produit F(a) F($) est, respectivement, un produit de deux imaginaires conjuguées ou un carré parfait et, par suite, positif: donc la relation F(a) F(p)<0 ne subsiste que si les racines a, 3 de F'(x) sont réelles et inégales. Ensuite, si l'on suppose A0 > 0, a < 3, la dérivée F'{x), égale à A0(.v — a) (x — 3), est négative dans l'intervalle (a, 3,; donc F(.v) est décroissante et l'on a F(a) > F(p-), de sorte que l'inégalité F(a) F(P) < 0 entraîne F(a) > 0, F(3 < 0.
Le produit F(a) F(P) peut prendre une forme remarquable. En effet, introduisons une variable d'homogénéité y et posons
L'identité d'Euler (188) donne
d'où, en remplaçant y par l'unité et a: par les racines a, 3 de F'(x)
F(«, 1)==^'^, 1), F(p, l)-'gP'y(P, 1). Par conséquent
F(a) F(p) = (A.a2 + 2A2a -f- A3) (À,p* + 2A2p + A3). Substituons encore les valeurs
a = ~ Ai - VÂj - A0A2 ? Q = — A, -f- VÂj — A0A2 . A0 A„
Xeuberg. — Algèbre. 12
il vient
(2Af-3A0A,A2 + A3Aii)M 4(A0Ae - A?)»
1 ( a)i1 (iJ) = A I
(A0A3 - A,A2)2 - 4(Ai -A0A2)(A1-A1A3)
Pour que l'équation F(x) — 0 ait une racine double, on doit avoir F(a) = 0 ou F(j3j = 0; par suite
(A0A3 - A^)2 - 4(AÎ - A0A2) (A| - A1A3) = 0, ainsi qu'on l'a trouvé ci -dessus (192, II).
Exercices et notes.
1. Appliquer le théorème de Ilolle à la séparation des racines des équations :
.>■'■ - u.v2 + 9x - 10 = 0, œ3 — 12# |- 3 = 0, xa j_ 8â?s __ Ux2 __ 5 = q5 av4 _ 4 -^ _ 6x3 j 12 ,, ._ 7 E= o.
2. Soit F(x) = 0 une équation algébrique avant toutes ses racines réelles. Les équations dérivées F'(.v) — 0, F"(.v) — 0. ... ont toutes leurs racines réelles. Plus généralement, si l'équation homogène F(.v, y) = 0 n'a que des
racines réelles, il en est de même de l'équation FJ,:j~q' =0.
3. La m6 dérivée de l'expression v* - - , est désignée par X n et porte
le nom de polynôme de Legendre. Démontrer que l'équation Xm=0a toutes ses racines réelles et comprises entre — 1 et | 1. 1. Si m est impair, l'équation
->■ m /»m— 1 ',.ni—2
a une seule racine réelle. Si m est pair, elle a deux racines réelles au plus.
On a FY.vj ' -— • truand m est impair, on a constamment F'i'.vi > 0 :
donc Fia-] croit sans cesse avec x et s'annule pour une seule valeur de .v, de signe contraire à n. Quand m est pair, F'(x) s'annule pour une seule valeur réelle x = — 1, qui est racine simple de F'(.v) = 0 ; de plus, F'(x) < 0 ou > 0 suivant que x < — I ou > — 1 de sorte que F(.v; décroit dans l'intervalle ( — oo, — 1) et croit dans l'intervalle ( — 1, oo) Donc, si Fi — 1) 0, toutes les racines deF(.v)=-0 sont imaginaires. Si F(— 1) < 0, l'équation proposée a une racine dans l'intervalle ( — oo, — 1) et une seconde racine dans l'intervalle (— 1,-f-oo); celle-ci est comprise entre —1 et 0 ou est positive suivant que n est positif ou négatif. Enfin, si F( — 1) = 0, l'équation Fi .v, } a une racine double x = — 1 et n'a pas d'autre racine réelle.
L'équation
se l'amène à la précédente par la substitution x =
5. Si A est un nombre réel, deux racines consécutives de l'équation F(.v) 0 comprennent un nombre impair de racines de l'équation
Fx{x) = F(x) — kF\x) = 0. (Waring.)
¥\(x) jouit des propriétés de F'(ac) qui interviennent dans le théorème de Ilolle. En effet : 1° Une racine multiple, d'ordre/), de T?(x) = 0 est/j — 1 fois racine de F1(oc) = 0. 2° Si h est un nombre positif assez petit, les rapports
F(g — h) F(a + h) FAa-h)' F,(a + h)
ont des signes contraires; car, si a esty> fois racine de F{x) = 0, on a F(a + h) = J EW(a) -I- .... F,(« + A) = - ■ *^~j' y F<»'(«) + ... ,
et les signes de F(a -\-h), F,(a {- h) sont ceux des premiers termes de leurs développements. Cela posé, si a et b sont deux racines consécutives de F(jc) = 0, F(a-{-/fc) et F(b —h) étant de môme signe, F^a-J-/*) et F^b —h) sont de signes contraires.
Remarques. —I. Les racines réelles do F,/ a?), jointes à — oo et -\~ oo, peuvent servir à séparer les racines de F(x).
II. Si F(x) a p racines réelles, T?\(x) en a au moins p — 1 ou plutôt en a au moins/;, car F(x) et Fi(.v) sont de même degré
III. Si F(x) n'a que des racines réelles, il en est de même de FY(x)
6. Si l'équation F(x) -0a toutes ses racines réelles, il en est de môme de
Fp{x) ee a0¥{x) -f a,F'(^) + a.2F"(.v) + ... -f apF<PÎ(a?) = 0, a0, alt .'?2, ••• étant des constantes telles, que l'équation
/\a?) = aQœv -f- alx^~l -|- ... + «p = 0
ait toutes ses racines réelles. (Hermite.)
En effet, considérons les polynômes
Fx(x) = F(x) — ktf'iœ), F,{x) = F,(» — kzF\(x), ... Fp(a?) ee Fp_,{#) — /ipF'p_,(a7) == F(a?) — SA, . Ff(^) + 2/e,£2 . F"(x) ....
Les équations F,(a:) — 0, F.,(a;) = 0, ..., Fp(a;) ^=0 ont toutes leurs racines réelles (ex. 5). Prenons j)our A,, k2, ... , Ap les racines f(x) = 0, etc.
Remarque. — Plus généralement, l'équation Fp(.v) = 0 a au plus autant de racines imaginaires que l'équation F(x) —0.
Soit F(ac) une fonction entière de degré m, et posons
Fj(a?) =IV') — A'(.r — X)F'(ay);
deux racines consécutives de FOv) — 0 comprennent un nombre impair de racines de F4(ac) = 0 (on suppose F(X) ^ Oj.
La suite formée par — oo, les racines de x — XjF^a: i et • | - oo peut servir à séparer les racines de F(x). (Warixg).
En effet : 1° Si a est p fois racine de F(x) 0, il est (/> — 1) fois racine de Fi(at)=0. 2° Si h est un nombre positif assez petit, le produit F(a - Ir,Vv;i—li i a le signe de A*(a — }j, et F(a -|-/i)Fj(«q -f-/i) a le signe contraire. Donc, « et b désignant deux racines consécutives de F(x) = 0, F(a -j- A) et F^ô — // ont le même signe, et le produit Fl(a+A)F1(6 — h) a le signe de —(a—). (6— À . Par conséquent, si a < b < A ou >. < a < 6, <•* et /) comprennent un nombre impair de racines de F1(ac) = 0I et si a < À < b, a et i comprennent un nombre pair de racines de F^x) — 0 on un nombre impair de racines de l'équation (x — X)Fx(*) =0, etc.
Remarque. — Si l'équation F(a?J 0 a p racines réelles, l'équation F1(a?)=0 en a au moins (jo — 2): elle en a au moins ;j lorsque À n'est pas compris
entre la plus petite et la plus grande racine de F(x) =0 et que h -p- , car
les équations F(xj = 0, F^a? - 0 étant de même degré, les nombres de leurs racines réelles sont de même parité Réciproquement, si l'équation I'Y'\ 0 a q racines réelles, l'équation F(x) — 0 en a, au plus, q ■ j- 2
9. Soient f\x) le quotient et f(x) le reste de la division de F(x) par F'(x) Les racines de F!(x) = 0 séparent celles de r-?txj = 0, et les racines de l'équation f(x)o(x) = 0 séparent celles de F{x) = 0 (*).
Pour toute racine a de F'(x) — 0, on a F(a) -f'(a), et si F'ta?) est divisible par (a? — a)P et que F(a) = 0, F(x) et a>(a?) sont divisibles par (# — <•/ ip. Pour la seconde partie du théorème, on applique l'exercice 8 à F(x) — f\x)F' x).
Si l'on multiplie les coefficients d'une équation
F(œ) = A0x™ + A,**-' |- ... i - Am = 0
par les termes correspondants d'une progression arithmétique, l'équation nouvelle a au moins une racine entre deux racines consécutives de F(#)=0, excepté entre la plus petite racine positive et la racine négative qui précède.
Soient c — mb, c — [m — 1 b, ..., c la progression. L'équation nouvelle est 1 '']!.<■ cF(x) — bxF\x) = 0. Appliquer l'exercice 8.
(*) Nous disons ici que des nombres ranges par ordre croissant séparent les racines d'une équation donnée lorsque deux termes consécutifs de la suite comprennent une seule racine ou n'en comprennent aucune,
Corollaire. — Si F(# ;i /> racines positives, // racines négatives, V varialions, et que/),, n,, Y, sont les mêmes nombres relatifs à 1', a?), on a
}>x ■ p, », • », on />, ' p — 1, », > n — 1,
su
ivaul que les termes de la progression c — //</>, c —(m- -1)6 . , c sont ions de même signe ou qu'il y en a de positifs et de négatifs.
Car chacun des intervalles formés par les racines positives de I' ■< comprend au moins une racine de l\(.v , d'où/), ^ /> — !.. Dans le 1er caH) V V,; V — /> et V, — /), étant des nombres pairs,/), — p est pair, et l'on a /*, p Dans le 2d cas, V et V, sont de parités différentes, etc.
il
ne peut avoir deux racines réelles, si <•; > 0 ou si n < — n. (SYLVESTER On trouve aisément l'identité
iir) ~" «(1 ~~ ^ (,rj - i.? k — i)
D'après l'exercice 8, les nombres — oo, 0, 1, oo séparent les racines de 1' •'• 0. Le cas de a > 0 se traite facilement. Si a = — a', on observe (pie
nv \ i f i «'(«' — 1) o , , i n«V -1). ..(>'— »-fl)
d'où, en réduisant les trois premiers ternies, puis les quatre premiers, etc ,
L'équation
ne peut avoir deux racines réelles. (SYLVESTER.)
Posons
de sorte que l?\x) ecPvfa) On a
L'équation F(p)te)=0 ayant au moins;; — 2 racines imaginaires (voir ex. 1 1 1, il est de même (199, III) de l'équation F(.r)~0, et aussi de l'équation oo- — 0. 14. SoitF(.r) une fonction entière de degré m, et soit
f[x) = a0 -\- avv -f- a2o?2 4 ... -f- û^p = 0
une équation dont toutes les racines sont réelles. On effectue la division de 1 par f{x) suivant les puissances croissantes de x ; soit
b0 4 bxx 4 b.zx- -f- ...
le quotient ainsi obtenu Démontrer que l'équation
•(a?) = ^F(r) + ^F'(.r) -f &2F"(*) -f ... -f &mF(m>(a?) - 0,
a, au plus, autant de racines réelles que l'équation Y(x) = 0. (Poulain. Il suffit de démontrer (ex. 6) que
F(x) = d0o{x) 4 a^'(x) + afi"(x) 4 ••• -f Vf'p^) •
Or, si l'on arrête le quotient - - au terme bmxm, le reste correspondant à la forme x^ H<I»(a?), ^(a?) désignant une fonction entière, et l'identité
1 ~ (b0 + ô^ -f ... -f &m#mJ («0 -h ct{x -f ... -f apa?') -f a?m+li|/(a?)
donne les égalités
a0b0 =-- 1, a^o 4- a0bl = 0, ... a4ft0 4 aq-A 4 ... 4 «<Ai = 0, • • (=0
où l'on su}>pose âj = 0 si i > y), et b\ = 0 si î > m. On a ainsi les relations
o(x) = b0V[x) 4 ^F'(.r) h ... 4- ômFC"%), •'(*) = A0F^')-|-... I-^-jF^»,
<p'm)(» = b0F>mXx);
ajoutons-les membre à membre après avoir multipliées respectivement par a0, a1} ... am, et tenons compte des relations (a), etc.
15 Soient w0, m1} m2, ... m.n, les coefficients du développement de (1 -\-z)m. Démontrer que l'équation
m<5 4 vA-v 4 w?|a?2 4" •• • I r>i;uxUÏ = 0 a toutes ses racines réelles. (II. LAURENT I
Cette question ne diffère pas essentiellement do L'exercice 3. En effet,
si l'on pose it (~-- — l)m, l'équation ri(m) = 0 a m racines comprises entre — i et 1 1 <)r. si l'on pose y. [s — 1 "», p O | l)m. on trouve
idm) = (a]3)'m) | w1a'p(m-1) + m2a"p'.m-^+ ,.. | - a(,n$.
Le terme général de u(,n est
».1a'n)p'm °' ///,, <m(ra-l).. (m—;/ f-l)(*o— l),n_n Xm(m— 1)...(h |-l)f~ ! I '
THÉORÈME DE STURM
201. Fonctions de Sturm. — Soit V - 0 une équation algébrique, à coefficients réels et n'ayant pas de racines égales, et soit Vj la dérivée de Y. Faisons sur V et V, les opérations du p. g. c. d., mais en changeant à chaque opération le signe du reste, et en prenant le reste ainsi modifié pour diviseur de la division suivante.
Désignons les restes, changés de signe, par V2, V3, ... Vr, et les quotients par Q^-Q,*, ..., Qr-i ; nous aurons les identités :
V ^ViQx — Vg, V, = V2Q2 — V„
Vn -i = VnQn — Vn+l.
Vr_2 ^V^Qr-i — Vr.
Les fonctions V, V, n'ont pas de facteur commun, puisque les racines de V == 0 sont inégales; donc le dernier reste Vr est indépendant de x et différent de zéro.
On appelle fonctions de Sturm les quantités
Y, Vlf Y,, ..., Vr. (?)
202. Théorème de Sturm. — Soit V = 0 une équation algébrique à coefficients réels et qui n'a pas de racines égales. Le nombre des racines réelles de celte équation, comprises entre deux nombres réels a, 3, est égal au nombre de variations perdues par la suite de Sturm relative à Y, quand on substitue à x le nombre a, puis le nombre (3, en supposant a < p.
Autrement dit : écrivons sur une première ligne les signes des résultats qu'on obtient en remplaçant dans la suite des fonctions de Sturm x par a; écrivons sur une seconde ligne les signes des résultats qui correspondent à x = (3. Soient n% le nombre des variations de la première ligne, îio celui de la seconde ligne; la différence nx — îio est égale au nombre des racines de V, comprises entre a et 3.
Le théorème résulte des propriétés suivantes de la suite de Sturm ;
1° Les fonctions V, V15 V2, ..., Vr-i varient d'une manière continue avec x.
2° Le dernier terme Y, a un signe invariable.
3° Deux fonctions consécutives ne peuvent s'annuler pour une même valeur de x.
4° Si une valeur x - y annule une fonction intermédiaire V„, les fonctions voisines Vn_i et Vn+i ont, pour x y, des valeurs égales et de signes contraires.
5° Enfin, quand x traverse, en croissant, une racine de
l'équation Y = 0, le rapport passe du négatif au positil.
Les deux premières propriétés sont évidentes. Pour démontrer la troisième considérons l'identité
Yn-i == VBQa-Vn+l. (3)
Si une même valeur de x annulait Vn et V„+i. elle annulerait aussi Vn— 1 ; annulant ~Vn et Vn--i, elle annulerait Y„ ? ; et ainsi de suite. Donc Y et Vl aurait un facteur commun, ce qui est contraire à l'hypothèse (182).
Soit y une racine de Vu 0; si Ton remplace x par y dans
l'égalité (•>), on trouve Vn i — V„j.,. Donc V„ , ol Vn i i on des signes contraires pour toute valeur de .v annulant Vn.
Si y désigne une racine de V 0, le rapport est négatif
pour .v y — h et positif pour .v y ! // fi 93).
Cela pose, faisons croître a* d'une manière continue <le -/ à (3. La suite des signes des fonctions de Sturm ne peut éprouver de changement que lorsqu'une fonction passe par zéro Examinons successivement le cas où x passe par une valeur annulant une fonction intermédiaire V^, V2, .., Vr-u et celui ou x passe par une racine de Y.
Soit y une racine de Vn: on sait que pour a; = y, Yn-i et Y„ ( , ont des signes contraires. Si h est une quantité suffisamment petite pour que Vn x et Yn| i ne s'annulent pas dans l'intervalle (y — h, Y -f h)> ^es signes des fonctions Vn-i, Yn, Yn-j i sont par exemple,
» ii — 1 mm ' n
Quel que soit le signe de Yu pour x - y — h et pour ac = y - 1- /?, les trois fonctions présentent une seule variation, tant pour x y ~~ ^ <Iue Poïir v == Y h h î seulement la variation se déplace si Vn change de signe au passage de x par la valeur y.
Si y désigne une racine de Y, le rapport est négatif pour
x - y — /?, positif pour x y ] // : donc, quand x traverse, en croissant, une racine de Y, la suite de Sturm perd une variation qui était placée entre Y et Yl.
D'après cela, lorsque .v croît de a à [3, la suite des fonctions de Sturm perd une variation chaque fois que x passe par une racine de Y et n'en perd que dans ce cas ; en outre, elle n'en gagne jamais. Il en résulte (pie la différence entre les nombres de variations qui correspondent respectivement à x ,3 et à x = a, est égale au nombre des racines de Y, comprises entre a et B.
203. Remarques. — I. Pour faciliter les divisions qu'exige le calcul des fonctions de Sturm, on multiplie, s'il y a lieu, un dividende par un nombre convenablement choisi ou l'on divise un reste par un facteur commun à ses coefficients (*). Il est bien entendu que les facteurs introduits ou supprimés sont essentiellement positifs.
II. vSi l'on sait qu'une fonction Vp de la suite de Sturm conserve un signe invariable dans l'intervalle (a, 3), on peut arrêter la suite à Vp. Cette remarque résulte de la démonstration donnée ci-dessus.
III. Le théorème de Sturm est applicable à toute suite de fonctions Y, Vlf ... Vr jouissant des propriétés énoncées cidessus; il n'est pas nécessaire que Vi soit la dérivée de V ni que les fonctions se déduisent les unes des autres par le procédé du p. g. c. d.
IV. La 5e propriété pourrait être remplacée par celle-ci : le
rapport v- passe du positif au négatif chaque fois que x passe ' i
par une racine de V. Dans ce cas, le nombre des racines comprises entre a et (3 est égal au nombre de variations gagnées par la suite de Sturm quand x passe de a à |3.
V. Si a ou |3 annule une fonction intermédiaire Vn, on compte une variation pour les trois fonctions Vn-i, V„, Vn— i-
Si a est racine de V, on donne à V le signe contraire à Vt. Cela revient à faire la substitution x = a — h. Les signes de Y,, V2,V3, ... sont les mêmes pour a — h que pour a.
De même, dans le cas où (3 annule V on donne à V le signe de VM c'est-à-dire on substitue 3 -J- h au lieu de 3 dans la suite de Sturm.
Exemple. — Soit l'équation V = x* — 2x2 -f x
Le théorème de Descartes indique l'existence d'une ou de trois racines positives; celui de Sturm donne une indication plus précise.
i*) Les fonctions ainsi modifiées continuent ;'t être désignées par V, Vj,
Voici le tableau des calculs
(*) 4x4 — Sx- + 4x — 4
4a?2 - Sx + 4
— 13êx
Ainsi
xA
y, = ix~ -
On a ensuite :
— 2x- -f- x — 1> Vj = 3a? + 4, V3 = 23a? +
a?«0 ... - 4- 4" a?.= 4-oo. ..4- 4- 4-
Pour x — 0, la suite a deux variations; pour x = oo,' une variation. Comme une variation se perd, l'équation a une seule racine positive.
205. Conditions de réalité des racines. — Le nombre des racines réelles de V est égal au nombre de variations que perd la suite de Sturm quand on y remplace x successivement par — oo et par -f- oo.
Cherchons les conditions nécessaires pour que toutes les racines soient réelles. Si Y est de degré m, Yx est de degré m — 1 et le nombre des fonctions de Sturm est au plus égal à m 4- 1 • Le nombre des variations de la suite de Sturm pour
(*) On multiplie par 4.
(**) On multiplie par 232.
,v = - oo est doue an plus égal a m. On en conclut que la suite doit être complète et que les coefficients des premiers termes des fondions doivent être positifs. En efl'et, les fonctions ont, pour .v i oo, le signe du premier terme et les degrés des premiers ternies sont alternativement, pairs et impairs, ou impairs et pairs : par conséquent, si les conditions indiquées sont remplies, la suite ne présente que des variations pour a: — oo et n'offre <pie des permanences pour .v -j- oo.
Connue les premiers ternies de V et Vj ont le même signe, le nombre des conditions est au plus égal à m — 1 ; il est inférieur à m — 1 si les conditions rentrent les unes dans les autres.
Application au troisième degré. - Soit
A' = .r3 -- px + '/• Nous aurons
AV -■- I P, Vz= -2px-3q, V, ---■ -V - 27 7*.
Les conditions énoncées sont
elles se réduisent à
\pz -\-27q2 < 0.
207. Cas des racines multiples. — Soit X == 0 une équation ayant des racines égales; soit Xj la dérivée de X. Appliquons le procédé du p. g. c. d. à X et X,, en ayant soin de changer le signe de chaque reste avant de le prendre comme diviseur de la division suivante. Appelons X.,, X3, ..., Xr, les restes ainsi modifiés. Comme l'équation X 0 a des racines égales, X et Xj ont un p. g. c. d., égal au produit des facteurs premiers multiples de X, chaque exposant étant diminué d'une unité; ce plus grand commun diviseur est ici Xr. La suite des opérations donne les identités
= XIQl"X8ï
Xn ;
— - Xi'vn X ,, ; ,
Xr ,Qr- , -1
= XrQr.
Xr,
Los fonctions \", X M X X, sonl divisibles pur X, ; posons
v Xl = v x" ' v x' = V 1
A, Ar Ar -Vr
Vr a les mêmes racines que X, avec cette différence que les racines multiples de X sont racines simples de Y. La suite
v, yy, \,, ..., v,. 15 vr (a)
jouit des mêmes propriétés ({ne la suite de Sturm. En effet, ces
fonctions sont continues et la dernière a un signe invariable ;
une valeur de X qui annule Vn donne à Vn— i et Vu | x des signes
contraires, car deXn_1=X,iQ.n — Xn | put déduitVn -i=VnQn~Vn 1 1;
V , . X enfin, le rapport , égal a , passe du negatil au positil lors-
que x passe par une racine de V = 0 (i93).
Il résulte de là que si, dans la suite (A), on remplace x successivement par y. et par 3, le nombre des variations (pie perd cette suite est égal au nombre des racines de V, comprises entre a et fi ou a celui des racines de X, comprises dans le même intervalle abstraction faite de leur degré de multiplicité.
Il est inutile de calculer les fonctions V, Vlf V2, .. ; les substitutions x = a, x = p peuvent se faire dans la suite des fonctions
qui ne diffèrent des premières que par un même facteur Xr.
Théorème de IUdan (''•'-).
208. Théorème. — Etant donnée une équation algébrique entière F(x) — 0, de degré m, le nombre des racines réelles de
(*) B ud an communiqua à l'Académie des Sciences renoncé de son théorème (lès 1803 et la démonstration complète en 1811. Fourier ayant donné de ce théorème une nouvelle démonstration plus claire, ou lui a souvent attribué, par erreur, la proposition elle-même. La démonstration de Fourier présente une entière analogie avec celle que Sturm a donnée de son théorème.
Xous suivons ici une Note que M. Fouret a publiée dans les Nouvelles Annules de mathématiques, 1; 92, p S2.
cette équation, comptées avec leur degré de multiplicité, qui sont comprises entre y. et p > a, est égal, ou inférieur d'un nombre pair, nu nombre des variations que perd la suite
FO), F'(œ), F»(x), -, F(m», (1)
lorsqu'on y fait consécutivement x == a, x = 3.
Quand a* croît d'une manière continue de a à 3, la suite des signes des fonctions (1) ne peut éprouver de modification qu'à l'instant où x atteint et dépasse une valeur annulant quelqu'une de ces fonctions.
Considérons d'abord une racine a, d'ordre de multiplicité p, de F(.v) = 0. On a vu (183) que la suite
F(œ), F'O), . . . ,. F-P-tifa?), F pî(o?) (2)
présente p variations pour x = a — h et n'offre que des permanences pour x = a j- h, h désignant un nombre positif aussi petit qu'on veut; donc elle perd p variations, quand x passe, en croissant, par une racine, multiple d'ordre p, de F(x) = 0.
Soit maintenant/; une racine, multiple d'ordre q, de F-n'(.v)=0. D'après la remarque précédente, la suite
perd q variations, lorsque x passe, en croissant, par la valeur /;. Par conséquent, lors môme que l'intervalle de F(" \x) à F^(.v) acquerrait une variation, In suite
F^"1», F^(x), F^+^tf}, ..., F'n+%)
ne peut gagner aucune variation, quand x passe, en croissant, par une racine, multiple d'ordre q, de F^{x) = 0.
Cela posé, soient Va, Y 3 les nombres de variations que présente la suite (J j pour x = a et pour x = 3. Lorsque x croissant d'une manière continue de a à (3 passe par une racine de ¥(x), la suite (lj perd autant de variations qu'il y a d'unités dans Tordre de multiplicité de la racine; lorsque a: passe par une valeur annulant une fonction intermédiaire, la suite (1) ne gagne aucune variation. 11 résulte de là que la différence Va — Y q est au moins égale au nombre N des racines de F(.v) comprises entre « et p, chaque racine étant comptée avec son degré de multiplicité.
Si N est impair, F(a) et F(,3) sont. de signes contraires (129) ; I'1 ""(.v) étant une constante, les nombres Vol, Vq sont de parités différentes; donc Vu — Va — X est un nombre pair. Semblablement, si X est pair, F(«) et F(fi) ayant le même signe, V« et Vg sont de même parité; donc le nombre Ya — Va — X esl encore pair.
209. Remarques. — I. Dans les applications, on peut arrêter la suite (1) à une dérivée qui ne change pas de signe dans l'in • tervalle (y., 3).
II. Si le nombre substitué a (ou 3) annule une ou plusieurs fonctions intermédiaires de la suite (1), on prend pour Va (ou Va) le nombre de variations que présente la suite pour x = y. (ou ,3), abstraction faite des fonctions qui s'annulent.
En effet, si a et j3 ne sont pas racines de F[x), on peut, pour appliquer le théorème de Budan, substituer a |- /? et 3 | h à x dans la suite (1), pourvu que h désigne un nombre positif suffisamment petit. Les fonctions qui ne sont pas nulles pour x = a ont le môme signe pour x a -|- h que pour x ■■= a. Supposons que a annule les fonctions consécutives Fn'(.v), Fnl1-(.vi, ..., p.'H-a -!] ; alors la suite
p{n-Ds F(n)(a?)j F^+^fa?), .. , F(Hq-il(a7), F''" l <%)
présente, pour »v = a-|-/i, autant de variations que la suite F(n-D(a), F^nlfi(a) ; car les quantités F^(a -f A), F<n+ >(» |- /i), ... , F(li i (i'(a 4- A) ont un même signe (193). Le raisonnement est le même quand 3 annule plusieurs dérivées de F(x).
III. Le nombre des racines de F(.v), supérieures à un nombre donné a, est égal, ou inférieur d'un nombre pair, au nombre Va des variations de la suite
En effet, le nombre de ces racines est égal, ou inférieur d'un nombre pair, à la différence Xx — V ; mais V = 0, etc.
Si a - 0, on retrouve le théorème de Descartes; car la suite
reproduit les coefficients de F(x) à des facteurs positifs près.
Inversement, du théorème de Descartes on peut conclure le cas particulier du théorème de Budan que nous venons de
traiter, ('ai- les racines de F(.v;, supérieures à a, sont les valeurs positives de x qui vérifient L'équation
F(« ! ,•) Fh)!-,rF'(a) | } ^ F"(«) -f ... + -jF<mï(a) == 0 .
210. Cas où toutes les racines sont réelles. — Quand une équation F(x) = 0 a toutes ses racines réelles, le nombre de ces racines, comprises entre y. et ,3, est égal à la différence des nombres de variations que présente la suite
quand on y substitue consécutivement a e7 p.
En effet, soient X le nombre des racines supérieures a a, X' celui des racines inférieures à a; le théorème de Budan donne
ou simplement
N < Va, N'<m— Va, d'où N -f- N' <: m.
Par hypothèse, N -| X' m \ donc le signe est exclu des relations précédentes, et N Va, N' = m — Va.
De même, le nombre des racines supérieures à 3 est égal à Vn. Donc celui des racines comprises entre a et |3 est égal à
Va" Vo.
Remarque. — Soient M', N, P les nombres des racines de F(.vj = 0, appartenant respectivement aux intervalles ( — oo, a), (a, p), (p, oo). On a
. M •V.00-Va, P Vo-Y^, d'où, en additionnant,
M + P < » _ (V„ - VA
Supposons que la suite de Budan perde X-|- 2K variations dans le passage de .v - a à x % de sorte que Ya — Vo ^ N -■}- 2K: la relation précédente devient
M | P < m — N — 2K, ou /y/ — iM + X -f- P) > 2K.
Mais m — (M | X 1 P) est le nombre des racines imaginaires de F(.v). Oïl a donc le théorème suivant : Si une équation F(x) = 0 a X racines comprises entre * ef [3, e/ r/z/c /<•* shi/c r/Y Bu dan perde N + 2K variations dans le passage de x = a à x fi, l'équation a au moins 2K. racines imaginaires.
Exercices et notes.
I. Soit V, Y,, ..., Vr une suite de fonctions jouissant des propriétés suivantes: 1° Elles sont continues dans l'intervalle (a, 8) et la dernière ne change pas de signe (elle peut passer par zéro en gardant son signe); 2° Une valeur de x qui annule nue fonction intermédiaire Yn, donne aux fonctions voisines Vn— 1, Vn+1 des signes contraires (sans les annuler).
Dans ces hypothèses, le nombre des racines réelles de V = 0, comprises entre a et £, est au moins égal à celui des variations que gagne ou perd la suite Y, Y1? ... , Vr dans le passage de x = a à x = (3.
En effet, si x varie d'une manière continue, depuis x - % jusqu'à x = 8, le nombre des variations de la suite (V; ne pourra être modifié qu'à l'instant où x atteindra et dépassera une valeur qui annulera Y. Si le rapport
. en s'annulant dans l'intervalle (a, (3), passe X fois du négatif au positif,
fi. fois du positif au négatif et conserve v fois son signe, la suite (V) gagne À fois une variation et en perd ;j. fois une, etc.
Corollaires. — I. Dans l'application du théorème de Sturin à la suite V, Vi, V2, ..., Vr, où Vi est la dérivée de V, — V2 le reste de la division de V par Vi, etc., le nombre des variations perdues par une partie Vi , Vi| ls . ., Vr de la suite dans le passage de x = a à » = 8 est une limite inférieure du nombre des racines réelles de Vi = 0 comprises entre a et 3.
Cette proposition se déduit immédiatement de la précédente.
II. Si l'équation Vi = 0 a p racines imaginaires, l'équation V = 0 en a au moinsp (Darboux).
Soient u., v les nombres des variations perdues respectivement par les suites
V, V|, . •., Vi_ 1? Vj, , y i ,
m , Vi-j.,, .. ., Vj ,
dans le passage de x = — oo à x = oo, et soit m le degré de V. On a u. < v -J-i"; d'où m — y- < m — i — v. Or, ;j- étant le nombre des racines
réelles de Y, m — ;j. est celui des racines imaginaires; m — i étant égal ou supérieur au degré de Vi, et v étant égal ou inférieur au nombre des racines réelles de Vi, le nombre des racines imaginaires de Vi est égal ou inférieur à m — i — v, etc.
2. Soient X = 0 une équation qui a des racines multiples, X! la dérivée de X, V et Vj les quotients de X et Xj par leur p. g. c. cl. Xr .
Si a est p fois racine de X = 0, p est égal à la valeur, pour x = a, du quotient de \\ par la dérivée V de V. (Sturm).
Xeuberg. Algèbre. i3
De X = XrV, Xx = XrV! on déduit y1 = V- si x — (* — a)vo(x) , on trouve facilement
po{x) -J- (a? — a)'f'(.T) (a? — tt)'f(^)
V étant de la forme (x — a)f(x), on a V = /(as) -j- (x — a)f'{x) et la valeur
de V, pour t\- = a, est égale à /\a) ou égale à la valeur de — pour x— a.
Cela posé, faisons a: = a dans l'égalité (1), etc
Corollaire. — En égalant à zéro le p. g. c. d. de V et Vl — ]>\', on a l'équation dont les racines sont toutes celles de X, de l'ordre de multiplicité/), mais prises chacune une fois. (OSTROGRADSKI).
3. Soit V = 0 une équation ayant toutes ses racines réelles et distinctes, et soit V, Vi, V2, . ., Vr la suite de Sturm relative à V. 1° Les racines de Yi sont réelles et distinctes ; 2 elles séparent les racines de Vi-| t.
En effet, si m est le degré de V, les fonctions de Sturm sont au nombre de m -j- 1 et leurs premiers termes sont positifs (205). Par suite, dans le passage de x = — oo à x = oo, la suite Yi, Vi-j-j, . ., Vm perd m — i variations, ce qui exige (pie le rapport passe au moins m — i l'ois du né-
gatif au positif en s' annulant ; le degré de Yi étant aussi m — i, Vj n'a que des racines réelles et simples. Chaque fois que x passe par l'une de ces
racines, le rapport ' passe du négatif au positif; on en conclut, en \ 1+1
raisonnant comme pour le théorème de Rolle, que les racines de Vj séparent celles de Vi-j-i.
4. En effectuant la division de 1 par 1 -\-2ax -f- a- suivant les puissances croissantes de a, on obtient un quotient
P0 + Fia -+ P2a* + ... H-P^-4- ...
dont les coefficients P0, Px, P2, .. sont des fonctions entières de x Montrer (pie l'équation Pn =0 a toutes ses racines réelles.
Au terme Pnan du quotient de 1 par 1 -\-2ax -\-a2 correspond un reste de la forme Ra^-H1. De l'identité
(1 -f 2ax |- cr) (P0 -f P> + P>2 f ••• h Pn«n) -h R&n+1 = 1
on déduit
P0 = 1, Pi H- 2P0* = 0, P2 -f- 21\v h P0 == 0,
..., IVf 2Pn_1.M-Pn-2-0.
On peut appliquer l'exercice 1 à la suite Pn, Pu— i, ••• > 1*0 ; les premiers termes de ces fonctions ayant des signes alternes, la suite gagne ri variations quand x varie de — oo à -J- oo.
FORME GENERALE DES EQUATIONS RECIPROQUES
211. Abaissement des équations. — Abaisser le degré d'une équation, c'est la ramener à une ou plusieurs équations de degré moindre. Ainsi, les équations ayant des racines égales sont susceptibles d'abaissement (185) ; celles qui ne renferment que des puissances paires de x se ramènent à des équations de degré moitié moindre, etc.
Définition des équations réciproques. — Une équation
est dite réciproque lorsque, admettant une racine a, elle admet
aussi la racine - •
Exemple. — L'équation
admet les racines
les inverses de ces racines,
reproduisent les racines. Donc l'équation est réciproque.
Les racines d'une équation réciproque vont par couples, tels
une a et -> 3 et-^» ••• '■> toutefois, il peut y avoir la racine x — 1
ou x — — 1, qui est sa propre inverse.
Soit F(x) = 0 une équation réciproque. La transformée en
admet les mêmes racines ; par suite les coefficients des polynômes entiers F{x) et xmF (-) sont proportionnels. Cette remarque permet de trouver la forme particulière des équations réciproques.
213. Forme générale des équations réciproques. — I. Considérons d'abord une équation de degré pair, par exemple
F(x) = x6 -f Ax* -f B#4 + Cx* 4- D.r2 -|- Ex + G = 0 (1)
La transformée en - est
»A/ »A/ tA/ \K> tAs \*J
si l'on chasse les dénominateurs et qu'on divise par G, il vient
Les équations (l) et (2) ayant les mêmes racines, on a
La dernière relation donne G2 = 1, G — ± 1 ; les antres se réduisent à
Suivant que l'on x^rend les signes supérieurs ou les signes inférieurs, l'équation (1) prend l'une ou l'autre forme
.TG -f Atf5 -f Bx4 rf Cx3 4- Bx2 4- Ax -|-1=0, i3)
œ8 4. Ax5 _j_ Ba.4 . Ba,2 _ Aa? — 1 = 0. (4 >
Donc, une équation de degré pair est réciproque, si les coefficients des termes équidistants des extrêmes sont égaux et de môme signe, ou égaux et de signes contraires ; dans le second cas, il n'y a pas de terme du milieu.
Ce caractère est encore applicable lorsque le coefficient du premier terme de l'équation est différent de l'unité.
La première des formes trouvées est la forme normale des équations réciproques ; toutes les équations réciproques s'y ramènent.
Pour réduire l'équation (4) à la forme normale, on réunit les termes équidistants des extrêmes :
(x6 — 1) '+ kx(x* — 1) + Bx2(x2 — 1) = 0 ;
supprimant le facteur x2 — 1, on trouve
œ* + a?2 + 1 + kx(x2 -f- 1) 4 Bx2 = 0, ou x* -f As? 3 -f (1 -f B)^2 -f kœ + 1 = 0 .
II. Considérons ensuite une équation réciproque de degré impair, par exemple
x* -f kxA + Bx3 + Cx2 -f Vx -f E = 0.
La transformée en - devient, après multiplication par x6 et
division par E,
DC,.B,,.A
Identifions les deux équations; nous aurons les égalités de condition
La dernière donne E — ± 1 ; les autres se réduisent à
D=iA, C = ± B. Donc, l'équation proposée a l'une des
formes
a:5 -j- kx4 -f Bx3 + Bx2 -f kx 4-1-0, (5)
xA 4 kx4 4 Bx3 — Bj;2 — kx—l=0. (6)
Ainsi, une équation de degré impair est réciproque, si les coefficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux et de même signe, ou égaux et de signes contraires.
Les équations (5) et (0) peuvent être écrites ainsi : x> ± 1 4- \x(x* ± 1) 4- Bx-(.r ±1)=0; ou en écartant le facteur a: ± 1 :
x* T ce3 4- x- T x 4- 1 -f- A.r(.r2 T ^ -f 1) + Bo?2 = 0,
ou ^4 -f (A =f D-3 + (B 4 A + !)•** h t"A T !)•* + 1-0.
Donc les équations réciproques de degré impair se ramènent à la forme normale .
Abaissement de l'équation réciproque.
Soit une équation réciproque sous la forme normale
o-în _[- A^211-1 -f A,^2n-2 4- .. + A,A,ri + ... -f Axa> -h 1 == 0- (7)
Prenons pour inconnue auxiliaire la somme de deux racines réciproques :
le nombre des valeurs de z est la moitié de celui des valeurs de x, c'est-à-dire n. Par conséquent, la transformée en z sera du degré n; on l'appelle la réduite ou la résolvante de. l'équation 7 . Pour former cette réduite, divisons l'équation (7) par a" et rapprochons les termes équidistants des extrêmes ; nous aurons
(*" +à) +Al(*B" ' + ,;»-.) + Ae(*'°-!|- -L) + ... + A.-0. (9)
Si l'on fait
l'équation [9) prend la forme
Zn +. A^n-i -h A2Zn_, + ... h An == 0. (10)
Pour calculer Zp en fonction de z, multiplions, membre à membre, les égalités
xV +.„ • = zi" * + ;: = *;
nous aurons
ou Z,,, ! |- Zp_i — ZyZ ;
donc Zp+i — Zps — Zp_i.
Ainsi, partant des valeurs initiales Z0 —2, Zt = 2, on obtient les fouet ions Z2, Z;5 ..., pnr voie récurrente : chaque foneiion est égale n lu somme des deux précédentes, respectivement multipliées pnr z et pnr — 1 .
En appliquant cette rôg'le, on trouve
Z , étant de degré p en 2, la réduite (10) est bien de degré n.
Si on sait la résoudre, les valeurs de x résultent de x -\- - = z,
où s est remplacé successivement par chaque racine de (10). 215. Exemple. — Résoudre l'équation
./•'; — 5tf5 -h llx4 — \Ç>x3 + 1 U~ — 5^+1 = 0. Divisons par a:3 et rapprochons les termes équidistants des extrêmes :
r^.h M_5^+^Vhii^-f^-^-o,
ou Z3 — 5Z2 + HZj — 16-0.
On a trouvé Z., = ^2 — 2, Z3 = z:i — 3z ; par suite la résolvante est
c3 — oz- -1-8- — 6 = 0.
La méthode des racines commcnsurables donne z = 3; divisant par s - 3, on obtient z- — 2z -f- 2 = 0, d'où z = 1 ± V — 1 .
1 , z±\Jz~ — 4 ,
L'égalité a- + - = s donne .\' = - -„ » et en rempla-
cant z par les valeurs trouvées :
Exercices et notes.
Démontrer que Zp-j~q -j- Zp— q = ZpZq
4. On peut généraliser la théorie des équations réciproques en appelant
réciproque une équation qui, admettant la racine a, admet aussi la racine
5 À- étant un membre donné. Trouver la forme générale d'une telle a
équation.
Si l'on divise les racines par \/A, la transformée est une équation réciproque proprement dite.
Démontrer que toute équation du 4e degré
A0.r4 -f- A^a?3 4~ A.2a?s + A3a; -f- A4 = 0, peut se ramener à une équation réciproque au moyen de la transformation
x = a Ar by .
G. Quelles sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients d'une équation F(.v) — 0 pour que, si a est une racine quelconque, 1 — * soit également une racine?
Résoudre l'équation
La substitution x | l y conduit à une équation réciproque
La substitution - conduit à une équation cubique ayant pour
racine -? 1.
L3. Démontrer que la forme la plus générale du polynôme entier 1 \ '
satisfaisant aux conditions F(l — x) F(x), xmF{ ) Im'.v est
•(.v), .V"lY|
(x* —x)*p(x* — x + \yi{A0<xz — x + l)3n -f Kx{x% — x -f l)»to-»(a?s — x + \,(x- — x \- iyi*-®(xz - xY -f ... + An(.r2 — xf%
/>, (/, n désignant des entiers positifs et A0> Àj, ..., An des constantes quelconques. (Concours général de Paris, i8?4')
14. Trouver quatre nombres en progression géométrique, connaissant leur somme et la somme de leurs carrés.
Les équations binômes sont celles qui ont la forme
yn _ A = 0f (!)
A étant une quantité donnée. Les solutions de l'équation (1) sont
les différentes déterminations de y A.
Soit a l'une de ces solutions. Si l'on remplace A par am et qu'on pose y = a.v, l'équation (1) se ramène à X™ — 1 = 0. Par
conséquent, les différentes valeurs de \ A sont égales au nombre a multiplié successivement par les différentes racines mes de 1.
Si A est positif, on peut prendre pour a la racine me arithmétique de A. Si A est négatif et que a représente la racine me
arithmétique de sa valeur absolue, ou trouve, eu posant encore y = n\\ l'équation xm -f- 1 = 0, de sorte que les valeurs de x
sont les produits de a par les différentes valeurs de \ — 1 • On peut donc distinguer quatre cas, représentés par
Le second se ramène au premier par le changement de x en — x. L'équation .y2" — 1 = 0 se décompose en deux autres
xn— 1 = 0, .vn -[-1=0.
Si n est impair, ces nouvelles équations sont comprises dans les deux premiers cas; si n est pair, la seconde rentre dans le quatrième cas, et on peut continuer la décomposition de la première. On voit qu'il y a deux équations binômes distinctes, « savoir
Propriétés des racines de l'unité.
217- Théorème. — Toute puissance dune racine mc de l'unité est aussi racine me de l'unité.
Soit a une racine me imaginaire de l'unité, de sorte que am — - 1. Nous aurons (am)n = (anjra = 1 ; donc an est une racine m'' de l'unité.
D'après cela, les termes de la suite
sont des racines mes de l'unité. La suite est périodique : la période comprend au plus m termes; car, de ara = 1, on déduit
ym ! 1 >,nx _ ^ am ! 2 _ ama2 „ a2} efcc
218. Théorème. — Les racines communes à deux équations x™ — 1 - 0, xn —.1=0, (2)
sont également racines de l'équation
d étant le p. g. c. d. des exposants m et n.
Soit m n : si <j est le quotient et r le reste fie In division de m par n et que * désigne une racine commune aux équations 2 . on a
xra _ 1 ; a"(l I •'■ - 1 0, a'1 — 1 = 0.
La première relation se réduit à *r — 1 - 0, car x'"1 ' ''-- (a"/'*1'. Donc a est une racine commune aux équations
xn - 1 = 0, xr — 1 - 0.
D'après cela, si /•, /•', r", ... (/ sont les restes des divisions que Ton effectue pour trouver le p. g. c. d. des nombres m et;*, a est racine de chacune des équations
iVt __ i _ o? jpp» _ i = o, .fl" — 1 = 0 , . ., a?(1 — 1 == 0.
Donc tonte racine conimune aux équations (2) appartient à l'équation (.'$). Réciproquement, tonte racine de l'équation (3) est aussi racine de chacune des équations (2).
Si m et n sont premiers entre eux, les équations (2) ont la seule racine commune x = 1.
219. Théorème. — Si m est un nombre premier et « une racine imaginaire de l'équation x"1 - 1 = 0, les m racines de celle équation sont
En effet, chacun de ces ternies est une racine (217). Ces racines sont distinctes; car si l'on avait xh — ah', on aurait, en divisant par a'1', ahh' = 1 ; donc les équations .vm — 1 =- 0, xh~h' — 1=0 auraient une racine commune. Le plus grand commun diviseur de m et h — h' étant 1, cette racine appartiendrait à l'équation x — 1 = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse.
220. Racines primitives. — On appelle racine m' primitive de l unité une racine imaginaire dont les m premières puissances reproduisent toutes les racines mes de l'unité. D'après ce qu'on a démontré tantôt, toute racine imaginaire de l'équation .vm — 1=0 est une racine primitive lorsque l'exposant m est un nombre premier. Quand m est un nombre composé, certaines racines sont primitives, et les autres sont non primitives.
RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DE QUELQUES ÉQUATIONS BINOMES
Celte équation donne
v • i -liV-3 d ou x = 1 , x —
On vérifie aisément que /es deux racines cubiques imaginaires de l'unité sont, chacune, le carré de Vautre; nous les représenterons par 0 et 0~.
Pour obtenir les racines sous la forme a j- (3 V — h écrivons
x4 + 1 -I- 2xz = 2ar, d'où a?2 -f 1 = ± a? V 2 ; donc x= y= [± 1 ±V — l).
3° xh — 1 — 0.
Après suppression du l'acteur x — 1 on obtient l'équation réciproque
x4 -\-x3 -\-xl -Y x -f- 1 = 0,
(lue la substitution .v +- =z ramené a 1 x
On en déduit
*=|(— l iV5);
— 1 ± V'5 ± V— 10 ± 2V5 puis x
Opéranl comme dans le deuxième exemple, on trouve suc-
cessivemenl
a;8 I - 1 | ïx4 2x*, x4 | 1 - | ./■- \'-2,
Les doubles signes intérieurs sont conjugués.
A cause de x1'2 = (a*4/", le premier membre est divisible par .v4 f- 1. Il reste donc à résoudre l'équation
afi—œ* 4- 1 = 0.
Elle donne successivement
x8 -f 2.r4 -f- 1 = 3.r4, a;4 | 1 = ± xz \:{.
./•4 h 1 4- 2v' ~- ®2{2 ± V'3), ^2 -I- 1 = 4 ce y-2 4- V 3 ,
Les doubles signes intérieurs sont conjugués.
O ,rlr' — 1 = 0.
A cause de .v15 = (x3)5 = (.v"1)3, on a
a-15 _ i = (,r ___ i) (^2 |_ x _j_ i) (à?12 + #9 -|- .rfi -f ,rn |- 1), #15 _ 1 ^ (<7; _ i) (<T-i _|_ #3 _j_ ^.2 _j_ x _j_ i) (#1° _|_ #5 _j_ ! )#
Sept racines de l'équation proposée sont données par les équations
On obtient les huit autres racines en égalant à zéro les < pi o tient s
.r'- 4- a;94 xô 4- .v3 -|- 1 ^ a^104- a* h 1 > .^ 1 a?3 4 œM-ï + 1 ' »* 4-# |l'
, — 20t> — égaux tous deux à
On a ainsi à résoudre une équation réciproque.
Remarques. — T. Lu attribuant à /? les valeurs
on obtient m valeurs distinctes pour a*; car, les arcs
étant moindres qu'une circonférence, deux quelconques d'entre eux, n'ont pas, à la fois, môme sinus et môme cosinus.
IL Si l'on donne à n d'autres valeurs, on retombe sur des racines déjà trouvées Car, une telle valeur est mq |- n\ n' étant l'un des nombres (2) ; l'arc correspondant de la formule (1),
2(mq -f n')n , 2>?/~
, , ,. . . ,. . ,, 27î'tt
a les mêmes lignes trigonometriques (rue 1 arc
III. Les valeurs de x répondant à deux valeurs de n dont la
somme est m, sont imaginaires conjuguées ; car les valeurs
(*; Nous reprenons et complétons les notions développées au £ 25
4niz correspondantes de Tari- ont pour somme 2-, de aorte une
liMirs cosinus sont égaux, et leurs sinus égaux el de signes contraires.
On obtient donc toutes les racines de l'équation .vm — 1 0 en attribuant, dans la formule
Considérons maintenant l'équation
77Z étant pair. Si l'on pose encore x == /'(cos 0 -f- / sin 0), on a
vm (cos mb \- i sin môj = — ■ 1,
d'où résulte d'abord 7,m — 1,7"— 1 ; ensuite,
cos ,„o = — 1, mfl = 2(?z | 1)-.
Les valeurs cherchées de a* sont donc
(2;/ -I Lit: . . (2;/ | \)r. oc cos -1 t sin
(Jette formule donne m racines distinctes, si l'on fait
les autres valeurs de n reproduisent les mêmes racines; enfin, deux valeurs de n dont la somme est m — ■ 1 donnent pour x des imaginaires conjuguées.
Facteurs trinômes de xm ± 1.
Si m est impair, les racines imaginaires de l'équation
xm — 1 — 0 sont donnés par la formule
2n- . . 2)ix = cos ± i sin - »
où n reçoit les valeurs 1, 2, ..., 0 • Décomposons #m — 1 en
facteurs du premier degré, puis effectuons le produit de deux facteurs conjugués ; nous aurons
./•11"> — ) = [x— ! j ! x- — 2x cos -f- 1
.r2 — 2j?cos 4- 1
xl — 2.r cos v - 1
Semblablement, si m est pair.
.t'2 — 2.# cos - 1 m
x2 — 2x cos
— 2'1 cos H- l
Exercices et notes.
Résoudre complètement l'équation »2oa f/>.vm |- q
5. Partageons une circonférence en 2m parties égales, aux points A0", \{, A.,, V2m -l : joignons le centre O à tous les points de division et menons
une ligne OP faisant l'angle " avec le premier rayon OA0; enfin joignons
P aux points A0, Aj
Si OA0 — 1 el OP .v. on ;i
x*m - 2x* cos a | l (1\\0 . I>A, . PA, ... PA2m_2)2, x*~™ \ 2a?m cos a |- 1 (l^ . PA3 . PA5 ... PA2m .,)*.
MOIVRE.)
Si ;/ 0, on a le théorème de Côtes, exprimé par les égalités
*m-l - ±PA0.PA2...PA2m_2,
■'"" hl= PA1.PA3...PA2m_1.
G. Si ni et n sont premiers entre eux, on obtient toutes les racines de A.mu — 1 --o on multipliant toutes les racines de .v"1 — I =0 par toutes ies racines <\v .v" —1=0.
CHAPITRE XY
êq hations i) u trot stem e degré i;t dû quatrième degré.
Équation du troisième degré.
226. Méthode de Hudde. — Eu faisant disparaître le terme en x2 d'une équation du 3e degré (136), on la réduit à la forme
X3 -\~ pX- ~f- q = Ô. (1)
Posons x -= y \- z, y et z étant deux ineonnues auxiliaires; l'équation devient
.>r H- *r; 4- 3y*2 f s3 f pi> + *) + ? - 0, nu iy r\- ;3 + q) -f (j/ + s) (%; -f- p) - 0.
NEUBERG. — Algèbre. \\
Elle est vérifiée par les solutions du système y* + ^ H- q = 0, 3ys 4- P = 0,
w ou y3 -f *3 = — g, yz = — -«
Prenons pour inconnues y3 et s3 ; comme elles ont pour somme — ry, pour produit — f '. j , elles sont les racines de l'équation
Par conséquent
M - sz - ' 2 ± Y 4 + 27
et la valeur cherchée de -Y est
227. Formule de Cardan. — Ce résultat est connu sous le nom de formule de Cardan, bien qu'il soit dû à Tartaglia.
L'inconnue auxiliaire y a trois valeurs, que nous représentons par R1} Rjô, RXQ2, 6 désignant une racine cubique imaginaire de l'unité. De môme, z a trois valeurs R,, R2G, R262. Comme on
doit avoir yz — — ., > on associe des valeurs de y et z ayant un
produit réel. Si R[ et R2 vérifient cette condition, de manière
que RjR2 =-- — ^> les valeurs de X sont
œl = Rj + R2> ^2 = Ri° + R*6'2» -r3 = M2 -I- H20.
La formule (2) envisagée dans toute sa généralité comporte neuf valeurs. L'introduction de six valeurs étrangères à l'équation (Ij est due à ce qu'on a remplacé l'équation yz = — ~ par
l'équation plus générale y3zz = — fe; celle-ci équivaut aux trois
suivantes :
yz =
pW
On obtiendrait les deux dernières si, dans l'équation (1), /> était remplacé par/ri ou p62; donc les neuf valeurs de x résol- \ ent les trois équations
x* -|-yu' 4- 7 = 0, r-fpO,ï | f/ = 0, #3 4- pQ*# | q 0,
contenues dans l'équation unique du 9e degré
(j?3 4- (//' — yy':.r: .
On ne conserve que les solutions de l'équation (1) en écrivant
Discussion. — Nous distinguons trois cas
1° . - -{- Lj > 0. Dans la formule (2), les radicaux cubiques
portant sur des quantités réelles, nous pouvons prendre pour R15 Ro leurs valeurs arithmétiques. Les racines de (1) sont alors
a?! = Ri 4- U2,
x% = PMo 4- R,o2 = - g (R, f R,) - \ (R, - R2) V - 3 ;
âiâ
la première est réelle, les autres sont imaginaires.
2o i! _ij{L = (). On a R, - R,; par suite
L'équation a donc deux racines égales.
n2 V3 3° À- 4-iv* < 0. Les radicaux cubiques portant sur des (iuaii-
tités imaginaires, H{ et Ii2 sont imaginaires. L'équation paraît donc avoir trois racines imaginaires. Mais nous avons vu (206) que les trois racines sont réelles dans l'hypothèse considérée.
On en conclut que les imaginaires se détruisent dans les valeurs de xx, a*3, x3. Cependant l'algèbre est impuissante à ramener les expressions de ac1? x2l x3 à la forme réelle ; c'est pourquoi le cas qui nous occupe, est appelé cas irréductible. Nous allons montrer comment, au moyen des fonctions circulaires, on peut obtenir les expressions réelles des racines.
Cas irréductible.
<72 !>* 230. Première Solution. - Lorsque -- [ ~ 0, posons
— \ ± \/fÇ 4- Ct - >'(l'OS 0 ± V - 1 Bill 6);
il en résulte
|, rrfn» = \J -iq' ' "''"<■ Faisant la somme des carrés on obtient
rcosO= - |i sinO---- y -57
V-fi
valeur réelle, car l'inégalité - -f- £-„- < 0 exige /> < 0. Les égalités io) donnent ensuite pour 0 une valeur unique 2 comprise entre 0 et 2~.
Les radicaux cubiques qui entrent dans la formule (2) ont pour expression (25)
\ r(cos a |- V — 1 Slll a) - r3 (cos -|- V - 1 sin -L
\ r(cos x — y — 1 sm a) = r3 ( cos — \/ — 1 sm - -
Les trois déterminations de chaque radical correspondent aux valeurs n 0, 1, 2; on doit prendre la même valeur de n dans les deux radicaux, afin que leur produit soit réel. Les racines de l'équation proposée sont donc
2T3 cos - 1 2r3 cos Q > 2r:i eos
Seconde solution. — On a l'identité
ci y.
sin a = 3 sin - — 4 sin:i - • o •>
Si sin x est donné, cette égalité peut servir à déterminer
sin -; en posant sin = v, on aura a résoudre 1 équation o o
V3 — 7 */ -h 7 sin a — 0 . (4)
Les trois racines de cette équation sont réelles. En effet, les arcs qui ont un même sinus sont compris dans les expressions 2mt -f- a, (2/1 + 1)~ — *5 « étant un nombre entier quelconque. Comme l'équation (4) dépend de sin a et non de l'arc a, elle
ii i i i i ^ 2/l7r + a
donne les sinus de tous les arcs de la tonne — rj~ ou
.> " ; si l'on remplace n successivement par 3 n\ 3/îr-f- 1 , o
3 n' f 2, on trouve que l'inconnue y a trois valeurs différentes
représentées par
sin - > sm — - ' sm .-,-- • (5)
Telles sont les racines de l'équation (4).
Mais ces racines s'obtiennent aussi au moyen des tables trigonométriques, remarque qui conduit à une i «solution du cas irréductible.
Multiplions les racines de l'équation .v3 -j- px h 7 = 0 par mie indéterminée k; nous aurons l'équation
que l'on peut identifier avec l'équation (4). Les conditions
pk2 = — - ' 7/e3 - : sin a, 4 4
donnent
*-W4 —- fv
On vérifie facilement que dans le cas irréductible, cette valeur de sin a est comprise entre — 1 et 1. Les racines cherchées sont donc
sin-. sin » sin-
232. Application. — Partager un hémisphère en deux parties équivalentes par un plan parallèle à la base.
Prenons le rayon pour unité, et soit x la distance du centre au plan cherché. Le segment compris entre la base de l'hémisphère et le plan parallèle doit être égal au quart de la sphère ; de là, l'équation
ou a;3 — Sx -f- 1 = 0. (ô)
Elle rentre dans le cas irréductible, car
Si Ton applique la formule de Cardan, on trouve
V~2 + 2V~3+ V ~2~2V Posons (230)
— } h l V — 3 = n'eos 0 ± V — 1 sin 0),
alors
rcos6 - = — -, r sin 8 =gV3,
d'où
r = 1, cosO==: — -> sinO = -V3.
Od peut donc prendre 0 = 120», 120° + 360°, 120° 1-720", et la formule de Cardan donne pour x les valeurs
2 eos 40°, 2 cos 160° = — 2 cos 20°, 2 cos 280° = 2 eos 80°.
En se servant des tables de logarithmes, on trouve
xx = 1,532..., x~ = —1,8793..., x2 =0,3472...
La valeur xz répond seule au problème de géométrie.
Si Ton multiplie les racines de (6) par une indéterminée A* (231) et qu'on identifie la nouvelle équation avec l'équation (4), il vient
3/r == » /r — sin a ;
d'où
k = l , sin a = h * - 30°, 31)0°, 750°. Les racines cherchées sont donc a?, =^-==2sinl0°,a;2=2sinl303==2sin50'J,a?3-=2sin250o----2sin70o;
elles se ramènent aux expressions trouvées ci-dessus.
Equation du quatrième degré.
233. Méthode de Descartes. — Toute équation du quatrième degré peut être ramenée à la forme (136)
x* 4- Ao?2 +B*4-C -0. (7)
Si l'on parvient à mettre le premier membre sous la forme d'un produit de deux facteurs du second degré,
(■<-' ! px + q)(x*+p'x \-q),
il suffit d'égaler à zéro chacun de ces facteurs et de résoudre les équations ainsi obtenues. Identifions ce produit avec le premier membre de (7); le terme en .vn ayant un coefficient nul, on a p + />' — 0. Xous posons donc
(oc* -I - px f q) (*2 — P* -1- <ï) = ^ f A.u°- -f IU + C . (S) On trouve facilement les égalités de condition
'/ "f <i — P' = A, (7' — 7)^ = P>, q<[ — C Les deux premières donnent
substituant ces valeurs dans la troisième, on obtient
ou p* f 2A/,4 -f- (A- - - 4C)/>2 — B2 0,
et en posant //- s,
s3 + 2As2 |- (A- — 4C) s — B2 0. (10)
Telle est la réduite ou la résolvante de l'équation (7). Elle admet au moins une racine réelle de signe contraire à celui du dernier terme: donc p a au moins une valeur réelle.
Application. > 4 — 10a2 — 9x
On trouve
d'où 27' - p2 10 - ° . 27 - p2 — 10 -f- - •
La résolvante est donc
p.-.io-D^-io+D^s,
ou ~3 — 20;': -\- 108s — 81 = 0.
On trouve facilement la racine z — 9. Prenons /) = 3; alors
2tf' = — 4, 27 - 2.
L'équation proposée est ramenée aux deux équations dn
second degré
x~ — 3a? — 2 = 0, a?2 |- :ir \ \ = 0; les racines cherchées sont donc
3 ± Vit — 3 t \/5
235. Remarques. — I. On voit facilemenl pourquoi la résolvante est du troisième degré. En effet, soient a, |3, y, o les racines de l'équation proposée; comme l'équation x2 |- />.v -f- q 0 doit donner deux de ces racines, /) peut avoir Tune des six valeurs
A cause de a -|- 3 \~ y -[- a = 0, ces valeurs sont, deux à deux, égales et de signes contraires; donc l'équation en /> est du 6e degré et ne renferme que des puissances paires de />.
II. On peut exprimer a, 3, y, S en fonction des racines zx, s2, ^;, de la résolvante (10). En effet, supposons
ajoutant ces égalités et tenant compte de la relation a -f- (3 -| -y J-o 03 on obtient
2« = ± v*; ± \iiz ± \jy3. (12)
Comme a est l'une quelconque des racines, la formule (12) doit donner les quatre racines, pourvu que l'on choisisse convenablement les signes des radicaux. Or, le dernier terme de la résolvante est — B2 ; donc cette résolvante convient aussi à l'équation x4 -\- A.v2 — Bx | C = 0 (*).
Pour voir quels sont les signes à attribuer aux radicaux dans les égalités (11), cherchons le produit (a -f- p) (« -|- y) (a -f 8) ; en effectuant les calculs, on trouve
(*j C'est la transformée en — .y, qui admet évidemment les mêmes valeurs de /> et dont les quatre racines sont également comprises dans la formule (12).
A cause do a ~|- p -\- y -f- o == 0, ce produit se réduit à apr 4. ay8 4. aps 4. pYS = — B.
Donc, si B est positif dans l'équation (7), on prend, dans les égalités (11), l'une des combinaisons
et d'après l'équation (12), les racines de (7) seront
+ \Zzx — \/zt -f /*, , + V-zY + i/*2 — i/*3 . Si B est négatif, les racines seront
~f- /*, -f k'j, + l/*3 , /*, — /*, — )/zZy — /*, + /*, — ^3 . — ^1 — ^*£ + ^3'
Ces développements supposent les valeurs de zlt zz< z3 positives.
Exercices et notes.
J. L'équation .v'! -\- px -\~q = 0 a une seule racine de signe contraire à celui de son dernier terme. Pour calculer cette racine, on peut se servir
de la formule x — > , • Si a est un nombre de même signe que — q et
tel, que a2 -\-p soit j>ositif, la racine est comprise entre a et aj = , ., /
Soit Z> un nombre intermédiaire entre a et at : la racine est comprise entre
b et A, = — i-s--i ■ Et ainsi de suite.
2. Soit .v3 — />.v — </--0 une équation rentrant dans le cas irréductible. Deux des racines sont les limites des expressions indéfinies.
\Ip + ± \Ip- q
La troisième a pour valeurs de plus en plus approchées :
:?. Résoudre l'équation
À0X3 | ;!A,,ri3A,r + A3^l). (D
on la ramonant à la forme
On trouve les conditions « + «'«À0, «? + *'?' S-An *p2 h*'?'2 =A2, *p» + «'§"= -A3. Eliminant a et a' entre trois de ces équations, on obtient
ou après suppression du facteur j3 — (3f,
A0PP, + Al(P + p') + A8 = 0l A,ppr + A8(p | p1) | A,«0. (2)
Ces égalités font connaître fi -\- ri' et pjj' ; on peut doue former l'équation du second degré ayant pour racines 8 et j3' :
^—^(3 _i_pr) _|_^f =Qi (3j
Si l'on élimine 33', 3 |- 3' entre les égalités (2) et (3), on trouve
Ao
Qf2 P
Ao A 3 - .>• a?2
équation qui peut remplacer (3). En ajoutant à la 3e colonne la 2e multipliée par a-, et à la 2e colonne la T'e multipliée par x, on obtient
AnA' ■ p Ai A. i .2? — |— A,) A,.r -f A2 A2# -|- A 3
Si l'on introduit la variable d'homogénéité y, le dernier déterminant est
xy
F' a-, j'j désignant A0a-3 | -3A1AJ2y-{-3A2;Y%)r2 + A3y3 ; on l'appelle le hessien de Fi a% y).
4. Résoudre l'équation du troisième degré par les fonctions symétriques.
Méthode de Lagrange.)
Soient xu x,, A:i les racines. La fonction X\ -f- A.v.> + Bx$ prend six valeurs quand on y permute x*i, ,v., x3 de toutes les façons. Soient
u = ccl -)- A.r2 | Ba'3, ux = x., -j- A.r3 -f- B>r15 u2 = x% \ A.v, -f- B.r2, v = a?! -f- AiT3 | B.r2, ^j = o?2 I \i\ -f- B<r3, tf2 = .r-j -f- Aa\2 -f- B.r,
ces valeurs. Elles dépendent d'une équation du 6e degré, qu'on sait résoudre quand elle est s6 — ms& -{- n -0. Les racines d'une telle équation étant de
de la forme À, ) 6, À0:, ;J-, [xB, ixO"2, on est conduit à choisir A et B de manière que «j = «0, 112 = h62 ; on trouve A = 8*, B =0. Pour ces valeurs, si Ton suppose y- — v, on a v.> ~ vO, ni — wô'2. Les valeurs de m et ;t sont,
m = w3 4 v3 = (a?j + 02a\2 -h 8a?3)3 + (a?, + 62a?3 4 0a?2 3, n = ît3w3 = (a?i + r~x2 4 6a73)3(a?i + e*a?3 -f Oay:î.
En tenant compte des égalités 03 = 1, 0 4 1 = — 0'2, on trouve
m = 2-3.r1 — 9Sar1Sa71a;2 4 27a?1a\2a,3, n = (^'zx1 — 31a* j a V'"*
Finalement a-j, x2, -v3 se déduisent des équations
a1! -J- a*.> -j- a:3 = — -* — » a?j 4 û2#2 ~4~~ ^3 = M> **i + ^2 H~ ^2a73 r== r- Ao
5. Résoudre, par la trigonométrie, l'équation x3 -\-px -\- q — 0, dans le cas où une seule racine est réelle.
Si p< 0,on ]>ose x =X (tg ^-f-cotg cp), X et « étant deux indéterminées De là, l'équation
a;3 X3(tg3 œ -f cotg3 » 4 3 tg cp 4- 3 cotg cp,
ou a-3 — 3k~x — X3(tg3 cp -f- cotg3cp) = 0,
qu'on peut identifier avec la proposée. Les racines imaginaires sont
x = X(0 tg cp 4 0'2 cotg cp J, a; — X(68 tg © -f 0 cotg ©).
Si /> > 0, on fait x - X(tg cp — cotg cp).
Si A.-), x.y, x3, x4 sont les racines de l'équation
x4 -j- «#3 4 bx~ 4 ca? 4-^ — 0, les racines de la résolvante de Descartes (233) ont pour expressions
- ., (,ri 1 x-i "~ x% "~ a,4)> àz - [pol 4 a'g — x.2 x4),
-*- ô V^l "T" #4 ' ,r2 .XZ)'
Car. on ramène l'équation à la forme x4 4 -^*2 4 Ba; 4 C = 0 en diminuant les racines de X.vj ; une racine de la résolvante est, par exemple,
— (^1 — 7 2a?! ) — (a?2 — - Sajj), etc. 7. Résoudre l'équation
XA 4 />.r:; 4 «y.r- 4 ra: 4 s = 0 1
par extraction de racine carrée. 'Méthode de Ferrari.)
Cette équation, écrite sous la forme
•> i P V P x~ + ôx) = \ i - V I *«-*•* — *, (2)
est résoluble immédiatement si r2 — s(4q — />2). Dans le eus général, on ajoute aux deux membres 2 ( a? | - ^ .v \y f- y*, ce qui donne
•' J h .> ■<* • f- P) ={-A —<i + 2// a;2 | ( py - r)a? + y2 - s. (3)
Déterminons y par la condition que le second membre de (3) soit un carré parfait; on aura une résolvante du 3(> degré en y.
Remarque. — L'équation (3) se ramène à
Soient X\ et .v., ou .vy et a\4 les racines de (4) suivant que l'on prend le signe 4- ou le signe — devant le second membre; ce sont les racines de(l). On aura
py — r , py — r
d'où y == 0 (\'i x.2 { aja-4). Cette valeur de y prend trois valeurs distinctes
si l'on y permute x\, x>, a*3, a-4 de toutes les laçons; donc r est donné par une équation du 3e degré.
s. Résoudre l'équation
par les fonctions symétriques. (Méthode de Lagrange.
10 On forme l'équation auxiliaire qui a pour racines
y 1 == •Jf'i«/£*2 •^•>3'^,,i? //■„> 3?i#?g ~~~ ^g.^4» //:» == ■' V^'4 ~ ' ^2*^3 î
les quantités yx \ - y.> -\- y3, yiy., + r.O's f Jsr 1 > TiX-zX^ se déterminent aisément en fonction de p, q, r, s.
11 suffit <le connaître une seule racine j-x de la résolvante. Car les produits A! a-.., a^a-4 résultent de
on déduit ensuite les sommes x ] -f a*.m ^3+ -v4 (l°s égalités («1 + œ%) + (*s + ^4) = - ^ ^3**4(^1 + #2) "f ''V'V''';; ! ^4) ; Li-
2° On l'orme l'équation auxiliaire qui a pour racines [xx 4- x.z — x3 — a\J-, (a?, }-- x3 — x2 — #4)2, (a^ + m4 — a?2 — a;8)3.
Résoudre l'équation
x4 4- cixZ + ra; ~1_ s - ^
au moyen de la substitution .v = j*--|-.s. (Méthode de Francœur.) Remplaçons x par y-\-z et ordonnons le résultat par rapport à z :
z* + tys3 h (%2 + g)** + (4y3 + 2qy + r)«
+ y4 + yy* + *y + * = a (î)
On obtient une équation bicarrée en z, en égalant à zéro la somme des ternies en z^ et z, ee qui donne
4j/z°- \-Air A-2qy 4-*' = 0.
Tirant de là £- pour substituer la valeur dans l'équation il), on aura
ri remplaçant y2. Soient a2, &2, c2 les racines de cette résolvante: alors
a2 -}- fr3 { c- = — ^ . abc = — Q • La valeur de s3 en y, si l'on remplace g
par — 2i a2-f- ft2 -|- c2), r par — 8abc, y par _}_ «'*, donne c = 4 (ô 4 c)- On en conclut que les valeurs de x sont
a -\-b -\- c, ci --h — c, - a 4- ô — c, — a — h 4- c.
Résoudre l'équation
.r4 4- 'Z^*2 4" rx -h 5 = 0
au moyen de la substitution .v =a-j-6 4-c« (Méthode d'Euler.) On a .v Sa, x- = Sa2 -f- 22afi ou .v- — Sa2 = '2~<ub et en élevant au carré
x* — 2x22a2 4- Sa4 — 2Sa262 — 8a&c2a = 0,
ou ^4 - 2x-Ia° — Sabcx -f £2a2 — 4Sa2è2 = 0.
Identifions cette équation avec la proposée; il vient
Sa2 = — \q, abc --= — } r, l*a2 — 42a2&2 ^ s . Donc 11-, b', c% sont racines de
Soient Z\, ~j, 83, les racines de cette ('«[nation ; on aura
les signes des radicaux devant être combinés de manière que Ton ait
abc ■ — r.
Si u', />', c' désignent trois valeurs des radicaux pris avec ces signes, les quatre valeurs de x seront
11. Résoudre l'équation du 4e degré en la ramenant à une équation réciproque.
On pose x = m + "J* et l'on exprime que l'équation transformée en y est réciproque. En éliminant n entre les deux égalités de condition, on parvient à une équation du troisième degré en m (*).
Résoudre l'équation
lorsque A\ — A0A2 (ou As — AjAg).
Multiplions l'équation par A<", et remplaçons A0A2 par Aj ; on pourra écrire
(Ao^ + A^- A? -Aï A3.
Le cas général se ramène au précédent : on remplace x par y | À et l'on dispose de X de manière que la nouvelle équation rentre dans le cas particulier considéré. (Méthode de Twining.)
Pour résoudre l'équation
A0xA + 4A^3 -f 6A2a?2 -f 4A3# -f A4 = 0, on écrit
Les trois termes du premier membre font partie du carre de
î •> , 2A, ( XA3 Xa?2 -h ] x -f - - ;
ajoutons aux deux membres les ternies nécessaires pour avoir dans le premier membre un carré parfait, et choisissons X de manière que le second membre soit également un carré, etc. (Méthode de Twining.)
yi ii: [)i
14. Résoudre l'équation .v3 ± :>/>'- .y =2c3en posant x " • (Méthode
de Yiète.)
(*) Pour une interprétation géométrique de cette méthode, voir Matbiesis, t. I, p 199 et t. II, p. 181.
RECHERCHE DES RACINES INCOMMENSURABLES
236. On sait déterminer les racines commensurables d'une (''({nation à coefficients rationnels (158, 162) et décomposer une équation qui a des racines égales en plusieurs autres donnant les racines d'un même degré de multiplicité (184). Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que l'équation donnée n'a aucune racine eommensurable ni aucune racine multiple ; ses racines seront donc incommensurables ou imaginaires.
La recherche des racines incommensurables se décompose en deux parties : 1° la séparation des racines; 2° le calcul des racines avec une approximation donnée.
SÉPARATION DES RACINES
237. Emploi du théorème de Sturm. — Lorsqu'on sait trouver les racines de l'équation dérivée F'(x) = 0, le théorème de Ivolle donne une méthode pour séparer les racines de P(;v)= 0(197).
Le théorème de Sturm permet également de séparer les racines; mais les calculs sont pénibles. On remplace, dans la suite de Sturm, x par — oo, 0, -|-oo; le nombre des variations de cette suite l'ait connaître le nombre des racines négatives et celui des racines positives de l'équation proposée. Pour déterminer les racines positives, substituons à a*, dans la suite de Sturm, les nombres 0, 1, 10, 100, ... jusqu'à ce qu'on atteigne la limite supérieure des racines positives; nous saurons ainsi combien l'équation a de racines dans les intervalles (0, 1), (1, 1 0» , (10, 10)), .... Substituons ensuite à x les nombres entiers consécutifs, compris dans les intervalles utiles. Si les nombres a et a | 1 comprennent une ou plusieurs racines, remplaçons, dans
la suite de Sturm, x par a, u f- , > a -{- .-. < etc. Et ainsi de suite.
Nous arrivons ainsi à trouver deux nombres décimaux avant
une différence aussi petite qu'on veut, e1 comprenant une seule, racine.
238. Méthode par substitutions successives. — Elle est plus simple que la précédente, mais imparfaite. 11 suffit de nous occuper des racines positives, les racines négatives étant les racines positives de F(— x). Substituons, dans F(x), kx des nombres compris entre 0 et la limite L des racines positives; si cette limite est quelque peu grande, on commence par les
nombres 0, 1, 10, 100 Lorsque deux résultats consécutifs
de substitution sont de signes contraires, les valeurs correspondantes de x comprennent un nombre impair de racines de F(x). Il peut arriver que le nombre de ces intervalles où l'existence d'une racine est certaine, soit égal à la limite supérieure assignée par le théorème de Descartes au nombre des racines positives; dans ce cas, les racines sont séparées. Mais généralement il n'en est pas ainsi ; alors on subdivise les intervalles, ou bien l'on a recours à d'autres procédés (l'étude de la dérivée, l'emploi du théorème de Rolle, etc.).
Un perfectionnement important de cette méthode est dû à Lagrange. Il
consiste à déterminer une limite inférieure s du module de la différence
de deux racines de F(œ) = 0; cette quantité o s'obtient au moyen de l'équation aux carres des différences des racines de F(a?) = 0 (180). Si l'on remplace a? par des nombres en progression arithmétique de raison v, deux
termes consécutifs de cette progression ne peuvent comprendre plus d'une racine de 1m. /•)=(); par suite, s'ils en comprennent une, les résultats de substitution correspondants sont de signes contraires. En multipliant les racines de V(oc) = 0 par o, on obtient une équation dont deux racines n'ont jamais la même partie entière; il suffit maintenant de substituer kx des nombres entiers consécutifs, pour trouver des intervalles comprenant une racine de la transformée.
Exemples
Le théorème de Descartes montre que l'équation a une seule racine positive et une seule racine négative. La règle de
Lagrange donne L — l'-|- ylO ou 4, L' = 1 + V10 ou 3. On trouve, pour
Neuberg. — Algèbre. i5
Il résulte de là que la racine positive est comprise entre 2 et 3, la racine négative entre — 1 et — 2.
L'équation a deux variations, donc elle peut avoir deux racines positives. Elle n'a pas de racine négative.
En groupant ainsi : x(x* — 65) 4 x2 4 5 = 0, on trouve L = \6b, soit L -h 5. Ensuite, pour
P(ûï) = 5, — 58, — 105, — 100, 17.
Les racines sont séparées : il y en a une entre 0 et 1, une seconde entre 3 et 4.
D'après le théorème de Descartes, l'équation a deux racines
positives ou n'en a pas ; elle a une racine négative.
En groupant ainsi : x(x2 -f- Sx — 17) f- 5, on voit que
m) (ou 3) est une limite supérieure des racines. De
on déduit L' = 6. Formons maintenant le tableau :
nous en concluons l'existence d'une racine dans chacun des intervalles
Déterminons la dernière de ces racines à moins d'un dixième près. A cet effet, nous pourrions substituer, dans F'v.v), à x les nombres 2, 2,1, 2,2, ... jusqu'à ce que deux résultats consécutifs soient de signes contraires. Pour diminuer ces essais, nous taisons une interpolation par parties proportionnelles, ce qui revient à admettre que les accroissements de F(x) sont proportionnels à ceux de x, tant que oc varie entre des limites assez
rapprochées. On a trouvé F (2) - - — 9, F(3) = 8;si2 | x est la racine, on a F(2 -f- a) = 0. De là, la proportion
donc approximativement a= 1_»
Ainsi, la racine est sensiblement 2 17 ou 2.6. Comme
F 2, Oj = — 1,344 et F (3) = 8, la racine est comprise entre 2, 6 et 3; enfin, de F(2, 7) = -h 0,653 on déduit qu'elle est comprise entre 2,6 et 2,7.
4° oçz — Ix + 7 = 0'.
Cette équation a une racine négative; elle peut avoir deux racines positives. En écrivant x(x2 — 7) |- 7, on trouve L == i/7 et de — F(— x) = x3 — 7x — 7, on déduit V = 1 -f i/7 ou 4.
Ensuite, pour
La racine négative est séparée. Quant aux racines positives, les substitutions ne nous apprennent rien. Cependant (206)
de sorte que les trois racines sont réelles. Il faut conclure de là que deux racines positives tombent dans le même intervalle. Ces racines comprennent une racine de l'équation dérivée
F'(.v) = Sx2 — 7 = 0; la racine x = -f \A de la dérivée étant
comprise entre 1 et 2, les racines de F(x) = 0 appartiennent à
l'intervalle (1, 2), et l'une d'elles est comprise entre 1 et V »
la seconde entre V/;, et 2.
Déterminons ces racines à moins d'un dixième près. Comme
deux interpolations par parties proportionnelles conduisent aux valeurs approchées 1,3 et 1,7. On trouve ensuite
de sorte que les racines cherchées sont, à moins d'un dixième près par défaut, 1,3 et 1,0.
5° oc3 — 2x- -\-5x — 7 = 0.
L'équation n'a pas de racine négative; elle peut avoir une ou trois racines positives. La méthode par groupement des termes donne L = 2. Formons le tableau
Il en résulte qu'il existe au moins une racine dans l'intervalle (1,2); mais on peut aussi supposer soit deux autres racines réelles dans l'intervalle (1, 2) ou dans l'intervalle (0, 1), soit deux racines imaginaires. Considérons la dérivée
Ses racines étant imaginaires, F'(.v) esl» constamment positive, F (x) constamment croissante; donc l'équation F(x) = 0 a une seule racine réelle, appartenant à l'intervalle (1,2).
Calcul des racines.
240. Méthode de Newton. — Supposons qu'on ait déterminé une racine de F(x) = 0 avec une certaine approximation, par
exemple à moins de --- près. Soient a la valeur approchée,
a -f- /? la valeur exacte de la racine; h sera le terme de correction. On doit avoir
F(« + h) = F(a) ! hF'io) + y.} F» -\- ... = 0.
Si la quantité h est suffisamment petite, les termes en h-, 7i3, .. seront généralement négligeables et l'on aura sensiblement
F(a) + h¥\a) = 0, ou h^-^y
De là, la règle écrivante formulée par Newton : Si a est une valeur approchée d'une racine de F(x) = 0, on obtient généralement une valeur plus approchée en ajoutant à
a la (junnlile — ,
On admet généralement que la méthode de Newton double le
nombre des chiffres décimaux que renferme le nombre a ; soil
hx le quotient ainsi déterminé et posons a, = a |- /?,. On peut
maintenant opérer sur a{ comme tantôt sur a, et doubler le
nombre des chiffres décimaux exacts de la racine. Et ainsi de
suite.
241. Interprétation géométrique. — L'équation y = F(x) représente une certaine courbe AB (fig\ 13); une racine de Fig. i3. Fig-. i4-
l'équation F(v) = 0 est l'abscisse du point B où cette courbe coupe OX; une valeur approchée a = OP correspond à un certain point A de la courbe. Menons la tangente en A, qui rencontre OX en C : la méthode de Newton revient à remplacer OH par OC, c'est-à-dire l'arc AB par la tangente AC.
En effet, l'équation de la tangente au point A(a, F(a)) est
d'où la sous-tangente X — a
T1, ; PC est donc le terme
de correction de Newton.
Cette interprétation géométrique montre que la correction de Newton peut éloigner plus de la racine cherchée que la valeur a (fig. 14), et même donner une valeur s'éloignant plus de cette racine que a et dans le même sens.
242. Cas où la méthode de Newton peut être appliquée avec certitude. — Soient a et /; > a deux nombres comprenant
une racine de Fix) = 0. Cette racine étant désignée par a \- h ou par b — k, où 7ï et k sont des nombres positifs moindres que b — a, on a
P(a + A) = P(a) + *F'(a) -f /' 2 F» + - = 0, F(ô + *) = F(ô) - AF'(&) + j™ F"(b) - ... = 0.
On admet, sans démonstration, que ces égalités se réduisent sensiblement à
F(rt) + h¥'[a) = 0, F(b) - AF'(Ô) = 0 ;
de sorte qu'approximativement,
Il résulte de là que, si h est négatif, on ne peut réduire l'équation F(a -f- h) — 0 à F(a) + £F'(a) = 0; de même la valeur de k est inadmissible si elle est négative. Il faut aussi rejeter les valeurs (1) si elles sont supérieures à la différence b — a.
La méthode de Newton présente donc une grande incertitude. Voici un cas assez étendu où elle peut être appliquée sans mécompte.
On connaît deux nombres a et b qui comprennent une racine, et une seule, de F(x). Sur la courbe y = F(x), il correspond aux abscisses OA' == a, OB' = b deux points A, B situés de part et d'autre de OX, car F(a) et ¥(b) sont de signes contraires. Supposons que l'arc AB ne présente ni point maximum ni point minimum ni point d'inflexion. Alors la dérivée F'(x) ne s'annule pas dans l'intervalle (a, b) et va constamment en croissant ou en décroissant. La figure peut présenter quatre dispositions.
Dans la figure 15, l'arc AB est constamment concave vers le haut; le coefficient angulaire F'(x) de la tangente va en croissant, donc Fn(x) est positive. Si Ton applique la méthode de Newton à la valeur approchée b, on est sûr que la valeur de la racine qui en résulte est plus approchée que b; car la tangente en B passe entre la courbe et l'ordonnée BB', et OC approche plus de la valeur exacte ()1) de la racine que OB'.
Dans la figure 16, L'arc AB est constamment convexe vers le liant; comme F'(x) va en diminuant, Y"(x) est négative. La
Fig. i5.
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tangente en A passe entre l'ordonnée AA' et la courbe ADB ; donc si l'on remplace l'arc AD par la tangente AC, on obtient une valeur OC qui approche plus de la racine OD que OA' = a. De même, dans les cas représentés par les figures 17 et 18, il convient d'appliquer la méthode de Newton respectivement
Fig. /j.
Fig. 18.
aux valeurs approchées b et a; dans la figure 17, la dérivée F"(a*) est négative, et dans la figure 19 elle est positive pour les valeurs de x comprises entre a et b.
Dans les quatre cas, l'une des valeurs approchées a, b jouit de la propriété que, si on lui applique la méthode de Newton, la nouvelle valeur approche plus de la racine que la valeur d'où l'on part. Cette valeur est celle qui donne le même signe à F(x) et F"(x).
Pour fixer les idées, considérons la figure 15. Nous appliquons la méthode de Newton à la valeur approchée b; la
nouvelle valeur approchée sera b] = b — p, = OC. On peut
évaluer Terreur que l'on commet en prenant bï pour la racine
cherchée. Menons la corde AI> qui coupe OX en E; OD est compris entre OE et OC. Donc l'erreur commise en adoptant OC pour OD, est moindre que EC = OC — OE. OE est la valeur résultant d'une interpolation par parties proportionnelles, car A'E A 'A _
Soit CF l'ordonnée élevée en C; menons la tangente FI. Si l'on applique une seconde fois la méthode de Newton à la valeur OC qui est donnée par une première application de cette méthode, on trouve 01 pour valeur de la racine cherchée. On voit que la règle étant appliquée plusieurs fois de suite dans les conditions indiquées, on approche de plus en plus de la racine.
Exemple. ^ — 2x
Cherchons la racine positive (unique) de cette équation. Une limite est L = 1 -\- vh on 4. Formons le tableau
on voit que la racine est comprise entre 2 et 3, et est sensiblement égale à 2 ^- Or F(2, 1) = 0,061 ; donc la racine est comprise entre 2 et 2,1.
On a
Y\oc) = 3x~ - 2, F"(.r) = Gr.
F'(x) a un signe constant dans l'intervalle (2, 2, 1) et F"(x) a le même signe que F(x) pour x = 2, 1. Donc on peut appliquer avec certitude la méthode de Newton en partant de la valeur approchée 2, 1 .
Le terme de correction de Newton étant
la valeur approchée correspondante est 2,1 - 0,00543... =2,09456... Soit 2,1 — A' la valeur résultant d'une interpolation par parties proportionnelles entre 2 et 2,1 ; on aura
d'où la valeur approchée
2, 1 - - Y wi = - l " 0,00574 •■■ - 2,09125 . .
La valeur exacte de la racine cherchée est comprise entre les valeurs approchées 2,09456 .. et 2,09425 que donnent la méthode de Newton et l'interpolation par parties proportionnelles. La première valeur 2,09456'... comporte donc une erreur moindre que la différence entre les deux valeurs ou moindre que 0,0003....
Appliquons une seconde fois la méthode de Newton, en partant de la valeur approchée <•/ = 2,094 ; le terme de correction est
"~T7l/ i^n rrno = 0,000oo...
r (a) 11, Io4o08
D'où la seconde valeur approchée 2,094 —0,00055... = 2,09445. Et ainsi de suite.
244. Méthode de Lagrange. — Soient a, a |- 1 deux nombres entiers consécutifs qui comprennent une seule racine de l'équation F(x) = 0. Désignons cette racine par x = a -f- > ; a, est un
nombre supérieur à l'unité, donné par l'équation F(a -j- 1=0,
ou F^a'j) = 0. Celle-ci ayant une seule racine plus grande que 1, la substitution des nombres 1,2, 3, ... dans F,^) fait connaître la partie entière de x1; si F^aJ et F^a, + 1) sont de signes
contraires, nous poserons a', = a: + ' etc. La racine se pré-
sente donc sous la forme
Supposons maintenant que les nombres a, a \- 1 comprennent deux racines a, x'. L'équation F-^acJ = 0 aura deux racines plus grandes que l'unité. Si la substitution des nombres 1, 2, 3, ... dans F^A-'i) l'ait reconnaître que A", a une valeur comprise entre ci ! et a, h 1, une autre entre n\ et n\ -f- 1, on pose
«] I rt'l [ I
,v2 et x'.-, étant respectivement la seule racine supérieure à l'unité des équations
Le calcul se continue sur chacune de ces équations comme ci-dessus. Si l'équation FY(x) = 0 a deux racines comprises entre
a, et ax -f- 1, l'équation FJ ax -\ — =- ) =0 aura deux racines supé-
rieures à l'unité. Les racines finiront par se séparer. Supposons qu'en substituant dans F(x) les nombres
on trouve deux fois des résultats consécutifs de signes contraires, de manière à séparer les racines x, x'. Dans ce cas, multiplions les racines de F(x) = 0 par n ; les produits nx, nx' n'auront pas même partie entière et l'on pourra opérer comme dans le premier cas.
Ces développements suffisent pour donner une idée de la méthode de Lagrange.
Exercices et notes.
Résoudre 20a?3 - 24a
Réponse :— 0,31469, 0,4400:;, 1,06865
3 L'équation .cA -f- 4a?3 — 4a?- — 13a? 4-4 = 0 a une racine comprise entre 1 et 2 : trouver cette racine avec quatre chiffres décimaux.
Réponse ■ 1,6369.
On diminue d'une unité les racines; la transformée se calcule aisément par la méthode de Horner (135). Multiplions les racines de la transformée par 10, ce qui donne a?4 + 80a?3 -f 1400a?'2 — 300a; — 6Ô00 = 0. Cette nouvelle équation admet une racine comprise entre G et 7; diminuons de 6 les racines de cette équation et multiplions par 10 les racines de la tr ans for niée, etc.
l. Appliquer la méthode de Lagraiige aux équations
■>■" — 2x — 5 0, x* — 607—13: 0. La racine positive est, respectivement, (2, 10, 1, 1, ...), (3, 5 1 1 ...).
DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES
Préliminaires.
245. Lue fraction ;,' { est dite rationnelle, lorsque ses deux
termes sont des fonctions entières. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, la fraction irréductible et le numérateur d'un degré inférieur an degré du dénominateur. Si f(x) était d'un degré égal ou supérieur, on diviserait f\x) par F(x), et l'on
mettrait la fraction proposée sous la forme Q 4- i}7 > Q étant
un polynôme entier et v(x) étant d'un degré moindre que F(x).
Nous nommerons fractions simples les fractions de la forme
A A A^+B Aa? + B
A, 1), a, a, [3 étant des constantes, et n étant un nombre entier positif.
Toute fraction rationnelle peut se décomposer en une somme de fractions simples. Pour établir cette proposition, nous considérons séparément le cas où le dénominateur de la fraction n'a que des facteurs premiers inégaux, et celui où il admet des facteurs multiples. Nous montrerons ensuite comment il convient de modifier la décomposition, lorsque l'équation ¥(x) =0 a des racines imaginaires.
Cas des facteurs inégaux.
246. Méthode des coefficients indéterminés. — Soient n, b, c, ..., / les m racines, supposées distinctes, de ¥[x). On peut toujours déterminer des constantes A, B, C, ..., L telles, que Ton ait identiquement
Fi'-) x — a [ x — /> a? — c x — l
En effet, cette égalité donne
en égard à l'identité F(x) = (x — a) (# — [)) ... (x — /).
Le second membre se ramène à un polynôme de degré ni — 1 ; par hypothèse, f(x) est au plus de ce degré. Si donc on égale les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres de (I), on aura m équations du premier degré, entre les 77? inconnues A, B, ... L.
11 reste à démontrer que ces équations forment un système compatible et déterminé. La méthode suivante nous dispense d'examiner le système ; elle fournit aussi un procédé très simple pour déterminer directement chaque inconnue.
247. Calcul des numérateurs. — Les deux membres de (1) doivent être identiques; donc ils ont la même valeur pour x = a, et
d'où Ton tire pour A une valeur finie et déterminée. On trouve de même 1> en remplaçant x par b, 0 en remplaçant x par e, etc.
Portons ces valeurs de A, B, ... L dans l'égalité (1). Les deux membres prendront des valeurs égales pour les ni valeurs v <•/,/;...,/; comme ils sont au plus de degré m — 1, ils sont identiques (121).
Exemple. — Décomposer en éléments simples la traction
En effectuant la division du numérateur par le dénominateur, on trouve pour quotient 2a: + 1* pour reste 5v~ — lô.v -f- 4. Le dénominateur étant égal à (.y - 2) (x — 1) («y | - 1i, posons
bx~ — 15j; + 4 A B C
(a? - 2) \oc~—\) (n+ l) =~ x —2 x — 1 'r x | V
en chassant les dénominateurs, on obtient
5a;2 — 15a; -f 4 — A(.x-2 — 1) -f B(.r — 2)(x -f 1) + ( !(aj - 2) (./■— 1 :-. (4) Identifiant les deux membres de (4) on trouve
A + B + G = 5, B -f- 3C = 15, — A — 2B j 2C - 4. Ce système d'équations a pour solution
On arrive plus rapidement au résultat en remplaçant, dans les deux membres de (4), x successivement par 2, 1,-1. Enfin, pour appliquer la méthode du § 248, on substitue les nombres 2, 1, — 1 dans la fraction
f(x) bxl — 15a? -J- 4 F'(a?) = Sx2 — 4a? — 1
La fraction proposée prend donc la forme
Cas dus facteurs égaux.
Forme de la décomposition. — Supposons que le
dénominateur F(x) soit de là forme (x — a)7Ft(.v), F,(ar) étant une fonction entière qui ne contient pas le facteur x — a. Nous avons identiquement
'(.r_w)aF1(.r) "" (07— a)« ' (#— a^F^a?) '
car si l'on fait la différence des deux lres fractions, on trouve la 3''. Déterminons Aa par la condition que le numérateur de la dernière fraction soit divisible par x — a ou s'annule pour x = a ; nous aurons
valeur finie et déterminée, puisque /(a) ^ 0 et Fx(a) ^= 0.
Divisons /"(a:) — AaF^ac) par x—a; soit /\(.v) le quotient, L'égalité (5) prend la forme
M Aa /;w
(a- _ft)aF](iT) " (# _ â)a -r ^_^a-iFi(iTj
Donc, la fraction proposée est décômposable en une fraction
simule de la forme -, > c/ c/i »/ie nouvelle fraction ration-
nè//e Jo7i£ /e dénominateur lie renferme j)lus que la puissance (a — 1) du facteur (x — a).
Raisonnant sur celle-ci comme sur la fraction primitive, on obtient :
J\(x) Aa-i . /ëO)
(pu—-a)7^-lF1(œ) {oc-a)*~L ~*~ [oc — d)*-*F\{a;)'
ft(a>) Aa_2 , /ifaO
(oî— a)*-*F,(aî) (i— a)a~2 (a? — «)a "^(a?) '
(.r — fl)F j (a?) a? — a F , (.r ) Par suite,
fipe) Aa . Aa-i. . A, /a(.r)
Si F^x) [x bfF2(x), on trouve, de la munie manière,
Im.<\)
(<r~ft)P (a?— ô)P !
Et ainsi de suite.
Théorème. — Une fraction rationnelle ,x > dont le
dénominateur est égal à (x — a)a (x — by? ... (x — /)X, es/ décomposable en cléments simples selon la formule
F(x) x — a [x — ajl {x — a)7-
x — b (x—by (x — by +
Lj L2
07 l (x if
(X - if
et cette décomposition nest possible que d'une seule manière. La première partie de la proposition a déjà été démontrée (250 > Pour établir la seconde, observons d'abord que toute décomposition de Q. v en éléments simples ne peut comprendre que
des fractions ayant pour dénominateur l'une des puissances de x — a, a* — b, ..., x — /. Car, si une décomposition comprenait
N' + lN'4 +...+ J*ï- ■
ou ;i serait différent de a, b, ..., /, on pourrait réduire la somme
N (A) en une seule fraction de la forme ..> N désignant un
v ; [x — nf °
polynôme au plus de degré v — 1 ; d'après cette décomposition,
I \ v ) ; aurait une valeur infinie pour X — n, ce qui exige que Vix)
\* > f(x) est de degré moindre que F .< .
renferme le l'acteur x — n. Supposons ensuite qu'il existe la décomposition (6) et une seconde décomposition
x — a (oc — et)2
Je dis que a — a', A == A' i. Eu effet, si a > a', égalons les deux décompositions après les avoir multipliées par (x — a)a ;
il vient
Al{x-<a)*-l + Aft(œ-a)*-l + .: ]-A^\-(x-aA %+.•. I
= {X—a)a-*l\\(x- ar_1+ ... fA'.]4-(^fl)
Cette égalité est impossible ; car le premier membre, pour iV = a, se réduit à A , tandis que le second devient nul. On démontre de même qu'on ne peut avoir a' > a. Si, dans l'égalité (7), on suppose a = a', et qu'on fasse x = a, on trouve
Supprimons maintenant dans les deux décompositions la frac-
tiou commune ; les restes étant égaux, on voit, en rai-
sonnant comme tantôt, que A _2 = A' v Et ainsi de suite.
252. Calcul des numérateurs. — Pour déterminer les numérateurs Aa, A j., ..., A,, on peut suivre la marche indiquée au § 250 ou employer la méthode des coefficients indéterminés. Le procédé suivant est préférable lorsque a est quelque peu grand.
Posons
x — te F^a?)
[x - - a)al\(x) (x — df [x — rt)a"L nous aurons l'identité
+ Al(oer-a)*-lF1(œ)+ (x — a)af^x). (9
Si l'on y l'ait .v = a, on trouve /(a) = A F^a); A es1 doue
connu. En dérivant les deux membres de (9) par rapport à x, ou obtient
f(x) = AaP'1(«) + Aa-1-FI(a;j + Aa Y(x - a)F\(œ) + .. / (10)
égalité qui, pour x = a, se réduit à
f{a) knF\(a) | Ha-iF^a);
on en conclut Aa_i. Dérivant ensuite les deux membres de (10) et faisant x — a, on trouve Aa_:. On continue ainsi jusqu'à la dérivée d'ordre a — 1. Dans ces calculs, on peut négliger les dérivées du dernier terme de (0) ; car elles s'annulent pour x = a.
253. Voici une autre méthode. Multiplions les deux membres de l'égalité (8) par (x — a)a :
et remplaçons a* — a par /? :
f(a±h) _ liJfrj[a \ h)
Fla+Â)- a+ a^ H aV +-.+AlA« + Pi(a + A) •
D'autre part, développons /'(a | /?) et Ft(a + ^) suivant les puissances croissantes dc/z, et effectuons la division du premier polynôme par le second jusqu'à ce qu'on trouve au quotient un terme en /ia_1 ; le quotient complet de la division est de la forme
Qo + Ql, + Q^ + ... + Qa^-. + F^gL.
Les nombres Q0, Qlf Q2, ..., Qa_t sont les valeurs cherchées de Aa, Aa_lf ..., AP
Application. — Décomposer en fractions simples
5x~ -j- 'ox — 6
Posons
(a, _ ijs^ _j_ ljtT ~= (ai— 1)» ""'" (a?— I)2 "' œ — 1 + x -f- 1 + a?' (11'
Neuberg. Algèbre. iG
cette égalité donne
5a;2 + 5.» — 6---A(j;~ f x)-\- B(x— l)02+a;)4- C(x— l)*{œ*+œ) , -f (a? — l;«lDa? h%+ !)]• *
Remplaçons a* par 1, — 1, 0; il vient
Si Von dérive deux fois de suite l'égalité (12), on obtient
4- C[2(# — 1) (x- -f x) 4- (a? — 1 )* (2.r 4- l'J 4- etc. 10 = 2A + B[2a? 4- 1 4 2x 4- 1 4- etc.] + C[2(x2 4- x) 4- etc.] 4~ etc.
Faisons .v = 1 ; en prévision de cette hypothèse, nous n'avons pas écrit certains termes contenant le facteur x - 1. Il vient
d'où B = 5, C=- •
Pour déterminer A, E, C on })eut aussi multiplier l'égalité (11) par foc — 1 )3 :
— -2h_^r <; - A + B(* - 1) h C(* - I)« -h ... ; remplaçant x — 1 par // on trouve
Effectuant la division indiquée on obtient pour quotient
Donc A 2, B=^ C = —~-
Cas des facteurs imaginaires.
Facteurs imaginaires simples. — Dans ce qui précède
les racines de ¥(x) peuvent être réelles ou imaginaires. Si les coefficients de f(x) etF(je)sont réels, les racines imaginaires de
F(x) sont conjuguées deux à deux et on peut modifier la déconi
• • i l\x) i position de j^- de manière que les imaginaires en disparaissent.
Soit % | pi une racine simple de F{x); la décomposition de
_; - comprend une partie de la l'orme
On sait (248) que
Si l'on réduit A à la l'orme ;j. + vi, la valeur de B sera u. —n et l'expression (18) devient
a? _ a — p^ 'h tr — a + pî = = (.r — a)2 + p2 '
Donc, /a somme des fractions simples correspondant aux facteurs conjugués x — a — pi, x — a -f pi es* mie fraction qui a pour numérateur un binôme du premier degré, à coefficients réels, et pour dénominateur (x - a)2 \- p2.
256. Facteurs imaginaires multiples. — Si % -f- pi est » fois racine de F(x), a — 3/ est également p fois racine, et
F(x) = | (a?.— a)2 -f p^PP^a?).
On a identiquement
A*0 _ A* -f- B /*(*) - (A* + BjF^) n
l(a? — «)* + p^PF^a?) [(a? — a)2+p2]P ' [(a? — «)• + P'pp^a?)
Déterminons A et Ç par la condition que f(x) — (A.v -\- B)FL(#) soit divisible par (.v — a)2 -f p2. Si f{(x) est le quotient et R.v -f- S le reste, nous posons ït = 0, S = 0; ces équations détermineront les valeurs de A et B. L'égalité (14) devient
f(œ\_ Aa? + B /;(.r)
[(a? — a)2 -f-P8]pFi(«) = L(«— " «)2+» l> — «)2+ P,"]p-TF,
Opérons de la même manière sur la dernière fraction :
[(a7-a;2-r-p2]P »Fl(a?) [(a?— a)2 -f- p2]P-< "•" [(aj_«)t+pi]p -^i
Et ainsi de suite. En résumé, on trouve la décomposition
f\x) kœ-\ B A^ 4- Bj
F(œ) = = [(x — a)2+ PV [(* — a)2+ P2]p'-1
Ap_i^ -h Bp_i /pf^r)
Calcul des coefficients. — L'égalité précédente donne
f{œ) = (kœ + BJF^) + (A^ + BJ [(a; - «)2 + PJ'F^) h ... J (lg + (Ap_i^ + Bp_i)[(.t - a)2 4- ?2 Ip^FjW -1- [(a - ^+P2]%W. )
Si l'on fait x = a 4- fi/, il vient
/'(a + ?/) = [Aa + A?/ 4- B]F1(« 4- M ;
égalant les parties réelles et les parties imaginaires des deux membres, on obtient deux équations qui l'ont connaître A et B. Dérivant les deux membres de (15) et faisant de nouveau x=a-\-$i, on trouve une équation en A, B, Alf B{ qui se décompose en deux autres servant à déterminer à At et Br Et ainsi de suite jusqu'à la dérivée d'ordre (/; — 1). Dans le calcul des dérivées, on peut négliger le terme [(x — a)2 4- ?'"]p/p(^).
Application. — Décomposer en fractions simples
Posons
ce2 4- a? 4- 1 A j_ B 4 Cx + D 1 Ex + F
il en résulte
a;2 4- x -\- 1 == k{x — 1) (.r2 -1- l)2 -f B(a? 4~ 1) (#* ~h l)2 j h (Cœ 4- Dj O2 — 1) 4- (E* 4- F) O2 — 1) O*2 + î). î Faisant successivement x = — 1, -J- 1, /, on obtient 1 = — 8A, 3 - 8B, i = — 2(0/ -|- D) ;
d'où A = — )> P> ^ C= — \, D = 0.
Dérivons les deux membres de (16) par rapport à x et remplaçons ensuite .v par i, Dans le calcul de la dérivée du second
membre, on peut, négliger les termes en .v | 1 cl écrire simplement
2.i-H-l = .. -r-0(.r~— 1) -\-2jc(Cx |- \)) \.-j.,-{\U f- F)(af- — 1) -f ..
On en tire E —, F - — }- La décomposition cherché* doue
Exercices et notes.
1 Si a, 6, c, ... /, désignent m nombres différents, et j\x) une fonction entière du degré m — 2 tout au plus, on a
(Euler.) On pose
d'où f{x) = 2A(# — 5) (.r - c) . . (x — l).
Identifiant les coefficients de .v1"-1, on trouve A -f- B \- ... L = 0. Mais i a (248) A^^petc.
En particulier, si p < m — 1,
(a — b) (a — c) . . (« — l) 2. Démontrer l'identité
/__ 1 u<-haz ••• an , (O] — ^i) («2 — V) ••• (?n — y
1 j blbz.:.b^bl{bl—b2) (bx—bz)". ".'[bi—bn) (a, — b2) (a2 - y ... (an ~ ^2) h{h'—\){h — h) ■■■ (** — *»)
On décompose en éléments simples la fraction
(.x' — #i) (a? — a2) ... [x — ~an) > (a? — 6L) (a? - &2) ... (a? — ôn)'
dans l'identité ainsi obtenue, on fait # = 0.
3. Les constantes A, B, C, a, b, c étant données, déterminer A]( B,, Cj de façon que l'expression
soit le carré d'une Traction rationnelle.
Identifier l'expression avec , 4- ) en décomposant
Décomposer la fraction
Réponse : -Jv „» , ' t * i ., / — \
5. Décomposer ' , f{x) étant une fonction entière dont le degré
Soient Rh R,, ... les restes de f(x) divisée plusieurs fois de suite par x — .*•
On a (135)
On peut aussi partir de l'égalité
fyœ) = f(a -f x — a) = f(a) +- (a? - a)/"'(a) -|- - ~~J /'» -f • •••
f ( x ) 6 Décomposer pj — ;. , ,,„,--, /Ta?) étant une fonction entière dont le
1 [{x — *)2 + p2JP
degré q < 2p.
Les numérateurs des fractions faisant partie de la décomposition sont les restes de f(x) divisée plusieurs fois de suite par (x — a)2 + ,3-.
THEORIE DES DIFFERENCES
Différences des divers ordres.
259. Définitions. — Soit une suite quelconque de n \ l termes,
uQ, ult u2, ..., wn__lf i<n. (1)
On appelle différences premières ou différences du premier ordre des quantités (1), les différences obtenues en retranchant chacune de ces quantités de la suivante, et l'on pose
Aw„ = Ul — U0, AWj — W2 — Mj, Attn_! = «n — uu | :
on obtient ainsi une deuxième suite :
Aw0> Aw,, Aw2, ... , A«n j. (2)
Opérant sur la suite (2i comme sur la suite (1), on forme une troisième suite que l'on représente par
A2^0, A2wl5 A2w2J ... , \2t(n 2, (3)
de sorte que
A2^() = Awj — Aw0, A2?*-, = Azé2 — A/cp ... , A2wn_2 = Awn_i — Awn ...
Les quantités (3) sont les différences premières de la suite (2) et les différences deuxièmes de la suite donnée (1). De même, si l'on pose
\3K0 = à2ul— \2k0, &3ul=btut—~btuu ..., A3wn _3— A2^n_2— X2ifn 3,
on obtient la suite
des différences troisièmes des termes donnés. Ainsi de suite.
Les (n -f- 1) termes uQ, ult ..., un donnent lieu à n différences premières, à/i — 1 différences deuxièmes, etc., enfin aune seule différence de l'ordre /i, représentée par An«0.
260. Tableau des différences successives. — On adopte ordinairement l'une ou l'autre des deux dispositions suivantes :
u2, ic3
\/c0, Awj, àu2 A3w0, . . .
"n-2 Wn-1, Wn,
Aw.!_2j A«.n. i,
. . ,, A2Wn_2,
A»-i|«0ï A»-iWl,
An?y
An-1
ht "o
An"o
àu1
ku2
A2et.2
AWg
Awn_,
Les schémas suivants indiquent la formation de ces tableaux :
c = b — a, a — b — c, b — a \- c. Exemple. — Former le tableau des différences des quantités 5, 11, 19, 15, 4, — 2.
( >n trouve
ô, 8, -4, —IL,
-il, 5, 12,
Remarque. — Désignons par ï un tableau do différences
successives, pris sous la seconde forme; par T', le tableau qu'on déduit de T en supprimant les p premières lignes et les q premières colonnes. T' est encore un tableau do différences successives : sa seconde colonne renferme les différences premières des termes de sa première colonne, sa troisième colonne les différences deuxièmes des mêmes termes, et ainsi de suite. Les notations des deux tableaux T et T' deviennent identiques, si l'on ajoute p unités à l'indice de u et q unités à l'exposant de A dans chaque élément de T. Or, une formule écrite pour le tableau T doit s'appliquer aussi au tableau T', les éléments de T étant remplacés par leurs homologues de T'; par conséquent, une formule générale relative à un tableau de différences successives subsiste encore, lorsqu'on augmente tous les indices des u d'un entier quelconque p et tous les exposants des A d'un entier quelconque q.
Les éléments de la première colonne de T, c'est-à-dire u0, ult u3, ... sont censés être remplacés par A°«0, A°«,, A0//.,, ...
Cette remarque nous sera fort utile dans la suite.
Différences des fonctions entières.
Le calcul des différences est souvent appliqué aux valeurs successives u0, zz 1 , uz, ... que prend une fonction de x quand on donne à x des valeurs en progression arithmétique.
262. Théorème. — Si, dans un polynôme entier en x de degré m, on remplace x pur des nombres en progression arithmétique, les différences mes des résultats de substitution sont constantes.
Soit la l'onction F(x) = A0xm f Axxm -1 -\- ... -f- Am.
Désignons les quantités
F(x\ F(œ + h), F(x-\-2h}, ..., F(x + nh) par
Nous aurons, par le théorème de Taylor,
F(A. + /,) _. F(^) Œ /lF'(.r) + , o F"(a>) -|- ... 4- -, Fi»'(a?)
//2 hm
comme les polynômes F '(a?), V"(x),... sont des degrés m — 1, m — 2, ..., Ajz0 s'exprime par un polynôme de degré m — 1, dont le terme de degré m — 1 est mA0Iixml ; ce ternie s'obtient donc en multipliant par h la dérivée du premier terme de F(x). En désignant F(x -f- h) — F(x) par F^a*), on a évidemment
A2w0 = F,(x + h) -Fx(x).
lr^.v) étant de degré m — 1, A2u0 est un polynôme entier de degré m — 2 dont le premier terme s'obtient en multipliant par h la dérivée du premier terme mA0hxm~l de Fi(.v); le premier ternie de A2;/() est donc m(m — ))A0h2xm~2. De même le premier ternie de A3/f0 est m(m — 1) (m — 2)A0h3xm~3, et ainsi de suite. Finalement,
&mu0 = m(m — 1) ... 2.l.A0hm,
valeur indépendante de .v ; ce qui démontre le théorème.
263. Application. — Substituer des nombres entiers consécutifs dans une fonction entière.
Four fixer les idées, nous cherchons les valeurs du polynôme
F(x) = 2.f:î — xz 4- 4a? 4- (.) pour ,v = — 4, — 3, .., 3, 4.
Le polynôme étant du 3e degré, les différences 3esdes valeurs qu'il prend pour des valeurs de x en progression arithmétique sont constantes, égales au produit de la dérivée troisième du terme initial de F(x) parle cube de la raison de la progression; ces différences ont doue pour valeur constante 12. Cherchons directement les résultats de substitution pour trois valeurs consécutives de .y; par exemple
Au moyen de ces nombres, il est facile de dresser le tableau suivant :
lu
On inscrit d'abord, dans la colonne u, les valeurs F( — 1) = 2, F(0) = 9, F(l) = 14; puis, dans la colonne A/z, leurs différences premières 7, 5; dans la colonne A'-jj, leur différence seconde - 2. Tous les nombres de la dernière colonne sont égaux à 12. Pour l'emplir les autres colonnes, ou a recours au schéma
10 '-f 12= 22, 22 4-12= 34, 14 — 12 = — 20, — 26 — 12 - — 38 etc
Formules des différences.
Problème. I. — Connaissant le premier terme u0 dune
suite, ainsi que ses différences successives Au(), A2u, A"u(M
calculer les ternies u;, uz, ... uu.
D'après hi définition même des différences, on a
ux = u0 -f Aw0» A^i = Awo 4- A*t*0î (1)
puis, en ajoutant membre à membre,
w2 = w2 -h Aw, = ^0 -|- 2Aw0 + A2«0; (2)
et en augmentant d'une unité les exposants de A (261)
Aw8 = Ai*0 -f~ 2A2î<0 + A8m0.
Mais h2 -{- A^(l — zz3; donc
w3 --= u0 -\- 3Aw0 f- 3A2tt0 -j- A3%,
Sans aller plus loin, on prévoit la formule suivante :
un = u0 -h C^A^ -f CiA*if0 -|- •.. + CiAn-% + *X- (3)
Pour montrer qu'elle est générale, supposons-la établie pour la suite u0, ulf u2, ... un. Si nous introduisons un nouveau terme un\-i, nous pouvons appliquer la formule (3) à la suite Azj0, A«M ..., Afzn, ce qui donne
Awn == A«0 + CiA«Wo -f C-A«Mo -f .. -h O'A"^ -f A"+V (4)
Or «n-f-i = "n -f- Ah„; donc à cause de (3) et (4),
wn+1-«o + (Ck+l)^o + (C>4-C;i)A-X-f...-f(l hCi)A«u0 |-AM-i^:
en remarquant que Ci] -f- C'j-1 = G%+lt on voit que
Va h - «o f C.ll+1A»60 -}- C^A^o h . . 4- Ci+lAn»0 -f- A»+i«*0.
La loi est donc générale.
On peut écrire l'équation (3j sous la forme symbolique
wn = (1 h A)"Mof
eu convenant "de développer (1 f- -M" comme si A représentait un nombre.
265. Problème II. — Etant donnée ta suite u„, u,, ..., un, calculer les différences Au0, A-u0, ... , Anu0.
Par définition,
\uQ = W] — ff()j A/r, = w2 — ?.*,, A*«n = AwÂ — A<fc0; il en résulte
A*w0 = (w2 — wj - (w, — ic0) = w2 — 2**, j- k0-
Augmentant d'une unité les indices de // (261K <>n aura
AsWj == m3 - 2w2 I «i ; d'où, en retranchant A-/;,, de A-//,,
Ces résultats t'ont soupçonner la roi-mule générale
A*'^0 =«n — Cj^n-! -r-C>n-2-- ••• "f (— l)nW0 • (»)
Supposons-la établie pour les /* premières différences de zi0. Si l'on introduit un nouveau terme Hft+n ()n peut écrire en ajoutant une unité aux indices de u (261) :
A'V^ : Un+l - C>n + C*Wn_, — ... -f- (~ 1)%.
Mais An Hh0 An^! — Anï/0; par conséquent
&+lu0 = un+i - (Ci -f 1H + (CJ -f CJ^n-, -...+(- l)'"H/,0
= Wn+i — Ci+1Mn -f- C2a+lUu\ ! — ... h (— 1)"H lW0.
Or la formule (5) est vérifiée par n — 1, 2, donc elle est vraie pour n = 3, 4, ... ; elle est donc générale.
On écrit la formule (5) symboliquement ainsi :
en convenant de remplacer uv par u[t et de prendre pour dernier terme du développement ( — \}nu0.
Applications. — I. Appliquons la formule (5) à la suite
F(x), F{x -f- h), F[x -f 2/ij, ... F(x -f- nh) , F[x) désignant le polynôme A0.vm | Altvm ' \- ... Nous aurons
A»F(jr) = F(.t -h n/i) - CLF(« -f » - 1*) + CiF(a? -f » — 2//) + (- D^CiF^ + h) -f (- l)uF(a?).
Si ;z = m, cette égalité devient
w ! AQhm = F(x |- mh) — ClmF(x -\- m — ih) -f ... + (— l)mF^). Si /z > m, on a A11 F (.y) = 0, et F(* 1 »Aj — CiF(flP + »— ï*).+ C*Fi* i u — 2h)-\ ...+(— l)nF(^) 0.
Réduisons F(x) à xm, cL luisons x = 1, /? = 1 ; les doux dernières formules deviennent
(n -f l,m — fi«> H- r~2 (w ~~ r ~ "" -~" ""
La dernière égalité suppose n > m.
Interpolation.
Définition. - Supposons connues les valeurs
u0, ul9 ult ..., un d'une fonction u, correspondantes aux valeurs
de la variable ,v. Le problème de l'interpolation consiste à déduire, des couples de valeurs
(ù0,œ0), (",,-r,), (uz,x2), ..., (wn, a?n\ (1)
la valeur de h qui correspond à une valeur quelconque de .y.
Ce problème est détermine lorsque u est une fonction entière de degré n. En effet, soit
m == A0 -f- kYx -f A,.*2 + . . . + A„.rn ; (2)
si l'on exprime que les couples de valeurs (1; vérifient l'équation (2), on obtient n -\- 1 égalités de condition, desquelles on peut tirer les valeurs des 11 -f- 1 inconnues A0, À1? ..., A„. (Voir § 268.)
Plus généralement, le problème est déterminé, si u est une fonction de l'orme connue et contenant n -f- 1 paramètres indéterminés.
Ordinairement la l'orme de la fonction u est inconnue et, par suite, le problème de l'interpolation admet une infinité de solutions. Dans ce cas ou encore lorsque le calcul des valeurs numériques de la fonction présente des difficultés, on suppose que la fonction u soit développable en série suivant les puissances croissantes de x et que le développement soit assez. convergent pour qu'on puisse le réduire* à ses n {- 1 premiers
ternies. Cette hypothèse donne des résultats suffisamment exacts pour les applications, lorsque les nombres .\*0, .v,, x2 — , xa sont assez rapprochés et que la valeur de x pour laquelle on doit chercher la valeur correspondante de u diffère peu de l'un
d(4s nombres x0, .v,, X , v„.
268. Formule de Lagrange. — D'après ce qui précède, il s'aerit de déterminer la fonction entière
u = A0 -f- Aj^ -|- A2œ~ -\- ... \- Anxn
par la condition que pour les valeurs x = .v(), xl% x2, vn, elle
prenne respectivement les valeurs uQ, ult u2, .. , un. Les paramètres A0, A.", ..-., A„ résultent des égalités
w0 ==A0 -f A,a?0 + Aoor'i -f ... + Ana?;;, \ m, == A0 + Ajâ?, + Ao.tï -f .. -h Au.r'i, '
nn = A0 + A^;n + A2.r- + ... -+- Ano?jj.
Le déterminant des coefficients des inconnues est le déterminant de Vandermonde (43) des quantités x0,xu .. .,.vn, c'est-à-dire
oc.
Comme il est égal au produit de toutes les différences des nombres .v0, .v,, ..., xn pris deux à deux, il n'est pas nul; donc le système (4) admet une solution déterminée. Pour obtenir u, exprimons (pie les équations (3) et (4) sont compatibles; il vient (75)
u 1 oc X1 ... oc]
oe'i
En développant le déterminant (5) suivant les éléments de la lre colonne, la solution prend la forme
" = Pu"o 4- Piwi 4- P«M2 4- • • ;l- Vn"» ;
P0, Pl5 ..., Pn désignent des fonctions entières de X, de degré n, et indépendantes des quantités zz0, «n ..., un.
Ces fonctions s'obtiennent aisément par la méthode suivante. Le second membre de (6) doit se réduire à u0 pour x = «r0 ; donc pour x = x0 les polynômes P,, P2 ... Pn s'annulent et P0 prend la valeur 1 De même pour x = xl9 u se réduit à ux ; donc P0, Pg, P3, ... Pn s'annulent et 1\ prend la valeur 1 ; etc
D'après cela, le polynôme P0 étant de degré n et s'annulant pour x = .y,, x.2, .. , .vn, on a
B0 étant une constante; comme P0 = 1 pour .v — xQ, on a
1 = Ï)q' Xq 3?j) f.^y OC.,) . . . [Xq Xn ,,
et par suite
f J' — X j j \X — X.2 ) ••• yX &n I
fào — x\) ('^"o xz) '•' 1*^0 "^n^
On obtient de même Pj,P2 Pn La fonction cherchée est
donc
( X X | J (X X .-, ) ... \X ~—~ Xfl j
[X() X±)\0Cq x 2j . . . \X{) xu)
{x — x0)(x — x.2) . . (x — .rn) 1 (xl — x0) [xï — x2) . (a?, — ,Tn) ' (?)
(x — x0) (x — xxJ_. ,. (œ — xn _. , )
\Xn Xq) {Xn x y) . • \0Cn â?n._! j
Remarque. — Si l'on pose
Y[x) ■■= [x — t0) (x — x^ ... (x — xn) , la formule (7) peut être écrite ainsi :
F(.r) FJ>) F(a?)
(* _ a?0)F'(a?0) "0 "h (a? - a^F'^j "' + * ' _h (a? - ooa)F\acn) 'n'
zz
Elle résulte aussi de la décomposition de =7— en fractions
simples.
269. Première formule de Newton. — Elle s'applique seulement au cas où les valeurs
w0, wl5 u,, ..., uu (8)
correspondent à des valeurs de x en progression arithmétique
<r0, œQ | h, x, | 2A, .... *0 ! nh. . (9)
Formons le tableau des différences successives de la suite (8j ; nous aurons 264)
ul =r= uQ -\- lu0i u, = u0 + 2\h0 -f- A2ie0, ... ,
«,-^+yA», i-"';-1,a-»„+ . s ;'a- X + A»«0.
Ces diverses expressions seront données par la formule générale
1 N > do)
pourvu (pie/> soit un nombre entier non supérieur à/i. En effet, si /> < n, le développement s'arrête de lui-même au terme en Aph0, les termes suivants renfermant le facteur nul p — p.
Cela posé, si l'on élimine/; entre la relation (10) et l'égalité x = x0 -f- p/î, et qu'on remplace uv par u, on trouve
i5)(JL=a_.l),..r--^-,+ l) ■
c'est la formule cherchée, car le second membre est un polynôme de degré n, qui prend les valeurs (8) pour les valeurs (9) de x,
270. Remarque. — - Il est plus simple de considérer la formule (10) comme la formule cherchée, en sous-en tendant que p
est remplacé par' --> où x désigne le nombre pour lequel
ou cherche la valeur correspondante de u.
Application. — Soit à trouver le logarithme du nombre
it = 3,141592 653 579 . .
Prenons dans les tables de Callet les logarithmes des Neuberg. — Algèbre. 17
nombres 3,12, 3,13, 3,14, 3,15 ... et formons le tableau de leurs différences :
të-u
ùihi
La différence troisième étant sensiblement constante, log x se comporte dans l'intervalle (3, 12 — 3, 16) comme un polynôme du 3'' degré (262) et nous pouvons employer la formule (10) en faisant
Nous écrivons donc
log 7i= h0 -|-.pAw0 en faisant
uQ = log 3, 12 = 0,494 154 591 0, ±u0 - 0,001 389 713 5,
AV0 - — 0,000 004 -182 9, A
ce qui donne, tous calculs faits,
log- = 0,497 149 872 7.
272. Seconde formule de Newton. — Newton a donné une seconde formule interpolatrice, qui s'applique à des valeurs quelconques de x et qui est plus pratique que la formule de Lagrange.
Pour fixer les idées, supposons connus quatre systèmes de valeurs (x0, u0), [x^ uj, (xz, h2), (.v3, h3), des variables ,v, u. Nous prenons pour u une fonction entière du troisième degré sous la forme
u = A + B(x — x0) | ( ){x — xQ) (x — xx) -f D(x — x0) (x — u\) [x — .r., t.
ORQ
Les paramètres A, B, C, I) sont déterminés parles égalités
uQ A,
^3 = A-|-B(./';J — a?0) hC(a?3— ar0)(a78— a?1)4-D(a?s--ar0)(arj--a?1)(aî>---ar8).
La première égalité détermine A. Si 011 la soustrait des autres et qu'on divise ensuite respectivement par .y, — .v„, x2 — -v0, .v:, ~ .v0, il vient
= B -f- C(x2 — xx)y
= B -f- C(x3 — xx) -|- D(a?3 — x\) (x3 — x2). x3 x0
Désignons les premiers membres de ces équations par u\, u' 2, 11' 3. On a B = u\, et si on soustrait la première équation des autres et qu'on divise les résultats par x.2 — .y,, x3 — .y,, on obtient
Xq
Uq
Xq
Représentons les premiers membres de ces équations par u" u". Si nous éliminons C, nous trouvons
rv* /y»
soit iz"' le premier membre de cette égalité. La formule cherchée
sera
u— u0-\ u\(x — x0)-\-u'^(x — x0(x — #1) + <('"(x — x0){x — ac-i) (x — x.2).
Pour calculer A, B, C, ..., on peut adopter la disposition suivante :
u'i a'.'. ii\ 2 à 4
Les quantités u\, u'2f ..., ri"«, ..., portent le nom de différences
divisées; chacune d'elles s'obtient en divisant la différence entre
le terme qui la surmonte dans la ligne précédente et le premier
terme de cette ligne, par la différence des valeurs correspon-
u" — u'\ dantes de x: par exemple, u"! . = 4 --•
Pour abréger le calcul de u, on peut suivre une méthode analogue à celle qui sert à calculer rapidement la valeur numérique d'un polynôme (116). Ce procédé est indiqué ci-dessous pour la fonction interpolât ri ce du troisième degré :
u == ut) \- (x — x0) ) u\ -\- (x — x^)[ii]% + {x — x2)u%]\.
Ainsi, on multiplie uT par x — x2 et l'on ajoute 'u!j au produit, etc.
Application de la théorie des différences a la résolution des équations.
273. Soit à résoudre l'équation à coefficients numériques réels
F(«0 A,rrm L Al.v>n 1 |_ ... [_ Am 0.
Pour séparer les racines, on substitue à x des nombres compris (Mitre les limites des racines. On facilite les calculs en substituant (m \- 1) nombres équidistants,
•'•„, ^o "H h, xQ \- 2h r0 -f- m//,
et en formant le tableau des différences des valeurs correspondantes,
'"„. ul9 u2, ..., nm,
de Fi'.v) ; de simples additions ou soustractions font alors trouver
F(a-o 4- m+lh), Ffa> 4- m~+2h) , .., F(a?0 — A), F(*0 — 2//'i....
D'après la première formule d'interpolation de Newton
, p(p -i)- r^ — *// -i- 1) Am
Cette formule montre que, si la suite
— 2ti\ —
no présente que «les permanences, xQ \~ (m — 1)/ï est une limite supérieure des racines; car K(.v0 \- ph) aura un signe constanl
pour toutes les valeurs de p plus grandes (pie m — 1. Si la suite (2) ne présente que des variations, tous les ternies dn second membre de (1 ) ont le même signe pour les valeurs négatives de />; par conséquent .v0 est une limite inférieure des racines de V(x)
275. Si les substitutions dont il a été question ci-dessus, révèlent
l'existence d'une racine dans l'intervalle (jc0 \ph, x0 f p -\r \h), on déterminera cette racine avec une plus grande approximation en divisant l'intervalle en ;j. parties égales et en cal cillant les valeurs de F(x) pour
à ect effet, on remplacera dans la formule (l)p successivement par
1 2 ul — 1
a [jl a
Si fi > m, on cherchera par ce procédé les m premiers résultats, et les autres par la méthode des différences (263).
276. Théorème de Choquet (*). — Les notations étant les mêmes (pie ci-dessus (273), écrivons la formule (1) ainsi :
Si nous supposons p compris entre 0 et 1, les signes des
coefficients de Ah0, A2h0, ... sont mis en évidence. Le maximum
de -, ■ / sera0; celui de , -.- -.-> sera - • D ou
(*) Voir Traité d'Algèbre, par Choquet (Paris, Mallet-Bachelier, 1850, pp. 377t378 <d 385-386); Note sur la résolution des équations algébriques <ie degré quelconque par la méthode des différences, par M. Matrot (Mémoires de la Société des sciences, de l'agriculture et des arts de Lille, 1875); Mathesis, 1891, p. 218.
3 1 ou
,,il -p)(2—p){3 - p)(-i-p) 1.2 3.4.5
:20-5OU2ô
Par conséquent, si l'on désigne par >M, X2, ..., Xm des nombres compris entre 0 et 1, on peut écrire
F(*o + ph) = Mo + Xo^o - ^ A^-h^A-X... +(- Dm l~ A»ii0.
11 résulte de là que, chaque fois que m0 surpasse en valeur absolue l'ensemble des termes de signe contraire à celui de u0, ternies où l'on remplace les X par l, la fonction F(x) ne change pas de signe dans l'intervalle {xQ, x0 -f- h).
Cette remarque peut servir à reconnaître des- intervalles qui ne renferment pas de racine de F(x) — 0.
Exercices et notes.
Trouver la somme de la série dont le ternie général est
(n -f a) [« -f a -f 1) ... (n + a 4 pj 'f(/i) désignant un polynôme au plus de degré /> — 1 .
(Darboux).
(*j Les exercices 1° et 2° supposent la connaissance des séries.
Formant les différences successives île la suite
nous aurons
»-f gAy(— g) (n-|-a)(;i + a4-l) A2<p(— a) 1 = c?(-a) ' 1 -1 ; 172 " FI?
(n + q)(K + q + 1) ... (u \- a \-p — 2) Ap-^(— a).
la série proposée a donc pour somme
a) 1 1 Ayf-a) 1 1
1 pa(a-hi~) ...(a hP — 1 ) 1 7-1 («77« 1-2).. . (a-|-p— 1 j
A2cp(-g) 1 l
12 p - Si (a + 2) (a 7 3) ..(« hy> — 1)""
+ (-i)p-i-^ îsî=^ l L .
\.2...(p—{)p—p + 1 a -fp — 1
L'équation
où F(a) désigne une fonction entière de degré m — 2, au plus, a toujours des racines imaginaires. (Faire, i
Soit m — .s le degré de F(a), s étant au moins égal à 2. Si on multiplie le premier membre de l'équation par (x — l^-sl1, les coefficients des termes en xm, xm -1, ..., acm-s+i sont les différences d'ordre m — s -j- 1 d'une" fonction entière de degré m — s; ce produit présente donc des lacunes.
Démontrer la formule d'interpolation
sin (x — x,) sin (x — x.,) . . sin (x — xn)
H — if x _ i -_'_
0 sin (x0 — xY) sin (#■„ — x2) ... sin (a;0 — xn)
sin (# — x()) sin (a? — #.,) ... sin [x — xn)
1 sin [xl — xQ) sin (xl — x2) ... sin [xl — xn)
sin (a? — x0) sin (x — x}) .. sin (x — a?n-i)
11 sin (.ru — ./■„) sin (rn — ,r,) . . sin (xn — a?n_.,)
FONCTIONS SYMÉTRIQUES
277. Définitions. — On nomme fonction symétrique on uniforme des lettres a, 6, .. / tonte expression formée avec ces lettres, qui ne change pas quand on permute d'une manière quelconque deux ou un plus grand nombre de ces lettres. Exemples :
a» + 6' + c" - Saie. . ~ I- ~ I ~r
Une fonction symétrique entière est nécessairement une fonction symétrique homogène ou la somme de telles fonctions. Par exemple, si une fonction symétrique des lettres n, b, c. contient le terme 3a3£, elle comprend nécessairement le polynôme
3a*b |- 3ab* \ 36c3 |- 3&3c \ Scht -f- 3ca3,
({lie l'on désigne par 3 Sa36; si Ton y trouve le ternie — 2ab non compris dans les précédents, une seconde partie de cet te fonction est
— 2ab — 2bc — 2ca
ou — 2%ub; et ainsi de suite,
On nomme fonction symétrique simple, tonte fonction syméiri [ne rationnelle, entière el homogène dont chaque terme ne contient qu'une lettre; telle est la l'onction
que nous désignerons j > ; 1 1 • s%.
Une fonction double est une fonction symétrique, rationnelle, entière et homogène dont chaque terme ne contient que deux lettres; une fonction triple est colle dont chaque ternie contient trois lettres; ci ainsi de suite Par exemple, l'expression
a\b — cr 4- t>3(c — a)2 -{- e3(a — b)2
es! la somme de la l'onction double -n:]b: et de la l'onction triple — 2£ù*bc.
Nous verrons que toute fonction symétrique rationnelle des racines d'une équation algébrique s'exprime rationnellement an moyen des coefficients des racines de cette équation, c'està-dire au moyen des fonctions symétriques élémentaires
-d. -u'j, -af''\ . , abc ... I .
278. Formules de Newton. — 1. Soient a, b, .. I les racines de
F(.r) =** \-prvm l i-/v"> 2 r ■■■ h pM = 0,
en sorte que
En dérivant cette identité, on obtient
F\.rj . : [X - b) r — C)
Si l'on effectue la division de V x par x
- a Pi
\-l>uc
\-Pi
rm
a, on trouve
| ... ! am~ »
Remplaçons a successivement par b, c, ... / et faisons la somme des résultats; nous aurons, eu égard à la relation (l),
4" /Mo
+ ïhS.n-3
Mais
F'(a?) = ma?1" ' -|- (m - l)y)r'.'m 2 4 (m par suite
S] 4-/V\> - (m — l)Pi,
... h Pm-iî
*Pi
•s.n - i T Pi^m— 2 r ^2'5m - 3
ou, après simplification,
s2 + Pi$i + 2p8 = 0,
«3 hPiS-z + /Vi 4- 3/>3 —0,
s,n 1 rl>v\n 2 I PoJm-3 r---.-ri5m.251-f (m— l)pm-i =0. .
De ces formules, on peut tirer s1} s2 s,n— 1 on fonction des
coefficients p15 /;2, ... /)m_j ou inversement, ces coefficients en fonction de .s,, s2, .. sm-l.
II. a, fr, ... , / étant les racines de F(x) — 0, on a
a" -fPiflra J 4-/V*m~2 I ... -f Pm = 0,
&IJ -fp^™-1 -i-p^»-8 -f ... + Pin = 0,
/m +y>1/m- -i \-pJm-2 .f .. _j_ pn == Q.
tën additionnant ces égalités, on trouve
Sm r-Pi^m-! -\~P2Sin-2 + ••• fPm*o = 0*
d'où Ton déduit s,n en fonction de Sm—j, sm— 2,
Multipliant les relations (3) respectivement par a11, frn, et faisant la somme des résultats, on obtient
5m i n !- PiSm h„_i -f p25jn |_n : h .. + pm*,, = 0 .
formule qui servira à calculer successivement .sm| ,, .sm 1 2,
111. Nous supposons />„, différent de zéro, do manière que l'équation proposée n'a pas de racine nulle.
Pour /i= — 1, — 2, — 3. ... la formule (4) donne
•S ni — i hPi^in— 2 ~f" ••• ~i Pta 1*0 I PmS— i = 0,
Sm , | /V'm 3 ! ... -fp.n-l5-! H-^nS , = 0,
Ces équations déterminent s .j , s_2> •••
On peut obtenir les mômes quantités s ! , s , , .. en cherchant les sommes sl5 s2, ... relatives à l'équation
MHPm-i^"1 4- ..- \-p^ -f- 1 ==0.
Autre solution. — 1. Reprenons l'égalité di sous la forme
F(jt) a; — « a; — b x — l
En effectuant la division de 1 par x — a on trouve
(A/ Cv «A/ tX* iX/
le second membre peut être prolongé indéfiniment et le reste de la division tend vers zéro à mesure que le nombre des termes du quotient croit, pourvu que le module x soit supérieur à celui de n.
Si l'on remplace .-/ successivement par chacune des autres racines et qu'on ajoute ensemble ies résultats, on aura
Effectuons la division de F'(x) par Fiai, ces deux polynômes étant ordonnés suivant les puissances décroissantes du x; le quotient aura la forme
\Aj \As kAj
Les coefficients Ql5 Q,j, ... sont les valeurs cherchées de &*j, s2
II. Effectuons la division de 1 par a — v ; nous aurons en série convergente
pourvu que le module de x soit inférieur à celui de u.
Eu remplaçant a successivement par chacune des autres racines et en ajoutant les résultats on obtient
— pT^j s-i r 6-2'r -r *-3'r~ ~r ••• •
Si l'on ordonne V \ et F .v i suivant les puissances croissantes de x el qu'on effectue ensuite la division de F'i.vj par F(.v), le quotient sera de la forme
d'où l'on déduit s— ] = — q\, s— o = — </■: • •■ •
Fonctions symétriques composées. — I- n, b
étant les racines de l'équation F(x) =^= 0, cherchons la l'onction symétrique -<-*T7/i, que nous représentons par sPjq.
A cet effet, multiplions membre à membre, les identités
sp = a? h&p + • • ~MP , sq =ai + &4 + ... f- /C1;
les termes du produit des seconds membres seront de dettx espèces : les uns composent la somme sp | q, les autres la somme •s-p.q; donc
■s'i. q = SpSq Sp_j ,r
Cependant, si p = </, les termes de la seconde espèce sont égaux deux à deux et la formule cherchée est
2sr,:, = S2!, — S2p.
II. Pour calculer la fonction symétrique Eaq6pcr, que nous désignons par Sp,n,r, multiplions, membre à membre, les trois identités
*p = aP-4-ÔP -h ... + ^,
Sq = «q "f '>'' h ... -h^i
*r = rtr M1' -r- ... + /'■•
Le produit des seconds membres renfermera des termes de trois espèces suivant que l'on prend la même lettre dans les trois polynômes on deux fois la même lettre et une lettre différente ou trois lettres différentes; ceux de la seconde espèce peuvent encore se partager en trois groupes, suivant que la môme lettre est prise dans le premier et le second polynôme, ou dans le second et le troisième ou dans le premier et le troisième. D'après cela,
W> ■ --= -VI> I a l-i- h*p+q,r h^ihy. f- VH\q 4" *p,«i,r î (1)
en observant que les fonctions doubles ont pour expressions
Sp | p.r = *p | q-S'r 5p |.q | ,- , etC.
on l rou\ e
Cette formule doit être modifiée lorsque deux des exposants /;, <], r on tous les trois exposants sont égaux.
Supposons d'abord p = q /= r; les sommes désignées par sP] ,-,,, et s4-.| ,..,, deviennent égales et la somme désignée tantôt par *,.,,,, ,■ se réduit à 2sPiP>r. Donc l'égalité (l) se change en
Si /> = q — r, on a
111. En suivant la même marche, on calculera successivement les fonctions du 41' ordre, celles du 5e ordre, etc. Toutes ces fonctions s'expriment rationnellement par les coefficients de Fuvi.
Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons ramené les
fonctions symétriques composées aux fonctions slt se, S3 et
ces dernières ont été exprimées par les coefficients de F.v).
Souvent, il est plus simple de recourir directement aux fonctions élémentaires -a, ~nb, -abc, ....
Soit, par exemple, à chercher -u-bc. Si l'équation proposée est du troisième degré, on a immédiatement
-a bc — abc )l.(i p%p\ ■
I )ans le cas général,
pip3 = ^labc.^a — ^>a2bc -f- %abcd,
d'où ~a-lc = plp3 — 7V
Ordre et poids d'une fonction symétrique entière
— Soit -nyb'Jct ... une fonction symétrique entière et homogène des racines <**, /;, ..., / de l'équation
F{x) = x^-\-plx^-1 lp.,*m-~-\ ... f-jt)m=0.
Elle s'exprime par une fonction entière -f pls p2, ...) des coefficients de F(5c), dont la partie littérale peut se déduire de Vordre et du poids de cette expression.
On appelle ordre d'un terme de o(pltplt ...) le nombre de ses facteurs p, et poids la somme de ses indices; par exemple, l'ordre du terme plplpl est 7 j r | s, et son poids est <y -{- 2/- f- 3s.
Si, dans »(pi, p>, • •)> on remplace pi par — Sa, pt par Sa&, etc., on doit obtenir la i'onction proposée Ha%b?çf On en conclut
(pie tons les termes de '?(p^1p.>^ •••) ont le même poids a -|-|3 hy-j-.... Car si on multiplie les racines a, b, ..., /par un môme nombre À, la l'onction Saafc"cT ... est multipliée par Àaiv^'---- ; ]es coefficients pl9Pn •■■ sont multipliés respectivement par X, X2, ... et un terme p^pîp* ■ • est multiplié par À'1 i 2l' l ;îs+ ••; l'identité
après cette transformation, doit être indépendante de À.
Si la l'onction ©(Pi,p2, ..) n'est pas homogène, son ordre est défini par celui du terme le plus élevé; il est égal au plus élevé des exposants a, (3, y, .. En effet, si b, c, ... / sont les racines de l'équation
■) =.r'"-' -f ?1*m-*+'?s*»-»-f ... + ? m-fi==Of
on a
Pj = - a -f '/! , y;, = - aq] f 7.,, p3 == — aq, -f ?3 , ... ;
en portant ces dernières valeurs dans <p(P],p2, ..), on obtient une expression qui est, par rapport à a, d'un degré égal à l'ordre
de 'f(Pi,/>2> •••)• Comme on doit retrouver Sa 6|Jc', ..., cet ordre ne peut être inférieur à a. 11 ne peut non plus être supérieur à a
si a (3 y car le coefficient de la plus haute puissance de a
dans un terme pjfPÎpc ••• est ± gr^ i^v i^p 1 et réciproquement
ce dernier facteur ne peut provenir que dep^pjpp .. de sorte qu'il ne peut se réduire à zéro par l'addition d'autres termes
Exemple- — Trouver pour une équation du quatrième degré la fonction symétrique V == Sa2^ -f- c/.
L'ordre et le poids de Y étant 2 et 4, un terme de l'expression de Y en fonction de pï} p.,, />3, p4 ne peut contenir plus de deux facteurs p, et la somme de ses indices doit être égale à 4. On peut donc poser
V = Ap4 4- Bp3Pi + (>:.
Pour déterminer les coefficients A, B, C nous donnons à a, /;, c, d des valeurs particulières. Si nous supposons a =6 = 1, c d 0, nous aurons
/U=0> #8 = 0, Pz = h Pi = 7-2, Y = 4;
d'où l'on conclut C = 4 Si n =b c 1 , il 0, on u
V IX
d'où 1> — (5. Enfin, l'hypothèse a b -. 1, c <7 — 1 donne
par ejonséquenl A = 0. Donc
Y = 4pl — 6p3Pl. (1)
Pour vérifier ee résultat, observons que
la*(b + c)2 = iïa-b2 -f- 2Sû^c,
y>: S8aô — Sa2£2 h 2Za2bc -\- ôabcd,
p3p} - HaHabc ■ "Za'bc -f- Aabcd\
en portant ees valeurs dans l'égalité (1), on obtient une identité.
Produit des différences des racines d'une équation
Le dernier terme de l'équation aux carrés des différences de l'équation F(x) = .vm ~f A^y™-1 -f ... =-. 0 est
V=--(ô -a)* (cl— a)2 ...(/ — «)*(c_ 6)2 .. (i — A)*.
On a (43)
am-i /,m-i cm-l , _ /m-l
d'où, en faisant le carré du déterminant (*52),
ai— i -mu -mu | i
6'->iy> — ?
où Si = a1 + fr |- ... f /'.
( )n a aussi
V=(— 1) 2 F'(a)F'(6) ... F'(l), car F\a) == (a — bj (a — c) (a — /j, etc.
282 Théorème. — Une fonction rationnelle d'une racine unique de V équation F(x) 0, de degré m, peut toujours s'exprimer pur une fonction entière de celle racine dont le degré est an plus ni — 1 .
Soient <*/, l), ... / les racines do Fut), et considérons la fraction rai ionnelle
fa)
Rn multipliant les deux termes par »-'&)?(c) .. s /) on a
»(6;<p(c) ... œ /.; '/ = fia) - -—, , •
' o(a)«plôj ...» I)
Le dénominateur de la dernière fraction est une fonction
symétrique des racines de F .v , ei le numérateur est une fonc-
F[x) tion symétrique des racines de ; les coefficients du quotient
de FûV) par x — a sont des fonctions entières de n. Il résulte de
là que v se ramène à une fonction entière ty(a\ Si 'i(a) est d'un
degré plus élevé que F a) ou de même degré, divisons <b(a) par
F(a) ; nous aurons
puisque F (a) = 0. Le degré de R a) est inférieur à celui de •■!>(<•/ .
283 Elimination par les fonctions symétriques. — Tour que deux équations
f(x) = œ™ hPi^"1-1 4- ». -fRn =0,
aienl une racine commune, une certaine fonction R de leurs coefficients doit être nulle R est le résultant ou Véliminant de /(.Y! et i>1-v)173).
Soient »i, a2, . .. a.n les racines de la première équation; l'une d'elles doit vérifier la seconde équation. Par suite, le produit
ffMfffa) »•#(*!») (1)
doit être nul. Ce produit étant une fonction symétrique des racines de f{x), on peut l'exprimer par les coefficients />,, p2, .. pn] et l'on a ainsi R.
I *-a i* exemple, l'éliminant des équations
X2 | pxx -f- p2 = 0, .i-3 | - qv>:\ \ q.,X h q3 = 0 s'obtient en effectuant le produit
W I qA -f v>ai 4- 73) (*3 + QiA 4- v^-2 -H '/:»)
«»aîaâ4-5,i*ï«(ai 4"'aa)4-Sr**ia«(aî I aD h ?s(ai 4" ^ 4" ?ïaïa:!
et en éliminant a, et a2 au moyen des égalités
«1*2— J°a» *i 4- a2 = — Pu «Ï+k^/'Î — 2/>2, «î (-«? = — 1>i+32)iP3.
De môme, si plf p.,, .. pn sont les racines de g(x), l'éliminant 11 peut se déduire du produit
A?.) AP») •••/•(?„): _
on effectue la multiplication et on substitue aux fonctions symétriques des racines j^, p2, ... leurs expressions en qx, q2, ... Comme on a
g{x)~(x-^)[x — ?,)... (.»-?n), /"(.a?) EE (a? — at) (a? - a.,) ... (x — ain),
les produits (1) et (2) se ramènent respectivement à
(«, - px) («, - ,3,) ... («, - pn) (a, - p,) ... (ain - p„), (S)
(p, — a,) (p, - a,) ... (3. - mm) (3., - aj ... (£„ - am),
expressions qui ne peuvent différer que par le signe. ^ Tous les termes du résultant ont le même poids mn, égal au produit des degrés des deux équations. En effet, si dans le résultant ou remplace plf p.,, ... qlf r/2, ... par — Sa, Ea^, ... , — 2p, , Spjp2, ... on doit trouver le produit (3). Or, chacun de ces coefficients renferme autant de facteurs a ou p qu'il est marqué par son indice; d'autre part, si l'on effectue le produit (3), chaque terme est composé de mn facteurs a ou p. Donc la somme des indices de chaque terme du résultant est égale à mn. Remarque. — Si l'on écrit
f(x) ee p0x™ -f p vx™ -1 -f . . . , g[x) = q0xn -f- q^-1 -f- . . . ,
et que l'on considère le résultant sous la forme (1) ou (2) (*), on
(*) On sous-entend ici que les a ou P sont éliminés au moyen des valeurs des fonctions symétriques, et que l'on néglige le dénominateur amené par ces valeurs.
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voit qu'il est une fonction homogène, de degré /n,. des coefficients de g'(x), et une fonction homogène, de degré ;/, des coefficients de /"(.Yi.
284. Théorème de Bezout. — Considérons un système de deux équations générales à deux inconnues :
/'(■'\//; = 0, ff[œ, y) = 0,
la première de degré m, la seconde de degré /?. Si on les ordonne par rapport à x, 'elles prennent la forme
£(a?,y) = g0.rin -f 7l.,-»--' -f- ç2.t»-2 4- ... f qn « 0,
où les coefficients /> et «y représentent des fonctions de 3* dont le degré est égal à l'indice du coefficient.
Soit x = a, y = /; une solution du système. Si l'on remplace y par /;, les équations /'(.y, y) = 0, &'(a', y; = 0 acquièrent une solution commune x = a; par suite leur résultant doit être nul. Si donc on égale à zéro le résultant de f(x, y) e>tg(x, y) en laissant subsister la lettre y, l'équation ainsi obtenue est V équation finale en y. Le poids du résultant écrit avec les lettres />0. plf ... (lo, '/n ••■ es^ mn ' en remplaçant ces lettres par des fonctions de y d'un degré égal à l'indice, on obtient une fonction entière de y de degré mil.
On en conclut que deux équations à deux inconnues admettent autant de solutions communes <jnil est marqué par le produit de leurs degrés.
Cet énoncé suppose deux équations générales, écrites avec des coefficients indéterminés. Dans des cas particuliers, le nombre des solutions communes peut subir une réduction.
Exercices et notes.
l* SP,1,r,t - SypqStSt — *~5p5q3r | t \~ --J'VV|-rft — GSp-fq \-r-\ t >
2ï*p,p,!M) = sl> ~ <>p.V>p + 8SpS.Jp 4- 3*3p — 6s4p .
2. a, b, ..., / étant les racines de F(jc) =0 et cp(jc) désignant une fonction entière, trouver la somme
V = ?(a) + cp(6) 4- ... -f-?(/).
Ou peut écrire symboliquement V = ïp{s), en remplaçant jcP par .vp
En observant que
v(oc)F'(œ) ©(#) o(x) ?(#)
et en effectuant les divisions indiquées, on peut identifier le reste de la première division, divisé par le diviseur Vix), avec la somme des restes des autres divisions, divisés par le diviseur correspondant, ce qui donne
ou K{oc) = S«p'a)(aj — ô) ... (x — /).
Egalons les coefficients des plus hautes puissances dans les deux membres : ce coefficient, dans le second membre, est égal à V, etc.
ERRATA
Ligne 3, signifie ligne 3 en remontant.)
Pages.
2, ligne 1S, au lieu de : A,n i#, lire : A,n_i œ.
4, ligne 4, au lieu de : | a -[- bi . , lire : | a -f- bi | .
8, ligne 12, » s \-.s, lire : s -f- s'.
» ligne 9, " OZ, = OZ, lire : OZ, = 0/'.
11, ligne 3, » fig- 7, lire : fig. S.
13, fig. 0, .» A, lire : A5.
19, ligne if, » COS ( a -f- - - A j, lire : COS ( a -f- '" — 6j.
82, ligne 15, » «pu, lire : apn.
34, ligne 9, » = | a] a, — bx cl | , lire : = | al a, — bl c, \ -|-,
3*, ligne 13, lire : 1) = [b — a) [c — a) (c — b)m.
36, ligne 20, au milieu de la ligne, au lieu de a^pg, lire o^Y^.
42, ligne 3, au lieu de ( — ll ' , lire : ( — l)1" ' .
43, ligne 14, » » » »
45, ligne 1. La dernière ligne du déterminant 0 est 0, 0, 0, 0, 1.
48, ligne ■>, au lieu de : est nul, lire : est un. 56, exercice 27. Lire : Appelons Ap ..., et Bp le déterminant.... Lire; 4. (_ l)»An-HBnH == 0.
63. Au § 78, la première ligne du déterminant (1) est ccl j d]Z • •• #in ^im«
64, ligne 1. Lire : X,, X2, ... Xm.
79, fig. 11. Mettre la lettre O à gauche sur la ligne.
F(.r) 84, £ 84, 1 égalité (1) commence par
Aiyxm
8« ligne 5, lire : F(x) = Apa7? -f Ap, ^iH ! _|_ ... _j_ Am#ra. 90, ligne 8, au lieu de | F(œ) > | 11, lire : | F(œ) | > K. 95, fig. 12, la lettre X manque sur la ligne OP. 109, ligne 19, au lieu de : An , lire : Am.
112, exercice 25, ligne 3, lire : (Réponse : y = 28-^3).
113, ligne 6, lire : y = — a% F(a?) = 0.
127, ?; 146., ligne 7, Lavant dernier ternie est — Ap j.^1' l _1. 139, ts 160, ligne 3, l'équation se termine par : Am_i# -\- Ain = 0. » » ligne 7, au lieu de : A,#m" !#, lire : Alam~]b.
Pages.
141, ligne 3, an lieu de : x -\- px -f- (h Iil'° : x" 4" Vx 4 7-
148, ligne 6, au lieu de : -f- CJ^ îQk i, lire : — Uk_iQt— 1«
» » 7, » — AUr, lire: — Al'k.
149, ligne 15, la ligne se termine par : et par suite,
166, ligne 2, lire: PJ , FV.
167, lignes 16 et 17. L'expression commence par #pFv p et se termine par
171, ligne 3, le 2e terme est ax^ ^i/K
178, exercice :>, an lieu de : Xn , lire Xm.
180, ligne 16, fin, lire : — (a — X) (b — À).
183, ligne 6, le premier membre est : mn»(n [i (m~D ).
193, ligne <>, au lieu de : m — ;;. < m, — i — v, lire : m — ;x > n> — i — v.
198, ligne 10, le terme du milieu est : \nxn.
200, exercice 4, lire : h étant un nombre donné.
203, ligne 1, au lieu de : Soit m < n, lire : Soit m, > n.
200, ligne 2, lire : œH — x~ -|- x» — xA -\- x3 — x -f- 1 .
«16, ligne 6, lire : 2q' = ^2 — 10
225, ligne 4, au lieu de L/ = 1 -f- Y 10 ou 3, lire : un groupement des ter-
mines donne : L' = y 10 ou 2.
226, ligne 7, au lieu de : L -4- 5, lire : L = 5. 241, ligne 7, lire : on trouve Aa_2«
X* oc~
267, ligne 5, au lieu de : - y ylV(i • , •
a- aA
268, ligne 10, au lieu de : /(], lire /1.
» 14, » spq, lire : sp?q.
>' » 17, » s2p, lire : Sgp*
» » 18, » ï:«cï6iYr, lire : SaP^^C1'.
» » 23, » «r> lire : ar .
1, )J spfr.r, Hre : «p+q,r.
2<)(.', ligne 2 Le signe — manque devant V avant-dernier terme. » » 21 Au lieu de S r/ Ar:, lire : 1 a~bc.
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