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VI PRÉFACE
simal se trouvent à peu près toutes réunies dans les trois premiers Chapitres de ce Volume.
Dans la précédente édition, où nous tenions à conserver toute la simplicité possible, nous avions glissé un peu rapidement sur ces premiers principes, qui ont été récemment l'objet d'études approfondies de la part des géomètres les plus éminents. Notre but actuel est un peu différent : nous les exposons avec toute la précision et la généralité que nous avons pu, dût-il en résulter quelque complication.
Certains points présentent encore quelque obscurité. Pour en citer un exemple, nous n'avons pu arriver à définir d'une manière satisfaisante l'aire d'une surface gauche, que dans le cas oii la surface a un plan tangent, variant suivant une loi continue.
Enfin nous avons complètement remanié le dernier Chapitre, sur les courbes planes algébriques, pour y introduire les résultats principaux des recherches de MM, Cremona,
Halphen et Nother.
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I. — Limites
1. L'objet primiLif de l'Arithmétique est l'étude des nombres entiers.
Pour pouvoir exécuter, dans tous les cas, la résolution des équations du premier degré, on a dû étendre cette première conception, par l'introduction des nombres négatifs et des nombres fractionnaires. On obtient ainsi l'ensemble des nombres rationnels.
La résolution des équations de degré >> i exige de nouvelles généralisations. Les principes sur lesquels elles reposent sont intimement liés à ceux du Calcul infinitésimal, et nous devons les exposer brièvement.
2. Nombres irrationnels. — Soient A et B deux systèmes de nombres rationnels jouissant des propriétés suivantes :
t" Tout nombre de B est plus grand que tout nombre de A;
2^ On peut toujours déterminer dans A et B respectivement deux nombres a et b^ tels que l'on ait
quel que soit le nombre positif £, donné a p/iori.
Ces hypothèses admises, les nombres (rationnels) pourront se répartir en trois classes :
La première JL contiendra tous les nombres inférieurs à quelqu'un des nombres de A; la seconde \)1> tous les nombres supérieurs à quelque nombre de B; la troisième G, ceux qui ne sont ni inférieurs à un nombre A, ni supérieurs à un nombre B.
Il est impossible que cette classe G contienne deux nombres différents c et c' <C c. On aurait, en effet, quel que fui le choix de a et de b^
a ^ c', b ~ c, d'où b — a^ c — c',
résultat contraire à notre seconde hypothèse.
Elle peut contenir un nombre unique c (ce cas se présentera, par exemple, si l'on prend pour A l'ensemble des nombres <; c, et pour B l'ensemble des nombres >> c).
Mais il peut arriver aussi qu'elle n'en contienne aucun (on sait qu'il en sera ainsi si l'on prend pour A la suite des réduites de rang impair, pour B celle des réduites de rani; pair d'une fraction continue illimitée).
Nous ferons disparaître cette distinction, en disant que. dans le second cas, il existe encore un nombre c plus grand que tous les ol> et plus petit que tous les a)i), mais que ce nbmbre est irrationnel.
L'ensemble des nombres ainsi obtenus, tant rationnels qu'irrationnels, constitue le système des nombres réels.
VAHIABLES RÉELLES. 3
ChacuQ de ces nombres est défini, comme on le voit, par la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits que Uii,' et de cenx qui sont, an contraire, pins grands que lui.
3. Si un nombre rationnel /• est plus petit (plus grand) qu'un nombre réel c, il est clair, d'après nos définitions, que tout nombre rationnel /'plus petit (plus grand) que r sera çi fortiori plus petit (plus grand) que c.
Mais on peut démontrer qu'// existe, en outre, une infinité de nombres rationnels compris dans V intervalle de r à c.
En effet, si c est rationnel, tous les nombres /•-}- //z (c — /*), où m est une fraction quelconque comprise entre o et i , satisfont à cette condition.
Si c est irrationnel, supposons, pour fixer les idées, c >> /■. Soient A, B les deux systèmes de nombres rationnels qui déterminent c. Tout nombre rationnel appartient, par liypotlièse, à l'une des deux classes -A> et \ll>, définies comme cidessus.
Le nombre r <i c appartient à la classe d,. 11 est donc moindre qu'un nombre a du système A. Ce nombre a étant plus petit que tous les B n'appartient ])as à la classe iH) : c'est donc un nombre X. Donc il est moindre qu'un autre nombre «, du système A. Continuant ainsi, on obtiendra une suite infinie de nombres rationnels croissants /•, «, «(, . . ., et tous <c-
On dira qu'un nombre réel c est plus grand qu'un autre nombre réel c', s'il existe un nombre rationnel /* qui soit <<6' et >> c'. Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre infini, compris entre c et /', ou entre /• et c', jouiront de la même propriété.
Il est clair que, si c >> c' et <?'> c'\ on aura c >> c" .
Enfin, entre deux nombres rationnels quelconques r et /'+ s, il existe nécessairement un nombre irrationnel (et, par suite, une infinité).
Soit, en effet, c un nombre irrationnel défini par les deux systèmes de nombres rationnels A et B. On peut déterminer dans ces systèmes deux nombres a et b^ dont la différence soit << £, et comprenant entre eux le nombre c.
Soient A,, B, les deux systèmes obtenus en ajoutant la constante r — ah tous les nombres de A et de B. Il est évident que ces nouveaux systèmes ont les qualités requises pour définir un nouveau nombre irrationnel, compris entre /• et /' + £.
Un nombre réel c. sera dit positif, s'il est >> o (auquel cas
il sera encore supérieur à une infinité de nombres rationnels
positifs); négatif, s'il est < o.
Les inégalités
b — <2 >■ o, b — a <Cz
pouvant s'écrire ainsi
on voit qu'à tout nombre réel c, défini par le système des nombres a et celui des nombres b^ correspond un autre nombre de signe opposé, défini par le système des nombres — b et celui des nombres — (t. Nous désignerons ce nombre ])ar — c. On aura, d'après cette définition,
i. Il nous reste à généraliser Ja définition des opérations de l'xVrithmétique, pour les rendre applicables à tout nombre réel.
Soient c, c' deux semblables nombres, définis respectivement par les systèmes A, B; A', B'. Soient a, b; a', b' des nombi'cs pris respeclivcment dans ces systèmes, on aura
Mais, d'autre part, on j)0urra choisir a, b^ a' ^ b' c!e telle sorte qu'on ait
d'où
Le système des nombres a 4- «' et celui des nombres b -\- b' définiront donc un nombre réel, que nous appellerons c-hc'.
De même, le système des nombres b — «' et celui des nombres a — b^ définiront un nombre, que nous appelleroDS c — c'.
On a évidemment, d'après cette définition,
La soustraction est d'ailleurs l'opération inverse de l'addition, de telle sorte que le nombre (c — c')-^c'=Ct n'est autre que c. Pour le montrer, nous prouverons que tout nombre rationnel >> c est > c,, et réciproquement.
Les nombres ^ c sont ceux qui sont plus grands que Tun des nombres 6, les nombres >> <?< ceux qui sont plus grands que l'un des nombres b — a'-h b'.
Or, tout nombre x ^ b — a'-\- b' est a foi'tlorl >- 6, car
D'autre part, si .r >> c, on pourra déterminer entre x et c une infinité de nombres rationnels encore ^ c Soit X — £ = b l'un d'eux ; on aura
si l'on choisit a' et b' de telle sorte que b' — a' soit < s.
5. Pour définir la multiplication et la division, nous supposerons d'abord c et c' positifs.
Soient a, a! des nombres fixes choisis d'avance arbitrairement parmi les nombres positifs contenus dans les systèmes A, A'; p, P' des nombres fixes (nécessairement positifs) choisis d'avance dans les systèmes B, B'; «, />, a' , b' des nombres positifs à choisir dans ces mêmes systèmes; on aura toujours
bb'~>aa, ->>Ty
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Mais on peut choisir ces nombres de telle sorte que l'on ait
0 étant une quantité à déterminer ultérieurement.
11 est d'ailleurs permis de supposer, en outre, que a et b sont contenus dans l'intervalle de a à fi, a' et b' dans l'intervalle de cfJ à ^'. En efifet, <7, par exemple, est sûrement << [3. S'il est < a, on aura ^ — a<^ — «<o. On pourrait donc substituer a à a, tout en maintenant l'inégalité demandée.
Gela posé, on aura
bb' — aa' <i {a -f- o) {a'-\- o) — aa'
b _ a _ bb'— aa' ( ^ + 3') a -i- 3^ a!" V " ~"a^b'~ ^ 1^^^ "
Si donc on détermine o de manière à satisfaire à la fols aux
on aura
bb'—aa'< (?-i-p'+i)o<£,
Le système des nombres <7«', joint à celui des nombres bb' ^
€t le système des nombres -7-,) ioint à celui des nombres — , > •^ b' ^ a'
<léfinlssent donc deux nombres réels, que nous désignerons
, c respectivement par ce et —, •
La division ainsi définie est l'inverse de la multiplication. Pour l'établir, il faut prouver l'identité des deux nombres
- c''=c, et c, en montrant que les nombres rationnels supérieurs à l'un le sont à l'autre, et réciproquement.
Soit X \\i\ nombre >> c,. Il sera, yiar définition, plus grand
qu'un des nombres — h' , et, a fortiori^ plus grand que le
nombre h ; il sera donc >> c.
Réciproquement, si ^ >> c, il existera nn autre nombre rationnel x — £ encore plus grand que c, c'est-à-dire plus grand qu'un nombre b. Or on ])eut déterminer, quel que soit 0, o! et b\ de telle sorte que l'on ait V <^ «'+ 8, d'où
oc £ b
Si l'on choisit 8 moindre que — - ? on aura x^ —, b' . Donc
x^ Ci.
Pour étendre la définition de la multiplication et de la division au cas où l'un des facteurs, ou tous les deux, sont négatifs, on appliquera la règle des signes. Enfin on admet qu'un produit est nul, si l'un des facteurs est nul.
On voit, sans aucune difficulté, que les opérations ainsi généralisées, appliquées à des nombres rationnels, donnent les mêmes résultats que les opérations ordinaires, et que les règles du calcul algébrique subsistent sans aucun changement.
6. On nomme valeur absolue ou module d'un nombre réel c ce nombre lui-même, s'il est positif, le nombre — c, si c est négatif. Ce module se désigne souvent par la notation | c |.
On a évidemment
\a\\b\ = \ab\,
7. Soient A, B deux systèmes de nombres réels tels : I** que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A; 2" qu'on puisse toujours déterminer dans A et B deux nombres a et b tels que b — a soit << s. Il existera un noQibre réel unique c tel que l'on ait constamment
Soient, en effet. A' le svstème des nombres rationnels
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inférieurs à l'un au moins des nombres A; B' le système des nombres rationnels supérieurs à l'un au moins des nombres B. Les nombres B' seront plus grands que les nombres A'.
D'autre part, déterminons dans A et B deux nombres a
et b tels que b — a << 5- On peut déterminer deux nombres
rationnels comprenant a et dont la diflerence soit <C ^- le ]3lus petit a' de ces deux nombres appartient à A', et l'on a
On peut de même déterminer dans B' un nombre b' tel que b' — b soit << -. On aura, par suite,
Les systèmes A', B' étant formés de nombres rationnels déterminent un nombre réel c plus grand que tous les a' et moindre que les b' . Ce nombre satisfait aux conditions requises. En effet, s'il était moindre qu'un nombre a de A, it existerait entre acte des nombres rationnels d plus grands (jue c, contrairement à la définition de c. S'il était plus grand qu'un nombre b de B, on arriverait à une contradiction analogue.
On voit d'ailleurs, comme au n° 2, que le nombre c est unique de son espèce.
8. Limites. — Soit x une quantité variable, à laquelle on donne successivement une suite illimitée de valeurs x^, .... Xn^ On dit que la suite Xs^ . . . , Xn-, • • • , ou, d'une manière plus abrégée, la variable x tend ou converge vers la limite c si, pour toute valeur de la quantité positive £, on peut assigner un entier v, tel que l'on ait
\0Ca—c\<Z
pour toutes les valeurs de n supérieures à v.
La variable x ne peut tendre à la fois vers deux limites différentes c et c'; car on a
d'où
Donc, quel que soit n^ l'un au moins des deux modules
sera au moins égal à ^ | c' — c\.
11 importe de transformer la définition précédente, de manière à pouvoir prouver l'existence d'une limite, lors même qu'on ne serait pas en mesure de la déterminer.
9. Théorème. — Pour que la suite Xi^ . . . , œ,i, • • • tende vers une limite, il faut et il suffit qu^ on puisse trouver une suite £i^ ..., £/i, ... de nombres positifs non croissants, ayant pour limite zéro, et tels que Von ait, pour toutes les valeurs des entiers n et p^
1° Supposons, en effet, que la suite ^,, ..., x,,^ ... tende vers une limite c. Soient o<, . . . , 8,,^, . . . une suite de nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite. On pourra, par hypothèse, déterminer pour chaque valeur de m un entier ^m tel que l'on ait constamment, dès que n est
Si n ^v,, mais az +/? >> Vi, on aura d'autre part
I ^ Il ^n+-p I < 1 ^n ^ I "^ I "^n-hp ^ | < ^ ^~ 2 ^1 '
e désignant la plus grande des quantités \Xi — c|, ...,
\xy^—c\.
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Enfin, si n et n -\- p no sont ni l'nn ni l'autre >-v,, on aura
I oc,,— x„^p I = I ^,^_ c I 4- I x,^^j,~-c I < '2e.
Définissons maintenant une suite de quantités positives
£ 1 , , . . , £//, ... par les relations
On aura constamment
D'ailleurs les quantités e^^ forment une suite non croissante, et t,i tend vers zéro quand n tend vers co. Car on peut prendre m de telle sorte que o^,^ soit moindre cju'une quantité quelconque £, et il suffira de prendre ensuite n'^y„i pour être sûr d'avoir
2" Réciproquement, supposons qu'on ait pu déterminer, une suite £i, ..., £,/, ... de nombres positifs ayant pour limite zéro, et tels que Ton ait, au moins pour les valeurs de n qui surpassent un nombre fixe /??,
et proposons-nous de démontrer que la suite ^,, . . . , œ„, ... lend vers une limite.
Désignons par a^ la plus grande des quantités
par ^v la plus petite des quantités on aura évidemment
<^v > <^\i, ^v < ^[X) si V > JJ..
i VARIABLES RÉKLLES. I I
D'au ire pari, rinégalilé (i) peut s'écrire
, d'où
Supposons /î^v el cliangeons dans celle équation p en î /; + V — /i ; elle devient
et comme elle a lieu pour les valeurs /i = //i + i , . . . , v, on en déduit
Plus généralement, {jl et v étant deux entiers positifs quelconques ^ ;??, et X le plus grand des deux, on aura, par la combinaison des inégalités ci-dessus,
Donc, tout nombre h est plus grand que tout nombre a. Mais on a d'autre part
m, b^, — Cfy~ { ,Z\, -+- Sv ) — ( Xy — £v ) < 2 £v,
quantité qui peut être rendue << s en prenant v assez grand. Donc les deux systèmes de nombres a et b déterminent un nombre c. Ce nombre et le nombre ^v+/7 étant tous deux compris entre a^ et ^v^ on aura
ce qui est précisément la condition pour que les quantités x
10. GoROLLAiiiE. — SI les quantités Xn sont telles que l'on ait toujours
elles tendront vers une limite c ou croîtront de manière à surpasser finalement toute grandeur donnée E.
lin effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur
^ Of TE»
de Ja quantité positive o, on puisse déterminer un entier v tel que l'on ait constamment
Xy^p Xy <C^ 0 ,
quel que soit/>.
Donnons à o une suite de valeurs Oi, Oo, ... convergeant vers zéro; soient Vi, Vo, , . . les valeurs correspondantes de v.
Soit, d'autre part, n un nombre ^v^ mais << v^_f.,. On aura
\ X n X ii^p I "Tt: Xji^p X n ^ Xfi^p «^^v^t?
et si l'on pose n -{-/) = v^ -j- ^,
Si donc on définit les quantités îv,, • • • •> -«, • • • par la condition
-n~'^k quand /i = v/,<vyi.^i, on aura i
Les quantités z,ii ainsi définies, convergeant vers zéro, les quantités x,i tendront vers une limite. j
Supposons, au contraire, qu'il existe une quantité o pour laquelle il soit impossible de déterminer une quantité v correspondante. On pourra, quel que soit n, déterminer un nombre n-\- p ^=^ n^ tel que Xn^ — ^n soit plus grand que 8. Nous pourrons donc déterminer une suite illimitée de nombres i, /2,, /?2, ..., /za, ... tels que l'on ait
d'où
Ce nombre deviendra plus grand que le nombre donné ¥^ des que k sera supérieur a ^
11. Si la variable x tend vers la limite c, — x tend vers la limite — c.
Celte proposition est évidente; car on a
\jc — c\ — \ — J^-\-c\.
Si donc on a pour n > v
on aura en même temps
Si la variable x tend vers une limite c différenle
de zéro, — tendra vers la limite -•
Posons, en effet, Xn
In
z,ii ; on aura
|c||c + ?„| <|cUlcl-|?„|)
quantité qui deviendra <^ î, dès que n sera devenu assez grand pour qu'on ait
Si X tend vers la limite zéro, on pourra, quelle que soit la quantité positive E, déterminer un nombre v tel qu'on ait, j)our toute valeur de n plus grande que v,
\^'a\< Yr
d'où
Donc — ne tend vers aucune limite. Nous conviendrons tou-
tefois de dire qu'il tend vers ce.
Si, en tendant vers oo, x reste à partir d'un certain moment constamment positif, on dira qu'il tend vers + ^c- S'il reste constamment nésalif, il tendra vers — ce.
13. Soient x, y deux quantités variables simultanément, et prenant respectivement les suites de valeurs x,, V',; ...; x,i,y,i, •••• Si x, y tendent respectivement vers
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des limites finies c, d^ ^-{-y et xy tendront vers les limites c + d, cd.
Posons, en effet,
^/t c ^^ c,i, y n cl z=z T^fi.
On pourra, par définition, quelle que soit la quantité posi-j' live 0, déterminer deux quantités v, et Vo, telles que l'on ait
I ;,, I <ô, si /i > v^, |t,„| <Ô, si «> V2,
I ^« ! < ^» |'^.« 1 < s si n > V,
V désignant la plus grande des quantités v^ et Vo. Cela posé, on a
\^'n-^yn-{C-\- ^01 = 1 l. + '^w. I < NM + I r,,, I < 25, \ao„y„—cd\=: \ cr,,,-^ d'c^„+ \„r^„ I
< KM V'uA-^\d\ 1^,, |4-!^,, I |t,j
Les seconds mendjres de ces inégalités seront < £ si Ton
détermine l'arbitraire ù de telle sorte qu'on ait en même temps
Notre proposition est donc démontrée.
Si X tend vers go, y continuant à tendre vers une limite finie d^ on pourra, de môme, quelles que soient les arbitraires E' et 0, déterminer un nombre v tel que l'on ait
\Xn\> •'-', I /« — <^ I < ^ si /i > V,
d'où
I -^n-\-yn \ = I Xa-\-yn--d-\-d\ l\x ,,\-\y „- d\ ~- \d
si l'on choisit E' plus grand que E -|~ o -f- [ <:/ |. Donc, dans ce cas, X -\- y tendra vers oo.
Le produit xy tendra aussi vers ce, si d n'est pas nul. E effet, choisissant pour 5 une quantité < | <:/|, on aura
d'où et enfin
\yu\ ^ \d\ — o,
si l'on choisit E' ])lus 2:rand crue , ,,
Si jK tendait vers zéro, en même temps ([ue ./' vers oc, on ne pourrait rien affirmer a priori.
Supposons enfin que x ei y tendent tous deux vers ce. On ne pourra rien affirmer a priori sur la somme x-r-y. Mais le produit tendra évidemment vers oc.
14-. De la combinaison des résultats qui précèdent, on déduit immédiatement la proposition suivante :
Soit l\(x,y, . . .) une expression rationnelle quelconque des variables X ^ y , .... Si ces variables tendent simultanément vers les limites c, d. . . ., R(.r, y, . . .) tendra vei's la limite R(c, d, . . .).
Ce théorème est toutefois soumis à cette restriction cpie la suite des opérations indiquées pour calculer R, connaissanl ^, y, ..., puisse s'exécuter effectivement pour les valeurs particulières x = c, y = <:/, ....
Si donc parmi ces opérations fi<^ureut des divisions, il faut que le diviseur ne soit pas nul.
lo. L'Arithmétique et l'Algèbre comportent quatre opérations fondamentales : addition, soustraction, multiplication et division. On peut en concevoir une cinquième, consistant à remplacer une quantité variable par sa limite. C'est l'introduction de cette nouvelle opération qui caractérise le Calcul infinitésimal.
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16. l?^Fii\iME]\T PETITS. — On donne le nom à^ infiniment petit à toute quantité variable qui tend vers zéro; celui àHnfiniment grand à toute quantité variable qui tend vers oc.
L'inverse d'un infiniment petit sera donc un infiniment grand, et réciproquement.
La suite des valeurs ^, , . . . , Xa^ • - -, qu'on assigne successivement à un infiniment petit ^, doit avoir, par définition, zéro pour limite; on peutne la soumettre à aucune autre restriction. Mais on peut aussi, si l'on veut, l'assujettir à d'autres conditions : stipuler, par exemple, que ces quantités seront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restrictions, qui devront être spécifiées dans chaque cas, on devra la considérer comme arbitraire.
17. Deux infiniment petits jc^ y seront indépendants^ s'il n'existe aucune corrélation obligatoire entre les valeurs x^^ . . ., x,i^ ... et y,, . . .-, y,n • • • qu'on leur attribue respectivement.
Au contraire, s'ils sont liés de telle sorte que, Xn étant connu, on puisse en déduire y,/, on dira que y est un infiniment petit dépendant de x. Cette dépendance sera, en général, réciproque, de telle sorte que, Vn étant connu, x,i pourra s'en déduire.
Deux infiniment petits .r, y étant ainsi liés, on dira qu'ils
y sont du même ordre, si, lorsque x tend vers zéro, —^ a pour
limite une quantité constante c différenle àe o\ y sera
d'ordre plus élevé que x, si - a pour limite zéroj il sera
y d'ordre moindre, si — tend vers oo.
On peut, dans la plupart des cas, préciser cette notion, en mesurant par un nombre l'ordre de grandeur d'un infiniment petit. On pourra dire, en effet, que y est d'ordre a par rapport à x^ si le rapport -' - tend vers une limite finie et difl'é-
rente de zéro, lorsque x' tend vers zéro.
VARIABLES RÉELLES. \-j
D'après cette définition, une quantité jK qui tend vers une limite finie sera nn infiniment petit d'ordre zéro; un infiniment grand y tel que yx'^ tende vers une limite finie et différente de zéro sera un infiniment petit d'ordre — a.
Dans toute question où figurent plusieurs infiniment petits x,y^ z, ... dépendant les uns des autres, on pourra choisir arbitrairement l'un d'eux comme étalon de mesure. Cet infiniment petit principal, X, par exemple, étant considéré comme ayant pour ordre de grandeur l'unité, y, c, . . . auront des ordres de grandeur représentés respectivement par des nombres a, [3, ....
Le même procédé de comparaison serait applicable à des infiniment grands.
18. Soient y un indniniL'nt petit d'ordre a; A la limite vers laquelle tend -— quand x t3nd vers zéro. On auia
-^ rrr A 4- A, d'où Y — A,r^ -j- /i .r'^
Il tendant vers zéro avec x.
Le premier terme kx^ se nomme la valeur principale de y. Il représente cet infiniment petit avec une erreur relative qui décroît indéfiniment a\ec x.
Si l'on ne veut pas se contenter de cette première approximation, on aura à déterminer la valeur principale du reste. Soit B^? cette valeur principale; nous aurons une seconde valeur
approchée jusqu'à l'ordre p. On chercherait de même, s'il était utile, la valeur principale du reste, et ainsi de suite.
La détermination des valeurs principales des infiniment petits et leur développement en série suivant les puissances de l'infiniment petit principal, qui en est la conséquence, formeront en grande partie l'objet de la première Partie de ce Cours.
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J^a solution de ce problème fondamental fournit une méthode d'approximation précieuse dans toutes les applications des Mathématiques; mais là ne se borne pas son utilité : elle permet d'obtenir des résidtats d'une entière rigueur, fondés sur la proposition suivante.
IL - Ensembles
20. Soient .r, y, ... des quantités variables; nous appellerons point un système de valeurs simultanées a, 6, ... donné à ces variables; écart de deux points p = (a, b, . . .) elp'= {a', b\ . . . ) l'expression
pp' z-iz\ a' — a\ -r [ // — b \ -{-... .
Si cet écart est nul, les deux points coïncident, et réciproquement.
On dira que le point /; = [a, b, . . .) est la limite d'une suite de points
/j.,— (.ri, 7,, ...), ..., /^,,= (.r„,/„, .. .), ...,
si VécRvl pp,i a pour limite zéro lorsque /i croît indéfiniment, ce qui revient à dire que^/^, y,^^ . . . ont respectivement pour limites a^ b, ....
On nomme ensemble toute collection de points, en nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de dimensions qu'il figure de variables ^, y, . . . dans la définition de ses points.
On nomme point limite d'un ensemble E tout point qui est la limite d'une suite de points de E. Le système de ces points limites forme un nouvel ensemble E', qu'on appelle le dérivé de E.
Considérons, par exemple, le cas d'une seule dimension. D'après les définitions précédentes, l'ensemble des nombres entiers n'a pas de point limite.
Celui des fractions j, |, ^, • • • a une seule limite x-=o.
Celui des nombres rationnels ^a et <^/; a pour dérivé l'ensemble des nombres réels ^rt et ^^.
Ce dernier se confond avec son dérivé.
On voit par ces exemples qu'un ensemble E peut contenir des points qui n'appartiennent pas à son dérivé E', et réciproquement.
Si un point p = («, b^ . . .) appartient à E sans appartenir à E^, on pourra, par définition, trouver une quantité e telle que tout autre point de E soit écarté de p de plus de £. On dit dans ce cas que p est un point isolé dans E.
!2i. Nous appellerons ensemble parfait tout ensemble qui contient son dérivé.
Un ensemble E', déri\^é d'un autre ensemble E, est nécessairement parfait .
Soit en effet tt un point limite de E'. On pourra, par hypothèse, déterminer dans E' un point p' tel que l'écart p'r^
soit <^ -• D'autre part, p' étant un point limite de E, on
pourra déterminer dans E un point y? tel que l'écart/)/?' soit
<^ -• Cela ]:)Osé, soit
on aura
Donc TU est un point limite de E et appartient à E'.
22. Si l'ensemble E ne contient pas tous les points possibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un ensemble coniplé mentaire E, .
Soient respectivement E', E', les ensembles dérivés de E, E,. Tous les points de l'espace pourront être répartis en trois classes :
i^ Ceux qui appartiennent à E, sans appartenir à E'^ . Pour chacun d'eux/? on pourra assigner une quantité s telle, que tout point dont l'écart à p est <^ s n'appartient pas à E, , et par suite appartient à E. Nous dirons que les points de celte classe sont intérieurs à E (et extérieurs à E, ).
2*^ Ceux qui appartiennent à Ei, sans appartenir à E'. Ces points seront extérieurs à E et intérieurs à E,.
3" Enfin ceux qui appartiennent en même temps à l'un des ensembles E, E^ et au dérivé de l'autre. Ces points constituent la frontière commune des deux ensembles E, E).
// existe toujours des points frontières. Soient en eOet p = (a, />, . . .) et Tl = (a, [3, . . .) deux points quelconques, choisis respectivement dans E et dans E,, et soit n un entier arbitraire. Considérons la série des points
où m prend successivement les valeurs o, i , . . . , i" . Le premier point de cette suite est/> et appartient à E; le dernier est u et appartient à E,. Soit pn le dernier des points de cette suite qui appartienne à E, t^,i le suivant. On aura
/?,,— [a -^ ^/, (a — rt), h -\- t,i{'^ — h), ...],
f,i et Ua étant deux fractions comprises entre o et i, ayant
pour différence — et dont la première ne décroît jamais, el
la seconde ne croit jamais lorsqu'on fait croître n.
Supposons d'abord qu'il n'existe aucune valeur de n ?.u delà de laquelle t,i cesse définitivement de croître ou u,i de décroître. Les quantités t,i et if.,i tendront vers une limite commune 0, et les points /?,, ...,p„, ... d'une part, t:, ,... , Tt//, ... d'autre part, auront pour limite le point
Ce point appartiendra donc à la fois à E' et à E', , et, comme il appartient nécessairement à E ou à E,, ce sera nn point frontière.
Supposons, au contraire, qu'à partir d'une valeur v de /i, t,i, par exemple, cesse de croître, et reste égal à ty; Un décroîtra et tendra vers ty\ les points tTv, r.y^^^ ... tendront donc vcrs/>v- ^^e point appartiendra donc à E', et, comme il appartient à ]^, c'est encore un point frontière.
23. La frontière F dont V existence vient d^étre établie constitue un ensemble parfait.
Soit en effet ^ un point limite de F; F contiendra une suite infinie de points ^i , . . . , (jai • • • convergeant vers q.
Si parmi eux il j en a une infinité appartenant à EetàE, , leur point limite q appartiendra à E' et à E[, dérivés de 1^^ et deE', . Mais E', , étant parfait, contient son dérivé. Donc q appartient à la fois à E' et à Ej, et, comme il appartient nécessairement à E ou à E<, ce sera un point frontière.
Si, parmi les points ^,, . . . , g,i, . . . , il n'en existe qu'un nombre borné appartenant à E età E', , les autres, en nombre infini, appartiendront à E, et E', et la conséquence sera 1? même.
24. Quant aux points intérieurs ou extérieurs, leur existence n'est pas nécessaire. Il est évident, par exemple, que si l'on prend pour E l'ensemble des nombres rationnels.
22 PllExMIÈRE PARTIE. — CIIAPITHE I.
pour E, celui des nombres irrationnels, il n'j aura aucun point qui ne soit contenu dans la frontière.
Les ensembles parfaits qui contiennent des points intérieurs présentent un intérêt particulier, et il convient de les caractériser par un nom spécial. Nous les appellerons des domaines.
2!o. Un ensemble E d'une seule dimension est dit borne supérieurement {inférieurement), si tous les nombres qui le composent sont inférieurs (supérieurs) à un nombre fixe L.
Soient, dans ce cas, Frensejnble des nombres plus grands (plus petits) que tous ceux de E; ¥^ son complémentaire. 11 existe un nombre frontière M, lequel jouira de la double propriété : i° que E ne contient aucun nombre >> M (<< M) ; 1^ qu'il en contient qui sont > M — £(<<M + s), quel que soit le nombre positif e.
Ce nombre M est, d'après cet énoncé, une des limites de E; nous l'appellerons la limite supérieure ou le maximum {limite inférieure ou minimum) de E. Il peut, suivant les cas, rester en deliors de l'ensemble E ou lui appartenir. On dit, dans ce dernier cas, 'que E atteint son maximum (son minimum). Cette circonstance se ])résentera nécessairement si Eest un ensemble parfait.
Si plusieurs ensembles E,, Eo, ... admettent respectivement des maxima (ou minima) Mi, Ma, ..., il est clair que l'ensemble E, résultant de leur réunion, aura pour maximum le plus grand (pour minimum le plus petit) des nombres M,, M.,
Si réciproquement on décompose un ensemble E admettant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels E<, E2, .. ., ceux-ci admettront des maxima au plus égaux à M (des minima au moins égaux à M).
Î26. 'considérons plus généralement un ensemble E à un nombre quelconque de dimensions.
Soient (rt, ^, ...), ... ses points. Nous dirons qu'il est
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]3orné si l'ensemble de toiiles les valeurs des modules \ a\^ \b\, ... pour ses divers points admet un maximum jj.. Dans ce cas, les nombres a, b, ... étant compris entre — ;j. et + |ji, forment un ensemble borné en dessus comme en dessous.
Réciproquement, si l'ensemble des nombres «, b, . . . admet un maximum M et un minimum /??, l'ensemble E sera borné, car les modules | a|, \b\^ ... ne pourront surpasser le plus grand des deux nombres | M |, \ni\.
27. Tout ensemble borné qui contient une injinité de points admet au moins un point limite.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un ensemble E à deux dimensions; soient (r/, />), ... ses points. Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les nombres a cl b sont compris.
Partageons l'intervalle M — m en n intervalles égaux. Chacun des nombres a, b tombera dans l'un de ces intervalles. Groupons en un ensemble partiel tous ceux des points de E dans lesquels a et b tombent respectivement dans les mêmes intervalles. Nous obtiendrons ainsi n- ensembles partiels, dont la réunion constitue E. L'un au moins E^ de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinité de points; et si (a,b), (a', b') sont deux de ces points, leur
écart, \a — a \ -\- \ b — b \j ne pourra surpasser 2
Opérant sur E, comme sur E, on le décomposera en ensembles partiels dont l'un au moins, E2, contiendra une
• p • , 1 • 1 17 - ^I — f^f intinite de points dont 1 écart ne pourra sur])asser 2
On opérera sur Eo comme sur E,, et ainsi de suite. Cela posé, soient
Pi un point choisi à volonté dans E, ;
/>2 un point différent de y?,, choisi à volonté dans E^ ;
P3 un point différent de/», et de p2^ choisi à volonté dans E.., ;
et ainsi de suite.
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Ces points />,, p.^^ /?.}, ... tendront évidemment vers un point limite tî.
î28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous sera souvent utile :
Soit £ une quantité quelconque. La suite />,, y?o, . . . contient un point /?a dont l'écart à )ç est <^î. Soit z^ un autre
nombre, moindre que - et que les écarts /^^tt, . . . , p^^r^. La
suite contiendra un point y:»^^ dont l'écart à — sera <; £< ; et l'indice or, sera ^ a. Soit îo un nombre moindre que les
écarts p\7:, • . . , /^a,"^ et que --; la suite contiendra de même
un point />a., dont Técart à tt sera << So et ao sera ^> a, ; et ainsi de suite.
On obtient ainsi une infinité de points successifs poi-, />a ? /?a,, . . . ayant pour limite tt, et tels : i" que les indices a, a,, ao, . . . aillent en croissant ; 2° que l'écart de /)a„ à tt soit
!29. Soient E et E' deux ensembles formés par des points de même nature.
Les écarts des divers points /> de E aux points p' de E' forment un ensemble de nombres non négatifs. Il est donc borné inférieurement, et admet un minimum A, positif ou nul, que nous appellerons Vécart des ensembles E, E'. Si cet écart est >>o, nous dirons c[ue les ensembles E, E' sont séparés.
30. Si deux ensembles bornés et parfaits E, E' qui n'ont aucun point commun ont pour écart A, ils contiendront au moins un couple de points ayant précisément A poui' écart mutuel.
Soient, en effet, /? == (^, j)^, . . .), ... les points de E; p' =z (y, j/', . • .), ... ceux de E'. Associons-les deux à deux
de toutes les manières possibles de manière à former de nou- ■ veaux points pp'={x.y, ...,x',y, ...) dépendant d'un nombre double de variables. L'ensemble EE' de ces points sera évidemment borné et parfait.
Cela posé, si E et E' ne contenaient aucun couple de points dont l'écart fût A, ils contiendraient tout au moins un couple de points /?,, p\ dont l'écart serait moindre que A + £, £ étant un nombre donné qui peut être choisi à volonté.
Soient d l'écart de /?, à /?', , £, un nombre <^d el <^ -•
On pourra déterminer un nouveau couple de points p^, p.> dont l'écart soit <^ A -f- £,.
Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de couples Pi^ p\; . ..', pni p'„', '•• dont les écarts mutuels convergent vers A. Les points correspondants />»/?,, •••^ PnPn de l'ensemble EE', étant en nombre infini, admettent ;iu moins un point limite /?/?', où les deux points composants />, p' auront pour écart A. Mais p est une limite de l'ensemble des points /><, ..., p,i, ... qui appartiennent tous à E; c'est donc un des points limites de E; et comme cet ensemble est parfait, il contient/?. On voit de même que E' contient/?'. Le théorème est donc démontré.
L'écart A ne peut être nul, car s'il l'était, p et p' se confondant, E et E' auraient un point commun contre l'hypothèse.
3L Nous disons qu'un ensemble parfait et borné est d'un seul tenant lorsqu'il ne peut être décomposé en plusieurs ensembles parfaits séparés.
On voit aisément que le caractère distinctif d'un pareil ensemble est le suivant :
Entre deux quelconques de ses points /?, p', on peut toujours, quelque soit £, intercaler une chaîne de points intermédiaires, telle que l'écart de deux points consécutifs soit ^£.
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Celle condilion est nécessaire. En effet, supposons que pour une valeur donnée de s elle ne soit pas satisfaite. Associons au point/? d'abord tous ceux des points de E dont Técarl à /) est ^ £, puis ceux dont l'écart à l'un de ceux-ci est ^ s, et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupés forment un ensemble E, . Les autres points de E forment un ensemble Eo, contenant au moins un point /?', et dont l'écart à Ei est >> s. D'ailleurs chacun des ensembles E,, Eo est parfait. Soit, en effet, /) un point limite de E,. Il appartient à E, qui est supposé parfait; d'ailleurs, il existe des points de E, dont il est écarté de moins de £. Donc il appartient à E, et non à Eo.
Soit, d'autre part, h un point limite de Eo. Il appartient à E; et, comme il existe des points de Eo qui en sont écartés de moins de e, il ne peut appartenir à E, ; donc il appartient à Eo.
Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet, supposons E décomposable en deux ensembles parfaits séparés E,, Eo ; soit 0 leur écart; /?,, p^ deux points pris respectivement dans E, et Eo ; si on les relie par une chaîne quelconque de points intermédiaires, on aura nécessairement deux points consécutifs appartenant l'un à E,, l'autre à Eo. Leur écart sera donc ^ o; et la condition de l'énoncé ne sera pas remplie, pour les valeurs de £ moindres que o.
32. La proposition qui précède entraîne cette conséquence évidente :
Un ensemble Y, formé par la réunion cU un nombre quelconque cV ensembles d'un seul tenant E,, Eo, ... dont chacun a au moins un point commun avec l'un des précédents est lui-même d'un seul tenant.
33. Un ensemble d' un seul tenant E, s'il ne se compose pas d'un seul point, se confond avec son déri^'é E! . En effet, il le contient, par définition. Mais, d'autre part, il j est contenu. Soient, en effet, /),/>' deux points arbitrairement choisis dans E. On peut intercaler entre eux une chaîne de points
[?,, p.,^ . . . telle que l'écart de deux points consécutifs quelconques, et notamment celui de/? à/>,, soit ^ z. Soient c/ cet
écart; £i un nombre •< f/et << -• On peut trouver de la même
manière un nouveau point /?2 dont l'écart à /> soit<[£,. Continuant de même, on obtiendra une suite infinie de points /?,, p2^ ' ' ' , convergeant vers/?. Donc, p appartient à E'.
34. On peut encore remarquer qu'w/i ensemble E, d'un seul tenant et cVune seule dimension, qui contient deux nombres donnés a eth ^ contient tout nombre c intermédiaire entre a et b. Soient, en effet, <2,, a^-, - • . nne suite de nombres intermédiaires entre a et c et convergeant vers c; bi, b.2, ' . ' une suite de nombres intermédiaires entre b et c et convergeant vers c. On pourra, par hypothèse, intercaler entre a el b une chaîne de nombres appartenant à E, et dont les écarts successifs soient moindres que b,i — a,i. L'un au moins de ces nombres intermédiaires tombera entre an et b,i. Désignons-le par c,i. Soit £< l'écart \cn — c\; on peut trouver dans les suites «,, «o, . . . et /><, b^^ - • . deux nombres <7//_, b,i^ dont l'écart soit <^£), puis déterminer dans E un nouveau nombre c,i tombant entre a,i et b,i^ ; et ainsi de suite. Les nombres c,;, c,i,-, • • • convergent vers c. Donc c est une limite de E, et, comme E est parfait, c est l'un de ses points.
Si l'ensemble E est borné, il admettra un maximum M et un minimum m; étant parfait, il les atteindra. 11 est donc formé par le système de tous les nombres réels qui sont ^ M et ^m.
Si E n'est borné que supérieurement (inférieurement), il sera formé par l'ensemble des nombres réels qui sont ^M (qui sont ^ m).
S'il n'est borné dans aucun sens, il contiendra tous les nombres possibles.
Soit E un ensemble borné, formé des points p
Les écarts de ces points, pris deux à deux, forment un en-
semble de nombres positifs qui est borné. Il admet donc un maximum d qne nous appellerons le diamètre de l'ensemble E.
36. Nous allons chercher, d'autre part, à préciser la nolion de détendue de cet ensemble (à laquelle nous pourrons donner en particulier le nom de longueur^ à^aire ou de volume, lorsque le nombre des dimensions se réduit à i, 2, ou 3).
Considérons, pour fixer les idées, le cas de deux dimensions. Chaque point (?/, v) de E pourra être représenté ^géométriquement sur un plan dont u et r sont les coordonnées. Décomposons ce plan, par des ))arallèles aux a:xes coordonnés, en carrés de côté r.
L'ensemble de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à E forme un domaine S intérieur à E; l'ensemble de ceux qui sont intérieurs à E ou qui rencontrent sa frontière forme un nouveau domaine S -f- S^ auquel E est intérieur. Ces domaines ont des aires déterminées que nous représenterons également par S et S -j- S'.
Faisons varier notre décomposition en carrés, de telle sorte que /• tende vers zéro; les aires S 6»^ S -h S' tendront vers des limites fixes.
En effet, considérons, par exemple, les aires S. Celles de ces aires pour lesquelles /' reste au-dessous d'un nombre fixe p sont bornées, car elles sont toutes contenues dans un même carré de côté M — m -1-30, M et m désignant le maximum et le minimum des coordonnées u, \^ dans l'ensemble E. Soit A leur maximum. On pourra trouver une décomposition déterminée pour laquelle S prenne une valeur S, plus grande que A — £. Soit 8 l'écart entre la frontière de E et celle du domaine S,. Considérons une autre
décomposition quelconque ou ;• soit << -• i^ écart maximum
de deux points d'un même carré y sera <^ 0. Donc tous ceux de ces carrés dont un point appartient à Si seront en entier
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ans rinlérieiir de E. Donc le domaine S contiendra S,, et
on aura
S = Si>A — e;
l'autre part, S^A. Donc les sommes S auront bien une linite égale à A.
D'autre part, les aires S -+- S', n'étant pas négatives, sont )oruées inférieurement, et admettent un minimum a.
Il existera une décomposition déterminée pour laquelle 5 H- S' prendra une valeur Si + S'^ moindre que a-}-£. ■Soit 0 l'écart des frontières de E et du domaine S(-f-S', . Considérons une autre décomposition quelconque où /• soil
<; - • lous les carres dont un point appartient a Ji, ou a sa
frontière seront intérieurs à S| + S',. On aura donc
D'autre part, S + S'J^r;. Donc a est bien la limite des sommes S -f S'.
Comme on a S + S' ^ S, a sera au moins égal à A.
Nous appellerons A Vaiie intérieure de E, a son aire extérieure. Si S' a pour limite zéro, nous dirons que E est quarrahle et qu'il a pour aire la quantité a = A.
37. Soit E' un nouvel ensemble intérieur à E. L'aire extérieure de E', et a fortiori son aire intérieure, seront moindres que l'aire intérieure de E. Soit, en effet, 8 l'écart des frontières de E et de E'. Si l'on décompose le plan en
carrés de côté <; y? il est évident que tous les carrés non ex-
térieurs à E', et aussi les carrés adjacents, sont intérieurs à E. L'aire intérieure de E surpasse donc l'aire extérieure de E' d'une quantité au moins égale à la somme de ces derniers carrés.
38. Supposons enfin E formé par la réunion de plusieurs ensembles partiels E,, Eo, . . ., et considérons une décompo-
3o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
sillon quelconque du plan en carrés. Soient respectivement S, Sj, So, ... les sommes clés carrés intérieurs à E, E, , E2, ...; S', S^, S!,, ... celles des carrés qui rencontrent! leurs frontières. Tout carré intérieur à l'un des ensembles, E), E2, ... l'est à E; et, d'autre part^ tout carré non extérieur à E est nécessairement non extérieur à l'un au moins des ensembles E,, Eo^ . . ., on aura donc
et, en passant à la limite,
A^ Ai4- Ao-h. . ., « = «1 + «2-1-. . .,
A,, A2, ... et a,, rtoj • • -7 représentant les aires intérieures et extérieures de E,, Eo, .... Les inégalités ci-dessus se changent d'ailleurs en égalités, si E), Eo, ... sont quarrâbles.
39. On peut concevoir une infinité de décompositions du plan en régions élémentaires quarrables Ao-,, Ato, ... dont le diamètre ne surpasse pas un nombre donné p. Considérons une suite cjuelconque de décompositions de ce genre, dans laquelle 0 tende vers zéro. La somme S Ao-, étendue aux éléments intérieurs à E, aura pour limite A, aire intérieure de cet ensemble.
Nous pouvons, en effet^ déterminer une décomposition du plan en carrés, telle que la somme S des aires des carrés intérieurs à E soit >> A — e; soit 8 l'écart des frontières de E et de S. Dès que p sera devenu <^ ô, tout élément Ao- qui a un de ses points dans S sera tout entier intérieur à E. L'aire S At contiendra donc à ce moment l'aire S, et sera >>A — £. Mais, d'autre part, elle ne peut surpasser A. En effet, soit o' l'écart entre sa frontière et celle de E; concevons une autre
décomposition en carrés, de côté <C —• Tous ceux de ces
carrés qui ont un point commun avec l'aire S Ao- seront inlé-
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rieurs à E. La somme Si des aires des carrés intérieurs est donc au moins égale à S At; mais elle ne surpasse pas A.
Donc A. est bien la limite des sommes S At.
On voit, de la même manière, que la somme S Aa-, étendue, non seulement aux éléments intérieurs à E, mais aussi à ceux qui rencontrent sa frontière, a pour limite l'aire exté- I ieure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornée à ces éléments frontières, tendra vers zéro, si E est quarrable.
40. Les considérations qui précèdent sont évidemment applicables aux ensembles d'un nombre quelconque de dimensions. On pourra déterminer, pour chacun d'eux, une étendue intérieure et une étendue extérieure. Si celles-ci coïncident, l'ensemble sera mesurable.
in. — Fonctions bornées. Fonctions intégrables.
41. Des quantités variables, ^, y, . . ., sont dites indépendantes, s'il n'existe entre elles aucun lien, de telle sorte que chacune d'elles puisse encore prendre toutes les valeurs dont elle est susceptible, après qu'on a fixé la valeur des autres.
Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liée aux précédentes de telle sorte qu'à chaque point (^, y ^ . . .) appartenant à un certain ensemble E, corresponde une valeur déterminée de u. On dira que cette relation définit u comme fonction de œ, y, ... dans l'ensemble E.
Une fonction de x, y, ... peut se représenter par la notation y (^, y, . . .). Si l'on considère simultanément plusieurs fonctions différentes, on pourra les désigner respectivement par F(^, y, . . .), 'f (^, J", *-•)■, • • . en changeant la lettre initiale.
La définition qui précède est d'une telle généralité qu'il est évidemment impossible d'établir aucune propriété applicable à toutes les fonctions sans exception. Des hypothèses
restrictives sont, en effet, nécessaires pour servir de base à un raisonnement quelconque.
42. FoNCTiOT<s BORNÉES. — Une fonction /(^,y, . . .) est dite bornée^ dans un ensemble E pour lequel elle est définie, si les valeurs qu'elle prend pour les divers points (x, j>', . . .) de cet ensemble forment un ensemble borné.
La somme, la différence et le produit de deux fonctions bornées f et cp sont des fonctions bornées; car on a
Si f est une fonction bornée et si le minimum |ji de son module n^ est pas nul, - sera également bornée; car on a
43. Soit /(.r, j)', ...) une fonction bornée dans un domaine E, dont l'étendue, que nous supposerons mesurable, sera également représentée par E.
Décomposons E en domaines élémentaires mesiirabJes ^,, ^2? • • •• Désignons par M, m le maximum et le minimum de la fonction /dans E; par My^, m^ son maximum et son minimum dans Ck] et formons les sommes
S--=\ M/,e/,, s — \rn,,ek.
Comme on a évidemment
S et s seront comprises entre
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\ mei^ -=■ m \ Gj. — - m E,
el leurs modules seront au plus égaux à LE, L désignanl le plus grand des deux modules | M | et \in\ [ou le maximum du module de/(^, r, . . .) dans le domaine E].
44. Théorème de M. D.itiboux. — Si nous faisons varier la décomposition en éléments, de telle sorte que les diamètres de ces éléments tendent vers zéro, les sommes S et s tendront vers des limites fixes.
En effet, considérons, par exemple, les diverses sommes S. Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un ensemble borné, lequel admet un minimum T. Et l'on peut, (piel que soit s, déterminer une décomposition A', telle que
la somme correspondante S' soit comprise entre T et T H •
Soient <?|, .. .^e,i les éléments de cette décomposition, /? leur nombre; on aura
Soit A une autre décomposition quelconque. INous j distinguerons plusieurs sortes d'éléments, i" Ceux qui sont intérieurs à Tun des éléments e<. . . ., (?,;, par exemple à <?/, ; nous les désignerons par e^,, . .., ej^;, .... 2" Ceux qui empiètent sur plusieurs des éléments <?,, ...,<?//; nous les désignerons par e\r . . ., ej, . . .. Nous représenterons enfin par M^/, M/ les maxima de / dans les éléments Ca/, e'^. On aura évidemment
E 3= \ e,,i -V- > e,r=i\ eu
et enfin, si S désigne la somme correspondante à la décon^.-
J. — Cours. I. 3
position considérée,
= T -^ ^ + (M - m)^ fe,, - V ^/,/ k \
Enfin, T étant le minimum des sommes S, on aura
De ces deux égalités résulte immédiatement la preuve que, si le diamètre des éléments tend vers zéro, S tend vers T. En effet, les domaines ^j, ..., e,i étant mesurables, la différence entre <?a et la somme \ Ckt des nouveaux éléments
(jui lui sont intérieurs tendra vers zéro avec le diamètre de ces éléments. On pourra donc, après avoir choisi £ aussi petit qn'on voudra, ce qui fixera le nombre /i, assigner un nombre o, tel que si tous les éléments ont un diamètre <; o
chacune des n sommes <?a — > Chi devienne moindre que
— ^ Dès lors, S sera compris entre T et T + £.
'2 II ( M — m) ^
Ce nombre T se nomme V intégrale par excès de la fonc-
lion f{x^ j', . . .) dans le cliampYj.
45. On voit exactement de la même manière que les sommes s admettent un maximum t et que, si l'on fait varier la décomposition de telle sorte que le diamètre maximum
des éléments tende vers zéro, la somme tendra vers t. Ce nombre sera Vintégrale par défaut de la fonction / dans le domaine E.
46. Remarques. — i^ Si E est formé par la réunion de plusieurs domaines mesurables E<, E2, ..., on pourra décomposer ceux-ci en éléments infiniment petits ^4, ^2, . .., et
former pour chacun d'eux la somme \ M/fC/f. La somme correspondante pour le domaine E s'obtiendra par l'addition de ces sommes partielles. Passant à la limite, on voit que l'intégrale par excès de la fonction/*, pour le domaine E, est égale à la somme des intégrales analogues pour E^, E^, .... De même pour Tintégrale par défaut.
2° Nous savons qu'on peut déterminer une suite de domaines mesurables E,, . . ., E/^, . . ., dont chacun soit intérieur au suivant et à E, et tels que leurs étendues aient pour limite E. L'intégrale (soit par excès, soit par défaut) dans le domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n = c/d, l'mtégrale dans le domaine E/^. En effet, la différence des deux intégrales est égale à l'intégrale prise dans le domaine E — E/i, et son module sera au plus égal à L(E — E,^), quantité qui tend vers zéro quand n tend vers ce.
3° Nous avons admis, dans tout ce qui précède, que le domaine E a une étendue mesurable. Une nouvelle définition nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, en effet, toujours considérer E comme la limite d'une suite de domaines mesurables E, , ..., E/^ , ..., dont les étendues convergent vers une limite qui, par définition, n'est autre que l'étendue intérieure de E. L'intégrale (par excès ou par défaut) dans E/^ tendra, pour /z = co, vers une limite déterminée. En effet, la différence entre les intégrales dans E/^ et E^ {m^ n) aura son module au plus égal à
L(E,,-EJ = L(E-EJ, I quantité qui tend vers zéro quand n croit indéfiniment. Nous
considérerons cette limite de l'intégrale dans E,i comme représentant la valeur de l'intégrale dans E.
47. Nous appellerons oscillation de la fonction / dans l'élément e^ la différence Oa = M/f — iiifi entre son maximum et son minimum. Cette différence ne pouvant être négative, la différence
T— /=:lim
\ M/,. g/,. — lim \ 77i/,e/( = lim \ O/. e/.
entre les deux intégrales par excès et par défaut ne pourra
être négative. Cherchons à quelles conditions elle sera nulle.
Remarquons, à cet effet, que T étant le minimum des
sommes \ Ma^a- et t le maximum des sommes \ inj^ej^^
T — t sera le minimum des sommes \ Oa<:?a-
Cela posé, soit s un nombre positif choisi à volonté et considérons une décomposition quelconque de E en éléments t\^ . . . , e/f, .... Soient ei^ . . . ceux de ces éléments dans lesquels l'oscillation O^ surpasse s; ei, ... les autres éléments où Foscillation 0/^s. On aura
yo/,eA-r= yo,6^,-i-yo/e/>£y^,-.
Mais, d'autre part, 0/= M/ — mi ne peut surpasser M — m et 0/<£; donc
Si donc il est possible de déterminer £ d^ telle sorte que pour aucune décomposition \ ei ne s'abaisse au-dessous
d'un nombre positif fixe X, la somme \ 0,.(?a sera toujoui's siq)érieure à s).; el son minimum T — t ne pourra êlre
moindre que si. Au contraire, si, quel que soit s, on peut
trouver une décomposition où > ei soit moindre aue tout
nombre positif donné, on pourra, en prenant £ assez petit, puis choisissant une décomposition convenable, faire décroître autant qu'on voudra les deux termes du second
inembre de (2) et rendre ainsi \ O/^eh moindre que tout
nombre positif donné. On aura donc
48. Fonctions intégrables. — Une fonction f(:r, y, . . .) est dite intégrable dans le domaine E, si ses deux intégrales par excès et par défaut
Il m
\ M/, e,,, t — lim \ m,, ej, ,
prises dans ce domaine, coïncident, ainsi qu'il vient d'être expliqué. Soit, dans ce cas, {xk^yki • • •) un point choisi arbitrairement dans l'élément e^; on aura évidemment
d'où
2J'^i^^'^>2^fi^rc,yfc^ •")ek>2j
nikCf,.
La somme y /{ocj^j yj^^ . ..)ek tendra donc encore vers la
même limite que les deux sommes précédentes. Cette limite se nomme V intégrale de la fonction /dans le domaine E. On la représente généralement par la notation
I = j^^/(^, j, ...)de',
V est un signe de sommation, qui signifie limite de somme;
de représente l'un des éléments infiniment petits ci-dessus désignés par e,, ..., ek, ••.; il est sous-entendu que dans
chaque terme de la somme on doit substituer dans / aux variables x, y, . . . leurs valeurs en un point de l'élément de que l'on considère; enfin la lettre E, mise en indice, dénote le champ de l'intégration; on peut d'ailleurs la supprimer lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre.
49. Il est clair que la valeur de l'intégrale I ne dépend pas des variables de sommation x, y, . . . , mais seulement de la nature du champ et de celle de la fonction y*. Elle sera d'ailleurs comprise, d'après ce que nous avons vu, entre ME et mJL, et son module ne pourra surpasser LE.
Ces derniers résultats sont susceptibles d'être un peu généralisés. Supposons que y soit le produit de deux fonctions zi, 6 dont la première soit intégrable et reste positive dans le champ E. Soient M', m' le maximum et le minimum de ^ dans ce domaine; on aura
et, en passant à la limite,
M'^cp(j?, j, ...)de~ ^o{x,y, ...)^{œ, y, . . .)de
^m' X^(^, r, . . .)de, et, par suite,
j^cp(^,j, . ..)tL(^, j, ...)de = \x\^o{x, y, . . .)de,
{i. étant une quantité comprise entre M' et m'.
Cette proposition porte le nom de théorème de la moyenne.
50. Si le champ E est formé par la réunion de plusieurs domaines mesurables E<, Eo, ..., l'intégrale E sera évidem-
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ment égale à la somme des intégrales relatives à ces champs partiels.
Si E n'est pas mesurable, nous le considérerons, ainsi qu'au n" 46, comme limite d'une suite de domaines mesurables El, ..., E«, .... La limite des valeurs des intégrales prises dans ces domaines sera, par définition, la valeur de l'intégrale dans E.
51. Soient/',/'', ... des fonctions intégrables dans un domaine E; F, I", ... leurs intégrales^ c', c", ... des constantes.
La fonction
sera intégrable et aura pour intégrale l-=^c'l'^c"\"-\-....
Il suffît, pour le voir, de passer à la limite dans l'identilé
52. Le produit f'f" de deux fonctions intégrables est intégrable. En efifet, soient M', m' et M'', m" les maxima et minima de f clf" dans E; M/., m^., et M^., ml leurs maxima et minima dans e^; O' , 0% OJ^,, 01 leurs oscillations dans les mêmes domaines.
Supposons d'abord que ni' el m" soient positifs; ni[., ni,.^ M^, M2 l'étant a fortiori, on aura, dans tout l'élément e^,
L'oscillation Or du produit/'/" dans cet élément est donc au plus égale à
M;M^ — m'j,nil rrz m; (x\II. - ml) + ml (M^ - ml) lW0l-\-W'0l,
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et, par siiile,
lîm \ O/,.^/,. 7 iM'lim \ O^. e/.-^WWm \ O^f?/,. = o.
Supposons, au contraire, que m\ m'^ puissent être négatifs. Soit c une constante positive, plus grande que | m' \ et | m" |. Les fonctions y (.^, j-, ...) -H c el f (x^ y, . . .) -^ c seront intégrables et auront pour minima les quantités positives m' -h c, m" -^ c. Leur produit sera donc intégrable. D'ailleurs cf'{x^y^ ...), cf\x,y^ ...)le sont également, ainsi que la constante c- dont Toscillation est toujours nulle. Donc, le produit
/'/" ^~ (/' + c ) (/" + c) - cf - c/" - c'
sera aussi intégrable.
Si la fonction fesl intégrable et si son maximum M
et son minimum m sont de même signe, - sera intégrable.
En effet, l'oscillation 1)^ de - dans l'élément ek sera
\m,, M/tl"! Myt^^U- I "^ m'^ "^ ''^^
Donc
11 m \ i-^/g/. 7 — Il m \ 0/^/.=: o. ^ ■ ni^ ^
oi. On dit que l'intégrale
Sf/(^, r, . . .)de
est d'un ordre de multiplicité «, si le nombre des dimensions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui revient au même, le nombre des variables indépendantes x^ .) est égal à /?.
o5. Les théorèmes exposés jusqu'à présent ne dépendent aucunement de ce nombre n. Mais, dans le cas des intégrales
simples, où /i = i, il est nécessaire, pour se conformer aux: usages reçus, d'introduire quelques légères modifications aux notions précédentes.
Presque toujours, le champ de l'intégration est le domaine d'un seul tenant formé parles nombres compris entre deux nombres fixes a et b. On doit alors partager l'intervalle ah en éléments infiniment petits dx^-, dx^^ . . . , et l'on représente l'intégrale par la notation
h f{x)dx.
On voit que le signe de sommation S a été remplacé paile signe équivalent /, et qu'au lieu de désigner le champ par une seule lettre, on met en évidence ses deux extrémités r/, b^ qu'on nomme les limites inférieure et supérieure de l'intégrale.
Si b > a, ce sont là des changements de pure forme ; mais si b<ia^ on introduit une nouvelle convention que nous devons signaler. Dans la théorie générale, Tétendue des éléments de était toujours considérée comme étant une quantité positive. Ici, au contraire, nous aiïécterons chacun des segments dx du signe — si 6 << <^ (auquel cas x décroît en variant de a à ^).
Il résulte évidemment de cette convention qu'on a
(3) Ç f{x)dx^- ( f{x)dx.
lin outre,
(4) r f{x) dx-^ f f{x) dx = ( f{x) dx.
Car s\ a<^b <^e, cette égalité est un cas particulier d'une proposition énoncée au n" oO, et notre présente convention la rend applicable aux autres cas.
Si
'^'^Ai:
on aura (51)
(5) f f{a^)dx^c' f f'{x)dx-{-c" f f\x)dx-\-....
Si M, m désignent le maximum et le minimum de /(-t) dans le champ a6, et L le maximum de son module, l'étendue du champ étant évidemment \h — a |, on aura (49)
56. Le calcul d'une intégrale multiple d'ordre n se ramène, ainsi qu'on va le voir, lorsque le champ a une étendue mesurable, à celui de n intégrales simples successives.
Nous supposerons, pour plus de simplicité, n^=^i. Le champ E sera représenté géométriquement par un ensemble de points (^, jk) situés dans un plan.
Cela posé, les valeurs de j^, auxquelles correspondent des points de E, forment un ensemble borné F. Soit Tj l'une d'elles. Les valeurs de x qui, associées à '/], donnent des points de E, forment un ensemble Gr, également borné. Nous ne pouvons pas affirmer que G-^ ait une longueur mesurable, ni que la fonction /"(.r, '^) y soit intégrable; mais cette fonction étant bornée, on pourra toujours déterminer, dans l'intérieur de Grp son intégrale par excès et son intégrale par défaut. Ce seront des fonctions de -/j, que nous pourrons désigner par J(yi) et 7(^1), et qui sont bornées dans le domaine F.
Nous pourrons donc déterminer, dans l'intérieur de F : 1° l'intégrale par excès de J(v)), que nous désignerons par R ; 2° l'intégrale par défaut dey (-^i), que nous désignerons par A'. Comme on a évidemment J('^i) >y ('a)j ^ sera au plus égal à l'intégrale par défaut de J('/^) et, a fortiori, au plus égal àK.
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Nous allons montrer, d'autre part, que K est au plus égal à l'intégrale double
prise par excès.
A cet effet, décomposons le plan en rectangles infiniment petits par des parallèles aux axes. Celui de ces rectangles qui est limité par les droites x = œi, x = œi-\- dxi, yz=y^^ y z=yj^-^ dfk a pour aire dxidyk\ nous le désignerons par eikj s'il est tout entier intérieur à E, par e\j^ s'il contient un point de la frontière de E. Dans chacun des rectangles <?/a, la fonction y(^, y) admettra un maximum M/a; et dans les rectangles e'-/^, elle ne pourra surpasser un nombre fixe M, maximum de /(^, y) dans le domaine E.
L'ensemble G-^ est formé par les points communs à E et à la droite jK=: Tj. Les parallèles aux x que nous avons tracées partagent cette droite en segments, et l'intégrale J(y]) est égale à la somme des intégrales partielles prises dans l'intérieur des portions communes à Eet à ces divers segments.
Supposons 7) compris entre y /f ei y]i-\- dy^t k a^^ant une valeur déterminée. Soit eih l'nn des rectangles intérieurs correspondants à cette valeur de k. Le segment de la droitey = r, contenu dans ce rectangle a pour longueur dxi et se trouve en entier dans E; d'ailleurs la fonction y en chaque point de ce segment a une valeur au plus égale à M/^. La valeur de l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser Mtkdxi.
Soit, d'autre part, e'^.^ un des rectangles également compris entre les droites y =z yi^ et y =y/f + dy^^ mais qui rencontrent la frontière de E. La longueur (intérieure) de la portion de la droite jK = 'r\ commune à E et à ce rectangle ne peut surpasser dxi ; la valeur de / ne peut y surpasser M ; la valeur de l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser ^Idxi.
La valeur de J(ïi) ne pourra donc surpasser la quantité
p-/, =: \ M,v, dxi -H M \ dxi,
la première somme s'étendant à ceux des rectangles <?;>, et la seconde à ceux des rectangles e'-j^ où k a la valeur constante que nous avons supposée.
Si donc nous désignons par 1;^ la valeur de l'intégrale par excès de J(Ti) dans l'intervalle de 'r\ =y/( à r, =y/(-\- dyj^, on aura
Chacun des éléments dyji intérieurs à F donne une relation de ce genre. Sommant ces égalités, il vient
On remarquera cjue dans la première somme du second membre figurent tous les rectangles eih intérieurs à E, car toute parallèle aux ^ qui rencontre un de ces rectangles, ou passe à une distance de son contour moindre que Técart de ce contour à la frontière de E, traverse nécessairement ce domaine. Au contraire, quelques-uns des rectangles frontières e'if^ pourront manquer dans la seconde somme.
Passons maintenant à la limite en supposant que l'étendue des rectangles décroisse indéfiniment. Le premier membre Yi\k aura évidemment pour limite l'intégrale K. La première somme du second membre aura pour limite l'intégrale double
V y(^,r) <:/e prise par excès. La seconde a pour limite zérn,
si E est mesurable, comme nous l'avons supposé; car la somme totale des aires des rectangles frontières tend vers
zéro, et à plus forte raison la somme \ e\,., si elle ne s'étend
qu'à une partie de ces rectangles.
Notre proposition est donc démontrée.
o7. On verra, par un raisonnement tout semblable, que l'intégrale par défaut /v est au moins égale à l'intégrale double
Sf{x,y)de^ prise par défaut. Mais, par hypothèse, /( e'
est intégrable. L'intégrale double a donc la même valeur, qu'on la prenne par défaut ou par excès. On aura donc
^et pour déterminer l'intégrale double, il suffira de calculer K ou A , qui s'obtiennent chacun par deux intégrations simples successives.
58. Supposons en particulier le champ E constitué de telle sorte qu'une parallèle j^ =: r, à l'axe des x ne coupe sa frontière qu^en deux points ayant pour abscisses 'f (tj) et ^{r,). Soit, pour fixer les idées, ^(^i) > ^(vj). Si la fonction y(^, y,) est intégrable dans l'intervalle de 'f (t,) à ^{'f^), on aura
JMr=J{r^
Soient 6 et B le minimum et le maximum de k dans toul le champ. Si J('îo) est intégrable de ^ à B, on aura
f{œ,'r,)dx
et en appelant y la variable de sommation, précédemment désignée par r^,
^f{x,y)de^K^ f
Supposons de même : i" qu'une parallèle ^ ==: ^ à l'axe des j^ ne coupe la frontière de E qu'en deux points ayant pour ordonnées <}(;) et ^'(S)>'|(i); 2" que/(?,j)') soit intégrable de 'l(w) à W(^); S*" que son intégrale J, (i) soit ellemême intégrable de a à A, a étant le minimum et A le maxi-
miim de x dans tout le cliamp E; on aura de la même manière
C/(^,7)r/er= f dx\ f f{^,y)dy\.
Lorsque le champ E est un rectangle, on a
et la comparaison des deux valeurs de l'intégrale double donne
On peut, dans ce cas, représenter cette intégrale double par la notation plus symétrique
/ / f{^^y)dJcdY,
qui met en évidence les deux intégrations à effectuer successivement; ces deux opérations peuvent d'ailleurs être interverties, comme nous venons de le voir.
IV. — Fonctions continues
o9. Soit /(x, j', ...) une fonction des n variables x^ jK, . . . définie dans un ensemble E.
Soient (a, ^, • • •) nn point déterminé de E; A, A, ... des quantités variables, assujetties à la seule condition que le point (a -i- /i, 6 + A', . . .) appartienne aussi à E.
Si, pour toute valeur de la quantité positive £, on peut déterminer une autre quantité positive 8, telle que l'on ait
pour tous les systèmes de valeurs de A, A', . . . pour lesquels on a
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on dira que la fonction /(^,jK, • . .) est continue au point {a,b, ...).
La même idée peut s'exprimer sous cette forme plus abrégée :
La fonction /(^,j-; • • •) est continue au point (a, b, . . .) si
/(a + A, b-i-k, ...)-/{a,b, ...) tend vers zéro en même temps que A, A', ....
60. Soient /, fi, ... des fonctions des variables oo, y, ... définies dans E. Les divers systèmes de valeurs simultanées de ces fonctions correspondant aux divers points de E peuvent être considérées comme les points d'un autre ensemble F. Soit maintenant 'f (/,/) , • . •) une fonction des variables f,/\, ... définie pour tout point de F. Il est clair que '.p peut être considérée comme une fonction de x, y^ ... définie pour tous les points de E.
Une semblable expression se nomme une fonction de fonctions o\\ fonction composée.
Si les fonctions f, f^, ... sont continues au point (a, 6, . . .) et prennent en ce point des valeurs a, a, , ... ; si, de plus, la fonction cp est continue au point (a, a,, . ..), cette expression, considérée comme fonction de x^ y, . . . sera continue au point (a, b^ . . .).
En efTet, pour être assuré que l'accroissement de cp ait son module << î, il suffit, par hypothèse, que les accroissements de f, fi^ ... aient leur module <^ o ; circonstance qui se produira, par hypothèse, toutes les fois que les modules des accroissements de x, y^ ... seront moindres qu'une autre quantité fixe 'r\.
Les fonctions x-hy^ x — y^ xy étant évidemment continues pour tout système de valeurs de x, r, on obtient ce corollaire que la somme, la différence et le produit de deux fonctions continues sont continus.
SifestcontinueetdLfférentedezéroaupoiiit (a,ù
- sera continue en ce point.
Soient, en cflet, Ax, Aj', ... un système d'accroissemenls donnés à .r, r, ... ; A/ l'accroissement correspondant de /*;
celui de — sera
et, si I Ayl << l/l, son module sera au plus égal à
l/ILI/i-lVlJ
et sera moindre que £, si l'on a, en outre,
Or il suffît, par hypothèse, pour être assuré que ces inégalités sont satisfaites, d'assujettir | A^ |, | ^y |, ... à rester inférieurs à un nombre fixe 3.
6^. Une fonction J\jc,j-, . . .) est dite continue dans un ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points.
Si cet ensemble E est borné et parfait, la continuité y sera uniforme.
Ce terme demande quelques explications.
Soit, en général, o une fonction de deux séries de variables x'^ j', ... et /i, .... Supposons que, pour chacune des valeurs de .r, r, . . . contenues dans un ensemble E, o tende vers une limite déterminée lorsque Ii, ... tendent vers des
limites données a L'ensemble de ces valeurs limites
sera une certaine fonction <ï> des variables oc^ y, ....
On pourra, par définition, pour chaque nombre positif s et pour chaque point (-r,J', • • •) de E, assigner un nombre
positif 0, tel que Ton ait toujours
dès que \h — a |, ... sont < o.
Il existe, d'ailleurs, une infinité de nombres o satisfaisant à cette condition; car, si elle est remplie pour une valeur de 0, elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous désignerons par A le maximum de ces nombres o (si la condition était satisfaite pour toute valeur de o, A serait infini).
Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de £, un ensemble de nombres positifs A correspondant aux divers points de E. Cet ensemble de nombres admettra un minimum r, positif ou nul, lequel ne dépend plus que de £, et la condition (i) sera satisfaite pour tout point de E, tant que l'on aura
Si donc T, reste ^ o, quelque petit que soit s, on pourra, pour chaque valeur positive de s, assigner un autre nombre positif Ti indépendant de x^ y^ ... et tel que l'on ait, pour tout point de E,
!'^(^,7, .. .,/i, .. .) — *(ji;, r, ...)| <£
dès que \h — a |, ... sont << r,.
On dira, dans ce cas, que la fonction cp converge unifoiinément vers sa limite <I> dans tout l'ensemble E.
Appliquons cette, notion à une fonction y(^,j', .. .) continue dans l'ensemble E. D'après la définition de la continuité, f{x -i- h, y -^ k, . . .) tend vers /(^, JK, . • •) lorsque h k, ... tendent vers zéro. Ella continuité sera uniforme si l'on peut, quel que soit s, trouver une quantité positive Yj indépendante de x^ y^ . . . et telle qu'on ait, pour tout point
de E,
|/(x + /z,/4-/r, ...)-fix,r, ...)|<£
des que
63. Ces explications données, procédons à la démonslra- J. - I. 4
tion du théorème. Il nous faut établir que le minimum 'r\ des nombres A correspondant aux divers points {x, jk, • • . ) de E est nécessairement >> o.
Supposons que 'r\ fût nul. L'ensemble des A contiendrait des nombres moindres que toute quantité donnée. Donc E contiendrait une suite indéfinie de points po, fi, • • 'tPn, • • • pour lesquels A serait respectivement moindre que s,
Ces points admettraient au moins un point limite FI, puisque E est borné; mais E est, en outre, parfait; il contiendrait donc le point H.
Cela posé , on pourrait (28) déterminer, dans la suite Pq, /?,, />2, . .., une suite indéfinie de points /?a„5 Pa.j •••5 yPa„j • • • convergeant vers II et tels que olq, cHi, . . ., ol^ aillent en croissant; les valeurs correspondantes de A étant moindres
que —- > • • -j — :-? • • • décroîtront indéfiniment.
On pourrait donc trouver dans E un point tel que son écart à n et la valeur de A qui lui correspond fussent simultanément plus petits que toute quantité donnée. Ce résultat entraîne une contradiction. En effet, la fonction / étant continue au point H == (xq, y^^ • • •)' ^" peut assigner une quantité positive 5' telle que l'on ait
dès que
et il est aisé de voir que pour tout point 11'::== {x\ y' ^ . . .)
de E dont l'écart à II est <! — > le nombre A sera au moins
égal à -
Soit, hypoth(
en îse
effet.
On
aura, par
el, a fortiori^
Gela posé, on a^ si \ h \<^ — , \ k \ <C — , - • -,
car |/i + //|, |A- + Â-'|, ... et | AM , | A-^ , ... étant < û', chacun des deux termes du second membre est << -•
64. Théorème. — Soient f, fi, ... des fonctions de x^ jr, . . . continues dans un ensemble E; et soit F V ensemble des points (/, /i , . . .) cjui correspondent aux divers points de E.
i" Si¥j est borné et parfait , F le sera également.
2" Si E <?5^ d^ un seul tenant, F /e sera également.
Supposons, en effet, que E soit borné et parfait. Si F n'était pas borné, on pourrait y déterminer un point ^o, où la somme
fût plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un autre point ^i, oii cette somme fût >- 2L; un autre point ^27 où elle fût >> 4L, etc. Soient /?o, />i, /'s, ... les points correspondants de E. Ils seront tous différents, car/*, /"^ , ... n'ont qu'un seul système de valeurs en chaque point de E. Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point limite II, lequel appartiendra à E. Et l'on voit, comme au numéro précédent, qu'il devrait exister dans E des points dont l'écart à II fût moindre que toute quantité donnée, la valeur correspondante de s étant en même temps plus grande
que toute quantité donnée. Ce résultat est contradictoire. Soit, en effet, a- la valeur de s au point H. La fonction s étant évidemment continue, pour tout point de E dont l'écart à FI est moindre qu'un certain nombre ô, la valeur de s reste comprise entre les deux nombres fixes o — s et cp + s.
Il reste à prouver que F est parfait, c'est-à-dire contient son dérivé F'. Soit q' un point de F' vers lequel converge une suite infinie Ço^ ^, , ..., Çn, ... de points de F. Les points correspondants de E, p^^p^^ ...^p,i^ ... seront tous distincts, car à chaque point de E répond un seul point de F. Cette suite admet donc au moins un point limite H, appartenant à E, et contient une suite de points /?a,, Pa^j Pa.^ • • • qui convergent vers n. Les points correspondants de F convergent vers le point ^ de F qui correspond à II-, mais ils convergent vers q' . Donc, q' se confond avec q et appartient à F.
Supposons enfin que E soit d'un seul tenant et montrons qu'il en est de même de F. Soient ^ et Q deux points quelconques de F ;
p^{œ,y,...) et P = (X,Y, ...)
les points correspondants de E; on peut les relier par une chaîne de points intermédiaires /?,, /?o, ..., telle que l'écart
I ^/,+i — Xj, I + I J/,+ 1 — //, I -h . . .
de deux points consécutifs
Pk = ( ^k, y'k, • . • ) et />/,+ 1 =: ( xi,^^ , yk^^, . . )
et, a fortiori, chacun des modules
I ^/,+i -- xj, 1 , 1 7/,+i — y/, 1 , ...
soit moindre qu'un nombre donné quelconque tj.
Or, la continuité étant uniforme dans tout le domaine E, on peut prendre r, assez petit pour que toute valeur de / , chacune des quantités
|/(-^'^-^i,/A+i, • • •) — f{^k,yk, . • .) I
et, par suite, leur somme, devienne aussi petite qu'on voudra. Or, cette somme représente l'écart des points qu et qh-y^\ c["i correspondent à/^^fCt à/>A_^<. Les points q, q^^ .. ., Q forment ainsi une chaîne où l'écart de deux points consécutifs est moindre qu'un nombre £ choisi arbitrairement. Notre proposition est donc établie.
Corollaires. — Considérons en particulier le cas où nous n'avons qu'une seule fonction y de ^, y, ... continue dans E : 1° si E est borné et parfait, F admettra un maximum et un minimum et les atteindra (25); 2^ si E est d'un seul tenant, F contiendra toute la suite des nombres compris entre son maximum et son minimum (34).
Si au lieu d'une seule fonction continue nous en avons plusieurs/, y,, ..., la fonction
jouira des propriétés ci-dessus.
60. Soient u^ p, . . . des fonctions des variables ^, J^, ... en même nombre que ces dernières, et définies dans un ensemble E. A chaque point (.r, y^ . . .) de E correspond un point («<, (^, ...); la réunion de ces derniers points forme un ensemble F.
Supposons qu'à chaque point de F corresponde réciproquement un seul point de E; on pourra considérer ^, JK, • • • comme des fonctions de m, ç», . . . définies dans l'ensemble F. Ce nouveau système de fonctions se nomme Vinverse du système de fonctions primitivement considéré.
Si V ensemble E est borné et parfait, et les fonctions il-, V, ... continues dans E, x,y^ . . . seront réciproquement des fonctions de u, ç^ . . . continues dans F.
Il nous faut prouver que, si l'on prend dans F une suite de points ^, = {Ui, Pi, ...),..., qn= {un, ^n, • ••)' ••• convergeant vers un point y (lequel appartiendra à F), les points correspondants/?! := (^i, ji , ...), .... pn= (^«, J/o ..),..•
convergeront nécessairement vers le point II qui correspond
Supposons qu'il en soit autrement; il existera un nombre £ tel qu'on puisse, quel que soit /i, trouver dans la suite />//+!, Pn+^1 ... un point /?a, dont l'écart à II soit >> £. Après celui-là on en pourra trouver un autre /?p, et ainsi de suite.
L'ensemble de ces points yOa,/?^, . . ., en nombre infini, admettra au moins un point limite II', dont l'écart à II sera encore ^£. On pourra déterminer dans cette suite un point />x dont l'écart à H' soit moindre qu'un nombre donné o, puis un autre point />fx pbis voisin de H' que p\ et dont l'écart à II'
soit << -j et amsi de suite.
Aux points /^x, p^^^ ... ainsi obtenus, correspondent dans F les point q\, q^, . . . qui tendent vers y. Mais, à cause de la continuité des fonctions «, p, ..., ils doivent tendre vers le point y' de F qui correspond à II'. Donc y = y', et ce point unique correspond à deux points différents II et O' de E, contrairement aux suppositions de Ténoncé.
66. Une fonction f{x^ jk, • . .) continue dans un domaine E borné et parfait est intégrable.
On peut, en effet, quel que soit £, trouver une autre quantité positive 'r\ telle que l'on ait
si I /i I, [ /i^l, ... sont<<ri. Si donc nous décomposons E en éléments e^ de diamètre < t,, l'oscillation Oa^ sera, dans chacun d'eux, << £. La condition d'intégrabilité sera donc satisfaite.
V. — Fonctions à variation bornée
67. Soit y :=f(^x) une fonction d'une seule variable x^ bornée dans un intervalle ab qui contienne les valeurs particulières Xq et X>>^o- Donnons à x une suite de valeurs
croissantes ^o, ^i, . . ., Xn-\, X, et soient jko, JKi, . • ., Y les valeurs correspondantes de y. On aura
p désignant la somme des termes positifs, n celle des termes négatifs delà somme ci-dessus.
Nous dirons que p est la variation positive de y et // sa variation négative pour le système de valeurs Xq^x^^ . . .,X. La somme
■^\y'k—yk-A^p-^
sera sa variation totale.
En changeant le nombre et la position des valeurs intermédiaires Xs^ ..., Xa-K-t on pourra faire varier ces trois sommes. En particulier, si entre Xh-\ et Xj^ on intercale une nouvelle valeur ^, ces sommes conserveront leur valeur primitive, si /(i) est compris entre j^A-i el jka ; sinon/? et n seront accrus tous deux de la différence entre /(Ç) et celle des quantités jka-1 5 y h dont elle est la plus voisine, et t sera accru du double de cette différence.
Gela posé, admettons qu'un des trois systèmes de sommes /?, /z, t admette un maximum. Il en sera de même de chacun des deux autres, en vertu des équations (i) et (2). On dira, dans ce cas, que y est une fonction à variation bornée entre x^ et X.
68. Les fonctions à variation bornée, telles qu'elles viennent d'être définies, ont pour caractère spécifique de pouvoir être mises sous la forme
z el u étant des fonctions positives, bornées et non décroissantes entre Xq et X.
Pour le démontrer, considérons deux valeurs quelconques x'^ x" dans l'intervalle de .^o à X (^'^ étant supposé compris entre x' et X).
Soient
y'j y" les valeurs correspondantes dey;
/>', n\ t' les variations de y dans l'intervalle xx' pour un choix quelconque de valeurs intermédiaires x^^ X2, .. .;
//, n", t" les variations de y dans l'intervalle Xqx'^ en prenant pour valeurs intermédiaires x^, x.^^ • . -, ^'et d'autres valeurs quelconques x\^ ... intercalées entre x' et x" \
/?, /z, t les variations de y dans l'intervalle total ^yX, en prenant pour valeurs intermédiaires ^^ , . . ., .37', ^'^, . . ., x" .
On aura évidemment
j' — /o = /^' — fi\ y" — ro =^ p" — n",
P'lP"llh n' = n"ln, t'if'^^t.
Mais, par livpothèse, /?, /z, ^ admettent des maxima P, N, T. Donc,/?', n' ^ t' ei p' ^ n" ^ t" admettent aussi des maxima F, N^ T', P% W, T", et l'on aura les inégalités
desquelles il résulte que P', N', T' sont des fonctions de x\ positives de leur nature, et, en outre, bornées et non décroissantes de Xq à X.
Cela posé, en faisant varier le nombre et la position des valeurs intermédiaires x^^ x^i ..-, on peut faire en sorte que p' se rapproche indéfiniment de son maximum P'. La différence /?' — n^ étant constante, 11! se rapprochera en même temps de son maximum N'. L'équation
deviendra donc à la limite
ce qui montre que jk' est la différence des deux fonctions positives, bornées et non décroissantes
P' + /o4- c et N'-h c, c désignant une constante positive quelconque > — y„.
Réciproquement, siy = z — u, z el u étant des fonctions positives, bornées et non décroissantes entre ^o et X, sa variation totale t sera limitée; car on a, en désignant par z^^ z^^ . . . , Z et Wfl? U\^ "1 U les valeurs de z et de u pour
69. Soient y = ^ — "7 v^'^= ^' — '^' deux fonctions à variation bornée ; leur somme
leur différence
z^ u'—{ii-\-z') et leur produit
Zz'-i- un' — {uz'-{- ZLl')
seront évidemment des fonctions de même nature.
Enfin, si jr a une variation bornée, et si, de plus, son
module a un minimum ui différent de zéro, - aura une varia-
lion bornée.
■ En effel, sa variation totale
reste toujours inférieure à un nombre fixe.
70. Une fonction f{x) à variation bornée dans un intervalle ah est intégrable dans cet interçalle.
On a
cp(^) et ^{x) étant des fonctions croissantes et bornées. Il suffit donc de montrer qu'une semblable fonction ^{x) est intégrable.
Décomposons le champ ah en éléments Ch] soit 0^ l'oscil-
lation de la fonction dans e^; on aura
\Oke/,:^e\0
kl
e désignant le plus long des intervalles Ck-
Or, 'f (^) étant constamment croissante de a à ^, \ 0^^ représentera évidemment son accroissement total
Cette quantité est une constante; d'autre part, si les éléments eu décroissent indéfiniment, e tend vers zéro; donc
lim \ 0/feA= o, et cp(^) est intégrable.
71. Soit./(^) = cp(^) — '}(^) nne fonction bornée, et h un infiniment petit positif. Les fonctions cp(^) et ^(^) étant non décroissantes, cd(^ — Ji) et ^(^x — A) varieront toujours dans le même sens quand_4 décroît, sans jamais surpasser les valeurs fixes cp(jr) et ']^(cr). Elles tendront donc vers une limite, et leur diflrérence/'(.r — li) tendra aussi vers une limite, que nous représenterons par f(^x — o).
On voit de même quey(^ + 1i) tend vers une limite, qu'on peut représenter par/(^ + o).
72. Une fonction f{x), continue et à variation bornée dans V intervalle de Xq à X, est la différence de deux fonctions continues et non décroissantes.
En effet, f{x) ayant une variation bornée, on aura
'j>{x) et ^(^) étant des fonctions non décroissantes à variation bornée.
Considérons, en particulier, la fonction <^{x). Pour une valeur de x^ intermédiaire entre Xq et X, on aura
Si £ tend vers zéro, (f(x — s), cp(^ H- s), qui varient toujours dans le même sens, tendront vers des limites déterminées ^(x — o) et 'f (x + o), et l'on aura encore
(f{œ — o) <cp(^) ^cp(^ + o).
Si la différence z>(x -{- o) — '•f{x — o) est égale à zéro, la fonction cp sera continue au point œ; sinon, cette différence sera positive, et nous dirons que la fonction présente en ce [point une discontinuité égale à cette différence.
Cette discontinuité peut d'ailleurs se séparer en deux parties : la discontinuité antérieure 'f (^) — 'f{x — o) et la discontinuité postérieuj^e o{x -h o) — 'f(-^)-
La fonction o(^x) n'étant pas définie pour les valeurs de la variable << Xq ou >> X, nous n'aurons à considérer, pour x = Xq, qu'une discontinuité postérieure; pour^^iX, qu'une discontinuité antérieure.
Soient maintenant a, x deux valeurs quelconques de la variable; ^^, . . ., Xa une série de valeurs intermédiaires entre celles-là. Formons la somme des discontinuités
cp(a + 0) — ?(<^)
-h\ [cp(^/,H-0) — 'f (JP/,— o)] H- cp(^) — c|>(j? — o),
que nous désignerons par
Cette somme est au moins égale à cp(a-f-o) — 'f(<^^); mais nous allons voir, d'autre part, qu'elle ne peut surpasser cp(^)-cp(a).
Soit, en effet, \k un point quelconque intermédiaire entre Xk et Xkj^^ ; la fonction cp étant non décroissante, on aura
Soient de même Ço et \,i des points respectivement intermé-
6o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
diaires entre a et x^ et entre Xa et x^ on aura
cp(a-4-o) ^cp(^o) <t('^i — o),
On aura, par suite,
^ ?(?o) - o{a) +^ [oa,) - o(^,_,)] + cp(^) - cp(|J _ 1
Cette somme restant ainsi inférieure à une limite fixe, quels que soient le nombre et la position des points de division^,, . . ., x,i, admettra un maximum S{a,x)^ que nous appellerons la discontinuité totale de la fonction dans l'intervalle de a à ^. Ce maximum sera compris entre cp(rt H- o) — (p(«) et '-^(x) — Y(a).
D'ailleurs, on a évidemment, d'après la définition des sommes S,
S(«, ^1, . . ., x) — S{a, Xi, . . ., ^/,) + S(^yt5 - . ., x);
d'où, en supposant que X/( conserve une valeur constante b et passant à la limite
S{a, x)z=zS{a, b) -hS{b, x).
On voit par là que la fonction S(xq, x) est une fonction de X non décroissante de Xq à X.
Posons maintenant
La nouvelle fonction ^i(.r) sera continue et non décroissante.
On a, en effet, h étant positit,
^^{x -^ h) — <fi{a^) ~ ^ {x ~{- h) — S{Xo, X -\- h) — o{x) -hS{Xo,x) =z o{x-^li) — o{x) — '^{x^ X -^ h).
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Cette quantité ne peut être négative, car S(^, x + A) est au plus égal à cp(^ + /i) — ^{^x)-
D'ailleurs elle tend vers zéro avec h\ car, ^(^x^x -\- h\ étant au moins égal à ç(^ + o) — 'f (-2:^), elle ne saurait être supérieure à cp(^H-A) — o(^4-o), qui tend vers zéro avec h.
La fonction non décroissante ^(^) admet en chaque point la même discontinuité que îp(^), puisque leur différence cc(.r) — '\{^oc') est supposée continue. Donc, dans tout intervalle, ']>(^) aura la même discontinuité totale que 'f (^r), de telle sorte que, en répétant les raisonnements précédents, on
aura
^\{^x) — ^,{x)-\-^{jc^,x),
^\{^x^ étant une fonction continue et non décroissante et 8(^07'^) représentant la même fonction que tout à l'heure. On aura donc
/(.r) = 'o{x) - ^{^x) ^ '^, {X) - .];, (^), . ce qu'il fallait démontrer.
VI. — Dérivées et intégrales des fonctions d'une seule variable.
73. Soity(^) une fonction d'une variable x^ définie dans i l'intérieur d'un domaine D.
Soient ^0 ^m point fixe intérieur à D; ô son écart de la frontière de D ; tout point .^^q-I- A où | A j << o sera encore intérieur à D.
Si l'expression
/(.ro+/0~/(.ro)
tend vers une limite fixe lorsque h tend vers zéro, cette limite s'appellera la dérivée de/(.r) au point x^ et se représentera pary'(^o)-
Si, pour tous les points intérieurs à D, /(^) admet une
dérivée, l'ensemble de ces valeurs constituera une nouvelle fonction, également définie à l'intérieur de D, qu'on nomme la dérivée de J{x) et qu'on représentera, avec Lagrange, par f'{x) ou, avec GauchjvP^r D/(^).
Toute fonction qui a une dérivée est continue.
En effet, l'égalité
donne
lim [/(^ + h) -f{œ)-\ =/' {œ) Mmh ^ o.
Si.f{x) se réduit à une constante, sa dérivée sera nulle. On a, en effet, ,
d'où
f'{œ) = limo =: o.
Si f{x) =. x^ sa dérivée est égale à i . Car on a
Il -~h~'' i
d'où
f {x) = lim 1 = 1.
Posons, pour abréger, On a, par définition
d'où
^f{x) zzz f ' {œ) ^x -^ là \x ,
R tendant vers zéro avec ^x.
A^insi ^f{x) se compose de deux termes; l'an, f'[x)^.x.
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simplement proportionnel à A^, et qui constitue sa valeur principale ; l'autre, R A^, infiniment petit d'ordre plus élevé.
Le premier terme /'(^) A^ se nomme la différentielle de f{x)^ et se désigne par df{x).
Dans le cas particulier où f{x) se réduit à x^ sa dérivée étant égale à l'unité, l'équation de définition
(,) df{œ):=^f'{x)^x
se réduit à
dx = t^x.
Substituant cette valeur de A^ dans l'équation générale (i), on en conclura
Cette nouvelle expression de la dérivée par un quotient de différentielles est très fréquemment employée pour la représenter.
75. Dérivée dUine somme. — Soit y = w -j- r — w une somme algébrique de fonctions ayant les dérivées connues u' ^ v'^ w'. On aura évidemment, en désignant par Ajk, A;/, Aç', A(v les accroissements de ces fonctions correspondant à l'accroissement h = ^x donné à la variable indépendante,
Ar A;^ A(^ A.W ^ ^x ^x Ax A.x'
d'oij, en faisant tendre A^ vers zéro et passant à la limite,
, ,. Ar ,. ^u 1- A(^ ,. A(T^
r'= lim ~- = hm- h lim lim — = u' + ç' — tv .
^ ^x à.x Aj? A^
Dérivée d'un produit. — Soit y = uv>^ u et v ayant des dérivées connues u' et v' . On aura
Ay (u-[-^u)(v-\-bLv) — uv à.u , . , Ac
_Z. — ^ Ll L :=: ( (, _^ A(' ) -+- w ?
^a; Ax' ^x à.x
y' = lim — lim ( c -h Ar) + u lim — = u' ç -+- uv .
^ ^x ' Ax
Cette équation peut s'écrire
Si l'on divah y = ui^iv.. ., on aurait évidemment, d'après
cela,
y II V w Dérivée d'un quotient. — Soit j- = -; on aura
Il H- ùi.u II ^u A^» V u
(' -H A(^ V A.r Lx
, vu'-uv'
el, à la limite,
Dérivée d'une fonction de fonction. — Soit j == F(?/), uz=f[x) étant lui-même une fonction de ^; on aura évidemment
Ay Ay Am
A^ Âw A^ et à la limite, Aw tendant vers zéro avec A^,
/=:lim^lim^-::=F'(/0^''-F'[/(.r)]/(^).
Dérivée d'une fonction inverse. — Soit j' =/(jc) une fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu'on ait X = ^(y)- Si l'une de ces fonctions a une dérivée connue, on aura immédiatement la dérivée de l'autre.
On a, en effet, en supposant connue la dérivée de cp, par exemple,
Ay I . A.r
-^ = ; mais lim -— = o (y).
A^ A^ ' Aj ' '-^ '
Ay
Donc, à la limile,
76. Si, en un point donné x^ la dérivée f'{x) n est pas nulle, on pourra assigner une quantité o, telle que
l'expression
ait le signe de f'(x)àx pour toutes les valeurs de \x de module << o.
On a, en effet,
d'où
R tendant vers zéro avec b^x. On peut donc assigner une quantité o, telle que, si | A^ | < 8, | R | soit < \f\x) |. Alors, /'(^)-f-R ayant le même signe que f\x)^ A/(x) aura le même signe que f'{x)^.x.
77. Théoiœme de Rolle. — Si f{x) admet une dérivée dans l'intervalle de Xq à X et s'annule pour Xq et X, sa dérivée s^ annulera en un point intermédiaire.
Les valeurs de x qui sont yX^ et ^X formant un ensemble borné et parfait, la fonction f{x) admet, dans cet intervalle de Xq à X, un maximum et un minimum et les atteint effectivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls tous deux, f{x) sera constamment nulle, sa dérivée aussi, et le théorème sera démontré.
Supposons, au contraiie, que le maximum, par exemple, soit différent de zéro. Soit \ la valeur correspondante de x^ laquelle sera différente de Xq et de X. On aura f'Çi) = o; car, s'il en était autrement, l'expression
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de A^, le signe de /'(i) A^. En donnant à Ax un signe convenable, on pourrait la rendre positive. Donc ^ ne correspondrait pas à la valeur maximum de/, comme on l'a supposé.
78. Corollaire. — Soient /(^), 9(-^), 'K^) ^^'^^^ fonctions admettant des dérivées dans Tintervalle de a à 6; considérons le déterminant
f{x-^h) o{x-hh) ^{x-h/i) f{x-\-^h) o(.^-hO/0 <|;(.T + OA)
C'est une fonction de la variable 8, qui s'annule pour Q =: o et 8 = T , et qui, d'après les règles de dérivation données ci-dessus (75), admet pour dérivée, dans cet intervalle, le produit de h par le déterminant
f{x-V-h) o{x^h) <^{x-\-h) y'(^ + e/0 cp'(^-i-0/i) ^'{x-\-^h) I
Ce nouveau déterminant devra donc s'annuler pour une valeur de 8 comprise entre o et i .
Posons, en particulier, '^j{x) = i; d'où '^' {x) = o. L'équation A == o deviendra
[cp(^) — ^{x-\- h)']f'{x + 6/0
+ [/(^ + /0-/(^)]?'(^-hO/^) = o;
{x-\- h) — ^{x) cp'(^ + 6A)
Si nous posons, en outre, o[x) = x; d'où o' (x) = i, cette dernière équation deviendra
ou (3)
/(x + h) -f{x) = hf'(œ + O/i).
Dans cette formule, ^ + 9A est une quantité inconnue, mais comprise entre x el x -{- Ji.
79. Si la dérivée /^(^) est constamment nulle dans cet intervalle, on aura
d'où
f{œ-^h)-f{x):=zo.
Si cette dérivée, sans être constamment nulle, n'est jamais négative, /(^ + /i) — f{^') aura le signe de h. Soient, en effet, \ un des points de l'intervalle de ^ à x -\- h pour lesquels la dérivée est positive; ç H- o un point infiniment voisin de \ et compris entre Ç et .r H- h. On aura
= /(^ + h) -f{l .4- 0) -|-/(^ -^ l) -fiX) H-/(0 -f{x)
Tt étant un nom.brc compris entre x -\- h et ^ -f- S, t, , un nombre compris entre \ et x.
Si l'on prend 8 assez petit, /(^ + 8) — /(S) aura le signe de §/'(?). D'ailleurs, /'(Ç) est positif, /'('n), /'('^h) positifs ou nuls. Enfin, 8, x -^ h — ç — 3, ^ — x ont le signe de h. Donc, sur les trois termes qui composenty(.r -h li) — f{x), l'un a sûrement le signe de A, les deux autres ont aussi le signe de A, s'ils ne sont pas nuls. La somme a donc le signe de h.
On voit de inéme que, si la dérivée ./'(x), sans être constamment nulle, n'est jamais riegative, /(^ -\- h) — /{^) sera de signe contraire à h.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
TuÉoTiiîME. — La fonction f{x) reste constante clans tout intervalle oit f'{x) est constamment nul; elle croît avec X dans tout intervalle oii f'{x) reste positif ; elle décroit au contraire, rjuand x croit, dans tout intervalle où f'{x) reste négatif.
Les deux dernières parties de ce théorème subsistent encore si f{x) peut s'annuler dans l'intervalle considéré, mais sans changer de signe, pourvu qu'il soit impossible d'isoler dans l'intervalle considéré un intervalle partiel dans lequel f'{x) soit constamment nul.
80. Théorème. — Si f\x) reste continu dans un ensemble E borné et parfait, /(^ + ^^^^^^^^r tendra uniformément vers sa limite f'{x).
En effet, cette expression est égale à f\x-\-^h). Mais f'{x), étant continue, l'est uniformément dans E (63).
Donc, on peut assigner une quantité r, indépendante de x, et telle qu'on ait
\f'{x^^li)-f{x)\<z
dès que le module de 8/i et, a fortiori, dès que celui de h
est <C Yj.
81. Théorème. — Si la fonction f{x) est intégrable de a à b, V intégrale définie
' f{x)dx=:Y{\),
oit Xq et X sont compris entre a et b, est une fonction de X à variation bornée et continue. Si de plus f{x) est continue au point X, F(X) aura en ce point une dérivée égale
àfiX).
Soit, en effet, pile maximum de \f{x)\ dans l'intervalle <7/;. Décomposons l'intervalle de ^o à X en intervalles partiels XoX^, ..., x,,_,Xh, ..., Xn-^y^• Ea variation totale de la fonction intégrale
f{x) dx.
relative à cette décomposition, sera
On voit donc qu'elle ne peut surpasser une limite fixe. Donc, F(X) a une variation bornée.
En second lieu, changeons X en X 4- AX; on aura
^x + Ax -.X ^ X -f- Ax
AF(X)= / f{x)dx~ / f{x)dx'^ / Aœ)dx,
quantité qui tend vers zéro avec A^, car son module est au plus égal à [Ji I i^œ |.
Supposons enfin que/(jc) soit continue au point X. On aura par définition
/ f{oc)dx — y\m\f{'c,k){œk—œ,,.^),
Xi, ..., x„_i étant des valeurs intermédiaires infiniment voisines les unes des autres, intercalées entre X = ^o et X H- AX = Xn, et ^/f une quantité intermédiaire entre ^^-i et Xk.
On peut, par hypothèse, quel que soit £, déterminer une quantité o, telle que l'on ait, tant que | A | < 8,
et, par suite,
R ayant son module <C £.
Supposons maintenant | AX | <; S. A plus forte raison, les modules des différences \k — X seront << 8, et l'on aura généralement
Ra ayant son module << t.
Substituant ces valeurs des quantités /(^^), il viendra
^^ [/(X) -f- s] (^/,- ^,._0 n/(X) -h s] AX
%^ [/(X) - E](^,- ^,_,) Z [/(X) - s] AX.
La quantité
ÂX~~
est donc toujours comprise entre /(X) -|- £ et /(X) — s. 11 en sera de même de sa limite
On peut, d'ailleurs, prendre £ aussi petit qu'on voudra, à condition de faire décroître suffisamment A^. On aura donc
à la limite
XX ^-Ax f{œ)dx
F'(X) = lim-^ — =:/(X).
Remarque. — Si l'on supposait X constant, mais ^o variable, l'intégrale définie
j j\x)dx
serait une fonction de Xç^. D'ailleurs, elle est égale et de signe contraire à
f{x)dx
dont la dérivée est égale, d'après ce qui précède, ^/'(xq]. Sa dérivée sera donc — /'{^o)-
82. Le théorème qui précède montre que toute fonction f{x) continue dans l'intervalle de a à h est la dérivée dUine autre fonction F(^).
Il est, d'ailleurs, aisé de trouver l'expression générale des fonctions qui ont pour dérivée /(^). Soit, en effet,
Tune d'elles. Sa dérivée sera
Pour qu'elle se réduise kf[x)y il faut et il suffit que o' (œ) soit nul. Donc, 'f{x) se réduit à une constante c (79), qui peut d'ailleurs être choisie arbitrairement.
Lorsqu'on a obtenu, par un procédé quelconque, une fonction ^(^) ayant pour dérivée /(^), on trouve, sans peine, la valeur correspondante de c. En effet, dans l'équation
f f{x)dx=:§{X)
faisons X = ^o- Le premier membre s'annulant, il vient
par suite.
f{x)dx^§{X)-${x,).
On nomme fonctions pj'imitives ou intégrales indéfinies de f{x)j les fonctions qui ont pour dérivée f{x). On les désigne par la notation
x) dx
pour mettre en lumière leur liaison avec l'intégrale définie. Cette expression, comme on vient de le voir, ne représente pas une fonction déterminée, mais une infinité de fonctions, différant les unes des autres de quantités constantes.
83. Dérivation des intégrales définies par rapport à un paramètre. — Soit /{oc^y^ . . . , a) une fonction des variables ^, JK, . . • , a qui reste continue tant que x^ y, . . . restent intérieurs à un domaine D et a intérieur à un domaine A.
Soit E un domaine borné et parfait intérieur à D; pour toute valeur de a intérieure à A, l'intégrale
1 = j^ fi^^fy •••.a)
de
aura une valeur déterminée; c'est donc une fonction de a.
Cette fonction est continue ; car, si l'on change a en a -|- Aa, elle prendra un accroissement
Al = V /{a;, y, . . . , a + Aa) «ie — V f{œ, y, . . . , y.) de
dont le module ne pourra surpasser LE; L étant le maximum du module de i^fi^x^ y, . . . , a).
Or, soit 3 une quantité dont le module soit moindre que l'écart de a à la frontière de A; le point a -j- Aa sera encore intérieur à A, tant que | Aa ] sera ^o. La fonction /" restera donc continue tant que x, y^ ... se mouvront dans E et que le paramètre variera entre a — 8 et a -h 8. Cet ensemble de valeurs étant évidemment borné et parfait, la continuité de/' y sera uniforme; donc L, et par suite AI, tendront vers zéro avec Aa.
Supposons de plus que f considérée comme fonction de a seulement (^, y^ . . . conservant des valeurs constantes) admette une dérivée; ce sera une nouvelle fonction de x^ jK, ••-,«, que nous pourrons désigner par fi{x^ j^, . . . , a), et nous aurons
^ fi^^y^ ...,2c) —frj^^x.y, ...,a4-0Aa) Aa,
8 étant une quantité variable, mais toujours comprise entre o et I.
Si nous admettons enfin que/^J soit continue dans le même champ où nous avons déjà supposé que /Tétait, cette expression sera de la forme
[/;(^,y, ...,a)-+-R]Aa,
R tendant uniformément vers zéro avec Aa, dans tout le domaine E.
On aura'donc
— = |^^[/a(^,JS ...,a)-hR]^e Soit L, le maximum de | R | dans E; on aura
Ue
de
quantité qui tend vers zéro avec Aa. On aura donc ,. AI
lim— = 1^ fa{x,y, ...,y.)de.
L'intégrale I admet donc une dérivée, représentée par l'intégrale ci-dessus.
t 84. Intégration par parties. — Soit
I une fonction formée du produit de deux autres. On aura
i et, en intégrant de ^ = a à ^ = 6,
fl ^'{x)^{x)dx-^ f o{x)^'{x)dx ' ^J^^ df{x)^f{b)-f{a).
Cette équation ramène, comme on voit, le calcul de l'une
des deux intégrales qui figurent au premier membre au calcul de l'autre, qui pourra se trouver plus simple.
Ce procédé de réduction a reçu le nom à' intégration par parties.
Quant au second membre f{b) — /(<^ï)> il conviendra, lorsque la fonction f{x) a une expression compliquée, de le représenter par la notation abrégée
VII. — Dérivées partielles. Différentielles totales
85. Passons à la considération des fonctions de plusieurs variables.
Soit, par exemple, w=y(^,jK) une fonction de deux variables x, y définie dans tout l'intérieur d'un certain domaine D.
Soit (^,^') Lin point quelconque intérieur à D. On pourra déterminer une quantité 3 telle que tous les points
où
I A^ ! -r I Ay I < Ô,
soient encore intérieurs à D.
Changeons ^ en ^ + A.r, sans faire varier y. Si l'expression
tend vers une limite fixe quand A^ tend vers zéro, cette limite se nommera la dérivée partielle de / par rapport à ^ au point x, y. On la représente indifféremment par l'une ou l'autre des trois notations suivantes :
fx{^,y)^ ^xj{x,y), -^
Si l'expression
tead de même vers une limite, ce sera la dérivée partielle par rapport à r, et on la représentera par les notations ana-
logues
Si en chaque point intérieur à D il existe des dérivées partielles, chacune d'elles sera une nouvelle fonction de œ, y, définie dans l'intérieur de D.
86. Supposons maintenant qu'au lieu de faire varier isolément ^, y^ on les change simultanément en œ -{- ù^x , / -(- AjK, et étudions l'accroissement
Cette expression peut se mettre sous la forme
f{.T -H A^,y 4- A/) — /(^, j 4- Aj) +/(^, r H- Aj) ~f{x, j) ou, en appliquant la formule (3) du n^ 78,
/; (^ -]- 0 Ix, 7 -+- Aj) A^ -r-fy{x, y -\- Oj A/) Aj,
B et 9, étant des quantités plus petites que l'unité.
Faisons tendre A^ et Anvers zéro. 0 A^ et 9, A^ tendent a fortiori vers zéro, de quelque manière que puissent varier B et 9,. Si donc les fonctions y^, f sont continues au point x^ y, les multiplicateurs de Ax et de ^y tendront respectivement vers /^{oc^y) et f'y.{x^y).
Soit d'ailleurs E un ensemble borné et parfait quelconque intérieur à D et dans lequel /^, /' soient continues. Leur continuité sera uniforme. On pourra donc, quel que soit s, assigner une constante ù telle que pour tout point de cet ensemble les différences entre ces multiplicateurs et leurs limites deviennent <^£ dès que | A^ |, | A^ | deviennent <^ S.
On aura donc
(0 A/(^,j)=r/;(^,j)A^4-/;(^,y)Aj-+-RA^ + R,Aj,
K et R, tendant vers zéro avec A.r et Aj/- (et cela uniformément dans tout l'ensemble E).
On voit donc que Lfi^x^y) se compose de deux parties, l'une
simplement linéaire en ^x et Aj", l'autre composée de termes d'ordre plus élevé que Fun ou l'autre de ceux qui précèdent.
L'expression (2) se nomme la différentielle totale de fi^x^y). Les deux termes qui la composent sont les différentielles que l'on obtiendrait en faisant varier une seule des deux variables x^ y et laissant l'autre constante. On leur donne le nom de diff'érentielles partielles.
Si l'on supposait, en particulier, que la fonction f{x^y) ne fût autre que x^ f'^{x,y) se réduirait à i , elf'^(x^ y) k o. L'équation
se réduirait donc à
dx = ^x.
En supposant que f{oc-, y) se réduisît à jk, on trouverait de même
dy^^^y, et, par suite,
(3) d f{x, y)—f'^{x, y) dx -hfy{x, y) dy.
Ainsi qu'on l'a vu aux n°^ 73 et 79, la condition nécessaire et suffisante pour que f{x^ y) reste constante lorsque x varie seul (et, par suite, se réduise à une fonction de y) est/;(^,7) = o.
De même, la condition nécessaire et suffisante pour que f{x, y) ne dépende pas de^r est fy{x.^ y) = o.
Ces deux conditions réunies exprimeront que f est indépendant de X et de y, et, par suite, se réduit à une constante. Elles peuvent être résumées en celle-ci
Car, pour que cette expression, égale à
s'annule identiquement, quels que soient A^ et Ay, il faut et il suffit que/^(.r, j)') et/^.(^, y) soient nuls séparément.
87. Admettons que, par un procédé quelconque, on ait mis A/(x, jk) sous la forme
(4) ^/{^y y) = A. dar -\- B dy -h S dx -h Si dy,
A et B étant indépendants de dx et dy, et S, Sj tendant vers zéro en même temps que dx, dy \ on aura
A=/;(^, r), B=/;(^, j), d f{x, y)-=.Kdx '\-B dy.
Egalons en effet les deux expressions (i) et (4) de S.f{x,yy, il viendra, en divisant par dx^
Faisons tendre dx et dy vers zéro, de telle sorte que — — tonde vers une valeur fixe \\ on aura à la limite
I.(^^'^ 7) -^Z; (^S 7) X = A + BX
P Cette égalité, ajant lieu quel que soit)., se décompose dans les deux suivantes
■ 88. La remarque qui précède permet de déterminer aisément les dérivées partielles et la différentielle totale d'une fonction composée.
Soit, en effet, une semblable fonction
w, r, .,. étant elles-mêmes des fonctions des variables indépendantes x^ y^ ....
Pour obtenir la différenlielle totale de cette expression, considérée comme fonction de ^,y, ..., donnons à x^y, ... des accroissements dx^ dy^ .... Soient Au, Av, . - ., A/ les accroissements correspondants de u, v, ••.,,/. On aura
A/=z ^ Af^ -H ^ A(; -h . . . -4- R A;/ -h Ri Ac^-f- . . . , du d^
R, R, , ... tendant vers zéro avec A?/, Av, .... Mais on a, d'autre part,
du " dx
j du dy
dy
S dx -h
Si
dy
=--du
-\-^dx ^
■Si
dy
dv '-'dx
dx '\- ^dy
dy
T dx 4-
Ti
dy
^di^^Tdx^
Ti
dy
S, S, , . . . , T, Ti, ... tendant vers zéro avec dx, dy^ . . . Substituant ces valeurs dans l'expression de Af, il vient
.• àf , df ^
A/ r= ~ du H- -r^ «(' H- . . . + p dx + pi dy + . . .
^« ^^ {^p dx
(df du df dv \ ,
-^ . . . -f- p 6/j7 4- pi (^/ 4- . . . ,
0,0,, ... tendant vers zéro avec dx^ dy. On aura donc
dx
àf _
dy
df du df dv du dx dv dx df du df dv du dy dv dy
t d'autre part
df . df , -- -f du H- -f ^(^ -h . . . :
du dv
d'oii les deux propositions suivantes :
La dérivée, par rapport à une variable indépendante x^ d' une fonction composée f(yU^ r, . . .) s'obtient en ajoutant
ensemble les dérivées partielles —-, — ? •••) respectivement multipliées par les dérivées de u^ r, . . . par rapport à X.
La différentielle totale df s^ exprime au moyen de u^ (', . . . , du^ dv, . . . ^ de la même manière que si u, v^ ... étaient des variables indépendantes.
89. Supposons que des fonctions u^ v, . . . des variables indépendantes x^y^ ... satisfassent identiquement à une équation
Le premier membre de cette équation étant une fonction composée de x, y\ ... dont la valeur est constante et égale à zéro, ses dérivées par rapport à chacune de ces variables sont nulles. On aura donc
^ df _ df du Ofâv^ _
dx du àx dv dx ' ' '
df _ dfdu df dv __
dy du dy dv dy ' ' '
Ainsi toute identité f{u, c, . . .) = o fournira de nouvelles identités en égalant à zéro les dérivées de son premier membre par rapport à chacune des variables indépendantes.
Ces nouvelles équations peuvent d'ailleurs se concentrer en une seule
df ^^ -f- dx -\- -f- dxh-{- . . . == o. dx dy ^
90. Nous dirons qu'une fonction f[x^y^ . . .) est définie (ou jouit d'une propriété donnée) aux environs du point
8o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
{xo^yo, .. .) si l'on peut déterminer nn nombre positif A, tel, que la fonction soit définie (ou jouisse de la propriété demandée) pour tous les points (x, y, . . •) où \x — œo\,
\y—yo\, ... sont^A.
91. Théorème. — Soit F(jo^y^ ..,,u) une fonction des variables ^, j', . . ., u^ laquelle s'annule au point
Supposons : \^ qu'elle soit définie et admette des dérivées partielles continues F'^, F^., ..., FJ^ aux environs de ce point; 2° que ¥[^ ne s'annule pas en ce point.
On pourra déterminer une fonction des variables x^ y^ . .. définie aux environs du point (^05 JKo? " -) et prenant en ce point la valeur Wo, et qui enfin substituée à la place de u dans l'équation F= o, la rende identicjuement satisfaite ; cette fonction sera unicjue et admettra les dérivées partielles
En vertu des hypothèses faites sur l'existence et la continuité des dérivées partielles F^, F^, ..., FJ^, on pourra déterminer une quantité positive A, telle que, pour tous les points {x,y^...^u) où \x — Xq\^ Ij— J'o!, -.5 \u — U(s\ sont ^A, ces dérivées partielles existent et diffèrent de leurs valeurs initiales (F^)o, (F^,)o, ..., (F^)o de moins de s, en désignant par £ une quantité positive choisie à volonté, mais que nous supposerons moindre en valeur absolue que (F^'Jo.
Si donc on désigne par A la plus grande des quantités I (F;)o I h- £, I (F;)o I + £, . . . et par B la quantité | (F;)o | — £, on aura, pour tous les points considérés,
En outre, F^'^ conservera toujours le signe de (FJ^)o.
Cela posé, soit^ + i le nombre des variables ^, JK, • . ., u ;
VARIABLES RÉELLES. bl
désignons par k le plus petit des deux nombres A, — -h. On
aura, pour tous les points (^0 + ^-^7 . . . ^ Uq-\- ^.u) =^ {x , . . . ^ u) où ^x ^ A-, AjK < A-, ... et Aw ^ A,
F(^,/, .. ., ^0= F(>^'/j ••.,«) — F(-3:^oj7o, .••, «0)
Chacun des m premiers termes de cette expression a son module <C AA. La somme de leurs modules est donc
<mAk<hh.
Mais, d'autre part, le dernier terme a son module plus grand que B I Aw |.
Si donc nous posons, en particulier, Au =^dz h^ ce terme l'emportera sur la somme des autres et donnera son signe à l'expression. D'ailleurs, le facteur
a toujours le même signe, celui de (F[^)q. Donc, si l'on pose successivement au = h et Au = — A, on obtiendra, pour F(^,y, ..., w), deux valeurs de signe contraire. Mais F est une fonction continue de w, elle s'annulera donc pour une valeur de u intermédiaire entre Uq — h et Uq-\- h. Elle ne s'annulera d'ailleurs qu'une fois, car sa dérivée garde le même signe dans tout cet intervalle.
Nous avons donc établi qu'à tout système de valeurs de x^ y, ..., tel que x — Xq^ y — jKo) ••• aient leurs modules non supérieurs à A:, correspond une valeur unique de u comprise entre Uq — h et Uq-\- h et satisfaisant à l'équation F = o. L'ensemble de ces valeurs constituera une fonction de ^,jr, ... entièrement définie dans ce domaine, et qui se réduit évidemment à Uq au point (^ojJKo? • • .).
Soient d'ailleurs (^, y, . . .) et (^ + A^, y + Aj/, . . .) deux points de ce domaine; u et ;^ + A;^ les valeurs correspond J. -I. 6
dantes de cette fonction. On aura
G = F(^ H- Lx, y -\- Aj, . . ., a -\- ù^u) — F(^,y, . . . , u) := F^ (^ + 6 Lx, y, . . . , u) l^x
-F F^ (^ -h A^, y H- Oi A/, . . .,ii) t.y -h. . . + F;^(^ h- A^, J + A/, . . ., f^ + ^ni^u) ^«.
Le lïiultiplicateur de A^^ ayant son module plus grand que la constante B, cette équation montre que A^^ tend vers zéro avec A^, Aj^, ....
Faisons, en particulier, Ajk=...= o. L'équation se réduit à
o— F;(^ + ^^JC, y, .. .,u) Lx
d'où
ù^ii __ F^(^ + 6 A.-r, y, . . . , u)
Ax F^(^ + A^, j, . . ., i^ + 0,„ A«)
et à la limite, en faisant tendre A^ vers zéro,
du dx
Les autres dérivées
du
se détermineraient de même.
92. Théorème. — Soient Fi, ..., F„ n fonctions des m + n variables x^ y, . . .; u^ v, w, . . . s^ annulant au point (^oj.yoj •••; ^^0, ^oj ^^05 •••)• ^^ ^'^'^ suppose : i" qu aux environs de ce point, ces fonctions admettent des dérivées partielles continues ; 2° que le déterminant
d¥, ÔY, d¥, du ùv âw
ôF^ dK d¥^ du dv div
ne s^ annule pas en ce point, on pourra déterminer un système de fonctions des variables x, y, . . . définies aux en-
çl/'ons du point {xq, yo? • • •)? prenant respectwenient en ce point les valeurs Uq^ To, îvq, . . . et qui enfin, substituées à la place de u^ v^ w^ ... dans les équations F, = o, ..., F/;= o, les rendent identiciue nient satisfaites. Ce système de fon^ctions est unicjue, et ces fonctions admettent des dérivées partielles .
Ce théorème est établi par ce qui précède, dans le cas où Ton n'a qu'une seule équation, et nous pourrons, dans la démonstration, supposer qu'il ait été établi pour le cas de n — I équations.
Gela posé, pour que J soit ^ o pour le point Xq^ jko, • • • ; 'fai ^'o? ^07 •• •? il faut évidemment qu'une au moins des dé-
zero.
Soit,
par
rivées ^; — ^ -^ — ? -^ — ? ••• soit dilierente de
ÔUq OVq O^Vq
exemple, y-^ ^o. On pourra, d'après le théorème du ii" 91,
déterminer une fonction u àe x^ y^ ... ; <', (v% . . . qui satisfasse identiquement à l'équation ¥ ^ = o et qui admette des dérivées partielles aux environs du point x^, y^, ...; Pq, iVo, .... Substituant cette valeur de u dans les équations suivantes F2=o, ..., F/^=o, elles prendront la forme suivante
<t>2(^,7, . ..; v,iv, . ..)~o, ..., *« = o.
Les fonctions (I>2, ..., ^w, étant respectivement égales à Fo, . . ., F„, admettront, aux environs du point x^^, y^, ... ; v^o, Wq, . . . , des dérivées partielles
ôx
d¥^ d¥. du
dx
du dx
Le déterminant
dç "
dF,^ dF, du di' du di'
~~dV
cl7v7
dw
, . . sera, en négligeant
des dérivées partielles relatives à (^, les termes qui se détruisent,
ÔF^ dFj
du
dF,
dF.^
du
dw
du dw
dv
du
dF, du
dF, dw
dF, d^
dF, du
^ , du du
nempJacant t--> -^
par leurs valeurs
dF, ÔF,
dv dw
iF', ' ~ "^FT '
du du
endra égale à ; or ,
dF, et, comme -^ — a au ' du
du
point (^o^JKoi • • -5 ^^05 <^oi ^'^'oî • • •) une valeur Unie et différente de zéro, J, sera lui-même fini et différent de zéro.
On pourra donc, par hypothèse, déterminer des fonctions (^, (V, ... des variables indépendantes ^, JK, •••? qui satisfassent identiquement aux équations <I>2= o, <ï)3 = o, ...,qui se réduisent à Tq, iVo, • . . pour x = Xq^ j- z^y^, ... et qui admettent des dérivées partielles aux environs de ce point. Substituant ces valeurs de (^, w, ... dans l'expression de //, on obtiendra pour n, ç, (v, . . . des fonctions de x, r, ... satisfaisant aux conditions requises.
93. On donne le nom de fonctions implicites à celles qui sont ainsi définies par un système d'équations non résolues
[ Fi("3?, r, ..., u,v,w, . ..)=ro,
La démonstration précédente montre à la fois que ces
fonctions u^ v^ iv, ... existent et qu'elles admettent des dérivées partielles.
L'expression de ces dérivées partielles s'obtiendra d'ailleurs aisément en dérivant les identités (5) par rapport aux diverses variables indépendantes. On trouvera ainsi, en dérivant par rapport à ^, par exemple,
^F, d¥j du à¥\ âi^ ôFi dw dx du djc âv dx dw doc
doc du dx d^ dx dw dx
système d'équations linéaires dont la résolution donnera
-T— j -— 5 ^^ — , • • ') sous forme de fractions avant J pour dénodx dx dx . i.
minateur. Ce déterminant étant par hypothèse une fonction
continue de œ,y, ... et de u, ^, w, ... qui sont elles-mêmes
continues en ^, j/, ••• est une fonction continue de ^, y, —
D'ailleurs, au point Xq^ jKoi • • •? on a i^ = î/o, ^ = <^oj • • • et
J ne s'annule pas. Donc, dans un certain domaine autour de
ce point, J sera encore différent de zéro, et les valeurs de
1~' ^' *'* fo^i'^ies par les équations (6) ne pourront devenir illusoires.
94. Les considérations précédentes fournissent la solution d'une question importante :
Soient
m fonctions des n variables indépendantes ^,, ..., x,i admettant des dérivées partielles continues. Nous dirons que ces fonctions sont indépendantes s'il n'existe entre elles aucune relation qui permette d'exprimer l'une d'elles au moyen des autres.
Un système de fonctions tel que (7) étant donné, propo-
sons-noiis de rechercher combien il contient de fonctions indépendantes.
A cet effet, formons le tableau des dérivées partielles
dûCi
dx„
àf,
dx
Avec les éléments communs à un certain nombre de b'gnes de ce tableau et à un nombre égal de colonnes on peut constituer un déterminant. Construisons tous les déterminants de ce genre. Nous pourrons énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Si Vun des déterminants à p^ éléments, tel que celui-ci
ne s'annule pas au point (^,, . . ., ?,;), et si au contraire tous les déterminants à(p -f- 1)- éléments sont identiquement nuls aux environs de ce point :
i" Les fonctions u^, . . . . Up seront indépendantes aux environs de ce point.
2" Au contraire, Up_^s, . . ., Um pourront s'exprimer en
dA
àf^
âxi
ÔXp
Of,
dx^
'dx;
fonction de u^, . .
Un.
t" En effet, soient v^^ . . ., Vm les valeurs de u^^ .. , Um au point (H), ..., ^«). Les équations (7) étant mises sous la forme
fr,
le déterminant des dérivées partielles de leurs premiers mem.bres par rapport à x^, . . . , ^^, Upj^\ , • • • , Um sera évidem-
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ment égal à ( — i)"^~/'D. 11 sera donc différent de zéro an point (?i, . . ., Ç/^, r<, . .., (^,„) et l'on pourra regarder les équations (8) comme définissant implicitement ^, , ...^Xp, tfp+i,...,Um en fonctions de î/<,..., Up^ Xp^i^ ...^Xn aux environs du point [v^ , ..., Vp, 'ip+\ i •••> ?«)• A chaque système de valeurs u^, ..., Up^ ^p+t^ ••••> ^n suffisamment voisines des valeurs initiales <^^, ..., (^^, ?/7+i, •••, \n correspondra un système de valeurs de :r,, . . ., Xp. Donc, réciproquement, U\^ .... Up pourront, par un choix convenable de valeurs (le ^4, . ..^ Xji prendre tout système de valeurs suffisamment voisin de (^< , . . ., Vp, Donc les fonctions u^^ . . ., Up sont indépendantes.
2° D'autre part, w^+i, .. .^ Um sont aussi des fonctions des nouvelles variables indépendantes u^, . . ., Up^ '^ja+ii - • -, Xn- Mais il est aisé de voir qu'ils ne dépendent pas de Xpj^^, .... x,i' Soient en effet z/^- l'une quelconque des fonctions Up+\, ••., Um-) ock l'une quelconque des variables Xp^^. ..., x,i'i nous
11 ^ àiii
allons montrer qu on a -r — = o.
^ dxi.
On trouve en effet, en dérivant les équations (8) par rapport à Xk-i
dh àx, ^ âxi dx/.
1 àf àxp ^ df, _ dXp dxk dxk
dfp âx, ^ dxi âxk
àfi âx, âxi àxf,
1 àfp ôxp ^ dfp _ âXp dxj, dxk
1 àfi dxp ^ dft dxp dxk dxk
àiii àx/,
âx d'où, en éliminant - — ^-•) •••
àXp
ôxk dxk
T% àui n àui
\j -; — ==o, et ennn - — =0.
Ox/^ ax/c
Donc «/,+!, ..., Um sont fonctions de u^^ ..., Up seulement, et la seconde partie du théorème est démontrée.
CHAPITRE
95. Le cas le plus intéressant de cette analyse est celui où m = n. Dans ce cas, pour que les n fonctions iii, . . ., u,i soient distinctes, il faut et il suffît que le déterminant
Jr=:
Ml-
àfr^
dx„
ne soit pas identiquement nul.
Cela équivaut évidemment à dire que les différentielles totales
^f^ rir ^ -4- ^^' ^r
f-dx, âxi
.-i-^/^dx,, àxn
sont linéairement distinctes.
Le déterminant J se nomme le jacobien des ii fonctions Wj, . . ., Un par rapport aux variables X\^ . . ., Xn-
On le représente souvent par la notation
, Un)
d{xi, ...,x„)
afin de rappeler qu'il joue dans la théorie de ce système de fonctions un rôle analogue à celui de la dérivée dans celle des fonctions d'une seule variable. Voici quelques exemples de ces analogies :
1° Supposons que ^,, ..., ^«, au lieu d'êtra indépendantes, soient elles-mêmes des fonctions de nouvelles variables jKn • • '■> y/n définies par des équations
^i — 'fiiyu •■•yfn)-
Les fonctions
deviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions
de 74, . . ., yn, telles que et l'on aura évidemment
Le déterminant
d{Uy, . . ., Ug)
formé avec les éléments -^j est évidemment le produit des deux déterminants
et
àA dxa
__ d{Ui, . . ., Un)
àfn
àfn
~' d{Xi, .. .,x„)
ày\
d{Xi, . . .,Xn)
àyn
~ à{yi, ...,/«)
On a donc
. . . , Il
_ d{Ui,
. . ., Un) d{x^, . . .
à{yiy ...,7«) à{xi, ...,Xn) à{yu ...,/„)
Supposons, en particulier, que les variables œ soient exprimées en fonction des variables u, de telle sorte que y,, . . ., y,i se confondent avec w,, . . ., Uw La formule précédente deviendra
d{Ui, . .., Un) d{x^, •..,x„)
à{Xi, ...,x„) d{u^, ..., Un) Les formules (9) et (10) sont la généralisation évidente de
celles qui donnent la dérivée d'une fonction de fonction ou d'une fonction inverse.
VIII. — Lignes continues. — Lignes rectifiables
96. Lignes continues. — Une ligne, étant définie comme le lieu des positions successives d'un point mobile, sera représentée, dans le cas du mouvement plan, par un système de deux équations
/ et (p étant des fonctions de la variable indépendante t, qu'on pourra considérer comme figurant le temps. Si ces fonctions sont continues, la courbe sera dite continue.
Supposons que t varie de la valeur initiale ^o à la valeur finale T. Si les valeurs finales de ^, y coïncident avec leurs valeurs initiales, la courbe sera fermée.
Plus généralement, si, pour plusieurs valeurs différentes de t, X al y reprennent le même système de valeurs, la courbe passera plusieurs fois par un même point, que l'on appellera un point multiple.
La distance d'un point fixe (^, Tj) au point (^, x. y) d'une ligne continue est une fonction continue de t] si le point (;, Tj) n'est pas sur la courbe, cette fonction ne s'annulera pas; elle admettra donc un minimum différent de zéro, qu'elle atteindra pour une certaine valeur de ^, et qu'on pourra appeler la distance du point (^, r, ) à la courbe.
Soient de même (^, ^, y) et {u, ?, r^) deux points pris respectivement sur deux courbes continues
^=f{t). / = ?(0 et ^=F(/0, Yi = *(«).
Leur distance sera une fonction continue de t et de u. Si les courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un certain système de valeurs de t et de u^ une valeur minimum, qui sera la plus courte distance des deux courbes.
97. Considérons enfin une courbe fermée G continue et sans point multiple, décrite en faisant varier t de ^o à T r= fo+ ^- Elle sera caractérisée par deux équations
où les fonctions F et ^I> sont définies de ^o à ^o -+- w? et satisfont aux relations
A chaque valeur de t comprise dans cet intervalle correspond un point différent de la courbe, sauf les deux valeurs extrêmes ^o et ^o H~ ^? cf^^i correspondent au même point.
Soient /(^) et cp(^) deux fonctions respectivement identiques à F(^) et à<ï>(^) dans l'intervalle de ^o à ^q + o), et définies pour les autres valeurs de t au moyen des relations
/(^ + co)=/(0, cp(^ + w)=:cp(0.
Ces nouvelles fonctions seront continues, et les équations
où t varie de — X) à +00 représenteront encore la même courbe que précédemment, décrite une infinité de fois, de telle sorte qu'à chaque point x. J^ de la courbe correspondent une infinité d'arguments t différant entre eux de multiples de (0.
Cela posé, soient
(^,^,jk) et [t'^x'^y') deux points variables pris sur une même courbe C continue et fermée, sans point multiple: A = \J{x' — ^)2+ {y' — yY leur distance ; t' — t =z h la différence de leurs arguments.
Ces arguments n'étant déterminés pour chaque point qu'à un multiple près de co, on peut évidemment les choisir
de telle sorte que li ne surpasse pas — en valeur absolue. On
peut admettre, en outre, qu'il est positif, en échangeant au besoin les deux points x^ y et x ^ y.
D'après les propriétés des fonctions continues, on pourra, quelle que soit la quantité positive a, déterminer une autre quantité ^ telle que, pour toute valeur de h moindre que [3, on ait
\x' — x\< -j=., |y'_y|<; d'où A<a.
Donc, si h tend vers zéro, il en sera de même de A.
Réciproquement, si A tend vers zéro, il en sera de même pour A. En effet, A est une fonction continue de t et de A; car la différence entre la distance des points ^, t -\- h et celle des points t -f- dt^ t -\- dt -^ h -[- dh est au plus égale en valeur absolue à la somme des distances du point t au point t -\- dt, et du point t -^ h au point t -\- dt r\- li -\- dh^ lesquelles dislances tendent vers zéro avec dt et dh. D'autre part, A ne s'annule que pour h = o. Donc, parmi tous les systèmes de points t^ t -^ h, où h n'est pas inférieur à une quantité fixe P', il en existera un pour lequel A prendra une valeur minimum a' différente de zéro. Donc, quelque soit d'ailleurs t, A ne pourra s'abaisser au-dessous de a' sans que h s'abaisse au-dessous de ,3^
Si donc A tend vers zéro, h tendra également vers zéro, et, par suite, la distance du point t à un point quelconque de l'arc compris entre les points t^ t -\- h tendra aussi vers zéro.
98. Cela posé, donnons à l'argument t une suite de valeurs infiniment voisines Iq^ t^^ . . ., embrassant une période to. Sur les points de G ainsi déterminés, construisons un polygone inscrit P. La distance d'un quelconque de ses sommets, tel que ^/, aux divers points de l'arc de courbe titi^i, et notamment à son autre extrémité ^/^<, pourra être supposée << S, 8 étant une quantité infiniment petite, indépendante de la position du point ti. La distance d'un point quelconque t, pris sur l'arc ^^^/^i, à un autre point t^ pris sur la corde iiti+\j sera
Le polygone P peut avoir des points multiples; mais on en déduit aisément un polygone réduit P^ sans point multiple, et tel que la distance de deux points quelconques ^, ^', pris sur une partie de la courbe et sur la partie correspondante de ce polygone, soit infiniment petite, et cela uniformément.
Suivons, en effet, le contour du polygone P jusqu'à ce que nous arrivions à un point multiple a\ soit ^/^/_^< Je côté sur lequel il est situé. Continuons à suivre le polygone jusqu'à ce qu'on arrive à un second côté ^a^a+i, passant également par le point multiple a. Les droites titij^^ et t^tj^,^^ ayant une longueur << ^ et se coupant au point a, la distance des points ^i et ^/f^, sera <C ^ô, quantité infiniment petite. La différence tk\.i — ti de leurs arguments sera donc << £ en valeur absolue, £ étant une quantité infiniment petite.
Si cette différence est positive, la distance au point ti d'un point quelconque de l'arc tittj^^ .. .tj^j^^ sera <ir\^ y\ étant un infiniment petit. La distance d'un point quelconque t^ pris sur la partie ti, . . t^ de cet arc à un point quelconque ^ pris sur la droite ^/<2, sera donc <<-/] + ô. D'autre part, la distance de deux points quelconques pris sur l'arc ^^^yt+t et sur la droite a^A^, est << 2ô. Si donc, en décrivant le contour du polygone P, nous nous abstenons de décrire la boucle ati^^ . . .t^a^ de manière à substituer à la ligne polygonale titij^^ . . . tk la droite tia et, au côté ^a^a+i, la partie at]^^^^ de cette droite, nous obtiendrons un polygone réduit P, , ayant moins de points multiples que P, et tel qu'en prenant arbitrairement deux points ^, t^ sur une partie de la courbe et sur la partie correspondante du polygone, leur distance soit constamment <C ^-j a désignant un infiniment petit, égal à la plus grande des quantités y) + S, 20.
Si la différence ^^^, — ti était négative, au lieu de supprimer dans le polygone P la boucle ati^^ . . . tka^ on supprimerait l'autre boucle a^y^+i . . . ^/ a, et l'on arriverait évidemment au même résultat.
Si le polygone V^ présente encore des points multiples, on y supprimera une nouvelle boucle, et ainsi de suite, jusqu'à
ce qu'on arrive à un polygone réduit P', sans point multiple, et jouissant des mêmes propriétés.
99. Ce nouveau polygone P' divise le plan en deux régions, l'une extérieure, l'autre intérieure.
Nous allons établir qu'il existe toujours un point />, situé dans la région intérieure, et dont la plus courte distance à P' surpasse une quantité fixe, différente de zéro.
Soient, en effet, A = (^o> ^o, J^o) et B = (ti, x^^ y^) les deux points de la courbe G pour lesquels x atteint sa plus plus petite valeur Xq et sa plus grande valeur Xi. La courbe sera formée de deux arcs, l'un allant de A en B, l'autre revenant de B en A.
Considérons sur ces deux arcs deux points (^t^x,y) et (t'y x'j y), dont les abscisses soient comprises entre Xq-^- (^ et Xi — j3, ^ étant une quantité fixe arbitraire, moindre que
'—^^ -' La distance de chacun de ces points à l'un quelconque des points A, B étant ^ j^, les différences des arguments, t — ^07 ^i — ^5 i — f\j ^0 — ^^ surpasseront une quantité fixe y; et, comme l'argument varie de co quand on décrit la courbe entière, on en conclut que t' — ■ t est compris entre 2Y et co — 2 y. La distance des points t et t' ne pourra donc s'abaisser au-dessous d'une quantité fixe d.
Gela posé, la distance entre deux points choisis à volonté sur deux portions correspondantes de la courbe G et du polygone P' est <; a, a désignant un infiniment petit. On pourra donc déterminer sur P^ deux points A', B', dont les distances à A, B soient respectivement <:^a; et le polygone se composera également de deux arcs polygonaux, l'un allant de A' à B', l'autre revenant de B' à A'. Prenons respectivement sur ces deux arcs deux points (^j'-o), (SS r/),, dont les abscisses soient comprises entre Xq^ '^ -\- ol et Xi — P — a. Il existe sur la courbe des points ^, t' dont les distances à ces deux-là sont << a; leurs abscisses seront comprises entre ^o+ 1^ et Xi — p ; leur distance sera donc >> d, et la distance des points
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(^, 71 ), (^', 7]^) sera > 6/ — 2a, quantité qui deviendra, lorsque a décroît, plus grande que c/^, t/i étant une quantité quelconque moindre que d.
Gela posé, coupons le polygone réduit par la droite
^ __ ^ o_ j^çg points A' et B' n'étant pas du même côté
de cette droite, elle traversera chacun des deux arcs A'B' et B'A' en un nombre impair de points. En remontant cette droite à partir de l'infini négatif, on sera d'abord en dehors du polygone. Au premier point d'intersection, on entrera dans l'intérieur; on en ressortira au second, et ainsi de suite.
Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question traverse d'abord l'arc A'B'en m points consécutifs, puis l'arc B'A' en n points, puis l'arc A'B' en m' points, etc. La série des nombres m, /i, m', . . . contiendra au moins deux nombres impairs. Soit, par exemple, m' le premier nombre de cette nature que contient la série. Le nombre m -^ n -\- m' étant impair, le tronçon de droite contenu entre le (m~}- n-^/ii'y""''' point d'intersection et le suivant sera intérieur au polygone; d'ailleurs, ses deux extrémités sont l'une sur l'arc A^B^, l'autre sur l'arc B'A'.
Considérons un point quelconque de ce tronçon de droite. La somme de ses distances aux portions q et q' des lignes polygonales A'B' et B'A' comprises entre les deux abscisses •^0+ P "^ ^ 6t ^i — [^ — ^' 6st au moins égale à la plus courte distance de ces deux lignes, qui est '^d^. Or, lorsque le point se déplace sur le tronçon de droite considéré, sa distance à q^ d'abord nulle, varie d'une façon continue et devient plus grande que û?, . Il existe donc sur cette ligne un point/»,
où cette distance devient égale à -^- La distance de ce point
a Q sera >> — ^2
D'autre part, l'abscisse de ce point étant égale à — ^-) sa
distance à un quelconque des autres points des lignes A'B' ou B'x\', dont l'abscisse est moindre que^o + P+^c ou plus grande
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que Xi — [^ — a, sera au moins égale à — — [6 — a,
quantité qui, pour a assez petit, devient plus grande que
toute quantité c/2 inférieure à — ~ — [3. La plus courte
distance du point considéré au polygone P^ sera donc >> /, / désignant la plus petite des quantités -d^ et d2.
100. Cela posé, le lieu des points du plan qui sont à la distance a d'un côté du polygone P' se compose de deux droites égales et parallèles à ce côté et de deux demi-circonférences reliant leurs extrémités. Traçons ces droites et ces cercles pour chacun des côtés de P'. L'ensemble de ces lignes auxiliaires décomposera le plan en un certain nombre de régions. Considérons, en particulier, celle de ces régions qui contient le point p. Elle est intérieure à P^, et tous les points de son intérieur seront à une distance de P' plus grande que a. Elle sera limitée par un contour fermé R sans point multiple, dont chaque point sera à la distance a de P'. Le cercle de rayon l — a, décrit du point p comme centre, sera en entier dans son intérieur. Au contraire, tous les points de la courbe C lui seront extérieurs, car leur distance à P' est < a.
Décomposons le contour R en éléments infiniment petits par des points de division a, a', d\ .... Soient ab, a' b' , . . . des droites de plus courte distance menées de ces points au contour P'. Ces droites auront a pour longueur commune. Elles ne peuvent rencontrer sur leur parcours ni R ni P'; car, si cela avait lieu, on aurait sur R un point dont la distance à P^ serait << a. Elles resteront donc dans l'espace annulaire compris entre R et P'. Enfin, elles ne peuvent se couper mutuellement; car, si ab et a' b' ., par exemple, se coupaient en un point de leur parcours, on aurait évidemment
aV ^ a'b <,ab -^ a' b' <,17.\ |
l'une des deux distances ab\ a! b serait âonc <; a. On aurait
donc ici encore, sur R, un point dont la distance à P' serait <a.
Cela posé, soient ab^ a' h' deux lignes de plus courte distance consécutives. A la portion bcb' du polygone P', comprise entre b et b\ correspond un arc BB' de la courbe G, dont les extrémités B, B' sont respectivement à une distance < a de 6 et de b' . La distance rectiligne des points B, B' sera infiniment petite, car elle est au plus égale à
^b-\-ba-^aa'-v-a'b'-\-b"è',
quantité moindre que ^'y.-\- aa' . Donc tous les points de l'arc BB' sont à une distance infiniment petite de B. Il en sera de même des points de la ligne polygonale bcb' ^ dont chacun est éloigné de moins de a de l'un des points de BB'. D'ailleurs la ligne polygonale ^baa' b'^' est également infiniment petite. Donc tout le contour polygonal baa' b' cb sera contenu dans un cercle de rayon infiniment petit décrit autour de B, et tous les points de la région intérieure à ce contour seront infiniment voisins de B.
Donc tout point de la région annulaire comprise entre R et P' sera infiniment voisin de la courbe G.
Le contour R, dont nous venons d'établir les propriétés, est formé de lignes droites et d'arcs de cercle; mais ces arcs de cercle, s'il en existe, tournent leur convexité vers l'intérieur de P' et, en remplaçant chacun d'eux par un polygone inscrit dont les côtés soient assez multipliés pour que la distance du cercle au polygone soit moindre que la plus courte distance de R à P' et à G, on obtiendra un nouveau polygone S uniquement formé de lignes droites et jouissant des mêmes propriétés que R, à savoir : i" il n'a pas de point multiple; 2" il contient à son intérieur un cercle de rayon fini; 3° il laisse à son extérieur tous les points de P' et de G; 4^ tout point de l'espace annulaire compris entre P' et S est infiniment voisin de G.
lOL On pourrait considérer de même, parmi les régions
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dans lesquelles le plan est décomposé par les lignes droites et les cercles auxiliaires, celle qui est extérieure à toutes ces lignes. On verrait aisément, par des considérations toutes semblables à celles que nous avons développées, que tous ses points sont à une distance de P' plus grande que a; qu'elle est limitée par un contour fermé R', sans points multiples, enveloppant le poljgone P' et la courbe C, et dont tous les points sont à la distance a de P'; que tous les points de l'espace annulaire, compris entre R' et P', sont infiniment voisins de C; enfin, qu'on peut remplacer R' par un polygone S' exclusivement formé de lignes droites et jouissant des mêmes propriétés.
102. 11 est donc établi qu'on peut, quelle que soit la quantité £, trouver deux polygones S, S' sans points multiples, intérieurs l'un à l'autre, entre lesquels la courbe se trouve contenue, et tels que chaque point de l'espace annulaire qui les sépare soit à une distance de C moindre que £.
Soient Yj, r/ les plus courtes distances de ces polygones à la courbe G; £( une quantité moindre que 'i] et r/. On pourra trouver deux nouveaux polygones S,, S,, intérieur et extérieur, dont l'écartement à la courbe soit <^ £i ; ils seront évidemment compris entre les deux autres.
Continuant ainsi, on pourra former une série de polygones intérieurs de plus en plus grands S, S^ . . . , et une série de polygones extérieurs S', S'^, . . ., comprenant toujours entre eux la courbe C et s'en rapprochant de plus en plus.
Les points du plan seront de trois sortes :
1° Ceux qui, à partir d'un certain terme de la série, deviendront extérieurs aux polygones S', S'^, ... ; on les nommera points extérieurs à la courbe ;
2" Ceux qui sont intérieurs à partir d'un, certain moment aux polygones S, Si , ... ; on les nommera joom^5 intérieurs à la courbe;
Z" Ceux qui sont intérieurs à tous les polygones de la suite S', S',, ..., mais extérieurs à tous les polygones S,
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S, , .... Ces points, dont la distance à la courbe est moindre que toute quantité assignable, seront situés sur elle.
Tl est donc établi que toute courbe continue C divise le plan en deux régions, l'une extérieure, l'autre intérieure, cette dernière ne pouvant se réduire à zéro, car elle contient un cercle de ravon fini.
103. Deux points intérieurs q^ q' peuvent toujours être réunis par un trait polygonal intérieur à la courbe. Il existe, en effet, dans la série S, S|, ... des polygones Intérieurs, un polygone S/ qui les contient tous deux. Par les points q^ q' ^ menons des droites quelconques qui coupent ce polygone en /• et /•'. Les droites qr, </'/', jointes à l'un des deux arcs de S/ qui réunissent /• à /*', satisferont à la question.
Deux points extérieurs pourront être réunis de même sans traverser la courbe.
Au contraire, toute ligne continue D, qui joint un point intérieur <7 à un point extérieur^', coupera nécessairement la courbe C. Soient en effet u l'argument dont la variation donne les divers points de D; Wq, u' les valeurs de cet argument aux points q^ q' .
Considérons l'ensemble des valeurs de a comprises entre ll^) et il'. Celles de ces \aleurs qui correspondent à des points intérieurs à C forment un ensemble borné. Soit U son maximum. \aQ point U, ap[)artenant à la Irontlère entre les points intérieurs et les points extérieurs, sera sur la courbe C.
JOi. Une ligne L continue et sans points multiples, tracée dans l'intérieur d'un contour continu C sans point multiple et ayant ses extrémités sur ce contour, partage l'intérieur de C en deux régions séparées.
Plus généralement, considérons une région II du pbin limitée : I" par n contours fermés sans points multiples C,, .... (\,t^ extérieurs les uns aux autres; 2" par un autre contour analogue Cq qui les contient dans san intérieur. On pourra, sans partager 11 en régions séparées, tracer a lignes conli-
nues L,, ..., L,;, réunissant respectivement les contours C^, . . . , G/i au contour Gq. Mais, cela fait, toute nouvelle ligne conlinue L,;^,, joignant deux quelconques des points frontières de R, divisera R en deux régions distinctes.
On exprimera cette propriété d'une manière abrégée en disant que Voi'dre de connexilé de R est égal k n -\- \ .
Ges propositions sont évidentes dans le cas où Gq, Ci, ..., Q,i sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous avons vu qu'on peut les considérer comme des limites de polygones.
lOo. GouRBEs RECTiFi-VBLEs. — Gousidérons une courbe définie par les équations
Soient ^o> ^n • • • • '/o A «J"^ série de valeurs du paramètre t ; XQ^yQ\ Xi, yi] . . .; X, Y les valeurs correspondantes de x, y. Le périmètre du polygone inscrit à la courbe, et dont ces points sont les sommets, sera
Si cette somme tend vers une limite déterminée et constante, lorsque les intervalles t^j^^ — tk dans lesquels on a divisé l'intervalle T — ^o décroissent indéfiniment d'amplitude, cette limite représentera la longueur de Varc de courbe correspondant à cet intervalle.
Pour que cette limite existe, il faut, en premier lieu, que la somme (i) ne puisse pas croître indéfiniment par un choix d'intervalles quelconque. Or l'expression
est au moins égale à \xk^s — Xu\ et à 1j'a+i — yk\-, niais ne peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette première condition soit remplie, il est donc nécessaiie et suffisant que les sommes
Xlr^-^i— r, 1, y |//,+i— >•/. I
soient limitées et, par suite, que /(^) et (2{t) soient des fonctions à variation bornée.
106. Supposons cette condition remplie, et soit J^ le maximum du périmètre des polygones possibles. Il faudra encore que le périmètre de tout poljgone, pour lequel les intervalles tk^i — t/f sont suffisamment petits, soit aussi voisin qu'on voudra de L.
Cherchons à exprimer analjtiquement cette condition. Nous savons tout d'abord (71) que les fonctions f(t-+-o), o(t -\~ o),/(^ — û), o(t — ù), où 8 est un infiniment petit positif, tendent vers des limites /(/-j- o), o{/ -+- o), f(t — o),
Cela posé, soit Pie périmètre d'un poljgone II correspondant aux points de division ^, , . . . , ^a, • • • et soit t un poinl quelconque intermédiaire entre t^ et^A_i-,. Introduisons deux nouveaux points de division t — o et t -\- o également compris dans l'intervalle de t/( à ^/f^.). Le nouveau polygone B' ainsi obtenu différant du premier par le remplacement de l'un de ses côtés par une ligne brisée, son périmètre P' sera
Introduisons le nouveau point de division t. Nous obtiendrons un troisième poljgone H" qui diffère de U' par le remplacement du côté qui joint les points /(^ — o), o(t — 8) et f{t -h 3), (p(^ + S) parles deux lignes qui joignent respectivement ces deux points au point /(^), 'f (^).
Supposons que o décroisse indéfiniment^ les pointsy(^ — 8), o(t — 8) et/(z -h 8), C5(^ -|- 8) tendront vers les points fixes /(/ — o), cp(^ — o)et/(^-ho), (p(^4-o); et, si le point/(/), cp(f) n'est pas sur la portion de droite qui joint ces deux points, nous obtiendrons, par l'adj(»nction du nouveau poinl de division t, un accroissement de périmètre fini. Soit a ce! accroissement. Le périmètre du nouveau poljgone étant an plus égal à L, celui du poljgone II ne pourra surpasser L — a, et cela quelque rapprochés que soient les points ^o, ^i, - . .. t/f, . . ., tant que le point t ne fera pas partie de cette suite.
Aous arrivons donc à ce résiillat que, pour toute valeur de t comprise dans l'intervalle de ^q à T, le point/(/), cp(z) doit être sur le segment de droite qui joint les points /"(^-f-o),
cp(^-Ho)et/(^-o), 'f(^-o).
107. Cette condition est suffisante. En effet, soit £ une quantité quelconque. On pourra déterminer une division en intervalles ^q, ^,, . . ., t^^ . . ., T, telle que le périmètre V
du polygone correspondant soit >> L — -•
wSoit t ^, t\, .... /^ , ... une autre division en intervalles assujettis à la seule condition d'être tous moindres qu'une quantité fixe o; nous allons montrer que, si 8 est suffisamment petit, le périmètre F' du polygone ainsi obtenu sera plus grand que L — z.
Considérons, en effet, un troisième polygone obtenu en prenant, pour points de division, tous les points tk et tous
les points t'- . Son périmètre P" sera ^ P >> L
Evaluons, d'autre part, la différence entre P'' et P', en supposant que 0 ait été pris <C ô', ù' désignant le plus petit des intervalles Z^+i — ^a, auquel cas deux quelconques des points tk seront séparés au moins par un point de la série t'- .
Soient 11 le nombre total des points de la première division ; n' le nombre de ceux de ces points qui n'appartiennent pas à la seconde division. Soient, enfin, t^ l'un de ces derniers points, t'. et t\^^ ceux des points t' entre lesquels il tombe. Le côté t'- t'-^^ du polygone P' sera remplacé dans P" par les deux côtés t]tk, tj^t'-^,.
Or la distance t'-ti^ diffère de la distance [tj^ — o, tf^) d'une quantité nu plus égale en valeur absolue à la distance {t'-^tk—o)\ de même ti,t'.^^ diffère de (/a, ^A-ho) d'une quantité au plus égale en valeur absolue à (^^-^n ^a+o)*5 enfin t'.t'-^^ diffère de (^a — o, ^a+ o) [lequel est égal à (^A — o, ^a) •+- {h^ ^Â+o)] d'une quantité au plus égale en valeur absolue à {t] ^ t^ — o) + (^a+o, t'-_^^). On aura donc
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Or les distances {t'- ^ t^ — o) et {tk-\- o^ t'-^^) tendent vers zéro avec 8. On peut donc trouver une quantité O/^, telle que, pour toute valeur de o inférieure à o^, chacune de ces distances soit moindre que p— ; on aura dès lors
A chaque point i/f de la première division qui n'appartient pas à la seconde, correspond ainsi une quantité ô;^. Si nous prenons pour ô une quantité moindre que la plus petite des quantités o, , . . . , o/^, ... et 8', nous aurons donc
l'"-P'-=^^{tit,-^t,t',,,-titl^ = n'^
d'où
108. Si l'arc de courbe compris entre les points t^ et T a une longueur déterminée L, et qu'on prenne un point t quelconque intermédiaire entre Iq et T, les deux arcs partiels t^t el tT auront également des longueurs déterminées L', L'', et l'on aura
En e(ïet, L est, par définition, le maximum du périmètre des polygones inscrits à l'arc IqT. Parmi ces polygones, il en est qui n'ont pas de sommet en t; mais, en intercalant ce nouveau sommet, on ne fait qu'accroître le périmètre. On peut donc, pour la détermination de L, ne considérer que les polygones qui admettent t pour sommet. Or ceux-ci sont formés de deux polygones, inscrits, l'un dans l'arc Iq t, l'autre dans l'arc tT. En appelant P, P', P'' les périmètres des trois polygones, on aura toujours
Donc, P étant limité, P' et P'^ le seront également, et L, maximum de P, sera la somme des maxima partiels L', 1/.
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Il résulte de là que Tare t^t^ où le point / est considéré comme variable de ^o à T, est une fonction de ^, essentiellement positive et croissante. Nous la désignerons par 6'. Cherchons quelles nouvelles conditions sont nécessaires pour qu'elle soit continue.
i09. Lorsque t s'accroît de la quantité A, l'accroissement de l'arc est évidemment égal à la longueur de l'arc compris entre les points t et t -^ h. Intercalons donc, entre t et t -j- h, une série de valeurs intermédiaires /,, ..., t,t', écrivons, pour plus de symétrie, ^o et ^/j_^, à la place de t el t-^-h; l'accroissement cherché A^ sera le maximum de l'expression
2^V/[/(^/.-hi)-/(^a)]^+[?(^A-m)-?(^a)JS
lorsqu'on fait varier le mode de division de lintervalle^ on aura, par suite,
Faisant tendre ^, vers t, les seconds membres de ces inégalités tendront respectivement vers
/(^-Ho)-/(0 et cp(/4-o)-cp(0.
Si donc ces expressions ne sont pas nulles, A5 ne pourra décroître indéfiniment avec A, et l'arc sera discontinu.
En changeant le signe de /i, on verra de même que l'arc sera discontinu, si
f{t-o)-f{t) et o{t-o)-o{t) ne sont pas nuls.
Supposons, au contraire, qu'on ait
Cp(i — O) = C5(^-l-O) = Cp(0,
ce qui exprime que f(^t) et ç(/) sont continues. L'arc s sera Jui-même continu.
Imi effet, on aura (72)
J\^fii 'ff7 'f-> étant des fonctions continues et non décroissantes. On aura, par suite,
=vr i/(o.H-i)-/(^/.)n
"'ZjL+I ?i(^/.+ i)- ?i(^A-)- 'f2(^A + l)+ ?2(^a)|J
. V i [/l ( ^AH-1 ) - /l ( ^/. )] + [/2 ( ^/.-.l )~M ^A-)] /
■'Z / + [?i(^A-m) - ?,(^a)] H- [?2(^Am) " ?2(^/.)] j
Or chacun des quatre termes de cette expression tend vers zéro avec A, puisque /*,, /^j '^m ^2 sont des fonctions continues.
I Nous nommerons courbes rectijiables celles dont l'arc a une longueur déterminée, fonction continue de t. D'après ce que nous venons de voir, on les reconnaît à ce caractère que les fonctions y(^) et ^{t) sont continues, et à variation limitée.
111. Si les fonctions f{t)^ ^(^) ^''^^ ^^s dérivées continues au point /, l'arc 6- aura lui-même une dérivée, égale à
On a, en effet,
Ta et tJt. étant compris entre f^ et ^a^, et, a fortiori, entre / et / + h.
On en conclut
yv/ï7
{h-^^) - /{tk)ï'-h [^{h.^O - ?{h)y-
^^ Vf'i'^ff)-^ '•?"'{''/() diffère de \ff-(t) -h 'j>''{t) d'une [uantité moindre en valeur absolue que
D'ailleurs les fonctions/' et cp' sont continues ; donc, en prenant h assez petit, on pourra rendre I/'('^a) — f'{^)\ ^^ 1 'f'('^i) — ?(^)l «moindres qu'une quantité positive quelconque z.
On aura donc
Donc sera compris entre
et
Multiplions indéfiniment les valeurs intermédiaires ^i,
//,, ...; Ja somme {'i) tendra vers - . , qui sera encore compris entre les deux nombres ci-dessus.
Si h décroît indéfiniment, on pourra faire tendre en même temps c vers zéro, et l'on aura à la limite
li«n- =Iv7'^0-^'fnO• 112. La région R du plan intérieure à une ligne recti-
fiable (fermée et sans point multiple) est toujours quar-
rable.
Partageons, en elFet, le périmètre J^ de cette ligne en arcs
égaux de longueur -, et décomposons le plan en carrés de
côté -• Il est évident que chacun des fi arcs obtenus ne
pourra rencontrer plus de quatre de ces carrés. La somme des aires des carrés qui rencontrent la frontière de R est
donc au plus éffale à 4^-^ =z — ^. Cette expression tend
vers zéro quand n croît indéfiniment; R est donc quarrable.
M3. Une courbe dans Tespace peut être représentée par trois équations
^=/(o, j=-?(o, --^'Hn-
lie sera continue, si les fonctions /, cp, 'l le sont. Nous appellerons longueur d'un arc de cette courbe la limite du périmètre d'un polygone inscrit.
Des raisonnements identiques à ceux des n"^ lOo à 111
» montrent : 1° Que pour que cet arc s existe et soit une fonction continue de ^, auquel cas nous dirons que la courbe est rectifiable, il faut et il suffit que f(t), '-^(t), •l{t) soient continues, et à variation bornée; l i"" Que s est une fonction croissante de ^;
3'' Que si f{t)^ 'f (^)? '1^(0 admettent au point t des dérivées continues, s admettra une dérivée, égale à
IX. — Fonctions élémentaires
114. A-vant d'aller plus loin, il convient de passer en revue certaines fonctions particulièrement simples, que l'on désigne sous le nom de fonctions élémentaires.
Fonctions rationnelles. — Considérons l'expression Ax", où A est une constante et n un entier. En lui appliquant la règle du n" 75 pour former la dérivée d'un produit, il
viendra
h.X'^ XXX
(A^«)' --/iA^«-^ La dérivée d'un polynôme entier
sera donc
Celle d'une fonction rationnelle -•> quotient de deux poly-
nomes, s'en déduira immédiatement (75).
H5. Logarithme. — On donne le nom de logarithme arithmétique de x k \ïi fonction déilnie par l'équation
Los: .37
là variable x étant supposée positive.
Cette fonction a pour dérivée —■> et s'annule pour x =^ i .
Elle est d'ailleurs croissante.
On a, d'après cette définition, y désignant une seconde
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variable positive,
dxy dx dy ,, ,,
<iLo2:^v= — - ~ h -^ zzzdLogx -\- dLosy,
^ ^ xy X y
d'où
Log^r = LogcT H- Logy + G.
Pour déterminer la constante C, posons ^ = i , jk = i ; les logarithmes s'annulent tous; donc G = o, et
(i) Log^/=z:Log^4-Log/.
Pour la valeur particulière y =: , cette équation devient
(o.) Logj; + Log — = o
Si X tend vers oo, il en est de même de son logarithme. Soit, en effet, a un nombre quelconque >> i; dès que x sera devenu plus grand que a'% on aura
Log j:^ >> Loga'^ >■ n Loga,
quantité qui tend vers oo avec n^ Loga étant positif.
Si X tend quation (2).
Si X tend vers o, Log\r tendra vers — oo en vertu de l'é-
116. Exponentielle. — Le logarithme de fonction croissante, ne reprend pas deux fois la même valeur. Il a donc une fonction inverse. On la nomme /b/ic^/o/i exponentielle , et on la représente par e^ . Cette fonction est ainsi définie par l'équation
X = Log/.
Elle croît avec x^ est égale à zéro pour ^ = — do; à i pour ^ = o ; à GO pour ^ = + ce. Pour ^ = i , elle prend une valeur déterminée e, que nous calculerons plus tard.
O PRKMifcRE PARTIK.
Elle a pour dérivée
Fonction
Nous désignerons par le sjmbol
^'" la fonction définie par Téquation (6)
X étant une variable positive.
Si m est un entier positif, elle est, d'après la formule (4), le produit de m facteurs égaux {\ e^o- * ou x\ si m est négatif,
ce sera le produit de m facteiu's égaux à - • Si ni est une fraction - j on aura, en élevant l'équation (6) à la puis-
sance </,
Donc y sera la racine positive de l'équation binôme ci-dessus. Cette racine positive, évidemment unique, se nomme la racine ^"'"^ arithmétique de .r/'.
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Généralement, y = x^"- tendra vers o, i , -j- oo lorsque mluO^x tendra respectivement vers — oo, o, + oc. Si done on suppose m positif et croissant indéfiniment, ^'" tendra vers o ou vers oc suivant que x <^\ ou x ^ v.
On a évidemment
On trouve enfin, en appliquant la règle pour dériver les fonctions de fonctions
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formule qui n'avait été établie jusqu'à présent que pour m entier positif.
118. Fonctions ti-igononiêtriques. — Les fonctions sinr, cos.r, tang^, cot^ étant définies comme dans les éléments, il est aisé de déterminer leurs dérivées.
Remarquons d'abord que, si l'on change ^ en ^ -h A, les accroissements de sin^ et de cos^ seront les projections de l'aie h sur les deux axes coordonnés, et leur module ne pourra surpasser Ji. Donc sin^ et cosx sont continus.
On a en second lieu
.Il 17, /'
2 sin — = corde /i <^ n <C 2 tan g -
. h , 2 sin — h 2
ces- < — - — <J.
Si h tend vers zéro, cos - tend vers i; donc
2 sin —
Imi rr: I.
/Tt \
COS X
- sin j:-,
cos^.r-H sin^^
cos-j?
cos-^''
cos-cT -h sin^.'T*
sin^^
sin"^j:'
Gela posé, on a
, , ,. sin(j- H- h) — sin.r
(sincr)'= lim —
(lo) ^i . h
2 SI n - . ,
= lira — ~ COS ( cT H — I = COS j?
et, par suite,
(ij) (coScT)' = sin( ■^)\'
(i2) (tang.r '=
ycos-z"
(i3) (cot^)' ^(221^y \Sinjc
119. Fonctions trigonométriques inverses. — Si nous faisons parcourir à la variable x la suite des valeurs com-
prises entre kiz et Att H — j la fonction z^=:^ sin^ prendra
successivement les valeurs comprises entre — i et H- t , et chacune une seule fois. On peut donc réciproquement considérer ^ comme une fonction de u, définie dans l'intervalle de — 1 à -|- I .
Cette fonction Z)/((u), inverse de sin.r, admettra une d('r'ivée égale à
(sin^j' cosj? t/j ii'i
le radical devant être pris avec sa valeur arithmétique; car, lorsque a: est compris entre At: — - et kiz-A ? son cosinus
a le signe de ( — i)^.
La dérivée précédente cesse d'ailleurs d'exister, en devenant infinie, pour les valeurs extrêmes « = zh i .
Considérons l'arc de courbe représenté par l'équation
Aux deux extrémités de cet arc, on a respectivement
œ^kr.— -, Il r-sin(A-Tr— ^) — — (— i)/^
jc—kr.-^-j f/ =sin( 7^71+ - ) r= (— i)^'.
Si donc A- est un nombre pair -im^ on aura pour ur=i^ :r 1= 2 /?i T 4- - j
et pour « = — I,
Donc
Au contraire, si k est un nombre impair 9.m -|- i, on aura
11 résulte de ces formules qu'on a
L'arc de courbe, représenté par l'équation
.-r — cp /,(«),
se raccordera donc à ses deux extrémités avec les arcs représentés par les équations
On se trouve donc naturellement conduit à considérer l'ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe unique dont ils seraient les tronçons, et les fonctions o/i{u) comme formant autant de branches d'une fonction unique, laquelle aura pour chaque valeur de u une infinité de valeurs J. — I. 8
distinctes, au lieu d'une seule, comme nous l'avons admis jusqu'à présent. Cette fonction, inverse de sinj', se représente par arcsin^; et nous désignerons par Arcsin^î; celle de ses brandies c[ui correspond à /c = o.
L'inversion de la fonction
a = tan^^j?
donne lieu à des considérations analogues aux précédentes. Si l'on fait varier x entre /ttï et (A* 4- i)'^, u prendra toutes les valeurs réelles, chacune une seule fois. On pourra donc considérer réciproquement x comme une fonction de u^ inverse de tang^. Cette fonction 'i>/t(?^) admettra pour dérivée
(l5) --r=iC0s2^=: ï— = 7-
(tang^)' i4-tang-^' \ ^ u-
Les diverses fonctions '}a(^^) pourront être considérées comme autant de branches d'une fonction à valeurs multiples, que l'on représente par arc tang^^. Nous désignerons par Arc tang?^ celle de ces branches qui s'annule pour w r= o.
X. — Dérivées et différentielles d'ordre supérieur
123. Soit u =zf{x) une fonction de x^ ayant une dérivée u' . Si cette nouvelle fonction admet elle-même une dérivée, on la représentera par u" , f"{x) ou T>^u et on l'appellera la dérivée seconde de u.
La dérivée de lê^ sera la dérivée troisième de w, et se représentera par u!" ^ f" [x) ou D-^w; et ainsi de suite.
La différentielle u' dx de la fonction u est une nouvelle fonction de x dont on pourra chercher la différentielle. Cette nouvelle différentielle dépend de la relation qu'on voudra établir entre la variable x et l'accroissement dx qu'on lui fait subir. Si l'on admet que cet accroissement ait une valeur constante, indépendante de x^ cette différentielle sera évidemment égale à u!' dx .dx = u" dx'-.
Or soient D le domaine dans l'intérieur duquel f{x) est supposée définie; E l'ensemble des points intérieurs dont l'écart à la frontière est moindre qu'un nombre fixe 8; pour tous les points de E, on pourra, sans risquer que x -\- dx sorte du champ, assigner à dx une même valeur constante de module << ô ; <ijc étant ainsi constant dans E, la différentielle de u' dx y sera égale à u'^ dx . dx := if dx- . Cette expression se nomme la différentielle seconde de m, et se représente par d-u.
Si l'on fait décroître 3 indéfiniment, E s'étendra de manière à englober successivement chacun des points intérieurs à D; ce qui permettra d'étendre la définition précédente de d- a à tout l'intérieur de D.
De même, d- a aura une différentielle ii"dx'^\ ce sera la différentielle troisième de ?/, et on la représente par d^ u . Continuant ainsi, on aura
du = a' dx, d^ u ^=z a" dx- ,
d" u — u^''Ulx'\
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Chacune des dérivées successives de u est ainsi un quotient de différentielles, ce qui donne une nouvelle manière, très souvent employée, de représenter ces quantités.
124. Si l'on donne à x un accroissement A^, la fonction f{x) prendra un accroissement
que nous appellerons la différence première de/(^).
La différence de la différence première sera la différence seconde, et se représentera par A^/(^), et ainsi de suite.
Posons, pour abréger l'écriture.
On aura, d'après la définition précédente,
ou svmboliquement
(2) /-= (I -H A)/«-i=(i-f- Ar-/"-^-=.. •==(! + ^)"/'*- On aura réciproquement
et généralement
A, B, . . . , K étant des coefficients numériques.
Pour les déterminer, prenons la différence des deux membres de l'équation (3). Il viendra
Mais l'équalion (i) peut être mise sous la forme symbolique
Donc
On aura donc, en changeant /i en n — i, . . .,
(4) y^r= (/- 1) A'-V'=- • • = (/- O'^-^ A/o= (/- ly ,
pourvu que, le développement effectué, on remplace le dernier terme ( — i)'' par ( — i)"/"-
12o. Les signes d'opération D et A peuvent être permutés entre eux; car on a évidemment
DA/(^)-=:D[/(^-|-A
= D /(^-f-A^)-D/(^)rzrAD/(^).
En posant, pour plus de clarté,
A«-V(^)==?(^), on aura donc
cû'(^) — A«-i/(^).
Cela posé, appliquons à la fonction 9 (.3?) la formule
H étant compris entre o et i.
Il viendra
A«/(^') — A^ cp'(^ + 0 A^) = A^. A«-i/'(.T -h 0 A^).
On aura de même
0, étant compris entre o et i, etc. ; et, par suite,
A'^/(^) — A^'^/'^(^-l-e A^ + Oi A^-f-.. .) = A^'^/^(^ -f- ^ A^),
^ étant compris entre o et n.
Il8 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
Divisant par A.x" et faisant tendre A^ vers zéro, on aura à la limite, si f'^{oc) est continue,
(5) /»(x) = lim-^.
126. Soit u =f(x,y) une fonction de plusieurs variables indépendantes ^, j>'; ses dérivées partielles -y-i -~ pourront admettre elles-mêmes des dérivées partielles.
Nous désignerons les dérivées partielles de ~- p^^'/xxi^'jJ')')
fxyi^.y) OU par DL/, ^lyf ou enfin par ^, ^^, celles ^e ^ par f;A^,y), fyy{oc,Y) ou DJ^./, DJ^/ ou -^,
En 2:énéral, -r r r — - — représentera la fonction dé-
^ ' ôx"'dy" dœP. .. ^
duite de / en y effectuant successivement m dérivations par rapport à ^, puis n dérivations par rapport à y^ puis/» dérivations par rapport à x^ etc.
AA
Posons, pour plus de clarté,
^1/(^.7) = ?('^.'7)- On aura
^Ai/(^,y) — cp(^ 4- A^,7) — cp(^, 7)
= fxy{^ + ^ ^-^r 7 H- ^1 ^7) ^7 ^■^-
Donc
Si la fonction f'^y. est continue au point x^ y^ on aura, en faisant tendre A^ et Aj' vers zéro,
Si f'yxi^ty) est continue au point x^ >', on trouvera de même
et, en vertu de l'égalité (6),
Nous obtenons donc le théorème fondamental suivant :
Théorème. — Si les dérivées partielles f'^^ f'y^ f'^y^ f'yj. existent aux environs du point x^ y ; si, de plus, /'^r' f'yx sont continues en ce point, ces deux dérivées partielles seront égales.
On voit par là que deux dérivations successives, opérées par rapport à deux variables différentes x^y^ peuvent (sous les conditions précédentes) être interverties sans changer le résultat final. On en déduit
L ^ " ' âx'" df" dxi* ... "" dx'"^!'-' ■ ■ ■ dy"-^ ■ ■ ■
en opérant d'abord toutes les dérivations relatives à x, puis celles relatives à r.
On voit aisément qu'on aura en général
A/n-hfi
A'« A'.' f(x, y) = ■ — fiœ ■\- t A^, y + ^. Ar) ^x'" Ar"
étant compris entre o et /?î, /) en ire o et /?. Si donc la dérivée partielle d'ordre m -\- n, qui figure au
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second membre, est continue au point ^, jr, on aura, en faisant tendre Ax et ày vers zéro,
(10) ^ =: hm -^— i^ .
dœ'"^ Oy" Aj?'" A/«
Ji29. Considérons maintenant la différentielle totale
a/ = — dœ -f- -i- «r ox ôy '^
de la fonction /(^, )). La différentielle de cette différentielle, prise en supposant dx et «[/ constants, se nomme la différentielle seconde de/, et se désigne par d- f. La différentielle de <i-/sera la différentielle troisième r/^, et ainsi de suite.
On a, d'après cette définition,
et, plus généralement,
d"'f— -,-^ dx'" -h /?i -^- '—— dx"'-' dy + . . .
i .2. . . /t âx'"—'' dy"
dx'"-" dy"
d"'f , dy'" ^
ou, sous forme symbolique,
(M) rf'V--=(;,lrf-+|;<v)7.
Cette formule étant vérifiée pour <://et d-f, il suffira d'établir que, si elle est vraie pour un nombre /?i, elle sera vraie pour m + i .
Pour cela, différentions cette formule. Nous obtiendrons
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évidemment un résultat de la forme
11 reste à vérifier l'expression des coefficients numériques A.
Or, le terme général
Ain^\ f
provient de la différentiation par rapport à x du ternie en dx^~^^ dy^ de l'expression de d"^z et de la différentiation par rapport ky du terme précédent. Ces termes ayant respectivement pour coefficients
mi m — \). . .{m — /i -f- i) m {m — \) . . .{m — n -\- ^y^
K,i sera égal à la somme de ces deux quantités, soit à
in{ï)i — \) . . .{m — Il -\- i) ( ni — /i -h i
i .2. . . n ce qui confirme la formule.
130. Soient u et v deux fonctions d'une ou de plusieurs variables. On aura généralement
[ d"^{uv) = (^ d"^ u H- m d"^~^ a dv -i- . . . (12) < jn{rn~\)...{ni—n^i)
d'"--"ud"v-\-...^~u.d"'v
En efïet, A?^, Ac^ étant les accroissements de u et de p, on aura
A(mç^) z^ (« + Aw) (p h- A(^) — UV ::==. V ^U -\- U \Ç -i- Aw Ap.
Négligeant le terme du second ordre ^u Aç>, et remplaçant
A^^, Aç par leurs valeurs principales du et ^/p, on aura, pour valeur principale de Awp,
duv =. ç du -h u dv,
ce qui confirme la formule pour m == i .
D'ailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre m, on verra, comme précédemment, qu'elle est vraie pour ?n -{- i,
131. Plus généralement, soit V = /(w, p) une fonction quelconque de u et de ç, u et ç étant encore des fonctions d'une ou de plusieurs variables indépendantes x, y. Proposons-nous de déterminer les différentielles successives de Y.
On a pour la différentielle première, ainsi que nous l'avons vu,
dWz^z^du-^^ds^.
ou ov
Pour calculer la différentielle seconde <f- V, il faudra diffé-
rentier cette expression. Or /- et -^ sont des fonctions de «, ^ du dv
V, qui ont respectivement pour différentielles
-^^„ du -h - — ^ dv, -— — du + -^ dv.
D'autre part, du, dv dépendent àe x, y, ... et ont, par définition, pour difFérentielles <i^w, d'^ç. Appliquant la règle trouvée pour différentier un produit, il viendra donc
du'^ ôuôv y \dudv âi^
d^N — [ -^-4 du -f- -t— 4- dv \du -\-[ ^-Ar du + Vr dv dv u- ou ov
-H -~ d^ u 4- -— d- (' ou ov
— -;r4 du^- -\- 2 , ■' du dv -t- -v^ dç--\- -f- dhi + -f '^ ^'• OU' ou dv oV ou ov
Une nouvelle différentiation donnerait <i^V, et ainsi de suite.
On voit, par les formules qui précèdent, que dY a la même forme que si w, ^ étaient des variables indépendantes; mais il n'en est pas de même des différentielles suivantes : d-\ ^ par exemple, contient des termes en d^u et d'^ç qui n'existeraient pas dans cette hypothèse.
XL — Changements de variables.
132. On a souvent l'occasion de substituer aux variables qui figurent dans une formule de nouvelles variables ayant avec les premières une liaison connue. Nous sommes actuellement en mesure d'indiquer les règles à suivre pour effectuer cette opération lorsque les fonctions à transformer contiennent des dérivées. Nous allons les exposer en commençant par les cas les plus simples.
Problï^me I. — Soit y = F(^) une fonction de x
,, . , . dy d^y ^
ayant pour derwees successives -j-y -— , . • • • Supposons
que x^ au lieu d'être une variable indépendante, soit luimême fonction dhine nouvelle variable t^ et soient x' , x" ^ . . . , y' ^y" , ... les dérivées successives de x et de y par rapport à t.
On demande de trouver les relations qui existent entre
y étant, par rapport à ^, une fonction de fonction, on aura, par la règle connue,
dy dx
Dérivant de nouveau par rapport à /, en remarquant que cly -T-^est une fonction de x^ qui est lui-même fonction de ^, on
aura
Dérivant encore, on trouvera
ax^ dx^ dx
r> , 1 , . , dy, d^ y
Kesoivant ces équations par rapport a -—-^ ;7^ • '■'' ^"
trouvera réciproquement
. . dy y' d^-y x' y^' — r'^"
^'^ Tx~'x'' dx'' ~~ ' x^' '
On remarquera qu'en appelant d^x^ d\x^ . . ., d^y^ d\y les différentielles successives de x et de y par rapport à la nouvelle variable t, on aura
'- dt'
X"zzi
dv-
dy_y^
dx x'
dxy
dyX dt d'où
Donc la dérivée de j^ par rapport à x reste égale au rapport des différentielles de x et de jk, quelle que soit la variable indépendante.
L'expression des dérivées suivantes est au contraire changée. On aura, par exemple,
d''-y d^xd\y — d^y d\x
dx^ dy x'^
133, Problème T[. — Soit, comme précédemment, y z=z F(^). Posons
(2) ^ — f{t, II), y^o{t, u).
Nous aurons trois équations entre x^y^ /, u. On peut donc considérer x,y, u comme des fonctions de t. Gela posé, on
demande d^ exprimer -^-i -—•, ••• en fonction de t, u, ^ dx dx' ''
du d^ u Tt' Iw-' ""
Prenons les dérivées successives des équations (2) par rap- ])ort à ]a nouvelle variable indépendante t. Il viendra
dt du dt
, ^'f d'o du
•^ dt du dt
„_d'f d\f du dy^du^ ^L ^
^ ~ W^ "^ ^ dTdTf dt ^ jtr^ df "^ du df
-^ ~ ~dt- "^ ^ dTdu 'di~^ dTû 'cW- ~^ ^ "^^^
On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les expressions (i).
134. Applications. — i"" Soient œ = p cosB, )' = 0 sinB. On demande l'expression de la quantité
/ dy^y^
(nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le
dlp d^
nom de rayon de courbure) en fonction de 0, 8, -^; -~
On aura
I do ^ • n
x ^i: — cosO — p sinB,
do
r' =^ ^ sinO + p cosO,
d^P ^ dp . ^
œ' z^ — -cosO — 2-7- S1116 — p cosO, d^' «6
y" — -~ sin 6 -i- 2 -^ cosO — p siii 0
et
^-'j"— j'j?"=:( -j^cosô — p sinO j ( — I sinô + 2 j^ cosG —0 sin6
dp . ^ ^\ (dr-ù ^ dp . ^
-^ sin 6 + p cos 6 -7-^ cos 6 — 2-7^ sin 6 — p cos 0
dp'- d^p
dp^ d' p ^62 ' db'
13o. 2" Ze^ deux variables x et y étant liées par une équation, on demande d^ exprimer les dérivées x' ^ x" , . . . de X par rapport à y en fonction des dérivées y\ y''. . . . de y par rapport à x.
On a, par le théorème sur la dérivée des fonctions inverses,
Prenons la dérivée de cette équation par rapport à la nouvelle variable indépendante jk- En remarquant que jk', J ', • • • sont des fonctions de x^ qui lui-même est fonction de y, le théorème sur la dérivée des fonctions de fonction donnera
nf.'l
ya
rzz.
— yr-
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136. Les fonctions de plusieurs variables donnent lien à deux questions analogues, que nous allons traiter.
Problème III. — Soit z une fonction de deux variables x^ y. On pose x^=f{t^ u), y = cp(^, u), t et u étant deux nouvelles variables. On demande d^ exprimer les dérivées par-
. ,, dz dz d^z ô^z d'z r • /
/celtes -r— 5 -.— j -T-^j , , , T— 7> ••• <^'^ fonction de t, u, ax ôy ax^ ox ôy ôy^
dz dz â'z âù du ât^
z étant fonction de x, y, qui sont eux-mêmes fonctions de t^ u^ sera une fonction composée de ces deux nouvelles variables. Prenons ses dérivées partielles successives; il
viendra
dz dz dx dz dr
dt dx cit ' dy dt
i dz _ dz dx dz dy \ du dx du dy du
dz dz 1 r • 1
puis, en remarquant que ^r-j -c-- sont des lonctions de^, r,
eux-mêmes fonctions de u et de k,
^'i — f^ll ^ ^'^ ày\ dx dz d'-x
dt"- ~ V^^' ^^ ~^ (^-^dy dt) dt "^ dx ~dF
d'-z dx d'-z dv\ dv dz ^2
I dt
dx dy dt dy'"- dt J dt dy dt d'z (dxy d'-z dx dy d'^
dx'^ \ dt J dx dy dt dt dy
dz d^x dz d^y '^ dx'dF ~^ dy W
d^z d^z dx dx d'^z /dx dy dx dy
dtdu dx^ dt du dxdy\dt du du dt
d^z dy dy dz d^'x dz d^^ y
dy''^ dt du dx dt du dy at ou
d^_d^fdxY d'-z dx dy ^^/^V
du'^ dx^\duj ^ ox dy du du dy^\duj
dz d^x dz d'^ y
dx du^ dy du^
On calculerait de même les dérivées troisièmes, etc.
Cela posé, les équations (3), linéaires en -y^» — ^j'permettent
1, • . , e • 1 dz dz , ^ , .
a exprimer ces quantités en lonctions de -r-? -v- et desden- ^ ^ dt du
Yées partielles de x et y^ lesquelles sont des fonctions con-
11^ -Il ' dz dz
nues de t. u. Portant ensuite les valeurs trouvées pour -r— ? -v-
^ ox ôy
dans les équations (4), (5), (6), on pourra les résoudre par
rapport a ^^ — :> -r — ~y -^ — -; de même pour les dérivées des ^ ^ ox'^ doc of âf- ^ '
ordres supérieurs. ■
Cette méthode est évidemment applicable à des fonctions d'un nombre cjuelconque de variables.
Remarque. — On ne doit pas perdre de vue que la
dérivée partielle y^ d'une fonction de deux variables ^, y
est, par définition, la dérivée de z considéré comme fonction de x^ y restant constant. Si nous remplaçons y par cp(^, u)^ de telle sorte que les nouvelles variables indépendantes soient X et u, la nouvelle dérivée partielle par rapport à x sera la dérivée de z par rapport k x^ u restant constant. De ce changement de définition résulte naturellement un changement dans la valeur de cette dérivée partielle. Soit, par exemple, z = F(x, y). On aura
âx âx Mais, après le changement de variable, on aura
dz âV dF d'^
z — 1^ [x, cp(^, U)\, -— = 'r~ -^ -^ .
. f- ' ^ dx dx do dx
138. Exemples. — i" Soient x,j'^ z trois variables indépendantes. Posons
X z=i at ~[- bu H- ce, y = a' i -\- b' u -h c' V,
zz=za'U-\- b" u + c" V,
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<7, ^, c, . . . étant des constantes choisies de telle sorte que 1; substitution soit ortliogonale, c'est-à-dire qu'on ait
Cette condition fournira le système d'équations suivant,
ab + a'b'
zzz 0,
bc-^ b'c
CCI + c' a'
ou le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait.
rt^+ h'- -h C'2
a aa
a' a" 4- b' b" -f- c' c" ^rz o, «" <7 + b" b -r- c" c -=■ o.
Soit maintenant V une fonction quelconque de x, )', z Considérons les deux expressions
dx) ~^\dy) '
[âz
âv-
dz^'
qui se présentent dans un grand nombre de problèmes, et que M. Lamé a nommées les paramètres différentiels du premier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous de les exprimer au moyen des dérivées partielles de V par
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rapport aux nouvelles variables /, u^ r. On aura dt dx ôy dz
du àx dy Oz
rjr àx à y Oz
ÔF^ n^^ '^''^ùy^'' ôxôz
-^-^'<%:z^-^" Dy^ """ àJT.
â^y , (Py „ d'y
- «2 -V- rt'2 _|_ a'- -c—
r;^2 ^jji ()3-
ô-y , n (py „ ^'"^
^j? dy à y dz Oz <)x
dii^ Ox' Oy Oz'
(^.r ^ / 6^.>' ^^ 0^- Oj
(py _ ^., (Py _^ ^^,, ^ ^_ ^.,, r^
(^t^- " ^ Ox' Oy' Oz'^
()^^/ (^/d- t'SC'X
Ajoutons les carrés des trois premières équations. Il viendra, en tenant compte des équations (-),
ïï)'H£)'-i>)'KS)'KSy-(ï)'
Les trois suivantes, ajoutées ensemble, donneront de même
d'y d'y (PX „ ^^H ^^ ^_ ^.
"dF ~^ dlP ~'' dv' ~ dx' dy' dz'
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La forme des paramètres différentiels n'est donc pas altérée par une substitution orthogonale eff'ectuée su/- les variables, et c'est à cette circonstance que ces expressions doivent leur importance en Analyse.
Posons
j7 = p sin6 cos6, / — p sinO sinJ;, s = p cosô,
et proposons-nous d'exprimer les paramètres différentiels de V en fonction des nouvelles variables p, 0, d;.
Le changement de variables qui précède équivaut évidemment aux deux suivants, opérés successivement
y =z /• sin-!/, z z=z z
et
/' — psinO, •} — 6, ^ — pcosô.
Effectuons le premier changement de variables. 11 viendra
<)r dx ' dy ^
()y àV . , r}V
(J'\' Ox ()y ^'
Oi OX' Ox Oy ^ dy-
d'Y <PV , . ,, à'V d-\
c/'-p- 6/x- Ox Oy ôy-
— -z— /'coso — - /-sin-J;.
Ox Oy ^
On en déduit immédiatement
â\y T fovy fovy /ôwy
Or' ~^ r' O'I' "^ /■ })r ~ 0^ ~^ ~0y^ '
n' -Il ^^^ (PV .
bailleurs, -— et - — - n ont évidemment pas changé. J.es
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paramètres différentiels deviendront donc respectivement
et
Le second changement de variables qui nous reste à effec-
^ = pcosO, r=::psinO, '1^ = 4''
n'altérera évidemment pas jj, -j^ et transformera respectivement
dvy fd\y f^^'\\ ' /^^^\'
1 — ^ — en -r-— H :; -T7-r H t~ '
(^/•2 ()^2 ^p2 pi (^0- p dp
Enfin on aura les relations
-— r= -— cosO -h -^sinO, âp â::^ or
— = — p sinO + -T-? cosO,
de dz ' d/-
dV d\)ù l'on déduit, en éliminant -y^j
ây . ,ây cosO dV âr dp p dO
Substituant ces valeurs dans les expressions précédentes on aura, pour le premier paramètre différentiel,
\àp J p' V^V p'sin-0 V à<h et pour le second
d'y I d'V T d^V 9. âV cotO dV
dp^ "^ ^ "dë^" "^ p-^sin-^O "d^ ^ ? ^ p' <^^
Problème IV. — Soit z une Jonction de x^y. Posons
(8) JC—f{t,U,v), yz=zo{t,U,ç), Z=z'h{t,U,ç),
d^ dz On demande d^ exprimer les dérivées partielles -r^? — ?
' dx dy
)- " — ^, ) ••• en fonction de t^ u^ ç et des dérivées partielles
dv d^i d^ dt du dt^
z étant une fonction de x^ y^ les quantités x^y, v seront des fonctions de t et de u, en vertu des trois équations (8). Prenant les dérivées partielles de ces équations par rapport à ces nouvelles variables, il viendra
dx
dt
df df dv " dt~^ dv dt '
dx_df df dv du du dv du'
dy dt
d^ d'f dv ~dt~^ Tv Tt'
dy do do dv du du du du
dz dt
d^ d'\ dv ~~dt^ Tvdt'
dz d'\> d'^i dv du ~~ du dv du'
d\f ^ ^ d\f dv ' dt' ' ^ dt dv dt
dVfdçy df d^v '^ dv' \dt) "^ dv dt-'
On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les équations (3) à (6), lesquelles détermineront —? — , -.-^ ,
dx dy dx'^
XII. — Changements de variables dans les intégrales définies.
Soient ^ et ^ deux variables, liées par la relation
Nous admettrons que pour tous les points t d'un domaine borné E ; i° la fonction co conserve une dérivée continue et
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difïerenle de zéro; 2° à deux valeurs distinctes de / correspondent deux valeurs de x toujours distinctes.
Cette seconde condition serait, d'ailleurs, une conséquence de la première si E était d'un seul tenant; car il serait formé des nombres compris entre deux nombres fixes ^0, T, et si X prenait la même valeur \ pour deux valeurs différentes /< et t.^ de la variable t^ x — \ s'annulant pour ces valeurs, sa dérivée '^'(^) s'annulerait pour une valeur intermédiaire, ce qui est contraire à notre première hypothèse.
A l'ensemble E des points t correspond un ensemble E' de points x^ et si t décrit un ensemble parfait E,, de longueur mesurable et intérieur à E, x décrira un ensemble parfait E'^, intérieur à E'.
Soient
/ un point de E, ;
/ -h dt un point infiniment voisin ;
X et ^ -I- A^ les points correspondants.
Ou aura
W tendant uniformément vers zéro avec dt dans le domaine E,. Si donc dt reste inférieur à un nombre fixe convenablement choisi, R sera constamment moindre qu'un nombre
arbitraire £. Le rapport ' — , restera donc compris entre
I -^^ I M -}- £ et m — £, M et m désignant le maximum et le minimum de I cp'(^) |.
On en conclut que E', a une longueur mesurable. Décomposons, en effet, la droite lieu des points t en éléments infiniment petits dt^^ dt^t .... La somme des éléments qui contiennent des points de la frontière de E, sera infiniment petite. Soit dtk l'un de ces éléments; les points de E, qu'il contient étant à des distances au plus égales à dtj^ de l'un d'entre eux ^a, leurs correspondants seront à des distances du point Xk qui correspond à t^ moindres que (M-+- ^)dt/^;
VAKIABLES RÉELLKS. l35
ils seront donc tous contenus dans un segment 6^ de longueur moindre que 2 (M H- e) dt/^.
La réunion des segments S;^ forme un ensemble contenant la frontière de E^, et dont la longueur, étant au plus égale à
est infiniment petite. Donc E'^ a une longueur mesurable.
14^. Soit maintenant f{oc) une fonction de la variable œ^ bornée dans E', ; on aura
/(,r)=/[o(0]=FlO,
F étant une fonction de /, bornée dans E|.
Nous allons montrer que l'intégrale, soit par excès, soit par défaut, de la fonction f{x), prise dans l'intérieur de E'^, est égale à l'intégrale correspondante de la fonction F(/)| 'f'(^) I prise dans l'intérieur de E,.
Considérons, par exemple, les intégrales par excès. Décomposons E< en éléments mesurables infiniment petits dt^^ dt^^ ... et E'^ en éléments correspondants A^, , A^o» • • • également mesurables. Soient Ma le maximum de ¥ [t) \ (d' (^t) \ dans l'élément dtj^^ M'^ celui de/(^) dans l'élément \xh. 11 faut prouver que les deux sommes
U,,\dt,,\, \ W|,\^x,,
: tendent vers la même limite.
Soit t/f la valeur de ^ à l'origine du segment dt/^', on aura
\^.r,\=.\o'{t,)-i-l\,\\dt,\,
\l\/i] étant <; £ si les éléments sont assez petits. D'autre part,/(^) et F(^) n'étant que deux expressions différentes de la même quantité, le maximum de F(^) dans l'élément \di/(\ sera M^, et celui de F(^) | 'f'ij)] sera compris entre M'^/ik et MJ^N/f, n/( et N^ désignant le minimum et le maximum
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(Je I 'f>'(^) I clans cet élément. Gomme on a
M)^ I '-P'(^a) I sera compris entre les mêmes nombres. On aura donc
] £/f I étant au plus égal à N/, — nk-
Or la fonction \zi'(t)\, étant continue dans E,, l'est uniformément; si donc les éléments sont assez petits, on aura
N/,— /«/,<£, d'où |£a-|<-
Cela posé, la différence sera égale à
Désignons par [a' le maximum du module de /{^) dans E, ; le module de la somme ci-dessus sera moindre que
|./£)^|^^/,|=:s(l + jx')E,
et tendra vers zéro avec s.
La démonstration serait toute semblable pour les intégrales par défaut.
Si/(^) est intégrable dans le domaine E'^, ses intégrales par excès et par défaut coïncideront; il en sera de même des intégrales de F(t)'j'(t) dans E, ; cette fonction sera donc intégrable dans ce domaine.
143. Remarque. — Si nous supposons la fonction /(j::) bornée dans E', nous pourrons faire croître le domaine E, dételle sorte que son aire tende vers l'aire intérieure de E; celle de E'^ tendra vers l'aire intérieure de F/, et l'égalité
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démontrée ci-dessus, deviendra à la limite
sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient mesurables.
144. Supposons en particulier que E et, par suite, E' soient d'un seul tenant; E sera formé par les valeurs de /, pour lesquelles on a
/o etT étant deux nombres fixes; E' par les valeurs de œ pour lesquelles
Xq et X étant les valeurs correspondantes à t^ et T.
L'intégrale de/(^), dans le domaine E', sera représentée par
si X>>^oî par cette même quantité changée de signe, dans le cas contraire.
De même, l'intégrale de F(^) cp'(^) dans E sera représentée par
¥{t)\'^'{t)\dt,
si T > ^0 ; par cette expression changée de signe, si T<^ ^o-
D'ailleurs \^\t)\ est égal à cp'(^) ou à — cp'(^), suivant
que cette dérivée est positive ou négative. La dernière inté-
grale sera donc égale à
ou égale et contraire, suivant que (T — ^o) 'f'(^) ^st positive ou négative. Mais cette quantité a le même signe que X — x^^ car lorsque t croît, x croît aussi, si cp'(^)]>o, et décroît au contraire, sicp'(^)<;o.
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On a donc, dans tous les cas.
f J\œ)dx^f ¥{t)o'{t)dt.
On peut donc Ibrmiiler Ja règle suivante pour le changement de variable dans les intégrales simples.
Remplacer dans la différentielle à intégrer x par ':^[t), dx par z>'(t) dt; prendre pour limites de l^ intégrale transformée les valeurs de t qui correspondent aux anciennes limites.
Passons au cas des intégrales doubles
Soient X, y et w, v deux couples de variables, liées par les relations
Nous admettrons que, pour tous les points (w, v) d'un domaine borné E : i" les dérivées partielles de a, o, restent continues; 2" que leur jacobien J reste différent de zéro; 3" qu'à deux points [u, v) différents correspondent deux points {x^y) toujours différents.
A l'ensemble E des points (?/, v) correspondra pour les points (^, y) un ensemble E', et, si {u^ r) décrit un ensemble parfait et mesurable E,, intérieur à E, {x^y) décrira un ensemble parfait E', intérieur à E^
Soient
[u., (') un point de E| ;
{u + du^ V -f- c/r) — (U, V) un point infiniment voisin ;
(^,jk) et {x -\- \x, y ^ \y) := Ç>L^Y) leurs correspondants.
On aura
A^ = -^ du 4- -^ dv 4- R du 4- Ui di> — dx -h R du 4- R, d\\ au dv ^ '
■^7 = -j^ <^« H- -^ dv 4- W^du 4- R3 dv ~dy 4- W^du 4- RaVr,
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a il, U.>, R3 lendant imiformément vers zéro avec du, dv dans lOLit le domaine E,. Si donc | du \ et [ dv \ ne surpassenl pas lin nombre p suffisamment petit,
I R du + R , dv 1 et I K2 du + R3 ^^<' |
resteront moindres cpie
£ [ I du 1 + 1 dv I ] ,
£ pouvant être choisi aussi petit qu'on voudra.
La distance do- des deux points (w, ('), {u -|- ^/^/, r + dv) est donnée par la formule
dc^'^'-du^'-^dv'^, et la distance A^ de leurs correspondants par celle-ci
En désignant par ds sa valeur principale, on aura
ds'- = dr- + df = £ «r« + ;^ ^'" + U7 ^" + ^ ''^
M du- -I- 2 N (i« <ii^ -I- P <i^-,
en posant, pour abréger.
Off d^> ou o\
Le rapport j^ ne dépend que de u, ç et du rapport ^^; sa valeur ne sera donc pas altérée si l'on y remplace du, dv par des quantités proportionnelles a, fi telles que l'on ait a- + fi- = I ; il se réduira alors à
du âç ^ \ du du
C'est une fonction de u, i', a, ji continue et toujours po-
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sitive; car elle ne pourrait s'annuler que si l'on avait à la fois
au di> ou ov
d'où J = o, ou y.=:'^ = o. Or, par hypothèse, dans tout le domaine E, J est ^o et, d'autre part, a--j- !^- = i . Donc cette fonction admet un maximum M^ et un minimum nids .
tous deux positifs. Donc enfin le rapport -y- est toujours
compris entre les deux nombres positifs fixes M et m.
D'autre part, | A5 — ds\ est au plus égal à la distance des
points {x + ^x, y + Ay) et {x -\- dx^ y + dy)^ laquelle ne peut surpasser elle-même la somme de ses projections
1 Ajï7 — r/^ 1 4- I Ay — <:fy I = I R du 4- Rj ^(^ | H- | Rg du -V R3 <r/p |
Le rapport -7- = 1 — '- — -, sera donc compris lui aussi
^ ^ aa a^ 6/cj ^
entre deux nombres fixes M -1-4^ et m — 4 s.
14-7. Il résulte de là que, si (?^, v) décrit une ligne rectifiable de longueur L, la ligne correspondante décrite par (^, y) sera également rectifiable et aura une longueur comprise entre ML et mL. Car si l'on inscrit à ces deux lignes des polygones correspondants quelconques à côtés infiniment petits, le rapport des côtés homologues et, par suite, celui des périmètres, seront toujours compris entre M-|- 4et ra — 4s- D'ailleurs, si les côtés deviennent suffisamment petits^ on pourra faire décroître £ autant qu'on voudra.
148. Gela posé, admettons que, le point (w, v) restant (îxe, on fasse parcourir à du et à dv toute la suite des valeurs de o à p, p étant un infiniment petit.
Le point (w -+- du^ v -h dv) = (U, V) décrira un carré Q de côté p, et son correspondant (^ + A^, y -\- b.y) = (X, Y) se confondra sensiblement avec le point (?, ri) qui a pour
coordonnées
dx :
dv
du du
du du
dv, dv.
Ce dernier point (E, r^) décrit un parallélogramme; car si, dv étant nul, on fait varier du de o à p, (i,'/-j) décrira un
segment de droite ayant pour projections -y^. p, "^ p î et si,
d'autre part, assignant à du une valeur fixe, on fait varier dv de o à p, (?, Tj) décrit un autre segment de droite ayant
pour projections -t\P, "T"?' ^^^ projections étant indépendantes de du, la direction et la longueur de ce nouveau segment n'en dépendront pas non plus.
L'aire de ce parallélogramme P sera, d'après une formule
connue, égale à
mod
du
d^ dv
du doi
D'autre part, ses côtés seront au plus égaux à Mp et son périmètre/? à 4M0.
149. Quant au point (X, Y), sa distance au point (E, r,) est, comme nous l'avons vu, moindre que la c[uantité
2t[\du\-^\dv\]
et a fortiori moindre que ê^zi^.
Si donc on construit deux nouveaux parallélogrammes P' et P'^, Tun extérieur, l'autre intérieur à P, et dont les côtés soient distants de ceux de P de la quantité l\^^, la région R du plan décrite par le point (X, Y) contiendra P'^, mais sera contenue dans P'. Or la différence des aires de P' et de P" est évidemment égale à i,f\z'^.p et, par suite, au plus égale à 32M£p2. Mais elles comprennent entre elles l'aire Pi égale
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à |J|p^. Elles sont donc comprises toutes deux entre [|J| + 32Mc]p2 et [|J| — SaMs] p^. H en sera a fortiori de même pour les aires intérieure et extérieure de R. Cellesci coïncident d'ailleurs, comme nous allons le voir.
150. En effet, soit plus généralement E2 un ensemble mesurable quelconque contenu dans E, (qui pourrait être d'ailleurs identique à E,) ; l'ensemble E', décrit par (^, y) lorsque {u, ç) décrit Eo est également mesurable.
En effet, décomposons le plan des a, v en carrés Q de
coté p. La somme \ Q^- de ceux de ces carrés qui rencontrent
la frontière Fo de E2 tend vers zéro par Iijpolhèse. A chacun d'eux Qf correspond un parallélogramme P- d'aire moindre que la quantité
[|J,|-4-32Ms]p^^[|J,|-T-32Ms]Q„
J/ désignant la valeur de J en un sommet du carré Q/.
L'ensemble de ces parallélogrammes formera un domaine mesurable et parfait, enveloppant la frontière ¥'., de E!, et donl l'aire sera au plus égale à la somme des aires des parallélogrammes P^ (fJLii, en général, empiètent en partie les uns sur les autres). Mais, en désignant par a le maximum de I J I dans Eo, on aura évidemment
^P;. = (îx--32M.)^Q,.
quantité qui tend vers zéro avec\ Q/. Donc E!, est bien mesurable.
On trouve d'ailleurs aisément l'expression de l'aire de E', . En effet, à chaque carré Q^ Intérieur à E, correspond dans E', un élément R^, mesurable comme on vient de le voir, et dont l'aire sera de la forme
Ra=[|J/.1-i--^a]Q/i-,
T^h étant un infiniment petit, de module << 32M£.
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L'aire de E', sera évidemmeiiL égale à
mais on a
V^aQa- ! < 32Msy Q/,< 32M£E,
expression dont la limite est zéro. On aura done pour l'aire cherchée
E: = limV!J/.-IO/.=^Q \i\de
i=:limy JJ/,1Q/,=^Q \i\dc
151. Soit maintenant y (^, y) une fonction de x, y, bornée dansE', . Posons /"(cp, o^ ) = F(?^, (^). L'intégrale, soit par défaut, soit par excès, de f{x, y) dans le domaine E', sera égale à l'intégrale correspondante de F (u, (^) | J | dans le domaine E , .
Décomposons, en effet, le plan des u, ç en carrés de côté p. Soient Çlh l'^in d'eux qui soit intérieur à Ej ; R^/^ l'élément correspondant de E', , et considérons, par exemple, les intégrales par excès. Désignons par M^ le maximum de F(^^, c^) | J | dans Q;^; par M^ celui àe f{x,y) dans R/^. Il nous faut montrer que les deux sommes
^M/.Q/o ^Ml. \h --^Ma. [ I J/.. I -+- V.] Qk
tendent vers la même limite.
Or le maximum de F(w, p) = /(j;, y) dans Qy^ est évidemment Wf^\ et celui de F(?<, v)\i\ est égal à M^va, Vr désignant une quantité intermédiaire entre le maximum Na et le minimum /^a de | J | dans Qa. D'ailleurs, J étant continu dans E|, la différence Na — /iA, ('t a fortiori la différence | Ja| — va, tendra vers zéro avec p, et cela uniformément.
Gela posé, on aura
z=^[ I J, I -■>,+ ,,] Ml, Q,.
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Or, si p leod vers zéro, | J^^ | — v^ et 7)a tendent uniformément vers zéro, MJr. reste au-dessous d'une limite fixe M'; enfin,
\ Q/, a pour limite l'aire de E, qui est finie. Donc la dilTé-
rence ci-dessus tend bien vers zéro.
102. Si la fonction f(^x^r) reste bornée dans tout le do- )naine E', l'égalité
qui vient d'être établie, donnera à la limite, en faisant tendre E,, E', vers E et E', la relation
sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient mesurables.
103. Des considérations toutes semblables s'appliquent aux intégrales triples. L'analogie est telle, qu'il nous suffira d'indiquer la marche du raisonnement.
Soient x^ y, z et t^ u^ v deux séries de trois variables liées par les relations
^— ?l(^, U,^), / = ?2(^, il, <'), - = ?3(^) ", <')•
Lorsque (^, u^ v) décrira dans l'espace un domaine E, {x,}-, z) décrira un domaine correspondant E'.
Supposons : i" que dans tout le domaine E, les dérivées partielles de cp,, cp^, cp3 soient continues, et leur jacobien J différent de zéro; 2*^ qu'à deux points fw, v) difTérents correspondent toujours deux points (^, y^ différents.
Si (^, w, r) décrit un domaine parfait et mesurable E, intérieur à E, (^,^', z) décrira un ensemble correspondant E, , intérieur à E'.
Soient (^, u^ ('), et {t -\- dt^ m -j- dii^ v -}- di>^) = (T, U, V) deux points de E, infiniment voisins : leur distance d<j sera
donnée par la formule
et celle A5 de leurs correspondants par la formule
A^^zn A^--f- ^y--\- A32, expression dont la valeur principale est
d'il j âoi dt-\- -—■ du + -r^ dv
ou
dt du dv
Ml dt"' 4- iMa du"- + 1M3 dv^ -h-iN^du di> 4- 2 N2 <^^ <^^ + 2 N3 dl du,
«■^m- «-^(S)' »-s(fe)"
ôT Ou
Efeft' --SS^I- ^-S
Si I dt |, I du \^ \ dv\ ne surpassent pas un nombre donné 0, la distance des deux points
et
{x 4- flfjT, y -h dy, z-\- dz)=z{l,T^, t)
sera moindre que 3c [ | <:/^ j -1- | c/// 1 + | dv | ], £ ne dépendant que de p et tendant vers zéro avec lui.
On en déduit que -> est compris entre deux nombres positifs fixes M et m. Si donc (T, U, V) décrit une ligne rectlliable, il en sera de même de son correspondant (X, Y, Z).
Si (T, U, V) décrit un cube Q de côté p, (^, -^, Ç) décrira alors un parallélépipède P, de volume | J | p"' et dont les côtés seront au plus égaux à Mp et l'aire k. au plus égale à6M-o'-.
Le point (X, Y, Z) est d'ailleurs aune distance de (ç, v], Ç) moindre que 3£[| 6/^ | -h 1 du | + | ^^^ |] et, a fortiori, moindre ([ue 92 p. Si donc on construit deux parallélépipèdes P' et P\ l'un intérieur, l'autre extérieur à P, ayant leurs faces parallèles à celles de P et à la distance Qsp de ces dernières, le domaine R décrit par ( X, Y, Z) contiendra P'^, mais sera con- J. - I. ,0
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tenu dans P'. Or la différence des volumes de P' el de P" est
évidemment
pA= io8M-£p
On en conclut, comme aux n°^ 150 à 152 : i" Que le domaine décrit par (.x^, r, z) lorsque (/, u, v) décrit dans E, un domaine mesurable est mesurable;
?/' Que si /{^^ r, z) = F(^, u^ ç) est uue fonction bornée dans E'^, on aura
^^ /(.r, y, z) de r^ ^^^ F(^ a, r) | J | de;
3" Que si f(œ^y,z) est bornée dans tout le domaine E' mesurable ou non, on aura encore
j^y(^,/. z.)de -=. ^nt. n, r) | J | de.
151. On traiterait par des procédés tout semblables le cas des intégrales multiples d'ordre quelconque ; mais, l'intuition géométrique faisant ici défaut, il faudrait traduire en langage analytique les démonstrations relatives à l'aire du parallélogramme ou au volume du parallélépipède et en faire l'extension au cas de plus de trois variables. Nous ne nous y arrêterons pas.
155. Soient (w, v) un point d'un plan et {^, y, z) un point de l'espace, lié au précédent par les équations
Nous admettrons que pour les valeurs de (w, r) comprises dans un domaine E : i^ les dérivées partielles de Oi, Ooi ^n restent continues; 2'' les trois jacobiens
du di^ du ôv
du d{> du dv
P ^f, 6^cp, d^i r^cp,
du dv du dv
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ne s'annulent pas simultanément; 3^ à deux points {ii^v) distincts correspondent deux points {x, y^ z) distincts.
Le point (w, v) décrivant un domaine E< borné et parfait, intérieur à E, le point (^, J', z) décrira une surface.
Soient
(«, s^) un point de E, 5
{a + dii^ V + dv) = (U, V) un autre point infiniment voisin ;
(^, j^) et (jt H- A^, j)/ 4- A/) = (X, Y) leurs correspondants.
n aura
ou Oi'
-H R du -h- Hi <:A%
A y = -7^ du + -^ d\ ou ov
+ H, <^//f + R3 cA',
OU Oi'
+ Rvf/« + Rg^/r.
Posons
d7^ zrz du- -^ dç-,
Celte dernière quantité aura pour valeur principale
du'- = dx^ 4- dy'- + dz'- -=. M ^«^ 4- 2 N t/;^ ^c^ + P ^c^
On verra, comme au n*' 146, que le rapport — reste constamment compris entre deux nombres positifs fixes M et m.
Si nous supposons que | du \ et \dv\ ne surpassent pas un nombre p suffisamment petit, |R|, |i^i|? ••• resteront moindres qu'une quantité arbitrairement choisie £, et la distance des points (X,Y,Z) et
(^, 7], Ç) = (.X- -+- dx, y ^\- dy, z -\- dz)
[d a fortiori \di dififérence A5 — ■ ds) sera au plus é^ale à la quantité
I R du -h Ri ^(^ I -h . . . < 3s[ I du I h ! d^> I ] < 62 rt'cr.
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Le rapport -r- restera donc compris entre M + ôset/?! — 6s.
On en conclut, comme au n° 147, que, si (U, V) décrit une ligne rectifiable, la ligne correspondante décrite par (X,Y, Z) sera également rectifiable.
157. Si le point (U,V), partant de la position initiale (w, v)^ se meut dans le plan des u^ v^ le point
C -- X -\ — -^ du H 7- dç
au ôv
-^ du dv
^ = ^ 4- — - du H ^- di^
ou ov
décrira un plan, dont l'équation
s'obtient en éliminant du et dv entre les trois équations ci-dessus.
Supposons que du et dv varient de o à p, le point (U, V) décrira un carré Q, et les projections du point (^,7;, Ç) sur Jes plans coordonnés, des parallélogrammes, ayant respectivement pour aires | A | Q, | B | Q, | G | Q. Le point (^, r,, Ç) décrira donc dans l'espace un parallélogramme, d'aire
Mais, si p est infiniment petit, le point X,Y, Z) décrira un élément de surface infiniment voisin de l'élément plan décrit ])ar (ç, /j, s) 5 nous sommes donc conduits à lui attribuer une aire, ayant pour valeur princi[)ale
et, par suite, à définir de la manière suivante l'aire 0, de la j)ortion de surface décrite par [x^y^z) lorsque {u^v) décrit E, :
Nous décomposerons E, en carrés infiniment petits; nous
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multiplierons chacun de ces carrés Q^ par
V/A^HB|.^-C^
Aa, Ba, C/f étant les valeurs de A, B, C en un de ses sommets. La limite de la somme
qui n'est autre chose que l'intégrale double
représentera l'aire demandée 0, .
Supposons maintenant que E, tende vers E; Q, tendra vers une limite Q, égale à
Ç s/A---^B'-^C'de.
158. Lorsque la surface décrite par le point {^,y, z) est un plan, l'aire Ù est susceptible d'une mesure directe. Il faut donc établir que notre définition nouvelle n'est pas en discordance avec cette notion déjà acquise. En désignant par a, jB, y les cosinus directeurs de la normale au plan, nous aurons
^ ^ (^^ 1^. f^^ rT
-:=.~^--=v/A.-H-B^-hG-;
notre formule devient donc
Or V I A I <ie est bien, comme nous l'avons montré (150), l'aire de la projection de 0.
lo9. Nous devons encore montrer que l'aire, définie comme nous l'avons fait, ne dépend que de la nature de
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la surface décrite par {x^y^ z) et non du choix particulier des variables auxiliaires w, i\ Posons, en effet,
Ui, ç, étant deux nouvelles variables qui parcourent un domaine F lorsque (//, c) parcourt le domaine E. On aura
el, on appelant J le jacobien de /,, /o^
Ci=: GJ.
L'expression de l'aire en fonction des nouvelles variables u^^ Çi sera
Q v/Aï + Bf-t-I:] de, ^ C y AM^Tbm^C^' | J | ^e^.
Or cette intégrale est bien égale à l'intégrale
[)rise dans le champ E (152).
X[II. — Formation des équations différentielles.
160. On nomme équation différentielle de V ordre n toute équation entre une variable indépendante x^ une fonction y de cette variable et ses n premières dérivées.
Soit j' une fonction quelconque, définie par l'équation
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En prenant les dérivées de celle équalion, il viendra âF ()F ,
Toule équation déduite de la combinaison de ces équations avec la proposée sera une équation difTérentielle à laquelle satisfait la fonction jk- Parmi ces équations, il conviendra de rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la plus avantageuse pour le but qu'on se propose.
162. Il arrive souvent que des fonctions dont l'expression contient des transcendantes ou des radicaux satisfont à des équations différentielles d'où ces transcendantes ou ces radicaux ont disparu.
Soit, par exemple,
7' nz arc sin^.
On en déduit
^i — ^'^ d'où
Prenant la dérivée de cette équation et supprimant le facteur commun ^y, on aura l'équation du second ordre
On peut déduire de cette équation une formule récurrente commode pour le calcul des dérivées successives de y. Prenons en effet la dérivée m'*'"''' de cette équation; il viendra, en appliquant la formule connue qui donne la dérivée wi"""' d'un produit,
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et, en réduisant,
Cette formule se simplifie pour la valeur particulière ^ = o. Si l'on désigne par jkq^ J'oj • • • ce que deviennent alors v, y\ . . ., il viendra
y--^^'=zmy-'
On aura, par suite,
Considérons en second lieu l'expression
Prenons la dériçée logarithmique des deux membres, c'est-à-dire la dérivée de leurs logarithmes; il viendra
y _ ,^ {œ -\- \J œ-' -^ i)' __ /i^^ ^ / X — ^x^ — I sjx- — I
d'où
ou, en prenant la dérivée et supprimant le Tacteur commun
(3) ^a;''--^)y"-^xy'—n^y=zo.
Prenant la dérivée m}^'^^ de cette équation, on aura la formule récurrente
-\-m{m — \)yim) _^ ^y{m-^-\)^ jyiyi'n) — n^yi^) _-^ q
OU, en réduisant,
(x^—l) yirn-^V -f- ( 2 m -|-I ) ^jl '«+!) _|- ( ,7^2 _ ,^2 ) j(/n) — O.
VARIABLES RÉELLES. l53
Pour X = o. cette formule se réduit à
(4) y---)=.(,n^--,i^)jr^.
164. L'équation différentielle (3) subsisterait évidemment, ainsi que la formule (4) qui en est la conséquence, si l'on changeait le signe du radical dans l'expression dey. Elle subsistera encore si l'on pose
C et C étant deux constantes quelconques, car le résultat de la substitution de cette quantité dans le premier membre de (3), étant évidemment égal à G fois le résultat de la substitution de (jc-^-\/'x- — I )" plus CJ fois le résultat de la substitution de [x — \/x' — i )", sera nul.
Soit, en particulier, G = G'= J-, et supposons n entier et positif. L'expression
étant développée suivant la formule du binôme, les puissances impaires du radical se détruiront, et l'on obtiendra évidemment un polynôme entier de la forme
Le coefficient A,i peut se calculer aisément. On a en effet, en divisant par x'^ et faisant tendre x vers ce,
A„r=lim^
Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu'on a, en général,
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d'où
ou, d'après la formule (4),
' {Il — '2p — 2)- — n-
■ Cette relatioQ permettra de calculer successivement tous \ les coefficients, en partant du premier. Posons
j:'rr:COSç*,
d'où
\j x^ — 1 = / sin o ; il viendra
y = .• ( ces cp H- i* sin cp )'^ H- I ( ces o — i sin cp )'* ou, d'après une formule que nous établirons plus loin,
y =r |( ces n ç) + / sin /i cp ) + 1 ( ces n cp — i sin n cp ) =1 cos/icp rz: cos/i(arc cos^-).
Nous venons donc d'obtenir le développement de cos/icp, suivant les puissances de coscp.
16o. Soit, comme dernier exemple, l'expression
Posons, pour abréger,
En prenant la dérivée logarithmique de celte expression,
il viendra
o.nx z'
Considérons nne équation
F{x, y, c,, . . . , Cn) — o,
contenant, outre les variables x^ y, n constantes c,, . . . , c,i- (^ette équation représente une infinité de fonctions distinctes, (jue l'on obtiendra en donnant successivement aux constantes tous les systèmes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions satisferont à une même équation différentielle de l'ordre /z, ([u'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premières dérivées de cette équation; on obtiendra les nouvelles équations suivantes
ÔF dF ,
d'F d'F , d'F „ ÔF „ dx'^ dx ây -^ ôy' '^ ôy ^ "
.}''F , ^ÔF ^^,^^_ ôx'^ ~^"' ' ôv^' ^'
l^.ntre ces équations et la proposée, éliminons les con- ^ stantes c,, . . . , c,/ ; nous obtiendrons l'équation cherchée
Considérons, par exem])le, l'équation
où A et B sont des constantes déterminées et Xun paramètre
variable. Cette équation, considérée au point de vue géométrique, représente un système de coniques homofocales. (Si nous supposons, pour fixer les idées, A^B, les foyers réels seront sur l'axe des x, à la distance d= y/A — B de l'origine.)
Prenons la dérivée de cette équation; il viendra, en supprimant le facteur commun 2,
Des équations précédentes, on déduit I y' I
A -h À œ'^y' — xy B 4- X y^- — xyy'
. . x^- y' — xy T> ^ 9 /
A -f- X = — ^---, — ^ , B + X =: 72 — xyy'.
Eliminant )., on aura l'équation différentielle de ce système
de coniques
. „ x^ r' — xy , ,
A - B = -^j-- - y ^ '^ff
ou
xyy'^ -\- {x- — _>•- — A -h B ) j' — xy — o.
X -f- yy' -h « 4- by' = o
(nous avons supprimé le facteur 2 pour plus de simplicité),
'^yy"-^yy"-^ày"'=o.
Eliminant b entre ces deux dernières équations, nous ob-
VARIABLES RÉELLES. iSy
tiendrons V équation différentielle des cercles
OU, en réduisant,
169. L'équation différentielle des coniques a été obtenue par M. Halphen de la manière suivante :
L'ordonnée jK d'une conique est définie par l'équation
y ^:^ ax ^ h -±1 {p x'^ ^ 'iq X -\- ry- .
On en déduit, par des dérivations successives,
y' =. a±{px -^ q){px'^+ iqx ^ r) ^
y" :^±:p{px'^^2qx^-r) '^ zf [px -^q)- {px^ -^ 2qx -\- r) ^
__,^ pipx^^ 2qx ^ r) — {px -^ qY
{px^-h 2qx -+- r)^
(/>j&-2+ 2qx -1- /•)■'
d'où
(5) ^./-l^ px'--\-2qx-\-r
[pr-q'Y
et, en effectuant trois nouvelles .dérivations,
Si la conique est une parabole, p sera nul. Le second membre de l'équation (5) ne contenant pas de terme en x-, deux dérivations suffiront pour faire disparaître les autres constantes. L'équation différentielle des paraboles sera donc
(7) {y"-^yr=:o.
; Il est aisé d'obtenir les équations (6) et (r) sous forme
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développée. On a, en effel.
Portant ces valeurs dans les équations (6) et (7), chassant les dénominateurs et supprimant le facteur commun 2, il viendra, pour l'équation générale des coniques,
— ^or'"^ -4- 45 r" y"'/''— 9 y"^ r'"= o
et, pour celle des paraboles,
170. Glierclions enfin Ja condition pour que des fonctions yK-, y^i •••7 y II d'une même variable x soient liées par une équation linéaire à coefficients constants
Prenant les dérivées successives de cette équation, il
dra
Giji -+-G2/; -^•••-+-G„/; =0,
-hG2/r"+--'+c„7r^'=o
!t, en éliminant les constantes.
Soit
F(.ri, . . . , cTp, z^ Cx^ . . . , C/,) =1 o
une équation contenant n constantes arbitraires et définissant une fonction z des p variables indépendantes x^^ . . ., Xp. On pourra joindre à cette équation ses p dérivées partielles
dxx dz dxx '
dY dV dz __ âxp dz dxp
jjar rapport à chacune des variables indépendantes x^^ ..
Xp^ puis ses ' dérivées partielles du second ordre
ân^ d'~¥ dz d^¥ / dzY dV â'z
ôxf ôx^âz dxy ôz^ \àxi/ ôz dxl
et ainsi de suite jusqu'à ce que le nombre total
P( p -f- i) /? ( /? -t- I ) . . . ( yo + p — T )
des équations ainsi obtenues surpasse le nombre /i des constantes arbitraires. Eliminant ces 7i constantes entre les k équations, on obtiendra un système de k — n équations aux dérivées partielles d'ordre p, à chacune desquelles z satisfera, quelles que soient les valeurs des constantes c< , . . ., c,/.
173. Considérons maintenant la fonction z définie par l'équation plus générale
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OÙ a<, ..., a^_,, [3,, ..., j3^_,, ... désigaent des fonctions connues de ^,, . . ., Xp^ z, et cp,, cp2, ... des fonctions arbitraires. Joignons à cette équation ses dérivées partielles successives des ordres i , 2, . . ., p. Nous obtiendrons ainsi
équations, dans lesquelles figureront les quantités suivantes : 1" cCi, ..., Xp, z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre p ;
2" la fonction co, et ses dérivées partielles -—--, ■•, , ' ? -y-^, • • • jusqu'à l'ordre p, la fonction cp2 et ses dérivées partielles—7-^? ••• iusqu'à l'ordre p, etc. Le nombre l de ces dernières quantités sera évidemment égal à
// désignant le nombre des fonctions o,, cpo, ....
Donnons successivement à p les valeurs i, 2, 3, M
arrivera nécessairement un moment où le nombre k des équations surpassera le nombre /. En effet, en changeant p en
p 4- 1 , on accroît le nombre des équations de
tandis que le nombre / s'accroît de n . . ■
quantité inférieure à la précédente, si p -\- p '^ n[p — i). Donc, dès que p surpassera n{p — i) — /?, A' croîtra plus rapidement que /et finira par le surpasser. A ce moment, on pourra éliminer entre les A^ équations obtenues les fonctions cp,, ..., ^,1 et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi k — / équations entre x^^ ..., Xp^ z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre p, et la fonction z satisfera à ce système d'équations, de quelque manière que soient choisies les (onctions arbitraires cp,, .. ., cp,^.
Nous allons faire quelques applications de cette théorie.
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174. Supposons d'abord que l'équation qui détermine z soit de la forme
(8) F(mi, u^, ..-, iip)^o,
Ut, . . ., Up désignant des fonctions connues des variables indépendantes x^, . . . , ^^ et de ^. Si l'on conçoit que z ait été remplacé par sa valeur en ^i, ..., JOp, ?/,, ..., Up deviendront des fonctions de ^<, ..., Xp seulement, ayant pour dérivées partielles
àiti âui dz
âui dz dz d^i
dup dz dz d^i
du^ d.v
p dup dz^ p dz dxp
Pour que ces fonctions soient liées par une relation telle
(pie (8), il faut et il suffit que leur jacobien soit nul : on
pourra donc écrire immédiatement l'équation aux dérivées
partielles
D^, Up . • •
à laquelle z doit satisfaire.
Voici quelques exemples :
L'équation
0L' — az — ':.{y—bz)
représente un cylindre parallèle à la droite (^x =. az^ y^= bz). Eu effet, cette surface a une infinité de génératrices rectilignes parallèles à cette droite et données par les équations
X — az y-hz
étant un paramètre constant pour une même génératrice,
mais variable d'une génératrice à l'autre. J. — I,
CHAPITRE
Ed faisant varier la forme de la fonction cp, on aura une infinité de cjlindres différents. Ils satisfont tous à une même équation aux dérivées partielles, que l'on peut écrire immédiatement.
En effet, l'équation (9) établissant une relation entre les deux fonctions x — az^ y — hz des deux variables indépendantes X et y, le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui donnera l'équation
dz
dx
dz
ôx
dy
âz^ dx
dz ôy
L'équation
où C9 est une fonction arbitraire, représente un système de cônes ayant pour sommet le point («, 6, c) et pour génératrice les droites
L'équation aux dérivées partielles de ces cônes s'obtiendra en égalant à zéro le jacobien
, dz
-cy
^dz
(z-cy
dz
cy
dx
dz
{z-cy
ce qui donne, en effectuant les calculs et chassant les dénominateurs,
^ àz , j . dz
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L'équation
^- H- j^ -I- z' — (p ( a .37 + by -h cz)
représente im système de surfaces de révolution dont les parallèles
ax -j- by -f- c ^ = a
sont perpendiculaires à l'axe — = 4 = -* ^ ^ abc
Ces surfaces satisferont à l'équation
dz dz
ox ax
^ b c^ dy ây
ou
bx — ay =: {cy — bz)
dx
ex)
178. Une fonction n de plusieurs variables ^^y, ^estdit(^ homogène et d'ordre n si elle peut se mettre sous la forme
Il résulte de cette équation que z'~^^ii est fonction de — et
de ^ • On aura donc, en égalant à zéro le jacobien,
ôx z
ây z
dz
ou, en effectuant les calculs et chassant le dénominateur 3"+^
du
du du
^ dx dy
179. Comme seconde application de la théorie générale de l'élimination des fonctions arbitraires, considérons un système àc p fonctions z, a,, , . ., a^_i des p variables indépendantes ^1 , . . . , Xp, déterminées par le système des équations simultanées
Fi (^"i, . . . , x^,, z.,^i, a^_i, cpi, . . . , cp„) = o,
où cp,, ..., Z),i désignent des fonctions arbitraires de a,, .. .,
aLp_i. Nous allons montrer que z satisfait à une équation aux
dérivées partielles d'ordre /?, indépendante de ces fonctions.
Formons, en effet, la dérivée partielle de F^ par rapport à
^i ; elle se composera :
^ i-w àFi d¥i dz . , ^ . . ,
1" Des termes -r 1 — r— ^; — ? dus a la variation de ^, et
OXi ôz ÔXi
de z; nous les désignerons, pour abréger, par D^.^F<;
^ /ôFi dF^ âo^ \ doL, / , ,
'2"" Des termes -;, 1 — ^ — -{-...) -r — -, dus a la varia-
tion de a, ; nous les désignerons par D^^^F'^ -^— ^;
3" Des termes analogues D^^^Fi -r^? - • •-> dus à la variation
des autres paramètres ao, ....
Réunissant tous ces termes, on aura l'équation
Les dérivées partielles par rapport à .^2, . • • donneront de même
Éliminant entre cesy> équations les/> — 1 quantités D^, F,,
Da,F,, ..., il viendra Dx,Fi
dx^ ^.r.
Ce déterminant, développé, sera de la forme
A, B, ... étant des fonctions de -r-;^, -r— -?
Les équations Fo = o, ... donneront de même
AD,,F2+BD^,F.2 + ...=o,
Éliminons entre les équations qui viennent d'être obtenues les rapports des coefficients A, B, ... ; il viendra
Le premier membre de cette équation sera une fonction dz dz
de .^1 , . . . , Xp^ z, -~ y " • , j^ j «1 , . . . , a^__, , cp , , . . . , cp,^,
que nous désignerons par F^^, .
Désignons par D^r-Fp^, la portion de la dérivée partielle
de Vp^\ par rapport à xt qui provient de la variation de Xi^
à^ dz 1 1 A
; on trouvera de la même manière une nou-
' ôx.
dx,
velle équation
D ,.. Fa Dt.. F,
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dans laquelle figureronr, outre les quantités précédentes, les dérivées secondes de ^.
Continuant ainsi, on obtiendra une suite d'équations
Fi
Fp— o,
entre lesquelles on pourra éliminer les /> — \ -\- n quantités ^i , . . . , a^_,, cp,, . . . , cp,j, ce qui donnera une équation aux | dérivées partielles d'ordre n.
180. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées par- | tielles des surfaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont | engendrées par le mouvement d'une droite. Les génératrices d'une telle surface auront des équations de la forme
Fi :=: ^ — az — a
Trois conditions sont d'ailleurs nécessaires pour déterminer le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d'exprimer trois des coefficients, par exemple a, Z>, p, en fonction du quatrième, a.
Appliquons la méthode précédente. Nous formerons l'équation
D,Fi D^F, D^ F2 D,. F2
L'équation suivante sera
dx âz^ dx
dz^ _ dx
dy
d^ dy dz^ dy
Dr Fa
dx
dy
,_,|Jd.F3-hZ.|d,F3
dz
dz
ou, en remplaçant i — b^ par ci-— et supprimant le fac-
leur commun
(^^-^ oa^ oy oy^
On trouvera de même l'équation suivante
o = F3=aD.^F4+^D^F4
dx^ dx^ dy âx oy^ oy^
On n'aura plus, pour obtenir l'équation aux dérivées partielles, qu'à éliminer le rapport - entre les deux équations F/, et F..
181. Considérons enfin une fonction z définie, ainsi que les paramètres a,, . . . , a^_,, par un système d'équations de la forme suivante
( Da./=0, Da^/==0, ..., Da^,_,/=0.
Prenons les dérivées partielles de / par rapport à chacune des variables indépendantes x^^ . . . , Xp. En vertu des équations (10), ces dérivées se réduiront à leurs premiers termes D^^/, . . . , D^p/. On aura donc
^xJ~o, ..., D^^/=o.
Désignons ces équations par
Fi = o, ..., F^— o.
On en déduira, comme dans le problème précédent, une I suite de nouvelles équations
Ces équations, jointes aux précédentes et à la primitive /=: o, fourniront un système àe p -\- n équations, entre lesquelles on éliminera a,, ..., a^^-i, ^i, •••, 9«. L'équation résultante sera encore de l'ordre ii. En effet, F,, ..., F^ contiennent z et ses dérivées partielles du premier ordre; F^^, contiendra, en outre, celles du second ordre, etc. ; enfin F^_,.„_, contiendra celles du n}*""^^^ ordre.
182. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées partielles des surfaces développahles. On nomme ainsi celles qui sont définies par le système des deux équations
Da/:
et Y étant des fonctions de a.
On en déduira, d'après la méthode précédente
^ dx ôx '
- dy dy
puis
Ce sera l'équation cherchée.
CHAPITRE IL
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183. L'inlrodiiction des nombres irrationnels ne suffit pas encore pour rendre résolubles toutes les équations algébriques. Il est nécessaire pour cela de faire intervenir une dernière notion, celle des nombres complexes.
Soit P = Ai'"-H Bi'^^~' -h, . .-4- K un polynôme entier, à coefficients réels, contenant une indéterminée i. En le divisant par /--|- I, on obtiendra un résultat de la forme
Nous conviendrons de négliger les multiples de t- -j- i, et de considérer comme équivalents^ et représentant un seul nombre complexe (ou imaginaire), \loiis\es polynômes qui donnent le même reste. Parmi ces polynômes, le plus simple est le reste a -\- bi lui-même, qui sera la forme normale du nombre complexe. La manière la plus simple de former ce reste consiste à remplacer partout dans F| f^ par — i, i^ par — i, i^ par 4- i , i^ par i, etc.
Si ^ = o, ce nombre sera réel; si a = o, on dira qu'il est purement imaginaire; si « =:= Z> = o, il sera nul.
Un nombre complexe a -h bi peut être représenté géométriquement par un segment de droite, dont les projections sur deux axes rectangulaires O^ et Oy soient respectivement a et b. Soient p la longueur de cette droite, o l'angle qu'elle
'ïïHîVKrwSITYJ
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fait avec OX: on aura
p coso ^=: a, psincp = ^,
La quantité p, qui doit être prise positivement, se nomme
la valeur absolue ou le module de a + bi\ on la représente
par la notation \a -^ bi\ou moà{a -4- bi).
^ L'angle cp est V argument de a 4- bi\ il n'est déterminé
/qu'aux multiples près de 27:, lorsque a al b sont donnés.
Le module, au contraire, est entièrement déterminé*, il ne
'^s'annule que si l'on a simultanément a = o, ^ = o, d'où
a -\- bi =■ o .
Deux nombres complexes a-\-bi et a — bi^ qui ne diffèrent que par le signe de la partie imaginaire, sont dits conjugués entre eux. Ces nombres ont le même module, ainsi que les nombres — a — bi, — a + bi^ qui leur sont égaux el opposés.
Si la droite représentative du nombre a + bi a son point de départ à l'origine des coordonnées, son autre extrémité sera au point ^ = «, y =z b. Ce point se nomme Y affixe de a 4- bi.
184. Soient a -}- bi. a! -\- b' i, . . . des quantités complexes.
Leur somme
sera évidemment représentée par la résultante des droites qui représentent séparément les nombres a ■+- bi, a'-^ b'i^ .... D'après les propriétés connues de la résultante, nous pourrons énoncer la propriété fondamentale suivante :
Le module dUine somme de quantités complexes ne peut surpasser la somme de leurs modules; mais, d^ autre part, il est au moins égal au plus grand de ces modules, diminué de la somme des autres.
On peut remarquer encore que, si les directions des droites
composantes sont toutes comprises dans l'intérieur d'un angle d'ouverture inférieure à ir, la résultante j sera également contenue.
Donc, si les termes d'une somme ont des arguments dont les différences mutuelles soient toutes << tt, V argument de la somme sera intermédiaire entre les arguments de ses termes.
La différence de deux nombres complexes a + bi^ a' -\- b' i sera définie par l'expression
dont le module sera compris entre la somme et la différence des deux nombres a -f- bi, a' -{- b' i.
185. Le produit des deux nombres a -\- bi^ a! -\- b'i sera donné par la formule
(a-h bi) {a' -^ b' i) z=z aa' -\- {ba' -\- ab')i^ bb' i^,
ou, en divisant par i^ + i et ne gardant que le reste,
{aa' —bb')^{ba^ -^ab')i.
Ce résultat prend une forme plus intéressante si Ton met en évidence le module et l'argument des deux facteurs considérés ; on aura alors
a-\-bi =: p (coscp -h t sincp), a' 4- 6' t = p' ( ces cp' -}- i sin cp' )
et, pour le produit,
pp'[coscp coscp' — sincp sincp'n- «(sincp coscû''-i- sincp' coscp)] =:pp'[cos(cp 4- cp') 4- isin(cp + cp')].
Donc le module d' un produit est le produit des modules des facteurs, et son argument la somme de leurs arguments.
Le rapport des deux nombres a -\- bi et a' + b' i
sera le nombre x -^yi qui, multiplié par le diviseur, reproduit le dividende. On devra donc avoir
a + bl = (a'-h b' i) {x -^ yi) = a'x — b' y -^ i{b'x + a' y).
Cette équation se décompose dans les deux suivantes
d'où l'on tire
aa
bb' ba'—ab'
Le problème comporte donc une solution unique et toujours admissible, si le diviseur «'+ b' i est différent de zéro.
Il est manifeste que les règles du calcul algébrique s'étendent aux nombres complexes.
187. On dit qu'un nombre complexe variable x -\- iy tend vers une limite fixe c -\~ di^ si
\x -\- iy — (c H- di) \ z=:zy{x — cy--^ (j — d^
tend vers zéro.
Cette expression est au moins égale à \x — c\ età|j — d\. Elle ne peut donc tendre vers zéro que si x tend vers c el y vers d.
Cette condition est suffisante, car on a
\x ^ iy — c -^ dL\'^\x — c ] + I j' — d\,
et les deux termes du second membre tendent vers zéro, si x tend vers c et y vers d.
Les propriétés des modules d'une somme algébrique ou d'un produit démontrées aux n°^ 181 et 185 sont précisément les mêmes qui ont été signalées au n*' 6 dans le cas particulier des nombres réels et qui ont servi de fondement dans le § II pour l'étude des ensembles. Les propriétés trouvées dans ce paragraphe subsistent donc dans le cas où les variables x, y^ ... parcourraient non plus la suite des nombres réels, mais celle des nombres complexes.
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188. Soient ^,j', ... des variables indépendantes réelles, P et Q des fonctions réelles de ces variables, définies dans l'intérieur d'un domaine E et admettant des dérivées partielles continues. La fonction complexe u = P -{- ^'Q admet-
1 j, . , • 1, ^P àO dP .âO , ,
tra des dérivées partielles -r h i-^y -^ !- i-r^) • • • eoale-
ment continues, et son accroissement Aw, lorsqu'on passe du point (^, y, . . . ) au point {x + A^, y -\~ Ajr, . . . ) sera de la forme
+ (R + SO A^H-(Ri+SiO V+-- ',
R, S, R,, S,, ... tendant vers zéro avec A^, Ay, . . . (et cela uniformément dans tout ensemble E, borné et parfait intérieur à E).
Supposons les variables ^, JK, ... en nombre pair; représentons-les par œ^y; Xi, y^', ... et formons les combinaisons complexes /
z=ix-hiy, z.^ — Xi-^-iyi,
On aura
Az =z \x -^ i\r, A^i = AcTi + i^yi, . . . ,
L'expression
(R + 80 Ax + (R, + Si 0 Ar + . . .
I^ourra donc se mettre sous la forme
pA3 4- piA^i + . . . , les quantités
P = (R + SOYr +(Ri4-SiOr!-' Pi=---
tendant encore vers zéro en même temps que Ax, Aj>^, AX), Ay,, . . . (et cela uniformément dans E, ).
dx
dy-
dQ ôx
dx,
_dQ
-dy.'
Si, d'autre part, nous supposons les dérivées partielles
^P dq dV dq ,., 1 1 r
-r-) -T^ 5 -T— ? T^ ? • • ■ liées par les relations dx ôx oy dy ^
les termes de la première ligne de l'expression de Az^ pourront s'écrire ainsi
~\dx âxj " \dxi âxij ^^ On aura donc finalement
(2) < \^^ àxj \oxi dxi
( H- p Xz + pi A^i -]-....
Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous dirons que u est dans l'intérieur de £ une fonction synectique des variables complexes z^ z^^ .... Les termes de la première ligne du développement (2) seront sa différentielle totale du.
Posons, en particulier, A^, = o, A^o = 0, ... 5 nous aurons
\z ôx dx ^'
A« , .. . dP , .^Q
01 Ag tend vers zéro, — tendra vers une limite -j h ^-r^'
^ Ag dx dx
indépendante du rapport des deux infiniment petits Lx et
Aj'. Cette limite se nomme la dérivée partielle de a par
l'apport a z et se représentera par la notation usuelle -y^*
(Si u ne dépendait que d'une seule variable complexe, on
l'appellerait simplement la dérivée de « et on la représente-
da , -.
rait par -r- ou u .)
^ dz ^
La fonction u admettra de même, par rapport aux autres
variables 3,, . . . , des dérivées partielles
du dV . dO
Toutes ces dérivées v ? -^ — ' • • * seront d'ailleurs des fonctions continues de ^, jk, ^i , JKi , • • • •
189. Réciproquement, pour que Texpression P-f-Q«, où P, Q sont des fonctions de jt, jr, ^i , jKi , ... définies dans
l'ensemble E, admette des dérivées partielles continues -r— ?
^ âz
-y—? • • • indépendantes, la première du rapport de Ix à A/,
la seconde du rapport de A^, à Ajv', , etc., il faudra que P et
^ j , j , . , . 11 . âP ôQ ÔV
(J admettent des dérivées partielles continues -^— j -r-^? -r— ?
^ oj^ ox Oy
ÔQ
, ' ' • liées par les relations (i).
En effet, changeant x en x -h A^, sans altérer jk, ^i, jKi , ..-, on aura
^u _ \u _ AP-i-fAQ Az Ax A^
Pour que cette expression tende vers une limite fixe -r—' ^ ^ âz
•I r AP AO , 11-.
Il laut que — ? — ^ tendent vers des limites.
*■ \x Ax
Donc P et Q doivent admettre des dérivées partielles
<)P dQ ,,
-T— ? -T-^? et 1 on aura ox Ox
du dP .ôQ
oz ox ox
I Changeons de même y au y -\~ \y, sans altérer les autre:
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variables. On aura
Aw _ Lu _ AP-f-i aQ _ aQ — i aP
A^ i \y i Ay Ly
Pour que cette expression tende vers la limite -y- ? lorsque
1 , -I r AQ AP , ^ ^' ■
Av tend vers zéro, il laiit que — ^ ? — tendent vers des limites ^ ^ Aj A/
-— } ^— , et 1 on aura dy ây
du dO . ÔP — ^ i
dz ây ây dz
1^ • 1 du .. • 1 1 , ,
Pour que cette expression de y- coïncide avec la précé-
dente, il faut qu'on ait
^P _ ^ ÔV _ dQ ^
dx dy dy dx
1^ p du . . ., p
hntjn, pour que — soit continue, il laut que sa partie
, ,, . . \ . , . ^^ àV dq dP dQ
réelle et sa partie imasrinaire le soient. Donc -^—f -~y -r— ? ^r—
^ ^ dx dx dy dy
doivent être continues.
On obtient des résultats analogues pour les autres déri-
. „ ^P dQ
vees partielles -. — ? • • • j ;r^ j • • • • ^ dxi dyx
190. Remarques. — i" Si l'on veut que P H- Q^ soit une fonction svnectique de 3, ;:i • . . , aucune des deux fonctions 1^ et Q ne pourra être choisie arbitrairement; car les deux ])remières équations (i), dérivées respectivement par rapport à ^ et^^ et ajoutées ensemble, donnent
dn' dn' dx^ dy-
Dérivées par rapport k y et ^, puis retranchées, elles
donnent
dx'^ dy^ '~ On trouvera de même
âxl "^ âfi " ^' dxl ^ dfi~^'
2" Si l'on admet (ce qui a toujours lieu, comme on le verra plus loin) que les dérivées secondes ^— ^? -^ — -s—? •• •
1 ,,. , . , T- àii du existent et sont continues dans i intérieur de Ji, -;--} -^ — > • • •
seront encore des fonctions synectiques de ^, ^,, .... En effet,
du âP .dQ â:^ dx dx
par exemple, admet des dérivées partielles continues
^ dit _ â^ . d'^Q dx dz dx'^ dx^
dy dz dx dy dx dy
_d_du_ d'^P . d^Q
dxi dz dx dxi dx dxi
Il reste à montrer que ces dérivées partielles satisfont aux relations
dx-' "~ dxdy'
dx dy
dx^' '
rpp_ d^q
dx\ dxy dyi
dx^ dy, ~
dx\'
Or celles-ci s'obtiennent immédiatement en dérivant les
^ équations (i) par rapport à ^, ^, , ....
H )o c- ' . d^u d'^u II,.,
.>" Ï51 nous représentons par --—5 -, — r— , • • les dérivées ^ ^ dz' dzdzi
1 àu de -r— > par rapport a ^, ^i , . . . , on aura
dz dzi dœ dx^ dx dx^
dx^dx dxidx dzdz^ 4*^ Si nous supposons u indépendant de 3, on aura ^— = o, si ;^ = ;î, — = I. Si donc, dans l'équation
du du
— As + xdz dzi
y fj lit U t«-
au = 3— A3 4- -3^ A^i -t- . . . ,
qui définit du, nous posons u = ^, il viendra dz = A:?. De même dz-i = Az,, . . ., et, par suite,
, du j du j du = -^r— dz -4- -T — dz. -h . . . . dz dzi
5"^ Les théorèmes du n° 75 et la règle plus générale du n° 88 pour la dérivation des fonctions composées s'appliquent sans changement aux fonctions sjnectiques de variables complexes.
491. Théorème. — • Soit F(z, Zt, . . .) une fonction synectique de
z — x-^iy, z^--œ^-^-iy^, ... définie aux environs du point
et s^ annulant en ce point sans que sa dérivée partielle -^
uz
s'y annule.
On pourra déterminer une fonction synectique de ^,, . . ., définie aux environs du point (Ç,, . . .), prenant en ce point la valeur t, et qui, substituée dans V équation
F(:3, ^1, . . .) rr: o, la rende identiquement satisfaite. Cette
fonction sera unique et admettra aux environs du point (Ç,, . , ,) les dérivées partielles
dz
Soit, en effet
P et Q étant des fonctions de x, y^ ^\i y\ On a, par définition,
Le jacobien
dx ~^ dy^ df '" dx ' dx^ " dfi ' c//i " ^^i
dx ây
dx ây
de P et Q par rapport k x^ y se réduira, en vertu de ces équations, à
\dxj \dx
ce qui est le carré du modale de la dérivée
ÔF âP . ^Q
oz dx dx
Celle-ci ne s'annulant pas au point initial (Ç, '/i, ^, , Yj, , » , .) J ne s'y annulera pas. On pourra donc déterminer, et cela d'une seule manière, aux environs du point (^, , y), , . . .) deux fonctions réelles x^ y des variables indépendantes .r i , j>'j , . . . , satisfaisant identiquement aux équations P ^- o, Q = o (ou, ce qui revient au même, à l'équation F = o) et se réduisant
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respectivement à ^, ri au point (E,, r^ , . . .). Les différentielles totales de ces fonctions seront données par les équations
dx dy ^ docy àfi '^
dQ , ÔQ , ÔQ . dQ ^
■~ dx 4- — ^ dy -\- — ^ dx. + -r-^ dy. + . . . = o dx dy "^ àx^ d/i -^
ou, en vertu des équations (i),
^dx-^dy-^^^dx,-—dy,-^... = o,
UX (JX U'^\ (/«^i
Ajoutons ces équations, après avoir multiplié la seconde par i\ il viendra
dx dx
{dx + idy)
(dV .dQ\., ., ,
ou
(73 dz^
Cette relation montre que la quantité complexe :; est bien une fonction sjnectique de i:?!, ... et a pour dérivées partielles les expressions (3). Elle satisfait d'ailleurs à l'équation F = o et se réduit à ^ 4- ir^ au point (Ç,, . . .).
Le théorème que nous venons d'établir est entièrement semblable à celui démontré (91) pour les fonctions de variables réelles. Les conséquences déduites de ce dernier (92 à 9o) subsistent évidemment aussi pour les fonctions synecliques de variables complexes.
'J92. Les conditions qui expriment que i/^P-j-Q^ est une fonction de ^ = ^ + ijr sont susceptibles d'une interprétation géométrique remarquable.
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Marquons en effet, sur Je plan, le point qui a pour affîxe u =/(z). A chaque point z correspond un point u^ à chaque ligne décrite par z, une ligne décrite par u.
Considérons trois points z^ z -}- A^, z -f- Ai z formant un triangle infiniment petit, dont les côtés auront respectivement pour longueurs ] A^ |, | A, z |, | ài ^ — As |.
Les points correspondants u, u + A«, u + A, u formeront un autre triangle, dont les côtés auront pour longueurs
\ ^^U - Ml\=:\[f'{z -h ^Z) -h p]{^,Z - 1Z)\,
i\, Ri , p tendant vers zéro avec A^, A, z.
Les rapports des côtés correspondants sont donc respectivement |/(5)-f.R|, |/(^)-+-R, I, l//(^-|-A5) + ?| et tendent vers la limite commune /'(^) lorsque As et A,^ tendent vers zéro. Les deux triangles tendent donc à devenir semblables.
Ce raisonnement serait toutefois en défaut pour les valeurs de z qui annuleraient /'(z).
IL — Intégrales des fonctions synectiques.
Soit toujours
f{z) = P-^iQ
une fonction de ^, synectique à l'intérieur d'un domaine E, et soient
les équations d'une ligne rectifiable L menée dans l'intérieur de E entre deux points Zq et Z.
Les quantités P et Q étant des fonctions continues de ^, y, qui, sur la ligne L, sont eux-mêmes des fonctions continues de tj seront le long de cette ligne des fonctions continues de t. Représentons-les par P(^) et Q(^).
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Entre les valeurs ^05 T de t qui correspondent aux deux extrémités de L, intercalons une suite de valeurs intermédiaires /,, ..., ^/f, .... Entre deux valeurs consécutives 1^, tkj^^ prenons arbitrairement une valeur intermédiaire ta- Désignons par 2^, ^a+i, Ç/c les valeurs de z qui correspondent à tk, ^A+n Ta.
Cela posé, formons la somme
Si V on fait décroître indéfiniment V étendue de tous les intervalles A^a= tk+\ — ^a? l<^ somme ci-dessus tendra vers une limite fixe, que nous appellerons ^intégrale de f{z)dz suivant la ligne L, et que nous représenterons par
Jf(z)dz.
Pour établir ce théorème fondamental, il suffît de montrer que, quelle que soit la quantité £, on pourra déterminer une quantité Tj telle que la différence entre deux sommes quelconques S et S' dans chacune desquelles les intervalles A^a sont ■< 71 ait son module nécessairement <[ s.
Soient S, S' deux de ces sommes correspondant respectivement à deux systèmes de valeurs intermédiaires ..., ^a? ^A+i , ... et ... , ^^, 4+1) • • • j ^" ^^^^ troisième somme correspondant à un nouveau mode de division où figurent toutes les valeurs intermédiaires t et t' . On aura
|S'-^S|^iS"-S| + lS"-S'|;
il suffît donc de montrer que, si Tj est assez petit, le module
de la différence S^^ — S sera < - ? la môme démonstration
s'appliquant à la différence analogue S'^ — S'.
Considérons un terme
[P(TA) + i-Q(TA)](^A+l--3A)
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de la somme S. Il est remplacé dans S'^ par une somme de termes
s[P(T^)4-^-Q(Ti-0](4'-.i-40
où
La différence entre cette somme de termes et le terme primitif sera donc
(I) sjpct;..) - P(T,) + i[Q{T',.) - Q(x,)]| (4'+i- 4)-
Gela posé, z/i et i'/,, étant compris entre t^ et ^a+i, leur différence sera <^t, . D'ailleurs, les fonctions P et Q, étant continues, le sont uniformément. On pourra donc, en prenant Y| assez petit, rendre toutes les quantités P{'^k^) — ^(^k), Q(t^') — Q('^a) moindres en valeur absolue qu'une quantité arbitraire ^.
Gela posé, le module de la somme (i) sera moindre que
D'ailleurs | ^..^.i — z[. \ n'est autre chose que la distance rectiligne des points ^^^^^ et z'/,,. Donc S|4-,^_i — Zk,\ représente , le périmètre du polygone formé avec les points ^i-, ... et sera au plus égal à l'arc de courbe compris entre Z/( et ^a+i. Opérant de même sur chacun des termes de la somme S et sur les termes correspondants de S'^, on aura
|S"-S|<^v/2/, / désignant la longueur de l'arc total. En prenant ç assez petit, on pourra rendre cette différence moindre que -•
194. Supposons, en outre, que les fonctions ^{t)y ^(t) admettent une dérivée continue. Le calcul de l'intégrale dont l'existence vient d'être établie se ramènera à celui d'intégrales réelles.
Il s'agit, en effet, de trouver la limite de la somme
S(P4- Qf) (A^^ 4- « Aj) := 2(P A^ — Q Aj) -i- i 2(Q Ajp4- PAj).
Or on a, d'après les hypothèses faites sur les fonctions o et 6
A^^ = [cp'(0 + R] A^ Aj = [f (0 + R'] A/,
Il et R' convergeant uniformément vers zéro avec A^, dans l'intervalle de ^o à T. On aura donc
^(P A^ — Q A/) = S[P cp'(0 — Q y{t)] U -h 2(PR — QR') A/.
Le second terme de cette expression tend vers zéro avec les intervalles A^. En effet, soient M une limite supérieure des modules des fonctions P et Q sur la ligne L; Tj le maximum des modules des quantités R, R'; on aura
modS(PR — QR')A^ = 2Mr]SA^^2MTi(T — ^o)-
Or, lorsque les A^ décroissent indéfiniment, les R, R' tendent uniformément vers zéro^ donc t) tend vers zéro. On aura donc
lim Z (P A^' — Q A/) = lim Z: [P ^'{t) — Q ^(0] ^t
De même
limv(QA.r4-PA7)= f [Q cp'(0 + P f (0] ^^.
19o. De la définition de l'intégrale / f{z) dz par une
limite de somme résultent évidemment les propriétés suivantes :
i"" Si la ligne L est formée de plusieurs parties successives L, , Lo, . . . , on aura
Çf(z) dz = f/izYdz + f/{z) dz+....
2" Si L et h~* représentent la même ligne, décrite dans
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doux sens opposés, on aura
f f{zÙz=- ff(z)dz.
3» Si/(^) = Ci/;(^) + C2/2(^) + ..., c,, C2, ... étant des constantes, on aura
ff{z)dz^-c, Çf,{z)dz-^c, ff,{z)dz^....
4"* Enfin, soient M le maximum de \ f{z) \ sur la ligne L, et / la longueur de cette ligne, on aura
\^A^k){^k^i-^k)\tM^\z,^,-z,\ = Mp,
p désignant le périmètre du polygone ZqZ^ . . .z^. . .\ d'où, en passant à la limite
f{z)dz\lUl.
196. On remarquera que, dans les raisonnements qui précèdent, nous nous sommes appujé uniquement sur la continuité des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des équations aux dérivées partielles qui expriment que P H- Q? a une dérivée déterminée. Mais ces nouvelles conditions vori,t intervenir dans la démonstration du théorème suivant :
Théorème. — Soit C un contour fermé continu et sans point multiple, et tel que tous les points non extérieurs à G soient intérieurs au domaine E. L'intégrale ff{z) dz prise suivant une ligne rectifiable fermée quelconque K intérieure à G sera identiquement nulle.
La fonction fi^z) = P -|- Q;, étant continue pour tous les points non extérieurs à G, qui forment un ensemble parfait, le sera uniformément dans cet ensemble.
So-ient
les équations de la courbe R. Donnons à t une série de
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■valeurs successives Ùq, ..., t/(, ...; nous obtiendrons sur la -courbe une série de points correspondants Zq, . . . , -S/v, .... Supposons que les intervalles t/i^i — t^ soient tous <; o. En faisant décroître suffisamment cette quantité 8, on pourra faire en sorte :
i*' Que les distances 5a^a+< (qui tendent uniformément vers zéro avec o) soient moindres que la plus courte distance de K à G, et par suite que le polygone inscrit P, qui a pour sommets ^o? ^n • • • ? ^a, • • • ? soit intérieur à G ; -^o Qyg ]a différence entre la somme
et sa limite / f{z) dz ait son module moindre qu'une quan-
tité £ choisie à volonté;
S** Enfin, que la différence entre cette somme et l'intégrale / f{z)dz^ prise sur le contour du polygone P, ait
aussi son module <^ £.
Pour établir ce dernier point, qui seul a besoin de démonstration, considérons le terme
correspondant à l'élément ZkZhj^^. Il est remplacé, dans l'intégrale 1 f{z)dz, par l'expression suivante ^p
où z'^^^j . . . sont des points de division infiniment voisins pris sur la droite -S/^^^+i • Gomme on a
la diff'érence entre ces deux expressions sera la limite de la somme
dont le module est au plus égal à
M/, 2 I ^;.,.i,/, - ^;^. \=-.M;,\ ^A-M - -A: I = ^kh,
Ifi désignant la longueur du côté z^+i — ^a, et Ma le maximum des modules des quantités f{z'^^) — /(^a).
Raisonnant de même sur chacun des côtés du polygone et désignant par M le maximum des quantités M/j et par / la longueur de la courbe K, on aura pour limite supérieure du module de la différence cliercbée
D'ailleurs, le point z'^^ étant situé sur la droite s^^a+i? on aura
l^'ik— ^k\ < I Z/,^1 — Z/cl-
Donc les différences z'-f^ — z^ et, par suite, les quantités fi^'ik) — fi^f^) tendent uniformément vers zéro avec o. On peut donc, en prenant o assez petit, rendre M moindre que
y 5 ce qui démontre notre proposition.
Si donc nous établissons que l'intégrale //(^)<i^ est nulle pour tout polygone P, le théorème sera démontré, car le module de l'intégrale / f{z)dz étant < 2£, quelque petit que soit £, sera rigoureusement nul.
197. Le contour polygonal P peut se traverser lui-même en certains points; le nombre de ces traversées sera limité et
au plus égal à — -^ -j n étant le nombre des côtés du polygone. Partons, dans ce cas, d'un point quelconque du contour pour le décrire dans le sens de l'intégration, jusqu'à ce ^u'on traverse pour la première fois les parties déjà décrites. La portion de contour comprise entre ces deux passages au même point formera un contour partiel qui ne se traverse pas
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lui-même. Si I'oq suppose le théorème établi pour un semblable contour, on pourra négliger cette portion de la ligne d'intégration, et il ne restera plus qu'à faire la démonstration pour le contour restant, où le nombre des traversées est diminué.
On voit donc qu'il suffit d'établir notre proposition pour un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-même. Or l'intérieur d'un semblable contour peut se décomposer en triangles. Supposons le théorème établi pour chacun de ces triangles; la somme des intégrales obtenues en faisant le lour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par exemple, sera nulle. Mais les côtés de ces triangles qui ne font pas partie du contour P étant décrits deux fois en sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent deux à deux 5 et l'intégrale restante sera précisément celle qu'on obtient en décrivant le contour P.
Nous avons ainsi ramené la démonstration du théorème au cas où le contour K, au lieu d'être une courbe rectifiable quelconque, dont la notion est un peu confuse, se réduit à un triangle.
On peut même admettre que le triangle a un de ses côtés parallèles à l'axe des j^, car tout triangle peut être décomposé en deux triangles de cette nature.
^Jy-' 198. Considérons un semblable triangle ABC {^fig- i).
Soient
les affixes de ses sommets (de telle sorte que /?Zo, m représentent respectivement les coefficients angulaires des côtés A AB, BG).
Nous aHc)i^s montrer que l'intégrale f f{z)dz^ prise sur le contour du triangle, a une valeur indépendante de m.
Elle se compose, en effet, des trois intégrales
f f{z)dz, f f{z)dz, f f{z)dz.
^AB ^JlC «^CA
La première ne dépend pas de m.
Fig. t.
Cherchons la dérivée de la seconde. Soit /(g)=:P(^,7) + /Q(^, y).
r La ligne BC a pour équations ; œ—b, y^a'-\-t{b--a),
tétant réel et variant de nio à m. Donc l'intégrale
f f{z)dz sera égale à
et sa dérivée, par rapport à sa limite supérieure m, sera
V[b, a' -h m{b - a)]-h iQ[b, a' -h /n{b — a)]i{b — a)
Cherchons, d'autre part, la dérivée de la troisième in té
grale prise suivant le côté GA. On a, sur cette ligne,
œ^zit, y ma' -\- m{t ~ a),
t étant réel et variant de ^ à a. Substituant ces valeurs dans f{z-), on obtiendra un résultat de la forme
(2) f{z) =z P(^, y) + ^•Q(^, y) =: P,{t, m) 4- iq,{t, m),
et comme
dz =: dcc 4- i dy =:= ( i -f- m«) c/^,
l'intégrale chercliée deviendra
m) + iQi{t, m)] (i -I- mi)dl,
expression où l'on séparerait sans peine la partie réelle de la partie imaginaire.
Sa dérivée par rapport à m sera
Or on a, par hypothèse,
if^^l^R) — ^ /^
et, d'autre part, en dérivant l'équation (2) par rapport aux variables indépendantes t, m dont x ^l y sont des fonctions,
dV .ÔQ /dP .âQ\ dP, .dQ,
oôc doC \dy dy J c)t dt
dP .(^Q\ ^Pi .ôq,
\dy ày J dm dm
La combinaison de ces équations donne
Substituant cette valeur dans l'intégrale (3), elle devient
Cette dérivée étant égale et contraire à celle de l'intégrale suivant BG, on voit que l'intégrale ff{z)dz^ prise autour du triangle, est une constante indépendante de m.
Or, si m = o, l'intégrale suivant BG disparaît, et les intégrales suivant AB et GA sont égales et contraires. Donc la constante est nulle et le théorème est établi. p
199. GoROLLAiRE. — • Soicjit L, L< deux lignes arbitrai- ^ \ rement tracées dans V intérieur de G entre deux points 4/' <^ 1 fixes Zq et Z. On aura .7
f/{z)dz. = f/{z)dz..
Gar la ligne h^L ^ étant fermée, on aura, d'après ce qui précède,
«^L, L-' ^Li «^L-> ^Li ^L
L'intégrale ne dépend donc pas du tracé de la ligne L, mais seulement de la position de ses extrémités. On peut mettre ce fait en évidence en la représentant par la notation
/ f{^)dz.
200. Dans l'intérieur de G, cette expression représente une fonction synectique de Z, ayant pour dérivée f{z).
Gherchons, en effet, son accroissement lorsqu'on change Z en Z -H <iZ.
Soit L la ligne d'intégration suivie de ^o à Z. On peut
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adopter comme ligne d'intégration de ^0 à Z + dL la ligne L, suivie de la droite infiniment petite qui joint Z à Z-f-<:/Z. On aura alors
/ f{z)dz- f{z)dz
f f{z)dz=f{ï) dz+ U{z)-f{l)-]ch.
Le premier terme est évidemment égal à fÇL)dL. Le second a pour limite supérieure de son module M | dlj |, M étant le maximum de | f{z) — /(Z) | sur la ligne d'intégration. Or \z — Z I est ^ I dL I , et f{z) est continue. Si donc d7j tend vers zéro, il en sera de même de M; on aura donc
^■L + dl ^Z
Il étant un infiniment petit.
On voit par là qu'il existe des fonctions sjnectiques ayant /(Z) pour dérivée et définies dans le même domaine que celle-ci; elles auront pour formule générale
^(Z;)=j^ /(Z)dz
c désignant une constante.
L'une de ces fonctions rT(Z) étant donnée, on obtiendra la valeur correspondante de c en faisant Z = ^o* H vient
On aura, par suite, comme au n" 82,
(4) f f{z)dzr=HZ)-^{zo).
Comme on a évidemment
£' f(z.)dz=-j"' f{z
)dz,
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l'intégrale, considérée comme fonction de Zq, aura pour dérivée — f(zo).
201. Les règles pour la dérivation des intégrales définies et pour l'intégration par parties (n"' 83 et 84) s'appliquent évidemment aux intégrales que nous considérons en ce moment.
202. Le changement de la variable indépendante peut s'o-_ pérer comme il suit :
Soit z = 'f(t) une fonction de t, sjnectique à l'intérieur d'un domaine E,. Lorsque t se meut à l'intérieur de Ej, z se mouvra dans un domaine correspondant E.
Supposons en particulier que t décrive un arc L, de ligne rectifiable; z décrira une ligne correspondante L, et ses variations seront liées à celles de t par la relation
•Jt restant continue, et R tendant uniformément vers zéro avec \t\ car les points de L, forment un ensemble borné et parfait; on pourra donc assigner une quantité y^ telle que, si |Ai|<^Ti, |R| devienne moindre qu'une quantité £ arbitrairement choisie, quelle que soit la position du point t sur L,. D'autre part, le long de cette ligne, | '/(^) | admettra un maximum jji.
Soit ^05 • ' -î ^/fi • • ♦ L une suite de points pris sur L,, de telle sorte que les différences A/^= ^yi_[., — t}^ aient leurs modules moindres que r, ; et soient z^^ . . . , Zk^ . . , Z les points correspondants de I^; on aura
d'oii
hwc|<(!J-4-0h^>t|;
donc les As;^ tendront uniformément vers zéro avec les ^t]^. Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur
/ rrz lim S I A3/, I ^ lim ( ;i. 4- £ ) S A^/, 7 ;j. /, ,
/i désignant la longueur de L,.
Cela posé, soit/(5) une fonction de^, sjnectique dans E| ; i on aura
Faisons tendre Tj et s vers zéro. Les A^y^ et les Ag/v tendant vers zéro, le premier membre aura pour limite
/{z)dz
et le second
Or, si l'on désigne par M le maximum de \f\ sur la ligne d'intégration, le second terme aura son module moindre que Ms/, . Il tend donc vers zéro, et l'on aura
ff{z)dz.= ff{^t)o'
tdt.
j 203. Théorème. — Soient C,, C2, . . . , C,, {Jig. >.) des contours fermés rectifiahles et sans points multiples, extérieurs les uns aux autres, et tous intérieurs à un dernier contour Gq de même nature.
Fis. 2.
Soit, d'autre part, fz une fonction de z synect'que dans un domaine E contenant dans son intérieur toute la réi^ion R du plan bornée par les contours Go, G,. . . .,
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Cl, y compris ces contours eux-mêmes; on aura f/zdz= ffzdz-^...-^ ffzdz,
les intégrales étant prises dans le même sens, par exemple dans le sens direct, autour de ces divers contours.
Nous supposerons n = 2 dans la démonsLralion.
Joignons les contours Co, Ci, Co par des lignes rectifîables L, L,, L2 sans points multiples et ne se rencontrant pas mutuellement {ftg- 2). La région R se trouvera divisée en deux régions partielles R,, Ro, limitées chacune par un seul contour fermé dans tout l'intérieur duquel /b est sjnectique.
L'intégrale / fzdz prise dans le sens direct le long de
chacun de ces contours frontières sera donc nulle (196). Ajoutant les résultats obtenus pour les deux régions, on remarque :
r* Que chacune des lignes L, L,, Lo ajant été décrite une fois dans chaque sens, les intégrales correspondantes se détruisent;
2" Que les deux moitiés du contour Co ont été décrites chacune dans le sens direct; la somme des intégrales obtenues sera donc
3'^ Que les deux moitiés de chacun des contours C,, C2 ont été décrites dans le sens rétrograde. Si donc nous désignons par / fz dz, j fz dz les valeurs des intégrales prises en décrivant C, et Co dans le sens direct, les intégrales obtenues seront — \ fz dz., — fzdz. Nous avons donc comme résultat final
ffz dz - ffz dz - ffz dz = o.
•^Co «^c, ^t:^
!204. Théorème. — Soit fz une fonction synectique à r intérieur d'un domaine E ; soit K un contour [rectifiable, fermé et sans point multiple) et tel que toute la région du plan non extérieure à K soit dans V intérieur de E; on aura pour tout point a de cette région
(6) fa.— . / •-
Soit, en elFct, c un cercle de rayon infiniment petit r décrit du point a comme centre; on aura, d'après le théorème précédent
f Jl- d. ^. f -/^ d:. ^ fa I ' -''-:- + fl'----^ dz. ./u- - — « J. - — t« ' J,. z — a J z — a
Le dernier terme tend vers zéro avec r. Soit, en effet, M le maximum de \fz — fa\ sur le cercle c; ]z — a\ étant égal à /• sur ce même cercle, le module de l'intégrale ne pourra
surpasser — 27zr = 27:^1. Or, à cause de la continuité de
f\z)^ M tend vers zéro avec r.
D'autre part, on a sur le cercle
^ r^ a 4- /• ( CCS Ci -j- / sin 'f ) , dz ~- /• ( — sin '^ 4- i ces cp ) <:/o z=: ( ^ — a) i â?cp,
'^ étant réel et variant de o à 271. On aura donc
i d'à — - •'>. TT .''.
t20o. L'équation (6), dérivée par rapport au paramètre a, donnera les suivantes
\ .2. . .n r fz ,
fia— — ;— / - — ^ -dz.
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Les intégrales qui figurent au premier membre sont des fonctions de a finies et déterminées. Les dérivées successives de la fonction / sont donc sjnectiques, comme / elle-même, dans tout l'intérieur de K.
Soient
/• la plus courte distance du point a au contour K; M le maximum de \fz sur ce contour; / sa longueur.
On aura, sur tout ce contour,
et, par suite,
et, en particulier, si K est un cercle ayant a pour centre, d'où 1= iT.r^
(8) \ra\l j,
206. Les résultats précédents s'étendent immédiatement aux fonctions de plusieurs variables.
Soit, par exemple, /(^, z^ ) une fonction des deux variables complexes -s, Sj, qui reste sjnectique tant que ^, z^ restent dans l'intérieur de domaines E, E,. Soient K, K, deux contours fermés (rectifiables et sans point multiple), tels que tous les points des régions non extérieures à K et à K ^ soient intérieurs respectivement à E et à Ej ; «, a^ désignant deux points quelconques pris dans ces régions, on aura
'^ Iv
iTuJ.. z,-ay
Kl
d'où
et, en dérivant ni fois par i^apport à a et m, fois par rapport à «,,
ro)
f(z,z,)dz,
Les dérivées partielles seront donc svnectiqnes, et si l'on désigne par M le maximum de |/(^, ^i ) | pour tous les systèmes de valeurs de 5, ^1 respectivement situées sur les contours K, K, ; par ;-, /•, les distances de ces contours aux points rt, ûi 5 par /, /, leurs longueurs, on aura
(II
ôa'" ôa"'^
( 2 TC )^ /•'« )-I /-'«i-t-l
En particulier, si Iv et Iv, sont des cercles de même rayon /•, ayant leurs centres en a et a,, il viendra
7 ni\ m A
III. - Fonctions rationnelles, 207. PoLYiVOMEs ExVTiERs. — Gousidérons un polynôme
P ( 5 ) rr~- Xz'" 4~ B G'"-' + . . . -r K,
OÙ z est une variable complexe. A, B, . . . , K des nombres complexes quelconques.
Cette expression a une valeur déterminée pour toute valeur de z.
D'ailleurs, si nous posons, pour abréger,
V'{z)z= mXz"'-^-{- (m — i)B3''^--4- . . .,
nous aurons
P(:; 4- h) =zP{z) -h h P'{z) + ^ P"{z)-^ . . .,
où
lim""*'
Donc P(^) est une fonction synectique ayant pour dérivée V\z).
Si I 5 I tend vers ce, il en sera de même de | P(^) |. On a, en effet,
p(.-) = ."'Ya + 1^ + ...+ -
!P<.-.i;W"(iA,-S|;^...-iJiI)
et, si l'on suppose | s | >> i , '(.)!> i.|(|A|-Llii±_V_^^L!y)>|A|U.|-(|B| + ... + |K|).
Donc, £ désignant une quantité positive quelconque, |P(^)| sera ]>> s dès que |^| sera ^o, 3 désignant une constante
plus grande que i et que - — ^ r-T~\ — ~*
i 208. L équation P(^) = o admet toujours au moins une
racine.
Donnons en effet à z une valeur quelconque c; soit £ la valeur correspondante de |P(3)|. La constante o étant déterminée comme ci-dessus, considérons l'ensemble des valeurs de z dont les affixes ne sortent pas d'un cercle G de
I rayon o, ayant pour centre l'origine des coordonnées.
' Cet ensemble étant borné et parfait, | P( g) |, qui varie d'une
manière continue avec z^ y admettra un minimum m au plus égal à £, qu'il atteindra effectivement pour une valeur déterminée a de z. Cette valeur sera intérieure au cercle C, car sur le cercle | z | = o et | P(-s) | ;> £.
Nous allons démontrer que ce minimum est nécessaire-
ment nul. Supposons, en effet, qu'on eût
Donnons à^ une valeur a + A, h étant une quantité complexe assez petite pour que le point a^h soit encore dans le cercle G; nous allons voir qu'on pourra déterminer h de telle sorte que | P(« -4- A) | soit <|P(<7)|, ce qui implique contradiction.
On a
Le terme en'h"' dans ce développement a pour coefficieiil A, quantité différente de zéro. Mais les coefli-
cients des autres puissances de h peuvent être nuls.
Supposons, pour fixer les idées, que le premier terme donl le coefficient ne soit pas nul soit le terme en /û\ Notre développement prendra la forme
P(^ -h h) = P{a) + Bo//'^--l- B,A>>+' 4-. . .^ B,,^.i/i"'.
On en déduit
|P(« + /0|^|P(«) + BoA>-l-f-iB,||A!>-^t + ...4-|B,,_>J|A;-.
Prenons le module de h assez petit pour qu'on ait
\h\<i, |Bo| \/?\<\P{a)\,
et déterminons son argument par la condition
XargA + argBo— argP(«) + r.
Les deux quantités P(rt) et B„/i^ ayant des arguments qui diffèrent de ti, et | P(«) | étant > | B„A^ |, on aura
\V{a)-i-B,h^^-\ = \P{a)\~\B,\ \hf' et, par suite,
|P(a + A)|?|P(«)|-|B„| |/<P+1B,| |/,|>.+< + ..., |P(a + /0-|P(«)|:;|Ap.[-|B„| + |B.| 1A| + ...]•
Le (acteur entre parenthèses tend, lorsque \h\ tend vers zéro, vers la quantilé négative — lBo|. Donc, en prenant I If I sufiîsamment petit, on aura
Il est donc établi qu'on peut donner à z une valeur a, telle
que l'on ait
|P(rOi = o, d'où P{a)=:o.
Divisons P(s) par le binôme z — a; il viendra
le quotient P{{z) étant un polynôme de degré m — i et R
une constante. Posant d'ailleurs dans cette identité z ^= a.
elle devient
Oii aura donc, plus simplement,
En opérant sur Pi(^), comme sur le polynôme primitif, on le mettra de même sous la forme du produit d'un binôme z — b par uu polynôme P2(^) de degré m — a, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive aune simple constante C. On aura finalement
D'ailleurs, en divisant les deux membres de cette égalité par ^"% puis faisant croître z indéfiniment, il viendra à la limite
et par suite
Nous obtenons donc ce théorème fondamental :
Tout polynôme P(z) de degj^é m peut être mis sous la forme du produit de son premier coefficient A par m binômes du premier degré z ^ a^ z — 6, ....
Sous cette forme, on voit immédiatement que les racines
de l'équation P(s) = o sont les quantités a, 6, .... Elles sont au nombre de m si les facteurs ;:; — a, z — 6, ... sont différents. Si a d'entre eux sont égaux à ^ — a, on dira que a est une racine multiple, dont Mordre de multiplicité est a. D'après cette convention, le nombre des racines, comptées chacune avec son ordre de multiplicité, est tou- i jours égal km. ■
Soient a, ^, ... les racines distinctes de l'équation
P(:;) n^ o; a, [^, ... leurs degrés de multiplicité. On aura
et, en dérivant,
Tous les termes de cette expression sont divisibles par j (z — a)^ sauf le premier, qui ne l'est que par (z — a)^"*. ] Donc la dérivée P'{z) admet la racine a avec l'ordre de mul- ^ tiplicité a — i. De même, elle admettra b avec l'ordre de multiplicité [3 — i, etc. Quant aux racines simples de P(^), elles ne seront plus racines de l^'(^).
Soient donc Pi le produit des binômes z — a qui corres- 1 pondent aux racines simples de l'équation P r= o ; P2 le pro- | duit des binômes correspondants aux racines doubles, etc., ' de telle sorte qu'on ait, à un facteur numérique près,
Le plus grand commun diviseur de P et de sa dérivée P' I sera (à un facteur numérique près)
Celui de Q et de sa dérivée Q^ sera, de même,
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On en déduit, par la division,
et, en divisant de nouveau chacune de ces expressions par la suivante, on obtiendra enfin P< , Po, P3, • • ••
Ainsi Pi, P2, P3, .•• peuvent s'obtenir par de simples divisions.
211. Fractions hationnelles. — On nomme fonctions algébriques celles qui sont liées à la variable indépendante par une équation de la forme U{u, z) = o, où U est un polynôme entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Les fonctions algébriques les plus simples, après les polynômes entiers, sont les fractions rationnelles, définies par une équation du premier degré en u
Q et P étant des polynômes en z, qu'on peut supposer sans
facteur commun.
En résolvant cette équation, on obtiendra u sous la forme
explicite
Cette expression a une valeur bien définie pour toute valeur de z, sauf lorsque z est racine de l'équation Q = o. Soient a l'une de ces racines; a son ordre de multiplicité.
Si l'on fait tendre z vers
sera infinie d'ordre a.
La fraction -.^ a une dérivée — - ^y, — également bien
définie pour toute valeur de z qui n'est pas racine de Q.
Celle-ci a une dérivée de même nature; elle est donc con-
. P tinue. Ainsi ^ est une fonction synectique de :; dans tout
le plan, à l'exception des racines de Q = o.
Si a est une racine de Q d'ordre de multiplicité a, Q sera divisible par (.^ — r/)^, Q' par (x — rt)^~^ , et P sera premier
à X — a. La dérivée — ^02 — ' ''^duite à sa plus simple
expression, contiendra donc x — a en dénominateur à la puissance a H- i , et deviendra infinie d'ordre a -h i pour X = a.
212. Supposons que Q ait été décomposé d'une manière quelconque en un produit de deux facteurs Q, et Qo prciuiers entre eux. On pourra déterminer deux polynômes M,, M2, tels que l'on ait
M,Q, + M2Q.= i et, par suite,
P _ _P^ _ P(M^ Q,+ M,QO _ PMi PM>
La fraction -^ est donc la somme de deux autres, aj'anl
respectivement pour dénominateurs Q, et Qo.
Si l'un des facteurs Q<, Q2 était lui-même un produit de deux facteurs premiers entre eux, on pourrait décomposer de nouveau la fraction partielle correspondante en une somme de deux autres, fractions, et ainsi de suite.
213. On donne le nom de fraction simple à une fraction dont le numérateur est une constante et le dénominateur une puissance u d'un binôme x — a.
On déduit aisément des remarques qui précèdent cette proposition fondamentale :
Toute fraction ^^ peut être décomposée en une somme
de fractions simples, augmentée d^ un polynôme entier.
Nous pouvons tout d'abord supposer que le coefficient de la plus haute puissance de z dans Q se réduise à l'unité; car on n'altère pas la valeur de la fraction en divisant simultanément P et Q par ce coefficient.
Cela posé, décomposons Q en ses facteurs du premier degré ; soit
Les facteurs (s — c«)^, {z — b)^, . . . étant premiers entre eux, on aura, d'après les propositions précédentes,
F, G, ... étant des polvnômes entiers.
Considérons l'une des fractions partielles , telle que
{z-ar Posons
y{z) développé suivant les puissances de h prendra la forme
<Ï>(A) étant un poljnôme entier.
On aura, par suite,
et, en remettant pour h sa valeur :; — (7, F(^) Aa A
c'est-à-dire une somme de fractions simples, plus un polynôme entier.
Opérant de même sur chacune des fractions paitielles, il viendra finalement
(0 ; B, Bs -f-^F(..)
M*(v) étant un {)olynôme entier.
Le degré de ce polynôme ^F est aisé à calculer a priori. Supposons, en effet, que Q soit de degré m et P de degré
m -r |i.. Si I ^ I tend vers oc, -^ tendra aussi vers go et sera infini d'ordre [a. Il doit en être de même du second membre. Mais les fractions qu'il contient tendent vers zéro. Donc W doit être un infini d'ordre [jl. Donc jjl est le degré du polynôme.
On verrait de même que W doit se réduire à une constante si P est de même degré que Q, et disparaître complètement, si P est de moindre degré que Q.
Connaissant ainsi le degré du polynôme W, il sera facile de déterminer ses coefficients, ainsi que les constantes A, B, .... Il suffira, après avoir chassé les dénominateurs dans l'équation (i), d'identifier les coefficients des mêmes puissances de X dans les deux membres. On obtiendra ainsi un système d'équations linéaires pour déterminer les coefficients inconnus.
214. Il est souvent préférable d'employer le procédé suivant, qui a l'avantage de montrer que la décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
Posons z ^^ a -\- h dans l'équation (i); il viendra
V{a H-/0^P(«)-4-AP'(a)-+-...,
Effectuons la division de ces deux polynômes ainsi ordonnés suivant les puissances croissantes de A, et arrêtons-nous au moment où nous aurions à écrire au quotient des termes ne contenant plus h en dénominateur. Nous aurons ainsi
P(a4-/0 A.^ ol,, Kh""
Q(a4-/0 h'' Il Q{a-\-h)
Xa) ^'^i? • • • étant des constantes et 11 un polynôme entier.
Le second membre de Féquation (i) devient, par la même substitution,
h^ Il a — b ^ k ^ ' '
Nous avons donc identiquement
Multiplions les deux membres par A^, puis faisons // = o. Il viendra oA.a= A^.
a-lo A
Supprimons les deux termes égaux y^ et —-, multiplions
par h^~^ et faisons A = o ; il viendra Xy,^^ = Aa_i , . . . .
Les coefficients A^, ..., A| sont donc déterminés sans ambiguïté par les relations
Aa=-^'a, ••-, Al = .1,1.
On calculera de môme les coefficients J3<, .. ., Bp relatifs à une seconde racine 6, et ainsi de suite.
Reste à calculer le polynôme entier ^(^), dont on connaît déjà le degré [x.
Soient
On trouve par la division
p, p<, ... étant des constantes et R s'annulant pour ^ =: 00. Soit d'autre part
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On aura ridentilé
Divisant par z^ et faisant z = az^ il viendra o --s. Supprimant les deux ternies égaux pz^, sz^, divisant par z^~^ et faisant :: = oo, il viendra p, := .ç,, ....
^15. Supposons, en particulier, que Q(^) n'ait que des racines simples, et soit de degré m, \^{z) étant de degré <^ //?. Soit a l'une des racines de Q; on aura
En second lieu, le polynôme ^F(^) n'existera pas. La formule de décomposition sera donc
la sommation s'étendant aux diverses racines a de Q(2). Multiplions cette équation par z et faisons 3 = x ;
ajant pour limite l'unit*', il viendra
:=:iim
Si P (z) est de degré m — i , le second membre a pour limite
— , M et N étant les premiers coefficients de P(^) et de
Si, au contraire, le degré de P(:?) esl < m — i, la limite sera nulle, et l'on aura
Vi^ -o.
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IV. — Fonctions algébriques
216. Passons à l'étude des fonctions algébriques, dcHnies par une équation de la forme
( 1 ) f{u,z) — yi a" + Ml w"-' + . . . + M„ = o,
où M, , . . . , M„ sont des polynômes entiers en z.
Nous pouvons supposer le polynôme f{u, z) irréductible, c'est-à-dire non décomposable en un produit de fac-teurs de même nature; car, s'il était réductible, on n'aurait qu'à étudier séparément les équations obtenues en égalai] 1 chaque facteur à zéro.
Pour chaque valeur particulière de :?, l'équation (i ) donnera, en général pour w, n valeurs distinctes //,, . . . , u„. Ce résultat souffre toutefois deux exceptions :
1° Si z est racine de l'équalion M ^=^ o, le degré de léquation en u s'abaisse au-dessous de /?, et une ou plusieurs racines disparaissent.
2° L'équation (i) peut avoir des racines égales. Dans ce cas, le produit
est égal à zéro. Or ce [jroduit, étant symétrique par rapporl aux quantités Mw,, ^iu^^ . . . , est un polynôme entier en ::. L'équation f :r= o admettra donc n racines distinctes, sauf pour les valeurs de z qui satisfont à l'une des équalions
Ces valeurs exceptionnelles, en nombre limité, ont reçu le nom de points criticjues. Les autres valeurs de z sont des points ordinaires.
217. Soit C un contour continu, fermé, sans point multiple, et laissant à son extérieur tous les points critiques. Les points non extérieurs à C forment un domaine E, d'un seul .1. - I. a\
tenant; et si z est assujetti à rester dans ce domaine, à chacune de ses valeurs correspondront n racines w,, . . . , u,i de l'équation /= o.
Nous allons montrer tout d'abord que, dans ces conditions : i" les modules \Ui\, ..., \ifn\ ne peuvent surpasser un nombre fixe [x; 2" les modules | «) — u^l^ . . • , | Ui — u/(\ ne peuvent être inférieurs à un autre nombre fixe v, plus grand que zéro; 3^ les modules des rapports
dz ' Ou,
ne peuvent surpasser un nombre iixe m.
Soit, en effet, a le maximum de | 3 | dans le domaine E. Tout polynôme entier en z^ tel que SAs^', aura son module au plus égal à la quantité fixe
En particulier, N, M, M,, . . . , -j^y ~T^' ' ' ' ^^^^ ^^^ P^b"
et Z Ct-j
nomes de ce genre; donc |N|, \M.\, | M, |, \dMA
dU
dz
dz admettent des bornes supérieures que l'on peut
assigner; soit h la plus grande d'entre elles. D'autre part, M est de la forme
k{z-z,)...{z-Zj,),
où z^, . . . , Zp sont des points critiques. Si 8 désigne la distance du contour C au point critique le plus voisin, chacun des modules \z — ^i |, . . . , \z — Zp\ sera au moins égal à 8 en chaque point de E; donc |M| ne peut s'abaisser au-dessous du nombre fixe | A | S/', que nous désignerons par c. On trouvera de même pour |N| une borne inférieure c' .
, Gela posé, soit [jl la plus grande des deux quantités i, — ;
on aura, pour toutes les valeurs considérées de z et pour
toute valeur ç de la variable n dont le module surpasse ij.
I \fiç, ^) 1 ^ 1 M I I P h- I M, I I r 1-i-. . .- i M„ I
> c|p|'^— 7ib\i>\''-^ zc\ç\''-^ {\ç\ — ix):>o.
(Ainsi ç ne peut satisfaire à l'équation f=^ o. Donc, les modules des racines \u\\^ . . • , | Un \ ont p. pour borne supérieure commune.
Les quantités \ui — 11-2 \^ . • . , | Ui — ifk \ auront donc pour borne supérieure 211. L'équation (2) donne d'ailleurs
d'où, en remplaçant |N[ par sa borne inférieure c', et tous les facteurs du second membre, sauf l'un d'eux | Ui — u/(\, par leurs bornes supérieures
I Donc I Ui — u/(\ a pour borne inférieure la quantité
2 [JL \/c'
n(/i — l] ' {2ixb) ^
Quant à la dérivée partielle
dz - dz "' ^ dz "^' "^•••'
{ elle a pour borne supérieure de son module la quantité
On a enfin
Prenant la dérivée partielle par rapport à u et posant ensuite a = ui^ il viendra
t ]^JI = M(Ui-U,). ..(lli- Un),
expression dont le module a pour borne inférieure
I^e module du quotient
d Alliez) . d f{u,;z) dz ' dui
a donc pour borne supérieure la quantité
218. Ces préliminaires j^osés, choisissons, à volonté, pour chacune des valeurs de la quantité complexe z^= x -\- yi, une des n racines dey= o. L'ensemble des racines ainsi choisies sera une fonction U des variables x, y.
Cherchons à diriger notre choix de telle sorte que cette fonction soit continue.
Nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
Si deux fonctions Uj , U2, déterminées comme ci-dessus, sont continues dans tout le domaine E, et ne sont pas identiques, elles ne seront égales en aucun point de E.
En effet, d'après nos hypothèses, | U, — U2 | sera un^ fonction continue de x^ y. D'ailleurs, en chaque point z de E, Ui et Uo sont des racines de l'équation /(?/, z) = o. Si ces deux racines sont identiques, on aura
Si elles sont différentes, on aura au contraire
Puisque Ui et U2 ne sont pas identiques, il existera au moins une valeur de z pour laquelle le second cas se présentera. D'ailleurs, les valeurs de | U, — Uo | doivent former un ensemble d'un seul tenant (64-). Donc ] U, — U2 |, ne pouvant prendre les valeurs intermédiaires entre v et o, ne pourra s'annuler.
Le nombre des fonctions continues distinctes que Ton peut former ne saurait donc surpasser le nombre n des racines de l'équation /"= o, et s'il existe n semblables fonctions Ui , . . . , U/2, les valeurs de ces fonctions, étant constamment différentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de ^, la suite complète des racines de cette équation.
219. Nous allons montrer réciproquement qu'on peut grouper ensemble les valeurs de u correspondant aux divers points de E de manière à constituer n fonctions continues distinctes U<, . . . , U/^.
Dans la démonstration de cette proposition, il nous sera permis de supposer que G est un contour polygonal. En effet, nous savons qu'on peut déterminer un contour polygonal ^^ sans point multiple, contenant G dans son intérieur et dont tous les points soient à une distance de G moindre que 3. Tous les points critiques seront encore extérieurs à ce contour (t\ Or, si le théorème est vrai pour le contour "i^ il le sera évidemment pour le contour intérieur G.
Si le théorème est vrai pour deux contours polygonaux $'=: ;3o<2^i^O) '^^" = ZqZ^Bzq ayant un côté commun ZqZ^ {Jig. 3), il le sera pour le contour polygonal (^^ -.= z^az^ bzo résultant de la réunion de leurs autres parties.
ig. o.
yC'O
Soient, en effet, U' ,
au contour ^' Posons
. . , U^ les /? fonctions U relatives U'' les n fonctions relatives à a^''.
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Un point z situé sur la ligne z-QZ-i aura pour coordonnées
t désignant le rapport des distances ^^o et Zi Zq.
Si le point z = x -}- iy décrit la ligne ^0-^7 t variera de o à I, et ^, jr seront des fonctions continues de t.
Les valeurs des diverses fonctions U, , . . . , UJ^ au point Za sont les diverses racines u^^, . . . , u'^^^ de l'équation
f{u,Zo)-0.
Il en est de même pour les fonctions U, , . . . , U^'^. On pourra associer une à une ces fonctions aux précédentes, en joignant ensemble celles qui prennent la même valeur en ^q.
Soient, par exemple, U^ et UJ les deux fonctions qui prennent la valeur uf . Ces deux fonctions seront égales le long de la ligne -Sq^i*
En effet, U^ est continu par rapport à x, y qui, sur la ligne ZqZ^ , sont des fonctions continues de t. Donc, le long de cette ligne, Ij^ est une fonction continue de t. Il en est de même pour \]"i et, par suite, pour | UJ — U- 1.
La quantité ^, variant de o à i, parcourt un domaine d'un seul tenant. Donc | {]] — U^ | jouit de la même propriété. Or U-, U[ sont, en chaque point ^, des racines de l'équation f{uy z) -= o. On a donc, ou | U- — U-] = o si ces racines sont identiques, ou | U^' — ^'i\y v, si elles sont différentes.
Ce dernier cas ne peut se présenter, car | U- — U- 1 étant nul au point ^0 et ne pouvant prendre les valeurs intermédiaires entre o et v, l'ensemble de ses valeurs ne serait pas d'un seul tenant.
Cela posé, considérons une fonction U^ égale à U- dans l'intérieur de ^' et sur sa frontière, à U^' dans l'intérieur de 9." et sur sa frontière. Cette fonction sera évidemment continue dans l'intérieur de ^.
En faisant successivement /=: i, . . ., n, on aura les ai fonctions demandées.
On peut, au moyen de ce lemme, ramener la démonstration
* VARIABLES COMPLEXIS. 2l5
du théorème au cas où le contour ^^ est contenu en entier dans un cercle de rayon <C £ décrit autour d'un de ses points comme centre, e étant une quantité que nous pourrons choisir aussi petite que nous voudrons.
On peut, en effet, au mojen de diagonales, décomposer l'intérieur de ^S en une suite de triangles T^ To, ..., avanl chacun un côté commun avec le suivant. Si le théorème est vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatère formé parT< etTo, puis pour le pentagone formé par T,, T.>, T;,, cl ainsi de suite.
Considérons donc un de ces triangles T. On peut le décomposer par une série de parallèles à hi base, distantes les unes
des autres de moins de -5 en une série de tranches; il suffira
d'établir le théorème pour chacune d'elles.
Subdivisons enfin la tranche considérée par des perpendiculaires à la base, distantes de moins de -; on la partagera
ainsi en éléments, dont chacun sera un carré de côté - ou une
partie d'un semblable carré; et il suflira d'établir la propriété pour chacun de ces éléments et, a fortiori^ de l'établir pour un cercle de ravon £ ayant son centre en un point de cet élément, car l'élément tout entier lui sera intérieur.
220. Or on sait, par la démonstration que nous avons donnée de l'existence des fonctions implicites (191), que, pour tout point ^0 dti domaine ^S et pour toute racine z/J' de l'équation y(?^, Zq) = o., on peut déterminer un nombre pi le!, que, dans un cercle de rayon p/ décrit autour do ^0 comme centre, il existe une fonction U/ de la variable complexe z, satisfaisant à l'équation f(^u^z) = o et se réduisant à ii*! poui-
On pourra donc déterminer une quantité p telle que, dans un cercle K de rayon 0 décrit de ^0 comme centre, il existe 71 fonctions \J^, ..., U/, de la variable complexe s, salisfai-
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sant à l'équation y(?^, z) = o. Il suffira pour cela de prendre p égal à la plus petite des n quantités pi, . . ., p«.
Il est clair que, si cette propriété appartient à un cercle R, elle appartiendra a fortiori à tout domaine contenu dans ce cercle.
Si donc il existe un point z^^ tel que cette propriété appartienne à tout cercle décrit de ce point comme centre, quel que soit son ravon, on n'aura qu'à prendre ce rayon assez <^rand pour en conclure que cette propriété appartient au domaine E, ce qu'il s'agit de démontrer.
Dans le cas contraire, les rayons des cercles décrits autour de ^0 et- jouissant de la propriété demandée admettront un maximum /• fini, mais différent de zéro. Aucun cercle de rayon ^ r ne jouira de la propriété demandée; mais tout cercle de rayon /• — A en jouira, quelque petit que soit A.
A chaque point z ^=^ x -\- iy de E correspond ainsi un nombre /• unic|ue et déterminé, lequel sera une fonction de X, y.
Cette fonction est continue. Soient, en effet, r et /*' ses valeurs pour deux points voisins s et ^ + h. Décrivons de z -\- Il comme centre un cercle de rayon r — \ — |/i|. Ce cercle sera contenu dans le cercle de rayon /• — X décrit autour de z. On pourra donc y déterminer les n fonctions U,, ..., U/o donc son rayon ne pourra surpasser /', et l'on
aura
r'lr-\-\h\,
et, en faisant tendre A vers zéro,
r'lr-\h\.
On trouvera de même
rlr'-\h\.
Donc I r' — /• | sera ^ ) A | et tendra vers zéro avec h.
La fonction r étant continue, toujours positive, admet dans E un minimum s qu'elle atteint, et qui sera nécessairement > o. La détermination des fonctions Ui, . . ., 15 n pourra
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donc se faire dans tout cercJe de rayon <<î, quel que soit le point de E qui sert de centre; ce que nous voulons démontrer.
On volt, en outre, par cette analyse, que les fonctions Ui, . . ., [j,i sont des fonctions synectiques de z et que leur dérivée en chaque point est donnée par la formule
âf(V,-^ -) ()z
dz ~
2!21. L'une quelconque U^- des n fonctions, dont l'exislence vient d'être établie, est entièrement définie dans E par la connaissance de sa valeur initiale w". Proposons-nous de calculer la valeur vi qu'elle prend en un autre point ^ de E. Nous savons déjà que ^i est une des n racines de l'équation f{u, t^) = o; mais il nous faut assigner un caractère qui permette de la distinguer des autres.
A cet eflet, traçons dans E une ligne rectifiable quelconque L joignant les points ^o et Ç; soit / la longueur de
cette ligne. En intégrant la dérivée — ^ le long de cette ligne,
on aura (200)
^^'^dz dz
et comme - -,
I dz
est au plus égal à to, on en déduit
H Si /<< -5 cette inégalité suffira pour distinguer la racine Vi des autres racines de /(?/, s) ~= <^' Car soit v^ une de
celles-ci, on aura
et par suite
I ^'k~ u\\-^\ r/,- iv 1 - 1 Vi-u\ I > T^l.
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Si /^ - -, on partagera J^ par des points de division intermédiaires ^,, G.>, ... en arcs dont chacun soit < — , et
l'on calculera successivement les valeurs que prend U/ en chacun des points ::,, Zo, •• -7 Ç-
Soit maintenant
une ligne continue quelconque L ne passant par aucun point critique ; et soient Zç^^= X(i-\- îj-q^ Ç =: ^ -}- i'r\ les extrémités de cette ligne; t^ et t les valeurs correspondantes de t. On pourra déterminer pour chaque valeur de l'indice «', et d'une seule manière, une fonction continue ut de la variable t, satisfaisant tout le long de L à l'équation
et se réduisant à u^l pour /== Iq.
En effet, supposons d'abord que L soit contenu en entier dans le domaine E formé par les points non extérieurs à un contour C fermé, continu, sans point multiple et laissant à son extérieur tous les points critiques. On peut déterminer dans ce domaine, comme on l'a vu, une fonction U/, continue par rapport à x, r^ satisfaisant à l'équation /(?<, ^) =: o et se réduisant à u^- pour z =^ Zq. Le long de la ligne L, x, y sont des fonctions continues de t. Les valeurs successives de U/ le long de cette ligne fourniront donc une fonction utàe la variable t satisfaisant à l'énoncé.
Cette fonction est unique. En effet, s'il existait une autre fonction c^^ de même nature, \ui — Vi\ serait une fonction continue de t. Les valeurs de t comprises entre t^ et t formant un ensemble d'un seul tenant, il en est de même des valeurs correspondantes de | ut — r/|. D'ailleurs, ut et ç^/ étant des racines de l'équation /(w, ^) = o, | ui — Vi\ sera nul ou y V suivant que ces racines seront identiques ou non (217). Enfin, cette expression est nulle pour z=^Z(i] donc elle
devra l'être tout le long de L, pour que l'ensemble de ses valeurs soit d'un seul tenant.
Remarquons d'ailleurs que la valeur finale de ui au point ^ ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la fonction U/. Cette valeur finale resterait donc la même si l'on remplaçait la ligne L par toute autre ligne continue L' ajant les mêmes extrémités, et également contenue dans E.
Supposons au contraire qu'il n'existe aucun contour de Fespèce G dans l'intérieur duquel la ligne L soit contenue tout entière. On pourra tout au moins décomposer cette ligne en arcs partiels dont chacun soit renfermé dans un semblable contour.
Soient en effet t\ t" deux des valeurs de t] z' ^ z" les valeurs correspondantes de z. On sait qu'on peut, quelle que soit la quantité £, déterminer une autre quantité o telle que l'on ait toujours
I < £, si \t" — t'\<:o.
Prenons pour £ une quantité moindre que la plus courte distance de L au point critique le plus voisin. Si nous subdivisons l'intervalle t^"^ par des points intercalaires t^^ t2, ... en intervalles toti, ..., ^a^a+i, ... d'étendue < o, tous les points de l'arc ^^^a+m P^r exemple, auront des distances mutuelles << ô. Us seront donc contenus en entier dans un cercle Ga de rayon £ décrit autour de l'un d'eux, lequel cercle laissera à son extérieur tous les points critiques.
Gela posé, il existe le long de l'arc tQt^ une fonction continue de t satisfaisant à /(«, ^) = o et prenant pour t =^ t^^ la valeur initiale w^^ ; on pourra déterminer sa valeur finale u\ pour t=: t^. Il existe de même le long de i, t.2 une fonction analogue ayant pour t =z t^ la valeur initiale u\ ; et l'on pourra déterminer sa valeur finale uj pour t =: 12- Continuant ainsi et réunissant ces fonctions successivement obtenues, on constituera une fonction ui définie tout le long de L; sa valeur finale Vi sera une racine déterminée de l'équation/(«, Ç) = o.
On voit par cette analyse que, lorsque z décrit la ligne L, les racines de l'équation f(u, z) = o varient chacune d'une manière continue, et passent des valeurs initiales ?^J, ...,?<)) aux valeurs finales ^,, ...,ç,j. |
Il est clair que si z décrivait L en sens contraire, de Ç à Soi ces racines repasseraient chacune par la même série de valeurs et reviendraient respectivement de r, , .,., v,i à 11%..,, i^. I
2:23. Supposons que s, au lien de décrire la ligne L, suive une autre ligne L', joignant également Zq à Ç. Les racines de l'équation /(w, z) = o, variant d'une manière continue, passeront des valeurs initiales wj, . . ., u^ à des valeurs finales (^''^ , ..., p^'^. Ces nouvelles valeurs seront, comme ^i, ..., ç,n les racines de l'équation /(?/, s) = o- Elles seront donc identiques à ces dernières, à V ordre près. Si cet ordre est le même, nous dirons que les deux chemins L et U sont équivalents ; mais on conçoit que cet ordre puisse au contraire être changé, et nous verrons plus tard qu'en prenant pour valeur initiale une racine donnée u] de /(?/, ^o) = o, et choisissant convenablement la ligne U, on peut obtenir comme valeur finale l'une quelconque des racines de
2i24. On peut, comme on va le voir, réduire un chemin quelconque allant de Sq à Ç à un chemin type qui lui soit équivalent.
Désignons par L un chemin fixe choisi à volonté de ^o à Ç; par L~* le même chemin décrit en sens contraire de Ç à ^0 j un autre chemin quelconque V! allant de ^o à Ç sera équivalent au chemin L'L^'L.
En effet, lorsque z parcourt L', ai passera de la valeur initiale u\ à une valeur finale v\ lorsque z parcourt ensuite L~', Ui passera de la valeur v à une valeur u^ ; il repassera de u^^ à V lorsque z parcourra L. La valeur finale sera donc la même que si l'on s'était borné à faire le premier trajet L'. |
Or L'L"^ est un contour fermé ramenant z k sa valeur initiale ^0-
Donc tout chemin tracé de Zq à ^ équiçaut à un contour fermé L'L~* = G suivi du chemin L. Il ne nous reste donc qu'à étudier la réduction des contours fermés.
22o. A cet effet, traçons, à partir de chacun des points critiques a, a,,..., une ligne continue, sans points multiples, s'étendant jusqu'à ]'infîni. Nous donnerons à ces lignes a[^, a, p< , ... le nom de coupures. Nous les supposons menées de manière à ne pas se rencontrer; à cela près, leur tracé est arbitraire.
Il est permis d'admettre que le contour G à étudier ne rencontre ces coupures qu'en un nombre limité de points. En effet, on peut, si cela est utile,' choisir pour coupures des lignes droites. D'autre part, si nous décomposons, comme au n° 222, la ligne G en arcs^o^i? •••? -^a^a+i^ ••. assez petits pour que chacun d'eux, tel que ;:a^/.+m soit contenu dans un cercle G^ ne contenant aucun point critique, les valeurs de ui aux points successifs ^o? ^•\i ... et enfin sa valeur finale seront évidemment les mêmes, que Ton suive la couibe G ou le polygone inscrit V =i ZqZ^ . . .. Gc contour polygonal est donc équivalent à G et peut lui être substitué au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les coupures qu'en un nombre limité de points.
co
226. Gela posé, si G ne traverse aucune coupure, on pourra {Jig. 4) l'envelopper par un contour fermé C sans point multiple dont la dislance à G soit partout moindre que celle de G à la coupure la plus voisine, et ce contour G ne contiendra évidemment aucun point critique. Soit Uf la fonction de z déterminée dans 3 par l'équation /"(;/, ^) = o et la valeur initiale ?/J* pour z ^= Zq\ ui étant égal tout le long de G à U^, qui n'a qu'une valeur en chaque point de l'intérieur de S, reviendra à sa valeur initiale en même temps que z. Le contour G est donc équivalent à zéro.
Si G traverse m fois les coupures, il équivaut à m contours successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En
Fig. 4.
effet, soient/? {^fig- 5) le premier point d'intersection que l'on rencontre en suivant le contour G; // le second; q un
Fig. 5.
point de G intermédiaire entre p et/?'. Joignons ^ à ^o par une ligne qui ne traverse aucune coupure. Le contour
■•^pqp' ^-^
équivaut évidemment au suivant
z^pq.qz^q.qp'z^, lequel se compose :
1° Du contour fermé G» = z^p q s,, qui ne traverse les cou pures qu'au seul point/?.
2" Du contour fermé C'= z-qÇ p' z-i), cjiii ne les traverse que m — i fois.
Si m >> 2, on appliquera à G' une décomposition analogue et on arrivera enfin à montrer que G est équivalent à G, Go . • . C„n les contours Gi, . . . , G,„ ne traversant chacun les coupures qu'en un seul point.
227. Gonsidérons un de ces derniers contours G<, traversant en un point/> la coupure oLp correspondant au point critique a. Traçons autour du point a un cercle d'un rayon arbitraire assez petit pour laisser à son extérieur tous les autres points critiques.
Joignons ce cercle au point z^ par une ligne déterminée qz^
qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut être choisie, d'ailleurs, arbitrairement.
Supposons le contour G, décrit dans le sens de la flèche, La portion ZqJP de ce contour est évidemment équivalente à Zoqnmp; car on peut envelopper le système de ces deux lignes par un contour ne contenant aucun point critique. Par la même raison, p^Zq est équivalent à />/?? Içzq. Donc, le contour total Gi équivaut au contour ^o^/zm/^m/r^^o, ou en
SLipprimanL dans ce dernier la ligne /??/>, décrite deux fois de suite en sens contraire, au contour ZqÇ /imlqzQ.
Ce dernier contour, formé de la ligne ^q^, du cercle ^ ai m/^ et de la ligne de retour ^:;„, est entièrement déterminé. Nous l'appellerons le contour élémentaire (ou le lacet) correspondant au point critique a.
Si le contour G| était décrit dans nn sens contraire à celui que nous avons supposé, il serait équivalent au même lacet, décrit en sens inverse.
Nous aurons donc ce théorème :
Soit L une ligne déterminée joignant Zq à Ç; soient d^ autre part F, Fi, ... les lacets correspondants aux divers points critiques a, ai , . . ., ces lacets étant décrits dans le sens direct, c^ est-à-dire de manière que dans le mouvement on laisse à sa gauche V intérieur du petit cercle ; F~', F~^, ... les mêmes lacets^ décrits dans le sens rétrograde. Tout chemin L', joignant Zq à Ç, sera équivalent à une combinaison des lacets F, F, , . . ., F^' , Fy* , . . . suivie du chemin L.
2^8. Lorsque z, partant de la valeur initiale Zq^ parcourt un lacet F (ou tout autre contour équivalent), la fonction Ui^ qui correspond à la valeur initiale ?/", prendra une suite de valeurs cpie nous pouvons calculer de proche en proche; nous trouverons comme valeur finale une quantité i/J, qui sera, comme la valeur initiale u^- ^ une racine de l'équation /"(^/,3o) = o. En faisant un calcul analogue pour chacune des racines u^l prise comme valeur initiale, on retrouvera, comme valeurs finales, la même série de quantités, dans le même ordre ou dans un ordre différent. J
Le même contour, décrit dans le sens rétrograde, conduira réciproquement de la valeur initiale u^ à la valeur finale m)'.
Supposons qu'on ait fait tous les calculs nécessaires pour établir la correspondance entre les valeurs initiales et les valeurs finales de Ui pour chaque valeur de i et pour chacun des lacets F, F, , ....
Supposons qu'on ait fait également les calculs nécessaires pour déterminer la valeur finale r/ que chaque fonction ui prend au point 'C, lorsque z parcourt la ligne L.
On pourra dès lors, sans nouveau calcul, déterminer la valeur finale de ?//, lorsque l'on se rend de Sq à Ç suivant une ligne quelconque L'. En effet, l'on voit immédiatement, à la seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de lacets qui, suivie du chemin L, équivaut à L'.
Supposons, par exemple, que L' soit équivalent à rr,L.
On sait, par les calculs précédents, que, lorsque z parcourt r, la fonction à étudier passe de la valeur initiale u^^ à une valeur finale connue ?/J. On sait de même que, lorsque z parcourt ensuite F,, la fonction définie par la valeur initiale u^l acquiert une valeur finale connue lâ . Enfin, lorsque z parcourra L, la fonction passera de la valeur initiale w" à la valeur finale vi.
1229. Désignons par E l'ensemble de tous les points du plan à l'exclusion des coupures. Soient Zq un point fixe et Ç un autre point quelconque, tous deux situés dans ce domaine. Lorsque z se rend de s,, à Ç sans sortir de ce domaine, celles des racines de l'équation /(w, z) = o, dont la valeur initiale était wj*, prendra en Ç une valeur finale r/, racine de l'équation /(«, Ç) = o, et indépendante du chemin suivi par^. Il résulte d'ailleurs de l'analyse précédente que vi est une fonction sjnectique de Ç. On voit donc qu'il existe, dans le domaine E, n fonctions synectiques U, , • • -^ U/ï de 2;, satisfaisant à l'équation f(^(i^z) = o et caractérisées chacune par la valeur qu'elle prend pour z = ^o*
Mais ces fonctions, nettement séparées dans le domaine E, cessent de l'être si z devient libre de traverser les coupures (sans toutefois passer par les points critiques). Supposons, en effet, qu'en décrivant le contour élémentaire correspondant à la coupure a[3, par exemple, a passe de la valeur initiale 11^ à la valeur finale u^. Si z se rend de ^0 à Ç ])ar un chemin qui traverse la coupure aj^, u passera de la 3.-1. i5
valeur iaitiale u^^ à une valeur finale qui ne sera plus vi, mais Vk-
Si donc z n'est assujetti dans sa variation à aucune restriction (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), nous devrons considérer les fonctions Ui , ..., U« comme appartenant à un même système analytique, que nous appellerons \di fonction algébrique u définie par l'équation f(^u,z)^=o] à chaque valeur de z correspondront n valeurs différentes de u.
Nous dirons que Ui, . . . , \]n sont les branches ou les déterminations de cette fonction dans le domaine E.
Cette répartition des valeurs de la fonction algébrique u sur des branches distinctes U< , ..., \],i sjnectiques dans le domaine E a l'avantage de permettre l'application des théorèmes établis précédemment pour les fonctions sjnectiques. Mais cette distinction est artificielle ; car elle dépend du tracé des coupures, qui est arbitraire.
V. — Transcendantes élémentaires
230. Les transcendantes les plus simples sont celles auxquelles on se trouve conduit en cherchant à intégrer les fractions rationnelles.
Une semblable fraction est une somme de termes entiers
tels que A^'" et de fonctions simples telles que ; — ■•
Or A G'" est la dérivée de --" — . La forme i^énérale de ses intégrales sera donc
h const.
C'est un poljnôme entier. j
D'autre part, si /z > i, , — est évidemment la dérivée
de ; -\ et la forme générale de ses intéarrales
sera
— ^ ; — ; — : 4-const.,
expression rationnelle.
Il reste à trouver les fonctions primitives des fractions
A simples de la forme
231. Logarithme. — Supposons qu'on ait trouvé une fonction primitive f{z) de la fonction -• Les fonctions pri-
mitives de seront évidemment
Af{z — a) -h const.
On n'a donc qu'à chercher une fonction /(g) ayant pour dérivée - et satisfaisant par suite à l'équation
La fonction - étant synectique dans tout le plan, à l'exception du point critique z = o, nous savons d'avance (200) que dans l'intérieur de tout contour fermé C qui n'enveloppe pas ce point, on pourra déterminer des fonctions synectiques / satisfaisant à cette équation.
Pour obtenir l'expression de ces fonctions, désignons par o le module de ^, par cp l'un de ses arguments, de telle sorte qu'on ait
^ ==: p ( ces O -h i sin o ) .
Changeant p et cp en p -f- <ip, cp -f- <icp, il viendra
dz = dp{cos 9 4- i sin o) -i- p d^{ — sin tp -|- i ces cp),
<i/ = — = \- i d'^ ■=z d Lo^ p -\- i do
et par suite
/== Logp -H «çp 4- const.
Supposons la constante nulle, nous aurons
(i) /= Logp 4- îo.
La quantité z a une infinité d'arguments; o' désignant l'un d'eux, leur formule générale sera
k étant un entier positif ou négatif.
L'expression Logp + ^'f , trouvée ci-dessus, admet donc pour chaque valeur de :; une infinité de valeurs
Logp-r/(o'+2A-7:).
On les nomme les logariihmes de z^ et on les représente par log^.
En donnant successivement à cp les diverses valeurs dont il est susceptible, on obtiendra une infinité de fonctions distinctes
/^—Logp-i-fXcp'-f-aA-Tr),
dont chacune sera synectique à l'intérieur de C.
Cela posé, par le point critique x; =^ o, traçons une coupure arbitraire (par exemple, une demi- droite faisant un angle donné \ avec l'axe des x\ et considérons le domaine formé par tous les points du plan, à l'exclusion de cette coupure.
Soit z un point de ce domaine, et prenons pour '^' celui de ses arguments qui est compris entre )v et X — 27:. Il est clair que p et cp' sont entièrement déterminés en chaque point z.
Chacune des fondions//, a donc une valeur unique et déterminée pour chaque valeur de :3 ; elle a d'ailleurs pour dérivée -5 qui est continue; elle est donc sjnectique.
Mais il en est autrement si l'on cesse d'astreindre z à ne pas traverser la coupure. Supposons en effet que z décrive dans le sens direct un contour fermé sans point multiple en-
tOLiraiiL le point critique :; = o. Lorsqu'il reviendra à sa valeur initiale Zq, son argument se sera accru de 271 et, au lieu de la valeur initiale
A='^Logpo+/(cp;4-2A^7i),
on aura comme valeur finale
//,+!= Logpo-H i[?i + 2(A- + 1)7:].
Donc/o, .. .,//c considérées dans tout le plan (à l'exclusion du point critique ^ = o) ne sont pas des fonctions distinctes, mais des branches d'une même fonction, qu'on représente par logz.
Ces branches se permutent circulairement par une rotation autour du point ^ = o.
::^ — pi(coscpi-h isin'fi),
log.-i=: L0gpi+i>i.
Or 00, est le module, et '-^ ~\- '^, l'un des arguments de zZi. Donc le second membre de celte équation est l'un des logarithmes de zZi. Les autres ne diffèrent de celui-là que de multiples entiers de 27zi. On aura donc
Soient
/sinîp),
d'où
log^-
= Lo
gp + ^'r.
On en
déduit
log:: +
log^i —
Log
P + Log
(2) log:; -+- log^i = log-;;i+ 2/:t«,
l'entier k dépendant du logarithme choisi.
233. Exponentielle. — ■ INous désignerons par e^ la fonction inverse de logs, définie par l'équation
lo^it — z.
Soit z =z X -j- iy, z^ = p(coscp -j- /sin p). On aura, pour
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déterminer p et cp, les équations
Logp — œ, 7 = ^.
La première équation donne p = e-^, e^ désig^nant la fonction de X inverse de Logx, et définie au n° 116. On aura, par suite,
(3) e^m « = e-^(cos/ -t- f sin y).
Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle prend toutes les valeurs possibles, zéro excepté. Quand x tend vers — GO, elle tend vers o. Quand x tend vers -f- oo, elle tend vers oo, mais de telle sorte que son argument y reste indéterminé. Enfin, si x restant iini y tend vers oo, elle ne tend nécessairement vers aucune limite déterminée.
Elle a d'ailleurs pour dérivée
(log^O'
donc
Soient
lY, Zi — Xi-^lfi]
on aura
(5) e^e^i =: e-^"^-^i[cos(/ +/i) 4 isin{y -i- y^)]=z e^~^^j. Remarquons enfin que l'on a
{ e^^rrrCOSTI -h/sinTT m — i,
( e^'^'^: COS2 7r H- « Sm2TC =z I,
Donc e^ ne change pas quand on accroît z d'un multiple | de 27zr, on énonce cette propriété en disant que la fonction est périodique et que sa période est 2 tu/. j
234. Puissances. — Nous définirons l'expression z^, z et m désignant deux nombres complexes quelconques, dont le
premier n'est pas nul, par l'équation
/tM — ofn logz^
Soient m = a + p?, s r= p(coscp + îsincp); il viendra
„m — g,(a+p/) [Logp-ft(9+2^7i)i
__ gaLogp-p(9+2A-7r) + i[pLogp+a(cp+2A,-7i)]^
Le module M et l'argument <E> de z^^ seront donc donnés par les formules
(8) ]VI — gaLogp-p(cp+2A-7l)^
(9) cï» r= pLogp 4- a(cp H- 2^7r) H- 2/c'tt.
Si p n'est pas nul, à chaque valeur de k correspondra une valeur différente de M, et z"^ aura une infinité de valeurs distinctes.
Si jîi = o, M n'a plus qu'une seule valeur; toutefois, si a est irrationnel, aux diverses valeurs de k correspondront autant de valeurs de <ï>, ne différant pas les unes des autres de multiples de 211, et fournissant par suite autant de valeurs distinctes pour z"^.
Si, au contraire, a est un nombre rationnel — ? deux va-
leurs de k qui diffèrent de multiples de q donneront la même
valeur pour z"^. Cette expression n'aura donc que q valeurs
distinctes, correspondant à A" = o, i, "-iq — i.
Dans ce cas, l'expression ^^^ = u sera racine de l'équation
algébrique
car, en élevant les deux membres de l'équation
a m ^"^ — e'i à la puissance ^, il viendra
Or, si p est positif, le second membre de celte équation est
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le produit de p facteurs égaux à e^"^^ ou à ^; si p est un nombre négatif—/?', ce sera le produit de /?' facteurs égaux
Lorsque m est réel et z positif, l'un des logarithmes de ^, Log^, est réel, et l'une des valeurs de z"', e'"^"^% est réelle.
On a, p étant le module et o l'un des arguments de
Iog3 =:: Logp -I- iO -1- 2/iTf
et, par suite,
i" Soit z' une autre quantité ajant le module o' et un argument çi'; on aura de même
( zz')'" 'ziz: (j'"ik"n! f>»![i.ogppi+i((p-i-'^')] .
d'où
(il) " z'" T''"' — ( ~z')"^ e'^"^^'^'
K étant un entier, égal à /c ^- A' — A", 2'* On aura, d'autre part,
j^jn' -—. qIih! klTZi Qini {\.o^Ç)-\-i':ji)
d'où
3'* Enfin z^'^ aura, pour l'un de ses logarithmes,
2 nikr^i 4- m ( Log o -l- /cp ) .
Donc
/ ~^in\in! -_ g;/t/logj'"__ ^'i/n'k'TZi ^iminfkTii \-/>un' (Log p-+r^)
D'ailleurs,
j^m/nf -—- g2/nmf A"TZi omm' (Los p-hi(p)
Donc, enfin,
Supposons z variable; l'expression
sera une fonclion de fonction de z qu'il est aisé d'étudier.
Traçons, à partir de l'origine des coordonnées, une coupure rectiligne, faisant l'angle A avec l'axe des x. Dans tout le reste du plan, les diverses valeurs de log^ peuvent être réparties en branches synectiques : w, étant déterminé sans ambiguïté en fonction de log^, jouira de la même propriété. Si Ton adopte, pour cp, celui des arguments de z qui est > )., mais << 27:4-)^, ces diverses branches correspondront aux diverses valeurs que l'on peut donner à l'entier k dans la formule (10).
Il est aisé de voir comment ces diverses branches se permutent entre elles lorsque z décrit un contour fermé entourant le point critique o. Supposant ce contour suivi dans le sens direct, le module de z reviendra à sa valeur initiale ; mais son argument se sera accru de it.. On aura donc passé de la valeur initiale
à la valeur finale
237. La dérivée de z^'^ se trouvera en dérivant l'équation ([ui définit cette fonction. On trouve ainsi
Mais
donc
Cetle expression peut s'écrire
(i4) {z"^)'~mz'''-\
à la condition d'adopter, pour le calcul de z"^~^, la même valeur de log^ que pour celui de z^K
238. Cherchons enfin si z"^ tend vers une limite lorsque z tend vers zéro ou vers œ.
Posons
^ =z p(coscp -h i sincp), m=:a4-Pi, '|
le module M et l'argument ^ de z"^ seront donnés par les formules (8) et (9).
Si p n'est pas nul, il est clair que de quelque manière que p varie, on peut faire varier simultanément cp, de telle sorte que M prenne une suite de valeurs entièrement arbitraire; donc z^ ne tendra vers aucune limite déterminée.
Supposons, au contraire, que ^ soit nul, ou que cp soit astreint à rester compris entre deux nombres fixes. :
Soit d'abord a >> o. Si z (et, par suite, 0) tend vers zéro, Logp tendra vers — go, M (et, par suite, z"^) vers zéro. Si z tend vers co, Logp et M tendront vers -\- co; z^ tendra donc vers 00, mais sans que son argument <ï> tende nécessairement vers une limite.
Si a << O5 le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers o, z""- tendra vers 00, sans que son argument tende nécessairement vers une limite; mais, si z tend vers oc, z"^ tendra vers zéro.
Enfin, si a est nul ainsi que [3, on aura constamment
M — I, <î>=:2A-7r; d'où z^^—l.
239. Fonctions trigonométriques. — Si, dans l'équaùon (3), qui définit e^, nous posons a: = o, il viendra
(i5) e^y=z cosf -h isin y,
et, en changeant le signe de y^
(16) e~'^= cosy — isiny.
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On en déduit
(17) cos/=: ^ , siny = ~.
Ces formules, établies dans le cas oii y est réel, pourront servir de définition à cosjk et sin j^, lorsque cette variable est complexe.
Quant à tangjK et cot )', elles continuent à être définies par les formules
(18) tangv = ^—
"^ ces/ cet/
Ces fonctions n'ont qu'une seule valeur pour chaque valeur de la variable. Les deux premières seront sjnectiques dans tout le plan ; mais tangj^' et coty deviendront respectivement infinies pour les valeurs de j^ qui annulent cosjr ou sinj.
Toutes les formules de la Trigonométrie subsistent pour les valeurs complexes de la variable, car elles se déduisent des suivantes
sin(o)=:o, cos(o) = i,
sin - == I , ces - — - o,
sin( — a)T=. — sina, cos( — a)=:co^a,
sin ( rt -f- 6 ) = sin a ces Z> H- ces <2 sin 6,
cos(a -\- b) -=^ cos<2 ces b — sin a sin b,
dont on peut vérifier immédiatement l'exactitude en substituant aux lignes trigonométriques leurs expressions en exponentielles.
On vérifie de même les formules
I d'où
(sin5)'= cos^, (cosi;)'r= — sin
(tang5)'=: — , (cot^)' =
210. On a, d'après les formules d'addition, sin(.r + iy) ::rr sin^ cos^y H- COS. 2" s\niy
e-y -^ ey . ey—e-y
sin œ h i cosjT
cos(.^ 4- iy) 1- cos^ cos/>' — sin^ sin; j
e-r-f ey . . ey— e-y =:cos^ isin^ .
Ces expressions ne peuvent s'annuler que si leur partie
rouelle et leur partie imaginaire s'annulent séparément. D'ail-
I e~y-h ey . . _ ,._, -,
leurs est toujours posilit et dînèrent de zéro; en
outre, sin^ et cos^z^ ne peuvent s'annuler à la fois; donc sin(^ 4- iy) ne s'annule que si l'on a
ey — e-y
sin.r = o, rz:0,
d'où
et cos(^ 4- iy) ne s'annulera que si l'on a
ey — e~y
cos.r = o, — = o,
d'où
^ , (^y I - (-> — y py ^ — y
Si y tend vers ^, — tendra vers + oo, et
vers -4-00 ou vers — ce, suivant quej^ sera positif ou négatif. Donc sin(^ -|- iy) et cos(^ + iy) tendront vers oo; mais leur argument dépend de x et ne tendra pas nécessairement vers une limite.
SijK restant fini, x tend vers oc, sin(^ + iy) et cos(^-I- iy) resteront, au contraire, finis, sans tendre nécessairement vers une limite.
241. Tout produit de sinus et cosinus peut être transformé en une somme de sinus et cosinus. Il suffit, pour cela,
de remplacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponentielles, d'effectuer les multiplications et de revenir ensuite aux lignes trigonométriques.
Proposons-nous, par exemple, d'exprimer sin"^^ en fonction des sinus et des cosinus de z et de ses multiples (m étant supposé entier). On aura
(2 0'"sin"'^ =1: {e'-— e- '-)'"
» Associons ensemble les termes à égale distance des ex-
I ré mes; il viendra :
^ Si m est impaii",
{•2i)'" s'in^'z
sininz— m sin(m — 2) jh ^ sm(w — .\)z — ..
si 7)1 est pair,
(2/)'" sin'"^ =: 2 cosmz — 2 /)i ces {//i — 2) z
-\- 2 — ^ cos(m~.{)z—...
i .2. . .ni
On aura, de même,
2'" cos'»^ tr= {e'- -F e -'-)'" = e'"'- + me'-'"--^'- + . . . et, en associant les termes deux à deux,
2'" ces'" 3 nz 2 COS/;ï^ H- 2 //l C0S(/7i — 2) ^ + . . . .
Cette série se terminera, si fu est impair, par un terme en
i .2. . .m cos^; SI 7)1 est pair, j)ar un terme constant
; 242. On peut réciproquement exprimer cos/nz el s'inn) z
en fonction de sin^ et de cos^. On a, en effet,
cosm^ + is'mmzr=z e'"'~z= (e'-)'«=i (cos^ 4- ^ sin^)'",
d'où, en développant par la formule du binôme et ég^aiant séparément les parties réelles et les parties imaginaires,
CQgm-4^ Sjjj4 - _j_^
smm^ z=m cos'"-^^ sinz — ^ ^cos'"-^^ sin^^-t-,...
Remplaçant dans ces formules sin-^ par i — cos^j, ou réciproquement, on voit :
1° Que cosmz s'exprime par une fonction entière et de degré m en cos;: ;
2° Que sinmz est une fonction entière de degré m en sin^ si m est impair ; que, si m est pair, sinm^ sera égal au produit de cos^ par une fonction de degré m — i en sin^.
243. Soit ni un entier impair quelconque ; on aura, comme nous venons de le voir,
sinmz- =:f{sinz),
/'désignant une fonction entière de degré m. Il est aisé de mettre cette fonction sous forme d'un produit de facteurs. En effet, sinm^ s'annule pour les m valeurs suivantes de :;
m 2 ni
auxquelles correspondent autant de valeurs distinctes poui
sin^.
On aura donc
. . / sin-^ \ / sin^z \ smmz = A sinz / i \ • • • / i \j
sin- — / \ sm^
A désignant un facteur numérique.
Pour le déterminer, donnons kz une valeur infiniment petite. 'Le premier membre de l'équation précédente aura pour valeur principale mz et le second Az. Donc A = m.
Changeons ^ en — ; l'équation deviendra
. „7r5 Ttz l m \ { m
sinTT^ rm ?n sin
rn \ . „ ^ / \ . ^fn — i tt
înS
sin
244. Arc tangente. — La fonction u = arc tang^, inverse de la tangenle, sera détlnie par l'équation
ou
tangi^
iz
On en déduit
2iH
■in
o'iiii^
I -^- iz
^'^^ ""^ Vi^''^T'^~z^ — .[log(i-s) — log(^'H-^)4-2/^Tri].
Pour chaque valeur de z^ les logarithmes ont chacun une infinité de valeurs, différant de multiples de 2tc?; u aura donc une infinité de valeurs différant entre elles de multiples de 7ï.
Les valeurs z :=zàz i font exception. Pour chacune d'elles, l'un des logarithmes devient infini, et il en est de même de u.
Par chacun de ces deux points critiques traçons une coupure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque logarithme et, par suite, celles de u forment des branches sjnectiques.
Il reste à voir comment ces branches se permutent entre elles à la traversée des coupures. Pour cela, supposons que z décrive, dans le sens direct, un contour fermé entourant le
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point i en laissant le point — i -a son extérieur. L'argument de i — z^ en variant d'une manière continue, se sera accru de 27r; celui de i-\-z reprendra sa valeur initiale. Le premier logarithme se sera donc accru de ir^i^ sans que le second ait changé. La valeur initiale de u étant w^? sa valeur finale sera donc MoH-t:.
On voit de même que, si z tournait autour du point — /, u passerait de la valeur initiale «o à la valeur finale u^ — t:.
En dérivant l'équation (19), on voit, d'ailleurs, (pie la fonction u a pour dérivée
ii\ i — z i -\- z J ;- -h I 245. Ane siixus. — Considérons encore la fonction a — - arc sin^, inverse du sinus et définie par l'équation
sin u
d'où, en résolvant par rapport à e'",
e'''-=--.lz±.slT^^:^-, (20) ;/ -Il - Jog(/^ ±: y/i — ^-),
sj \ — z- désignant Tun des deux nombres réels ou cojnplexes dont le carré est 1 — z- .
Soit /«o l'un des logarithmes de iz 4- y' 1 — z- ; les autres auront pour forme générale iu^^ 'ik~i\ d'autre paît,
i-s + V I — ^' <^tant égal à 7z==i admettra, pour un
Iz 4- v/i — -'^
de ses logarithmes, /'t: — iuq^ et la forme générale de ses logarithmes sera i{ri — f^o) + 9^krû. Les diverses valeurs de u seront donc données par le système des deux formules
Ces valeurs sont toutes distinctes, à moins que Uq ne soit un multiple impair de -5 auquel cas la seconde formule donne les mêmes valeurs que la première. Si cela a lieu, on aura
■log(,-5 + ^,--)
■IZl
d'où
-^(_l)A':^ztzi.
On a d'ailleurs, en dérivant l'équation (20),
a zz:l - —
^ iz-^\Jl—Z'^\ 2y/i_-2 J y/i_---J
dérivée finie et continue, sauf pour les valeurs critiques
246. Considérons la région du plan non extérieure à un contour fermé sans point multiple qui laisse à son extérieur les deux points critiques. Dans cette région, Uq^ admettant une dérivée constamment finie, varie d'une manière continue
et n'est jamais multiple impair de -- Le module de la différence entre Uq et celui de ces multiples qui en est le plus voisin restera supérieur à un nombre positif fixe. Les différences mutuelles des racines w, étant de l'une des deux formes 2A--, 2^^o+ (^k -[- 1)71, resteront aussi supérieures à un nombre fixe.
En raisonnant comme pour les fonctions algébriques, on en conclut que, si l'on trace, à partir des deux points critiques, des coupures quelconques, les valeurs de u pourront, dans tout le reste du plan, se répartir en branches synectiques.
247. Supposons, pour plus de simplicité, les coupures tracées de manière à ne pas rencontrer la portion de l'axe des œ située entre — i et +1. Chacune des branches de la
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fonction u sera caractérisée par la valeur qu'elle prend pour 3 = 0, laquelle est un des nombres At;, k étant un entier. Désignons par Uf^ la branche qui correspond à la valeur kiz. Lorsque u varie de (/r — ^)7: à (A + |-)7:, son sinus z resbe continu et réel et varie de — 1 à -f- i ou de -f- 1 à — i, suivant que A est pair ou impair, en passant par la valeur o pour a = At:. Donc réciproquement, si z varie de — i à -f- 1, en
1 f/ (-on ^ f/ (-O^^l restant reeb ^/a variera de A \t. a A -] tt.
Donc, en chacun de ces deux points, les branches prendront
deux à deux des valeurs égales, de telle sorte qu'au point
— 1 on ait
au point + i ,
fhk— fhk-i~ '-- — -,
Les deux branches qui deviennent ainsi égales en un point critique se permutent entre elles si ^ décrit un contour fermé sans point multiple G entourant ce point. Supposons, en effet, ce qui est permis, que ce contour soit infiniment petit et soit décrit autour du point -j- i , par exemple. Tout le long de ce contour, chacune des branches de la fonction u conservera une valeur infiniment voisine de la valeur limite qu'elle atteint au point critique; car, i — z- étant infiniment petit, il en est de même de y/i — z-; donc iz± ^i — z'^ diffélera infiniment peu de sa valeur limite i; son module et son argument et, par suite, son logarithme, différeront infiniment peu de leurs valeurs limites.
Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe
donc deux seulement dont les valeurs le long de G soient
infiniment voisines de -t: : ce sont les deux branches
1 1 1 I • • 2 A -h I u.2/( et U2k+\y dont la valeur limite est — tt.
Gela posé, soit Zq un point de C; la valeur de u^h^ par
exemple, au point -3o sera l'une des valeurs que l'expression
(21) yl0g(i^ + £\/l — ^-)
prend pour z = Zq, £ étant égal à ±: i .
Lorsque z décrira le contour C, cette expression restant
infiniment voisine de tz. sa valeur finale coïncidera
avec la valeur au point :;o de l'axe des deux fonctions ^/oa,
Mais le premier cas ne peut se présenter. En effet, pendant ce mouvement, l'argument de i + ^ change infiniment peu et reprend au retour sa valeur primitive; celui de i — z varie, au contraire, de stt; celui du produit i — i;- variera
donc de 2t: et le radical y/i — ^- = (i — :;-)" se reproduira,
— ITI l
multiplié par r?' = — i . Donc, lorsque z reviendra à la valeur Zq, la valeur finale de la fonction sera l'une des valeurs de l'expression
lesquelles sont toutes différentes des valeurs de l'expression
Uo^(lz^-i-z\/i — zl),
parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Donc, en décrivant le contour, on changera la valeur de u et l'on passera ainsi de la branche u^k à une autre branche, qui ne peut être que U2k+i'
I. — Formule de Taylor
î249. Soit f{x) une fonction réelle de la variable réelle x, (jiii reste continue, ainsi que ses n premières dérivées, dans un intervalle A.A'.
Désignant par a et a -^ Ji deux points de cet intervalle, posons
/«-Ma) + R,
Le reste K« sera une nouvelle fonction de Ji que nous allons déterminer.
En prenant les dérivées successives de (i) par rapport à h, ou voit : i" que la dérivée n^''^'' de R,^ est égale à /"(a + A); 9." que R/; et ses n — i premières dérivées s'annulent pour h = o.
Ces deux conditions suffisent à définir complètement R,/ ; car, si cp est une fonction qui y satisfasse, la différence R^^ — -j, ayant sa dérivée n^''^'' nulle, sera un polynôme entier d'ordre Il — I, mais ce polynôme et ses n ~ \ premières dérivées s'annulent pour h = o; il est donc identiquement nul.
Or on peut vérifier immédiatement que l'intégrale définie
satisfait aux conditions précédentes.
Pour le montrer, posons d'abord ^ =: a -j- ^ ; il viendra
Cherchons la dérivée de cette intégrale. On voit que h figure dans I à la fois comme limite et comme paramètre. Il faut donc appliquer la règle de dérivation des fonctions composées. Mais la fonction à intégrer s'annule pour t = h; donc la dérivée par rapport à la limite est nulle et il reste simplement le terme provenant de la dérivation par rapport au paramètre
dl
dh {n —
__J___y (h-l)"-'-f"(a + t)dt.
On trouvera de même
d^n dh
Toutes ces expressions s'annulent pour h = o. Enfin, une dernière dérivation donnera
Nous trouvons ainsi pour R„ l'expression suivante
Posons l = iili\ u variera de o à i, el l'on aura
(2) R,^== -^' / {i-uY-^f'^{a-^uh)du.
250. Soit/; un entier positif arbitraire non supérieur à n\ la fonction à intégrer sera le produit des deux facteurs
{i — uy-^ et {\ — u)"-Pf"{a-^ uh),
dont le premier est positif et le second continu dans le champ d'intégration. On aura donc, en appliquant le théorème de la moyenne,
R „ — h" ^-^^ '- — -T ' "" ' / ( I — «)/'- ' du ,
{\-~^Y-P f'^ia 4-6/0 — /) "-
8 désignant une quantité comprise entre o et i. D'ailleurs
Donc
et, en particulier, si nous prenons p = /?, (3) R„=JJ/"(a^-6/0.
251. La formule (i) est connue sous le nom de formule de Tajlor. L'expression (3) du reste, donnée par Lagrange, est parfois commode; elle a toutefois l'inconvénient de contenir un nombre inconnu B, dont on sait seulement qu'il est compris entre o et i. L'expression (2), qui ne contient rien d'indéterminé, est à cet égard préférable.
Si l'on suppose ji constant et h infiniment petit, les formules (2) et (3) montrent que B/^ est infiniment petil, d'ordre n au moins. On aura donc, pour l'infiniment petit
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/(« + A) — /(a), la valeur
approchée aux iafloiment pK's de l'ordre n.
Supposons, au contraire, h consLanl ou assujetti à rester entre certaines limites et n croissant indéfiniment. Si l'on peut démontrer que dans ces conditions R,^ tend vers zéro, on aura, à la limite,
J\a + h) = Jim \^fa + hfa^.. . + ~^'^~siyf''-'^
On diia, dans ce cas, que la série infinie
converge vers j\a 4- A), ou a cette quantité pour somme.
i2o!2. Posons, dans la formule de Tajlor, a = o, h=^x nous obtiendrons la formule de Maclaurin
(4) /(x)=/(o) + ,r/'(o) -+-...+ („_:7yî/'^-'(o) + H/o
où R// peut être mis sous les formes suivantes
Cette formule suppose que la fonction f et ses dérivées jusqu'à l'ordre n soient continues dans un intervalle comprenant à son intérieur les points o et x.
2o3. On peut aisément étendre la formule de Tajlor aux fonctions de plusieurs variables.
Soit, en effet, f{x^y) une fonction des variables réelles x^ r, dont les dérivées partielles jusqu'à l'ordre n restent continues tant que x est compris entre A et A', et y entre B
et B'. Soient a^ a -\- h deux nombres compris entre A et A', b^ b -\- k deux nombres compris entre B et B'. Posons y,^:za-{- ht^ '^ =z b -\- kt. L'expression
/(a, ?) =/(^ + ht, b + kt) =. '^(0,
considérée comoie fonction de t, aura des dérivées
'■<'»-'4{-'î-("ê-'-»)/=("£-'s)/' •^■">=('.i-'/ï)rt'>=("£-'»)"/'
Ces dérivées seront continues tant que a -f- Jit sera compris entre A et A', et ^ + kt entre B et B', et a fortiori quand t variera de o à i .
iVppliquant à cette fonction la formule de Maclaurin et posant t=i i dans l'équation obtenue, nous aurons
l {/i — 1)! V àa (Jb
R/; pouvant être mis sous l'une des formes suivantes
(-dr;7T/('-")"-(/'^ + ^4)"/(« + /"', * + /.«)*',
nl\ âa db J -^ ^
^54. En posant /(«, b) =y, /{a -i- //, b + k) = y + Aj, cette formule prendra la forme plus simple
^y — dy+—^-\-...-\- — ^ 4- R,„
laquelle subsisterait évidemment pour un nombre quelconque de variables indépendantes.
Si h et k sont des infiniment petits de premier ordre, R^
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sera un infiniment petit d'ordre n au moins, et pourra être supprimé de la formule, si l'on veut borner l'approximation à cet ordre de g-randeur.
2!5o. Les considérations précédentes s'étendent sans peine aux fonctions de variables complexes.
Soit/(^) une fonction de 5, sjnectique tant que cette variable reste dans l'intérieur d'un domaine E. Soit L une ligne rectifîable située dans l'intérieur de ce domaine et joignant les points a, a -(- A. On verra, par un raisonnement identique à celui du n" 249, qu'on a
/(« + /<) =/« + hfa + . . . + ^^':^, /"-' Ci + R„,
le reste R„ étant donné par l'intégrale
'—— f[a~\-li~zY''f'^{z)dz.
Si la droite qui joint les points a qI a -\- h est tout entière comprise dans l'intérieur de E, on pourra la prendre pour ligne d'intégration; sa longueur sera | A |. D'autre part, \a -\-h — ^1 variera de | A | à o. Si donc [j. est le maximum de \f'^{z) I sur cette ligne, on aura
Cette hypothèse se réalisera toujours si l'on admet qu'on puisse tracer du point a comme centre un cercle K contenant le point rt + A dans son intérieur, et tel que tous les points non extérieurs à ce cercle soient intérieurs à E.
256. On peut aisément établir que, dans ce cas, R,, tend vers zéro lorsque n tend vers oc.
En effet, y (^) étant continue dans l'intérieur de E, son module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain maximum M'; soient p le rayon du cercle, ô la distance du point z au point a, laquelle varie de o à | A|, Sa distance
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au cercle K sera p — o, etf"{z) étant la dérivée {/i — i)'^'"*' de/'(^), on aura, d'après la formule du n° 205,
D'autre part,
Donc
?(Ifl)"-'(«-0'.M';
car le maximum de ' ^ ' ~ ^ correspond évidemment à 5 = o.
On aura donc, | /i \ étant la longueur de la ligne L,
et comme | A | <] p, cette expression tend vers zéro pour n -^=2 oo.
Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
La série infinie
fa 4- hf'a H- ^ f" a + . . .
est convergente et a pour somme f{a H- li) tant que le point a + h restera intérieur à un cercle K ayant son centre en a et qui soit entièrement intérieur à E,
En posant, en particulier, a == o, A = 5, on aura la formule de Maclaurin, qui, pour n^=œ, donnera une série convergente dans les mêmes conditions.
2o7. Le théorème établi dans le numéro précédent peut être démontré par une autre voie, qui donne une nouvelle expression du reste.
Les points a el a -^ h étant contenus dans le cercle K, où la fonction /(;5) est synectique, on aura
2^lJ^ z-a -.r-i J^(z-a)"'
f(a+,)=^f f(^)dz 2TZI J^z — a~ h
=.^ f/iz)dz\-l-
{z-af ■
{z — a)"- ' {z — ay'{z — a — h)
fa-i-/if'a-^...-^~—-j/--^a + R,,
ou
h'\f{z)dz
^{z-a)-{z-a-li)
Soient p le rayon du cercle K, M le maximum de/(^) sur ce cercle; on aura
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quantité qui tend vers zéro pour n^^^.
258. L'extension aux fonctions de plusieurs variables ne souffre aucune difficulté.
Soit, par exemple, une fonction /(^j il) de deux variables qui reste synectique tant que z ne sort pas d'un cercle K de rayon r ayant son centre en a, ni u d'un cercle Kj de rayon i\ ayant son centre en h. Soient a -\- h un point intérieur à K, b -\- k un point intérieur à Kj, enfin p une quantité > i
mais qui ne surpasse ni -— ni L expression
f{a-{- ht, b-\- kt)
sera une fonction de t^ synectique tant que t ne sortira pas d'un cercle de rayon p. On peut donc la développer, pour
t = ] , parla formule de Maclaurin. Le résultat sera identique à celui du n°2o3, et le reste R/^ tendra vers zéro pour n=^œ.
2o9. Appliquons la formule de Maclaurin à quelques fonctions simples.
La fonction e^ a toutes ses dérivées successives égales à e- . Pour ^ = 0, elles se réduisent à l'unité. On aura donc le développement,
qui sera toujours convergent, quel que soit z , car e^ est synectique dans tout le plan.
Posant z = I dans cette formule, nous trouverons la valeur (le la constante e
Changeant 3 en izj puis en — iz et combinant les formules obtenues, il viendra
( 7 ) ces 3 = '■ = I ^ \ ^—7 ^ . ^ ,, + . , . ,
(8) siD3=:
séries également convergentes dans tout le plan.
260. Considérons la fonction u --- (i -f- ^)"S et, pour préciser, dans le cas où /)i n'est pas un entier réel, celle des branches de celte fonction qui se réduit à i pour z = o. On aura
u" = ni{fn — i) . . . {m — /^ -h i) (i -h z)"''~", ....
Pour z =z o^ ces expressions se réduiront à I , m, m {m — i ) , . . . , 7)1 {m — i) . . . {m — n -h i), .... Substituant ces valeurs dans le développement de Maclau-
riii, on obtient la formule du binôme
m ini — I ) ,
La fonction (i -I- ^)'" n'ajant qu'un point critique, i; = — i, la série ci-dessus sera convergente tant que |s|<;i. Car, si cette condition est satisfaite, soit p une quantité comprise entre |^| et l'unité. La fonction sera sjnectique dans un cercle de rajon p ayant pour centre l'origine, et le point z lui est intérieur.
Au contraire, si | ^ | >• i, la série ne sera pas convergente. Il faudrait, en effet, pour c[u'elle le fût, que la somme 8,^ de ses n premiers termes tendit pour /z = oc vers une limite fixe et, par suite, que S//_,_, — S,^ tendît vers zéro. Or cette différence est le {n -{- i)"^°>*^ terme de la série. Ces termes devraient donc tendre vers zéro pour n = ce, ce qui n'a pas lieu, car leur module augmente au contraire avec n dès que n est suffisamment grand. En effet, le rapport du terme
général
au précédent est
et, quand ii tend vers co, le module de ce rapport tend vers 1^1, cjuantité >- i .
i261. Passons à la fonction ^^ = log(i -h ^). Ses dérivées successives sont
n'^riz (— i)«-l(/i_ i)! (i-4- -)-«.
Pour ^ = o, elles se réduisent respectivement à
On aura donc, en adoplant celle des branches du logarithme qui s'annule pour ^ = o,
(10) log(i4-^) = ^~ ^ + ...4--^ ^^^ -h....
Par les mêmes raisons que pour la formule du binôme, ce développement sera convergent si |^|<Ci, divergent si
En changeant ;: en — 3, nous trouvons
log(,-^)=-^-'^-...-|-...
et en retranchant
log — 2 ^ + .7 4- — + .
2 a -'r ci"
a et X étant deux nombres réels et positifs; il viendra
log =: log(a 4- X) — logrt
(^est sur cette formule et sur la suivante
log^ + logj:3zlogj-r,
(ju'est fondé le calcul des Tables de logarithmes. En posant a = i , ^ = i , on aura tout d'abord
Posant ensuite a = i25, :; = 3, il viendra
log 128 — logI25rzL2.' ^-
et, comme log 128 = log 2"=: 7 log 2, log i25 = 3 logo, celte équation donnera logo.
On trouvera de même log3 par l'équatioa
4 logS — 4 log?. — log5 = logSi — logSo = 2 ( — \r
puis log7 par l'équation
4 Iog7 — 5 log2 — log3 — 2 log5 =r log7^ — lo&(7'' — 0
et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. Une simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres composés.
Les logarithmes ainsi calculés sont néj)ériens. Pour obtenir les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le facteur
Nous avons trouvé (244) la formule
arctangG^ A[log(i — :;) -log(/ + 5) — 2^7r/] = — • [lo8(i -+- ''-) — log(ï — i-) — 2 A^t:/].
Développant les logarithmes par la formule précédente,, on aura pour celle des branches de l'arc tangente qui s'annule pour z --^ o
arc tang:: = ;3 — ^ 4- ^ — . . . .
Ce développement sera encore convergent si | s | << i , divergent si I s I > I .
Il donne un procédé commode pour le calcul numérique
du nombre tt. On calcule d'abord l'arc es qui a pour tangente -
[.a formule donnera
On aura ensuite
2 tanffcp 5
tang2(f= r— H- = — '
I — tang^cp 12
, 2 tanff29 120
tang4cp — "" J -- ,
I — tang2 2cp 1 19
/, 7:\ tan 0-4 9 — I I
tang Ucp— -- — ^^^ , = -^^,
"'V 4/ i-+-tang4cp 239'
iroù
TT I
équation qui donnera t:.
263. Considérons enfin la fonction M=i=:arc sin^. Chacune de ses branches sera sjnectique dans tout cercle qui laisse à son extérieur les deux points critiques +1 et — i. On pourra donc la développer par la formule de Maclaurin en une série convergente, si | g | << i .
Choisissons en particulier celle de ses branches qui s'annule avec z. On auj'a pour z = o
et, d'après le n" 162,
Substituant ces valeurs des dérivées dans la formule de
Maclaurin, il vient
arc sin^ z=: z -\ — r," +
Si I :;j > I, cette série sera divergente, car le rapport du terme général au précédent est égal à
quantité dont le module tend, pour n = ^, vers | z ] qui est supposé >> I .
II. — Procédés pour effectuer les développements en séries
264-. Soient X un infiniment petit, y =y(x) une quantité qui en dépend. Proposons-nous d'en déterminer une valeur approchée, de la forme
A.2?a-4-B^PH-. .. -t-M^l^
et qui ne diffère de la véritable que d'un infiniment petit d'ordre n au moins.
Si f'^{x) est continue aux environs de x = o, la formule de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en effet,
R„ étant d'ordre^ n et, par suite, négligeable. Mais cette méthode exige le calcul des dérivées successives de /(^), qui peut être fort pénible. Elle est d'ailleurs inapplicable sif"{x) n'est pas continue aux environs de ^ = o. 11 convient donc d'indiquer d'autres procédés.
265. Si y = u -{- i^ -{- . . , y la valeur approchée de y sera évidemment la somme des valeurs approchées des fonctions partielles u, v, . . . .
Si l'on veut se borner à calculer la valeur principale de y, on ne conservera, parmi les fonctions u, (^, ..., que celles dont l'ordre est le moins élevé; on calculera leurs valeurs principales et on les ajoutera ensemble.
Si toutefois ces valeurs principales avaient une somme nulle, ce serait une preuve que l'approximation est insuffisante; il faudrait donc recommencer le calcul en prenant un terme de plus dans le développement de chacune des quan- | tités Uy t^, . . . .
Soit, par exemple,
J^=z: 2 siii^ — sin2^ -h x^.
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Les quantités 2sin.3; et — sin2.r sont du premier ordre ; mais la somme de leurs valeurs principales est nulle. Poussant donc l'approximation plus loin, on posera
2 Sin X =z 2 0^ K
266. Si jK = ^^i^, il et V étant respectivement d'ordre a et jîi, on aura sa valeur approchée en multipliant ensemble les valeurs approchées des quantités u et v et négligeant dans ce produit les termes d'ordre ^n. Il suffira évidemment de pousser l'approximation de w jusqu'aux termes d'ordre n — p, celle de v jusqu'aux termes d'ordre n — a.
Le premier terme de l'expression de j^, qui constitue sa valeur principale, est évidemment le produit des valeurs principales de u et de v.
Si r= — j soient
des valeurs approchées de u et de t', et soient
On aura
V et Çi étant d'ordre ^, et Ui d'ordre a, cette expression sera d'ordre ^n si l'ordre de R est ^A^-f- ,3, et si celui de S est
On aura alors, dans les limites d'approximation demandées,
u Ux
Cela posé, oq effectuera la division de Ui par r, jusqu'au moment où Ton introduirait au quotient des termes de degré
Soient q =z Cxy -i- C xy'-\- . . . le quotient de la division, T le reste; on aura
l^e premier terme du quotient — étant, par hypothèse,
d'ordre y/i, - S3ra d'ordre ^^/? et pourra être négligé.
On aura donc
avec l'approximation demandée.
Le premier terme de ce développement C^T, qui est la valeur principale de j', sera évidemment le quotient des termes Aœ^, B^P, valeurs principales de u et de i^.
Si j3 ^ a, les premiers termes de la suite y, y', ... seront négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n'aurait pas été applicable à la fonction jk, car cette fonction, devenant infinie pour x := o^ serait discontinue, et ses dérivées également.
268. Au lieu d'efifectuer la division de ;/, par ^',, on aurait pu, ce qui est au fond la môme chose, poser
G, G', .. ., y, y', ... étant des coefficients indéterminés. Cela posé, l'équation y =^ - pourrait s'écrire
ou
(G^T+G'^r-^...)(BJ^P+B^rP'-^.. .) = A^^4- A'^« -^-. . .,
OU, en développant les calculs dans le premier membre,
En exprimant l'identité des termes du second membre de cette équation avec les termes correspondants du premier membre, on obtiendra une série d'équations de condition qui détermineront C, y, . . . .
Ainsi, par exemple, les premiers termes
BCrP^T et A.r^' devant être identiques, on aura
BC = A, d'où
!269. Gomme application de cette méthode, proposonsnous de calculer les premiers termes du développement en série de Fexpression
Cette fonction ne changeant pas quand x change de signe, le développement ne contiendra que des puissances paires. Posons donc
- -; = A + Bi B, 5-y + B,
il viendra, en chassant les dénominateurs et remplaçant e-' par son développement,
Egalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, on trouvera
..(/i-hi) Bi
équations qui détermineront successivement A, Bi, Bo, .. .. On aura même deux équations pour calculer chacune des quantités B. On trouve ainsi
270. Les nombres Bi , B2, . . . portent le nom de nombres de Bernoulli. Ils se rencontrent dans une foule de questions d'Analyse. Ils ont, en particulier, une liaison intime avec les sommes de puissances des nombres entiers.
Pour établir cette relation, posons
On aura
y(°') = i°'e^4- 2^e2a'4__ _ _^ ( ,^ _ ,)ag(«-i)a;
et pour X ■=^ o
(/^''Oo = I "^ H- 2^ 4- . . . + ( /i ~ i)^. Mais on a d'ailleurs
QllX j qUX j j.
nx -[- - — T . 2
Ao-i- Ai^ + . . .-^ ka,X^
_x Bi^^ B^^* \ I
en posant
°' i.2...(a-hi) 2 1.2. ..a 1.2 1.2. ..(a — i) On aura donc
ia_^ 2^ + . . .+ (/i — i)^'^ (jW)^— I .2. . .aAa
=:Z^_i,ia_^_5la„a-i ^1_^ a (a- i) (a-2)Al^-^ + . ..
Soient y = \/â et u — u^ -h R
iii = Aa^^-h A^■r°''^-. . .
étant une valeur approchée de u. On aura
u — Ui R
Le dénominateur de cette expression étant d'ordre -j elle
sera négligeable si l'ordre de R est y n -{
Si donc Ui a été calculé avec cette approximalion , on pourra poser
et y pourra se calculer en extrayant la racine carrée de f/i jusqu'aux termes de l'ordre n. En effet, soit q la racine ainsi obtenue. On aura
ui — g'
\Jui + q
quantité négligeable, car \Ju^ et q sont d'ordre - et u^ — qd'ordre ^n H — : en effet, le terme suivant de la racine car-
rée, lequel s'obtiendrait, d'après la règle connue, en divisant le premier terme de u^ — q'^ par le double du premier terme
de q, lequel est d'ordre -> serait d'ordre ^ 7^ par hypothèse.
On aura donc, avec l'approximation demandée,
On aurait pu également employer la méthode des coefficients indéterminés, en posant
et déterminant G, C, . . ., y, y', ... de manière à rendre Identique l'équation
Soit, plus généralemenl
m étant fractionnaire ou incommensurable.
Posons u = ;/, 4- (', 11^ désignant sa valeur principale. On aura, par la formule du binôme,
Connaissant les ordres respectifs de Ui et de p, on veri' aisément combien il faut prendre de termes dans la formula pour que R soit d'ordre n, et par suite négligeable. Gela fait on n'aura plus qu'à calculer ç avec une approximation sufli santé, et l'on en déduira aisément ç-. v^, . . .
273. Proposons-nous, comme application, de développer le radical
suivant les puissances croissantes de a. Gette expression peut s'écrire
Il ne restera plus qu'à développer les puissances du binôme 2^ — a et à réunir ensemble les termes qui contiennent une même puissance de a. On obtiendra ainsi un développement
de la forme
I . i + Xia-h... + X,,a
OÙ X/i désigne un polynôme en x dont nous allons déterminer la forme.
Le terme
I 3 9 m — I yJ"{9.œ -y.)'"-
ne fournira évidemment de terme en a'' que si m este -,
mais ^n. S'il est compris entre ces limites, il donnera le terme
2 '".1.2. . .m 1.2. . ,(/i — m). 1.2... {2 m — n) _ 1 . 3 . . . ( 2 m — I V2'"-" ( — 0"-"^ d" x'-"' ^^ 1 . 2 . . . ( /i — m) .V .2. . .2 111 clx'^
Mais on a
(2jr)2'"-«(— 1)«-
Le terme précédent pourra donc s'écrire
2'\ i . 2 . . .11 dx'^ L 1 . 2 . . . m . I . 2 . . . ( /i — m) J
et l'on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a",
" 2'^ .1 .2. . .11 dx'^ ^\j i.2...tn.i.2...{n — m) J
P On peut d'ailleurs sans inconvénient étendre la sommation aux valeurs de m qui sont moindres que — > les termes ainsi ajoutés ayant une dérivée /^^'"'^ nulle. La somme entre paren-
^xy' 0? -
ïïhivsksity:
thèses deviendra égale à (x'—i)". On aura donc, comme résultat final,
2'^ I .2. . ./i dj^'
Les expressions X,^ sont connues sous le nom de polynômes de Legendre. Elles jouissent de propriétés remarquables, et nous aurons plusieurs fois l'occasion de les retrouver.
fin
274. L'expression j^ = --—^^ (^2 — ^y satisfaisant, comme nous l'avons vu (165), à l'équation différentielle
( ^- — I ) /" 4- 2 xf — /i ( /Z -1- I ) y = O,
et X^ n en différant que par un facteur constant, on aura évidemment
(cT^— i)x;i-i- 2^x;,— n{ii-\- i)x,i=o.
275. Trois polynômes successifs X„_,, X,;, X/^^, sont liés par une relation linéaire que nous allons établir.
Prenons la dérivée par rapport à a de l'équation
il viendra
(^--a)(i— 2a^-1- a2) 2 _ x^ -|_ . . . -|- /iX„a«-^4-
Multipliant par i — 2a^ + a- et remplaçant ensuite
par sa valeur, nous trouverons
(^-a)(i + Xia4-...4-X„a" + ...)
= (i — 2a^ + a2) (Xi 4- . . . -h /iX^a'^-i -f- . . . ), d'où, en égalant les coefficients de a",
.3:X;,— X„_i— (/i -i- i)X„+.i— 2/iJ7X„4- (ai — i)X„_i, ou enfin
(/H-l)X„+l— (2/14- l) xX„-H /lX„_i=: O.
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276. D'après les définitions que nous avons données, une quantité j, dépendant d'un infiniment petit (ou infiniment
grand) ^, est d'ordre a si le rapport J^ tend vers une limite
finie et différente de zéro lorsque x tend vers o (ou vers go). Mais ce serait une erreur de croire que l'ordre d'infinitude d'une fonction quelconque de x soit toujours susceptible d'une semblable évaluation numérique, ainsi que cela avait lieu dans les exemples précédents.
Considérons, par exemple, la fonction j = e-^. On a,
comme nous l'avons vu,
Q,. . .m et, par suite, si ^ >> o,
étant un entier quelconque. On aura donc
^■* 1 .2 . . ./n Prenons m'^ ^ et faisons tendre x vers 00. On aura
lim -^— T:lim
On voit donc que, si x tend vers -|- co, e^ tendra également vers + 00, et cela, plus ixcpidement qu'une puissance quelconque de X.
L'équation
donne, en supposant x réel et prenant les logarithmes arithmétiques,
œ — Log/.
Donc, si Logj^ tend vers -{- co, il en sera de même de jk, qui croîtra plus rapidement qu'une puissance quelconque de Logy .
Donc, réciproquement, si y tend vers + ce, Logj' tendra vers H- 00, mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de j'.
Posons
d'où
Log7 = — Log^.
Si )' tend vers + ce, :; tendra vers o etLog g tendra vers — oo, mais moins rapidement qu'une puissance quelconque d(
le -
pris 3 avec le signe — .
Donc, pour ^infiniment petit (ou infiniment grand), Log j; sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais dont l'orJre est inférieur à toute limite. Il ne saurait donc être question de lui assigner une valeur principale de la forme A^^. C'est un infini d'une espèce particulière et irréductible à ceux que nous avons considérés jusqu'ici.
278. Soit maintenant a = Ax^-{- B^P-f-. . . + R. une fonction quelconque développable suivant les puissances de œ. Proposons-nous de développer log«.
On aura évidemment
log// rrz y. log.r -\- log \ -}- log I H . — 1 •
Le dernier terme de cette expression sera développable au moyen de la formule qui donne log(i + ^). Mais le terme alog.r par lequel commence le développement de iogu sera iiréductible avec ceux qui le suivent.
279. Les divers développements que nous avons obtenus, étant limités à un certain nombre de termes, donneront toujours une valeur approchée de la fonction qu'on développe lorsque x sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si les puissances de x vont en décroissant).
En les prolongeant indéfiniment, on obtiendra des séries
infiaies. Si ces séries sont divergentes, elles n'ont aucun sens. Mais Cauchy a signalé ce fait remarquable que, même en étant convergentes, elles peuvent ne pas être égales à la fonction qui leur donne naissance.
Considérons, à cet effet, la fonction /(.r) := e •^'. Ses déri-
vées successives sont une somme de termes de la forme -— e ■"'
Cela se voit immédiatement sur la dérivée première, et l'on vérifie non moins facilement que la dérivée d'un semblable terme se compose de deux termes de cette forme.
Ces dérivées s'annulent toutes [)Our ^ ==z o, car, en posant
= ; on aura œ
quantité donl la limite est nulle pour x --=■ o, d'où z=^-zo. La série de Maclaurin
/(o) + .r/io)-i-...,
prolongée indéfiniment, sera donc convergente, tous ses termes étant nuls. Mais elle est égale à zéro et non k f{x). 11 est donc nécessaire, pour reconnaître si une fonction est développable en série infinie par la formule de Maclaurin, d'étudier le resîe R,, et de s'assurer qu'il tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. C'est ainsi que nous avons procédé pour développer (i + x)'"-^ ^og(ï + •^)7 • • • •
280. Soit/(x) une fonction qui devienne indéterminée pour une valeur particulière a de la variable. On nomme vraie valeur de cette fonction pour ^ = <2 la limite vers laquelle tend f{a~\-h) lorsque h tend vers zéro. Cette vraie valeur peut être finie, infinie ou indéterminée. Si elle est déterminée, elle se trouvera en cliercliant la valeur principale du développement de /{a -[- Ji) suivant les puissances croissantes de A.
Soit, par exemple, f{x) = j- — -^ cp et ^J; s'annulant pour
x=^a, mais étant développables par la série de Tajlor; on aura
Soient respectivement '^P{ct) et 'i;^(a) les premiers termes -
qui ne s'annulent pas dans les deux suites
cp(a), o'{a), ... et ^{a), y(«), .... La vraie valeur sera la limite de
T-.1! Il • . ^ . . , . , of^(a) . ,
Elle sera nulle si p >> c/. intime si p < q, e^ale a ' — ; — -• si
p=:rj.
281. Si f{x) devenait indéterminée pour ^==00, on développerait /(^) suivant les puissances décroissantes de œ; et la vraie valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que l'ordre du premier terme du développement serait négatif, nul ou positif.
Exemples. — i'' Soit à déterminer la vraie valeur de
pour m = oo.
Cette expression est, par définition, égale à
m Lo
,-2/n/vTli o'^ o 2 m 3 /«*
k étant un entier qui dépend de la branche de logarithme que l'on aura choisie.
Le dernier facteur tend évidemment vers e^ = i . Si donc on choisit la branche pour laquelle A" = o, d'où e-"^^'^^ = i, on aura une vraie valeur, égale à e^.
Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur
sera entièrement indéterminée, tant que m ne sera assujetti
qu'à la seule condition de tendre vers oo. En effet, soit |i, une
, 2 AÎTTi -t-LogîJ. quantité quelconque ; si 1 on pose m = -. — r-^ — ? n étant
un entier qui tend vers 00, m tendra également vers go, et ^2mkTu ge^^a égal à e^^'^f^ = i^.
2" Cherchons la vraie valeur de
m(VH — i) pour m =; GO.
Cette expression est, par définition, égale à
le'" —i — mi -^ ^ \ m
los:^^
Sa vraie valeur est log^.
3^ Cherchons enfin la vraie valeur de z~ pour 5 = 0. On a
clos-
La vraie valeur sera donc e", en désignant par v la vraie valeur de ^log^.
Or, soient p le module et '^ l'argument de ^, on aura
^log^ = ^(Logp-}-icp).
Le premier terme z Logo a pour module p Logp. Lorsque 0 tend vers zéro, Logp tend vers — go, mais moins rapidement ; donc p Logp tend vers zéro.
Le second terme ^icp a pour module pcp, qui peut prendre une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers zéro, à condition de choisir convenablement les valeurs correspondantes de cp. La vraie valeur est donc indéterminée, tant qu'on ne précisera rien sur la manière dont cp varie.
Mais si cet argument est astreint à rester compris entre deux nombres fixes (en particulier, si z reste réel), p'^ tendra vej's zéro. Donc on aura
(' 1= lim^ log:3 —- o, Vim z- ^^ e^ ^=: I .
283. La vraie valeur d'une fonction de plusieurs variables est généralement indéterminée.
Considérons, par exemple, la fonction {— — ~-7- Supposons
que o et 'l s'annulent pour j? = c/, rz=:b^ mais que leurs dérivées partielles ne s'annulent pas. La vraie valeur serait la limite du rnpport
o{a -h h, 0 + A) aa où
ou
âa db
On voit qu'elle dépend du rapport variable -, à moins que l'on n'ait
da ()h
ôa db i
in. — Séries et produits infinis à ter.nes numériques.
28i. Soit ?^i, U'2y ' • -, Uni ■ • • ^^ïi6 suite indéfinie de quanlités. Ainsi que nous l'avons déjà indiqué, si les sommes successives
tendent vers une limite finie s, on dit que la série infinie
S = «1 + «2 + • ■• • -H ff/i -f- . . . == 2 ll,l
est convergente et a pour somme s.
Dans le cas contraire, la série est divergente.
^ 285. La divergence peut se manifester de plusieurs manières :
I i*^ Les sommes il, ..., Sn-, ... peuvent tendre vers co. Ce mode de divergence est le seul qui puisse se présenter si les quantités ?/i, ..., 11,1-, ... sont réelles et positives, car alors les quantités 5i , ..., .9,^, ... sont positives et forment une suite croissante (10).
2'' Les sommes 5,, ..., s,i ne tendent vers aucune limite finie ou infinie.
Ce cas se présenterait, par exemple, pour la série
286. Lorsqu'on peut trouver l'expression générale des sommes i/^, on devra la discuter pour s'assurer si pour /i = 00 elle tend vers une limite finie et déterminer celle-ci.
Considérons, par exemple, la progression géométrique
a -\- ar -y . . .-\- ar^ + . .
On a
Si I /' I < I , I r I'' et, par suite, ;•" tendra vers zéro. La série
est donc convergente et a pour somme -.
Si I /' I ^ 1 , 5 est, au contraire, divergente ; car, pour qu'elle
convergeât, il faudrait qu'on eût
o =: lim (5/^+1 — s.i ) = lim «/•", ce qui n'a pas lieu ; car on a
Considérons, comme second exemple, la série
^{z -f- 71 ~ i) {z -{- n) . . .{z -^ n -i~ k) Le terme général peut se mettre sous la forme
k-\-i. L(^-h/i — i). . .(^-^/^^-^ — j) {z^n). . .{z-^n^k) \ Sommant de \ à m toutes ces expressions, il viendra
{z -t- m). . .(^-hm+ k)
les autres termes se détruisant deux à deux. Passant à la limite, il viendra
s TZZ
hk
288. Dans le cas beaucoup plus fréquent où l'on n'est pas en mesure de déterminer les sommes s,i, on sait (9) que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence est que l'on ait, pour toute valeur de /?,
Za ne croissant pas quand n croit, et tendant vers zéro pour /l z= yo.
On aura d'ailleurs, en passant à la limite, pour p = œ,
\Sn — ^\ < -n-
La condition de convergence sera évidemment satisfaite si
Ton a
I f/,,+il+. . .H- I Un+p\ < Nacelle dernière relation, suffisante, mais non nécessaire pour que S converge, exprime que la série à termes réels et positifs
formée par les modules des termes de S, est elle-même convergente. Si cette circonstance se présente, on dira que la
série S est absolument convergente. On dira, au contraire, que cette série S est semi-convergente si elle est convergente, sans que T le soit.
Les propositions suivantes mettront en évidence la différence profonde qui existe entre ces deux classes de séries.
289. Théoiœme. — On n^ altère pas la valeur cV une série absolument convergente en changeant V ordre de ses termes.
Soit 5 = Wi -f ?^2 H- • • • -H Un + . . . la série donnée. Changeons l'ordre de ses termes; soient v^ Vo, ••• les rangs respectivement occupés dans la nouvelle série s^ par les termes
M,, u-2^ Soit 5^^ la somme des m premiers termes de s'.
Il faut montrer qu'on peut assigner un nombre [i. tel que si m >> [Ji, I s\^^ — .9 1 deviendra moindre que toute quantité 0 fixée d'avance.
Soit n un entier à déterminer ultérieurement; désignons par UL le plus grand des entiers v, , ..., v^. Si m >> [jl, la somme s\^^ se composera : î° des termes «<, . .., Un\ 2" d'un certain nombre d'autres termes Ur^^u<^, . . . d'indice >> n ; soit n-\- p le plus grand de ces indices.
De l'égalité
'hn — -^ = S a — -S H- S]„ — S„ -=. S,, — .-» + «a -î- ^/^ + • . . ,
on déduit
l'C— -^1 < U«— '^l + l^al -1- h'p|-H.. .
< I 'Ç« — -^ I + [ I '^«+1 I 4- 1 U,i-.i I -+-...+ I lin+p I ] < 2 £,,,
expression qui tend vers zéro quand n tend vers <X). Donc, en choisissant n assez grand, on peut la rendre << 0.
290. Remarque. — On peut, d'une infinité de manières, répartir les termes de s en une infinité de classes contenant chacune une infinité de termes. (Nous pouvons, par exemple, mettre dans une première classe les termes dont l'indice est un
nombre premier; dans une seconde, ceux où il est le produit de deux facteurs premiers, et ainsi de suite.)
Soient Çiij Vi2i • • • l^s termes de la classe i, écrits dans un ordre déterminé: les séries
seront absolument convergentes, et l'on aura
Soient, en effet, ti,u la somme des m premiers termes de ti ; Sa celle des n premiers termes de s. Il faut montrer d'abord ([lie, si m tend vers ce, la somme
tend vers zéro, quel que soit p.
L'entier n étant choisi à volonté, prenons ju assez grand pour que tous ceux des termes ?/, , U2^ ■-, Un qui figurent dans.// figurent dans ^/^,/i. Les termes Vi^m+si •''■> ^'i,n/+p seront donc de la forme Ua^ u^, . . ., où les indices a, [ii, ... sont >> n. Soit 71 -i- q le plus grand d'entre eux, on aura
•| r/,,„+i I 4- . . . + I (',■,,«+/; i = 1 «a I -H I if^ I H- . . .
quantité qui tend vers zéro, pour n infini. Considérons, en second lieu, la somme
OÙ /, m seront pris assez grands pour que sim contienne tous les termes de Sn\ on aura
Sim — Sn— f^X^ 11^-^- • -y
a, ^j, . . . étant > n\ et, par suite,
1 Si„i s^ j ^ e^j.
Faisons tendre ni vers ce; nous aurons à la limite
puis, en faisant tendre /vers ce,
I ^1+^2 -H ••• — •?/. I < £«• Faisant tendre enfin n vers 00, il viendra
^91. Théorème. — La somme dhine série semi-convergente, à termes réels, dépend de V ordre de ces termes; en disposant ceux-ci convenablement, on peut lui donner la valeur que Von veut.
Soit 5 =: ?^, + . . . + u,i -h . . . la série donnée. Puisque elle est convergente, on aura
I ^ti ^n-\-p I "^ ^/i
et, en particulier, comme Un^^K = -^/z+i — s^
Soient d'ailleurs k,i et — B/^ la somme des termes positifs et celle des termes négatifs qui sont contenus dans .ç,, ;
on aura
]im5„= lim(A,, — B„) = ^.
Mais, d'autre part, la série des modules
est divergente par hypothèse. Donc les sommes
ne tendent pas vers une limite finie, et comme elles sont positives, et vont en croissant, elles tendent vers co. Les deux conditions que nous venons de trouver
lim I A„— B„| — .s-, Km | A„4- B„] = 00
donnent évidemment
limA„==oo, limB/j = oo.
Soient donc c^ , Co, ... les termes positifs, et — d^^ — c/o, ...
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les termes négatifs de la série s. Les deux sommes Cl 4- C2 -I- . . . et <ii H- rt^2 + • • • ?
considérées séparément, seront infinies.
D'ailleurs, le rang d'un terme quelconque dans l'une de ces séries étant au plus égal à celui qu'il occupe dans la série w, -f- . . . + Un -h • . . qui résulte de leur réunion, on aura
Cela posé, il est aisé de voir qu'en rangeant convenablement les termes de la série, on pourra lui donner pour somme un nombre M choisi à volonté.
Prenons, en effet, dans la suite positive
Co
nombre de termes strictement nécessaire pour que leur somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque la somme C\-\- ...-{- c,i-{- .. . est infinie), puis dans la suite négative — (i, , — do, ... le nombre de termes nécessaires pour ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suite positive assez de termes pour lui faire dépasser de nouveau M, etc.
Soient s' la nouvelle série ainsi formée, s'^ la somme de ses m premiers termes. Les quantités 5',,^ — M oscilleront autour de zéro et convergeront d'ailleurs vers cette limite.
En effet, la différence s'„^ — M est au plus égale en valeur absolue au terme dont l'adjonction a produit le dernier changement de signe dans la suite
Chacun de ces changements de signe exige alternativement l'emploi d'un terme au moins de l'une des suites c^^ C2, ...
ou — di, — do, Dès que m sera devenu assez grand pour
que le nombre des changements de signe qui se sont produits avant le terme s'„^ — M soit '^ in, le terme qui a produit le dernier d'entre eux occupera un rang supérieur à n dans celle des suites Ci , C27 • • . ; — d\, — 6/0, ... à laquelle il appar-
tient, on aura donc
Î292. Supposons que les termes de la série 5, au lieu d'être réels, comme on l'a admis, soient des quantités complexes
La série Sw// tendant vers une limite finie c -\- di, '^cin et S6/i tendront respectivement vers c et d. D'autre part, la série S | Un\ = Sy/a^4- b^ est divergente, par hypothèse, et, ses termes étant positifs, elle a une somme infinie II en sera de même a fortiori Aq la somme 'Z{\ a ,i\ -\- \h n\) dont les termes sont au moins égaux aux siens. Donc, l'une au moins des deux séries S|a;i|, S|è/,| a une somme infinie. Donc, l'une au moins des deux séries Sa« et Y^bn est semi-convergente. On pourra donc, en modifiant l'ordre des termes de la série 5, donner une valeur arbitraire à sa partie réelle, ou à sa partie imaginaire.
293. Théorème. — Si deux séries s = 11 11,1 et tz=YiVn sont absolument convergentes, la série 1 = S^/^^p formée par les produits deux à deux de leurs termes, écrits dans un ordre quelconque, sera absolument convergente et aura pour somme st.
Soit, en effet, (j^i la somme des m premiers termes de la série o-, le nombre m étant quelconque, mais suffisant pour qu'on retrouve dans <7m tous les termes du produit
n étant un nombre donné quelconque. On aura
R étant une somme de termes Uy^ç^, dans chacun desquels l'un au moins des deux indices a, ^ sera >> n. , Soit Ji=: Wa^p+ «a'<^p'+ . . . ct soit /i -f- /; le pIus grand des indices a, p, cl', P', .... On aura
t — St\^\s„tn — St\ -h\R\
<\Sntn—St\-h I Wal k3| -f- |"a'|| ^'.S'I -t- • • •
= I S,Jn ~-St\-\-{\ U^^, 1 4- ... -u I U,,^p\) ([ (;j I 4- . . . 4- I ç>,^^^ |)
(|"ll -^ " - -^\ Un\) {\Vn-^,\ -\- . . .-\-\ ç
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Or les séries S = 2| w„|, T = S | p,,| élant convergentes, par hypothèse, on aura
et, d'autre part,
Donc
I '^m — -^^ I < I -hi tn— St I + Z„ T + e; S,
quantité dont chaque terme converge vers zéro si n tend vers oo. Mais on peut prendre n aussi grand qu'on veut, à condition de faire croître en même temps m. On aura donc bien, pour ni = ce,
Jim I a„i — st I = 0.
294. Ce théorème ne subsiste évidemment pas si les séries 5 et ^ ne sont pas absolument convergentes. Mais si l'une d'elles seulement, t^ est semi-convergente, on peut le remplacer par le suivant :
La série W qui a pour terme général
est convergente et a pour produit st.
En effet; on a par hypothèse
I i^n+i -^' • •-+- ^'n-^p I < Kr
Cela posé, la somme est évidemment égale à
On en déduit
\Wa—St\ = \Snt„—St\^\ U,\ 1 i'n\ -^\fh\\ <'«-!+<•«! -H . . . + I w„ I I (^2 + ^'3 H- • • • + ^V I
< I S,Jn —St\-\-\u,\ £;_! + I ^^3 1 £«-2 -H . • . + 1 W« hi .
Soit m le plus grand entier contenu dans — • Les quantités £,, ..., t\^ formant une suite non croissante, on aura, a fortiori,
I W„ — ^M < I '^/^ ^n — 5/ I + ( h/.2 I + • . • 4- I ihn I ) -'n-ni^i
Si 71 tend vers cxd, il en sera de même de m et n — m -^ i . Donc tous les termes du second membre tendront vers zéro, et l'on aura
lim I W„— .9/ 1 = o.
i295. Si les séries s et t sont toutes deux semi-convergentes, la série AV pourra ne plus être convergente; mais si elle l'est, on aura encore
\Yzzz si.
Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme suivant :
Si les quantités .s, , . . . , 6/^ convergent ve/s une limite s^ on auj'a
lim — s.
On a, en effet,
a ou
Si -f- .V,
D'ailleurs, ,s,, ^2, ... tendant vers une limite s, on a
et à la limite, en faisant tendre p vers oc,
Donc
Les quantités £ formant une suite non croissante, on aura, a fortiori, en désignant par \ l'entier positif le plus voisin de y//i ,
< n et, en faisant tendre n vers oc,
Les quantités 6,, ..., Sn étant toujours supposées converger vers 5, leurs modules |ô',|, . , . , | ^/^ | convergent évidemment vers |5|. Donc on aura également
lim
H-I-Vl
Si donc les séries 5, ^, W sont convergentes, on aura, en désignant respectivement par Sn-, tn^ ^ a les sommes de leurs n premiers termes.
5 = li
lim î
W=:li
Cela posé, on a
== Wj ((^1 -I- . . . H- Vn, ) 4- ?/2 ( (^1 + • • • + ^«-1 ) + • • . r:r: u^ tj^ -j- U^ t/i—l + • • • i
W, -4- . . . 4- W„ = Wi t„-i- ( f^i -f- Wa) ^n-i + . . .
I Posons d'où
On aura, en désignant encore par m le plus grand nombre entier contenu dans - ->
•^1 ^rt + • • • ^~ '^m *n—m+\
=: ( ^1 -f- . . . -f- ^,i_/,; ) .S" -I- /^«-Hi ^i-m + . . . + ll,i ti ,
et, par suite,
Il m II n -— m ii
{Syk„^. . .-\-S,nkn-m^\)-^ (A;„+l ^,,_,„ + . . .-\-h,Jy)
Passons à la limite pour /iz=co. Si l'on remarque que /n
et n — m deviennent intinis avec /i et que — ? ont
pour limite commune ;^, on voit que la limite du premier
membre sera
Donc on aura
lim[(£i^
Or ce second membre tend vers zéro. En effet, son module est au plus égal à
Or, si n tend vers o), —^ — '-- — ^-^ tendra vers 1.9 1,
ni ' '
\ L vers \t\, — et vers i, £,,_-w+i ^^
£w+i vers zéro.
297. Cherchons à obtenir des règles qui nous permettent de distinguer si une série est ou non convergente.
Considérons à cet effet une série dont le terme général soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante :
Cette série sera convergente si là quantité
tend vers zéro pour n = ce, quel que soit p. Elle sera même absolument convergente si
i a„4-i I I Un+i I 4- . . . + I OC„+p 1 I Un+p I
tend également vers zéro.
Cette dernière condition sera certainement satisfaite si : i" la série Huu est absolument convergente; a" les modules des facteurs a^^ ne surpassent pas un nombre fixe A.
On aura en effet, dans ce cas,
|a„+ll \lln+i I +...-+- \^n^p\ I lhi+p\ <A(| n,^^y I -f-...-n I lln-i-p |. )
quantité qui tend vers zéro pour n = ce.
Donc, en multipliant les termes d'une série absolument convergente par des facteurs dont les modules ne surpassent pas un nombre fixe, on obtient une nouvelle série de même nature.
Si, de plus, les modules des facteurs y.n "e deviennent jamais inférieurs à un autre nombre fixe «, leurs inverses ne
pourront surpasser --, et l'on pourra réciproquement conclure de la convergence absolue de la série ^y.nUn celle de
la série ^Un- Les deux séries seront donc en même temps absolument convergentes ou non.
298. Deux autres cas de convergence certaine peuvent être mis en évidence, en mettant l'expression (2) sous la forme suivante :
+ {y-n+p-X — «/^+/;) ("«+/>-! -4" • • • 4" "«+l) + • • • H" ( ««-+1 — ^a-^i ) ^hi+l 1 -— I ^n+p \ ^n-i-]' ^n )
+ {^n f-p-1 — '^n-hp) i^/i-hp-l — 'Ç/i ) 4- • • . H- (^rt-Hl — '^11+2) {^n+l ^^/i ) |-
Soit Ma le plus grand des nombres \s,i^p — Sn\, ..., |.Ç/;^, — s,i |. J_j'expression précédente sera au plus égale à
Cette quantité tendra vers zéro pour n r= ce, si l'un des deux facteurs qui la composent tend vers zéro, l'autre restant fini.
i99. Supposons, en premier lieu, avec Diriclilel : i" Que la série
( 4 ) hl — «2 I + • • • + I «/^4-l — 3(„ I + . . .
2° Qu'on ait, pour /i :=cc,
lima,^=: o;
3" Que les modules des sommes ^i, ^o, ... ne surpassent pas une limite fixe L.
Si ces conditions sont remplies, on aura
£,'^ tendant vers zéro.
D'après la seconde hjpotlièse, a,;^^ tendra également vers zéro. Enfin les quantités \sn+p — ^//|, ... et, par suite, M„ ne surpasseront pas 2L. 11 y aura donc convergence.
Le cas particulier le plus intéressant est celui où l'on suppose :
i'^ Que les quantités a sont positives et décroissantes.
2" Qu'on ait linia/2=o. Dans ce cas, la série (4), qui se réduit à
est évidemment convergente, et a pour somme a,.
3° Que les quantités ?^i, «25 • • • forment une suite périodique, telle que la somme des termes d'une période soit nulle.
Particularisons encore, en supposant que la suite des u se réduise à la suivante
nous obtiendrons ce théorème :
Une série
y. Y — oc 2 H- ag — a^ H- . . . ,
cloîit Les termes sont positifs et décroissants, et tels que Von ait lima,2=: o, est toujours convergente.
Supposons, en second lieu, avec Abel
I» Que la série (4) soit convergente ;
2° Que la série u^-\-. . .^ Un + - • . le soit aussi.
L'expression (5) tendra encore vers zéro. On a, d'autre
part,
a,,^^;— a, — (ai— a^)— . . .— (a,,+^,_i — a„+^,) ;
d'où
A désignant la somme de la série (4)-
Donc le premier facteur de (3) restera au-dessous d'un nombre fixe. Quant aux quantités \sn+p— Sn\^ •••, elles seront toutes moindres que î«. Le second facteur tend donc vers zéro, et il j a encore convergence.
La convergence de la série (4) est évidemment assurée si les quantités a,, a^, ... sont réelles, positives et non crois-
santés ; dans ce cas particulier, on aura donc le théorème suivant :
Une série convergente reste encore convergente si Von multiplie ses divers ternies par des nombres positif s formant une suite non croissante.
301. Les séries absolument convergentes, étant les seules oii l'on puisse changer à son gré l'ordre des termes, peuvent seules être employées commodément dans l'analyse. Il importe d'apprendre à les reconnaître. Cette recherche doit se faire sur la série des modules, dont les termes sont réels et positifs. Cette circonstance donne un intérêt particulier à l'étude de la convergence de ce genre de séries, qui va désormais nous occuper exclusivement.
Cette recherche est fondée sur le principe suivant :
Si une série {ci termes positifs) Sc^/^ a ses termes plus petits à partir d^un certain rang que ceux d^ une série convergente de même nature ^Un-, elle sera elle-même convergente.
En effet, si l'on a
on aura a fortiori
Il est d'ailleurs évident qu'on n'altère pas la convergence d'une série en modifiant arbitrairement un certain nombre de termes au début. Il suffit donc que l'inégalité v,i<^ u,i ait lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre fixe V.
Si, au contraire, la série Hvn a ses termes plus grands que ceux de '^u,,, et, si cette dernière série est divergente, 'Ev/t le sera.
La démonstration est la même, le sens des inégalités étant renversé.
Pour jiig"er de la convergence ou de la divergence d'une série, il conviendra donc de former un tableau de séries convergentes, un autre de séries divergentes, auxquelles on comparera la série donnée.
302. La comparaison avec une progression géométrique nous fournit une première règle simple et suffisante dans un grand nombre de cas.
La série ^Un est convergente si, à partir d\in certain
" I — rang, on a constamment \iu,i <i r, r étant une constante
<C I ; divergente si, à parti/- d'un certain rang, on a
Car on a, dans le premier cas,
if,i<^/'", S r" convergente,
et, dans le second,
//,,>/•", Sr" divergente.
Le premier cas se présentera, en particulier, si \Un tend pour n = œ vers une limite / moindre que i ; car soit r une (juantité quelconque comprise entre / et l'unité; on pourra trouver un nombre v à partir duquel \u„ différera de / d'une quantité moindre en valeur absolue que / — ;•. A partir de ce
"/ — ^ moment, on aura constamment \Uu >■ r.
On voit de même que le second cas se présente si \ u„
tend vers une limite << i .
303. Lorsque la règle précédente ne s'applique plus, on se trouve conduit à chercher de nouvelles séries moins rapidement convergentes (ou divergentes) que les progressions géométriques, pour leur comparer la série donnée.
On peut construire à volonté de semblables séries par les considérations suivantes :
Soit Ml, -.., M,, une suite de quantités positives crois-
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santés, et telles que Ton ait limM,/ = do. La série
(6) Mj-i- (M2- Ml) 4-. ■ . ■+- (M,- ]VI„-i) -H. . .
sera une série divergente à termes positifs, où la somme s,, des n premiers termes sera M.,i.
La série
sera, au contraire, convergente; la somme s,i des n premiers j
termes a pour valeur j-j ^ 5 expression dont la limite f.
est r-r-'
Réciproquement, toute série à termes positifs pourra être mise sous la forme (6) si elle est divergente, sous la forme (7) si elle est convergente. Les quantités M, , . . . , M,i seront déterminées, dans le premier cas, par la condition
dans le second, par les conditions
d'où l'on tire les valeurs
H 304. Nous allons montrer que la suite M,, .,., M,/, ...
Ipermet de construire deux systèmes de séries en nombre illimité, à convergence (ou à divergence) de moins en moins rapide, et dont les séries (7) et (6) ne sont que les premiers termes.
Nous nous appuierons, pour le faire, sur quelques inégalités de la théorie des logarithmes que nous allons établir. 3. - L zg
Si .r > o, on aura
oc'
d'où, en posant x =^ '- — ^-^j (jr >- s),
Mais on a, d'autre part, si o < j; < i ,
I — ÔC
d'où, en posant
En prenant les logarithmes dans les deux membres de ce^ inégalités, il viendra
(8) - ^=^ < Log-/ - Log^ < •^-.
Plus généralement, posons
LogLogJ7 := Log2>^, Log Lo g.2 j:-' = Log3^, ..., .^
Ajj.ir = Log^Log2^. . .Log^.r.
On aura, si j^ >» :3,
Logr > Log:;, . . . , I-'Ogjxj > Log^
Appliquant les inégalités (8) à l'expression
Log;j,4_i7 — Log,x+i- = Lo il viendra
Faisons le produit des inégalités obtenues en posant successivement [i. = I, 2, . . . , m — i; multiplions encore par l'inégalité (8); il viendra
(9) -=T ^- < LOg„,/ — LOg,;,^ < ^~^' ■
305. Ces préliminaires posés, nous pouvons établir le tliéorème suivant :
Théorème. — Soit M, , ..., M,^ une suite de quantités positives satisfaisant aux conditions
M;,^.i > M,, , li m M„ =r 00,
et soit p une quantité positive quelconque : Les séries
Zé M„_iMP
MP ' ZM„^,LogM,^iLogPM„ Z<M„^iA„,M„+,LogP^M,,'
seront toutes convergentes, et les séries
seront toutes divergentes.
En elïet, les quantités MP, ..., MP, ... satisfaisant évidemment aux conditions
MP > MP et limMP = oo,
n — <xt
, . Y'MP^i — MP /
la série y'~^9 — ïjp^ ^^^^ convergente ( et aura pour somme
~y La série^-^i!-^^^ le sera également (297) si le rapport
des termes généraux de ces deux séries reste inférieur à une limite fixe. Il est aisé de voir qu'il en est ainsi; car, si nous posons, pour abréger,
et q sera positif et < i . Soit [x un entier quelconque, tel que Ton ait - << P- On aura
a,, < — — 1 < i-h r/î^ -h . . . 4- 7 (J- < ;x. 1 - - rjv-
Donc la série
est convergente, et l'on sait d'ailleurs que la série
est divergente.
En second lieu, les quantités
Log,„Mi, ..., Log,„M„, ...
satisfont évidemment aux relations
Log„,M„+i > Log,„M,,, lim Log,„M,, = oc.
Donc la série
Log,„M„_^i— Log,„M„,
Log,„x\l„+iLogP^M„
est convergente. Or, en appliquant l'inégalité^ (9), on voit que ses termes sont plus grands que ceux de la série
2j M,,+i A,;,_, iVl„+i Lo;
Celle-ci est donc convergente.
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De même, la série
(Log,„M«+i-Log,„M„)
est divergente, et ses termes sont plus grands que ceux de la série
Celle-ci est donc divergente.
Gomme application parliculière, posons
Mi — i, ..., Un=n,
Nous obtiendrons la suite de séries divergentes
^ n ^ n Log/i ^ n Log„i n
Posant, d'autre part, M/^^ n — ^ r, nous aurons de même la suite de séries convergentes
^^n{n — I)?' ^ Al LogAi LogP(/i — i
A cette dernière suite, on peut substituer celle-ci, dont les termes sont respectivement plus petits et dont la forme est un peu plus simple,
j^ Ai^+P ' ^ n Log^^P /i ' ' Z^n XfnTi LogP n
On remarquera que, x étant un nombre donné quelconque, ses logarithmes successifs Log^, Log2^, . . . décroîtront sans
I cesse et finiront par devenir négatifs. Si Logjx^ est négatif, il n'aura plus de logarithme arithmétique, et les symboles suivants Log[j,+, x, . . . n'auront plus de sens. Il pourra donc se présenter au début de chacune des séries types (lo) et (i i) un nombre limité de termes illusoires, suivis d'un terme négatif. Mais on pourra leur sub-
stituer des nombres positifs arbitraires sans altérer la convergence ou la divergence.
307. Les considérations suivantes montrent directement la divergence des séries (lo) et la convergence des séries (i i). Elles permettent, en outre, d'assigner deux limites entre lesquelles se trouve comprise la somme d'un nombre quelconque de termes consécutifs de chacune d'elles.
Soit F(/z) une fonction de /?, dont la dérivée /(/^) soit positive, continue et décroissante, et tende vers zéro pour n=^cc. On a, pour les valeurs de œ comprises entre n et /? + I,
et, en intégrant de n a n -\- \ ,
Posons successivement Ai = v, v -h j , ..., v -\- p — i et ajoutons les inégalités obtenues; il viendra
/(v) +. . .4-/(v -\-j> - I) > J f{.r)cU-
La somme /(v 4- i )-}-.. . -{-/(v +/:>) sera donc comprise entre les deux nombres fixes
et
Soit en particuliei
F(/i) =r Log/i, d'où /(/l)=z-;
posons en outre v = i, nous voyons que la somme
est comprise entre Log(/> + i) et Log(/? + t) — i .
Si V tend vers 00, /(v) et/(vH-/?) tendant vers zéro, on aura
lim[/(v4-i)+...-h/(v-i-/?)] = lim / f{x)dx.
Pour que la série ^f{n) soit convergente, il faut et il suffit que le premier membre de cette égalité soit nul quel que soit/?. La condition nécessaire et suffisante pour la convergence est donc que l'intégrale
tende vers zéro ou, ce qui revient au même, que ¥{n) tende vers une limite finie pour n = co.
Gela posé, les fonctions
Log/z, Log2«, ..., Log,„+,«, .... qui ont respectivement pour dérivées
n II Log/^ n A^„ Ai
deviennent infinies pour n = oo. Donc les séries (10) sont divergentes.
Au contraire, les fonctions
n-9 Log-Pn Log~P/î
qui ont pour dérivées
'ny^' /iLog^+P/i ' * ' ' n A,„ /i LÔgpTi '
s'annulent pour « = oc. Donc les séries (11) sont convergentes.
309. La remarque suivante fournit un second procédé pour juger de la convergence d'une série à termes positifs par comparaison avec une autre série de même nature.
La série Sp„ est convergente si, pour toutes Les valeurs de n non inférieures au nombre fixe v, on a
la série ^u,j étant convergente.
Elle est divergente si, pour /i>v, on a
la série Hun étant divergente.
On a, en effet, dans le premier cas, v^ ^ (\+l _ -v^ _
V-Hl
Donc, à partir du rang v, la série ^Vn aura ses termes au plus
égaux à ceux de la série convergente —^u,i', elle est donc
elle-même convergente.
La seconde partie du théorème s'établit de même, le sens des inégalités étant changé.
310. Si l'on suppose que ^Un soit une progression géométrique de raison r, on aura la proposition suivante :
La série S^„ sera convergente si, pour /i>v, on a constamment
— ^>-, /• étant < j
et en particulier si — ~ tend vers une limite /> 1 "«-1-1
EUe sera divergente si, pour /i^v, on a constamment
<C -) r étant >• i
et en particulier si — — tend vers une limite l<^ i
311. La considération des séries (lo) et (i i) conduit à des règles plus précises. Pour les formuler, calculons pour chacune de ces séries la valeur approchée du rapport — —y en
y négligeant les termes d'ordre plus élevé que — • On a, avec cette approximation,
(/i 4-i)P _ ^P+ pn9-^-^. . . p p(p — t) I
nP ~ nP ~^~^n~^ 2 n''
Log(/i4-i) =Log/« -4- Log( 1 -h - j
Log/i H
Lo2n I I
^ V nLogn
Log2(/Z -f-l) rr: Log^n + Log( I -f- )
- \ Il l no /> I
^ n Log/i
n luo^n
Logg/if I
et généralement
Log,„ ( Al + I) -= Log,,, /J iH ^
LogP„(« + ,)--=LogP„ «(,+ _£_
Eafin
= IH \ = h ... H ,
{n-^iY^P i-hp (i-hp)p
nA,„nLog?^^n
n /iLo£/i nA,„n
Telles sont les valeurs du rapport — — pour les séries (10) et (11). La première de ces valeurs seule est exacte. Les autres doivent être complétées par un reste de la forme -\
8/, étant infiniment petit pour n = 00.
312. Gela poséj une série ^Vn sera divergente si, à partir de /i = V, on a constamment
ou, plus généralement,
— ^^ iH h. ..H
Vn+\ ~ \ fi n\„,n
Xétant une quantité positive fixe.
En effet, à la comparant à la série (10) correspondante, la différence
Vn-^X U
finira par devenir négative, 8« étant infiniment petit.
An contraire, S(',i sera convergente, si l'on peut trouver une quantité positive À telle que l'on ait, à partir de ii = v,
ou, plus généralement,
('„4-i ' n /iLo'^/i ii\,„n
En effet, comparons la série ^Vn à la série correspondante Sw/,, formée avec une valeur de 0 moindre que A. La diflerence
^\i _ Un = ^ — P _ K
prendra, pour de grandes valeurs de /i, le signe de son premier terme, qui est positif.
Lorsque le rapport — ~ est développable suivant les
puissances entières de - (ce cas est à peu près le seul qui
se présente dans la pratique), les règles précédentes permettent de décider, dans tous les cas, s'il y a ou non convergence.
Soit, en effet, en s'arrêtant aux termes du second ordre,
(^,+1 n fr
%i restant fini pour ji = ce.
Si a << I , ou a= I, p <ï, il J aura divergence; car, eu
comparant la série llç,i à la suivante
(jiii est divergente, on aura
et le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de n', donne son signe à cette expression, sera négatif.
Au contraire, si a >> i , ou a = i , [^ > i , il y aura convergence; car, en comparant la série ^Vn à la série convergente
2j''''~'Z^,iho^^^9n
on aura
/iLog/i li'
expression qui, pour n suffisamment grand, sera positive, car son terme principal est positif.
314. Voici une dernière règle de convergence, due à M. Kummer :
Si, pour n 5 v, on peut mettre le rapport — — sous la forme
a, <?v, . . ., C/i, . . . désignant des quantités positives quelconques, la série ^Vn sera convergente.
On a, en effet,
^'n^fi ^\-hl^n-\-l
Ajoutons les équations obtenues en donnant successivement
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à n les valeurs v, v -f- i , v + /? — i , il viendra
^v+iH-. ■ .H- (W;, = < — -•
Donc la somme du premier membre tend, pour p r^- x>, vers une limite au plus égale à -^^.
315. Séries a double sens. — On considère parfois des séries telles que
formées d'une infinité de termes s'étendant dans les deux sens à partir d'un terme central u^. La somme jr d'une semblable série sera, par définition, la limite de la somme
s, un — ( Il -m -f- . . . + f/o 4- • • • -^.Mn),
lorsque m et 11 tendent tous deux vers oc, sans être liés par aucune relation. S'il existe une semblable limite, la série sera convergente. Pour cela, il est évidemment nécessaire et suffisant que les deux séries partielles
i^oH-. . -H- ^'« + . • . et //_!-!-.. .4- f<_,„ -h. .. .
soient convergentes séparément.
La série (12) sera absolument convergente si ces deux séries le sont. On pourra, dans ce cas, altérer à volonté l'ordre des termes sans changer la somme de la série; les écrire, par exemple, dans l'ordre suivant
de manière à n'avoir plus qu'une série ordinaire. 1 Pour former le produit de deux séries de l'espèce (i'^), ft lorsqu'elles sont absolument convergentes, on n'aura évidemment qu'à former les produits de leurs termes deux à deux; les termes ainsi obtenus, écrits dans un ordre quelconque à la suite les uns des autres, formeront une nouvelle série, égale au produit cherché.
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316. Séries multiples. — Soit u,,^ „,, un sjstème de quantités, distinguées les unes des autres au moyen de plusieurs indices /??<, m^, ..., dont chacun peut prendre une infinité de valeurs entières (par exemple, toutes les valeurs entières et positives).
On peut, d'une infinité de manières, écrire ces termes à la suite les uns des autres et former ainsi une série où chaque terme figure à un rang déterminé, sans qu'aucun d'eux soit omis. (On peut, par exemple, en désignant par e^^e^^ -'■ une suite quelconque d'entiers croissants, écrire d'abord, dans l'ordre qu'on voudra, ceux des termes ^^„j,„.,... en nombre limité, pour lesquels | mi | + | m^ | + • • • < ^m p»is ceux, en nombre limité, où cette somme est >> <?i, mais ^ Co, et ainsi de suite.)
Une série ainsi formée
dont les termes successifs ne sont autres que les nombres "m^?7i.... écrits dans un certain ordre, représentera pour nous, si elle est convergente, une valeur de la série multiple
Toutes les séries V se déduisant de l'une d'elles V par le changement de l'ordre de ses termes, on voit (291-292) que, si \' est semi-convergente, la série multiple admet uue infinité de valeurs difîerentes. Le symbole ^u,,,^,,,.... n'acquerra donc un sens précis que lorsqu'on aura fixé l'ordre dans lequel les termes devront être successivement ajoutés.
Au contraire, si V est absolument convergente, la série multiple n'aura qu'une valeur unique (289). Nous dirons, dans ce cas, qu'elle est absolument convergente. La série plus générale Sa,„^„,, ?/,„ „,^ le sera également, si les modules des multiplicateurs y^in^ni.... "e surpassent pas un nombre fixe (297). Enfin, on obtiendra le produit de deux semblables
séries en multipliant leurs termes deux à deux et ajoutant dans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus.
317. Considérons en particulier la série à termes réels et positifs
Zji'nl
(où l'on exclut le terme correspondant à m, — Wo. . . = m« = o, qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera convergente.
Soit X un entier positif quelconque. Le nombre des systèmes de valeurs de m,, . . . , nin dont la valeur absolue ne surpasse pas x est évidemment égal à (2^ + 1)'^. Si nous excluons ceux de ces systèmes où //?<, . . ., nin sont tous < x en valeur absolue, il en restera
{ix -f-i)"— {ix — ly — ni'^x"'-'^-^
Soit S^ l'ensemble des termes de S qui correspondent aux systèmes restants. Chacun de ces termes est évidemment compris entre les deux limites suivantes -^ et ;; — -;— ^; on aura donc
On a d'ailleurs, évidemment,
S = S, + ...-hS^-H...
et, par suite,
en posant, pour abréger,
I S sera donc convergente ou divergente en même temps que T.
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Mais on peut évidemment écrire
An tendant pour ^ = 00 vers la limite constante Aia". Pour que T soit convergent, il sera nécessaire et suffisant que la série
le soit, ce qui donne (306) la condition
Ce résultat peut être généralisé comme il suit
Soient o une fonction continue homogène de degré 2 a des i
indices rrit, ..., 77i,i', ^ une fonction des mêmes indices, de •
degré inférieur à 2 a.
Si la fonction cp est de telle nature qu'.elle ne s'annule pour
aucun système de valeurs réelles des variables m,, m^, ...
(le système 0,0, ... excepté), la série
(où l'on exclut de la sommation les termes pour lesquels on
aurait cp-h(L = o) sera convergente si a;>— > divergente _ n
SI CL
En effet, donnons successivement aux variables mi , m,, ... tous les systèmes de valeurs réelles qui satisfont à la condition
J^es valeurs correspondantes de o seront évidemment finies et de même signe, car cp ne pourrait changer de signe qu'en s'annulant.
Soient K la plus grande de ces valeurs, k la plus petite. Le rapport des fonctions cp et (m;-}-. . .+ mf^)'^ restera com-
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pris entre K et A* pour tous les systèmes de valeurs que l'on considère. D'ailleurs ce rapport, étant une fonction homogène et de degré zéro de /??,, ..., w„, ne dépend que des rapports mutuels de ces quantités; il sera donc toujours compris entre K et k.
D'autre part, '} étant de degré < 2a par raj)port à /?z<, ..., tUn, son rapport à (m;H-...H-/?z;;)û' tendra vers zéro si les variables /;z< , ..., m„, ou seulement quelques-unes d'entre elles, croissent indéfiniment; car ce rapport est moindre que
-— j /«p désignant la plus grande en valeur absolue des quantités m,, ..., m„, et ce dernier rapport tend évidemment vers zéro.
On aura donc
'-fn, . . .m.
,^^ étant une quantité finie, comprise pour des valeurs suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes,
voisines de K et de k. La série V —^ sera donc conver-
gente ou divergente en même temps que la série S, considérée tout à l'heure.
Comme application, considérons la série
Oa — —— — ,
où iLo,=:a'-^ra!'i, 2io.,= b' ^ b" i\ z ^ z' ^ z" i sont des quantités complexes et a une quantité positive. La série des modules a pour terme général
[{a' m, 4- b'm^-^z'Y^{a",n, -v- b" m^-+- z"Yy '"^ "^ '^ en posant
'r — [{a' m, + b' in.,Y -\- {a" ?n,-^ b" jn.:,Y]K
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La fonction o est continue et homogène de degré a. Enfin, elle ne s'annulera que si /?z, :== ;«2= O5 pourvu que le déterminant a' b" — b' cd' soit différent de zéro.
On voit donc, en appliquant le théorème précédent, que la série sera absolument convergente si a>2. Elle sera divergente, ou semi-convergente, si a ^ 2.
Produits infinis. — Soient, comme précédemment
«1, 11^, . . . , Un, . . .
une suite indéfinie de quantités. Formons les produits successifs
U,i= UiU^. . .u„.
Si n augmente indéfiniment, il peut se faire : 1° Que ces produits successifs ne tendent vers aucune limite déterminée;
2" Qu'ils tendent vers 00;
3" Qu'ils tendent vers une limite finie H.
On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini
est convergent et a pour valeur II.
321. Nous admettrons, pour plus de généralité, que u^^ ..., u,i, .. . puissent être complexes. Soit, en général,
u,i— an-+- ^„i = p„(cosa„4- «sina„).
Le produit 11;^ aura pour module pi... 0,1 et pour argument a, -|-...+ a„.
Deux cas de convergence seront à distinguer suivant que, pour Al = 00, U,i tend vers zéro ou vers une limite différente de zéro.
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Le premier cas se présentera, quels que soient les arguments, si l'on a
limpi. . .pn—o,
ou, ce qui revient au même,
limLogpi. . .p«=lim(Logpi-+-. . . -+- Logp,,) =— oo.
Ce cas se reconnaîtra donc à ce caractère que la série
Logpi-h...-l-Logp„-j-...
est divergente et a pour limite — oo.
322. Supposons, au contraire, que Un tende vers une quantité fixe différente de zéro, ayant P pour module et A pour l'un de ses arguments. Il faudra évidemment pour cela que l'on ait
Logp, + . . . -h Logp„ = LogP -h R,
ai H- . . . -h a,, = A + 2 A-„7H- R;,
'ri}
kfi étant un entier et R/^, R^^ des quantités qui tendent vers zéro pour n = co. D'ailleurs les arguments a,, ..., a^, n'étant déterminés chacun qu'aux multiples près de 2Tc, pourront être choisis successivement de manière à faire évanouir les entiers k,i^ de sorte que les deux séries
(i4) Logpi4-.. .-f-Logp„H-...,
(i5) ai -h. . .+ a„+. . .
soient convergentes (leurs sommes étant LogP et A).
Au lieu de la série (14)5 il sera souvent plus commode de considérer la série
(16) Logp;-i-...-f-Logp2-i-...,
qui s'obtient en doublant tous ses termes.
Si les séries (i5) et (16) sont absolument convergentes, il en sera de même du produit II, dont la valeur sera évidemment indépendante de l'ordre des facteurs. Il en dépendra, au contraire, et sera semi-convergent, si l'une ou l'autre des deux séries est semi-convergente.
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Une condition nécessaire, sinon suffisante, pour la convergence des séries ci-dessus est que leurs termes tendent vers zéro pour n =z co. Il faut pour cela que pf^ tende vers l'unité et a,^ vers zéro. Mais on a
sin —
P«~«/' -+-^1> a,, —arc
ces
Pn
11 faudra donc que a,i tende vers l'unité et bn vers zéro. 323. Théorî^me. — Pour que le produit
n rrr i/, . . . w„ . . .
soit absolument convergent vers une limite différente de zéro, il faut et il suffit que la. série
soit absolument convergente.
En effet, la convergence de cette série, comme celle du produit, exige évidemment que l'on ait
lima;j:=i, lim^/^ = o, limp„=:i.
Cela posé, les expressions
Logp2 Log(i-^p;t — i)
et
Vu
. b, arc sin —
tendront évidemment vers l'unité pour n = oo. Ces facteurs seront donc, à partir d'un certain rang, inférieurs à une limite fixe, et il en sera de même de leurs inverses. Donc les séries (i4) et (i5) seront absolument convergentes en même temps que les séries plus simples
SEy-L°=p,;=5;(?î-.)-2^«;i + ^j
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et
Mais si la série \ bn est ai3SolLiment convergente, il en sera
de même de la série \ ^);, dont les termes ont des modales moindres, au moins à partir d'un certain rang. D'autre part, la série \ (a,^ — i) peut s'écrire
et sera absolument convergente en même temps que la série
\ {a,i — 1), puisque le facteur a„ + i tend, pour n = 00, vers
une limite fixe égale à 2. Donc, pour que FI soit absolument convergent, il faut et il suffit que les deux séries
\(a„— t) et \z>„
soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au même, que la série
le soit.
Considérons, comme exemple, le produit
Il sera absolument convergent si, a étant > 1, les coefficients Al, ..., A,i, ... ont leurs modules inférieurs à une limite fixe M. On aura, en effet,
est convers^ente, comme nous l'avons vu.
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Le contraire aura lieu si a ^ i et si A,, ..., A„, ... ont leurs modules supérieurs à une limite lîxe.
Comme application, considérons l'expression
Ii{n,z)
Soit r(^) la limite vers laquelle elle tend pour n r=r oo. On aura évidemment T(z) = co si z est un entier négatif, car, à partir de la valeur n = — ^ + i, toutes les fonctions n(n, z) auront un facteur nul au dénominateur.
Pour toute autre valeur de z, T(z) aura, au contraire, une valeur finie et déterminée. En effet, on peut évidemment écrire
n(3,^) ii(/i-hi,5)
Le
pro
et il ne reste qu'à prouver la convergence de ce produit infini. Or on a
T](n-\-i,z) n (n -{- lY
Afi tendant, pour n = cc, vers la limite fixe duit est donc absolument convergent.
326. On a parfois à considérer des produits infinis dans les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction ne peut plus offrir aucune difficulté.
Si une série
5 =z ?^i -h «2 + • • • -H "« 4- . . . dont les termes sont des fonctions d'une ou plusieurs va-
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viables ^, y, . . • est convergente pour tous les systèmes de valeurs de ces variables constituant un certain domaine, elle représentera dans ce domaine une fonction de x, y^ ....
La convergence de la série sera uniforme, si Ton peut, quelle que soit la quantité positive s, déterminer un entier v, indépendant ôe œ, y, ... et tel que, pour n > v, on ait toujours
Les séries uniformément convergentes peuvent, à beaucoup d'égards, être assimilées aux sommes formées d'un nombre limité de termes, ainsi que le montrent les théorèmes suivants :
328. Théorème L — Une série uniformément convergente, dont les termes sont des fonctions continues de x^ y, . . . , est elle-même une fonction continue.
Posons, en effet,
s — Sn H- R.
Changeons ^, j^, . . . en ^ + A^, y -\- Ar, ... ; soient A^,
^Sni AR les accroissements correspondants de s, s,i, R ; on
aura
As — A5„ -+- AR = A5„ + R + AR — R ; d'où
A.|-|A.,1 + |R4-AR1-|R
La continuité étant supposée uniforme, on pourra prendre n assez grand pour que | R -H AR | et |R| soient moindres
qu'une quantité positive quelconque ^•
Le nombre n ayant élé ainsi choisi, 5,^, qui est la somme d'un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On pourra donc assigner une quantité ^, telle que si |A^|,
I AjK I, ... sont <[ 0, I às,i 1 soit <C ^ • On aura alors
ce qui démontre la continuité de s.
Théorème II. — Une série uniformément convergente
et dont les termes sont des fonctions intégrables dans un domaine borné E, est elle-même intégrable dans ce domaine; elle a pour intégrale la série
de
laquelle sera uniformément convergente.
En effet, décomposons E en éléments infiniment petits de^, . . ., deji^ .... Soit O^ l'oscillation de s dans l'élément dck^ Il faut prouver que llOkdck tend vers zéro en même temps que l'étendue des éléments. «
Posons encore
et soient O^^, (Oy^ les oscillations de Sn et de R dans l'élément dck- On aura évidemment
Oa- < o;, 4- co/,,
d'où
2 Oa- de/^: = S O; de^ H- 2 to^. de,,.
On peut, par hypothèse, prendre n assez grand pour que
R soit constamment moindre en valeur absolue qu'une quantité positive quelconque s. Son oscillation to/^ sera dès lors moindre que :2s, et l'on aura
S w/^ de,, << 2 £ E de,, << 2 s E.
Le nombre n étant ainsi choisi, s,i étant la somme d'un nombre fini de fonctions intégrables sera intégrable ; on pourra donc assigner une quantité 0, telle que si de^^ .. ., deii sont tous << 5, ^OJ^, dcj^ soit <C t. On aura alors l
20/,A^/, <£(2E-+-i), quantité qui tend vers zéro avec s; donc s est intégrable.
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Son intégrale sera donnée par la formule
Il ne reste plus qu'à montrer que, si n tend vers oo,
X R<i<? tend vers zéro, et cela uniformément.
Or, on peut, par hypothèse, déterminer un entier v tel que, si n>v, |R| soit constamment moindre qu'un nombre positif quelconque s. Mais alors
SRde E
quantité qui tend vers zéro avec s.
Théorè:me ni. — Si la série
est convergente, et la série
uniformément convergente dans l'intérieur d'un domaine Y.\ si, de plus, les fonctions f[{x), . . .,f^{œ), . . . sont continues dans l'intérieur de E', s(x) admettra dans l' intérieur de E une dérivée, égale à a-(^).
Soient, en effet, x un point quelconque intérieur à E; a un autre point, assez voisin de x pour que tous les points de l'intervalle ax soient encore intérieurs à E; <j[x) sera intégrable de a à ^ ; et l'on aura
/ c^{t)dtr= f;çt)dt -{-... -^ / /:
{t)dt
Ai.
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Le premier membre admet une dérivée, égale à <3-(^); donc il en est de même du second; s (a) étant une constante, s(x) aura une dérivée, égale à a-(^).
Théorème IV. — Soit
une série convergente dont les termes soient, dans un ce?^tain domaine, des fonctions synectiques de z. Si la série
est uniformément convergente, s(z) sera dans ce domaine une fonction synectique de z, ayant pour dérivée ^(z).
La démonstration est la même que pour le théorème précédent.
332. L'uniformité de la convergence, admise dans les raisonnements précédents, est une condition essentielle pour la validité des démonstrations.
Voici, en effet, quelques exemples où, cette condition n'étant pas remplie, nos théorèmes se trouvent en défaut : I** Considérons la série s qui a pour terme général
Pour ^ == o, elle se réduit à zéro. Pour les autres valeurs de x comprises entre — i et H- i , 5 est une progression géométrique convergente, et a pour valeur
quantité qui tend vers go si x tend vers o. La série s est donc discontinue pour ^ = o, bien qu'elle soit convergente el que ses termes soient des fonctions continues.
Ce résultat s'explique en remarquant que la convergence n'est pas uniforme. Soit, en effet, Sn la somme des n pre-
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miers termes de la série. On aura
et, quel que soit /z, on pourra toujours trouver une valeur de X assez petite pour que R« soit plus grand que toute quantité donnée £.
2° Considérons la série
OÙ
La somme s,i des n premiers termes est égale à nxe~"^' et tend vers zéro, quel que soit ^, pour n = co. La série a donc pour valeur zéro, quel que soit x.
On a, par suite,
mais, d'autre part,
Xb ^b T /**
et, pour n = cc.
Sndx=z -.
lim f
Le théorème II est donc en défaut pour cette série.
Gela tient encore à ce que la convergence n'est pas uniforme. En effet, on a
et, si l'on pose x =^ -— ? il viendra
sjn
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11 est donc impossible de choisir n de telle sorte que, pour toute valeur de x^ \ R/^ | soit <^£, dès que s sera << -•
Considérons encore, avec M. Weierstrass, la série
F(^) = ^ 6" cosa^Tzx,
où b est une constante positive <C i , et a un entier impair
Cette série est uniformément convergente ; car, si l'on désigne par ¥tn{oc) la somme des m premiers termes, par R,„ le reste, on aura
quantité indépendante de x et qui tend vers zéro pour m = 00.
Si ab <ii^ ^{^) aura pour dérivée la série
car cette dernière série sera aussi uniformément convergente.
Nous allons montrer, au contraire, que, si ab surpasse un certain nombre fixe, F(^) n'aura pas de dérivée.
On peut évidemment écrire
CL X i:i3 Ot/^î -h S/,i5
a,„ étant un entier et \ni une fraction comprise entre — i et -h ~. Posons
a"' em étant égal à dz i . La quantité
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sera ud entier. D'autre part, k aura le signe de e,„, et son
module sera au plus égal à - — --, donc h tendra vers zéro si
m croît indéfiniment.
Considérons l'expression
Soient Sm la somme de ses în premiers termes, R^ le reste. On aura
tdt
-V / Tiia^'b"'—]) -
^ ^ ab — i ab — 1
Passons à la considération de Rm- Pour n^m, on aura {a et e„i étant impairs)
cosa'^.3?7: r=r cosa"'-'"{oL„,-i- ç,„)- = (— i)^m ces «'*-'" 5,„7r
et, par suite,
R,„ :^ ^ f^ \b'^{i-h ces a«-'« 'ç,„ 71 ).
La quantité sous le signe \ a tous ses termes positifs. D'ailleurs, le premier de ces termes, ^'"(i + cosç^^tt), est
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_ » r / • Tz t:
^o"^: car, ç^^tl étant compris entre et -? son cosinus ne
peut être négatif.
On aura donc
et R,„ aura, d'ailleurs, le signe de ( — i)°''«+'e,„. Si donc on a
9 > — r- — ' d'où ab>î-{ "y
6 ab — I 2
on aura
quantité qui croît indéfiniment avec m.
u ailleurs, y a, ainsi que K/», le signe de
( — \Y<rà-^ Cm^ et comme on peut, pour chaque valeur de m, se donner arbitrairement le signe de Cm^ on voit qu'on pourra
à volonté faire tendre vers l'infini positif
ou négatif, ou lui faire parcourir une suite de valeurs de signes différents et indéfiniment croissantes, h tendant toujours vers zéro.
On voit, par l'exemple qui précède, qii'// existe des fonctions continues n'ayant de dérivée pour aucune valeur de la variable. j
334. La fonction précédente F(^) n'est bornée dans aucun intervalle.
Soit, en effet, cd un intervalle quelconque. Soient —,
— -— , . . • , celles des tractions de dénominateur — qui
sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons à ^ la série de ces valeurs intermédiaires entre c et d^ la variation
totale T correspondante sera
Ki)-''<H-'î>(^
et sera au moins égale à yr^, r; désignant la plus petite des quantités
Or on a, par hypothèse,
d'où
<c, ttl±l^,..
D'autre part, nous avons vu, dans le numéro précédent, qu'en posant
a'"a:=zct„,^ç,n, à —
em — Ç
on avait
h pU ab — i
Faisant, en particulier, ?,«= o, e,«=^ + i , a„i= p -f- ;, d'où ,r = , A =^ — , Il viendra
rf^m ^m
On au
ra donc
Si nous faisons croître ni indéfiniment, b étant << i et a6 > i , cette expression croîtra indéfiniment, ce qui établit notre proposition.
Considérons encore la série
'^(^) et 'lf{:-) étant des fonctions quelconques de ^. La somme des n premiers termes de s est
Si I -3 I << i , ^" a pour limite zéro, pour /i = ce, et l'on aura s =^ ^(^). Si I 3 I > I, ^" tend vers ce, et s ~^ '^(z).
Si nous remplaçons '^{z) par une autre fonction '•^\{Z'), nous obtiendrons une autre série s^, égale comme la précédente à à{z) lorsque |^|<i, mais égale à cp,(^) pour
On voit parla que deux séries convergentes et égales entre elles dans une région donnée du plan peuvent converger toutes deux, mais vers des valeurs différentes, dans une autre région du plan.
Soit
une série procédant suivant les puissances entières et positives de ^ — a.
Si, pour une valeur particulière C de ^ autre que a, la série est convergenie, son terme général tendra nécessairement vers zéro quand n augmente indéfiniment. On aura donc, en posant pour abréger | Ç — a\=z /-,
(l) Iim|A„/'"|rr=0.
Il Tzz: 00
Cette condition n'est pas suffisante; mais si elle est
remplie, et si l'on désigne par p une quantité positive quelconque moindre que r, la série S sera absolument et uniformément convergente pour les valeurs de z qui satisfont à
l'inégalité
Les séries dérivées
jouissent de la même propriété.
En effet, soit s une quantité positive quelconque. On peut, par hypothèse, déterminer un nombre v tel que toutes celles des quantités [A,//" | où /z ;> v soient << £. Les autres sont en nombre limité ; soient r, la plus grande d'entre elles, M la plus grande des deux quantités s, Tj : on aura, quel que soit 72,
Gela posé, considérons, par exemple, la série S'. Les modules de ses termes sont au plus égaux aux termes de la série
laquelle est convergente, car le rapport d'un terme au suivant a pour limite - •> quantité >> i .
L'uniformité de la convergence résulte d'ailleurs de ce que la nouvelle série a ses termes indépendants de z,
La série S représentera donc une fonction sjnectique dans lun cercle de rayon p décrit du point a comme centre, et sur ce cercle lui-même.
Gela posé, soit /- une quantité positive variable de o
J. — I. or
à 00. L'expression
sera croissante avec /*, et trois cas seront à distinguer :
i" La condition (i) n'est satisfaite pour aucune valeur de r. Ce cas se présentera, par exemple, si A/i== i . 2 ... ^. S'il en est ainsi, S ne convergera pour aucune valeur de ^, autre que a.
2" La condition (i) est au contraire satisfaite pour toute valeur de /•. Dans ce cas, r et par suite p pouvant être choisis aussi grands qu'on voudra, S sera convergente et définira une fonction synectique dans tout le plan.
Une semblable fonction se nomme une fonction entière. Telles sont, par exemple, les fonctions e^, sin^, coss.
3" La condition (i) est satisfaite pour des valeurs suffisamment petites de /■, mais ne l'est plus pour les valeurs suffisamment grandes. Ces deux classes de valeurs sont séparées par une valeur frontière R.
Traçons autour du point a comme centre, un cercle R de rayon R, auquel nous donnerons le nom de cercle de convergence, j
Si z est extérieur à K, on aura | :; — « | ^ R, et la série sera divergente.
Si z est intérieur à K, on aura \z — « | <C R et, en choisissant deux quantités p et r telles que l'on ait
I- — rt|^P</'<R
on voit que la série sera convergente. La fonction qu'elle représente sera d'ailleurs synectique dans tout cercle décrit du point a comme centre avec un rayon p moindre que R.
Enfin, si z est sur la circonférence de K, S pourra, suivant les cas, être convergente ou non.
La fonction synectiqviey"(^) représentée par une série S de puissances entières z — a dans l'intérieur de son cercle de convergence se nomme un élément de fonction analytique . Nous dirons, pour abréger, que le point a est le centre de cet élément et que R est son rayon.
338. Si Ao est nul, .f{z) s'annulera pour ^ = «, et l'on dira que ce point est un zéro de f{z). Ce zéro sera d'un degré de multiplicité m^ si A;;^ est le premier des coefficients de la suite Ao, A, , ... qui ne soit pas nul.
On aura dans ce cas
et l'on pourra déterminer une quantité 8 telle que, si
o <C\z — a I <C û, on ait toujours f{z) ^ o.
Nous avons vu en effet qu'il existe deux quantités M et r
telles que Ton ait
et, par suite, si | :? — « | < /",
\ k,„^,{z — a) ^ k„,+,{z — af -\- . . .\
Cette quantité décroît avec \z — a|; si donc on détermine S par la condition
on aura pour les valeurs de | :^ — a\ inférieures à ô
339. Théorème. — Soit f{z) une fonction synectique de z définie dans V intérieur d'' un contour fermé et continu C. Les points de V intérieur de ce contour pour lesquels f{z) prend une valeur déterminéeX sont nécessairement isolés, si la fonction f{z) ne se réduit pas à la constante \.
On peut supposer pour plus de simplicité X = o; car, s'il était différent de zéro, on n'aurait qu'à raisonner sur la
fonction f{z) — A, qui est définie dans le même domaine que/(^).
Supposons donc qu'il existe dans l'intérieur de G un point a, qui soit la limite d'une suite de points a<, a^, ... pour chacun desquels /(5) s'annule. Soit b un autre point quelconque intérieur à G. On peut joindre les points a et b par une ligne polygonale L située dans l'intérieur de G. Soit £ une quantité moindre que la plus courte distance de L et de G. Partageons la ligne L en arcs partiels aat^ ..., a^ah^^ , . . . dont chacun ait une longueur << s.
Si de l'un des points a^a^^ . . . , par exemple du point a^, comme centre, on décrit un cercle de rayon £, la fonction /*(^) sera représentée dans l'intérieur de ce cercle par la série de Taylor
et ce développement sera valable sur les arcs ah_^ah et akCtkj^x^ qui sont contenus en entier dans ce cercle. j
Gonsidérons le premier développement, relatif au point «r, ^
Si l'un des coefficients /(a), /'(a), ... n'était pas nul, on pourrait, comme on l'a vu au numéro précédent, assigner une quantité o telle que /(^) ne s'annulât pour aucune valeur de z pour laquelle on aurait o <C | ^ — « | <C o, ce qui est contraire à la supposition que a est la limite d'une suite de points pour lesquels /(g) s'annule. Donc /(«), /'(«), ••• seront tous nuls, et l'on aura f(z) = o tout le long de l'arc ««4.
Mais ai sera la limite d'une suite de points de cet arc; on verra donc, par le même raisonnement, que tous les coefficients du second développement
s'annulent, et que /(g) est nul tout le long de l'arc «, r/o.
Gontinuant ainsi, on voit que f(z) doit s'annuler tout le long de L et en particulier à son extrémité 6, laquelle est,
par hypothèse, un point quelconque de l'intérieur de C. Donc f{z) est nul dans tout ce domaine.
340. Corollaire. — Soient /(^), f\{z) deux fonctions sjnectiques respectivement définies dans l'intérieur de deux contours fermés G, Ci qui se coupent mutuellement en deux points. Si dans la région D, intérieure à la fois à G et à Gi, les deux fonctions f{z) et f\{z) sont égales autrement qu'en des points isolés, les relations
'¥{z)^=.f{z) dans l'intérieur de G, =/i(-) dans l'intérieur de G^
définiront une fonction sjnectique F(^) dans tout l'intérieur de la région du plan entourée par ces deux contours.
On doit remarquer que F(^) est définie de deux manières différentes dans la région D; mais ces deux définitions coïncident; caria différence /*< (^) — f{z): étant synectique dans cette région, et ne s'y annulant pas seulement en des points isolés, y est identiquement nulle.
Ge point établi, la proposition devient évidente.
S =:EA,(3-«)'S
ayant respectivement pour centres les points a et <2<, sont contigus, si : i° leurs cercles de convergence empiètent l'un sur l'autre; 2° dans la région commune à ces deux cercles, •on a S := S,.
D'après ce qui précède, il suffit, pour que cette dernière circonstance se réalise, que l'égalité S = S, soit satisfaite dans cette région commune autrement qu'en des points isolés.
Si deux éléments S, S4 sont contigus à un troisième élément
et si les trois cercles de convergence K, K^ , Ko ont une région commune, S et Si seront contigus. Car on a dans cette région commune
SrrrS,, Si^rzS,; d'oÙ S = S,, ■ '
et cette dernière égalité, ayant lieu ailleurs qu'en des points isolés, subsistera dans le reste de la région commune à K etK,.
Remarquons enfin que, si a^ est un point quelconque intérieur au cercle de convergence K de l'élément S, on aura, par la formule de Taylor, dans l'intérieur de tout cercle décrit du point ai comme centre avec un rayon moindre que la distance de a, à la circonférence de K,
Le second membre de cette égalité sera donc un élément^ de fonction analytique contigu à S.
3i2. Ces préliminaires posés, tout élément de fonction analytique tel que
sert de point de départ, comme il suit, pour la définition ■ d'une fonction analytique f(z). ^
Soit L une ligne continue quelconque partant du point a pour aboutir à un autre point b.
Admettons qu'on puisse marquer sur cette ligne une suite de points a, ai, . . ., ai, . . ., b en nombre limité et jouissant des propriétés suivantes :
Il existe une suite d'éléments de fonctions analytiques S, S<, . . . , S/, ... dont chacun est contigu au suivant, et tels que les arcs «a,, . . ., a/<7/^,, . . . soient respectivement contenus à l'intérieur des cercles de convergence K, . . ., K/, ... de ces éléments.
Nous définirons/(5) en chaque point de la ligne L comme il suit :
De a à ai nous poserons
f{z) = S, de ai k (ii_^i ,
On a ainsi, au point a/,
/(«,-)=: S,_i et /(«,)=: Semais comme en ce point, intérieur à R^.i et à K^-, on a
ces deux définitions sont concordantes.
34-3. Si œ = (D(t), yz:='b(^t) sont les équations de la ligne L, la fonction /(^), ainsi définie sur cette ligne, est évidemment une fonction continue de t. Sa valeur en chaque point de L sera déterminée et ne dépendra pas de la manière dont on aura pu choisir les points a, , . . .^ ai, ... et les éléments S| , . . . , S/, ....
En effet, soit a\, a[,, . . . et S,, S'^, . . . un second système de points intermédiaires et d'éléments correspondants. Désignons par a,, ao, ... les points des deux systèmes <2i, «2, • • . el a\, «',, . . . écrits dans l'ordre où on les rencontre en cheminant de a À b.
Dans les deux modes de procéder, on a sur l'arc a a,
Admettons plus généralement que, jusqu'au point a/, la valeur de f{z) reste la même; nous allons prouver qu'il en sera encore de même sur l'arc y^y^ij^^.
Avec le premier mode de division, f{z) sera déterminé par une relation de la forme
Se étant un élément dont le cercle de convergence R^ contient à son intérieur l'arc a^a/^, , et, par suite, une portion de
l'arc a/_, a^- avoisinant a/. Sur cette dernière, on aura encore
En effet, cela a lieu par définition si a^ n'appartient pas à la suite «i, «o? •••• Si au contraire il appartient à cette suite, il sera égal à Œq et la définition donnera
Mais Se et ^e-\ sont deux éléments contigus; donc, dans toute la région commune à leurs cercles de convergence, on aura
et, par suite,
Dans le second mode de division, on aura de même, sur l'arc a^a/.^, et sur une portion de l'arc a/_,ai, voisine de a/,
S'^ étant un nouvel élément, dont le cercle de convergence K^ contient à son intérieur l'arc a^a/.,.!.
Mais, dans les deux modes de procéder, /(^) a la même valeur sur l'arc a/_< a/; dont les deux éléments S^ et S'^ ont la même valeur sur toute la portion de cet arc commune | à Kg etàK'^,^. Ils sont donc contigus, et restent encore égaux sur l'arc a/a/,^^.
La valeur finale de /(^) au point ^, extrémité de la ligne L, ne dépend donc que du tracé de cette ligne, lequel définit la loi de variation de z.
344. Nous avons admis, dans tout ce qui précède, qu'on pouvait passer du point a au point h (et a fortiorik un point quelconque de L) au moyen d'un nombre fini d'éléments S,
Si, Supposons qu'il en soit autrement. La ligne L étant |
à ses débuts intérieure à K, il y aura sur cette ligne des points que l'on peut atteindre de la manière indiquée et d'autres plus éloignés qui ne jouissent plus de cette propriété. Ils
sont séparés les uns des autres par un point frontière c que nous appellerons un point critique. Notre procédé permettra de définir la valeur de f{z) pour tous les points de l'arc ac (le point c excepté), mais on ne pourra aller plus loin.
345. Nous avons vu que, si z se rend de a k b suivant une ligne L n'offrant pas de point critique, on peut déterminer sans ambiguïté la valeur de f(z) en chaque point de cette ligne, et notamment au point b et dans ses environs où elle sera donnée par un développement
/{z) = zB„{z-br
procédant suivant les puissances de z — b.
Si z suivait une autre ligne U, on obtiendrait de même sur la partie de cette ligne avoisinant le point b un nouveau développement
Si ces deux développements sont identiques, nous dirons que les lignes L et h' donnent à leur extrémité des valeurs concordantes pour/(5). Il n'en est pas nécessairementainsi. Les fonctions algébriques et les transcendantes élémentaires nous en ont déjà fourni plusieurs exemples.
Il peut même arriver que le point b soit critique sur l'une des lignes L, L', sans l'être sur l'autre.
11 est donc, en général, nécessaire, pour pouvoir fixer la valeur de /{z) en un point donné b ou dans ses environs, de définir le chemin suivi pour y parvenir.
Il existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas où l'on peut s'affranchir, au moins dans une certaine mesure, de cette considération.
346. Théorème. — Supposons z assujetti à rester constamment dans r intérieur d'un contour fermé G 5 si, dans ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique, quelle que soit la ligne décrite par z^ la fonction f{z) dé-
finie par le moyen de ces lignes dans V intérieur de G n'a qu'une valeur unique pour chaque valeur de ^, et c'est une fonction synectique.
On peut tout d'abord se borner à la considération des lignes L qui sont polygonales. En effet, soit L une ligne quelconque allant de ak b; soient a, <2, , ..., ai, ..., b, et S, Si, ..., Si, ... les points de division et les éléments successifs qui servent à la détermination de/(:;) le long de cette ligne; K, K^, . . ., K/, ... les cercles de convergence de ces éléments.
Remplaçons chacun des arcs partiels aiai^^ par un polygone inscrit ayant mêmes extrémités et qui s'en rapproche assez pour être encore contenu en entier dans l'intérieur de G et de K/. Pour déterminer la valeur def(z) en chaque point de ce polygone P, on fera usage des mêmes éléments que pour la ligne L; on arrivera donc aux extrémités de ces deux lignes à des valeurs concordantes def(z).
347. Considérons donc un polygone P et un autre pol}'gone P' aboutissant également au point b. La valeur finale f{b) fournie par la ligne P' est évidemment la même qu'on obtiendrait en suivant la ligne P.P~^P^ Tout revient donc à montrer que, après être arrivé en un point quelconque b par une ligne P avec Ja valeur finale /( 6), on retrouve la même valeur après avoir décrit un contour polygonal fermé tel que P-^F.
Fig. 7.
Cette proposition sera évidemment vraie pour un contour polygonal quelconque, si elle l'est pour un contour II sans point multiple (197). On voit également que si elle est vraie pour deux contours bcdeb et befgb ayant un côté
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commun be {fi g. 7), elJe le sera pour le contour bcdefgh formé par la réunion des autres côtés.
Cela posé, soit II l'un des contours considérés. On peut le décomposer par des diagonales en triangles, ayant chacun un côté commun avec le suivant; et il suffira d'établir le théorème pour un de ces triangles T.
348. Soit :; — ^ = '^(^) -h /'i^(^) la loi de variation de ^ le long du pourtour de ce triangle. Réduisons tous les rayons vecteurs dans un même rapport, nous obtiendrons un nouveau triangle T,^, semblable à T, et sur le pourtour duquel on aura
u étant < 1. Le triangle T„ sera contenu en entier dans T et, par suite, sera intérieur à G.
Désignons par U l'accroissement que prend /*(^) lorsque z revient au point h après avoir décrit le triangle T„. Si u varie de o à i , U sera une fonction de u] il nous faut montrer qu'elle est constamment nulle.
Tout d'abord, sa dérivée est nulle. En effet, pour obtenir les valeurs de/(:^) sur le périmètre de T„, nous partageons ce contour en arcs partiels bb^, ..., bibi^-^, ... et nous déterminons une suite d'éléments S, .. ., S/, ... dont les cercles de convergence K, ..., K/ contiennent ces arcs à leur intérieur. Si nous changeons u en u H- du^ chaque arc bibi^\ sera remplacé par un autre arc infiniment voisin, qui sera encore intérieur à K^. On pourra donc utiliser la même suite d'éléments S, ..., S/ que précédemment; on obtiendra donc poury(6) la même valeur finale.
||. Donc U est une constante. D'ailleurs celte constante est nulle. En effet, si u est infînimentpetit, tous les points de T„ se rapprocheront indéfiniment de b et finiront par être contenus dans K. On pourra donc dans ce cas déterminer y* (;:;) en chaque point de T;^ au moyen du seul élément S, lequel n'a au point b qu'une valeur unique et déterminée égale à la valeur initiale /{b).
La fonction f{z) n'a donc bien qu'une valeur en chaque point intérieur à G. Elle est, d'ailleurs, synectique, car elle est représentée aux environs de chacun de ces points par un développement en série qui admet une dérivée continue.
349. Corollaire. — La fonction f{z)^ déduite d'un élément de fonction analjticjue S, admet au moins un point critique sur la circonférence du cercle de convergence K de cet élément.
Supposons, en effet, qu'il en soit autrement. Dans tout le cercle K, y compris sa circonférence, f{z) n'aura qu'une seule valeur en chaque point, et, aux environs d'un point b de ce domaine, cette fonction sera représentée par un développement
convergent dans un cercle K/i, de rayon Rz, plus grand que zéro. Ce rayon R^ est une fonction continue de b. Soient, en effet, b -\- db un point voisin de b, V^^t^db le rayon correspondant. La formule de Taylor permet de développer S^, suivant les puissances de ^ — (^ + db) en une série sûrement convergente dans l'intérieur de tout cercle ayant pour centre b -^ db et un rayon moindre que R/j — \db\\ car ce cercle sera intérieur à K^,. Donc V\.b^db ne peut être moindre que R^ — I db\. On verra de même que R/, ne peut être moindre que V<.b^db — I db |. Donc | Vu+db — Ri i sera ^\db\ et tendra vers zéro avec db.
D'ailleurs le domaine K (la circonférence comprise) est parfait. Donc R^ adniet dans ce domaine un minimum et l'atteint. Comme R5 n'est jamais nul, ce minimum p sera
Gela posé, considérons un cercle K.' concentrique à K et de rayon \^.-\- ;*, p. Soit J^ une ligne quelconque tracée dans ce cercle. Partageons-la en arcs aa^, ..., «/rtz+i, ... assez petits pour que chacun d'eux, aiaij^^^ soit contenu en entier
à l'intérieur d'un cercle de rayon - ayant ai pour centre. On
pourra déterminer un point 6/ situé dans l'intérieur de K ou
sur sa circonférence et dont la distance à a/ soit <" -• Le
cercle K^ de rayon p ayant son centre en bt contiendra donc à son intérieur l'arc atcii^x tout entier. Deux cercles consécutifs K/, Ki_i.< et le cercle K auront une région commune; car la droite bibi^\ est contenue dans K, et sa longueur étant au plus égale à biCii-^- ataij^^ + a/+i ^/+i ^ f p, son milieu est intérieur à chacun des trois cercles.
Gela posé, on peut déterminer un élément
contigu à S et convergent dans le cercle K/ (ou dans un cercle concentrique plus grand). Les éléments S/, S/^i ainsi définis seront contigus, car l'égalité
a lieu dans toute la région commune à K, K/, K/^, . La suite des éléments S, . . ., S/, ... permettra donc de déterminer la valeur dey(^) tout le long de L.
Donc f{z) n'a aucun point critique dans l'iatérieur du cercle K' de rayon R + ^p. Elle sera synectique dans ce cercle; donc le développement S sera convergent dans tout l'intérieur de ce cercle, et le rayon de convergence ne sera pas II comme nous l'avions supposé, mais une quantité plus grande.
350. Si les lignes L tracées dans l'intérieur d'un contour fermé G et aboutissant au même point b donnent toujours pour chaque position de b une valeur finale unique .f{b)^ on dira que/'(^) est monodrome dans l'intérieur de G.
Si f{z) est monodrome dans tout le plan, nous dirons qu'elle est uniforme.
351. Théorème. — Sif{z) est monodrome dans V intérieur de G, un point intérieur à G, critique pour V une
des lignes L {intérieures à G) qui y passent, le sera pour toutes les autres.
Soient en effet b un point quelconque intérieur à G; L et \J deux lignes qui le joignent au point de départ a et qui n'offrent ni l'une ni l'autre de point critique avant b.
Supposons que le point b ne soit pas critique sur L. Sur la dernière partie de cette ligne, on auray(^) = S,„, S/„ étant un élément tel que b soit dans l'intérieur de son cercle de convergence K,„. Soit 3 la distance de 6 à la circonférence de ce cercle. Déterminons sur la ligne U un point ^ assez voisin de b pour que l'arc 6j^ soit encore contenu dans K^^. Le développement S/„ pourra encore servir à déterminer la valeur de f{z) au delà du point b sur l'arc 6 p. La fonction étant monodrome, cette valeur doit coïncider en chaque point de cet arc avec celle qu'on aurait obtenue en suivant la ligne L'. Dans ce dernier cas, on aurait au point ^ et dans son voisinage y(^)=S,',,', S,'„' étant un élément tel que ^ soit intérieur à son cercle de convergence K^„'. Les deux cercles K;,^, K,',/ empiètent l'un sur l'autre, et sur la portion de l'arc b'^ voisine de [^ on a constamment S„i= S,',,'. Donc l'élément S^^^ est contigu à S^' et peut servir à définir. /(^) sur la portion de la ligne L' située au delà de p, y compris le point extrême b. Donc b n'est pas critique pour L! .
352. Les points critiques d'une fonction monodrome forment un ensemble parfait. Gar un point non critique, étant le centre d'un élément qui définit la fonction dans son voisinage, est nécessairement à distance finie des points critiques et ne peut être un point limite pour ceux-ci. *
353. Les détails circonstanciés que nous venons de donner sur les fonctions analytiques d'une seule variable nous permettront d'être plus bref sur les fonctions de plusieurs variables.
Soit
'è = Z\„„{z-aY{z'-aY'
une série procédant suivant les puissances entières et positives de z — a et z' — a'. Si elle est convergente pour des valeurs z =^^, d =- Ç', telles que | Ç — a\ et | Ç' — a! \ soient tous deux différents de zéro, on aura, en appelant r la plus petite de ces deux quantités,
(2) lim |A„,,-/-«+'^'|=o
et, par suite,
lA .| = J^,
M désignant une quantité fixe.
Si cette condition est remplie, soit p une quantité quelconque <[ /• : la série S sera absolument et uniformément convergente, ainsi que les séries dérivées
^, ^I^KuA^ - ciY n' {z' - a'r'-\
pour l'ensemble des valeurs de 5, z' qui satisfont aux inégalités
En effet, considérons ^— par exemple, on aura
dz\< Zj 1'"^"' quantité qui est le produit des deux séries convergentes
n ri
On conclut de là que : i° si pour aucune valeur positive de r la condition (2) n'est satisfaite, S ne peut converger que si l'une au moins des deux quantités z — a, z — a' s'annule ;
2° Si elle est satisfaite quel que soit /', S sera convergente dans tout le plan et représente une fonction synectique;
3° Enfin, si elle est satisfaite seulement pour certaines valeurs de r sans l'être pour les valeurs plus grandes, soit R la frontière entre ces deux classes de valeurs : S sera convergente et synectique tant que z et z^ resteront respectivement à l'intérieur de cercles K, K' de rayon R décrits autour de a et de o! . Elle sera divergente si z et z^ sortent tous deux de ces cercles. Il y aura doute dans tous les autres cas.
Une semblable série S, considérée dans la région de convergence certaine définie par les deux cercles ci-dessus, constituera pour nous un élément de fonction analytique à deux variables.
3o4. La série S sera identiquement nulle si Ton peut déterminer deux séries de valeurs ^,, ..., zi^ ... et z\^ ..., ^^, ... convergeant respectivement vers a et d et telles qu'on ait, pour toutes les valeurs de i et de A,
En effet, la série S ordonnée suivant les puissances de :; — a peut s'écrire
les T étant des séries qui procèdent suivant les puissances dez'—a'.
Assignons à z' la valeur constante z'^ ; S deviendra une fonction de la seule variable z, admettant une infinité de zéros ayant a pour limite; on a donc nécessairement Tyr= o, ï^ =z: o, .... Or chacune des quantités T est une série procédant suivant les puissances de z' et admettant une infinité de zéros qui convergent vers a'. Elle est donc identiquement nulle. Donc tous les coefficients A seront nuls, ce qu'il fallait démontrer.
355. Théorème. — Soit f{z,z') une fonction synectique, définie pour tous les systèmes de valeurs de z et z'
respectivement compris dans V intérieur de deux contours fermés C et C. S'il existe deux séries de valeurs s,, . . .^ Zi^ . . . et z\, .. .^ z'f^, .. . de ces variables^ convergeant respectivement vers a et a! ^ a étant intérieur à C et a! intérieur à C et pour lesquelles on ait constamment
y(^, z') sera identiquement nulle.
Soient en effet b^ b' deux points quelconques pris dans \ l'intérieur de G et de C; joignons-les aux points a, a' par des lignes polygonales L, U intérieures à ces contours. Désignons par î une quantité moindre que les plus courtes dis- : tances de L à G et de L' à G'. Partageons les lignes L, U en arcs partiels aa^^ . .., aiat^s, ... ei a' a\^ . . ., a'j^a'^^^^ ... de i longueur moindre que s.
La fonction y(^, ^') sera développable par la série de
' Taylor aux environs de chacun des systèmes de valeurs ai^
a'^., et le développement, étant convergent tant que | z — <2/|,
1^' — a\\ sont <^ £, s'appliquera tant que z et s resteront sur
les arcs atai^^^ d-a\^^.
En vertu des hypothèses faites, le premier développement suivant les puissances de :? — «, z — «/ aura ses coefficients identiquement nuls.
Les points a<, a\ seront à leur tour des limites de suites de points ^i, ^2? ••• et^, , 3!,, ... respectivement situés sur aa^ et a! a\ et qui, associés deux à deux, annuleront y(^, 2'). Donc le second développement suivant les puissances de z — a^^ d — a\ sera aussi identiquement nul. Gontinuanl ainsi, on arrivera jusqu'aux points b, h\ où l'on aura encore /(6,6') = o.
La condition exprimée dans l'énoncé du théorème sera évidemment satisfaite si l'on peut tracer à partir des points a, a! deux arcs de courbe \ V (quelque petits qu'ils puissent être) tels que/(;ô, z') s'annule pour tous les systèmes de valeurs de z et z' respectivement situés sur ). et )/.
CHAPITRE lll
356. Nous dirons que deux éléments de fonction analytique S, Si dont les régions de convergence certaine sont respectivement définies par les couples de cercles K, K' ayant pour centres a, a' et K,, K'^ ayant pour centres a<, a\ sont contigns si i" K, empiète sur K, et K', sur K, ; 2° S et Si ont la même valeur pour tous les systèmes de valeurs de z^ z' tels que z soit dans la région commune à K, et K, et z' dans la région commune à K'^ et R'. ' .
Cette condition sera évidemment remplie si l'égalité 8:= S, est satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de z et z' respectivement situés sur deux lignes )., )/ tracées dans l'intérieur des régions ci-dessus.
Si a< est intérieur à K et a\ intérieur à K', la fonction S pourra être développée par la série de Taylor suivant les puissances de z — <2, et z^ — a\ en une série convergente aux environs des points a^ , a\ . Ce nouv^eau développement S, sera un élément de fonction analytique contigu à S.
Tout élément
peut servir de point de départ, comme il suit, à la définition d'une fonction analytique/(^, z').
Supposons que ^, z', partant des valeurs initiales a, a', varient simultanément, d'une manière continue, suivant une loi exprimée par les équations
A chaque valeur t de ^ correspondront pour ^ et ^ deux valeurs associées Ç et Ç'; ces deux variables décriront ainsi deux lignes L, L' se terminant respectivement en des points associés b, b' .
Admettons qu'on puisse décomposer la ligne L en un nombre fini d'arcs partiels aa^^ ..., aiai^i, ... et déterminer une suite d'éléments correspondants S, ..., S/, ..., jouissant des propriétés suivantes.
La région de convergence certaine de Si étant définie par les deux cercles R^-, R'^, l'arc aiat^^ sera contenu en entier dans l'intérieur de R/, et l'arc associé à-^d-^^ de la ligne U sera contenu dans l'intérieur de R^.
La fonction fi^z^ z') que nous nous proposons de former sera définie pour chaque système de valeurs associées de z^ z' situées sur les arcs ataij^^, ^/^l+i P^^ ^^ relation
En utilisant successivement les divers développements S, . .., S,-, la fonction se trouvera définie pour tous les systèmes de points associés situés sur L et V , et en particulier pour le système des deux valeurs extrêmes 6, b' .
On démontrera comme au n° 343 que la valeur trouvée ne dépend que de la loi de variation simultanée de z, z' et nullement du choix des points de division <7,, ..., a/, ..., et des éléments Si, ..., S/, ....
S'il est impossible de passer, comme on l'a supposé, des points initiaux a, a! aux points 6, b' au moyen d'un nombre fini d'éléments S, . . ., S/, . . ., les couples de points associés a, a' des lignes L, U qui pourront être atteints par ce procédé seront séparés des suivants par un couple frontière p, (B'; et nous dirons que ce système de valeurs z =z ^^ z' =: P' est critique.
358. On peut établir, par une analyse identique à celle des n"^ 346 à 349 les propositions suivantes :
Si^ lorsque z et z' se déplacent dUine manière quelconque dans V intérieur de contours fermés G et G', on ne rencontre aucun système de valeurs critiques^ f{z^ z') n^aura quhine valeur en chaque point de ce domaine, et sera synectique.
La fonction analytique f{z, z') déduite d^ un élément S, aux cercles de convergence R, R' admet au moins un système de valeurs critiques dans le domaine constitué par ces cercles {y compris les circonférences frontières).
34o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE III.
La définition d'une fonction inonodrome dans le domaine formé par deux contours C, G' sera la même qu'au n'' 350. On verra aisément que pour ces fonctions un système de valeurs critiques restera toujours tel, quelle que soit la loi suivant laquelle z et z^ se déplacent pour j parvenir.
Enfin une fonction sera uniforme si elle est monodrome dans tout le plan.
3o9. Théorème. — Soit
une série procédant suivant les puissances entières et positives de Zj z\ ....
Posons
^a'nn\..ll''u'"'
et supposons : i^ que les séries ci-dessus admettent chacune un rayon de convergence; 2.^ cjue les termes constants aoo, ..., <^/q„, ..., des séries en u, ;/, ... soient nuls. La fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables «, u' , . . ., sera donnée par une série
admettant un rayon de convergence.
Substituons en effet dans S les valeurs de z, z\ . . ., effectuons les multiplications et groupons les termes affectés des
mêmes puissances de ?/, u\ Nous obtiendrons pour S un
développement de la forme demandée.
Les opérations que nous indiquons seront licites et la série obtenue sera convergente si la série intermédiaire où tous les termes étaient encore séparés est absolument convergente.
La somme des modules des termes de celle-ci est égale à
SÉRIES. 34 f
Il faut prouver que cette quantité restera finie tant que \u\, \u'\, ... ne surpasseront pas une quantité fixe A convenal)lement choisie.
On peut déterminer, par hjpothèse, des quantités M, R. m, r, m', ;*', . . . telles que l'on ait
Posons, pour abréger,
On aura
^cL,_u'Ul"^\..\=rv',
-KJ('-k
Cette quantité restera donc finie tant que ç, v' seront < R.
Or on a
[r^WF^"']'
ou, si tous les modules i«|,|^^'|, ... sont < A, et si A^ désigne le nombre des variables u, u' ^ . . .,
V < ni
Cette quantité sera < R, si l'on a
d'où
On trouvera de même pour ). des valeurs au-dessous desquelles chacune des quantités ç' , ... sera << R. En prenant pour \ le plus petit des nombres ainsi trouvés, la convergence sera assurée.
360. Cas particuliers. — Si Ton prend pour S, au lieu d'une série infinie, un des polynômes z -\- z\ z — z' ^ zz' on voit que l'addition, la soustraction ou la multiplication de séries ayant un rayon de convergence donne une série de même nature.
Si l'on prend pour S la série
on voit que l'inverse de la série
est développable suivant les puissances entières et positives de w, u' , . . . , en une série admettant un rayon de convergence, pourvu que le terme constant rtoo--- "e soit pas nul.
361. Théorème. — Soit S(u^ Zi, . . . , z,i) un élément de fonction analyticiue à n + i variables. Si l'équation
a n racines nulles, l'équation
^{ff, -1, ■ • ■ , -«) = o
admettra, si z^.^ . . ., Zn sont infiniment petits, n racines infiniment petites.
Nous renverrons à plus tard la démonstration générale de cette proposition. Pour le moment nous nous bornerons à traiter le cas où /i = i . Dans ce cas particulier, l'énoncé précédent peut être complété comme il suit :
Théorème. — Si l'équation S(//,o)^=o a n racines
nulles, V équation S(w, ^) = o admettra^ pour z infiniment petit, n racines infiniment petites.
Chacune déciles sera représentée, aux environs du point z :=z o, par un développement convergent, de la forme
oit [i., [Al, , . . sont des fractions positives croissantes, telles que le plus petit commun multiple m de leurs dénominateurs soit ^/^.
Dans certains cas particuliers, plusieurs de ces racines pourront être égales et seront représentées par le même développement. D'autre part, il peut arriver que quelques-unes des séries U s'arrêtent après un nombre limité de termes (ou même se réduisent à zéro si S(?^, z) contient u en facteur commun).
Pour établir cette proposition, nous supposerons provisoirement que les racines cherchées existent et admettent chacune un développement de la forme U; nous déterminerons les nombres M, [i., M,, pii , ... par la méthode des coefficients indéterminés, au moyen de l'équation
Nous verrons qu'il existe n développements U satisfaisant à cette condition ; et nous montrerons qu'ils sont convergents aux environs de ^ = o.
362. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de u ; en remarquant que quelques-unes des puissances de u peuvent manquer dans cette série, nous pourrons écrire généralement
R désignant l'ensemble des termes qui contiennent u à une puissance supérieure à /^, et cp,, cpo, . . ., cp,^ étant des séries de puissances entières de z.
Ordonnons ces séries suivant les puissances croissantes
de z; en vertu des hypothèses faites sur S, cp,^ commencera par un terme constant A„ ; et si i<in, cp, commencera par un terme A^z^i, oii a^ ]> o.
Mettant ces termes en évidence, on aura
Substituons dans cette expression à la place de u le développement
U — M z¥- -\- Ml ^H'. -h . . . = M z\^ + p.
Le résultat S(«, z) de la substitution sera une série de
puissances entières de z"\ Pour qu'il soit identiquement nul, il faudra que les termes d'un même degré, et en particulier ceux du degré minimum, se détruisent. Il faut donc: i° qu'il y ait plusieurs termes de degré minimum; 2° que la somme de leurs coefficients soit nulle. 1
363. Or il est clair que les termes de degré minimum ne peuvent se trouver que parmi les suivants
Donc la suite des exposants
(3) ai4-3,[j., a2-f-p,[j., ..., /i[x
doit présenter plusieurs termes minima.
Pour déterminer jjl par cette condition, remarquons que les entiers p,, [i^j •• -, fi vont en croissant. Si donc nous faisons varier [ji de o à 00, chacun des nombres de la suite (3) croîtra plus rapidement que les précédents, et finira parles surpasser.
Mais, pour [k infiniment petit, /^[j. sera évidemment le plus petit nombre de la suite. Si l'on fait croître a, il arrivera un moment où nu. deviendra pour la première fois égal à un ou à plusieurs des nombres précédents. Supposons qu'on ait à cet instant
a,- 4- fji [X =:: a,- -h p,-- -x —...=: /î [J. { i < i' < . . . < n).
Si iK conlinue à croître, Texposanta^- -f- p/a, qui, à cet instant, n'est supérieur à aucun des suivants, et croît moins vite qu'eux, deviendra à son tour minimum, jusqu'à ce qu'il atteigne un ou plusieurs des précédents. Soit à cet instant
(4) a^-+[3/,arrra,.+ ?/,.;x=...— a,-+P^,;x ( A" <//<...< /)•
A partir de là, ol/, + ,3a a deviendra à son tour minimum, et ainsi de suite, jusqu'à ce que a< -f- ^i, [j. devienne, et reste définitivement minimum.
Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de p., donnant chacune plusieurs exposants minima. Considérons l'une d'elles, par exemple celle qui est définie par les équations (4). Elle sera rationnelle, car on a
cette fraction, réduite à sa plus simple expression : on aura
PA- — \'k — 1' 7j • • • j \h— i^/.- — [(h
et les quantités a, [i sont des entiers. Soit d'ailleurs u
étant des entiers.
361. Les valeurs de M correspondant à cette valeur de ]x s'obtiennent en égalant à zéro la somme des coefficients des termes de degré minimum. On obtient ainsi l'équation
o = ^(M ) = A^MP. + A^.ATP^ -!-- ... H- Kil^i
=: x\l?-i[A/, -h A/,.Mï"/ -r ... 4- A/Mï^/].
Le nombre des racines non nulles de cette équation est égal à ^i — ^k' Si donc on considère toutes les valeurs cidessus trouvées pour |j. avec les valeurs correspondantes de M, on trouve un nombre total de systèmes de valeurs de ([Ji, M) égal à
D'ailleurs l'équation /(/^, ^)= o, admettant ii^^ comme
facteur commun à son premier membre, a '^i racines identiquement nulles. Nous avons donc bien trouvé le premier terme du développement de chacune des autres racines.
On remarquera toutefois que, l'équation ^(M) =: o pouvant présenter des racines multiples, plusieurs des systèmes de valeurs ([x, M) peuvent être égaux.
Soient M une des racines non nulles del'équation (J;(M)=r o, /z, son ordre de multiplicité. Le premier membre de cette équation ne contenant (après suppression du facteur commun MPk) que des puissances de M multiples de q, elle admettra évidemment la racine BM, 9 désignant une quelconque des racines ^i^"^«'^ de l'unité, et avec le même ordre de multiplicité. Le nombre total de ces racines sera donc au moins égal k riiç; d'où l'inégalité
et, a fortiori,
36o. Posons maintenant
f/,, Zi étant de nouvelles variables : il viendra, en posant, pour abréger, a^-h [3/ a := A,
(5) S[{M-ru,)zl^,z]^z'-S„ iS{a„z^)-^z->S,{u„z,),
Si désignant un nouvel élément de fonction analytique qui, pour ^ = o, se réduit à 'i>(M + m, ). Or l'équation
admet la racine Ui = o, avec le degré de multiplicité /?<.
L'équation Sj («,, Zi) = o admettra donc, pour z infiniment petit, fii racines infiniment petites; nous pourrons calculer la valeur principale de chacune d'elles, laquelle sera de la
forme
où u.' est une fraction de la forme — • Si /i2 est le nombre
des racines qui ont cette même valeur principale, on aura et en posant
on aura une relation de la forme
So=o admettant, pour ^ infiniment petit, n.2 racines infiniment petites.
Substituant la valeur ci-dessus de Ui dans l'équation (5), et posant, pour abréger,
il viendra
366. Poursuivant ainsi, on aura, en désignant par i un entier aussi grand qu'on veut,
u., a,, ..., u./_, étant une série de fractions de dénomina-
' leurs ^, ^^,, qqt . . .^/_,, z-i étant égal à ^'/'/''Z' ', et S/
une série de puissances telle, que pour ^=0, l'équation
S/=: o admette ni racines nulles. Enfin, on aura la suite
d'inégalités
et, a fortiori^
<l'l\ • • . qi-\ < ri.
Les entiers positifs n^ 11^^ n.y, •• • forment une suite non croissante qu'on peut prolonger indéfiniment. Gomme ils ne peuvent s'abaisser au-dessous de i, il arrivera nécessaire-
ment un moment où ils cesseront de décroître; à partir du même instant, les q deviendront égaux à l'unité.
On aura donc, pour toutes les valeurs de i qui surpassent un nombre fini,
ïi — V -; • — z"^
V et m étant des entiers constants, au plus égaux à n\ et [a, [Ao, .. ., uL/_, seront des multiples de
367. Deux cas seront à distinguer ici : i" Si V = I , la série
s'annule pour w/r=o,5 = o, mais sa dérivée partielle -v-n'est pas nulle. L'équation
définit donc aux environs de c = o une fonction sjnectique
de ^'" , développable suivant les puissances de cette quantité. Substituant ce développement à la place de ui dans l'expression
on aura un dévelopjjement U qui satisfait à l'équation
2'' Si V >> I , le second membre de l'équation
contiendra un terme de la forme ^^i-i[B?^], ^ étant une constante. Mais, au premier membre, Ui ne figure que multiplié par zV-i-y] on aura donc nécessairement
Cela posé, soit p un entier quelconque «< v. Prenons la p'^*"^ dérivée par rapport à u de l'équation (6); il viendra
Cette équation montre qu'en partant de la série -y— S(«, ::)
on obtiendrait un développement qui coïncide dans ses «pre miers termes M^î^-f-. . .+ Mi_, ;!^;-i avec celui déduit de S{u,z). Le nombre i étant quelconque, la coïncidence sera complète.
Ce développement est convergent; car si l'on pose en
particulier p := v — 1 , la fonction ^_^ s'annulera pour
^vg.
Ui=o^ -3 = 0, mais non sa dérivée partielle , / » L'équation ^^^^ = o définira donc une fonction iii sjnectique
en z"^ el dont le développement est convergent
Le développement U =r Mg^-H Mi ;H'i + . . . ainsi obtenu , substitué dans les équations
dPS{u,z)
du9
y satisfait identiquement. En effet, le résultat de la substitution de U dans l'un des premiers membres sera une série
convergente procédant suivant les puissances entières et po-
sitives de z"'\ mais cette série contient en facteur commun z avec une puissance au moins égale à
et cela quel que soit i. Or les quantités [x,, [Jio, ... sont
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des multiples de — dont chacim est plus grand que le précédent. Donc iji/_i croît indéfiniment avec i. Toutes les puis-
sances de z"\ quel que soit leur degré, disparaîtront donc de la série, qui devra se réduire identiquement à zéro.
368. Soit U un des développements dont l'existence vient d'être établie, et qui satisfont kS{u, z)=z o. Posons
S(U-t-c^,^) sera une série de puissances entières de ^'^ et de p, qui s'annule pour ^ = o et qui, par suite, contient v en facteur. Donc en remettant pour t^ sa valeur u — U, et
remarquant que U est une série de puissances de z"\ il viendra
T désignant une nouvelle série de puissances.
Si V est ^ I , on sait en outre que U doit satisfaire aux équations
du-""' ■■" âu^-'~'''
Or pour w = U, -T- se réduit à T\U, z'"). Donc T, s'annulant pour m = U, pourra être mis sous la forme
Ti désignant une autre série de puissances. On aura donc
S{U,Z) -=:(ll — Vy'Ti\u,Z'"),
L'équation -— ^ = o montre de même que Ti contient u — U en facteur et ainsi de suite : donc S(w, ^) pourra se mettre
sous la forme
(7) S{u,z) = {u-VyT{a,z'^).
Si m>>i, z admel m racines /^ièmes distinctes; z"' désignant l'une d'elles, elles auront pour forme générale
e "^ z"\ où r prend les valeurs o, i, ..., m — ^i. En substituant successivement ces racines dans U, on obtiendra une suite de développements U,, . . ., U^, tous différents les uns des autres. Cela posé, changeons dans l'identité (7)
jL ^JIL L
z'"^ en e "* 5'", Le premier membre restant inaltéré, il viendra
^{u, z) — {u — \},yi:\Li, e "' z"'j.
Donc
(8) {u — U)n^(w, z^) z-{u — \],yT\u, e~^ z^).
Le second membre s'annulant pour z^ = U<, il en est de même du premier; mais U, — U n'est pas nul. Donc
T\w, 5'"/ s'annule pour ?^ = U|, et pourra être mis sous la
forme (« — U< )TÀ«, -'").
Substituons cette valeur de T dans l'identité (8) et, supprimant le facteur u — \]\ commun aux deux membres, on voit que, si V > i , T, s'annulera encore pour u = Ui et pourra être mis sous la forme (u — Ui)To. Continuant ainsi, on voit que S(u, z) peut être mis sous la forme
( u — vy{u — Uiy'0(^^ z^'j.
Par une suite de raisonnements semblables, on voit que S(u, z) peut être mis sous la forme
S{u,z) = {u-vy{u-v,y...{u-i],n-,y^,
<ï> étant une nouvelle série de puissances de u et z'"^. D'ailleurs, en remplaçant^"" par une autre détermination e '"■ z"^
du même radical, S(;^, z) ne change pas, et les facteurs u — U, u — Ui , ... se permutent entre eux. Donc {u — U)...(^/ — ^m-\) d'une part, et 4> d'autre part, ne
contiendront que des puissances de z'"- dont l'ordre est multiple de m; ce seront donc des séries de puissances entières de u et de z.
INous dirons que les développements U, Ui , . . ., Um-\ ? qtii
se déduisent l'un de l'autre en changeant la détermination
du radical z"^^ forment un cycle de racines de l'équation S(//,^)^o. Ces racines se permutent circulairement les unes dans les autres si :; décrit un contour fermé autour de l'origine. Le nombre v sera l'ordre de multiplicité des racines du cycle.
Si n^my, il y aura d'autres racines. Soient U^ l'une d'elles, m', v' les nombres analogues à m, v qui lui correspondent. Un raisonnement tout semblable au précédent montre que <ï> peut se mettre sous la forme
Continuant ainsi, on mettra finalement S(w, z) sous la forme
Siu, z) ^[{u -V). . .{u -U„,^,)f
W désignant une nouvelle série, qui ne s'annule pas pour u ^= o, ^ = o.
Soit u une fonction de z définie par l'équation
Zo u'' 4- Zi u"-^ 4- . . . + Z,, = G,
les Z étant des séries de puissances entières et positives de z convergentes aux environs du point ^ = o. Les n racines de cette équation seront représentées aux environs de ce point par des séries convergentes, procédant chacune suiva'nt les
puissances entières et croissantes de z"\ m étant un entier ^/i. Toutefois, si les i premiers coefficients Z,,, ..., Z/_,
contiennent z en facteur, i de ces développements contiendront au début des puissances négatives.
En effet, en posant ;^ — o, on aura, pour déterminer les valeurs correspondantes de w, une équation de degré n — i. Soient a l'une de ses racines, a son ordre de multiplicité. Posons u=za-\- Uk. L'équation transformée en u^ aura, pour zz=o, (/. racines nulles, et d'après l'analyse précédente, pour z infiniment petit, a racines infiniment petites, dont chacune sera développable suivant les puissances positives et
croissantes de z'"-, m étant = a.
Pour développer les i autres racines, qui cessent d'exister
pour ^ ^ o, posons w= ;^? -s^^ étant la plus haute puissance de z qui divise Z^. L'équation transformée
z ->^Zo u'I + zZ, u'[-' 4- z^^^^Z., u'[-'' + . . . = o
aura n racines nulles pour ^ = o, et pour z infiniment
petite racines infiniment petites, développables suivant les
puissances entières et positives de z"\ En les divisant par 5^^+', on aura les valeurs correspondantes de u\ ceux de ces n développements qui commencent par des exposants négatifs donneront les racines cherchées.
370. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les coefficients Z ne sont plus des séries infinies, mais des polynômes en z. Dans ce cas, u sera une fonction algébrique de :;.
Si d'ailleurs on pose z =^ a-\- z^^ a désignant une constante, ou ^ = — j u sera une fonction algébrique de ^, . Les
racines de l'équation en u seront donc développables suivant les puissances croissantes (en général fractionnaires) de z — <2 ou de - •
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applications. Nous nous bornerons pour le moment à la sui-
vante :
i" Soient
/(^, j) = M/'"4-Mi7"^ -u. . .r=0,
cp (^, j) =r N y' -h Ni J'^ 4- . . . = O
deux équations algébriques. On demande de formel^ Véquation finale en x résultant de V élimination de y entre ces équations.
Soient yi,jKo, . . . , y^,, les valeurs dey en x, déduites de la première équation, -r^, . . . , ^f\n les valeurs déduites de la de. La variable x, devant évidemment être choisie de
secon
telle sorte que Tune des valeurs ji , ja, • • • , Jm soit égale à l'une des valeurs 'r^, . . . , 'fin, satisfera à l'équation
(9) (7i-'^ii)---(7i-'^i«)(/2-'^ii)---(/2—-^/0---(r/'. — ''il )•••(/'« -■^«)=°
Or on a d'une part
et d'autre part
M(ri— Ta) (/2—^i )•••(/'« -^-1)
L'équation (9) pourra donc se mettre sous les deux formes suivantes :
( ■.\mn
Multipliant par N^M" pour chasser les dénominateurs, il
sÉRiiîs. 355
viendra
(10) O = M«cp(^,y0.-.?(^, /..)==(- 0'""N-/K r,0.-./(^,^«)-
On voit, par cette double forme donnée au premier membre de l'équation finale (lo), que son premier membre est une fonction entière, d'une part par rapport aux coefficients N^ Ni, ... de la fonction cp, d'autre part par rapport aux coefficients M, M^, ... de la fonction f. C'est donc une fonction entière de x.
Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de cette équation, il suffira de calculer son développement suivant les puissances descendantes de x, par les règles qui ont été exposées. Pour cela, on calculera d'abord les développements des racines jKi, . . . , ym^ puis ceux des fonctions entières M", (f(x,yi)j . . . , 'f (^, J'rn)j et enfin celui de leur produit. Comme d'ailleurs on sait d'avance que ce produit est un polynôme entier en x, on arrêtera le développement aux termes de degré zéro.
Ce procédé de formation de l'équation finale serait assez compliqué, mais il permet de reconnaître facilement son degré. Il suffira pour cela de calculer le premier terme de l'équation.
On peut reconnaître, par un procédé analogue, si l'équation finale a une racine nulle, et assigner son degré de multiplicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du développement de son premier membre suivant les puissances croissantes de x.
VI. — Applications
372. Nouveaux développements des fonctions trigoko- MÉTRiQUES. — Nous avous trouvé (243), m désignant un entier impair, la formule
Cherchons quelle est la limite de cette expression, lorsque m croît indéfiniment.
Le premier facteur m sin— tend évidemment vers r^z.
sin^ —
Soit I un des autres facteurs; nous suppose-
sin-^— m
rons d'abord /?</i', k étant un entier arbitraire que nous
fixerons ultérieurement.
Les quantités sin-— et sin- f-^ sont des infiniment petits ^ m m ^
dont les valeurs prmcipales sont — r- et - — -; leur rapport
tend donc vers —^^ Le produit des k -\- i premiers facteurs du second membre tendra donc vers
Nous allons voir que, en prenant k assez grand, le produit
/' des facteurs suivants différera de l'unité aussi peu qu'on
voudra.
Considérons, en effet, un de ces facteurs, où p soit > A",
m — I T . , . ^'Tzz , 1
sans pouvoir surpasser — • La quantité sin- — sera de la
forme — j (i + s), s étant infiniment petit. D'autre part, on a, par la formule de Maclaurin,
, , „ cos6 - —
sini^ = ^-(/^) ^,
0 étant compris entre o et i . D'ailleurs, — est compris entre
O et -• Donc
o 7cos0 - — ~ i;
d'où
Ap étant compris entre 1 et i y
On aura, par suite,
Bp ajant son module compris entre des limites fixes (en supposant que z soit fixe, ou tout au moins renfermé dans un domaine borné).
Or on a vu qu'un produit infini, dont le facteur général est de la forme ci-dessus, est absolument convergent (324). Donc le produit d'un nombre quelconque de facteurs consécutifs
sera aussi voisin qu'on voudra de l'unité, si A" est assez grand. On aura donc
I sinTT^ zi^Tzzi I — — j , . . ( I — ^ J K,
K tendant vers 1 à mesure que A' augmente. En le faisant tendre vers oo, on aura à la limite
^ (I) sinTT.-^TT.-JJ
OO
a Tt _ TTT 4 '^^ — I T~r ( ^ /^ — I ) ( 2 /î -f- 0
lî 2 ~^ J- X ù^iir X X xii.i n
formule découverte par Wallis.
375. Pour obtenir l'expression de cost::: par un produit infini, le plus simple est de partir de la formule
- _ \ ni
—. -if- -
Supprimant les facteurs communs, qui correspondent aux valeurs paires données à n dans le numérateur, il vient
A chaque valeur négative nJ de l'indice de sommation correspond une autre valeur n^ positive ou nulle, telle que l'on ait
Faisant le produit des deux facteurs associés correspondant à ces deux valeurs n et /?', il vient
COSTI
[in + iy
376. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (2); il viendra
TT colr.z =--!-> ( ) >
la somme s'étendant à toutes les valeurs entières de /z, zéro excepté.
Développons chaque terme suivant les puissances croissantes de ^, il viendra
Mais on a, d'autre part,
I 2Tziz e^'^--|- I
B<, B2, . . . désignant les nombres bernouUiens (269).
Egalant les coefficients des mêmes puissances de z dans ces développements, il viendra
I .2. . .2/71 Z^ îi
377. On peut mettre aisément en évidence sur les formules qui précèdent la périodicité des fonctions trigonométiiques.
Considérons par exemple le développement (4) decotîc^.
Ajoutons ensemble les termes qui correspondent à deux valeurs égales et contraires de ai; il viendra
71 cet 71^ ^ h > 1
— i 4_ lini \ ( — \ î —
z ^ = oo^j\z -^ n z — n
Changeons ^ en ^ + i. La somme précédente se repro- |
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(luira, accrue de la quantité
qui tend vers zéro pour N = oo. Donc coItï^ a la période i. 378. Pour le sinus, nous aurons
sin Tzz = 'KZ lim I 1
N ^ IH- - Il I
-l-.rrïïr^n(-' + «)(-^-«)
=''l'"!rTV::^n(^' + «)'
Si l'on change ^ en 5 + i, ce dernier produit se reproduira multiplié par ^— ^^— , facteur qui tend vers — i quand N
tend vers oc. Donc
simT(s -+- 1) = — siniT^,
et siuTCz admet 2 pour période.
379. Série hypergéométrioue. — Considérons la série hyper géométrique
i.7(Y-hi).. .(Y-t-/^ — I
Cette expression est symétrique en a et [i. Elle se réduira à un polynôme entier si a ou p est entier et négatif; car tous ses termes, à partir d'un certain rang, s'annuleront. Elle n'a d'ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses termes deviendraient infinis à partir d'un certain rang.
Excluons donc le cas où l'un des paramètres a, p, y serait entier et négatif; nous obtiendrons une série infinie, dont nous allons étudier tout d'abord la convergence.
Soit u,i le terme général; on aura
Un _ (i + /0(7 + n) 2_
Lln-^Y (a + /i)(p -h /î) X
expression qui tend vers — quand n augmente indéfiniment.
La série sera donc absolument convergente si | x j <C i , divergente si I ^ I > 1 .
Soit enfin |^| = i. Admettons, pour plus de généralité, que a, ^, y soient imaginaires, et posons a. = y' -\- a!' i ^
p =r p'+ '^'L Y ^ f + y"/. On aura
[ri-^if[{n^iy
[(AH-a')24-a"2][(^-HP')2+p"2-] /i*4- 2(i H- y')/i3-1-. . .
/i*H- 2(aM- 1^')'^^
H-(i-Hy'
La série des modules sera donc convergente, et la série F(a, p, Y? ^) absolument convergente, si y' — a' — i3'>> o. Au contraire, si y'— ^-'— ^'<^^ la série des modules sera diver-
380. On peut former aisément une équation différentielle à laquelle satisfasse la série F(a, |^, y, ^)- En effet, considérons l'expression
* = AF H- B^F'-t- C^^F'^-i- DF'-h E^F%
011 A, B, G, D, E sont des constantes arbitraires. Le terme en x'^ aura pour coefficient
TA (y + /i) -h Bai (y h- n) 4-G/z {n — i) (v -I- 7i)~\
en posant, pour abréger,
La quantité qui multiplie q est un polynôme en n du troisième degré, et l'on pourra évidemment disposer des rapports des cinq constantes A, B, G, D, E, de manière à annuler ses quatre coefficients; on aura alors identiquement
<ï> rrr O.
On trouvera ainsi
381. En faisant varier les paramètres a, [3, y de la série F, on obtiendra une infinité de fonctions distinctes. Deux de ces fonctions seront dites contiguës si deux de leurs paramètres ont la même valeur, leurs troisièmes paramètres différant d'une unité.
Théorème. — La fonction F et deux quelconques de ses contiguës sont liées par une équation linéaire ayant pour coefficients des polynômes du premier degré en x.
La fonction F ayant six contiguës différentes, on aura ainsi
— ^- r= i5 équations différentes. Nous allons indiquer comment on peut les établir.
Considérons, par exemple, les trois fonctions
que nous représenterons, pour abréger, par
Soit N le coefficient de ^" dans F, formons son coefficient dans les fonctions F, ^F, F^ , , .2"F_< , F, , ^F<. On trouvera
immédiatement les valeurs suivantes :
Pour F N
Y — I ( a H- Ai — I ) (p -h /i — I
.F, N^L 'liL±!l} ^^
On en déduit immédiatement que le coefficient de ^" dans l'expression
(A -f- B^) F + (G + D^) F_i+ E^ Fi
N sera ésal au produit de — — tt : par une fonc-
tion entière du troisième degré en N. On pourra déterminer les rapports des constantes A, B, G, D, E de manière à annuler cette fonction. On trouvera ainsi
( y[ï — ' — (2T — '^ — 1^ — 0^^]F — y(ï — i)(i — ^OE-i ^ ( 4- (Y-a)(Y-p)^F,=:zo.
Les quatorze autres équations peuvent s'obtenir par un procédé identique. On simplifiera les calculs, soit en permutant les paramètres a et [3 par rapport auxquels F est symétrique, soit en profitant des équations déjà trouvées pour en obtenir d'autres, par l'élimination d'une des fonctions qui y figurent.
Trois fonctions
F(a,?,Y.^), F(a',?',Y'.^), F(a^?^Y^^), dont les paramètres diffèrent de nombres entiers, sont liées
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par une équation linéaire, dont les coefficients sont des polynômes en X. En effet, ces trois fonctions se rattachent les unes aux autres par une suite de fonctions contiguës. Formant les relations qui existent entre ces fonctions, et éliminant les fonctions intermédiaires, on obtiendra l'équation cherchée.
382. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonction F(a, (3, y, x) pour ^ =: i , lorsque cette série est convergente.
Posons X = I dans l'équation (7) ; il viendra
d'où
Changeant, dans cette équation, yeny-i-i , Y+2, ...,y+/i — i et multipliant ensemble les équations obtenues, iJ viendra
^n(/^Y)n(/^,Y-a-P) n('^,ï--a)ii(/^Y-P)'
en posant, comme au § III,
Faisons tendre n vers oc; F(a, (3, y -1- /z, i) tendra évidemment vers l'unité ; on aura donc, en posant encore
(9) limn(/i,^) = r(^)
F(a ^ . ,^-^^l}Ih^l^z:^
383. Fonction Y. — La fonction r(:;), définie par les équations (8) et (g), jouit de propriétés nombreuses et importantes. Nous allons en établir quelques-unes.
On a évidemment
^ — f— Il d'où, en posant /i = co,
(lo) r(^-+-i) = :;r(^)
et, par suite, k étant un entier positif quelconque,
On a d'ailleurs, identiquement,
d'où
et, par suite,
mn
quantité indépendante de z.
On aura donc, en posant n = x,
ni / \ m ; ^• , r^
C désignant une constante indépendante de z. Pour la déterminer, posons ^ =; — • Il viendra
m I \ ni
,„r(lV..r ^!illi) = C.
Multiplions cette équation par elle-même, en renversant l'ordre des termes du premier membre. 11 viendra, en tenant compte de l'équation (i 1),
. 7: . 2 - . {ni — r ) TT sm — sm — sin
m ni ni
Or on a
/ 2t: \ r„ lini — i)r "1
m ( ^2 _ I \ ^2 _ 2 cos j? -M . . . hr2 — 2 cos —it^ I
^ ' \ im / L ^^ ''^ J
Posons X = i-\- h^ et égalons les termes du premier degré en h dans les deux membres ; il viendra
^\2 r ( jyi j)7^
2 m = 2 ( 2 sin
. . 2 sin
Posant X =^- — I + A, on trouverait de même
2 m = 2 ( 2 COS
V (m — T)7rT
COS
Multiplions ces deux égalités et extrayons la racine carrée; il viendra
, . TT .m I TT
m z=z 2'""^ sin — ... sin
et, par suite,
rn — l 1
G = (2Tc) 2 m-.
VIL — Fractions continues.
386. Soit A une quantité réelle et positive quelconque; on pourra évidemment poser
«0 étant un entier, et A, une quantité >> i. On pourra poser de même
Ai= ai-h —,
a^ étant un entier au moins égal à i, et Ao une quantité > i. Continuant ainsi, on obtiendra pour A un développement en fraction continue, tel que
Ce développement sera évidemment limité si A est commensurable, illimité dans le cas contraire.
On nomme réduites de la fraction continue les fractions
Po _ «0 Pi _ , I _ «o^'iH-l
Qo I Qi cïi «1
(7i -h — rt-2
Théorème. — On a généralement
Cette formule est vérifiée pour /z = 2 par les valeurs cidessus de P2 et de Q2. Nous allons d'ailleurs montrer que si elle est vraie pour un nombre n, elle le sera pour /z -j- i .
En effet, ''^' se déduit de ^ par le changement de a^
en «/iH On aura donc
an+i{anQn-l + Q«-2 ) + Q/i-I <^«+l Q// + ^n-l
On voit par les formules (i) que les quantités Q/^ croissent au delà de toute limite quand n augmente. En effet, 'a,t étant au moins égal à i , on aura
Q«> Qn-l -H Qn-2> Qn~2 + Qn-3 + Q«-2> 2 Qn-2'
On déduit encore des formules (i) la relation
et, comme Pi Qo — Po Qi = ï > ^^ aura
(2) P«Q.-i~l\-iQ.= (-i)'^-^
On voit par là que P,; et Q/^ n'ont aucun diviseur commun. Les réduites sont donc des fractions irréductibles. On a enfin
Les quantités -p convergent vers A. En effet, si dans
370 PllEAIlÈRE PARTIE. — CHAPITRE III.
l'identité (3), qui peut s'écrire ainsi
Qn Qn-i Q«-, ( a, (,)„_! + Q„_, ) '
on change a,t en an-\- t— ' tt *^^^^^^ évidemment changé en A, il viendra
Q«-i(Q.+ £q«-iJ
Les quantités Q croissant indéfiniment quand /^ augmente,
cette différence décroîtra indéfiniment. D'ailleurs, -r— étant
compris entre o et 1, cette différence sera comprise entre les deux limites suivantes :
Changeant n en /i 4- 1 , on trouvera de même que A — -^ est compris entre
- et
Ces deux quantités sont de signe contraire aux précédentes et moindres en valeur absolue ; car on a
d'où
Q«Q.^,>Q.-i(Q«-hQ.-i).
Donc A est compris entre deux réduites consécutives quelconques et plus rapproché de la dernière.
PQ„-,-P,_,Q
Qn-lQ
^ Qn-lQ.
Mais PQ,i_i — P//_i Q est un entier qui ne peut s'annuler; car on aurait
et cette fraction est moins approchée de A que ^. On aura donc
|PQ.-i-P.-iQ|^i,
et l'inégalité ne pourra avoir lieu que si
Q>Q.o contrairement à l'hypothèse faite.
390. Considérons maintenant une fonction A développable en série suivant les puissances entières et décroissantes d'une variable x. On pourra poser
A = aoH h
«0 désignant un polynôme en j;, et a, , a^, Posons
des constantes.
Si (j.^^ est le premier coefficient qui ne s'annule pas, k^ deviendra infini d'ordre {^, avec x. En le développant suivant
les puissances décroissantes de ^ , il viendra donc
at étant un polynôme de degré 'J.^.
Posons de même
on en déduira
a-i étant un polynôme en x du premier degré au moins. Continuant ainsi, on obtiendra un développement
A == (Iq h-
limité si A est une fraction rationnelle, illimité dans le cas contraire, a,, «.>, . . . étant des polynômes dont les degrés en x^ que nous désignerons par [x,, ixo, . . . , sont au moins égaux à l'unité.
Considérons les réduites Qo I Vi <^i ^1 V
Les relations (i) subsisteront avec toutes leurs conséquences, g
On en déduit tout d'abord que le degré v„ du polynôme Q« ^ est égal à [A, + a.2 + . . . + [J^w
La relation (2) montre ensuite que la fraction algé-
brique -~ est irréductible.
On voit enfin, par la relation (4), que la différence
A — 7T^^ 6st d'ordre — V//_, — v„ par rapport à x. Car Q,i_i | V«- 1
est d'ordre v,;,,, et Q«+ -r—Qn-i est évidemment d'ordre v,i, comme son premier terme Q,/.
D'ailleurs, v« > V/, , ; donc l'ordre de A — ^r-^^ sera
Nous allons démontrer que, réciproquement, toute
fraction ^ telle que la différence A — ^ soit d'ordre < — 2v,
V étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement égale à l'une des réduites précédentes.
En effet, considérons la série des nombres Vj, Vo, ...; soit Vrt_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse pas V. On aura, par h^ypothèse,
en désignant, pour abréger, par ( ^,^^^ j une expressi
d'ordre — (27 -j- i) au plus par rapport à ûo. On a, d'autre part,
d'où
ssion
P _P._,Q-PQ.-t
Or on a
Donc le second membre de l'égalité précédente sera d'ordre inférieur à — (v -f-V/^.,). Donc il doit en être de même du premier. Mais le dénominateur Q//_i Q est d'ordre v -h V/i_, . Donc le numérateur doit être d'ordre <^ o. Mais c'est un polynôme, et son ordre ne peut être << o que s'il s'annule identiquement.
On aura donc d'où
et, par suite,
k étant un polynôme d'ordre v — V//_, .
On voit par là que ^ ne sera irréductible que si v = v„_,,
auquel cas le facteur k se réduit à une constante.
Proposons-nous de déterminer directement une frac
tion ^ dont le dénominateur Q soit de degré v, et telle que
l'on ait
Q " V-^^v+iy
On en déduit, en chassant le dénominateur,
AQ==:P-f-
II faut donc que, dans le produit AQ, les termes en -
disparaissent.
Soit, comme précédemment,
A = aûH- — -+--^-1-.
et posons
Le coefficient Gx du terme en — ? dans le produit AQ, sera évidemment donné par la formule
Cx = «x Bo 4- ax^.! Bi 4- . . . -h ax+v B^
Nous aurons à satisfaire aux conditions suivantes : (6) Ci = o, ..., Cv=o.
1° Si le déterminant
Av==
n'est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguïté, les rapports des inconnues B; la fonction Q sera déterminée à un facteur constant près; on obtiendra la valeur correspondante de P en calculant la partie entière du produit AQ. 2'^ Si Av est nul, les équations (6) ne détermineront pas complètement les rapports des coefficients B, et le polynôme Q contiendra plusieurs constantes arbitraires.
Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaîtront p du rapport ^, en vertu de la relation
que nous avons trouvée plus haut.
On voit par ce qui précède que la condition Av^o exprime qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déterminants A,, Ao, ... sont différents de zéro, ce qui aura lieu en général, les nombres v,, Vo, . . . , v,/, . . . formeront la série complète des nombres entiers, et, par suite, les degrés tj.|, ^2, ..., a//, ... des polynômes a<, a^, •-., cini ••• seront égaux à l'unité.
VIII. — Maxima et minima
39i. Soit/*(^) une fonction réelle de la variable réelle cT. On dit que/(^) est maximum pour x-r^a^ si l'on peut déterminer une quantité £ telle que l'on ait
[ïïïtivbesity;
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pour toute valeur réelle de A moindre que e en valeur absolue.
Elle sera minimum, si l'on a toujours
dans ces mêmes conditions.
Si, au point a, f{x) admet une dérivée /(a) différente de zéro, nous avons vu que, pour h suffisamment petit,
y3, a le signe de hf\ci). Son signe changera donc avec celui de A, et il ne pourra y avoir ni maximum ni minimum.
Pour trouver les maxima et minima de j\x\ il faudra donc tout d'abord chercher les valeurs de la variable pour lesquelles f {x) s'annule ou cesse d'exister. Soit a l'une de ces valeurs. Pour s'assurer si elle donne effectivement un maximum ou un minimum, on calculera la valeur principale de la différence f{a + h) — f{ct) ; car c'est évidemment de son signe que dépend celui de cette différence pour les petites valeurs de Ji. Si ce terme principal est constamment négatif, on aura un maximum ; s'il est constamment positif, un minimum. Sinon, il n'y aura ni maximum ni minimum.
Si f{x) est développable aux environs du point a par la série de Taylor, la réponse à cette question sera immédiat-e.
En effet, dans ce cas,f^(a) s'annule nécessairement. D'autres dérivées pourront s'annuler également. Soit f'^i^ci) la première de celles qui ne s'annulent pas : on aura
La dérivée f"{x) étant supposée continue au point a, f'^{a -i- BA) aura pour limite /"(a) quand h tend vers zéro. Donc, pour toutes les valeurs de h suffisamment petites, elle aura le signe def'^(a). D'autre part. A" sera toujours positif si n est pair; au contraire, si n est impair, son signe change avec le signe de A. Donc :
Il y a maximum, si n est pair, et f'^{a) < o ; minimum,
si n est pair, et f"{a) > o. Il n'y a ni maximum ni minimum si n est impair.
395. Une fonction réelle f(x,r, . . .) de plusieurs variables réelles ^, JK7 • • • sera maximum au point a, b, ... si l'on peut déterminer une quantité e telle que l'on ait
pour toutes les valeurs réelles de A, /r, ... de module < e ; elle sera minimum, si, dans les mêmes conditions, on a constamment
Une première condition pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum est qu'au point a, b, . . . chacune des dérivées partielles -r^> ^? • • • s'annule ou cesse d'exister.
En effet, si l'on pose en particulier A" = . . . = o, la différence
f{a-^li,b, ...)-/{a,b, ...)
devra conserver un signe constant, tant que | h | sera << s.
Donc -;:■— s'annule ou cesse d'exister au point a, b, De
même pour les autres dérivées partielles.
396. Supposons la fonction /(\r,jr, • • •) développable par la série de Taylor aux environs du point a, b, .... Ses dérivées premières devront s'y annuler. Admettons qu'il en soit de même pour toutes les dérivées suivantes jusqu'à celles de l'ordre n exclusivement. On aura
da db
Posons
p=:\/A"^H-A-^-i-..., h = p/l', A•=rpA•^
d'où
L'expression précédente })rendra la forme I\p- P ^«^1
n-hl
P/z et P^+i étant des polynômes homogènes en h\ k', . . . , de degré n et n -\- i respectivement.
Les coefficients de Pn+\ sont, à des facteurs binômiels près, les valeurs des dérivées d'ordre n -\- i au point a-j-QA, 6 + 8 A", ... , lesquelles ont pour limites les valeurs des mêmes dérivées au point «, b, . . . lorsque A, A", ... tendent vers zéro. D'autre part, |//|, | A"' |, ... ne peuvent surpasser l'unité. On pourra donc assigner un nombre fixe M tel que l'on ait
dès que h^ k, ... seront suffisamment petits.
Quant au premier terme, divers cas seront à distinguer : 1° Le polynôme Pn reste constamment positif, pour tous les systèmes de valeurs réelles de //, k', ... (sauf pour h' =: k'= . . . = o, auquel cas il s'annule). Dans ce cas, pour les systèmes de valeurs de ces variables qui satisfont à la condition
Pfi sera positif, et, comme c'est une fonction continue, sa valeur ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe m. On aura donc
/(a 4- A, ^ + A, . . .) -/{a, b,...)> Y^^^^ - Mp«-^
Cette quantité sera positive dès que 0 sera devenu
Il y aura donc minimum.
2^ Si Pn reste constamment négatif, le même raisonnement montre qu'il y a un maximum.
3° Si Vn peut prendre des valeurs positives et des valeurs négatives, il n'y aura ni maximum ni minimum.
Supposons, en effet, que P,, soit égal à -f- mi pour le système de valeurs h\, k\, ... et égal à — mo pour un autre système de valeurs A!,, A!,, .... Soient
Posons
d'où
on aura
et
-it^
ni 0 * /(a + k', b + k',...) -f(a, b,...)> 13^ - M?"-',
quantité positive pour p infiniment petit.
Au contraire, si l'on déterminait //, A', ... par les relations
on aurait
quantité négative pour p infiniment petit.
Ce cas se présentera nécessairement si n est impair, car
on changera le signe de Pn en changeant celui des variables.
4^ Enfin, si P,i ne peut pas changer de signe, mais peut s'annuler pour quelque système de valeurs autre que
A'=:A'— ...=:o, il y aura doute.
, i' , 397. La distinction des quatre cas ci-dessus est aisée à faire dans le cas le plus ordinaire, où n = 2. On n'aura qu'à mettre, par un procédé d'Algèbre connu, le polynôme du second degré Pa sous la forme
P,=za,Xi -\-a,Xl +. ..-f-«,-X? {i= m),
les X étant des fonctions linéaires distinctes des m variables
Supposons d'abord que les coefficients a ne soient pas tous de même signe et qu'on ait, par exemple, a^ >> o, «2<C o. Si l'on détermine h', A', ... de telle sorte qu'on ait
Xi g o, X2 = ... = X^ = o,
P2 sera positif. Si l'on pose, au contraire,
X,>o, Xi=X3 = ...= X,=ro,
il sera négatif. Il n'y a donc ni maximum ni minimum.
Supposons, au contraire, que les a soient tous de même signe, P2 aura toujours le signe des a, à moins qu'on n'ait
Xi=r. . .r=X,r=0,
auquel cas il s'annule.
Si /<< /?z, on peut satisfaire à ces conditions par une infinité de valeurs de h', A"', .... On sera donc dans le cas douteux.
Si iz=zm, ces conditions ne seront satisfaites que pour h':= k':=. . .= o. 11 y aura donc minimum si les a sont positifs, maximum s'ils sont négatifs.
398. Considérons, en particulier, le cas de deux variables. Posant, pour abréger,
âa'~' ' âaâb~ ' db''~ '
nous aurons
Si A^o, cette expression peut se mettre sous la forme
P,= — (AA'-h BA')24- ^^ T ^' k'K 2A^ 2A
Donc
Si AG — B-<; o ni maximum ni minimum,
AG — B2 — o doute,
AG — B2>o, A>o minimum,
AG — B^>o, A<o maximum.
Si A=o, on trouve les mêmes caractères. En effet, soit d'abord B^o, d'où AC — B-^o. Il n'y aura ni maximum ni minimum, car Po = i^h' k'-\- Ck'^ aura à volonté le signe de A"' ou le signe contraire, suivant qu'on prendra h' plus
G k' grand ou plus petit que — — ^ • Enfin, si B = o, d'où
AC — B- = o, P2 se réduit à CA"'- et s'annule pour k'=Oy quel que soit h'. H y a donc doute.
399. La discussion des cas douteux peut se faire d'une manière à peu près complète pour les fonctions de deux variables. En effet, dans ce cas,
est une série de puissances entières de h et de k.
Si cette série contient en facteur une puissance de h, telle
que h°^, mettons-la en évidence; nous aurons une expression
de la forme
Soit A A" le terme de decfré le moins élevé en k dans
S(A-, o). Pour h infiniment petit, l'équation S(/c,h) = o donnera, pour k, n racines infiniment petites, dont on pourra calculer les développements suivant les puissances croissantes (entières ou fractionnaires) de h par la méthode des n"^ 361 à 368. Soient R, K', ... ces développements ; V, v', ... leurs ordres de multiplicité respectifs. Nous pourrons écrire
h^^{k, h) ^ h^{k - Ky {k - K')^'. . . ^F(A^ h),
W étant une série de puissances entières, qui, pour h = o, k = o, ne s'annule plus et se réduit évidemment à A.
Pour les valeurs réelles et suffisamment petites de h et de A", W aura évidemment le signe de A.
Considérons les autres facteurs du produit. Si l'un des développements K est compliqué d'imaginaires, il sera évidemment accompagné du développement conjugué K<, qui sera du même ordre v de multiplicité. Le produit
(k -KY{k — K
sera toujours positif; et ces facteurs n'entreront pas en ligne de compte dans le signe du produit.
La même chose a lieu si K est réel, mais v pair; car le facteur (A* — K)^ ne peut être négatif; la seule nuance est qu'il est susceptible de s'annuler.
De même, si a est pair, A^' ne pourra être négatif.
Si donc il n'existe que des facteurs de l'espèce considérée jusqu'à présent, la différence /{a -t- /i, ^ H- k) — /{<^, ^)) aura toujours le signe de A^ tout au plus sera-t-elle susceptible de s'annuler. Il j aura maximum ou minimum, suivant que A est négatif ou positif.
Mais si, cette suppression faite, il reste encore des facteurs, il n'j aura ni maximum, ni minimum.
En effet, supposons par exemple qu'il nous reste les facteurs
/i^{k — Ky{k — K'y',
K et Iv' étant réels, et a, v, v' impairs.
SÉKIES. 383
Faisons tendre h vers zéro plus rapidement que A", de telle sorte que K et K' soient très petits par rapport à /c; k — K et k — K' conserveront leur signe si l'on change le signe de A, tandis que h°^ changera de signe. Donc la différence f{a + /i, b ■+- k) — /(«, b) ne garde pas un signe constant.
Supposons maintenant qu'il ne reste pas de facteur A°', mais seulement les facteurs
Posons A- = K -h î/r^, £ étant égal à =h r , et A^ étant d'un ordre plus élevé par rapport à h que la différence K — K'. On aura
{k — Ky {k — M'y' =. di^'' {}L—\v' -^ zh'^^y' .
Pour Ji infiniment petit, le signe du dernier facteur sera le même que celui de (R — K')^', quel que soit le signe de s ; donc le produit changera de signe avec s et il n'y aura ni maximum ni minimum.
400. Nous aurons d'après cela, pour décider de l'existence d'un maximum ou d'un minimum, à effectuer les opérations suivantes :
Nous déterminerons d'abord le facteur Ji'^ commun à tous les termes de f{a -h /h b -h k) — /(«, b). Si a est impair, il n'y a ni maximum ni minimum.
Si a est pair ou nul, nous chercherons le premier terme M Ah- de chacun des développements K, K', Nous obtiendrons, par la méthode du n° 361, un certain nombre de valeurs de |j., et, pour chacune d'elles, une équation
qui déterminera les M correspondants.
Nous chercherons les racines réelles de cette équation (les racines imaginaires peuvent être écartées, car les développements qui s'en déduisent n'influent pas sur le signe du produit).
Si l'une de ces racines est d'un ordre de multiplicité impair ^1, il n'y a ni maximum, ni minimum; car, parmi les développements en nombre n^ qui s'en déduisent, ceux qui sont imaginaires, étant conjugués deux à deux, sont en nombre pair; il reste donc un nombre impair de développements réels égaux ou inégaux; l'un au moins d'entre eux sera donc un ordre de multiplicité impair.
Si n^ est pair, il faudra calculer le second terme M< h^^ des n^ développements qui ont pour premier terme M/it^-. Dans les équations qui déterminent les valeurs de M,, on négligera encore les racines imaginaires et s'il existe une racine réelle d'ordre impair, on affirmera qu'il n'y a ni maximum ni minimum.
Si l'on arrive à n'avoir plus que des équations privées de racines réelles, il y aura maximum ou minimum.
On arrivera ainsi à trancher la question.
i^ S'il existe des développements réels d'ordre de multiplicité impair;
2° S'il n'existe pas de développement réel d'ordre de multiplicité pair, et dont le nombre des termes soit illimité.
Mais si aucune de ces deux conditions n'est satisfaite, on ne pourra jamais arriver à la certitude. En effet, on pourra, en poussant assez loin les calculs, éliminer les développements imaginaires, et ceux des développements réels d'ordre de multiplicité pair qui s'arrêteraient d'eux-mêmes après un nombre limité de termes; mais les autres resteront toujours, sans qu'on puisse assurer que la prolongation des opérations ne permettrait pas de les dédoubler.
401. Maxima et mininia relatifs. — Soit à trouver les maxima et minima d'une fonction /(^, jk, z^ u)^ les variables étant liées par deux relations
(1) cp(.27, J, ^, d^)"0,
Imaginons qu'on ait tiré de ces relations les valeurs de 3,
a en x, y, pour les substituer dans/; il viendra
et -T— soient nulles ou cessent d'exister.
et, pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faudra que
d¥_ dF
dx dy
j, . ., ÔF dF
Bornons-nous encore au cas ou i on aura -r— = o, -r— = o,
âx ' dy
ou plus simplement d¥ = o. On a
(3) dF^^-^dx-^^ dy ^%dz-^ ^{ du = o, ^ ' ôx dy '^ dz du
et cette équation devra être identiquement satisfaite pour toute valeur de dx et de dy après qu'on y aura remplacé dz et du par leurs valeurs tirées des équations
(4) -^ dx ^ -^ dy -^ -^ dz ^ —- du ^^ o, ^^' dx dy -^ dz du
(5) -^dx -\- —^ dy ^ -^dz -\- -^duzizo, ^ dx dy ^ dz du
qu'on obtient en différentiant les équations (p = o, ^ z= o. Il faudra donc éliminer dz^ du entre ces équations (3), (4), (5) et égaler à zéro les coefficients de dx et de dy dans l'équation résultante.
Pour effectuer cette élimination, multiplions les équations (4) et (5) par des facteurs indéterminés X, pi, puis ajoutons-les à l'équation (3); il viendra
df , (^cp ^^\ , fdf ,do d^\ ^
dx dx dx I \dy dy dy j '^
.df . df d^\ , /df , d^ d'\>\ ^
4-(-^-+-XV- -\- iJ^ ^ ] dz -}- { ~f- -+- 1 j^ ^ IX -^ \ du = o,
\dz dz ' dz J \du
et l'élimination sera effectuée si nous déterminons X et [x de telle sorte qu'on ait
df du
Egalant alors à zéro les coefficients de dx et de dy^ nous aurons
^ d.r ax ôœ ây ôy à y
Les équations (6) et (7), jointes aux équations (i) et (2), détermineront les six quantités x, y^ z, u^ A, u.
On remarquera que les équations (6) et(;7) s'obtiendraient immédiatement en égalant à zéro les dérivées partielles de la
fonction
/ + Xcp -H [vh.
402. Soit à déterminer la plus grande (ou la plus petite) valeur que prend la fonction f{x) lorsque x varie de Xq à x^ . Cette valeur peut correspondre à l'une des limites ou à un point intermédiaire a. Dans ce dernier cas, il est clair que /{a) sera un maximum (un minimum) de la fonction f{x).
Pour résoudre la question , il faudra donc calculer les maxima (ou minima) f{a)^ f{^)i ••• de la fonction dans l'intervalle de Xq k x^, ainsi que ses valeurs extrêmes /(^q), f{Xi), et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces quantités.
On agirait d'une manière analogue pour déterminer la plus grande ou la plus petite valeur d'une fonction de plusieurs quantités lorsque le champ de leurs variations est assujetti à certaines limitations.
403. Appliquons les méthodes précédentes à quelques problèmes.
Problème I. — Trouver la plus courte distance dUin point P à une droite D.
Soient a, a,, ao les coordonnées du point; a, a^, a^ celles d'un point fixe pris arbitrairement sur la droite; b^ ^j, b^ ses cosi/îus directeurs, c'est-à-dire les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes. Les coordonnées x^ y, z d'un point situé
sur la droite à la distance t du point a, <2i, a-i seront évidemment
X -m a ^ bty y =z ai-\- bit, z ^=z a.,-\- b.,t
et sa distance B au point P sera donnée par la formule
0-= (a -h ^^ — a)-+ («1+ bit — y-i)- -^ {a^^-^r b.,t ~ 7.^y — ^{a-\-bt — ^)\
11 s'agit de déterminer la distance variable t, de telle sorte que cette expression soit minimum.
Elle a pour dérivée ^ib{a-\- bt — a), quantité toujours continue. Il faudra donc égaler cette dérivée à zéro, ce qui donnera
^]){a — y.)-\-^b-t — 0, d'où
__ ^b{a — oL)
Substituons cette valeur dans l'expression il viendra
[(r^— g)/;i — (r^i— ai)/;]2-4-[f<7i— ai)/;.,— (^2— a2)/^i?+[(<'^2— a2)^— (^— a)/>2l
Cette expression représente bien un minimum, car la dérivée seconde
— 2 E />2 dt^ - ^
est positive,
404. Problème II. — Trouver la plus courte distance de deux droites.
Soient (8) x^=za^bt, yz=.ai^bit, z z:zi a^-^ b^t
les coordonnées d'un point de la première droite,
(9) ^ = a-+-pT, rj=:ai+PiT, t — a^:,-\-%x
celles d'un point de la seconde droite.
La distance 8 de ces points sera donnée par la formule
Il s'agit de déterminer les variables ^ et t de telle sorte que cette expression soit minimum.
Les dérivées partielles de cette expression par rapport à t et à T sont toujours continues. En les égalant à zéro, on aura les deux équations de condition
-\- p2(<^2— ^%-^b^t— Pa^)"©.
Eliminant successivement entre ces équations chacune des quantités entre parenthèses, et posant, pour abréger,
on en déduit
a ~ OL-^ bt — fix «, — aj -i- ^1 ^ — pi T «^2 — 01.^-^ b^t — ^2^'
Soit 1 la valeur commune de ces rapports; on aura, pour déterminer t, t et X, les trois équations linéaires
AX -h Px — Z?^ r= a — a, AjX + pix — byt^za^ — aj, A2Xh-P2'^ — bi,t=.a2 — y-i,
d'où l'on déduit
L, M, N, D désignant les déterminants suivants :
«1— «1 Pi —^1 — A(a — a)-HAi(ai — ai)-hA2(a.2— '^2),
Aj «!i — aj — èi
Al ?i «1— aj
Enfin, l'on a
=rA2 4-A'i+A|.
\/A2X2+A-JX^+A2a--^ =
ihL
v/A^+A^-hAI
Il est évident, d'après la nature du problème, que cette valeur de §2 est un minimum. Pour le vérifier, formons les dérivées secondes
^b^^bl-^bl
2 dt^ 2 dtdx
îS=^■^-??-^^
La quantité représentée dans la théorie générale par AC — B^ est égale à
Hb'-hbi H- bDip^ PI + n) - 4(^P 4- b, Pi+ b,M'
^4(A2-hA? + A|).
Sgo
CIIAPITHE m.
Elle est positive. Donc, il y a bien maximum on minimum. D'ailleurs
- ^^-~^b'--+-bl-^bl>o; -
ce sera donc un minimum.
40o. Remarque L — Les quantités 6, ^j, b.^, et [B, p,, ^i^, étant les cosinus directeurs des deux droites données, satisferont aux équations
b'^^b\+bl-=^i,
Mais nous n'avons pas fait usage de ces équations. Les formules trouvées subsisteraient donc en donnant à b,b^, b^, [j, ^4, p2 des valeurs quelconques. D'ailleurs, les équations ((S) et (9), pouvant se mettre sous la forme
ne cesseraient pas de représenter des lignes droites. Remarque 11. — Si nous posons
Aa, A6,
[3=:Z>-+-A6, bi-=:bi-^ \bi,
les formules précédentes deviendront A = ^1 A^2 — ^H^^ï, X^=^ b^^b — b \b^,
-(A Afz
+ Al A^i-h A2 Ar^a) —
A«i AZ^i ^1
Art2 A^2 ^2
b -\- !^b — Aa
Al Arti
Al
A2 Aa2
et l'on aura encore
L _M _N ^_ dzL
Nous ferons un fréquent emploi de ces formules.
406. Problème TH. — Tromper la plus courte distance d'un point à un plan.
Soient a, b, c le ^ coordonnées du point et
(10) mœ -\- ny -^pz -h g ^^ o
l'équation du plan. Nous aurons à rendre minimum l'expression
S^ = (^ - a)2 4- (/ - by-\- {z — cf,
où x^ y, z sont liés par l'équation précédente. D'après la règle générale donnée pour la recherche des minima relatifs, nous aurons à égaler à zéro les dérivées partielles de l'expression
{x — af^ (j— hf-\- {z — cy^ \{nix -H ny ^pz -hq), ce qui donnera les équations
2{x — a) -1- Xm = o, 2{y — b)~}-\n =0, 2{z —c) -i-lp =0,
auxquelles on joindra la suivante
o==imx-hny-hpz^q
— m{x — a) -h n{y — b) -h p{z — c) + 7?ia -+- nb -h pc -H g.
On en déduit
X — a^ — {Xm, y — b^=z — \ln, z — c =:— ~lp,
^ ma -h nb -h pc -h g
\2 / \ Il m^-\- n^-\- p-
Pour vérifier que cette expression représente bien un minimum, cherchons les dérivées secondes de ô^ considéré comme fonction des variables indépendantes x^ jk, et d'ime fonction z de ces variables, définie par l'équation (10). On aura successivement
dx
,dz '^dx
dx^
im dz p dx
im} P-
__ 2 m dz ~ P ày"
imn
dx ôy
On
trouvera de même
dy' '
Les expressions désignées dans la théorie générale par AG — B- et A seront ici
et -
P' Toutes deux étant positives, on aura un minimum.
Problème IV. — Trouver les maxiraa et minima
de la fraction - -,
/ = an^2_|_ «22j2_^ a^-^z'*--^- la^^xy + la^^yz 4- la^^zx
et
cp ■=. au^--h a227^-h «33^^+ 2ai2^/ H- 2a23j;s -h l^^^zx étant deux fonctions homogènes du second degré en x^
La valeur de cette fraction ne dépendant que des rapports
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des variables ^, y, z^ il est permis de supposer leurs valeurs absolues choisies de telle sorte qu'on ait cp = i .
On aura donc à trouver les maxima et minima de/, étant donnée l'équation de condition
On devra, comme on sait, déterminer x^ y^ z, \ par les équations
' dû^ ax ây dy ôz dz
ou, en effectuant les calculs,
/ («11 H- Xaii)^ + («12+ >^«12)/ + («13-i- >^«13)- — O,
(12) j («,2-+->^ai2)^-f-(«22H->^a22)/ + («23H-^^^23)^ =0,
l («13+ >^ai3)-^ -H (<^23H->^S'23)7-t- (<^33+ ^^^33)^ = 0-
Or l'équation cp = i montre que x^y^ z ne peuvent être nuls à la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit être nul, ce qui donnera une équation du troisième degré en X.
Soit \ une des racines de cette équation; en la substituant dans les équations (12), elles se réduiront à deux équations distinctes, qui fourniront les rapports de x^ y, z. L'équation cp = I achèvera de déterminer ces quantités.
La valeur correspondante de - sera — 1. En effet, f et cp
étant des fonctions homogènes du second degré, l'on aura
âf âf ôf
ox ^ dy âz -^
d^ 0(0 do
ax "^ ây dz ^
Les équations (i i), respectivement multipliées par x^y, z et ajoutées ensemble, donneront donc
2/h-2cûX=:o, d'où ^= — X.
Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que la fonction cp peut se mettre sous la forme
cp, étant une fonction de y et de z^ telle que
'll/^-i-2?i2y^ + p22^^
On pourra de même mettre cp, sous la forme
La fonction cp sera ainsi décomposée en une somme de trois carrés, respectivement multipliés par an, pn? y-
Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est nécessaire et suffisante pour que o prenne une valeur positive et différente de zéro pour tout système de valeurs de x^y^ z autre que o, o, o. Cette condition étant remplie, les valeurs de x^ y, z pour lesquelles on a cp = t auront nécessairement un module borné ; car il faudra que chacun des trois termes positifs dont cp se compose, pris isolément, soit ^ I . Les valeurs de / correspondant à ces divers systèmes de valeurs de x, y, z seront donc bornées, et, par suite, f présentera nécessairement au moins un maximum et un minimum réels, correspondant à des valeurs réelles des variables. Soient Xi, y^^ z^ les valeurs qui correspondent au maximum, par exemple; \y la valeur correspondante àeX.
Posons
r — Yxl -h in^r, -h /ii^,
^, 71, Ç étant de nouvelles variables, et m, n, m^, rii, mo, /î2 des quantités quelconques telles que le déterminant de la substitution ne soit pas nul. Aux valeurs x = Xi, y==yi,
z z= Zi, qui donnent le maximum, correspondront les valeurs ^:=i, Tj = o, Ç = o. D'ailleurs, après la transformation, /'et o deviendront des fonctions des nouvelles coordonnées, homogènes et du second degré, comme auparavant.
La transformation une fois exécutée, appelons ^,y, z nos nouvelles variables primitivement désignées par ^, r,, u. Appelons également an , . . ., an , ... les coefficients des fonctions/
f et cp rapportés à ces nouvelles variables; - sera maximum
et cp égal à l'unité pour x = i, jk = o, ^ = o, ). = ).< • On aura, par suite, a^ = i, et les équations (12) étant satisfaites pour le maximum, on aura, d'autre part,
(i3) ai, + )^i = o, «^12-+- ^^1^12=0, ai3+Xiai3=o.
Posant maintenant, pour abréger,
X = .r 4- a,2_r -h ^is--,
'^1 et /i étant des fonctions de jr, s, dont la première sera positive pour tout système de valeurs de y, z autre que y=o, z = o.
Opérant maintenant sur les fonctions cp< , / de la même manière que nous l'avons fait sur cp et /', nous pourrons les mettre sous la forme
02 et /2 i^e contenant plus que ^, et par suite étant respectivement de la forme [^g-, rz-.
Posant
on aura
= zs f,.
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et, par suite,
( cp=:X^^-Y2^-Z^, (i4) \ '
d'où ce théorème :
Étant donné un système de deux fonctions quadratiques f et ^ dont Vune est toujours positive, on pourra, par un changement de variables réel, en faire disparaître les rectangles des variables.
Les deux fonctions étant ainsi préparées, l'équation en \ deviendra
G rr:
Cette équation a pour racines les trois quantités réelles X,,
I2, ^^3- Donc, V équation en\ a toujours ses racines réelles.
On voit immédiatement sur les équations (i4) que la plus
grande de ces racines rendra - minimum; la plus petite le
rendra maximum, la troisième ne donnera ni maximum ni minimum.
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CHAPITRE IV
L — Points ordinaires et points singuliers.
408. Soient F(X, Y) = o l'équation d'une courbe plane; (x^y) l'un de ses points, aux environs duquel nous supposons F développabie par la série de Taylor
Coupons la courbe par une droite
et supposons que cette sécante se rapproche indéfiniment du point {^1 y) en conservant une direction constante et d'ailleurs arbitraire.
Si UL de ses points d'intersection avec la courbe se rapprochent indéfiniment de (^,JK), on dira que ce point est de l'ordre jjl de multiplicité. Si a = i , ce sera un point simple ou ordinaire; si [x >> i, ce sera un point multiple ou sln- <> aller.
Comme à chaque valeur de t correspond un seul point x^ y de la sécante, l'ordre de multiplicité cherché sera évidemment égal au nombre des racines infiniment petites de l'équation
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OU, ce qui revient au même, à celui des racines nulles de l'équation limite
dx dy J 2 \ dx^
Le nombre ^ sera donc égal à l'unité, toutes les fois que
-.r— j ^-- ne sont pas nuls simultanément; il sera es^al a /i, si dx dv ^ j n 7
d¥ dY d'^V les dérivées -^r- » t-^ t-v? • * * d'ordre << n s'annulent toutes, ôx oy ox^
l'une au moins des dérivées d'ordre n étant ^o.
Le nombre des racines nulles, étant supposé égal kn pour
une direction arbitraire de la sécante, se trouvera accru si a,
[^ sont déterminés de manière à annuler le coefficient
d"¥ ^„ fW
a" h Aia«-i 3 ^ h . . .
àx'^ ax"'~^()y
du terme en t'^^ c'est-à-dire si la sécante est parallèle à l'une des droites du faisceau
Ces droites se nomment les tangentes au point (x, y). En un point simple, on aura une seule tangente
409. A une valeur infiniment petite de X — x correspondent une ou plusieurs valeurs infiniment petites de Y — j\ Proposons-nous de les développer en série.
Supposons d'abord que (^, y) soit un point simple. Si l'axe
àF des Y n'est pas parallèle à la tangente, -r-- n'étant pas nul, on
n'aura qu'une valeur infiniment petite de Y — y, développable comme on l'a vu, suivant les puissances entières et positives de X — X.
âF Si l'axe des Y est parallèle à la tangente, -y- est nul, mais
ÔF ^
-.5— ne l'est pas, et l'on aura ox ^
en mettant en évidence, parmi les termes qui ne contiennent pas X — x^ celui dont le degré en Y — y est le moindre. Cette équation admet r racines infiniment petites données par l'expression
/ I dF\'' - -
^-y=KkT^ (x-.,r+.(x-xr+...,-
où l'on prendra successivement les diverses déterminations
du radical (X — xy\ On obtient ainsi un cycle de /' branches. Supposons au contraire (^,Jk) multiple d'ordre /i, et admettons, pour plus de simplicité, que l'axe des Y ne soit parallèle à aucune des tangentes en ce point. On aura
o = F(X,Y)r=Ao(X-^)«+Ai(X-^)«-'(Y-j)4-...
+ A„(Y-/)«-l-Bo(X-^)«+i + ...
le coefficient A„ n'étant pas nul. L'équation admet donc n racines infiniment petites, données par des séries
Y-y=rM,(X-^)-f-..., ..., Y-j=rM„(X-xO+.--,
où M,, . . . , M,i sont les racines de l'équation
AoH-AiM + ...-hA„M«=o,
qui donne les coefficients angulaires des tangentes.
Si les racines de cette équation sont toutes inégales, les /i développements seront séparés dès le début, et ne contiendront que des puissances entières. Si, au contraire, plusieurs tangentes coïncident, la singularité sera plus complexe, et les développements contiendront le plus souvent des puissances fractionnaires de X — x. Mais on sait que dans tous les cas ils peuvent être associés en cycles en réunissant ceux qui
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s'obtiennent par les diverses déterminations d'un même radical.
En posant (X — xY=zt, l'ensemble des branches d'un même cycle pourra être représenté par le système des deux équations
Y —y=: aV -h «0 1''^ 4- . . . ,
où r, ^07 sont des entiers croissants sans diviseur commun.
Si les coefficients a, <2o, . . . sont réels, le cycle admettra des points réels aux. environs de l'origine. Pour discuter la forme de cette portion de courbe, il est permis d'admettre qu'on ait pris la tangente pour axe des x, auquel cas « = o, et qu'on ait déterminé le sens desj^ de telle sorte que a^ soit positif.
i^ Si r est impair, t'q pair, y est toujours positif, et ^ a le signe de t. La courbe a donc la forme de Xd^fig. 8.
Fisr. 8.
i" Si r et /'o sont impairs, x ^l y ont le signe de ^; et la
courbe présente l'inflexion représentée fig. 9.
3° SI /• est pair, /'o impair, x est positif,y change de signe avec ^; on a un rehroussement de première espèce {fig. lo).
Fii
4° Si /' et 7'o sont pairs, x ç,l y sont toujours positifs : on a un rehroussement de deuxième espèce {fig. 1 1).
Supposons maintenant la courbe définie par deux
équations
X=/(0, Y = cp(0.
Soit Iq la valeur de t pour laquelle on a X = ^, Y z=^ y et admettons qu'aux environs de cette valeur, les fonctions/et 'j soient développables par la série de Tajlor. On aura aux environs de ce point, en posant, pour abréger, /'(^<)) = x' ^
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Coupons la courbe par une droite
infiniment voisine du point x^ y.
Les t des points d'intersection seront donnés par l'équation
Cette équation en t — ^o n'a, en général, qu'une racine infiniment petite si ^' et y ne sont pas nuls à la fois. Le point (^,JK) sera donc simple. Mais on aura une seconde racine infiniment petite si l'on a
auquel cas la sécante sera parallèle à la droite
Telle est donc l'équation de la tangente.
Supposons, au contraire, que ^', r' s'annulent à la fois, ainsi que x^'^y"^ . . ., x'^~^ ^y^~^ , mais que ^" etjr" ne soient pas nuls tous deux. L'équation en t — ^o aura n racines infiniment petites ; le point (^, y) sera donc multiple d'ordre n (pourvu qu'à ces n valeurs de t — ^o correspondent autant de systèmes de valeurs différentes pour X — x ^ Y — y). Le nombre des racines infiniment petites deviendra d'ailleurs ^ n, si l'on a
On a donc, ici encore, une tangente ayant pour équation
Ces résultats supposent, comme on vient de le voir, que deux valeurs différentes de ^, assez voisines de ^05 correspondent toujours à des points {x,y) différents, ce que nous exprimerons d'une manière abrégée en disant que t corres-
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pond uniformément aux points du cycle. On peut toujours reconnaître si cette condition est satisfaite, et si elle ne l'est pas, faire en sorte qu'elle le devienne, par un changement de paramètre.
Soit, en effet, en ne conservant dans l'écriture que les termes dont le coefficient n'est pas nul,
-^ ^ ni ^ /^l!
Supposons, pour fixer les idées, //z^/i 5 et posons
a étant un nouveau paramètre. On sait qu'il existe m développements suivant les puissances entières de w, qui, mis à la place de ^ — ^0? satisfont identiquement à cette équation. Soit
l'un d'eux. Substituant cette valeur dans les expressions de X, Y, elles prendront la forme plus simple
X — X — H'", Y — r = cil" 4- c' II"' 4-
Soit ô le plus grand commun diviseur des exposants 77i = 8/-,. fi z= ^s, n' =^ 8/, .... Posant u^ = c, il viendra
X — ^ = v'', Y — j = cç-^ -f- c' r"' -h. . . .
Ces deux équations représentent un cycle de r branches, et comme r, s, s', ... n'ont pas de facteur commun, deux valeurs infiniment petites de ç, distinctes entre elles, ne pourront répondre à un même point. En efTet, (^ désignant l'une d'elles, l'autre devrait être égale à Q(^, 6 étant une raison /•"^•"^ de l'unité, pour que X eût la même valeur.
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Pour que 11 eût également la même valeur, on devrait avoir
cv^ 4- c' ('■'■' + . . . — ce-^ ('^ 4- c' 6'*' v'' -h . . . ou -
C(l— e^)r*"-hc'(l — 0-^"')('^"H-. . .=:0.
Or, les exposants r, 5, 5', . . . , n'ajant pas de facteur commun, quelle que soit la racine choisie pour 8, la série S du premier membre ne sera pas identiquement nulle et l'on pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o << | (■ | <^L, S soit différent de zéro.
Si 8 est égal à l'unité, u correspondra uniformément aux points du c}cle ; et il en sera de même pour ^, car la relation (i) fait correspondre à chaque valeur de u une seule valeur de ^, et réciproquement.
411. Dans ce qui précède, nous avons appelé ^0 la valeur de t pour laquelle on a X = ^, Y =^y. Il peut évidemment exister plusieurs valeurs t^^ ^< , ... de ce paramètre qui satisfassent à cette condition. Chacune d'elles donnera naissance à un cycle, suivant l'analyse précédente, et l'ordre total de multiplicité du point (.r, y) sera la somme des ordres de multiplicité partiels ainsi calculés.
412. Soient F(X, Y, Z)=:o l'équation d'une surface; (^, jKî ^) un de ses points, aux environs duquel F soit développable par la série de Taylcr
2 Ida-'-
{X-xf
Coupons par une droite
X — x — y.t^h, Y — j=P^-I-/m Z — z — ^^t + l de direction fixe, et infiniment voisine du point (^,JK, ^
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Les points d'intersection seront donnés par l'équation
r^F ÔF^ dF ]^ I L o.r a y az _\ 2
H étant infiniment petit.
Si -v-> -^y -T- ne sont pas nuls a la lois, on n aura, en ge- OJ^ dy âz '^
néral, qu'une racine infiniment petite. Le point (a:,y,z)
sera simple.
On aura toutefois deux racines infiniment petites, si
dF dF ^ ÔF
âû^ ÔY oz
c'est-à-dire si la sécante est parallèle au plan tangent
Si l'axe des Z, par exemple, n'est pas parallèle au plan
dF ^ rr . ' .
tangent, on aura ;^ <Oj et Zi — z sera, aux environs du poml
(^,jK, ^), une fonction synectique de X — x^ Y — y .
dF dF dF Supposons maintenant que -y-? -r— j -^ s'annulent, et qu'il
en soit de même des dérivées jusqu'à l'ordre n exclusivement. L'équation en t se réduira à
n L dx
et admettra, en général, n racines infiniment petites. Le point (œ^y^z) sera multiple d^ ordre n. Le nombre des racines infiniment petites sera augmenté si
autrement dit si la sécante est parallèle au cône tangent
dn
-ni — xy
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413. Si, par le point (^, y, s), nous faisons passer un plan arbitraire
il est évident que l'intersection G du plan avec la surface aura en [x^y^z) un point multiple, dont les tangentes seront les génératrices suivant lesquelles le plan coupe le cône tangent.
Si toutefois P entre en facteur dans l'équation du cône tangent, l'ordre de multiplicité du point [x,y^z) sur la courbe G se trouvera accru.
En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera multiple.
Si l'on coupe le cône tangent par un plan arbitraire ne passant plus par son sommet, on obtiendra une section plane algébrique et de degré n. Gette courbe peut présenter des points singuliers, ou se décomposer en courbes de degré moindre. Toutes ces circonstances devront être notées comme entrant dans la définition de la singularité.
Une surface peut présenter, non seulement des points singuliers isolés, mais des lignes singulières dont tous les points sont singuliers. Gonsidérons, par exemple, un cône dont la base ait un point double. La génératrice correspondante sera une ligne double, en chaque point de laquelle on a un cône tangent, dégénérant en un système de deux plans.
414. Une surface est souvent représentée par un système de trois équations
t^ u étant deux paramètres dont l'élimination donnerait léquation de la surface sous la forme ordinaire
Soit ^0 5 1^0 ^^^ système de valeurs des paramètres pour lequel on ait X = x, Y =y, Z = ^. La formule de Tajlor étant supposée applicable, on aura, en posant, pour abréger,
-r — Cl j , -r U 1
dt, du.
(2) I \—y~a,^{t—t,)-hb.^{u~u,)-^...,
\ Z ~ z — a^{t — to) -\- b^{u — Uq) -h. . ..
Si l'un des déterminants {a^b'j. — a.yb^)^ {ci^^i — ^2 «^3)? {a^b^ — «1 ^3) est différent de zéro, (^, j^, ^)sera un point simple (pourvu toutefois que ^q, Uq soit le seul système de valeurs des paramètres qui donne ce point). En effet, si a^b^ — ci^h^, par exemple, n'est pas nul, les deux premières équations (2) permettront de déterminer t — t^^ u — 11^ en fonction synectique de X — x^ Y — y. Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront une expression analogue pour Z — ::.
Réciproquement, si x, y^'z est un point simple, on pourra mettre l'équation de la surface aux environs de ce point sous la forme
Z-~z^a{X.~œ)-{-b{Y —y)-\-c{X — xY-^...,
équivalente au système des trois équations
X — œz=zt, \ — y =i Uy Z — zz=zat -\- bu -i- ct'-^ . . .,
où le déterminant a^ b^— a2bi a pour valeur l'unité.
Lorsque nous voudrons étudier une surface aux environs d'un point simple, nous pourrons donc toujours admettre que l'un au moins des déterminants «< ^o — ao ^1 , . . . est ^ 0.
415. Une courbe gauche, définie comme trajectoire d'un pomt mobile, sera représentée par un système de trois équations
Xr=/(0, Y=o{t), Z = ^(0.
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Un point (^, JV', z) de la courbe sera de l'ordre ijl de multiplicité, si un plan de direction fixe
infiniment voisin de (x, y. z)^ coupe la courbe en |Ji points infiniment voisins de ce point.
Soit Iq la valeur de t correspondant à (^, y, z). Les fonctions y, cp, ']> étant supposées développables par la série de Tajlor, on aura, en posant, pour abréger, /'(^Iq) = x',
Substituant ces valeurs dans l'équation du plan, nous aurons, pour déterminer les t des points d'intersection, l'équation
Si x' ^ y, z' ne sont pas nuls à la fois, cette équation en i — Iq n'aura, en général, qu'une racine infiniment petite : le point est simple.
Mais on aura plusieurs racines infiniment petites dans le
cas oii l'on aurait
ax'-\- '^y-^-(z'=:o,
c'est-à-dire si le plan sécant est parallèle à la tangente X — x _ Y — y __ Z — z
Si x',y, z', . . ., x^~^ ^ y'^~* , z'^~^ s'annulent à la fois, sans qu'il en soit de même pour ^", y", z'^^ on aura n valeurs infiniment petites de ty et ce nombre sera accru si le plan sécant est parallèle à la tangente
rjQll y/i ^11
Donc (x^y^z) sera multiple d'ordre n, si à chaque valeur de t voisine de ^o correspond un point différent de la courbe.
416. On peut toujours satisfaire à cette condition en changeant au besoin de paramètre. Soit, en effet, en ne conservant que les termes dont le coefficient n'est pas nul,
i .1. . . p et supposons, pour fixer les idées, m^n'^p. Posons
j .2. . .m 1 .2. . .mi
Prenons, pour t — ^o, l'^^n des développements qui satisfont à cette équation, et substituons-le dans les équations précédentes; elles prendront la forme
Soit ù le plus grand commun diviseur des exposants m = ùry n = ^y, ...,/> = ott, Posant u^=^ p, il viendra
(3) X — x=ç'-, Y— jr^z^^^^^-h..., Z — ^ = e,,(^^-H....
Ces trois équations représentent un cycle de /' branches, et il est clair qu'à deux valeurs infiniment petites de ç, différentes l'une de l'autre, répondent deux points distincts.
On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes, que s'il existe plusieurs valeurs ^o^ ^n • • • du paramètre qui correspondent au point (^, y, z), chacune d'elles donne naissance à un cycle analogue à celui que nous avons déterminé et l'ordre total de multiplicité de ce point sera la somme des ordres de multiplicité partiels ainsi calculés.
Si le point (^, JK, 5) est simple, il ne correspondra donc qu'à une seule valeur de t. Il faut, en outre, que dans les
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expressions (3) des coordonnées en fonction de ^ figure un terme du premier degré en v. Comme on a r^v^-, on aura /- = i , ^ = (; et, par suite,
La courbe aux environs du point (œ^y^z) est donc l'intersection de ces deux cylindres, dont les plans tangents sont différents.
417. Réciproquement, la courbe d'intersection de deux surfaces quelconques a un point simple, partout où les plans tangents aux deux surfaces sont différents.
Soient, en effet, (^, J", ^) un point de l'intersection, et
les équations des deux surfaces. Les plans tangents étant supposés distincts, l'un au moins des trois déterminants
Ov ôz ôy dz
par exemple le premier, sera ^o. Donc, aux environs du point (^, j', ^), Y — j^etZ — z seront sjnectiques en X — x^ et admettront des développements de la forme
Y — r = ^1 (X _ ^) 4- ^^(X — ^)- -I- . . . , Z — z = Cl (X — x) 4- C2 ( X. — x)- -\- . . . .
En joignant à ces équations l'identité
on a les trois coordonnées exprimées en fonction du même paramètre X — x. Le point est simple et a pour tangente
i ~~ bi ~ c,
Pour déterminer les coefficients b^ et c,, substituons les valeurs de Y — y et Z — z dans les équations (4). L'identification des deux membres donnera
^F ^F , ^F Ox ÔY oz
-f- -^ ^l-f- -^Ci= G,
dx dy oz
On voit par là que la tangente cherchée est l'intersection des deux plans tangents
et a pour équations
dy ôz dy âz âz dx dz â.v dx dy ùx ày
Lorsque nous voudrons étudier une courbe gauche aux environs d'un point simple, en la considérant comme intersection de deux surfaces, il sera permis, d'après ce qui précède, d'admettre que les deux surfaces qui la déterminent n'ont pas le même plan tangent.
Nous nous bornerons exclusivement, dans ce Chapitre, à la considération des points simples des courbes et des surfaces.
IL — Théorie du contact.
418. Nous appellerons ecar^ de deux points P = (^7 J^, ^)j Q = (^1, jKi, ^t ), et nous représenterons par [PQ] la somme
L'écart ainsi défini n'est nul que si P et Q coïncident. La distance sj^x^ — x^ -^ {yt — J")^+ {^^ — 5)"^ ne jouirait pas de cette propriété pour des points imaginaires. Mais, si l'on
se bornait aux points réels, on pourrait, sans rien changer aux théories qui suivent, la substituer à l'écart dans les définitions.
419. Soient F, F, deux figures (lignes ou surfaces) ayant un point commun P. Nous dirons que F a en ce point un contact d'ordre n avec F< , si à chaque point Q, pris sur cette dernière figure dans le voisinage de P on peut associer un point Q de F, de telle sorte que lorsque Q, tend vers P, [QQi] soit infiniment petit d'ordre n -\- i par rapport à
Contact des courbes planes. Soient
l'équation de la courbe F; {x^ y) les coordonnées de P; {x^ , Yx ) et {x^ -\- a, y^ + jB) celles de Q, et de Q. On aura
(I) or=F(^,+ a,yj4-p) = F(^„yOH-Aa4-Bp,
A et B étant des fonctions de ^^ , j',, a, ^ qui tendent res-
pectivement vers — ? — lorsque ^<, jki, a, p tendent vers x,y, o, o.
S'il y a contact d'ordre /i, |al4-|p|, eta fortiori | a | et I (3 I seront d'ordre /i + i , et l'équation (i) montrera qu'il en est de même pour F(^^, J^^). Réciproquement, siF(^,,y<) est d'ordre /i + i, il y aura contact d'ordre n. En effet, pour Xi = x^ y^ = y^ a = p = o, la fonction F(Xi + a, yt + (3) s'annule, et ses dérivées partielles par rapport à a, ^ se ré-
A ■ , ^ àF ÔF ^ . . , , . , ^ ,,
auisent a —, -— . Le point [x, y) étant simple sur \^ , 1 une
I • . , -MF
au mojns de ces deux quantités, par exemple — sera ^o.
L'équation (i) définit donc une fonction implicite a des variables x^^ y^^ p, laquelle s'annule pour x^ = x^ jKi =J"> ^ = o et admet des dérivées partielles; elle sera donc infiniment petite lorsque ^, — x^ y^ — y^ |3 seront infiniment
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petits. Si a est défini de la sorte, le point Q = (^, + a,y,-|- [3) s era sur la courbe F de quelque manière qu'on ait choisi ^, et pourra être associé au point Q< .
Prenons pour ^ un infiniment petit quelconque d'ordre n -\- I par rapport à \x^ — x\-\- \y^ — y\\ ¥{x^ , y^ ) est du même ordre, par hypothèse ; enfin x^ — x^ y^ — y, a, ^3 étant
dx
infiniment petits, A et B tendront vers les limites fixes -^-i — j dont la première n'est pas nulle. La quantité
F(^„.ri) + B:
sera donc un infiniment petit d'ordre n-\-\ au moins, et I a I H- I p I sera d'ordre n-\-\. Il y a donc bien contact d'ordre n.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour un contact d'ordre n est que F(^,,y<) soit d^ ordre n-^\ par rapport à [PQ] = ! ^i — ^ I + |jKi — y I-
421. Cela posé, admettons d'abord que la seconde courbe F< soit définie par les équations
Soient t ç^l t -\- dt les valeurs du paramètre qui correspondent respectivement aux points P = {^x,y) et Q, = (^X\ , y\ ). On aura en désignant par ^', x^' ^ ..., etJK^y^ ••• les dérivées successives de cp(^) et de cpi (^)
, , ,, dt'
x^ — X ^=. x' dt -\- x" — • H- . . . ,
? , 1 tf dt'
li-y^y dt + y" -^ +....
Donc x^ — x-i fh — y sont du premier ordre au moins par rapport à dt. D'ailleurs, l'une au moins de ces quantités sera efTectivement du premier ordre; car, P étant un point simple
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sur F<, x' el y ne peuvent être nuls à la fois. Donc [PQi] sera du même ordre que dt.
Posons d'autre part
on aura
Cette quantité devant être d'ordre /i + i , on aura, pour conditions du contact demandé, les relations
422. Ces conditions prennent une forme plus symétrique si l'on suppose les deux courbes données sous la forme
y—f{x) et y—f,{x),
lesquelles équivalent, pour la première, à
et pour la seconde, à
On aura alors
et les équations (2) deviendront
(3) A{^)=A^), /;(^)==/n^), ..., ni^)-=ri^)'
Enfin, si les deux courbes sont données sous la forme
implicite
F{x,y)=o et Fi(^,y)=o,
on n'aura qu'à déterminer l'ordonnée y et ses n premières dérivées dans la première courbe, au moyen des équations
âx à Y '
et, dans la seconde, par les équations
Les valeurs de ces quantités devant, comme on vient de le voir, être les mêmes dans les deux courbes, on n'aura qu'à les égaler pour obtenir les équations de condition cherchées.
423. Contact d'une surface S avec une courbe Ci- — Soient F(^, j-, ^) = o l'équation de S ; x^ y^ z les coordonnées du point P; x^^ y^, z^ celles de Q, ; x^-\- a, y^ + [^, z^ H- 1 celles de Q. On aura
.,. j Or^:F(^, + a, ji4- p, ^1 + y)
A, b, L tendant vers -r— , —, -r^ lorsque x^^ jKi, s<, a, p, y
tendent vers x^ y, z, o, o, o.
S'il y a contact d'ordre n, ol^ (3, y et, par suite, F(Xi,yi , Gj) seront d'ordre ai H- i au moins. Réciproquement, supposons que F{Xi , yi , Zi) soit d'ordre ai + i , il y aura contact d'ordre n. En effet, pour Xi= x, y^ = y^ z^^z^ a = [3 =:y = o, la fonction F(Xi-{-oL^ jKi H- ^j -^i+T) s'annule et ses dérivées partielles, par rapport à a, p, y, se réduisent à
-T—) -p) -^7' Le point F étant simple sur r, une au moins
/ ^^ ""•. • . n àF > ,,.
de ces dernières quantités, telle que -r— ? sera ^o. L équation (4) définira don c a en fonction implicite de x^ , y^ , Zi ,
Associons à Qi le point Q = (.r. H- a, jKi -|- p, ^i -f- y), ^, y étant deux infiniment petits quelconques d'ordre /« -j- i ;
aL = — ^ ^ ; ! sera du même ordre au moins,
dF car A, tendant vers -j- , n'est pas infiniment petit. Donc
I a I + I [i I + I y I sera d'ordre /i 4- i .
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Donc, ici encore, la condition nécessaire et suffisante pour le contact est que F (^, , y, , Zi) soit d'ordre n-{- i.
424. Cela posé, soient ^ = cp(^), y = cp< (^), ^ = 'f2(^) les équations de la courbe Ci .
Soient t, t -^ dt les valeurs du paramètre auxX points P et Qi , on aura
jCx — xzzz X dt 4- x" — ■ 4- . . . ,
z,-z-=^z'dt-^ z"^-^ ....
Donc Xs — -3^, JKi — JKj ^1 — ^ seront du premier ordre au moins en dt, et l'un d'eux sera effectivement du premier ordre, car le point P étant simple sur Ci, x\ y', z ne s'annulent pas à la fois. Donc [PQi] est de l'ordre de dt.
D'autre part, en posant
on aura
¥ {x^, f^, Zi) = W {t -^ dt) =z W {t) -{- W {t)dt -i- .... Les conditions du contact seront donc
W{t)=iO, W'{t)-=o, ..., W^{t)—o.
Si C, était définie comme intersection des surfaces
il faudrait, pour appliquer ces formules, concevoir qu'on prenne x = f, y el z seraient alors des fonctions implicites de ce paramètre, définies par les équations $ = o, <ï>^ = o. On calculera alors par les méthodes connues, pour les égaler à zéro, les dérivées successives de la fonction
W{t)^W{x)=zF{x,y,z)
par rapport à la variable indépendante x.
426. Contact de deux courbes gauches G et C,. — Soient F(^,y, ^) = o, cj'(^,y, s) -^ o les équations de G; {x,y, z), {x^,y^,z^), (^, + y, >'< + ,3, c, + y) les coordonnées des points P, Q,, Q; on aura
0=cJ'(^i-f-a, yi-l-P, Si + y)
S'il y a contact d'ordre /?, a, [3, y et, par suite, F(.ri, j^, , g,), rf(jr<,y<, s,) seront d'ordre /i -f- i au moins. Réciproquement, supposons que
F(.ri,r,,3i) et J (./-,, ^7',, .-j)
soient d'ordre Ji -\~ \ .
Pour .^1 r= x^ y^ = y^ Zi = Zj cf.=z fj r=: v = o Ics fouctions
s'annulent, et leurs dérivées partielles, par rapport à a, ''fi, v, se réduisent à
oF
ÔF
âz^
dS W
(Jz '
Le point P étant simple sur G, fun des trois déterminants
r , 1 ' ■ ' 1 ^F Ori âri ôF
tormes avec ces dérivées, par exemple , sera^o
' '- ^ ôx ôy ôx oy ^
Les équations (5) détermineront donc a, [j en ("onction implicite de ^1 , jK< , ^1 , y.
Associons à Qi le point Q obtenu en prenant pour v un infiniment petit quelconque d'ordre ^ + i; a et ^ seront du même ordre au moins 5 car la résolution des équations (5) les donne sous forme de fractions, dont le numérateur est d'ordre /z -j- i , tandis que le dénominateur Ailb — Bo^l», ayant J. — I.
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pour limite
dx ây ôx ôy
n'est pas infiniment petit. Donc | a | + | [^ | -h i y ] sera d'ordre n 4- i, et il j aura contact d'ordre n.
La condition nécessaire et suffisante pour un contact d'ordre n est ainsi que Yix^.y^^ 3,) et ^(^i,J'i,^i) soient d'ordre /i h- i.
Soient maintenant
les équations de la courbe C|. On verra, comme précédemment, que [PQi] est de l'ordre de dt^ et qu'en posant
les conditions du contact seront
i ^F(0=--^F'(O=... ■r.iF'HO-^o,
i!27. Si les deux courbes étaient données par les équations
y=/ (x), 3 = cp {x)
et
y~J\{x), 3 = 'fi(j;),
en prenant. ^' pour variable indépendante, ces équations prendraient la forme svmétrique |
4;28. Enfin, si elles étaient définies par les équations
et
Fi{x,y, z) .= o, 'ï»i(^r,/, ^) = o,
on n'aurait, pour obtenir les conditions du contact, qu'à
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égaler les valeurs de y, z et de leurs n premières dérivées dans les deux courbes.
I _ 429. Contact de deux surfaces S <?^ S|. — Soient ■ F(^,jK, 5)=:o l'équation de S; {x^y^z) et {x^,y^^z^) les
coordonnées de P et de Q). On voit aisément que la condi- I , tion d'un contact d'ordre n est que F(^, ,y, , z^) soit d'ordre /i
par rapport à [PQi].
Cela posé, soient
œ = ^{t, u), r=:(pi(^, a), z — o,^{t, a)
les équations de S, ; (^, u) et {t-{-dt, u -t- du) les valeurs des paramètres aux points P et Qi; on aura
/ Xi — ^ = A dt -f- B du,
(8) K,-y^\,dt-^B,du,
{ z^ —z =zXuit i-B,^du,
A, B, . . . étant des quantités variables qui ont pour limites
dt du
On voit aisément que [PQi] est de l'ordre de | «f ^ | + | du\. Soit, en effet, M une quantité positive plus grande que
dt
d'f du
-; on aura, pour toutes les valeurs suffisamment petites de t et de u,
donc I ^, — x\, \yi—y\, 1^1 — ^1 seront moindres que M ] dt \ -\-M\du\-^ et, en les ajoutant, il viendra
[PQx] < oM{\dt\-f~\ du \).
Mais, d'autre part, P étant un point simple de S, , le déterminant
do dz>i d'j?i do
dt du dt du
(ou, à son défaut, l'un de ses deux homologues) sera ^o. Or les deux premières équations (8)^ résolues par rapport à dt et du, donneront
(AB,-BAO^^ = B,(^,-^)-B(/,-y), (ABi — BAi)^«=— Ai(^i— .^) + A(/i — j);
d'où
|AB,-BA,|(i^^| + l^«|)<M(|^i-^|+|j-,-j|)
<M[PQi].
D'ailleurs AB, — BA a pour limite le déterminant D ; donc en désignant par A une quantité quelconque un peu plus petite que | D |, on aura pour toutes les valeurs suffisamment petites de dt el du
\dt\ + \du\ = ^[pq,].
Le rapport de [PQi] à | «^^ | + | (iw | étant ainsi compris entre deux limites fixes différentes de zéro, ces deux quantités sont du même ordre.
Si donc nous posons
la condition nécessaire et suffisante pour le contact d'ordre n sera que l'expression
F(.r,,j,,^i) =:W{t-{-dt, u-hdu)
= ^'{t, «) + -^ dl^ —- du + . . .
ot ou
soit d'ordre n + i par rapport 'd\dt\-{- \du\.
430. Cela revient à dire que la fc notion W et ses dérivées partielles j usqiC à V ordre n inclusivement sont toutes nulles.
En effet, si ces dt'rivées sont nulles, W{t -\- dt^ u 4- du)
se réduira au reste de la série de Tajlor _L / (j _ 0)« / ^^ -|_ ^^ j W{t-h^ dt, a ~\- e du) d^.
Soit N une constante plus grande que les modules des déri-
vées partielles d'ordre 7^ + i , , ^^^i ? •••? y-T^^ • Lorsque
dt et du seront assez petits, le module de l'expression précédente sera moindre que
dt\-\-\ du 1)'^+' N ^Ô --= -^, [| ^/ I 4- 1 du !]''-
L'ordre du contact sera donc au moins égal à n.
Il ne pourra d'ailleurs surpasser n, si les dérivées d'ordre n H- I ne s'annulent pas simultanément. En effet, si dans l'expression de W {t -\- dt^ u -h du) nous négligeons les termes dépendant des dérivées d'ordre >> n -j- i , et qui représentent, comme on vient de le voir, un infiniment petit d'ordre >> n -+- I , on aura approximativement
[dt-r^^+du-] ^{t,u)
W{t-\-dt, U-^du):= ^^—^ "^ ^ ,
I . 2 . . . ( Al -h I
quantité dont Tordre ne peut être supérieur à n~\-\ pour toutes les valeurs du rapport de du à dt. Supposons en effet
du = X dt, "X étant réel et positif. On aura
W{t -\-dt, u ^du)\
{\dt\^ {dul)"-^^ 1.2. .. (/n-i)(i4- X)'^+i
quantité dont le numérateur ne s'annule pas en général, mais seulement pour un nombre fini de valeurs de X.
Pour le contact du premier ordre, par exemple, il
faudra exprimer d'abord que (^, j^, z^ est un point commun
dz dz Aw^ deux surfaces, puis éfi:aler les dérivées -r- ? -î— • Elles sont ^ '^ ôx oy
déterminées dans la première surface par les équations
âF àFdz^_ ÔF ÔF âz^ _ dx dz dx ' dy dz ôy ~' '
et dans la seconde par les équations
dF^ dF,d^_ ^ dF, dz __
dx dz dx ^ dy dz dy
T r.- j 1 àF dF dF .
l^a condition de contact est donc que-r—î -r-' ^r soient
^ dx dy dz
^ . dF, dF, dF, , \r
proportionnels a —, -—-S -—S ou que le déterminant dx dy dz ^
dFdF, dFdF, ^ ^ ^ . . • 1
'ÂZ~ÂZ J^~T7 = ^ et ses analogues A< et A2 soient nuls.
Ces conditions expriment que (^, /, z) est un point singulier sur la courbe d'intersection des deux surfaces F et Fi .
434. Remarques. — i" Si deux surfaces S et S' ont un contact d^ ordre n en un point, leurs intersections avec une troisième surface S" passant en ce point sans les y toucher auront un contact d^ ordre n.
Car les coordonnées d'un point Q infiniment voisin de P pris sur la courbe S = o, S^^ = o satisfont par hypothèse à l'équation S' = o aux infiniment petits près d'ordre n -^ \ . D'autre part, elles satisfont rigoureusement à l'équation S''=o, qui, jointe à celle-ci, caractérise la courbe S' = o, S'^= o. Il y a donc contact d'ordre n entre les deux courbes.
1^ Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un contact d^ ordre n avec une troisième ont entre elles un contact de même ordre.
Gela devient évident si l'on écrit les conditions du contact sous les formes (3) (7) et (9).
435. Osculation. — Soit C une courbe (ou surface) quelconque, K une autre courbe ou surface dont l'équation (ou les équations) contienne un nombre de paramètres égal à celui des conditions trouvées ci-dessus pour que K ait avec (i un contact d'ordre n en un point donné.
Si l'on donne successivement à ces paramètres différentes valeurs, on ©(^tiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. Celles de ces courbes (ou surfaces) où ces paramètres sont déterminés de manière à satisfaire aux conditions du contact d'ordre n est dite osculatrice à G au point considéré.
436. Au lieu de déterminer les paramètres de K par la condition d'avoir avec G un contact donné en un point donné, on pourrait se proposer de les déterminer de telle sorte que K rencontrât G en un certain nombre de points donnés.
Soit, par exemple, G une courbe plane ayant pour équations
œ — ^{t), y=zo,{t),
K une aulrc courbe dont l'équation
contienne n H- i paramètres.
Posons, comme précédemment,
I^a courbe passera par les n + i points ^4- A^, t-\~\^t^ ..., t -\- A///, si Ton a les équations de condition
Il est aisé de voir que, si les points t -f- A^, . . ., ^ -f- A,/ / tendent simultanément vers le point fixe t^ la courbe K aura pour limite la courbe osculatrice à G au point t.
En effet, soit, pour fixer les idées. A; << A<^ <^ . . . << A^^. La fonction W s'annulant aux points ^-j-A^, ^4-A<^, ..., ^ + A/;/, sa dérivée W devra, d'après le théorème de RoUe, s'annuler en Ji points t ~\- A', ^, t -\- M.^t, . . . , t -]- à'^^t, respectivement compris entre ^ -|- A^ et ^ -f- Aj^, entre ^ -f- A,/ et ^ -r A2^, De même, la fonction W'\ dérivée de W, devra s'annuler en /i — i points t -i- ù^lt, . . . , t -\- à"^t respectivement compris dans les intervalles de ^ + A, ^ à ^ -H A!, ^, ... ; et ainsi de suite jusqu'à la dérivée /i*'"*^ de W . On aura donc
A',/, . . ., à"^t étant compris entre A^ et à,it.
Si donc A^ et A/^^ tendent vers zéro, ces équations deviendront à la limite
Ce sont précisément les relations qui caractérisent l'osculalion.
437. Ce raisonnement s'appliquerait identiquement au cas où, G étant une courbe gauche, K serait une surface ou une autre courbe gauche, et conduirait au même résultat.
Mais, si G et K sont des surfaces, la fonction W dépen-
dant de deux variables, on ne peut plus raisonner comme ci-dessus, et la proposition à établir, bien que restant vraie en général, est en défaut dans certains cas particuliers.
III. — Enveloppes
438. Soit F{x, y, c) =:^ o une famille de courbes planes, caractérisées par les différentes valeurs attribuées au paramètre c. Donnons à c une suite de valeurs Cq Nous obtiendrons une suite de courbes
, Ci , (?2,
P{^, V,c^) = o, ¥{j^, y,Ci) — o, F(^-, y, C2)
Marquons les points d'intersection A, B, C, . • . ( /îg- 12) de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs
I-'ia
successives attribuées à c se rapprochent indéfiniment les unes des autres, les points A, B, C, . . . se rapprocheront également et finiront par dessiner une courbe continue, qu'on nomme Vençeloppe des courbes F(^, j', c) = o.
Pour trouver Téquation de cette enveloppe, considérons l'une de ces courbes
et la courbe infiniment voisine
F(^, y, c 4- de) = o.
Leur point d'intersection sera défini par le système de ces deux équations.
Mais on a
ÔF ^ â'F de'- .
de
oc oc- 1 . 2
¥{a:.y,c-^dc) = ¥{j^,y,c)-^ -^, de -h "-- ^— -4-...:=o,
ou, en supprimant le ternie F(x,y, c), qui est nul, el divisant par de,
ÔF â'F de
de de- 1 . 2 A la limite, de étant nul, on aura simplement
On obtiendra done l'équation de r enveloppe en éliminant c entre les équations
439. Remarques. — i"* Si ces deux équations sont incompatibles, il n'y a pas d'enveloppe.
2" La règle donnée pour trouver l'enveloppe suppose que l'expression ¥{x^ y, c) n'a qu'une seule valeur pour cliaque système de valeurs de x^ y, c. S'il en était autrement, l'enveloppe cherchée pourrait échapper en tout ou en partie à cette détermination.
Cherchons, par exemple, l'enveloppe des courbes
(i) ^ + y/j ~~ jM- c = o.
L'équation — - = o se réduisant ici à i =: o, il semble qu'on n'ait pas d'enveloppe; en effet, les branches de courbe
œ ^\Ji — j-2 -}- c = o et X 4- \/ 1 — y^ 4- c -f- <ic = o
ne se coupent pas. Mais le radical \J \ — y- pouvant être affecté du signe rt, la courbe (i) contient une seconde branche x — y/i — y- -|- c = o , laquelle coupe la courbe
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x-\-^/ 1 — y'^ 4- c-^dc^=^o en un point qui tendra, lorsque de se rapprochera de zéro, vers une limite définie par les équations
œ -^\f V — y- H- c — . o, oc — y/ r — _^>'- 4- c = o.
Éliminant c, on aura, pour l'équation de l'enveloppe.
On aurait obtenu ce même résultat en chassant le radical de l'équation (i), qui serait devenue
I — y- — {x -{- cy=^ o.
J^'équation étant mise sous cette forme, on aurait
et, en éliminant c,
4i0. Théorème. — U enveloppe est tangenle en chacun de ses points à l'e/iveloppée correspondante.
L'enveloppe est définie par le système des deux équations
Soient donc ^^o, jKo les coordonnées d'un de ses points, t'o la valeur correspondante de c, on aura
en désignant, pour abréger, par Fq, y~^ ^^ 4"^ deviennent
^F F et —, lorsqu'on j remplace x^ y, c par^'o, yo, c^.
L'enveloppée correspondante au point (Xq, yo) ^ pour équation
Soit maintenant (^,, jr,, c,) un point de l'enveloppe infiniment voisin de Co, on aura les équations
r i et -—■ désignant ce que deviennent r et -y^ pour x = x^,
Pour établir qu'il y a contact entre Tenveloppe et l'enveloppée , il faut montrer que F(Xi, yt, c^), résultat de la substitution des coordonnées Xi, y^ dans l'équation de l'enveloppée, est au moins du second ordre par rapport à
1^, — ^o(4-|r. — Jol- Or on a
F(<ri, /i, Co) — F[^i, j'i, Cl — (ci — Co)] Mais F, et -y-^ sont nuls. Cette expression sera donc du se-
UCi
cond ordre au moins par rapport à Ci — c,-,. D'autre part, posons, pour plus de clarté,
ôc
= *[^o+('^i— -^o), Vo4- ( ri—J'o), Co-t- (Ci-^Co)l
Il étant du second ordre en ^, — Xq, y^ — yo? C\ — <^o- Or <Po est nul. bi donc -. — ^= -r-^ n est pas nul, cette équation
OCq OCq
montre que l'ordre de c< — Cq est au moins égal à l'ordre de la plus grande des quantités \xi — Xq\, |jKi — J'o\ et, par suite, à l'ordre de | ^i — ^o | + \y\ — yo !•
Cette démonstration serait en défaut si --.r-^ était nul. Il serait aisé de montrer que, dans ce cas, û^q, y^ est un point de rebroussement sur la courbe enveloppe.
441. Soit maintenant F(.r, y, 5, c) = o une famille de surfaces contenant un paramètre c. Si l'on donne à c une suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécutives se couperont suivant une courbe. A la limite, ces courbes dessineront une surface, enveloppe des surfaces proposées. Proposons-nous de déterminer son équation.
Soit
l'une des enveloppées
(3) V (œ, V, z, cf -^ de) — V {x, v, ::, c) -^ -^ de -\- --— h. . •
' • oc oc^ 1.2
la suivante. La courbe d'intersection sera définie parles deux équations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes
dV (PY de
de de- i . 2
A la limite, de ^= o, et les équations se réduisent à
de
La courbe définie par ces équations se nomme la caraeléristique. L'enveloppe cherchée, lieu de ces caractéristiques, s'obtiendra en éliminant c entre les deux équations.
Trois enveloppées consécutives
{^\) { de ()c- 1.2
^ ^' ' âe de- i .2
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ont nn point d'intersection défini parles trois équations (4)- Ces équations peuvent s'écrire ainsi :
âF _ —Rd^^^^B^dc^ i_(PF_ J\d,c—R,dc
âc dcd^c{d^c — de) 2 dc'^ dcd^c{d^c — de)
et donneront à la limite, en remarquant que R et R, sont du troisième ordre,
Eliminant c entre ces trois équations, on aura Téquation de la ligne lieu des points d'intersection. Cette ligne se nomme Varête de rebroiissement. Elle rencontre évidemment les caractéristiques.
ii!2. TnÉoRiiME. — IJ enveloppée est tangente à Vem^eloppe tout le long de la caractéristique.
1^11 effet, l'enveloppe a pour équations
Soit (^0) Voî -^oj <?o) '^lïi <ie ses points, on aura
^^ = "' ôc,-''
Jj'enveloppée correspondante aura pour équation
Soit (^,, y,, ;:,, c, ) un point de l'enveloppe infiniment voisin de (j^o^ JKo, -^05 ^o) ; on aura
et il faut prouver que F(.r,, y,, 3,, Cq) est du second ordre
par rapport >a\x, — x^\-\-\y, ~y^ | -^_ [ ^, __ -^ |.
Or on a
F(j?,,/i,^j,Co) = F[\ri,7i,^i,Ci— (Cl— Co)]
Cette expression est du second ordre en Cs — c^. D'autre part, posons, pour plus de clarté,
de on aura
^— ^=icî>(.ri, ri,.-,,c,)
; Or <ï>o est nul et R du second ordre en X\ — ^o? • • • ? ^i — <^o-
.. , . . ^*o ^'Fo , ,
Lette équation montre que, si -r — = -r-^^ n est pas nul,
c, — C(s sera au moins de l'ordre de la plus grande des quantités I .r, — ^0 1) \y\ — J'o I7 I ^\ — ^0 I) 6^7 P^r suite, au moins de l'ordre de leur somme. Donc F(^, , y,, ^i , Co) sera au moins d'ordre i par rapport à cette dernière quantité.
A Cette démonstration serait en défaut si l'on avait
^^Fo
auquel cas le point x^^ jko? -^o appartiendrait à l'arête de rebroussement. Il serait d'ailleurs aisé de voir que cette arête est une ligne singulière sur l'enveloppe.
443. Théorème. — L arête de rebroiissemeat a en chaque point un contact du second ordre avec C enveloppée correspondante, et touche la caractéristique.
Cette arête est définie par les équations
Soit {jOo,yo, z-Q, Co) un de ses points, on aura
L'enveloppe correspondante sera donnée par l'équation F{œ, y,z,Co) — o, la caractéristique par les équations
Soit (^, , y, , >s, , Cl ) un point de l'arête de rebroussemenl infiniment voisin du précédent, on aura
lS = o, — — — o, -— ^— o.
Le tliéorème sera évidemment démontré si nous prouvons
queF(\r,, r, , 3, ,Co) est du troisième ordre, et — ^'; ' ' *- ' c/Co
du second, par rapport à \xx — ^o ; + I J^i — J^o I -f- I ^j — ^ol-
Or la quantité
^(■^'i. yu -n t'o) — F[-3?i, /i, -1, c, — (c, — Co)]
est du troisième ordre en Cj — c,,.
Eq second lieu, posons
àF{x,y,z,c)
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On aura
— t {o^i, y i, ^^, Cq)
de
^^[•^1,71,-1,^1 — (Cl — Co)]
quantité du second ordre en C\ — Cq, car on a ^Fi dW, d^¥,
11 reste à prouver que c< — Cq est au moins de l'ordre de la jilus graude des quantités \xx — ^o j, | JKi — JKo 1? | ^\ — ^o Ij et, par suite, de l'ordre de leur somme. Pour l'établir, posons
On aura
O -T-y IH -^1 » J 1 , ^1 , <^' W
— i>(^o-H^i— J^-o, •• .,CoS-Ci~Co)
Or ^0= -T-T est nul et R du second ordre en j:, — x,,, . . . , ■ dcl "' '
c, — Cq. Cette équation montre que c^ — Cy est au moins de
l'ordre de la plus grande des quantités | jr, — Xq\^ |jK, — j'o|,
\z,-z,\, pourvu que — = — soit >o.
Si cette quantité était nulle, la démonstration serait en défaut. Dans ce cas, Xq^ Yq^ Zq serait un point singulier sur l'arête de rebroussement.
44i. Soit enfin F(^, j^, 2, a, 6) une famille de surfaces contenant deux paramètres a et b. Si l'on change a et h en J. - I. 28
a -\- da ei b -\- dh^ on obtiendra une surface
F(^, /, z^a-^ da, b -h db) :=:^F -\- -j- da -h ^ db -\- . . . .
Si da et db sont infiniment petits, et quel que soit d'ailleurs leur rapport, la surface passera par le point défini par
les équations
da db
Éliminant a cl b entre ces équations, on obtiendra l'équation de la surface enveloppe. On vérifiera sans peine qu'elle est tangente à l'enveloppée.
IV. — Courbes planes
4-4o. Considérons une courbe plane, définie par deux équations
Les fonctions cp, ô, étant supposées développables suivant la série de Taylor, admettent une dérivée continue. La courbe est donc rectifiable, et son arc s a une dérivée, égale
à s^/x'- -r y- (111 ) ; on aura donc
dsr=i\/x'^-\- y''^ dt.
446. Soit P un point ordinaire pris sur la courbe, x, j', t ses coordonnées.
Tangente et normale. — L'équation générale d'une droite
contient deux paramètres dont on pourra disposer pour faire passer Ja droite par le point P et établir entre elle et la courbe un contact du premier ordre.
Il faudra pour cela satisfaire aux deuK équations
(2) o — W{t)=i^i{t) — a^-f{t) — o^ — V — aa^ — :c,
(3) o=^W'{t)--=:/—aj^'.
Des équations (i) et (2) on déduit
Éliminant ensuite a entre cette équation et l'équation (3), on aura l'équation de la droite osculatrice
Cette droite se nomme la tangente au point P. La perpendiculaire à la tangente, ou normale, aura pour équation
447. Pour appliquer cette formule (ou toute autre formule dans laquelle figureraient x^ x\ x" ^ . . . , y^ y' ^ y", . • ) au cas où la courbe serait donnée par une seule équation
on n'aurait qu'à poser ^ = cp(^), cp étant une fonction quelconque et t une variable auxiliaire. On aurait alors
^^=cp'(0, x'—o"{t),
Quant à y^ ce sera une fonction implicite de t, définie par l'équation
F[cp(0,7] = o,
dont on pourra obtenir les dérivées par la règle connue.
Le plus simple est évidemment de poser .r=:^, d'où x'—ijx'^=z.,.=zo;y\ y\ ... ne seront autre chose que
les dérivées -7^, --4,, • • • et seront tournics parles équations
\ dx ' dy dx~~ '
(4) \ d^ dn< dy d^dy^ d¥ d'^y _ dx'^ dx dy dx ây^ dx- dy dx- ~ '
On uiira donc la règle suivante pour transformer les formules :
Remplacer x' par limité, x" ^ x'" , ... par zéro, jk', y, ... par les valeurs de -—•> -7^-> ••• tirées des équalions (4).
Opérant cette substitution, Tcquation de la tangente deviendra
et l'équation de la normale sera
dx dy
ii8. Cercle oscillateur . — L'équation d'un cercle
(X-a)2+(Y-îB)2_R2=o
contenant trois paramètres a, ^3, R, on pourra les déterminer de manière à établir un contact du second ordre au point P, entre le cercle et la courbe.
Ce contact sera exprimé par les équations
(7) o-^ '^r^t) =-- {x - a)^"-h (/ - ?)/"-[- ^'^-f-J-'-^ . De ces deux dernières équations on tire
(9) . y-^--- a^y^-y'ir-^
et, en substituant dans l'équation (5),
j,>y<_yj^<
Le rayon R du cercle osculateur et les coordonnées a, ^i de son centre se trouvent ainsi déterminés.
4?49. Le lieu des centres des cercles osculateurs se nomme la développée de la courbe primitive C. Pour l'obtenir, il faudrait substituer, dans les équations (6) et (7), les valeurs de ^,jr, ^', JK', ^'S y en fonction de t^ et éliminer t entre les deux équations.
On remarquera que l'équation (6), en y regardant a, [j comme des coordonnées courantes, n'est autre que l'équation de la normale à C. L'équation (7) est sa dérivée par rapport au paramètre t. La développée est donc l^ enveloppe des normales.
450. Courbure. — On nomme courbure moyenne d'un arc le rapport de l'angle cp formé par les tangentes extrêmes à la longueur A5 de cet arc; courbure en un point {x^y) la limite vers laquelle tend la courbure moyenne d'un arc infiniment petit commençant en ce point.
y' Soient — / le coefficient angulaire de la tangente en x^y^
—. '—: celui de la taneente au point (x -h S.x, )'-i-Ai'\
cp l'angle de ces deux tangentes. On aura
Ar'
{x'-^lx')x'-^{f-^^y')y x' + ^x' x'
Or on a sensiblement
tangç rrr cp,
b.f — y"dt, !^x'—x"dt,
x'\y — y\x'=~, {x'y"--y'x")dt, {x' -\- ^x')x' ^ {y' -\- \y')y'z=ix'^-\-y
jc'y'^y'a^'
dt
x''^'+-y'^ aux infiniment petits près du second ordre.
On a d'ailleurs, avec la même approximation.
^sz-\^/œ'-'~x- y''^ dt.
CD , , a:' y" — y' x" La courbure c — lim — sera donc égale à — ' Elle
est, comme on le voit, égale à |jî l\ étant le rayon du cercle
osculateur.
Ce cercle a la même courbure que la courbe proposée. En effet, A5 désignant un arc de ce cercle et cp l'angle des tangentes à ses extrémités, ou, ce qui revient au même, l'angle des deux rayons menés à ses extrémités, on aura évidemment
A.s = R C5, et la courbure -- sera escale à — •
On donne souvent à ce cercle le nom de cercle de courbure.; son centre et son rayon seront dits le centre et le rayon de courbure.
iol. L'expression trouvée ci-dessus pour cp est positive ou négati\e, suivant le signe de la quantité
Si cette quantité est de même signe que x\ la quantité 75 coefficient angulaire de la tangente, croîtra ou décroîtra
en même temps que x. La courbe tournera donc sa convexité vers les j^ négatifs.
Ce serait l'inverse si x' y^ — y^ od' était de signe opposé à x^ .
152. Les points où x^ f — j/'^^'=o se nomment y?omi5 d^ inflexion . La courbure v étant nulle, le cercle de courbure aura son rayon infini, et se confondra avec la tangente.
La tangente T en un point d^ inflexion se confondra avec la tangente T' en un point infiniment voisin aux infiniment petits près d^ ordre supérieur au premier .i^^v ^ en bornant l'approximation au premier ordre, l'angle o de
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ces deux droites est nul; en outre, le point de contact de T' est sur la tangente T.
453. Les formules précédentes se simplifient si x est pris pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser ^'= i.
Il viendra dans ce cas, pour la diiTérentielle de l'arc, ds:=^i -Y- y''^da)'^ pour l'équation de la tangente,
Y-/ = j'(X-^); pour la courbure,
et, pour l'équation des points d'inflexion,
On représente parfois une courbe par une équation
entre l'arc compté à partir d'un point quelconque et la courbure à l'extrémité de cet arc. Ces deux quantités, dépendant d'une même variable ^, sont en effet fonctions l'une de l'autre.
Cette représentation a l'avantage de n'introduire aucun élément étranger à la courbe, comme le sont, dans le système cartésien, les axes coordonnés. Il en résulte que deux courbes égales, mais différemment situées dans le plan, auront la même équation.
Pour passer de l'équation d'une courbe ainsi définie à son équation en coordonnées cartésiennes, on prendra la dérivée de cette équation. Il viendra
ou
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De cette équation entre les dérivées de j', il restera à déduire cette fonction.
Ce problème est du ressort du Calcul intégral, et nous ne pouvons que le poser en ce moment.
455. Proposons-nous d'appliquer les formules qui précèdent à quelques courbes simples.
Parabole. — On aura
d'où, en prenant x pour variable indépendante,
Différentielle de l'arc :
ds
Équation de la tangente :
Rajon de courbure :
R= ^ .rV _ i.r
Développée : les formules (8) et (9) donnent
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On en déduit
Mais l'équation >•-= 2/? .r donne
Substituant dans cette équation les valeurs de x et j^ il
vient
or^-
Ellipse. — On a
équation qui équivaut aux deux suivantes :
j^^z acost, y z=^ b sint.
On déduit de celles-ci
^'r=— asin^, /' = bcost,
œ"=z— acost, y"zzz— b sint, puis
x'y" — fx"—ab.
On aura donc, pour la différentielle de l'arc,
ds — \Ja} siii^ t -i- 6^ cos^ t dt ;
pour l'équation de la tangente,
X — <2 ces t Y — è sin ^
— a sin^ b cos^ ^
pour le rayon de courbure,
(a2sin2/4- b'^cos^t)''
ab
et, pour les coordonnées du centre de courbnre,
b cost(a^ sin^t -]~ b^ coB^t) a"- — ^^
a = <7 CCS t -, = cos^ t
ab a
(en reniplaçant sin-^ par i — cos-^),
a sin t{a°^ sin^^ H- b'^ cos^ l)
b Bill l —
ab
iin^/
(en remplaçant cos-^ par i — sin-^).
On en déduit
(«2— Z>2)^^ cos^= («a)%
_ (a'^—b'-y sin t--=z{b'^y.
Elevant au carré et ajoutant, on aura l'équation de la développée
{aoLy -i~{b?>y^{a^-b^y.
-457. Cycloïde. — On donne ce nom à la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une droite fixe.
Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour axe des jK la perpendiculaire menée par le point décrivant au moment où il se trouve sur l'axe des x.
Considérons une seconde position du cercle générateur.
Soit OA. {fig. i3) la quantité dont le point de contact s'est
déplacé sur la droite OX. D'après la définilioD du roulement, il devra s'être déplacé de la même quantité sur le cercle. Le point qui décrit la cycloïde se trouvera donc dans une position B, telle que l'on ait AB = AO.
Cela posé, soient a le rayon du cercle, t l'angle ACB, que nous considérons comme variable indépendante. On aura
AO = AB r=z at,
X = OA — BD z=i al — a sin t^ y =: AG — CD = « — a cost.
On déduit de ces équations
x'=:za{i — cos^), y'^=zasint, x" = a sin t^ y" ^=- a cost,
x'^ -\- y- =^ 2 a^i — cos t), ^y _ y .x" =n — «2 ( I __ ces 0 .
La différentielle de l'arc sera donc
a\^2 — ■ 1 ces t dt.
La tangente aura pour équation
a{\ — cos^) a sin t La normale aura pour équation
(X — ^') (i — cos^) 4- (Y — /) sin^ = o.
Le point où elle coupe l'axe des x s'obtiendra en faisant Y = o dans cette équation. On trouvera
ysin^ , . ,
X=:: ^ H -=: a(t — ^ siH ^ ^- <^ sm ^ = at,
I — cos^
La normale passe donc par le point A, où le cercle générateur touche l'axe des œ.
La distance N de ce point au point B, qu'on nomme la lon- '' gueur de la normale, sera donnée par l'expression
N = y/(X — x)'^-^ y- == \Ja^ sin^ t-\~a'{i — ces t)'^ = a y/2 — 2cos^.
Le rayon de courbure sera égal à
\2a^(i — cosOl" / :
^ -^ = — 2a V Si — 2 cos^.
— a'^{i — cos^)
H est donc double de la normale en grandeur absolue. Les coordonnées du centre de courbure seront
OL zrz a{t — sint) + '.iasiutzzz a{t -H sin^),
3 = a(i — - cos^) — 2 a{i — cos t) r= — a{i — cosO-
Posons, dans ces équations, t =^r.^ tr-> elles deviendront
a= a~ -{- a{ti — sin^i), (3= — 2(7 4- a(i — cos^i),
et l'on voit qu'elles représentent une cycloïde égale à la proposée, mais déplacée de ar^ dans le sens des .r et de — 'la dans le sens des y.
V. ~ Géométrie infinitésimale
458. Soient A, A', ... des infiniment petits connus, a, ^ des quantités qui leur soient liées par des équations
. .Ji,k, .
..Ji,k, .
Supposons qu'on veuille déterminer a, [3, ... aux infiniment petits près d'ordre n; il est clair qu'on pourra supprimer a priori dans les expressions de h, A", ... à porter dans les équations /" = o, z> = o, tous les termes dont la présence n'altérerait a, [^, ... que d'un infiniment petit d'ordre ^n. On verra aisément dans chaque cas, avec un peu d'attention, ce qui est négligeable et c*e qui ne l'est pas.
Dans les applications géométriques du Calcul différentiel, les infiniment petits a, p, ..., h, A, ... qu'il s'agit de calculer en fonction les uns des autres sont rattachés ensemble
par une figure de laquelle on déduit les équations
qui les lient.
Au lieu d'établir les équations exactes et d'y négliger ensuite certaines quantités, il est souvent plus simple de considérer, au lieu de la figure rigoureuse, la figure approchée qui s'en déduirait en négligeant ces quantités; de cette nouvelle figure on tirera les équations approchées.
Pour que ce procédé soit légitime, il faut évidemment qu'on soit en mesure d'établir que les changements de la figure n'altèrent le résultat à obtenir que d'une quantité négligeable eu égard à l'approximation que l'on demande. La nécessité de cette discussion diminue notablement les avantages que présente souvent la méthode géométrique au point de vue de la simplicité et de l'évidence.
Les exemples suivants éclairciront ces considérations générales.
459. Problème 1. — Soit p=:y'(rj) Inéquation d\ine courbe en coordonnées polaires. On demande rangle\ de la tangente avec le rayon vecteur, et la différentielle de rare.
Soient P, Q i^fig' i4) deux points de la courbe infini-
ment voisins, ayant pour coordonnées p, B et p + Ap, Q -i- A0.
Du point O comme centre avec OP pour rajon, traçons un arc de cercle PR. Menons les droites PQ, PR.
L'angle V dififérera infiniment peu de l'angle QPS, qui lui-même ne diffère de RQP que de l'angle infiniment petit A9 ; de même l'arc PQ ne différera de sa corde PQ que d'une quantité infiniment petite par rapport à PQ.
Les c[uantités à calculer seront donc l'angle RQP et la corde PQ.
Gela posé, RP, corde infiniment petite du cercle PR, sera sensiblement perpendiculaire à OR. Sa longueur sera sensiblement égale à l'arc RP, qui est égal à p A8. D'ailleurs, RQ = Ap. Donc le triangle PQR est sensiblement un triangle rectangle ajant pour côtés de l'angle droit p AQ et Ap, et l'on aura, par la formule des triangles rectangles,
tangRQP z= ?— , PQ t.: y/Ap^n- p^AO^
et à la limite
di)
tangV = p — - , ds r=: s^/d-/- -t- p^^O^
Mais il faut s'assurer que les modifications faites au triangle PQR n'ont pas altéré la valeur principale des quantités cherchées RQP et PQ.
On peut, à ce sujet, remarquer d'une manière générale que les angles A, B, G d'un triangle quelconque ABG et les rapports a = -j p =r - de ses côtés sont liés par les trois relations connues
a=z b cosG H- c cosB,
h -=^c ces A H-acosC, c =^a cosB -H bcosk, d'où
a = |3cosG -1- cosB,
fi r::: ces A 4- 2^ ces C,
1 1= a cos B -h p ces A .
Si l'on donne des accroissements infiniment petits à deux
des quantités qui figurent dans ces formules, les trois autres
prendront des accroissements correspondants infiniment
petits et dont les valeurs principales s'obtiendront en difTé-
rentiant les équations précédentes.
Dans le cas actuel, on a modifié infiniment peu l'angle en
T> 1 F^P T' 1 r^ 1 PQ
K et le rapport -rjj-- L angle en (^ et le rapport ^-~ auront
infiniment peu changé. Donc, l'angle Q et le côté PQ n'ont été altérés que d'une fraction infiniment petite de leur valeur, ce qu'il fallait démontrer.
460. PiioBLÈME II. — Tromper la longueur de l'arc de la développée d'une courbe G.
Soient
Mï, M'T' {fig- i5) deux normales à G infiniment voisines;
cp leur angle ;
T et T' les points où elles touchent la développée.
En négligeant les infiniment petits du second ordre (MM' étant considéré comme du premier ordre), on pourra admettre :
i" Que M est sur la tangente au point M', laquelle est perpendiculaire à M'T' {fis'- ^^)j
1^ Que T est sur la tangente M'T^ à la développée ;
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3" Que l'arc TT' se confond avec la droite TT'.
Le quadrilatère curviligne MM' TT' ainsi simplifié prendra
la forme ci-dessus {fig- i^), laquelle donnera M'T'=MTcosc5~f-TT'.
D'ailleurs, l'angle cp étant infiniment petit, on a sensible-
ent cosp = I , d'où
M'T'=rMT-i-TT'.
i61. Les considérations qui précèdent ne fournissent (|u'un aperçu; mais il est aisé de rendre la démonstration rigoureuse.
A cet effet, nous remarquerons tout d'abord que, MM' étant supposé du premier ordre, cp et TT' en seront également, car on a sensiblement
cp=::cMM'=ATT',
c et k désignant les courbures de la courbe donnée et de sa développée.
Cela posé, projetons le quadrilatère curviligne MM'T'T sur M'T'. On aura *
M'T'=:proj.MM'4-proj.MT4- proj.TT'.
Or proj.MM'=: cordeMM'cos^, ^ étant l'angle de ladite corde avec M'T'. La corde MM' étant du premier ordre et ^ infiniment voisin d'un droit, proj. MM' sera d'un ordre supérieur au premier et pourra être négligé.
D'autre part, proj.MT= MT coscp, et, cp étant infiniment
•1-1 ^' petit du premier ordre, coscp = i — -^ h • • • pourra être
remplacé par l'unité. Donc proj. MT = MT.
Enfin, on aura proj .1 T' = corde TT'cos y, y étant l'angle
formé par la corde TT' avec jVrT^ Cet angle étant infiniment
petit et la corde TP différant infiniment peu de l'arc, on
aura sensiblement
proj.TT'=.TT'.
On aura donc bien
M'T'=MT-t TT'.
462. Cette équation n'a été démontrée que pour un arc MM' infiniment petit, et en négligeant les infiniment petits d'ordre ^i. Mais il est aisé d'en conclure que l'égalité est rigoureuse, et subsiste pour un arc quelconque MN pris sur la courbe C.
Soient, en effet, NU, MT les tangentes menées des points M, N à la développée, UT l'arc de cette dernière courbe compris entre les deux points de contact. La différence
M'T-MT — TT
quantité d'ordre supérieur au premier, comme nous l'avons démontré. La différentielle de la fonction sera donc nulle, et la fonction elle-même constante. Or, elle est nulle pour 5 = 0, M et T se confondant avec N et U. Donc elle est constamment nulle.
463. On doit pourtant remat([uer que, en faisant la figure qui nous a fourni Tégalilé
M'T'=rMTH TT',
^bo PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV. ...
nous aurons implicitement supposé que M'T' était >>MT. Si M'T' avait été << MT, on aurait eu . . , ,
et, par suite,
NU = MT — TU
Soit donc MN un arc de la courbe G choisi de telle sorte que la longueur de la normale comprise entre la courbe et la développée varie constamment dans le même sens ; on aura
NU=iIV1T-hTU
NU = MT — TU si elle diminue.
Si l'on avait un arc MPN (/Ig. 17) tel que la longueur de
la normale augmentât de M en P pour décroître ensuite de P en N, on aurait, en appliquant successivement le théorème aux deux parties de l'arc.
SU
2PS:rrMT + NU4-TSU.
464. Problème III. — Construire la tangente à la courbe K lieu des sommets d'un angle o de grandeur
comptante, dont les côtés restent tangents à deux courbes données.
Considérons deux positions infiniment voisines ABC, A, B< G< {^fig. i8) de cet angle. L'angle des deux droites AB,
Fis. 18.
A| Bi est égal à celui des deux droites GB, Ci Bi . Cet angle étant considéré comme du premier ordre, les arcs AA<, CCi seront du premier; quant à BB^ , il ne peut être d'un ordre supérieur au premier, car la droite AiBi n'étant en K^ qu'à une distance infiniment petite du second ordre de la droite AB, et faisant avec elle un angle infiniment petit du premier ordre, en sera éloignée en Bi d'une quantité du premier ordre. Au contraire, la distance de A à la tangente A^B, et celle de C à la tangente B<C, seront du second ordre. Si donc, par les points A et C, on menait des parallèles respectivement à AiB< et à B^C^, leur point d'intersection [3 serait à une distance de B infiniment petite dii second ordre, et par suite infiniment petite relativement à BBi, qui est du premier. La droite BB, difTérera donc infiniment peu comme direction de la droite B^. Cette dernière est une corde infiniment petite du cercle, lieu des points d'où l'on voit AC sous l'angle es, et, à la limite, devient la tangente à ce cercle. Mais, à la limite, B[^ devient la tangente à fC. Donc ces deux tangentes coïncident.
Théorème. — Soient ^^^ {fig- 19) deux ellipses
Iiomo focales. Par chaque point P de E' menons deux tangentes PA, PB à E. La somme des tangentes PA, PB, diminuée de V arc AB, sera constante.
Nous nous appuierons sur cette propriété facile à démontrer, que les deux tangentes PA et PB font un angle égal avec la tangente en P à la courbe E'. Soit cp cet angle.
Gela posé, soient P' un point infiniment voisin de P, situé sur E'; P'A', P'B' les deux tangentes correspondantes. La figure BB'P'P, projetée sur BP, donnera
BP
proj
BB
proj
i.B'P'- proi.^P'.
Or, en négligeant le second ordre, BB' peut être considéré comme une ligne droite et B' comme étant sur BP. Donc
proj. BB' =3 BB'.
De même, B'P' faisant un angle a infiniment petit avec BP, sa projection B'P'cosa se réduira à B'P', au second ordre près. Enfin, PP' étant du premier ordre et formant avec BP un angle infiniment voisin de '^, on aura, au second ordre près, pour sa projection, PP'coscp : d'où
BP = BB' -h B' P' - PP' coscp.
En projetant la figure VVPM^ sur AP, on trouvera de
même
AP i^ — AA'-i- A'P'-t- PP'cosg,
et en ajoutant
BP-f-AP = BB'— AA' -+-B'P'-f- A'P'
= AB -A'B'-hB'P'+A'P',
ou enfin
BPh-AP — AB -r=B'P'4-A^P' -A'B'.
Cette équation n'est démontrée qu'au second ordre près. Mais on verra, comme dans un exemple précédent, qu'elle est rigoureuse et reste vraie pour un arc PP' de grandeur finie.
Tangente et plan normal. — Les équations d'une droite
(l) Y — aX — a = o, Z — «iX — ai = o
contiennent quatre paramètres dont on pourra disposer pour établir un contact du premier ordre au point P entre la droite et la courbe.
11 faudra pour cela satisfaire aux équations
~ ax —
ai=:0,
- ax^
Des équations (i) et (2) on déduit
et, en éliminant a, «,, on aura les équations de la droite osculatrice ou tangente
Le plan perpendiculaire à la tangente, ou plan normal^ aura pour équation
Si la courbe était donnée par deux équations
il faudrait, pour appliquer ces formules, y remplacer x' par l'unité, y et z' par leurs valeurs déduites des équations
ox oy^
ox a y
dz
r=iO.
Par cette substitution, les équations de la tangente deviendront
'dF~d^ ^F â'P ~ âF~â^ ôF â^ ~ ôF d^ ^F"c>*'
ây dz dz ôy Oz âx âx dz dx dy et celle du plan normal prendra la forme
dy dx
dF
dx
dy
dz
Tx
ày
dz
Plan oscillateur. — L'équation
(3) AX + BY-hGZ-^D = o
contient trois paramètres (les rapports des coefficients A, B, C, D) dont on peut disposer pour établir entre le point et la
courbe un contact du second ordre. Cette condition sera exprimée par les équations
(4) A^ -HB/ +G^ 4-Dz:rO,
(6) Aœ'-hBy^Cz' =0.
Des équations (3) et (4) on déduit d'abord
(7) A(X-.2.)-hB(Y-j)4-G(Z-^).= o.
Éliminant ensuite A, B, G entre (5), (6), (7), il viendra
Les coefficients A, B, G auront donc, à un facteur commun près, qu'on peut supposer égal à l'unité, les valeurs suivantes :
Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (5) et (6), ainsi qu'à celle-ci :
(8) A'^'+By-^G'^' = o,,
laquelle s'obtient en prenant la dérivée de (5) et supprimant les termes qui se détruisent en vertu de (6).
469. L'équation ci-dessus du plan osculateur contient le paramètre ^, variable d'un point à l'autre de la courbe. Considérons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu'on fait varier ce paramètre.
La caractéristique de cette surface sera donnée par l'équation
jointe à sa dérivée par rapport à t
A'{X-œ) -^B'{Y-y)-{-C'{Z-z) ~ Aœ' -By' — Cz' :=o.
Celte dernière équation se réduit à
(10) .A'(X — ^)-hB'(Y- y) +C'(Z — ^)r=o,
en vertu de l'équation (5).
Cette caractéristique n'est autre chose que la tangente
au point {œ, jk, ^). i^n effet, si l'on donne à X — x,Y — y, Z — 5 des valeurs proportionnelles à x' , y' ^ z' ^ les équations (g) et (lo) seront identiquement satisfaites, leurs premiers membres contenant en facteur les quantités Ps.x'-f-^y'-^-Qz' , etA'^'-hBV-f-CV.
Le point où la caractéristique rencontre l'arête de rebroussement est défini par les équations (9) et (10), jointes à la dérivée de l'équation (10). Celte dérivée se réduit à
en tenant compte de l'équation (8).
Les équations (9), (10), (i i), combinées entre elles, donneront évidemment
Donc la surface enveloppe des plans oscillateurs a pour caractéristiques les tangentes à la courbe proposée et pour arête de rebrou ssenient cette courbe elle-même.
Réciproquement, soit donné un système quelconque de plans P dont l'équation contienne un paramètre t. En faisant varier ce paramètre, on obtiendra une surface enveloppe dont les caractéristiques seront des lignes droites, tangentes à l'arête de rebroussement, et le plan P, ayant un contact du second ordre avec cette arête de rebroussement, lui sera osculateur.
On donne le nom de surfaces développables aux surfaces engendrées par les tangentes à une courbe, ou enveloppes
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d'un plan variable dont l'équation ne contient qu'un paramètre. Ces deux définitions sont en général équivalentes, comme on vient de le voir.
Toutefois, la seconde a sur la première l'avantage d'embrasser les surfaces coniques et cylindriques.
On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan variable soit assujetti à passer constamment par uTi point fixe, qui sera le sommet du cône. Ce point unique jouera le rôle dévolu en général à l'arête de rebroussement.
On obtiendra les cylindres en supposant que le plan variable reste constamment parallèle à une droite fixe. Les génératrices caractéristiques, étant parallèles à cette droite, ne se couperont pas. La surface pourra être considérée comme la limite d'un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini dans une direction déterminée.
470. Ençeloppe des plans normaux. — Le plan normal au point {x, y^ z) a pour équation
Cette équation contient le paramètre t. En le faisant varier, on obtiendra pour enveloppe une surface développable.
La caractéristique de cette surface est une droite qu'on nomme Vaxe du plan osculateur. Elle a pour équations
Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les équations
trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans N = o, — - 1= o est perpendiculaire au plan osculateur.
Enfin l'arête de rebroussement de cette surface sera donnée par les équations
ON dt
=ir O.
471. Cercle osculateur. — Les équations générales d'un cercle sont
a, ^, Y étant les coordonnées de son centre et R son rayon.
Nous avons ici six paramètres : a, ^, y, R, — ? — ■> qu'on
pourra déterminer de manière à obtenir un contact du second ordre au point [x^ y, z).
On aura, à cet effet, les six équations de condition
(i3) .x-'(.T-a)4-/(j--p)H-2^(^-y) = 0, (i4) œ" {x ~ 7.) -^- y" {y — ^) ^ z" {z ~ y) ~\- x'^ -\- y'^ -^ z'-'^-O, m(^ — a) 4-/z(j— p) -t-/?(^ — y) = o, mx' -\- Il y' -^ pz' :=: Q,
m x" -h ny" -\- p z" ^=. o.
Des trois dernières on déduit, en éliminant m, /?, />,
ou
Cette équation montre que le point (a, p, y) est dans le plan osculateur.
La deuxième et la troisième montrent que ce point se
trouve dans les deux plans N = o, -3— = o, dont l'intersection est l'axe du plan osculateur. Le centre cherché se trouve donc à Vintersection de cet axe avec le plan osculateur. Pour calculer a, fi, y? R? nous résoudrons les équations
(i3), (i4) et (i5) par rapport à ^ — a, y — [B, ^ — y. Le déterminant
x" y" z" ABC
de ces équations étant égal à A- -\- B- -\- C^, on trouvera
{Cy'—Bz'){x''^-^-y''^-^z'-')
A-+BM-G'^
(A^^-C^^) ix'''-^y^-\-z'^) A^+B^-hG-^
m et, en substituant dans (12),
■ '^ (A2-kB2-+-G2)2
Or la quantité entre parenthèses peut s'écrire
(A--t-B2-HG2)(^'2_^/2^5'2)_^A^'H-B/-i-G^
et comme
il viendra
A^'+Bj'H-G^' = o,
{x'^-hy
y/Â2-HB2-+-G2
Sphère osculatrice. — L'équation d'une sphère
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contenant quatre paramètres, on pourra obtenir un contact de troisième ordre.
On devra, pour cela, satisfaire aux équations
M z= œ' {a^ — a) -i- y' {y — b) -\- z' {z — c) zz= o^ ÔM
dont la première donnera p^, après que les trois autres auront fourni a, b, c.
Le lieu des centres des sphères osculatrices n'est autre chose cjue V arête de rebroussement de V enveloppe des plans normaux. Car ce lieu s'obtiendrait en éliminant t entre les
,. dM ^2 M 1, . 1 1
équations M := o, -r- == o, — -- = o, et 1 arête de rebrous - ^ ' dt ■ ôf^
„. . . ' • AT à^
sèment, en éliminant t entre les équations IN = o, ^- ;= o,
-— = 0. Or x\I ne diffère de JN que par le signe et par la
désignation des coordonnées courantes (a, />, c, au lieu de X,Y,Z).
Nous admettrons, pour simplifier le calcul de a, b^ c, p, que nous ayons choisi pour variable indépendante l'arc s de la courbe, compté à partir d'un point fixe. On aura, dans cette hypothèse, t=zs, d'où
dt — ds^:z \Jx'^ -h r'^ ^ z'- dt
(l6) jc<-^^y'-^.^z'-'=:l.
Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante
Formons les dérivées de M en tenant compte de ces rela
lions. Il viendra
de-
En désignant par D le déterminant
Al
~lll
on déduira de ces équations
On aura de même
et enfin
^/(^ _ af-^iy - b)'^{z - c)2 =:
On peut donner à cette valeur de p une autre expression. I.e point (a, ù, c) étant sur l'axe du plan osculateur, qui coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour côtés R et la distance h du point (a, b, c) au plan osculateur.
Or, le plan osculateur ayant pour équation
on aura
"" D ± ^ÂT+'BH^^ . A2-i-B2-f-G^
Jû V^y/ÂMTë^-H-G^
Mais, en tenant compte de l'équation (i6), on aura
A^ -i- B'^ -f- G^ Désignons, d'autre part, par /• la quantité ^.-—
(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de torsion)', il viendra
d'où
Soient
p un point {x^y^ z) de la courbe correspondant à une valeur t de la variable ; ï la tangente ; P le plan osculateur.
Soit/?i un point de la courbe infiniment voisin de^, correspondant à la valeur t-\-dt^ et soient ^H-A^, y -^ ^y^ 2 -f- As les coordonnées de p^ ; Ti, V^ la tangente et le plan osculateur correspondant.
Les distances de p^ k p, k ï et à P, de Tj à T, et les angles de Ti avec T et P, de Pi avec P sont autant d'infiniment petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs principales.
Distance de p^ à p. — Elle est égale à y/A^r^^ Ajk-4- As-, ou, en remplaçant Ax, Ajk, As par leurs valeurs approchées x' dt, y' dt^ z' dt^ à
\/x'^-\-y'^-^z'^ dtz::zds.
Angle de T^ avec T. — On sait que l'angle cp de
deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement
proportionnels à a, 6, c et à ^4 , 64 , Ci , est donné par la
formule
aa^-\- bbi-+- ce,
ces 9 r= , , — ■ , , •
On en déduit )
• 2 __ (<^^-^ ^^-+- <^^)(<^? + ^? + ^1 ) ~ (^'^1+ ^^1 + <^'<^i)^ ^'" * "^ {a^-h b'-i-c-'){a'l-i-bl-i-cl)
__ {bc^ — cb^)'''^ (cai —ac^Y-^{ab, — ba,Y " {a'~-\-b^-+-c'){a\-^b\-\-c\)
Pour appliquer cette formule, il faudra y remplacer a, b, c, a<, ^,, Cl par leurs valeurs actuelles
x', y', z\ x'-\-Lx\ y'-^^y, 5' 4- A3', ce qui donnera
Aj;', Ajk', Az', étant infiniment petits, peuvent être négligés au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées x" dt, y" dt^ z" dt. Il viendra alors
sm^o = — — — — -— — — di^.
Donc cp, qui est égal, au troisième ordre près, à sincp, aura pour valeur approchée
Nous appellerons courbure, comme dans les courbes planes, la limite du rapport de l'angle de deux tangentes voisines à l'arc qui sépare les points de contact. Cette limite est évidemment égale au rapport des valeurs principales de
ces deux quantités; en la désignant par A', nous aurons donc
ds
R désignant le rajon du cercle osculateur.
Ce cercle, son rayon et son centre pourront s'appeler, comme pour les courbes planes, cercle, rayon et centre de courbure.
475. Angle de P avec V^. — Cet angle ^, égal à celui des normales à ces deux plans, sera donné par la formule suivante, analogue à la formule (17)^
sm-^^
(B aC — C aB)^ 4- ( C Ar\ — A aG)^ -^ ( a aB — B A/V)\
(/V^4-B2 + C'^)UA + AA)2-r-(B^AB) + (C + AC)M'
au dénominateur, on pourra négliger AA, AB, AC ; au numérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées
dk-:=i{y' z'"— z'f)dt, d^ — {z'x'"~x'z"')dt, dC'^{x'y"'~-y'z"')dt.
Posons, comme piécédemment.
on trouvera
BAC-GABrrrD^'t/^,
CAA-AAC=rD/^^, A AB — B aA = D z' dt.
d'où
sin^«|; =z
z'^)dr-
D2 ds'
et, en remplaçant le sinus par l'arc,
ds.
IjdL quantité -7- = -— r— — -7^ se nomme la torsion de la
courbe ; nous la désignerons par t. Son inverse se nomme le jxiyon de torsion.
476. Angle de P avec T^. — Cet angle Q est donné par la formule
sin6 —
Au dénominateur, on peut négliger Lx\ Ajk', A^'. Au numérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées x" dt -^^x" dt^, y dt + 'r.f dt\ z" dt -\-{z!" dtK
Remarquant que Ton a
A^' -hB/ -vCz' =0, Ax" -^By"-hCz"z=:o, kx"-^By'^Cz"^zzzD,
et mettant 8 au lieu de son sinus, il viendra
-ID ^, zkds^ dt' =
477. Distance de p à T. — Nous avons trouvé, pour la distance du point (a, a,, ao) à la droite
X=za-\-bty Y = ai^ bit, Z = a^_-i~ b-jt,
la formide
^ _ /[(ai — ai) Z>2— (^2 — «2)^1!'+ [( a^,— oc^)b — {a — %) b^f-i ~ V W^+^bf^Tbf
Nous avons ici
azizx, a^^^y, cf^=zz,
è = ^', bi^y, b^ — z'.
J - I. .Sn
La formule deviendra
/( y ^z — z' ^y y -+- ( ^' A^ — .Z-' As )2 -+- ( .r' A/ — f A.r )2
^/2 _^ yz ^_ ^/2
oiij en remplaçant A^, Ay, As par leurs valeurs,
^y ^- y dt -\- y" -^— +...,
As r= s'âf^ H-
dt'
),kds\
478. Distance de />< à P. — Elle est donnée par la formule connue
^ _ , A ( ^ + A.27 — ^ ) 4- B ( y 4- Ay — y ) -H G ( s + As — s ) ou, en remplaçant A^^ Aj^, As par leurs valeurs approchées,
X'dt-'r-\x"dt}^\x"'dt''
8rr.zb
V^A'^+B'-^-hC^
dt'
zkds^ _____
479. Distance de T à T, . — Appliquons la formule trouvée pour la distance de deux droites, en j posant, pour a, a^ , ^2, Z>,; 6<, Z>2, a, a,, ao, [^, pi, P2, leurs valeurs actuelles ^, y, s,
x' ^ y, s', ^-l-A^, jK-i-A/, s -h As, :r'H-A^', y -\- ^y\ s' H- As'. Il viendra, pour la distance cherchée £,
v/^/'As'— s'A/')2-|- (s'A^'— ^■'A3')-^-i- {x' Ly' — y' t^x' )-
A^ Lx' — x' L— Aj Ar' — /'
As As' —s'
Le dénominateur a pour valeur principale y/A^ 4- B^ -{-C^ dt. On a, d'autre part,
dt^
de
., df" ... de
fdt-^f-^-Vf-^-^
x"dt'^x"'
de
de
y"dt-\-Y"—^
z' dt
de
de
z"dt
de
OU, en ajoutant aux termes de la première colonne ceux de la deuxième et de la troisième, respectivement multipliés par — \dt et par dt (ce qui n'altérera pas le déterminant),
de
x"de{i^-~l-)
x" dt-\- x''
y-de{\-\)-^... fdt-^y-^
de
fde{\~-\)-^.,. z"dt~
ou, en réduisant chaque terme à sa valeur principale,
Donc
\.^i,de
±:D de
de.
kzds'
480. On nomme plans oscillateurs stationnaires ceux qui correspondent aux points où D = o. La torsion étant nulle en ces points, le plan osculateur P s'y confondra, au deuxième ordre près, avec le plan osculateur en un point/>, infiniment voisin.
En outre, 5 étafifcmil, la distance de P à /?< sera du quatrième ordre. Le plan P aura donc un contact du troisième ordre avec la courbe, et se confondra avec la sphère osculatrice.
On voit par là que les plans stationnaires sont analogues aux tangentes d'inflexion des courbes planes.
481. Proposons-nous encore de calculer la différence entre un arc infiniment petit et sa corde.
Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu'on ait pris pour variable indépendante l'arc s.
On aura, dans ce cas,
et, en différentiant, puis
La formule de la courbure se réduira à „
k r= v^A^ -^B'-hO=z^œ"'--i- y' -^z"\ On a, en effet,
r=z{a^""'-^y^-{-z"'~){œ^'--+-y''-hz"-) — {x'a^'-hyy-^z'z"y,
quantité qui se réduit à x"^ ^ y'--^ z"- d'après les équations précédentes.
Cela posé, soit ds un arc infiniment petit; sa corde sera y/A^'--i- A/--h A^^^ Jl s'agit d'évaluer la différence de ces deux expressions.
On a identiquement
ds'- — ( A^^ + Ay^ 4- A j2 )
ds — y'A^'^ + Aj2 4_As2 ^^i
ds
Le dénominateur de cette expression est sensiblement 2 <i5. Pour avoir le numérateur, on remplacera A.:r, Ay, ^z par leurs développements,
„ds^- ,ds-'
^x'ds-^œ" -\-x"' ,.
Développant et ordonnant suivant les puissances de ds^ il viendra
(i _ ^'2_y2_ .12) (is^ _ ^jc' ^" _^ y yn ^ z'z")ds^
Les coefficients des termes en 6/5- et ds^ s'annulent. Celui du terme en ds'* sera, d'après les équations précédentes,
Donc la différence cherchée a pour valeur principale ^2 12 k'^ds^
2 ds
482. On nomme normale principale au point (^, y, z) la perpendiculaire à la tangente située dans le plan osculateur; binormale la perpendiculaire au plan osculateur. Ces deux droites forment avec la tangente un trièdre trirectangle. Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droites : i" Les cosinus directeurs a, b^ c de la tangente, étant proportionnels à x' ^y\ z' ^ seront respectivement égaux à
x' dx y' dy
\l x"" -\- y'^ ^ z"- ds y/^2_^^y/2_^_j/2 ~ ds
z' _dz
\Jx'-^ -\-y'--^z'-^ '~ ds
2° Ceux de la binormale a, ^, y étant proportionnels à A, B, C seront égaux à
ABC
3^ Enfin la normale principale étant perpendiculaire aux l deux droites précédentes, ses cosinus directeurs X, p., v
satisferont aux équations
Ix' 4- [xy' -f- v^' = o,
XA -+- {aB -h vG = o,
et seront proportionnels aux quantités
Gj'-B^', kz' — Cx', Bx' — kf.
On aura donc
~ \/{Cy' — Bz'Y + (A^' — Cx'Y 4- {hx' — A/ y
cy-B^^
"" V/(A2 4- B2 -h C'){x'^ -h7'2 + ^':!) _ (A^^ -h B/ 4- Cz'y et, comme A^' 4- Bj/' + C^' = o,
1= cy-Bz'
y6 — Pc.
On aura de même
[jt. — - ccc — Y«,
483. (Cherchons comment varient ces cosinus directeurs lorsque le point (^, JK, ^) se déplace infiniment peu sur la courbe.
On aura d'abord
.^:" rit rr'. ' ( rr' .^" -4- -v' v" -^ ^.' r." \
dt
sjx'^ + y"' 4- z'^ ( ^^2 _^ y 2 _^ ^/2 )^
On aura de même
db ^=11 — \i.k ds, de ^=z — v A- ds.
On aura, en second lieu, A
s/k-^ -H B- -h G^ A^(A^ 4- B^ + C^) - A(A,V -h BB^ + CC^) ^^
B(BA^ - ABQ 4- C(CA^ - AC^) ^^ (A^+ B2 + C
et de même ^
d'^ r=z {XT ds, d^ = vx ds.
Enfin
dl =^ d{^ b ~ ^c) z=zy db ^ b d^i — c d^ — ^ de ■=1 { — Yfxy^ 4- èvT — c fJLT 4- Pv /: ) flf.ç r=: ( pv — y\x.)kds -^ ( è V — c)x)'zds.
On a d'ailleurs
^v — YH^— P(P<^ — oib) —y{a.c —^a)
6v — C[x= è(pa — oib) — c{^c — "(a)
=z— a{a^ -\- b^- -h c^') 4-a(aaH-è^4-CY)
Donc
dl ^:z ak ds — xT ds,
et de même
<^[X =: ^/c <i5 — pT <i5,
c/v =:; cA- ds — ^x ds.
484. 11 résulte de ces formules qu'une courbe est com- : plètement définie lorsqu'on connaîtra :
i'* La loi suivant laquelle la courbure et la torsion varient ; en fonction de l'arc 6' comme variable indépendante;
2*^ Les valeurs de ^^y, JZ, a, b^ c, cl, [i, y, X, [x, v correspondantes à une valeur particulière de s, à la valeur zéro, par exemple.
En effet, les formules précédentes donnent les dérivées, par rapport à 5, des quantités
dx dy dz o -,
en fonction de ces quantités elles-mêmes, de la courbure et de la torsion. En les différentiant, on obtiendra les dérivées secondes, et ainsi de suite. Mais, pour 5 = o, on connaît les valeurs des quantités <2, b, c, a, [3, y, X, [x, v. On aura donc,
pour 5 ^^ o, la valeur de toutes leurs dérivées.
dji^ Connaissant ainsi, pour s --= o, les valeurs de x, a = — ,
-T7 = -TY' • • •? on pourra calculer x par la formule de Maclaurin
^ \^^ J 0 \ ds^ Jq { .2 De même, pour y et z.
485. Deux surfaces sont dites a/?/?//ca6/<?5 l'une sur l'autre si l'on peut établir entre leurs points une correspondance telle que deux courbes correspondantes quelconques aient leurs arcs égaux. • v
Théorème. — Toute surface développable est applicable sur un plan.
Soient, en effet :
S une surface développable;
C son arête de rebroussement;
s l'arc de cette courbe compté à partir d'un de ses points ^
^ =f{s) el-z z= '^(^s) sa courbure et sa torsion.
Un point Q de la surface sera défini si l'on connaît :
i^ La valeur de s correspondante au point de contact P de
APPLICATIONS GÉOîflÉTHIQUES DE LA SÉHIE DE TAYLOR.
la tangente à l'arête de rebroussement qui passe par le point Q ;
2^ La longueur PQ = l.
Une équation l=zW(s) entre ces deux coordonnées représentera une courbe K tracée sur S.
Proposons-nous de trouver la difïerenLÎelle de l'arc t de cette courbe {Jlg- 20).
Fis. 20.
Soient Q, Q' deux points infiniment voisins aj'ant respectivement pour coordonnées 5, / et 5 -[- A5, / -j- A/^; l'arc QQ' = Aa-, dont on cherche la valeur principale, pourra être remplacé par sa corde QQ'. Celle-ci sera tout au plus de l'ordre de As. En effet, la distance ô de la droite P'Q' au point P infiniment voisin étant du deuxième ordre par rapport à A.ç, l'angle C3 des deux tangentes étant du premier ordre, et enfin PQ = / étant fini, la plus courte distance de QàP'O' sera du premier ordre, et a fortiori la distance QQ' sera du premier ordre au plus.
Gela posé, par le point P menons une parallèle à P^Q'. Soient P'', Q'^ les projections de P', Q' sur cette droite. On aura P'P'^ = Q.'Q!' =^ ^- Ces quantités sont donc du deuxième ordre. A fortioi^i^ la différence entre QQ' et QQ'' sera du deuxième ordre au moins, et l'on pourra substituer QQ^^ à QQ^ pour le calcul de sa valeur principale.
Or, dans le triangle PQQ", l'angle en P est sensiblement
égal à k^s. Le côté PQ est égal à /. Eafm le côté PQ'' est égal à PP^^ 1- P'^ Q'' = VP' H- P' Q'.
Mais P'Q' = / + A/; d'autre part, PP'^ est la projection de PP', quantité infiniment petite du premier ordre, et dont l'angle avec PQ' est infiniment petit. On aura donc, en négligeant le second ordre,
pp// _„ pp/ _ aicPP' = ^s, d'où
PQ" — / 4- A/ -}- A
Cela posé, la formule trouvée pour Tare d'une courbe en coordonnées polaires donnera
d(j = val. princ. QQ'^^ val. princ. s/l'-k'^^s- -t- (A/ h- A^)'
^zds\/l'k'-i-[W'{s) 4-1]-.
On voit que cette expression est indépendante de la torsion T.
Gela posé, construisons dans un plan une courbe Ci dont la courbure en fonction de l'arc soit la même que pour la courbe G. Au point de la surface développable qui a pour coordonnées s et /, faisons correspondre dans le plan un point construit de la même manière, en prenant sur la courbe Gi, à partir de l'origine des arcs, un arc égal à .s, menant la tangente au point obtenu et prenant une longueur / sur cette tangente. A la courbe K correspondra une courbe K, et l'arc a•^ de cette courbe, considéré comme fonction de 5, aura la même différentielle, d'après ce C{ui précède, que l'arc c.
Les arcs a- et a-j, ayant même différentielle, ne pourront différer que par une constante. Si, d'ailleurs, on prend pour origines respectives des arcs sur les courbes R et K, des points correspondants, a- et a-, s'annuleront en même temps, et par suite seront toujours égaux.
Réciproquement, toute surface applicable sur un plan est développable.
Soient en effet {x, y^ z)el[x -f- A^,y -|- ly^ z H- Xz) deux
points de la surface infiniment voisins l'un de l'antre; (a, ^3) et (a H- Aa, (3 + Ap) les deux points correspondants du pian. La longueur d'un arc de courbe infiniment petit, joignant les deux premiers points, devant être égale à celle de l'arc de courbe plane qui joint leurs correspondants, les valeurs principales de ces deux arcs
\ldx^ -\- dy^ -h dz"- et sj d:/?' + d^'^
devront être égales. Si donc on prend pour variables indépendantes a et p, x^ y, z seront des fonctions de ces paramètres, satisfaisant identiquement à la relation
da.^ 4- d^- -=z dx'' -\- df- 4- dz'- ^-z ( 7^ ^« + tI «^?
On en déduit les équations de condition
dx âx ôy dv ôz ôz
'd^ âf^ di 'ô^ '^'' Tx 'd^ "^ ^'
et en dérivant par rapport à a et (3
V^ âx d^' X _V^ dx â^x
V^ âx d'x • V^ dx d'^x
V^ f dx d^x dx d^x\ '^ dx d^x
^~2j\~à^ d^ "^ Jf ^/ Zi W ~à^ dx d'x
les sommations s'étendant aux trois coordonnées x, y, z. On déduit immédiatement de ces équations que
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sont proportionnels à
dy dy dy
et à
ôx ôy ôz Il existe donc deux relations entre -r— ? -r--? -r" ^t deux
aa O'j. ooL
dx dy dz ^ . . ,, ,
autres entre -j^-> -^' ? -^' Jin y joignant i équation
âœ âx dy dy âz ôz
dhT ?3 "^ ^ ^^ '^" ^ ^ ~ ^'
on voit que ces six dérivées partielles sont fonction d'une seule d'entre elles.
On a, d'ailleurs, en désignant par p ei q les dérivées partielles de z considéré comme fonction de x^ y,
dz dz âx dz dy dx à y
ây. âx ôv. ây âoL -^ âcc ^ ôol^
dz dz dx dz dy _ dx dy
Ces deux équations déterminent p et q en fonction d'une même quantité; il existera donc entre ces deux dérivées une relation de la forme
et l'on aura
dz :=! p dx -^ q dy zzz p dx -^ f {p) dy.
Pour trouver les solutions de cette équation, posons
z~px~\-f{p)y^u.
Il viendra, en différentiant,
dz~p dx ~f{p)dy^[x +/' ( p)y] dp -+- du ~s o,
OU, en tenant compte de l'équation précédente,
Cette relation montre que ii doit être une fonction de p. Soit u = ?(/?); l'équation deviendra
On peut y satisfaire : i° En posant dp = o, auquel cas p sera une constante c; on aura alors
^ = c^4-/(c)/4-cp(c),
équation d'un plan.
En posant
^-^f'{p)y-^?'ip)'=o.
Cette équation, jointe à
z —px -{-f{p)y -f- cp(/)) r=:o,
représentera une surface développable, enveloppe des plans qui constituent la première solution.
486. Proposons-nous d'appliquer les formules trouvées dans cette section à Vhélice.
On nomme ainsi la courbe engendrée par un point qui se meut sur un cylindre droit à base circulaire de telle sorte que sa distance au plan de base soit constamment proportionnelle à l'angle dont a tourné sa projection.
Soient t cet angle, m le rajon du cercle de base. La courbe sera évidemment définie par les équations
aiz=zfncost, fzzzmsint, z -— nt.
On en déduit successivement
^' =r — m sint,
y' = m cost,
a;" =— m cos^,
y" -=: — m sin t,
x'" z=z m s'int,
y'" =: — fUCOSt,
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k—y' z" — z'y" — mn sin t,
B zizzz' x" — x' z" =: — mn cost,
C=zx'y"-y'x"= m\
ds — \/x"~ 4- /'' + z'^ dt r~ \]m} + II" dt,
I sj m^ n- ~\- ?n^
On voit que la courbure et la torsion sont constantes, ce qui était évident, les divers arcs de la courbe étant superposables les uns aux autres.
Réciproquement, toute courbe dont la courbure et la torsion sont constantes sera une hélice, dont les paramètres m, n seront déterminés par les équations (18) et (19).
VII. — Systèmes de droites
487. Une droite D, passant par un point (a, a, , «2) et dont les cosinus directeurs sont proportionnels à è, ^i, ^2, a, comme on l'a vu, pour équations
b ~~ b, -^ b.^ ' ou, en introduisant une variable auxiliaire t^ (2) X — a-^bt, Y-zai-i-b^t, Z — a,^~^b,J,
ts/b^-{-b'\-^bl étant la distance du point (X, Y, Z) au point (a, a,, a^).
Supposons que les coefficients «, b, . . . dépendent de certains paramètres a, [3, ... . En faisant varier ces paramètres, on obtiendra un système de droites.
S'il n'y a qu'un paramètre a, ces droites formeront une sur/ace réglée dont on obtiendrait l'équation en éliminant a entre les deux équations (i).
S'il y a deux paramètres a, p, on aura une congruence de droites. Par chaque point (^,JK, ^) de l'espace passeront une ou plusieurs droites de la congruence, correspondant aux systèmes de valeurs de a, [i, qui satisfont aux équations
S'il y a trois paramètres a, [3, y, on aura un complexe de droites. Par chaque point (^, y^ z) passeront une infinité de droites du complexe, formant un cône, dont on obtiendra l'équation en éliminant a, [B, v entre les équations (i )
etO).
Enfin, s'il y avait plus de trois paramètres, le système contiendrait toutes les droites possibles, car on pourrait déterminer les paramètres de manière à faire passer la droite par deux points arbitraires {oc^y^ z)^ (^<, J^^, z-i ), ce qui ne donnerait que quatre équations de condition.
Soient D une droite du système, ayant pour équations
X --=: a ^- da -\- {b -\- db )t
Y =r 6?i + <r/a, -f- (/> -h dbi)t, Zzzz a^-i- da^-T- {b -+- db^) t,
en bornant l'approximation au premier ordre et écrivant par suite da^ db^ ... à la place de Aa, A^, ....
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La position relative de ces deu\ droites dépend de quatre éléments :
I" Leur angle cp. On aura, d'après des formules précédemment trouvées,
^ b-^ -^ b^^ -Y- bl '
en posant, pour abréger,
A =r Z>j db^ — b.2db^, Ai=:zb.2db — b db^,
k,^r::zb db,~b,db.
2" Leur plus courte distance o. Elle a pour valeur
L désignant le déterminant
da b db \
da^ b^ db^ ;; da^_ b^ db^ \
3» La position du point où cette plus courte distance vient rencontrer D. La valeur T de la variable t qui correspond à ce point est donnée par la formule
où N désigne le déterminant
A b -+-db da A, b^ 4- db^ da^ A2 ^2 + db.^ da.
ou, plus simplement.
A b da Al ^1 da^
A2 ^2 da^
en négligeant db, db,, db-, par rapport à 1^, 6,, b,.
4*' La direction de cette plus courte distance. On peut la déterminer soit par l'angle à qu'elle forme avec un plan de position connue mené par D, soit d'une manière plus symétrique par ses cosinus directeurs X, X,, ^^2. Cette droite étant perpendiculaire à D et à D<, on aura
(è -h<iZ>)X -+- (èi-i-6/6i)Xi-i- (62-1-^^2)^2—0. On déduit de ces équations
et, comme
i+ii=i.
\/iV
+ Af-i-A^
V/A^+AÎH-A|
On voit par ces formules que T, A, X,, Xo sont des quantités finies; S et cp sont du premier ordre, mais leur rapport
V^+Af + A^
sera une quantité finie, qu'on nomme le paramètre de distribution.
Proposons-nous de déterminer les relations qui existent entre ces éléments T, X, Xi, X2, p. Nous aurons à distinguer trois cas distincts, suivant le nombre des paramètres variables.
P 489. Premier cas : Sur/aces réglées. — On n'a qu'un
seul paramètre a, et si, dans les expressions de T, X, X,, Xo,
/?, on remplace da^ db, . . . par leurs valeurs a' doL, b' doL, ...,
la quantité doi, se trouvant en facteur avec le même degré au
numérateur et au dénominateur, disparaîtra de ces expressions.
La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance des droites D et D<, étant complètement déterminée par les valeurs de T, \ ).i, X2, on aura ce théorème :
Les générât f-ices d'une surface i^églée infiniment voisines d'une même génératrice D viennent toutes couper perpendiculairement une même droite Fj(au second ordre près).
Le point d'intersection de D avec E se nomme le point central de la génératrice D. Il aura pour coordonnées
jrr=za-\-bT, j^- = «i -h è^ T, z := a^-^ b^T.
Le lieu des points centraux se nomme ligne de striction. On aura ses équations en éliminant a entre les trois équations ci-dessus.
Soit
X =^ a -{- bt, y =z Ui-i- bit, zz^ a^-h b^t
un point de la surface. Ses coordounées sont exprimées, comme on le voit, en fonction des deux paramètres a et t. L'équation générale d'un plan
A>X -H l)i) Y 4- eZ H- (D == o
contient trois paramètres, dont on pourra disposer pour établir un contact du premier ordre avec la surface. Il faudra pour cela satisfaire aux trois équations
0 — W{t,oL)~X{a -\- bt) 4-\)î)(<2i4- ^lO -H ^(^2-H^2 0^-<J<^j Ot
o = ^ ^A>{a'-\-b't)-\- ail « -h b\ ^) 4- e(«; -H 6; o-
On en déduira
o=:=il.(X — rt — bt)-\-^S^>{Y — ai — bit)-\-B{Z—a.^ — b^t),
et, en éliminant X, ij'o, G, on aura l'équation du plan tangent sous la forme
— a — bt Y — «1 — bit Z — «2 — ^2^ b bi bi
Ce plan contient la génératrice. En effet, un point quelconque de cette génératrice a ses coordonnées de la forme
a -^ btx, a^-^ biti, a^-h b^t^.
Substituant ces valeurs des coordonnées dans l'équation du plan tangent, les deux premières lignes du déterminant deviennent identiques, sauf le facteur commun ^, — t.
Mais la direction de ce plan tangent variera en général avec la position du point de contact (^, y, z) sur la génératrice. On voit, en effet, que l'équation du plan tangent dépend de t.
491. Pour déterminer simplement la loi de cette variation, nous admettrons que nous ajons choisi pour axe des z la génératrice considérée D, et pour axe des j^ la droite E qui lui correspond.
On aura, pour tous les points de D,
Donc, pour cette génératrice, a, b, a, , 6, seront égaux à zéro. D'ailleurs rien n'empêche de prendre pour variable indépendante, à la place de t, la fonction linéaire ^2+ 62 /. On peut donc supposer qu'on a constamment
«2=0, ^2 = J, a'^=zb'^ = o.
Cela posé, la génératrice D aura pour équations
Une génératrice infiniment voisine aura pour équations
x^rzda -^ tdb ^^da -^-zdb^ y =: t/^i-f- tdb^ zzz da^-^ zdb^.
Mais, par définition, cette génératrice rencontre l'axe desy à une distance o de l'origine; on aura donc
da ■=. o, dax~= ô.
De plus, elle est perpendiculaire à cet axe et fait un angle cp avec l'axe des z. On aura donc
<:/èi=:o, <ic> = tangcp
en négligeant la différence entre la tangente et l'arc. On aura, par suite,
da
da^
db
b\ rr.:
db, dl.
dx
TZ G
Substituons ces valeurs et celles de «, a,, a^, b^ b^, b^, «[,, b'!,, dans l'équation du plan tangent; elle deviendra
dx dx.
L'angle V que le plan tangent forme avec le plan des j sera donné par la formule
tangV =
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Cet angle, en général variable avec :;, sera constant dans les deux hypothèses suivantes :
p =z œ, d'où 0 =:= o, p ^=zo, d'où ç — G.
492. Il est intéressant de rechercher quelle est la nature particulière des surfaces réglées pour lesquelles une de ces deux conditions o ^ o ou 8 = o est constamment satisfaite.
Théorème. — L'équation 0 = 0 exprime que la surface réglée est développât le.
Cherchons en effet à quelles conditions la surface sera développable. Soient œ^ y, z les coordonnées du point où là génératrice touche l'arête de rebroussement, 9 la valeur correspondante de t. On aura
.r, jv', ^ et 9 variant en général d'une génératrice à l'autre, et par suite étant des fonctions de a.
Ces équations^ différentiées par rapport à a, donneront
dx ^z^ da -\- b «fô -I- 0 db^ dy -s^ da^ -h ^1 «^6 -h 6 db^.
dz -=. da^_ + ^^ <^6 4- 6 db^^.
Mais, la génératrice étant tangente à Tarete de rebroussement, ses cosinus directeurs seront proportionnels à dx ^ dy , dz\ ils le sont d'ailleurs k b^ b^^ 60; on aura donc, en désigant par [x un facteur convenable,
dx r— ]x h, dy z:^ \y. b^^ dz -zzz [xb^.
Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, il viendra
o = da -^ b {d^ — ;x) \~ 0 db,
o .— da, -+- ^1 (<:/0 — [j.) -+- 0 db^, o = da, -\- b^idi) — [j.) -f- 0 db^.
Ces trois équations entre les deux quantités 0 et c/O — fx
ne seront pas compatibles en général, mais elles le deviendront si le déterminant
da b db da^ b^ db^ da^_ b-i db^__
s'annule. Or ce déterminant est précisément L, numérateur de 5.
Donc 0 sera nul, à moins qu'on n'ait A = A,r=r: Ao^ o, auquel cas le dénominateur s'annulerait également.
493. Les trois équations A = A) == Ao = o équivalent à l'équation unique cp ^ o. Si celle-ci est satisfaite, la surf ace sera un cylindre. Car, deux génératrices infiniment voisines ne formant qu'un angle du deuxième ordre, les cosinus directeurs de la génératrice, considérés comme fonctions de a, n'éprouveront qu'une variation du second ordre par rapport à l'accroissement de a. Donc leurs différentielles sont nulles; donc ils sont constants.
494. Deuxième cas : Congruences. — On a dans ce cas deux paramètres variables a, ^ et, par suite,
-, àa j da ,^ daz=z -— d% H- -r^ <iB
,, db , ôb ,^ db — -^ d:i. -\- -- d^, doc d^
Substituant ces valeurs dans les expressions de )v, )., , Ao, T, /;, on voit que, pour une génératrice donnée D, correspondant à un système déterminé de valeurs de a et de ^,
ces cinq quantités ne dépendent que du rapport -—■• Il doit
donc exister entre elles quatre relations indépendantes du choix de la génératrice Di.
Proposons-nous de trouver ces relations.
Nous remarquerons tout d'abord que la quantité
7^2_|> ^2 _|_ A'^, qui figure au dénominateur des expressions \ Xi, ).2) T, p, ne pourra, en général, s'annuler pour aucune
valeur de -/• En effet, il faudrait pour cela qu'on eût simul-
tanément
d'où
db ~b
dA_ ■ b, "
Ao= o,
dh^
ou, en appelant p. la valeur commune de ces rapports. dh_ , db
db,
doL d<x
db^ -T— da
db.
d^ — bi [X,
db = ^2 1^)
équations qui ne peuvent subsister simultanément que si l'on a
db db
db, db,
doi d?>
db.2 dbz
doL d^
C'est là une équation entre a et j3, qui est nécessaire pour que A2 + A^ H- A^ puisse s'annuler.
Nous pourrons di^^oiev génératrices singulières les génératrices de la congruence pour lesquelles l'équation (4) est satisfaite. Elles forment une surface réglée, dont on aura l'équation en éliminant a, j^, t entre l'équation (4) et les équations
~\~ bt, yz=:a,-h bit, z z= a^-h b^ t. 496. Supposons que D soit une génératrice ordinaire.
T étant exprimé par une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont homogènes et de second degré en <ia, c/j^, et dont le dénominateur ne peut s'annuler, aura un maximum Tq et un minimum T, toujours réels; on pourra les
obtenir, ainsi que les valeurs correspondantes de —j--, par la
méthode exposée au n° 407. Substituant ces valeurs à la place de t dans les équations (5), on aura les coordonnées des points correspondants de D, exprimées en fonctions de a, |B. Ces points se nomment points principaux. On nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes de plus courte distance correspondant à ces points et par la droite D.
Eliminant a et [3 entre les équations qui donnent les coordonnées d'un point principal, on obtiendra le lieu de ce point. On obtiendra de même le lieu du second point principal. Les deux surfaces principales ainsi obtenues pourront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit plus habituellement deux nappes d'une seule et même surface.
497. Passons à l'examen de l'expression qui donne le paramètre de distribution p. Le déterminant L qui figure au
numérateur, étant du second degré en -j--, s'annulera pour
deu\ valeurs réelles ou imaginaires de ce rapport. A chacune de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par suite, un point de D.
Les deux points ainsi obtenus se nomment foyers. Ils pourront être réels ou imaginaires. Les lieux de ces points [surfaces focales) se détermineront comme les surfaces principales.
Soient
les deux valeurs de -j- tirées de l'équation L = o ; M et M,
seront des fonctions connues de a, [S.
Nous verrons dans le Calcul intégral qu'on peut trouver pour ji une expression fi = cp (a) qui satisfasse identiquement à l'équation différentielle (6) et qui, de plus, se réduise à [j,, pour a = ao^ les constantes ao et j^o pouvant être choisies à volonté.
Gela posé, substituons ^ = C2(a) dans les équations
X sz^ a -\- ht^ y z=z a^-t bit, z ^= a^~{- bit
des génératrices de la congruence. Ces équations, ne contenant plus qu'un seul paramètre a, représenteront une surface réglée, dont les génératrices font partie de la congruence; cette surface est développable, car, l'équation (6) étant une conséquence de l'équation p = cp(a), on aura /> = o pour deux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin, cette surface contient la génératrice correspondant aux valeurs j3 = ^07 ^ = ^0 <^^s paramètres variables.
La considération de l'équation différentielle (7) donnerait une seconde surface développable jouissant des mêmes propriétés que la première.
On aura donc ce théorème :
Une droite quelconque D de la congruence fait partie de deux surfaces développahles, formées de droites de la congruence.
On doit remarquer toutefois que ces surfaces n'auront
d^ d'existence réelle que si les valeurs de -7^ déduites de l'équa- ^ aa ^
tion L = o sont réelles.
La droite D est tangente à l'arête de rebroussement de chacune des développables dont elle fait partie. Mais ces arêtes de rebroussement sont évidemment situées sur les surfaces focales; on a donc cette proposition:
Toutes les droites de la congruence sont tangentes à chacune des surfaces focales.
On nomme plans focaux les plans menés par D et respectivement perpendiculaires aux lignes E de plus courte distance correspondant à ses deux foyers. Ces plans sont tangents aux deux développables qui se croisent suivant la droite D.
On a vu, en effet, que, dans une surface réglée quelconque, le plan tangent en un point situé sur une génératrice D à une distance :; du point central fait, avec la perpendiculaire E, un angle V donné par la formule
tangVr=^;
dans une développable, où /> =: o, tangV sera infini et V sera droit.
499. Pour nous rendre un compte plus exact de la distribution autour de D des droites de la congruence qui en sont infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des ^, en nous réservant de disposer ultérieurement de la position de l'origine, ainsi que de l'orientation du plan des xz.
Supposons, en outre, qu'on prenne z pour variable indépendante, on aura constamment <22 = o, 62=1, d'où da2= db2=^ o. En outre, D ayant pour équations ^ = o, y z=z o^ z^= t^ on aura, pour cette droite.
Portons ces diverses valeurs dans les formules générales ; il viendra
db da^ — dadb^,
da
db
dai
db.
~~db.
da
db
da.
sjdb
''-\-db\
dadb -\- daidbi,
db
\fdb^-^db\
et
^Q^ ^ dadb -^ daxdby dbda, — dadb, ^^^ db^-\-db\ ' P~ db'--\-db\
Enfin, le déterminant (4) se réduira à
db db doi d^ ""
db, db, d^ d^ ^ o o I
db db
dy. d'^ db, db, dy. d^
D étant supposée une génératrice ordinaire, ce déterminant ne sera pas nul. On pourra donc des équations
db db
dy. (^p '
„ db, , db, ,„
déduire l'expression de dcL et d'^ en fonction linéaire de db et db^.
Les quantités da^ da, , étant des fonctions linéaires de <ia, d^j deviendront des fonctions linéaires de db^ db,, telles
que
da ^-Pdb -hQdb,,
dai=V,db-\-Qidb,.
On aura, par suite,
Pdb'^^{P,-^Q)dbdb,~i~Q,db\ ~ db' -+- db?, '
V,db^-\- {Q,— P)dbdb,— Qdb\ db'~\-db^
Soit d'ailleurs ^ l'angle que la plus courte distance forme avec l'axe des y. On aura
X = sin(|>, Xi=:cos4^, X2=o,
d'où
langt|;=i ^
db
Les valeurs de z correspondaiiL aux points principaux s'obliendront en cliercliant le maximum et le minimum de T. On sait qu'il faut pour cela poser les équations
(9) 2 P ^Z> 4- (P, -H Q) db^ ^ 2[x db — o,
(10) ( P, -f- Q ) ^^ -f- 2 Qi db, H- 2 [i. db, ■- o,
d'où
(II
2 P + 2 ;x Pi + Q
Pj + Q 2Qi-h2|X
Cette dernière équation donnera au signe près le maximum et le minimum cherchés. Les précédentes donneront la va-
leur correspondante de -j,~ = — tangy.
Supposons maintenant que nous ayons pris pour plan des zy Tun des plans principaux, et choisi l'origine à égale distance des points principaux. On devra avoir un maximum
, ,. , db, • ' 1 •
ou un minimum pour 'li = o. a ou —7— =- o, ce qui ri'duira '- ' <:/<> '
l'équation (to) à
L'équation (1 1) se réduira à
el, ses racines devant être égales et opposées, on aura
Faisant donc P, -- — Q, Qi — — P, -,— ■■= — tang']; dans les formules, il viendra
(12) T:=:P ^~^^"g''| z=PcOS26,
j -h taiig"-^t^
2 2P tangJ; — Q(j -+- tan^-'I') r» . , r\ (i3) /?= ^-^ ^^n ^^-— = P siii2tL — Q.
oOO. On déduit de ces formules des conséquences importantes :
i" T est maximum ou minimum pour '1 = 0 e[ 'h = 9^" 5 d'où cette conséquence :
Les deux plans principaux sont rectangulaires. 2" p s'annule pour sin2'i; = tj? d'où
Ces deux valeurs étant égales et de signe contraire, et moindres que P, on aura ce résultat :
Les foyers sont situés entre les points principaux, à égale distance du milieu de la droite qui les joint.
Les foyers seront d'ailleurs réels ou imaginaires, suivant que P sera >> Q ou << Q en valeur absolue.
3" L'équation sin2'i;= ^^ a deux racines : 'i>o et - — 'i>y.
Les plans focaux auront pour azimut - -f- ^o et t: — ']>(,. On
voit donc ç^ils font des angles égaux avec les plans principaux.
4" Si Q = o, les foyers et les plans focaux seront réels et se confondront avec les points et les plans principaux. Les plans focaux seront donc rectangulaires.
Réciproquement, si ces plans sont rectangulaires, on aura
d'où '%=; o et, par suite, Q = o, et les autres propriétés ci dessus auront lieu.
Les plans focaux ont pour équation
y /tt . ttX , sin2<^
•- =:tang - — .^+ - =- tang^r=
X \2 2/ I-hC0S2'^
ou
et seront distingués l'un de l'autre par le signe du radical.
Soit, d'une part, D, une droite de la congruence infiniment voisine de D ; elle aura pour équations
œ^=ida -\~dbt r^da ^-dbz := {z ^P)db-^ Qdb^, y — dûi-i- db^t ^dai-{- dbiZ^— Q db-{- (z — P) dbi.
Elle rencontrera le plan focal (i4) en un point dont le z est déterminé par l'équation
— Qdb-i-{z-~P)db,_ Q
{z^P)db -\-qdb,
Pztv/P' — Q'
Or, cette équation est satisfaite, quel que soit le rapport -jj, en posant ;s == dz y/P- — Q-.
Cette équation, jointe à l'équation (i4)) représente une perpendiculaire à D menée dans le plan focal et passant par le foyer. Cette perpendiculaire a reçu le nom de droite focale.
On peut donc énoncer cette proposition :
Les intersections d'une génératrice quelconque D^ , infiniment voisine de D, avec les plans focaux, sont situées sur les droites focales (aux infiniment petits du second ordre près).
502. Il nous reste à étudier la distribution autour de D des droites infiniment voisines, lorsque D est une génératrice singulière.
Dans ce cas, le déterminant
db db,
âoL
âb
âb,
étant nul, le rapport des quantités
J7 àb , db ,db =z -— doi -h -YK «p, (/a dp
,, âbi , âbi „ dbi=-^dcc-i--—- d^
ne dépendra pas du rapport -j-- On aura do
ne
d'où
db, tang<]> — — — — = const.,
^ =r const.
On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte que l'on ait tj; = o, d'où dbi = o.
Les formules (8) deviendront alors
da db
da.
Si le déterminant (i5)
~d^ If db db doL d?
n'est pas nul, on pourra déduire des équations
,, db , db ,„ (i6 = -— t/a -h — - <^p (^a dp
les valeurs de c/a, d^ en da, et en db. Substituant dans la
valeur de da= 3~ ^^ ~^" 3ô" ^?î ^^ trouvera une équation
de la forme I da = Pdai-^Qdb
et, par suite,
db i- ^
On peut d'ailleurs, en déplaçant l'origine de la quantité Q, faire disparaître le second terme de cette expression. On aura donc les deux relations
'h — O, T =: Pp.
Les génératrices infiniment voisines de D auront pour
équations
X z= da -^- dbz = P da^ -\- dbz,
y = da^ -\- dbx z =: da^ .
Ces génératrices sont donc parallèles au plan des xz. Celles pour lesquelles dai^ = o sont dans ce plan lui-même et rencontrent la droite D à l'origine des coordonnées. Celles pour lesquelles «?6 = o sont parallèles à D. Ce cas diffère donc de celui des génératrices ordinaires en ce que l'un des foyers est rejeté à l'infini, l'autre étant à l'origine des coordonnées.
Enfin, si le déterminant (i 5) est nul, -y,- ne dépendant plus
du rapport -j--, on aura les deux relations
^■=0^ /; r= const.
Désignons par P le rapport constant -—- Les génératrices infiniment voisines de D auront pour équations
X =r da 4- dhz^ y=,Pdb, V
et aucune d'elles ne coupe plus D à distance finie, mais celles pour lesquelles db =^ o lui sont parallèles.
503. Troisième cas : Complexes. — On a, dans ce cas, trois paramètres : a, ^, y.
Soit D une droite du complexe. En la choisissant pour axe des z et prenant z pour variable indépendante, on pourra réduire ses équations à la forme
et celles d'une droite D, , infiniment voisine, à la forme z-=zt, œ r=i da -{- dbz, y =ida^-\- db<^z,
da^ dh^ . . . étant linéaires en da.^ d^, <iy.
Supposons d'abord queD soit une droite ordinaire, c'està-dire telle que l'on n'ait pas simultanément
db '
âb, â^ âb à?
âb, à-:
âb â^
Les deux équations
„ âb
âb
db ^= --— doc H- — <:/3 -1- — dy, ây. â^^ ^ 6'Y
,, âb^ âbi âb^ .
dbi = — - <ix + -— - d^ -f- — -! dy (Jy. â? â';
permettront d'exprimer deux des quantités doi^ d[j, dy^ par exemple dca et d^^ en fonction linéaire de db, db^, dy. Par suite, da^ da^ deviendront des fonctions linéaires de db^ db^ , dy, telles que
da ^P db-]~Q db,~r-?v dy, da,~V, db i- Q 1 db 1 H- Rj d-r.
Si l'on pose, en particulier, db ~- db^ = o, ces équations se réduiront à da —Kdy, da^ — R^o^y, et D,, ayant pour équations
^z=R^/y, r=:Ri<^Y,
sera parallèle à D.
Supposons le plan des zy orienté de manière à contenir une des droites parallèles à D; on devra avoir R = o.
Cela posé, entre les formules
_ dadb-\- da^db, _dbda^~dadb^
- db^^db] ' ^' - db-'^dbi ~'
éliminons (fa i, il viendra
T db —p dh^ — da — Vdh-^Çl db,
ou
T — ? + (/? + Q)tang4/=:o,
ou enfin, en déplaçant l'origine sur l'axe des z de la quantité P, ce qui changera T en T + P,
T+(/?4-Q)tangt|; = o.
504. Si D était une droite singulière, le rapport -jj- étant indépendant de <ia, d'^^ <^y, on aurait la relation plus simple
tang<]^ =: const.
Considérons une surface, définie par les équations
La valeur principale ds de la distance des points {u^ v) et {u -t- du^ ç -i-dç) sera donnée (156) par la formule
d.s' = M da^ -f- 2 N da di> -{- P dv^,
D'autre part (156-157), l'élément de surface compris entre les courbes w, u -+- du, (^, (^ 4- dv est sensiblement un parallélogramme, et 6/cr, valeur principale de son aire, est donnée par la formule
ou
d7 t=i v/^2 -^-B-'-^C^du dç,
ou ôv du ôv ' du ôv du dv ~ Ou ôv Ou ai'
506. Plan tangent et normale, — L'équation générale d'un plan
aX + 6 Y -t- CZ H- <i r= G
contient trois paramètres, dont on peut disposer pour établir un contact du premier ordre avec la surface en un point donné (^, y^ z).
On devra pour cela satisfaire aux équations
o = *(^^ v) = ax -\- by -^cz -\- dy
d^ dœ , dy dz
au du ou ou
d^ âr , ây âz
0=:-— =CL-:^ \-b-f-hC-j-'
o^> ov dv dv
On déduit de ces équations
a{X-x)-i-b{Y-y)-}-c{Z-z)=^o; éliminant ensuite a, b^ c, on aura l'équation du plan tan-
dx du
dy du
dz du
dx
dy
dz
dv
^A{X — x)-hB{Y—y)-{-C{Z — z).
La normale, perpendiculaire au plan tangent, sera donnée par les équations
o07. Ces formules se simplifient, mais en perdant leur svmétrie, si l'on suppose que x cl y aient été pris pour variables indépendantes.
Il est d'usage, dans ce cas^ de représenter d'une manière
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abrégée les dérivées partielles
à2_ àz_ d^z d'z â'z
dx^ 6^K ' ôx'^ ' dx ây ôf^
par les lettres/?, q, r, s, t.
Posant donc dans les formules précédentes x = u, y =
d'où
âx âr âv __ à y
au ' ai' ~~ ^ au ' (^i' '
âz dz dz dz j j j
du dx ^ dv dy ^ ^ ^ ^
il viendra
<^5^ = ( I 4- if-) dx- h ipq dx dy ^ {i -\- q'^) dy^,
d^ ^=^sj i ~\- p- + q'-dx dy.
L'équation du plan tangent deviendra
Z-z:=.p{X-x)-^-q{Y-y\ et les équations de la normale
Enfin, si :; est une fonction implicite dafinij par Téqua-
tion
oiî aura
dx
dz
dr ~ di^ '
dz
et les formules prendront la forme suivante : Équation du plan tangent,
dx ^ dy ^ dz ^ '
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Equations de la normale,
ÔJO ây dz
o08. Indicatrice. — Proposons-nous de nous rendre compte de l'allure de la surface aux environs d'un de ses points.
Prenons ce point O pour origine des coordonnées et la normale à la surface pour axe des z. L'ordonnée ^, développée suivant la formule de Maclaurin, aura pour expression
il désignant un ensemble de termes d'ordre supérieur au second. (J^es termes d'ordre o et i manquent, car, l'origine ('■tant sur la surface et le plan des xy lui étant tangent, z et ses dérivées premières devront s'annuler pour j? = o, j' = o.) Nous pouvons d'ailleurs disposer de la direction des axes OX, OY de manière à faire disparaître le terme en xy. On aura alors simplement, en négligeant les termes du troisième ordre,
(.) z^\^ax^^^cy').
Si, dans cette équation, nous substituons successivement à z une série de valeurs très petites, nous obtiendrons une série de courbes de niveau de la surface proposée ; ces courbes seront toutes semblables à la suivante :
«x"2-f- cy^
laquelle porte le nom (\^ indicatrice.
Supposons d'abord « et c de même signe {fig- 21). Les courbes de niveau seront de petites ellipses, réelles lorsque z a le même signe que a et c, imaginaires lorsqu'il est de signe contraire. La surface est donc située tout entière du même
côté de son plan tangent, et n'a qu'un seul point commun
avec lui.
Fig. 21.
Si a et c sont de signes contraires {fig- f^a), les courbes de niveau sont approximativement (dans le voisinage de l'ori-
Fiar. 22.
gine) des hyperboles, ayant pour asymptotes les deux droites définies par l'équation
ax'^-\- cf^^=i o.
Le plan tangent coupe la surface suivant une courbe se confondant, dans le voisinage de l'origine, avec ces deux asymptotes. Les plans parallèles situés au-dessus donnent pour sections des hyperboles telles que H, les plans situés en
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dessous, des hyperboles K. tournant leur convexité aux premières.
Enfin, dans le cas de transition où a ou c sont nuls, les courbes de niveau sont formées de deux droites parallèles. On dira, dans ce cas, que O est un point parabolique de la surface.
509. Courbure des lignes tracées sur une surface. — Considérons maintenant une ligne L tracée sur la surface et passant par le point O, et proposons-nous d'évaluer sa courbure en ce point.
Menons le plan osculateur au point O à la ligne L; soient {^fig- 23) Y l'angle de ce plan avec l'axe des z\ o l'angle de
Fie. 23.
sa trace OQ sur le plan des xy avec l'axe OX. Soient enfin
M un point de la courbe infiniment voisin de O;
^, j^, z ses coordonnées ;
P et N ses projections sur le plan OXY et sur la droite OQ;
k la courbure cherchée.
La droite OQ étant tangente à L au point O, on aura, par une formule connue.
MN = iAOM^
d'où
MN
Mais le triangle MPN donne
cosY 2C0SY
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D'autre part,
en négligeant z'-^ qui est du quatrième ordre; on aura donc
aœ'^ -\- c Y^ a cos-cp -+- c sin'^o
cos^({jL---f- j'-^) ces Y
On voit, par cette formule :
i" Que la courbure cliercliée ne dépend que de la position du plan osculateur de la courbe L. J^a courbe L aura donc la même courbure que la section plane faite dans la surface par son plan osculateur;
9^° Que la courbure d'une section plane est égale à celle de la section normale menée par la même tangente, divisée par le cosinus de V obliquité. Ce résultat est connu sous le nom de théorème de Meunier ;
3** Que la courbure d'une section normale est donnée en fonction de V azimut '^ par la formule
le z= a cos^cp -h c sin^ç).
Cette formule a été donnée par Euler.
510. Les maxima et minima de cette expression, considérée comme fonction de cp, correspondent évidemment à
'j = o et C2:= -• Les deux sections correspondantes se nom-
ment sections principales et ont pour courbures respectives les quantités a et c, que l'on nomme courbures principales .
Le rayon de courbure d'une section c[uelconque est, par définition, l'inverse de sa courbure; son signe indiquera d'ailleurs dans quel sens le rayon doit être porté sur la normale pour donner le centre de courbure.
Suivant que l'indicatrice est elliptique ou hyperbolique, les courbures principales a et c seront de même signe ou de
signe contraire. Dans ce dernier cas, le rayon de courbure t
changera de signe en passant par oo, pour les valeurs de cp
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déterminées par l'équation
tano;^cD ::=
lesquelles correspondent aux asymptotes de l'indicatrice.
Enfin, si l'indicatrice est formée de deux droites parallèles, -j conservera toujours le même signe, mais deviendra
ri
infini pour une seule direction (pour '^ r= -^, s! c'est le coefficient c qui est nul).
51i. Considérons deuv sections normales perpendiculaires entre elles et ayant respectivement pour azimut cp et
cp,=z '^ -^ On aura pour leurs courbures
k =acos-cp 4-csin-cp,
/ij --- a cos^ »i -t- c sin^ cpi — : a si ii^ o -h c cos^ cp,
Donc : la somme des courbures de deux sections nor aies rectangulaires est i des courbures principales.
maies /rectangulaires est constante et égale à la somme
512. Si a = c, l'indicatrice est un cercle et la formule d'Euler devient k =■ a. Toutes les sections normales auront donc même courbure. Enfin la direction des sections principales est indéterminée. On nomme ombilic un point de la surface qui jouit de ces propriétés.
La normale au point (.r, j^, ;) a pour équations
D'ailleurs ^, />, q sont fonctions de deux variables indépendantes ^,j)^. Les normales à la surface formeront donc une congruence.
5o6 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV.
Pour reconnaître le caractère particulier de cette con-
i^ruence, cherchons comment se distribuent autour de la
normale OZ les normales infiniment voisines.
On a
ax"'-^ c y^
p :— ax -{-... , q~cj -\-....
Si donc on suppose x et y infiniment petits, on aura, au deuxième ordre près,
;: =z G, p zrz ax^ q = CY^
ce qui donnera, pour équations des normales dont il s'agit,
ax cy
ou
X =^ .-r — axZ,
La droite, ainsi définie, rencontrera la normale OZ, si l'on peut satisfaire aux deux équations
o =z. X — axZ, o^^y — ^7^'
Si O n'est ni un ombilic ni un point parabolique, cela pourra se faire de deux manières :
i" En posant
i" En posant
Les deux fojers de la congruence situés sur la normale OZ
auront pour ordonnées - et -• Ils se confondront donc avec ^ a c
les centres de courbure des sections principales. Ces points
portent le nom de centres de courbures principaux.
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Les normales infiniment voisines de OZ, qui la rencontrent au foyer Z = - correspondant à ^ := o, ont pour équations
et sont situées dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan focal.
De même, au fover Z =: - correspondra comme plan focal
le plan des XZ. D'où ce résultat :
Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent avec les plans des sections principales.
Les plans principaux de la congruence, se confondant avec les plans focaux (500), seront les plans des sections principales, et ses points principaux seront les centres de courbure principaux.
514. Examinons maintenant le cas où O serait un ombilic ou un point parabolique.
i*' Si O est un ombilic, on aura a = c. Les deux foyers coïncident. Enfin les normales infiniment voisines de OZ, ayant pour équations
X -= ^ — ax Z , Y =r y — av Z
Viennent toutes la rencontrer au même point L =z ~ >
2'* Si O est un point parabolique, pour lequel on ait c = o, par exemple, le foyer correspondant sera à l'infini. Les normales voisines de OZ auront pour équations
X == ^ — axTj, Y = /
et seront parallèles à OZ pour ^ = o. La normale OZ sera donc une droite singulière dans le système des normales.
On voit, par ce qui précède, qu'un système de droites
Oo8 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV.
dépendant de deux paramètres a, j3, n'est pas formé, en général, de normales à une même surface. 11 faut, en effet, pour qu'il en soit ainsi, que sur chaque génératrice les foyers et les points principaux se confondent.
Proposons-nous de trouver directement l'expression de la condition à remplir pour que les droites (2) soient normales à une même surface.
Posons à cet effet, pour plus de simplicité,
\Jb'-^bl^bl sJb--\-b\^bl \Jb^-^b\-^bl
t — ^~b^-^b\ -f- b\ Il .
Les équations (2) pourront s'écrire
X=^ a -t- eu, Y z:zz a^ -+- c^ii, Z^^o-r-Cj?/,
et l'on aura
(3) c^-l-c?-f-e^ = i, d'où
(4) c de -+- Cidc^-^- c^dc^^^o.
Soient maintenant x, j', z les coordonnées du point où l'une des droites (2) coupe la surface cherchée; B la valeur correspondante de u. On aura
(5) .v — a-\-e^, j -=:«i 4- c,0, z^-a,^ e.^^, et, comme la droite est normale,
(I ou
(6) P = -h i—lF-
Il s'agit de trouver des fonctions ^, y^ z, 9 des variables a et JB, telles que les équations (5) et (6) soient satisfaites.
Les équations (5) différentiées donneront
dx ^=^ da -^ ^ de -A- c d^ ^ dy = da^-\- 0 dc^-\- c^dO, da^ + 6 dc^ 4- Cg d^ =z dz :=^ p dx + q dy
= {da -^ ^ de -V c d^) ^ ( <i<2i + 6 (ic, 4- Ci <^0 )
ou, en chassant le dénominateur Co et tenant compte des équations (3) et (4).
c (ia -h Cl da^ -h ^2 da=i^ 4- <i6 i= o.
Remplaçant <ia, <i<2i, c/ao, <^/0 par leurs valeurs
da , r^-i! ,„
et égalant séparément à zéro les termes en c/a et en t/j^, on aura les deux équations
-H Cl
Câ
r:ro,
da
+ Ci
on,
da.
l^renons la dérivée de la première équalion par rapport à [ii, celle de la seconde par rapport à a, et retranchons-les; f) disparaîtra en vertu de la relation connue
âoid'^ â?>dy.
ei il restera l'équation de condition
d da d ^ da
d? d'X doL^^d^^ '
OU, en effectuant les calculs et supprhiiant les termes qui se
détruisent,
de da de da
dy. d^
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016. Les théorèmes généraux démontrés sur les congruences, étant appliqués aux normales à une surface, montrent que par chacune d'elles passent deux normalies (surfaces composées de normales) développables. Elles se coupent à angle droit, les deux plans focaux qui leur sont respectivement tangents étant perpendiculaires l'un à l'autre, comme nous l'avons vu.
Les intersections de ces normalies avec la surface portent le nom de lignes de courbure. Par chaque point de la surface passent deux lignes de courbure ayant respectivement pour tangentes les tangentes à la surface situées dans les plans focaux. Ces plans étant ceux des sections principales, les lignes de courbure seront en chaque point tangentes aux sections principales, et se couperont à angle droit.
017. Il est aisé de trouver l'équation différentielle qui caractérise ces normalies et la grandeur des rayons de courbure principaux en un point quelconque de la surface.
Soient, en effet, x^ y^ z qV x -\- dx, y -\- dy^ z -j- dz les
coordonnées de deux points infiniment voisins de la surface;
— : — = - — ,7"^ =^ — ?^^ — les équations de Ja normale au A B L A
point (^, y, 3). En introduisant une nouvelle variable ^,
égale à la valeur commune de ces rapports, on pourra mettre
ces équations sous la forme
La normale au point (x -j- dx., y-\- dy^ z 4- dz^ aura des équations analogues
X -- ^ 4- c/j7 4- ( A 4- dk. )ti, Yz=Y -^df -\-{B-\-dB)t^, Z~z -hdz 4-(C + t/G)Z,.
Ces deux droites se rencontreront, si l'on peut donner aux
variables t et t^ des valeurs T et ^^ telles que l'on ait
X = .r 4- AT = ^ 4- ^^ -h ( A + ^A)Ti,
Y r= / -H BT rzr J -H dy + (B + ^B)Ti,
Z=^4-GT=i54-^^ -h(G4-^C)T,, OU, en réduisant,
5ii
o = «f^ + A(Ti — T) -hT, ^A, o = ^/4-B(Tj-T)+Ti^B, oz=^dz +G(Ti — T)-^Tir/G.
Pour que ces équations soient compatibles, il faudra qu'on ait
dx A dk.
dy B r/B dz G dO,
11 ne restera plus qu'à substituer aux diverses quantités qui figurent dans cette équation leurs valeurs en w, v^ du^ dv.
Les normalies développables une fois déterminées par l'équation différentielle précédente, leurs intersections avec la surface proposée donneront les lignes de courbure.
518. Reste à déterminer le rayon de courbure principal, En le désignant par R, on a évidemment
K =ry/(X — .r )^-f-"(Y — 7)2-t- (Z — ^)2= Tv/A^-h'B^-hC^
D'ailleurs, les équations (7) montrent que Y^ — Test infiniment petit. On pourra donc poser
R=TVA'^+B^+G-.
Pour déterminer T^, on n'aura qu'à remplacer dans les équations (7) dx^ dy, dz, <iA, ^/B, dC par leurs valeurs
dx j âx j dx = -— du H — T— dv, du ôv
Elles deviendront
o = ^-fdu 4- ^^r-f- A(T, ^T)h-t/^^^/ + ^ dv ), du dv \âu ai' '
o r= ^/ du -i- P^ dv-hB{T,-T) ^tJ ^du du dv \âu
o^^du^,-~dç-^C{T,-T)-^T,(^du-\-^d^).
du âç \âu dv '
Éliminant entre ces équations les rapports des quantités du. dv^ T, — T, il viendra
djL' ^A ,„ dx (?A _, ,
du du OS' ov
dy dB dy dB
du du dv dv
dz ^dC dz dC p
du du dw dv
Substituant pour T< sa valeur
on aura, pour déterminer R, une équation du second degré, comme cela doit être.
519. Vovons ce que deviennent ces formules dans le cas simple où z est donné en fonction de x^ y supposées variables indépendantes. On aura, d'après nos définitions,
dz ■=z p dx 4- q dy, dp^=: r dx H- s dy, dq -— 5 dx -r- t dy,
L'équation différentielle (8) des normalies développables
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deviendra
(lo) {
dx p r dx -\- s dy
dy q s dx -h t dy
p dx -^ q dy — i o
\{^\-^p'')s—pqr\dx''^l{\-\-p'')t — {\-\-q'')r'\dxdy -[{i-^q^~)s—pqt'\dy\
D'autre part, x ely se confondant avec u et ç^ on aura
dx
du ~''
dx
dy dy
du-""' di>~
du -
dA dp
dv ~ dy"''
âB
du '
- dx-''
dB dq dv~ dy~ '
ÔG du '
dC
dz du=^'
dz
^'équation des
rajons de
courbure deviendra donc
sR P
p'-hq'^
\Jl-\-p^-\-q'
sR
tR
sji^p^
520. Aux ombilics, l'équation des normalies développables est identiquement satisfaite. On aura donc, pour déterminer ces points, les équations
{i^p'-)s—pqr-=^o,
(i-hy.2)^-(i + ry^)/-=:o, {i^q'')s—pqt--o,
5l4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV.
qui se réduisent aux deux suivantes :
El ^ ^ + ^/^
En les combinant avec l'équation de la surface, on aura, pour déterminer les coordonnées des ombilics, trois équations généralement distinctes. Le nombre des ombilics sera donc limité.
521. Enfin, aux points paraboliques, la normale est parallèle à une normale infiniment voisine. On pourra donc déterminer le rapport de du à dv de telle sorte qu'on ait
dk A
dC
ou, en désignant par t la valeur commune de ces rapports, dk. , dk.
du du
du du
dv dh 'dv
dC , dC ^ -— du H — T— cii du dv
dv z=z kt, dv — Bt, Ct.
Eliminant du^ dv^ t, on obtient l'équation de condition
du
dk
(JV
dB du
dB
dv
dC
dC
du
dv
En la combinant avec les équations de la surface, on obtiendra les équations de la courbe formée par les points paraboliques.
Si z est exprimé en fonction des variables indépen-
dantes x^ y, l'équation (i3) se réduira à
z=zs^-—rt.
Lignes asymptotigues. — Continuons à désigner par
l'équation du plan tangent à la surface au point {x,y^ z, u, ç). Les coordonnées x -\- ^x, y + ^y, ^ + As d'un point infiniment voisin satisferont à cette équation au second ordre près. 11 existera néanmoins deux directions (les asymptotes de l'indicatrice) suivant lesquelles elles y satisfont jusqu'au troisième ordre près. Pour déterminer ces directions, substituons dans le premier membre de l'équation les valeurs des coordonnées
J + AjKrr=7 + ^j H-i^2y 4-...,
Dans le résultat de la substitution, les termes du premier ordre
A. dx -}- B dy -h C dz
s'annulent identiquement. Ceux du second
KAd'x -h B d\y ~h C d'-z) â-x
|A(£^rf«'
du ai'
du dç
dç^
étant égalés à zéro, donneront une équation du second degré dv
pour déterminer
du
Soit M"(J;(w, v) l'une des racines de cette équation. On pourra trouver une fonction ç = c^(^u) satisfaisant à l'équation différentielle
dv
du=^'
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et qui se réduise à Vq pour u = Uq^ Uq et (^o étant des constantes choisies à volonté.
La courbe définie par l'équation ç =: o(^u)^ jointe aux équations de la surface, satisfera en chacun de ses* points à l'équation différentielle précédente; elle sera donc tangente en chaque point aux asymptotes de l'indicatrice.
Les courbes ainsi définies se nomment lignes asyinptotiques. Par chaque point de la surface (wq, ^o)? ^1 en passe
évidemment deux, réelles ou imaginaires, correspondant aux
dv deux racines de l'équation en —•
Si x^y sont pris pour variables indépendantes, on aura
d^ 00^=^0, d''y=zo,
et l'équation différentielle des lignes asymptotiques se réduira à
o =id'^zr= r dx^ 4- s dx dy -\- t dy"^.
523. Appliquons les théories qui précèdent à quelques exemples.
Surfaces de révolution. — La tangente au parallèle étant évidemment perpendiculaire au plan méridien, la normale sera située dans le méridien. Les normales en deux points consécutifs se couperont donc si ces deux points sont dans le même méridien. Elles se couperont également si le déplacement a lieu le long d'un parallèle, car il est évident que les normales à un même parallèle forment un cône de révolution autour de l'axe.
Les lignes de courbure seront donc les méridiens et les parallèles.
524. Suif aces développahles. — Elles sont, par définition, l'enveloppe d'un plan mobile, dont l'équation contient un paramètre variable a. Soit
(l5) ^=/(a)^ + cp(a)ji' + tl;(a)
l'équation de ce plan. Celle de la surface s'obtiendra en
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considérant a comme variable et défini par l'équation (l6) /(a)^ + <p'(a)/-f-4.'(a)=zo.
Le plan (i5) étant tangent à la surface, on aura A=r/(a), B=.cp(a), C = -i.
L'équation des lignes de courbure sera donc
dj, /(a) /(«)^a df cp(a) cp'(a)Ja dz — I o
Cette équation contenant da. en facteur, l'une des séries de lignes de courbure sera donnée par l'équation dc(.= o, d'où a =: const.
Mais les points de la surface pour lesquels a a une valeur déterminée sont ceux de la génératrice suivant laquelle elle touche un même plan tangent. La première série des lignes de courbure sera donc formée des génératrices; la seconde sera formée des lignes qui coupent ces génératrices à angle droit.
On remarquera que, dans les surfaces développables, tous les points sont paraboliques, car les normales sont parallèles entre elles le long d'une même génératrice. C'est d'ailleurs ce qu'exprime l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces trouvée au n° 182.
o25. Ellipsoïde. — On a
d'où
œdœ ydy zdz ^'^^ a^ -"' 6^ -^ c^ "
1 dx cû- 2 ây 6-'
làF _ z
2 CÛ ^C^'
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L'équation des normalies développables sera donc , X dx
dz
z dz
ou, en chassant les dénominateurs et effectuant les calculs,
( a^ — c^ )/ dxdz^{ b^' — a'-) z dy dx -^ { c"- — h'^)x dz dy = o,
ou, en multipliant par z et substituant à ^- et 2 dz leurs valeurs tirées de (17) et (18),
[ x dx
0 = [(«2— c«)/ dx + (c^— b'-^xdyY-
(b'—a'-)dxdyc'-{i-^-^
= — ( «^ — c^ ) ^y dx'^ — Ti^^^ — ^" ^ ^y ^y'
ydy h"-
^ — a?-) dx dy
ou, en divisant par — (a- — c^) et posant, pour abréger,
o = ^j <^-3?^ — M ^/ (ix^ — ( ^-2 — M72 _ N ) <^^ <:/j.
On obtiendra les ombilics en écrivant que cette équation devient identique.
Or, si z n'est pas nul, dx et dy sont indépendants l'un de l'autre, car ils ne sont liés que par l'équation (18), qui contient l'indéterminée dz. On aura donc séparément
d'où
xy ^=. o 7 = 0,
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et
OU bien
^ = o, d'où
Enfin, pour ^ r=; o, on obtiendra, par raison de symétrie, quatre nouveaux ombilics, en posant
On voit immédiatement que, sur ces douze ombilics, il y en a quatre réels. Ce sont les quatre premiers, si l'on suppose, pour fixer les idées, a >> ^ >> c.
Ce sont les points de contact des plans tangents parallèles aux sections circulaires. Cela devait être, car, pour un semblable point, un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin coupe la surface stiivant un cercle, ce qui est l'une des définitions des ombilics.
526. Courbare d' une surface. — Considérons, sur une surface S, la portion tc limitée par une courbe C; soit a- son aire. Par les divers points de C, menons les normales à la surface. Par un point O de l'espace, menons des parallèles à ces normales : elles formeront un cône. Décrivons autour du point O une sphère de rajon i . La portion o-' de la surface de la sphère contenue dans l'intérieur du cône se nomme, d'après Gauss, la co?^7'6wre totale de la portion de surface ir.
Le rapport — sera sa courbure moyenne. Enfin, on appellera
courbure de la sur face S, en un point {^x^ y^ ^)> la courbure moyenne d'un élément infiniment petit de cette surface contenant le point (^, y^ z).
527. Pour déterminer cette courbure, supposons d'abord que l'élément de surface soit limité par les deux lignes de courbure MN, MP, qui se croisent au point {x, jk, ^), et par deux lignes de courbure infiniment voisines PQ, NQ. Ces
Fig. 24.
lignes se croisant à angle droit, l'élément xMNPQ pourra être assimilé à un petil rectangle plan, et son aire a- sera sensiblement représentée par le produit MN.MP.
D'autre part, la normale en N sera contenue (aux infiniment petits près du second ordre) dans le plan mené par la normale en M et la tangente à MN, car elle passe parle centre de courbure et par le point N, qui tous deux sont dans ce plan. De même, la normale en P sera dans le plan mené par la normale en M et la tangente à MP. Ces deux plans sont évidemment rectangulaires.
Cela posé, si, par le point O, centre de la sphère, on mène des droites Om, On, 0/> parallèles à ces normales, les plans Omn, Omp seront rectangulaires. L'élément de surface sphérique a-' aura donc ses côtés rectangulaires et aura pour aire le produit de ces côtés, qui sont évidemment les angles a et a< formés par la normale en M avec les normales en N et P.
Mais on a évidemment
a^^i.MN, aizrr/r^MP,
k^ et A-2 représentant les courbures des lignes MN et MP, lesquelles sont évidemment égales aux courbures principales.
On aura donc ce théorème :
La courbure d'une surface en un point est égale au produit des courbures des sections principales.
528. Pour établir complètement cette proposition, il reste pourtant à montrer que le résultat subsiste si Fon considère un élément quarrable o- de forme quelconque, au lieu de l'élément particulier que nous avons choisi.
Pour le faire voir, traçons sur la surface, aux environs du point considéré (^05 y^i ^0)7 un réseau de lignes de courbure infiniment voisines les unes des autres. Ces lignes décomposeront l'intérieur de a- en éléments infiniment petits. Ceux qui rencontrent sa frontière pourront être négligés à la limite, car la somme de leurs aires est infiniment petite, et il en est évidemment de même de la somme de leurs courbures totales.
Quant aux éléments intérieurs, limités par des lignes de courbure, on peut leur appliquer ce théorème. Soit donc de l'un d'eux; l'élément sphérique <ie correspondant aura pour valeur principale de son aire l'expression
/i ^ A-2 de,
kn^ k^ désignant les courbures principales au point (^,JK, z) origine du rectangle de.
L'aire a-'=limS<ie' sera donc donnée par l'intégrale définie
Skik^ de,
prise dans l'intérieur de a-.
Les courbures principales sont d'ailleurs racines d'une équation du second degré, qui se déduit de l'équation (9) en y remplaçant ^^ par sa valeur
Le produit de ces deux racines sera le quotient du déter-
^usivbesîtt;
^irpo
minant
dk dk
du dv
dh dB
du âv
dC dC
du ôv
par le déterminant doc
du
du dz
du
doc d^ dy
v/A^-hB^ + C?
lequel est manifestement égal à ( A^ + B^-f- G-)^. Nous aurons donc
(A2-hB2 + G^)^
Gette expression est une fonction continue de u et de v aux environs du point (^o^JKo^ ^o); car le numérateur et le . dénominateur sont continus et ce dernier ne s'annule pas.
Si donc nous supposons que l'élément o- décroisse indéfiniment, et si nous désignons par [k^ k2)o la valeur de ki ko au point (xq^ yo, Zq) nous pourrons écrire
ATi ATg = ( A 1 A"2 )o ~^ f^)
R tendant uniformément vers zéro dans tout le champ c. On aura par suite
<j'=S[{k,k,),-i-R]de=:[{k,k,)o^p]^,
p étant compris entre le maximum et le minimum de R dans le champ a-, et, par suite, étant infiniment petit. Donc
lim
ce qu'il fallait démontrer.
IX. — Coordonnées curvilignes
529. Soient, comme au n" 153, x^ y, z et ^, u^ v deux systèmes de variables, liées par les relations
Supposons que, dans l'intérieur d'un certain domaine E: i^ les fonctions cp^, cp2, cp3 admettent des dérivées partielles continues; 2° leur jacobien J n'est pas nul; 3" à deux points (^, w, v) différents correspondent deux points (^,JK, z) différents.
Lorsque (^, u^ ç) décrit le domaine E, (^,y, z) décrira un domaine correspondant E^, dans l'intérieur duquel t^ u^ v seront réciproquement des fonctions de x^ y, z, telles que
Au lieu de déterminer la position d'un point de E' par ses coordonnées cartésiennes x, r, -s, on peut le faire au moyen des nouvelles variables ^, u, v\ car, les valeurs de celles-ci étant connues, on peut en déduire celles de x^y^ z^ et réciproquement. On donne à ces nouvelles coordonnées le nom de coordonnées curvilignes.
Les points pour lesquels t a une valeur constante t^ représentent une surface $^ (^^JK, ^)= ^0? q^^e nous appellerons, pour abréger, la surface t^. En faisant varier cette constante, on obtiendra une famille de surfaces. Les équations
M = 4>2(^,/, 5)= const., ç -=.^.^{^x^y^ z)-^=- const.
représenteront deux autres familles de surfaces.
La valeur principale ds de la distance de deux points infiniment voisins («, ç^, w) et (w -f- (iw, v -\- dv^ w -\- dw') est donnée (153) par la formule
( r/52 = Ml dt- H- M, du- 4- M3 â?(^2 _^ 2 N, du dv (3)
( + i^^dv dt -\- i^^dt du,
^'-i&î' ^-2:Sï' . ••••
La valeur principale dY de l'élément de volume compris entre les surfaces t, t-h dt; u^ u-h du] (^, p + <iç^ est donnée d'autre part (153) par la formule
(4) dy=\J\dtdudç.
530. Eq chaque point x, y^ z passent une surface i, une surface ii et une surface v. Les plans tangents à ces surfaces ont respectivement pour équations
dx
dx
Ils se couperont à angle droit si l'on a
dx dx dy dy ' dz dz "' '
\ dx dx dy dy dz dz '" '
\ dx dx dy dy dz dz
Si CCS équations sont identiquement satisfaites, quels que soient ^,j>^, 5, les surfaces des trois familles se couperont partout à angle droit, et formeront ce qu'on nomme un système orthogonal.
Dans ce cas, les expressions de ds'^ et de dY ^ données cidessus, se simplifieront.
Posons, en effet, pour abréger,
Les équations (2) donneront, par dérivation et division
par y/^^, sJ^2, v/^3,
-—= — --( .— dx + -r— ^x + - — dz ,
v/Ai \J^, \ àx dy ■' dz ) ^
du I /()*2 / à^'> i ^*2 7
-7= = -J—- 3— (^^ + -^'"^ dy 4- y- dz
s/ A3 v'AsV^'^ ^/ ^^
Ajoutant les carrés de ces équations et tenant compte des relations (5) et (6), il vient
Al A2 A3 -^
La comparaison de cette valeur de ds'^ avec l'expression (3) donne
(8) Mi=:--, ^l2==-f> M3=f, Ni==N2--=N3=ro.
A, A, Ao
D'autre part, l'élément de volume dW se réduit sensiblement à un parallélépipède rectangle, ayant pour arêtes les distances du point (^, w, v) aux points [t -\- dt^ m, (^), {t, u-^ du, ç), [t, u, v-\-dç). On a pour la première, en posant du=^ dv = o dans la formule (7),
ds^ = —- = Ml dt'-, d'où ds = s/Ui dt. ^1
Les deux autres seront de même égales à y/Ma <iw, y M3 c/p on aura donc
(9) dV = \^/MiM2M^dtdudç,
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Nous allons passer rapidement en revue les systèmes de coordonnées les plus usités.
Coordonnées polaires. — Posons
x--=.r sinX cosfx, j)^ = /'sinX sinfj., z :=! r cosX.
Les variables r, >., \k se nomment les coordonnées polaires du point (^, jK, s).
Ajoutant les carrés de ces équations, il vient
Les surfaces r = const. sont donc des sphères ayant l'origine pour centre.
On a, d'autre part,
^^- = tangU.
Les surfaces A =: const. sont donc des cônes de révolution autour de l'axe des z.
Enfin
^ =: tan g [X.
Les surfaces |Ji. = const. sont donc des plans passant par l'axe des z.
Ces trois systèmes de surfaces se coupent évidemment à angle droit.
En faisant varier r de o à go, X de o à tc, et [ji Je o à 2 7r, on obtiendra tous les points de l'espace, chacun une seule fois. (On doit excepter les points de l'axe des z pour lesquels |i. est indéterminé. A l'origine, X est également indéterminé.)
On a
^ dr J \dr J \()r =: sin^ X cos^ [Ji -+- cos^ X cos^ \x. -f- sin^ (jl =z i
__fà.xy /dyV /àzV
=r- r^ cos^ X cos^ [J. -f- r^ cos^ X sin^ [j. H- r^ sin^ X nr: r^,
= 7'2 sin^ X sin^ [x 4- r^ sin^ X cos^ jx = r^ sin^ X
et, par suite,
ds^ = <ir^ -f- /•- <iX^ 4- /"^ sin^ X <i[jL^, <iV = r^ sin X ^r <^X dix.
L'emploi des coordonnées polaires est surtout avantageux dans les questions relatives à la sphère ou aux surfaces de révolution.
532. Coordonnées semi-polaii^es. — Pour les cylindres droits, on emploie de préférence les coordonnées semipolaires
X = r cosp,
y~r sin [x,
Les surfaces z = const. représentent ici des plans parallèles au plan des xy\ les surfaces r = const. des cylindres ^^ + JK^ -'— ''' ^6 révolution autour de l'axe des z\ les surfaces
|jL =: const. des plans — = tanga qui passent par cet axe. Ces
surfaces se coupent à angle droit, et l'on obtiendra tous les points de l'espace, une fois chacun, en faisant varier r de 0 à Gc, iji de o à 27l, s de — co à -f- co ( sauf pour l'axe des z^ où [JL est indéterminé).
On a ici
Ml = cos^ [x 4- sin^ |x = I ,
M2 = r^ sin- [X -h r~ cos- [x =: r-, M3=i,
et, par suite
d\ -=-- r dr d\x dz .
Coordonnées elliptiques. — Les surfaces
où \ est un paramètre variable, forment un système de surfaces homofocales du second degré.
Par chaque point ^, y, z de l'espace passent trois surfaces du système, dont les paramètres seront les racines de l'équation
A + àB + aCh-a du troisième degré en X.
534. Cette équation a ses trois racines réelles, et respectivement comprises entre — A et — B, entre — B et — G, entre — G e/ -f- 00 (en supposant, pour fixer les idées, qu'on aitA>B>G).
En efifet, posons \=z — A-f- s, 0 étant une quantité positive infiniment petite, le premier membre de l'équation deviendra
e B— A — £ G — Ah-ô
Le premier terme — est positif et infiniment grand. Il
l'emportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la substitution sera donc positif.
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Si Ton posait \ =. — B — s, le premier membre de l'équation deviendrait
et serait négatif, le second terme -^^-- , qui est négatif et infini, l'emportant sur tous les autres.
Donc, le premier membre de l'équation change de signe entre A = — A -|- £ et X =^ — ^ B — s. Or, il est évidemment continu dans cet intervalle. Donc, il s'annulera entre ces limites.
On voit, de même, que X = — B -f- s donnera un résultat positif; X = — G — £ un résultat négatif. Donc, il y a une seconde racine réelle dans cet intervalle.
Enfin, A = — C+£ donne un résultat positif; A =: -(- oo un résultat négatif. Donc, il y a une troisième racine réelle, supérieure à — G.
Lorsque \ est < — A, A -|-X, B -j- A, 'G -{- "X étant négatifs, la surface représentée par l'équation (lo) sera imaginaire.
Si A> — A et < — B, A-f-A étant positif et B -f- X, G -f- X négatifs, la surface sera un hjperboloïde à deux nappes.
Si A >> — B<< — G, ce sera un hjperboloïde à une nappe.
Enfin, si A > — G, ce sera un ellipsoïde.
Donc, en chaque point de l'espace se croisent trois surfaces du système, à savoir : un hyperholoïde à une nappe, un hyperholoïde à deux nappes et un ellipsoïde.
VJ -1- A
la condition de l'orthogonalité sera
^"^ (Ah-a,)(A+xJ ^ (B-hX0(B+X2) ~^ (G+Xi)(G+X.2) " " ^'
Or cette équation s'obtient immédiatement en retranchant l'une de l'autre les deux équations
A^-X, B-f-Xi G-hXi
A-1-X2 B-f-Xa G-hX, et supprimant le facteur commun lo — Ai .
536. Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées d'un point {x^y^ z) les trois racines AijX.oAs ^^ l'équation (10). | Elles seront liées à œ, y, z par les relations
A-i-Xi B+Xi G-hX, ~ '
= ii
A -H X3 B 4- X3 G -+- X3 Des deux premières, on déduit, par l'élimination de :;-.
G+X2 G+Xi\ ^, , /-G+Xo G + X, À -J-X2 A -+-Xi
OC" A
A4-Xi\A-t-X3 A4-X2
ou, en réduisant et supprimant le facteur X.3 — I25
(A-C)(A-B) . (A + X,)(A + Xj)(A-)-Xs)
^_(A + X,)(A + X,)(A + ;ia) (A-B)(A-C)
On trouvera, de même,
._ (B + Xi)(B + X,)(B4-X,) ^'~ (B-A)(B-C)
2_ (G + Xi)(G-4-X,)(G-f-X:0 "" - (G-A)(G-B)
Les coordonnées ^,y, s n'étant déterminées que par leurs carrés, à chaque système de valeurs de X^^X^-) ^3 correspondront huit points, dont un seul situé dans le trièdre des coordonnées positives.
537. Pour calculer l'élément de l'arc ds en fonction de X, , )^2, ^3j prenons les dérivées logarithmiques des deux mem-
bres des équations précédentes. Il viendra
dx d\y d\^ dX^
X A 4- Xi A -f- X2 A + X3 dy d\^ dl.2 d\^
C4-X1 ""^ G-hX, "^C + X3'
d'où
ds^'^dx-'-^-df^^dz^-
dli dl.^
A -h X, A -h X, A + Xg
dl.j
di, Y
dh
dX
dl.
^ + ^irJ
G -H Xi G 4- X2 G + X5 = '^^?[(Â^-^(BT^^
Les autres termes se détruiront en vertu de l'équation (i i)
et de ses analogues,
Reste à calculer la somme
, il
et ses analogues.
Substituant les valeurs de x"^, j-, 5^, celte somme devieni
A)(B — G)(B + Xi) (G + X,)(G-4-X3) (G — A)(G — B)(G4- X
elle est égale à
4 (A. + Xi)(B + Xi)(G4-Xi)'
On peut le vérifier immédiatement en appliquant à celte dernière expression, considérée comme fraction rationnelle en 'k^, la règle connue pour la décomposition en fractions simples.
Donc, en désignant par M< cette fraction et par Mo, M3 deux fractions analogues qu'on obtiendrait en permutant circulairement Xi, ).25 ^3? on aura
<i2) ds^—M,dll-{-U.^dll-{-M,dll,
dY = \/MiU^Msdlidl^dl.i.
Théorème de Dupin. — Si trois systèmes de surfaces
F(^,7, ^) — const., *(^,7, ^)=:const., ^(^,7, ^);=const.
forment un système orthogonal, elles se coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure.
SoientF(^, 7, ^) — c = o, ^{x^y^ 5) — c< == o deux surfaces quelconques prises dans les deux premiers s^'stèmes. Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque de leur intersection; pour plans coordonnés les plans tangents à ces surfaces et à la surface ^(.^,7, z) — Cg = o du troisième système qui les croise en ce point.
Le plan des xy étant tangent à la surface F — c, on aura, pour ^ = 0, 7 = 0, z^= o,
dx ây
AT
On aura, d'ailleurs, -r- ^o, sinon l'origine serait un point singulier sur la surface F — c, hypothèse que nous excluons.
Le plan des yz étant tangent à la surface $ — Ci , on aura^ de même, pour œ =^y =i z ^= o^
mais
Enfin le plan des zx étant tangent à la surface W — Co,
on aura, toujours pour^=jK
dw dW dW ^
dz ox oy ^
Gela posé, les trois systèmes étant orthogonaux, on aura identiquement
dx dx dy dy ' dz dz ~~
d^ âW (^* âw d^ ÔW _
dx dx dy dy dz dz
dw dF dW d¥^ dw dF _
dx dx dy dy dz dz
Prenons la dérivée de la première équation par rapport ky, il viendra
d'-F d^ dF d^^ d^'F d^
dx dy dx dx dx dy dy'^ dy
dF ^2<i> ^F ^ dF _^<i> _ dy dy ^ dz dy dz dz dz dy ^
A „ . . T 1 , ^ dF dF d^ d^ ,
A l origine des coordonnées, ou -r— ? ^r-' ^r- ' -^ s an- ^ ^ dx dy dy dz
nulent, cette équation se réduit à
^F d^ dF d^ _ dx dy dx dz dz dy
Prenant de même la dérivée de la deuxième équation par
rapport à z, celle de la troisième par rapport à x, et faisant ensuite x =y — :: 5 = o, on trouvera les deux équations analogues
df dz dy âx dx dz '
dz dx dz dy dy dx
Ces trois équations, linéaires ethomoffènes en -r- — ^- , -r — r- ^ ' ^ dx dy dy dz
montrent que ces quantités s annulent, car le deter-
dz dx
j , . , , , ^ dF d^ dW .
minant de ces équations, étant égal a 2 -r- ^ — y-, est^o.
On aura donc, à l'origine des coordonnées, non seulement
.. dF dF . d'-F
r — c = o, -.— = o, -v~ = O1 mais encore ^^ — ^-— ==: o. dx dy dx dy
Gela posé, soient, pour abréger, A, B, C, . . . les valeurs
de -— j - .— ;r5 - -;r^j ••• pour 1 orierine. La série de IVlac- Oz 2 ox- 2 dy- ^
laurin donnera
o = F — 6' zz Xz -h B^2^ C/2 -^ . . . ,
d'où
Ce développement ne contenant pas de terme en xy^ les plans coordonnés seront les sections principales de la surface F — c. Donc, l'axe des y, qui est tangent à l'intersection des deux surfaces F — c, <ï> — c,, sera en même temps tangent à l'une des sections principales.
Mais l'origine est un point quelconque de l'intersection des deux surfaces F — c et 4> — c^^, cette courbe sera donc tangente en chaque point à l'une des sections principales, ce qui est l'une des propriétés caractéristiques de la ligne de courbure.
S40. Corollaire. — Les lignes de courbure d\ine quadrique sont, ses intersections avec les quadriques homofocales.
Car les ellipsoïdes et les hjperboloïdes liomofocaux à la quadrique considérée forment un système orthogonal.
COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. SSy
I. — Coordonnées homogènes
541. Considérons un plan dont les points soient caractérisés par deux coordonnées cartésiennes X, Y. Si nous supposons que l'une des deux coordonnées X, Y, ou toutes
denx à la fois, croissent indéfiniment, de telle sorte que l'un
Y X au moins des deux rapports :^, :y tende vers une limite finie
et déterminée, nous conviendrons de dire que le point (X,Y) tend vers un point déterminé, défini par cette limite, lequel point est situé à l'infini, et sera regardé comme appartenant au plan.
Posons
^, J\ z étant trois nouvelles variables, assujetties à la condition de rester finies et de ne pas s'annuler à la fois. A chaque point du plan (complété par l'adjonction des points à l'iniini) correspond un système de valeurs déterminé pour les rapports mutuels de ^, r, ^, et réciproquement.
Soit F(X, Y) = o l'équation d'une courbe d'ordre n. Remplaçant X, Y par leurs v deurs (i) et chassant les dénominateurs, il viendra
/'étant un polynôme homogène de degré n.
En particulier, une ligne droite sera représentée par l'équation générale du premier degré
uœ -}- çy -+- wz = o.
Les points à l'infini sont donnés par l'équation
qui est un cas particulier de celle-là. Le lieu de ces points peut donc être assimilé à une droite.
Posons
^, 7], Ç, S, H étant de nouvelles variables, et À, ui, v, ... des constantes dont le déterminant D ne soit pas nul. Soient L, M, N, . . . les mineurs de D; ces équations, résolues par rapport à 5, ''G? Ç, donneront
] Mx^Wy-^Wz (3) 7)= -^^ ,
+ vC,
et X, Y seront liés à S, H par les relations
^ — ^nr;:::, irrr ;; ? I —
( ^~ NX + N'Y -h N"' NX -h N'Y -rN" *
Ces équations, qui définissent sans ambiguïté les rapports
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mutuels de Ç, 7], (^ en fonction de ceux de x^ y^ z et réciproquement, peuvent être interprétées de deux manières :
1° On peut considérer x, y, z el Ç, t], Ç comme deux systèmes de coordonnées différents représentant un même point. Dans ce cas, Ç représente, à un facteur constant près, la distance de ce point à la droite
o == ^ = L^ -h L'/ -h U'^ -^ ^(LX + L'Y + L"),
et de même pour r, et Ç. Le point est ainsi caractérisé par les rapports de ses distances aux trois droites ^ = o, r, = o, ^ nr o. Ces droites forment un triangle qu'on nomme tj^iangle de référence ; i, ri, Ç seront des coordonnées trilinéaires.
La courbe /"= o, rapportée à ces nouvelles coordonnées, aura pour équation
dont le premier membre est encore homogène el de degré n. 2^ Considérons au contraire ^, t,, Ç comme des coordonnées de même nature que x^ y, z. A chaque point (^x, y^ s), les équations (2) feront correspondre un autre point (^, Tj, Ç) généralement différent, et qu'on nomme son transformé homo graphique. La courbe /(^,jKj ^) = o aura pour transformée la courbe
En particulier, la droite à l'infini ^ = o aura pour transformée la droite
X"^-+-îi.''T;-|-v''^=rO,
et la droite
aura pour transformée la droite à l'infini (^ = o.
543. Soit (X, Y) un point du plan, situé à distance finie, ainsi que son transformé homographique (S, H); on aura, d'après cette hypothèse,
V'^ -h p.''H + v'^Jo, NX + N'Y -f- W'io.
Soient (X,, Yi) et (X, + AXo Y,-j-AY,) deux points (|iielconques infiniment voisins de (X, Y) ; (E,, H,) et (3,-1- AS,, H, -h AH,) leurs transformés; l'écart | AX, | 4- \^ ^ \ des deux premiers points sera du même ordre de grandeur que l'écart | AS, \ + i AH, | de leurs transformés.
On a, en effel,
).(S, + AS,)-|-[i.(ll,^AH,) ^v XS,-4-[xH,4-v
AX
X"(H, + ASi) + îi.''(Hi -+- AH, ) ^ v" X"S, -f- [JiMii 4- v" =:::PAS,-i-QAH,,
P et Q tendant vers des limites finies lorsque AS, et AH< tendent vers zéro. On aura donc
I AX. I J 1 p 1 1 AS, I + 1 Q I 1 AH, I =R[| AE, ! + I AH, |],
R élant une quantité finie.
On trouvera, pour | AY, |, une limite analogue. Donc le rapport de I AX, I -f- I AY, | à | AS, | + | AH^ [ ne peut surpasser un nombre fixe. Et comme on peut faire le même raisonnement sur son inverse, on voit que les deux écarts considérés sont du même ordre de grandeur.
Il résulte évidemment de là que, si deux coiu^bes F =: o, F, = o ont un contact d'ordre m au point (X, Y), leurs transformées 4> ^ o, <ï>, = o auront le même contact au point (S, H).
Nous avons admis, dans la démonstration, que (X, Y) et (S, H) étaient tous deux à distance finie. Mais le contact de deux courbes en un point à l'infini n'a été, jusqu'à présentj l'objet d'aucune définition. Nous dirons donc que deux courbes ont un contact d'ordre m en un semblable point lorsque, ce point étant ramené à distance finie par une transformation homogra|)liique, les courbes transformées ont un contact de cet ordre. Cette convention permettra d'énoncer le théorème sans restriction.
Covariants. — Soit
f{x, y, x;) — Sa3tp,^.27^j?^T, a-+- 8 4-Y = Ai
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un polynôme homogène de degré n^ dont les coefficients soient des constantes indéterminées. Par la transformation homographiqiie (2), nous obtiendrons un nouveau polynôme
de même degré, et dont les coefficients Aapy seront des fonctions linéaires des «apy
Gela posé, soit P(^, JK, ^5 • • -^ <^apyj • • •) un polynôme entier et homogène en x^ y^ z d'une part, et par rapport aux coefficients a^^y d'autre part. Si, en substituant pour ^, r^, Ç leurs valeurs (3) en x^y^ z et pour A^py, ... leurs valeurs en a^py, ..., on a identiquement
(5) P(^, ï], ^, ..., Aa|3y, ...) = MP(^, J, Z, .. ., «apy, •••).
M désignant un facteur convenable, on dira que P est un coK'ariant de/". Ce sera un invariant si x^ y, z n'y figurent pas.
Il est aisé de déterminer la nature du facteur M. En effet, le premier membre de l'équation (5) est du même degré que l?(x, y, z, ..., ^apy, ..•), tant par rapport aux variables ^ y, z que par rapport aux coefficients <7apy. Le quotient M sera donc une fonction de )^, [j., v, ... seulement, laquelle
sera d'ailleurs rationnelle et de la forme ^P^? Q désignant
un polynôme en lier.
En appliquant, d'autre part, aux fonctions 'f (b? '^ï^ ?) e' P(^, -^, ^, . . ., A^py, . . ) la transformation homographique (3) inverse de la précédente, on reviendrait évidemment à la fonction primitive /(^, jK, 5) et la condition d'invariance donnerait
(6) P{x,r,z, ..., aa^y, ...) =MiP(?, Tj, r, ..., Aapy, ...),
le facteur M^ = ^ se déduisant de M par le changement de
L L' L" \ 1^, V, ...en^, ^, ^, ..-.
La comparaison des équations (5) et (6) donne
caries déterminants D, D, sont réciproques. D'ailleurs, L,
L', U, . . , D sont des fonctions entières de )^, [J., v, ... ; donc
Q,, qui est entier en ^j —, •••, sera de la forme r—,
R étant un polynôme entier en "k, [a, v, .... Donc, pour que l'on ait QQi = I, il faudra que Q divise D^ et, par suite, se réduise à une puissance de D. Donc, enfin, M sera une puissance de D, positive ou négative, telle que D^.
Pour déterminer l'exposant k, considérons la transforniation particulière
(7) ^==xi, .r=À-^i, - = x^,
pour laquelle D = ).^.
La fonction / étant de degré /i, cette substitution multipliera tous les coefficients par X'^. On aura donc, si P est de degré m par rapport aux variables et de degré p par rapport aux coefficients,
,^X— ^-/^P(^,/, ^, ...,aapy, ...)
et, par suite.
Ce nombre doit être entier; s'il ne l'était pas, il faudrait en conclure l'impossibilité de l'existence d'un covariant P de l'espèce supposée.
545. Les covariants satisfont à un système d'équations différentielles qu'il est aisé de former.
Faisons, en effet, la transformation particulière de déterminant I
d'où
^=z^ — ej, r^ — y, C = -;
OU, en développant et négligeant le carré de l'infîniment petit £
Changeons, dans la seconde somme, a en a + 1 et [3 en ^3 — i et réunissons-la à la première ; il viendra
/(? + E-^i, ^i, ^) = 2[aapy + £(a -^ i) aa+i, p-i, y] ^^'r^P ÇT
et, par suite,
Aapy= «ra,3y+ £(^ + l)<^a+i, p-i, Y
(le second terme n'existant pas si p := o).
Cela posé, l'équation (5) se réduira, dans ce cas particulier, à
P{j^ — ey,y,z, . . ., «apy4--(3C-i-i)«a+i,p-i,Y, •••) =r P(^, y, z, . . ., aa^y, . . .)
OLi, en développant suivant les puissances de £, négligeant encore son carré et supprimant le facteurs,
^P , , âP
la sommation s'étendant à toutes les valeurs des indices pour lesquelles a-4- p-f-y = /iet p>>0.
En permutant les variables ^, y^ z et en même temps les indices a, [^, y, on obtiendra cinq autres équations analogues, exprimant que la condition de covariance est satisfaite pour chacune des substitutions particulières
x — l-^zt, 7 = ^7 ^3 = ^.
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Réciproqiiemeiil, tout polynôme homogène qui satisfait à ce système d'équations différentielles est un covariant. En effet, en vertu de l'iiomogénéité, il satisfait à la condition de covariance pour la substitution (-), et l'on peut s'assurer aisément que toute substitution homographique s'obtient par la combinaison de substitutions successives des espèces (7),
o46. Pour mettre en lumière l'importance de la notion des covariants, nous remarquerons qu'une propriété particulière de la courbe
est généralement caractérisée par une ou plusieurs relations entre ses coefficients.
Admettons qu'une certaine propriété soit représentée par un système d'équations
les c étant les coefficients d'un covariant P. Cette propriété sera commune à toutes les transformées homographiques de/.
Soit, en effef,
/(À^ + fxri-f-v:, ..., ...)-^^A«,3yÇ^
l'une de ces transformées; on a identiquement, par hypothèse,
O — P (^, J, ^, . . . , rtajSy, . . . ) = P ( À? -i- F^i -^ <, . . . , «a|3y, • • ■ ) •
et, en vertu de l'équation (6), on aura de même identiquement
P(ç,ri,s, ..., Aapy, . ..)-^^-0.
Ces propriétés communes à une courbe et à ses transformées se nomment propriétés projectiles. On appelle propriétés métriques celles qui sont au contraire altérées par une transformation homographique.
Nous allons passer en revue quelques-uns des covariants les plus simples.
547. Discriminant. — Il est généralement impossible de déterminer les rapports de ^, jk, z de manière à satisfaire simultanément aux trois équations
àf àf df
dx dy dz
L'élimination de ces rapports donnera, en effet, une équation de condition
Le polynôme A se nomme le discriminant de /. C'est un invariant. Soit, en effet,
(10) /(X^ + |xri+v^,...,...) = T(^.^>0
une transformée homographique de /*, et soit A^ son discriminant. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on
puisse annuler simultanément les dérivées partielles ^j ^,
—i- sera A| = o.
Mais si nous prenons les dérivées partielles de l'équation (10) par rapport à ^, -^, Ç, il viendra
l <?x dy ' dz d\'
] àf ,df „df do
\ dx dy dz ôK
Si donc on peut annuler à la fois ^j —y ~, on pourra ^ dx dy dz ^
annuler a la lois -^> -y, ^ri? et réciproquement. Donc les
deux équations A = o et Aj = o sont équivalentes, et A, A, J. - I. 35
ne peuvent différer que par un facteur indépendant des coefficients de/.
• 548. Hessien. — On nomme hessien de / le déterminant
Hr=
d\f d\f d^J dœ^ dx dy dx dz
ây dx dy^ dy dz àV âV d\f dz doc dz dy dz'^
Ce n'est autre chose que le jacobien des fonctions ~-^
-^, ~: et H=:o exprime, comme on sait, la condition dy dz' ^ '
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une relation linéaire
^àf ydf ,df entre d~--> a — ', a ~ • dx dy dz
Soit H4 le hessien de cp ; Hi := o sera la condition pour
qu'il existe une relation linéaire entre les différentielles de
d'^ d'f do
Wtr.'dl
' Mais les équations (ii) différentiées permettent
dx
d'exprimer linéairement ces différentielles par celles de
df df , . c- 1 -1 1 •
~j -^? et réciproquement, bi donc il y a une relation entre
ces dernières différentielles, il j en aura une entre les premières, et réciproquement. Les équations H = o, H^ = o sont donc équivalentes et ne peuvent différer que par un facteur indépendant des coefficients.
Le hessien est donc un covariant.
549. Polaires. — Soient x^ y^ z et x\ y', z' deux séries de variables, assujetties à une même substitution homographiqiie
j ^ = X^ -h [J-r, + vÇ, . . .,
On aura évidemment
Cela posé, soit f{x^y, z) un poljnôme qui, par la substitution ci-dessus, se change en
f{x -\- x' , y -\- y' ^ z H- z') se changera évidemment en
Développant les deux membres de l'égalité
f{x + x',y-^y', ^ 4- ^') = cp(^ + ^', r, -H V, ^ + C'), suivant la série de Tajlor, il viendra
dx
, d dy
dx
y dy
■du)
égalité qui deviendra identique si Ton 3^ remplace x^ y, z^ x\ y' ^ z' par leurs valeurs (12). En égalant séparément les termes d'un même degré m par rapport à ^', v]',.Ç', il viendra
Donc l'expression
dx -^ dy dzj -^
est un covariant de /*, pourvu que x' , y' ^ z' j soient soumis à la même transformation homographique que x^ y, z. Ce covariant se nomme la m^^"^^ polaire de / par rapport
au point [x' ^y' jz').
Points simples et points multiples. — Soit
l'équation en coordonnées trilinéaires d'une courbe d'ordre n ; et soit {x^j^ z) un de ses points. Cherchons son ordre de multiplicité.
Une droite menée par ce point et par un autre point arbitraire (a, 6, c) est évidemment représentée par l'équation
ou par le s^/stème équivalent (i3)
X'z=z Xt
y=yt
z' —Zt
as^ bs, es.
x\ y ^ z' étant les coordonnées courantes et t, s deux paramètres, dont le rapport caractérise les points de la droite.
s Les valeurs de ce rapport -, pour les points d'intersection
de la droite avec la courbe, seront données par l'équation
o^z f{xt -^ as,yt ^ bs^zt -f- es)
^n—m ofn
dx
dy
'^ôi)f^---
r.. àf âf âf ^ 1 ^ I r • 5
oi -r^5 -V- 5 -T- ne sont pas nuls a la lois, on n aura, en dx ay oz ^ ^
général, qu'une racine nulle; le point sera simple. |
La racine nulle sera double si a, 6, c sont déterminés de
telle sorte qu'on ait
df , df
s[ a-/- ^b^ dx dy
c^Uo.
dz
bstituons, dans cette équation, les valeurs de as^ bs, es .s des formules (i3) et remarquons que l'on a, d'après propriété connue des fonctions homogènes,
àf df df .
dx -^ dy dz -^
il viendra, pour l'équation de la tangente,
,df ,df ,df ox ^ dy dz
Supposons, au contraire, que / et toutes ses dérivées successives, jusqu'à l'ordre m — i inclusivement, s'annulent. L'équation (i4) aura m racines nulles et le point {x^y,z) sera multiple d'ordre m.
On aura plus de m racines nulles si a, è, c sont choisis de telle sorte qu'on ait
dx dy dz ' ''
Cette équation, jointe aux équations (i3), caractérise les tangentes au point multiple. Il est aisé d'éliminer les quantités auxiliaires a, 6, c. Nous venons de voir, en effet, que/* étant homogène et s'annulant au point (^,JK, ^)j on a
/ df ,df df\ ,df ,df ,df
\ or dy dz J dx ^ dy dy
Cette nouvelle fonction étant elle-même homogène en x^ y^ z et s'annulant au point x^ y^ z^ on aura, par la répétition de la même opération.
\ dx dy dz] ''
\ dx dy
et enfin
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Le faisceau des tangentes cherchées aura donc pour équation
Le premier membre de cette équation est un covarianl. Pour vérifier qu'il se décompose en un produit de facteurs linéaires, nous pourrons supposer qu'on ait pris le point (^, j^, z) pour l'un des sommets du triangle de référence; on aura, dans ce cas particulier, ^= o, y ==: o, et l'équation (i 5) se réduira à
^ô.-'-^'ôy) ^="'
car toutes celles des dérivées d'ordre m où figure une dériva-
tion par rapport à z sont nulles. Soit, en effet, ^
^ ^t' î î da:''ây^dzy
l'une d'elles; c'est la dérivée par rapport à iï de la dérivée
d'ordre m — i
dx'^dy^di
laquelle est homogène de degré n — m -\~ i et s'annule pour X =z y = o. On aura donc l'identité
dl dl dl ^
""dœ-^^Ty-'-'Tz'^-^''-'^^'^^^
dz
qui se réduira à ^ ^ o au point x ^= o^ y
551. Points cV inflexion. — Ce sont, par définition, les points simples où la tangente a avec la courbe un contact d'ordre supérieur au premier. Si donc (^, y^z) est un de ces points et qu'on choisisse le point (a, Z>, c) d'une manière quelconque sur la tangente, l'équation (i4) devra admettre trois racines nulles; on aura donc non seulement
àf r àf df
ôx dy dz
mais encore
'2 \ dx ' dy dz) -'
Cette dernière équation devant être une conséquence de la précédente, son premier membre, qui est un polynôme du second degré en a, 6, c, se décomposera en un produit de deux facteurs, dont l'un sera précisément
àf
df dz'
La condition pour qu'une décomposition en deux facteurs soit possible est, comme on sait, que le déterminant de cette forme quadratique
dz dx
soit égal à zéro.
Réciproquement, si H =^ o, on aura affaire à un point d'inflexion. On pourra, en effet, déterminer trois nombres a^ è, c de telle sorte qu'on ait
dx'
d\f dy dx
dz dx
dx dy
dy'
dzdy
d\f dx dz
d\f dy dz
d\f dz^
rrr O,
Ajoutant ces équations respectivement multipliées par , — :- — , — '1 — Qi tenant compte de l'homosrénéité de
àf df df ., . .
-f- , V- ' -V- > li Viendra dx â Y oz
àf làf df
dx ôy oz
Le point (a, 6, c) est donc sur la tangente.
D'autre part, les mêmes équations, multipliées par a, 6, c, et ajoutées ensemble, donnent
dx dy dzj ''
La tangente a donc un contact du second ordre avec la courbe.
Les points d'inflexion seront donc les points d'intersection de la courbe /"= o avec sa hessienne H = o. Cette dernière courbe étant d'ordre 3(/i — 2), on aura, en général, \^n{ji — 2) points d'inflexion.
Ce nombre s'abaisse dans le cas particulier où la courbe y*= o a des points multiples. En eff'et, on a, en chacun de ces points,
df df df
dx dv dz
ou, à cause de l'homogénéité,
dx^ '^ dx dy dx dz
d^f d^f dH
dydx "^ dy^ dy dz
dz dx -' dz dy dz^
et, comme x^y^ z ne sont pas nuls à la fois, le déterminant H de ces équations doit être nul.
Les points multiples de / figurent donc, chacun avec un certain ordre de multiplicité, parmi les intersections de /et de H. Mais ce ne sont pas des points d'inflexion, d'après la définition de ceux-ci, qui doivent être des points simples de/.
552. Classe. — On nomme classe d'une courbe /" le nombre v des tangentes qu'on peut lui mener par un point arbitraire (^^ Jk', z').
Soit (^,JK, z) le point de contact d'une de ces tangentes; on aura
et la tangente en ce point passant par (x'^y', z')
,àf ,df ,df
^ djc -^ dy dz
Les deux courbes (16) et (17), de degrés n el n — 1, se coupent en n(n — i) points. On a donc, en général,
Toutefois, si la courbe / a des points multiples, leurs coordonnées satisferont identiquement aux deux équations ci-dessus, quels que soient œ', y' ., z' . La droite qui joint un de ces points multiples au point arbitraire (:r',JK^ z'), bien que coupant la courbe en deux points coïncidents, n'est pourtant pas une tangente au sens propre de ce mot. On devra donc, dans l'évaluation de la classe, supprimer ces solutions étrangères.
553. Coordonnées tangentielles. — L'équation générale d'une droite est de la forme
ux ^ i^y -+- wz = o.
Les coefficients «/, v^ w (ou plutôt leurs rapports) se nomment les coordonnées tangentielles de la droite.
Les diverses droites qui passent par un point (a, b, c) satisfont à l'équation
ua -^ vb ^ wc =^ o,
qu'on peut considérer comme représentant ce point.
Plus généralement, les droites qui satisfont à une équa-
tion homogène et de degré v en w, t^, w
enveloppent une courbe, dont nous dirons que l'équation précédente est Véquation tangentielle.
Cette courbe sera de classe v, car, si l'on veut déterminer celles de ses tangentes qui passent par un point arbitraire (a, ^, c), il faudra associer les deux équations
F ( «, r, w ) = o, ua -\- vh H- wc = o.
Tirant de la seconde équation la valeur de l'une des inconnues w, ^, tv, pour la substituer dans la première, on aura une équation de degré v pour déterminer le rapport des deux autres.
Deux courbes F = o, <[) = o, des classes [jl et v, auront |i.v tangentes communes, dont les coordonnées seront définies par les équations F = o, <ï> =r:= o.
554. On peut distinguer des tangentes simples ou multiples, par des considérations calquées sur celles qui nous ont servi à l'étude des points multiples.
Soient, en effet, F(t/, (^, pp) = o J'équation tangentielle d'une courbe de classe v; (;^, p, (v) l'une de ses tangentes. Son intersection avec une autre droite arbitraire (a, 6, c) sera représentée par l'équation
ou par le système équivalent
u' = ut -\- as, v' z^çt -^ bs, w' = wt -h es.
Les valeurs de - pour les tangentes menées de ce point à
la courbe sont données par l'équation
o ■=F{ut -+- as, vt + bs, wt -^ es)
\ du dv ôw
b\ -^, -T-5 -r- ne sont pas nuls a la lois, on n aura, en du Oi^ ôw ^
général, qu'une racine nulle; une seule des tangentes menées par le point considéré coïncidera donc avec (w, p, w). Toutefois, si la droite (a, 6, c) passe par le point de con-
fd¥ d¥ d¥\ , . , , ,
tact ( -r— j — ? -^— 1 de la tangente (w, v, w)^ deux tangentes
au moins coïncideront avec (w, v^ w\
bi -^i— ) -T-) -r— et, en e^eneral, toutes les dérivées de r" du dv dw ^
d'ordre -< m s'annulent, on aura toujours m racines nulles,
et nous dirons que (w, (^, w) est une tangente multiple
d'ordre m. Le nombre des racines nulles s'élèvera d'ailleurs
au-dessus de m si <2, 6, c satisfont à l'équation
<gr _i_ ^ -_ c — - F = o, ou ov aw j
laquelle se décomposera en un produit de m facteurs linéaires, dont chacun représente un point de contact.
555. Il est aisé de passer de l'équation d'une courbe en coordonnées ponctuelles à son équation en coordonnées tangentielles, et réciproquement.
Soient, en effet, (i/, (^, w) les coefficients de la tangente en un point {^x^y^ z) de la courbe fi^x^y^ z) = o. Cette droite passant par les deux points {x^y^z) Qi{x-\-dx y y-^dy ^ z-+-dz) ^ on aura
ux -\~ çy -t~ wy = o, u dx + v dy -\- w dz^=. o,
d'où
u '. V '. w '.'. y dz — zdy \ z dx — x dz '. x dy — y dx.
Mais on a d'autre part
àf àf df
dx -^ dy dz -' '
df , df , df ^
-^ dx ^ ^ dy -h ~ dz =z o,
âoc ây -^ Oz
d'où
-^ \ -T- '- v- '-'' Y dz — z dy \ z dx — X dz \ X dy ~ Y dx. dx dy dz -^ -^ ^ j
Donc
df df df " dx ' dy ' dz
Éliminant x, y^ z entre ces équations et l'équation /"= o, on aura l'équation tangentielle cherchée
Réciproquement, soient (^,JK, z) les coordonnées du point de contact de la tangente (w, v^ w) avec son enveloppe F=: o. On aura
ux ^ vy -^ ivz =: o, X du -\- ydi^-^z dw := o, d'où
X : y '. z : : v dw — w dv : w du — u dw : udç — ^> du. Mais, d'autre part,
«3 \-V-^ h MP'-s— =vF =0,
OU 0^ dw
-y- du -{- ^— di^ -^ -z— dw r= o,
du di^ dw
d'où
dF dF dF
X^ I -7- I V- • • <^ "^ ~ w dv : w du — u dw : u di^ — ç du. ou ov dw
Donc
du ' dv ' dw
Eliminant w, i^, w entre ces équations et F = o, on retombera sur l'équation ponctuelle/(^, y, z) = o.
Un polynôme homogène et de degré n
f{x, y, z) = I. arj^o^y œ^ yv> z^
contient un terme en x'^^ deux termes en x^'^^ ..., n -\- i termes indépendants de x^ soit, en tout,
H-2-i-...+ (/i-i-i)= ^ -^ termes.
On peut donc assujettir ses coefficients à satisfaire à
(n -\- 1) in -^ i) , . ^^ . • 1
-^ I relations linéaires et homogènes, qui
détermineront leurs rapports. Le polynôme sera ainsi déterminé à un facteur constant près. Toutefois si le déterminant des équations de condition est nul, il restera plusieurs coefficients indéterminés.
On obtient une relation de l'espèce considérée en assujettissant la courbe /*= o à passer par un point donné (Xi, yi, Zi). Pour exprimer que le point est multiple
a ordre m, on devrait écrire ^ conditions de même
nature, exprimant que les dérivées partielles d'ordre m — i de y s'annulent toutes en ce point.
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car /et ses dérivées partielles d'ordre moindre s'annuleront aussi. Soit, €n effet, I l'une quelconque des dérivées d'ordre m — 2 ; on aura, d'après le théorème des fonctions homogènes,
d\ d\ dl
puisque les dérivées d'ordre m — i qui figurent dans le second membre sont toutes nulles, par hypothèse.
Les dérivées d'ordre m — 2 étant toutes nulles, celles d'ordre m — ^ 3 le seront aussi, et ainsi de suite, jusqu'à/'.
Nous obtenons donc la proposition suivante :
On peut toujours déterminer , et en général d'une seule
1 1, 1 , (/H-i)(/z4-2) manière, une courbe a ordre n passant par — 1
points donnés.
Cet énoncé subsistera, si l'on remplace la condition de
passer par — ^ points donnes par cette a avoir un
point multiple d'ordre m donné de position.
!Si le nombre des points donnes était — 2
seulement, les coefficients seraient déterminés en fonction linéaire de deux d'entre eux, c, c^ , qui resteraient arbitraires, et l'équation de la courbe cherchée serait de la forme
cM -4-c, Ml— -o,
M, M, étant des polynômes déterminés, d'ordre n. En faisant varier le rapport — on obtiendra un faisceau de courbes,
passant toutes par les points donnés; mais elles passeront aussi par les autres points d'intersection de M avec M.^.
On voit ainsi q\i a chaque système de ~ — 2
points pris arbitrairement dans le plan, est associé un
autre système de n^ -. H- 2 points tels que
toute courbe d'ordre n qui passe par les premiers points passe aussi par les autres.
557. Les considérations qui précèdent permettent d'obtenir aisément une limite supérieure du nombre des points multiples que peut présenter une courbe donnée d'ordre n^
Supposons d'abord que le polynôme / ne soit pas décomposable en un produit de facteurs rationnels. Soient /?<, /;2? •••
les points multiples, [i.,, [/.o, ... leurs ordres de multiplicité : chacun des nombres - — ^ — sera au moins égal a i.
La somme \ > étendue à tous les points mul-
. . {n — i) {n — 1) tiples, ne pourra surpasser
Supposons, en effet, qu'elle surpasse ce nombre.
Parmi les points multiples, choisissons-en un certain nombre />4, ..., p^ en nombre strictement nécessaire pour que la somme
soit plus grande que
Deux cas seront à distinguer ici :
^ ç^' ç^ -.n{ii-^\) , . ,
i*^ 01 oa;^^ — I, on pourra determmer une courbe o
d'ordre n — i admettant les points /?^ , . , ., pk comme points
multiples d'ordre u^ — i , ..., ijl/^ — i, et passant en outre
/l ( Al -+- 1 ) ^ . 1 • • 1 • • r
par — I — !Sa points choisis arbitrairement sur /;
car cet ensemble de conditions donne bien les -^^ — i
relations linéaires et homogènes auxquelles on peut assujettir les coefficients de o.
Cherchons le nombre N des points d'intersection de /' et de cp.
Ainsi que nous le démontrerons plus tard, un point commun à deux courbes, et dont les degrés de multiplicité sur ces deux courbes sont respectivement pi et v, compte en général pour piv intersections. Le nombre des intersections correspondantes aux points multiples sera donc
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On aura donc
z^bk-^ I,
Ce résultat est absurde, car deux courbes de degré n ^\ n — î ne peuvent avoir plus de n{^n — i) points communs si elles n'ont pas de partie commune, ce qui n'est pas le cas, la courbe/ étant indécomposable, par hypothèse.
2^ supposons, au contraire, b^^ — ^ — i- Ï50it p le
plus grand entier tel que l'on ait encore
On pourra déterminer une courbe cp de degré n — i admettant les points />i, . . ., pk-\^ Pk avec des ordres de multiplicité p., — I, ..., |i./f_^ — I, p. Le nombre N de ses points d'intersection avec /sera au moins égal à
et, comme [i.yt> p -H i et que, d'autre part,
est par hypothèse >> — i , on aura
La conséquence sera la même que dans le premier cas.
Enfin, si/ est un produit de facteurs /o/2i •••7 les points multiples de / seront évidemment : 1° ceux des courbes/i, f^i ... considérées isolément; 2*^ leurs points d'intersection deux à deux. Les uns et les autres sont en nombre limité (si nous excluons le cas où/ admettrait un facteur multiple).
IL — Cycles.
558. Un cjcle ayant pour origine le point (Xq, Yo) est généralement défini par deux équations de la forme
(i) XrrzXo + ai^-l-a2^2 4-..., Y = Yo+pi^-t-P2^2_^...,
ou, en coordonnées homogènes, par les proportions
^ : r : ^ : : Xq 4- a, ^ 4- . . . : Yo -h î^j ^ -f- . . . : i ,
. ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions par un même facteur de la forme z^-\- c^t ^ c^t- -\- . . .^où Zç^ n'est pas nul, par des relations de la forme
où
Ti =: cTo H- «^1 /^ 4- ^2 ^' + • • • > T2 1= yo -h èj ^ -I- ^2 ^"^ -f-- . . . ,
Zq n'étant pas nuL
Un cycle dont l'origine serait à l'infini serait représenté par des relations analogues, où Zq serait nul, mais Xq ouj^q différent de zéro.
Réciproquement, un système de relations tel que (2) définit un cycle, car, en supposant, pour fixer les idées, ^o<<>7
X = =i et Y = =^ seront développables suivant les puisas ^3
sances entières et positives de t.
559. Nous supposerons que le paramètre t correspond uniformément aux points du cycle. S'il en est ainsi, et si la
tangente au cycle est une droite
Y-Yo=.a(X-Xo), non parallèle à l'axe des Y, on pourra, en posant
déterminer les coefficients X de telle sorte que les équations du cycle prennent la forme canonique
(3) X = Xo4-«'', Y--3=YoH-aw'-H-ao«'-o4-.. .,
7-, /'o, ... étant une suite d'entiers croissants sans autre diviseur commun que l'unité.
Dans le cas exceptionnel où X — Xo = o serait tangente, on aurait une forme canonique analogue
X. — Xo-I- ao"''o + - . -, Y =r: Yo -f- W
Pour une valeur donnée de X — Xo, les équations (3) fourniront /• valeurs 7]o, -/i,, ..., 'f\r_\ de Yj donnée parles
formules suivantes, où (X — Xo)'' désigne l'une quelconque
des racines r'"'"-^''^ de X — Xo, et 9 l'exponentielle e ''
7)0 = Yo 4- a (X - Xo) + «0 (X - Xo)^ + «^i ( X - Xo)"^ + . . . , ?
Yl„,= Yo+ a{X- Xo) + ^oQ'V«(X - Xo)^+ a, 0'V«(X- Xo)^' H
Le cycle pourra d'ailleurs être exprimé, sans l'intervention d'un paramètre, par l'équation
(5) P (X, Y) = (Y - ri,) . . . (Y - -^,_,) = o,
dont le premier membre est un polynôme en Y, ayant pour coefficients des séries de puissances entières et positives de
Revenons à la forme générale (2) des équations du
cycle. Les paramètres des points d'intersection d'une droite
Xi^ -h X27 + X3^ = o avec le cycle sont donnés par l'équation
(6) XiTi+X^T^+XaTa^o.
Si la droite passe par le point (xq, yo, Zq) origine du cycle, on aura
et si ar, br, Cr est la première colonne de coefficients qui ne soient pas proportionnels à Xq, jKo? ^o, le premier membre de (6) sera de la forme
L'équation aura donc /' racines nulles, qui se changeraient d'ailleurs en racines infiniment petites pour une autre droite, infiniment voisine de la précédente, mais ne passant pas par l'origine du cycle. La droite et le cycle doivent donc être considérés comme ayant r points d'intersection concentrés à l'origine.
Ce nombre sera accru si l'on a encore
Xia,.-4- l^b,.-^ ^3^,.=: O,
auquel cas l'équation de la droite sera
z z^ c Cette droite sera donc la tangente au cycle, et l'on aura
«r+p, b que l'on ait
r+pj «-r+p
étant la première colonne de coefficients telle
Jo b,. b,.^p
Cr
Le nombre des intersections de la tangente avec le C}'cle au point {xo, Jo? -o) sera donc r + p.
Les nombres r et p se nomment Vordre et la classe du cjcle.
Un cycle dont les équations ont été mises sous la forme canonique ( 3 ) a évidemment pour ordre r, pour classe /q — '-, et pour tangente la droite Y — Y^^a^H. — Xo).
561. Soient c et G deux cycles ayant même origine. Proposons-nous de déterminer le nombre de leurs intersections confondues avec l'origine.
Gomme il est évident qu'une transformation homographique change un cycle en un autre cycle, il est permis d'admettre que le triangle de référence ait été choisi de telle sorte que l'origine commune des cycles ne soit pas sur la droite z =: o, et que le point x = z =z o ne soit pas sur les tangentes aux cycles. La droite X = Xq (ou x^^qz) ne sera donc pas tangente aux cycles, et l'on pourra donner aux équations de c la forme canonique (3). Ses branches yjo, . . ., 'r\r_i seront fournies par les formules (4), et le cycle sera représenté, après l'élimination du paramètre, par l'équation (5). Quant au cycle G, on pourra mettre ses équations sous une forme analogue
et il aura R branches Ho, ii^, ....
Les valeurs de t correspondantes aux points d'intersection des deux cycles seront données par l'équation
P(Xo+^^ Yo4-A^'''-hAo^^'--l-...) = o.
Le nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient en racines infiniment petites pour un autre cycle
P(X, Y)-+-eP,(X, Y) = o
infiniment voisin de c et ne passant plus par l'origine Xq, Yy]
sera égal à l'ordre O du premier membre par rapport à Finfînimenl petit t.
Or, si l'on remplace, dans cette expression, t par
eir-(x_Xo)^
auquel cas elle se réduira à
il est clair que son ordre en X — Xo sera devenu ^r-- Donc O est égal à R fois Tordre par rapport à X — Xq de la quantité
P(X,H,,) = (H,„--no)...(H,„-Ti,_0
ou à l'ordre du produit
Si les cycles c et G n'ont pas même tangente, a et A seront différents, et, chacune des différences H/^i — 'r\n étant de la forme (A — a) (X — Xq) + • . . , l'ordre O du produit sera égal au nombre Rr des facteurs qui le composent.
Mais cet ordre s'élèvera si les cycles ont même tangente, car l'ordre de chacun des facteurs sera >> i. Pour l'obtenir, dans ce cas, il suffira d'évaluer l'ordre du produit
(Ho-7)o)...(Ho-r,,.-i)
et de le multiplier par R.
o62. Soit, pour fixer les idées,
iQo - ^0-H «(X — Xo) -h f<fo (X — Xo) " + . . . ,
celui des développements rjo, t],, ... qui a, au début, le plus grand nombre de termes communs avec Ho. Supposons que la coïncidence se maintienne jusqu'au terme
(7) aj,(X-Xo)'^'=rAj,(X-Xo)lf,
les deux termes suivants différant soit par l'exposant, soit au moins par le coefficient. La différence Hq — 7]o sera de
l'ordre /, / désignant le plus petit des deux nombres — —^
Ceux des développements r^m qui coïncident avec Tjo jusqu'au terme (7) inclusivement, donnent également des différences Ho — Tim d'ordre /. Il est aisé d'en trouver le nombre. En effet, m doit être tel que l'on ait
d'où
m/-Q^o, m/'i^^o, ..., m/'jj,,sE o mod/-
ou
md^ o mod 7-,
<i désignant le plus grand commun diviseur de Fq^ ..., r^. Cette congruence admet S^ solutions, ^^ étant le plus grand commun diviseur de r et de <f, ou, ce qui revient au même, de r, ro, ..., /V-
Considérons, en second lieu, les développements r^fji qui
coïncident avec yio jusqu'au terme a\_i (X — X») '" inclusivement, mais s'en séparent au terme suivant, X étant l'un quelconque des nombres i, 2, ..., [x.
11 existe, d'après ce qu'on vient de voir, 8),_i développements 'r\,n, où la coïncidence a lieu jusqu'à ce terme; mais on doit en exclure 8x pour lesquels la coïncidence subsisterait pour le terme suivant; il en reste donc 5x-i — h.t pour
chacun desquels Hq — 'f\m est d'ordre — •
Enfin il existera r — 80 développements pour lesquels la séparation a lieu immédiatement après le premier terme
aÇK — Xo) et pour chacun d'eux, Hq — 'cim sera d'ordre — •
Nous obtenons ainsi la formule suivante
563. Les mêmes considérations donnent la solution du problème suivant :
Trouver V ordre Ç^par rapport à X — Xq du produit
étendu aux diverses branches yjq, ..., 'r\r-\ d\in mente cycle c.
Les deux différences Tj^' — y,,, ^^-^fim^rh — 'fm^kt ne différant que par le changement de X — Xq en Q^(X — X„), seront du même ordre; Q sera donc égal à r fois l'ordre du produit
('^10 — ^ii)(irio— ^12). • .(r;o— T,,._i). Or, parmi les différences ci-dessus, il en existe, comme on l'a vu, /' — Oo qui sont d'ordre —^ et généralement Sx_i — Sx
qui sont d'ordre — On aura donc ^ r
Q — (r — Oo)ro-i- \ (ox_i — l\)rx.
Cette suite s'arrêtera d'ailleurs d'elle-même au bout d'un certain nombre de termes, car les entiers r, /'o? i\i f^i^ • • • ayant pour plus grand commun diviseur l'unité, les entiers ô finiront par devenir tous égaux à l'unité.
On peut d'ailleurs remarquer que, les seuls parmi les exposants/'o? f^\i • • • qui figurent effectivement dans cette somme, sont ceux qui ne sont pas divisibles par le plus grand commun diviseur des précédents et de r (car, pour les autres, 8x-i = Sx)- On leur donne le nom di exposants caractéristiques.
Soit encore C un cycle ayant pour équations
^ : / : 3 : : Ti : Ta : T3
et pour origine le point (.ro, j^05 ^o)- Soit, d'autre part, f{x^y^ z)-=o une courbe algébrique. Les intersections de la courbe et du cycle seront données par Téquation
et le nombre de celles qui sont concentrées au point (^Q,yo7^o) sera égal au nombre des racines nulles de cette équation, c'est-à-dire à l'ordre dey(T<, To, T3) par rapport à l'infiniment petit t. Ce nombre N se nomme Vordre de /{x,y, z) par rapport à G; il sera nul, si la courbe ne passe pas par le point (^ojJKoj ^o)- Dans le cas contraire, cherchons à le déterminer.
Soient c,, Co, . . . ceux des cycles de y qui ont leur origine en (^'07 J'o7 ^o)- Nous pouvons évidemment admettre que ce point n'est pas sur la droite g = o, et que le point x = z = o n'est pas sur les tangentes aux cycles Ci , C2, ... et G. Les cycles Cl, Co, ... pourront être représentés par des équations de la forme
Pi(X,Y) = o, P,(X,Y) = o,
et l'on aura
f{x,y,z)=.z-f{X,Y, i)r.r-MP,(X, Y)P2(X, Y)...,
M étant une série de puissances de X et de Y qui ne s'annule plus à l'origine du cycle.
L'ordre de z et celui de M par rapport à G étant évidemment nuls, l'ordre de / sera égal à la somme ù des ordres Oi , O2, ... des cycles c^ C2, ... par rapport à G. Nous avons indiqué le moyen de les calculer (561-562). En particulier, si aucun de ces cycles n'a même tangente que G, ces nombres seront égauxàRri, Rro, . . . , R, /'<, ^2, . . . étant les ordres
respectifs des cycles G, C), C2, Leur somme sera
^{f^i -{- r.2-\- ' ' .) = Rm, m étant l'ordre de multiplicité du point (xq, j^q, Zq) sur la courbe/.
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565. Soient enfin deux courbes algébriques y*(^, y, z)= o et F(œ,y,z) = o se coupant en un point (^05 J^'o? ^o)- Soient Cl , C2, ... ceux des cycles de /, et C^ , C2, . . . ceux des cycles de F qui ont ce point pour origine. Le nombre des intersections de /avec F en ce point est évidemment la somme des nombres Q,, Og, ... de ses intersections avec les cycles Cl, G2, .. ., c'est-à-dire la somme des ordres de /par rapport à ces cycles. En la décomposant en éléments plus simples, il sera égal à Sa,pC)ap, Oap désignant le nombre des intersections du cycle C^ avec le cycle cp. Si ces cycles n'ont pas de tangente commune, O^p sera égal au produit de leurs ordres R^, r^. Le nombre total des intersections sera donc, dans ce cas,
ERa/p = sRaSA-p=Mm,
M et m étant les ordres de multiplicité respectifs du point (•^0) JK07 ^0) sur les deux courbes.
566. Appliquons les principes qui précèdent à la recherche de l'abaissement produit dans la classe d'une courbe / par la présence d'un point multiple A. Nous aurons à évaluer l'ordre de multiplicité de A comme intersection de /"et de la polaire
ox ' dy dz
où a, jB, y sont des arbitraires.
Supposons encore : i" que A ne soit pas sur la droite ^ = 0; '1° que les tangentes à /en A ne passent pas par le sommet x =^ z ^= o. Les coordonnées (Xq, Y,,) du point A auront des valeurs finies, et les cycles c<, c^, ... de / qui ont leur origine en ce point, n'ayant pas X — X^ pour tangente, leurs diverses branches auront des développements de la forme
(8) ri=:Yo+a(X-Xo)-i-ao(X-Xor-h....
et,
en
dérivant,
àf
dX'
àf ày
df dz "
HZ"-
Posons maintenant
On aura
dY' ÔF ÔF
Substituant dans cp et mettant s"~^ en facteur commun,
il viendra
<.{a',y,z):=:z-^^{X,Y), où
*(X,Y)=:(a~fX)g+(?-YY)^+-r«F.
Il faut trouver la somme des ordres de z> par rapport aux
cycles Cl , Co, Or ces ordres sont nuls pour le facteur z^~^ ,
la droite 5 = o ne passant pas par l'origine du cycle. Quantau second facteur, cette somme sera égale, ainsi que nous l'avons vu, à l'ordre en X — X^ du produit
*(X, r,o)*(X, ïlO--.,
ou
Li 7,0, Tj,, ... sont les diverses branches des cycles c^,
On a d'ailleurs
F(X,Y)=:M(Y-r,o)(Y-riO...,
M étant un facteur qui ne s'annule plus pour X = X( Y = Yq. On en déduit, pour Y = 'r\Q^ par exemple,
F = 0, ^ = — Mo (t,o - T)i ) (7)0 — -^2 ) . . . ^ ^
dF
^ — Mo(y1o— ^i)("^o--'n2).--,
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Mo ne s'aniiLilant pas pour X = Xo- En SLibstitiiant ces valeurs dans l'expression de <ï>, il viendra
*(X, r„)= ["(yX - a) ^ 4- l3 - Tr.o] Mo(r.o- ^n) (r.o
Or le facteur entre parenthèses est de degré zéro, car, d'après la forme (8) du développement de 7)05 i^i cette expression, ni sa dérivée ne contiennent de puissances négatives de X — Xo, et le coefficient du terme de degré zéro, contenant l'arbitraire [^, ne s'annule pas en général; Mq est aussi de degré zéro. L'ordre de <Ï>(X, 7]o) est donc celui du produit (tIo — "^ii)('^io — ''^2)---* Raisonnant de même sur chacun des autres facteurs ^(X, r^i), . . ., on trouve que l'ordre de multiplicité cherché est celui du produit des différences
'fïi — 'r^^k'
Considérons celles de ces différences où 'r^ appartient à un cycle Ca et r;/^ à un autre cycle c^. L'ordre O^p de leur produit a été déterminé plus haut. Celles où r^ appartient à cp et 7]A àCa donneront encore nn produit d'ordre Oap. Enfin celles de ces différences où 7]^ et'f\h appartiennent à un même cycle Ca ont un produit dont l'ordre Qa a été également déterminé.
Le degré de multiplicité cherché sera donc
Dans le cas particulier où tous les cycles sont d'ordre i, et où leurs tangentes sont distinctes, les Qa seront nuls et les Oap égaux à l'unité. L'expression ci-dessus deviendra donc m^in — i), m désignant le nombre des cycles ou le degré de multiplicité du point considéré.
567. La somme des ordres d'un polynôme homogène o(x, y, z) de degré m par rapport à tous les cycles d'une courbe de degré 7i est évidemment égale à mn^ nombre total des intersections des courbes /et cp.
L'ordre du quotient de deux polynômes étant la différence
de leurs ordres, le théorème s'étend immédiatement au cas où cp est une fraction rationnelle homogène.
En particulier, une fonction o rationnelle en X, Y, étant rationnelle et homogène de degré zéro en ^, jk, s, la somme de ses ordres sera nulle.
Enfin ce résultat s'étend encore au cas où 9 contiendrait,
dY d^Y outre X, Y, les dérivées -jtf ? -tt^' ' • ' l car, en dérivant Fé-
quationy(X, Y, i)r= o, on obtient pour sions rationnelles en X, Y.
dY^
dX'
• • des expres-
Ce résultat, appliqué à la dérivée -7^ ? va nous con
dX'
duire à la détermination précise du nombre des inflexions d'une courbe donnée/'.
Les coordonnées ^, y^ z^ dans les équations d'un cycle, étant exprimées au moyen d'une variable auxiliaire ^, nous
devons tout d'abord exprimer -rr— en fonction des dérivées ^ dX^
x\ y, ^', x\ y" ^ z\ prises par rapport k t. '
On a tout d'abord
dX'- ~
puis
_ zx' —œz'
^„_zx'-xz"
zy"— yz"
ZX' — xz'
et, en substituant,
dX^
{zx' — xz'y
D désignant le déterminant
Calculons la somme des ordres de cette expression. " Pour le facteur s^, cette somme est 3n, n désignant le degré de /.
Soit, d'autre part, c un cycle de /d'ordre r et de classe p. On pourra, à cause de la symétrie de D par rapport aux coordonnées, admettre que ses équations sont réductibles à la forme canonique
(9) œ :y : z :: Xo-i-^'": Y^-haf^aQ^-^P-h. . .: i.
Les seconds membres, substitués dans D, donneront un résultat de la forme
l'ordre de D par rapport à c sera donc 2r + p — 3.
569. Cherchons enCm l'ordre de (zjc' — xz'y. On a, pour le cycle c,
zx' — xz' — rV-^,
XJ-' — yj.-' --- (<2Xo — Yo)r^'"-^H-
La plus haute puissance de t qui entre en facteur commun dans ces trois quantités sera t^~^ . La symétrie du système de ces expressions par rapport aux coordonnées montre que ce résultat subsiste pour tout cycle de/*. Car ceux qui ne sont pas réductibles à la forme canonique (9) le seraient à une forme analogue où les variables seraient seulement permutées. On a donc, quel que soit le cycle considéré
yz' ~ zr' — V'-'^Q^, zx'— xz'=i f-^e,, xy' — yx' =z f'-^e^,
©1 , O2J ^3 étant des séries de puissances de ^, dont l'une au moins n'est pas privée de terme constant; et l'ordre de zx' — xz' sera égal à r — i 4- Wo, W2 désignant l'ordre de ©2-
L'ordre de , , tttj P^^' rapport à c sera donc
^ ZX — X Z j
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La somme des ordres de -r^i par rapport à tous les cycles
de / étant nulle, on aura
(lo) o = 3/i-i-S(p — /') — 3Sw2,
les sommations étant étendues à tous ces cycles.
570. Il reste à déterminer la somme Stoo. Pour cela, considérons la courbe cp, polaire réciproque de /, dont chaque point («, V, (v) est lié au point (^, y, z) par les relations
. . . àf . df . df ôx ay ôz
o 1 111 ^ p àf df df
Sur chaque cycle c de la courbe/, -y—? y-? j- seront proportionnels à j^' — s^, ^^' — ^^', ^y' — yx^ et, par suite, à B<, 02? ^3- Au cycle c correspondra donc sur cp le cycle y défini par les équations
et (O2 représente le nombre des intersections de ce cycle avec
la droite v^o. La somme Scoocst donc égale au nombre total
des intersections de v et de $, soit au degré de cette dernière
courbe ou enfin à la classe v de/.
Nous aurons donc, en remplaçant StOo par sa valeur dans
l'équation (10),
ou, en décomposant la somme S(p — /•) en deux autres, l'une S' relative aux cycles des points multiples, l'autre S' relative à ceux des points simples, et remarquant que, pour ces derniers, r = i
(I 0 ^''(? - i) = 3( V - Al) - Z'(p - r).
Or, pour un point simple, p représente évidemment l'ordre de contact de la courbe avec sa tangente ; les points d'inflexion sont ceux 011 cet ordre est >> i. Si donc nous convenons de considérer ceux où ce contact est d'ordre |jl -\- i comme re-
présentant ^ inflexions confondues, la somme 2''(p — i) ne sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombre sera donné par la formule (i i).
III. — Transformations birationnelles du plan
571. Les transformations homographiques sont un cas particulier de transformations plus générales, étudiées par M. Gremona, et dont nous allons dire quelques mots.
Considérons les courbes d'ordre n assujetties à avoir a^ points simples, 0.2 points doubles, ..., enfin a.fn points multiples d'ordre m, donnés de position, et dits points fondamentaux, les entiers ai, . . ., (l^ satisfaisant aux deux équations de condition
m Zj 2 2
La sujétion d'avoir un point n donné de multiplicité k
s exprimant par équations linéaires et homogènes
par rapport aux coefficients, les courbes cherchées contien-
, Ai(/l--i-l) r«(/i-M) „1 ry rn •
dront encore — — ^ = ô coeiiicients
arbitraires, dont elles dépendent linéairement. Leur équation sera donc de la forme
fil /2J fs éLant trois courbes particulières du réseau. Nous admettrons que les polynômes f, /o? fa n'aient pas de facteur commun.
Posons
x\y\ z' désignant des indéterminées.
Les polynômes /, , /o, /a étant d'ordre n, les deux courbes ll-fl A -Il
se couperont en n- points; mais un seul de ces points variera avec x' ^ y\ z' . En effet, soit p l'un des aA points fondamentaux d'ordre k. Étant multiple d'ordre k sur chacune des deux courbes, il représente k'^ intersections. Le nombre des
intersections fixes de position sera donc \ A^-a;^ ou n- — i.
Soit (^, j', z) le dernier point d'intersection, variable avec
x\ y\ z' \ ses coordonnées '— ? — s'exprimeront rationnellc-
x' y' ment en ^, ~ par des fractions qu'on peut réduire au même
dénominateur; on aura, par suite.
cp,, '^o, ^^3 étant des polynômes homogènes en ^', y' , z' et de même degré.
Nous obtenons ainsi une liaison birationnelle
X :y : z :: 'fi : cp
qui^ à chaque point (x, y, 3), fait correspondre un autre point (x',y', z')^ et réciproquement.
57^. Il y a une exception pour les points fondamentaux; car/,, f.,, fi s'y annulant, les rapports de x\ y\ z' ne sont pas déterminés, A l'un de ces points correspond une courbe^ àSie fondamentale f de la manière suivante :
Considérons un point
X — a^ hy y ^ h -\- k, z =z c,
infiniment voisin du point fondamental (a, b^ c). Soit i l'ordre de multiplicité de celui-ci : f^f^, fz et leurs dérivées par-
tielles, jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, s'y annuleront; on aura donc
et de même poiir/25/3- Si donc A, k tendent vers zéro, de
telle sorte que leurs rapports tendent vers un nombre fixe - î
les quantités x' ^ y', z\ proportionnelles ^ f\^ fn fày le deviendront à la limite à
''■ra + nb)'-^" (^i^ + ^i)'-^- {^Ta + ^ii)f-
Le point [x' ^ y' ^ z') ainsi obtenu dépendra du rapport -• En faisant varier celui-ci , il décrira la courbe fondamentale. Cette courbe est d'ordre ?, car elle coupe une droite
7.x'-^ ^y' -\-^z' =1 o en / points, dont les paramètres sont définis par l'équation de degré /
Chaque point de la courbe fondamentale correspond , comme on le voit, au point (a, 6, c), et à une direction particulière issue de ce point.
I Aux points {x' , y, y), communs aux trois courbes '^^ = o, ^2=0, 03=:zo, correspondront de même une infinité de points [x^ y-) ^) formant une courbe.
Un cycle C, défini par les équations
X : V : z : : xq^ a^t-i-. . . : v^-i- b^t -\-. . . : -0 ^ ^1 ^ + • • • ,
aura pour transformé un cycle C de la forme
ou
x':y:z'::Tr.T,:T,,
Ti ==/i (-^'o -f- «^-^i ^ + . . • , /o -H ^1 ^ + • . • > -0 + Cl ; -f- . . . )
5n8 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE V.
Le cycle G' aura pour origine le point transformé de (xo, yot^o)^ à moins que ce dernier point ne soit fondamental.
Dans ce cas, /< , /a, /s s'annulant en ce point, les fonctions T,, To, T3 contiendront, en facteur commun, une puissance de t, qu'on devra supprimer pour avoir les véritables équations du cycle G'.
574. Nous allons faire quelques applications de cette théorie.
Supposons d'abord quefi^fo,/^ soient des fonctions du premier degré : il n'y aura pas de point fondamental, et la transformation
sera homographique.
Un cycle G, ayant pour équations
œ : y : z : : Xo -H ^'' : Yo + «^'" 4- «c ^'"^ + • • • : i »
aura pour transformé le cycle G', défini par les équations
^':/: z' :: Ti : T2 : T3, où
T,=:a Xo+P Yo-l-Y 4--(a -^ ^ a) f -{- p a^f»^.,.,
T3=a"Xo+ |3"Yo+f 4- (a'' 4- pV)r+ pX^''" + - • •• Ge cycle sera d'ordre /*, comme G, et sa tangente
œ' aXo-i-PYo4-Y a4-pa / a'Xo4-p'Yo+Y' a'+?'a z' a"Xo-|-?"Yo4-Y" a"4-p"a
sera la transformée de la tangente à G.
Substituons, en effet, à x\y', z' les quantités proportionnelles <xx ^ fjy -\-yz, a'cc -\- ^'y 4- ^^ , ^'^ ^ + ?*"y + Y^-
Le déterminant ainsi obtenu sera le produit du déterminant
qui n'est pas nul, par le déterminant
? Art
qui n'est autre que le premier membre de l'équation de la tangente à C.
11 résulte de là qu'à tout point p d'une courbe d'où partent un certain nombre de cycles C, d , . . . d'ordres ;•, /'< , ... correspond, dans la transformée, un point p' d'où partent autant de cycles, également d'ordres r, /'^, .... De plus, si les tangentes à quelques-uns des premiers cycles coïncident, il en sera de même pour les cycles transformés.
La classe de G' est aussi égale à r^ — /', comme celle de G ; car le déterminant
? cio
a Aq ■-{- p 1 0 H- Y
n'est pas nul.
57o. Nous allons enfin établir que C a les mêmes exposants caractéristiques que G.
Soient, en effet, s = r^ l'un de ces derniers; S le plus grand commun diviseur de /', /'o, . . ., r^_^. Si nous mettons à part dans la suite a^^ H- «o^'" + • • • les termes dont l'exposant est divisible par 3, on pourra la mettre sous la forme
af -f- «0 ^''o H- . . . H- «fj^ t''[>. + . . .
= A ^'' -t- Al t''+^ -+- A2 ^'"^28 ^, _^xt'-^. . .,
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A, A> étant égaux à a, a^ et les autres coefficients A, , A2, . . . pouvant être nuls, en tout ou en partie.
Le cycle C, transformé de C, a pour équations
a;' :/ :z' iiTiiT^rTg, où
1 = ^; + Br 4- Bi^'-+s -h. . . +
T2 = .r'o -h G r + Cl ^'-^2 + . . . -h
T3=: z', 4-D^'--hDir'+S + ...+
cD^^ + . ..
en posant, pour abréger,
X',r=-. y.X, +?Yo -f-Y
y; = a'Xo+?'Yo + r
^;=a''Xo+?"Yo + Y'
\lb — .3c;l>, 3 =::3'.l,,
cO =?"oX,
Le déterminant
B Hî.
a Xo -h 3 Yo + 7 a -h 3 A
a'Xo-t- ?'Yo-f-Y' a' + 3' A
D lQ
'/'Xo+?"Yo4-y" a^+^A
sera d'ailleurs ^o, car ^l; = a^ n'est pas nul.
En outre, l'un au moins des nombres x'^^, jKq 1 ^0 n'est pas nul. Soit, par exemple, z'^^o. Posons
et cherchons à développer les expressions X' suivant les puissauces croissantes de t. Posons, pour abréger,
a\ -i-Bi'-+ B,.'-^3^.. .7- M, Dbr- +-. . .— M', D,^'-+S + .. .:^^X,
On aura
Le développement de ^ ;' = ^^^-^ est de
la
rme
où le premier coefficient E est égal à
Celui de
ou
MN
est
de la forme
Ct' -h.
_ili,--
On a donc
X' — X; =Er-4-E,^''+2-l- On trouvera de même
Le déterminant
Ct'
ou
^^Jo
.ri B m
est d'ailleurs ^o.
Ainsi, dans les développements de X' — X'^ et de Y' — Y'^,, s est le plus petit exposant non divisible par 5, et le déterminant Ecf — C¥ n'est pas nul.
Nous allons voir que ces conditions sont suffisantes pour que s soit un exposant caractéristique pour le cjcle CI.
En effet, l'un au moins des coefficients E, F, par exemple E, n'est pas nul. Posons, pour ramener les équations du cjcle à la forme canonique
Ef ~^. . .-h Ct' -\-. . .= t"',
t' étant un nouveau paramètre; et faisons
L'équation précédente deviendra après division par t'^
e'- + EiE '• ^'SO''+S+. .
+ CY7'- t"-''¥ +. . . )
Dans le développement de 8 tiré de cette équation, mettons en évidence les termes dont l'exposant est divisible par 5; on pourra écrire
e = I + Gi ^'5 _|_ Q^ ^/26 _|. . _ _^ g ^'(7 _^ _ .
et, 771 étant un entier quelconque, on en déduira un développement de la forme
Substituons ces valeurs de 9 et de ses puissances dans l'équation précédente, nous en déduirons les valeurs de a- et de Çj. En effet, le premier terme du développement de
dont l'exposant ne soit pas divisible par o sera 7'(]t'^. Dans celui de
le premier terme de ce genre sera oE '^t'^~^. Ces deux termes devant se détruire, on aura
On aura donc, pour t^ une expression de la forme
t == E~^^'[i 4- Gi^'S + . . . -h g^'^-'- + . . .],
où Çest défini comme ci-dessus.
Substituons cette valeur dans l'expression de Y' — Y'^,. Le premier terme d'exposant non divisible par 8 dans le développement de
sera
Dans celui de 5^^^ -I- ... , ce sera cT^E ' y'-^. Ces deux termes réunis donneront un terme en t'^^ dont le coefficient
sera différent de zéro.
On aura donc avec le paramètre t', pour X' — X'j, et Y' — Y'q, des expressions de la forme
Y' — y; = 1 1"' 4- Il t"--^^ -f- ... -t- 5 ^'^ -+-... .
Donc s sera un exposant caractéristique pour le cycle G^ Gomme on peut d'ailleurs revenir de C à C par une substitution homographique, on voit que, réciproquement, tout exposant caractéristique de G' le sera aussi pour G.
576. Passons à l'examen des transformations dites quadratiques^ où fij fo-, fz sont des courbes du second degré. On aura trois points fondamentaux. Soient A = o, B = o, G = o les équations des droites qui les joignent deux à deux; /i? fi-, fz seront des fonctions linéaires des produits AB, BG, GA.
Soit
/, -=aiBC + (3iCA -hYiAB,
/,r=a.,BC-hp2CA + Y2AB,
/3=:a3BC-h?aCA + Y3AB.
La transformation considérée
résulte évidemment de la composition des trois transformations suivantes :
ç:ri : r :: A : B : C,
dont la première et la dernière sont homographiques; quant à la seconde, c'est une transformation quadratique particulière, que nous allons étudier.
Remplaçons, pour revenir aux notations habituelles
^, Ti, Ç, f , r{, Ç^ par j-, y^ z^ x' ^ y', z' ; nous aurons
^'' '. y' '. z' y, yz \ zx : xy.
On en déduit sans peine
x'.y'.zW y' z' '. z' x' \ x'y'.
La relation entre les deux séries de variables est donc réciproque.
Les points fondamentaux sont les sommets du triangle de référence. A chacun d'eux correspond, comme ligne fondamentale, le côté opposé du triangle. Supposons, en effet, que
X x' y el z tendent vers zéro, leur rapport tendant vers -; —7»
^ tendront respectivement vers o et y* I-^^ lieu des points limites pour les diverses valeurs de - sera donc la droite
Un cycle C ayant pour équations
^ : j : z- : : Xo 4- f : Yo -h av -\- «o ^''° -4- • • • : i
aura pour transformé le cycle O défini par les équations
oc' \y' : z' :: Ti : Tg : T3, où
T, — Yo + aV -+- «0 ^''^ -f- • • . ,
T,n=Xo-f-r,
=rXoY.j-f-(Yo-l-rtXo)^''-l-a^-'' + . . .4- «0X0 ^'""-V. .•..
Réciproquement G sera le transformé de G^
578. Pour la discussion que nous allons faire, nous distinguerons cinq sortes de cycles :
1'' Cycles G dont l'origine n'est pas sur le triangle de référence. — On a, dans ce cas, Xq^o, Yq^o. Le cycle transformé G', ayant son origine au point (Y^, Xo, X^Yq"), qui n'est pas sur le triangle, sera de la même sorte. 11 est aussi d'ordre r^ et a pour tangente la droite
=:aX^r'-Y?/^-(Y.-«X.)^'
2" Cycles G dont l'origine est sur un côté du triangle Çx = o par exemple), mais n'ont pas ce coté pour tangente. — On a dans ce cas
Xo=o, Yo<o, et le transformé G' aura pour équations canoniques
^ — ii — i'-
^=.^ = r[Yo-har+ao^'o + ...]-
Yo
Xo
XoYo
Yo+aXo
Il a pour origine le point y' z= z'=: Oj et pour tangente la droite ^'=Yojk', qui n'est pas un côté du triangle. Son ordre est/-; sa classe est également /', si a^o, /'o? si a = o\ mais, en aucun cas, elle ne sera moindre que r.
Enfin, si /'jx est un exposant caractéristique de C, c'està-dire tel qu'il ne soit pas divisible par le plus grand commun diviseur 5 de r, /*o, /-, , ..., rjx_,, le premier terme du dévelop-
pement de ~ dont l'exposant n'est pas divisible par ô sera
x' -^^^1^"^^; a fortiori, />+'' ^^ ^^^'^ P^^ divisible par le
plus grand commun diviseur des exposants précédents; ce sera donc un exposant caractéristique pour d .
3° Cycles G dont Vorigine est sur un côté du triangle (y = o par exemple) qui leur est tangent. — On a, dans
ce cas,
Y^—a — o, Xo>o,
Ta "— Xq -
T^-^Xo-h^''
.j^.xxv. ..V. .^ ^^v ^« ^wx...xxv.. ^ __ j'=:o. Une droite z' — \x':=zo passant par ce sommet coupera le cjcle aux points définis par l'équation
laquelle a Fq racines nulles et en acquiert i\-\-r si A = Xo. L'ordre du cjcle est donc i\^ sa classe r est moindre que son ordre, et il a pour tangente la droites' — Xqx'^ o, qui n'est pas un côté du triangle.
4° Cycles G dont l'origine est à un sommet (^x =^y= o) du triangle, les côtés n'étant pas tangents. — G'est le cas où Xo=Yo=o, <2^o. Les polynômes Ti, ïo, T3 deviennent, après suppression du facteur commun f,
L'origine du cycle G' sera au point (<7, i, o) sur le côté z'=o du triangle, et deux cas seront à distinguer suivant que la classe /'q — /' dn cycle G sera au moins égale à son ordre r, ou moindre que /'.
Dans le premier cas, G' sera d'ordre /• et aura pour tangente la droite
ou la droite
SI i\— r
Ges droites ne sont pas des côtés du triangle : G' sera donc de l'espèce 2.
Remarquons encore que, si r^^ est un exposant caractéristique de G, r^ — r sera un exposant caractéristique de G^ Gar r, To, . . . , r^_^ ayant un plus grand commun diviseur ô qui ne divise pas r^^, le premier exposant non divisible par 0, dans les développements de Ti — a et T3, sera 7'^, — r.
En outre, les coefficients de ^^i^~'' dans ces développements seront respectivement «j^, o et ne sont pas proportionnels à ceux des termes de moindre degré en t, qui sont
«0, a, si rQ—r-=r, o, a, si Fq — j'^r.
Donc /'jx — /' sera un exposant caractéristique (575).
Passons au second cas, où a'o — '' <C ''♦ L'ordre de G' sera /'q — r, moindre que Tordre de G, et la tangente sera le côté z'= o du triangle : G' sera donc de l'espèce 3.
5° Cycles G dont r origine est en un sommet (x=zy=:o)
et ayant un côté {y = o) pour tangente. — C'est le cas où Xo=: Yo= a = o. Le cjcle C aura son origine au sommet ^'=5^=10^ son ordre sera ro—r et ^'=0 sa tangente. Il sera donc iui aussi de l'espèce 5-
o79. De ce qui précède résulte la possibilité de changer une courbe quelconque k, par une suite de transformations quadratiques, en une autre courbe n'ajant que des cycles du premier ordre, et dont les tangentes aux points multiples soient toutes distinctes.
Soit, en effet, p un point de la courbe, qui soit l'origine de cycles d'ordre supérieur à i. Considérons un triangle ^z=o, r, = o, Ç = o, dont le sommet ( H = o, t, = o) soit en/?, les autres sommets n'étant pas sur A', et dont les côtés ne passent par aucun autre point multiple de k et ne soient pas tangents à cette courbe. On peut, par une substitution homographique, transformer respectivement les droites H = o, 7i = o, ^ = o en X = o, y = o^ z = o.
Les cycles de la courbe A'i^ transformée de A, auront respectivement les mêmes ordres et les mêmes coïncidences d'origine et de tangente que ceux dont ils sont transformés, et ki aura avec les côtés ^^==o,jk = o,^ = o les mêmes relations que k avec ^ = o, r^ = o, Ç = o.
Effectuons maintenant sur k^ la transformation quadratique particulière que nous venons d'étudier. Un point q de ki non situé sur les côtés du triangle sera transformé en un autre point où passent le même nombre de cycles, du même ordre, et avec les mêmes coïncidences entre leurs tangentes. 11 n'y a donc rien de changé de ce côté.
Considérons en second lieu les cycles dont l'origine est sur un des côtés du triangle, sur x = o par exemple. Ils sont par hypothèse du premier ordre et, leurs origines étant différentes, les quantités Yq, . . . correspondant à ces divers cycles sont distinctes. Enfin, ils ne sont pas tangents à X ^= O] leur ordre ne sera donc pas altéré par la transformation; leurs transformés seront du premier ordre; ils ont tous
leur origine en y = o, z = o, mais leurs Langentes
sont distinctes.
On introduit ainsi un nouveau point multiple, mais à cycles d'ordre i et à tangentes séparées.
Passons enfin aux cycles C dont l'origine est au sommet ^=JK= o; chacun d'eux est transformé en un cycle ayant son origine sur z = q-^ ceux dont les tangentes sont distinctes auront d'ailleurs des transformés d'origine distincte. Si la classe /'o — r du cycle G est moindre que son ordre /*, celui-ci sera abaissé par la transformation. Dans le cas contraire, Tordre se maintiendra; mais une autre simplification se produit : les exposants caractéristiques du cycle sont tous diminués de /-par la transformation, ainsi que nous l'avons vu.
580. En soumettant la courbe A', transformée de /^^, à des opérations analogues, on pourra donc, sans accroître l'ordre d'aucun des cycles, ni introduire aucune nouvelle coïncidence simultanée d'origine et de tangente, abaisser progressivement les exposants caractéristiques du cycle choisi, jusqu'au moment où, ceux-ci ne pouvant décroître indéfiniment, l'abaissement portera sur l'ordre du cycle. Poursuivant encore, on finira par rendre celui-ci égal à l'unité.
On choisira ensuite un des cycles restants, pour le réduire de même, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on n'ait plus que des cycles d'ordre i .
581. A ce moment, on pourra encore avoir des cycles ayant à la fois même origine et même tangente^ mais la continuation des opérations fera disparaître ces coïncidences.
Soit, en effet, G un cycle d'ordre i, dont l'origine soit en ^ =y == o et qui ne soit pas tangent à ^ = o ni à jr = o. Ses équations seront
ou
CjX 4- C2X--f-. . . .
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Un autre cycle D d'ordre i et de même origine aura pour équation
Ils auront même tangente si <ii =Ci, et, en général, un contact d'ordre m, si
Si G et D ont un contact d'ordre m, les transformés par la substitution quadratique que nous considérons auront encore même origine, mais un contact d'ordre ni — i seulement.
On a, en effet, pour le transformé de G,
Ti = Ci-HC2^-^..., Tg^i, T3=rci^4-c2^-.j___^ d'où, en posant —7 = X', — z=Tj' ^
X' == Cl + C2 ^ -h . . . , Z' =: Cl ^ -I- C2 ^2 -H . . . .
Résolvons la dernière équation par rapport à ^ ; il viendra
^=XiZ'4-X2Z'2 4-...,
et l'on déterminera les coefficients \ en substituant cette valeur dans l'équation
Z'= Ci^ -h C2^-+. . .,
et identifiant les deux membres. Les \k premières équations, qui déterminent X) , . . . , \^^ ne contiennent que les a coefficients Cl , . . . , c^\ )h , • . • 7 ^^(x en dépendront donc exclusivement.
Substituant la valeur de t dans l'expression de X', il viendra
X'=ci4- AiZ' + . . .4- A,„..iZ'— ^ 4-(A,,-i- c,„^iX-)2:""H-. • . ,
les coefficients A,, ..., A„i ne dépendant que de Ci, ..., c^. Si l'on opérait de même sur le transformé de D, on obtiendrait pour X' un développement analogue coïncidant avec le
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précédent en vertu des relations (i) jusqu'aux termes d'ordre m — I, mais différant par le terme d'ordre m.
On pourra donc abaisser progressivement l'ordre des contacts entre les cycles jusqu'à les faire disparaître totalement.
Démontrons encore le théorème suivant
Toute transformation de Cremona résulte de la composition de transformations quadratiques.
Soit S une semblable transformation, définie par les relations
oùf^ /o, fs sont des fonctions d'ordre n en ce, y, z.
Considérons trois points quelconques /j> = (a, a^, a"), p' := (P, p', p"), p' ■=. (y, y', y'^) non en ligne droite, et composons la transformation S avec la transformation homographique
(2) X : r : ^ :: a^; -H p-rn- yr : a'^ + [B'r, -\-iV. ^'\ -f- ^"-r, + i'-c.
La transformation résultante sera
OÙ C5, = /< (oc; -h (Bt; H- y^? • • •? • • •), • • • sont de degré n en Composons cette nouvelle transformation avec la suivante
(3) ^:ï]:C::^'C':C'r:rr/.
La résultante Si sera
^' :/':-':: 4^1: 'la: 4^3,
"l^i ='fi(''l'?'7 s'?,;'V), ••• étant de degré 2/1 en ^', ri, Ç'.
Le degré de cette transformation s'abaissera toutefois si l'un des points /), />', p" est un point fondamental de la transformation S.
Supposons, par exemple, que p soit un point de multiplicité ?', commun aux courbes /"i, /2 5 /s 5 son correspondant Tj = ^ = o sera multiple d'ordre i sur les courbes cp<, O25 ^3-
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Donc tous les termes de cp,, cps, cpg seront de degré au moins égal à f par rapport à ri, 'C- Donc tous les termes de <]><, (j;^, tpa seront divisibles par ^''. Ils seront de même divisibles par VS '^''" si p\ p" sont fondamentaux et de multiplicité i' , i!' . Après suppression de ces facteurs communs, le degré de ces fonctions ne sera plus que in — i — i' — i" . On déduit de la relation (2)
^:ri:r::A:B:C,
A, B, G étant linéaires en x^ y, z, puis de la relation (3)
(4) ç' : ^' : C' : : r,^ : t\ : U : : BC : GA : AB.
La transformation S résulte donc de la composition de S, avec la transformation quadratique (4)-
Le théorème sera donc établi si nous montrons qu'il existe, dans toute transformation S, trois points fondamentaux non en ligne droite et dont les ordres de multiplicité ?, i' ^ i\ aient une somme >> n. Gar la démonstration du théorème pour S sera ramenée à sa démonstration pour S, qui est une transformation de degré moindre.
583. Or, soit a^ le nombre des points fondamentaux de multiplicité /r; on a, comme nous l'avons vu, les relations
dont la combinaison donne la suivante
(7) EA:a^ = 3/i — 3.
D'ailleurs, la somme des multiplicités de deux points fondamentaux quelconques ne peut surpasser n\ autrement, les courbes /, , /a, J\ coupant en plus de n points la droite A == o qui les joint, /, , /j, /g contiendraient A en facteur commun, contrairement à notre hypothèse. Mais, si /i > i ,
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on a /? << 3/1 — 3. Donc il y a au moins trois points fondamentaux.
Soient /), p\ p" les trois points fondamentaux dont les ordres de multiplicité sont les plus élevés; soient i, i' ^ i" ces ordres et supposons iyi^ y i" • Les équations (6) et (7) pourront s'écrire, en mettant ces termes en évidence,
SA-^a^t ^'- 'i' — I - i^ — i'^ — i"\ 2 A- a/^ Lz^ 3 /i — 3 — i — i' — i" ,
les nouvelles sommes étant restreintes aux autres points fondamentaux.
On déduit de ces relations
n^ — [ — /2 __ //2 __ lift _ ^^^3,^ _ 3 _ /__ j' _ ^/^)
z^I.k{k~-i")a„lo,
car k — i' est toujours ^o.
Donc n ne peut surpasser la plus grande racine de l'équation
laquelle est égale à
VV
La quantité sous le radical peut s'écrire
et l'on a
Enfin les trois points/?, p' ^ p" ne sont pas en ligne droite; car s'ils étaient sur une même droite A =: o, celle-ci coupant les courbes /i, /2, /a en plus de n points, /<, /o, /s auraient le facteur commun A.
IV. — Transformations birationnelles d'une courbe. 584. Posons, comme nous l'avons déjà fait,
(I) oo".y\z^',\f,'.u\u
f\i fil fi étant des polynômes homogènes d'un même degré l en x^ JK, ^, et sans facteur commun.
Supposons x^ JK, z assujettis à la relation
L'élimination de x^ y, z entre les équations précédentes donnera une équation
exprimant la relation qui doit avoir lieu entre les rapports x' \ y \ z' pour qu'il existe un système de valeurs des rapports X \y \ z pour lequel les équations (i) et (2) soient satisfaites simultanément.
Le plus habituellement, cette solution commune sera unique (sauf, peut-être, pour certaines valeurs particulières des rapports x' \ y' \ z'). On sait, dans ce cas, qu'elle sera donnée par des équations de la forme
R, R, étant des fractions rationnelles qu'on peut supposer réduites au même dénominateur.
Chassant les dénominateurs, ces équations pourront se mettre sous la forme
f\, Z^, /a étant des polynômes homogènes et d'un même degré L' en x' ^ y' ^ z'.
A chaque point x, y, z de la courbe F correspond donc un point x'^ y' ^ z' de la courbe F' et réciproquement, les
points correspondants étant liés par les deux systèmes de relations (i) et (4).
Ces deux systèmes ne seraient pas équivalents pour des valeurs quelconques de x^ y, z, x' , jk', z' [à moins que la transformation (i) ne fût une transformation de Cremona] ; mais ils le sont, et cela nous suffît, pour celles de ces valeurs qui satisfont aux équations (2) et (3).
Nous dirons que les équations (i) et (4) établissent une correspondance uniforme , ou bircitionnelle , entre les courbes F et F'.
A un cycle G de F correspondra un cycle QJ de F
T, , T!,, T'3 représentant les fonctions
débarrassées toutefois, s'il y a lieu, de la puissance de t qu'elles pourraient contenir toutes trois en facteur commun. Les points de G', correspondant uniformément à ceux de G, correspondront uniformément, comme ceux-ci, aux valeurs du paramètre t.
Si G est d'ordre r et a pour origine le point (xq, yo, Zq), on aura
Ti = ^o+ «^^'■+- --, T2=:7o-H bV'-^..., T^ — z^-\-cl''-^. . .
/,(T,,T,,T3)=/,(^o,,ro.^o) + («|^ + ^^^4-c^^r+...,
Le cycle G' aura donc, en général, pour origine le point correspondant à [xq^ y^^ Zq), et son ordre sera r. Toutefois, cet ordre s'élèvera si '
/i(^o, 7o, -0), f%{^Q, yq,zq)^ fA^o^ yo,^-o),
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sans être nuls siinultancuient, sont proportionnels à
ôocq dfo àzQ*
Enfin, si ces trois quantités s'annulent à la fois, auquel cas les équations (i) cessent de définir les rapports x' '.y ', z\ on aura à supprimer la puissance de t qui figure en facteur commun dans /< (T,, To, T3), .... Le cycle G' aura pour origine vin point (^y, jk'o? ^0)' ^"^ nous considérerons comme le correspondant de (^q, j^'q, ^q)-
Enfin, si le point (^07^07^0)5 ^^f\^f-2->f'i s'annulent, est l'origine de plusieurs cycles G, Ci, ... de F, ils auront pour correspondants des cycles G^, G'^ , . . ., ayant pour origines
des points {x^, f'^, z'^), (<< , /oi > ^oi )' •••; ^^ ^^ P^ii^t {oCq^ Jq^ Zq) correspondra à l'un ou à l'autre de ces points, suivant qu'on le considère comme limite de points situés sur G, ou sur G^ ....
Il peut donc exister sur F des points ayant plusieurs correspondants sur F^ Mais ces points devront être multiples sur F, et situés sur /0/25/3 5 leur nombre est donc limité.
Réciproquement, un point multiple de F', situé sur/',, /Ij/g, aurait plusieurs correspondants sur F.
586. L'existence d'un élément invariant par toute transformation birationnelle peut s'établir comme il suit :
Les deux courbes F et F' étant supposées liées par la relation (i), posons
Gela posé.
étant une fonction de X, Y et -r^i la somme de ses ordres
aX
par rapport à t, pour tous les cycles de F, est nulle.
zz
dX'
dX ~
dX!
âX
dX' dY ÔY dX
'di
La somme des ordres de la fonction -7- ? pour la
d\' courbe F, est donc égale à la somme correspondante, —j,- ■>
pour la courbe F'.
L'existence de cet invariant étant établie son expression est aisée à trouver. On a, en effet,
dx dz
dX ^'dt " ^ dt
dt z^
Or nous avons vu (569-570) que la somme des ordres du numérateur est égale à S(r — i H- too) ^^ v H- S(r — i) -, celle des ordres du dénominateur sera in. L'invariant cherché sera
donc
Posons
V -f- 2 ( /^ — I ) — in zzzip
Le nouvel invariant p ainsi défini se nomme le genre de la courbe F. C'est un nombre entier, qui ne peut être négatif si F est indécomposable.
En effet, toute courbe F pouvant être changée, par des transformations quadratiques qui n'altèrent pas le genre, en une courbe F' n'ayant que des cycles simples à tangentes séparées, il suffit d'établir la proposition pour cette dernière. Dans ce cas, S(r — i) est nul et, a^^ désignant le nombre des points de multiplicité A", on a
V = /z(/i — i) — 'Laf^k{k — i)
P'^ — -1 — -ZJ^'—i —
nombre évidemment entier et qui n'est pas négatif (557).
587. Soit F une courbe indécomposable, d'ordre /z , n'ayant que des cycles simples à tangentes séparées. Si l'on suppose le triangle de référence choisi de telle sorte que le
sommet x ^=^ z -=^ o ne soit pas sur la courbe, celle-ci aura une équation de la forme
F = AY'^ -+- Al Y''-* -+-... H- A„= o, .
A étant une constante différente de zéro, et A4 , . . ., K,i des polynômes en X, de degrés t , . . ., n respectivement. Si nous posons, pour abréger,
le genre /> de F sera donné (numéro précédent) par la formule
Soit
y_ ^Y''^-f- 3iY'«-i + ...=rO
une autre courbe d'ordre m. Proposons-nous de déterminer ses coefficients de telle sorte que, parmi ses mn points d'intersection avec F, il y en ait le plus grand nombre possible qui occupent des positions choisies d'avance. Voyons d'abord de combien d'indéterminées nous pouvons disposer pour cela.
Effectuons la division de /par F; il viendra
/=QF + R,
Q et R étant deux polynômes entiers, dont le dernier est de
degré m en X, Y, mais de degré n — i seulement en Y. Or
il est clair que les points d'intersection de f d^wec F sont les
mêmes que ceux de R avec F. Nous pouvons donc nous
borner à considérer parmi les courbes d'ordre m celles dont
l'équation ne contient Y qu'au degré n — i.
Supposons d'abord m^ n — 3. L'équation de la courbe/*
contiendra termes de degré ^n — 2, plus n termes
de chacun des degrés n — ï , w, ..., m. Le nombre total de
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ces termes sera donc
(m — /i + 2 ) /i H zr^mii— p — a -h I ,
et l'on pourra déterminer les rapports des coefficients de manière à faire passer / par mn — p — d points lixés d'avance; il restera donc /) -j- <i points d'intersection dont on ne pourra disposer.
Si m ^ n — 3, le nombre des termes de / sera
et celui des points d'intersection dont on ne pourra disposer
sera
mn — ^- — h I.
En particulier, pour jn=. 11 — 3, ce nombre se réduira à
588. Les nombres précédents peuvent être diminués si l'on fait passer/ par les points multiples de F.
Supposons, en effet, qu'on remplace pour y l'obligation
de passer par points fixes de F par celle d'avoir un
point de multiplicité i à un endroit où F a elle-même un point de multiplicité k. Le nombre de conditions sera le même; mais le nombre des points d'intersection dont la po-
sition est hxee par la ne sera plus -^ •> mais ik. Le résultat le plus avantageux s'obtiendra donc en donnant à i la valeur k
valeur k — i , qui donne à ik sa valeur maximum
Si donc m est assez grand pour que le nombre des coefficients dont on dispose permette de donner à /un point mul-
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tiple d'ordre k — i partout où F a un point multiple d'ordre k (auquel cas nous dirons que /est une courbe adjointe de F), le nombre des points d'intersection dont on ne peut disposer
sera diminue de la quantité > ayt ~~ a. Il se réduira
donc :
1° OL X /?, si m>/i- 3;
a** \yK. p --- 1, si m^=: n — 3.
o89. La condition d'être adjointe donnant d relations linéaires et homogènes entre les coefficients de /", il existera toujours des adjointes si m^n — 3. Il en existera également pour ra=^ n — 3,si/)>>o (d'où n~:> i). Le nombre ]x des coefficients qui restent arbitraires dans l'adjointe la plus générale de degré m (ou, ce qui revient au même, le nombre des adjointes linéairement distinctes de degré m) sera donné par les formules suivantes :
1° Si /?2 >> /2 — 3,
{m — n - ! - 2 ) /i -h /? -t- Ai
Le nombre [x ainsi calculé devrait être augmenté si les d équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les adjointes n'étaient pas distinctes. Il nous faut donc démontrer que ce cas ne peut se présenter.
590. Nous nous appuierons, à cet effet, sur le lemme suivant, cas particulier d'un théorème célèbre d'Abel, que nous démontrerons dans le Calcul intégral.
Soit ^(X, Y, Cl , C2, . . .) = o une courbe algébrique quelconque contenant dans son équation des paramètres c< , Co, ... et coupant la courbe F(X, Y) = o aux points
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(X,, Y, ),..., (X;-, Y/), Si nous changeons C|, c->. ...
enciH-r/C), c^-^-dco^ ..., nous obtiendrons une autre courbe infiniment voisine, coupant F aux points
(X,-f-^X„Y,-+-^YO, ..., <Q?Xi , dY \^ . ' . étant donnés par les formules suivantes :
--^dXi-^- --^dYri- -j^dci-h... — 0.
Gela posé, soit/(X, Y) une quelconque des adjointes de degré n — 3 de la courbe F; on aura
' en.
591. Cette proposition étant admise, supposons que pour un certain degré m^n — 3 le nombre des coefficients indéterminés qui restent dans l'adjointe soit > ji.. En assujettissant l'adjointe à passer par ij. — i points r/, = (X<, Y i ), . . ., a^^_i = (Xjj,_i, Y^j;,_i) choisis à volonté sur F, elle contiendra encore plus d'un coefficient indéterminé; on aura donc tout un faisceau d'adjointes passant par ces points. Soit G l'une d'elles; elle coupera encore F en v autres points
^[x = (-^[X5 ï;jj) •••5 ^a+v-l)
le nombre v étant <C [jl; car nous avons vu qu'il est égal à p, si m^ n — 3, à /? — r si /?^ =r /? — 3.
Gela posé, par les ijt. — i points «v+i, ..., «jj^+v i ? on peut faire passer un faisceau d'adjointes, ayant pour équation générale
et G sera l'une des courbes de ce faisceau. On aura donc pour des valeurs convenables assignées aux paramètres Ci , C2, ...
G =: Cl cp , -I- C, 'f 2 -h • • • = O.
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Changeons c, , c. , ... en c, + ^/c, , C2 -H dc^ , . . . , on aura une autre courbe C, coupant F, comme C, aux points multiples et aux points fixes «^v+t, ..., a^.j^-^_s et, en outre, en des points
«; =(Xi-i- ^Xi, Yi4- ^Y,), . . . , «;=:(Xv4- r/Xv, x^ + dx^).
Or on sait qu'il existe au moins p adjointes linéairement distinctes, /, , . . . , /p de degré n — 3. Appliquant à v d'entre elles le théorème d'Abel, on aura v équations
Z (JF(X„Y,)"^^--^- A_i,2,...,..
Ces équations, en nombre égal à celui des quantités <iXf ne pourraient être satisfaites qu'en supposant que les (iX/ sont tous nuls ou que le déterminant des coefficients est nul.
592. La première hypothèse doit être écartée. En effet, les courbes G et G' coupant F aux mêmes points, il en serait de même de la courbe
(5) C" = <iCiCpi -h <^C2cp2 -h. . . = 0,
quels que soient les rapports de <:/c,, ^ico, • • • • En les déterminant convenablement, on pourrait faire passer cette courbe par un nouveau point de F. Les courbes G'^ et F auraient ainsi plus de points communs que a'en comporte leur degré, et devraient avoir une partie commune; et comme F est indécomposable, on devrait avoir
^ étant un polynôme entier. Ge résultat est absurde, C'^ étant de degré moindre que F par rapport à la variable Y.
o93. La seconde hypothèse ne peut être vérifiée en général, mais seulement pour certaines positions particulières des
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points a,, ..., «v, qu'on sera libre d'éviter, puisqu'ils font partie de la suite des points a,, . . ., a^_\ , qu'on peut choisir arbitrairement sur F. Tout d'abord, si ces points sont pris à
distance finie, -^ j restera fini. Le déterminant qui doit
s'annuler deviendra, après la suppression des dénominateurs
' ' qui figurent en facteur commun
/,(X,,Y,), ..., /i(Xv,Y,)
/v(XnYi), ..., /v(Xv,Yv) Cette expression développée peut se mettre sous la forme
Ml, M2, ... étant indépendants de Xi, Y,. Pour que cette équation ait lieu pour une position arbitraire du point (X<, Y,) sur F, il faudra que son premier membre soit divisible parF(X,,Yi), et comme il est de degré moindre que F, il devra être identiquement nul. D'ailleurs les fonctions fi, /2-, ••• sont linéairement distinctes; donc il faut que les mineurs M^, M2, . .. soient tous nuls.
D'ailleurs, l'un quelconque de ces mineurs, tel qucMi, peut être mis sous la forme
N,/2(X„Y,)-i-... + Nv/v(X,,Y,),
et ne pourra s'annuler, pour toute position du point (Xo, Yo) sur F, que si les mineurs du second ordre N2, . . . , Nv sont nuls. Continuant ainsi, on voit que le déterminant ne peut s'annuler pour toutes les positions possibles de (X, , Yi ), . . . , (Xv_i, Yv_i) que si le point (Xv, Yv) est commun à F et à toutes les adjointes y*< , ...^f^.
594. Nous aurons en particulier, pour m ^^ n — 2, p -h 71 — I adjointes linéairement distinctes, rencontrant chacune F en 2/> + n — 2 points, outre les points multiples.
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Celles de ces adjointes qui passent par p -^ n -— ?> points fixes (2, =(Xi,Yi), ..., cip^n^^ formeront, en général, un faisceau à deux coefficients.
Chacune des courbes de ce faisceau coupera F aux points a,, . . ., ap^n-z et en /> -H I autres points. Si n > 3, ces derniers points seront toujours différents pour deux courbes différentes du faisceau si les points fixes <2,, ..., cip^n-s (dont le nombre est au moins égal à /? 4- i) n'ont pas des positions particulières.
Supposons, en effet, que l'un des p + i derniers points d'intersection fût nécessairement le même pour deux des courbes du faisceau et, par suite, pour toutes les autres. Soient C une courbe particulière du faisceau ; «i , . . . , a^p+n-^-i ses points de rencontre avec F. La courbe C appartient au faisceau des adjointes d'ordre n — 2 qui passent par les p -\- n — 3 points fixes ap^^^ ..., «2/j+«-2- Si ce dernier faisceau n'a que deux coefficients, toutes ses courbes devront, d'après notre liypothèse, avoir encore sur F un point commun, qui sera nécessairement l'un des points a,, ..., apj^\^ par exemple apj^\. Si, au contraire, le faisceau a plus de deux coefficients, on peut déterminer l'un d'eux en fonction des autres, faire en sorte que la courbe coirespondante passe par apj^\. Il restera encore au moins deux coefficients indéterminés. Nous obtenons donc, dans tous les cas, un faisceau de courbes adjointes passant toutes par les points a^^_i , • • -, (i-ip^n-i et dont la courbe C fera partie.
Appliquons à ce faisceau le théorème d'Abel : en prenant successivement les p adjointes y,, ..., fp d'ordre n — 3, on aura les/? équations
V A(XoY,)
dX
qui ne peuvent subsister que si les c/X^- sont tous nuls, ou si le déterminant de leurs coefficients est nul. Mais on a vu
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que la première hypothèse est inadmissible, et que la seconde ne peut être vérifiée que pour des positions particulières des points a^^ . . .^ (ip.
59o. Cela posé^ considérons les adjointes d'ordre n — 2, qui passent par p -Y- n — 4 points fixes a, , . . ., ap^,j-', pris arbitrairement sur F. Elles forment un faisceau à trois coefficients
Cl cpi 4- C, Cp2 4- C3 O3 =^ 0 .
Soit a = (^, 'r\) un autre point pris arbitrairement sur F, et posons
Éliminant ?, r\ entre cette équation et
(7) F(^,rO = o, nous obtiendrons entre ^', r/ une équation
liée à F par la transformation (6). Cette transformation sera, en général, birationnelle. En effet, si à un point (^', 'f{) de F^ correspondaient, en vertu des équations (6) et (7), deux points de F, a = (Ç, -^) et ct,^ ■=. (^, , 7]< ), on aurait
de sorte que les deux adjointes d'ordre n — 2,
qui passent par les /? 4- /2 — 3 points «<, . . ., Œp^n-zy ^1 passeraient encore par un autre point a^ de F, ce qui, comme nous l'avons vu, ne peut avoir lieu pour des positions arbitraires des points «i , . . ., a.
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596. La courbe transformée sera donc du même genre que F. Cherchons à déterminer son degré n^ . Posons, pour rétablir l'homogénéité,
\ — ~. ri^^, ^'=-, 7)'=:^',
La courbe F aura pour équation <I) := o, et la transformation (6) pourra s'écrire
(L^ , ^^^ ^3 étant des polynômes d'ordre n — 2 ; enfin la transformée aura une équation de la forme
Le degré cherché est le nombre d'intersections de la courbe <ï>' avec la droite arbitraire
Xj^' 4- X2/' -f-Xas' — o.
A chacun de ces points correspond sur F un point (^,JK, ^) satisfaisant aux deux relations
Ces deux équations simultanées, de degrés n — 2 et « respectivement, définissent n(^n — 2) points, dont chacun correspondra réciproquement à un point commun à
Xl^' -H X2J' -i-XgS' = 0, *'— O,
pourvu que <!;<, d/o, 'i^a ne s'annulent pas à la fois.
On voit donc que n! est égal au nombre des intersections des deux courbes (9) qui sont variables avec X,, X25 ^3- Ce nombre est /? + 2. Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
Toute courbe de genre p > o peut être changée par une transformation hirationnelle en une courbe de même genre, et de degré p -^ 'i.
597. Il nous reste à étudier les courbes de genre zéro, dites courbes unicur sales.
Soient F = o une semblable courbe; cp<, cpo deux de ses adjointes, d'un même degré m et coupant F, la première aux points a^^ ..., «[i_2, a, la seconde aux points a,, ..., aj;,_2, p. Elles n'auront pas d'autres points de rencontre avec F, puisque p est nul.
Considérons les adjointes du faisceau
Chacune d'elles coupera F aux points a,, . .., «[x--2, et en un autre point (^, 'f\) variable avec le rapport - ^^ t. Pour
obtenir ?, on éliminera 't\ entre les équations F = o, C\ cpi -1- C2^2 = o, et l'on supprimera, dans l'équation finale, les facteurs correspondants aux racines fixes; il restera une équation du premier degré, d'où l'on déduira ^=rR(^), R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de même -ri = R,(^), R< étant également rationnel.
L'équation F = o sera donc équivalente au système des deux suivantes :
^=.R(0, Vi=:::R,(0.
A chaque point (^, t,) de F correspondra, en général, une valeur unique de t. Car si deux adjointes différentes Cl cpi -h C2Ç>2i c', cp, + c'^cpo passent par le point (^, -^l), cpi et cp2 y passeront aussi; (ç, '/i) sera donc un des points communs à cp< , cp2, F, c'est-à-dire un point multiple, ou l'un des points a,, . . ., aj/,_2.
Pour obtenir la valeur de t correspondante à l'un de ces points particuliers A, on supposera que le point (^, ti), d'abord différent de ce point, s'en rapproche indéfiniment, et l'on cherchera la valeur limite vers laquelle tend t. Ce sera celle que nous ferons correspondre au point A.
Si ce point est multiple d'ordre k, on pourra supposer successivement le point (Ç, rj) placé sur chacune des k bran-
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ches de F qui se croisent en A; on obtiendra ainsi k valeurs de t correspondantes à ce point.
598. Considérons réciproquement une courbe F définie par les équations
R et R, désignant des fractions rationnelles. Réduisant ces fractions au même dénominateur, on pourra les mettre sous la forme
C5,, C92, CO3 étant trois polynômes sans facteur commun.
Cherchons coml:)ien de valeurs du paramètre t correspondent, en général, à un même point de la courbe. Soit ti l'une d'elles; les valeurs cherchées seront les solutions communes aux deux équations
(10) R(0)-=R(^O, Ri(0)::=R,(O,
ou
(II
j P(e,^,) =cp,(6)cp3(/^^)-cp3(0)9,(^0 = o,
Les deux polynômes P et P^ sont divisibles par G — t mais ils peuvent avoir d'autres diviseurs communs. Soit en général D(8, ti) leur plus grand commun diviseur; on aura
P(o, ^,)-:.D(e, ^,)Q(e,^0, p,(o,^0^-D(o,^i)Qi(^^i).
Les deux équations Q :— o, Qi = o ne pourront avoir de racine commune que pour des valeurs particulières de ^<. Les solutions communes aux deux équations (11) se réduiront donc (lorsque ^, reste indéterminé) aux racines de l'équation
Ces racines sont généralement distinctes, car une racine
double devrait satisfaire non seulement aux équations (lo), mais à leurs dérivées
équations algébriques qui n'admettent qu'un nombre limité de valeurs de 9; et les valeurs correspondantes de ^j, déduites des équations (lo), seraient également en nombre limité. Soit donc
D(6, ^i)--=A(^OQ'"-i-Ai(^i)e— i-r-...-i-A,„(^i);
les équations (lo) admettront, en général, m racines communes distinctes ti, .. ., ^,;i, solutions de l'équation
Si l'on permute les deux variables Q et ^i, les deux polynômes P et P^ changent simplement de signe; leur plus grand commun diviseur D doit donc se reproduire à une constante près; il est donc du degré m en t^. L'un au moins des polynômes A, A, , . . ., par exemple Ajj^, sera de degré m, les autres étant de degré ^ m. En particulier, A sera de degré inférieur à m; car, s'il en était autrement, D ne pourrait s'annuler identiquement pour 0 = ^^ , ainsi que cela doit être ; carD(^i, ti) contiendrait un terme en t^'^ qui ne pourrait se réduire avec les autres.
D'autre part, ti désignant l'une quelconque des racines
, tfjij on aura
^{ti) =
^es
équations
seront donc équivalentes aux équations (lo). L'équation D(B, ti), qui fournit les racines communes à ces équations, sera donc équivalente à D(8, ^^ ) = o. On aura, par suite,
A^.(^/) ^ Mil) A(^,)^'" Mil)'
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Si donc nous posons
à chaque valeur de ce nouveau paramètre u correspondront m valeurs de t et précisément celles qui correspondent ellesmêmes à un même point {\, '/]) de la courbe F; et ^, Tj étant des fonctions algébriques de u, qui n'ont qu'une seule valeur pour chaque valeur de u, seront rationnels en u.
On voit ainsi que, si les coordonnées d'un point d'une courbe sont exprimables en fonction rationnelle d'un paramètre, on pourra toujours, en changeant au besoin le paramètre, faire en sorte qu'à chaque point de la courbe corresponde une seule valeur du paramètre.
599. Supposons cette condition réalisée, avec le paramètre t, pour une courbe F définie par les équations
nous allons établir que cette courbe est unicursale.
Les fonctions K(^), Ri (t) peuvent être supposées réduites au même dénominateur. Passant aux coordonnées homogènes, en posant ^= -, yj i=r ^ les équations de la courbe pourront s'écrire
Ti, To, T;5 étant des polynômes en T.
Par une transformation birationnelle
nous pouvons changer la courbe F en une autre F' de même genre />, n'ayant que des cycles d'ordre i. Les équations de, cette nouvelle courbe seront de la forme
^)7 ®2, ©3 étant de nouveaux polynômes en t.
A cliaque point {.x'.y', z') correspondra d'ailleurs, en gé-
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néral, un seul point (x, y, z), et par suite une seule valeur de t.
Soit s le plus grand des degrés des polynômes ©<, S2, ©3; on pourra écrire
e^—bt'-h bit'-'^-^.. .,
l'un au moins des trois coefficients a^ b, c étant ^ o. D'ailleurs, si t croît indéfiniment, on aura, en posant t= — ^j
œ' : y' : z' :: a ^ ai t' -h . . . : b -h bi t' -i- . . . : c ^ Cit' -\- . . . ,
Ces équations définissent un cjcle de F', qui doit être d'ordre i, par hypothèse; donc l'un au moins des trois déminants abi — a^ è, bCi — b^ c, ca^ — c^ a sera ^o.
Le degré n de la courbe F' est le nombre de ses intersections avec une droite arbitraire
Les t correspondants sont les racines de l'équation de degré 5
et à chacune d'elles correspond un point distinct de F'. Donc
Cherchons d'autre part la classe v de F'.
Une droite
ux -\- vy -\-wz^=iQ>
sera tangente à F' au point t si l'on a
W©! 4- r 62 H- ^V03 rrr o.
Elle passera, en outre, par un point donné arbitrairement a, [^, y, si l'on a
wa-i-ç^p -1-(^Y = 0.
Éliminant w, v^ w entre ces trois équations, on aura, pour
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déterminer les points de F' dont la tangente passe par a, p, y, l'équation
a(0,0;--030;) + p(03e;-0,0;)-i-Y(©ie;-e2e;) = o.
Or
02 0; — 03 0;=— (èci — b^c) ^25-2^. . .,
03 0; — 010; r=— (C^i — Ci«)^25-2_^_ _ ^ 0,©; — 0,0;==:— (a6i— ai6)^2.ç-2_^ —
L'équation en ^ est donc de degré is — 2, et v = s»? — ^2. Cela posé, F^ n'ayant que des cycles d'ordre i, son genre/? sera défini par la relation
2/? — 2=:v — in ~- 2S — 2 — 25= — 2.
Donc/? = o, et les courbes F', F seront unicursales.
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