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PRÉFACE
Le présent Volume n'a pas été aussi profondément remanié que les deux précédents. Les principaux changements sont les suivants :
La Note finale sur quelques points de la théorie des fonctions a été supprimée, les principaux résultats qu'elle contenait ayant été introduits dans les deux premiers Volumes.
Les divers passages où interviennent les fonctions elliptiques ont été notablement simplifiés en faisant intervenir les fonctions de M. Weierstrass à la place des anciennes fonctions sn u^ cnUy dnu.
L'exposition du procédé d'intégration des équations linéaires à coefficients constants a été changée. La méthode de M. Vaschy, que nous avons adoptée à la place de celle de Cauchy, se recommande par son élégance et sa complète généralité.
Nous avons enfin ajouté une démonstration de l'existence des intégrales dans le cas des variables réelles, et l'indication des méthodes proposées par Kummer et Halphen pour l'intégration de certaines équations linéaires.
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dx f{x,y)
94-97. Étude des intégrales aux environs d'un point critique pour
l'équation J7 ~- z=f{^x^y) iia
98-99. Étude des intégrales aux environs d'un point critique, pour
l'équation /( ~ , ^ J = o laa
100-103. Intégration de cette équation lorsque ses intégrales sont uniformes 126
I. — Notions préliminaires
1. Nous avons vu dans le Calcul différentiel (Chap. I, § XIII) que, lorsqu'on a un certain nombre de relations entre une ou plusieurs variables indépendantes a?i, ^2, . . . et des fonctions ^1,^2, ... de ces variables^ on pouvait, en combinant ces équations avec celles qui s'en déduisent par dérivation, en déduire une inJGnité d'équations dififérentielles auxquelles satisfont ces fonctions.
U nous reste à traiter le problème inverse, en cherchant à remonter des équations différentielles aux relations qui existent entre les variables elles-mêmes.
J. — Cours, in. I
2 TROISlfeHE PARTIE. — GHÀPITaS I.
Nous nous occuperons d'abord des équations différentielles ordinaires, où ne figure qu'une variable indépendante x,
2. Soit proposé un système de m équations différentielles entre a? et m fonctions y^^ . . . , y^, de cette variable. On pourra, par l'introduction de variables auxiliaires, ramener le système proposé à un autre système équivalent, où ne figurent que des dérivées du premier ordre.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que nous ayons deux équations différentielles simultanées
„/ dy d^v d^Y dz d}z\
^ K^'^' dx' dx^' dp' ^' di' d^^J "-^'
„ / dy d*v d^y dz d}z\
^X^y^ -Rx' dP'dx^'^' di' d^^)-'''
Posons
On aura évidemment
^-^y' "^yL-y^ ^-Z'
dx~~y' dx~y ' dx'" '
Ces cinq équations différentielles forment un système manifestement équivalent aux deux équations primitives, mais où ne figurent plus que des dérivées du premier ordre.
3. Considérons donc un système simultané de m équations du premier ordre
^ / dy dz du \
_ / dy dz du \
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entre la variable indépendante x et m fonctions inconnues^,
JSf Uj • • • m
Si parmi ces équations il en figure une, F = o, qui ne con^ tienne pas de dérivée, soit y une des variables qu'elle contient, l'équation résolue par rapport à y donnera un résultat de la forme
(l) ^ = (p(j7,5, Cl, ...)•
On en déduit
dy 09 d^ dz d^ du
d^^d^'^did^'^d^di'^''"
Substituant ces valeurs dans les équations
on aura un système de m — i équations différentielles pour déterminer les m — i variables z, u, . . .; on calculera ensuite y par l'équation (i).
Supposons, au contraire, que l'équation F = o contienne
dy au moins une dérivée, telle que ^ • Résolvant par rapport à
cette dérivée, il viendra
dv .[ dz du \
Sabstituons cette valeur dans les équations suivantes ; on obtiendra un système
(dz du \
équivalent au proposé.
Si l'une des équations f, = o, ••• ne contenait aucune dérivée, on pourrait s'en servir, comme il a été expliqué,
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pour éliminer une variable et ramener l'étude du système proposé à celle d^un système de m — i équations différen*
tielles seulement.
dz Si, au contraire, Téquation f i = o contient une dérivée -j- y
on en déduira
dz_ dx
et Ton substituera cette valeur dans les équations suivantes.
Continuant ainsi, on arrivera à mettre le système sous la
forme
dy ^ dz da ^
di-^^' 5^"--^*' 5^"~'^'' •••'
yj^ne contenant plus -j-i f^ ne contenant ni -^ ni -t— > • • • •
Portant maintenant dans chaque équation les valeurs des dérivées fournies par les équations suivantes, on obtiendra un nouveau système d'équations, de la forme suivante :
Un système d'équations simultanées du premier ordre, ainsi résolu par rapport aux dérivées, est dit ramené à sa forme normale.
On voit, par ce qui précède, que Tétude d'un système quelconque d'équations différentielles simultanées peut être ramenée à celle d'un système normal. Le nombre des équations de ce système normal équivalent au proposé servira de définition à Vordre de ce dernier.
En particulier, si l'on n'a qu'une équation différentielle
d"*Y f( dy d"^-^y\
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elle sera équivalente au système normal
Son ordre sera donc égal à m.
4. D'un système de m équations différentielles entre x et les m fonctions y^ z, Uj . . . , on peut déduire, ainsi que nous allons le voir, une équation différentielle où ne figurent que X et^.
£n général, le nombre des équations données n*est pas suffisant pour éliminer ^, t^, . . . et leurs dérivées. Mais, si nous prenons la dérivée de chacune des équations données, nous obtiendrons m équations nouvelles, en introduisant au plus m — I inconnues de plus, à savoir une dérivée nouvelle de chacune des fonctions js, m, .... En répétant celte opération, on arrivera évidemment à se procurer assez d ^équations pour eOectuer l'élimination.
Considérons, par exemple, un système de trois équations
F=zo, F, — o, F, = o
entre x^y^ z, u» Supposons que l'ordre de la plus haute dérivée de chaque variable, dans chacune de ces équations, soit donné par le Tableau suivant :
ni
Px
ntt
nt
Pt
Différentions les trois équations respectivement Â, A|, As fois. Nous obtiendrons ainsi un total de A + A| + A^ + 3 équations, entre lesquelles on aura à éliminer z et ses B premières dérivées, u et ses C premières dérivées, B désignant
le plus grand des nombres A -4- /i, A| -|- /i| , Aq -j- /la, et C le
plus grand des nombres A -{-/?, A|-h/>i? ^2-*-p2] soît en
tout B 4- G + 2 inconnues.
En thèse générale, l'élimination ne pourra se faire que si
le nombre des équations surpasse celui des inconnues. On
devra donc avoir
et, comme on a
on en déduit
A^/ii-f-/?!, A5/i,-H/>i.
On voit de même que A| est au moins égal au plus grand des deux nombres n-\' p^y /Z2 + />9 et A^ au moins égal au plus grand des nombres n +/?i, /i| H-/>.
Il est d'ailleurs aisé de voir qu'en prenant A, A| , A2 précisément égaux aux limites inférieures trouvées ci-dessus, on aura juste le nombre d'équations nécessaires pour l'élimination.
Soit en effet, pour fixer les idées,
B = A 4- ^i > Aj -t- /Il 5 Al -h /ij. On en déduira
A -h /i = /n- /Il -f- />! ;^ Aj 4- ^1,
d'où
B=:A4-/i = Ai4-/ij;
et, d'autre part,
A-h/?=/?4- /li4-/>j< A.,4-/>t.
On trouvera de même
Ai4-/?i<At4-/?, ou 5A4-/>, suivant que Ai sera égal à /i +/?2 ou à /Iq -!-/>.
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On aura donc, dans tous les cas,
C=:A,-h/?,5Ai-h/?i5A-*-/>, et, par suite,
B -f- C = Aj -f- /i, 4- A, + /?,=: A H- Aj -h A,.
Eln donnant à A, A|, A| les valeurs ci-dessus, on aura donc une équation de plus qu'il n'est nécessaire pour déterminer Zy u et leurs dérivées au moyen de y et de ses dérivées. Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront une équation finale ne contenant que j^, et ses dérivées jusqu'à Tordre D, D désignant le plus grand des nombres A + m^ A, -h m,, Aa+z/îa-
Ce nombre D, qui représente l'ordre du système, sera évidemment égal au plus grand des nombres /n + /i| -{-/><) m I -h /i -4-/72) • • •) qu'on obtient en associant ensemble trois nombres du Tableau (â) appartenant à la fois à des horizontales et à des verticales différentes.
5. Ce résultat, qu'on étendrait sans difliculté au cas d'un nombre quelconque d'équations, peut se trouver en défaut si jff, 2i et leurs dérivées figurent dans les équations proposées de telle sorte que l'élimination puisse se faire avant qu'on ait formé toutes les équations auxiliaires qui paraissent au premier abord nécessaires, d'après le nombre des quantités à éliminer.
On obtiendra, même dans ce cas, une équation finale euy de la forme
mais ^, ;/, au lieu d'être immédiatement donnés en fonction de^ et de ses dérivées, pourront être déterminés par de nouvelles équations différentielles, de la forme
cP^z ( dy cP^-^z di*-^u\
^^^ (.^'•^'^'•••'^'"'•••'rfïx::î'5ÏFTJ'
/ dy cP-^z d^-^u\
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Éliminant u entre ces équations par la répétition du même procédé, on arrivera à faire dépendre l'étude du système primitif de celle d'un système de la forme suivante :
u __. ( ^ dr-^u\
dr
dxt
6. Considérons, en particulier, les fonctions déterminées par une équation différentielle
/ dy d^Y\
d^ V algébrique par rapport k x^ y, ..,<, ^^•
Toute solution d'une semblable équation satisfait évidemment à une infinité d'équations analogues résultant de la combinaison de F et de ses dérivées.
Réciproquement, soit y une fonction de x qui satisfasse à une série d'équations différentielles algébriques
F =1 o, Fi nn o, ....
Toutes ces équations résulteront de la combinaison de l'une d*enlre elles avec ses dérivées.
Considérons, en effet, parmi toutes les équations de ce genre auxquelles j^ satisfait, celles dont Tordre est minimum, et parmi celles-ci choisissons celle où la plus haute dérivée est élevée à la puissance minimum. Soient a et p. cet ordre et ce degré, F = o Téquation correspondante; F, = o une autre équation quelconque du système.
De l'équation F =^ o et de ses dérivées on pourra déduire les
valeurs de -j—^^ • • • et des puissances de -r^ de degré ^ p. en fonction rationnelle de ^, ^, ^ , • • •» -r^^ • • •> ( j~i^ )
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Sabstituant ces valeurs dans F|, on obtiendra une nouvelle équation ♦ = o, qui ne contiendra plus que x^ y^ -j-y • • • >
j-^> •••! ( j-^) • Mais, d'après notre hypothèse, y ne
satisfait à aucune équation de ce genre. Donc l'équation ^ =: o est une identité.
Nous dirons que la fonction y est une solution propre de Féquation F = o et une solution impropre des autres équations F| = o, ... ; et nous appellerons ordre de la fonction l'ordre de l'équation F = o.
D'après cette définition, les fonctions algébriques seront d'ordre zéro; les fonctions d'ordre >- o seront transcendantes.
Une équation dififérentielle algébrique F = o est dite irréductible, si elle n'admet que des solutions propres
7. Soient ^, z, . . . des solutions des équations différentielles algébriques
-,/ dY d^Y\
(3) / / dz d^z\ ^
de degrés [x, v, . . ., par rapport a -f^y Zn^ " "
Soient, d'autre part, Y, Z, ... d^autres fonctions satisfaisant à des équations analogues
Supposons qu'il existe entre ces diverses fonctions et leurs dérivées une relation algébrique
Si nous éliminons Y, Z, ... entre cette équation et les équations (4)» nous obtiendrons une équation différentielle
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G = o entre y^ z^ . . . , qui représentera la condition nécessaire et suffisante pour que ces fonctions, associées à des solutions convenablement choisies des équations (4)> satisfassent à Téquation V = o.
Si donc l'équation G = o n'est qu'une conséquence des équations (3) et de leurs dérivées, tout système de solutions de (3), associé à un système convenable de solutions de (4)) satisfera encore à l'équation ^ = o.
Ce cas se présentera nécessairement s'il n'existe entre les solutions y^ z^ . . . , primitivement données, aucune relation algébrique de la forme
d^ Y dr Z
OÙ ^-^' T~^^ '*■ %"''6i^^ *v®c ^^s degrés respectivement
inférieurs à pi, v, ....
En effet, au moyen des équations (3) et de leurs dérivées,
on peut éliminer de G les dérivées -r-rrr? •••> t-^ — > •••
et les puissances {--f-s,) > (t^) » •"• On obtiendra ainsi
une équation de la forme (5), laquelle devra, par hypothèse, se réduire à une identité.
8. Comme application des considérations qui précèdent, cherchons la forme la plus générale des relations algébriques qui peuvent exister entre des intégrales abéliennes^i, ...,^m définies par les équations différentielles algébriques
Soit
(6) v(^,ri> •••»/m) = 0
une semblable relation. Nous pouvons évidemment admettre
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qu'il n'existe aucune relation de même nature entre les fonctions y^^ . . . , j^m-i et la variable indépendante.
L'équation (6), résolue par rapport à^^j pourra s'écrire
D'après le théorème précédent, cette équation subsistera si l'on y remplace j^^, •••j^m-i psir des solutions quelconques des équations F|, ..., F^-o pourvu qu'on remplace en même temps y m par une solution convenable de Téquation FjN. Mais il est clair que les solutions de chacune de ces équations s'obtiennent toutes en ajoutant à l'une d'elles une constante d'ailleurs arbitraire. On aura donc
C|, . . . , Cm-\ étant des constantes arbitraires, et Cm une autre constante, dépendant de celles-là.
Prenant la dérivée de cette équation par rapport à la constante C| , il viendra
de, ~" de, "~ d/,
et, en posant c, = . . . = Cto_i = o,
k^ désignant la valeur constante que prend dans cette hypothèse la dérivée *"
de,
Cette dernière équation doit se réduire à une identité, puisque nous supposons que Xj y^, ..., ym-\ ne sont liées par aucune relation algébrique. On aura de même identiquement
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^39 '" } f^m-i étant des constantes. On en déduit
? = ^'i 7i -H . . . 4- it;„-i7/«-i -h X,
X étant une fonction algébrique de x. La relation cherchée sera donc de la forme
7m = ^i/i -+-... 4- /rm-i7/«-i 4- X.
9. Ces préliminaires posés, il nous reste à indiquer les procédés par lesquels on peut intégrer une équation différentielle (ou un système de semblables équations), c'està-dire déterminer ses solutions.
Il est aisé de voir, par des exemples, que ce problème est indéterminé.
Considérons, en effet, une équation
entre la variable indépendante Xy la fonction j^ et la constante arbitraire c. On en déduit par différentiation
Tirons la valeur de c de l'équation (7) pour la substituer dans (8); il viendra, en représentant par des parenthèses le résultat de cette substitution.
Cette équation différentielle admet pour solution la fonction ^, définie par l'équation (7), quelle que soit la constante c. A chaque valeur de cette constante répond une solution particulière. L'ensemble de ces solutions se nomme la solution générale.
Pour reconnaître s'il existe d'autres solutions, en dehors de celles que nous venons de déterminer, introduisons une
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variable auxiliaire c définie par l'équation (7). Cette équation différentiée donne
ox oy ^ de
on, en substituant pour c sa valeur tirée de (7),
on enfin, en tenant compte de l'équation (9),
On peut satisfaire à cette équation de deux manières : 1^ En posant
efc = o, d'où c = const. ;
la valeur correspondante de y étant donnée par TéquatioD (7), on retombe ainsi sur la solution générale; 2^ En posant
Cette équation détermine la valeur de y en fonction de x. L'inconnue auxiliaire c sera ensuite déterminée par l'équation (7).
La nouvelle solution ainsi obtenue se nomme la solution singulière de l'équation différentielle.
En considérant x, y comme les coordonnées d'un point, chaque solution particulière
où c est supposé constant, représente une courbe.
La solution générale représente l'ensemble de ces courbes. Enfin la solution singulière, définie par l'équation
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résultat de rélimination de c entre les équations
représentera Fenveloppe de ce système de courbes.
Il arrivera parfois que les deux équations (lo) soient incompatibles, auquel cas il n^y aura pas de solution singulière; ou que la valeur de c en fonction de j;, déduite de ces équations, se réduise à une constante; dans ce cas, la solution singulière se confondra avec l'une des solutions particulières contenues dans la solution générale.
10. Les considérations précédentes peuvent aisément s^étendre à des systèmes d'équations diflerentielles simultanées. Soient, par exemple,
(II) ?i = o, <pt=o
deux équations entre la variable indépendante Xj les deux fonctions ^i , y 2 et deux constantes Cf , Ca] on en déduira, en diiférentiant et éliminant Cf, Ca, les deux équations difiérentielles
dont les équations (1 1) représentent la solution générale.
Pour obtenir les autres solutions s'il en existe, prenons pour inconnues auxiliaires les quantités C|, Ca déûnies par les équations (11).
La différentiation de ces équations donnera
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OU, en éliminant C|, Ca et tenant compte des équations (12)9
On peut satisfaire à ces équations :
I® En posant
ûfc|=io, dCf^^o,
d'où
Cl = const. , Cj := const. ;
on retombe ainsi sur la solution générale ; a® En posant
auquel cas les équations (i3) se réduisent à une seule d'entre elles, par exemple à
(■« fê)*-(5S)*-=<"
Cela posé, des trois équations
?1 = 0, «p,= 0, AmO
on pourra déduire les valeurs de Ci, C2, jKa en fonction de x et dej^i. Substituant ces valeurs et leurs différentielles dans Féquation (i4)} cUe prendra la forme
Xdx +Ydf/, = 0,
où X, Y sont des fonctions de x et de j^|.
Toute solution ^1 de cette équation, combinée avec la valeur correspondante de^a tirée de A := o, donnera une solution singulière des équations différentielles (12;.
3^ Enfin, si les équations
(^)=«. m=- (!■)=». (fe)=»
étaient satisfaites par un même système de valeurs de^i, j^av
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elles fourniraient une nouvelle solution ; mais le système de ces équations est généralement surabondant.
11. Le problème de l'intégration des équations différentielles (ou des systèmes d'équations différentielles) peut être envisagé sous deux points de vue différents.
On peut se proposer d^obtenir une solution générale. Celle-ci trouvée, les solutions singulières s'en déduiront immédiatement si l'on a affaire à une seule équation, ou s'il s'agit d'un système d'équations différentielles, par l'intégration d'un nouveau système d'ordre moindre que le proposé. On pourra ainsi former le tableau de toutes les solutions possibles.
Mais, dans les applications du Calcul intégral, la question de l'intégration se présente autrement. Les fonctions inconnues sont assujetties, non seulement à satisfaire aux équations différentielles données, mais à d'autres conditions accessoires qui achèvent de les préciser, de telle sorte que le problème ne présente plus rien d'indéterminé.
Considérons, par exemple, le mouvement d'un point dans l'espace. D'après les principes de la Mécanique, ce mouvement sera défini par les six équations suivantes :
dx , dy , dz ,
dt~ ' dt--'^' dt~ '
^'^^ ^ da/ ^ dy ^ ds' _
OÙ m désigne la masse du point; x, j^, z ses coordonnées à l'époque ^^ X, Y, Z les composantes de la force qui le sollicite.
Il est clair que ia question ainsi posée est encore indéterminée. Mais on pourra achever de la préciser en se donnant, par exemple, la position du point, et les composantes de sa vitesse à Tinstant initial Cq» Le problème deviendra, en général, déterminé, et pourra se formuler ainsi :
Trouver six fonctions Xj y^ Zy xf^y^ z' de la variable ty
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qui satisfassent aux équations différentielles (i5), et qui prennent des valeurs données Xqj y^y z^, x^j y\^ z*^ pour t = to.
La question ainsi posée sera facile à résoudre si Ton peut déterminer la solution générale du système (i5). Cette solution sera, en effet, donnée par un système de six équations
entre x, y, js, ar', y, z', t et six constantes arbitraires a^J ..., a«. En exprimant que ces six équations sont satisfaites lorsqu'on y pose t = tf^y x = a?o, • . . i V= js'^, on obtiendra six équations de condition pour déterminer les valeurs de ai , . . ., ae correspondantes à la solution particulière que Ton cherche. Mais ce n^est que dans des cas très spéciaux qu'on sait obtenir la solution générale d'un système d'équations différentielles. On se trouvera donc réduit le plus souvent à étudier la solution particulière qui satisfait au problème déter* miné que Ton a en vue. Il existe pour traiter cette nouvelle question des procédés d'approximation numérique que nous exposerons plus tard, et qui seraient inapplicables au problème plus étendu, mais plus vague, de la recherche de la solution générale.
n. ~ Équations da premier ordre.
12. Considérons une équation différentielle du premier ordre ramenée à la forme normale
dx ou
(ï) dy — Xdx:=zo,
Au lieu de cette équation, on peut considérer, avec Eulcr,
J. — Cours, m. a
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la suivante
(a) ^dy — |i.Xéia?=:o,
où (x est une fonction de x^ y choisie à volonté.
L'équation (2) est, en effet, équivalente à (i), tant que (x n^est ni nul ni infini. La seule différence est qu'elle pourra admettre la solution nouvelle |x = o, ou perdre la solution
Supposons le facteur |x choisi de manière que le premier membre de l'équation (2) soit une différentielle exacte. On pourra déterminer, par de simples quadratures (t. II, n^ 161 ), une fonction cp, telle que l'on ait
d^ziL^dy — |aX dx.
Lors même que ces quadratures ne pourraient s'effectuer, exactement, il sera toujours possible de déterminer, avec telle approximation que l'on voudra, la valeur de f pour chaque système de valeurs de Xy y.
Cela posé, l'équation (2) se réduit à
et donne immédiatement
f = const.
Le problème de l'intégration sera donc résolu dès qu'on aura déterminé, soit la fonction f , soit le multiplicateur [x, d'où f peut se déduire par quadrature.
L'équation
d^rzz^dy — [xXcte
se décompose dans les deux suivantes :
Éliminant |jl, on obtiendra l'équation aux dérivées par-
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tielles
L'intégration de cette équation aux dérivées partielles et celle de Féquation (i) sont deux problèmes entièrement équivalents.
En effet, soit f une solution (ou intégrale) quelconque de Téquation (3). On aura
L'équation
dy — X ef 0? = o
sera donc équivalente à £iff = o et admettra la solution générale
o =1 const.
Réciproquement, supposons que, par un procédé quelconque, on ait obtenu une solution générale de Téquation (i), telle que
c étant une constante arbitraire. Cette équation, résolue par rapport à c, prendra la forme
Dîfférentiant, il viendra
ooc oy
Cette équation devant élre équivalente à l'équation primitive (i), les coefficients de dx et de dy doivent être proportionnels; d*où la relation
Donc cpi est une intégrale de Téquation (3).
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Cette intégrale une fois connue, on pourra en déduire toutes les autres. Soit, en efiet, f une autre intégrale quelconque; des deux équations (3) et (4) on déduit
dx
ày
équation qui exprime que f est une fonction, d^ailleurs arbitraire, de cp|.
li. Quant au multiplicateur [x, il doit satisfaire à la condition d'intégrabilité
dx (J/ "~ '
et réciproquement, toute solution de cette équation donnera un multiplicateur.
Connaissant un multiplicateur {Ji et Tintégrale cp correspondante, on en déduira aisément tous les autres. Soit, en effet, (jl'= [XV un autre multiplicateur; on aura
àx ày
Donc V sera une intégrale de Téquation (3), et Ton aura V = F(y)> F désignant une fonction arbitraire.
Si, dans le premier membre de Téquation différen
ti'^Ue
dy — Xdx=zo,
noub remplaçons ût et y par x -{- t^, y -h e"»!» e désignant un paramètre infiniment petit et Ç, t) des fonctions de x et de^,
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nous obliendroDs Téquation transformée dy + t^dx + .^djr
OU, en développant et négligeant le carré de e,
Si cette équation transformée reproduit à un facteur près Téquation primitive, nous dirons que cette dernière admet la transformation infinitésimale Ç, T4.
Cette condition est exprimée par la relation
X.^^-4.c^+ ^-^_xl^^-X ~Wo da^ "■ da: ôy dx \dy ôy
Posons
îiz=XÇ-h s;
cette équation se réduira à
Al
^ ày dx dy ** \dx
Cette relation montre que, lorsque z n'est pas nul, son in-
verse - = :rrF est un multiplicateur.
On voit donc que la recherche des multiplicateurs et celle des transformations infinitésimales de Téquation dififérentielle en elle-même ne constituent au fond qu*un seul et même problème.
Les équations différentielles que les principes précé
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dents permettent d^ntégrer se ramènent pour la plupart aux trois types fondamentaux suivants :
i^ Les équations de la forme
dy — XY dx ■=. o,
où X est une fonction de x et Y une fonction de y. Ces équations admettent le multiplicateur yj caries deux termes de l'expression
ne contenant chacun qu'une seule variable, sont des différentielles exactes.
Les équations homogènes
Leur premier membre se reproduisant à un facteur près quand on y remplace x^ y par (i -|- e)a?, (i -H t)y^ elles admettront comme multiplicateur la quantité -. — ^ — •
On peut le vérifier aisément par un changement de variable. Posons, en effet,
yz=uXy d'où dy'=.udx-^xdu\
l'équation deviendra
u dx -h X du — <^(u)dx=zo^
et, si nous la divisons par le facteur
il viendra
dx du
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équation dont le premier membre est une différentielle exacte, les variables étant séparées.
Soient Uo une valeur particulière de la variable auxiliaire u ; j?o IsL valeur correspondante de x, laquelle pourra être choisie arbitrairement. L'équation précédente, intégrée de Uq à Uj donnera
d'où
, a? r'^ du
log h/ --^=o;
du
On aura donc exprimé x et y^= ux en fonction de la variable auxiliaire u et de la constante arbitraire x^
Les équations linéaires, de la forme
P et Q désignant des fonctions de x seul.
L'équation ne change pas si Ton y remplace^ parj^ H- erj, T) étant une fonction de x définie par l'équation
Elle admet donc le multiplicateur -• On a effectivement
Intégrant, il viendra d'où
nda>=c.
La fonction auxiliaire i/\ qui figure dans cette formule est
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une solution choisie à volonté de l'équation (6), qui ne diffère de la proposée que par la suppression du dernier terme. Cette équation s'intègre immédiatement en séparant les variables. Il viendra
d'où
logT) r3 / P rfo? -t- log Cl,
Pdx
C| désignant une constante arbitraire.
19. Un grand nombre d'équations différentielles peuvent se ramener aux types précédents par des changements de variables.
Considérons d'abord l'équation
dx ""•' \a'a?-h by -hc'J
Si ab* — ia' n'est pas nul, posons
ax -{- 6j -hc = $, a'jc -h by -\-c'=^r,;
d*où
a da^ -h b dy =: c^j a' dx -^ b' dy =i di\y
flfa? = A rfÇ 4- B c?7j, dy = A,'dl-h B' d^. L'équation transformée
sera manifestement homogène.
Soity au contraire,
a6'— fca'=o,
d'où
a'x-\- by -h c' = m{ax -h ^/-+-c) H- n.
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Le second membre de l'équation proposée sera de la forme
«p(aa?-i- by-{-c).
Prenons ax -h 6^ + c = Ç pour variable nouvelle, à la place de x par exemple. On aura
dx=Z'-(dÇ^bdy)y
el l'équation transformée deviendra
on
Les variables sont séparées. On obtiendra donc^ en fonction de Ç par une quadrature, et l'équation
ax -\- by -\-c^r^\
donnera la valeur correspondante de x,
SO. L'équation de Bemoulli OÙ P et Q sont des fonctions de x, peut s'écrire
i— m dx
et se changera immédiatement en une équation linéaire, si l'on prend ^*~"* pour variable à la place àey.
L'équation
Xdx -^Y dy -hZ(x dy — ydx) = Of
où Xy Y, Z sont des fonctions homogènes dont les deux premières sont du même degré, se ramène également à l'équation de Bemoulli, en posant
yz=.ux^ dy ^= u dx -\- X du.
On a, en effet,
X = j7'"ç(tt), Y =ix'^^{u)y Z = :r'*5r(w).
Substituant, et divisant par x"^^ il viendra
^{u)dx'^^{u) {xdu -hudx) -Hx'*-'»*"'-*x(«)^«^ = o
ou
dx ^(u) y(u)
du ^(u) -h u^{u) çp(tt)-Htt^(a)
Considérons encore l'équation
oLx dy -^ ^y dx -\- x'^y'^ {ax dy -^ bydx) = o.
On a
{oLx dy ■+■ ^y dx)x^''^y^-^ = d(x?y^).
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L'expression générale des multiplicateurs qui rendent intégrable ax dy -f- ^y dx sera donc
On voit de même que Texpression générale des multiplicateurs de x^y^t^ax dy -f- h y dx) sera
Il résulte de là que x^y^ rendra séparément intégrable chacune des deux moitiés du premier membre de l'équation proposée, et, par suite, sera un facteur intégrant, si Ton a
Ces équations simultanées détermineront aisément Ç, y|, X, (JL, si le déterminant a 6 — ^a n*est pas nul. Si ce déterminant était nul, on aurait
et l'équation se réduisant à
(i -i- kx'^y'^){txxdy -h ^y dx) = o serait intégrable sans difficulté.
24. Considérons enfin, avec M. Darboux, les équations différentielles de la forme
ArfX4-Bûri'-hC(YrfX--XrfY)=:o,
où A, B, C désignent des fonctions rationnelles de X et de Y.
Ces équations prendront une forme plus symétrique si l'on remplace, comme dans la théorie des courbes algébriques, les variables X, Y par des coordonnées homogènes, en posant
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On en déduira sans peine pour dH^ dY, Y dH — X dY des expressions de la forme
a{ydz — zdy) -h b{zdx — ardz) -k-ciœdy — ydx)
Ces valeurs, substituées dans Téquatlon proposée, donneront une transformée de la forme
(7) h{y dz — z dy) '\-}IL{z dx -- X dz) -^^{x dy — y dx)=iO,
L, M, N étant des fonctions homogènes en x^ y^ Zj et d^un même degré, que nous désignerons par m. Cette équation peut encore s'écrire ainsi
(8) Pdx-hQdy-hRdzzno, en posant
q = ^x — hzy
R=Ly —Mx\ d'où
(9) Px-^Qy-^Rz^zo.
23. Pour chaque point j?, y^ z du plan, la direction de la tangente à la courbe qui représente géométriquement Tintégrale sera donnée sans ambiguïté par Téquation (8). Il y a toutefois excepllon pour les points où Ton a simultanément
pour lesquels l'équation (8), étant identiquement satisfaite, n'établit plus aucune relation entre dx, dy, dz.
Ces points singuliers sont évidemment les seuls par lesquels puissent passer plusieurs branches de courbes distinctes satisfaisant à l'équation différentielle. On peut donc affirmer que tout point multiple d'une courbe intégrale ou tout point d'intersection de deux courbes intégrales est nécessairement un point singulier.
Cherchons le nombre i de ces points singuliers. Nous re-
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marquerons, à cet eifet^ qae les points communs à ?= o, Q = o, en nombre {m + x)^, satisfont en vertu de (9) à la relation R« = o. On aura donc
(m-hi)« = Ç-Hii,
T\ étant le nombre des points communs à P = o, Q == o,
D'autre part, les m + 1 points communs à P = o, z = o
satisfont à la relation Q^ = o. D'ailleurs, un seul d'entre
eux, savoir 5 = o, j' = o, satisfait à ^ ^ o. Les m autres
donneront
donc
t) = /n et Ç = m* -h m -H I .
26. Cherchons maintenant la condition pour qu'une courbe algébrique
soit une intégrale de l'équation différentielle. On trouvera, en diflférentiant l'équation ci-dessus,
ùx dy '^ oz
On a d'autre part, pour tout point de la courbe,
àf àf df -
''-t-^^t^-^'dz^'P^^''^
p désignant le degré de la courbe /= o.
Des deux équations précédentes on déduit celle-ci
àl dl df
dx __ ôy __ dz
y dz — zdy z dx — xdz xdy — y dx
dont la combinaison avec l'équation différentielle (7) donnera
L-f--hM-3^+N-f-=o
ax oy dz
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Le premier membre de cette équation est un polynôme entier. Puisqu'il s'annule pour tout système de valeurs de x^ y, z, tel que l'on ait/=o, il sera divisible par/; on aura donc identiquement
K étant un polynôme entier, de degré évidemment égal à m — I .
Telle est donc l'équation de condition cherchée, laquelle peut encore s'écrire ainsi
27. Pour tout point singulier de l'équation différentielle^ on aura
r=zO, Q = 0, R=:0,
d'où
Soit X la valeur commune de ces rapports. On aura Substituant ces valeurs dans (lo), il viendra
Les points singuliers seront donc de deux sortes : 1° Ceux qui sont sur la courbe /= o; 2^ Ceux qui ne sont pas sur cette courbe, et pour lesquels on aura nécessairement
Dans le cas où la courbe /n'a pas de point multiple, il est aisé de déterminer le nombre des points singuliers de la pre-
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miëre sorte. En effet, -p> -^> -j^ ne pouvant s^annuler simultanément, l'équation (lo) donnera, diaprés un théorème d'Algèbre connu (Darboux, Bulletin des Sciences mathématiques, a* série, t. II),
P oy dz
P ôz ox
P ox oy
et, par suite,
Q =;>V/ - (Uo? -h V7 4- W5) J^,
R =pW/^ (Ua? + V/ + W5) ^,
U, V, W étant des polynômes de degré évidemment égal à m — p-h I.
Ces équations montrent immédiatement que les points singuliers cherchés sont les intersections de la courbe /= o avec la courbe de degré m — /> -H a
Vx -+- V/ 4- Wz r= o.
Leur nombre sera donc
28. Cela posé, nous allons établir que, si Ton connaît un nombre suffisant d'intégrales particulières algébriques, on pourra en déduire l'intégrale générale de l'équation proposée.
Soient /= o, /i = o, ... ces intégrales particulières; pj
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/>!, • • . leurs degrés respectifs. En posant, pour abréger,
ox oy as
on aura (26)
La fonction ^ = f^ff*^ . . . satisfera à une équation analogue; on a, en effet,
A(p = a -^ A/ -h aj i A/i 4- . . . = («K -+- «1 Kj -h . . . ) ?.
Si les constantes a, ai, ... peuvent être déterminées de telle sorte qu'on ait
et
(la) ay?4-a,^|-|-.. .=1— m — 2,
Texpression o sera un multiplicateur qui rend différentieUe exacte le premier membre de Téquation différentielle.
En effet, il faut et il suffît pour cela qu'on ait les trois équations de condition
dy dx
Développant et remarquant qu'en vertu de l'équation (la) ç est une fonction homogène de degré — m — a, d'où
ces trois équations se réduiront à l'équation unique
que nous supposons satisfaite.
Les deux membres de l'équation (i i) étant des polynômes homogènes de degré m — i, leur identification donnera
— ^^ équations de condition distinctes, linéaires en a,
Zi, .... Le nombre total des conditions à remplir sera donc
— -H I , et il suffira, en général, d'avoir — -^ h- i
intégrales particulières pour obtenir un multiplicateur et en déduire par quadrature l'intégrale générale.
29. Ce résultat serait en défaut si le déterminant des équations de condition était nul; mais, dans ce cas, on pourrait déterminer les quantités a, de telle sorte qu'on eût
( aK -f-a,K|-j-. . . = o, (i3)
( ap H- «i/?, -+-... = o.
Or il est aisé de voir que, si ces conditions sont satisfaites, o = const. sera l'intégrale générale de l'équation proposée. En effet, o étant homogène et de degré zéro, on aura
D'autre part.
dv 09 d^
ax "^ oy oz
d*OLl
dx à y ôz
M^ — N/ Nj7 — L-5 L/ — Mo?
De ces relations combinées avec l'équation différentielle on déduit
d'où
cp = const.
Les équations (iJ) équivalant a h i équations
linéaires et homogènes en a, a^ , ... pourront toujours être satisfaites si le nombre de ces quantités est au moins égal à J. — Cours, III 3
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— ^ + a. Mais, dans la plupart des cas, les équations
de condition ne seront pas distinctes, ce qui réduira le nombre des solutions algébriques nécessaires pour l'application de la méthode.
En effet, pour que le polynôme aK-f- a|Kj -f-. . . soit
identiquement nul, il suffit qu'il s'annule pour — ^
points X, y^ z; j?i, yt, z^; ...; car on obtiendra ainsi — équations linéaires et homogènes entre ses coefficients. Ceux-ci seront donc nuls, à moins que le déterminant de ces équations ne soit nul (ce qui aurait lieu dans le cas où les points considérés seraient tels que toute courbe d'ordre m — i qui passe par quelques-uns d'entre eux passe nécessairement par les autres).
Cela posé, soit x, y, z un point singulier qui n'appartienne à aucune des courbes/, /i, .... On aura, pour ce point,
d'où
aK 4- «1 Kj -h . . . = X {(tp 4- diPi 4- . . . ).
L'équation de condition aK -h ai K| -h . • . = o, relative à ce point, fera donc double emploi avec l'équation
Si donc il existe q points singuliers qui n'appartiennent à aucune des courbes /, /n • • • (et qui ne soient pas tels que toute courbe d'ordre m — i, qui passe par quelques-uns d'entre eux, passe nécessairement par les autres), on pourra les prendre dans la série des points x,y, z; Xty yt^ Zi'^ , .., Dour lesquels on doit exprimer que aK -f- ai K| + • • • s'annule, et le nombre des équations de condition distinctes se
réduira à — h i — 5^. H suffira, pour y satisfaire, d'avoir — ^ -j- 2 — q intégrales particulières algébriques.
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30. Supposons, par exemple, que Ton connaisse |jl intégrales algébriques /= o,/i = o, ... sans points multiples, ne se touchant mutuellement nulle part, et telles que la somme /> -i-/?4 4-.. . de leurs degrés soit égale à m -f- 2. Nous pourrons construire l'intégrale générale. Il suffit en eflet, pour cela, qu'on ait
Pour vérifier que cette équation est satisfaite, nous remarquerons que chacune des courbes données, telle que/, passe par />(i7H-2 — p) points singuliers, qui sont précisément ses points d'intersection avec les autres courbes du système Chacun de ces points se trouvant sur deux de ces courbes, leur nombre total r sera
Le nombre q des points singuliers qui ne sont sur aucune de ces courbes sera donc
Substituant dans l'équation de condition précédente, elle devient
Le cas le plus défavorable pour l'existence de l'inégalité cidessus est celui où tous les nombres p sont égaux à l'unité. En effet, si nous remplaçons un de ces nombres p par deux autres p' et />", tels que l'on ait p^ -^p^ z=.p^ [x sera accru d'une unité, et ^S/?^ sera diminué de ^(/?* — p'^—p"'^)z=: p^p\ quantité au moins égale à i .
Or, si tous les p sont égaux à l'unité, on aura
et les deux membres de l'équation sont égaux.
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Considérons, comme application, Féquation de Jacobi
{ax -i- by -j- cz) {ydz — zdy) -+- (a' j? -h b'y ■+- d 5) (zdx — œ dz) (a' X H- h' y -\- c'z) {xdy — ydx) = 0.
Cette équation admet trois droites comme solutions particulières. En effet, la condition pour que la droite
/t= ux -h i^y •+■ wz •=. o
soit une solution sera, diaprés la théorie précédente,
{ax-^-by -^cz)u -h {a' x -^ b' y -^ c' z)v -\- {a'x -{-b'y -i- c' z)\¥ 1=1 k{ux ~\-vy-\- wz)j
Ar étant une constante.
Cette équation donne les trois suivantes
iau -\- a' V -\- a' w =1 ku^ bu-\- b' v-\- b'w^kVf eu -h c' V -h c' w =: kwy
d'où Ton déduit pour k Féquation du troisième degré
et
Soient Ati, /ts, k^ ses trois racines. A chacune d'elles k^ correspond une droite /p, pour laquelle les rapports des coefiicicnts 1/, v^ iv seront déterminés en fonction de k^ par les équations (i4)-
Cela posé, l'intégrale générale sera
/■?*/?•/?'= cûnst.,
^11 ^.'^ ^j étant déterminés par les relations
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auxquelles on satisfera en posant
où la dérivée y se trouve à un degré supérieur au premier, exigent, pour être traitées par les méthodes qui précèdent, la résolution préalable de Téquation par rapport à y\ ce qui peut présenter de graves dilKicultés. Mais on pourra, dans certains cas, se dispenser de cette opération par Tintroduction de variables auxiliaires.
33. r* Considérons d'abord les équations qui ne contiennent que la dérivée y et une seule des variables x^y*
Ces équations sont des deux formes suivantes
suivant qu'elles contiennent la variable indépendante x ou la fonction inconnue y. Mais ces deux types d^équations se ramènent immédiatement Tun à l'autre en prenant la fonction pour variable indépendante, et réciproquement.
Nous nous bornerons donc à considérer les équations de la forme
Si Ton sait exprimer j'' et^ au moyen d'une variable auxiliaire u par deux équations
dont le système soit équivalent à Téquation unique (i 5), l'intégration sera ramenée aux quadratures. On aura, en eOet,
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d'où
du + const.
avec
Ce cas se présentera en particulier si l'équation (i5) représente une courbe de genre o ou i , lorsque Ton y considère j^,^ comme les coordonnées d'un point. Les fonctions cp et <]i sont alors rationnelles ou elliptiques, de telle sorte que les intégrations pourront se faire.
Considérons, par exemple, l'équation
Posons j'= uyi substituant et supprimant le facteur j^*, il viendra
du
fl — 3l4^
= / ( 3 H Wtt = 3 tt -h log h c.
J \ M — I u-hij ^U-hl
34. 2® Il existe une classe assez étendue d'équations différentielles qu'on peut intégrer à l'aide d'une différent! a tion préalable.
Considérons, en effet, l'équation
On en déduira, par la différentiation,
Prenons 7' pour variable auxiliaire; nous aurons la nouvelle
équation
dy — y dxz=zo
qui, combinée à la précédente, donnera un système de deux équations simultanées pour déterminera^, y.
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Supposons qu'on soit parvenu à déterminer des multiplicateurs My Ny tels que Ton ait
d^ étant une différentielle exacte.
Les équations /= o, dy — y dx = o seront, en général, équivalentes aux deux suivantes :
/= o, d^=.o ou
On n'aura plus qu'à éliminer y entre ces deux dernières équations pour avoir la relation qui lie x^ y et la constante arbitraire c.
Les deux sj^stèmes d'équations cesseraient toutefois d'être équivalents pour les valeurs de x^y^y ^ qui rendraient N nul ou infini, ou M infini. De là peuvent naître des solutions singulières.
Considérons, par exemple, l'équation
linéaire en x et^y.
On en déduit, par différentiation,
(i6) ydx=fi,y)dx^ixf\y)^i(,y)'\dy.
dx Oette équation étant linéaire en x et -j-,^ on peut en déterminer un multiplicateur, et son intégration donnera x en fonction de la variable auxiliaire^'. Cette valeur, substituée dans l'équation primitive, donnera la valeur dey.
Un cas particulier digne de remarque est celui de l'équation de Clairaui,
L'équation auxiliaire (i6) se réduit dans ce cas à
Ed égalant à zéro le facteur dy^ on aura
et, en substituant cette valeur dans Téquation primitive,
y=LCx-\- «p(c).
La solution générale représente donc un système de droites. On aura une solution singulière en posant
Cette équation, associée à Péquation primitive, représenle évidemment Tenveloppe des droites fournies par l'intégrale générale.
peut se ramener à Téquation de Clairaut, en posant
doù
2xdjcz=: du, *xy dy-=^dv\
y dy d{> , X dx du '
Substituant dans la proposée et multipliant par ^y il vient successivement
L'intégrale générale sera
V'=.CU'\ c
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. B-A *^ i-hc
Posons malntenaDt
\ étant une nouvelle constante. L'équation précédente deviendra
el représentera un système de coniques homofocales, ce qui concorde avec un résultat trouvé dans le Calcul différentiel (t. I, n^l67).
37. Supposons qu'en intégrant par divers procédés une même équation différentielle
on ait obtenu deux solutions générales, de la forme
<p = const.^
<pj rz: COnSt.
On aura, comme nous l'avons vu (13), une relation de la forme
On peut déduire de celte remarque une démonstration nouvelle des propriétés fondamentales de plusieurs fonctions transcendantes.
Considérons, en effet, l'équation dilTérentielle
dx dy
L'intégration directe donnera
\o%x -h logy = const.
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D*autre part, Téquation peut s'écrire
oz=iy dx '^xdy'=.d,xy
et donne
xy = coDst.
On aura donc
loga?-+-log^=:(ï)(^/).
Pour déterminer la forme de la fonction f , posons
il viendra
loga? = <p(j?).
On aura donc, en général,
loga: 4- \o%y = \o%xy.
Considérons en second lieu l'équation
dx dy
L'intégration directe donne
arc sîn x -H arc sin^ ■= coDst.
D'autre part, chassons les dénominateurs et intégrons; il viendra
/ dx y/i — y^ -^ I ^f v^i — x* =: const. €t, en intégrant par parties,
a?t^I — yi-^yJi — j;«4- l xy { + ' | = CODSt.
L'intégrale qui reste ayant tous ses éléments nuls, en vertu de l'équation difTérentielle, on aura simplement
x^Ji—^-^y^i — a5'= const.
et, par suite,
arc sino: -h arc sinj' = <p(a? yji — y^-^y^i — x^).
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Posons
celte équation se réduira à
arc8iiiâ?==^(j:).
Donc la fonction <f est un arc sinus, et Ton obtiendra la formule fondamentale
arcsino? -i- arc sin j^ = arc sin(a? v^i — J^^-hy^i — ^*). 40. Considérons enfin l'équation différentielle
où
dx
A(ar)
AV
I/intégration directe donne
F{x) -i- F(/) = const.,
F désignant Pintégrale elliptique de première espèce.
Mais d'autre part, cette équation étant un cas particulier de l'équation d'Euler, admet une intégrale générale algébrique (t. II, n®» 498-501). Voici un nouveau procédé pour l'obtenir, indiqué par M. Darboux.
Posons
t étant une variable auxiliaire. On en déduira successivement
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et, en dérivant par rapport à /,
dt^
zzznk'X^ — (l -4-^*)d?,
^i^=3ArV-(H-A:«)j,
puis
"^ ~dF'^^ 'd? __ 2k*a^y
(i'j: d^y ,. ( dx dy\
dx dy I — k^x^y^
et, en intégrant,
dx dy
-rTF^iTT-- const.,
et enfin
^ — ^ ,T , >^^ = const.
On aura donc
Posons
cette équation se réduira à
F(x) = ff{x).
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On aura donc
F(„^Kw=p[^'.'l';;;."''].
Posons
x^=sn«,y 1= snc, d'où ^x^=cnudnUy ^y -— cru^dnv. Nous retomberons sur la formule connue
sn a en f' dn (^ -h sn ç' en w dn //
m. — Systèmes d'équations simultanées.
41. Tout sjstème d^équations difiVrentielles simultanées, entre n 4- i variables Xo, . . . , x„j peut être ramené, comme on l'a vu, au type normal
X|, . . . , X/i étant des fonctions de Xqj . . . , X/i. Ces équations étant mises sous la forme
clierchons à en déduire une combinaison
\ l^k^k — Oy
dont le premier membre soit une différentielle exacte d^. LMdentité
donnera
'**=êi (*=•'•••'«).
Éliminant les |jl, on aura, pour déterminer o, Téquation aux dérivées parliclles
42. L'intégration de Téquation (2) et celle da système (i) sont deux problèmes équivalents.
En eOet, si; par un procédé quelconque, on est parvenu à obtenir une solution générale du système (i) (*), représentée par n équations
entre j?oi • • • 9 ^n et /i constantes arbitraires C| , . . . , Ca, on en déduira aisément toutes les solutions (ou intégrales) de Téquation (a). Résolvons, en effet, les équations (3) par rapport k c^, . . . , c^ ; elles prendront la forme
(4) ?l = ^l» •••> ^n'^Cn-
D'ailleurs, les premiers membres f 1 , . . . , f 1, de ces équations seront des fonctions distinctes de ^o; •• •> ^n, c'est-à-dire qu'elles ne seront liées par aucune relation ; car, si une semblable relation existait, les équations (4) ou les équations équivalentes (3) seraient incompatibles, sauf pour les systèmes de valeurs des c qui satisfont à cette même relation, et, pour ces systèmes de valeurs, elles cesseraient d'être distinctes.
Cela posé, les équations (4) donnent, par différentiation,
fl^fl = o, . . . , dr^n = o.
Ce système devant être équivalent au système (i), on aura des équations de la forme
^?i=^^|AiFx..
Donc (^1, . . ., «Pa seront des intégrales de l'équation (2).
Soit maintenant y une autre fonction quelconque de Xoy . • • , X/i, qui soit distincte des précédentes. Si nous transformons l'équation (2), en prenant pour variables indépen-
(*) On verra dans la Section V qu'il existe toujours de semblables solutions.
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dantes^, f i, . . . , f;,, elle prendra la forme
M03Î 4-M,-T^ -h...-HM„-5-^ =0.
ày d^i o^n
Mais elle admet pour intégrales fi , . . . , cp;, ; donc
L'équation se réduira donc à -r^ = o. Donc, pour qu'une
fonction cp = F(^, ...^^j^ satisfasse à cette équation, il est nécessaire et suffisant qu'elle ne contienne pas y. La forme générale des intégrales cherchées sera donc
OÙ F est une fonction arbitraire.
Réciproquement, supposons que nous ayons déterminé n intégrales distinctes fi, • . . , f» de l'équation (2); on aura
ûTcpf^y lA^F* (t = i,a, ...,/i),
(jlJ, . . ., [x^ étant des fonctions de x^^ . . ., x,i^ dont le déterminant n'est pas nul, car il ne doit exister aucune relation linéaire entre e/^i, . . ., d^n* Le système (i) sera donc équivalent ( * ) au système
dont on obtient immédiatement la solution générale
43. Nous appellerons, d'après Jacobi, multiplicateur le déterminant (x des coeiBcients
(') Sauf pour les systèmes de valeurs des variables qui rendraient infiois les coefficients (i ou qui annuleraient leur déterminant. Ces systèmes devront être considérés à part.
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Si Ton remplaçait le système des intégrales f i , . . . , f n par un autre système d'intégrales distinctes ^i(f i, • • • , <fn)^ • • - > ^/,(fi, • . . , f/i), on obtiendrait évidemment un nouveau multiplicateur [xj, J désignant le jacobien de ({/|, . . ., ^^ par rapport à f i , . . . , <fn»
Ce jacobien est une fonction de fi, ...,f;,, qui peut d'ailleurs être arbitraire. En effet, F désignant une fonction arbitraire de cpf, . . . , fm que nous supposerons contenir cpi par exemple, il suffira de poser
i};, — I Frfcpi, 4/, =«p„ ..., ^n = ^n
pour avoir J =^ F.
44. Soit ^ Tun des nombres i , . . . , n. Désignons par Dp ce que devient le déterminant
jA==
dx^
d?i dxn
àx^
lorsqu'on y remplace les éléments -r-^ (/' les éléments -^^ • Comme on a
=:£= I, 2, . . ., /i) par
dxi
ÔXa
Aa-t 3
ÔXk
il viendra évidemment, en supprimant les termes qui se détruisent,
On en déduit
àx^ 2^u àxu "~ àXi^ Zâ
dXi
Or le second membre de cette égalité est nul; car, en ellectaant les calculs, on voit immédiatement que c'est une
fonction linéaire des dérivées secondes 3 — ^— j ••• > et que
Tune quelconque de ces dérivées a pour coefficient la somme de deux déterminants qui ne difTèrent que par réchange de deux colonnes, et qui, par suite, se détruisent.
Le multiplicateur [x satisfait donc à Téquation aux dérivées partielles
Réciproquement, toute solution p.' de cette équation est an multiplicateur. Posons, en effet, [x'= [xv. L'équation deviendra, par la substitution de cette valeur de |jl\
~ \dx^ Zdk àxk ) \dx^ ^k àx/çj
\dx^ 2uk ''àxjtj'
Donc V est une intégrale, et [x'= |xv un multiplicateur.
4o. Supposons que nous ayons réussi à déterminer seulement i intégrales distinctes fi, ..., cp/ de Téquation (2), I étant <; n. Soient ^0? • • •> JKii-i des fonctions de j:«, . . . , x„, qui, jointes à celles là, forment un système de /i -+- 1 fonctions distinctes. Si nous prenons les f et les y pour variables indépendantes, les équations F;^ prendront la forme
F,=^Midfa-^^ N^% = o
(a nzo, . . ., /l— /; Pi= I, 2, . . ., /).
En les résolvant par rapport à dyt, .... ^f 4, . . . , on ob*
J. — Cours III. 4
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tiendra un nouveau système équivalent
G, =a',F, +... + <?„ =d<fi = o, ^ G,^,= af •?, + ... -h a|^«F„ = rf7, -Y^dy, =o,
Les { premières équations de ce nouveau système donnent immédiatement
<p, izi const., ..., <pi-=consl.
Il ne restera donc plus qu'à intégrer le système d'ordre /* — i formé des équations
où fi, ..., <p^ doivent être considérés comme des constantes.
Les multiplicateurs [x' du système (6) s'obtiennent évidemment en divisant ceux du système (i) par le déterminant A des coefficients a.
D'ailleurs l'équation aux dérivées partielles qui les caractérise, se réduisant à
montre qu'ils sont des multiplicateurs du système (7). Si donc on connaît un multiplicateur |x du système primitif, on
en déduira un multiplicateur ^ du système réduit (7).
Il résulte de là que, si l'on connaît n — i intégrales et un multiplicateur du système (i), la fin de l'intégration s'obtiendra par de simples quadratures ; car la question se ramène à intégrer une seule équation du premier ordre, dont on connaît un multiplicateur.
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46. On a souvent à étudier des systèmes d'équations difFé* rentielles dont on peut déterminer facilement un multiplicateur. Le cas le plus simple et le plus important en même temps est celui des systèmes d'ordre a/i et de la forme suivante
(8) dxi=-^dt, dpiz=^^dt (t = i, a, ...,«),
où if désigne une fonction connue des 2 n variables X| , . . . ,
^n^ Pii • • • î Pif
Ces systèmes sont connus sous le nom de systèmes canoniques. Ils se rencontrent dans les plus importantes questions de la Mécanique.
D'après la théorie précédente, leurs intégrales ^ et leurs multiplicateurs [x seront déterminés par les équations aux dérivées partielles
àt Zà\ \àxi dpt dpt dxi) ~
et
àv-
àpi
11 est clair qu'on satisfera à cette dernière équation en posant simplement [x = i .
Parmi les intégrales, nous distinguerons de préférence celles qui sont indépendantes de t\ elles seront données par Téquation
^^^ Lx\dxtdpi dpidxj-'''
laquelle admet 2/1 — i solutions distinctes^ en fonction des* quelles toutes les autres peuvent s'exprimer.
Si l'on a déterminé 2/1 — 2 de ces solutions, cpi , . . . , f 2/1-2» on pourra achever l'intégration par de simples quadratures. En effet, soient^, j^i deux fonctions quelconques des oti, .... J^ny Pi 7 • • «1 Pat distinctes de cp,, . . . , ç2/i-2' Prenons pour variables indépendantes les f et les ^ à la place des x et desp.
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Il nous restera à intégrer un système de deux équations, de la forme
dt =Yidy,
et dont nous connaîtrons un multiplicateur. Ce multiplicateur [x' satisfera à Téquation
df dfx àt
Mais tous les éléments qui entrent dans le calcul de |x', Y|, Y2 sont indépendants de t\ donc Péquation précédente se réduira à
et p' sera un multiplicateur de Péquation
On pourra donc intégrer cette équation par quadrature, et obtenir ainsi yt en fonction de y. Substituant cette valeur dans la seconde équation, on aura t par une dernière quadrature.
L'expression
1 \^^/ dpi dpi dxil
qui forme le premier membre de Téquation (9), se représente ordinairement par (d, ^ ). De la définition de ce symbole résultent plusieurs propriétés importantes, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes :
(10) (c, «p)t=:o (c étant une constante),
(11) (4;, <p)z=o (si cp et 4^ sont indépendants des /?),
(12) ((p, ^)=:-.(ip,<p),
li3) (ç, <p) = o,
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Les formules (lo) à (i4) résultent immédiatement de la définition du symbole (({^, f ). Pour vérifier la relation (i5), on remarquera que son premier membre développé est formé de termes dont chacun est le produit d*une dérivée du second ordre de Tune des fonctions fi, f2) ^ f^ <les dérivées du premier ordre de chacune des deux autres fonctions .
Considérons, par exemple, les termes qui contiennent les dérivées du second ordre de <]/; ils seront de Tune des formes
dxidpk dpi dxk dxidpk àxi^ dpt
<?*<|/ ^<Pt d^t (?'<^ d<pt djt dXi dxiç dpt dpk dpi dpk àxt dxk
et proviendront exclusivement des deux derniers termes de Téquation (i5).
On vérifie, d'ailleurs, aisément que chaque terme de Tune des formes ci-dessus provenant du second terme de l'équation est détruit par un terme correspondant provenant du troisième.
48. De la proposition que nous venons d'établir découle celte conséquence importante, connue sous le nom de théorème de Poisson :
Soient Çi , 02 deux intégrales quelconques de V équation aux dérivées partielles
(où ij est une fonction donnée); l'expression (<pi, cp2) sera une nouvelle intégrale.
En effet, des identités
que Ton suppose satisfaites, on déduit immédiatement
((4'»Ti),?i) = (o,?p,) = o,
((?«> *), ?t) =— ((+, Ti), ^1) = - (o, ç, ) = o
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et, par suite,
Supposons donc que Ton connaisse un certain nombre d'intégrales distinctes ç,, . . ., (ff^ de l'équation proposée, on en déduira de nouvelles intégrales (^j, ^2), • • • ? (f*-n fJr)* Si ces nouvelles intégrales sont des fonctions de f « , . • . ^ P/fr, cela n'apprendra rien de nouveau; mais, si quelqu'une d'entre elles fj^^^ est distincte des précédentes, on pourra la leur adjoindre, puis refaire la même opération sur le système ?i) ?2) ••'y ?H<' ^^ ainsi de suite, tant qu'on trouvera de nouvelles intégrales distinctes de celles déjà connues.
•49. Revenons à la théorie générale des systèmes d*équalions simultanées de la forme (1). Si, dans un semblable système
(16) Fi = o, ..., F^ir^O,
nous changeons Xq^ ,..,Xn en Xo -\- ^^0, •••. ^n-\-^knt $01 • • • » £rt étant des fonctions de Xqj . . . , x^ et e étant un paramètre infiniment petit dont nous négligerons le carré^ nous obtiendrons de nouvelles équatians
(17) Gi=o, ..., G„=:^0.
Si ces équations transformées sont des combinaisons linéaires des équations primitives, telles que
(18) Gf=:a,/F, + ... -hOni^n («'=1, •..,«),
nous dirons que le système (i6) admet la transformation infinitésimale ^0, . . ., Ç/|.
L'étude de ces transformations infinitésimales se lie intimement à celle des intégrales et des multiplicateurs du système proposé. Nous remettrons Texamen de cette question à la Section suivante, où elle se présentera sous une forme plus générale. Nous nous bornerons pour le moment à montrer
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que Tordre du système peut être abaissé, si l'on connatt une transformation infinitésimale ^O) • • m ^/d ^^^^^ ^"^ Téquation aux dérivées partielles
i ^ t à/ , df
puisse être intégrée.
Soient, en effet, jko . . . , j^/i les /i intégrales distinctes de cette équation. Lorsque o^o, ..., ^n seront changés en o^o + e^o» •••« aTnH- eÇ/i» Vi, . . . , yn resteront invariables; car j^/ se trouve accru de la quantité
Soit, d*autre part, r[ ce que devient (o lorsqu'on Pexprime en fonction de Xq, y^, . . . , y ni et posons
dx
Xi, •'•^yn étant traitées comme constantes dans l'intégration.
La transformation infinitésimale donnée, accroissant Xo dp
dy vt\ sans altérer j', , . . . , yny accroîtra y^ de eirj 3^ = e.
Si donc nous prenons pour variables indépendantes y^y jKi, . . ., ^/i, le système transformé ne variera pas quand on accroîtra y^ de e, sans changer les autres variables.
Cela posé, les équations de ce nouveau système, résolues par rapport aux différentielles dy^^ ...» dynt donneront un résultat de la forme
Pour que ce système se reproduise quand on accroît y^ d'une constante e sans altérer les autres variables, il faut évidemment que Y|, . . . . Y;, soient indépendants de yo.
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Il suffira dès lors, pour intégrer ce système : 1® D^intégrer le système d'ordre n — i
ce qui donnera ^2» • • • y ^a en fonction de j'i ; 2^ De substituer ces valeurs dans Téquation
laquelle donnera y^ par une simple quadrature.
50. Parmi les cas d'intégrabilité de l'équation (19), le plus simple est celui où les variables sont séparées, Ço dépendant de Xo seulement, Ç| de Xi seulement, etc. Le système
f^^\ dxo __dx^
d'où dépend l'intégration de l'équation (19), s'intègre alors par de simples quadratures, et l'équation (19) admettra les intégrales suivantes :
/dx* C dx^
1® Supposons, par exemple, que io? • • • ^ ^/i soient des constantes. Il faudra, pour réduire le système, prendre pour nouvelles variables les quantités
J?l X^ X^ Xq
et
f dx^ X^
X^ I» Xf^
a* Su[^posons, en second lieu, Ço=— » •••> \n= —»
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^0) • • •) ^n étant des constantes. Les équations (ao) deviendront
Oo dxo A} dûTi a^ dXj^
On en déduit
ao loga?o — <*/ ïog J?/ = coDst. ( / = I , . . . , /i) ou, ce qui revient au même,
=: const.
Il faudra donc prendre pour nouvelles variables
Si . Lorsqu'on a une équation unique
il est généralement avantageux de la remplacer par le syslèmi; simultané
, . dy , dv^ - dy'^-^ ^,
Ce système est susceptible d'abaissement, diaprés ce qui précède :
1® Si Féquation primitive (21) est homogène par rapport à j^ et à ses dérivées; car le système (22) admettra évidemment la transformation infinitésimale qui remplace^, ^, ... par y -|- ty^ y -^ ej^, . . . , sans altérer x\
2^ Si Féquation primitive se reproduit à un facteur près, lorsqu'on y change x et j' en jj -|- ex, ^ H- e^; car le système (22) admettra la transformation infinitésimale qui remplace X, yy y, f, .... jK""* par x + ex, 7 -H €7, /,
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3® Si l'une des deux variables x^ y ne figure pas explicitement dans l'équation primitive ; car cette variable ne figurera que par sa différentielle dans le système (22) et pourra se déterminer par une simple quadrature, quand on aura intégré le système d'ordre n — i , obtenu par l'élimination de cette diiTérentielle.
52. Si nous supposons que, non seulement y^ mais ses k — I premières dérivées ne figurent pas explicitement dans l'équation primitive, on n'aura, pour déterminer y^y ..., ^«~*, qu'à intégrer un système d'ordre n — k
dx~~^ ' ""' dx —j'^^^y '-'^y ^
Ayant ainsi déterminé y^^ on trouvera, par une série de quadratures,
puis
y^'^^fdxi^fy^dx),
expression que nous représenterons par la notation suivante :
j*-« ziz fy^ dx^.
On trouvera de même
yk-z _— y^*-* dx •=. fy^ dx^ et enfin
y z= fy^ dx^.
53. Ces quadratures successives peuvent être remplacées par une quadrature simple.
Soit, en effet, f{x) la valeur trouvée pour y^ en fonction de X, On aura, pour déterminer^, à intégrer l'équation
Or on reconnaît aisément que cette équation admet, comme
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soIatioD, rintég^le définie
Prenons, en effet, les dérivées successives de cette expression par rapport au paramètre x; il viendra, en remarquant que /(i) {x — f)*"* et ses A: — a premières dérivées par rapport à X s'annulent pour t =.x^
Posons maintenant y = y^-\- z dans Téquation proposée ; il viendra
^=0, d'où 4!=:P^_„
Pa-i désignant un polynôme arbitraire de degré A* — i.
La solution la plus générale de Téquation proposée sera donc
Considérons Téquation du second ordre On aura le système
dx-^'
Sous cette forme, il est aisé de voir que l'intégration peut être ramenée aux quadratures, toutes les fois que la
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fonction f n contient qu'une seule des trois quantités
i*^ Si / ne dépend que de x^ la seconde équation donnera
/= / fi^x)dx^Cy et Ton trouvera ensuite
jrr / y^a?-hc'=:/ dx\ j /{x)dx\ -h cx -\' c',
2^ Si / ne dépend que de y^ on déduira des équations cidessus la suivante
■ydy=/(y)dr
Cl, en intégrant,
et enfin
, dv
d'où
3" Si y ne dépend que de^', on aura
CQCÀnoRS oirFtMorriBLLis ordduius. 6i
d'où
On aura donc x et j^, exprimés tous deux en fonction de la nouvelle variable^'.
55. Comme autre application, cherchons à déterminer les courbes dont le rayon de courbure en chaque point est proportionnel à la portion N de la normale interceptée par Taxe des X.
Le rayon de courbure R est donné par la formule
H=Hi)I.
D^autre part, en désignant par a Fangle de la tangente avec Taxe des J7, on aura
Les courbes cherchées auront donc pour équation différeniielle
OU
dx"^
dx^ ~ ny L \dx ) J Cette équation du second ordre équivaut aux deux sui-
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vantes
dx ^'
On
déduit
de leur combinaison
Y'dy' dy i-h/* ny
et en
intégrant,
1 log ( i-h /» ) =r -i log y -h const. ,
ou
IH-J
cl enfin
r=i/ ifV-'
Parmi les cas d'intégrabilité de cette expression, on doit signaler particulièrement les suivants :
i« /^ = — ij d'où
[-.a courbe est un cercle ayant son centre sur Taxe des y. 2^* /i == r , d'où
/cdy 7 4-V.>' — c* , , ; — : — c log=^ ^- h c',
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d'où
JT—C
y -^ si y- — c* = ce *^ ,
jr-c*
/ — y'/' — c' = ce ^ et enfin
équation d'une chaînette.
3*» /ï = — 2, d'où
Posons
il viendra
--fsf^y^y
7=^(1 — COSç),
-hC.
= -12 sin*- çrfcpzr - 1 (i — cos<p)é/(p 1= - (cp — sin<p)
La courbe est une cjcloïde.
4» /i = 2, d*où
xz=ij ^j~ dy—i\/c{y-c)-\-c', cquation d'une parabole.
56. Proposons-nous, comme dernière application, de déterminer le mouvement d'un point attiré vers un centre fixe par une force égale à mf(r)^ r désignant le rayon vecteur el m la masse du point mobile.
Prenons pour origine des coordonnées le point attirant, et pour plan des xy celui de la vitesse initiale. D'après les principes de la Mécanique, la loi du mouvement sera donnée
par les deux, équations
On déduit de ces équations les combinaisons intégrables suivantes
et
_ d}x dry d f dx dy\
■"•^"5? "^'ÏÏ^'^dty'di^^'di)
dx drx dy d^Y xdx-\-ydy
^~ dt dl^ '^di W'^''^^^ 'rdi
I d dx' -+- dv' ^, ^dr
'i dt dt^ '' ^ ^ dt
dont l'intégration donne deux équations du premier ordre
dx dy
-^ dt dt '
2 dt* +fnr)dr = o.
Remplaçons les variables x, y par des coordonnées polaires
a?=:rcoste, j^=/'sin(o;
ces équations deviendront
(^4) 5^i hf/{r)dr = o;
d'où, en résolvant par rapport à d(ù et dt et intégrant,
cdr
r^^C'-2r^fJ{r)d/
/rdr
Le problème est ainsi ramené aux quadratures.
Les formules précédentes contiennent, comme cela devait
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être, quatre constantes arbitraires, à savoir c et les trois constantes introduites par les intégrations.
Appliquons ces formules au cas de l'attraction newto
kM nienne, où/(r) = — j-i k désignant une constante, et M la
masse du point attirant; on aura
//(r)rfr = -*^+c',
d'où
cdr
bt
J rsT^
-h 2kMr — 2c'/*
I , du ou , en posant r = - > dr = ^ >
cdu
Cl)
c^ du
v/Ar*-iM*— 2c'c« — (c* w — kU)*
c^u — kM -
= arc cos . -h c',
c* « = A:M 4- s/k* M* — 2 c' c* cos(a) — c')
ou
A:M -h y^A:*M* — 2c'c* cos((i> — c") P
I -h ecos(a) — c') eo posant, pour abréger
On aura enfin (a6) rfi=-r»é/a)= ^
V c[n-ecos(a) — c')]*
équation qui déterminera t par une quadrature. h — CouTf, m.
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Le problème deviendra complètement déterminé si l'on donne à un instant quelconque /o les coordonnées Pq, (i>o <1u mobile, sa vitesse initiale i^o et Tangle ao qu'elle fait avec le rayon vecteur. On a, en eflet, en appelant i^ la vitesse à un instant quelconque, a Tangle qu'elle fait avec le rayon vecteur
d? ="' '•*-^ = r,sm..
Les équations (28) et (24) peuvent donc s'écrire
rvsinoLziziCy
On aura donc, en posant t = ^,tf,
czuroCoSinao, c' =z — irj
On déterminera ensuite (f en posant t= t^ dans Téquation (25); enfîn, Téquation (26), intégrée de to à /, donnera
^'"X. c[i-+-ecos(u>-c')]«"
L'équation (25) entre r et co fait connaître la trajectoire du mobile. C^est une conique ayant un foyer à l'origine. Ce sera une ellipse si c'>>o, une parabole si c'=o, une hyperbole si c'< o.
On a, d'autre part, en désignant par A l'aire comprise entre la courbe et les rayons vecteurs r et Tq,
L'équation (23) peut donc s'écrire
d\ ^di^''
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d OÙ, en inlégrant de /« à i,
Les aires décrites par le rayon vecteur sont donc pro^ portionnelles aux temps correspondants.
Supposons la trajectoire elliptique, et cherchons la durée T d'une révolution. L'aire A correspondant à cette période de temps sera l'aire totale ica6 de Tellipse. On aura donc
t^ab =1 -T.
D'ailleurs
c = y A: Mp =zy/ kM —
Substituant cette valeur dans l'équation précédente, il viendra
La durée de la révolution est donc indépendante de l'excentricité de l'ellipse, et proportionnelle à la puissance \ de son grand axe.
Nous avons ainsi retrouvé toutes les lois fondamentales énoncées par Kepler.
IV. — Équations linéaires aux différentielles totales
58. Les systèmes d'équations différentielles simultanées étudiés dans la Section précédente ne sont évidemment qu'un cas particulier des systèmes d'équations linéaires aux différentielles totales, de la forme
(I) ¥jt=^dx^--\\idx^=o
Cherchons à déduire de ces équations une combinaison intégrable
0=\ |XAFjt=:rf«p.
On aura évidemment
Éliminant les [Jl, on voit que f sera une intégrale commune aux m équations aux dérivées partielles
(,) E.=^4-y xî|L=o
dxn jLàk àx/c
(/< rr: I, 2, . . ., m; A" = m -h I , . . . , 771 -h «).
Supposons que ces équations admettent n intégrales communes distinctes (pi, ..., ^n (nous verrons plus loin dans quel cas il en est ainsi). Soient j^i, . . ., ym de nouvelles fonctions des x^ formant avec les ^ un système de fonctions distinctes. En prenant les cp et les j^ pour variables, les équations (2) prendront la forme
et seront manifestement équivalentes aux suivantes :
*_ — ri ' — n
àfi ôy„t
La forme la plus générale des fonctions qui satisfont à ces équations est évidemment
F désignant une fonction arbitraire.
Les fonctions (p,, ..., cp;, étant des intégrales du sys« tème (2), on aura des relations de la forme
«'?.■= y H-a-Faî
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Cl le système (i) équivaudra au suivant d'où l'on déduit
<p, z=z const. , . . . , «P/i = const.
d<Oi
Le déterminant |jl des coeflicients |xj^= -r^- se nomme
le multiplicateur correspondant aux intégrales f i, • . . , f/,. En remplaçant ce système d'intégrales par d'autres systèmes d'intégrales distinctes, on obtiendra une inPmité de multiplicateurs, et Ton voit, comme au n** 43, qu'ils ont pour forme générale |xF(çp,,.. .,Y«).
Soient a Tun des nombres i, 2, •.., m; ^ l'un des nombres m -|- 1 , . . . , m -\- n. Désignons par Dp ce que devient le déterminant \l lorsqu'on y remplace les éléments
,— (1 = I, 2, • . ., /i) par les éléments -^^ = — > XJ-.-— :
OD aura évidemment
Dp = — |xXp.
On en déduit par diflférentiation, comme au n° 44,
Réciproquement, toute solution commune [tf des équations (3) est un multiplicateur; car, en posant [x'=[jlv, on verra que v est une intégrale des équations (a); donc v sera de la forme F(cpi, . . . ^ cp»), et p.' sera un multiplicateur.
60. Si l'on a réussi à déterminer i intégrales distinctes fi, . . . y fi du système (a), on pourra, comme au n'' 45, en les prenant pour variables indépendantes avec d'autres fonctions y^, . . . , ym^n^i choisies à volonté, remplacer le sys-
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tème (i) par un système équivalent, de la forme (4) ^?i = o, ..., d^i=^Oy
h = in
(5) c?7*— \ Yj^/yi=:o (X:i=/nH-i,...,m + /i — /).
On en déduit
çpj = consl., ..., cp/n:: const.,
et il ne restera plus qu'à intégrer le système des n — i équations (5).
D'ailleurs, si l'on connaît un multiplicateur du système (i), on en déduira, comme au n^ 43^ un multiplicateur de ce nouveau système.
Si donc on a réussi à déterminer n — i intégrales et un multiplicateur du système (i), il ne restera plus qu'à intégrer une seule équation, dont on connaîtra un multiplicateur. Le problème sera donc ramené aux quadratures.
61. Les considérations qui précèdent nous conduisent à chercher les intégrales communes à un système d'équations aux dérivées partielles de la forme (2). Mais il conviendra de généraliser la question, en cherchant les intégrales communes à un système d'équations de la forme plus symétrique
^^5^; -^- • " + X;,^/* ^^ J^ — Q (/* = !» a, ...,m). Si nous désignons par X^ l'opération
ces équations pourront s'écrire ainsi
Cela posé, toute solution commune à deux de ces équations
X'ç = o, X*Çp=:0
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salîsfera à Féquation nouvelle
(p=:i, . . ., m-h «; a=:i, . . ., m -h n); car on a séparément
Si d'ailleurs nous désignons pour plus de clarté par J9|, ..., Pm^B les dérivées partielles -^-^t • • •> -r — ■ — > on aura
X'«p = X'j/?, -h . . . 4- Xi,+„/?«+„, X*(p == X*/?t -+-... -f- X* ^.„ jp^^.„,
et le symbole (X'f , ^^f)) défini comme au n^ 47, aura pour valeur
Ainsi, toute intégrale commune aux équations
satisfera en outre aux équations
lesquelles sont, comme les précédentes, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles de ^ .
Si parmi ces équations nouvelles il en est qui soient linéairement distinctes des équations primitives, on pourra les leur adjoindre et recommencer les mêmes opérations sur le système ainsi complété. En continuant à suivre cette marche, deux cas pourront se présenter :
i^ On arrivera à un système contenant m + n équations distinctes ; on en déduira
-j-?- =1 o, -^ =0, . . . , d*oii 9 := const.
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En dehors de cette solution banale, les équations proposées n'auront donc aucune intégrale commune.
2® On arrivera à un système
X*ç=:o, ..., X'«p=io (/<m-h/i),
tel que toutes les nouvelles équations que l'on peut en déduire soient des combinaisons linéaires des précédentes. Ce système satisfera donc à des relations de la forme
X'X*(p - X*X'<p = (X'(p, X*cp) = aJ*X«<p +. . .-h (xJ*X'(p
où les a sont des fonctions des x.
Un semblable système se nomme un système complet.
62. Si dans un système complet nous prenons pour variables à la place de x^^ x^, ... de nouvelles variables y^^ y2j . . ., le système transformé
sera encore un système complet; car les opérations Y*, . . . , Y' n'étant autre chose que les opérations X*, . . . , X', différemment exprimées, on aura encore
Y/Y*cp-- Y*Y'<pz=af yiç -h. . .4- aî*Y'<p,
et il ne restera qu'à exprimer les quantités a en fonction des nouvelles variables^.
D'autre part, tout système
A'(p = aiX*<pH-. . ,-h aJX'(p = o (*= i, 2, . . ., /) équivalent au système complet
X*<p=:0, ..., X'ep = 0
est lui-même un système complet.
En effet, l'expression
€Sl
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une somme de termes de la forme
-H a*(al, Xf^<p)X>(p + (al, 4)X>çXl^<p.
Or(a'^y a^) est évidemment nul, puisque les a ne contiennent pas les variables/}; d'autre part, (a{,Xv-<f)f (X^(p, aj^) se réduisent à des fonctions des x; enfin (X^cp, ^'^f) s'exprime linéairement au moyen des X* ç, . . . , X'cp. Donc (A^cp, A*^) est une fonction linéaire de ces quantités, qui sont ellesmêmes des fonctions linéaires de A^f, . . ., A^(p.
63. Étant donné un système complet, contenant m équations, par exemple, où figurent m + /z variables x^y . . . , ^m^nj on obtiendra, en résolvant ces équations par rapport
à -r-^9 • • • > -T-^> un système équivalent, de la forme àx^ dx„, ^ ^
d^ V^ ^tk à^
X{-P-r=X*Or=0
dxif (/i = i,2,...,m; A:r=im-hi,...,/n-t-/i).
D'après ce qui précède, ce nouveau système sera encore complet.
Les systèmes complets de la forme (6), auxquels nous pouvons dorénavant borner notre étude, ont reçu le nom de systèmes jacobiens.
Pour ces systèmes particuliers, les équations de condition
qui caractérisent en général les systèmes complets, se réduisent à la forme plus simple
En effet, (X'ç, X*<p) est évidemment indépendant de ^— > • • • »
■T^9 tandis que a'*X*cp-|- a'/X^y + . • • contient ces dv3rivées respectivement affectées des coeflicients a^*, a^\ ....
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Ces expressions ne pourront donc être identiques que si les a sont tous nuls.
64. Théorème. — Un système jacobien formé de m équations entre m + zi variables admet n intégrales distinctes.
Nous avons admis provisoirement dans la section précédente la vérité de ce théorème pour le cas d^une seule équation ; et nous pourrons évidemment supposer dans la démonstration qu'il ait été reconnu vrai pour les systèmes formés de moins de m équations.
Soit
le système proposé. La première équation, considérée isolément, admet m-\- n — 1 intégrales distinctes y^^ . . . , ym+n' Soit^i une autre fonction quelconque, distincte de celles-là. £n prenant les^ pour variables indépendantes, nous obtiendrons un système transformé
X'*<p = MÎ3^ -f-Mj3-^-h...=:o {A = i,a, ...,m), àyi dft
dont la première équation, admettant y^-^ . . ., ym+n pour intégrales, se réduira à son premier terme
Mî^=:0.
àyi
Ces équations, résolues par rapport à -—t • • •> ^-^> don-
oy\ o/m
neront un système jacobien
^ dyh Zdk dyk
(/i = a,. . .,nt; ^=m•+-I, . . ., »t -)- n).
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Or on a évidemment
et, pour que cette quantité s'annule identiquement, il faut qu'on ait .
ày\
Les équations (9) sont donc entièrement débarrassées de la A^ariable^i. Elles forment, d'ailleurs, un système jacobien de m — I équations à m 4- /i — i variables y^y . . . , ym^n^ lequel système admettra par hypothèse n intégrales distinctes. Ces intégrales, ne dépendant pas de y^y satisferont encore à Téquation (8). Il ne restera plus qu'à remplacer dans leur expression y^^ . . . , ym^n par leurs valeurs en ^1 , . . . , Xmj^n pour obtenir les intégrales correspondantes du système primitif.
Soit
le système d'intégrales distinctes du système (7), dont l'existence vient d'être démontrée. Ces intégrales, considérées comme fonctions de â^m+u •••j^m+n seulement, seront encore distinctes.
Admettons, en effet, qu'elles satisfissent à une relation de la forme
L*opération X^, appliquée à cette identité, donnerait
(car f I, . . . , f A sont des intégrales de l'équation X^cp = o). La fonction F serait donc indépendante de ^1, . . . , Xmy et les fonctions f 1, . . • , cpu ne seraient pas distinctes, résultat con-* traire à leur définition.
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Posons maintenant ©,(a-,, ..., .r;„+„) = o/(C|, ...,C;«;4;,, ...,<};«) (« = i, a, ..., n),
^4) '''jC„i désignant des constantes arbitraires. Les quantités (]/|, . . ., ^nj défînies par ces équations, seront des fonctions distinctes des intégrales primitives fi(Xi^ . . .,Xm^„). Elles formeront donc un nouveau système d'intégrales distinctes. Elles jouiront d'ailleurs de la propriété caractéristique de se réduire respectivement à Xm-^i^ •••» ^m+m lorsqu'on donne simultanément à :ri^ ..., Xm les valeurs particulières Cl, . . ., Cm*
Cela posé, remplaçons les m premières variables Xij . . ., Xm par de nouvelles variables jKd -••^J^'m» définies par les relations
(lO) ^A=C/, -h(/i—C,)jA (A — 1,2, ...,/7l),
et résolvons les équations transformées par rapport à -j-j-> -••, -T-^' Nous obtiendrons un nouveau système jacobien
àyti ÂmÀk àxk
{h=zi,2y . . . , /n ; A" =1 m -f- 1 , . . . , m 4- /«)•
Les fonctions ^^j ..., ^n^ exprimées au moyen des nouvelles variables, donneront un système d'intégrales distinctes des équations (i i). Elles se réduiront d^ailleurs respectivement à Xm^it . . ., Xrn^n lorsquc ri =C|, quels que soient ?'27 ••Mj'm; car, pour ^, = C|, les équations (lo) donnent
X^ = C| , • • . , Xffi = Cm»
66. Pour intégrer le système transformé (ii), il sufTira, comme l'a montré M. Mayer, d'intégrer l'équation unique
A cet effet, nous remarquerons que cette équation admet les intégrales ^i, . • ., ^/,, lesquelles, jointes aux intégrales
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évidentes ^2» • • • > J^'mi donneront un système de m + n — i intégrales distinctes. Toute autre intégrale
de cette équation sera donc une fonction de celles-là, telle que
Si dans Tégalité
/(y M • • • > y m } ^m4-l» • • •» ^m-t-n) ^^— ** \7ï> • • • » ^/n i Tl» • • • > V»)»
nous donnons à jKi 1^ valeur constante C|, il viendra
et, par suite,
On voit par là qu'une intégrale quelconque / de l'équation (i a) étant supposée connue, on obtiendra immédiatement son expression en fonction de ^^2, . . -j ymi ^d • • •> ^a* en remplaçant dans la fonction / les variables y^ , x^+n • • • >
Cela posé, admettons que nous soyons parvenus à intégrer l'équation (12), en y considérant ^1, J:m+i» •••> J^w+/i comme seules variables, et ^27 •••i^n» comme des paramètres (ce qui revient, comme nous l'avons vu, à déterminer une solution générale d'un système de n équations différentielles ordinaires). Soit /i, . . ., /„ un système d'intégrales distinctes de cette équation; on aura, ainsi qu'on vient de le voir,
F|, ..., F/i étant des fonctions connues de y^^ ..., jK/«; tl,, . . ., ^/i*, et il suffira de résoudre ces équations par rapport à i(\j ..., ifn pour déterminer ces fonctions, lesquelles forment un système d'intégrales des équations (i i). D'ailleurs, la résolution de ces équations ne sera jamais impossible, car les fonctions j^'2, ...jj^mi/i, .. ,/« étant distinctes.
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/o •• ^tfn sont nécessairement des fonctions distinctes par rapport à ^,, • • ., i/n*
67. On peut aller plus loin et montrer que la connaissance d'une seule intégrale /i de l'équation (12) permet de déterminer une ou même plusieurs intégrales du système (i i)* On aura, en effet,
F| étant une fonction connue. Résolvant cette équation par rapport à <{/|, on aura une relation de la forme
où 6| est une fonction connue.
Effectuons sur cette identité l'opération Y^, h désignant l'un quelconque des nombres i, 2, ..., m. Il viendra, en remarquant que <{/|, , . .yifn sont des intégrales de Y^^ = o,.
o = Y*e. = ;^ YV. + . . . + ^^ Y*^„,».
Le second membre de cette équation est une fonction connue de jko • • - ; ^m^n\ ^2? • • • > ^/i- S'il ne s'annule pas identiquement, il contiendra l'une au moins des quantités ^, par exemple ^2 ; car les variables y^^ . . . , Xm^n sont indépendantes. En résolvant par rapport à t{/a, on obtiendra une relation de la forme
Effectuons sur cette équation l'opération Y^, on en déduiraune nouvelle équation pour déterminer ^sj ^t ainsi de suite jusqu'à une dernière équation qui donnera ^z,. Le système (i i) sera dès lors intégré.
On ne pourra se trouver arrêté dans cette suite d'opérations que si Ton arrive à une équation
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pour laquelle on ait identiquement
Mais alors, en remplaçant dans 6| les fonctions inconnues ^/+|^ • • •) ^/i P^i* ^^^ constantes quelconques, on obtiendra une fonction <fi qui satisfait évidemment aux mêmes équations, et qui sera, par suite, une intégrale du système (i ■)•
68. Nous pouvons énoncer, comme résultat de cette étude, le théorème suivant :
Pour qu'un système d'équations aux différentielles totales
(1) Vk--=.da:k — y Xj{ dx,, — o
(A nz I, 2, . . ., m; A:=: m -h I, . . ., /w H- /i)
admette n intégrales distinctes
(p, = const., ..., ««rrconst.,
il faut et il suffit que les équations aux dérivées par-tielles
forment un système jacobien.
Cette condition étant supposée remplie, la recherche des intégrales du système dépend de l'intégration d'un système de n équations différentielles simultanées.
Chaque intégrale de ce dernier système fournira au moins une intégrale du système proposé.
69. Soit S un système d'équations aux difiérentielles totales de la forme (i) et admettant n intégrales distinctes Çi, ..., tfn' Si nous y changeons o^i, -^^Xm^n en Xi H-eÇi, ..., ^nH-n + ^im+;i9 ^ étant un paramètre infiniment petit, dont nous négligerons le carré, et Ç| , . . . , Im^n des fonctions de jTi, . . . , Xm-^n-i nous obtiendrons un autre système S'.
8o TROISifiMB PARTIE. — GflÀPlTRE I.
A toute intégrale cp du système S correspondra évidemment pour le système S' une intégrale
^{Xi -4- eÇ,, . . ., x,a^n -+- eÇ«+n) = f 4- eA®,
en désignant par A l'opération
§1 TZ" "+"■••"+" s/n+/i
<Jx, ""^"dar
Cette opération est complètement définie quand Ç|, ..., im+n sont donnés, et réciproquement. Soient d'ailleurs y*, » ' '^ynt^n de nouvelles variables quelconques, fonctions des X. Lorsque X{, . . ., û!^m-\-n s'accroissent respectivement de eii, ..., t^m+nj >'i s'accroîtra de
quantité que nous désignerons par ern. D'autre part, on a évidemment
dxi dx{ dfi dxi dyt On déduit immédiatement de là l'égalité
L'opération associée à la transformation infinitésimale considérée reste donc la même, lorsqu'on change de variables indépendantes.
Nous désignerons, pour abréger, par Ao la transformation infinitésimale qui correspond à l'opération A, et qui, par suite, change l'intégrale ^ en cp + e Acp; et nous dirons que le système S admet cette transformation infinitésimale A y si le système transformé S' est équivalent à S.
Pour cela, il faut et il suffit que le système S' soit équivalent au système
^Çi = o, .... d^n^o.
ÉQUATIONS DIFFÊRENTIKLLBS OBDINAIRBS. 8l
auquel S est équivalent; et, par suite, que les systèmes S et S' admettent les mômes intégrales.
Or à toute intégrale f de S correspond une intégrale tf -h e Af de S'. Celle-ci devra être une intégrale de S, ou, ce qui revient au même, Â^ sera une intégrale de S.
Si donc nous désignons, comme précédemment, par
les équations aux dérivées partielles qui caractérisent les intégrales de S, ces équations devront entraîner comme cooséquence les suivantes
ou, ce qui revient au même, celles-ci
X*Aç — AX'^(p=i(XA<p,A(p)=:o (A = 1,2,.,., m)
[car on a identiquement AX^ f = A(o) = o]. Cela posé, le système formé des équations
X*«p = o, (X'^<p,A<p)=ro (A = i,2,...,m),
admettant n intégrales distinctes cpi, . . ., f/,, ne pourra contenir plus de m équations linéairement distinctes. On aura donc
(l3) (XA«>,A?) = aîX>-h...-h«J,X«<p (/i=zi,2,...,/7l),
les coefficients a étant des fonctions des x. D'ailleurs il est évident que ces conditions seront suffisantes.
70* Toute expression de la forme
représente une transformation infinitésimale de S en luimême.
Cours, III
8a TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE I.
En effet, on a (X"<p, ^^ 5,X'ç) =^^ [Ç,(XA Y, X'<p) + (X*7, ?,)X'?]
oar (X*y, X'«p) est nul; et, d'autre part, on a
Si donc S admet une transformation infinitésimale A<p —\^i-^ (« = ï> 2, . . ., m + /^),
il admettra évidemment la transformation
Bcp = Acp — $iX'(p — . . .— ?,„X'«(p, laquelle se réduit à la forme
Il nous suffira évidemment d^étudier les transformations de celte sorte, toutes les autres pouvant s'en déduire par l'adjonction d'une fonction linéaire de X'^p, ..., X'^y.
Pour les transformations de la forme R(p, les équations de condition (i3) prendront la forme plus simple
(X'^?,Bç) = o;
car le premier membre de ces équations, ne contenant pas
les dérivées partielles -77- > •••> ^-^y ne pourra se réduire à
une fonction linéaire de X'cp, . . ., X'"<p que s'il s'annule identiquement.
71. Si S admet deux transformations Bcp, B'f, il admettra la transformation (Bf , B'f ).
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Oq a, en effet (47), rideiitité (X*ç, (Bcp, B'^)) -h (B^, (B>, X*^)) 4- (B>, (X>^ç, Bç)) = o.
Mais (X*o, B(p) et (B'y, X*<p) sont nuls par hypothèse ; donc cette égalité se réduira à
(X*cp,(B^,B'<p))::.:0.
72. Soient B'f, ..., B'cp des transformations du système S qui ne soient liées par aucune relation linéaire; si Texpression
est une autre transformation du même système, ^i, ..., P/ seront des intégrales, et réciproquement. On a, en effet,
(X*(?,B(p)=^^(X/'cp,p,B'ç)
=2^[(X'*?,p/)B'(p-H(X>^cp,B'<p)p,]=^^X^p,B'(p,
expression qui ne peut s'annuler, par hypothèse, que si tous les coedicients X^^/ sont nuls, ce qui montre que ^i est une intégrale.
73. Enfin, si Ton connaît un multiplicateur [Ji du système S et une transformation infinitésimale Bf , on en déduira une intégrale.
Soit, en effet,
Nous aurons, quel que soit A,
o = (X*?,Bcp)
^i dxh dxi ^iZàk\ ^ oxk ^ dxk) dxi i et k variant de m -f- i à m -{- /?.
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Dans celte identité, les coefficients de chacune des dérivées partielles -^ doivent être nuls séparément; nous aurons donc
DifTérentions cette équation par rapport à Xi\ sommons par rapport à i et supprimons les termes qui se détruisent; il viendra
^i ÔJCh dxi Z^tZdkK * ^^i à^k * àxi dXkJ
~ \Zàiàxi) xZàiàxi) Mais on a, d'autre part,
àxh ^i dxi ou, en développant et divisant par pi,
LàiàXi {1
L'équation précédente pourra donc s'écrire
Cette équation, qui a lieu pour A=:i,..., m, montre que
est une intégrale.
74. Admettons qu'en combinant les procédés ci-dessus, ou autrement, on ait réussi à obtenir p intégrales dis-
ÉQUATIONS DIFFÉRBNTIBLLES ORDINAIRES. 85
liactes <pi, . . ., f^ du système S. En prenant cpi, . . ., ^p pour variables à la place de or^+o •••> ^m^p pstr exemple, les équations X^f=:o seront transformées en de nouvelles équations de même forme, mais ne contenant pas les dérivées
partielles^» •••> -y^> puisque cpi, ..., ^p sont des solutions.
On aura donc
dxh ^k àxf, ( /i = 1 , 2, . . . , m ; Xr =1 m -h /? 4- I , . . . , '^ -H '* ) »
les Xj[ étant des fonctions de cp,, ..., cp^, x^j^p^xy ...,
Soient B'f, ..., B^^, ... les transformations infinitésimales que Ton suppose connues. On aura
~Zài àfi Zàk * àxk (i=z:i, 2, . . .,/?; A-^im -+-/? H-i, . . . , /n -4- /z).
D'ailleurs, cp/ étant une intégrale, B^<p/= p^ sera également une intégrale. Si nous admettons que nous ayons tiré tout le parti possible des procédés ci-dessus indiqués, cette intégrale ne sera pas nouvelle, mais se réduira à une fonction de
çi, ..., ^p-
Posons, pour abréger,
et supposons que, parmi ces expressions, il y en ait q qui soient linéairement distinctes, à savoir A', . . ., A^. Les suivantes A^+*, . . . seront de la forme
A^^J* = Y;^A'-*-...-hYjA^
les coefficients y étant des fonctions des ^, et par suite étant des intégrales.
Cela posé, on aura évidemment
Dt^o étant une nouvelle transformation infinitésimale, qui se réduit à la forme plus simple
âa:.
Admettons que, parmi les transformations de cette sorte ainsi déterminées, il y en ait r linéairement distinctes D'cp, . . . ,
Toutes les autres seront de la forme
eiD'<p -h. . .-+-e^D''<p,
où les quantités £«, . . ., er devront être des intégrales, et par suite des fonctions de cpi , . . ., tp^.
Réciproquement, toute expression de cette forme représentera une transformation infinitésimale du système S.
£n particulier, les transformations
(D'(p,D*Q) ne contenant pas dans leur expression les dérivées -~> •••> ■7-^> devront être de cette forme.
75. Cela posé, deux cas pourront se présenter : I** Si /? -I- /• <[ ^i les équations
X^cpzzzo, D'<p = o (A=:i, 2, . . ., /n; i 1= I, 2, . . ., /•)
entre les m~\-n — p variables X| , . . . , ^;„, Xm+p^\, . . . t •^w+zi ((^1, . . ., ^p étant traités comme des paramètres) forment un système complet, en vertu des relations
(X'<p,X*?) = o, (D'ç,X*<p) = o, (D'ç,D*(p) = ei*D'(p-t-...-he'/D''(p.
Ce système admettra donc n — p — r intégrales, (p^^i , ...^
Ofl_ri qui sont évidemment celles des intégrales du système S qui ne sont pas altérées par les transformations D'f , ..,, D''^ . Lorsqu^on les aura trouvées (par l'intégration d'un système de n — p — r équations diflcrentielles ordinaires), les r intégrales encore inconnues dépendront de l'intégration d'un second système de r équations diflTérentielles.
L'avantage obtenu dans ce cas consistera donc à décomposer en deux le problème de la recherche des intégrales Ç/»+i, •••;©/! encore inconnues.
2" Si p -{- r = n , la connaissance des transformations D'(p, . . ., D''^ fournira un multiplicateur du système.
Soit, en effet,
D.,=^îi
et désignons par A le déterminant des coefficients ^j[; par J le jacobien des intégrales inconnues f/^+i, ..., <fn par rapport aux variables x^.
Formons le produit AJ par la règle connue; on obtiendra un nouveau déterminant I, dont les éléments sont les quantités T>'fk' Or ces expressions sont des intégrales; donc y sera une intégrale ; d'autre part, J est un multiplicateur ; donc y sera également un multiplicateur.
Or cette quantité est égale à -9 quantité connue.
V. — Étude directe des intégrales
76. Les méthodes que nous avons exposées jusqu'à présent avaient pour but de trouver l'intégrale générale des équations différentielles. Mais elles ne réussissent, comme on l'a vu, que dans des cas fort limités, et nous ne pouvons même assurer que l'intégrale cherchée existe en général, car son existence a été admise sans démonstration.
Il est donc nécessaire de reprendre le problème de l'inté-
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gratîoD, en le précisant, de manière à le rendre déterminé. La question ainsi posée peut se formuler ainsi :
I** Étant donné un système adéquations différentielles normales
dy j,, . dz ,
démontrer quHl existe, sous certaines conditions à préciser, un système unique de fonctions y, z, . . . Jouissant de la double propriété de satisfaire à ces équations, et de prendre respectivement des valeurs données yo^ ^o^ • • • pour une valeur donnée Xq de la variable indépendante ;
2^* Donner une méthode qui permette de calculer, avec telle approximation qu'on voudra, la valeur de ces Jonctions pour toute valeur réelle ou imaginaire de x ;
3** Enfin, discuter les cas d^exception oà les résultats établis se trouvent en défaut.
77. Supposons tout d'abord que les variables et les fonctions considérées soient réelles; et considérons, pour éviter des longueurs, le cas de deux équations
Nous devrons admettre pour la démonstration :
I® Qu'aux environs du point (xo, v©, Zq) les fonctions /,
/, sont continues. On pourra donc assigner un domaine D
déiini par les relations
\x — Xo\ = r, |y— 7o| = r, \z — Zo\ = r,
dans lequel les inégalités
\x'-x\<z, |y_v|<e, |5'-g|<s entraîneront les suivantes
X tendant vers zéro avec e.
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2^ Nous admettrons en outre que dans ce même domaine on ait constamment
\f(x,y,z')-fix,y.z)\<m[\y^y\-^\z'-^z\l
m désignant une constante fixe.
Les conditions ci-dessus, seules nécessaires à la démonstration, seront évidemment satisfaites si aux environs du point (xo} yo^ ^0) les fonctions f^/i admettent des dérivées partielles finies.
Supposons-les remplies. Soit M le maximum des modules de /, /i dans la région D ; et soit p la plus petite des deux
quantités r, rj*
Donnons à x une valeur quelconque assez voisine de Xn pour qu'on ait
Subdivisons l'intervalle XqX en intervalles partiels XqX^, XiX2j ..., x„_iXj et déterminons les quantités ^i, :;i; y2j ^2 7 • • • 5 ^j -5 par les relations
yi—yo= /(^o, yo, «o)(^i"--a?o).
/*+!— :Ka= fi^kf yky ^k){^k-k-\—^k)y
^k-k-\ — Zk=^f\{^k7 yki ^*)(^in-i — <^jt)>
On déduira de ces relations
\yk—yi\<\yk—ykA^'-^\yi^\-yi\
et, en particulier,
|j'* — /o|<MIa?jfc — OTol <Mp<r, \zk — z^\<r.
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Les points (xt, y^^ zCj, . . . , (^, JK> z) ne sortiront donc pas du domaine D.
78. Si les intervalles partiels sont infiniment petits, les valeurs finales y^ z tendront vers des limites déterminées. Pour l'établir, considérons deux modes de division A, A' dans lesquels les intervalles soient tous moindres que la plus
petite 8 des deux quantités e, jrv et désignons par^, z et y,
z^ les valeurs finales obtenues pour chacun d'eux; nous aurons à prouver que ^ — y et z' — z tendent vers zéro avec e.
Nous pouvons évidemment admettre que tous les points de division qui figurent dans A figurent aussi dans A'; sinon nous pourrions comparer successivement ces deux divisions A, A' à une troisième A'' formée avec tous les points de division de A et de A'. Ajant prouvé que^' — y^ s" — z d'une part, etj^' — j', js* — s' d'autre part, tendent vers zéro, on verrait immédiatement que leurs difTcrences j^ — y^ z* — z tendent aussi vers zéro.
Soient donc
les points de division de A';
"**(>) '**Q\y *'0î» •••» *l> •••> *Ar»*Arl> ••"» '*'A + I » •••>'«>
la suite des valeurs correspondantes des deux variables j^, z] nous aurons
d'où
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eif par suite, Mais on a
l/i^khfkh ^'kÙ—A^kyyky ^k)\<\/{^ki.ykh ^'kd—fi^ky/ky ^k)]
+ l/i^ky y'ky Z'k) —A^ky y ky Zk)\
Le premier terme du second membre est moindre que \\ car on a
^*/~ J^A-I < ô < e, |7'a.|— /il <^\xki-Xk\ < M8 < e,
Le second est moindre que .
^^Uy'k— yk\ -i-\^k — ^k\]'
On aura donc
On trouvera la même limite supérieure pour |^'^^, — ,3^1. Ajoutons ces deux inégalités, et posons pour abréger
Nous obtiendrons la relation Multipliant ces inégalités, il vient
ly'—yl + l-'--l -+- ~ = u < Uoe«'« l'-'.i.
Or, on a^p=^oj ^^ = ^50; donc Uo= — • Cette quantité
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tend vers zéro avec e, et il en sera évidemment de même
pour ly— jkI et|3' — ,5|.
79. Les valeurs limites des quantités y^ z ainsi déterminées pour chaque valeur de x dans le domaine \x — <^o|^p sont des fonctions de x. Elles satisfont aux équations difTérentielles proposées.
Soient, en effet, y -h Ay, 2 4- A^ les valeurs de ces fonctions correspondantes à :r + A^. Intercalant entre x et x-\- ^x des points de division ^1 , Xa, . . . , nous aurons
l/ = lim\/(a?*, jA, Zk){Xk^^ — Xk)
Or, si nous supposons Ax •< S, le terme qui multiplie {xk^\ — Xk) aura son module moindre que X. La somme du second membre a donc un module moindre que
^ y^|^*+i — ^*| = XAa7,
et sa limite ne pourra surpasser cette quantité. On aura donc
R étant un reste de module moindre que X, qui tendra vers zéro avec Ao?. Donc^ a bien pour dérivée /(a:, y, z). On verra de même que z a pour dérivée /« (j?, y, z).
80. La solution que nous venons de trouver est la seule possible.
Soient, en effet, Y, Z deux fonctions jouissant comme j^, z de la double propriété de satisfaire aux équations différen-
fiQUÀTIONS DIFFÉRBNTIBLLES ORDINAIRES. gS
tîelles et de se réduire à ^o» ^o pour x = Xo» Les fonctioDS Y — yjl* — ^ auront respectivement pour dérivées
Elles sont donc continues et comme elles s'annulent pour X = Xo, elles ne pourront acquérir une valeur différente de zéro qu'après avoir passé par toutes les valeurs intermédiaires.
D'autre part, en vertu de nos hypothèses, tant que Y — y, Z — z seront moindres que e en valeur absolue, le module de leur dérivée sera <<m.2e, et le module des fonctions elles-mêmes sera moindre que m.2e\x — Xo\»
Il en résulte que dans tout l'intervalle de Xn — -, — à
^o-f- -; — les modules de nos fonctions seront -< - tant
qu'ils seront <; e. Us ne pourront donc atteindre aucune
des valeurs comprises entre - et e, ce qu'ils devraient faire
pour pouvoir atteindre ou dépasser e. Donc ils resteront toujours moindres que e, quantité arbitraire. Ils sont donc nécessairement nuls.
Le même raisonnement montre qu'étant nuls au point
^0 -f- 7 — > "S le seront encore de Xq + 7 — a Xo -f- 7 — » • • •> L\m i\ni [\m
et enfin, dans tout le domaine de x^ — p à ;ro + p où nous
avons pu définir les fonctions y^ z,
81. Passons au cas des fonctions et des variables complexes. Soit encore
un système de deux équations différentielles.
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Nous admettrons Ici que (oTcj/'oi^o) soit un point ordinaire pour les fonctions /, /|. On pourra donc, par définition, tracer autour de Xq^ y^^ Zq des contours fermés K, K', K", tels que y, /<, et leurs dérivées partielles restent monodromes et continues, tant que ^,y, z ne sortiront pas de ces contours.
Soient d, d'y d' les distances minima des points x^y jko» ^o à K,
K', K"; S, S', S" les périmètres de ces contours; M une limite supérieure du module de /et de/i, lorsque x,
y^ z décrivent respectivement ces contours.
On pourra écrire
ces développements restant convergents tant que les modules de X — x^^ y — J'o> ^ — ^0 resteront inférieurs à rf, rf', rf". D^ailleurs
et Ton aura (T. I, n« 206)
et, a fortiori,
en désignant par r la plus petite des quantités d^ d' y d"^ et posant, pour abréger,
MSS^S" _
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On obtiendrait la même limite pour le module de ba^y.
Soient enfin Xq + A, j'o 4- Ar, ^o -H ^ des points assez voisins de a?0) yoj ^0 pour que les droites qui les joignent à ces derniers points soient respectivement comprises dans Tintérieur des contours K, K', K^, et soient S, 8', S'^ les plus courtes dislances de ces droites à ces contours; on aura
|[/(-2^o-l-/^7oH-A% -0 -+- /) —/( J^o, Jo, -o)]|
Xq -f- hêy jo -H kt, Zq -h It) dl
82. Ces préliminaires posés, cherchons à déterminer des fonctions j^, z qui satisfassent aux équations données
^'^ ^ dz V
et qui, pour x = x^^ se réduisent respectivement à ^0 + ^ et à 2o + /, A: et / désignant des constantes très petites. Nous poserons, à cet effet,
^ [y-yo = k+^c^,{x-x,)-^k^f\^ ^^^^ ^j_
Substituons ces valeurs dans les équations (3), développons le second membre suivant les puissances de x — x^, kj l, et égalons les coefficients du terme général; il viendra
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F et 0 étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec ceux des coefficients a, 6, c, d^ où la somme des indices ne surpasse pas X 4- [x 4- v.
Les équations précédentes déterminent, successivement et sans ambiguïté, les coefficients c et d\ ils seront donnés par des expressions de la forme
FxuLv et ^|i.v étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec les quantités a, b.
Les expressions (4); où les coefficients c, d seront déterminés par les équations (5), satisfont évidemment aux conditions du problème. Si Ton y groupe ensemble les termes afi*ectés des mêmes puissances de k et de /, on obtiendra un résultat de la forme
S|Lv et T|jiv étant des séries qui procèdent suivant les puissances de ^ — wCo«
En supprimant dans les expressions précédentes les termes qui dépendent de k et de /, il viendra
et il est clair : i^que ces équations donnent un système d^intégrales qui se réduisent à ^o> -^o pour x = Xq\ 2** qu'on aura
- > 1 av =
^^~ v.\ vl dy^J:^^ ^^~ jxl vl dy^.dz]
83. La méthode que nous venons de suivre suppose évidemment que les séries sur lesquelles nous opérons sont absolument convergentes. Nous allons vérifier qu^'l en est ainsi tant que /:, /, x — Xq seront suffisamment petits.
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Remplaçons, en effet, dans les séries (4) chacun des coef-
ficients ««py, iapy par la quantité ^^p^ > limite supérieure
de son module, et les quantités A:, / par une même quantité positive m, au moins égale à |Ar| et à |/|. Nous obtiendrons de nouvelles séries, à coefficients positifs, et dont chaque terme aura un module au moins égal à celui du terme correspondant des séries primitives. Celles-ci seront donc absolument convergentes si les nouvelles séries le sont.
Mais ces séries sont évidemment celles que Ton obtiendrait si Ton cherchait à déterminer des fonctions Y, Z, qui se réduisent à yo H- m, z^-^- m pour x = Xo, et qui satisfassent aux équations différentielles
dL_ N
Or on peut intégrer directement ces équations et s'assurer que ces fonctions Y, Z existent, et sont développables en séries convergentes quand m eix — x^ sont suffisamment petits.
On en déduit, en effet,
et, en intégrant de x^ à x^
Substituant dans la première équation, il vient
dY_ N
dx^[r-^(x^ x,)\{r - (Y -jo)?
J — Cours, m. 7
OU, en séparant les variables et intégrant de Xq à or,
i[/--(Y-ro)?-i(/— /nr = Nlog(i-^=l^):
et enfin
(7) Y-y.= r-^(r-m)» + 3Nlog^i-^-p^V
La fonction de m et de a: — Xq ainsi définie n'a évidemment de points critiques que ceux pour lesquels on aurait
X — Xt
ou
- r= O, d'où X — Xq=i r
(,.~m)3-H3NIog/^i-^-^^ = o, d'où
MMB I ■ llll ■
X — XQ^=r — re ^^
Si donc- on assujettit metx — Xq aux conditions suivantes (où q désigne une quantité positive •< /)
ni = q,
\x — Xo\< r — re" ^^ ,
Y — yo restant raonodrome et continu pour tous les systèmes de valeurs considérés, sera développable en une série procédant suivant les puissances de m et de j? — Xo et convergente dans les limites ci-dessus.
Cette série se déduirait d'ailleurs de la série (4)i qui donne y — yo, en remplaçant k, l par m et les coefficients OjjLv par une limite supérieure de leurs modules. On obtiendra une limite supérieure de la somme des modules de ses termes, et a fortiori une limite supérieure du module de^ — j^o> en remplaçant m par y, et x — x^^ par son module dans la série, ou dans l'expression équivalente (7).
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Donc
-y.l</--\/('--7)'-(-3Nlog[.-i^^lj
el l'on obtiendra la même limite pour le module de -2 — Zq. Si nous supposons maintenant que q tende vers zéro, la limite du module de x — Xq^ en deçà de laquelle la convergence est assurée, tendra vers la quantité fixe
/• — re
que nous désignerons par p. Et, si |.r — Xo\ est assujetti à rester <; o — 8, 8 étant une quantité positive quelconque, \y — yo\ et \z — Zo\ resteront constamment moindres que r — e, e étant une quantité positive, déterminée par la relation
y/r»-h3Nlog(i-
Nous obtenons donc, comme conséquence de toute cette analyse, le théorème suivant :
Les équations (i) admettent un système d'intégrales y, z qui se réduisent àyoy ^o^ pour x = x^. Ces intégrales et leurs dérivées successives par rapport aux paramètres yoi Zoy sont développables suivant les puissances entières et positives de x — Xq^ en séries convergentes, tant que le module de x — Xo sera moindre que la quantité ^xe
p:-=zr\i — e •^^J.
Enfin, si ce module reste inférieur à p — 8, les modules de y — y^et de z — Zq resteront inférieurs à r — s, e étant une quantité positive, dépendante de 8.
84. Les séries j^, 2, que nous venons de déterminer, constituent le seul système de solutions des équations différentielles qui se réduisent à j^oj ^o pour x = Xq.
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Pour le montrer, considérons une ligne rectifiable quelconque L partant du point Xq et supposons j: astreint à parcourir cette ligne. Soient Y, Z deux fonctions définies le long de cette ligne, lesquelles satisfassent aux équations différentielles, et se réduisent à^o> ^o pour a: = Xo- Nous allons établir que dans toute la partie de L o\i\x — ^o| -< p — yiy 7) étant une quantité fixe quelconque, on aura nécessairement Y =y, Z = s.
On a, en effet, dans toute cette portion de L
\y — jo| < /• — s, I- — 5o| < ^ — s,
0 désignant une quantité fixe qui dépend de 7^.
Les fonctions Y — y, Z — z admettent, par hypothèse, les dérivées
Elles ne peuvent donc varier que d'une façon continue, et leurs modules, nuls au point Xq, origine de L, ne pourront atteindre ou dépasser un nombre e (que nous supposerons infiniment petit) sans avoir franchi toutes les valeurs intermédiaires.
Or tant que ces modules seront <C e, on aura
f [f{x,Y,Z)-f{x,y,z)'\dx
JY-j| + |Z-*| N
s désignant l'arc de L compris entre Xq et x.
Si nous prenons e < -> cette expression sera moindre que
iÔeN
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et si l'arc s est moindre que la quantité finie 0— jy 9 elle sera
moindre que -•
Donc sur cet arc Gni s^ | Y — j\ (et aussi |Z — :; |) ne pourront prendre aucune des valeurs comprises entre - et e. Ils
ne pourront donc atteindre ni dépasser la valeur e; celle-ci étant arbitraire, ils seront nécessairement nuls.
On verra de même que |Y — y\ et [Z — z\ seront nuls le long d'un second arc de même longueur que le précédent et lui faisant suite; ils seront donc nuls tant que \x — Xo\ sera <;|p — 7)[, et enfin, r, étant arbitraire, tant que \x — Xo\ sera < p.
85. Nous avons établi, par ce qui précède, qu'il existe un sjstème unique d'intégrales y, z satisfaisant aux conditions du problème. Elles sont données sous forme de séries, dont la convergence est assurée dans un cercle C de ra^ron p décrit autour du point x^.
Si la variable x sort de ce cercle, on pourra déterminer leur valeur de proche en proche par le procédé déjà employé au Tome I pour suivre la marche d'une fonction analytique.
Supposons que x décrive une ligne L issue du point ^Tq ; soient x^ un point de cette ligne, encore situé à l'intérieur de C; ^1, Zx les valeurs correspondantes de y^ z. On aura IjTi— a:o|<r,|jKi— J^o|<'',|^i— ^ol<'*.Lepoint(x«,j^,,j5,) sera donc un point ordinaire pour /, /i et les équations différentielles admettront un système de solutions se réduisant à jKi, Zi pour Xrs^x^. Ces solutions seront des séries de puissances de x — x^', soit C| leur cercle de convergence certaine; pi son rajon.
Ces éléments de fonction analytique ayant pour centre x^ seront contigus à ceux qui avaient pour centre Xq et permettront de déterminer les valeurs de j^, ^, de.ri à :r2, x^ étant un point choisi à volonté sur L, au delà de x^ , mais encore à l'intérieur de C|.
Au delà de ^2, l'intégrale sera. représentée par de nouveaux éléments de fonctions analj'tiques ayant leur centre en ^2.
En continuant ainsi, on finira par arriver jusqu'à l'extrémité de la ligne L, à moins que les rayons des cercles successifs p, pi, P2, .-. ne forment une suite convergente; auquel cas il pourrait arriver que le procédé ne permette de suivre la marche des intégrales que jusqu'à un point déterminé x^ de la ligne L.
Lorsque x se rapprochera de x^ en suivant la ligne L, diverses circonstances pouvant se présenter :
i** L'une au moins des deux quantités^, z ne tendra vers aucune limite, ou tendra vers l'infini;
2® Elles tendront toutes deux vers des limites finies j^', 5'. Dans ce cas (^, j^, J) sera un point critique pour l'une au moins des deux fonctions /, f\ . En effet, si ce point était ordinaire, il lui correspondrait un certain rayon de convergence p'. Pour un point j;/2 infiniment voisin de od ^ pris sur la ligne L, y^ s prendraient des valeurs jK/o ^/u infiniment voisines de y, z\ et le rayon de convergence p^, correspondant au point (a:«, yny ^/i), serait infiniment voisin de p', au lieu d'être Infiniment petit. On pourrait donc, au moyeu du cercle C;,, déterminer les valeurs de y^ z au delà du point x\
Le procédé indiqué ci-dessus pour suivre la marche des intégrales est peu satisfaisant au point de vue pratique. En effet, chacune des valeurs successivesj/|, -5|,j^2)'52, . .- exige, pour sa détermination, un développement en série, puis la sommation de cette série, opération compliquée et dont le résultat ne peut en général s'obtenir exactement. Or chaque erreur commise influe sur toute la suite des calculs. Il faudra donc opérer avec une très grande approximation, sous peine d'altérer beaucoup le résultat final.
86. La méthode dite des quadratures^ que nous allons exposer, est sujette à ce même inconvénient, mais donne
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lieu à des calculs plus faciles. Voici en quoi elle consiste.
Marquons sur la ligne Lune série de points j?!, x^^, • • •; x,n intermédiaires entre Xç^ et X, et suffisamment voisins les uns des autres; puis, déterminons deux séries de quantités yi^fi^ ' ' ^ymi Y'eï J3',, -s;,, . . ., z'„^, U par les relations
^ ^ni^^f\\^my ymt ^tn)\^ — ^m ) î
Y' et U seront des valeurs approchées de Y, Z, et l'erreur commise tendra vers zéro à mesure que Ton multipliera les points intermédiaires.
87. Nous justifierons cette méthode en cherchant une limite supérieure du module de l'erreur commise.
Soient \ un point quelconque de la ligne L; t^, Ç les valeurs coi4*espondantes des intégrales.
On peut déterminer par hypothèse une quantité r, telle que f et y*i soient développables suivant les puissances de X — X-i y — */\î - — Ç tant que les modules de ces quantités ne surpassent pas /*. Ce nombre r est une fonction de ç.
Si \ se déplace sur L d'une manière continue, t^, X^ variant aussi d'une manière continue, il en sera évidemment de même de r, lequel admettra un minimum différent de zéro. Soit R un nombre inférieur à ce minimum.
Si le point (^, y^ z) se déplace, de telle sorte qu'on ait constamment sur la ligne L un point (i, ir|, ^) fixe ou variable pour lequel on ait
le point (t, jKî -2) décrira un ensemble borné et parfait où les fonctions/ et /i restent finies et continues. Leur module ne pourra donc surpasser un nombre fixe |jl.
D'ailleurs, si \x — Ç|, \y — 7||, \z — Ç| sont <R — 8,
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8 désignant un nombre fixe, on aura
Néuniépu!^.
Cela poséy supposons les intervalles j^o^i ? • • • ? ^a^a+i y • < • > tous -< X et cherchons une limite supérieure des modules des différences entre les valeurs j^«, -i, • • • >^A) ^h • • • î Y, Z des intégrales aux points j?i, . . . , Xk^ X et les valeurs approchées y\ , s', , . . . , Y', Ta. On a
yk■^-\ — yk— f /(^, r, - ) <3?a7,
fi^kyfky z'k)dx, d'où
ïk^i— yk-t-i= /k— yk-^ J [/(^,7> -)— /(^A»7i, -l)]c^^.
ri
Si nous supposons \y\ — J^a|» I^a — ^a| moindres que R — S, le module de la quantité entre parenthèses ne pourra surpasser
{\x — x/(\ étant •< 5^); on aura donc
N -+-[^-+-i7i — J*|-+-|-A— -A-U 3ikA+i — J?a|.
On a une inégalité semblable pour z'^^^^ — 5^..
Ajoutons ces deux relations, et posons pour abréger
|yA-7A|-+-I-i-^A|4-X=:UA.
Nous obtiendrons la relation
s désignant la longueur de la ligne L.
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D^aîlleurs, au point 2:07 on a^^ = ^o> ZQ = Zo,d'oii\jQ='k.
Chacune des quantités Ua et a fortiori chacune des quantités 1^; — ^a|, \zm—zm\ et enQn |Y'— Y|, |Z'— Z| seront donc moindres que
si les précédentes sont moindres que B — 8.
Cette condition sera satisfaite, si l'on prend X assez petit pour satisfaire à l'inégalité
La limite d'erreur ainsi trouvée tend bien vers zéro avec X, comme nous voulions l'établir. La formule montre toutefois r imperfection de la méthode, car l'arc s figure sous une exponentielle dans l'expression de Terreur à craindre. Pour peu que le champ d'intégration soit étendu, il sera difficile de multiplier assez les points de division pour obtenir une approximation suffisante.
88. On a souvent avantage à transformer les équations diflTérentielles proposées par un changement de variables, avant de recourir aux quadratures. Ce procédé constitue la méthode de la variation des constantes, dont nous allons indiquer le principe.
Soient
(8) ^=:M-f-aN, ^zzzM'+aN'
' dx dx
deux équations différentielles simultanées, où M, M', N, N^ sont des fonctions de Xy y, z et a une constante très petite. Proposons-nous de trouver un système d'intégrales y, z se réduisant à j^o> z^ pour x = x^.
Si l'on négligeait les termes en a, les équations se réduiraient à
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Supposons qu'on puisse déterminer, par un procédé quelconque une intégrale générale de ces deux équations, représentée par deux équations
(lo) 7=/(^,c,c'), z = <f{x,c,c').
Le système d'intégrales particulières des équations (9) qui, pour x = x^y se réduisent à^o? ^0 sera fourni par ces équations, en y donnant à c, c' les valeurs Co, c^ qui se déduisent des équations
Le système des intégrales particulières des équations (8) qu'on demande de trouver pourra de même être représenté par les équations (10), à la condition d'y considérer c, c' non plus comme des constantes, mais comme de nouvelles inconnues à déterminer en fonction de x. Ces nouvelles variables devront : i** se réduire à Cq, c^ pour x = Xq] 2° satisfaire aux équations diiférentielles qu'on obtient en substituant dans les
équations (8), à la place dey, z, -j^y -r^» leurs valeurs
dy__d£ àfdc^ ÈL^ dx dx de dx de' dx '
dz do do de do de' dx dx de dx de' dx
Les équations ainsi obtenues, résolues par rapport à -r-y
(ÂrtjC
dcf
-j-> prendront la forme suivante
où P, Q, P', Q' sont des fonctions de x, c, &,
Mais, si a était nul, c et c' seraient constants et leurs dérivées -7-) -î— se réduiraient à zéro. Donc P et P' sont nuls, et dx dx '
les équations précédentes se réduisent à la forme plus simple
de ^ dd ^,
On en déduit
^Co — ctf Qdfj7, c'—c'^=.af Q'
dx.
Les fonctions Q et Q' contiennent, outre la variable d'intégration Xy les fonctions inconnues c, c'. Mais les dérivées -T-> -T-^i contenant en facteur la quantité a supposée
très petite, sont elles-mêmes très petites; donc c, c varient lentement, et, si le champ d'intégration n'est pas trop étendu, on pourra, sans altérer sensiblement les fonctions Q, Q'y y remplacer les variables c, & par leurs valeurs initiales Cq^ c'q. On n'aura plus alors qu'à intégrer une fonction de x seul, ce qui est facile.
Si le résultat obtenu n'est pas jugé assez exact, on pourra remplacer c et (/ dans les fonctions Q et Q' par les valeurs fournies par cette première approximation, et recommencer l'intégration, et ainsi de suite.
89. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que de calculer les valeurs numériques des fonctions y, z pour une valeur donnée de la variable. Il nous reste à tirer les conséquences des résultats trouvés au point de vue des propriétés analytiques de ces fonctions intégrales.
Leurs valeurs finales Y, Z en un point quelconque X dépendent, d'après notre mode de procéder, non seulement de la position de ce point, mais de la ligne L par laquelle la variable x se rend de x^ à X. Toutefois, si cette ligne est telle que la valeur x de la variable indépendante en chacun de ses points, associée aux valeurs correspondantes y^ z des fonctions intégrales, donne un point ordinaire des fonctions/ et/*!, on pourra lui faire subir une déformation infiniment petite quelconque sans altérer les valeurs finales Y et Z,
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En effet, chacun de ces points x est le centre d'un cercle dans rintérieur duquel y et z sont des fonctions monodromes de x. Le rayon R de ce cercle, variant d'une manière continue quand x se déplace sur L et n'étant jamais nul, ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe R'. Si l'on trace autour de chacun des points de L un cercle de rayon R', ces cercles recouvriront une région du plan dans l'intérieur de laquelle j" et z seront évidemment monodromes. On n'altérera donc pas leurs valeurs finales Y, Z, si l'on remplace la ligne d'intégration L par une autre ligne quelconque U ne sortant pas de cette région.
On pourra ainsi, sans altérer Y, Z, déformer la ligne L d'une façon continue, aussi longtemps que les valeurs simultanées de x^ y^ z correspondant à chacun de ses points seront un point ordinaire de /et de/i .Mais, si L prend dans le cours des déformations une forme telle qu'en un de ses points Xy y y z soient un système de valeurs critique pour l'une au moins des deux fonctions /et/i, le raisonnement se trouvera en défaut et il pourra même arriver que dans cette position de la ligne d'intégration Y, Z ne puissent plus être calculés par nos procédés.
Les points pour lesquels les valeurs simultanées de x^y^ z forment un système critique pour /ou/, pourront donc être (et seront le plus souvent) des points critiques pour les fonctions intégrales^, z,
90. Pour obtenir les éléments nécessaires à l'étude approfondie des fonctions intégrales, il resterait : i° à déterminer la position de leurs points critiques; 2^ à étudier les variations de ces fonctions aux environs de ces points critiques.
Le premier de ces deux problèmes est malheureusement inabordable dans la plupart des cas; car^ et z figurant, ainsi que x^ dans la définition de ces points, on n'a, en général, aucune méthode pour fixer leur position a priori. On ne pourra les connaître qu'après avoir achevé l'élude des inté* grales, qu'ils auraient dû servir à faciliter. Il y a là un cercle
▼icieax, qui constitue la principale difficulté du problème de rintégration.
Suivant les circonstances, ces points seront isolés ou non ; ils pourront même constituer des lignes entières, auquel cas les fonctions ^, z n^auraient une existence définie que dans la région du plan que Ton peut atteindre, en partant du point initial x^^ sans traverser ces lignes critiques.
91. Il existe toutefois un cas extrêmement important, où Ton peut déterminer d'avance la position des points critiques : c^est celui où les seconds membres des équations difierenlielles sont linéaires par rapport aux fonctions inconnues.
Considérons, pour fixer les idées, un système de deux équations de ce genre
où A, B, . . . , C sont des fonctions de x. Soit x^ un point ordinaire de ces fonctions; on aura, tant que le module de X — Xi^ne surpasse pas une quantité fixe r, des développements convergents
les coeflBcients a^j ba, .•. ayant pour limite supérieure de leurs modules une expression de la forme — • Cherchons un système d'intégrales
qui, pour a: = ^0) se réduisent à jko> ^o* O^ï déterminera les coefficients c/, e en substituant ces valeurs dans les équations
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différentielles. Il viendra, en égalant les coefficients des termes
en (^ — ^o)^)
(X -h i)dx^i=: aQdx -h «i^x-j -4-. . .-+- o,\-\dx -+- b^ey^-\-. •• (X -h l)ex+.j = a'o ûfx + . . . 4- «x-i^i -*- ^'o^X -4- . . .
Ces formules récurrentes donneront, pour les coeflicients d^ e, des expressions de la forme
d\ = Fx, e\ — *x,
011 Fx et ^x sont des polynômes linéaires et homogènes par rapport à ^o» ^ù ^^ a"^ coefficients c, d ^ les coefficients de chacune de ces quantités étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec les a, 6, a', b'.
Nous obtenons ainsi cet important résultat, que les intégrales cherchées y ^ z dépendent linéairement de y^^ Zq»
92. Cherchons le rayon de convergence certaine de ces séries. Le cas le plus défavorable est évidemment celui où les coefficients a, 6, c, a', fr', c' sont remplacés par les limites supérieures de leurs modules, et^'o, Zq par une limite supérieure m de leur module. Dans cette hypothèse, les équations diflerenlielles se réduisent à
dz dy M ,
-— = -^ := (y _|_x;-hi).
ax dx X — Xq "
On en déduit
dy M , ,
r et en intégrant, après séparation des variables,
j Iqct _: ^z^ — M /• loff ( I
-iMr
Cette fonction n'a qn'un point critique, x^x^-^r. La convergence est donc assurée dans tout le cercle de rayon r.
Donc, quels que soient ^o»^o» les intégrales ^, ^ seront continues et monodromes dans toute région du plan où les fonctions A, B, C, Â', B', G' sont elles-mêmes continues et monodromes, et ne pourront avoir d'aulres points critiques que ceux de ces fonctions. Encore n'est-il pas certain que ces derniers points soient critiques pour j^ et ^.
93. Les exemples suivants, que nous empruntons à firiot et Bouquet, montrent comment on peut effectuer l'étude des intégrales, aux environs de leurs points critiques.
Soit l'équation différentielle
dY 1
dx J\œ, y)
f{x^y) s'annulant pour a? = o,^ = o et admettant ces valeurs comme point ordinaire.
Cherchons celles de ses intégrales qui s'annulent pour r = o.
Si nous considérons x comme fonction de^, il viendra
Cette équation admet une seule intégrale monodrome Xy s'annulant pour jk = o. Sa dérivée s'annulant également, elle sera développable en une série de la forme
Supposons que a,,, soit le premier coefficient de la série qui ne s'annule pas. L'équation précédente, résolue par rapport à^, donnera un résultat de la forme
y = Xia:'"-h liX'"-\-
Celle fonction a m valeurs correspondantes aux diverses
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déterminations du radical x^ ; elles se permutent les unes dans les autres lorsqu'on tourne autour du point x = o, qui sera un point critique algébrique.
Le cas où tous les coefficients aa s'annuleraient à la fois échappe à l'analyse précédente. Il faut et il suffit, pour cela, que X = o soit une solution de l'équation (i3) et, par suite, que f{oc,y) contienne x en facteur. Dans ce cas l'équation X = o, ne contenant pas ^, ne permettra pas de tirer la valeur Aey en fonction de x. L'équation (12) n'admettra donc aucune intégrale qui s'annule avec x.
Considérons, en second lieu, l'équation différentielle
où f{x^ y) a la même forme que dans l'exemple précédent. Cherchons à déterminer les intégrales de cette équation, qui s'annulent pour x-=o.
Soit
Substituons, dansf l'équation différentielle, à la place de j', une série
et égalons les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres. Nous obtiendrons une suite d'équations de la forme
où f{jL est un polynôme à coefficients entiers positifs, formé avec les coefficients a, et les quantités c<, ..., c^_\.
Si \ n'est pas un entier positif, on pourra résoudre ces équations par rapport aux c, et l'on en déduira un résultat de la forme
^pt étant une somme de termes ayant pour numérateur un
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produit de coefficients a, multiplié par un entier positif, et pour dénominateur un produit de facteurs de la forme [jl — X. Ces derniers fadeurs sont tous différents de zéro, et leur module croît indéfiniment quand [jl augmente. On pourra donc déterminer une limite inférieure / de leurs modules.
Cela posé, la série (i3) satisfait à Téquation (i4)> mais il faut prouver qu'elle a un raj^on de convergence certaine. Or on accroîtra les modules de ses termes, en y remplaçant,
d'une part, les coefficients a^fi par les quantités — —ô' limites
supérieures de leurs modules, et, d'autre part, les facteurs en dénominateur par /, limite inférieure de leurs modules. Mais la nouvelle série, ainsi obtenue, est évidemment celle que l'on trouverait en cherchant à développer la racine infiniment petite de l'équation algébrique
et converge pour des valeurs de x suffisamment petites.
95. Pour reconnaître s'il existe d'autres intégrales que la série que nous venons de déterminer, et s'annulant également pour X = 0j posons
z étant une nouvelle variable. Substituant cette valeur dans Téquation différentielle et supprimant les termes indépendants de ^, qui se détruisent, nous obtiendrons l'équation transformée
dz
(i6) X — =. z{\ 4- bx^x -h ^01^ + 6,0 37* + . . .)•
Nous avons à chercher une solution z de cette équation, J. — Cours, III. 8
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qui ne soit pas conslarameot nulle aux environs du point x = Oy mais qui tende vers zéro lorsque x tend vers zéro suivant une loi convenable.
Soient donc
Xo un point voisin de l'origine; >So<o la valeur correspondante de z;
L une ligne allant de Xq à l'origine, et lelle que z tende vers zéro quand x décrit cette ligne.
L'équation (i6) pourra s'écrire
ou, en supposant que X ne soit pas nul et développant en série le dénominateur de dz^
dz dx , biQ-\-hfQX-\'.,. .
ct^ en intégrant de Xq k x le long de la ligne L,
log- -log — = r{Co^c,z-i-.,.)dz-^f'!^\'^^''''^-^dx.
Si X tend vers zéro, z tendant également vers zéro, les intégrales du second membre tendront vers des limites finies et <léterminées. Le second membre sera donc de la forme A 4- e, A étant une constante et s s'annulant avec x. On aura par suite
'logf -log^ ==A4-£;
d'où, en passant des logarithmes auK nombres,
•\ = ^ e^(A^e), lim 4 ^ i?. ^U ^ c,
c désignant une quantité finie et différente de zéro.
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Pour que z lende vers zéro, il est donc nécessaire que x^
tende vers zéro en même temps que x. Discutons cette con-
ditjon.
Soient
\=::p -{- qiy a? = p(cos8 -h fsinô),
on aura
Quand x tend vers zéro, son module p tend vers zéro, son argument 0 pouvant varier d'une manière arbitraire, suivant la nature de la ligne suivie L. Pour que x^ tende vers zéro, il faut et il suffit que /?Logp — q^ tende vers — oo .
Soît d'abord g = o. Celte condition sera toujours satisfaite, quelle que soit la ligne L, sip est positif; mais elle ne pourra jamais Pétre si p est négatif. Dans ce dernier cas, il n'existera donc aucune intégrale de l'espèce cherchée.
Si g n'est pas nul, on pourra toujours déterminer 0 en fonction de p, de telle sorte que la condition
lim(/?Logp — ^0) = — 00
soit satisfaite ou ne le soit pas. Mais ici il convient encore de distinguer le cas où p est positif de celui où il est négatif.
Si /?!> o, la condition précédente sera satisfaite toutes les fois que B sera assujetti à varier entre des limites finies. Pour que x^ ne tendît pas vers zéro avec Xj il faudrait donc que la ligne L fût une spirale décrivant un nombre infini de révolutions autour de l'origine.
Si /? < o, le contraire aura lieu et x^ ne pourra tendre vers zéro avec x que si L est une semblable spirale.
96. Ces préliminaires posés, nous allons démontrer qu'à chaque valeur de la constante c correspond une intégrale de l'équation (i6), développable en une série à double entrée suivant les puissances de x et de x^ et convergente tant que ces deux quantités seront suffisamment petites.
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Posons en effet
Sz=:x^U\
Téquation (i6) deviendra
(17) a:— = uibioX-hboiX^u-h 6,0^:*-+-. . .)•
Substituons pour u une série à double entrée
Égalant les coeffîcients des mêmes puissances de x dans les deux membres, il viendra
FpLv étant un polynôme à coefGcients positifs, formé avec ceux des b et des c où la somme des indices est moindre que
|A-hV.
Celle de ces équations qui donnerait Coo est identique; ce coefficient reste donc indéterminé, et Ton pourra lui assigner la valeur donnée c.
La résolution des autres équations donnera
<Pixv étant un polynôme dont chaque terme est un produit de facteurs &, multiplié par une puissance de c et par un entier positif et divisé par un produit de facteurs de la forme 5 -+- X^, s el t étant des entiers positifs, dont Tun peut être nul.
Le module des facteurs s -h^^t := s -i- pt -j- iqt est différent de zéro et croît indéfiniment avec 5 ou ^ (l'hypothèse q =1 o, p <iOj étant exclue par ce qui précède). On pourra donc trouver une limite inférieure m, telle que Ton ait
\ s -\-lt \> m pour toute valeur de s et de t.
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I^a série que nous venons de déterminer est une solution de Téquation différentielle (17) satisfaisant aux conditions posées, solution admissible tant que la série sera convergente. Or on diminue évidemment la convergence en remplaçant partout les facteurs s-h^^t par m, c par son module C
et les coefficients bap par les quantités -^[^tq^ limites supérieures de leur module. Or on voit sans peine que la nouvelle série obtenue est celle que Ton trouverait en cherchant à développer suivant les puissances de x et de x^ celle des deux racines de Téquation
=rmCH-Mp| I -, ^—, ^
qui se réduit à G pour ^ = o, j:^ = o.
Mais cette racine est évidemment continue et monodrome tant que les modules de x et de x^ resteront au-dessous d'une certaine limite. Donc, tant que cette condition sera satisfaite, s? sera développable en série convergente suivant les puissances de X et de x^^ et la série qui donne u sera a fortiori convergente.
97* Supposons maintenant X entier et positif. S'il est >- 1 , posons
Y =. — ^ X -f- xz»
L'équation transformée en z^ divisée par le facteur commun x^ prendra la forme
dz x-f^ = (X — 1)5 H- 610^4- ^lo-a^'-h biixz -h. . . ax
et sera semblable à la primitive, le premier coefficient \ étant diminué d'une unité.
Par une série de transformations analogues nous pourrons
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réduire ce coeificient à riiaité. Reste donc à considérer l'équation
(»8) ^^— J^-rt|o^ = «lo^*-^«ll^7-^••••
Nous allons démontrer qu'elle admet pour intégrale une série procédant suivant les puissances entières de ^ et a: log^r et contenant une constante arbitraire.
Désignons à cet eifet par Aïo» • • • , Aap, ... les modules des coefficients aïo» • • • i ^ap» • • • ; p^^ ^ une quantité positive un peu moindre que l'unité, et considérons d'abord, au lieu de l'équation proposée, la suivante :
(ly) ^-r- — X7H-A,o^=A,oa;- + A„^/-4-....
D'après ce que nous venons de voir, elle admet comme intégrale une série procédant suivant les puissances de x et de x^ et contenant une constante arbitraire.
Posons
X^=ZX -\-(l — 1)1.
Par cette substitution, nous obtiendrons, comme nouvelle forme de cette intégrale, une série procédant suivant les puissances de x et de /, et qui sera encore convergente quand ces variables seront assez petites. Pour calculer directement les coefficients de cette nouvelle série, nous remarquerons qu'on a
d'où
dt Xa:^ — X .
X . — ^ ^^ A C ""~~ Xt
cix I — A
Posons maintenant
(20) 7 = Cio^-HCoi^4-...4-C|xv^f*^^H-. . .=\ C|xv^^^^;
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on aura
Substituons ces valeurs de ^ et ^ -~ dans Téquation proposée et égalons les coeflicients des mêmes puissances de x et de t dans les deux membres. Les termes en t se détruisent identiquement; ceux en ordonneront
(i — X)Cio — Coi-4-A,o— o.
Enfin on aura généralement, lorsque [jl + v >• i ,
(21) (|X-t-Xv— X)CnV— (>* -Hl)Cjji-l.VH-l=?|lV,
<Pifcv étant le coefficient du terme en x'^t* dans le second membre de Téquation. D^ailleurs on voit sans peine que ^ ^y est une somme de termes de la forme
où K est un coefficient binomial et où les indices a, ^, [jL|, Vo ... satisfont aux relations
Ces équations permettent de déterminer de proche en proche tous les coefficients G^av en fonction de Cio qui reste arbitraire.
Ce premier coefficient étant supposé réel et positif, la résolution des équations précédentes donnera pour Cp^v une expression de la forme
F|tv étant une somme de termes positifs dont chacun est le produit : i"* d'une puissance de C109 ^^ d'une puissance de C01 = Afo4- (i — ^)Cio, 3** d'un produit de coefficients A^p,
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4° d'un facteur numérique indépendant de X; le tout divisé par un produit de facteurs de la forme
{JL+Xv X, fl'-hXv' X, ....
On remarquera d'ailleurs que le nombre de ces facteurs, qui figurent ainsi au dénominateur de chaque terme, ne peut surpasser 2 [jl + v — i .
Supposons en effet que ce théorème soit vrai pour tous ceux des coefficients dont le premier indice est << |x et pour tous ceux dont le premier indice est égal à p, et le second indice <[v. Si nous substituons pour ces coefficients leurs valeurs dans Téquation (ai), elle donnera pour Cj^v «ne somme de termes dont le premier contiendra en dénominateurs un nombre de facteurs au plus égal à
I-2(;JL — i)-hv-+-i — l=l2jJL-hV
Dans chacun des autres termes, le nombre des facteurs en dénominateur sera au plus égal à
l + 2|Xi-hv, — i-h...4-2[JLQ-hVQ— i=zi4-2((x — a)-4-v — P
^2ji.H-v — I — a.
D'ailleurs la proposition se vérifie immédiatement pour C02 ; donc elle est vraie généralement. Cela posé, faisons tendre X vers l'unité.
L'expression i r= r- aura pour limite celle-ci
laquelle satisfait à l'équation
dt' _ , dx
L'équation (19) sera changée en
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et, SI Ton cherche à satisfaire à celte dernière par une série de la forme
(22) 7 3=c,o^-+-c;j^'-+-...-hC;,v^:*^'^4-...,
les nouveaux coefficients G seront évidemment donnés par les mêmes formules que les C, sauf le remplacement de X par Funité.
Pour montrer la convergence de celte nouvelle série, comparons un terme quelconque T' de CJ^v au terme correspondant T de Cjxv. Les facteurs A|o-l-(i — î^)C|o, qui figuraient au numérateur de T sont remplacés par la quantité moindre Afo- Quant aux facteurs [Ji+Xv — "k du dénominateur, ils sont remplacés par des facteurs [x -|- v — i , qui leur seront au moins égaux si v n'est pas nul. D'autre part, si v est nul, auquel cas [x> a, on aura
Le nombre total des facteurs du dénominateur étant
5 2 JA. -h V — I< 2 ( [JL 4- V ) ,
on aura donc
et, par suite,
Cela posé, soit r le rayon d'un cercle dans lequel la série (20) est convergente : on aura, en désignant par M une constante,
et, par suite,
La série (22) sera donc convergente dans un cercle de rayon (2 — \y^r.
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Revenons enfin à Téquation primitive (18) et cherchons à y satisfaire par une série
Coi étant une quantité arbitraire ayant pour module Coi. Il est clair que les coefficients cjiy seront déterminés par les mêmes formules que les coefficients C|tvj sauf le remplacement des quantités
^io> A.|o, ...» Aflip, ...
par
et que les coefficients Cy^^ auront les C'^v pour limites supérieures de leurs modules. La nouvelle série sera donc convergente pour des valeurs assez petites de x et de t',
98. Considérons, en dernier lieu, une équation algébrique irréductible
entre y et sa dérivée, et de degré n par rapport à celle-ci.
Une intégrale y de cette équation sera complètement
définie si Ton donne pour la valeur initiale a:o de la variable
indépendante ^ : i" la valeur initiale j>^o de y^ laquelle peut
être prise arbitrairement ; 2^ la valeur initiale de -^> laquelle
devra être choisie parmi les n racines de Téquation
Si Ton fait décrire à x une ligne continue quelconque,
dy , y et —^ varieront également d'une manière continue tant
que x ne passera par aucun point critique.
Soit Ç Tune de ces valeurs critiques. Nous avons vu que lorsque x tend vers Ç trois cas pourront se présenter :
1** y ne tend vers aucune limite;
a** y tend vers une valeur finie r\ pour laquelle réquation
admette une racine multiple ou infinie, et -r- tend vers cette
racine.
3** y tend vers oo.
La première de ces hypothèses doit être rejetée. On pourraily en effet, assigner à x une valeur \ plus voisine de \ qu'une quantité arbitraire e et telle : i° que la valeur correspondante de y eût son module au plus égal à une quantité fixe À; 2° que la distance du point t)' à chacun des points 7^
pour lesquels réquation/= o donne pour -j- une racine multiple ou infinie soit au moins égale à une quantité fixe S.
Soit r une quantité positive moindre que 3.
Pour toute valeur 7/ de y qui satisfait à ces conditions, les m racines de l'équation /= o seront développables en série convergente suivant les puissances de^ — t)' dans l'intérieur d'un cercle de rayon r décrit autour de V et sur sa circonférence. Elles resteront donc finies et continues. La région du plan couverte par ces cercles est d'ailleurs bornée et parfaite. Le module d'aucune de ces racines ne pourra donc surpasser un maximum fini M.
Cela posé, l'élément de fonction analytique, qui permet de déterminer la variation de y au delà du point ^', a un rayon de convergence certaine, qui peut élre assigné en fonction des deux nombres fixes r et M et qui, par suite, est lui-même un nombre fixe, plus grand que l'infiniment petit e qui représente la distance des points ^ et \, Ce dernier point ne peut donc être critique, comme nous l'avions snpposé.
Nous connaissons donc a priori les valeurs de y^ finies ou infinies, qui correspondent aux points critiques.
99. Soit V) l'une de ces valeurs, supposée finie. Nous savons qu'en faisant tendre y vers t) suivant une ligne con-
venable, nous pourrons faire en sorte que -~-> ou son
dx inverse -7- tende vers Tune quelconque des n valeurs fournies par l'équation
Chacune de ces racines peut être développée aux environs du point 7; suivant les puissances croissantes, entières ou fractionnaires de ^ — f\.
Soit
dx - ?
Tun de ces développements; /?, a, ^, . . . étant des entiers
sans diviseur commun.
Si /> -h a^o, l'intégrale du second membre, prise dej^à Tj,
aura une valeur infinie ;^ ne pourra donc atteindre la valeur 7^
dx\ avec cette détermination de --r- ) pour aucune valeur finie
de X.
Si /? -t- a > o, l'intégration donnera, en désignant par \ la valeur finale de x,
et Ç pourra être un point critique de l'intégrale^.
Pour nous en assurer, développons, suivant les puissances
croissantes de x — S, celles des valeurs de {y — 7^)'* qui
s'annulent avec x — \, Ces développements seront de la
forme
où u représente successivement les diverses valeurs du
radical {x — Ç)»^'-
On en déduit
/ — Tj = (cj tt + c, «* -f- . . . )'' = ^p «'' -H ^p+i f^^^ -+-
On voit par là que le point Ç est en général un point critique algébrique pour Tinlégrale y. Ce sera un point ordinaire, au moins lorsqu^on j arrive avec la détermination
de -j- que nous avons adoptée, si le développement dey ne
contient que des puissances de u multiples de /? + a.
Ce cas se présentera si /? -4- a = i . Cette condition est d^ailleurs nécessaire. Supposons en effet qu'on obtienne, pourjK — "^i, un développement suivant les puissances entières et positives de x — $, tel que
On en déduira, en renversant Ja série,
Comparant avec le développement (24), on voit qu'on doit avoir
|i, V, • . . étant des entiers. Mais/?,/? -f- a, /? H- p, ... n'ayant pas de facteur commun, on aura |Jl = i , d'où p -\- cl= i. Considérons maintenant une valeur inflnie de y. Posant
y=--^ nous obtiendrons une équation transformée
et nous développerons les diverses valeurs de -^ suivant les puissances croissantes de z. Soit
dx ^ ?
(25) -;,-^=XzP-{-BzP-^...,
CIJS
un de ces développements. Intégrons-le de 5 à zéro. Si /?-f- a<o, l'intégrale du second membre sera infinie. Donc-s
ne pourra devenir nul ou y infini, avec cette détermination de la dérivée, pour aucune valeur finie de x.
Si /? H- a ^ o, on aura, en appelant \ la valeur de x pour ;5 =r=o,
x — \z=z -tL — z P -\' -J-—^ z P 4- ... ;
d'où, en posant (x — Ç)a'-^« = «,
z = c'^ uP -h c'p+i uP-^^ 4- . . .
et enfin
y = - = -7- M-'' -+- au-P-*-^ -h. . .,
Donc Ç sera, en général, un point critique algébrique pour la fonction y^ lorsqu'on y arrive avec la détermination de la dérivée que nous considérons. Ce sera un pôle, si /? -h a = I .
Nous avons ainsi déterminé la manière dont la fonction j^ se comporte aux environs de chaque point critique; mais la position de ces points critiques reste encore inconnue.
100. Considérons, en particulier, le cas où y est une fonction uniforme. D'après ce qui précède, ce cas est caractérisé parla condition que, dans chacun des développements précédents, /) 4- a est nul ou négatif ou égal à l'unité.
Si cette condition est remplie, y^ n'avant que des pôles, sera une fonction méromorphe. Nous allons montrer qu'où peut la déterminer par des opérations purement algébriques.
En efiet, --r- étant une fonction algébrique àe y^ x considéré comme fonction de y sera une intégrale abélienne et aura, pour chaque valeur Y de jk, '^ systèmes de valeurs
Xj -h 2/710) -f- 2 7n'(ij'-{-. . .,
où m, /??', . . . sont des entiers et 2(o, 2w', ... des conslantes
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lînéairemeDt distiDctes, chacun de ces systèmes de valeurs
correspondant d'ailleurs à une des n déterminations de -7-
pour y = Y,
L'intégrale j^, considérée comme fonction de ^, admettra donc les périodes 2(0, 2(o', ..., et, comme une fonction méromorphe ne peut avoir plus de deux périodes linéairement distinctes, trois cas pourront se présenter.
101. Premier cas : Il existe deux périodes distinctes, ao> et 2co'. — Uintégrale y sera une fonction méromorphe et doublement périodique d'ordre n.
Â chaque valeur de y, finie ou infinie, et à chacune des
déterminations de -7- correspondront des valeurs finies de j:,
une dans chaque parallélogramme des périodes. Pour que ce cas se présente, il faudra donc que, dans chacun des développements (28) et (25),/? + a soit égal à i; car, s'il était nul ou négatif, ce développement ne pourrait fournir aucune valeur finie pour a:.
Cela posé, soit p(«, g2t gz) la fonction elliptique de Weierstrass qui admet les deux périodes 20) et 2(0'. La fonction p{x — j:©» §21 g%) elliptique du second ordre, sera liée ky par une équation algébrique
du second degré en^ et de degré n en p(x — Xq^ g2, g^)- 11 reste à déterminer : i® les coefficients A, B, ... du polynôme F; 2° les invariants g2-, gz* On y parviendra en développant le premier membre suivant les puissances croissantes At X — Xq et identifiant le résultat à zéro. On a, en efiet,
-H rô ^3(^ — ^0)* 4-
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D^autre part, l'équation
donne, par difTérentiatlon, les dérivées successives de y exprimées au moyen de j^ et -^« Or, pour x = Xq, on connaît la valeur j/'o de y et l'on a précisé, en outre, celle des racines de l'équation ci-dessus que l'on choisit comme valeur
, . , dy
initiale de-r-* On peut donc déterminer, pour x = Xoj la
valeur de y et de toutes ses dérivées et, par suite, développer j^ suivant la série de Tajlor.
Les équations, fournies par cette ideutiGcation à zéro, sont évidemment linéaires et homogènes par rapport aux coefficients A, B, ... et algébriques par rapport à ^2, g^.
102. Deuxième CAS : Il n'existe qu'une seule période :^<ù, — Ceux des développements (aS^ dans lesquels /> -h a ;> o donneront chacun une série de pôles de la fonction j/*, ayant pour formule générale Xq + 2ma) (xq restant à déterminer). Aux environs de chacun d'eux, on aura pour y un développement de la forme
Y= ' -h. . .H hûTo-l-...,
*^ (X — a?o — 2m(i>)^ X — jtq — 2//î<«>
où p et les coefficients a^, . . .^ ^o, • . • sont donnés par l'analyse précédente et ne dépendent pas de m. Cela posé, l'expression
admet la période 2(o. Elle a pour pôles les points 0:0+ a/no>, les résidus correspondants se réduisant à l'unité.
Sa dérivée d'ordre k admettra les mêmes pôles et sera, aux
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environs du pôle Xq + 2mw, de la forme
{x — Xq — 2/;^a))*^'
R ne devenant plus infini.
On aura donc
du (-J)P'^ dP'Ui
le reste j^' admettant la période co et les pôles de^-, sauf ceux de la série Xq -f- amw. On trouvera de même
s désignant une nouvelle fraction rationnelle formée avec
e ^ ciy'^ une autre fonction périodique où une seconde série
de pôles a disparu. Conlinuant ainsi, on pourra mettre v
sous la forme
TC/r
T étant une fraction rationnelle en c *** et Y une fonction périodique qui n*a plus de points critiques à distance finie, et qui, par suite, sera développable par la formule de Fouricr en une série procédant suivant les puissances poï^itives et
néo^atives de e *** . Or M. Picard a démontré que, si cette série contenait un nombre infini de termes, l'équation précédente donnerait en général, pour chaque valeur dey, une in-
ÎC/JT
finité de valeurs de e*** . Mais à chaque valeur de y correspondent n séries de valeurs de x] et, comme les diverses
Twf •*
valeurs d'une même série donnent la même valeur pour e " , cette quantité n'a que n valeurs pour chaque valeur de j\ Donc la série Y sera limitée, et y sera une fraction ration-
TTi jr
ir/.r
nelle en e " ; on aura dore
(26) Pj^Q^o,
Pet Q étant deux polynômes entiers ene^ , l'un de degré /?, Tautre de degré ^/i.
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Les coefficients de ces deux poljnômes se détermineront comme dans le cas précédent.
Il est aisé de trouver le critérium qui caractérise ce second cas. En effet, pour chaque valeur de^, l'équation (26) donne
en général, pour e^ ^ n valeurs finies et différentes de zéro ; d'où résultent pour x^ n classes de valeurs ^0 -h 2/na), . . . , 0Cn-\ + 2/wa), Xq^ . . . , Xn-{ étant des quantités finies. Il y a toutefois exception pour les deux valeurs (finies ou
/nri.r
infinies) de y qui annulent le coefficient de e *** ou le terme
indépendant de e ^ ; car ces valeurs donnent pour e^ une racine, ou un groupe de racines, nulles ou infinies, auxquelles ne correspond aucune valeur finie de x.
Soit, par exemple, y^ la valeur de y qui aunule une ou plusieurs racines de Téquation. Soit q le nombre de ces racines. Aux environs du point j^i on pourra les développer en séries de la forme
e'"=Pi(V-r,)V4-p,(j-j,)V4-....
Oa en déduit
^ = log[p.(v -/,)''+ P.(J- Ji)^+. . .]
^ i log( j_j,) 4- logLP,-+-p,(j-/,)v -+-... J
-^ ^ïog(7 — 7i)-^1fi-^ïî(7- v,)'^^-...; d'où, eu prenant la dérivée par rapport ky^
Soit de même y2 la valeur de y qui donne des racines infinies, en nombre q'» On pourra développer leurs inverses en séries de la forme
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d'où Ton déduit
SI les racines nulles ou infinies correspondaient à une valeur infinie de ^, ces développements suivant les puissances de jr — y^ ou de y — y2 devraient être remplacés par des
développements analogues suivant les puissances de - = ^.
Les deux développements précédents doivent évidemment faire partie de la série des développements (28) et (aS). Donc parmi ces derniers il en existera deux qui commencent par un terme de degré — i et pour lesquels p -\- ol sera nul, cette quantité étant égale à i pour tous les autres, qui doivent donner pour x des valeurs finies.
L'identification de ces deux développements avec (27) et (28) fera d'ailleurs connaître la période to, et les entiers q^ q'.
103. Troisième cas : Il i\!y a aucune période, — Dans ce cas X ajant n valeurs seulement pour chaque valeur de j^, et n'ayant que des points critiques algébriques, sera une fonction algébrique de y. Réciproquement, y sera algébrique en X et, comme il est uniforme. Il sera rationnel. On aura
donc
P et Q étant des polynômes entiers en x^ l'un de degré /?, l'autre de degré ^/i, dont on pourra déterminer les coefficients comme précédemment.
Pour chaque valeur dey, on aura n valeurs de x^ généralement finies. 11 n'y aura d'exception que pour la valeur (finie ou infinie) dey qui annule le coefficient de x", et à laquelle correspondra une racine, ou un groupe de q racines, infinies. Les inverses de ces racines pourront être développées en séries de la forme
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d'oii
^ =Yi(7-yi)"'^-^Yî-+-T»(7-yi)^-^ •••;
dy q^^ ^'^
Donc l'un des développenients(23) [ou des développemenls (25) si la valeur de y qui rend x infini esl elle-même infinie]
commencera par un terme d'exposant — On aura donc
pour ce développement/? -+- a = — i, et pour tous les autres /? -I- a = I .
Les divers caractères dont nous avons reconnu la nécessité dans chaque cas, étant contradictoires entre eux, seront en même temps suffisants. On pourra donc a priori reconnaître dans qui(3l cas on se trouve, sans qu^'l soit besoin de tâtonnement.
lOi. Comme application des résultats qui précèdent, cherchons, parmi les équations binômes de la forme
;?, Xiï^oj • • • étant des entiers sans diviseur commun, celles dont rinté*;rale est monodrome.
Les points critiques de
dx -1 -^ -^-*
sont «1, ^r Poi;r l'un d'entre eux «i, on aura comms
déNelop|.emcnt
dt --
D'autre part, si Ton pose j'= -> on aura Téqualion Iransformée
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doà
Si donc nous posons, pour abréger, - = ^., -=^„ ..., a = -!x,
il sera nécessaire et suflîsant que |jl, (Xi, |jl2, . . . soient de la
forme ^- ? i ou ^- Ces quantités satisfont d'ailleurs à
la relation
(29) jH- jx, -f- (X, + . ..— 'X,
Premier cas : U intégrale est doublement périodique, — Dans ce cas, [x, [Xi, [X2, .. . seront tous de la forme ■^- »
et, par suite, au moins égaux à *, sauf |x, qui peut être nul.
Supposons d'abord |x == o. Il résulte de l'équation (29) que le nombre des quantités [X|, |Xj, ..., qui sont toutes = ^, mais <[ I , sera 4 ou 3.
S'il y en a quatre, on aura nécessairement
1*1= K-î^ l^3=^!^v— l» d'où ).,— X,= X3— X.— r, n ::- a.
S'il y en a trois, on aura, en substituant dans (29), pour
V'\^ JAa? J^Sî leurs valeurs '-^ » — , — ,
^ ' * Pi Pi fz
Pi Pt Pi
Les quantités Px^p^t Pi étant supposées rangées par ordre de grandeur croissante, on en déduira
— ri, d'où Pi ^=3 ou a.
Pi
Si Pt = 3, on devra avoir
Pi=Pi~^i
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Si /?! = 2, il viendra
Pt P% î»
d'où
Si ^2 = 4} on aura aussi
Si /?2= 3, on aura €6 qui donne les deux solutions
X,=:2, X,™I, Xj^I, /i — *î,
Xi^S, Xj=:i 4» Xj--5, /i — ■ 6.
Les solutions où |x n'est pas nul se déduisent évidemment des précédentes par la suppression d'un facteur. On obtient ainsi les nouvelles solutions
Xï = Xj^^ Xj^r I, /i := a,
X,= 2, X,=il, //==:4,
Xi=::3, Xj=:4> /i =^ 6,
X,= 4, X,= 5, ;i3r--6, Xi=:i3, Xj=5, /i in 6.
Deuxième cas : L intégrale est simplement périodique. — L'un au moins des nombres [x, [jL|, [jl2, . . • sera égal à i. Soit d'abord [x = o, ^, = i . L'équation (29) deviendra
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les quantités pis, 1^3, ... étant égales à i ou de la forme
On voit par cette équation que le nombre des quantités
^2} l^tf • • • ne peut surpasser deux.
Si ces quantités sont au nombre de deux, on aura nécessairement
d'où
S'il n'existe qu'une seule quantité ^^i on aura
d'où
Xj=Xj=i, nr= I.
Les solutions où [a n'est pas nul s'obtiendront encore par la suppression d'un facteur et seront les suivantes :
Troisième cas : U intégrale est rationnelle. — Une des quantités |x, |jI|, ... sera de la forme — — > et les autres de
la forme ^ •
I ix = o et u, = • , U.2 = ~ ) • • • > il viendra
Pt—i , ^tZLL
Pt q
On aura donc
{!,=... = 0 «t Pi^q^ d'où
X, = 7H-i, X,=:^--i, n:=zq,
l'entier q restant arbitraire.
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Enfin, si [x n^est pas nul, on aura les solutions
lOo. Les considérations développées dans cette Seclion permettent de définir, d'une manière plus précise, les diverses sortes d'intégrales que peut présenter une équation différentielle
Soit X(i une valeur particulière de la variable indépendante. A toute valeur initiale y^ donnée à j*, et telle que (j:o>J'o)soit un point ordinaire pour la fonction/, correspond, comme nous l'avons vu, une intégrale de l'équation différentielle, dont on pourra suivre la variation, soit dans tout le plan, soit dans une région limitée par des lignes singulières. Outre ces intégrales, ordinaires par rapport au point Xq^ et qui diffèrent les unes des autres par la valeur de la constante ^o? il peut en exister d'autres, qui deviennent infinies ou indéterminées pour x = Xq^ ou prennent en ce point une valeur j^Oî telle que (^oîJKo) soit un point critique pour la fonction/. Ces intégrales seront dites singulières par rapport au point Xq,
Gela posé, nous appellerons intégrale générale l'ensemble des intégrales particulières qui sont ordinaires pour quelque valeur de x\ intégrales singulières celles qui seraient singulières par rapport à toute valeur de x.
Il est clair que l'existence de ces intégrales singulières sera \\r\ phénomène exceptionnel. Soit en effet F(^,7') = o la relation qui doit exister entre x et j)' pour que /présente un point critique eu x^ y\ il faudra, pour qu'il y ait une intégrale singulière, que la valeur de j eu fonction de x^ tirée de l'équation F = o, satisfasse à l'équation différentielle proposée, ce qui n'aura lieu qu'accidentellement.
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I. — Généralités
108. On nomme équations différentielles linéaires celles où les fondions inconnues et leurs dérivées ne figurenl qu'au premier degré.
Ces équations jouissent de plusieurs propriétés que nous allons exposer.
107. I'* Toute équation linéaire reste linéaire si Von change la variable indépendante.
Soit, en effet,
une semblable équation, poy p\y . . ., ï désignant des fonc-
lions connues de la variable indépendante /.
Posons t = ^(ti), u désignant une nouvelle variable. 0:i
CQ déduira
dx dx
Tu =1S^(")'
d*x d^x ,,, . dx ., ^ 7?i^ = ^?'(«)H-^,-<P'(«),
dx d^ X équations qui donnent -r-j -rr ^ ••• en fonction linéaire • ' ai ai-
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de -T-> -j— > •••• Substituant ces valeurs, ainsi que celle
de ^, dans l'équation proposée, on obtiendra Téquation trans-
dx d'x du du}
formée, qui sera évidemment linéaire en x, -j-^ -z-jy
108. a** Soient x, y^ ... n fondions d'une même variable indépendante t, satisfaisant à un système de n équations linéaires
et soit V un polynôme entier par rapport à x^y^ ... et à leurs dérivées successives, dont les divers termes aient pour coefficients des fonctions quelconques de t. La fonction V satisfera à une équation linéaire dont les coefficients s'expriment rationnellement en fonction des coefficients de Et, . . . , E„, V et de leurs dérivées successives.
En effet, soient respectivement m, m', ... les ordres des plus hautes dérivées de x, y, ... qui fîgurent dans les équations (i); k le degré du polynôme V. Formons les dérivées successives de V. Chacune d^elles sera un polynôme de degré k par rapport k x^y, . . . et à leurs dérivées suc-
cessives. D ailleurs les dérivées — ; — > , „.^, > •••, -7-4 >
dt'"^ dt"^^^ dt"^
, ;^^ > ••• peuvent s'exprimer linéairement par les dérivées précédentes, au moyen des équations (i) et de celles qui s'en déduisent par dérivation.
dy
Substituant ces valeurs, on aura pour V, -t-j •••^ des expressions de la forme
V =T,Pi-hT,P, -h...,
T|, T2, . . . , T'^, T'jj, . . . étant des fonctions de t, de l'espèce
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indiquée à renoncé, et Pi , Pj) • • • des produits de la forme
[de) -'[-di^) ^^ij -\-dï^) ••-
où le nombre total des facteurs est au plus égal à k. Soient P| , P2, ..., P/ les divers produits de ce genre que Ton peut former et dont le nombre est évidemment limité. L'éliminalion de ces quantités entre les expressions (2) donne une
relation linéaire entre V, --t-» •••> -j-r*
at al'
109. 3° On sait que tout système d'équations diflTérentielles simultanées peut être ramené, par l'adjonction de variables auxiliaires et la résolution par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, à un système normal. Si les équations sont linéaires, il est clair que ces opérations laisseront subsister le caractère linéaire.
L'étude d'un système linéaire quelconque se ramène donc à celle d'un système linéaire normal de la forme
-T- -f- a j? -h of -h . . . -- T,
dv , T,
oùa, 6, • • ., ai, 6|, . . . , T, T|, ... sont des fonctions de /• Nous considérerons en premier lieu les systèmes dits sans second membre, où Ton a
T = Ti = ...:= o.
HO. Théorème. — Si x^j y%j ... ; X2, y^t • • • î • • • -^o/if des solutions particulières d'un système d'équations linéaires sans second membre, les expressions
où C|, C2, - • . sont des constantes arbitraires, satisferont au même système d'équations.
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En eiTety le résultat de la substitution de ces expressions dans le premier membre de Tune quelconque des équations proposées sera évidemment de la forme
I1i désignant le résultat de la substitution de Xi^yiy . . *, II2 le résultat de la substitution de Xf,y2f •••• Mais Xf, ri<i • • . ; ^2i y'2^ • • . ; • • • étant des solutions, on aura
1* * Ci ou
II,r:=0, H,=ro, ...,
Cj IIi -!- CjHj-f- . . ."^ O.
111. Considérons spécialement un système canonique formé de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre. Ce système admet la solution évidente x = o, ^' = o, ...; mais il admet une infinité d'autres solutions particulières.
Nous dirons que A" solutions particulières d'un semblable système, telles que
^kj ykj -Sa-,
sont indépendantes, si l'un au moins des déterminants d'ordre k formés avec les diverses colonnes du Tableau cidessus n'est pas identiquement nul.
Théorème. — Si l*on connaît k solutions indépendantes (l'un système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre {k étant <^ n)^ on pourra ramener r intégration du srstèma proposé à celle dUin système analogue ne contenant plus que n — k équations et à des quadratures.
Chaque solution de ce nouveau système fournira une solution du système primitif y indépendante de celles qui sont déjà connues.
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Nous admettrons, pour fixer les idées, qu'on ait quatre équations
-j--hax h by -4-C5 -h du l- o,
^ -r «iX -4- h^y -I- C,5 h ^/jW :-- o,
' --.T -h ajj: 4- ^j/ -I- CjC -h ^/j// — o, et (|ue Ton connaisse deux solutions indépendantes
Admettons qu'on ait, par exemple,
On pourra poser
Ka^x^ ~\~ v^i*2'2f
Ci7, -h C, Vj,
f^i> Cj, s» ^ élant de nouvelles variables. EfTccluant la suhslitution et remarquant que les termes en C|, C2 s'annuleiil (car les équations proposée:» seraient satisfaites si ^, u éfaictil nuls et C|, C2 constants), il viendra
Xi H r- J7- -H c (, 4- a j -- o,
dt
-1 -^ — ;, -1 -^ -j^ -+- ^îî -^- ^^i'^ - O,
dl *
lit
dC^ d'j
lf\2
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n . , j . . , dCi dC. d^ do
Résolvant par rapport aux dérivées --7-9 -jr^ -^> ^> on aura un résultat de la forme
; rfC
dt
r-AC -h Bu,
dC, dt
AiÎ4-Bju;
dt
do dt
rz:A,Ç-+-B,U.
On obtiendra donc 2^ et u en intégrant les deux équations linéaires simultanées (5); G| et C2 s'obtiendront ensuite par des quadratures.
Soient d'ailleurs 2^', u' une solution particulière quelconque des équations (5) (autre que la solution évidente Ç= o, u = o); et supposons, pour fixer les idées, que Ç' ne soit pas nul. Soient C'^, C'^ les valeurs correspondantes de Ci y C2. La solution
— Lij .27| -f- Ci| J7|,
= G, :;i -h Gj 5, -+- ?',
= Ci tti -hCj«,-hu'
sera indépendante des deux solutions déjî^ connues a? i, j'i, « I , W| , ; x-2i y^j z<ij 11-2 1 csir le déterminant
est différent de :
zéro.
H2. Théorème. — Tout système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre admet n solutions particulières indépendantes J?i, V|, . . .; . . .;
^m yn^ " * et sa solution la plus générale est la suivante
oà C| , . . . , C/i sont des constantes arbitraires.
La première partie de cette proposition résulte de ce que nous venons d'établir, que de Texistence de k solutions indépendantes {k étant <:^ n) résulte celle d'une nouvelle solution indépendante des précédentes.
Pour démontrer le second point, posons
C|, . . ., C/i désignant de nouvelles variables. EiTectuant la substitution et remarquant, comme au numéro précédent, que les termes en C|, . . ., Cn s'annulent, il viendra
dCy d^An. _
Mais le déterminant des quantités ^i, j^i, . . .; . . .; Xn^ y ni • • • est ^ o par hypothèse, les n solutions données étant indépendantes ; donc
^Ci dÇj,i
— j— =:: o, .... —rr ^=^ o
dt ^ dt
etC|, . . . , Cn seront des constantes, d'ailleurs arbitraires. H3. Soient
ç, z=c', 07,+. . .-f-c^oTrt, 7),=Cj7,h-. ..4-c;,/rt, . . .,
n solutions particulières quelconques du système proposé. Leur déterminant est évidemment égal au produit du déterminant des solutions ^i, jKo • - •> • • - i ^ni Xn^ • • - p^i* le déterminant des constantes C'^ , . • ., C^. La condition néces-
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sairc et suffisanle pour que ces solutions soient indépen dan te i est donc que ce dernier déterminant soit différent de zéro.
H4. Les coefficients des équations différentielles proposées peuvent aisément s'exprimer au moyen d'un système quelconque de n solutions indépendant_s, telles que Ç|',
Soit, en effet,
-T- h ax -4- ^j -4- ... — o une de ces équations; on aura identiquement
—Tj -H aç, -h ^T,, -4-. . .r= O,
-7^ -H «în H ^T^/i-l-. . . = 0,
et de ce système d'équations on déduira or, 6, ... exprimes par des quotients de déterminants.
115. A tout système d'équations linéaires sans second membre, tel que
dx
-1- -^-aj? -^by -\-cz — o,
-^ -ha,a:-4-6,7-hc,5=zo,
^ H- a,x -f- b^y -4- CiZ — o,
est associé un système adjoint défini par les équations
-~ -h6X^^iY-h^Z.^o, dt
Cl £j _,
77 H- C\ 4- Cl Y -r C,Z — O.
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Les solutions de ces deux systèmes ont entre elles une liaison remarquable. Pour la mettre en évidence, ajoutons les équations précédentes, respectivement multipliées parX, Y, Z, — Xj — jKî — ^« Il viendra, toute réduction i'aite,
_. dx dX. -, dv dY „dz dJé
''=^Tt-^''iû'^^irt^y-dt^^'di^'irt
d'où
Xx -hYf -h Z-5 = const*
La liaison entre les deux systèmes adjoints est évidemment réciproque. L'intégration complète de Tun d'eux entraînera celle de l'autre. Supposons, en efTet, que l'on connaisse trois solutions indépendantes x^, y^, z^] ^2» J'29 ^2î ^s> J'jî *3 du premier système. La solution générale X, Y, Z du système adjoint sera donnée par les relations
Xa;,-t-Y7i-i-Z^,=rCi, Xx,-f-Y/,-hZz,=rC„ X j?, 4- Y/, -h Z^, — Ci,
G|, C2, C9 étant des constantes arbitraires.
Si l'on connaissait seulement une ou deux solutions' indépendantes du premier système, on aurait seulement une relation linéaire
Xari-hY7i-hZ^,=::C,
OU deux relations
X^i + YjiH- Z«, = Gi,
Xa?, -h Y/, 4- Zz2= G,.
Ces relations permettraient d'éliminer une ou deux des variables X, Y, Z des équations diflerenlielles du système adjoint, et de ramener ainsi l'intégration de ce dernier système à celte d'un système plus simple, contenant une ou
deux équations de moins.
J. — Cours, m. 10
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H6. Systèmes adéquations linéaires à seconds membres. — Soit à intégrer un système d'équations linéaires à seconds membres, tel que le suivant :
doc
-jj H- ax -h by -hcz -^du = T ,
dy , t «,
ds
-^ -H ajO? -h b^y -hCfZ-\- diU = T,,
-j- -h aix -h biy + CiZ -\-dtU=z. T,.
Considérons le système linéaire analogue
, , , -^ -h ax -h by -h cz -ï- du :=^Oy
obtenu en supprimant les seconds membres.
Nous avons vu (111) que, si Ton connaît deux solutions indépendantes de ce dernier système, on peut, par un changement de variables convenablement choisi, le ramener au système suivant :
f^ =A.î + B,«, J; =A.î:-hB,o.
Il est clair que le même changement de variables, appliqué au système (6), le ramènera à la forme
at
8, . . . , 63 étant des fonctions de t. On n'aura donc, pour déterminer ^ et u, qu'à intégrer un système de deux équa-
dt
dt
lions linéaires simultanées; C|, €3 s'obtiendront ensuite par de simples quadratures.
Si l'on avait obtenu Tintégrale générale du système (7)
a: =: Cl a?! -h C| J7j 4- CjJ7j-t- C^œ^f
a = Cj «1 -h Cl «, 4- C| 1/, -h C4 M4,
l'intégration du système (6) pourrait s'effectuer par de simples quadratures. Substituons, en efTet, les valeurs précédentes dans les équations de ce système, en considérant C|, ..., C4 comme de nouvelles variables. Ces équations deviendront
dCi dCf dC^ dC^
"sr"^'"^ ir''*'^ 'dt'^*^ "Hr"^*- *'
rfCi rfC, rfC, dC^ _,
et donnent immédiatement les dérivées — t-^> •••, — 7-^- On
dt dt
aura donc C|, . . . , C4 par des quadratures.
117. On pourra même se dispenser de ces quadratures, si l'on connaît une solution particulière x^^y^y ^o) <^o ^u système (6). Posons, en effet,
Le résultat de la substitution de x^jy^^ z^^ Uq dans les premiers membres des équations (6) détruira les seconds membres, et il restera
^ -h aÇ -h ^Ti 4- c Ç -f- rfu = o,
On obtiendra donc la solution générale du système proposé en ajoutant la solution particulière x^j y^y Zq^ Uo k la solution générale du système sans seconds membres.
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Od peut enfin remarquer que, si les seconds membres sonl de la forme
et si Ton connaît une solution particulière JCo».X'o> • • • pour un système analogue où les seconds membres se réduisent respectivement à T', T^, • . . , une autre solution particulière x\^yQi ... pour le cas où les seconds membres se réduiraient à T^,T'^, • . ., etc., on aura une solution particulière du système proposé, en posant
ia;'»-*H-.. .H-/)^a?=T
qui rentre comme cas particulier dans ceux, que nous venons de discuter. Il convient, toutefois, d'effectuer Tétude directe de cette équation ; car elle fera paraître sous un nouveau jour quelques-uns des résultats déjà obtenus.
119. Considérons d'abord Téquation sans second membre ov d'^x d'*~^ X
Soient â?! , , , .^ Xk des solutions particulières de cette équation. Nous dirons que ces solutions sont indépendantes.
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si le délerminant
Xjf
formé par ces fonctions et leurs k — i premières dérivées n^est pas identiquement nul.
Toute équation linéaire (Tordre n sans second membre admet un système de n solutions indépendantes Xi,., , ^x,,, et sa solution générale est
d| Xl -f- . . . -+- C*|, Xfly
Cl, ..., C„ étant des constantes arbitraires.
Pour établir ce théorème, nous supposerons qu*il soit vrai pour les équations dWdre n — i et nous montrerons qu'il est encore vrai pour Téquation (8) d'ordre n.
Soit Xi une solution de cette équation (autre que la solution évidente x-=^o). Posons x^^Ox^^ C désignant une nouvelle variable. On aura
dx 'di
:=C'j?|-f-Cx',,
= C«a:,-+./iC»-*a:;4- ^ '-^C^'^x',
Cx'}.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura l'équation transformée
(xtC-h/ix; c-« 4- '^^^^^^\
Pi^i
L*équation devant être satisfaite, par hypothèse, si l'on
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suppose C constant, Téquation (9) ne contiendra aucun term» en C. Ce sera donc une équation linéaire d'ordre n — i par rapport à sa dérivée G. Elle admettra, par hypothèse, n — i solutions indépendantes ^2» •••)J^/i) ^^ sa solution générale sera de la forme
où C2> . . ., C/i sont des constantes arbitraires. Intégrant cette expression, il viendra
C = C, -i- C, r 7, rfr + . . . 4- C„ r 7« c?/,
X étant une quantité choisie à volonté, et d une nouvelle constante arbitraire. On en déduit
oc tr^n V-i J? j ^^ \j\ 00^ — f~ vij OC^ -f- . . . -{- Li/i OCff ^
en posant, pour abréger,
^t — ^ij ïtdt,
dt.
Il reste à prouver que le déterminant
m * uC ■
vv y *Ay m • • • *A/ n
n'est pas identiquement nul.
Or ce déterminant est égal à
^1 ^t / y^dl
A A f yt^^-^ aoj'i/jH- ^,/; . . . x\j y a dt -f- ^x\ y„ + j:,r;
^1 / fndt ^1 / yndt
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OU, en supprimant les termes qui se détruisent, à
^1 ^\ \ y%^^ • • • ^1 / yn
dt
Or chacun des deux facteurs qui composent ce produit est diflerent de zéro, par hypothèse.
120. Soient Xij . . ., x„ le système de solutions indépendantes dont nous venons de démontrer l'existence, et
Çj rz: C j a:, -h . . . -+- C'n Xm
Kn — G j Xj H- . . . H- CJJ Xn
un autre système de n solutions. Le déterminant
est évidemment égal au produit du déterminant des solutions X| , . . . , a?A par celui des coefficients C.
Il est donc nécessaire et suffisant, pour que les solutions iit - • •) i/i soient indépendantes, que le déterminant des C ne soit pas nul.
SMl en est ainsi, ^i, ..., Xn^ et par suite toutes les solutions de 1 équation différentielle, seront des fonctions linéaires de
121. Soient d'ailleurs Ç|, ^2, ..., ^„ un système quelconque de solutions indépendantes de l'équation (8); on aura
dt'' dt''
Pi
df"
dt'
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Ces équations permettront d'exprimer les coefficients />! , . , ,, pn en fonction de Si , . . . , Ç^ et de leurs dérivées.
On peut remarquer que la condition
exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'existe entre les fonctions Xx^ • . • « ^n aucune relation linéaire à coefficients constants, telle que
«1 JTi -h . . . -r «n Xn ^= O
En eflet, s'il existait une relation de ce genre, on obtiendrait, en la difTérentiant,
Œ,Xl
et, en éliminant les paramètres a,, . . ., a;,, il viendrait
Réciproquement, si ce déterminant est nul, jti, ^29 •-•) x,i seront n solutions particulières de l'équation linéaire d'ordre n — i
tnO.
On aura donc, en désignant par X|, . . ., \n-î des solutions indépendantes de cette équation, et par C',, . . ., C^.,
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des constantes,
a?i := Lij X| -4-, . . -H L«;j_j X|,_i,
Éliminant X| y •••) ^/t-i entre ces équations, on en déduira une relation linéaire entre X|, . . ., Xn»
123. Si Ton connaît k solutions indépendantes X|, . . . , or^ de l'équation linéaire sans second membre
on pourra ramener son intégration à celle d'une équation linéaire d'ordre n — Ar, suivie de k quadratures. Posons en effet
a? = \ C{Xiy
les C désignant k nouvelles variables, liées entre elles par les A: — I relations
(lo) y GiXi=o, \ Cix'i=o, ..., y C[x^'^ = o. On aura, en tenant compte de ces relations,
puis
X — 1*1, •••> ^ — **/»— A'-hi»
Fr désignant une fonction linéaire de C| , • • . , Ca et de leurs
dérivées jusqu'à l'ordre r.
Substituant ces valeurs dans Téquation proposée, on aura
un résultat de la forme
G désignant une fonction linéaire de C|, • . ., Ca et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — k-hi- D'ailleurs, l'équation étant satisfaite en supposant Cf, .'., Ca constants, les termes qui contiennent ces quantités disparaîtront, et G ne
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contiendra que les dérivées C, , . . . , Gj^ et leurs dérivées successives jusqu'à l'ordre n — k.
Cela posé, on peut tirer des équations (lo) les valeurs de Cj, ..., Cj^ en fonction de C',. Substituant ces valeurs, ainsi que leurs dérivées, dans G, on aura pour déterminer C^ une équation linéaire d'ordre n — A".
Cette équation intégrée^ on aura C, , . . ., C';^, et l'on en déduira C{, . . . , Ca par quadratures.
124. Supposons, par exemple, qu'on connaisse une solution particulière x^ de l'équation du second ordre
x' 4- pix' -\-pxX ■=, o.
Posons a; = Cf^t ; nous obtiendrons l'équation transformée
C'i a?! 4- (2 J?i -»- yOiari)C', =r o OU
Cj ix\
et, en intégrant,
logC'j = — 2 loga:, — 1 Pidt -h const,
et enfin
X r=: AX* 1 h t) J7,,
Â et B étant des constantes arbitraires.
L'intégrale générale de l'équation à second membre
se déduit, par de simples quadratures, de l'intégrale générale de l'équation sans second membre
(12) d7'»-h/>jX'*-*-+-. . .H-/>„^z= o.
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Posons, en effet,
3C ^^ Lij 3C^ — t- . . . -f- C«u CCfi^
Ci, ..., C/i étant de nouvelles variables, assujetties aux conditions
On aura, en tenant compte de ces relations, et enfin
r^ =y "C/^f+Vq-^rf-^
Substituant dans Téquation proposée, les termes en d, -..., C^ disparaîtront et il restera simplement
or' = T
Cette équation, jointe aux relations (i 3), donnera C'^,...,C^/, et Ton en déduira C|, . . . , C/i par des quadratures.
On pourra d^ailleurs se dispenser de ces quadratures si Ton connaît une solution x^ de l'équation (ii). Il suffira, dans ce cas, de l'ajouter à l'intégrale générale de l'équation sans second membre.
Revenons à l'équation sans second membre
(l4) X'* -h PiX'^-^ -h p^X'^-^-^- . . ,-hpnX = 0.
Multiplions-]a par une fonction indéterminée jk et intégrons. Il viendra, en appliquant aux termes qui contiennent les dérivées de jr, l'intégration par parties
4- (— 0'*/^[/" — (/^iv)«-» H- (/?,/)'•-* --... -f- (— I )»/?„/] cf^ == const.
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Si la fonction^ est une solution de Téquation linéaire
(l5) j«-(^,j)«-i-+-(/7,j)»-*-...H-(--i)«/,„j:zz0,
l'intégrale disparaîtra de la formule précédente, et l'on aura, pour déterminer x, une équation linéaire d'ordre n — i, contenant une constante arbitraire.
Si Ton connaît k solutions^!, . . .,^a de l'équation (ï5), on obtiendra, en posant successivement^ =^< » • • •? J^ =J^*i k équations linéaires d'ordre n — i en x. Éliminant entre ces équations les dérivées ^""S . . ., a;""*"'"*, on aura, pour déterminer vT, une équation linéaire d'ordre n — A", contenant k constantes arbitraires.
L'équation (i5) se nomme Yéquation adjointe de l'équation (i4)* Il est clair que réciproquement l'équation (i4) est adjointe à l'équation (i 5).
127. On aurait pu arriver à l'équation adjointe (i5)en remplaçant l'équation primitive (i4) par le système d'équations du premier ordre
dt
dx''-^
dx ITt
qui lui est équivalent.
Ce système a pour adjoint le suivant :
dt dt
dX ,M-i
dt
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On peut aisément éliminer X"*"*, . . ., X entre ces équations. Il suffira de les difTérentier respectivement n — i fois, n — a fois, etc., et de retrancher la somme des équations de rang impair de celle des équations de rang pair; il viendra
équation qui ne diffère de (i5) que par la notation.
IL — Équations linéaires à coelficients constants.
128. Une équation linéaire à coefficients constants el sans second membre
d" X rf**"* X
peut être mise sous la forme symbolique
Fj?=:o où
chaque facteur symbolique D représentant une dérivation. 1S9. Soit
une autre opération analogue à F (6, fr|, . . •, fr^ étant des constantes comme a, ai, . . . , a/i).
Effectuons successivement ces deux opérations; Topération résultante sera
Cette expression est la même que l'on obtiendrait en multipliant les deux polynômes F et G comme si D représentait une quantité et non un symbole de dérivation. L'opération
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résultante sera donc indépendante de l'ordre des deux opérations F et G et pourra être représentée indifTéremment par FG ou par GF.
D'ailleurs, une opération quelconque de l'espèce considérée, effectuée sur une quantité identiquement nulle, donne un résultat nul. Donc l'équation
0 = FGjCir::GFa?
admet comme solutions celles des équations
Far =: o, G^=rO.
130. Soient donc 54, 52, ... les racines de Véquation caractéristique
o = F = aD'»-haiD'*-* + . . .-ha^,
p,«, [JL3, ... leurs ordres de multiplicité. L'équation difTérentielle
o — Fj7 =(D — sCl^x (D — s^Y*, ,,x=^o admettra comme solutions celles des équations
(D — 5,)l*tj?=io, (D — 5,)!*fa7 = o,
Il est aisé de trouver ces dernières. Posons, en effet,
On aura
(D — Sx)x^=iSx e*t*y 4- c*i' D/ — s^ e*i'/
et en répétant cette opération
Pour que le second membre soit nul, il faut et il suffit que j^ soit un poljnôme arbitraire de degré [jli — i.
Réunissant les solutions particulières ainsi trouvées, on
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voit que l'équation
Fj7 = 0
admet la solution
oii P|, Pa, ... sont des polynômes arbitraires de degrés
Cette solution contient |X| -f- [J^a -+-•••= ^ constantes arbitraires. Ce sera donc la solution générale, si elle ne peut s'annuler que lorsque toutes ces constantes sont nulles. Nous allons prouver qu'il en es*t ainsi.
En eflet, supposons qu'on ait
Pie*i'-hPje'.'-h... = o.
Posons
On aura
o = H(Pie*.'-hP,eV4-...) = H(P,e^.')- Mais on a, d'autre part,
(D — 50»*»(PiC'«0=o.
Or les polynômes (D — 5|)ï*i et H étant premiers entre eux, on pourra déterminer deux nouveaux polynômes M et N tels
que l'on ait
M(D~5,)i'.-t-NH^i et, par suite,
o =[M(D — 5,)»^. 4- NH](P,eV)=r PieV.
Donc P| doit être identiquement nul. De même pour les autres polynômes P2, ....
131. Si les coefficients a^f ^2, . • . étant réels, l'équation caractéristique F = o a des racines imaginaires, la solution générale que nous venons d'obtenir renfermera des imaginaires; mais il est aisé de les faire disparaître.
Soient, en effet, 5^ = a -h ^i, 52= a — ^i un couple de
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racines conjuguées, [x leur ordre de multiplicité; nous aurons dans rintégrale générale les deux termes
— e«'[Pi(cosp/-f-i8Înp/)-HP,(cosp/ — tsînp/)] = Qt e« ces p ^ -4- Q, e«' sin p /,
Qi, Qs étant des pol^^nômes de degré p. — i, arbitraires
comme Tétaient P^ et Pj.
132. Connaissant, par ce qui précède, Fintégrale de l'équation sans second membre
(i) Fa? = o,
on obtiendra par des quadratures celle de Téquation à second membre
On sera, d'ailleurs, dispensé de ces quadratures si Ton peut déterminer une solution particulière de cette dernière équation.
Ce cas se présentera si T est un polynôme entier en /,
«*', «P'j . . . , sinyr, cosy^, .... Car en remplaçant les sinus
et cosinus par des exponentielles, T sera une somme de
termes de la forme
ne*',
s désignant une constante et II un polynôme, dont nous désignerons le degré par X.
Nous aurons donc à chercher une solution particulière de l'équation
(3) Fa: = ne".
Les solutions de cette équation satisfont à l'équation
(4) (D — 5)>^+» F^ = (D — 5)>^» De^'z^o qui n'a plus de second membre.
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Deux cas seront à distinguer ici :
1"* Si s àiSève de 5|, $2, '• - •, l'équation (4) a pour intégrale générale
Pe'^H- PieV+ PjcV-f- . . . ,
où P est un polynôme de degré X.
Supprimant les termes qui appartiennent à Tintégrale de Fx = Of on voit que l'équation (3) doit admettre une intégrale particulière de la forme Pe*'.
a" Si 5 = 5|, rinlégrale générale de (4) sera
F, étant un polynôme de degré ixi -f- X.
Supprimant encore les termes qui appartiennent à Tintégraîe de Fx £= o, on voit que Péquation (3) admet une intégrale particulière de la forme /l^iPe*»', où P désigne encore un polynôme de degré X.
La forme de la solution particulière étant assignée dans chaque cas, il restera à déterminer les coefficients du polynôme P. Pour cela on substituera Pc*' (ou /t*«Pe^') à la place de X dans Téquation (3); Tidentification des deux membres donnera un système d'équations linéaires pour calculer les coefficients inconnus.
Exemple. — Soit à intégrer Téquation
d^x (5) TY -\- m*x = cosnt.
Considérons d'abord Téquation sans second membre
Son équation caractéristique
D*-hm«=:o
admet les deux racines simples di mi. Elle aura donc pour J. — Cours, m. Il
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intégrale générale
Ccos/nâ7+ Gf sin/nâTy
où G, G| sont des constantes arbitraires (des polynômes de degré zéro).
. Revenons à Féquation à second membre (5)
(D* -f- m*)a? = cos nt.
On en déduit
(6) (D*-h/i«)(D«-hm«)a?=z(D«-H/i«)co3/i/ = o,
1° Si n^^m^f cette dernière équation aura pour intégrale générale
A.cosnx -+- A| sinnœ -h Gcosm.r -h Ci sinma?,
où Â, Â|, G, Gf sont des constantes arbitraires. L'équation (5) a donc une intégrale particulière de la forme
A cosno: + A| s'innx.
Substituons cette expression dans (5), il viendra
(— /l'-h m*)(Acoswa7 -H Aj sinnx)=:cosnx,
d'où
L'intégrale générale de (5) sera donc
^ ^ . COS/ÏJ?
G cosmo? -h Cl sinmx h
2® Si n^= m^, les équations (5) et (6) deviennent
(5)' (D«-i-in«) j:=:cosm/,
Getle dernière a pour intégrale générale
(G ■+■ kt) cosm^-H-(G, + Aj/) sinm^
et (5/ admettra une intégrale particulière de la forme
•f (A cosm/ + Aj sinm^).
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Celle expression, substituée dans (5)'^ donne
9/n( — Asinm^-4- AiC09/w^)= cosm^, d'où
L'inlégrale générale de (5/ sera donc
^cosm^
C cosmx + Cl siîimx
134. Considérons un sjslème d'équations linéaires à coe(ficienls conslants et sans seconds membres. Nous supposerons, pour fixer ]es idées, que ces équalions soient au nombre de trois. Elles seront de la forme
L, M, . . . désignant des facteurs symboliques lels que
aD"' -4- «I D«-» -f- . . . -4- a,n.
Soit
X — aDï^+aiDl'-M-...,
une autre opération difFérentielle quelconque. On a évidemment
On pourra donc remplacer le système (7) par le système obtenu en multipliant symboliquement une de ses équalions par X et Tajoulanl à une autre, par exemple, par le système
Lj j? -H M, 7 -+- N,js = o,
On peut faire subir au système une autre genre de transformation.
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Soît ccf une Douvelle variable définie par la relation
On pourra remplacer le système proposé par le suivant
L a;'-+-(L X H- M )/-4-N 5 = 0, Li a?' ^- ( L, X 4- Mt)7-i-N,5::zro,
Ces deux sortes d'opérations (combinaison des équations données et changements de variables) vont nous permettre d'intégrer le système.
13a. Soit A le déterminant
L, Ml N, L, M, N,
Soient
/ m n il /??! /i,
ses mineurs; 8 leur plus grand commun diviseur.
Multiplions la première équation (^) par 7:) la seconde
par 4y la troisième par -^ et ajoutons; il vient
L/-+-L,/,-hL,/, M/-i-M,/,-h!Sft/,
N/-i-Ni/,4-i\,/, _
ou, diaprés les propriétés des mineurs^
On trouvera de même
-;; JF — O.
y = o, gs
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Donc x^ yj z satisfont à l'équation différentielle unique
dont nous savons déterminer Fintégrale générale. On aura donc, en désignant par^i, s^^ ... les racines de Téquation caractéristique, par [jL|, [jl2, • • • leurs ordres de multiplicité^
^ — QjC'.'-hQjeV-t-...,
P,, Q,, R, étant des polynômes de degré jx, — i; Pj, Q2, Rj des polynômes de degré jXj — 1 , ....
Substituons ces valeurs dans les premiers membres des équations (7) et identifions le résultat à zéro. Nous obtiendrons un certain nombre de relations linéaires entre les coefficienls de ces polynômes, et la solution contiendra autant de constantes arbitraires quMI restera de coefficients indéterminés.
136. Si les équations proposées avaient des seconds membres de la forme
n, n« étant des polynômes de degré ^X, on les ferait disparaître en multipliant les équations données par le facteur symbolique
et Ton serait ramené au problème précédent.
Cette analyse sommaire suffit pour obtenir la solution générale, sauf le cas où A est identiquement nul. Mais pour traiter ce cas exceptionnel, et aussi pour déterminer a priori dans le cas général le nombre des constantes arbitraires, il nous faut serrer la question de plus près.
137. Nous considérerons le système proposé comme d^aiitant plus simple que le degré minimum de ceux des coefficients L, . • . , N3 qui ne sont pas identiquement nuls sera plus petit. Ceci admis, proposons-nous de simplifier progrès-
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sivement le système par les opérations indiquées ci-dessus (addition de lignes ou de colonnes).
Soit, pour fixer les idées, M i le coeft:cîent de degré minimum dans le Tableau
L, M, Nt L, M, N,.
Divisant M par M|, on pourra écrire
R étant de degré moindre que M| si M4 ne divise pas M et pouvant être pris égal à M| si M| divise M. Dans le premier cas, le système
L-XL, M-XM,=irR N-XN, L, M4 Ni
L, Ms N,
sera plus simple que le proposé. Dans le cas contraire, il aura deux coefficients égaux à la seconde colonne.
On pourra de même, ou simplifier le système, ou le remplacer par un autre, où I\i2 soit remplacé par M|. On obtiendra ainsi un système de la forme
l; m, Ni.
Si l'un des coefficients L', N', L| , N| , L'a, N^ n'est pas divisible par M|, on pourra simplifier le système (par des additions de colonnes). Sinon on pourra rendre V et N' égaux à M|.
Nous sommes ainsi parvenu à un système où tous les coefficients sont des multiples du premier.
Soit généralement
A AjA A,A
Ba B,a B,a Ca CiA CjA,
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un semblable système. Par des soustractions de lignes, puis de colonnes, on pourra faire disparaître les coefficients de la première ligne et de la première colonne, sauf le premier, et Ton obtiendra un système de la forme
o Cj A C'jA.
Si B'^, Bj, C, , Cj ne sont pas nuls à la fois, on pourra de même remplacer le Tableau partiel
par un autre, oii le premier coefficient sera un multiple de A, tel que AAi; le second et le troisième seront nuls, et le dernier sera un multiple de AA|tel que AA| As*
Le Tableau est ainsi ramené à la forme canonique
o AA, o o o AAjAj.
Une partie des transformations que nous avons fait subir au Tableau sont dues à des changements de variables. Soient i, Tj, ^ les dernières variables indépendantes adoptées. Elles seront définies indépendamment les unes des autres par les équations linéaires
(8) A{==o AA,71zi=o, AA,A,Ç = o.
Le nombre des constantes arbitraires sera égal à la somme des degrés des polynômes A, Ax\i , AA| A2 ou au degré de leur produit. Or ce produit est égal à A, car les additions de lignes ou de colonnes ne changent pas le déterminant.
On voit aisément qu'elles laissent également inaltérés : 1^ le plus grand commun diviseur 8| des mineurs du premier
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ordre, le plus grand commun diviseur S2 des mineurs du second ordre, etc. Or, sur la forme rédi.ite du Tableau, on a
A:=rA«A;A„
Ces équations permettraient de déterminer a priori A, A,, A2 à l'inspection du Tableau primitif.
138. Si le premier coefficient A se réduit à une constante, la première équation (8) ne sera plus une équation dilTérentielle, mais donnera ^ == o. Si A| se réduit aussi à une constante, on aura de même r\ t= 0, etc.
Enfin, si A est nul, un ou plusieurs coefficients A, A|, Aa seront nuls. Soit par exemple A2=o. Les deux premières équations (8) détermineront encore ^, yi; mais la dernière devenant identique, la fonction !^ restera arbitra ri.
139. On peut ramener aux équations à coefïicients constants les équations linéaires de la forme
(9) («^ + P)«^-^«i(«^-HPr-*^^4-...H-««^ = 0.
Posons en effet
a^-hp _.(?«,
d'où
ftdt-
du\
on
aura
dv
dt
ae-
^dx du'
d}x dt^
ae~
,dx du
^dx
-htf
,^d*x du^
en géni
éral,
— a*tf-
Pf, désignant une fonction linéaire à coefficients constants
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de 77-» •••» ^-* ^^ effet, si cette proposition est établie
pour le nombre X:, elle sera encore vraie pour A: -4- i ; car on aura
. — «Ar+l ^— « 2.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura pour déterminer x en fonction de u une équation linéaire à coefBcients constants.
Si Inéquation caractéristique correspondante a ses racines inégales, l'intégrale générale sera de la forme
S'il y a des racines multiples, à chacune d'elles, 5|, correspondra comme solution une expression de la forme
Considérons une équation linéaire sans second
membre
dont les coefficients soient uniformes en / et n'aient que des points critiques isolés.
Nous avons vu (119) que la forme générale de ses intégrales est la suivante
où C|, ...,0/1 sont des constantes, et j?r, • . ., x„ un système quelconque de n intégrales indépendantes. Nous savons
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en outre (92) que ces intégrales n*ont pas d'autres points critiques que ceux des fonctions p^^ • . . , p^.
Cherchons comment se comportent ces intégrales lorsque la variable indépendante t tourne autour d'un de ces points critiques, que, pour plus de simplicité, nous supposerons situé à l'origine des coordonnées.
L'intégrale considérée x varie avec f , mais sans cesser de satisfaire à l'équation différentielle. Lorsque t revient à sa valeur initiale, pi, . - , pn reprenant également leurs valeurs initiales, l'équation différentielle redevient ce qu'elle était primitivement; et l'intégrale transformée, devant satisfaire à celte équation, sera de la forme
En particulier, soit Xi l'une quelconque des intégrales indépendantes â?], • ' *, x„] elle sera transformée en une expression de la forme
de telle sorte que la rotation de t autour de l'origine aura pour résultat de faire subir aux intégrales x^, . . ., Xn une substitution linéaire telle que
J? I Cj I Xi -}- . . . —îr Cifi Xfi
Le déterminant des coefïicients c sera d'ailleurs différent de zéro; car, s'il était nul, les intégrales transformées seraient liées par une relation linéaire, qui continuerait d'avoir lieu en faisant rétrograder t en sens contraire de son mouvement primitif. La même relation subsisterait donc entre les intégrales primitives x,, ..., x„^ contrairement à l'hypothèse faite, que ces intégrales sont indépendantes.
Soit
UD autre système quelconque d'intégrales indépendantes. La substitution S, opérée sur les x^ remplacera les^ par d'autres fonctions linéaires des x^ ou, comme les x s'expriment linéairement au moyen des y, par des fonctions linéaires des j^.
La rotation autour de l'origine aura donc également pour effet de faire subir aux y une substitution linéaire. Nous pouvons nous proposer de profiter de l'indétermination des coefBcients a pour simplifier le plus possible l'expression de cette substitution.
Cherchons tout d'abord s'il existe quelque intégrale
qui se reproduise multipliée par un facteur constante. Il faut pour cela qu'on ait
d^où les équations de condition
Ciiai-l-{c„— 5)a,4-
\ Cin^i-^ Cina^-h . . .-^ (Cnn — S)^„--0.
Les coefficients a,, ..., a,, ne pouvant être nuls à la fois, il faudra que le déterminant caractéristique
Cu
CnX
Cn%
Cin
Ctn
Cnn
Ar=
s'annule.
Supposons d'abord que l'équation A = o ait n racines inégales j|, ..., Sn> Soit Si l'une d'elles. En la substituant dans les équations (i) elles deviendront compatibles et détermineront les rapports des coefficients a. Il existera donc
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une fonctionnel* qui se reproduira multipliée par 5/. D^ailleurs les n fonctions y^^ " -^ya ainsi obtenues sont indépendan tes ; car, si elles étaient liées par une relation
la môme relation devant subsister constamment entre leurs transformées, on aurait, en faisant faire n — i révolutions successives autour de Torigine à la variable t^
C\Si J, 4- ... -h CnSn y'n — O, >
équations incompatibles, car le déterminant
n^est pas nul, .f|, ^2, ..., s,, étant inégaux; et, d'autre part, les intégrales c^y^y . . . , c,, V/i ne peuvent être toutes nulles. Donc, en choisissant yi^ ..., y» comme système d'intégrales indépendantes, la substitution S prendra la fovnie très simple
yn ^ny»
142. Si nous avions choisi un autre système quelconque dUntégrales indépendantes, tel que j|, ..., z„f la substitution S aurait pris une forme telle que
^n «/Il ^1 ■+"••• ~H d„fi Z„
ytj " "tya deviendraient des fonctions linéaires de S| , . . . , ^s^, lesquelles se reproduisent respectivement multipliées par
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Ces miillipHcateurs devront satisfaire à Téquation
«H — s Cl II ... Mfli
Cette équation doit donc être identique à Téquation A = o, qui a les mêmes racines. On voit donc que les coeflicients de Téqualion en s ne dépendant pas du choix des intégrales indépendantes : ce sont des invariants.
143. Les résultats sont un peu plus compliqués lorsque l'équation en ^ a des racines égales. Nous allons établir la proposition suivante :
On peut toujours trouver un système d* intégrales indépendantes formant une ou plusieurs séries ^i , . . . , y„t \ y\i • • •> ym'^ ' • • ^^^^^^ Çf^ s remplace les intégrales d'une même série, y i , . . . , y^, . . . , y m respectivement par Siy^j . . . , *i(j|i-*-J'|jL-i ), . . . , */0'//* + J'/«-i), Si étant une racine de l'équation caractéristique.
Ce théorème étant supposé établi pour les substitutions à moins de n variables, nous allons démontrer qu^il subsiste pour une substitution San variables.
Soit Si une des racines de l'équation caractéristique. Il existe une intégrale y que S multiplie par St, En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives X| , S prendra la forme
X2, . . ., X^ étant des fonctions linéaires de x^, '. -, x,ty et aura pour déterminant caractéristique
à! désignant le déterminant caractéristique de la substitution
O -^^ I Xj, • • • } J?a Aj, • • • ) A/i j«
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Nous pourrons par hypothèse changer de variables, de manière à mettre S' sous la forme
Si'y\ sc{y\
ym-\)
OÙ .v/, ^i", . . . sont des raciaes de A'=: o.
Ce même changement de variables, opéré sur S, la réduira à la forme
Srz:
Si y
•^/ r, -hX,7,
y \y • • • » j'/rt'
Changeons de variables en posant
Vk 4- a* V = Yi S remplacera Y| , . . ., Y;t, . . . par
*/(/*+ n-i) ■+- X;tr 4- a*fir = 5i(Y*-H Y^,) -H (Xj^.^,
en posant, pour abréger,
^l4- «1(5, — 5,) = JX,,
La substitution S aura donc conservé sa forme générale; mais on peut disposer des indéterminées ai , . . . , a^t, . . . de manière à annuler tous les coefRcients [x si ^1^5/, tous ces coeflGcienls, sauf le premier p.|, si S\ = si.
Nous pourrons faire disparaître de même les coefficients V (sauf le premier, si 5|V=^ S\).
Nous pouvons ainsi ramener S à une forme telle que la
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sQirante :
•^lY, H- fAij, ..., 5i(Y 5jY',+ ixj;', .. ., .ç,(Y;
• > ^iC^i
i44. Supposons que, parmi les coeflGcienls p.|, [x'^, ... que contient encore cette expression, il en existe au moins deux {ii et p.'f qui ne soient pas nuls, et soit, pour fixer les idées, m'^ni. Prenons pour intégrales indépendantes, à la place de Y', , . . ., YJ;,-, les suivantes :
Yi-^Y*=U*.
ri
S remplacera évidemment U| , . . ., Ua, . • • par
de telle sorte que le terme ^^y aura disparu.
On pourra ainsi faire disparaître tous les termes en y^ sauf un seul, tel que (X|^.
Supposons donc que ^^^.,. soient nuls. Si [Ai<o, on
n'aura qu'à poser
l*i7 = *iYo
pour ramener S à la forme canonique cherchée
^iYq» ^i(Y,
Yo> Yj,
Si {X| était nul, S aurait déjà 4a forme demandée, la première série de variables étant formée de la seule variable y.
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145. La substitution S étant ramenée à la forme canonique que nous venons d^indiquer, soient j^oï^d •••>J'* «ne des séries formées par les nouvelles intégrales auxquelles elle est rapportée ; 5 la racine correspondante de Péquatlon A ^ o.
Proposons-nous de déterminer la forme générale de ces intégrales.
Posons, pour abréger, — ^.log^ = r et faisons
les z étant de nouvelles inconnues. Lorsqu'on tourne autour de l'origine, V" se reproduit multiplié par e*'^''*=5; donc les z devront subir l'altération suivante :
I ^Q% • • • I -^Ar, • • • -^0» • • • » ^k~^ ^fc-X !•
Pour trouver la forme générale des fonctions qui jouissent de celte propriété, nous remarquerons que la fonction
— .\os^t s'accroît de l'unité par une rotation autour de l'ori-
gtue. Si donc nous posons
^^-^•*^^'' •••' ^*- T^^Tjt '
cette rotation changera 0| en Of + i et, plus généralement, 0, en
(e,-Hi)e,...(e,— A:-h2)
^ ê » m fC
-Ar + i)
itPIlJIII
it
1 W\i Al Cl LJ
Wi4-. ..
Zii=z
e^l/fl
Uq, Ui^ ,,.y Uk étant de nouvelles fonctions. Pour que Zq^ . . .,
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Zk subissent la transformation demandée par une rotation autour de l'origine, il sera nécessaire et suffisant que Uq^ . . ., itj^ restent invariables.
On obtiendra donc, en remplaçant les fonctions Of, . . ., 0^ par leurs valeurs en r, pour les intégrales cherchées jKo? • • -i Vf,, des expressions de la forme
r, =r(M,log/-i-NO,
Mo, Mf, ..., N|, ... étant des fonctions monodromes aux environs de Torigine. Ces fonctions s'expriment, d^ailleurs, linéairement au moyen des k + i fonctions distinctes Wq? • • •> um. En particulier, les fonctions Mo, M|, . .., M^ de la première colonne ne diffèrent que par des facteurs constants.
146. Les fonctions monodromes Mq, M|, N^, ... seront développables en série suivant les puissances positives et négatives de /. Si la série des puissances négatives est limitée pour toutes les fonctions qui figurent dans une des intégrales ci-dessus, cette intégrale sera dite régulière aux environs du point ^ = o.
11 est intéressant de reconnaître dans quel cas l'équation proposée admet un système d'intégrales indépendantes toutes régulières. M. Fuchs a établi à cet égard le théorème suivant :
Pour que l'équation
ad nielle n intégrales indépendantes régulières aux empirons du point / 3= o, il faut et il suffit que, pour chacun des coefficients de U équation, tel que pi^ le point l = o soit un point ordinaire, ou un pôle dont V ordre de multiplicité ne surpasse pas /.
J. — Coûts, (11. 13
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Démontrons d^abord que cette condition est nécessaire. Il est manifeste, en premier lieu : i^ que toute expression régulière, telle que
r(Mlog'i-hNlog'-'r
a une dérivée
r(-(Mlog'^-f-...-hR)
m iog'-« t
M'iog'/-*-...")
également régulière; a° que tout produit d'expressions régulières est une expression régulière.
Si donc les intégrales j^i , . . ., j^,j d'une équation d'ordre ri sont régulières, les coefficients de l'équation, mi^e sous la l'orme
Xi •
If
seront des sommes d'expressions régulières, telles que (a) ^{M log't -j- . . .) H- ^''' (Ml log't < 4- . . . ) ■+-
D'ailleurs, lorsque t tourne autour de l'origine, j^i, . . .,^'/i subissant une substitution linéaire, leurs dérivées d'un ordre quelconque subissant la même substitution, les coefficients, qui sont des déterminants formés avec ces quantités, se reproduiront multipliés par le déterminant 8 de la substitution.
Or, pour qu'une expression de la forme (a) jouisse de cette propriété, il faut manifestement que les logarithmes disparaissent et que les exposants r, ri , . . ne diffèrent de la
quantité — :log8 = ^ que de nombres entiers. Les coefficients de l'équation seront donc de la forme ^PP, P étant une fonction de la même espèce que M, M|, . . ., c'est-à-dire ayant un point ordinaire ou un pôle au point t = o.
Si maintenant nous divisons l'équation par le coefficient
de la plus haute dérivée, t? disparaîtra et il viendra
rp
^P'dU^'-^"^P-;r''
les coeflicients/>i, ' • », pn étant des quotients de fonctions pour lesquelles ^ = o est un point ordinaire ou un pôle, et jouissant évidemment de la même propriété.
Il reste à montrer que Tordre de multiplicité du pôle ^ = o pour le coefficient/?! ne peut surpasser i.
Posons à cet effet
( étant une nouvelle variable et T une fonction de C qui soit de la forme
T:=:CfP-hCirf^»-f-....
Nous obtiendrons une équation transformée
, ûf«~«Ç n(n — i)
dl^ t/^«-l 2
ou, en divisant par T,
d^ dL''
T Id^
Si Téquation primitive a ses intégrales régulières, il en sera de même de cette nouvelle équation, dont les intégrales s^obtiennent en multipliant les précédentes par Tex pression régulière
= =t-?{d'{-dil-^,,,).
D'autre part, / = o étant un pôle d'ordre i pour 777»
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d'ordre 2 pour -=9 • • •> on voit que, si ce point est un pôle
d'ordre k au plus par rapport à chaque coefficient pjt de l'équation primitive, la même propriété subsistera pour l'équation transformée.
Réciproquement, si Téquation transformée jouit de cette propriété, l'équation primitive, qui s'en d4duit par la substitution
s ^^^^ rjp ^y
la possédera également.
II suffira donc, pour établir le théorème pour Péquation primitive, de le démontrer pour l'équation transformée.
Cela posé, il résulte de l'analyse du n^ 145 que l'équation en X admet nécessairement au moins une intégrale ^'0 = ^''M^ dépourvue de logarithmes. Cette intégrale étant régulière, par hypothèse, sera de la forme (3). En la prenant pour T, la transformée en ^, admettant comme intégrale la constante 1 , ne contiendra pas de terme en Ç et se réduira à la forme
Posant -^- = i', on aura l'équation d'ordre n — i
dont les intégrales, étant les dérivées de celles de la précédente, seront encore régulières. Si donc le théorème est supposé vrai pour les équations d'ordre n — i, ^=0 sera un pôle d'ordre k au plus pour q/^. Le théorème sera donc vrai pour l'équation en Ç et pour Téquatiou primitive en x.
11 suffit donc d'établir le théorème pour les équations du premier ordre. Or soit
dx
al '^
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une semblable équation^ si elle admet une intégrale régulière, elle sera de la forme
Or, si ^ = o est pour/7i un pôle dont Tordre [a de mullîplicité soit >• I, de telle sorte qu'on ait
et qu'on substitue pour jr une valeur de la forme T, le résultat de la substitution contiendra un terme act~^'^'' de degré moindre que tous les autres et qui ne pourra se réduire avec eux*, donc il ne pourra pas exister d'intégrale régulière.
148. Réciproquement, nous allons établir que toute équation diflérentielle qui satisfait aux conditions énoncées a n intégrales régulières.
Multiplions Téquation par t" ; il viendra
dt"^
dt^-^
dr-'-
L'origine étant, par hypothèse, un point ordinaire pour les fonctions/?! ty p±t^j . . ., on pourra écrire
p^C'^b^-\- bit'}- b^t'-^
Soit p, un rayon de convergence commun à ces séries; OB aura
M désignant une constante.
Si nous substituons dans le premier membre de l'équation proposée la valeur x = r, nous obtiendrons le résultat suivant
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en posant, pour abréger, r(r — i). ..(r— /n-i)H-aor(r — i)...{r — /i-f-a)
a,nr{r — i). , .{r ^ n '\' 2)
-h ^mr(r — i). . .(r — /i -h 3) -h. . .= <p„j(r).
En substituant la valeur
on obtiendrait évidemment comme résultat d^ #)4>
Nous nommerons équation déterminante Téquation de
degré n
Groupons ses racines en séries, en réunissant ensemble loutes celles dont la différence est nulle ou égale à un entier réel. Nous allons démontrer qu'à chaque série contenant m racines correspondent m intégrales régulières de l'équation.
149. Admettons, pour fixer les idées, que nous ayons une série contenant quatre racines, dont deux égales à a et deux égales à a + {, i désignant un entier positif. Nous allons obtenir une intégrale régulière de la forme suivante
l iT — > t^^V-{c^^C^\0gt)
i f \ I Smd»
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dans laquelle quatre des coefficients c resteront arbitraires, ce qui donne bien quatre intégrales particulières distinctes.
Substituons en effet la valeur précédente dans Téquatio.n proposée, et égalons à zéro les coefficients des termes en
^«^i*log'/, ^=»^l*log«/, ^«+H-log/, f^-»-»*;
il viendra
F (=^-Hix)cl4-?,(« F (a-hîJL)c;-f-9,(a
F(»-»-f^)<^{jL-H?i(a -+-F'(»H-{i)c;j,-h'f',(a
_wF'(a-4-fx)c;-V?'(a -t-F^(a^Ht)cJ+cp7(a
H-<Pi(a-h p. —
i4-<pî(a-h{x-
-HJJL —
,-h<p,(a-f-îx-
OcJU
i-4-©;(a-hp.-
-4^fx-
i-H<p,(a-hfx
-f-jx
-hix —
-2)C{jL-2^..
-+-cp;(a-h|x —
Dans les deux premières équations, on aura à donner à |jl toutes les valeurs de f à oo , dans les deux dernières toutes les valeurs de o à oo ; d'ailleurs les séries qui forment les premiers membres se limiteront d'elles-mêmes, ceux des coefficients (f^ c'" dont l'indice serait < i et ceux des coefficients c, c' dont rindice serait <C o étant identiquement nuls.
Pour toute valeur de pi supérieure à /, F(a -}- |x) étant ^ o^ ces équations donneront 4? 4' ^i^^ ^v- ^^ ionction des coefficients d'indice moindre. Pour p- = t les deux premières équations deviennent identiques, car elles se réduisent à
et a 4- £ étant racine double de l'équation déterminante, F(a-h i) et F'(a 4- *) s'annulent; mais F'' (a + f) étant ^o, les deux dernières équations détermineront cj, c].
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Si / >• [X > o, il ne reste plus que deux équations qui déterminent c'^, Cul en fonction des coefficients précédents. Enfin^ pour [x = o, ces équations deviennent identiques. La détermination des coefficients peut donc toujours se faire, et il en reste qualre arbitraires, à savoir c'^^ Ci^ cj^, Cq.
ISO. Il reste toutefois à prouver la convergence de la série obtenue. Pour l'établir, nous remarquerons que F(a-l-tjL) étant un polj^uôme en [x d'ordre n les valeurs de cJJ, . . . , c^ en fonction des coefficients précédents fournies par les équations (5), lorsque ix]> /, seront delà forme
H- Pl/.v?;. (^ H- ;x - À ) -t- . . . H- P3A-v?x(« + f^ — ^)'\<^l-\ fA 1- I, 2, . . ., ;x, vi=o, 1,2,3),
PoAv) • • • 9 PsvA étant des fonctions rationnelles en [jl, dont le dénominateur estd^in degré au moins égal à celui du numérateur (et dont quelques-unes sont nulles).
Nous obtiendrons évidemment une limite supérieure du module des coefficients cherchés en remplaçant les (onctions P, <px(a -H Y- — ^)) ^^^'1 et enfin les coefficients cji_x par des limites supérieures de leurs modules.
Or les fonctions P tendant pour [a = oo vers des limites déterminées, leurs modules seront constamment inférieurs à une quantité fixe 0|.
Nous obtiendrons, d'autre part, une limite supérieure du module de l'expression
— ax(a H- |A — >.)(3t 4- (X— X — i) . . . (a -h jA— X — n -f- 2) -i- b\{oL -{' [i. — X)(a 4- (X — X — i) . . . (a -h [JL — X — n-\-Z)
en remplaçant a)., bx^ . . . par la limite supérieure de leurs
modules -y et les facteurs a + [x — A, ... par | a | -[- u -|- n.
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On trouvera ainsi
pX
O2 désignant une quantité limitée.
Le même procédé donnera
pA pA
pA
et, par suite,
'*i">,V [XpA «* -■
fi désignant une quantité fixe.
O'ite formule n'est établie que pour les coefficients dont rindice inférieur surpasse i; mais, les précédents étant en nombre limité, on pourra toujours prendre B assez grand pour qu'elle soit encore satisfaite pour ceux-ci.
Faisons successivement Xr =3= o, 1,2, 3, ajoutons et multiplions par aV-y enfin posons, pour abréger,
pl*([cji| 4- 1 c;, I 4- c;i I 4- I cjl I) — f/j^; il viendra
et, en changeant [x en [x -|- i ,
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et, en continuant ainsi,
En posant m = oo , la série entre parenthèses est convergente, pourvu qu'on ait pris [X ^ 4^} les quantités ûfoi ^1} •••) d^j . . . sont donc toutes inférieures à une limite finie N. A fortiori, chacune des quantités
restera <C N; donc la série (4) sera convergente dans un cercle de rayon p.
151. Si la valeur de cj déduite des équations (5) s'annule (il faut pour cela qu'un certain déterminant, qu'il serait facile d'écrire, soit égal à zéro), tous les coefficients c"', qui s'expriment linéairement en fonction de celui-là, s*annuleront également, de sorte que tous les termes en log*^ disparaîtront de l'expression (4).
Si l'on a en outre c*- = o, les termes en log^t disparaîtront aussi; mais, c^ et c\ étanl arbitraires, il restera toujours des termes en log^.
Pour que les logarithmes pussent disparaître entièrement de l'intégrale, il serait évidemment nécessaire que la série de racines que nous avons considérée ne contînt que des racines simples.
Remarquons enfin qu'il peut se faire que les racines de l'équation déterminante soient des entiers positifs et que les intégrales ne contiennent pas de logarithmes. Dans ce cas, le point ^ = o ne sera pas un point critique pour les intégrales.
Ainsi l'équation
dx où m est supposé entier et positif, a pour équation détermi*
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nante
/' — mz= o
et son intégrale sera de la forme
152. Nous venons d'établir que, lorsque l'équation difTérentielle proposée a toutes ses intégrales régulières, on peut les obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. Sachant d'ailleurs que, lorsque t tourne autour de Torigine, f se reproduit multiplié par e^"^' et log^ se change en log^ + 2TC{, on voit aisément, par la comparaison des développements obtenus, quelle est la substitution que celte rotation fait subir aux intégrales.
i53. La question se présente moins simplement dans le cas général où l'équation différentielle admet des intégrales irrégulières, car on ne peut les obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. On peut employer dans ce cas le procédé suivant :
Traçons trois cercles K, R', K" se croisant à l'origine {/ig» i) et d'un rayon assez petit pour ne contenir aucun des autres points critiques. Soient a, a', a' les centres de ces cercles.
Soit, d'autre part, X|, . . ., X;, un système de n intégrales indépendantes. On peut supposer que chacune d'elles est définie par la valeur qu'elle prend, ainsi que ses n — i pre-
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filières dérivées en un point t =^b pris à volonté dans le cercle K.
Tant que t^ partant de cette valeur Initiale, restera compris dans le cercle K, l'intégrale générale de l'équalion sera de la forme c^X\-\- , , .-\' CnXn\ x^^ ...,^/, étant des séries convergentes procédant suivant les puissances de / — a ctC|, ' * » j c„ des constantes. On aura donc, tant que / restera dans ce cercle,
(6) Xi^zCitXi-\-. . .-hCniXn-
En exprimant que le second membre de cette égalité et ses n — I premières dérivées prennent au point b les valeurs qui définissent X/, on aura un système d'équations linéaires qui détermineront les coefficients c.
Supposons que t sorte de ce cercle pour entrer dans le cercle suivant K'. Dans ce second cercle les intégrales sont développables suivant les puissances de ^ — a' et auront pour forme générale
y,, y-fi étant des séries, qu'il est aisé de calculer parla
méthode des coefficients indéterminés. On aura donc, en particulier,
(7) X/ = diiVi -î- . . . +- d„i Yn
et ce nouveau développement fera connaître la valeur dcX/ dans tout l'intérieur du cercle K', lorsque les coefficients diij . . ., dfii seront connus.
Pour les déterminer, il suffit de remarquer que, dans la partie commune aux deux cercles, les deux développements (6) et (7) étant valables à la fois, on aura
01 par une série de dérivations successives
CiiX\ -\--. .n~C„fX',^ '-^duy\ -T- '^-^daty'nt >
En donnant à t une valeur particulière arbitrairement choisie dans cette région commune, on obtiendra un système d^équations linéaires qui donnera les coefficients d.
Si t passe du cercle K! dans le troisième cercle R*, X|, ..., X;, y seront donnés par de nouveaux développements
suivant les puissances de / — a'^; ^|. . . . ^ z„ étant des séries aisées à établir, et en, . . ., Cni des coefficients qu'on déterminera au moyen de l'équation
et de ses dérivées, en donnant à t une valeur comprise dacs la région commune à K' et à K'.
Enfin, si tj achevant sa révolution autour de Torigine, sort du cercle K'' pour rentrer dans le cercle K, on aura dans ce nouveau cercle
les coefficients /se déterminant encore de même.
En comparant ces valeurs finales de X|, . . ., X^ à leurs valeurs initiales (6), on voit que la substitution produite sur les intégrales par une révolution de t autour de l'origine sera
I X/ gu^X + . . . -h gni^n I ,
les constantes g étant déterminées par les équations linéaires
Cette substitution étant connue, on la ramènera aisément à la forme canonique en changeant le système d'intégrales distinctes que Ton considère.
Les nouvelles intégrales formeront une ou plusieurs séries. Soit (Yo, . . , Ya) l'une de ces séries. Ces intégrales auront
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(145) la forme suivante :
Tout est connu dans ces développemeols, sauf les fonctions monodromes Uq^ • • • » </a« Mais, en chaque point de la région occupée par les cercles K, K', K*^, on connaît par les développements précédents la valeur numérique des intégrales X| , . . . , X„ et par suite celle des intégrales Y^ , . . . , Ya. Les équations (8) permettent d'en déduire celle de Uq, . . ., Uk- Le théorème de Laurent (t. II, n^ 326) fournira dès lors les coefficients des séries, procédant suivant les puissances positives et négatives de t, qui représentent ces fonctions.
154. Des considérations analogues à celles qui viennent d'être exposées permettront d'intégrer par des séries toute équation linéaire qui n*a qu'un nombre limité de points critiques.
Soit, en effet, F = o une semblable équation. Il nous sera
permis de supposer, pour plus de simplicité, que £ = oc est
un point ordinaire; car, s'il en était autrement, soient ^i,
t2f . • • les points critiques situés à distance finie; 6 un autre
point quelconque ; posons
L'équation transformée en u admettra évidemment pour points critiques le point u = o, correspondant à ^ = oo , et
les points Ui == r» «2= ■; y » • • • correspondant à ^1,
^2, ... ; mais e/ = 00 , correspondant à ^ = 6, sera un point ordinaire.
Cette hypothèse admise, traçons un cercle K enveloppant tous les points critiques /|, ^27 • • • ? ^i* ^ l'extérieur de ce cercle l'intégrale générale aura la forme
(9) c,ar,-h...4-c„a?«
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X|, ..., jTrt étant des séries qui procèdent suivant les puissances de -■•
Il est clair, d*autre part, qu'on pourra toujours recouvrir l*intérieur de K et les portions voisines de la région extérieure au moyen d'un nombre limité de cercles Ki^K2, . . . , dont chacun peut passer par un ou plusieurs points critiques, mais n'en contient aucun dans son intérieur, tout autre point situé sur K ou dans son intérieur étant au contraire intérieur à l'un au moins de ces cercles K4, K2, ....
Soient K^ l'un quelconque de ces cercles, Um son centre. Dans l'intérieur de ce cercle, l'intégrale générale aura la forme
(10) Cf„ i x,„ I -+■ . . . 4-»C
mn '«'w/i
Xm 1 9 • • • « ^mn étant des séries procédant suivant les puissances
Traçons maintenant une série de coupures L|, L2) ••allant de chacun des points critiques ^1, ^29 ••• jusqu'à Tinfini. Tant que / ne traversera aucune de ces coupures, les intégrales de Téquation resteront monodromes. Soit X| , . . ., X|, un système quelconque d'intégrales indépendantes. Chacune déciles sera définie en un point quelconque par Tun ou l'autre des développements (9) ou (10) parmi lesquels il y en a au moins un de convergent. Les coefficients c qui figurent dans ce développement pourront d'ailleurs se déterminer comme au n** 153. La valeur de ces intégrales sera donc connue en chaque point du plan coupé.
D'ailleurs, lorsque t tourne autour d'un des points critiques, ces intégrales subissent une substitution linéaire que nous savons déterminer. Supposons donc que t se rende de la valeur initiale to à une valeur finale quelconque T. Pour obtenir la valeur finale des intégrales X|, . . ., X;,, il suffira de réduire le chemin parcouru par la variable à une série de lacets A', . . . suivis d'un chemin A qui ne traverse plus les coupures. Lorsque t reviendra au point de départ /q après
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avoir dëcrît le lacet A, les intégrales auront subi une subslitution linéaire connue S; le lacet A' leur fera subir une seconde substitution S', elc. L'ensemble des lacets A, A',... successivement décrits leur fera doue subir la substitution résultante SS' . . . , de telle sorte que les intégrales auront passé de leurs valeurs initiales X|, . . . , X,^ à des valeurs finales X'^ , . . . , X^^ de la forme
A/~~ A|/^l -T-. . . -f- Art/ A;,.
Lorsque t décrira ensuite la ligne A, ces expressions varieront et prendront en T les valeurs suivantes
A, /H, -h ... 4- A„lA„y
Si , . . . , S/1 étant les valeurs finales de X i , . . . , X^y lesquelles sont données sous l'orme de séries, ainsi que nous Tavons vu. On peut donc déterminer a priori la valeur finale d'une intégrale quelconque lorsque la variable t décrit une ligne donnée, sans être obligé de calculer la série des valeurs successives par lesquelles elle passe, pour les points intermédiaires.
155. La méthode précédente est susceptible de nombreuses modifications, si Ton admet, pour représenter les fonctions intégrales, d'autres développements que ceux qui sont fournis par la série de Taylor. Supposons, par exemple, que, parmi les points critiques, il y en ait aux environs desquels les intégrales soient régulières. On pourra évidemment substituer à quelques-uns des cercles dont nous nous sommes servis des cercles décrits autour de ces points critiques (pourvu qu'ils ne contiennent dans leur intérieur aucun autre point critique); car on connaît un développement des intégrales dans ces cercles, et cela suffit.
On peut encore, dans beaucoup de cas, transformer l'éqiraijon difiérentielle par un changement de variable
Z — S(W), d'où U=:^{t).
Soit a un point ordinaire de l'équation transformée : ou
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aura un développement de ses intégrales suivant les puissances de u — a, lequel sera convergent tant que le module de ££ — a sera moindre qu'une constante donnée r. Les intégrales de Téquation primitive admettront un développement correspondant suivant les puissances de ^(^) — ^(ûs), valable dans toute la région du plan où
lequel développement pourra être utilisé au besoin.
156. Nous avons vu que, lorsque la variable t revient à sa valeur initiale t^^ après avoir décrit un contour fermé quelconque, les intégrales X|, ..., X^ subissent une substitution linéaire. Considérons Tensemble de ces substitutions S, S', ... correspondant aux divers contours fermés possibles K, K', Il est clair que, si S, S', ... sont deux de
ces substitutions, correspondant respectivement aux contours K, K', on obtiendra, en décrivant successivement ces deux contours, un nouveau contour fermé KR' auquel correspondra la substitution SS', résultante des deux premières. Cette dernière substitution fera donc elle-même partie de la suite S, S', . . ..
On dit qu'une suite de substitutions forme un groupe lorsqu'elle jouit de cette dernière propriété.
Nous appellerons groupe de l'équation différentielle
celui qui est formé par l'ensemble des substitutions S, S',
Toutes ces substitutions résultent évidemment de la com • binaison successive des substitutions correspondantes aux lacets relatifs aux divers points critiques.
157. La notion de ce groupe est d'une grande importance dans toutes les questions qui se rattachent à Tétudc des équations qui nous occupent. Nous allons, par exemple, montrer comment on peut reconnaître, à l'inspection du groupe de l'équation différentielle
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si elle* est réductible ou non, c'est-à-dire si elle admet ou non des solutions communes avec une autre équation
^^'dt^'^'i'-dP^^ -+.... -H ^,„a; = o
à coefficients uniformes, où m^/i.
Formons les dérivées successives de G 5 il viendra
dG _ d'^-^^x d"^x , d"^-^x
'di "" Ir^ "^ ^* 'dt^ "^ ^* 'di^^^ "^
dt"-"' "~ "dF "^ ^* ûf^'»-»
et, en tirant de ces équations les valeurs de -rpn^ •••> -^
pour les substituer dans F, il viendra
A|, . . ., Art_TO étant des fonctions uniformes de t, et Gi une
^ . ,. , . 1 d'"~^x dx , fp • .
fonction linéaire de ^tt^jit' '" ^ 'di^ ^^ ^ coethcients uniformes en /.
Les solutions communes à F = o, G = o sont évidemment les mêmes que les solutions communes à G = o, G| = o.
Donc, si Gi est identiquement nul, Téquation F= o admettra toutes les intégrales de G, et son premier membre sera une fonction linéaire de G et de ses dérivées.
Si Gf n*est pas identiquement nul, mais ne contient aucune des dérivées de x, on n^aura G< = o qu'en posant X =: o. En dehors de cette solution évidente, les équations F= o, G = o n'auront aucune intégrale commune.
d X Enfin, si G| = Bq -^r^ 4-. • .+ B;t^, B© n'étant pas nul,
on pourra opérer sur les équations
0 = 0, g-Gi = o,
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comme sur les équations primitives, et en déduire une nouvelle équation Ga=o, à laquelle les solutions communes devront encore satisfaire.
En poursuivant cette série d'opérations, toutes semblables à celles du plus grand commun diviseur, on arrivera évidemment à ce résultat *
Si deux équations linéaires F = o, G = o, à coefficients uniformes, ont des intégrales communes, on pourra déterminer une équation de même espèce H = o, ayant pour intégrales ces solutions communes; et F, G seront desfonctions linéaires de H et de ses dérivées.
Donc, si Téquation F=o est réductible, il existera une équation d'ordre moindre, H = o, dont elle admet toutes les intégrales.
158. Cela posé, soient X^, ..., X„ un système quelconque d'intégrales indépendantes de F=o, Yi, ..., Y;,, un système d'intégrales indépendantes de H := o. Les intégrales de cette dernière équation auront pour forme générale
et se permuteront les unes dans les autres lorsque t décrit un contour fermé quelconque. D'ailleurs Y|, ..., Y;„, étant des intégrales de F=o, seront des fonctions linéaires de
Donc, si F=o est réductible, on pourra déterminer des fonctions linéaires Yi, . . ., Y m des intégrales X|, . . . , X/,, eu nombre <^n ei telles que les fonctions du faisceau
Cl Y 1 -f- . . . -h Cffi Y ;,,
soient exclusivement permutées les unes dans les autres par toutes les substitutions du groupe de l'équation F= o.
Nous exprimerons, pour abréger, cette propriété du groupe de l'équation en disant qu'il n'est ^diS primaire.
Réciproquement, si le groupe de l'équation F= o n'est
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pas primaire, Téquation sera réductible. En eflet, les intégrales Y|, . . . , Y m satisfont à l'équation d'ordre m
dx
dt
dont les coefficients sont monodromes (après qu'on a divisé par le coefficient du premier terme). En effet, faisons décrire à < un contour fermé quelconque. Les fonctions Y|, . . . , Y m étant transformées en des fonctions linéaires de Y, , . . . , Y,„, les déterminants qui forment les coefficients de Téquation se reproduiront multipliés par le déterminant de la transformation. Leurs rapports reprendront donc la même valeur.
Pour reconnaître si l'équation F= o est irréductible, nous n'aurons donc qu'à chercher si son groupe F est primaire.
139. Soient S, S', ... les substitutions relatives aux divers points critiques, et dont la combinaison reproduit F. Si chacune d'elles multiplie toutes les intégrales par un même facteur constant, il est clair que toutes les substitutions de F jouiront de cette même propriété et que ce groupe ne sera pas primaire.
Supposons au contraire que, parmi les substitutions S, S', . . . , il en existe au moins une S qui ne multiplie pas toutes les intégrales par un même facteur. Prenons à la place de X|, . . . , X« un autre système d*intégrales indépendantes, choisi de manière à ramener S à la forme canonique. Supposons, pour fixer les idées, que l'équation caractéristique pour cette substitution ait deux racines a, b\ qu'à la racinea correspondent quatre séries d'intégrales, dont trois contiennent k intégrales et la quatrième / intégrales, / étant <^A', et qu'à la racine b corresponde une seule série de
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MDtégrales; la forme canonique de S sera la suivante : î
Ji, 7j, ...,7* «(ri -H/t), «(72 -+-73 ),..., «J* 7i» 7i» • • • » 7i: «(7i -+-72)» «(7i -+-7» )» • • • » «7*
S= 7u 7i> • • • » 7a «(7'i +72)' «(7i -^/i)' • • • » «7'i 5,, 5,, . . ., 5/ a(x;i ^-Zj ), a(5| 4- 5j ), . . ., a^/
Soit
Yi=û^i7i-+-^î7j4-...-I-^;7', 4-. ..-+-<?, X7iH-...-+-/,ai -+-... 4- /|W/
une intégrale quelconque. Effectuons sur cette expression les transformations S, S', .... Nous» obtiendrons de nouvelles expressions de la forme
oùD|, D2, ..., F/ sont des fonctions linéaires de rfi, d^j ...»//.
Si parmi ces expressions il en est qui ne soient pas linéairement distinctes de celles qui les précèdent lorsque û^i, 6^2? • • .5/1 restent indéterminés, on pourra les supprimer cl transformer de nouveau celles qui restent par les subslilulions S, S', .... Parmi ces transformées on supprimera celles qui ne sont pas distinctes, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu^une nouvelle transformation ne donne plus aucune expression distincte de celles obtenues précédemment. Cette suite d'opérations est nécessairement limitée, car toutes les fonctions obtenues sont linéaires par rapport aux produits en nombre limité qu'on peut former en multipliant les intégrales 7< ,727 • • • î w/ par les arbitraires di, d/j, . . . , //.
Soient Y|, Ya, ... les diverses fonctions ainsi obtenues. 11 est clair que toute substitution de F transforme les unes dans les autres les fonctions
du faisceau <^ formé avec ces fonctions.
Cela posé, cherchons à déterminer les arbitraires rf
^21 • • •) /h ^6 ^^^1^ sorte que dans chacune des fondions Y,, Y2, ... les coefficients Dj, D'^, D* des termes enj^,, y\^ y\ disparaissent. Nous obtiendrons ainsi une série dV'quations linéaires par rapport aux arbitraires rf|, rfj, •••?//•
Supposons d'abord que ces équations soient compatibles. Assignons à d^^ d2-i ... ^/i un sj^stème de valeurs qui satisfasse à ces équations.
Les fonctions Y|, Yo, ... ne dépendant plus que des variables j2^ . . . , JKa, y,, . . , /a, Ja' • • > rÂr» -1 7 • • 7 «/ en nombre <C /i, celles de ces fonctions Y, , . . . , Y^ qui restent encore linéairement distinctes seront en nombre <Ii. D'ailleurs les fonctions suivantes Y^+i, . • • s'exprimant linéairement au moyen de celles-là, toutes les fonctions de ^ pourront se mettre sous la forme
Cj I j H- . . . -r Cffi I /n,
et, comme elles sont transformées les unes dans les autres par toutes les substitutions de F, ce groupe ne sera pas primaire.
161. Supposons, au contraire, que les équations soient incompatibles. Quelle que soit l'intégrale Y| qui a servi de point de départ, le faisceau ^, déduit de ses transformées, contiendra une intégrale
où l'un au moins des trois coefficients D<, D', , D* n'est pas nul. Il contiendra sa transformée par la substitution S; celte transformée, que nous désignerons par SY, est de la forme
SYr=D,a(ji4-7,)4-...-f-Eia(5i-+-25)-+-...-hFi6(//, -h i/i)H-...
Le faisceau O contiendra encore la fonction
Y'' — SY' - 6Y
où Dj, D',, D^ ont encore conservé leurs valeurs primitives, mais où le terme en U2 disparaîtra.
Continuant ainsi, on voit que $ contiendra une fonction de la forme
Z = D,7, H- D'ij; 4- D',/, -h 5, r, -^ . . . 4- 61 Ci -h . . . H- 1/«/,
d'où les ;/ ont enlièrement disparu.
Il contiendra encore la fonction
d'où X4, yi-»>'o ^< ^^^ disparu. Il contiendra de même la fonction
z'z= 1 sz'-z'=: D,7,+ D;y3 4- D;7;-h. . .4- E,i;,-î-. . ..
Continuant ainsi, on voit que 0 contient la fonction
Donc» quelle que soit l'intégrale initiale Y|, il existe dans le faisceau ^, dérivé de ses transformées, une intégrale f de la forme plus simple
Prenons pour point de départ cette nouvelle intégrale et formons le faisceau <b' dérivé de ses transformées, lequel fait évidemment partie du faisceau 4>.
Les fonctions qu'il contient seront de la forme
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OÙ les coefficients D^, . . ., F/ sonl linéaires et homogènes en rf, rf', (P. D'ailleurs, de toute fonction de celte forme contenue dans ^' on déduira, comme on vient de le voir, une fonction correspondante
également contenue dans ^'.
Formons successivement les diverses fonctions de celte dernière sorte qui sont contenues dans <!>', en supprimant à mesure qu'on les obtient toutes celles qui ne sont pas linéairement distinctes des précédentes, même lorsque d^ d\ d" restent indéterminés. Il restera un nombre limité de fonctions
?o= dyf, H- d'y\ 4- rfV* = ?»
dont toutes les autres sont des combinaisons linéaires.
Soit (poe Tune quelconque de ces fondions. Les coefficients Da; D^, D'^ seront de la forme
Da=::A d-^V d'^Vd",
de telle sorte qu'on aura (7a désignant la substitution
<^a= 7* ^'7*^-^'i7*+^î7i Les opérations a- satisfont à l'équation sjrmbolique
OÙ Coy . • • , C{t sont des constantes.
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En eOet, puisque de l'existence de la fonction f dans le faisceau 4^ on déduit l'existence dans ce même faisceau des transformées tr^^ et o-^cp, on déduira de Texistence de cette dernière fonction celle de la fonction ^a^p^* Cette fonction, ne dépendant d'ailleurs que des variables JK*»^'*j J'i> sera de la forme
162. Cela posé, considérons le groupe y dérivé des substitutions 0*0, . . ., (Tjjt entre les trois variables ^*, y^^, y\» Il est clair que le faisceau résultant de la combinaison des fonctions ^7 Pi9 . . • , fpt se confondra avec le faisceau déduit des transformées de ^ par les diverses substitutions de y.
Le groupe y contenant moins de variables que le groupe F primitivement considéré, nous pouvons évidemment supposer que nous sachions reconnaître s'il est ou non primaire.
1® Si Y n'est pas primaire, nous pouvons assigner aux coefficients rf, rf', (P de la fonction ç un système de valeurs tel que le nombre des fonctions ç, cpi, . . ., cpj,. qui restent encore distinctes dans cette hypothèse soit moindre que celui des variables j^/tj^'J^jj'J. Dans ce cas F ne sera p.is primaire. En effet, supposons, par exemple, qu'il resle deux fonctions distinctes; soient
^.\ — d,yh-\-d!^yk'^rd\y\=o^{yj,,yk,y\)-
Considérons le faisceau 4>' dérivé des transformées de o par les diverses substitutions de F. Soit
une quelconque des fonctions qu'il contient. No as avons vu que ce faisceau contenait la fonction
I>i7*-^-I>'iV',.-t-D;/^, laquelle doit être une combinaison linéaire de '^ et de ^ |. On
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aura donc
c, Ci étant des constantes.
Les intégrales ^<, y\^y\ ne figurant dans ^ que par les
deux combinaisons ?(7i,y,,r<) ^^ ?«(7«?yi»y«)> '« nombre des fonctions linéairement distinctes dont ^' dépend sera moindre que n. Donc F n'est pas primaire.
2** Si le groupe y est primaire, de quelque manière qu'on choisisse rf, et, (F ^ la suite cp, <pi, ..., '^^ contiendra toujours trois fonctions distinctes, f, fi, f^; et chacune des intégrales yk^ y\y y\ dont elles dépendent, y^ par exemple, pourra s'exprimer linéairement en fonction de f, (pi, (p^* Elle appartiendra donc au faisceau ^'.
Formons maintenant les transformées successives de va par les diverses substitutions de F.
Cette intégrale étant entièrement déterminée, il n'y aura aucune difficulté à reconnaître combien le faisceau O*^, dérivé de ses transformées, contient de fonctions distinctes; si ce nombre est inférieur à /i, F ne sera pas primaire; dans le cas contraire il sera primaire.
Soient, en efiet,
un faisceau quelconque d'intégrales que les substitutions de F transforment les unes dans les autres; Y| l'une de ces intégrales. Le faisceau W contiendra le faisceau $ déduit des transformées 'de Y| ; dans celui-ci existe une intégrale y de la forme (n)) dont la combinaison avec ses transformées donne Tinlégrale j^a» Donc W contient cette intégrale et ses transformées, parmi lesquelles il y en a n linéairement distinctes.
163. Une seconde application de la notion du groupe nous sera fournie par la recherche des intégrales algébriques que peut offrir une équation linéaire.
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Soit F = G une équation d^ordfe /i, admettant des intégrales algébriques. II est clair que, si t décrit un contour fermé quelconque, ces intégrales, restant toujours algébriques, se transformeront les unes dans les autres. Soient donc X|, . . ., Xm celles de ces intégrales qui sont linéairement distinctes; les intégrales algébriques cherchées auront pour forme générale
Cl J?i -4- . . . H- C/ii Xfn
et seront les solutions d'une équation linéaire d'ordre m
dx dt
d'^x dt"'
à coefficients uniformes, après division par le coefficient du
d"^ X terme en — ; — • Si donc F est une équation irréductible,
on aura m = rij et les équations F = o, G ^^ o se confondront.
164. Étudions les équations, telles que G, à coefficients uniformes, et dont toutes les intégrales sont algébriques. Leurs coefficients, étant des fonctions algébriques- et uniformes, seront des fonctions rationnelles.
D'ailleurs, aux environs de chaque point critique, les intégrales seront régulières. Considérons, en effet, un point critique quelconque a. Une intégrale quelconque Xq sera
développable suivant les puissances croissantes de (^ — a)^, p étant un entier convenable.
Soit
Xo=:CaLit—a)P-hC^{t—a)f'^. .
ce développement. Groupons ensemble tous les termes dont
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les exposants ne diffèrent que de nombres entiers; on pourra
écrire
Uaj Ufii • • • étant des séries qui procèdent suivant les puissances entières de / — a.
Si l'on fait décrire à ^ un lacet autour du point a une fois, deux fois, etc., on obtiendra de nouvelles intégrales
sri=z ^^^ {C — a)P Ua-\- ^-^{t — a)P u^-h . . . ,
en posant, pour abréger,
îiri
Résolvant ces équations par rapport à
{t — a)PUay {t~a)Pu^, ...,
on voit que ces quantités s'expriment linéairement en jCq? j^i, ... : ce sont donc des intégrales; d'ailleurs elles sont manifestement régulières.
On voit de même que les intégrales seront régulières pour
163. Ce premier résultat nous donne déjà quelque lumière sur la forme des équations cherchées. En effet, d'après le n° 146, chacun des points critiques ^i, ..., ^|i devant être un pôle d'ordre k tout au plus pour le coeffi-
cient de r.„t_j^ > l'équation aura nécessairement la forme
(i"».r Ml d'^-^x Mj t/'«-»^ M;„
dt"' T dt"'-' T« dl^"-^ T'« '
T désignant le produit (t — /,)...(/ — l^^) et M|, M2, ... étant des fonctions entières.
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Il reste encore à exprimer que les intégrales sont régulières aux environs de ^ = oo. A cet effet, posons
on a
dx
d'où
, du
dt — -y
dx
—r = — «*' -r- > dt du
d}x ^ d ( ' ^dx\ .d^x
dt
et généralement d'^x
dx du
dt''
du''
dt''- •
tk-i
fik-l
dt''-''
Ok /i-_i, aA,*-2> • • • étant des entiers, dont le premier est égal à k{k — i); car on voit sans peine que cette formule, étant
d^x supposée vraie pour -r-j > sera encore vraie pour la dérivée
suivante.
Substituant ces valeurs des dérivées dans Téquation proposée, et divisant par ( — i)'"m^'", on aura Téquation transformée
du
d/'"-^ X du"'-^
Ml I
«/n-i,m-j rp- -^ M, J_
rf"*-* X
du'"-*
où il ne restera plus qu'à substituer t= - dansT, M|, Ma, ....
Le point M == o doit être un pôle d'ordre i , a, ... au plus
d^~^ X d'^~* X pour les coefficients des dérivées , ^_^-} , ^^_^ > — • • Il faut
et il suffit pour cela que -7^ y 7^5» ••• soient développables
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suivant les puissances croissantes de ii et commencent respectivement par des termes de degrés i, 2, .... Mais on a
z= aï* -h Cl Mi*+*-|-. ...
On devra donc avoir
di dt
wi*~» al*
Mi= -léî -+- -nh +...= e/i^ï*-* -hd^t^'* +...,
Donc, Ml, ..., M;t, ... sont des polynômes entiers en /, de degrés au plus égaux à (jl — i , . . ., k([L — 1),
166. Il est aisé d'établir que la somme des racines des équations déterminantes relatives aux points critiques /|, . . .,
, , , , .mim — i) /ji., 00 est égale a ( [jl — i ) -' .
En eOet, Téquation déterminante relative au point ti sera évidemment
Mî(^) / X , Ov
-+- jîfpk /-(r — i). . .(/• — m -^ 3) 4-. . . = 0
et la somme de ses racines sera
D'autre part, Téquation déterminante relative au point t = co sera
-^ (^m,m -i — di) r{r -- i) . . ,{r -- m -h 2) -h.. . = 0,
fiQUATIONS LINÉAIRES. 207
et la somme de ses racines sera
.m(m — i) , m(m — i) «m, m-i -h ai = h di .
La somme totale des racines de ces équations sera donc
car on a, d'après une formule connue de la décomposition des fonctions rationnelles,
M,(fa I _ M,(0 T'(^,) t-tt- T(0"'
tl'où, en mulliplianl par t et posant / = oo,
167. Nous venons d'obtenir la forme générale des équations dont les intégrales sont partout régulières^ mais il s'en faut de beaucoup que toutes les équations de ce genre aient leurs intégrales algébriques. Pour qu'il en soit ainsi, un second caractère est nécessaire : il faut que le groupe de l'équation ne contienne qu'un nombre fini de substitutions.
En effet, chacune des substitutions du groupe est définie par le système des fonctions dans lesquelles elle transforme les intégrales indépendantes Xi, ..., Xm] mais chacune de ces intégrales, étant algébrique, n'a qu'un nombre fini de transformées distinctes; le nombre des substitutions distinctes est donc fini.
Réciproquement, toute équation à intégrales régulières, dont le groupe ne contient qu'un nombre fini de substitutions, a toutes ses intégrales algébriques.
En effet, soient Xt une quelconque de ces intégrales^ X2^ ' . . ses transformées par les substitutions du groupe. Toute fonction symétrique de ces transformées étant évi-
demment uniforme, x^ sera racine de Tëquation
dont les coefficients sont uniformes
Considérons d'ailleurs un point critique quelconque f|. On aura aux environs de ce point un système d'intégrales distinctes dont les développements auront la forme
Uq, . . ., Uft étant monodromes aux environs de /(.
Mais, pour qu'une expression de ce genre n'admette qu'un nombre limité de transformées distinctes lorsqu'on tourne autour de ^i, il faut évidemment : i® que les logarithmes disparaissent, 2^ que r soit rationnel. On aura donc un système d'intégrales distinctes
OÙ Tf, /'a, ... sont des fractions rationnelles.
Soit p le plus petit multiple de leurs dénominateurs. Les intégrales ^i, ^j, ... seront développables suivant les puis-
sances entières et croissantes de (t — t^Y; et il en sera de même de Xt^ a'a, ... qui s'expriment linéairement en Ç|, isi '•'. Le point t^ sera donc un point critique algébrique pour chacune des intégrales ^i, ^2, ... et, par suite, pour les coefficients de l'équatioa (i3). Mais ces coefficients sont uniformes; donc t^ sera un pôle (ou un point ordinaire) pour chacun d'eux.
On verra de même que 00 est un pôle ou un point ordinaire pour ces coefficients.
Les coefficients de l'équation (i3) élanl uniformes et n'ayant d'autres points critiques que des pôles, même à l'infini, seront des fractions rationnelles, et ^4, ^j, ... seront des fonctions algébriques.
Si donc on savait déterminer tous les groupes formés d'un nombre fini de substitutions entre m variables, on con-
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naîtrait par là même les divers types possibles d'équations linéaires d'ordre m à intégrales algébriques, et il suffirait, pour reconnaître si une équation donnée appartient à cette catégorie, de chercher à identifier son groupe avec Tun de ceux dont on aurait dressé le tableau.
Le problème arithmétique de la construction des groupes d'un nombre fini de substitutions, auquel la question se trouve ainsi ramenée, n'est résolu d'une manière complète que pour m = 2 ou 3. On a toutefois démontré que, pour une valeur quelconque de m, le nombre de ces groupes est limité, et l'on en a déduit ce théorème :
Si V équation G = o, (Tordre m, a toutes ses intégrales algébriques, elle admettra un système d'intégrales distinctes Xij . . . , Xm de la forme
p étant un entier et Uj, Uo, . . . étant des fonctions rationnelles de t et d'une irrationnelle u définie par une
équation
dont le degré est limité en fonction de m.
Nous nous bornerons à énoncer ce résultat, dont la démonstration exigerait une exposition détaillée des principes de la théorie des substitutions.
168. Le cas où l'intégrale générale de l'équation G == o est non seulement algébrique, mais rationnelle, mérite une attention particulière. Il est aisé de le reconnaître.
En effet, les intégrales devant n'avoir d'autres points critiques que des pôles, l'équation déterminante relative à Tun quelconque des points critiques de G n'aura que des racines entières, et les développements des intégrales régulières ne contiendront point de logarithmes.
Pour que cette dernière condition soit remplie, il faudra I. — Cours, III. i4
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tout d'abord qu'aucune des équations délerminantes n'ait de racines multiples (iol).
Supposons qu'il en soit ainsi; soit F(r)==o l'équation déterminante relative au point t^, et soient a, a', a", ... ses racines, rangées par ordre de grandeur croissante. L'intégrale générale aux environs du point t^ sera de la forme
Là L + ^W(^ - /,)^'^i*iog'(^ -/,)+... J •
et, en substituant cette valeur dans l'équation diOerentielle, comme au n" liO, on obtiendra une série d'équations linéaires et homogènes qui détermineront par voie récurrente tous les coefficients c, c', c'', ... en fonction des m coefficients Coi, Ca', Ca/r, . . • qui restent arbitraires. On voit d'ailleurs sans difficulté que tous les coefficients c', c'', ... qui multiplient des termes logarithmiques s'expriment en fonction des m — I coefficients d^i^ c'a», . . . , et que ceux-ci ont des expressions de la forme
Donc, pour que les logarithmes disparaissent, il faut et il
ri« î • I m im — i) , . , ...
suidt qu on ait les — ^^ équations de condition
o^A = B = B' — Cizi....
169. Réciproquement, si l'ensemble des conditions qui précèdent est rempli, l'intégrale générale sera rationnelle. En effet, elle n'a pour points singuliers à distance finie que des pôles. Elle est donc uniforme.
Formons d'ailleurs l'équation déterminante pour t = oo et groupons ses racines en classes en réunissant celles dont les diflerences mutuelles sont entières. Soient p, p', ... les plus petites racines de chaque classe; [x, jjl', ... le nombre (les racines contenues dans leurs classes respectives. Pour des valeurs suffisamment grandes de /, on aura, pour Tinté-
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grale générale, un développement de la forme
les expressions cp, fi, . . ., f', ... étant des séries procédant suivant les puissances entières et croissantes de --•
Mais, puisque cette expression est uniforme, les logarithmes disparaîtront nécessairement et les exposants p, p\ ••• seront entiers. L''ntégrale générale aura donc un simple pôle à Tin-
P fini; ce sera donc une fonction rationnelle t-t*
On pourra d'ailleurs la déterminer par des opérations purement algébriques. En effet, on connaît, par ce qui précède, la situation des pôles à distance finie et Tordre de multiplicité de chacun d^eux. On pourra donc former le dénominateur Q. Uordre de multiplicité du pôle t = ce étant également connu par le développement obtenu suivant les
puissances de -9 le degré du numérateur P sera déterminé. Pour déterminer ses coefficients, il suffira d'identifier le développement de -^ suivant les puissances de - à celui qu*a fourni Téquation différentielle.
170. Considérons plus généralement, avec M. Halphen, les équations dont les intégrales sont partout régulières et sont monodromes dans toute région du plan qui ne contient pas le point t^. Les autres points critiques ^3, . . . , /^a des coefficients de l'équation ne pouvant être que des pôles pour rintégrale, les équations déterminantes qui leur correspondent nWront que des racines entières, et les logarithmes disparaîtront des développements correspondants, ce qui
donnera ([jl — i) — ^^ équations de condition, dont
l'existence sera à vérifier.
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Lorsque rensemble des conditions précédentes est rempli, on peut trouver l'intégrale générale. En effet, d'après l'analyse du n° 14o, on peut déterminer un s^rstème d'intégrales particulières formant une ou plusieurs séries, et telles qu'aux environs du point t^ les intégrales j^oj •••«^a d'une même série soient de la forme
7, - (/-^,)'-(6,Wo-4-i/t),
J'k— (^ — ^1 )'■ (0* Wo-^ 0^-1 Wi -h . . . -f- Ujt),
Uq^ . . ., lift étant des fonctions monodromes aux environs du point /( , r désignant une racine de Péquation caractéristique qui correspond à ce point et les 6 étant définis par les relations
O,__log(^-^,), ..., o,_ ——^
Les fonctions z/o» • . • , u/t, définies par les équations précédentes, seront des fractions rationnelles. En effet, les points ^2? • • •) ^(1 étant des points ordinaires pour les fonctions {t — ^0"'' et log(^ — ^, ), et de simples pôles pour }'o, . . .,^A> seront de simples pôles pour i/©, ..., Ufc Donc ces fonctions sont monodromes non seulement aux environs de II, mais dans tout le plan. D'autre part,
log( f - /, ) =1 - log j ■+- log ^ I - M
sont des expressions régulières pour tz=cc'^ il en est de même pour >^o» •••» Tk et, par suite, pour Mo» •••? /U- De ces deux propriétés réunies on déduit que Uq^ •.., um sont
des fractions rationnelles de la forme —, • • • i —>
Ou pourra d'ailleurs les déterminer par des opérations al-
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gébriques. En eOet^ connaissant les pôles t2, •••» V ^^^ ^^' tégrales et leur ordre de multiplicité, on pourra former le dénominateur Q. Le développement de l'intégrale générale pour ^ = 00 fera connaître le degré des numérateurs Po, . . ., Pa. Pour obtenir leurs coefficients, il ne restera plus qu'à substituer les expressions précédentes dans l'équation différentielle et à identifier le résultat à zéro.
Considérons encore les équations de la forme
dt
Pi
dt"'-^
~T~ ... — r~ * //i *^ — Oj
où Po, . . ., P/7* sont des polynômes dont le degré soit au plus égal à celui du premier d'entre eux, Pq.
Lorsque l'intégrale d'une équation de cette forme n'a pour points critiques à dislance finie que des pôles, ce qu'on reconnaîtra aisément par les méthodes précédentes, on pourra obtenir l'intégrale générale par les considérations suivantes, également dues à M. Halphen.
Remarquons tout d'abord que la condition imposée aux degrés des polynômes P équivaut à dire que les développe-
de t ne contiennent pas de puissances positives. Posons maintenant
R désignant une fraction rationnelle en t. La transformée enjK
ments de ^> •••> Vr^ suivant les puissances décroissantes
dt
mPoR'
PiR
-di^^ — l — ^'^
m — OPiR' 4- P,R
dL"^-'^
sera de la même forme que la primitive en x\ car son intégrale n'a que des singularités polaires, et ses coefficients sont rationnels et pourront être rendus entiers en chassant
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le dénominateur commun. Enfin, si nous admettons que R, développé suivant les puissances décroissantes de ty commence par un terme en tP^ ses dérivées R', R", . . . commenceront par des termes d'ordre moindre, en tP~*y tP~-^
On en déduit sans peine que les développements des coeflicients de l'équation (après division par PoR) ne contiendront pas de puissances positives de t,
172. Cela posé, on peut déterminer a priori les pôles /,, ^2, ... de l'intégrale de l'équation (i4) et leurs ordres de multiplicité [jL|, ^2-> • • • •
Posons
{t—txf•^ (^ — /,)I*a...
La transformée en y
^m^Xy
+ Qi-:77;;rT-^---^Q-7 = <^
dt
appartiendra au même type que la primitive; mais ses intégrales n'auront plus de pôles. Posons
La transformée en z (après suppression du facteur commun ti^'^) sera
T 4- ... -h ).'" Qo
dû'
dr'
dt
et appartiendra évidemment encore au même type. Mais on pourra disposer de l'indéterminée X, de manière à annuler le coefficient du terme de degré le plus élevé dans R»,, qui sera dès lors un polynôme de degré moindre que Rq.
i73. Supposons ce résultat atteint, et cherchons à nous rendre compte de la forme des coefficients de l'équation en z.
Soient 6| , O2, ... les racines de Téquation Ro = o ^ on aura par la décomposition en fractions simples , en remarquant que Kk est au plus du même degré que Rq,
les A, B étant des constantes. (En particulier A,^ sera nul.) D'ailleurs chacun des points O/ étant un point ordinaire, aux environs duquel les intégrales sont régulières, l'indice / ne pourra prendre dans la sommation que les valeurs i, 2,..., A*. L'équation déterminante relative au point O/ sera
r(/' — i). . .(r — m -m) -h B/tir(r — i). . .(r— - m -h 2)
-+-Bi2t^('* — i)'-'{^ — m -h 3)-+-.. ^= o.
La somme de ses racines est
— B/if
D'ailleurs 9/ étant un point ordinaire pour les intégrales, ces racines seront nécessairement entières, non négatives et inégales. Leur somme est donc au moins égale à
2 ' donc B/i I est un entier non positif. A fortiori la somme
étendue à tous les points critiques apparents, sera entière et non positive.
174. Cela posé, admettons d'abord que Rm ne soit pas nul et prenons pour variable auxiliaire la quantité z'= ~^'
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L'équation en z pourra s'écrire
Diflférentiant, il viendra
Éliminant z entre ces deux équations, on aura la transformée en s'
RoR,» -^ 4- [(R;4- R,)R,„- RoP^] ^5^
[(R;„_,4-Rm)R,«-R;n-iR;„]^'=o.
Cette équation est évidemment du même type que l'équation en z ; et le rapport des deux premiers coefficients, qui
dans l'équation primitive était ^ y sera devenu
(Ro-4-R|)R,„ — RoR'vt Ri . R'o R'wi
Or soient
on aura
KoR/rt Ro Ro R/«
Ro =Co (^ — 0i)*«(^-Ô,)«....,
et de même
Ro ^ — 01 ^ — 0,
R'.. _ Pt ^ p.
R/n ^ — Ti ^ — T,
La somme S', analogue à S, formée pour l'équation en z\ sera donc
et sera > S, car Sa, degré de Ro, est supérieur à Sp, degré deR;„.
La dérivée seconde ^ satisfera de même à une équation du même type, mais où la somme S'', analogue à S, sera > S'.
Si Ton pouvait poursuivre ainsi indéfiniment, on obtiendrait par là une suite illimitée de nombres entiers S, S', S^', ... non positifs et croissants, ce qui est absurde. Or on ne peut se trouver arrêté qu'en arrivant à une équation où le coefficient du dernier terme soit nul. Supposons que cette circonstance se présente pour Téquation en z^. Cette équation admettra comme intégrale particulière une constante ; et l'équation en z aura pour intégrale correspondante un polynôme n de degré n ; enfin l'équation en j' admettra l'intégrale particulière e^'ll.
Posons maintenant
y = e>''uff,dt.
La nouvelle variable yi satisfait à une équation d'ordre ni — i, et qui, d'après ce qui précède, appartiendra au même type que l'équation en jk. On pourra donc en déterminer une solution, de la forme e^i'Di, IIi désignant un polynôme.
Posant
yi
'U,Jy,di,
on continuera de même, jusqu'à ce que l'on arrive à une équation du premier ordre, dont l'intégrale sera
Cm désignant une constante arbitraire.
Les intégrations indiquées sont d'ailleurs de celles qu'on sait effectuer et fourniront un résultat de la forme
les Wk désignant des polynômes et les Ck des constantes arbitraires.
Divisant cette expression par le produit {t—t^Yx (t — /,)t^. . . ,
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on aura l'intégrale générale de Téqualion en Xj sous la forme
les /a étant des fonctions rationnelles.
175. Réciproquement, toute équation diflférentielle dont rintégrale générale est de cette forme appartient au type que nous avons considéré.
En effet, éliminant les constantes q entre Téquation (i5) et ses dérivées et supprimmt les facteurs communs exponentiels, on obtiendra une équation à coefficients rationnels, qu'on pourra rendre entiers en chassant les dénominateurs. Soit
Po-TTTT H-...-hP/«^ = o
cette équation. Son intégrale n*a, à distance finie, que des singularités polaires. Reste à prouver que les degrés de Pj, . . ., Pto ne surpassent pas celui de Pq.
La chose est manifeste pour les équations du premier ordre; car de Téquation
on déduira, en prenant la dérivée logarithmique, l'équation
dx
où le coefficient X -f- > développé suivant les puissances
décroissantes de ^, ne contient pas de puissances positives. Supposons d'ailleurs le théorème établi pour les équations d'ordre m — i . Il sera vrai pour l'équation
qui admet pour intégrale générale
car chaque terme de cette expression est le produit d^une exponentielle par une fraction rationnelle. Il sera encore vrai pour l'équation de degré m
d'^u ^ du _
dont rintégrale générale est
et si nous posons
il sera encore vrai (171 et 172) pour la transformée en x. Or celle-ci a précisément pour intégrale générale JlCf,e^i^^//ç{t).
176. La méthode que nous avons indiquée plus baiit pour intégrer par des séries les équations qui n'ont qu'un nombre fini de points critiques peut aisément s'étendre au cas où les coefficients de l'équation, au lieu d'être uniformes en /, sont des fonctions uniformes de t et d'une irrationnelle u, racine d'une équation algébrique /(/, «) =^ o.
En efiet, les points critiques.de Téquation considérée sont de deux sortes : i® ceux aux environs desquels u reste monodrome; a** ceux autour desquels les diverses déterminations {/|, U2f . • • de cette irrationnelle s'échangent les unes dans les autres.
A partir de chaque point critique de cette seconde sorte, traçons une coupure allant jusqu'à l'infini. Tant que t ne traversera pas ces cofupures, W|, Wa» ••• resteront monodromes. Substituant successivement ces diverses fonctions dans l'équation différentielle à la place de u, on obtiendra»
une suite (Inéquations difTérenlielles
Chacune d'elles admettra un système de n intégrales distinctes Xiif ..., x,iij qu'on pourra exprimer par des séries dans la région considérée.
II reste à voir quel changement subissent les intégrales lorsqu'on traverse les coupures. Or, si nous supposons qu'en traversant une d'elles Ui se change en w*, l'équation Fi se changera en F^. f^es intégrales Xu, ..., Xni se changeront donc en intégrales de cette dernière équation, soit eu expressions de la forme
Pour déterminer les coefficients c, on n'aura qu'à égaler les valeurs numériques que prennent les intégrales Xiiy ..., Xfii et leurs n — i premières dérivées en arrivant à ia coupure aux valeurs que prennent Ch ^a-f- . . . -t- C|„a:«*, ... et leurs n — i premières dérivées de l'autre côté de la coupure.
177. Nous terminerons cette section en effectuant quelques applications particulières des principes généraux que nous avons exposés.
Proposons-nous d'étudier les équations linéaires du second ordre à trois points critiques ^o? ^o '2 et à intégrales régu- Hères.
Soit F=:o l'équation proposée. Changeons de variable indépendante en posant
mu -H n
ni' u -^ n'
Soient 6, u deux, valeurs correspondantes de f, u. On voit sans peine qu'on aura, aux environs de ces valeurs, une relation de la forme
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(formule où l'on devra remplacer i — 8 ou u — u par - ou -
si B ou u deviennent infinis).
Cette valeur de / — Q| étant substituée dans une fonction entière de t — 0, donnera une fonction entière de u — u. D^autre part, en la substituant dans une fonction régulière de ^ — 8, telle que
(r-e)'-[To-^Tiiog(^-e) + ... + Txlog>(^-o)],
où To, T|, ..., Tx sont des fonctions entières de t — 0, on obtiendra évidemment un résultat de la forme
("-ur[Uo-hU|iog(«-u)+...-hUxiogM«~u)],
Uo, ..., Ux étant des fonctions entières de u — u.
Donc Téquation transformée entre x et u admettra comme points critiques les trois points Uq, </{, ^2 correspondant à ^o> ^o ^2 ; ses intégrales seront régulières aux environs de ces points, et les équations déterminantes relatives à ces points seront les mêmes qu'aux points correspondants de Téquation primitive.
Nous pouvons d'ailleurs disposer des rapports des coefficients m, n, m', n' de manière à donner à Uq, u^, 112 des valeurs arbitrairement choisies. Nous ferons en sorte que ces valeurs soient o, i, 00. Ce résultat pourra évidemment être obtenu de six manières distinctes, suivant qu'on posera «0=0, £/| = I , U2 = co, ou Uo= i ^ Ui = Oj Wj = 00, etc.
178. Soient respectivement X, V; [x, |x' et v, v' les racines des équations déterminantes relatives aux points critiques o, I, 00. Si X — V, [JL — [jl', V — v' ne sont pas entiers, on aura pour les intégrales aux environs de chacun de ces trois points des développements de la forme
c(a — i)t*V-hc'(^/ — i)>'V',
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U, U' étant des fonctions entières de w; V, V des fonctions entières de u — i: W, W des fonctions entières de — • Posons maintenant
y étant une nouvelle variable. Nous aurons entre u eiy une équation transformée H = o, dont les intégrales seront données aux environs des points o, i, oo par les développements
cV, -+-c'(a — i)î*'-l*V;,
Wi + c'— -!— .w;,
les quantités
étant respectivement développables suivant les puissances entières et positives de w, de w — i et de - •
L'équation H = o a donc ses intégrales régulières, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i admettent une racine nulle, la seconde racine étant respectivement X' — X et |jl' — [JL.
Il existe évidemment quatre manières d'arriver à ce résultat; car on peut prendre pour \ une quelconque des deux racines de Téquation déterminante du point o, pour fi une quelconque des deux racines de l'équation déterminante du point I. Sur ces quatre manières, il y en aura une telle que les racines V — \ et |jl' — [x aient leur partie réelle positive (à moins que ces différences ne soient purement imaginaires).
L'équation H == o doit être de la forme
d^y M,(//) dy M,(//) __
du' "^ u(^u—\) du "^ u-{u — \)-^ ■"^' '^
fiQUÀTIOSfS LINÉAIRES. 22^
M|, M2 étant des polynômes de degrés i et 2, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i seront
r{r — i) — Mi(o)r -i-Mj(o) r=o, r(r — i) -h Ml (i) /• -h M,( i ) =: o.
Comme elles ont une racine nulle, M2 devra admettre les racines o et i et sera divisible par u(u — 1). En eOectuant la division et chassant les dénominateurs, l'équation prendra la forme
ou, en remplaçant A, B, C par trois nouvelles constantes a, P, Y définies par les relations
179. Les équations déterminantes relatives aux trois points critiques o, i , 00 sont respectivement
et ont pour racines
o et I — 7, o et Y — « — P> a et p.
L'équation admet donc une intégrale développable aux environs du point o suivant les puissances entières et positives de u.
Soit
cette intégrale. En la substituant dans l'équation et égalant à zéro les termes en «H-, il viendra
[_^ jx({x— i) — (a -h p 4- Ofx - a3]c,x
[(fi. -M) {A -H y(I^ -+- 0]C|x+i— O ;
d'où
_ (•iH-Ji}(H-jx) et, par suite, en donnant à Co, qui reste arbitraire, la valeur i,
F désignant la série hypergéométrique (t. I, n® 170).
180. Cela posé, il existe, comme on Ta vu plus haut, vingtquatre substitutions de la forme
qui transforment l'équation proposée en une équation analogue. L'équation transformée admettra comme solution une série hypergéométrique, et Ton en déduira aisément une intégrale correspondante de l'équation primitive.
A.U système de valeurs o, i, 00 données à u doivent correspondre pour u les mêmes valeurs, mais dans un ordre arbitraire, ce qui donnera, pour la fraction — ; ; > les six
formes suivantes :
A chacune d'elles correspondent quatre équations transformées, qu'on obtiendra en prenant successivement pour X chacune des deux racines de l'équation déterminante du point o, pour p. chacune des racines de l'équation déterminante du point I.
Nous allons donner un exemple du calcul de l'une de ces intégrales.
Soit par exemple u =■ • Pour 1/ = o, i
on
aura u ■= o, 00, i j Téqualion entremet u aura donc ces trois
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points critiques, et les racines des équations déterminantes
correspondant à ces trois points seront comme précédemment
o et I — Y> o et Y — « — P> a et p.
On pourra donc prendre
X rz: o ou I — v, p.i=: a OU p.
Prenons, par exemple,
Les racines des équations déterminantes pour Téquation entre ^ et u seront
Pour o. . . — X =3 Y — I , I — y — X =i o,
Pour 00.. X-H|x:^a-4-i — y> T — « — P-J-X-f-fi— -i— 3,
Pour I... a — H-^^o» ? — l* = P — *•
Si nous posons
Y-i.zri-Y'. p-« = y'-a'-p',
d'où
a'=a-hi — Y, p'i=i — p, y'=2 — Y>
cette équation admettra la solution
L'équation primitive admettra donc la solution
ou, en remplaçant u par sa valeur _ - et a', P', y' p«r leurs valeurs et supprimant le facteur constant ( — i)Y""°'~*,
y z=z tt«-Y(, - w)T-«-« FJ'a 4- I - Y, i - P» 2 - Y^ "^TZ:^ ) " J. — Coar*, m. iâ
aa6
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182. On obtient par un procédé tout semblable les vingtquatre intégrales suivantes :
3o Si
F(«,P,Tt«), (,-_„)Y-«-PF(Y-a,Y-p,Y,«),
ai-YF(a — Y-hi, p — Y-^i> a — Y» ")»
Mi-Y(i — a)y-«-P F(r — a, I — p, a — Y) «)»
£.»-Y(i-a)Y-a-«F(«-Y-+-', '-P»^-ï»;rzrr)'
F(a, p,a-+-p — Y-^i» ' — «), a»-YF(a — Y + "> P — Y -+"'»*+? — Y + N i — ")»
w-« F(a,a— Y-f-i,a4-P — YH-i> ) >
a-P f(p,P~yh-i,« + P-y + »/-^)'
(i_„)Y-«-PF(Y-a, Y-P, Y-«-P + ^ !-«)»
(i— w)Y-*-P«»-YF(î — a, I — p, Y— a — p-hi, i — «),
(i— a)ï-«-Pi/«-YF(i— a, Y — a, Y — a — p-4-i,
(,_„)T-«-PmP-tf('i-P. -r-p, T-«-P + «, — „— )
(35) „-«^,-Ly"""'F^a-Y-^■^ i-?,a-p-4-i, j^)
(36) «-PF^p, p-^-Hi, ?^a-M, ly
(37) «-p^,-Ly"""^F(^i-a,Y-^, P-« + i,^)>
""K'- ,^)'^f(p, ï-«> P-« + ^ Til:
(39) «-p(,-Ly" *F(p-T-+-'>'-«>P-« + ^rzr;i)-
183. Coupons le plan suivant la portion de Taxe des x qui s'étend de o à -|- oo. Dans le plan ainsi coupé^ chacun des développements précédents restera monodromc. Pour
achever de les préciser, nous pouvons adopter pour arguments
de tt, I ceux qui sont compris entre o et ai:, pour argu-
ment de i — u celui qui est compris entre — tc et -h tz. Les
puissances de u, i > i — «qui figurent dans les exprès-
sions (i6) à (89) auront des valeurs entièrement déterminées. La région de convergence des développements ci-dessus sera : i° pour ceux où la série hjpergéométrique a Pargument i£ ou i — m, l'intérieur des cercles Co, C| de rayon i décrits autour du point o ou du point i respectivement:
2" pour ceux d'argument — > > l'extérieur de ces mêmes
cercles; 3° pour ceux d'argument > la moitié du plan
située à gauche de la droite x =^ -; ^^ pour ceux d'argument
y la moitié du plan à droite de cette ligne.
Il restera à déterminer les relations linéaires qui lient entre eux ces divers développements dans leurs régions de convergence commune.
Les difTérences des racines des équations déterminantes
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relatives aux points o, i, oo sont respectivement i — y» Y — a — p, j3 — a. Nous supposerons que parmi ces quantités, il en existe au moins une dont la partie réelle ne soit pas nulle. Les 24 transformations de Téquation de Gauss permettant : 1° de permuter entre eux d*une manière quelconque les points o, i, 00 sans changer les équations déterminantes ; 2° de changer à volonté les signes des différences des racines des équations déterminantes relatives aux points o et i , il nous sera permis d'admettre que f — a — ^ ait sa partie réelle positive. Dans ce cas les séries hjpergéométriques
seront encore convergentes sur la circonférence du cercle Cq et, en particulier, pour u = i elles prendront les valeurs suivantes (t. I, n°» 379 et 382),
_ r(«-pH-i)r(Y~«-P) _ r(p-a + i)r(Y-a-p) r(i-p)r(Y-p) ' '- r(i-«)r(Y-a)
Cela posé, désignons par ai j^i ,âE^2les développements (16) et (20), par 6|Z|, 62^9 les développements (32) et (36); et soitx une intégrale quelconque deTéquation de Gauss. On aura dans rintérieur de Go
et à l'extérieur de G©
JC M| «I ~T~ Uj Sfm
Pour trouver la liaison entre les constantes c<, C2, rf|, ^2» nous remarquerons que sur la circonférence elle-même, où les développements restent tous deux convergents, on aura
En particulier, au point m = i, on aura sur le bord supérieur de la coupure
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et, sur le bord inférieur,
d'où les deux relations cherchées
Tirant de ces équations les valeurs de di^ d^ pour les substituer dans Texpression x =^diZi + ^2 '32}
il viendra
Cette expression, convergente en dehors du cercle C©, représentera dans cette région la même intégrale qui, dans rintérieur de Co, était égale à C| j'i H- C2jK2-
184. Il ne reste plus qu'à voir comment les constantes c^ , C2 se modifient à la traversée des coupures qui joignent les points critiques o et i , i et oo.
Si l'on traverse la droite oi (en montant), j^i ne change pas, yt est multiplié par «"^^'Y ; et x = C| jKi H- ^2^2 est changé en CtjTi 4- c^é^^^^^y^' Ainsi c^ ne change pas, et c^ est multiplié par e~*«'Y.
Si l'on traverse la coupure 100 (en montant), dtjd2 seront changés en (40 rf; = <?-««'« é/„ flr,=ie-*«'M,
etC|, C2en deux nouvelles constantes c\ , c^ liées kd'^^d'^ parles
relations
(ia> (c;.^c; = rf; + ^i,
En résolvant les équations linéaires (4o), (40' (4^)) on éliminera les auxiliaires dt, d2^ d'^y cT^ et l'on obtiendra l'expression deCp Cj en fonction linéaire de C|, C2.
Si l'on traversait les coupures en descendant, les coefG-
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cients C|, Cj subiraient évidemment la transformation inverse de celle qui vient d'être déterminée.
Les coefficients des formules de transformation ne renferment, comme on le voit, que des exponentielles.
L'équation (43) «(,-«)g+[Y-(a+p + l)a]^-a
étant difTérentiée, donnera
-+-[Y-f-i-(«+p + 3)£/]^-(« + i)(P 4-0^=0 ou, en posant -^ =^^
-*-Lï-+-i-(«-+-P + 3)w]^^'-(«-*-i)(P-hi)y=:o.
Cette équation ne diffère de la précédente que par le remplacement de a, p, Y par a + i, ^ + 1,^-+-''
La dérivée -rr^i =^''~' satisfera donc à Téquation
Cette équation, multipliée par wY-»-«-«(i — a)«+P'nr+«-», pourra s'écrire
==(«-h/i — i)(Ph-/i — i) a«-« (i — «)«-* Mj*-",
en posant, pour abréger,
M = ttY->(i — tt)«^-p-r.
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En la différentiant n — i fois, il viendra
L'application répétée de cette formule de réduction donnera, pour toute valeur de n entière et positive,
( =a(«4-i)..-(a4-/i — i)P(P-M)... (? -f- /i— OM/.
Cette formule est particulièrement intéressante lorsque ^ est un entier négatif — n. L'équation (43) admettra dans ce cas comme solution l'expression
laquelle est un polynôme de degré /i, dont la dérivée n**"* se réduit à la constante
g(g-hï)...(g-H/t — l)30H-l)...(p-h/i— i)
La formule (44) donnera donc dans ce cas particulier
P(«» —'h T, ")= cr-/ — T\ 1 — ; ^ :j-^a'*(i — w)»M
My(7 + i). ..(Y-+-/1 — i) û^W» ^ '
ou, en remplaçant M par sa valeur et changeant a en a -h /t, F(a-+-/i, — n. Y, a)
Le polynôme
€St donc un produit de puissances par une dérivée /i**"*.
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186. Les quantités y et ft+ i — v étant supposées positives, les intégrales définies
J„,^„=J i/Y-«(i-«)«-YZ„Z„
du
seront finies et déterminées; elles auront d'ailleurs les valeurs suivantes :
(45) J,„,„ = o, si/n>/i,
(A6\ j =zz ' r(/iH-i)n(Y)r(tt-h/i-v + i)
En efiet, Z;, satisfait à Téquation
"^'~"^17i;^"^f^~^*"^"^"ï'^ 4-/i(/H-a)Z„ = 0, qui peut s'écrire
^ i/Y(i — u)^'^'-yZ'^=—n {n -h a) «^"'(1 — w)«-TZ„.
Multiplions par Z^ et intégrons de o à 1 ; il viendra
/i(/i + «)j,„,„ = - r Z;„e/[aY(i-tt)«^i-Yz;],
OU, en intégrant par parties et remarquant que le terme tout intégré sWnule aux deux limites,
/»(n + a)J^,„=.r wY(i-,/)*+«-YZ;,Z;„rfi£r:=m(mH-a)J^,,;
car le second membre ne change pas si Ton y permute m et n.
On aura donc, si m^n,
Si m = /i, on remarquera que '£'„ satisfait à une équation de même forme que Z^,, sauf le changement de a, /t, y en
a -h 2, n — I, y + i; on aura donc, par un procédé tout semblable,
(/i — i) (n -4- a -h i) r aT(i ~ w)«-»-»-YZ'„Z; du
z=zf ttY+«(i~i/)«+«-Tz;z;rf«.
Continuant ainsi , on aura finalement
X f I4Y+'»-» (i — tt)«+«-YZjz; ûfw.
D^ailleurs
et
ttY+«-> (i — « )a+ »-Y ^e/ == -^-* —r — ^ r^ •
Substituant ces valeurs et remplaçant les factorietles par des quotients de fonctions F, on trouvera la formule (46).
Soit maintenant /(e/) une fonction quelconque, que nous nous proposons de développer en une série de la forme
/(a)=AoZo-hAjZi + ... + A„Z«H-
Un semblable développement étant supposé possible (*), on en déterminera aisément les coefficients. Multiplions en effet les deux membres par aY-<(i — ï/)«"'YZ„ et intégrons de o à I ; il viendra
/(«)«T-«(i-«)«-TZ,rf« = A„J„,
(0 Sar cette possibilité, voir le Mémoire de M. Darboux Sur les fonctions de^rands nombres {Journal de Liouville, 3* série, t. IV, p. 5 et 377).
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ce qui donnera le coefiicient A^ exprimé par une intégrale définie.
187. Les résultats que nous venons de trouver renferment comme cas particuliers ceux qui ont été obtenus précédem* nient pour les fonctions X/, de Legendre. Posons en efict a = Y = I ; nous aurons
I ~~" OC
et, en posant u = — -^ — > nous obtiendrons le nouveau pol^nôme
188. Considérons comme dernière application Téquation de Bessel
y \ dy f /i'\
r' X dx \ x^)^
dx' Substituons pour jk 1^ série
Il viendra, en égalant à zéro le terme en x^^^^
(r -h a |x -h 2) (r 4- aji -h i) C|i+,
+ (r -+- a ji-i- a) c^^ -t- Cji— n^c^^x = o ; d'où
(r-hajjL-ha)* — /i'
-cj.
(r-h2[A-ha-+-/i)(r-+-ajn-2 — /i) En posant [jl == — i , on aura Féquation déterminante r* — /i' = o, d'où r=.±n.
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Prenons d*abord r = /i, il viendra
— Ct
et, par suite,
> — Co I j:" — ' u -I i i— h . . .
Le terme général de la série entre parenthèses peut s'écrire ainsi
r(/i-h|x-Hi)r(|jLH-i)
Si donc nous prenons pour plus de simplicité la constante Co éffale à — y il viendra comme première so-
lution la série
(x4-i)r(ii + i)
que nous désignerons par J^.
En posant /* = — /z, on trouvera un résultat tout semblable, sauf le changement de signe de n.
Les deux intégrales J;,, J^^ seront évidemment indépendantes si n n'est pas un entier réil; Tintégrale générale sera donc
Si n est entier, on peut évidemment le supposer positif, car il ne figure que par son carré dans Téquation différentielle. Dans ce cas les n premiers termes de J_„ s'annulent, car ils contiennent en dénominateur des fonctions F d'argument entier négatif, lesquelles sont infinies. Ou aura donc
OU, en posant [jl == /i + (x',
Les deux intégrales !„ et J_;i ne seront donc pas indépendantes et ne suffiront pas pour former i^intégrale générale.
189. Pour obtenir dans ce cas une nouvelle intégrale, nous supposerons que Targument, au lieu d'être tout d'abord égala n, soit égal k n — e, e étant infiniment petit. Nous pourrons prendre pour intégrales indépendantes, au lieu de
J/i-e et J_«+Ei J/i-e et ^^^^ ^^- La limite de cette
dernière quantité pour e == o nous donnera l'intégrale cherchée, que nous représenterons par Y;,.
Séparons les n premiers termes du développement de J-zz+e et changeons dans les autres Tindice de sommation (ji en /i H- [X ; il viendra
Y„ lira , .p(^_^,)p(_,j_^g_^^_j_jj
Itt
en posant, pour abréger,
/(^) r(/i-+-|x-4-i)r(EH-p-hi) Vaj
Or, en appliquant la formule connue
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on aura
1 „, . sin(/i — 8 — îx)ic
expression dont la limite pour e r= o est
— T{n — \l) cos(/i — |jL)7r = (— i)» -l*+i r(/i — jjl). D'autre part,
liin^=z/'(o)=:2log-
2 r(/i-h[x-M)r([i-hi) r'(fx-i-i) r'(/i-h jAH-i)
r(«4-jjn-i)n({x-hi) r(ix-i-i)P(/2-h|x-hi)
Substituant ces valeurs, il vient
f _ Yr(n-(x)/^\-''^'l*
Zrdx + oVa/
Les fonctions 3n sont liées par Iti formule récurrente
(4?) — -J« = Jn-I + Jn+I-
En effet, substituant pour les fonctions J leurs développements en série et comparant le coefficient du terme en xn-\-2ti-i dans les deux membres, on aura à vérifier Tégalité
2«-^«»*r(pi -h i) r(/n- |JL -h I)
Or on a
r({jL-f-i) = |JLr[x, r(/i-H|jL + i) — (/i-H{A)r(/i-i- ji).
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Substituant ces valeurs et supprimant les facteurs coin muns, l'égalité à vérifier se réduira à
ce qni est évident.
On vérifiera de même cette autre formule
dont la combinaison avec la précédente donnera
Nous signalerons enfin les deux formules
(5o) j^^X ^^n{\jx)—'-\x * JrtH-iCv/^),
(5i) ^«^''J-Cv^^) -=i-^"^J«-.(/^X
qu^il est également aisé de vérifier.
191. On peut rattacher à Téquation de Bessel plusieurs équations qui se rencontrent fréquemment dans les applications.
Transformons en effet cette équation en posant
^ et V désignant de nouvelles variables ; on aura
dx — ?yt^-^dt,
dx Py ^^^
tl - L t^-^ [ L t^-^^Z + '.izl ,-p ±.\ .
D'autre part,
Substituant les valeurs précédentes dey et de ses dérivées dans Téquation de Bessel, on aura l'équation transformée
(52) t^^ -^(2fli-H,)/^-t-(a«-p«/i«-+-P«Y'^'P)V = 0.
L'équation en^ ayant pour intégrale générale
j=:cJ«(a:)-hc'J-.;,(x),
la transformée aura, pour intégrale générale
(J./i devant toutefois être remplacé par Y,, si n est entier).
On pourra donc intégrer par les transcendantes J toute équation de la forme
car on peut disposer des quatre constantes a, ^^ y, n de manière à identifier Téquation (53) avec (62).
On remarquera toutefois que, ^ et y ne pouvant être nuls, la transformation serait en défaut si c ou )^ étaient nuls. Mais alors Téquation (53) se ramène à une équation à coefficients constants (139).
Les cas particuliers les plus intéressants sont les suivants :
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correspondant à a. = ± n, ^ = ^ = 1, et
,rf«V , ,rfV ,-,
correspondant à a==-> P = ^, f=i\ enfin Tëquation de
Riccati
Ç,-^ct^y=o,
correspondant àa = — ~, p= — ,^ = 2/1 ^c, n = ^
IV. — Intégration par des intégrales définies
192. L'équation de Gauss est un cas particulier de la suivante
' //» I rf»-' I
t,\ ,' , a-i)a-n-hi)^ rf»-'i
rf«-'i rf»-*i
- R(*) ^^î + a - n + 1) R'(x) 3j;ïz; — • . .
OÙ $ est une constante, et Q(x), R(^) deux polynômes, tels que Tun des polynômes Q(^), xK{x) soit de degré ai, et l'autre de degré %n.
Nous essayerons de satisfaire à cette équation en posant
lz=Ç'\}{u^x)^-'du,
U étant une fonction de u qui reste à déterminer ainsi que la ligne L d^intégration.
Substituant dans Téquation la valeur précédente et supprimant le facteur commun ( — i)" (Ç — 1). . .(Ç — /i 4- i), il
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viendra
= /*[(? — '»)(" — a7)5-«-» Q( m) + ( M — a?)l-» R( w)] U é/u. Déterminons U par la condition
R(«)U = i|^UQ(«).
d'où
rf.UQ(«) R(«) . , T,rt- , /•R('/) ,
et enfin
Inéquation précédente deviendra
= Cd.VQiu) (tt — x)^-"z= fdV,
en posant, pour abréger,
(2) V=UQ(i/)(w — ^)5-«=e-^«<"' "(m — a7)5-«.
L'intégrale de dV sera nulle et l'équation sera satisfaite : i** Si L est un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale lorsqu'on revient au point de départ;
a^ Si L est une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
193. Nous allons voir, en discutant ces diverses lignes d'intégration, qu'on peut obtenir en général n intégrales particulières distinctes, dont la combinaison donnera l'intégrale générale de l'équation proposée.
J. — Court, III, i6
24^ TROISIÈMB PARTIE. — CHÀPITRB n.
La fraction j^: — \* décomposée en fractions simples donnera un résultat de la (orme
Pv . P,
où
X -^ ' '^'* |jL-i (a-a)î
«t Pv I . .
' const.
u — a V — I {u — by-^
Les fonctions U(tt — •^)^~S V admettent donc comme points critiques le point x et les racines a, 6, ... de l'équation Q = o et se reproduisent multipliées par e^''^^ ^2iwa,^ ^2itip,^ ^ ^ ^ lorsque Ton tourne autour de ces divers
points.
Cela posé, soit O un point quelconque du plan. Joignonsle aux points a, 6, . . . , ^ par des lacets A, B, . . . , X:
soient A, B, . . .,X les valeurs de l'intégrale /U({£ — a:)^'"'rfi/ prise dans le sens direct le long de ces divers contours avec une détermination initiale donnée M de la fonction à intégrer. On pourra prendre pour ligne d'intégration L l'un quelconque des contours suivants : ABA""'B"*, . . . , AXA-'X"», . . .; car, si l'on décrit le contour ABA^'B"', par exemple, la fonction V se reproduira, au retour, multipliée par
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La valeur [AB] de Tintégrale prise suivant le contour A6A~*B~* est donc une solution deTéqualion proposée. Il est aisé de la déterminer. En effet, en décrivant d^abord
le lacet A, on obtiendra une première intégrale A, et U(w — ^)^~' aura pour valeur finale c^'^'^tM. Décrivant ensuite le lacet B, on obtient comme seconde partie de rintégrale e^'^'aiB, et U(m — x)^~^ aura pour valeur finale gjic/(a,+Pj)]V|^ L'intégrale suivante, le long de A'^ serait évidemment — A si la fonction à intégrer avait pour valeur initiale (e*™'*tM (qui est sa valeur finale lorsque Ton décrit A avec la valeur initiale M); elle sera donc, dans le cas actuel, égale à — e^^'PtA, et \]{ii — x)^~^ aura pour valeur finale
Enfin l'intégrale suivant B"* sera — B. On aura donc, en réunissant ces résultats,
(6) [AB] = (I — e'^^'POÂ — (I — «"^'»')ÏÏ.
On obtiendra des formules semblables pour les intégrales analogues^ telles que [AX], [BX], .... On déduit immédiatement de ces relations les suivantes :
XA]=-[AX
(8) (i— c««'5)[AB]-h(i--e»«'«.)[BX]-f-(i — e«^'P.)[^A] = o,
qui montrent que toutes les intégrales [AB], . . . s'expriment linéairement au moyen des intégrales particulières [AX], [BX], ... [à moins toutefois que ^ ne soit un entier, auquel cas on aurait évidemment
i-.e««'5 = o, X = o, d^où [AX]i=:o, [BX]=:o, ..., de telle sorte que l'équation (8) deviendrait identique].
194. Le nombre des intégrales obtenues par ce qui précède est égal au nombre des racines distinctes de Téquation Q(i/,) = o. Si donc le polynôme Q a des racines égales, ou si son degré est inférieur à n, il nous faudra trouver de nouvelles intégrales particulières. Nous les obtiendrons en çhoi-
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sissant la ligne d'intégration L, de telle sorte que V s'annule à ses extrémités.
Soit a une racine multiple d'ordre [x de Téquation Q = o.
Posons
u — a = p (coso -h l'sin^), et
r(cosp -h isinp)
dans les formules (4) et (5) et faisons tendre p vers zéro; on aura évidemment
V= epa. (cosa,(p 4- « sina,(p)c'"P*"'''l«»*î^-<i*-*)^>l+'""ï''-^l*-*J'Pï!,
6 étant un facteur qui tend vers la limite finie
Cette expression tendra vers o ou vers oo, suivant que cos[/? — (p. — i)<p] sera négatif ou positif.
Or Téquation
cos[/? — (|x— i).5>]=o
donne pour <f un système de 2(|jl — i) valeurs équidistantes, dans rintervalle de zéro à 2îc. Si du point a on mène des droites dans ces diverses directions, elles partageront les environs de ce point en 2([x — i) secteurs. Et, lorsque u tendra vers a, V tendra vers o si c/ se meut dans un des secteurs de rang impair, vers oo s'il reste dans un secteur de rang pair. Si donc nous supposons {Jig* 2) que u, partant de la va-
leur a, s'en éloigne suivant Je premier secteur, traverse ensuite le second secteur et revienne en a par le troisième
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secteur, la ligne A ainsi décrite pourra être prise comme ligne d'intégration, car V est nul à ses deux extrémités.
La valeur de l'intégrale particulière ainsi obtenue variera évidemment suivant que la ligne A enveloppe quelques-uns des points 6, . . . , x ou les laisse tous en dehors. Nous admettrons qu'elle ait été tracée de manière à satisfaire à cette dernière condition. L'intégrale ainsi obtenue ne changera pas si Ton contracte cette ligne de manière à rendre ses dimensions aussi petites que Ton voudra; la diminution du champ de l'intégration sera compensée par l'accroissement de la valeur de la fonction soumise à l'intégration.
On obtiendra une autre intégrale particulière en intégrant suivant une ligne infiniment petite A' qui s'éloigne de a suivant le troisième secteur et y revienne parle cinquième, etc., ce qui donnera évidemment [jl — i intégrales particulières.
Chaque racine multiple de l'équation Q = o donnera évidemment un résultat analogue, de telle sorte que, si \ est nul, nous aurons le nombre d'intégrales voulu.
193. Si \ n'est pas nul, cherchons ce que devient V lorsque u tend vers oo. Nous aurons à poser
uz= p (cosç -h 2 sintp), — ^ = /• {cosp -+■ islnp)
et à faire tendre p vers oo. On aura évidemment
V=6p*i-^Pi-^— [cos(ajH- p|-i-.. .)?-^'sin(ai-h Pi-t-. . .)cp] X ^'•p^icos(p-i-X9)+/ilii(/>+Xç)i
le facteur 6 tendant vers l'unité.
Cette expression tendra vers o ou oo suivant le signe de cos(^ -f-^ç). Or l'équation cos{p -f- V^) = o donne 2X valeurs de cp. Traçons, à partir d'un point quelconque du plan, des droites ayant ces directions. Elles partageront le plan en 2X secteurs; pour u = 00, on aura
V=:o ou V=oo
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suivant que u sera dans un secteur de rang impair ou pair. Et si l'on suppose une ligne A partant de l'infini dans le ( 2 /?i -f- !)**"*• secteur et y retournant par le (2m -+-3)*^"* (après avoir laissé à sa gauche tous les points a, 6, . . . , x)^ elle fournira une intégrale particulière. On en obtiendra ainsi \,
196. Nous avons ainsi obtenu dans tous les cas le nombre d'intégrales nécessaire. On pourrait en déterminer une foule d'autres. Il est clair, en effet, qu'on pourrait prendre pour ligne d'intégration :
i^ Toute combinaison de lacets, telle que chaque lacet fût décrit aussi souvent dans le sens direct que dans le sens rétrograde; ^
2® Toute ligne L joignant deux des points a, 6, • . ., «&, pourvu qu'elle arrive à ces points dans une direction telle, qu'on ait, en y arrivant, V= o.
Mais nous savons d'avance, et il serait d'ailleurs aisé de le vérifier, que ces intégrales sont liées linéairement aux intégrales fondamentales que nous avons déterminées.
197. Pour une valeur donnée de x, les lignes suivant lesquelles sont prises ces intégrales fondamentales peuvent être déformées à volonté sans que la valeur des intégrales soit altérée, pourvu que dans cette déformation elles ne traversent jamais les points a, 6, . . . , a:. Si l'on fait varier x d'une manière continue, ces intégrales varieront également d'une manière continue, pourvu que le mouvement de x soit accompagné, lorsque cela devient nécessaire, d'une déformation des lignes d'intégration, qui leur fasse éviter la traversée des points a, 6, . . . , x.
Ces considérations permettent de déterminer le groupe de l'équation différentielle proposée. En effet, les points critiques de cette équation sont les points a, &, . . . , et il est aisé de se rendre compte de la manière dont varient les intégrales fondamentales lorsque x tourne dans le sens direct autour de l'un de ces points, tel que a.
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198. Les lacets B, . . . n'auront pas changé; mais les lacets X et A, pour éviter d'être traversés par a et x^ auront dû se transformer en X' et A' {fig. 3). Or le nouveau
Fig. 3.
contour X' est évidemment équivalent à XAXA *X • et le contour A' à
XAX-*=rXAX-«A-».A.
L'intégrale suivant X' sera donc égale à X -f- e*'^5'[AX], et l'intégrale suivant A' à — [AX] 4- A. Par suite, l'intégrale
[AX] = (i — e«'^'5)A — (I - e"^'«.) X
se trouvera transformée en
= [ AX] [l — (I — e*«'5) _ (i — eïir/flt.) giic/Çj -- gi7r/(a.+Ç) |- AX],
et l'une quelconque [BX] des autres intégrales [BX], [CX], ... sera changée en
[BX] -f- (e«iï'?,^ I) e»«^Ç[AX].
199. Si a est une racine multiple d'ordre [jl pour l'équation Q = o, il existera p, — i intégrales particulières I^, . . . , 1^1 correspondant à des contours fermés infiniment petits A»
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A\ • . . passant par ce point (194). Ces contoars n^étant pas traversés par x dans son mouvemenl pourront être conservés sans altération. Mais la fonction à intégrer contient le facteur (a — ^)^~'S qui se reproduit multiplié par e^^'^ lorsque X tourne autour de a, car il enveloppe en même temps le point u qui en est infiniment voisin. Les intégrales I^, . . . , IpUi se reproduiront donc multipliées par c^'^*^.
Soient h une autre racine multiple de Q = o, v son ordre de multiplicité. Il existera v — i intégrales particulières correspondant à des contours fermés infiniment petits passant par b. Le point x restant extérieur à ces contours lorsqu^il tourne autour de a, cette rotation ne changera ni les lignes d*intégration, ni la valeur du facteur (m — a:)^"". Ces intégrales resteront donc inaltérées.
Enfin il en est évidemment de même des intégrales correspondant aux \ racines infinies que pourrait présenter Téquation Q = o (195).
Nous avons ainsi déterminé d'une manière complète la transformation que subissent les intégrales par une rotation autour de a. On déterminerait de même la transformation opérée par une rotation autour de chacun des autres points critiques 6, ....
200. Il peut arriver, pour certaines valeurs particulières des coefficients deTéquation différentielle, que les intégrales obtenues cessent d^être distinctes. Ainsi, si nous supposons que ai soit ufn nombre entier m, l'intégrale
[AX] = (i - e«^'5)Â — (I — e««'«.)X
sera identiquement nulle; car, d'une part, e*'^'=»t= i et. d'autre part, A= o, car la fonction à intégrer reste mouodrome dans l'intérieur du lacet A. •
Pour obtenir dans ce cas l'intégrale particulière qui doit remplacer l'intégrale évanouissante, nous supposerons a, = /n -H e, e étant infiniment petit. L'intégrale [AX] dans cette nouvelle hypothèse ne sera plus nulle, et, en la déve-
ÉQUATIONS LINÉArRBS. 249
loppant en série suivant les puissances de e, on aura
AX] = [AX
-(s;[*''i)....-^ï^(^tAX])^_^..
Le premier terme de ce développement est identiquement nul. Divisant le reste par £, nous obtiendrons une autre intégrale
i [AX] = (^ [AXl)
qui, pour e = o, se réduira à son premier terme
(il*"]).,,.
X et dC désignant ce que deviennent les intégrales Â et X lorsqu'on y remplace dans les fonctions à intégrer le facteur {u — a)°*i par sa dérivée {u — a)"* log(w — a) pour la valeur particulière ai = m.
On pourra opérer de même dans tous les cas analogues où une combinaison linéaire des intégrales fondamentales s'annule identiquement. En faisant varier infiniment peu l'un des paramètres, convenablement choisi, cette expression cesserait de s'annuler. Sa dérivée par rapport à ce paramètre donnera l'intégrale supplémentaire dont on a besoin.
301. Considérons en particulier le cas où toutes les racines de Q(a) sont inégales et finies; on aura
V= (a — a)» ( M — 6)P. . . (tt — ^)5— , et les intégrales particulières de l'équation proposée seront
données parla formule
Iap...Ç= A" - a)«-» (1/ - ô)P-« ... (a - x)^'^ du,
OÙ L est un contour fermé quelconque, tel que la fonction à intégrer reprenne sa valeur initiale après Tavoir décrit. La différentiation sous le signe f donne évidemment
L*équation différentielle à laquelle satisfait Iap..-Ç équivaut donc à une relation linéaire entre les n + 1 intégrales consécutives Iap...ç, Iap...,|-u • • • » lap.. .,!-«•
D'autre part, on a évidemment
la-f-i, p...^ = lap..., l+i -H («a? — a ) lap...|.
Cette formule et ses analogues, combinées avec la relation précédente, montrent que toutes les intégrales de la forme
OÙ /9, 9, . . . , r sont des entiers, s'expriment linéairement en fonction de n d'entre elles, telles que Iap...ç_i, ••.»
Iap...U/i-
Signalons encore cette formule, dont la vérification est immédiate,
202. Si les exposants a, p, • . . , ç sont réels et rationnels, l'intégrale
sera une intégrale abélienne, et l'intégrale Iap...Ç ^n sera une période.
On pouvait prévoir a priori que les périodes d'une intégrale abélienne, considérées comme fonctions de l'un des
paramètres a quiifigurent dans l'intégrale, seraient les solutions d'une équation diOférentielle linéaire à coefficients uniformes. En eifet, soient P, P4, ... les périodes linéairement distinctes. La forme générale des périodes sera
mP-h m|P|-t-. . .,
772, mi, ... étant des entiers. Si nous faisons varier a d*une manière quelconque, P, P|, ... varieront d'une manière continue. Et, si a reprend sa valeur primitive, les valeurs finales de ces fonctions, étant encore des périodes, seront de la forme mP + /ni P| -|- . . . . L'efiet du contour fermé décrit par a sera donc d'opérer sur P, Pn ... une certaine substitution linéaire. L'équation linéaire
1 P Pi ... I d\ dP rfP,
da da da
rrrO,
dont ces périodes sont les solutions, se reproduira multipliée par le déterminant de cette substitution lorsque a décrit ce contour; et, si nous divisons l'équation par le coefficient du premier terme, les coefficients de la nouvelle équation obtenue se reproduiront sans altération. Ce sont donc des fonctions uniformes.
203. Proposons-nous , comme application , de former l'équation difFérentielle à laquelle satisfont les périodes de l'intégrale elliptique
kU*)
considérées comme fonctions du module k. On a
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oa
ea posant
Les périodes de celte intégrale, considérées comme fonctions de Xj satisferont à Féqualion difTérentielle (i) si l'on pose
R(a) = \-- -h -— î -1 Q(K) =zu-\,
La a 2(a — i) J ^^ ^ '
Substituant ces valeurs, il \iendra
Il reste à transformer cette expression en substituant à x sa valeur t-t-
On a
2dk ... c^A:
éte z— rr > d ou - - = — J A:»
dx ~ ^ dk'
^^^^( I^3^'^I ZLl^^^\f 1I..X
et, en substituant,
S04. L'équation différentielle de Laplace
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OÙ les /, g sont des constantes, peut s'intégrer par un procédé tout semblable à celui qui nous a servi pour l'équation (i).
Posons, en effet,
1= 1 Ue»'flf«.
Le résultat de la substitution de cette intégrale sera
f[R(u) 4- Q(«)^] Ue'*' du.
en posant, pour abréger,
Q ( « ) — ^a" -4- ^1 ««-» 4- . . . 4- ^„ , Si nous déterminons ici encore U par la condition
d'où
R(")U-^UQ(a),
rintégrale précédente se réduira à
Çd.\}q{u)e'''=Çd\.
Elle sera nulle, et Ton obtiendra, par suite, une intégrale de l'équation proposée, si l'on choisit pour L un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale quand on revient au point de départ ou une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
Soient
a, 6, c, • . • les racines distinctes de l'équation Q = o,
m leur nombre ;
A, B, C, . . . les lacets correspondants.
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On obtiendra m — i intégrales en prenant successivement pour L les contours
ABA-»B-S AGA-«C
Si l'équation Q = o a des racines multiples, soient a Tune d'elles, [X son ordre de multiplicité : on obtiendra, comme au n^ 194, |A — I nouvelles intégrales, en prenant pour L des contours partant du point a et y revenant dans des directions convenables.
Enfin, soit X le nombre des racines infinies de l'équation Q = o (ce nombre pouvant être nul); on aura
«I . «t . . Pi
u — a {u — ay '' u—b et, par suite,
/ TT. dlt + UX
le facteur 0 restant fini pour u =oo.
On verra, comme au n° 195, qu'il existe X + i intégrales correspondant à des lignes L ayant leurs deux extrémités à l'infini.
Ce résultat subsistera, même si ). = o, auquel cas V serait de la forme
Les X 4- 1 intégrales ainsi obtenues, jointes aux précédentes, compléteront le nombre des intégrales requises pour former l'intégrale générale.
205. Nous allons appliquer la méthode précédente à l'équation
, . dn ^ ,dl .
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On aura, «Jjns ce cas,
R(tt) = (a/n-i)w, Q(w) = ii*-hi,
|^^rf«z=(n + i)log(u'-Hi).
Nous aurons donc, comme solution de l'équation proposée, l'intégrale
y<?«J^(£/«-+-i)'*''«é/i/, pourvu que l'expression
prenne la même valeur aux deux extrémités de la ligne d'in* tégration.
206. Avant de procéder à l'étude des solutions fournies par celte intégrale, il convient de donner quelques explications sur les fonctions eulériennes, lorsque leur argument est une quantité complexe quelconque.
La définition de T(z) par un produit infini n'est soumise à aucune restriction; elle donne, pour toute valeur de z, une valeur unique et déterminée de T{z)^ laquelle est toujours différente de zéro et reste finie, sauf pour les valeurs entières et négatives de z, pour lesquelles elle est infinie du premier ordre. Mais, pour qu'on puisse considérer T(z) comme fonction de la variable imaginaire z^ il faut encore établir qu'elle a une dérivée.
Or T{z) est un produit infini ayant pour facteur général (t. I, n«(325)
Donc logr(;s) sera donné par une série infinie S ayant pour terme général
log/i--log(/i-hs) -hzlogin -m) — z\ogn.
Prenant les dérivées des termes de cette série, nous aurons
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une nouvelle série S' ayant pour terme général
^ -i- log(/i -+- 1) — log/i.
Mais on a
log(n -4- 1) — log/i = r -^ = ^
Q;, étant une quantité comprise entre o et i.
Le terme général de la série des dérivées sera donc
n-^-z «H- On ('ï + s) (/i -hOrt) et son module aura pour limite supérieure la quantité
Z désignant le maximum du module de z dans la région où l'on considère sa variation.
Les quantités Â/i ne dépendent plus de z et forment une série manifestement convergente. Donc la série S'est uniformément convergente dans la région considérée et sera la dérivée de logr(>5). Donc r(^) = e'**''^' aura lui-même une dérivée égale à S' r(z).
S07. La définition de r(z) par Tintégrale définie
r(s)= n e-'t--^ dt
est bornée au cas où z est réel et positif. Mais il est aisé de la modifier, de manière à obtenir une expression de r(^) en intégrale définie applicable à toute valeur de z. Considérons en effet l'intégrale
e-tiz-i dt
prise suivant une ligne L partant de Tinfini positif et y re-
venant, après avoir entouré Torigine dans le sens direct, comme l'indique \dijig» 4*
Pour définir complètement cette intégrale, il faut préciser
quelle est celle des déterminations de la fonction /*~* que
Ton adopte. Soit
t=: p(cosïp -h i sincp);
on aura, par définition,
Pour chaque position du point ^, p est complètement déterminé; mais l'argument cp n'est connu qu'aux multiples près de '^u; suivant celle de ces valeurs que l'on adopte, celle de <*""' variera.
Nous prendrons pour valeur de cp celle qui varie de o à 27c lorsque t se meut sur la ligne L. On aura, dans ce cas,
En eff'et, les deux membres de cette égalité sont des fonctions continues et uniformes de z. On sait que deux semblables fonctions sont égaies dans tout le plan dès qu'elles sont égales le long d'une ligne déterminée. Il nous suffira donc de montrer que l'égalité a lieu pour les valeurs réelles et positives de z.
Dans ce cas, la ligne d'intégration L peut être déformée de manière à se composer ; i° de l'axe des ^, de 00 à e, J. — Cours, III. 17
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€ étant une quantité infiniment petite; a" d'un cercle de rayon e décrit autour de Torigine; 3" de Taxe des j? de c à 00.
Si e tend vers zéro, l'intégrale rectiligne / aura pou;
limite
où l'on prendra pour t^~^ sa valeur réelle.
Cette intégrale est égale à — r(s).
L'intégrale suivant le cercle est nulle. Enfin l'intégrale de •retour sera
z-i) r e-H^-'^dt — é^'^'^T(z).
parce que la rotation autour de l'origine a multiplié t^~^ par le facteur e2iri<z-o _ gan/z.
L'égalité est donc démontrée.
Considérons, d'autre part, l'intégrale
ABA-«B-
A, B {Jig- 5) désignant des lacets reclilignes qui joignent les points critiques -j- i et o à un point quelconque a. Les
rij. 5.
valeurs de ^/^ *, (i — r)^~* dépendent des valeurs initiales adoptées au point a pour les arguments (p, (pi des quantités /et I — t. Nous adopterons celles de ces valeurs qui sont comprises entre — ir et + it. La signification de l'intégrale
ëlant ainsi précisée, nous aurons Ç tP-i (i __ ^)7-i é// = (1 — e*^^P) (i — c»^'^) ^^'^^ ^^^^
•'ABA-'B-
r(jE>-+-7)
il sulfira, comme tout à l'heure, d'établir la proposition pour le cas où p el q sont réels et positifs.
En désignant par A, B les valeurs de l'intégrale prise le long des lacets A, B, on aura
ABA-«B-
D'ailleurs les intégrales le long des petits cercles étant nulles, on aura
Donc
*^AfiA-«ll-« «^
Mais, en vertu de rh}^polhèse faite, f et i — t auront leur argument nul entre o et i; donc tP"* et (i — f)^~* seront
réels dans l'intégrale / ; celle-ci aura donc pour valeur
îl^îH:^(t.n,n«M86.187).
209. Revenons à l'intégrale / e'^(u^ 4- i)"^ ' du. Soient {Jig' 6) A, B des lacets joignant l'origine aux points critiques i
et — i;
C une droite joignant l'origine au point , situé à l'infini dans la direction du point ;
A, B, C les valeurs de rintégrale prise le long de ces lignes, en choisissant celle des déterminations du radical
(w^+i) * qui se réduit à +i pour la valeur initiale 1/ = o, ce qui revient à adopter, parmi les divers argu-
Fig. 6.
ments de la quantité u^-j- i (lesquels diffèrent les uns des autres de multiples de 27c) celui dont la valeur initiale est nulle.
On peut obtenir une première solution en prenant pour ligne d'intcgration ABAl~*B""*. L'intégrale correspondante étant
[,_e"''("-î)][Â-B], on voit, en supprimant un facteur constant, que
Ii:nÂ — B
est une solution.
On obtiendrait d'ailleurs directement cette solution en prenant pour ligne d'intégration le contour fermé AB"', à l'extrémité duquel la fonction V reprend sa valeur initiale 4- I ; car les deux facteurs exponentiels par lesquels
elle a été successivement multipliée sont inverses l'un de
Vautre.
ou, en développant les exponentielles en séries,
Si m est impair, les deux intégrales entre parenthèses ont évidemment les mêmes éléments et se détruisent; si m est pair =2 [A, ces éléments seront égaux et de signe contraire; on aura donc plus simplement
Posons u = it^^ il viendra A' désignant le lacet qui joint Torigine au point i, /
étant réel et positif ainsi que (i — /) lorsqu'on va de o à I.
Dans ces conditions, l'intégrale suivant A' sera égale à
D'ailleurs g'"*^" ^^ =, —. ^ii^in ^ En outre, si dans la formule
ni'>'=r(z)riz-i^- — \...rlz^— — l, ,„_, ,
démontrée au t. I, n* 385, on pose m =:= 2, 5 = [x-h^, il viendra
Subslituant ces valeurs, il viendra finalement
210. Nous obtiendrons une seconde solution I2 en intégrant suivant une ligne L partant du point — — et y rêve-
nant après av< ir enveloppé dans le sens direct la partie
de Taxe des / comprise entre — i et +1 ifiS' ^)> ^^^
&'^{u'-\- 1/ ' s'annule au point —
Posons
d'oii
et, par suite,
k étant un entier choisi de telle sorte que les deux membres de Téquation (i3) aient le même argument lorsqu'on donne à / sa valeur initiale 4- 00 et à {/ la valeur correspondante
Nous adopterons pour arguments de ^ et de 1 4- -^j ceux
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doDt la valeur inilîale est nulle; pour argument de x celui
qui est compris entre — - et — > pour argument initial de
^^2_|.i celui qu^on obtiendrait en faisant décrire à u la ligne C et prenant zéro pour Targument correspondant à l'origine.
Il est clair que, lorsque u décrit la ligne C, l'argument de l'un des facteurs u — «, i/ -i- t augmente, l'autre diminue. D'ailleurs, chacun d'eux varie d'une quantité inférieure à -re : donc l'argument initial à adopter pour a'+ i sera compris enlre — ir et -f- ir.
On devra donc déterminer Xr, de telle sorte que l'argument
2 Arir — 2arîr.r
du second membre de l'équation (i3) soit compris entre — t: et H- 7w.
Si X est à droite de l'axe des jKj argj; sera compris entre
et -> et l'on devra poser X: ^^ o; si :c est à ganclie do
cet axe, argo; sera compris entre ^ et -y^-> et l'on devra poser A: :-- I .
Cela posé, faisons u -^ dans Tintégrale
elle deviendra
t ayant pour valeur initiale et finale -r oo, et son argiimenl variant de o à 27: le long de la nouvelle ligne d'intégration. En supposant, ce qui est évidemment permis, que le module de i soit plus grand que celui de x tout le long de cette
ligne, on pourra développer le facteur ( i + -, ) pa»' la
formule du bînumc, et Ton aura ainsi
Zr(lx-Hi)r(n-HL-i-i)J^
si»-i)/.7C'\ ' ' ^^ -t- w_f re^w*'*— i^rra/i — îfx'i
On a d^ailleurs, en changeant jjl en n — \k — \ dans la formule (i i),
^1^ r(|X"/i4-i)sin{/i -|x)ic =-^-J-^-(-')>'nTTr--
2 SllI/^~
r(iJL~/î -ht)
Enfin
2 sin/er
On aura, par suite,
I,---: ^{in-\)k'i:i /j _^ ^27T/« \ ^7r//i
zzi (i -\- c-'t'" ) g(5/i-i)*7r/+-(/i f-i)7ri
Xtr(/H-l)v/^(-^) J.,,(a-).
2H. Les deux solutions que nous venons d'obtenir sont donc, à des facteurs constants près, égales à x''"3fi{x) et .r~"J_;,(j:), ce qui confirme un résultat déjà obtenu an nM91.
On peut trouver deux nouvelles solutions I3 etl4 en intégrant
le long des lacets D et E joignant respectivement les points
critiques i et — i au point {Jiff- 6); car e"^(a^ + 0 *
Su
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s'annule en ce dernier point. Nous préciserons le sens de ces intégrales en adoptant encore pour argument de w'H- i au commencement de chacune de ces lignes celui qui est compris entre — it et -1- tc.
Il est d'ailleurs aisé de déterminer les relations qui lient ces nouvelles intégrales aux précédentes. En effet, l'argument de tt^-r I reprenant sa valeur initiale lorsqu'on décrit le contour AB~', ce contour sera équivalent au contour C-^AB-*C = C-'AG.G-*B-'C qu'on peut aisément déformer en DE~*. L'intégrale relative à ce dernier contour est I3 — I4 ; on aura donc
D'autre part, le contour L peut évidemment être transformé en DE ou en ED suivant que est à droite ou à
gauche de l'axe des y. Dans le premier cas, x sera à gauche de cet axe, et l'on aura
(16) Iî=^l4-4- cC*»-»^'!*.
Dans le second cas, x sera à droite de cet axe, et l'on aura
212. Proposons-nous de déterminer une valeur approchée de Is et de I4 lorsque le module de x est très grand. Nous admettrons, pour plus de simplicité, que /i a sa partie réelle
plus grande que -Le cas où elle serait <^ se ramène
immédiatement à celui-là, car, en posant I = .r~^"K, l'équation transformée en K ne diffère de la primitive que par le signe de n.
Dans l'hypothèse admise, les intégrales prises le long de cercles infiniment petits décrits autour de i et de — i sont nulles, et Ton aura évidemment
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r, et r^ étant les intégrales prises suivant les droites P et Q
qui joignent respectivement les points iel — i au point
Soit P' une droite menée à partir du point i et faisant
avec la droite P un an^rle X inférieur en valeur absolue à -•
L'intégrale suivant un arc de cercle de rayon inOni tracr entre P et P' sera nulle; car e*^ tend vers zéro tout le long de cet arc plus rapidement qu'une puissance négative quelconque du rayon. On pourra donc remplacer l'intégrale suivant P par l'intégrale suivant P'.
Or on a sur cette dernière droite
t étant réel et variant de o à oo.
On en déduit
I W=-h lizz —
k' étant un entier à déterminer de telle sorte que les deux
membres de l'équation aient le même argument le long de P'.
Nous adopterons, comme précédemment, pour argument
de X celui qui est compris entre et -;-^j pour argument
e^^ t de t celui qui s'annule sur P', pour argument de i -f- —
celui qui s'annule pour / = o.
Considérons sur les deux lignes P et P' deux points /?, p' infiniment voisins du point i\ l'argument de u -h i aura sensiblement la même valeur en ces deux points; et la valeur de l'argument de w — i au point p' surpassera de 'k sa valeur au point /?. Or au point/? l'argument de u^-hi est compris
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entre — 'sr et -I- tz. Sa valeur au point /?' sera donc comprise entre — ir -•- A et ir H- X.
Mais Targument du second membre de la relation (18) au point jd' est égal à
— ^ -h X — arga? -h 2 A-'ic.
Pour qu'il soit compris entre — TC-j-Xetir-l-î^jilfaudraposer /{'^zo ou A'=:i, suivant que l'argument de x sera compris
entre et - ou entre - et — • On aura donc, en tout état
de cause, k':=:k, le nombre k étant celui qui figure dans
l'expression (i4) de l'intégrale L.
Prenant donc t pour variable indépendante au lieu de u et
remarquant que e* =: i, il viendra
H désignant l'intégrale
Jo L 2^ j
Or on a
„_i IA = «-1
Kn étant un reste dont nous aurons à discuter la valeur. Donc
Zj r({i.-hi)r(/i-[i4-|)V2j:/ Jo
le reste U étant donné par l'intégrale
Mais
n'est autre chose que Tintégrale
n— +-1JL ,
prise le long d'une droite allant de l'origine jusqu'à l'infini avec un azimut X. L'intégrale de cette même fonction étant évidemment nulle sur un arc de cercle de rayon infini, compris entre cette ligne et l'axe des ar, on pourra remplacer la ligne d'intégration par l'axe des x^ ce qui donnera, pour valeur de l'intégrale,
r(/n-fxH-i)-
Nous aurons donc, pour expression approchée de H, la série
*" Y~'r(/i-f-i)r(/i-h[x-i-î) /jlV Zj r(ix-i-i)r(n-{xH--i) V2^y
et nous n'aurons plus qu'à trouver une limite supérieure du module de l'intégrale U, qui nous permette d'apprécier l'erreur commise.
213. Or e~^ ''e^' a pour module e""'*"*^; et, si nous supposons 71 =^ a -4- p«, la quantité
, ^. n lLng/-»-Xi)f a— -f-pij
aura pour module
Pour obtenir, d'autre part, une limite du module de Rmj posons
/(/) et (f(t) étant des fonctions réelles. La série de Maclànrin, appliquée à ces deux, fonctions séparément, donnera
/(0=/(o) -../(o) +...4- ^^^^-;^Jj + ^-^
8 et 6' étant compris entre o et i; on aura donc, pour l'expression du reste y
Or on a
et, par suite,
|F'"(01>|/"'(0, IF'-COIjIt-'COI
Soil donc M la valeur maximum du module de F'"(<) entre o el 00; on aura
i/"'(oo:<M, i?"'(ô'oi<M,
d'où
H,„|r Mv^2.
D'ailleurs
et, si nous supposons
xz=z p(cos® -H isintp)=: pe'*?, on aura
iH =1 sm(A — ©)-hi — ces (A — 9).
Le module de cette expression
^sin(X — 0) r*
a pour valeur minimum
|cos(>--o)|
correspondant à t= 20 sin(X — ©), et son argument t|/, qui est nul pour t = o, sera constamment compris entre — tu el
Cela posé, a pour module
Si nous avons poussé ce développement assez loin pour que m soit >> a — ^, le maximum de cette expression correspondra au minimum de r et sera au plus égal à
On aura, par suite,
(ap)
-|cos(X — <p)| * e^\?\.
214. Nous obtiendrons donc pour limite supérieure du module de U une expression de la forme
K désignant une constante indépendante de x et de X. D'ailleurs, en posant ^cosX = z, on aura
_r(a4-|+m) (cosX) *
«l enfin, par suite,
irîi = Kr^^^ t . _, g-P^|cos(X-a))r « '" i |U|<Kl(a-i-i-r m) — --.
Le second membre contient l'indéterminée X, variable entre — - et — et dont nous pourrons profiler pour rendre
minimum le coefficient de — • Nous aurons ainsi
A^ étant une fonction de cp évidemment finie et continue. Soit A son maximum; on aura
La limite ainsi obtenue pour le module du reste U est de l'ordre de — -> tandis que les modules des termes de Tex-
pression approchée de I^ sont de Tordre de — > où jjl < /w ;
circonstance qui justifie notre formule d'approximation lorsque p sera suffisamment grand, toutes choses égales d'ailleurs.
215. Un procédé analogue permettra de trouver la valeur approchée de I'^. On substituera à la ligne d'intégration Q une antre ligne d'intégration Q' faisant avec elle un angle X
inférieur à - en valeur absolue. On aura, le long: de cette ligne,
j? L àx ^
les arguments des deux membres étant ici égaux, comme étant tous deux compris entre — u -f- )» et ir H- X. On aura, par suite,
H| désignant Tintégrale
et enfin, en développant la puissance du binôme,
(Jl — w — 1
H- V r(/i-4-i)r(n-4-tx4-^) /-At^
LF| étant un reste dont le module a pour limite supérieure ^9 A| désiâ^nant une constante.
216. En nous bornant au premier terme des développements de Ig et de I4, nous aurons pour ces intégrales les valeurs asymptotiques suivantes :
On en déduit, pour la fonction
la valeur asymptotique
Si X est à droite de l'axe des y^ on aura Â: = o, et cette ^^ expression se réduira à
S'il est à gauche, on aura /r =r i , et l'expression de viendra
lî/i-f-i)
Au moyen des relations (i4)*et (17) qui lient J_/i(:r) à I2 et cette dernière intégrale à I^ et I|, on trouvera de même la valeur approchée de J_«(a:).
217. Les deux valeurs asymptotiques trouvées ci-dessus pour J/i(^) coïncident si n est la moitié d'un nombre entier.
Soit, en effet, n == m H — • Elles se réduisent à
i / — cos Lr — ( m -+- 1 ) -
D'ailleurs, dans ce cas, les développements trouvés pour H et H| se limiteront d'eux-mêmes, le dernier terme étant celui 011 Y'^^ f^^] H et H< seront donc des polynômes entiers
en ~î de degré m et conjugués, dont le premier terme
est r(m).
5oit
J. — Cours, III. 18
Les autres formules donnent, pour n =:^ m-i — j
"V irj7 L • 2«T(/n) J
ou, en substituant les valeurs de H, H<,
^ l CCS Lr — (m 4-i)- ( I— ^ H- ^— .. . )/
M. Kummer a montré que Tintégrale générale de Téquation
__^- — xV-y = «0 -+- «i^ -+-••• -+- api-t^^""*
s'exprime par des intégrales définies multiples.
Soit, pour fixer les idées, jji = 3. Posons, pour abréger,
On a
lit* »i» -•-»»*»-♦-«''» .
h a* Ut^W X
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<el, par suite,
àx
+ «-«'aJa"-» ( — r:: 4. a^^»,^
Intégrons celte équation par rapport à tt, v, cv, de o à oo, «t posons
il viendra
Mo, Mj , Ma désignant les intégrales
Mo rzz S «"-»(;»-» ^
-r-dudvdw^
Ml 1= S 1/"-= -^-dadvdw.
M, =r Shc -^-dudvdw, au
Ces intégrales sont des constantes indépendantes de x et de k\ car si, dans la première, par exemple, on intègre d'abord par rapport à wp, on aura
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d'où
De même pour M|, Mj.
Posons maintenant
Cette expression satisfera à Tëq nation si Ton établit entre les constantes C les trois relations
Il restera encore n — 3 constantes arbitraires. On aura donc ainsi l'intégrale générale.
Soit
une équation différentielle linéaire dont les coefficients soient des fonctions elliptiques de ;/, aux périodes 2 (U| et 2(02* Supposons que ses intégrales soient uniformes, ce dont il est aisé de s'assurer en les développant en séries. Nous allons donner le moyen de les déterminer.
Soient ^4(1/), . . ., fn(<^) un système de n intégrales indépendantes. Si nous changeons u en u + acoi, Téquation transformée, laquelle est identique à l'équation primitive, admettra comme système d'intégrales indépendantes
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Ces nouvelles fonctions seront donc liées aux intégrales primitives par des relations linéaires de la forme
les c étant des constantes dont le déterminant n^est pas nul.
Le changement de ii en u-\-2iùi dans les intégrales <Pi, •••» ?« revient donc à opérer sur ces intégrales une substitution lini'aire, que nous désignerons par S.
On verrait de même que le changement de // en w + 20)2 équivaut à une autre substitution linéaire S'.
Enfin le changement de u en w-j- 2(Ui 4- 2(02 équivaudra à opérer successivement la substitution S suivie de la substitution S', ou la substitution S', suivie de S. Les deux opérations S et S' satisferont donc à la relation
V-î) SS'.-rS'S
220. Proposons-nous de simplifier l'expression des substitutions S et S' en remplaçant cpi, . . . , cp„ par un autre système d'intégrales indépendantes.
Soit s l'une des racin^:.? de Téquation caractéristique de S ; il existera des intégrales que S multiplie par 5; soient j^, y, . . . celles de ces intégrales qui sont distinctes. La forme générale des intégrales qui jouissent de cette propriété sera oiy -h ct/y -+-....
Soit Y la fonction que S' fait succéder à^; SS' remplacera j^par^Y; S'S doit produire le même résultat; or S' remplace y par Y; donc S doit transformer Y en sY ; donc Y est de la forme ciy -+- a'y' -|- . . . .
La substitution S' remplaçant ainsi chacune des intégrales^, y^ . . . par une fonction linéaire de ces mêmes intégrales, il existera au moins une fonction linéaire x de ces intégrales que S' multiplie par une constante 5'.
Nous avons donc prouvé qu'il existe au moins une intégrale ûc que S et S' multiplient respectivement par des constantes s et s'.
221. Nous allons démontrer qu'on peut déterminer ui> système d'intégrales indépendantes
• » yxif ' ' • y y\f\^
'IJLl
tel que les deux substitutions S, S' prennent la forme vante :
SUl~
Sz=
y\ky • • • 3
i/iA, .
^\ky • • • <
» ^iky '
y\ky ' "i
^\kj - • •
Siyik^ • • •»*i(7iit-f- Y,)i.), • • • • > • • • > '
s\yxky ...,5;(y/;t-f-Y;.j, • • • • » • • • ) >
^1; ^'i f <^27 <^2 > * * • étant des couples de constantes différents; Yiff^ Yj.y^ des fonctions linéaires de celles des intégrales y dont le premier indice est <::^ i; Zi^^? Z^a ^^^ fondions linéaires de celles des intégrales z dont le premier indice est
f, etc.
Celte proposition étant supposée vraie pour les substitutions à moins de n variables, nous allons montrer qu^elle subsiste pour deux substitutions S, S' à /i variables.
On a vu qu'il existe au moins une intégrale x que S et S' multiplient respectivement par des constantes 5, s\ En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives, telle que o„, S et S' prendront les formes suivantes :
les diverses quantités <l>, <E>' étant des fonctions linéaires de Désignons par S, S' les substitutions k n — i variables
Su::
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L'égalité SS' ^- S' S entraînera évidemraent la suivante :
On pourra donc, en appliquant le théorème à ces substitutions, les mettre sous la forme (3). Le même changement d'intégrales indépendantes, appliqué à S, S', les mettra évidemment sous la l'orme
yik:
-•In»
ytk^
y ^iky
Yxky
yik:
SX J
Cik^i •
d\fgXy .
Prenons pour intégrales indépendantes, au lieu des y^ les suivantes :
• }'ik'-~yik-^^ik^',
les substitutions S, S' conserveront la forme précédente, sauf le changement de
C/yt en (s — Si)cia—SiAij,.-hCif,,
A|A, A'^jç étant ce que deviennent Y/^, Y^y^, quand on y remplace lesj^ par les a correspondants.
Cela poséy si i^^i, on pourra évidemment disposer des a de manière à faire disparaître tous les coefficients c/a. Les coefficients c^-^ disparaîtront d'ailleurs en même temps, en vertu de l'égalité SS'= S' S. Égalons en eflfet les coefficients de X dan» les expressions que SS' et S' S font succéder à yi^ ; il viendra
C1A7 C;a étant ce que deviennent respectivement YJ^^ et Y/a
sSo thoisièmb partie. — chapitre ii.
lorsqu'on y remplace les jk par les c ou par les d correspondants. Si les Cik sont nuls, ces relations se réduisent à )a forme
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport aux c\i^y et leur déterminant, étant une puissance de S\ — 5, n'est pas nul. Elles ne peuvent donc être satisfaites que si les c)-^ sont tous nuls.
Si5'^5^, on pourra de même faire disparaître les c^-^; et les relations (4) montrent que les cik disparaîtront en même temps.
Si donc le couple de constantes 5, s! ne se confond avec aucun des couples 5|, s\\ s^y s\^\ . . •, on pourra faire disparaître tous les coefficients c^, c\i^\ c//^, rfj^; . . .; et S, S' seront ramenées à la forme requise ; aux diverses classes d'intégrales y^z^ ... viendra seulement se joindre une classe nouvelle, formée de la seule intégrale x. Soit, au contraire. .«; r:= 5o 5'=^ s\ ; on pourrafaire disparaître les coefficients ^/>, d\f^^ ... ; et l'on n'aura qu'à poser Cik-=. S\ mik, c)a= s\ m\f^ pour ramener S et S' à la forme requise, la nouvelle intégrale X rentrant ici dans la catégorie des intégrales j^< a, qui appartiennent à la classe des y et ont l'unité pour premier indice.
222. Admettons donc que les intégrales indépendantes aient été choisies de manière à ramener les substitutions S, S' à la forme (3). Considérons en particulier une des classes formées par ces intégrales, telle que ^n> • • • ? yiici • • • • Le changement de e^ en m 4- aw, ou w + 2CO2 leur fera éprouver les substitutions partielles
' ^ =^| J'iArï • • • ) yik) • • • > ^iJ^lA» •••>*! \yik~^ * /*)♦ • • • li
lesquelles devront évidemment satisfaire à la relation
(6) w'— or'cr.
ÉQUATIONS LINEAIRES. 28 1
On a, par définition,
la sommation s^étendant à toutes les valeurs du premier indice / qui sont <^ /, et aux diverses valeurs de m correspondant à chacune de ces valeurs de /.
On voit aisément que to^ remplace en général yi> par
; \yik H- Y,* + y;,-. 2, „ («'* 2^ J'^'^'"")]
la sommation par rapport à /', m' s'étendant aux valeurs de /' inférieures à / et aux valeurs correspondantes de m! ,
La substitution o^o- rem placera jk/a par "ne expression analogue, où les coefficients a et 6 seront permutés.
Ces deux expressions doivent être identiques, en vertu de (6). En égalant les coefficients des termes en j^/,„-, on aura les relation»
la sommation s'étendant à toutes les valeurs de / qui sont <; i et >> /', et aux valeurs correspondantes de m.
223. Réciproquement, soient o-, a' deux substitutions de la forme (5) et satisfaisant à la relation (6) ou aux conditions équivalentes (7). Nous allons montrer qu'on peut construire des fonctions j^n, • . ., jk/a qu' subissent ces substitutions lorsqu'on accroît la variable 2^ de 2(0| ou de aoij, et nous déterminerons la forme la plus générale de ces fonctions.
Considérons à cet effet la fonction doublement périodique de seconde espèce
G(„)=*-IV— «K Elle admet les multiplicateurs
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qui se réduiront respectivement à 5,, 5',, si Ton détermine 6, a par les équations
2to, 6 -4- aTQjflr = log^i,
2<i),6 -h 27),a=: log^'j.
On peut toujours y satisfaire, le déterminant
étant égal à zh 2Tzi, Posons
Lorsqu'on accroîtra e/ de 20)4 ou de 20)2, les nouvelles fonctions Xik subiront les transformations
(t) I ;2?jj(., . . . , •Î'/A-, • • • * «^i*» • • • i ^ik ~^ ^/Aï • • • I?
("^ ) I ^lAï • • • • J^/A> • • • ï ^ikf ' ' • 1 •'^i/t~H -X^/^i • • • h
Xivi, Xy^t étant ce que deviennent Y/^, Y].;^ lorsqu'on y remplace les^y/A par les xn^. Les substitutions t, t' seront échangeables entre elles.
Il reste à obtenir l'expression des fonctions ^/a-
Pour cela considérons l'expression
tp(a)= mu -h m' lia.
Lorsque u s'accroît de 2(i)| ou de 20)2, elle subit des ac« croissements
En choisissant convenablement les constantes m, m', on pourra obtenir :
1° Une fonction (jL|1^ m< m -j- m, Ça dont les accroissements respectifs A|jli , A'|jl4 soient i et o ;
2** Une fonction ik\= m2U -{- m'^^u dont les accroissements A|ji',, A'[i.'^ soient o et i.
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Posons plus généralement
Nous aurons évidemment
(fX^-f-l)[X,...([X,— t-f-2)
AjX/=r :
, |X,(tX,--l)...(fAt— I -Hl)
Ap.; r- O, A'}Xf=o, A' jA/ == fA/- , ,
et ces formules subsisteront pour 1=^1, si Ton convient de poser
jxo — jx'ç 1=11 .
Tout polynôme entier P en jji|, a^, considéré comme fonction de |jLj , peutévidemmenl se mettre d'une seule manière sous la forme
les A étant des polynômes en [jl', dont chacun pourra à son lour se mettre d'une seule manière sous la forme
Le polynôme P pourra donc se mettre d'une seule manière, sous la forme
225. Ces préliminaires posés, nous allons établir qu'il existe des fonctions xnç qui subissent respectivement les transformations (t), (t') lorsque u augmente de 2o>, ou de 2Ci>2, et qu'elles ont pour forme générale
• • • • • j j?<*:=Hi*-|-2p;2'H,„,
les H désignant des fonctions elliptiques arbitraires et les P^j^ des polynômes d'ordre i — / en [jli, jji'^ et entièrement déterminés; la sommation s'étendant d'ailleurs à toutes les valeurs de /inférieur à i et aux diverses valeurs de ni correspondantes à chacune d'elles.
On voit tout d'abord que les fonctions ;r«A, . . . , restant inaltérées, sont des fonctions elliptiques, telles que H^^^.
Supposons donc qu'on ait construit, de proche en proche, toutes celles des fonctions xik^ dont le premier indice est moindre que X, et qu'elles aient la forme annoncée. Nous aurons, pour continuer l'opération, à construire des fonctions x\k qwG le changement de w en a -*- atoi ou w -}- 2C1J2 transforme respectivement en
x\ft -\- Xxa, ^x* -h Xx*.
Substituons aux fonctions ar/A, qui figurent dans Xxa, Xy,., leurs valeurs déjà déterminées; il viendra
Qa?j Qu'" étant des polynômes en pi,, jx', , lesquels dépendent linéairement des coefficients de Xxa? ^\k\ 1* sommation s'étendant d'ailleurs à tous les systèmes de valeurs de /, m pour lesquels l<i\.
Les substitutions Tc' et t't transforment respectivement ^xa
en
^.k -+- Xu -H XxA -H S'XxA et en
^A^- XxA.-f- X'^-t- oXx;t)
o'XxA désignant l'accroissement que subit Xx* par la substitution t'; SXxa celui que subit X^it par la substitution t.
D'ailleurs en appliquant ces substitutions aux fonctions déjà construites, ou aux quantités X^^, Xx* qui en sont des fonctions linéaires, on obtient, par hypothèse, le même résultat qu'en changeant i/ en </ + 2(i)| ou u-\- ^tù^] on aura donc
3'XxA^.A'Xx*=A'SQ$-H,^, SXiAZz. AXiA^ASQJi-H,^.
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Les fonctions elliptiques H/m étant arbitraires, régalilé de ces deux expressions exigera que Ton ait pour tout système de valeurs de /, m où / <^ X,
Or si l'on met les polynômes Qu , Q'/jT sous la forme
Q(J'=: SB,, ,!,(.;, 1 0'/«-vB' au' (^ + '-'<^-'-0.
on aura, en vertu des relations (8),
Ces deux expressions devant élre identiques, on aura les équations de condition
Cela posé, on pourra déterminer un polynôme d'ordre X — /
en [X,, |x,,
tel que ses variations
se réduisent respectivement à Q)^, Qu"*» car ces deux identifications donnent les équations de condition
qui sont compatibles, en vertu des relations (q). Posons maintenant
Le changement de u enii 4- awj accroîtra cette expression de
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et celui de u en w -4- 20)2 l'accroîtra de même de AVxA-f-X^^v Pour que la fonction xm satisfasse aux conditions requises, il sera donc nécessaire et suffisant que Ton ait
ce qui exprime que ç\ft est une fonction elliptique Hxaj d'ailleurs arbitraire.
Les intégrales j^i> sont donc de la forme
Mais les constantes a, b et les fonctions elliptiques H ne sont pas encore connues. Il s'agit de les déterminer.
Le procédé qui nous a permis de reconnaître que l'intégrale générale était uniforme nous a fourni la position de ses pôles c, ûf, . . . et leurs ordres de multiplicité y, 8, ....
D'autre part, la fonction jr-, — r a un seul pôle w :== — a ( lequel
disparaîtra même si a =:= o, auquel cas 0{u) se réduit à une exponentielle).
Enfin les fonctions ja,, |a'^ qui figurent dans les polynômes P admettent le pôle simple m = o.
Les fonctions
auront donc les pôles c, ûf, . . . et le pôle inconnu — a, avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y, 8, . . ., i; et les fonctions
pourront admettre, en outre, le pôle w = o, avec un ordre de multiplicité au plus égal à i (car si cela est vrai pour les fonctions dont le premier indice est •< i , m = o sera d'un
ordre de multiplicité / pour H/m, et d'ordre i — / pour le polynôme P(J*, qui est dWdre i — /en [ji<, [jl'J,
On aura donc, par la décomposition en fractions simples,
H/;t= cj,(;(a-c) + ...H-cr,^îT-«(£^-c)
-f-D;^Ç(«--c)4-,..-+-Df^C8-i(^_^)
avec la condition
Les termes de la dernière ligne peuvent être transformés comme il suit.
Posons
On aura
A^JaC(" -+■ «) --^- ^ik-- A/^[Ç(m -h a)— Ça] -f- W
L 2 pw— j>a J
Par suite de cette transformation, la constante inconnue a ne figurera plus dans H/;^ que dans les combinaisons pa^ p'a.
227. il ne reste plus dUnconnu que les constantes a, 6, C^-^, . . . , LiVfr. On les obtiendra par la méthode des coefficients indéterminés, en substituant les valeurs ci-dessus des intégrales j^/A dans Téquation différentielle.
Cherchons d'abord celles de ces intégrales
yxk — G{u)^\ky
dont le premier indice est i et qui, par suite, sont doublement périodiques de seconde espèce. Il en existe toujours, comme nous Tavons vu.
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On a, en prenant la dérivée logarithmique de G({^),
= ?(« -f-a)~- Cm -h ô, pu — pa
C^est une fonclion elliptique où a et 6 ne figurent que dans les combinaisons ^a -h b = 6', pa el p'a. Désignons-la, pour abréger, par I.
On aura
^j,*:=.G(H'„, + IHu)'-t-G'(H;^ + IH,,) - G[(H',* -I- IH,*)' 4- I{H',t -I- IH„)].
On voit donc que le résultat R de la substitution de^,* dans l'équation différentielle est de la forme
GE
E désignant une fonction elliptique dépendant linéairement des constantes C|a) «-mLiAi qui figurent dans la fonction elliptique H,yfr, et rationnellement des quantités Ça -t- 6^^ 6', pa, p'a.
Les pôles de GE sont les points c^d, , , . avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y -h /i, 3 -H /i, ... ; E peut admettre, en outre, le pôle simple — a, qui est un zéro de G. Le nombre total des pôles de E ne peut donc surpasser Y -7- /i -r 5 - : - /i - ;- . . . -r ï . Si donc nous exprimons que celle fonction a des zéros en nombre supérieur à ce chiffre, nous saurons qu'elle est identiquement nulle, et que^i^ e>l une inlégrale.
Nous pourrons, par exemple, développer E suivanl les puissances croissantes de Uj et égaler à zéro les coefficients des diverses puissances, jusqu'à celle d'ordre
inclusivement. Les équations de condition ainsi obtenues forment un système surabondant; mais nous savons a priori qu'il a des solutions.
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport à C};i., . . ., L|A, rationnelles par rapport à b\ pa, p'a. Ces dernières quantités seront donc déterminées par des équations algébriques, auxquelles on devra joindre Téquation connue
p'^a ■-= 4p'a — gipa— ^,.
Une fois pa, p'a^ b' déterminés, on en déduira, par les procédés connus, a, JJa, et enfin b^=--'b' — Ça; enfin, les ■(]|^, . . ., \^xk s'expriment en fonction linéaire et homogène iFun ou plusieurs d'entre eux, qui resteront arbitraires.
Si le nombre total des solutions trouvées est égal à l'ordre n de l'équation, ce qui sera le cas le plus habituel, leur combinaison donnera l'intégrale générale; dans le cas contraire, il faudra déterminer de nouvelles intégrales.
228. Supposons que nous ayons construit toutes celles des intégrales yik^ . . . , 2/a, - . . , dont le premier indice est <i X, et déterminé les fonctions linéaires correspondantes Y/^t? Y/4, .... Cherchons à déterminer les intégrales ^^xa (s'il en existe) et les fonctions correspondantes Yx^, Y)jv.
On a
où tout est connu, sauf les coefficients indéterminés
Cx*', ...» Là*,
dont dépend Hx/t, et les coefficients de Yx^, Yx^., dont les polynômes ?>? dépendent linéairement.
Substituons cette expression dans l'équation différentielle. Le résultat sera de la forme GËxaj ^\k étant une fonction aisée à obtenir par la différentiation et telle que la somme des ordres de multiplicité de ses pôles ne surpasse pas p-f-w-T-Y4-/i + ... -+-1. D'ailleurs , cette fonction est elliptique. Eu effet, changeons uen a + 2(i)|. Il est évidem- J. — Cours, III. 19
ment indiOerent de faire cette opération suryxjv avant de le substituer dans Téquation difTérentielIe ou de la faire dans le résultat de la substitution. Dans le premier cas, on change y^K en 5| (^XA -H Yxa)j et, comme Yxa est une fonction linéaire des intégrales déjà trouvées, le résultat de la substitution de cette nouvelle expression se réduira à s^ GEx*. Donc GEx* se reproduit, multiplié par 5|, quand on change m en u -\- 2.iù^\ G jouissant de cette même propriété, Exa ne sera pas altéré.
On verra de même qu'on ne l'altère pas en changeant u en 1/ -f- 2 0)2 .
Il suffira donc, pour annuler Exa? d'exprimer qu'elle admet plus de p -1- /i -f- Y + '^ ~'~ • • • ~t" ' zéros. On obtient ainsi un système d'équations linéaires et homogènes pour déterminer les coefficients inconnus. Si ce système est compatible, on obtiendra des intégrales de l'espèce cherchée. Sinon, on sera assuré que la classe des intégrales r/> est entièrement épuisée, et l'on fera une recherche analogue sur les autres classes d'intégrales. On finira nécessairement par obtenir un système de n intégrales distinctes.
229. Parmi les équations qui rentrent dans le type considéré ci-dessus se trouve l'équation de Lamé
-^ — [n{n 4-i)j)M-hA]^==^o,
où n est un entier positif.
L'intégration de cette équation par M. Hermite a été le point de départ de la théorie précédente.
Les intégrales n'ont aux périodes près qu'un point critique u = Oj aux environs duquel elles sont régulières.
L'équation déterminante est
Ses deux racines, — n et /i H- i sont l'une paire et l'autre impaire. Soit r l'une d'elles ; on aura une solution de la forme
Substituons ce développement de j:, ainsi que celui depw
j) M = — -4- Cl «' -h Cj w* 4- . . . .
et égalons à zéro le coefficient du terme en u'^^V-^ nous aurons la formule récurrente
y^-|-2[A-h2)a,4^., — AajA — n(/i-hi)(Ciaj4_, -+-c,ajjt-îH-...) — o,
dont l'application ne peut donner lieu à aucune difficulté, F(r-|- 2[jl4- 2) n'étant jamais nul.
Les deux intégrales particulières ainsi obtenues sont distinctes, car l'une est paire et l'autre impaire. L'intégrale générale résultant de leur combinaison sera uniforme et aura un pôle d'ordre n au point u = o.
Nous allons calculer cette intégrale dans le cas le plus simple, celui où n =:= i. L'équation se réduit à
Elle admet des intégrales périodiques de seconde espèce
La fonction H n'admet plus le pôle w = o, qui est déjà un pôle pour G, elle ne pourrait donc admettre que le seul pôle simple M = — a , mais cela est impossible ; elle se réduit donc à une constante et nous pouvons la supposer égale à l'unité.
Nous aurons donc au moins une intégrale de la forme
On a
9{u -ha)— <jaH- «d'an h
au i/(i-h ^i</*-f- . . ) u
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d*oii le développement
r r=: H Mo -i- M, W -4- M, M* -i- . . . ,
en posant, pour abréger,
M = (Ta, Mo= ^cTûr 4- ff'a,
M. -- - b*Qa -f- ^a'an — a^a, .... ^
--^ — — - -H 2 Mj "H
On û enfin
2pM -h /l = — , -f- Ah- 2Citt* -h . ..
Substituons ces valeurs dans l'équation.
Le résultat sera une fonction doublement périodique de seconde espèce qui ne peut avoir de pôle (aux périodes près) que pour u :r= o. Si nous exprimons que les coefficients des puissances négatives de u et le terme constant s'annulent, la fonction, n'ayant plus de pôle, mais ayant un zéro, sera nulle.
On obtient ainsi les équations suivantes :
/iM-h2Mi = o, 2M, — 2M, — AMo = o,
qui se réduisent aux deux suivantes :
o ^Mo = b<sa ~{- cr'a, o = AM -h 2M1 =r Atra H- ^*<jrt 4- 2 6(T'a -+- cr'a; d'où
Q^ CL brz7-^=:-Za
ua
o := Acxa h <j"a,
Qa
h=i— = — — —va.
<s^a aa \^a J '
Cette dernière équation donne pour la constante a deux
et
ou
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valeurs égales et contraires -i-a et — a, auxquelles correspondent pour b deux valeurs égales et contraires, — JJa et + 2^a. Nous avons donc, en général, deux solutions particulières distinctes
ait au
a et — a étant les racines de Téqualion transcendante
pa =z h.
230. Si h est égal à ruii*e des quantités e^, e^, ^3, par exemple à ei, les deux racines a = (04 et — a = — Wi sont égales aux périodes près, et les deux solutions particulières ne sont pas linéairement distinctes, mais se réduisent à la solution unique
JU
(laquelle ne diffère de (Ti^a que parle facteur constant rfcoi). Pour obtenir, dans ce cas, la seconde solution qui nous est nécessaire, supposons que A, au lieu d'être égal à Cj, en soit infiniment voisin. L'équation pa -- h admettra les deux racines Wi -i- e et (0| — e; nous aurons donc les deux intégrales
au au
Leur combinaison donne l'intégrale -' ? dont il est aisé
de trouver la limite pour e :^ o.
On a, en effet,
Ç((o, 4- e) — Çwj + êÇ' eu, H- . .. ~- ^ 1 — £ ^1 H- . • ,
nr: ff( « 4- (Uj ) [i -h e::( // -j- Wj ) H- . . .],
d'où
■1 — i4-e[?;(a-}-(Di)-heitt)-h. ..]}.
Xy
au
X2 s'obtiendra en changeant le signe de e; aura ëvi-
demmenl pour limite
ff( M -4- O), ) _^^ ^ _
Ce sera la seconde solution cherchée.
231. Cherchons encore dans quel cas l'équation de Lamé admet comme intégrale une fonction elliptique M(u) aux j)ériodcs 4^1 et 4^2.
L'équation n'étant pas altérée par le changement de u en — u, M + 2 w< , n -H 2(0,, admettra aussi comme solution les fonctions elliptiques M( — u), M(w-|-2(0|), M(m -t- acoa). Mais ces nouvelles intégrales ne peuvent être linéairement distinctes de M(m) ; car l'intégrale générale de l'équation ne peut être elliptique, puisque, parmi les intégrales particulières, il en est une qui est une fonction entière s'annulant pour u = o.
On aura donc
M( - u)~cM{ii)y M(w-i-2ti)i) — c,M(w),
c, Ci, C2 étant des constantes. D'ailleurs, en changeant encore une fois w en — u, u -\- 2{0i ou w H- 2(00, on voit qu'on aura c =r ±1, c<^-=i:i, C2 = =t:i.
On pourra donc écrire
M(w)— NP,
N désignant l*une des huit expressions
(dont le choix dépendra des signes de c, c^, C2) et P une fonction elliptique paire, aux périodes 2a)| et 2C1J2, et n'ayant de pôle que pour 11 = 0 : ce sera donc un polynôme entier en pu.
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H est aisé de former les dérivées successives d'une expres- ■sion de celte forme. On a, en effet,
et, par suite,
n désignant un polynôme entier en e/, et N, le produit complémentaire de N formé par ceux des facteurs a-aoW que N ne contient pas.
On aura, par suite,
= — (n'P-i-2nP')N, - N,p„
Pj étant un polynôme en pu. On trouvera de même
Pa étant encore un polynôme en pu.
Le résultat de la substitution de NP dans l'équation de Lamé sera donc de la forme
"iî? -[«(«--Dp « - /' ] NP -: NQ,
OÙ Q est un polynôme entier en pu qui s'annulera identiquement si NP est une solution.
Soit
P — a^pV-u -h âTjjt-iP'*-' w -+-... 4- «0
et soit k le nombre des facteurs de N. Le premier membre sera infini d'ordre A" -}- 2 ix -|- a pour m = o ; il en sera de même du second. Donc Q est un polynôme de degré jJt. -r i, tel que
Q — Ap,^ipV-^^u-{-. . . 4- Aq.
La comparaison des valeurs principales donne immé-
diatemcnt
AjA-M = [{k-h2 jjL -m) (^ -h 2 [x) — n{n -+- 1)] a^,. Les coefficients suivants sont évidemment de la forme
A M 11= Jl>M "ÛJm j • • > ) A.Q ^^^ X>() flCCQy
Bp^, . • . , Bq étant des fonctions linéaires et homogènes en ûKmj • • • ) cLq, L'équation
donnera
A: -f- 2fJL =;/l.
Les autres équations
fourniront ensuite les rapports des inconnues a^, . . . , a© si leur déterminant est nul, ce qui donnera pour h une équation de degré [jl -h i .
Cela posé, si n est un nombre pair 2 m, on pourra supposer k = o^ ik = m, ce qui donnera m -+- 1 valeurs admissibles pour A.
On pourra encore poser A* = 2, u. = m — i, et l'on obtiendra m valeurs pour h; soit 3 m valeurs en prenant successivement pour N les trois produits de deux facteurs qu'on peut former avec les o^ao^^*
Le nombre total des valeurs de A, pour lesquelles l'équation admet une solution de la forme désirée, sera donc
m-hi -i-3m:rz2/i-t-i.
Si n est un nombre impair 2/?i-hi, il faudra supposer: 1*^ /f ^^ I, ^L=zm, d'où m -t i solutions, ou 3(7n -H i) en prenant successivement pour N chacun des trois facteurs 0*^0 w; 2° ou ^ =:= 3, |ji r=r m — I , d'où m solutions.
Le nombre total des valeurs de h qui fournissent des solutions de l'espèce NP sera donc
3 ( m 4- I ) -t- /n — 2 /i H- 1 , comme dans le cas précédent.
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232. M. Halphen a montré qu'on peut ramener aux équations de M. Picard les équations
à coefficients elliptiques, lorsque les rapports de leurs intétégrales sont des fonctions uniformes.
Soit, en effet, a l'un des pôles des fonctions /?|, . . ., /?„. L'équation déterminante qui correspond à ce point sera
/•(/• — i)...(r — /i-}-i)-hûrr(/* — i)...(r — /n-2)4-... = o,
a désignant le résidu de p^ par rapport au point a.
Les quotients des intégrales étant uniformes, les racines de cette équation différeront les unes des autres de nombres entiers. Si donc on désigne par r Tune d'elles, leur somme sera égale à
nr -r- e,
e désignant un entier.
Mais cette somme est égale à
On aura donc
n(n — i) nr -k- e - . — a.
Faisons la somme des égalités analogues pour les divers pôles a contenus dans un parallélogramme de périodes. La somme des résidus a étant nulle, il viendra
«Sr =r entier.
Donc Sr est un nombre commensurable.
Soit m le plus petit entier tel que la quantité
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soit un entier. Posons
UiLy"n[a(«-«)r.
Si nous changeons u en mH- amto (20) désignant une période primitive quelconque) ^{11 — a) se reproduira, multiplié par
gS m Y] ( li-f-mo)— a )-4-OTiri
et 0-— se reproduira, multiplié par Donc P se reproduira multiplié par
et sa dérivée logarithmique -rj sera accrue de
2mTj 7 /• — 2T) - ^::=0.
Donc -p est une fonction elliptique aux périodes 2/no>i,
p// p/y Il en sera de même de -p-j -p- > • • • ? en vertu de la formule
récurrente
V^ _ d Pi^-» PH^-» P'
Posons maintenant
La transformée en z sera
du'*
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et si nous divisons par P, les coefficients seront des fonctions elliptiques aux périodes 217110^, 2ma>2, oit pt^pz^ ... admettent ces périodes.
D'ailleurs, l'intégrale générale 5 = ^ de cette équation est uniforme; les points critiques de >s = *^ sont : 1® les points
pour lesquels y et P sont tous deux de la forme
(a -4- 2m,(i>i -\- 2mj(o,)'*S,
S désignant une série de puissances entières; ces points seront donc des pôles pour z; 1'' si l'entier E est négatif, les
zéros de o- — > lesquels seront aussi des pôles pour z.
L'équation transformée appartiendra donc au type de jM. Picard, sauf que les périodes des coefficients ne seront plus 2(0f, 2(02, mais 2//ic0|, 2/no>2*
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CIIAP[TRE IIL
I. — Notions préliminaires
233. Tout système (Inéquations aux dérivées partielles F = o, F| = o, ... entre des variables indépendantes x^^ ..., Xn, des fonctions de ces variables Utj , . , y Um ^^ leurs dérivées jusqu^à l'ordre/? peut être remplacé par un système ne contenant que des dérivées partielles premières.
En effet, chacune des dérivées partielles d'ordre p^ qui figurent dans les équations, est, par définition, la dérivée première d'une des dérivées partielles d'ordre/? — i; celles-ci sont des dérivées premières de celles d'ordre /> — a, etc. Si donc nous prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles d'ordre <!/>> les équations F = o, F< = o, ... ne contiendront plus que des dérivées premières; et il en sera de même des équations qui définissent chacune de nos inconnues auxiliaires, et qui, jointes aux précédentes, constitueront un système évidemment équivalent au système primitif.
On peut donc se borner à considérer les systèmes d'équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. Il est même permis de supposer que les dérivées partielles n\ figurent que linéairement, à la condition de joindre aux équations différentielles certaines conditions accessoires.
Soit en effet
Xj, . . . , Xfl j Ul, . . . ) liffg l X
àlt,n\
un semblable système. Prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles -t-^> •••> ;)-'-' ^^^ nous représente-
rons par/7||, ..., pmn* Le système donné équivaudra au suivant :
/ \ ' t ( JTj, . . • 1 ^;j î Wj, • • • } Ufn î /'lij • • • > p/nn) — ^i
D'ailleurs, pour que F, . . . soient identiquement nuls, il faut et il suffit : i° qu'ils s'annulent pour une valeur particulière Ç| de la variable ^i ; 2** que leurs dérivées par rapport à Xt soient nulles. Nous pourrons donc remplacer les équations (i) par les suivantes :
/o\ j *^('»t)'''> *^a 1^1} • • • > '^//» } Pll9 • • • » Pmn ) ^^ 0>
pour a:, ::rz $,, et
ÔF ÔF dF
(4) { ^ ÔF âpu . ^ ÔF dp,nn__.
Or les équations (u) et (4) forment un système d'équations linéaires, auquel il suffira de joindre les conditions accessoires (3).
Fi = o, ..., F/ 1=0
entre n variables indépendantes x^^ . . ., ^r^ et m fonctions
W|, . . ., Um sera en général incompatible, si le nombre i de
ses équations surpasse le nombre m des fonctions inconnues.
Supposons en effet que les équations données renferment
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les dérivées partielles des fonctions u jusqu'à Tordre/?. Joignons à ces équations leurs dérivées partielles successives par rapport aux diverses variables indépendantes. Il arrivera nécessairement un moment où le nombre des équations obtenues surpassera celui des fonctions u et de leurs dérivées partielles qui y figurent. En effet, lorsque nous prenons les dé rivées partielles d'ordre A: des équations primitives, nous ob-
tenons «— ^ r équations nouvelles; d autre
part, nous introduisons comme nouvelles inconnues les dérivées partielles d'ordre p -{- k des fonctions w, dont le
nombre est m— ^ — ^- Le nombre sera
inférieur au précédent, dès que A* commencera à satisfaire à
l'inégalité
iZ> m
A partir de ce moment, le nombre des équations successivement obtenues croîtra plus vite que celui des inconnues et finira par le surpasser. Éliminant alors ces inconnues, on obtiendra une ou plusieurs relations <ï> = o, <I>, = o, ... entre les variables Xi^ • , , , Xn'y celles-ci étant indépendantes par hypothèse, on voit que les équations données seront incompatibles, à moins que <l>, <I>f , . . . ne soient identiquement nulsy ce qui donnera autant d'équations de condition nécessaires pour que les équations F| = o, ..., F/=o puissent subsister simultanément.
23S. On voit de la même manière qu'un système de m équations aux dérivées partielles
F, =1 o, . . . , Fm~o
entre x^, . . . , ;r« et /w fonctions Wj , , » . y Um peut en général être ramené à un système d'équations
* i_ o, *,r:rO,
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ne contenant plus qu'une seule fonction inconnue u^ ; car^ en joignant aux équations proposées leurs dérivées partielles successives, il arrivera un moment où le nombre des équations obtenues surpassera celui des fonctions U2j . • ., Um et de leurs dérivées partielles. L'élimination de ces inconnues donnera de nouvelles équations <> = o, ^i = o, . . , entre j:i, . . . , Xny M| et ses dérivées partielles.
Considérons un système d'équations aux dérivées
partielles
entre les variables indépendantes x^, . , . , Xn et m fonctions Wi, • • • , Wmî et soit Ta Tordre des dérivées partielles les plus élevées de la fonction u^c dans ces équations. On pourra, en remplaçant Xt^ . .., Xft par de nouvelles variables indépendantes
Iyi = Cj I J^i 4- . . . -f- Cj ,1 JTf^ , . J^n -— - ^/il '^ï i" • • • ~T~ C,ifiX ,1^
choisir les constantes c, de telle sorte q^e chacune des dérivées -r— -S • • • > -:i — ^> • • • figure dans les équations trans-
formées.
En eflet, on aura
dx, -'dj. -^'df.
Chacune des dérivées partielles des fonctions M|, . . ., Um par rapport aux variables Xi, . . . , ^„ s'exprimera donc linéairement au moyen des dérivées partielles du même ordre prises par rapport aux nouvelles variables ^< > • • • ? J0<«
Posons, pour abréger,
L'une au moins des équations données , par exemple
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Fi = o, contiendra des dérivées partielles d'ordre r^ de la fonction Ut ; soient
Poii...a„i /^a,...a„» • • •
dF ces dérivées partielles. La dérivée -^— sera de la forme
Go G2, . . . n'étant pas identiquement nuls et ne contenant, ainsi que Go, aucune dérivée de £/| d'ordre >► Ti. Transformons cette équation par la substitution (5); il
viendra
dF, _ ^F, ÔF,
R' étant linéaire par rapport aux dérivées partielles d'ordre Tf + I de la fonction i/|, autres que celle que nous avons mise en évidence.
Les autres dérivées d'ordre r< -f- 1 qui figurent dans l'expression de -~ donnent un résultat analogue.
On aura enfin
Fo, Fi, ... ne contenant les nouvelles dérivées partielles de W| que jusqu'à l'ordre r«.
On aura donc, pour transformée de -. — j l'expression dF, • dF,
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R ne contenant pas la dérivée ^ ' .. ^/ • D'ailleurs le coeilicient
de "T-y-i^f ne peut être identiquement nul; car, en Texprimant au moyen des anciennes variables x^ il devient
et comme G|, G2, ... ne sont pas identiquement nuls, il ne peut évidemment s'annuler que pour des valeurs particulières des constantes c. En ayant soin d'éviter ces valeurs, on voit que
contiendra la dérivée , r-t-i ^ ^® 9^^ serait évidemment impossible, si Fj ne contenait pas la dérivée -<-— •
237. Nous nous bornerons à considérer le cas où les équations transformées ont pour premiers membres des fonctions
distinctes des dérivées -\-— -> •••> -t-tt^* En les résolvant
par rapport à ces dérivées, nous pourrons mettre le système sous la forme normale
4>i, . . ., ^m étant des fonctions des variables indépendantes Xd •••î^/i,des (onctions U|, ..., Um et de leurs dérivées partielles jusqu'à Tordre Ti, . . ., r^ respectivement (celles de ces dérivées qui flgurent aux premiers membres étant exceptées).
Théorème. — Les quantités y ^^ ..., ynj Wi> •••> w^» •••î
> TL^-^ a — ' * •• qui figurent dans les fonctions ^1, ..., ^m
étant traitées comme des variables indépendantes, soit
J. — Cours» HT. 20
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a,, ...,«;,, èjjj..., . .., 6;jo..., . .., fca.a....» ••• un système quelconque de valeurs de ces variables aux environs duquel 4>,, — ^^ soient développables par la série de Taylor. Soient d^ autre part
rfe^ fonctions quelconques de y2y . . ., V;» développables par la série de Taylor aux environs du système de valeurs a^j ... 5 CLjfi, et telles en outre que Von ait en ce point
ri — ^oo... • • • » "^V»- ~ ^a,a....-
On pourra déterminer, et cela d^une seule manière, un système de /onctions Ut, . . ., Um des variables y^ , . . ., y„^ développahle par la série de Taylor aux environs du point ai, . . ., a^y et qui satisfasse aux équations (6) ainsi quaux conditions initiales suivantes :
âu^ . d^^-^^Ui
Cette proposition fondamentale est due à Cauchy. M*"" de Kowalewska en a donné une démonstration élégante, que nous allons reproduire.
238. Considérons tout d'abord le cas où les équations aux dérivées partielles proposées sont du premier ordre, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles, et ne contiennent pas les variables. indépendantes, de telle sorte que le système (6) se réduise à la forme
(8) ^^-y Gi,j^
(/nz I, 2. . . ., m; /: = I, 2, . . . , m; /= 2, . . ., aï), où les G sont des fonctions de W|, . . . , Um»
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L^énoncé du théorème général se réduira alors au suivant :
Soient b*^ . , ,^ b'^ un système de valeurs de Ux, . . ^ "m, aux environs duquel les fonctions G soient développables par la série de Taylor; at, ..., an d^ autres constantes quelconques. Soient^ d' autre part^ cp,, ..., ç^ des fonctions de y^j ..., //i, qui se réduisent respectivement à 6*, ..., é"* pour y^z= ai^ ..., jK/j= ««> ^^ yw* soient développables par La série de Taylor aux environs de ce système de valeurs. On pourra déterminer d^une seule manière un système de fonctions Ut, . . ., w« des variables y^^ . . ,, y„y dcveloppables par la série de Taylor aux environs du point y^z= a^^ , , ,, yfi=z ani qui satisfassent aux équations (8), et enfin se réduisent respectivement àot, ..., ^mpoury^-^a^^
Nous supposerons, pour simplifier l'écriture, que ai, ..., a„, é*, ..., 6"* soient nuls, ce qui ne nuit pas à la généralité de la démonstration, car on pourrait au besoin prendre pour variables indépendantes j>'« — ai, . . ., yn — ««et pour fonctions inconnues u^ — 6*, ..., Um. — 6'"; enfin, considérer à la place des fonctions (pi, ..., cp/» les fonctions Os — b\ ..., ^m— b'".
D'après les hypothèses faites, les fonctions G^^ sont développables en séries, de la forme
(9) Gl,.= ^Ai^i....«ï.w;^....
Ces séries étant convergentes tant que les modules de e/f . Uo', . .. seront assez petits, on pourra déterminer deux constantes M, r, telles que l'on ait
et, a fortiori,
On aura de même
'^^^^%.%-yM'->
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et 1*011 pourra déterminer deux constantes N, p, telles que Ton ait
(") |Bp.p...l< p,ip,i... ^»-;^:
Les fonctions cherchées w<, ..., Um^ devant être développa- Lies suivant les puissances de j^«, . . ., ^^ pour^< = o, seront de la l'orme
(12) «,. = çp,. -h <Pn 7, H- ©,., jî 4- . . . ,
?/i9 f/2} ••• étant des séries qni procèdent suivant les puissances de^2> •••i^/i«
Remplaçons, dans les équations (8), les fonctions G^^, puis les fonctions ui par les développements (9) et (12), et égalons les coefficients des mêmes puissances de j^i dans les deux membres; nous obtiendrons, pour dé terminer les coefficients ^iii " y ?/{i> " '1 une série d'équations de la forme suivante :
(ï3) (î^-+-09i,ïi+i — ^^i^-»-»»
Fi'tH-i étant une somme de termes dont chacun est le produit: 1° d'un entier positif; 2° d'un des coefBcients A ; 3° d'un produit de séries (p dont le second indice ne surpasse pas [jl; 4" d'une dérivée partielle de Tune de ces fonctions <p.
Les formules (i3) fourniront, par voie récurrente et sans ambiguïté, les valeurs des diverses fonctions cp/|i sous forme de séries procédant suivant les puissances de y2j ■••? J^n, chaque terme ayant pour coefficient un polynôme formé avec les coefficients A, H et dont chaque terme est affecté d'un facteur numérique positif.
Nous trouvons ainsi une solution unique; mais, pour prouver qu'elle est acceptable, il reste encore à établir la convergence des séries obtenues.
239. Or il est clair qu'on diminuera les chances de convergence en remplaçant les coefficients A, B par les limites supérieures (10) et Ti i) de leurs modules; mais nous allons
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prouver que, même dans ces conditions défavorableSy la convergence subsiste lorsque j^i , . . . , J'» sont suffisamment petits. On a, en effet, dans ce cas,
(3f, -f- aj-f-...) ! ., w*»M*'-. . . _ M
et de même
en posant, pour abréger, y^-\- . . . 4- j>',i n^ /.
Les équations aux dérivées partielles deviendront donc
àfi" , «, -i- . . . -r- u,n Zàkj àyi
et les conditions initiales seront
(i5) "'~~I1"^ pourjj^^o.
Posons
Les équations (i4) et (i 5) se réduiront aux deux suivantes
(17) 4/= -- ^ pourjjino.
Or l'équation (16) étant mise sous la forme
son premier membre est le jacobien des deux fonctions i( et
f I ^ j t -r-Mm(n — I )yi . Elle équivaut donc à la rela-
tion
^T-^)^4-Mm(/i-i)j,r=F(4.),
F étant une fonction arbitraire. Cette fonction sera déterminée par la condition (17), laquelle donne
ou, en posant
~ — P, doù t=: T-.- >
OV
Donc <J^ sera déterminé par l'équation
Les deux racines de cette équation se réduisent respectîve-
ment à zéro et à — pour ^^4 :== o, / :— o. Aux environs de ce système de valeurs, elles sont développables en série convergente suivant les puissances de yt et de /. Prenant celle de ces deux séries qui s'annule pour y^ = o, t^^o, on aura la fonction cherchée ^(jKn ^)) dans laquelle on n'aura plus qu'à substituer t=y2~i-- • «-r-jK/i pour obtenir les développements de //,, . . . , w,«, qui seront évidemment convergents tant que les
modules des variables y seront moindres que > R désignant le rayon de convergence de la série A(^,, t) par rapport aux variables j^4 et t.
240. La démonstration du théorème général du n° 237 se ramène aisément au cas particulier que nous venons de discuter.
Prenons, en eflet, pour variables auxiliaires les dérivées partielles
qui figurent dans les équations (6) et, pour plus de symétrie, posons en outre Ui= />i.o,...« Les équations (6*) et (7) deviendront
(«9) />i..o.o.... = ?f ' pourVi~ai et «i < r,-.
Ces dernières équations, dérivées par rapport à r2, . . . , ^„, donneront plus généralement
(20) K.a,....««=^s7:j; ~^^ pour/jnrai et a,<r/
et, par suite,
/?a,.a,...,a« = ^i..a,....a„ pour Ji — a,, . . . , j^z^ a^,.
Enfin, si l'on pose j^j = ai dans les équations (18), il viendra
(21) A^r.,0.0,... = *i(«l»-Mrn,?i,..., J^^'— '••• 1 pou
r y — cil.
Aux équations (18), (19), (20), il faut encore joindre celles qui définissent les dérivées partielles /?a,,a, a„i ^ savoir
(22) — -j- --/>a,+ i,o,o...., SI ai<^^/
et
Les relations (20) et (21) expriment d'ailleurs que les équations (23) et (18) sont satisfaites pour ^4 = a,. En tenant compte de cette condition, on pourra évidemment remplacer ces équations (23) et (18) par leurs dérivées partielles par rapport à >'« .
On trouve ainsi, en supposant aj )> o par exemple, Si aa était nul, mais ol^ >> o, on trouverait de même
(23/ ^/^«i.O.g,... __ ^/^tt,-4^1.0.««-l. ••
et, enfin, si a2, . . . , a„_, étaient nuls, d'où a„ >- o,
Prenant enfin la dérivée partielle des équations (i8) par rapport à^i, et substituant dans le second membre aux dérivées partielles des p leurs valeurs (22), (aS'), (aS''), ..., (23"), il viendra
ày, -ày,-^Zdpi,o o^"*"'"'"'
dp
2^ <^iyâ..o... ,a,
àVn
241. Nous avons ainsi remplacé le système des équations (6) et des conditions initiales (7) par celui des équa-^ tions (22), (23)', (23)", . . ., (23)'" et (24) et des conditions initiales (20), (21). Nos nouvelles équations sont du premier ordre et linéaires ; mais elles ne sont pas homogènes et contiennent encore en général les variables indépendantes yif . . .,^rt. Pour achever de les réduire à la forme voulue, introduisons de nouvelles variables auxiliaires ^1 , . . . , tn définies par les équations
Elles satisfont aux équations aux dérivées partielles
<^yx ày, dyt
£quàtions aux dérivées partielles. 3i3
cl aux conditions initiales
(26) ti — ai, ^î = /,, ..., ^, = J« pour 7, — a,.
Il est clair que ces conditions suffisent à les déterminer. Joignons ces conditions aux équations précédentes et transformons d'ailleurs celles-ci : i** en y remplaçant dans les dérivées partielles de O/ les variables indépendantes jKi, ...,JK« parles quantités équivalentes ^1, ..., tn] 2** en multipliant tous les termes des seconds membres qui n'ont pas en facteur
une dérivée partielle des inconnues p par ^ -' j qui est évidemment égal à I. Cette transformation opérée, les inconnues p et t seront fournies par un système d'équations linéaires et homogènes du premier ordre, auquel on devra joindre les conditions initiales (20), (21), (26) qui ont lieu
Les valeurs des variables tt, . . . , /« et /?â„a„. ..a» pour
jKi = <3E|, . . ., j';,= an sont d'ailleurs a<, . . . , a„ et &«,,«, 0,^.
Aux environs de ce système de valeurs, les fonctions ^i sont par hypothèse développables suivant la série de Taylor; il en sera de même de leurs dérivées partielles.
Toutes les conditions nécessaires à l'application du théorème du n** 238 se trouvant ainsi remplies, nous obtiendrons pour les inconnues t et />, et en particulier pour les inconnues primitives
des séries procédant suivant les puissances dej^i — ^i> • ••> j/n — ^/i 6l satisfaisant à toutes les conditions du problème. Les fonctions Ui ne sont définies par ces séries que dans la région où celles-ci sont convergentes; mais on pourra suivre leur variation de proche en proche par les mêmes procédés que nous avons employés pour l'étude des équations dilTérentielles à une seule variable indépendante.
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242. Considérons Téquation aux dérivées partielles linéaire et du premier ordre
(i) P,/?iH-...-hP„^„:^Z,
où P^, . . ., P„, Z sont des fonctions des variables indépendantes^!, ..., Xn et de la fonction inconnue 3; />,, ...,/?„
dz dz
désignant les dérivées partielles -r-^ > • • • j
La fonction z étant supposée définie par une équation implicite
cherchons à déterminer la forme de la fonction <[>, de telle sorte que l'équation (i) soit satisfaite.
L'équation (?/) dérivée par rapporta xi donnera
Substituant dans (r) les valeurs des dérivées partielles/?/ tirées des équations (3), il viendra
Pour que la valeur de z tirée de (2) satisfasse à l'équation (i), il sera donc nécessaire et suffisant que l'équation (4; soit une conséquence de (2).
Gela posé, intégrons le système des équations différentielles
dx^ dXn dz
Les équations intégrales, résolues par rapport aux constantes d'intégration C|, . . ., c^, prendront la forme
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fi» •••) f/i étanl des fonctions de x^, , . ., x„y s. On sait (42) qu'en posant
F désignant une fonction arbitraire, Téquation (4) sera identiquement satisfaite.
Nous obtiendrons donc une solution de l'équation (i) en déterminant z par Péquation
F(?i, ■ • •,?«) voilais il n'est pas établi que cette solution soit la seule possible, car il n'est pas nécessaire, pour qu'on ait une solution, que Téquation (4) soit identique. Il suffit qu'elle soit satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de x^j . . ., Xn^ 2 qui satisfont à 4> = o.
Pour déterminer les autres solutions, s'il en existe, nous remarquerons que les équations (5) ayant pour intégrales générales les équations (6), les équations (5) ou les équations équivalentes
P, dxx — Pi dx^ — o, . . . , Prt dx^ -- P, dx„ --^ o,
Z dx^ — IPydz^izo
sont des combinaisons linéaires des équations
On aura donc, en désignant par An, ...; B|, ... des fonctions de ^<, . . ., Xni z faciles à déterminer,
(7 ) Pfdxi^ Pi dxi= Ail d^ï H- . • . -''- ^in ^?/i>
(8) Z dx^— P^dz r=Bi cf©i +. . .-t- B,j d^^-
Multiplions les équations (7) respectivement par pi^ ...,
pij ... et retranchons-en l'équation (8). En tenant compte
de l'identité
dz =z pi dxi H- ... 4- p» dxn
et posant, pour abréger,
2^ ^ikPi— ^k — Cjt,
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il viendra
(P,/7|-h...4-P„/?„ Z)û?x, — \ Ckdof,.
Si nous supposons Téquation (i) satisfaite, cette équation se réduira à
C^rf'f*=o.
Si donc les quantités Q*k ne sont pas toutes nulles, les différentielles d'^\, ..., d'^n seront liées par une relation linéaire, et Ton aura entre les fonctions ^ une relation
C'est la solution trouvée tout à l'heure. Reste l'hypothèse
Lij "^^^ Oj • • • » ^k — 0> • • • •
Ces équations, combinées avec l'équation donnée
Pi/>i-+-..-+-P«/>«— Z,
déterminent />«, ,...pn^z en fonction de X|, ..., Xn» Les valeurs ainsi obtenues fourniront une solution si elles satisfont aux relations
dz
ce qui n'aura évidemment lieu que dans des cas très exceptionnels.
Applications. — i® Soit à intégrer l'équation aux
dérivées partielles
âz dz
ôjc dy
des cylindres parallèles à la droite (^x = az^ y =^ bz). On
formera le système
dx dv ,
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dont rintégrale générale est
X — a- = 6', y — ^3=:Ci.
L'équation proposée a donc pour intégrale générale
4>(j" — ûtw, r — bz) =1 o.
2"" Considérons Féquation aux dérivées partielles
des cônes ayant leur sommet au point a, p, y. On formera
le système
dr dv dz
x — % / — P - — If
dont rintégrale générale est
log(.r — a) =r^ ïog(^ — ï) -*" const., log(j; — P) = log(^ — y) -h const.
ou
=z const., " =l: const.
L'intégrale cherchée sera
\ -— ï - — 7/ 3° Considérons Téquation aux dérivées partielles
des surfaces de révolution autour de Taxe - = •--==- •
a (i Y Nous aurons le système
dx dv dz
ï/ — P^ dz — ^ix pj7 — aj Soit cf/ la valeur commune de ces rapports; on aura dx::={'^y — ^z)dt^ dyz=L{az — '^x)dt, dz:=z(^x — ay)dt.
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On en déduit immédiatement les combinaisons intégrables
X dx -\- y dy -h z dz =1 Of
a dx 4- P û(^ -f- 7 dz :=^o; d'où
x^ ~i- /* H- 5- = const, ax -\-^y -h •^z = const. , et l'intégrale cherchée sera
4" Soit, en dernier lieu, Péquation
dz âz
dx '^ dy *
qui définit les fonctions homogènes de degré n en x^ y. On
formera le système
dx dy dz
d'où
X y nz'
— = const., — rzz const.,
L'intégrale générale sera donc
ou, en résolvant par rapport à -^>
et enfin
244. Passons à l'étude des équations aux dérivées partielles du premier ordre en général. Soit
une équation entre n variables indépendantes Xt, . . . , x„j
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. SlQ
une fonction z de ces variables et n constantes arbitraires ai , . . ., an' En éliminant ces constantes entre l'équation ^=o et ses dérivées partielles
nous obtiendrons, en général, une seule équation aux dérivées partielles
(II) ^{^,^u '"y^n'.Pu '",Pn)----0.
La fonction 5, définie par Téquation (9), sera une solution de cette équation, quelles que soient les constantes «1, ..., a„.
Une semblable solution a reçu le nom (V intégrale complète. II est aisé d'en déduire les autres solutions de Téquation aux dérivées partielles.
On pourra, en effet, dans cette dernière équation, faire abstraction de la condition que /?i, ...,/?„ soient les dérivées partielles de ^, pourvu qu'on y joigne la relation
(12) dz~PidXi-h, . .-{- pndxm
qui exprime précisément cette dernière propriété.
Gela posé, l'équation (11), résultant de l'élimination de au , , . ^ a,i entre les équations (9) et (10), sera algébriquement équivalente à celles-ci, pourvu qu'on y considère les a, non plus comme des constantes, mais comme des inconnues auxiliaires.
Nous aurons donc à déterminer les inconnues ^, aj, .. ., a,,, /?!, ... ^ pn par les équations (9), (10) et (12).
Cela posé, différentions l'équation (9), il viendra
-z- az -f- -r— aa?i -+-...+ -. — da* 4- ... -h ^ — da^ = o oz dx; da, da„
ou plus simplement, en vertu des équations (10) et (12), ( 1 3 ) -r — dax -+-...-+- ^ — dan = <>•
Cette nouvelle équation aux différentielles totales pourra
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remplacer Téqualion (12) pour la détermination des fonctions inconnues. Il existe plusieurs manières d'y satisfaire : 1" On peut d'abord poser
Ces n équations, jointes à (9) et (10), achèveront de déterminer une solution, à laquelle on donne le nom à^ intégrale singulière,
a° Si les -t — ne sont pas tous nuls, Téquation aux différentielles totales ( 1 3 ) montre qu'il doit exister au moins une équation de condition entre les inconnues ai, . . . , a^. Admettons qu'il en existe k distinctes, h savoir
(i4) /i — o, ..., fk — o.
On en déduira, entre les diflérentielles da^, . . . , dan, les A-
relations
(i/"j — o, ..., dfk-^o^
dont l'équation (i3) devra être une conséquence. On aura donc identiquement, en désignant par).|, . . . , X^ des facteurs convenables,
d'où, en égalant les coefficients des diverses différentielles c/a/,
^ ' dût dai dat
Ces équations, jointes au système (9), (10), (i4 )> détermineront toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X. Les fonctions /i, ■ . • , /a restent d'ailleurs arbitraires.
Le système de ces solutions, renfermant des fonctions arbitraires, se nomme Yintégrale générale.
Si nous donnons, en particulier, à A: sa valeur maximum /i,
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les quantités a, étant liées par n équations, seront des constantes, d'ailleurs arbitraires. Nous retrouvons donc, comme cas particulier de l'intégrale générale^ l'intégrale complète d'où nous étions parti.
.On voit par cette analyse que la recherche des solutions d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre
(i6) F{z,Xi, .. .,x„;/?i, ...,^„) = o
se ramène à la détermination d'une intégrale complète.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour arriver à cette intégration ; nous allons exposer les trois principales.
Méthode des caractéristiques, — Posons, pour
abréger,
dF_^ àF _^ àF __^
et soit
(17) ^ = *(^i, ...,^»), P^^ dXi
une solution quelconque de l'équation proposée. A chaque système de valeurs de Xi , . . . , jc,i correspondra un système de valeurs de z et de ses dérivées partielles/?!, . . . , />^.
Nous appellerons éléments de la solution considérée les divers systèmes de valeurs simultanées de Xi, . . . , Xn, Zj p%t ' - • f Pn <iui satisfont aux équations ( 1 7 )•
Soit -S®, xj, p^ l'un de ces éléments. Supposons qu'on fasse varier les quantités Xi à partir de leurs valeurs initiales jTy , de manière à satisfaire constamment aux équations différentielles
g^ dx* dcCj,
(l8) -p- =z:...=z:-p- =z:ûf/,
t désignant une variable auxiliaire, dont la valeur initiale soit nulle.
Les sj^stèmes de valeurs successifs de ces quantités, associés aux valeurs correspondantes des quantités 2, pt^ donne-
J. — Cours, m. ai
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ront une suite d'éléments de l'intégrale, à laquelle nous donnerons le nom de caractéristique.
246. Soient^, j:,-,/>i' l'un de ces éléments; z -h 8>s, Xi-^- Sx,-, pi-\-^Pi un élément quelconque de Tiotégrale, infiniment voisin de celui-là. On aura, par définition,
(19) S« = pi 8^1 -h . . . -JfPn ô^«,
et, en désignant par/^i^ les dérivées secondes ^ — -r— >
(20) ^pi=pn^x^ H-...-f-p;^8j?„.
Soit z -h dz, Xi-hdxi, pi H- dpi un nouvel élément encore infiniment voisin du premier, mais situé sur la caractéristique; on aura de même
(21) dz =/?, rfjc, -h. . .-+-/>« dxnt
(22) dpi=zpiidXi-h,..-hptndjCn.
L'équation (i6), difiérentiée par rapport aux 8, donnera
Z5-C -h \ (X/ û.r; 4- Pt^pi) = o,
et, en remplaçant les quantités P/, 82, Bpi par leurs valeurs tirées des équations (18), (19), (20),
o=\ {Xt'hpiZ)^Xi-h\ \ Pi^'^^'^^'
Permutant les indices i et A: dans la somme double et tenant compte de l'équation (2a), il viendra
o=^^[x, + ;,Z + ^]sx,
et, comme les Sjt/ sont entièrement arbitraires, on en déduira
(23) X^ + /?;Z-h -^ = 0, {iz=zi, ...,n).
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Enfin la difTérentiation de Téquation (i 6) par rapport aux d donne
et, en remplaçant les dxi, dpi par leurs valeurs tirées de (i8) et (a3),
(a4) 0=1 dz — \ ViPidt.
Les éléments successifs de la caractéristique satisferont donc aux équations (18), (28), (24)) qui peuvent s'écrire
/o5^ ^:^'- - ^^^ - - ^^ ^dt
Ces équations différentielles, jointes à la connaissance des valeurs initiales ^®, ^/, p] des variables js, Xi^p^ déterminent complètement la loi de leur variation. Elles sont d'ailleurs indépendantes de la fonction ^. Nous obtenons donc ce résultat remarquable :
Toute intégrale qui contient Pélément ^", x]^ p] contiendra tous les éléments de la caractéristique correspondante.
S47. Les équations différentielles (aS), intégrées en partant du Sj^stème de valeurs initiales 2®, x]y />?, donneront, pour z^ Xij piy au moins tant que les quantités Z, X/, P/, n'auront pas de points critiques, des valeurs parfaitement
déterminées
Iz =/{t,z^,xhpî),
(26) Xi=:^i{t,z\xlp'i),
Ce système d'équations représentera une caractéristique pourvu que les valeurs z®, x% p^ satisfassent à l'équation
(27) F(50, a:?, ...,xlpl ...,/?J) = o,
qui caractérise les éléments des intégrales.
Les valeurs des variables Zj ^/, p/ correspondant ai x divers éléments des intégrales sont ainsi exprimées en fonction des 2/1+ a paramètres t^z^, ^'nPh ^^^ derniers vérifiant l'équation (27).
En laissant z^, x^^ p] constants et faisant varier t^ on obtiendra une infinité d'éléments formant une caractéristique. On doit toutefois excepter le cas où les valeurs de 2®, x]^, />" annuleraient simultanément toutes les quantités P/, X|'+ j9/Z, car les intégrales des équations (aS)^ se réduisant alors à
Z:=:.Zy Xi-=.Xiy piz=zp^^
seraient indépendantes de t^ et la caractéristique se réduirait à son élément initial.
Enfin, en faisant varier 2®, x\^ p\^ on passera d'une caractéristique à l'autre.
Soit maintenant
(28) -^^C-a?!, ...,^,.), P^^'dJ.
une intégrale quelconque. Pour qu'elle contienne un élément donné 2, a?/, /?i, il faut et il suffit qu'elle contienne l'élément initial z^j x^, p] situé sur la même caractéristique, ce qui donne les équations de condition
Ces 71 + I équations, jointes aux équations (26) et (27), caractériseront les éléments qui appartiennent à l'intégrale. On retrouvera donc les équations (28) de l'intégrale en éliminant les paramètres t, z^^ xj, p^ entre les équations (26),
248. Réciproquement, considérons l'ensemble des caractéristiques pour lesquelles les paramètres 2®, x^y p^ sont liés par n + I équations de condition quelconques
(3o) njnro, ..., cj;, zz: o.
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 3a5
Entre ces équations et les équations (26) et (27), on pourra éliminer les paramètres z^, ^?, /)f , ^, et Ton obtiendra ainsi, entre les variables z^ ^r,-, /?/, n 4- i équations,
d^où Ton pourra tirer en général les valeurs de z et des pi en fonction des Xi.
Le système des éléments qui satisfont à ces équations constituera une intégrale si les valeurs ainsi obtenues satisfont aux relations suivantes :
(3i) F(5; a:,, ..., j?„; Pi, ...,/>«) = 0
et
2i9. L'équation (3i) est identiquement satisfaite. Soit on cflct, Zj Xij Pi un élément quelconque du système considéré.
En donnant aux paramètres t et z^j x^ , p^ des accroissements infiniment petits, dt et Bz^, Sx^^, S/7^% ces derniers compatibles avec les équations (27) et (3o), on obtiendra un élément z -h As, Xi-\- A^/, /?/-}- A^/ infiniment voisin du premier, et les différenlielles totales As, Aj?/, A/?/ seront évidemment de la forme dz-\-Zz^ dxi-{-Bxi, dpi-\-Bpi^ en désignant par dz^dxij dpiles différentielles partielles provenant de la variation de t, par Sz, Zxi, hpi celles qui proviennent de la variation des autres paramètres, js^, x^ , p\.
Les différentielles dz^ dxi^ dpi satisfont aux équations (25), d'où l'on déduit aisément les combinaisons suivantes
(33) dz—\ pidxi = o,
(34) o = Z c?5 -+- \ (Xidxi -i- P/ dpi) = -^~dt.
Donc F est indépendant de t. D'ailleurs, pour £ = o, il se
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réduit à
r(Z } ^li » » 'i ^ni Pli • ' 'J Pa/i
qui est nul en vertu de l'équation de condition (27).
250. Il reste encore à satisfaire aux équations (32 ). Ce système d'équations est équivalent à l'équation aux difTérentielles totales
As — y Pi Ax/ = o.
Remplaçant Az, A^ipar^f^ + Sjs, dxi+ Zxi, et tenant compte de (33), cette égalité se change en
85 — \ pi 8j7/ = o.
Désignons par U le premier membre de cette équation, et cherchons comment il varie avec t»
On aura
d\J=^d^z — \ dpilxi — \ pidlxi;
d'ailleurs
dlz'=.hdz-=\ (Ipidxt-^ pidlxi).
Donc
dl} = \ ( ^Pi dxi — dpi ^Xi )
ou, en remplaçant les dxi^ dpi par leurs valeurs tirées des équations (aS),
c/U=y {Ft^pi'^Xi^Xi'^Zpt^Xt)dt; mais l'équation F = o, difTérentiée par rapport aux t, donne
d'où
cfU=— z/^83— y pi^xi\dc = ^ZUdi.
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Celte équation intégrée donnera
- / Zdt
Do désignant la valeur initiale de U.
Il est clair que, tant que Z n'aura pas de points critiques, comme nous Tavons supposé, l'exponentielle restera finie. Donc, pour que U soit identiquement nul, il sera nécessaire et suffisant qu'on ait
(35) o = Uo = 85^ — y pf Sx?.
251 . Les solutions de cette équation aux diflTérenti elles to* taies se trouvent aisément par la méthode du n^ 2i4.
Cette équation montre d'abord que z^ est une fonction des X®. D'ailleurs, les a« -h i quantités ;5®, x^, p] étant liées par l'équation F = o et les /i + i relations (3o), dont nous cher chons à déterminer la forme, il existera une relation au moins entre les quantités o;^. Supposons qu'il en existe k distinctes, telles que
(36) ^,{x\y...,x%) = o, ..., Vit = o,
et soit en outre
(37) z^z=:yp{x\,...,xl).
On déduira de ces relations par la difFérentiation
8v, = o, ..., 8^A = o, 8so = 8^-
L'équation (35) devant être une conséquence de celles-là, on aura identiquement
Uo = 8V — y />? Sx? = X, 8V, -H. . .-+- X;fc8v*,
les \ étant des multiplicateurs convenables. Égalant séparément à zéro les coefficients des diverses différentielles tx\
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on aura les n équations
quî, jointes aux équations (^6), (27), (36), (37), représenteront rintégrale, les fonctions ^, ^*|, . . ., W/^ restant arbitraires.
252. La solution précédente donne lieu à diverses remarques :
i^ Le système d'éléments déterminé par les équations précédentes ne représente une intégrale, dans le sens attaché jusqu'ici à ce mot, que si Ton peut en tirer les valeurs expliciles des quantités z, pi en fonction des ^/, ceux-ci restant indépendants. Il n'en serait pas ainsi dans le cas particulier où Ton pourrait déduire de ces équations une ou plusieurs relations entre les Xi. La considération de ces systèmes, qui ne fournissent pas des intégrales proprement dites, est pourtant utile dans beaucoup de cas. Pour en tenir compte, il conviendra d'élargir la définition de l'intégrale en donnant ce nom à tout système d'éléments z, xij pt dépendant de n variables indépendantes et satisfaisant aux relations
F = O, dz:=: Pi dx^ -+-,,, -h Pn ^^n
2° Nous avons admis dans notre analyse que le système des valeurs initiales <s®, x^ ^ p^ représentait un point ordinaire pour les fonctions Z, X/, Pi et n'annulait pas simultanément les quantités P/, X/-I-/7/Z. S'il existait donc quelque intégrale dont tous les éléments fussent des points critiques de Tj, X|, P| ou annulassent les P/ et les X|* -|- />jZ, elles échapperaient à la méthode précédente; mais il est clair que ces intégrales singulières ne peuvent se rencontrer que dans des cas particuliers.
"^ j 253- Parmi les intégrales fournies par notre analyse, il en
est deux qui méritent une attention particulière.
La première s'obtient en posant k = n. Les quantités js®, x^j satisfaisant ainsi à n + i relations, seront des constantes; leurs différentielles 82®, Zx^ seront donc nulles et l'équation (35) sera identiquement satisfaite.
On voit donc que les équations (26), (27) de la caractéristique représentent une intégrale si Ton y considère les z^j x^ comme des constantes arbitraires et les p^ comme des inconnues auxiliaires.
L'intégrale ainsi obtenue est une intégrale complète, car elle contient n (et même n-f-i) constantes arbitraires. D'antre part, on ne peut déduire des équations qui la définissent aucune équation aux dérivées partielles
distincte de la proposée F = o ; car, si l'on avait une semblable identité^ en y faisant / = o, on trouverait
relation qui ne résulte pas des équations (a6), (27)-
254. On obtiendra une autre intégrale remarquable en admettant qu'il n'existe entre les paramètres ^^, x^^ que les deux relations
(39) -z^=«ï'(j?;,...,^J), a?; = const.
Les autres équations à joindre à celles de la caractéristique pour obtenir l'intégrale seront, d'après l'analyse précédente,
Pourlavaleurparticulière^« = ^J, on aura/ = o, a?a = a:J,..., z = z^. Ces valeurs initiales étant liées par la relation {'ig)^ on voit que nous avons résolu le problème de déterminer une intégrale z satisfaisant à la condition
z = V(art, . . . , Xn) pour Xi = x\f
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W désignant une fonction arbitraire. L'existence d'une semblable intégrale avait déjà été établie au n"^ 235.
255. Lorsque le nombre des variables indépendantes se réduit à deux, les résultats qui précèdent peuvent s'interpréter géométriquement.
Une intégrale ^ = O (a?i , X2) représente une surface. Chaque système de valeurs de z, Xt, x^ représente un point; /?|, p^ sont les coefficients de l'équation du plan tangent.* Chaque élément de l'intégrale définit donc un point et le plan tangent correspondant.
L'équation aux dérivées partielles
devient, en y remplaçant p^ , p^ par leurs valeurs tirées des équations de la normale,
M — ^i Sî — X^ ^ — Z
F|^2,^i,^., --ç-:^^. --ç3ryj = o,
équation d'un cône, dont la normale sera une génératrice.
Une caractéristique représentera une courbe et la développable circonscrite à la surface intégrale le long de cette courbe, et le théorème du n^ 246 pourra s'énoncer ainsi :
Deux surfaces intégrales tangentes en un point z^^ x\^ x\ sont tangentes tout le long de la caractéristique déterminée par ce point et le plan tangent correspondant.
Toute surface intégrale aura pour génératrices des caractéristiques. En particulier, l'intégrale complète du n^ 253 sera formée par l'ensemble des caractéristiques issues d^un même point.
256. Première méthode de Jacobi. — Soit à déterminer une intégrale complète de l'équation
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On peut réduire le problème au cas où z ne figure pas explicitement dans l'équation.
Supposons en effet z déterminé par Péquation
On en déduira
Substituant les valeurs de ^i , . . ., p„ ainsi obtenues dans (4o), il viendra
(43) ¥=z^(zyXi, ...,a?«.
dY dY dY\
dz' dx, ' dxj
Si donc nous déterminons une fonction V des n -j- 1 variables z^ Xi^ .••, Xfi qui satisfasse identiquement à cette équation (laquelle ne contient pas V explicitement), on obtiendra une solution de Téquation primitive en déterminant z
par l'équation
Si d'ailleurs la solution V que l'on a trouvée contient n
constantes arbitraires &«, . . . , b^ de telle sorte que le jaco-
ôY bien J des quantités ^ — par rapport à ces constantes ne soit
pas nul, la valeur de z sera une intégrale complète de l'équation primitive; car, d'une part, elle contient n constantes arbitraires et, d'autre part, le jacobien J| des quantités
"Â ^P*^ T~ P^^ rapport aux constantes b ne sera pas identiquement nul ; car, en y donnant aux quantités pi les valeurs particulières o, il se réduit à J. Donc on pourra tirer des équations (4^) ^^^ valeurs des constantes pour les substituer dans (40' ^^ ^^ fournira une seule équation F = o.
L'équation <> = o étant résolue, pour plus de sim
dY plicité, par rapport à -771 prendra la forme
///N àY ^„/ dY dY\
dz ' "V*-"--"^'*'da7/ ' dxj
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Désignons par H ce que devient le second terme de cette
équation lorsqu'on y remplace les dérivées partielles ^ par
des indéterminées/?/; et formons les équations différentielles ordinaires
^ dz ~^ dpi^ dz dxi
Nous allons établir que la détermination d'une solution V de Téquation (44) satisfaisant aux conditions requises et l'intégration du système canonique (45) sont deux problèmes entièrement équivalents.
S58. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu la solution demandée
Les équations
où les ai désignent de nouvelles constantes arbitraires, seront l'intégrale générale du système (45)*
En effet, les équations (46), différentiées par rapport à la variable indépendante z, donnent
d«V V <*'V dx^ dpi
dxi dz j^k àx( dxfc dz dz
(47) \ ^«v y a«V dxk _
âbi dz ^k db( dxk dz
Mais, d'autre part, en remplaçant dans l'identité (44) l^s ^— par leurs valeurs pi^ elle deviendra
et, en prenant les dérivées partielles, par rapport aux Xi et
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aux bif on trouvera
^ ^ <^^V V àW dpk
dbidz ^kàpk àbi u ^ailleurs on a
dni, __ d^y dpk__ d^y
ÔJL'i ôxi dxje dbi dbi dx^
Substituons ces valeurs dans les équations (48) et retranchons ensuite chacune déciles de sa correspondante du système (47j); il viendra
Y à^y (dxi, _ ^\ _ dpi d\\ ^kàxidxfe \ dz dpk) dz dxt
Zjk àbi dxk \ dz dpk) "
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport
aux quantités —r^ — -r — > -^ + -^ — • D'ailleurs le détermi- * dz dpk dz oxf
nant des coeflicients n'est autre chose que le jacobien J des
dy
dérivées partielles -r — par rapport à 6,, ..., 6^, lequel, par
OXk
hypothèse, n'est pas nul. Nous obtenons donc, comme conséquence des équations (4^)) ^^ système d'équations diiTé-
rentielles
dxk ô\l dpi àH
dz dpk dz axt
qui n^est autre que le système (4^)*
259. Réciproquement, supposons que par un procédé quelconque nous ayons réussi à obtenir une intégrale générale des équations (45). Elle fournira les valeurs des Xi, pi
en fonction de j3 et de a/i constantes arbitraires C|, . .., c^n* Soient d'ailleurs a,-, bi les valeurs des ar,-, pi pour une valeur initiale donnée z^ de la variable z. On pourra déterminer les constantes c au moyen des ai, bi. Substituant ces valeurs dans les équations intégrales, celles-ci prendront la forme
(5o) pt = f^t{z, ûT,, . . . , a„, 6,, . . . , bn)i
où les a/, 6|' peuvent être considérés comme de nouvelles constantes arbitraires.
Le jacobîen I des fonctions // par rapport à a^ . . . , an n'est pas identiquement nul; car, pour la valeur particulière z = z^^/i se réduisant à a/, I aura pour valeur Tunité.
Les équations (49) peuvent donc être résolues par rapport aux ai et fourniront les valeurs de ces quantités en fonction des z, Xi, bi. Il résulte de là que toute fonction des quantités z, Xi, pi^ ai, bi peut s'exprimer à volonté, soit par les j3, aif bi seulement, soit par les z, Xi, bi.
Cela posé, désignons par U ce que devient la quantité
lorsqu'on l'exprime au moyen de ^, at, bi] et considérons l'expression
V=\ a^cbk-^ f Vdz.
Changeons simultanément z en z-\-dz^ et a/, bi en a/+ 8(2|, 6/ -H 86/; Xi sera accru de la quantité
dont nous représenterons respectivement les deux termes par dxi, 8:r /;/?,' et V éprouveront des accroissements analogues
\pi=:dpi-+'^Pi,
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(5i) AV=rfV-+-8Vn:U€/3+y {ak^bk + bkUi)-\- Ç llidz.
Or on a
ou, en supprimant les termes qui se détruisent et remplaçant ^ — > -^ — par leurs valeurs tirées des équations diiTérentîelles (45)
D'ailleurs
où
/ h\}dz — y\ Pk ^^k\^^^S Pk o^A— y ^/. 8a*. D'autre part,
Substituant ces valeurs dans (5i), il viendra
AV— \ {pkdxk-^Pk^^k-^-ak^bk)'-lldz = \ {pk ^Xk -h ttk Ibk) — II ds.
Celte relation entre les différentielles totales AV, Ajta, 86a, dz montre que, si Ton exprime V en fonction des variables z^ Xki b/tf on aura
Les équations (Sa) donnent, entre les variables z^ x/t, pk et les constantes a^, 6^» ^^ relations nécessairement distinctes; car chacune d'elles contient dans son second membre une quantité p on a qui ne figure pas dans les autres. Ces équations ne sont donc autre chose que le système des équations intégrales (49) et (5o) mises sous une forme nouvelle.
Quant à Péquation (53), elle se transforme, lorsqu'on y
remplace les /^^ qui figurent dans H par leurs valeurs^ — ,
en l'équation aux dérivées partielles (44)-
La solution V que nous avons ainsi obtenue pour celte équation satisfait aux conditions requises; car elle contient n constantes arbitraires 6|, . . ., bny et d'autre part le
jacobien J des dérivées -r— par rapport à ces constantes n'est
pas identiquement nul; car, en donnant à z la valeur parti-
culière z^^ -c — =/?* se réduisant à 6a, J sera égal à l'unité.
On voit immédiatement que si, à la solution V que nous venons de trouver, on ajoute une nouvelle constante arbitraire a, on aura une nouvelle solution V H- a à n-\- i constantes arbitraires, et qui sera une solution complète de (44)-
261 . Nouvelle méthode de Jacobi et Mayer, — Les deux méthodes précédentes pour l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre ont pour caractère commun de ramener le problème à l'intégration complète d'un système d'équations aux différenlielles ordinaires.
Jacobi a donné une nouvelle méthode, considérablement
perfectionnée depuis par MM. Lie et Mayer, dans laquelle on considère successivement une série de systèmes d'équations différentielles, dans chacun desquels il suffit de déterminer une seule intégrale. Cette méthode s'applique d'ailleurs sans difficulté, ainsi que nous allons le voir, à la recherche des solutions communes à plusieurs équations aux dérivées partielles simultanées.
Soient
(54) F,(arj, ..., a:„, /?,,..., />„) = o, ..., F;„=:o
ces équations, où nous supposerons pour plus de simplicité qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue par Tartifice du n® 236. Pour que ces équations aient une solution commune, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer des fonctions Pi des variables indépendantes xi^ qui satisfassent à la fois à ces équations et aux relations
<55) ^PL^p,
qui expriment que p^ dxs +. • • 4- />// <^^J^w est une différentielle exacte; car l'intégration de cette différentielle donnera immédiatement la valeur correspondante de z,
262» Soient Fa = o, Fp = o deux quelconques des équations données. Prenons la dérivée de la première par rapport à Xi\ il viendra
àxi Zdk àj»k àxi Multipliant par -^ et sommant par rapport à i, il vient
2ji dxi dpi ZàiZdk àpi dpk àxi On trouvera de même, en permutant a et ^,
Zài àxi dpi Zji Zuk àpi dpk àXi
J. — Cours y III. a a
Retranchons cette équation de la précédente après avoir permuté les indices de sommation i et k dans la somme double; il vient
gg . Zdi\àj:'i dpi dxi dpi)
2^i2ukàpi ôpk\dxi dxk)
Mais la somme double s'annule en vertu des équations (55). On aura donc simplement
„_V (dVaOl'^ <?Fp<)F«\ .pp.,
A^insî, des équations primitives F| = o, . . ., F;;j= o, jointes aux conditions (55), on déduit entre les Xi^ pi de nouvelles relations
(Fa, Fp)r=o.
Si parmi ces équations il en est qui ne soient pas une conséquence algébrique des équations (54)> on pourra les leur adjoindre, recommencer les mêmes opérations sur le système ainsi complété, et ainsi de suite. On arrivera finalement, soit à un système contenant plus de n équations distinctes, auquel cas le problème sera impossible, soit à un système
(57) Fi = o, ..., F^=o,
tel que les équations nouvelles (Fa, Fp)= o qui s'en déduisent, ou soient identiquement satisfaites, ou soient, tout au moins, une conséquence algébrique des précédentes.
Lorsque cette dernière circonstance se présente, elle pourrait donner lieu à quelque incertitude. Pour la lever, résolvons les équations (57) par rapport à [jl des quantités /> qui y figurent; elles prendront la forme
Les nouvelles équations
(/>« — /a, /'.s— yp) = o,
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qui se déduisent de celles-là, ne contiennent plus/?], .. •^ pa] elles ne peuvent donc être une conséquence des équations précédentes. Elles fourniront donc des relations nouvelles, qui permettront de continuer la série de nos opérations, à moins qu'elles ne soient identiquement satisfaites.
Nous arriverons donc nécessairement, ou à constater l'impossibilité du problème, ou à former un système
(57) Fi=:o, ..., Fj,= o, jouissant de la propriété qu'on ail identiquement
(58) (F«,Fp) = o.
Un semblable système a reçu le nom de système complet.
Une équation unique F4 = o peut être considérée comme constituant un cas particulier des systèmes complets, correspondant à |x = I.
263. Étant donné, en général, un système complet tel que (5^), cherchons à déterminer une nouvelle équation
qui, jointe aux précédentes, forme encore un système complet.
Le premier membre de cette nouvelle équation devra satisfaire aux [JL équations simultanées aux dérivées partielles
(59) o=(^, F«)=2,U:i^ Wi "■ Wi à^ir
Ces équations linéaires forment un système jacobien, d'après la définition du n® 63.
En effet, on a
Zji\àxi dpi dpi dxi) ZàkXàxk dpk dpk àjCf,)^ ZâiKàXi àpi dpi dxi) 2uk\àxk dpk àpk dx^)^
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en posant, pour abréger,
dxi dpidpk dpi dxidpk [ _ _^ /p p x dj?i- dpidpk dpi ôxidpk
_'Y 1 ^•^' àpidxk ôpi dxidxk \ j3_ p p
dj7, àpidxk dpi dxidxk
Mais (FoE, Fp) est identiquement nul; donc les A^, B^sont nuls, et notre proposition est démontrée.
Le système (Sp) admet donc des solutions et son intégration se ramène à celle d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles à a/i — [x variables, ou, ce qui revient au même, à l'intégration d'un système de in — [/.équations linéaires ordinaires. On connaît d'ailleurs [x solutions du système, à savoir F^, . . . , ¥^. L'ordre du système s'abaisse donc encore de |x unités et se réduit à a/i — 2 [x.
264. Supposons qu'on en ait trouvé une intégrale (pi, laquelle, en tant que fonction des p^ soit distincte de F{, . . . , F(A. 11 est clair qu'on peut y ajouter une constante arbitraire ai, sans cesser d'avoir une intégrale. Donc le système
sera complet.
On déterminera de même une nouvelle équation çj-j-a2=o contenant une constante arbitraire a^ et formant avec les précédentes un système complet, en trouvant une intégrale d'un système d'équations différentielles d'ordre 2/1 — 2 [x — 2, et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait obtenu un système complet
Fj=ZO, ..., F||.=x:o,
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Les valeurs des /?/, fournies par ce système, rendront pxdx^-^, . .+ pndxn différentielle exacte; car, en tenani compte des relations (Fa, Fp) = o, les équations (56) se réduiront à
ZdiAJk àpi dpk \dxi dxk)
Le déterminant R des quantités -r-^ n'est pas nul, car nous
avons opéré de telle sorte que les F^ , . • . , ¥n fussent des fonctions distinctes des/>/; donc les quantités
y dV^fdpk dpi\
que ces coefficients multiplient seront nulles. D'ailleurs le
déterminant des coefficients -7-^ est encore égal à R et dif-
dpk °
férent de zéro. On aura donc
àpk _ àpi_ __ ^ dx, ôxk '
ce qu'il fallait démontrer.
265. Les quantités /?«, ..,^pn étant déterminées par les équations Fj = o, . . . , F,^ = o, il ne restera plus qu'à intégrer la différentielle exacte /7| dx^ 4-. . .-h /?„ dxn. On trouvera ainsi
s = 4;(^,, ...,a:„;a,, .. ., a;,_pt) -f- «,
a étant une nouvelle constante arbitraire.
Nous obtenons de cette manière une solution du système des équations aux dérivées partielles F4 = o, . . . , F^ = o, contenant n — [i. + i constantes arbitraires, et qu'on pourra appeler une solution complète du système.
En prenant les dérivées partielles de z par rapport aux diverses variables X| , . , ., Xn^ on obtiendra les équations
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manifestement équivalentes aux équations
F| =zo, . . . , Fj4 = o,
De cette solution complète on déduira immédiatement toutes les solutions du système
(60) Fi=o, ..., F^ = o.
En effet, soient z une semblable solution; /?|, ..., p^ ses dérivées partielles; enfin a\y . . . , cin^^^ ^ des inconnues auxiliaires, déterminées par les relations
On aura, en différentiant cette dernière équation,
(62) dz^=i -r ^J7i-4-. . .H- ;r ^X;» -h — L-^ia, -+-. . . -+- rfx — O.
D'ailleurs, des équations (60) et (61), on déduit
et, comme
dz -=z pi d.Vi -4- ...-+-/? ,4 dXfi,
l'équation de condition (rta) se réduira à
(63) -x^ day -H . . . -+- -. — '— da^^^ -4- ^a = o.
Cette équation aux différentielles totales s'intégrera comme au n° 2i4.
266. Il existe une classe particulière d'équations aux dérivées partielles auxquelles on peut étendre la méthode d'intégration par différentiation exposée au n** 34 pour les équations différentielles ordinaires.
Soient, en effet, Z, X|, . . . , X,,, P|, ..., P^, p des fonc-
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tîons des 2 /i -h- 1 variables 2,^1, > > », ^ny Pn ■ * • » Pny satisfaisant identiquement à la relation
Supposons que, les variables o^o •••7 ^n restant indépendantes, on pose
Pi=x:r» •'•» /^» =
et qu'on veuille déterminer z par Téquation
Zm o,
on aura là une équation aux dérivées partielles du premier ordre qu'il s'agit d'intégrer. En la diiTérentiant, on aura
et, en tirant la valeur de dZà de l'identité (64) et remarquant qu'on a par hypothèse
dz =r p^ dxi -h ... -h pf^ dx^j
il viendra
P, t/Xj + . . . -4- P„ dX„ = o.
On pourra satisfaire à cette équation aux différentielles totales :
i^ Ou bien en posant
ces équations, jointes à Z = o, détermineront une intégrale singulière ;
2^ Ou bien en posant entre les X un certain nombre d'équations de condition
qui, jointes aux suivantes,
et à Téqaation Z= o, fourniront une intégrale générale.
Pour trouver la forme générale des équations aux dérivées partielles du premier ordre auxquelles la méthode précédente est applicable, nous aurons à déterminer, par le procédé qui a déjà été exposé plusieurs fois, la forme générale des fonctions Z, X/, P|', p qui satisfont à Téquation aux différentielles totales (64)-
267. L*équation aux différentielles totales (64) équivaut évidemment au système des équations suivantes aux dérivées partielles
* dx, = - P'^"
Opi
Ces équations peuvent être remplacées par d'autres, d'une forme très remarquable, et que nous allons établir.
Nous désignerons, pour abréger, par -z — l'opération ■z \-pi-TZ9 et par le symbole [UV] l'expression
^i\dpi dxi dpi dxi) A. la place des équations (66), on peut écrire les suivantes
qui s'en déduisent, en y ajoutant la première équation multipliée par /?/•
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Cela posé, donnons aux variables indépendantes z, ^/, pi deux systèmes distincts d'accroissements infiniment petits dz, dxi, dpi et Ss, Sj?j, 8/>i, satisfaisant aux relations
( 69 ) dz-=z\ Pi dxi^ Sx? = \ Pi dxi.
Soient (iZ, rfX,-, </P| el5Z, SX/, SP/Ies différentielles correspondantes de Z, X|, Pi.
LMdentité
dZ — VP/ ^/ = P ( c?5 — y Pi dxA ,
différentiée par rapport aux 8, donnera, en tenant compte de {%),
8 dL — y (8P/ tfX/+ P, 8 ^X,)
=: p 8 d/^ — \ ( 8/>/ e/j7/ -h /?/ 8 dxi) .
Permutant les d avec les 8 et retranchant la nouvelle équalion ainsi obtenue de la précédente, il viendra
(70) y (ûfP/oX/— e/Xi8P/) = py {dpilxi^dxilpi). Or on a, d'après la relation (69),
de même
Substituons ces valeurs dans l'identité (70) et égalons séparément à zéro les coefficients des diverses différentielles
rf/?A, dxk^ il viendra
d'où, en changeant les S en cf et résolvant par rapport aux quantités dx^i dp^^
dxi.'=:
jS/-^^"".
IdPi
- -^^ dP àpk
dXi
th
^—iiia-'-s-')-
Ces équations doivent être identiques à celles que l'on obtiendrait en résolvant les équations (71), (72) par rapport aux dxk^ dpk* Les deux déterminants
et
dXj dx
dPi^ dxk
I à?j_ P àpk
I dPj_ 9 dxk
àpk
àpk
1 ^^ ? àpi
I ^X p dx
satisfont donc à la relation AA| = i .
Mais, d'autre part, si dans A| on permute les n premières lignes avec les n dernières, puis les n premières colonnes
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%vec les n dernières, si l'on fait sortir du déterminant les fao
leurs - et — i, communs à une même ligne ou à une même
colonne, et enfin, si Ton permute les lignes avec les colonnes, il viendra
De cette équation , combinée avec la précédente, on déduit
Donc, si p n'est pas nul, A sera différent de zéro. On en déduit que les fonctions Z, X/, P/ sont indépen* dan tes. Considérons en effet leur jacobien
dZ dZ
dz
dxi
dX,
dz
dx^
dPn
dz dxi
dZ àpn âX,
àpn
àpn
En aljoutant aux colonnes de rang 2, . . . , /i -4- 1 la première colonne, respectivement multipliée par />«, . . .,/?/<, on
aura
dZ dZ dZ
OPn
J = dz dXi ôpn
àPn
dz
dxi
dX,
dz
dxi
dP„
dPn
dz dxi
Retranchons de la première ligne les n suivantes, respectivement multipliées par P|, • . • , P;, ; il viendra, en vertu des
348 TROISifeXB PASTIE. — CHAPITRE III.
équations (65), (67), (68),
Donc J n'est pas nul.
P dz
dpn
dpn
= pA=itp"+^
268. Soit maintenant u une fonction quelconque de z^ x/, Pi, On aura
ji^k dXf, ôpk
ou, en substituant pour dxky dpk les valeurs (73),
Faisons en particulier 11 = Xjt, puis a = P^^; il ^nendra
prfX,.=^^([P,X^]6fX,— [X,X;t]^/), p^;t=^^([P|P*]^/-[X,P;t]^/).
Les difTérentielles d^iy dPi étant indépendantes, ces équations devront être identiques ; on en déduit
[P,X,]=p, [PyX*] = 0.
Faisons enfin u = Z. L'identité (64) donne, en remarquant que dz — \ pidxi= o,
rfZ=yP<</X/.
On aura donc ces nouvelles relations
[P,Z] = pP„ [X,Z] = o,
qui y jointes aux équations (74)9 seront équivalentes à la relation (64).
269. Supposons qu'on ait trouvé un sj'stème de /i + i fonctions indépendantes Z, X/, satisfaisant aux relations
On pourra déterminer sans |difficulté et d'une seule manière les /i + I autres fonctions P/, p par les équations
ffL
dxi
àpi p dXj.
Les 2/1 équations (67) et (68), qui doivent déterminer les n inconnues P/, forment un svstème surabondant; mais il est aisé de voir qu'elles sont toujours compatibles. On a, en effet, les identités
X(*'S-'''^'f)=-"'""i-2/'tx.x.i
qui fournissent n relations distinctes entre les A/, B/j car l'un au moins des déterminants formés avec les éléments du tableau
dXn dxi
àpi
diffère de zéro, puisque le déterminant A, qui est une fonction linéaire de ces déterminants, n'est pas nul.
Ceci montre d'une part que, parmi les a/i équations (67) et ( 68), il y en a nécessairement n qui sont des conséquences des autres, et d'autre part que, parmi ces équations, il y en a
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toujours n essentiellement distinctes, dont la résolution donnera les inconnues P^.
Soit
I a\ Tff àz dz d*z \
une équation aux dérivées partielles entre les variables indépendantes Xi, , . .<f Xn et ui}e fonction inconnue z. On pourra remplacer cette équation par le système des deux suivantes :
(77) Ff -j-a?!, "'iX„, p^, . . .,/?„, -^Ji ... j»
dz — \ Pi dXi =: o.
Soient Z, X/, P/ des fonctions de z, xi^ pi déterminées comme ci-dessus, de manière à satisfaire à Tidentité
cfZ — Y Vi dXi rrr p fdz — V /?; dx^ .
Substituant dans les équations (77) les valeurs de z, Xi^ Pu
-f-i . ... en fonction de Z, X/, P/ et de leurs dérivées par-
tielles par rapport à X|, X2; . . . , on aura de nouvelles équations
*( Z, X|, . . .,X„, P|, . . ., Prt, . . ., ^^» •• • > ^^j •• -j»
f/Z— yP/^/X/=:o,
équivalentes à Téquation aux dérivées partielles
^/„ Y ^ àZ dZ dZ d«Z \
Cette équation transformée est du même ordre que la primitive.
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S71* Les transformations de ce genre, auxquelles M. Lie a donné le nom de transformations de contact, ont une grande importance. L'une des plus simples est la suivante, déjà considérée par Legendre,
C'est bien une transformation de contact, car on a
dZ — \ P| dX i^=z — dz -h\ (pi dxi -h Xi dpi ) — \ Xi dpi
= — ( dz — > pidxi J .
Cette transformation est d'ailleurs réciproque, car on déduit des équations ci-dessus, résolues par rapport à ^, xi^ //<,
5=— Z-+-\ P,X/, ^/=P/, Pi—^h
in. — Équations aux dérlyées partielles du second ordre.
272. Parmi les équations aux dérivées partielles à deux variables indépendantes et d'ordre supérieur au premier, la plus simple est évidemment l'équation monôme
Il est facile de trouver son intégrale générale.
En effet, prenons pour variable auxiliaire la dérivée
---- = M ; on aura
dx
Donc, pour une valeur constante de y^ la quantité f/, considérée comme fonction de x seul, aura sa dérivée m*^*"* nulle; elle sera donc de la forme
Ao -+- A| X -f- • . . -H A/;i_| X ~ ,
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Ao, • • • t A;it_i étant des quantités indépendantes de x et, par suite, des fonctions, d'ailleurs arbitraires, de la seule variable y,
La valeur de u étant ainsi déterminée, on aura
•\ — ^^ A 0 ~f~ A 1 JT •+- . . . -f- A •■ ^ 4 J7 •
Désignons par Yq, . . ., Y,;,_4 des fonctions de y, ayant respectivement pour dérivée /i'*"™'' A©, . . . , P^m-\* L'équation précédente admettra la solution particulière
Ç = Yo H- Y, a? -f- . . . 4- Y,„_, a?'"-* .
Pour obtenir la solution générale, posons
L'équation deviendra
et donnera
(7= Xo-h X,7 H-. . . + X«_, v«-\
Xo, . . . , X;,_j étant des fonctions arbitraires de x. On aura donc finalement
a zz: Yo -{- Y, ^ H- . . . -h Y„,_i .r'"-», H- Xo -+- X, j + . . . 4- X«_, 7«-».
D'ailleurs A^, . • . , A,„_, étant des fonctions arbitraires de j', leurs intégrales n}^"^''* Y©, . . . , ^m~\ seront également des Fonctions arbitraires.
En particulier, l'équation du second ordre
dx dy aura pour intégrale
Considérons avec Euler Téquation plas générale
dx' ôx dy dy^ '
a, 6, c étant des constantes.
Changeons de variables indépendantes, en posant
dc, P, Y, s étant des constantes.
On aura
dx âl âr^ ' dy ai d^i '
LVquation transformée sera donc la suivante :
Soit en particulier
a — Y = i, P = ^i, T = ^i> X| et X3 étant les deux racines de Téquation
a-f-26X 4-cX' = o.
Les termes en -y^y j-j disparaîtront, et l'équation transfor-
mée, se réduisant à
aura pour intégrale générale
/et f désignant des fonctions arbitraires.
Si l'équation en X a ses deux racines égales, les deux nouvelles variables Ç et 7) ne seront pas distinctes. Le procédé J. — Cours, m. 23
précédent doit donc être légèrement modifié. On prendra, dans ce cas, a= i, B = ). et on laissera v et 8 arbitraires.
Les quantités a -+- b\ 6 4- cX étant nulles, le terme en ^jt-ts'annulera; Téquation se réduira à
et aura pour intégrale générale
274. La méthode précédente, convenablement généralisée, permet de ramener à une forme plus simple Péquation
ôa:^ dx Oy dy^ '
où A, B, C sont des fonctions de x^ y, et M une fonction de dz dz
Soient, en effet, Ç, tj deux fonctions de x, y, que nous prendrons pour nouvelles variables indépendantes; on aura
dz dz â^ dz &r\
dx di dx dri dx
dz dz d^ dz .dT\
dy ~~ dl dy dri dy
dx^ " d5* \dx) "^ dr^' \dx) '^'^ d\ ôf, dx dx
dz d^ dz d'ri dk dx^ dTi dx*
d^z d^z d^ a? d^z dr\ dri
dxdy d$* dx dy dr^^ dx dy
d'z fd^dri dji dV\ dz d^l dz d^fj dldri \dx dy dx dy) d\ dxdy dr^ dxôy
dy' ■" d^' \dy) "^ d^i» \dy) '^^d'^dn dy dy dz d^ dzd^ ■^d; dy' "^ dri dy''
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée^ on aura une transformée de même forme
où
\dx ) dx dy \ày) '
Ces deux coefficients s'annulent donc si Ton prend pour \ et y\ deux intégrales distinctes de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
Le premier membre de cette équation est un produit de
deux facteurs X-r — h V-'T'^ ^'« ;5 — ^ f^' ^"~' ^^ ^^^ égalant
séparément à zéro, on aura deux équations linéaires du premier ordre; leur intégration donnera les fonctions \y r\y dont l'introduction comme variables indépendantes réduira la proposée à la forme plus simple
Cette méthode serait en défaut si le premier membre de (i) était un carré parfait; car Ç et tj, déterminées par une même équation linéaire, ne seraient pas distinctes. Mais, en prenant dans ce cas, pour 7), une intégrale de cette équation et, pour Ç, une fonction quelconque, on voit aisément que B' s'annulera ainsi que C, de sorte qu'on obtiendra une transformée de la
forme
d^z „/^ dz dz\
Parmi les équations de la forme (a), nous considé
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rerons en particulier Téquation de Laplace
OÙ M, N, P, Q sont des fonctions de x, y seulement. En prenant pour variable auxiliaire la quantité
(4) ^+M4; = «, Péquation proposée pourra s'écrire
(5) ^-hN«4-Q-hAxî=:o,
en posant, pour abréger^
P_fî_MN = A.
ox
L'équation (3) est donc équivalente au système des deux équations simultanées (4) et (5). Ce système s'intègre immédiatement si A = o. En effet, l'équation
ne contenant de dérivation que par rapport à x^ deviendra^ pour une valeur constante de j', une équation aux différentielles ordinaires, linéaire et du premier ordre, dont on déterminera aisément Tintégrale générale sous la forme
U\ étant une intégrale particulière et G une quantité constante pour y constant et, par suite, une fonction de y seul, d'ailleurs arbitraire.
Substituons la valeur de u ainsi trouvée dans l'équation (4)- Cette équation, ne contenant de dérivation que par rapport à y^ pourra de même s'intégrer comme une équation aux différentielles ordinaires, à la condition de remplacer la con-
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stante d*intégration par une fonction arbitraire de x. On aura donc, pour ^, une expression où figurent deux fonctions arbitraires, l'une de x^ l'autre de y.
276. Supposons, en second lieu, que A soit difierent de zéro. L'équation (5) donnera
Substituons cette valeur dans (4) et posons, pour abréger, K oy ày
il viendra
équation de même forme que la primitive. Si elle peut être intégrée, la formule (6) donnera la valeur de z.
Cette intégration pourra se faire immédiatement si l'on a
ax ôxoy ày dx
= -3-^ h2A-4--r-H-MN — P.
ox ày oy
Sinon, opérons sur la transformée comme nous l'avons fait sur l'équation primitive; nous ramènerons son intégration k celle d'une nouvelle transformée
dx dy dx dy
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laquelle pourra se faire si Fou a
o-A -«^'logA. ... àN dM,
oxoy
Continuant de même, nous aurons un nouveau cas d^intégrabilitéy si la quantité
. _^MogA,
^•"~ dxdy ^^^' ^'
est nulle, et ainsi de suite.
277. L'équation primitive ne changeant pas de forme si l'on y permute a; et M avec y et N, nous obtiendrons évidemment une seconde série de cas d'intégrabilité analogue à la précédente en formant successivement les quantités
Considérons l'équation de Liouville
àx ôy
Posons
âz
Il viendra
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et, en prenant la dérivée par rapport ky^
dxdy dy dx ^
Cette équation peut s'écrire ainsi
ou, en intégrant,
Soit i({y) = — r ^,: V une solution particulière de cette équation; on aura
dy ^ ' ^ aX /'*
et ces équations n'apprendront rien sur les fonctions <]/ et /, la fonction F étant arbitraire.
Pour avoir la solution générale, posons
u étant une nouvelle variable, il viendra
du rir) ^ , ^
ou, en multipliant par — "^ , »
ou
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Intégrant par rapport à^, il vient
et enfin
379. Étant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre
où nous posons, pour abréger, -^^ =/>, -^^ = y, j-^ = /*, ••.,
proposons-nous de lui appliquer la transformation de Legendre. Soient
les nouvelles variables, et désignons par P, Q, R, S, T les
j , . , ,. ,, d2i ôTi d*7t
dérivées partielles w' ;yy ' Ivî' * * "
On aura
dL-=z X dp -\- y dq -\-p dx -^ q dy — dz =ixdp -hydq =ix d\ H-/ c/Y, d'où
et, par suite,
5=PX-4-QY-Z.
On aura ensuite
rfX= dp ^=r dx -^s dy ^ dY =.dq =zs dx -h t ûf>, c^x =t/P = RûfX H- S onf, dyz=dQ = S^ n- Tt/V,
et, en éliminant cOL et cfY,
da: = {Rr 4- bs) dx H- (Rs 4- S^) dy,
df/ = (Sr + T5) dx H- (S^ -4- TO d/;
d*où
R/-4-S* = I, Rs-hS^ =0,
Sr-i-T5 = o, S^+T^zni, et enfin
HT— S* RT— S« RT— b-
L' équation transformée sera donc
Fn'X-ï-QY-"Z,P,Q,X,Y, IïtIIsî» "-f^fllsi' rt— SV^^'
280. Nous allons appliquer cette transformation à Téquatîon aux dérivées partielles des surfaces dont les rayons de courbure principaux sont égaux et de signe contraire.
Nous avons donné (Calcul différentiel, n" 337) Téquaiion du second degré, qui détermine ces rayons de courbure. Égalant à zéro la somme de ses racines, on obtiendra l'équation diflTérentielle cherchée
Par la transformation de Legendre, elle deviendra
(8) (I 4-X*)R + 2XYS -h (I -h Y*)T=: o.
Diflférentiant par rapport à X, on trouvera
(9) (,4-X*)~-+-2XY^-f-(i-l-Y*)^-t-2XR4-2YS = o.
Mais on a
dP
dx „
dP
~ àY-
dx dY'
dS
<rr
dX-
dX*'
dX
~ dXd\'
dx-
dY'
dY*
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L'équation (9) peut donc s'écrire
La difTérentiation par rapport à Y donnerait pour ^ la même équation aux dérivées partielles. Enfin, en tenant compte de la relation (8), on vérifiera aisément que
satisfait encore à cette même équation.
Pour intégrer l'équation (10), nous la simplifierons suivant la méthode du n^ 274, en remplaçant X, Y par de nouvelles variables indépendantes \, tj, qui satisfassent à l'équation aux dérivées partielles
Cette dernière équation, décomposée en facteurs, donne la suivante :
(II) (n-X«)^+(XYq:v/-.-X«-Y«)^ = o,
dont l'intégration se ramène à celle de l'équation différentielle ordinaire
dX. _ dY
ou
(la) (i-^X«)^=XYii=v/-i-X«-Y«.
Prenons la dérivée de cette équation et remplaçons-j
I-+-X'' XY— v/-i— X* — Y
Éliminons le radical entre les deux équations équivalentes qui donnent Ç; il viendra
i-*-X«-h(i-hY«)î«-aXYÇ = o, d'où
On trouvera de même
(i5) X=:Y7iH-V^-l-V.
De ces deux équations on tirera
Ar= r ) ï =: ^ •
L'équation (10), exprimée au moyen des nouvelles variables Ç, 7|, prendra la forme
OÙ les coefficients M, N ont pour valeurs
M = (.-HX.)^-HaXY^-H(. + Y.)^J
Or ces deux coefficients sont nuls. En effet, Téquation (ii) à laquelle satisfont Ç et y) peut aisément se mettre sous les deux formes équivalentes
(-6) (XY±:v/-i-X'-V)g+(.+Y>)^=o,
' f—X±: - \^± /_¥— 2^ \ÛIL-
Ajoutons à cette dernière équation la dérivée de (i i) par rapport à X et celle de (i6) par rapport à Y ; il viendra
(i+X')^ + 3XY^5^+(,+Y«)^.
, ^du ^ du
Prenant successivement pour u les fonctions Ç, t], on aura M = o, N = o.
L'équation transformée se réduira donc à
et aura pour intégrale générale
* et ^'' étant des fonctions arbitraires.
281 . Il résulte de Tanalyse qui précède que les surfaces cherchées appartiennent à celles dont les coordonnées peuvent s^exprimer en fonction de deux paramètres ^, 7) par des équations de la forme
7 = <Ï>,(P)4-Vj(r.), 5=::*,($)+V,(t.).
Ces dernières surfaces jouissent de la propriété géométrique d'être engendrées (et cela de deux manières différentes) par la translation d'une génératrice de forme invariable. Il est clair en effet que les courbes tj = const. représentent les diverses positions d'une même courbe déplacée parallèlement à elle-même. De même pour les courbes Ç = const.
Nous allons poursuivre l'étude du problème, pour achever de préciser la nature des surfaces cherchées.
282. Puisque x est la somme d'une fonction de ^ et d'une fonction de 7^, nous pourrons poser
f ei^ étant arbitraires. Cela posé, on a
d'où
Y étant supposé constant dans l'intégration. Or les équations (i4) et (i5) donnent, dans cette hypothèse.
Substituant ces deux valeurs de e/X dans les intégrales correspondantes, et intégrant par parties le second terme de cha-
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cune d^ elles, il viendra
C désignant une fonction de Y.
Pour obtenir maintenant y, nous aurons à prendre la dérivée partielle de cette expression par rapport à Y, en supposant que les variables indépendantes soient X, Y. On a, dans cette hypothèse, en prenant les dérivées partielles des équations (i4) et (i5),
<)5 dif-i-^
S+Y-JÇ + "^ ()Y "=**'
''■^^^ï-^ àY = °-
En tenant compte de ces relations, la dérivée de Z se réduira à
Mais jK doit être de la forme ^(i)-l-^(T^); et son dernier
terme ^ est une fonction de Y, qui ne peut être de cette
forme que s'il se réduit à une constante. D'ailleurs on peut fondre celte constante dans la fonction arbitraire ^ , de telle sorte qu'on ait simplement
La quantité G qui figure encore dans l'expression de Zsera une constante qu'on peut supprimer en la fondant avec les intégrales.
Il ne reste plus qu'à déterminer la quantité
En y substituant les valeurs trouvées de â?, y, Z et tenant
compte des relations (i4)et (i5), il viendra
Nous avons ainsi exprimé les trois coordonnées x^ y y z des surfaces cherchées au mojen des paramètres Ç, r\.
283. Considérons l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
où M, ç sont des fonctions données de a:, y^ z, /?, y, dont l'une au moins contienne p ou gr, et ^ une fonction arbitraire.
Prenons les dérivées partielles de l'équation. Il viendra
d^ rdu du du oui
du \^dx ^ dz dp dq \
ô^ r àv di' di^ di' 1
d^ r du du du du~\
du [ dy dz dp dq J
d^ r di^ dv dv di^l
^^ tày dz dp dq\
Eliminant le rapport -r— I -^-> on obtiendra une équation
du second ordre, de la forme
(18) Hr4-2K5-hL^ + M+N(r^ — 5')=:o,
où H, K, L, M, N sont des fonctions de x, y y z, />, q.
L'équation (17) du premier ordre est dite une intégrale intermédiaire de cette équation du second ordre.
Réciproquement, étant donnée une équation du second ordre de la forme (ï8), on peut se proposer avec Monge de reconnaître si cette équation admet une intégrale intermédiaire et de déterminer celle-ci lorsqu'elle existe.
284. Supposons que l'équation (i8) admette une inlégrafe intermédiaire (17). Soit V ce que devient le premier membre de l'équation (17) pour une détermination donnée à volonté de la fonction 4>. En changeant ^ en ^ — c, c désignant une constante arbitraire, on obtiendra l'équation
comme cas particulier de (17).
Toute solution de cette équation satisfera donc à l'équation (18). Mais elle satisfait en outre aux deux équations
â\ d\ dV âW {20)
ÔJc ^ oz dp 0/
âV ÔY dV âW Of rJz dp d(]
obtenues en prenant les dérivées partielles de (19).
Tirons de ces équations les valeurs de r, s pour les substituer dans (18); il viendra
(21) P-hQ^ = o,
en posant, pour abréger,
^/dv dy\()\' ..fàwy .,/(?v dwy o H/^^^V i,^V()v .fdwy
^/âV d\\dy ^fdV ây\dV
L'équation (21) doit être une conséquence de l'équation (19). Mais les seules relations indépendantes de la constante c que celle-ci établisse entre ^,^, z, /?, q, r, s, t sont évidemment les relations (20). Or, si nous supposons que V
contienne /?, le déterminant (-r— ) des relations (20), par
rapport à r et 5, étant ^ o, on ne pourra en déduire aucune relation nouvelle, indépendante de r et de s; donc l'équa* iion (21) ne pourra subsister que si Ton a identiquement
Ce sont deux équations simultanées du premier ordre, auxquelles la fonction Y doit satisfaire. En général, elles sont Incompatibles ; mais, si elles ont des solutions communes, chacune d'elles donnera une fonction Y, telle que l'équation V=c entraîne comme conséquence l'équation (18).
285. Ces équations P = o, Q = o sont du second degré par rapport aux dérivées de Y; mais elles peuvent être notablement simplifiées.
En effet, éliminons entre ces deux équations la quantité
1 ^ P ~JI* nous obiendrons cette nouvelle équation
+ (HL-MN-K«)^^y=o;
d'où Ton déduit, en posant, pour abréger,
G = K* + MN — IlL,
Substituons dans O = o la valeur de -^^ hQ -^r- tirée de
.^ Of ^ âz
cette équation, et supprimons le facteur commun -^; il viendra
Les deux équations (a3) et (24) sont linéaires. Si G n'est pas nul, on pourra prendre successivement pour ^G les deux
J. — Cours, m, a4
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valeurs dont cette quantité est susceptible ; on obtiendra ainsi deux systèmes d'équations linéaires
(25) P, = o, Qj = o
et
et V devra nécessairement satisfaire à l'un des deux. Si G est nul, ces deux systèmes se réduiront à un seul.
Nous avons toutefois supposé dans la démonstration
que -T— n était pas nul. 01 1 on avait — = o, mais ;?— < o, on
n'aurait qu'à permuter dans le raisonnement x^ py r, H avec X) Çi ^1 L, et l'on arriverait au même résultat, car ce changement transforme simplement P|, Qi, P2, Qa en Q2,
Paj Q<j P*'
Notre conclusion ne serait donc en défaut que si V ne
contenait ni p ni q. Mais, par définition^ s'il existe une intégrale intermédiaire ^{u, (^)= o, l'une au moins des fonctions Uy V contiendra p ou g. Donc, parmi les fonctions de la forme ^(m, ^)? on pourra trouver deux fonctions distinctes U et V contenant chacune p o\i q et satisfaisant, par suite, à l'un des deux systèmes d'équations (a5) ou (26). Toute fonction ^(U, V) de U et de V qui contient/) ou y y satisfera de même.
On déduit de là que U et V doivent satisfaire toutes deux au système (a5) ou toutes deux au système (26). Supposons en effet que U satisfît au système (26) et V au système (26); V(U, V) ne satisferait, en général, à aucun des deux. En effet, l'équation P,, par exemple, étant linéaire, le résultat de la substitution de ^(U, V) dans cette équation sera
S et T étant les résultats de la substitution de U et de V.
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Mais U satisfaisant à ?< = o et Y à
P.= P,-av/5|^=o, on aura
S=o, T-Qv/G^X=o,
De même, le résultat de la substitution de ^r(U, V) dans Qi sera — 2 ^G ^ '^j ^^ V^ n'est pas nul, les deux systèmes (aS) et (26) étant supposés distincts; d'autre part, -r- et -^ ne sont pas nuls à la fois ; enfin, si W contient V,
-ry n'est pas nul; donc W ne pourra satisfaire à la fois aux
deux équations P, = 0, Q< = o. On voit de même que, si W contient U, il ne peut satisfaire à la fois aux équations P2= o, Q2= o.
Si donc il existe une intégrale intermédiaire, Tun au moins des deux systèmes (25) ou (26) admettra deux intégrales distinctes U et V.
Réciproquement, si le système (25), par exemple, admet deux intégrales distinctes, U et Y, il admettra comme intégrale ^\V^ Y), quelle que soit la fonction W, et Ton aura rintégrale intermédiaire
La recherche des intégrales intermédiaires se réduit , comme on le voit, à celle des solutions communes à deux équations linéaires du premier ordre.
287^ Lorsqu'on a réussi à trouver une intégrale intermédiaire
ir(U,V)^o,
il ne reste plus, pour obtenir z^ qu'à intégrer cette éqiia-
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tlon, qui est équivalente à la proposée, mais du premier ordre seulement. Toutefois, la présence dans l'équation d'une fonction arbitraire rendra en général l'intégration plus difjGcile.
On peut d'ailleurs obtenir plusieurs intégrales intermédiaires, soit que chacun des deux systèmes (a5), (26) en donne une, soit que l'un d'entre eux en fournisse plusieurs. En effet, ce système étant formé de deux équations entre cinq variables pourra admettre dans certains cas jusqu'à trois intégrales distinctes U, V, W. Il fournira alors deux intégrales intermédiaires
Supposons qu'on ait obtenu deux intégrales intermédiaires, on pourra les mettre sous la forme
Joignons à ces équations la suivante :
dz^=ip dx -h q dy\
On pourra tirer/? et q des équations (27) pour les substituer dans cette dernière; on obtiendra ainsi une équation aux différentielles totales entre les seules variables or, y^ z. Cette équation satisfait évidemment à la condition d'intégrabilité, et son intégration donnera s.
Il y aura, en général, avantage à faire un changement de variables en prenant V et V| pour variables indépendantes à la place de x et de y.
Soit, comme application, à intégrer l'équation
rt — .ç* = o.
On a ici H = K =: L = M = o , N = i , G = o , et les deux systèmes (25) et (26) se réduiront à un seul
Ce système admet évidemment les trois intégrales On aura donc les deux intégrales intermédiaires
qu'on doit combiner à
dz=^p dx + q dvn
La difTérenliation des deux premières équations donne
dq=f'{p)dp, dz — pdx — qdy — x dp — y dq^=. <p'(/?) dp^
et, en substituant les valeurs de dz et dq^
En posant dp^=Oj d'où p z=zc^ on aura la solution particulière
et, en égalant à zéro l'autre facteur, on aura une autre in« tégrale, représentée par ces deux équations
z^px-^f{p)y^'j^{p\
IV. — Équations linéaires à coefficients constants
289. Les problèmes de la Physique mathématique conduisent en général à intégrer des équations (ou des systèmes d'équations) aux dérivées partielles, linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles.
S*agit-il, par exemple, de la propagation de la chaleur, on aura entre le temps t^ les coordonnées x^ y^ z d'un point
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quelconque du corps étudié, et sa température U, l'équation
a désignant une constante.
Il faudra joindre à cette équation, pour préciser la question, certaines conditions accessoires qui varieront dans chaque cas.
Si Ton considère un espace illimité, on rendra le problème déterminé en joignant à Téquation (i) une équation
de la forme
U=/(^,7, s) pour ^ = 0,
laquelle donne en chaque point la température initiale.
S41 s'agit d^un corps K de dimensions finies, on pourra se donner la température initiale de chacun de ses points, ce qui donnera la condition
(2) U =/{Xyy,z) pour t = o.
Mais cette condition n'ayant plus lieu pour un point quelconque X, y, z de Tespace, mais seulement pour les points intérieurs à K, ne suffira plus pour rendre la question déterminée. Il faudra y joindre de nouvelles conditions relatives aux points de la surface S qui limite K. On pourra, par exemple, se donner la température à chaque instant en chacun de ces points, ce qui donnera une équation de condition de la forme
valable pour tous les points de S.
La connaissance de la température à la surface du corps peut d'ailleurs être remplacée par une autre donnée équivalente.
Si, par exemple, on sait que le corps rayonne librement dans un espace à une température constante, Péquation à la
surface (3) sera remplacée par la suivante
(Il) -;— cosa-4- -^r- cosS -+- -^-cosy =:/iU,
^ ' djr oy oz ^
a, ^, Y étant les cosinus directeurs de la normale à la surface au point j:,^, z et h une constante.
Nous avons ainsi, en général, deux sortes de conditions accessoires : i° conditions initiales qui auront lieu pour f = o dans tout l'intérieur du corps considéré; 2° conditions relatives aux limites, qui seront vérifiées à la limite du corps. Les unes et les autres peuvent être variées d'une infinité de manières, ce qui donnera lieu à autant de problèmes essentiellement distincts.
290. En généra), les conditions accessoires, de même que les équations aux dérivées partielles, seront linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles. Il en résulte d'importantes conséquences.
Soient, en effet, Uf, Us, •*. les fonctions inconnues, tj x^ ... les variables indépendantes. Les équations aux dérivées partielles seront de la forme
(5) Fi=/i» Ft=/ï» •••>
les conditions accessoires de la forme
Ff , Fs, . • • , 0|, ^27 • • • étant des fonctions linéaires et homogènes par rapport à U|, Us, ... et à leurs dérivées partielles, et f\jf2i • • ' 7 fi? ?2) • • • des fonctions des variables indépendantes.
Supposons que nous soyons parvenus à déterminer : 1** une solution particulière U'j, Uj, ... du système d'équations aux dérivées partielles
(7) Fi=/i^ F«=o, ...;
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a® une solution particulière U* , U',, ... du système (8) F, = o, F,=/„ ...,
etc.
Posons
Ui=:u;-+-u;-f-...-4-v,.
Les nouvelles variables Vo Va, ... devront évidemment satisfaire aux équations
et aux conditions accessoires
^^, 62, ..• désignant les fonctions des variables indépendantes que l'on obtient en substituant dans ^1, ^2? • • • ^ '^ place de Ui, U,, ... les expressions
u,=u;4-ui-r-..., u,= u;4-u;-h...,
Soient, d'autre part : i® V^, V',, ... le système des fonctions qui satisfont aux relations
(9) Fi = o, F,= o, ...; *i=(;pi — <]/,, «ï>,= o, ...; a** Vp y*,, ... celui des fonctions qui satisfont aux relations
Si nous posons
v,rz:v;4-v;-h..,4-e„
les nouvelles variables Bf, O2, ... satisferont aux relations Fi = o, F,r=o, ...; *, = o, *,= o, .... Ces équations, étant linéaires et homogènes par rapport
aux fonctions inconnues et à leurs dérivées, admettront la solution 0|= o, 62= o, . . . et n'en admettront pas d'autre, puisque le problème est entièrement déterminé. On aura donc finalement
u,=u;-f-u;-h...-Hv;-hv;-h..., u,=:u;-t-u;-+-...+v;-hv;-h...,
et Ton voit que la résolution du problème primitif s'obtiendra en déterminant : i° une solution particulière de chacun des systèmes (7), (8), ...; 2° la solution de chacun des systèmes (9), (10),
La question se trouve ainsi ramenée à d'autres problèmes plus simples où tous les seconds membres sont nuls, à l'exception d'un seul.
Dans la plupart des applications, les équations aux dérivées partielles (5) n'ont pas de seconds membres*, on pourra donc poser plus simplement
¥',,¥',,...;¥',¥',, ...; ... étant les solutions des systèmes suivants :
F, = o, F, = o, ...; *i=o, *i=«Pî, ...,
291. La décomposition précédente du problème proposé en problèmes plus simples est souvent utile ; mais il n'est pas toujours nécessaire d'y avoir recours. Nous admettrons donc, pour plus de généralité dans les explications qui vont suivre, qu'elle n'ait pas été faite complètement, de telle sorte que l'on ait à intégrer un système formé d'un certain nombre d'équations aux dérivées partielles linéaires et sans seconds membres
(Ti) Ft = o, F, = o,
jointes à des conditions accessoires dont les unes
n^auront pas de seconds membres, tandis que les autres
(i3) Vi^'Vi, "^2=^1,
en auront.
La marche généralement suivie pour résoudre les questions de cette nature est la suivante :
On néglige provisoirement les conditions (i3); les équations conservées (11), (12) ne suffisant plus pour la détermination complète des fonctions inconnues admettront une infinité de solutions.
On tâchera d'en déterminer des solutions particulières. Dans tous les problèmes que l'on sait résoudre, on obtiendra sans trop de peine une infinité de solutions simples de la
forme
Vi:=/i(^, ^, . . ., a, p, . . .),
a, ^, ... étant des paramètres variables d'une solution à l'autre.
Deux cas seront ici à distinguer, suivant que les valeurs précédentes constituent une solution, quelles que soient les constantes a, ^, . . . , ou seulement pour celles de ces valeurs qui satisfont à certaines relations (par exemple, pour les valeurs entières de ces constantes, ou pour celles qui sont les racines en nombre infini de certaines équations transcendantes que l'on formera dans chaque cas).
Dans le premier cas, les intégrales définies
(i5) j^<p(a, P, ...)/i<^^^?---» !§?(«, P> ••O/îC^ac^P-.-, .••
donneront une nouvelle solution, quels que soient le champ de l'intégration et la fonction f (a, ^, . . .). En effet, il est
clair que le résultat de la substitution de ces intégrales, dans l'une quelconque des équations (ii) ou (la), sera
(16) |J(p(a,p, ...)Mrfaûf?...,
M désignant le résultat de la substitution de/i , /t, .... Mais M est nul, par hypothèse : donc Fintégrale (i6); ayant tous ses éléments nuls, sera nulle elle-même.
Cela posé, nous tâcherons de déterminer le champ de rîntégralion et la fonction arbitraire (p, de telle sorte que la solution (i5) satisfasse aux conditions (i3). Si nous y parvenons, nous aurons satisfait à toutes les exigences du problème.
293. Dans le deuxième cas, on substituera successivement dans la formule (i4)) pour les paramètres a, P, • . . , les divers systèmes de valeurs dont ils sont susceptibles ; on obtiendra ainsi une suite illimitée de solutions
Nous obtiendrons une nouvelle solution plus générale en posant
(17) v,=:c'v;-hc'v;H-..., v,=c'v;-f-c'v;-i-..., ...,
</, c", . . . désignant des constantes arbitraires.
Il est clair, en effet, que le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'une quelconque des équations (i i) et (12) sera de la forme c'M'h- c*^M" + . . . , M', M", ... désignant les résultats respectivement obtenus parla substitution des diverses solutions simples. Or M', M", ... sont nuls, par hypothèse; donc c'M'-|-c"M''-i-... le sera, et les séries (17) donneront une solution.
Il restera à déterminer les coefficients arbitraires </, c'', ..., de telle sorte que ces séries soient convergentes et satisfas* sent aux conditions (i3). Le problème sera dès lors résolu.
Nous allons éclaircir cette méthode par quelques exemples.
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294. Propagation de la chaleur dans un milieu indéfini, — On a à intégrer l'équation
jointe à la condition initiale
U =/(j?,/, -s) pour f = o.
L'équation (18) admet évidemment comme intégrale particulière l'expression
U'= cosM(a: — X) cos ('(/ — fi) coswC^ _ y) g-(«»-K''«-»-«i''i««/^
u, i^, Wf X, |x, y étant des constantes arbitraires. Elle admettra donc comme solution l'intégrale
MO
V— / / \]'dudvdiv,
VA •/a t/o
laquelle est le produit des trois intégrales simples
Jf e-"'"'' cos w (a: — - X )du^
re-«"*''' cos(^(/ — ^)dvy
Les intégrales sont aisées à calculer. Nous avons trouvé, en effet (t. II, n« 165), la formule
/ e-'^y^ cos 2 bydy =: { V'^a * c * .
Changeant dans cette formule^ en m, a en a^/, 6 en — ; — > il viendra
I ^-«•«•'cosaCa? — X)c?tt = {v/^ y=^"
Calculant de même les deux autres intégrales, il viendra
_ <£z2il! _ (y-y-)* _ c-v)»
V' = iz'- -^ ^ ^- p..
2a ^t OLasJt ia\/t
L^ntégrale
sera encore une solution.
Cette expression peut se transformer en posant
X — J7 jx — y
2a^C 2a\'t 2a\ft
Il viendra
Cette valeur de U se réduit pour ^ ^ o au produit Atf{x^y^ z) par les trois intégrales simples
Mais on a
e-«'rfot = i
(t. II, n° 163); et de même pour les deux autres intégrales. L'expression U satisfera donc à la condition initiale
U = /(^,j, s) pour ^ = 0
et sera la solution du problème.
295. Propagation du son dans un espace indéfini. — On a Téquation aux dérivées partielles
avec les conditions initiales
dl] -, l pour t=zo.
On peut poser U = U'-f- U'', U' et U'^ étant les solutions obtenues en combinant à Téquation diflférentielle les conditions initiales
Calculons d'abord U'.
On voit immédiatement qu'on satisfait à Téquation aux dérivées partielles et à la condition initiale U'= o par la solution simple
U' = ces M sin art,
où nous posons, pour abréger,
M = u{a: — X) -h ^'(.v— jx)-*- «»(;; — >), r =1 y/a* -h i^^-h ir-.
On y satisfera plus généralement par l'intégrale ( f 9 ) V -^-^ — ces M si n art dX d^ ^/v du dv d\v,
F désignant une fonction de X, u, v, qu'on peut choisir arbitrairement, ainsi que le champ d'intégration.
Les variables i/, «>, w d'une part, X, [jl,v d'autre part, peuvent être considérées comme des coordonnées rectangulaires. Remplaçons u^v^w par des coordonnées polaires r, 6, cp, ajant pour centre l'origine et pour axe polaire la droite qui joint l'origine au point x — \ y — |J^, ^ — v. Remplaçons, d'autre part, X, u, V par des coordonnées polaires r',ô', <p', ayant pour centre le point x^yj z et pour axe polaire une parallèle aux z.
On aura
X = J? -h r' sînO' cos<p',
(imj' + /•' sin6' sin©', v=: 5 H- r'cosô';
M = a(j? — ^)-t-^(/ — P')-+- ^(^ — v) = rr'cosO, é/a rft' cfwp' = r* sin ^drd^ ch , d\d[Ld>^ = r'» sin 6' rfr' rfB' û^s'.
LMntégrale deviendra doiic
C F cos(rr' cos6) sin art r sin 6 dr d^ d/© r'* sîn6' dr' d^' d^' .
Supposons que le champ de rintégration soit pour Q et ¥ de o à TT, pour <p et ç' de o à 2tc, pour r et r' de o à oo.
Les intégrations par rapport à ^ et B pourront s'effectuer en remarquant que sin9ûf0 = — t/cosâ. L'intégrale deviendra
4^^ V F r' sin rr' sin art sin 6' dr' d^' d^' dr =r2ir V Fr' [cosr(r'— a/) — cosr(r'-f-aO] sm^' d^' d^' drdr'.
On pourra encore effectuer les intégrations par rapport à r et r' en appliquant la formule de Fourier
/ dvf^fm^o^\^{'^^x)d}^'^U{x-^o)^J{x^o)]
démontrée au t. II, n* 226.
Soit, en effet, à{r') une fonction égale à ¥r' quand r'^o et nulle quand r'< o. On aura
f dr l Fr* [cosr{r' -^ al) — cosr{r' -h al)]dr' =1 / dr I 6(r')[cosr(r' — a/) — cosr(r'-f- a^] ^''^ =:-[^{at-ho)-\-^{at-'0)] [^{— at -h o) -\- ^{— at — o)].
Cette formule suppose seulement : i** que la fonction ^ a une variation limitée entre — oo et -|- oo ou, ce qui revient au même, que Fr' a une variation limitée de ô à oo; 2** que rintégrale
r\^\dr'= r\¥r'\dr'
est finie. Si nous admettons en outre que la fonction F est continue, le second membre de l'expression précédente se réduira, si f > o, à tz ^(at)y car ^( — at) sera nulj si t <o, il se réduira à — 7c<|/( — at). Enfin, si ^ = 0, il se réduira à zéro.
On aura donc, pour toute valeur de tj
f dr I Fr' [cosr(r' — at) — cofi r{r' -h at)]dr'
z=i 7: at F {œ -^ at' sin ^' cos <p', y -h at' sin B' sin «p', z •+■ at' cos 6' ),
t' désignant le module de t.
iNous obtenons ainsi, en supprimant les facleurs coastanlâ, comme solution de Téquation aux dérivées partielles, l'expression
.îw ^"K
Ji I / F (d? -4- at' sin 6' cos <p', 7 -+- at' sin 0' sin <p', z -f- at' cos 6' )
Xsine'cfe'^»'.
Pour < = o, cette intégrale s'annule, et sa dérivée se réduit évidemment à
/ F(:f, j, v)sinO'rfO'fifcp'=4irF(^,/,«).
Nous satisferons donc à toutes les conditions du problème si nous posons
Nous obtiendrons ainsi, comme solution, l'intégrale dé-
finie double
IÎ1C x,1C
CJ'=: ^ / / r/i(a?-i-a/'5in6'co9<p', /-ha^'sinô'sinç', «H-ai'cosO')
Calculons maintenant U
On satisfait évidemment à l'équation différentielle et à la condition initiale
-r— := o pour ^ = o
par la solution simple
cos M CCS ar^y
et plus généralement par l'intégrale définie
- — - VF(X, p., v) co%yLcosartdkd^d^dudvdw
= — — 7- X cosM sinaF'tdAdit.dydudvd(v
= ^ / / ^F(a?-ha/'sinO'co9ç',/-har'sinÔ'8incp',^-+-a^'cosO') D'ailleurs, pour < = o, cette expression se réduit à
On satisfera donc à toutes les conditions du problème en posant
ce qui donnera
V—j—T- f f V(^-*"«^'9În^^'cosçp', /-ha^'sinô'sincp', ^H-a/'cosO')
xsine'e^l'^'/.
On aura enfin
Cette solution suppose toutefois, comme on Ta vu d'après
J. — Cours, III. a5
la démons Iration : i^ que les fonctions
ont une variation limitée lorsque le point \ [x, v décrit une droite partant d'un point quelconque x^ jk> ^ de l'espace, et allant jusqu'à l'inGni dans une direction quelconque; 2^ que les intégrales
f\f'-'\dr', flAr'ldr'
prises le long de cette droite sont finies.
297. Supposons qu'à l'instant initial il n'existe de mouvement qu'aux environs de Torigine des coordonnées, de telle sorte que les fonctions
soient nulles pour toutes les valeurs de x^ y^ z extérieures à une sphère de rayon e décrite autour de l'origine. Décrivons une sphère de rayon at! ayant pour centre l'origine; on pourra la représenter par les trois équations
■ { -f- at^ sin 6' cos «p' = o,
T, -h at' sin 0' sin ^' rr^ o,
î-ha^'cosO' =10.
Pour tout point x, y, z dont la distance à cette sphère est > s on aura, pour toutes les valeurs de 8' et ^',
r^ {x -r- at' sin 8' cos«p')'
(7 4- at' sin 6' sin «p' )' 4- ( « -4- a/' cos 6' )* > e.
Les fonctions
/{x 4- al's'm^' ces©', y 4- at' sinO' sîn^p', z 4- at' cos6')
et
/i(j: 4- a^' sinO'cos^', / 4- a^' i>inO' sin^', 5 4- «^ ces 6')
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seront donc nulles dans tout le champ d'intégration, et Ton aura par suite U = o.
La fonction U sera donc nulle à chaque instant dans tout l'espace, sauf dans Tintérieur de Monde sphérique comprise «ntre les deux sphères de rayon at^ + e et a^' — e.
298. Problème de Cauchy, — Considérons plus généralement un système de fonctions inconnues U, V, ... des variables t, Xy y^ js, déterminées par un système d'équations
ayant pour premiers membres des fonctions linéaires à coefficients constants de U, V, ... et de leurs dérivées partielles, et par les conditions initiales
dW ) pour ^ =r o.
Posons, pour abréger,
tt(^ — X) -f- P(7 — |X) -h 1V(« — V) rizp,
11^ Çy sVj \ (JL, V étant des constantes, et
du dv dw dkdiidy z:=. da.
Nous allons prouver que la solution du problème est donnée par les formules
(2lï)30
OÙ le champ d^ntégration par rapport à chacun des couples de variables c^, X; (^, pi; çv^, v est un rectangle infini ayant pour centre Torigine des coordonnées; T, 6, ... désignant
d'autre part des fonctions de t définies : i° par les équations différentielles
(22) ^ = W(^X, |JL,V), AiZlzGJ,(^, X, |X,V),
OÙ Jl, iRi, ... se déduisent de R, K|, . . . en y substituant aux dérivées partielles
les expressions
'2^ par les conditions initiales
T=/(x, fx, v), -^ =yi(x, [x,v),
(ai) { ^^ } pourrz=o.
Substituons en effet, pour U, V, ..., les valeurs (21) dans Tune des équations (20), la première, par exemple; comme on a évidemment
le résultat de la substitution dans R sera
(211)' O ou, en vertu des équations (22),
Or on a
=:[cosa (a? — X) -h tsina {x — X)] X [cos^ (/ ~ l*) -^ isinf' (y — |jl)] X [cos«P'(-5 — v) H- i sin«'(^ — v)].
EfTectuant les produits, on obtiendra huit termes qui tous, à l'exception d'un seul, contiendront un sinus en facteur.
Considérons un de ces termes, contenant par exemple le facteur sin^(:r — X). Les éléments qu'il fournit à l'intégrale pour deux valeurs égales et opposées de u se détruiront.
Au contraire, les éléments fournis par le terme
cosu{x — X) cosf (/— (x)cos(p(^ — v)
pour des valeurs égales et contraires assignées à l'une des quantités m, t', w seront égaux. L'intégrale (24) se réduira donc à
— V cos£x(j; — X) cosp(j — jjl) co%w{z — v) w(^, X, |x, v)e/<y,
^/, v^ w ne variant plus que de o à 00.
La double intégration par rapport k u^\ donnera comme résultat, d'après le théorème de Fourier,
— V cosc(j — fJi) co%w{z — v)ot(^, a?, ^y^)dvdwdkd'i.
Intégrant par rapport à p et [jl, on aura de même, comme résultat,
- V cosw(5 — - v) m{tt x^yy v) dwéi^ et enfin, en intégrant par rapport à w et v,
ce qui est précisément le second membre de l'équation aux dérivées partielles.
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Les conditions initiales sont également satisfaites, car on a, pour / = o, en vertu des équations (aS),
"=(ii?S^"'-^('''^'^)^''
dli
ci il suffira de changer w en /, y, , ... dans les raisonnements précédents pour montrer que ces expressions sont respectivement égales kf{x^y^ ^)>/i {^O'^^^j • • •-.
299. Propagation de la chaleur dans une barre indéfinie dans uh sens. — Nous aurons Téquation aux dérivées partielles
dt -"^ dx^'
avec la condition initiale
U=:/(^) pour^ = o, j:>o
et la condition à la limite
U = o(i) pour a? = 0,
laquelle donne, en fonction du temps, la température à Vori* gine de la barre.
On pourra poser
U' devant satisfaire aux conditions
\]':=if{x) pour tz^o^ j:>o;
U'=:0 p0Urd7:=0,
et U" devant satisfaire aux conditions
U" = o pour^=zo, ^>-o;
\j"ziz*^(^t) pour:r — o.
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Calculons d'abord U'.
On satisfait à la condition U' = o pour j; = o, ainsi qu'à Téquation aux dérivées partielles, par la solution simple
sinaa?^"''*''''
et par la solution plus générale
I sinMJC(5-«'«''F(M)rfM,
laquelle, pour ^ = o, se réduit à
f sinuxF{u)du,
Il restera donc à déterminer F (m), de telle sorte qu'on ait
Jf s\nuxF{u) du^=z /{.r) pour :r > o.
On y arrivera en posant
F(u) = - f sin ul /{\) dX.
On a, en effet,
= - f I [cosu(x — X) — C0SM(a? -f-
X)]/(X)cA,
et, en désignant par ^Çk) une fonction égale à /()^) pour )i > o, à zéro pour X <! o, cette intégrale aura pour valeur
quantité qui, pour a:>>o, se réduira à /(^) [en supposant /(x) continue].
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La solution du problème sera donc Tintégrale double - f f c-«'"''[cosw(a: — X) -cosi/(a?-T-X)]/(X)flfarfX
ou, en effectuant Tintégration par rapport à £/, comme au n« 29i,
(25) — —= I /(\)dk[e *"*' —e *«'' J.
300. Passons au calcul de U''. Ce problème se ramène au précédent, comme nous allons le voir.
Nous traiterons d'abord le cas particulier où ^ (/) se réduit à la constante i. On aura, dans ce cas,
W étant une nouvelle solution qui satisfasse aux relations
W ~: — I pour ^ -— o, ^ > o ; W^r^o pourar=:o.
Cette dernière fonction s'obtiendra en posant /(X) = — i dans la formule (20). On aura donc
U':zz:l '-—l / e ''""' dk- e *"" dk\.
Cette expression peut se simplifier. Changeons, en effet, de variables en posant, dans la première des intégrales cidessus^
et dans la seconde,
Elles deviendront respectivement
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et auront pour somme
mais on a d'ailleurs
On aura donc finalement
expression que nous désignerons par y^(x^ t).
301 . Passons au cas général où (f{t) ne se réduit pas à une constante. Nous allons démontrer qu'on a
(26) U'= <p(o) x(^, 0 + r X(^» ^- X) cp'()0 ^.
En effet, /(^^ t) étant une solution de Téquation aux dérivées partielles et celle-ci ne changeant pas si l'on y change t en t — \ x(^> ' — ^) ^^^^ encore une solution.
L'intégrale / x(^> ^ — ^) f '(^) ^) prise entre des limites
constantes, sera une solution , et il en sera encore de même si la limite supérieure, au lieu d'être constante, est égale à t; car cette supposition ne fait qu'ajouter à la dérivée partielle de l'intégrale par rapport à ^ le terme ^(^, o) cp'(^), lequel est nul dans toute l'étendue de la barre, d'après les conditions qui ont servi à déterminer la solution 7^(^, /).
Donc les deux termes de U" sont des solutions de l'équation aux dérivées partielles. Tous deux s'annulent d'ailleurs pour ^ = o dans toute l'étendue de la barre. On aura donc
V=zo pour^mo, j?>o.
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Enfin, pour j: = o, on a
et
Donc U'' satisfait bien à toutes les conditions du problème.
302. L'expression (26) peut se transformer au moyen de l'intégration par parties. On a, en eOet^
D'ailleurs ^('^)x{^^ ^ — ^) s'annule pour X= i, et se réduit à <p(o) xi^i ^) P<>"r ^ ^= o. On aura donc simplement
[?(X)x(-=^.'-^)]'. -/ ^^X(^,t-->^)'o{\)dX.
Remplaçons maintenant x(^j ^ — ^) P*^ sa valeur
hx{x,t-\)=^. 7e »"'"-»'
on aura et enfin
La méthode dont nous nous sommes servi pour ramener le calcul de U" à celui de U' est évidemment applicable à tous les problèmes analogues.
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303. Cordes vibrantes, — Considérons une corde tendue sur la portion de Taxe des x comprise entre o et /. Désignons par U le déplacement suivant Fun des axes coordonnés du point dont Tabscisse serait x dans l'état de repos. Nous aurons l'équation aux dérivées partielles
à laqueUe il faudra Joindre les conditions initiales
et les conditions aux limites
L' z^ o pour ^ =: o, U ::= o pour xz=z l^
lesquelles expriment que les extrémités de la corde restent fixes.
Nous avons trouvé (273) que l'intégrale générale de l'équation ( 27 ) est
IJ =:9{x -\- at) -h '^{x — at).
Il reste à déterminer les fonctions op et <{; de manière à satisfaire aux autres conditions du problème.
Les conditions initiales donnent, pour l'intervalle deo à /,
ao'{x)—a^'{x)—/i{x); d'où, en intégrant,
af{x)—a^{x)^=l /i{x)dx-hc
VQ
et enGn
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D'ailleurs, U ne chaDgeant pas quand on accroît la fonction <f d'une constante quelconque en diminuant d'autre part la fonction ^ de la même quantité, on pourra, sans nuire à la généralité de la solution, supposer c = o.
Les fonctions <p(^) et ^(x) sont ainsi déterminées dans Pintervalle de o à /. Les conditions aux limites donnent d^ailleurs les identités
^{at) -h^(— at)z=zo, ff {l -^ at) -¥- ^ {l — at) = o;
d'où, en changeant aC en x^
Cette dernière équation donnera la valeur de cp pour les valeurs de l'argument comprises entre l et 2/. En y changeant X en — X, elle donnera la valeur de ^ dans le même intervalle.
Enfin, en y changeant l en l -h x, il viendra
cp(2/-f-a?) 4-<K— :r) r-o,
d'où
La fonction <f admet donc la période 2/. Il en sera de même de la fonction
Les deux fonctions cp et (|/, admettant la période 2/ et étant connues dans l'intervalle de o à 2 /, seront déterminées pour toutes les valeurs de l'argument.
304. La méthode d'intégration précédente, due à Euler, est spéciale au problème des cordes vibrantes. Le procédé de BernouUi, que nous allons exposer, est, au contraire, l'application directe des principes établis au commencement de cette Section.
On satisfait à l'équation aux dérivées partielles et aux
conditions aux limites par les solutions simples
, nmx mizat . mizœ . mizat sin — j — cos — - — ) sin — j — sm — j — y
où m désigne un entier quelconque.
On y satisfera plus généralement par la série
niTzx . mnat
sia—j-,
-, V^ . . mitx rnizat V^^ . nn\ U = > A;n sm —j— cos — 2 ^2j ^*° ~
m prenant toutes les valeurs entières de i à oo.
Reste à déterminer les coefficients A^ et B;„, de manière à satisfaire aux conditions initiales. En y substituant cette valeur de U, elles deviendront
Amsm-y~=:/(a:),
mua T> . rmzx ^ , .
et Ton y satisfera (t. II, n** 238) en posant
Tca 2 /• . mira
305. Refroidissement d'une barre hétérogène. — Ce problème dépend de l'intégration de Téquation suivante
<^^) ^^t^ôi^d^"^^
jointe à la condition initiale
(29) V^=^J{x) pour ^ = 0, iF>o < X
et aux conditions aux limites
(30) A:-T AU = o pour a? = 0,
(3i) k-^ — }-HU:==o pouriF==:X.
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La barre est supposée s*élendre sur l'axe des :r de o à X; g^ k, l sont des fonctions de x^ positives dans toute l'étendue de la barre et représentant respectivement la chaleur spécifique, la conductibilité intérieure et le pouvoir émissif sur chacune des sections transversales; A et H sont des constantes positives.
On satisfait à Téquation (28) par la solution simple
r désignant une constante et V une fonction de x qui satisfasse à l'équation linéaire du second ordre
Les équations (3o), (3i) donneront
(33) k-j /iV = o pour^r=o,
(34) ^^-hHV=o poura?r=:X.
Soient V, \" deux solutions particulières de l'équation (32); l'intégrale générale sera
et cette valeur, substituée dans les équations (33) et (34)» donnera
On pourra satisfaire simultanément à ces deux équations
par un choix convenable du rapport -7 si leur déterminant
est nul. Ce déterminant est une fonction de r que nous désignerons parGj(r).
Soient Tj, r2, ... les racines de l'équation t5(r) = o. A
chacune d'elles, telle que r„, correspond une intégrale V,| telle que la solution simple
satisfasse à la fois à Téquation aux dérivées partielles et aux équations aux limites.
On y satisfera plus généralement en posant
et cette nouvelle expression sera la solution du problème, si elle satisfait en outre à la condition initiale.
Il ne restera donc plus qu'à choisir les coefficients Â, de telle sorte qu'on ait
léK^y „i^^f{x) de a; = O à ^r::: X.
306. La détermination de ces coefficients repose sur une propriété importante des fonctions V„, que nous allons exposer.
Le paramètre r restant provisoirement arbitraire, désignons par V celle des intégrales de l'équation (32) qui satisfait, pour ;r = o, à la condition initiale (33). Ces deux équations pourront s'écrire ainsi
(87) A:-r h\=^o pourj: = o,
en substituant aux différentielles ordinaires des signes d de dérivation partielle, pour mettre en évidence ce fait que V dépend non seulement de x, mais du paramètre r.
Donnons à ce paramètre une autre valeur r'. Soit V la valeur correspondante de V ; on aura
(39) - k -r /tV = o pour X -- o.
4oO TROISiftHE PARTIE. ~ CHAPITRE lil.
Retranchons Tune de Pautre les équations (36) et (38), respectivement multipliées par V et V; il viendra
^ '^ dx àx dx dx
dxY\ dx àx)\
et, en intégrant de o à X,
X ,. , .,r -r,VTX
(r'- r) r gW'dx^^ \k(\' ^ -V-^ M
dx)i
= Kvg-vS')]...,
car, pour a: = o, 1 expression a ( V ^ V ■^— j s annule en
vertu des équations (3^) et (39).
Posons maintenant r = rm, /^ = ^/î) ^m et r„ étant deux racines distinctes de Téquation w(r) ^ o; V et V se réduiront à Y m et V,M et l'on aura, pour j: = X,
it^4-HV=o, k~ 4-HV'=:o, dx dx
d'où
dx dx
L'équation (4o) se réduira donc^ en supprimant le facteur
(40 f g\„\nClx:^0.
Soit, en second lieu, r = r,i, /•'= r« -h e, e étant un infiniment petit. On aura
dV dVn
V=iV„,
dx ' dx
dY dW dV d^\
" (}/• " * ' dr Ju; dx dr
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SubstîtuaDt dans Tëquation (4o), divisant par e et passant à la limite, il viendra
307. Nous allons maintenant établir que, si Ton débarrasse Téquation m(r) = o des racines parasites pour lesquelles la solution V correspondante serait identiquement nulle, les racines restantes seront toutes réelles, inégales, positives et en nombre infini.
i** Si Tij (r) = o admettait une racine imaginaire r;„ = a -+- ^ i, elle admettrait sa conjuguée r« = a — ^i. A ces deux racines correspondraient deux intégrales conjuguées Vto=/> •+■ qif Vrt=/) — qi\ et l'intégrale
aurait tous ses éléments positifs, ce qui est absurde, puisqu'elle doit être nulle.
2^ Si Tn(r) = o admettait une racine double r, l'intégrale correspondante V/i satisferait, pour ^ = X, non seulement à l'équation
àx mais à sa dérivée
HV„ = o,
ox or or
On aurait donc, pour ^ = X,
^^-^T^r^""^ d'où
j gyxdx = Oy
résultat absurde, tous les éléments de l'intégrale étant posi tifs.
J. — Cours, m. a6
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3*^ L'équation tîj (/•);= o ne peut avoir de racine négative ou nulle.
En effet, si r^ o, / — rg sera positif dans toute Tétendue de la barre, et les équations
(44) ^-, /jV = o pour a: — o,
(45) A-^-}-HVrz:0 pOUra?r:X
seront contradictoires.
En effet, l'équation (43)» intégrée de o à ^, donne
. =[AV]. -H-y {l-gr)\dœ.
La fonction V varie avec x en partant de la valeur initiale Vo ; tant qu'elle ne changera pas de signe, tous les éléments
de rintégralc / (/ — gr)\ dx auront également le signe
de V©; donc -r- aura ce même signe, et, par suite, Vs'éloi-
gnera de zéro.
Il résulte de là que, dans tout l'intervalle de o à X, V s'é-
dW loigne de zéro et conserve le même signe que -j— • Donc l'équation
k — h HV = o pour J7 = X
ne pourra avoir lieu, ses deux termes ayant le même signe.
308. Les racines de nj(r) = o sont donc toutes réelles, inégales et positives. Il reste à prouver qu'elles sont en nombre infini. Nous y arriverons en étudiant l'allure des in-
tégrales de Téquation (32) ou, plus généralement, d'une équation de la forme
où K et G sont des fonctions de x.
On peut remarquer incidemment que toute équation linéaire du second ordre
peut être mise sous cette forme. En effet, multiplions cette équation par un facteur indéterminé M. Elle deviendra
MP^,- -+-MQ^ +MRV=-=o ou
-7-MP-ï h ( MQ j — 1^ h-MRVrro.
dx dx
Le terme en -j— disparaîtra si Ton pose
dx
d'où
et enfin
dMP _Q HF ~ P "^^^
logMP=J^dx,
M étant ainsi déterminé, on n'aura plus qu'à poser MP = K, MR = G pour avoir la forme d'équation voulue.
On peut simplifier encore la forme de l'équation (47) par un changement de variable. Posons, en effet.
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Il Viendra
dV
Ki^-iK-'^W.
dx dx 2 dx
rfV
= K^^-iK-i^W,
dx dx 2 dx
ûTJ? a J7 «07* 2 dx \ dx )
dW Le terme en -^— disparaîtra donc de l'équation transformée,
laquelle, divisée par K', sera de la forme
dx
— RW = o.
309. Soit V| une solution particulière de l'équation (47)r on aura
^K^'+GV.^o.
dx dx
De cette équation combinée avec (47) on déduit
dx dx dx dx dx\^ \ dx ^^ ) \
et, en intégrant,
Ï^(V.S-VS
OQ
dx
dx
et enfin
(49) v = cV.y^j^-g+c'V,.
Supposons que K reste constamment fini et positif entre
dW G et X. On déduira de la relation (48) que V| et -j—
ne peuvent s'annuler à la fois en aucun point de cet inter-
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valle; car on aurait c = o, et Finiégrale générale ne contiendrait qu^une constante d ^ ce qui est impossible.
L'équation Vi = o n^admel donc que des racines simples, et la courbe jK = V| coupera l'axe des x en tous les points où elle le rencontre. Soient a et ^ deux racines consécutives;
les valeurs correspondantes { -r-^ ) ^^ ( 77~^ ) ^^ '^ dérivée
-7-^ seront évidemment de signe contraire.
Cela posé, V désignant une autre intégrale quelconque, on aura Téquation (48) qui, pour :r = a et a; = ^, se réduira à
Donc [K.V]oc et [KV]p seront de signe contraire, et^ comme K est toujours positif, [V]a et [V]p seront de signe contraire.
Donc, entre deux racines consécutives de Téquation V, = o, comprises entre o et X, il y aura au moins une racine de V= o. Il n'j en aura d'ailleurs qu'une seule, car ce théorème est évidemment réciproque.
310. Nous allons étendre cette comparaison aux intégrales V, V qui satisfont respectivement à deux équations différentielles distinctes
-^K^+GV =0.
ax ax
ax ax
Supposons d'abord que K' et G' soient infiniment peu différents de K et de G et que les différences K — K' et G' — G soient constamment positives entre o et X.
Admettons enfin que les intégrales V et V qu'il s'agit de comparer soient des solutions correspondantes, c'est-à-dire telles qu'on ait
V'=V, K'^rziK^ pour a: = 0.
4o6 TROISIÈXB PARTIE. — CHAPITRE m.
On déduit des équations (5o)
dx dx
V'^K^-V3^K'^=(G'-G)VV
ce qui peut s écrire
<f r dS <fvn
dS dS'
dx dx
Or y et -T- > différant infiniment peu de V et de -;-> au-
dx ^ dx
ront le même signe que ces dernières quantités; d^ailleurs, G' — G et K — K' sont positifs. Donc le second membre de cette équation sera positif de o à X, et la fonction
dx dx
sera croissante dans cet intervalle. D^ailleurs elle s'annule pour ^ = o; elle sera donc positive de o à X.
Soit, maintenant, a une racine de l'équation V= o comprise dans cet intervalle; on aura, pour x = a,
donc [V'](x et I -T- seront de même signe.
Si j ^ >^ o, la courbe^ = V traversera Taxe des x de
Fig. 7.
bas en haut au point x = a {fig- 7); [V']a étant positif, la courbe j^=V', infiniment voisine de la précédente, sera
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située au-dessus d'elle et coupera l'axe des x en arrière du point a.
Si -7— < o, la courbe^ =V traversera l'axe des x en
descendant; [V]» étant négatif, la courbe j^ = V' sera audessous de la courbe j>' r- V et coupera encore Taxe des x en arrière du point a {Jig- 8).
D'ailJeurs, si l'une des fonctions V, V s'annule pour a; = o, il en sera de même de l'autre, par hypothèse.
Donc, à chaque racine a de l'équation V = o correspond une racine infiniment voisine a' de l'équation V'= o, laquelle sera un peu moindre que a; et l'équation V'-^ o aura en général autant de racines entre o et X que Téquation V= o.
Toutefois elle en aura une de plus si V s'annule pour X, car la racine correspondante de V tombe en dehors de Tintervalle considéré.
Soient plus généralement deux équations
-7- K 3 h GV — o,
dx dx
^K.^'-HG.V.==o.
où les quantités K< et K, &< et G diffèrent de quantités finies, mais satisfassent toujours aux relations
(54) G, — G50, K — K,=o deoàX.
On pourra former d'une infinité de manières deux fonc-
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lions Ç(^,r), 2)C(a?, r) de x et d'un paramètre variable r, qui soient, la première croissante et la seconde décroissante lorsque r croît de i\ à r< (et cela pour toute valeur de x comprise entre o et X) et qui de plus se réduisent respectivement à G, K pour r = r© et à G< , K, pour r = ri . On pourra prendre, par exemple, ro= o, r< = i ,
g(.r,r)r:.G-f-r(G,-G), SH:(^,r)i=K-+-r(Ki— K).
Cela posé, considérons l'équation
et désignons par V(j:, r) une solution de celte équation, déterminée par les conditions initiales
V (:r, r) =a, \ -v^^ .^^^'('^''') -/> pouror^o,
a et 6 étant des constantes déterminées choisies à volonté.
Donnons successivement à r une infinité de valeurs Tq, r', . . ., r< variant progressivement de r© à r,.
Soient G, G', . . . , G| ; K, K', . . . , K, ; V, V, . . . , V,
les valeurs correspondantes de y(x,r), DC(a:, r), V(jr, r); nous aurons
G<G'::...rG, \
\ de O a X,
deux fonctions consécutives étant d'ailleurs infiniment peu difTérentes
Nous aurons, d'autre part,
ci ^ d\ ^^j.
d d\' dx dx
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et
Ua: dx ' ' ' ' * ^ix^ )
Si V= o admet une racine a dans l'intervalle de o à X, les équations successives V:-=:o, V'=o, ..., V< == o admettront respectivement, pour racines correspondantes, d'après ce qui a été démontré, des quantités a, a\ . . ., ai, telles que Ton ait
Donc, à chaque racine a de V = o comprise entre o et X correspond une racine moindre ai de l'équation V4 = o. Celle-ci aura donc dans cet intervalle au moins autant de racines que V= o. Elle peut en avoir davantage; car, si l'une des équations successives
V'-\{x,r'):r^o, \''.rz\{x,r')r=zo, ,.., V,.-.V(:r, T, ) = O
est satisfaite pour x = X, il s'introduira par là dans les équations suivantes une nouvelle racine que n'avaient pas les précédentes.
L'excès A du nombre des racines de l'équation V| = o sur le nombre des racines de V = o sera donc égal au nombre des valeurs de r comprises entre Tq et r^ qui satisfont à
l'équation
312. Soient r', r'"*"* deux valeurs consécutives quelconques de r; on aura (310), dans l'intervalle de o à X,
clx dx
Lorsque V' n'est pas nul, V'+*, qui en diffère infiniment peu, sera de même signe, et, en divisant la relation précédente par la quantité positive V'V'"*"*, il viendra
(PJi dV^-^^
dx dx
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et, plus généralement, en désignant par H une constante quelconque,
cLr du; yi \î^i > ^•
Cette inégalité a lieu pour toute valeur de x comprise de o à X et, en particulier, pour ^ = X; elle montre que l'ex*
pression
dV{X,r)
DC(X,/-)— i^^-HHV(X,r) V (XTÔ
considérée comme fonction de r, est constamment décroissante de To à Ti , sauf pour les valeurs de r qui annulent son dénominateur.
Elle ne pourra donc changer de signe qu'en passant par zéro ou par Tinfini négatif, et ces zéros et ces infinis se succéderont alternativement.
Si f (to) et «p(/'i) sont de même signe, le nombre A' des zéros sera évidemment égal au nombre des infinis; si ?(''o)>o, ^(r,)<o, il sera égal à A -h i ; si<p(ro)<o, ç(ri ) > o, il sera égal à A — i .
Le nombre des racines de Téquation
3C(X, r) ^^^ + HV(a:, r) = o,
comprises entre Tq et Ti , sera donc égal àA, A + iouA — i suivant celle des trois hypothèses précédentes qui aura lieu.
313. Jusqu'à présent nous nous sommes borné à comparer des solutions correspondantes des deux équations différentielles
-7-K -j hGV =o,
aa: dx '
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Soient maintenant V et V| deux solutions quelconques de ces mêmes équations.
Nous allons établir que deux racines consécutives a, ^ de l'équation V=o comprennent au moins une racine de Téquation V| = o,
En effet, soit Y\ une solution de la seconde équation, telle que l'on ait, pour ^ = a,
dW' dV
A la racine p de V= o comprise dans l'intervalle de a à X correspond, d'après les raisonnements précédents, une racine ^\ de V'^ = o comprise dans le même intervalle et moindre que p. Mais V| satisfaisant à la même équation différentielle que V^, entre les deux racines a et ^\ de V'^ = o, il devra se trouver une racine ^i de V| = o, ce qui démontre notre proposition.
314. Les considérations précédentes permettent de fixer dans une certaine mesure le nombre et la position des racines de l'équation V= o comprises entre o et X, V désignant une solution de l'équation différentielle
-;- K -j — h GV — o. ax dx
Soient, en effet, k^, g^ et k^ , g^ les plus grandes et les plus petites valeurs de K et de G dans cet intervalle. Considérons les équations auxiliaires
Vi et V2 étant des intégrales quelconques de ces deux équations, deux racines de V=o comprendront entre elles au moins une racine de V| = o, et deux racines de V2 = o comprendront entre elles au moins une racine de V=:= o.
4l2 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE lU.
Or, si gi est positif, les intégrales de (55) seront de la forme
V. = csiny/flr + o'cosy/{i
L'équation Vj = o a une infinité de racines équidistantes et
dont la différence est '^\/ ~^' Oi* peut d'ailleurs déterminer
le rapport des constantes c, c' de telle sorte que V| s'annule pour une valeur a arbitrairement choisie. Si donc on prend,
entre o et X, un intervalle quelconque d'amplitude < ^V/~'
on pourra déterminer V< de telle sorte qu'elle n'ait aucune
racine dans cet intervalle ; donc V ne saurait en avoir plus d'une. Donc la distance de deux racines consécutives de
Y=zo sera au moins écrale à iti/— ^« Le nombre total de
ces racines entre o et X aura donc pour limite supérieure l'entier immédiatement supérieur au quotient de X par
Si gi est négatif, on aura
L'équation V| = o n'a aucune racine, si c et c' ont le même signe. Donc V = o ne peut en avoir plus d'une entre o et X.
Considérons maintenant l'équalion (56). Si g2 est positif, V2=o aura une infinité de racines équidistantes, dont la
différence estiii/— >et l'on peut choisir les constantes
d'intégration de telle sorte que Va s'annule en un point arbitraire a. Donc entre o et X la distance de deux racines consécutives de V := o ne pourra pas surpasser ^i/"7"^ ^^ ^^
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nombre total de ces racines aura pour limite inférieure le plus grand entier contenu dans le quotient de X par lîi / — •
Revenons maintenant à Téquation
Désignons par V(.r, r) une de ses solutions qui satisfasse à la relation
k — /e V z= o pour j: = o.
On a vu que, si r = o, cette fonction et sa dérivée ne s'annulent pas entre o et X et ont le même signe; on aura donc
k -: H IIV
ax _.
iTj >0 pour 37 = A, r:=io.
Si donc r varie de o à une valeur positive R, g'/' — l croissant constamment pendant ce changement, le nombre des racines de Téquation
dV
o = Tîy(r) = A: -^ h HV pour ^p =r X,
comprises dans cet intervalle, sera égal à A ou A + i , A désignant l'excès du nombre des racines de l'équation
sur celui des racines de V(^, o) = 0 dans l'intervalle de o à X.
Cette dernière équation n'ayant pas de racines, A sera le nombre des racines de V(^, R) = o.
D'après l'analyse précédente, il a pour limite inférieure le plus grand entier E contenu dans le quotient de X par
ici / — jT-^ — Y^ ^2> '2 désignant les plus grandes valeurs de Ar, /, et g2 la plus petite valeur de g dans l'intervalle de o à X.
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Or il est manifeste que E croît indéfiniment avec R. Donc Téquation Tn{r) = o admet bien une infinité de racines.
316. Cela posé, nous avons vu (305) que le problème du refroidissement de la barre revient à choisir les coefficients A^, de telle sorte qu'on ait
j:\,n'V^ = /(x) dexoàX.
En admettant la possibilité d^une solution, il sera aisé de déterminer ces coefficients; multiplions, en effet, cette équation par gYn et intégrons de o à X. En vertu des relations (4 1 ), tous les termes de la série où m^/i donneront une intégrale nulle, et l'on aura simplement
A. r gYldx^f g\,/{x)dx.
Substituant les valeurs ainsi trouvées pour les coefficients, nous obtiendrons la série
„ f gynAx)dx V ± V
Si cette série est convergente et a bien pour somme f{x) dans toutTintervalle de o à X, le problème sera résolu; mais, pour s'en assurer, il serait nécessaire de sommer directement la série. Ce résultat n^a encore été atteint que dans quelques cas particuliers.
317 . Equilibre de température d'une sphère homogène. — En désignant par r le rayon de la sphère, nous aurons Téquation aux dérivées partielles
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avec la condition à la surface
U = F(a?, j, 5) pour a:* -f- ^' -+- s* = r*.
Posons
^ nr p siaôcos»}', ^ = p sin6 sin<J/, z = pcos6.
Nous avons vu (t. II, n** 236) qu'on satisfait à Téqualion aux dérivées partielles par la solution simple
Y„ désignant une fonction de Laplace, c'est-à-dire un polynôme homogène et de degré n en sin9 cosij^, sinO sint];, cosO, satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles
dO^ sm*ô 0^^ (7O ^ '
Le polynôme Y» ainsi déterminé contient d'ailleurs 2/1-f- 1 constantes arbitraires dont il dépend linéairement.
En combinant ces solutions simples, on obtiendra comme nouvelle solution la série
A la surface de la sphère, où p = r, cette série se réduira à
Il reste à déterminer les constantes qui figurent dans les Y^, de telle sorte que cette valeur soit égale à Texpression
F(r sinO cos^l^, rsinOsin^/, rcosO),
que nous représenterons, pour abréger, par /(6, <{;).
Or nous avons vu (t. II, n°* 243 et suiv.) qu'on arrive à ce résultat en prenant pour les Y„ les valeurs particulières sui-
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vantes
où
P„ = X„(cosy) = X,4[cosOcosO'-hsinôsine'cos(4; — 4^')],
Xn désignant la fonction de Legendre.
318. Cette solution peut se mettre sous une forme plus élégante.
Remarquons, à cet effet, que la fonction générale Y^ est une somme de termes de la forme
A/jt sin'<|; cos*!}' sin' *-*6 cos'*~'~*6.
D^ailleurs le produit sin'<{/cos*^ s'exprime linéairement au
moyen des sinus etcosinusdesarcs(i-i-Âr)^|^, {i-i-k — 2)<j^,
Par la substitution de ces expressions, Y^ prendra évidemment la forme
Y„ = ^ [^«» cos/n4/ 4- e;„^ sinm^>] ,
m = 0 OÙ
V et V" étant des polynômes en cosô et sin^O, qui se trans> formeront en polynômes en cosO si l'on y remplace sin^O par 1 — cos*8.
Substituons le développement précédent de Y,| dans Téquation aux dérivées partielles qui définit cette fonction, et chassons les dénominateurs ; il viendra
= y I 9in«0 ^^ -+- sine cosO —J^ ^ [n(n -+- 1) sin«e- m«]e'«„ | cosmi-
.y I sin«e ^^^ -f- sine cose ^^ -h [n{n -h i) 9in«e - m^]&'^^ \ sinm^-
Pour que cette expression s'annule identiquement, il faut
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évidemment que les termes qui contiennent le sînus et le cosinus de chaque multiple de <j^ s'annulent séparément. Donc chacun des termes de Y;,, pris à part, sera une solution de Téquation, et S'„^„, S"„^^^ seront des solutions de Téquation linéaire
sin'O^ -hsinOcosO— -h [/i(/i -+-i) sin*6 — m«]e = o.
Posons
e™Vsin"'e;
nous obtiendrons une transformée en V
d^W dW
dr- ^ ' (iÔ
-T- [/i(/i-f-i) — m{m -hi)]sin*6V=:o,
à laquelle satisferont V'et V".
Prenons enfin cos6=: [x pour nouvelle variable indépendante; nous aurons une dernière transformée
\ (l— fJL') -7-; 2(/7l -f- l)|X— —
(57) j^ ^ ^ d^L* "" ^^dlL
Cette équation se lie intimement à Téquation connue
(58) (I — jx») — — 2li^---h/l(/l-M)X = 0,
à laquelle satisfait le polynôme de Legendre X;,([x).
En effet, différentions m fois cette dernière équation; on
d^X obtiendra, pour déterminer --j-Tn> "^® équation identique à
(57). Les intégrales de (67) sont donc les dérivées m**"®' des intégrales de (58). Or le seul polynôme qui satisfasse à cette dernière (sauf un facteur constant qui reste arbitraire) est le polynôme de Legendre X^dx).
Les polynômes V, V, qui satisfont à (57), se réduiront
donc chacun, à un facteur constant près, à — Zfi,i' ^^ ^^^ J. — CourSj III. 27
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fonctions
seront égales, à des facteurs constants près, à Texpression
^ ^ ' dix'" 2'*. I . 2 ... /l é/|A"'+«
que nous désignerons par P^"(}jl).
Cherchons la valeur de l'intégrale
Supposons, pour fixer les idées, n^^ n. L'intégration par parties donnera
I„-.=£\-0'-X„.(,) /^ [(. - .«r^^] rf.;
car les termes tout intégrés, contenant i — |jl^ en facteur, s'annulent aux deux limites.
Le multiplicateur de X/i'([x) sous l'intégrale est un polynôme de degré n; donc l'intégrale sera nulle si n'>n. Si n'= /i et qu'on désigne par C [x" le premier terme de X» ( |a), ce polynôme aura pour premier terme
( ti -\-m\ !
n(n — i)...(/i — /n-f-i)(/i4-/w)...(n-hi)Cïx'*=: rrCjx".
Il sera donc égal à
R étant un reste de degré <^ n, qui est sans influence sur la valeur de l'intégrale ; on aura donc
*" (« — ^)îc/_, (/i — /n)l 2/n-i
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Cela posé, nous aurons
(59) Y;.=^'*P^(|A)[A«„cosm4/4-B«„sinm^],
et il restera à déterminer les constantes A et B, de telle sorte qu'on ait
2j^ ^""^^o 2ido ^"^ -^^ ^^""^ *^^®'^*"*" ^'»» sinm^] =/(e, ^).
Multiplions cette équation par cosrn^d^, et intégrons de o à 217; en remarquant qu'on a
/27Ï cosm^slnm'^d'^ = o,
o, si m ^ m',
m=im' ';> o, si m =: m' =. o, il viendra
/Î1C / o, si
cos m ^ cos m' ^d^z=z | tc, si
( 211, si
Xm étant égal, en général, à i, et à 2 si m = o.
Multiplions cette dernière équation par P^(|JL)rffJL et intégrons de — I à I, en remarquant que
( {n -^ m)l in ~\-i il viendra
►+» ( o> si /i > n',
> si /l=:/î',
I n rwi II i nt -«- f /
^nin-
'(^^I X /(«.«-"•♦■'jw'^''^-
On trouvera de même
.4-1 ^ttC I n — m II «B nL -4— r /
(î^'^XX /(«.*)--*p»(.)rf*e/..
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Substituons ces valeurs des coefficients A et B dans Texpression (39) de Yn et réunissons tous les termes sous un seul signe d'intégration, après avoir changé les variables d'intégration 6, 4^, [a en 8', ij^', jx' pour éviter toute confusion ; il viendra
.4-1 >,ÎTC
X I*™(ia) P» (î^') cosm(4/ — f )rff rf(i'. Mais nous avons précédemment trouvé cette autre valeur
ou, en prenant cos8'=[x' pour nouvelle variable d'intégration,
y„== ^iJ,.^"_L y "y "/(»', f) P» '/'}'' ''i^'-
La comparaison de cette valeur avec la précédente donne Tégalité
qui permet d'exprimer la fonction
P„ = X„(cos^)^X„[ixix'-hv^r:=l?V*-~î^cos(iJ;-V)]
par une somme de produits de trois facteurs, dont chacun ne dépend que de Tune des variables [x, [ji', i^ — i^',
321. 11 est aisé de vérifier directement cette formule. En effet, P„, considéré comme fonction de 8 et t}^ — i/^ est unefonction de l'espèce ¥„; elle pourra donc se mettre sous la forme
P„^^"P,?(l^)[A,„„cosm(tl;-i}.') 4- B„,„sinm(i|. -<.')], où les coefficients A;,,», ^mn ne dépendent plus que de jjl'.
D^ailleurs P/i est une fonction paire de ^ — ^; donc les coeilicients Bmn seront tous nuls. De pins, P^ est symétrique en |x et |jl'. Donc Amn sera égal à CmP^*([J«.'), Cm désignant une constante.
Nous trouvons ainsi
(Go) P„r=^%,„PJ*(ix)P-(HL')cosm(i!.-.y)
et il ne resle plus qu'à déterminer les constantes Cm»
A cet effet, nous égalerons les valeurs principales des deux membres lorsque Ton y pose |jL=r [jl'=: oo; faisant, pour abréger, ^ — ^'= o, la quantité
cosf =^ t*'t*''~'" V ' — !^*V^' — t*-'* cosïp se réduira sensiblement à
|ji'(i — • cos^) — -2 sin- -ç.fx',
X,. (cOSy)^:: r -, (cOS'y — l)"
r-: J--^ .' CCS'» Y -4-. . .
aura pour valeur principale
ni 2 ^ *
sin ni
Mais
(2 0"'sin'-''-Mp— U«' ~e »^7
mm
:^ 2 I cosno COS(/J — l)o -I-. . .
D'autre part,
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La comparaison des termes en [x2»cos/w© dans les deux membres de Téquation (60) donnera donc, en posant >vto= 2 si /w > o, 1^ = 1 si m=z o,
— .'— !)/« r2/z(2/l — l)...f/l — w;^-4-0l« ' ^ L 2'* /il J ^'"^
iroù
322. Équilibre de température de l'ellipsoïde, — Nous devons satisfaire à Téquation
ôx\ dx\ dxl *
et à la condition aux limites
(62) U:=:F(j:,,^2, 573) pour _J. h- ^ -|- ^ — u
A| Aj Aj
Posons
A, — Xq— <?,, Aj— Xq— e,, Aj^Xq— Cj,
ej -4- e. H- e, =1 o.
L'équation de Fellipsoïde deviendra
r' .rî x^
Xo <?| Xo Ci Xq ^3
Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait
Par chaque point de l'espace passent trois surfaces du second degré homofocales
-f- -1 ^ ^zz I
X — e^ X — ^2 ' X — é?3 ' (t. I, n° 533), orthogonales entre elles; leurs paramètres 5i|,
Xa, X3 satisfont aux inégalités
Réciproquement, à chaque système de valeurs de ces paramètres satisfaisante ces inégalités, correspondent huit points réels, ayant pour coordonnées
a?a = — i / ^ > ( a zzz 1 , 2, 5 )
On lèvera cette ambiguïté en posant
On a, en effet, d'après les notations adoptées dans la théorie des fonctions elliptiques (t. Il, n*** 367 et 371).
V/pM — ea=<3'ao"> VoL =
^(eR — ea)(ey — eaL) d'où
(63) o^a— _'iUâ(^ao«i<^ao«i^ao"3 (» = i|2,3).
Si dans ces formules, qui donnent les trois coordonnées, nous convenons de prendre partout le signe 4-, à cliaque système de valeurs de M|, i/a, Uz correspondra un seul point
Cherchons comment on devra faire varier Mi, Mj, u^ pour obtenir une fois chaque point réel de l'espace. Posons, pour abréger,
(X-ei)(X--eO(X-e,)=:/(X).
La première période
sera réelle et positive, et la seconde période 20)2 sera purement imaginaire.
Si X| varie de ^2 a ^3,
sera réel, et m< (ou du moins l'une de ses valeurs) variera en ligne droite de ot>2 à 032 + o>4*
Si 5.2 varie de e% k et, du2 sera purement imaginaire, et l'une des valeurs de u^ variera en ligne droite de (1)3 à
Enfin, si X3 varie de 00 à é|, <ie/3 sera réel, et l'une des valeurs de 1/3 variera de o à 0)4.
On obtiendra donc tous les systèmes de valeurs admissibles pour X|, X2, X3 et, pour chacun d'eux, un seul des huit points x^, x^j x^ qui lui correspondent, en faisant varier, en ligne droite,
Wj de toj à wj-h ci>i, u^ de b), à 0)3 + 0)2, U3 de o à Q>|.
Les autres points se déduiraient de celui-là en changeant les signes de ses coordonnées.
Ou les obtiendra tous et chacun deux fois, en faisant varier U{ de 0)2 à 0)2 H- 4^1 et u^ de 0)3 à 033 -|- 4^2.
En effet, les relations
(t. II, n® 371) montrent que Ton a
si u' -\- u o\x u' — u est une période. Or, à chaque valeur Ui de M, comprise entre tù^ et (i>2 H- 0)4 , correspondent, dans l'intervalle de (O2 à (1)2 + 4^1? trois autres valeurs de ce genre,
lij irz: 2(i)j-h atOj — ttj, tt^ ^= Mj H- 2ù)i, f/j =rr a'j -h 2 0),,
A chaque valeur U2 comprise entre 0)3 et «1)3 + ci>2 correspondent de même dans l'intervalle de 0)3 à 0)3 -h 4 Wo les trois
valeurs associées
W', = 2a)8-f-2Wj— Wj, m5Î= M,-|- 2(02, m'J = tt', 4- 2(0,,
Les i6 points
auront au. signe près les mêmes coordonnées zhXi, ± X2f drxa. On vérifie aisément que chacune des combinaisons de signes est reproduite deux fois. Ainsi {ui e/2^3) représentera le même point de l'espace que (u\ Wj^a), {u^ u^u^) le même point que {u\ u^ u^)^ etc.
324. Ces préliminaires posés^ prenons u^^ u^y u^ pour variables indépendantes, et cherchons la transformée de Inéquation différentielle (61); on a
dx
Vâ^u duk âui \} âU d-Uk ■ — [— %
^^k,i àuk dui dxa âxa ^k àuk dxl <I'où
2uaLàxl " Zàk àul Zdoi\àXa/
^k,i Ouk ôui ^ja ôxçt âxoL Zdk àuk Zdi Reste à calculer les sommes
ta àxi^ Or on a
àUk diifi d'k/i- I à'k/:
ôxa, " dkk àx^ ~ 2\f'/h: ^-^a'
^•^« ^ r Ai.^» \<^^a/ 2\'/li, àxl'
iAk)
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d'où ^ duk dui _ 1 V' dlk^ d'ki
Or, les surfaces )vA = const., X/ = const. se coupant à angle droit, on a
D'autre part, en dérivant par rapport à œ^ l'équation
et posant pour abréger
il viendra
Xt — ^a do:
D'ailleurs si, dans l'expression de S*, on remplace chacune des quanlités x^ par sa valeur
(Xi— ea)(Xa— ggXXa— gg)
il vient
(X/ — ea)(X,,, — gg) _ (X/ — Xa.)(X^ — Xi^)
(gp — ga)(^y — ^a)(^A— <?a) /^/
diaprés la formule connue de la décomposition en fractions simples (/, m désignent les deux indices de la suite i, a, 3 qui diffèrent de k).
On aura donc
Enfin Téquation ( 64) dérivée deux fois de suite par rapport à Xa donnera, en posant pour abréger
Sommant par rapport à a, il vient, d'après (66) et (67),
Comparant cette équation à la précédente,
il vient
et, par suite,
L'équation différentielle transformée sera donc
d'il
2d(h-'>^k){Kn-
\a) Oui
ou, en chassant les dénominateur et remplaçant X|, X2, A^
325. Quant à Féquatioii à la surface, il est aisé de la former. Soit u la racine de Téquation
comprise entre o et ci>i ; on obtiendra les points de la surface de Tellipsoïde, chacun deux fois, en posant u^ = u et faisant varier u^ de a>2 à W2 H- 4 W| , U2 de Ws à (O3 H- 4 W2 . La température en chaque point de Ja surface étant donnée, on aura, pour Uz= u,
(69) U=iz*(w„M,),
^ étant une fonction arbitrairement donnée de W| = coj à w^ = 0)2 -}- 4 o)| , et de ^2 = ^8 à M2 = Wj -i- 4 Wo . ( Elle devra d'ailleurs reprendre la même valeur pour les deux s^'stèmes de valeurs de Ui, u^ qui représentent le même point.)
326. On peut aisément trouver des solutions simples de Téquation aux dérivées partielles (68). Nous aurons vu, en effet (231), que pour chaque valeur de l'entier positif n on peut déterminer 2/1 -f- 1 valeurs de la constante h telles que. pour chacune d'elles, l'équation de Lamé
admette une solution particulière
. M(m)^NP
qui possède les deux périodes l\iù^ et 4^3» Posons, pour abréger,
Le produit M1M2M3 satisfera à Téquation aux dérivées partielles ; car le résultat de la substitution sera
MiM,Ms\ [/i(/i-f-i)paa4-/ï](jDwp — pay),
quantité identiquement nulle.
Celte solution simple, exprimée en fonction de ^Tj, X2, x^ sera un polynôme entier; car N étant un produit de facteurs de la forme ^ao^? NiN^Ns sera un produit de facteurs tels que
or»
D'autre part/PiP^Pa sera un polynôme entier et symétrique par rapport aux quantités put^ pu2^ pu^- Or celles-ci sont les racines de Téquation du troisième degré
CL
dont les coefficients sont des polynômes entiers en x^ ,
327. En associant les solutions simples qui précèdent, nous obtiendrons une série
'^ CkW.^^^Xfw;;'
qui résoudra le problème proposé si les coefficients Ck peuvent être déterminés de manière à satisfaire à Péquation de la surface
(70) ^C/,M'/'^Mi'''mS,^*> = 4>(«„ u,\
7W^3*^ représentant la valeur de Ml,*' pour M3 =:= u.
328. En admettant provisoirement que la fonction ^ soit susceptible d'un développement de la forme (70), il sera aisé d'en déterminer les coefficients.
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Multiplions, en effet, l'égalité (70) par M^/' Mi/' (put — pwa) et intégrons par rapport à Ui de 0)2 à co^ + 4^i ) ^^ P^^ rapport à ^^a de CO3 à cos -4- 4 ^2 ; l'intégrale double
Q M;^' m;*' M\'» My*» {pui - j)i/, ) du, du^,
qui multiplie Ckm}^\ est le déterminant des quatre intégrales simples
Il = Tm^'» Mi^'ptti du,, I, = Tm^'ï mfpu^du^,
i,= Cwi' Wf'duu J,=: Tm'/^ Mi*» £/«„
Ce déterminant est nul si i^k.
En effet, M^'^ M^*^ sont solutions de deux équations de Lamé différentes, telles que
\n{n -+-i)pi£-h /i]M<')=:io,
du é^^M<^) du-
On en déduit
— [n\n/-r- i)pu-r- /i'jMt*^ = 0.
[n(n ^ 1) — n'{n' + i)]M(')Mt*)pa -f- (A — A') M«')Mt*> ^.,,,^M(') „,,, cf*M(*>
r= — Mv*) — j M<'J — :; — .
au \_ au du \
Intégrons de (i>2 à (O2 + 4 <^i • Les fonctions M admettant la période 4^i} l'intégrale du second membre sera nulle, et il viendra
\n{n 4-1) — n'(n' -h 1)] I^ 4- (A — A') Ji = o.
Intégrant de co^ à 0)3 + 4 <^a ^^ trouverait de même
[n{n H- 1) — /i'(/i' -+- 1)] Il -h (A — A') Ji = o, d'où
IiJ, — I,Ji = o,
à moins qu'on n'ait à la fois n = /i', h = A', d'où i = k.
Calculons ce même déterminant dans l'hypothèse où i = k. Les fonctions W^^W^^pu^ M^*^Mf*> admettent les périodes 2(0|y 2(1)2; elle sont paires et n*ont de pôle que pour u=^o. Décomposées en éléments simples, elles seront donc de la forme
M<*)M<*îpw rrz a* -i- a*pM -f- a.^p" u
Intégrant de coa à (o^ -j- 4 Wi ? îl viendra
Il ==r 4a^a)i — 4ao^i» Ji — 4P*««'i — 4PÎ'îi,
En intégrant de (1)3 à coj -|- 4w2i on aurait de même
et, par suite,
I,J,-I,J, = l6(a*pJ-aJP*-)(r,,a>,-7),u,,)=^8ir/(a*p*~a*p*). On aura donc, pour déterminer ca, la formule
329. Il reste toutefois à établir que la fonction arbitraire ^{Ui, 1/3) admet effectivement un développement de la forme (70). Nous y parviendrons par les considérations suivantes :
Soient :ri, X2j x% et r, u^^ U2 deux systèmes de variables liés par les relations
On en déduit aisément
^xl^r\
Ces équations représentent une sphère et deux cônes homofocaux, qui se coupent à angle droit.
A chaque point réel ^i, ^r^, x^y correspondent : i^ une seule valeur de r ; a° deux racines de Téquation
X -Cot
dont la première, X| r=pM,, sera comprise entre e^ et e^ ; et la seconde Xj =^ p u^ entre e^ et e\ ; 3** deux systèmes de valeurs de U\^ u% tels que U\ soit compris entre (U2 et (t>2 + 4<<>i7 6t ^2 entre cos et (O) + 4^3*
Réciproquement, si le point {u\^ e/2) parcourt le domaine ainsi défini, le point (^1, 0*3, X3) décrira deux fois la sphère de rayon r qui a l'origine pour centre.
330. Si Ton prend r, i/f, e/2 pour variables indépendantes, Téquation du potentiel
ùx\ ■"
se transformera en
d^\} Y Ail Êni
^ V ^ ^ V ^llil ^^ S — ' — dr ^ dx\ ôui ^ Oxl dw, ^ c^j:'J ~~
Les termes de la seconde ligne disparaissent, car les surfaces r =: const., «I ^^ const., Ma = const. étant orthogonales, on a
dr ôux
L'équation
dxa. dXt
xl -" /•«
donne, d'autre part,
d'où
D'autre part, les équations donneront, comme au n^ 324,
Z\àJrJ '-4/X. S,'
Làxl
en posant, pour abréger,
Or on a ici
ea?
d'où
On a donc finalement
On trouvera de même,
L'équation du potentiel aura donc pour transformée la suivante :
U I fd^l] d«U\ 2 dV
dr^ r^(put — pui)\du\ àu\ j r âr J. — Cours, III. a8
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Cela posé, on sait (t. II, n** 236) que pour chaque valeur de l'entier positif n il existe 2/1-hi fonctions Y» linéairement distinctes et défînies par cette double propriété :
1° Les fonctions r"Y«, (où r= \/x'-j-y^-^ z^) sont des polynômes homogènes d'ordre n en Xi^ X2, Xz] 2** ces polynômes satisfont à Téq nation du potentiel.
Mais nous venons de voir qu'à cette même valeur de n correspondent 2/1 + 1 valeurs de h pour lesquelles l'équation de Lamé
•^t —[n{n-\- \)pu -+- A] M z= o, admet une intégrale doublement périodique de la forme
Les produits correspondants
seront précisément les 2/1-f-i fonctions Y„ exprimées an moyen des variables e/f, 112-
En effet, soit A* le degré du polynôme P; N| N2 sera un produit de 71 — k facteurs tels que
Ufli r
D'autre part, Pt Pg sera un polynôme en pui, pu2 symétrique et de degré n par rapport à ces deux quantités; ce sera donc un polynôme d'ordre n en pui pu^ et pu^ -h pUf Mais les équations
permettent d'exprimer les quantités
en fonction linéaire et homogène des trois quantités -^'
Donc la fonction r^M^MairrU sera bien un polynôme homogène et de degré n en a:i, 0:2, x^. Il reste à s'assurer qu'elle satisfait à l'équation (71).
Cette vérification est immédiate, car on a
j^ — [n{n-^\ )pui -h A] U,
oui
c//* or ^ '
Le développement de la fonction arbitraire O en une série de termes M«, M2 sera donc possible, aux mêmes conditions que le développement en série de fonctions Y„; ces deux développements, identiques au fond, ne diffèrent l'un de l'autre que par le choix des variables indépendantes.
331. Refroidissement dune sphère homogène. — Soit r le rayon de la sphère ; nous aurons l'équation aux dérivées partielles
dt ~^ \dx^'^ dy^ "^ âz avec la condition initiale
V - f pour tz=o, a7'-4-^'-4- j5*< r
/étant une fonction donnée de a:, y^ z, et la condition à la surface
à^ àV o <^U ,„, , , , ,
3— cosa-h -T— cosQ-i--.r-cosY-4-IIUr=o pour a7'-|-v'-+-c' = r', âx oy dz ^
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a, P, Y étant les cosinus des angles formés par la normale extérieure avec les axes coordonnés.
Remplaçons ^, JK> ^ par des coordonnées polaires p, 6, ^. L'équation aux dérivées partielles deviendra (t. I, n^ 139).
^_ ,/^ I d»U I ^'U 2^ cote d\]\
^^^^ de '~^ \dp^ "^p«sin*Ô d^* "^p« (?ô*"^p dp "^ p* â^J
La condition initiale prendra la forme
(78) U— / pour tz=zo, p<ry
et la condition à la surface deviendra, en remarquant que
Ton a
â^' « ây dz
cosazzi--— , cosBiiz-^, cosy = rr-,
up àp ' dp
(74) —. l-HUi=o pour p=zr.
332. Pour déterminer une solution simple qui satisfasse aux équations (72) et (74)» posons
Uirze-«V'Y„R,
p désignant une constante. Y» une fonction de Laplace et R une fonction de p. Ces équations deviendront, après qu'on aura chassé les dénominateurs et supprimé les facteurs communs,
//R (76) -1 — i-HRz=o pour p=zr.
L'équation (76) rentre dans la catégorie de celles que nous avons ramenées à l'équation de Bessel (191). Elle admet, comme solution particulière l'expression
iPP) 'J _i(/^P)
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que nous désignerons par F«(/?p). Cette fonction est le produit de p'^p'^ par une série, procédant suivant les puissances entières de p^p^.
Il reste à satisfaire à Téquation aux limites (76). Il faut pour cela que p soit une racine de l'équation transcendante
^ ^ H F„ {pr) = o.
Le premier membre de cette équation est évidemment une fonction entière de jd* si n=o] une semblable fonction, multipliée parp", si n^o; supprimant, dans ce dernier cas, la racine parasite /? = o, qui ne fournirait qu'une solution identiquement nulle, nous obtiendrons dans tous les cas une équation de la forme
La fonction Fn{pp) s'annule évidemment pour p = o si /i>o; et, si n = o, sa dérivée s'annule; on aura donc, dans tous les cas, en désignant par/7 et q deux valeurs quel- <;onques du paramètre/?.
F„(îP)'-^-F„(;,p)^>=o pour , = o,
et la même relation aura lieu pour p = r, si /? et q sont racines de l'équation (77).
L'équation (76) est d'ailleurs un cas particulier de l'équation (36) considérée aux n°' 306 et suivants, dont elle se déduit en remplaçant V, :r, r, X par R, p, p^, ' et donnant à k^ g^ l les valeurs particulières p*, p^, 7i(/i-l-i). On en conclut :
1° Que les valeurs de p^ qui satisfont à l'équation G5n(p^) = o sont toutes réelles, positives, inégales et en nombre infini;
2® Qu'en désignant par p^, gr^, . . . ces racines, l'intégrale
va
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sera nulle, si /?" diffère de q^\ soit, au contraire, q z=:i p\ on
aura
L dp* dr ^^'^^^'^^ ârdj^' J
""'i/^L dp dr '^'^yP') Or dp J
Posons, d'autre part, comme au n
On a vu que P^*([jL)cos/n<{/, P^([ji) sinmti sont des fonctions Yn ; on satisfera donc à la fois à Téquation aux dérivées partielles et à la condition à la surface par les solutions simples
^-«V'/p«'(|x)cosmipF„(pp),
e-«V'P;;'(jx)sinm^;F,(/?p), et plus généralement par la série
2S2e-«V'P,7(li.)(A„,„pCosmd.-4-B,„„psinm^.)F„(/7p),
où les A, B sont des constantes arbitraires, et les sommations s'é tendant :
i® Celle par rapporta n, à toutes les valeurs entières de G à 00 ; 2® celle par rapport à m, aux valeurs entières de o à /i; 3° celle par rapport à />, à toutes les racines positives p de l'équation ^n{p') ~~ o.
334. Cherchons à déterminer les constantes A, B, de telle sorte que la série satisfasse à la condition initiale
(78) SSSP^(jA) A;„„p cosm^ -+- B^^p sin m^)F^(pp) —j ,
pour tous les points intérieurs de la sphère, c'est-à-dire pourp5o<r, [J15— 151, ^505271.
Soit m', n', // un des systèmes de valeurs associées des paramètres m, /i, /?. Pour déterminer ^m'ap'^i multiplions l'équation (78) par cosmli/dif et intégrons de o à 21t. Tous
les termes du premier membre donnent une intégrale nulle, sauf ceux qui contiennent cosmf^. On a, pour ceux-ci,
f cos«in'4' d^ = X,„ t:, l^' = [' ^ ^, ^' il viendra donc
/cos/n'4^ûfii;=:i:sP^'(|jL)A,„'„pX;„'7îF(;?p).
Multiplions cette égalité par Pî;V([x)rf(x et intégrons de — I à -^i. Tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle (319), sauf ceux où /i = n\ pour lesquels on a
il viendra donc
/ /cosm'4P';((x) rfirfjx = 2:A„vpX„.icI?;.F(/>p),
la sommation ne s'étendant plus qu'aux valeurs de p correspondant à la valeur n' de l'entier n.
Multiplions enfin par p^F(/>'p)rfp et intégrons de o à r; tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle, sauf celui oùp =/>', et l'on aura finalement, pour déterminer A;„vi>', Téquation
f f f /cosm'^PT(ix)p^F{p'p)MdiLdp
On trouvera, par le même procédé, pour déterminer ^m'n'p'j l'équalion analogue
nf /sinm'^Pr(I(A)p«F(;>'p)rf<l-rfîxrfp
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Substituons, dans la série (78), les valeurs que nous venons de trouver pour les coefficients, et accentuons les variables d'intégration, afin de pouvoir faire rentrer sans ambiguïté sous les signes d'intégration les facteurs qui leur sont extérieurs; nous obtiendrons comme valeur initiale de U l'expression
( xp''Fn{pp)F„{pp')dYdiK'dp',
335. Mais il reste à prouver que, en additionnant les termes de cette série triple dans un ordre convenable, on trouvera bien pour somme /(^, ui, p).
Laissons d'abord n elm constants, et bornons-nous à faire varier/? de manière à lui faire prendre successivement pour valeurs les diverses racines positives de l'équation
supposées rangées par ordre de grandeur croissante. Nous aurons à déterminer la valeur de la somme
(80) ^J^M0±p^p'*F„{pp)F„ipp')d?;
pour les valeurs de p comprises enlre o et r. Nous verrons qu'elle est égale à /(<{;', p.', p) [pourvu que cette expression, considérée comme fonction de p, soit continue et ait une variation limitée dans l'intervalle de o à r, quels que soient ^ et fx'].
La somme (79) se réduira dès lors à la somme double
SS/" f K^iP ^"^^^^^^^"^ ""'""^^ ~ ¥)dYdv.',
qu'on sait être égale ^/("^^ [Jt, p) [320].
Tout revient donc à établir ce que nous avons annoncé pour la somme de la série ( 80).
336. En cessant, pour plus de simplicité, de mettre en évidence les quantités ^', [x', n qui conservent une valeur constante dans toute cette recherche, cette expression peut s'écrire ainsi :
(80)' nç,'^,.,,>yjEL)iipn.
La fonction F{pp) satisfait à Téquation différentielle
et, comme elle est symétrique en p et/?, on aura aussi ^^'^ ^/''^^^+[/''p'-«(« + 0]F(/>p) = o. On a de même
En combinant ces deux équations, on trouve (o'*-p*)p*F(pp)F(pp')
en posant, pour abréger,
9(/>)=:/>'[f(/,p')^F(/>p).-F(/j?)|jF(/)p') = /)»[pF(/,p')F'(/,p)-p'F(/7p)F'(/,p')]. on aura, par suite,
(8a) F(pp)F(,,p') = ^-^;i;i^^-.
Nous avons trouvé d'autre part
K,, = H r^) 'liPT) _ F(pr)^p] .
Pour transformer cette expression, nous remarquerons qu'on a
ce qui permet de mettre K^^ sous la forme
et de donner à Fëquation à la surface
{dY{pr)
âr la forme suivante :
UF{pr) = o,
(84) ;,^!^+HrF(;>r)=ro.
Désignons par ^(p) le premier membre de cette équation ; l'identité
(85) p^I-^p^HrFipr) = HP), étant difTérentiée, donnera
Enfin, pour p = /*, Téquation (8i) peut se mettre sous la
forme •
à ÔFipr) , djipr) 87) {^àp^ dp "^^ dp
[/>V*— n{n-\-i)] F{pr) = o.
Tirons des équations (84), (86), (87) les valeurs de F(/?r), — 3^—^^ -T-p — 3^ — pour les substituer dans (83), il viendra
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en posant, pour abréger,
p^r^ _- n{n H- 1) — Hr(i — H>) — Q(jp). On aura, par suite,
F(/7p)F(/>pM _ 2Q(/>)o7/>)
337. Il est aisé de voir que celte expression est le résidu, pour le pôle z:=p, de la fonction
En effet, posons z =p -h h; on aura
Le résidu cherché sera donc
2?(P) r Q(.P)ViP) , ^„„^ ^Q(P)
Or la quantité entre parenthèses eslnulle. En effet, les équations (85), (86) et (87), résolues par rapport à -^-p — k — »
^I^, F(/>r), donnent
(j-nr)'!f(p)+p^'(p)
F{pr) =
QiP)
Substituons celte expression et sa dérivée dans Inéquation (84). Il viendra, en tenant compte de ce que ^(/?) est nul,
^l Qip) Q'(p) J
ou, en réduisant et divisant par ,^,^ \ «>
338. On remarquera d'ailleurs que, pour z = o, la fonction yj^z) n'est pas infinie, car ^{z) contient le facteur J5* qui figure au dénominateur. Donc y^{z) n'a d'autres pôles que les racines/?, et l'intégrale
'-ifxi^)d='
prise suivant un contour fermé quelconque situé à droite de Taxe des j^, sera égale à la somme
Kpp
bornée à celles des racines p qui sont contenues dans ce contour.
Les termes correspondants de la somme (8o)' donneront l'intégrale double
(88) f /<.?')?" dp' ^Jx{z)dz.
339. Prenons pour contour d'intégration {Jlg- 9) le rectangle MNPQ qui a pour sommets les points Bf, A-|-Bf A — B/, — B/, A étant une quantité réelle de la forme
où k est un entier, et B une autre quantité réelle, très grande par rapport à A. En faisant croître indéfiniment l'entier A", ce rectangle contiendra un nombre de racines de plus en plus grand; on obtiendra donc la somme (80)' en cherchant la limite de l'expression (88) pour A* =r 00,
Pour établir que cette expression a pour limite /(p), il nous suffira de faire voir : i® que l'intégrale
où b est une quantité variable entre o et r, reste constamment inférieure à une limite finie ; 2" qu'elle tend uniformément vers j lorsque k croît indéfiniment, tant que b restera
Fig. 9.
fi
inférieur à p — e ou supérieur à p -t- e, e étant une constante quelconque.
En effet, l'intégrale (88)' étant décomposée en deux autres, où l'intégration relative à p' s'étend respectivement de o à p et de p à r, ces intégrales partielles auront respectivement pour valeur (t. II, n° 221)
i/(P~o) et i/(pH-o).
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Leur somme sera donc égale à/(p), puisque cette fonction est supposée continue.
Nous remarquerons d'abord que '/(^) étant une fonction
impaire, les éléments de l'intégrale / '' ^^ . ^ prise sur le
côté MQ se détruisent deux à deux. En outre, '/(s) prenant des valeurs imaginaires conjuguées en deux points symétriques par rapport à l'axe des x^ le reste de la ligne d'intégration relative à z pourra être borné à sa moitié supérieure RNM, à la condition de doubler la partie réelle et de supprimer la partie imaginaire du résultat obtenu.
Posons pour abréger
nous aurons (217) pour F(c) = 5 'J 1(5) une expression de la forme
(00) F(;;)=~-^^— ^)(a + 0) + sin(;;-X)0„
8, 0< étant des polynômes en — • La dérivation donnera pour
F'(<3), F"(5) des expressions analogues
(91) F'(*)=r 5- .'(, + o,)--cos(5-X)0„
(92) F'(^)-^-?î^i^^(«-+-0O-i-sin(s-X)0„
O2, .-.,05 étant encore des polynômes en —•
Soit5=a-hr/, t étant positif ou nul. Le module des
quantités
sïn{z — X) z=i r 7
sera compris entre
et
et, par suite, moindre que e'. En particulier, si t est très grand, il se réduira sensiblement à ^e'.
D'ailleurs, si le module y/w--!- t^ de ^ est >- 1, les modules des polynômes 0, • . • 7 O5 seront limités ; et si | ^ | est
très grand, ils seront du même ordre de grandeur que -. — j^-
Les modules des quantités F(z), F'(.3), F"(5) seront donc, si t est très grand, sensiblement égaux à
et seront, dans tous les cas, moindres que
Ir^y
l désignant une constante.
Ce dernier résultat, que nous venons d'établir en supposant I >3 1 >- 1 , subsiste évidemment encore si | >s | ^ i ; car,
dans cette hypothèse, — -: est au moins égal à i, et, d'autre
part, les modules des fonctions entières F(3), F'(5), F''(^) restent inférieures à une limite fixe.
341. Il est maintenant aisé de trouver, soit la valeur approchée, soit une limite supérieure du module de chacun
des facteurs de la quantité
qui figure dans l'intégrale (89), lorsque \z\ est très grand, ce qui a lieu sur toute la ligne d'intégration.
On a tout d'abord — ^ <[ 2. En second lieu,
Q(^) — r«;8»— /i(/H- I) — Hr(i — Hr),
a son module sensiblement égal k r^\z p. On a, d'autre part,
z=zrzF'irz)-hllrF{rz).
Sur le côté horizontal du rectangle, où z = u -h Bt, u variant de o à A et B étant très grand, les modules de F(rz],
F'(rz) seront sensiblement égraux à ; — , et l'on aura sen-
siblement
Sur le côté vertical, où ^ =r A 4- //, t variant de o à B, on aura, en remplaçant A et X par leurs valeurs,
rz — \zrz r A — X H- rti =: {2 k — ï)it-H r/i, d'où
, sin(r5 — X)=; — cosr^t, cos(r5 — X) .r^ sinr//, et, par suite,
^{z) := rz I — — [a 4- Oj(rj5)] 4- sin rti%{rz)\
„ l sÏD rti- «/ V-, ./v / ^ /
-t-Hrj — :v-[a-+- ^('''5)] — cosr/«0,(r5)/.
On en déduit
(98) ^*{s) =:a*cos*r/t(i -h M 4- M' tangr^Z-h M'^tang^r//)*
M, M', M*^, M"' étant des polj^nômes formés avec les puissances négatives de A-h^/; A étant très grand, ces polynômes ont leurs modules très petits; d^autre part, lorsque t varie de o à oo, tangr^i varie régulièrement de o k i; donc on aura sensiblement
Considérons enfin le dernier facteur,
P'fi') ^ ,{pF(p'z)F'(pz)-p'F(pz)F'(p'z)-\
Il peut se mettre sous la forme
iF'(p.) EiP:f),--:ifM) _xF(p.) Wi)-ZMP^V
^ ' I F(p'x5)F(ps)-f-F(pi;)F'(p'5)
Or on a
P— p p-pJp
expression dont le module a pour limite supérieure
pVI^I»
[A désignant une limite supérieure du module de F'(xz); or ce dernier module est moindre que
xz\ pp' I * !
car Xy variant entre p et p', qui sont eux-mêmes compris
P?' entre o et r, sera << r, mais > ^•
On a donc pour limite supérieure du module cherché l'expression
rie'''
P J. - Cours, m. 29
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Le même procédé, appliqué à l'expression
,F-{p'z)-F'(pz)
donnera pour son module la même limite.
Substituant pour ces quantités, ainsi que pour F(p^), F'(p;;), . . ., les limites de leurs modules, il viendra
aie
D'ailleurs, p' étant ^r et |5| étant très grand, le second terme de cette expression sera négligeable par rapport au premier.
342. Il résulte des évaluations qui précèdent que, sur le côté horizontal du rectangle où ^ = B, et où | 5 1 est sensiblement égal à B, l'intégrale (89) s'annule pour B =00; car on aura
/ / ITZl
|JL désignant le maximum du module de p'^x(^)'' ^^fl"^'» d'après ce qui précède, ne peut surpasser sensiblement la quantité
qui s'annule pour B = 00, car elle contient en dénominateur l'exponentielle e^''~9^^.
Considérons maintenant l'intégrale suivant le côté vertical, laquelle, pour B r= 00, se réduit à
Elle a une valeur limitée, car son module est au pins égal à
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{JL désignant une limite supérieure du module de p'^')^( A -H ti). Or \z\ étant ici égal à y/A^-H r*, \t. ne peut surpasser sensiblement Texpression
laquelle donne une intégrale finie, à cause de la présence du facteur e^''~P^' au dénominateur.
Nous allons enfin démontrer que l'intégrale, suivant le côté vertical, tend uniformément vers j pour A = oo, quelle que soit la valeur constante ou variable assignée à 6.
A cet effet, nous remarquerons d'abord que l'on peut supposer fe> Y* ^^ effet, si b était < jy on pourrait décomposer le champ d'intégration relatif à p' en deux autres, s'étendant l'un de p à -^> l'autre de -r à b. Le module de l'intégrale relative à cette seconde partie du champ est au plus égal à
b) I iidt
et a fortiori ^ -r 1 [^^ dt^ quantité indépendante de 6, et qui
s'annule pour A = oo. On n'aura donc à considérer que la première partie du champ.
Supposons donc 6> v-* Pour déterminer dans ce cas
la valeur limite de l'intégrale, il ne suffira plus d'assigner comme on l'a fait jusqu'à présent, une limite supérieure à son module; mais il faudra analyser avec plus de précision la nature des facteurs de ^(^s).
Considérons d'abord le facteur
<p(x;) = ^«[pF(p^-)P(p^)-p'F(p^)F(p'xî)].
Substituons aux fonctions F(pz), . . . leurs valeurs
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il viendra
!5in(p'5— X)cos(p5 — X)[a«p'-i-D] \ -cos(p'^-X)sin(p^-X)[at«?-+-D'] ( -f-sin(p'^ — X) sin(p5 — X)D'' -hcos(p's — X) cos(p5 — X)D*'
chacune des quantités D, D', D'', D'" étant une somme de iractions simples, de la forme
En faisant usage des formules
• // ix / ^^ sîn|"(p -HpO-ï — 2X]H-sin(p' — p)-8 8m(p'5 — X)cos(p>s — X) zn ^-^ 5—^ ^^—>
on peut mettre cette expression sous la forme
cos(p'— p)^ E'' -+- cos[(p' + p)-5 — 2X]E'
E, E', . . . étant de la même forme que D, D', ....
D'ailleurs, pour p' = p, ff{z) s'annule identiquement; donc E', E", E'" s'annulent. Si donc une de ces fonctions contient la fraction simple
su
elle contiendra son associée
^.V r,'V .fl-f-V+l'
Celte fraction, ajoutée à la précédente, donnera un résultat de la forme
On aura donc
F', F'', F''' étant des sommes de fractions simples, de la forme
fpY
Substituons, dans les arguments des lignes Irigonométriques, la valeur ^ = A-f- /i et séparons la partie réelle de la partie imaginaire au moyen des formules d'addition. Remarquons enfin que 2X ne diffère de arA que par un nombre impair de demi-circonférences: il viendra
fP f ^"■' L-(_ cos(p'- p)A sin(p'- p)ti] I 2 ^P ^^ P^ ^ "^J
r- cos (a/- -p-p') A sin(p'+p)<n /a' A
L sin(2/- — p — p')Acos(p'-i-p)/fJ^P ^\2 J
J cos(p^_p)Acos(p'-p)/n ,
L- sin(p'— p)Asin(p'— p)<<J
_^r eos(ar-p_p')Acos(p^4-p)jn ,_
L— sm(2r — p — p')A sid(p'-j- p)/ij "^
344. Chacune des fractions simples qui figurent dans E. F', F", F"'', considérée comme fonction de p' et de /, est de la forme
, où V >• |X,
Elle peut s'écrire
Chacun des termes de cette somme est le produit d'une puissance de if par une fonction de p', A, f, continue, réelle et positive dans tout le champ d4ntégration. Cette fonction sera croissante de p' = p à p' = 6, si 6 <^ p. Si 6 > p, on pourra ia décomposer dans la différence des deux fonctions partielles
I d sy-"^t"*^ / I I \ d Psy-^t"^
et
pi^ {h}-^t^y X^v- p'v-j (A^H- ^«)
également continues et positives, dont la première ne varie pas avec p', tandis que la seconde est croissante de p kb.
D'ailleurs A et ^ étant au plus égaux à y/A^H- t^ et p' au moins égal à r- dans tout le champ d'intégration, le module de la fonction considérée aura pour limite supérieure
et, si & >- p, les modules des deux fonctions partielles dans lesquelles on la décompose seront moindres que
Ces diverses fonctions tendent donc uniformément vers G pour A = 00, quels que soient p' et t. D^autre part, la fonction
Q{z)_ /^(^-4-') + Hr(i^Hr)
est de même égale à r^, plus la somme de quatre termes^ dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction positive de ^ et de A, qui tend uniformément vers o pour A = 00, quel que soit t.
On a enfin
^*{z) = a« ces' rti{i -h M -i- M' tangra' -h M' tangVa*).
Chacune des fonctions M, M\ . . . , étant une somme do termes de la forme
s'exprimera par une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction continus et positive de t et de A, qui tend uniformément vers o pour A = 00.
D'ailleurs, tangr^f' est le produit de i par une quantité comprise entre o et i . On aura donc
i-h M -f- M' tangrii -h M' tangV/i = i -f- P -f- P7 — F'— P'i;
P, P', P", P'' étant des fonctions continues et positives qui
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tendent uniformément vers o pour A = oo, l'expression
H- M -f- M' tang A^t + M' tang« rti "" (i-hP~P')»-h ( F— P' ») sera évidemment une fonction de même forme.
345. Réunissant les résultats précédents, on trouve pour rintégrale cherchée
{-f r?'*x{k^ti)dtdf'
l'expression suivante
sin(p'-- p)A , , r* cos(p' —
r\os(p---p)A^p-r;i"(p^-p;^^p-rA4--^1^/
/ sm (2 r — p — p') A efp' / — >^ - ^ — p' -% — ^ ûf^
— / cos(2r— p — p')Arfp' / ^, — P^ ^«^
H-/ cos(p'— p)Ae/p' /
cos(p'— p)a' R,_^^^
ces' /-^i
sîn(p'— p)^i ^,_Ro_^^
ces* rti
-T sin(p'-p)Arfp'r
- hin(.r_p-p')Arfp' r !i!l(^l-fliip'-^rf.
R, R{| R2, Rs étant une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', t^ A, continue, positive et bornée, laquelle croît (ou tout au moins ne décroît pas) lorsque p' varie de p à 6, mais tend uniformément vers zéro quel que soit p pour A = oo.
D'ailleurs p' et -7-^- — sont des fonctions de p', finies et con-
tinues; elles sont croissantes de p à 6, si 6^ p; dans le cas contraire, elles sont la différence de deux fonctions finies, continues et non décroissantes
p'znp — (p — p'),
p-hp' 2 \2 pH-
Enfin, les fonctions cos(p' — 9)th — i — -, ^^ sont
croissantes de p à 6.
Donc chacune des intégrales relatives à t^ qui figurent dans la formule précédente, porte sur une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', A, t positive, bornée et continue, laquelle ne décroît pas lorsque p' varie de p à 6, mais tend uniformément vers o pour A=oo (à moins qu'elle ne soit indépendante de A, ce qui arrivera pour les termes des quatre premières intégrales qui ne proviennent pas de R et de R|).
L'intégrale de chacun de ces termes, prise par rapport à./, sera manifestement le produit d'une* puissance de i par une fonction de même forme, que nous désignerons par /(P',A).
D'autre part, les intégrales
^sin(p'— p)Arfp'
r^ ' f f Mi ^ f I — COS(ft — p)A.
/ sin (p'— p)Aûfp'= — — ^ ^ —
r^ t I \K ^ I sin(^ — p)A
/ COS(p'— p)Ac/p'rr-_ --I- ,
Jp
ces (2r — p — 6)A — CCS ( 2 r — ^p)A
* MA^/ sin(2r — p — ô)A--sin(2r — 2p)A ces (2 r — p — p') A ap'=:^ ^- —
/ sin (2 7* — p — p')Adp':= Jp
sont limitées et, pour A = oo, tendent uniformément vers les limites respectives -> o, o, o, o. Soient
f cp(p',A)Jp'
l'une quelconque de ces cinq intégrales; G la limite vers laquelle elle tend. Il sera aisé de trouver la limite de l'intéfi^rale
par la méthode employée au tome II, n" 221. On a, en eOet, "k désignant une constante,
Appliquons à la seconde intégrale le second théorème de la moyenne; il viendra
f •(p',A)/(p',A)rfp' =f{p + \,k)f ^(p',A)dp'+/ib,X)f <f(p',A)dp'.
Pour A =00, les deux intégrales ci-dessus tendent uniformément vers zéro (pour plus de détails, voir Tendroit cité); et leurs multiplicateurs tendent également vers zéro (ou tout au moins restent fixes, si /ne dépend pas de A).
Reste la première intégrale
r" <p(p',A)/(p',A)6fp'
-=/{p,X)f ^{p\k)dp'-^f " [/(p',A)~/(p,A)]^(p',A)rf/. */p •/p
Le premier terme lend, pour A =: cx>, vers G lini/(p, A).
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Appliquons à l'autre le second théorème de la moyenne; elle devient
[/(p + >,A)-/(p,A)]y''" <p(p',A)rfp',
i étant compris entre p et p + X.
L'intégrale qui figure ici reste finie; son multiplicateur tend d'ailleurs vers zéro pour A =00, s'il dépend de A; sinon, on pourra le rendre aussi petit qu'on voudra en faisant décroître "k.
Nous obtenons donc pour la limite cherchée
Glim/(p, A).
347. Tous les termes des intégrales (94) pouvant être traités de même, et G étant d'ailleurs nul, sauf pour la première d'entre elles, pour laqueUe il est égal à -9 la limite cherchée sera, en désignant par R© ce que devient R pour
1tp2A^«.', COS* rtl ' \2 2p/
,. /•- rdt ( , R„\
Mais, lorsque A tend vers 00, Rq tend uniformément vers zéro. L'intégrale se réduit donc à son premier terme
rdt
Posons 6'"'= u\ cette intégrale se transforme en
/* udu _ r —I "1*_ *
Doublant ce résultat d'après le n° 339, on obtiendra-» ainsi qu'il fallait l'établir.
I. — Première variation des intégrales simples
348. Soit <p(^, jKj J'', ••• yy"*'',^^ ^'î • • -î^"? ...)une fonction de la variable indépendante x, des variables dépendantes yy z^ . , . et des dérivées de ces dernières jusqu'aux ordres m, n, . . . respectivement.
Si nous changeons y, z, ... en ^ -f- stj, 5 4- e?î, . • . (ti, Ç, . . . désignant de nouvelles fonctions de ^ et e une constante infiniment petite )j^*, 5*, ... seront changés en j^*-{-eTj*, a* 4- eÇ*, . . ., et <p en
*(ic, 6)=i(p(a?, j-hÊ7i,y-heT)', . . .,i;-HeÇ, .. .).
Cette expression, développée par la formule de Taylor suivant les puissances de e, prendra la forme
en posant, pour abréger,
Les quantités £91, e^o^, ... se nomment les variations
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première, seconde, etc. de la fonction ç, et se représentent par les symboles 8<p, S^ç, ....
On a, d'après cette définition,
ly r^er,, 8/ —et/, ..., $5 =eÇ, ...;
Ô-Jr=:0, 8*j' = 0, ..., 8*5zirO, ....
Il est clair, d^ailleurs, que cpi, (p2ï • • • ne sont autre chose que les dérivées partielles -r-> -^t' '*' P^^r Isi valeur particulière e = o. Or on a généralement
Pour e=o, -r-;^ se réduira à ç;t= — û*y et -r^ -3— j a
-^8*-i-^' Substituant ces valeurs dans Téquation précédente et multipliant par la constante e*, il viendra
Cette équation montre que les deux opérations de la dérivation et de la variation peuvent être transposées.
3i9. Les équations (i), respectivement multipliées par e, e-, . . . , pourront s'écrire
Si les fonctions j^, z, • . . , au lieu d'être données immédiatement en fonction de ^, étaient exprimées au moyen de x^ ty t'^ . . .\ ii<i u'^ ... ; . . . , où t^ II, ... désignent des fonctions de X, le changement de ces dernières fonctions en ^ -+- er, a -i- eu, ... transformerait y, z^ . . . en y -h oy ^ ^ ^^y
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f- 85 -f- ^ ^^z H- .... , . . . , et, par suite, <p en où
àf '^ dy "^ dz
Ainsi ûf conserve la même forme que si y^ z étaient donnés directement en fonction de a:; mais les variations suivantes seront modifiées par l'adjonction de nouveaux termes en S^^', 8V, ....
350. Proposons-nous maintenant de déterminer les variations successives d'une intégrale définie
Changeons y^ z en j^ -|- 8;^, z-\-Zz, • • • ; Ç sera transformé
en
*(ar, e) =z <p -t- 8(p -h i û«(p 4- . . .
et I en
Séparant les termes affectés des diverses puissances de e, il viendra
— f 8«p dx, 8*1 -- / 8*<p dxy
• Ce résultat suppose toutefois que les limites Xq^ X\ de l'intégration sont des constantes fixes. Si nous admettons qu'en
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môme temps qu^on altère les fonctions ^, Zj . . . on accroisse Xqj Xi de' quantités infiniment petites ix^ = e^O) ^<^i = ^iit I subira de ce fait une nouvelle altération A'I, égale à
(4) / (<p4-S'f 4- }-o«(p-h...)^^— / (îp-i-8<P-4-...)<ir.
Cbacun des termes de cette expression peut se développer sans peine suivant les puissances de e. En eflet, considérons, par exemple, le terme
' r ^^9dX,
La formule de Taj'lor donne
[8*ç]i, . • . représentant les valeurs de 8*cp et de ses dérivées pour a? = JC| (^, y ^ . . . , 2, ... étant en même temps rem-
placés par les valeurs ^«, J'i, .-.; ^i, . • . qu'ils prennent pour
Multipliant par -r et intégrant de x% à a:|-{-8xi, il
viendra, pour valeur du terme considéré,
Chaque terme de Texpression (4) étant développé de même, on obtiendra, en réunissant ensemble les termes de même ordre en e,
Réunissant ces termes à Tautre partie de la variation déjà obtenue précédemment, il viendra, pour la variation première
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del,
pour la variation seconde,
351. On peut arriver au même résultat d'une autre manière, en transformant Tintégrale
1 H- Al— / ^{Xft)dx
par un changement de variable, de manière qu'elle ait les mêmes limites Xq^ x^ que Tintégrale primitive.
Posons, en effet,
x — t-\-lt,
8/ étant une fonction arbitraire de /, affectée du coefficient e et assujettie seulement à se réduire respectivement à ùXq et 8x1 pour t^=x^ ti t=^x%] on aura
ou, en écrivant x au lieu de /,
I4- Al= /^ ^{x -h Bx, t) [dx -h d Bx]
= *8x-f-y--^ h. ..-+-/ * dx;
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mais on a
(M* d^ dt^ I rf8*«p
'di-di^'d^'^l^dr'^'"'
Substituons ces valeurs dans Texpression de I+AI, et séparons les termes de même ordre en e; on trouvera, pour 81, 0^1, ..., les mêmes expressions que tout à Theure.
352. Nous venons de nous trouver conduits à faire varier non seulement l'expression de ^, 2, . • • en fonction de la variable indépendante x^ mais cette variable indépendante elle-même. Cette considération nouvelle peut devenir néces saire, lors môme que les limites ^o, x^ restent fixes.
Considérons, par exemple, Taire comprise entre Taxe des x
Fig. 10.
X% Xi
et la courbe figurée en ligne pleine par la Jig. lo. Elle sera représentée par l'intégrale
J ydx,
où 1 on donnera à :r la série des valeurs successives qu'il prend lorsqu'il décrit la courbe, y désignant l'ordonnée correspondante.
Considérons une seconde courbe infiniment voisine de la première et ayant les mêmes extrémités, par exemple celle
que la figure représente en pointillé, et proposons-nous d'évaluer raccroissement de Taire lorsqu'on passe de la première courbe à la seconde. Pour opérer ce changement, il ne suffira pas de faire varier l'ordonnée de chaque point de la première courbe en laissant l'abscisse constante; car il y a sur la seconde courbe des points auxquels ne correspond, sur la courbe primitive, aucun point ayant la même abscisse. On pourra, au contraire, passer aisément de la première courbe à la seconde, en altérant un peu les abscisses en même temps que les ordonnées.
353. Cela posé, l'objet principal du calcul des variations est la solution de la question suivante :
Les fonctions j^, s, . . . , qui figurent dans l'intégrale I, et les limites Xq^ x^ étant indéterminées en tout ou en partie, achever de les définir, de telle sorte que la valeur de l'intégrale I soit maximum ou minimum.
D'après cet énoncé, si l'on donne ky^ z, . . ., x^y x^ un système quelconque de variations infiniment petites Zy, S^, ..., Sj^o, Sj^i compatible avec les conditions imposées par l'énoncé du problème, l'accroissement
qui en résulte pour la valeur de l'intégrale devra conserver constamment le même signe (positif ou négatif suivant qu'il s'agit d'un minimum ou d'un maximum).
Or, e étant infiniment petit, l'ensemble SI des termes du premier degré sera prépondérant et donnera son signe au résultat. Si d'ailleurs on admet (ce qui aura lieu très généralement) qu'à chaque système de variations 3^, 8^, . . ., S^o? 8^« compatible avec les conditions du problème, correspond un second système de variations — 8^, — S<3, . . . , — 8j:o> — Z^\ jouissant de la même propriété, ce nouveau système de variations donnera à I l'accroissement
J. — Cours, III. , 3c
qui sera de signe conlraire au précédenl, à moins qu'on n'ait 81 =: o.
Nous obtenons donc cette première condition pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum :
La variation première 81 doit s* annuler pour tout système de variations hy, 8z, ..., 8^q, 8:r< compatible aifec les conditions du problème,
354. Cette condition détermine, en général, ainsi que nous le verrons, ce qui reste d'arbitraire dans la définition des fonctions j^,>3, ... et des limites ^Tq, j?«* Mais elle n'est pas suffisante. Il faudra en effet s'assurer que, après avoir ainsi déterminé ces quantités inconnues, Taccroissement de I pour une variation infiniment petite (compatible avec les conditions du problème) conservera toujours le même signe; d'ailleurs, SI étant nul, cet accroissement se réduit à
Le terme prépondérant de ce développement, ^8^1, ne devra donc pas changer de signe, quel que soit le système de variations que l'on adopte parmi ceux qui sont admissibles. Cette seconde condition sera évidemment suffisante si ^8^1 est toujours différent de zéro. Mais, s*il existait un système de variations qui annulât 8^1, il n'y aurait ni maximum, ni minimum, à moins que ô^'I, qui est d'ordre
impair, ne s'annulât en même temps, auquel cas il resterait à discuter le signe de 8*1, etc.
Nous nous bornerons, dans cette Section, à tirer les conséquences de la première condition
Oi=8Izz: [©], Sa?, — [<p]o^«27oH- / ^ffdx. 358. Posons, pour abréger l'écriture,
ày^ ' df-^'' • ' âz^^' dz'-^''
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Nous aurons, d'après la formule (3),
valeur qu'il faudra substituer dans l'intégrale / 8© dx.
L'intégration par parties permet de transformer cette expression en faisant disparaître sous le signe / les variations des dérivées j>^', . . . , y'^y ^', . . . , 5", . . . . En effet, considérons, par exemple, le terme
/ Ajt 8^* dx.
Nous savons que 8/* est la dérivée Ar*^™* de 8^; on aura donc
f A^8j*rfa?=[A*8y*-«-A';8j*-«-4.... + (-!)*-» A*-» 8^^.
-^r\-iYkilydx.
Opérons de même sur chaque terme de 8'^ et posons, pour abréger,
/ A — A;-h...-4-(— 1)"» AS =M, A, ^- a; 4- ... 4- (- 1)— « Ar ' = c,
Aj- a; + . . .4- (- !)'»-« KT^=C\
B,— b;4-...4-(— i)»-*Br' =D, B,- b; 4-... + (~^ !)'•-« Br* =Ds
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il viendra
[c Sy -h c* 8y ' 4- . . . -H c»-' S/'^-n '•
-h I (MSy-i-N(Î5 -H...)rfa?.
Cette expression doit être nulle pour tous les systèmes de valeurs admissibles des variations 8/, 8z, . . . , 8^09 8^4.
356. Supposons d*abord que ces variations puissent être choisies d'une manière entièrement arbitraire. On pourra poser, en particulier,
Sa^o - S^i -- o, Sj — eô' M, Bz .- eô* N,
0 étant une fonction quelconque de x, qui s'annule pour jj = a:(> et pour x ^=:Xi^ ainsi que ses dérivées successives, jusqu'à un ordre égal au plus grand des nombres m — 1, n — I , .... Pour ce système de variations, les termes tout intégrés de 81 s'évanouiront, et l'on aura
Cette intégrale, dont tous les éléments sont positifs, ne pourra s'évanouir que si l'on a
ce qui réduira l'expression de 81 à la partie tout intégrée
— Fçlo 8^0
[C 8/ -h C^ 8/ + . . . -h G'»-* ^y'n-i'ix, -f-D85-4-D»8c'-f-...4-D»-» 8;;»-» j H- [<p,] 80?, -.[ç]
= Cl 8j^, -t- C} 8j; 4 . . . H- CT»-» 87?»-» 4- Di 8c, 4- ... -^ Dj-» s^;-» --
-Co87o-Ci8y,~...-Cr*Ô7r^-Do85o-...-D;-*85r'- -i-[<p]i8a7i— [<p]o8^o»
que nous désignerons par H.
Les diverses variations qui figurent dans cette expression
sont évidemment des arbitraires indépendantes. Donc, pour que 81 s^annule identiquement, il faudra qu'on ait encore
.p. l G| = 0, G} = o, ..., Co^-^O, ..., DJ~* m o, ..., 1 Wi — O, [^]o '- O.
Les équations
o — M = A — a; -h . . . -f- (— i)*" A^, <7) { o = Ni:^ B — B;-^...-+-(— 0» B2,
sont des équations différentielles entre x et les fonctions inconnues jk, 2.
La première contient les dérivées de j', z, ...jusqu'à Tordre 2 m, 71 + /w, ... respectivement. La seconde les contient jusqu'à l'ordre /n-j-/i, 2/i, ...; et de même pour les suivantes si le nombre des fonctions^, \3, ... surpasse 2. Ces équations forment donc un système d'ordre 2/n 4- 2n -r ... en général, et donneront y, Zj ... en fonction de x et de 2m -|- 2 71 H- ... constantes arbitraires «i, aj, ....
En substituant ces valeurs dans les 2-f-2m-f-27i-f-... équations aux limites (6), on aura le nombre d'équations nécessaires pour déterminer les constantes d'intégration et les limites x^j x^. Le problème est donc en général déterminé.
357. Jacobi a montré que le système des équations diCTérentielles ( 7 ) peut être ramené à un système de 2 /w -t- 2 71 -h . . . équations du premier ordre ayant la forme canonique.
Supposons, en effet, pour fixer les idées, qu'on ait deux fonctions inconnues y, z. Prenons pour inconnues auxiliaires les quantités ^, . . . , y'""' , z'^ . . . , z""*, C, C*, . . . , G"*""*, D, D*, . . . , D""* ; on aura, par définition,
dx-y^ '•'' dx '^ '
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D'autre part, la diflTérentiation des équations (5) donne immédiatement (en remarquant que M = N = o)
dx~ ' "' dx '" ' '
cl, si Ton lire des équations
(lO) A^.^zG'"-», B;,=:zD«-*
les valeurs de y^^ z'^ pour les substituer dans les équations (8) et (9), on obtiendra, entre x et les nouvelles variables j^, y, "y 7""'*;^, ...,z''-«;C, ..., G"*-*, D, ..., D«-*, un système d'équations du premier ordre, équivalent aux deux équations primitives.
Ge nouveau système est canonique. Gon sidérons en eflel la fonction
Sa difTérentiation donnera
dV -z y^dx -h Ady -^ {X^ — O df -h . , .-\- {A„ — G"-» ) dy^
— / dC —y dC^ — . . . -7«« cC"-»
-^z' dD — z'dù^ —,,,-- z" (fD«-».
D'ailleurs les coefficients de dy^ et de dz'^ dans cette expression sont nuls. On voit donc que, si Ton exprime U en fonction de a;, ^, . . . , y"^~^ ; z, . . . , >5'*~* ; G, . . . , G*""* ; D, . . ., D""*, en éliminant^*", z" au moyen des équations (lo), on aura
A=— -, •. , A, — G* *2=-— ;., ..., Bi^ -T-> •••> oy dy*^ oz
ce qui établit notre proposition.
358» Réciproquement, soit U une fonction quelconque de X et d'un nombre quelconque de couples de variables y^ 7); J5, Ç; ...; supposons ces dernières quantités fonctions de x^ et cherchons la variation de Tintégrale
en supposant qu'on les fasse varier. La portion de la variation qui restera sous le signe / , après l'intégration parparties, sera
et, en exprimant qu'elle est constamment nulle, on aura les équations canoniques
, dl.] , (9U
dy -^ d-t\
On voit donc que le problème d'annuler la première variation d'une intégrale et celui d'intégrer les systèmes d'équations canoniques sont entièrement équivalents.
359. Les résultats que nous venons de trouver subissent quelques modifîcations, lorsque les fonctions jk» 2, • • • et les limites x^j x^ ne sont pas entièrement arbitraires. Nous allons passer en revue les principaux cas que l'on rencontre dans les problèmes usuels.
i" Les fonctions y^ z^ ... sont encore arbitraires dans l'intérieur du champ d'intégration; mais il existe entre les limitesxo, j:, et les valeurs jk^/o? •••» JS*'*"» -0, -m^^'^ ...; Xi 1 • • • j y7~^ î ^j > • • • 1 5""* : . . . que prennent pour ces limites les quantités j^,^, ...,J^''""*; 2,5', ...,2«~«; ... une ou plusieurs relations
(II) +~o, X — o»
On aura encore, dans ce cas, M =:-r o, N -= o, ... ; mais les variations 8a?o, ^x^^ 8^0, ... qui figurent dans la partie tout intégrée de 81 ne seront plus indépendantes les unes des
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autres, et chacune des équations (ii) fournira une relation linéaire entre ces variations.
En effet, changeons y^ z, ,. . en y -]- 8>', z 4- S^, puis Xq^ Xi en Xo-\-^Xoy Xt-\-hxi, Soient jKo "H AXo? yo~*"A>'o» ••• ce que sont devenus ^o» ^'o' • • • P^'' cette variation. Ces nouvelles valeurs, associées aux nouvelles limites Xq-^^Xq^ Xi 4- 8:C|, devront encore satisfaire aux équations aux limites tj; = o, y^ = o, .... On aura donc, en développant par la série de Taylor et s^arrétant aux termes du premier ordre,
dxo dx, dy^ ^"^ d/o *^"
Il ne reste plus, pour obtenir les relations cherchées, qu'à trouver Texpression de A^o> Ax'o» • • • c^ fonction de Sa:©, S^i, 8^0 y ^y'o'i * * " ^^ l'obtient aisément comme il suit. On a, par définition,
On aura donc, en négligeant les termes du second ordre, comme nous le faisons dans toute cette recherche,
Nous avons ainsi obtenu autant d'équations linéaires entre les variations Sxo, Sxi, ^y^, ... qu'il existe d'équations de condition i}^=:o, 'j^ = o, .... Soit j9 ce nombre. On pourra, au moyen de ces relations, éliminer p variations de l'équation
[?]iS^i--[?]oS^o
„^^ -Co87o-...-Cr»8/r* -+-D,85, 4-... h D?-» S^î"»
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Les- 2 -J-2/W-I-2/H-... — p variations restantes étant entièrement indépendantes, on devra égaler leurs coefficients à zéro, ce qui donnera autant d'équations de condition nouvelles, qui, jointes aux équations ^ = o, ^ = o, ...» détermineront encore Xo', x^ et les constantes d'intégration.
On peut d'ailleurs opérer d'une manière plus symétrique en ajoutant à Téquation précédents les équations 8<j; z=z o, 8y^ = o, multipliées par des indéterminées X, [ji, . . ., et égalant à zéro les coefficients de chaque variation. Les 2-H2m + 2n-i-... équations ainsi obtenues seront les mêmes que celles qu'on obtiendrait en annulant la variation de I -h ^^ + [Jt'X + • • • "» ^ et [JL désignant des quantités invariables. En les joignant aux équations données (]/ = o, ^ = o, . . ., on pourra déterminer toutes les inconnues du problème, y compris les inconnues auxiliaires X, [x, ....
360. 2'' Les fonctions j>^, z, ... ne sont plus indépendantes, mais sont liées par des équations différentielles
Soit p le nombre de ces équations^ dans lesquelles pourront d'ailleurs figurer, outre les fonctions inconnues j', Zy ... et leurs dérivées, d'autres inconnues auxiliaires m, ... et leurs dérivées. (Le nombre de ces nouvelles inconnues devra toutefois être inférieur à celui des équations de condition.)
Les équations ij^ = o, ^ = o, ... feront connaître p des inconnues j^, >5, . . ., w, . . ., par exemple^, ... en fonction des autres -3, . . ., m, . . ., qui resteront indéterminées.
Cela posé, désignons par X|, ..., X^ des fonctions arbitraires de Xj que nous nous réserverons de déterminer. On aura évidemment, pour tout système de variations dey, z, ..., «, ... ; Xqj Xi compatible avec les équations ij^ = o, ^ = o, . . . ,
f f^dx—-hl (f -I- X,<}/ -h Xjx-H. . .)û^^;
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car l'intégrale / (^« ^ + ^2/ -f- • .) dx étant identiquement
nulle, sa variation Test aussi.
La variation de l'intégrale
traitée à la manière ordinaire (sans faire varier les fonc* tions X), pourra se mettre sous la forme
8Kzr.H'-h f \m'87 -hN'ûc-f-...-f-P'8^/-^...)ûf;r,
ir désignant la partie tout intégrée et M', N' des expressions formées avec ^, 2-, . . . , w, . . . , X| , . . . , X^, et leurs dérivées. Déterminons les fonctions arbitraires )»|> •••7 X/> p^ir la condition d'annuler les coefficients des variations Sj^, . . . des variables dépendantes y^ . . .; SK se réduira à
et, comme les variations 8g, Se^, . . . sont arbitraires dans tout le champ d'intégration, on aura séparément
Nous aurons donc, pour déterminer y^ z et les fonctions auxiliaires T^f, ..., \p^ les équations diflérentielles simultanées
4; — o, X -Oy . . . ,
M'=rO, N' — o, ...; P'zrio,
Les constantes d'intégration et les limites x^^ x^ se déduiront de la condition 11'^= o. Celle-ci se décompose d'ailleurs en autant d'équations distinctes qu^il reste de variations indépendantes parmi celles qui figurent dans H', lorsqu'on a
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tenu compte des équations aux limites
9 = 0, -j-- rrz o, . . . , pour j? z^. a?o et a? = a?| ; (i3) ( dx
qui sont des conséquences des équations <j; =r: o, y^ ^= o, lesquelles ont lieu identiquement pour toute valeur de x,
La série de ces équations aux limites devra d'ailleurs être arrêtée au moment où apparaîtraient, dans les dérivées successives de <J;, ^, . . ., des dérivées de y, z, , , .; w, . . . d'ordre supérieur à celles que contient H'.
On obtiendra donc la solution du problème proposé en égalant identiquement à zéro la variation de l'expression
Les équations ainsi obtenues, jointes aux équations
et à celles-ci :
déterminent toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X, [x, v.
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361. 3"* Les quantités inconnues /, ^, . . -, ^o? ^4 sont assujetties à varier de telle sorte qu'une intégrale définie
K= / <K^, /,/, ...\z,z',.,.)dx.
prise entre les mêmes limites que I, conserve une valeur constante c.
Ce cas se ramène immédiatement aux précédents. Prenons, en efiet, comme inconnue auxiliaire, la quantité
u~~ t ^ dx.
Cette équation, qui définit u^ équivaut évidemment aux deux suivantes :
^' = 4^, w-=:o pour a: = a7o.
D'ailleurs, pour x^^ x^^u devient égal à c; on doit donc avoir
D'après le numéro précédent, nous aurons donc à annuler identiquement la variation de l'expression
^J (?~^^*-^ ^"j^-^-^- (fAo-+-^o)«o-+-(iXi— Xi)(a, — c),
7^0 6t X| étant les valeurs de X aux deux limites Xq et Xi .
Les termes qui, dans la variation de cette expression, dépendent de 8^/, Sf^O) S^o seront
On aura donc les équations
— =zo, iio-HAo^o, p., — Xi=ro;
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donc X est une constante, et la quantité dont on doit annuler la variation se réduit à
(<p H- X^)dx.
Les équations qui expriment que cette variation est nulle détermineront les inconnues ^09 ^o ^7 ^^ • • • 6u fonction de la constante inconnue X. Ces valeurs, substituées dans l'intégrale K, en feront une fonction de \ telle que /(k) ; il ne restera plus qu'à résoudre Téquation
On peut retrouver ce môme résultat par les considérations suivantes.
La variation de Fintégrale I doit s'annuler pour tous les systèmes de variations Sj^, 82, • . . , qui annulent la variation de K.
Cela posé, soient S'a^o, S':c<, 5'y, S'5, ,..; Z^Xqj S^'oti, 8''^, Z^z, . . . deux systèmes quelconques de variations de Xq, X|, Yf Zj . . . ; et soient 8'I, S'K; o"I, o"K les variations qui en résultent respectivement pour les intégrales I, K. Donnons à Xqj Xij y^ z, ... [de nouvelles variations égales à
8'Ko'xo~-8'K8'a:o, ..., 8'K8'y— 8'K8'7, 8'K8'5 — 8'K8'5, ....
La variation correspondante de K sera
Celle de I, qui est égale à 8"K S'I — 8'K S'^I, devra s'annuler également. On en déduit
Le rapport des variations de I et de R sera donc constant pour tout système de variations de y, z, .... Soît — X la
valeur de ce rapport. La variation de l'intégrale
l -{- \K = I {<f -^ l^) dx
sera identiquement nulle. Cette condition déterminera x^^ ^4, y, ^, ... en fonction de \ qu'on obtiendra, comme tout à l'heure, par l'équation K = c.
On voit que, dans les divers cas que nous venons d'examiner, la solution du problème revient toujours dans sa partie essentielle à annuler la variation d'une intégrale où toutes les variations sont supposées indépendantes.
362. Nous allons éclaircir ces théories générales par quelques exemples.
Cherchons quelles conditions doivent être remplies pour que l'expression
soit la dérivée exacte d'une fonction ^ de x^y, y^ . . . , ^"•~*;
On a identiquement, par hypothèse,
On aura donc, quelles que soient les variations S^O) ^^ki 8/, 8z,
o -^ hp l^o _ f^ dx^^^ [84.]^; + J" (M 8jK -+- N Iz) dx,
H, M, N ayant la même signification que précédemment. On aura, par suite,
-, do d d^ d} do
^ ,, ôy dx dy' dx^ dy* * " '
à ^ do d do rp do
les séries du second membre étanl prolongées jusqu^au point où elles s'arrêtent d'elles-mêmes.
363. Ces deux conditions, dont nous venons d'établir la nécessité, sont en même temps suffisantes. Cette proposition est évidente si m = o, n = o; car les deux conditions se réduisant dans ce cas à ^ = o, -p- = o, 9 sera une fonction
oy dz ' ^
de X seul, que l'on peut intégrer.
Nous allons montrer d'ailleurs que ces conditions seront suffisantes pour des valeurs quelconques de m et de n si elles le sont pour m — i , n.
Nous remarquerons tout d'abord que le développement des divers termes de M ne fournit que des dérivées de^ et de z d'ordre inférieur respectivement à 2 m et n-h m, sauf
le dernier terme ( — ^)'^'T~m T^ ^^^^ '® dé\eloppement contient les deux termes
(~ O'" (dy^:^""'^ ^"" '^" dy^dT-^
Ces termes ne pouvant se réduire avec aucun autre, M ne pourra s'annuler identiquement que si l'on a
ce qui montre que f est nécessairement de la forme
P ne contenant plus^*" ni z", et Q ne contenant plus^'*, Posons
Pé//"'-*,
ym-\ ggui étant traité comme variable dans cette intégra-
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tion; U sera une fonction de ^, ^, . . . , y^^^ ; jk, - . . , -s""* , dont la dérivée partielle par rapport à ^"•~* sera P, et l'on aura, par suite,
R ne contenant plus j^"*.
Si donc on pose
la fonction (p, = Q — R ne contiendra plus y'". D'ailleurs elle satisfera évidemment aux équations (i4)) ^^^ ? y satisfait par hypothèse, et -j- étant une dérivée exacte y satisfait
aussi nécessairement. Donc, le théorème étant supposé vrai pour m — I , /i, ^< est une dérivée exacte, et il en sera de même pour o.
364. Proposons-nous , comme seconde application , la transformation des équations de la Dynamique.
Considérons un système de n points /7|, •••, pny de
masses /ni , , rrinf et dont les coordonnées â7| , j/*! , ^i , . . . ,
^ny y ni ^n soient liées par r équations de condition
Soient X|, Y|, Z| ; ... ; X;,, Y m Z^ les composantes des forces qui sollicitent ces divers points, et admettons, ce qui a lieu dans des cas très étendus, que ces composantes soient
I , , . . . „ du au du au au au
les dérivées partielles -r — 9 -x — > -r-; "'\ -i — y -5 — » ^ —
a^t dyx a^i dx^ dyn a^»
d'une même fonction U des coordonnées x, y^ z et du temps t. D'après les principes généraux de la Mécanique, on obtiendra les équations du mouvement en joignant aux
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relations (i5) les suivantes :
-T — — miXi -4- Ai V [-...4- A,, ^i — ' =: 0,
da^i dxi dxi
\àyi -^ ' dyi dyi (
•3— — rriiZi ~\- A| 3 h». --H A,. -r —
OZi QZi OZi
\y ..., \r étant des inconnues auxiliaires représentant les tensions qui existent dans le système.
Représentons, pour abréger, par T la demi-force vive
^2^mi{Xi^^yi^-\-Zi^)
et considérons Tintégrale
Les équations (i 5) et (16) sont précisément celles qui expriment que la variation de cette intégrale est nulle lorsque l'on suppose que les limites t^ et t^ restent constantes, ainsi que les valeurs initiales et finales des diverses coordonnées Xi^yiy Zi, et que d'ailleurs ces coordonnées restent assujetties, dans le cours de leur variation, aux équations de condition (i5)«
Gela posé, les relations (i5) permettent d'exprimer les in coordonnées Xy y, z en fonction de 3n — r d'entre elles ou, plus généralement, en fonction de 3/i — r nouvelles variables entièrement indépendantes ^1, ^2, .... Substituons ces valeurs dans l'intégrale. On aura
, __ dxi , dxi
et, par suite, T se transformera en une fonction de q^^ q2y ••• et de leurs dérivées^',, ^',, ..., homogène et du second
J. — Cours, III. 3i
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degré par rapport à ces dernières quantités; quanta U, il
deviendra une fonction de q^, q^y
Les nouvelles variables q^^ ^2, ... ne sont plus assujetties à aucune équation de condition; leurs variations sont donc arbitraires dans tout le champ dHntégration; elles doivent seulement s^annuler aux limites. Pour que la variation de l'intégrale
--riv-'^^-*^^]-
s'annule, il est donc nécessaire et suffisant que l'on ait
—di, rfid^^*» (i = i,...,3/.-r).
Ce sont les équations transformées que nous voulions obtenir. On peut d'ailleurs les remplacer par un système canonique en prenant pour inconnues auxiliaires les quantités
-T—,' C'est un cas particulier de la proposition plus générale
démontrée au n° 3S7.
363. Brachistochrone, — Proposons-nous de déterminer le chemin que doit suivre sous l'action de la gravité un point animé de la vitesse initiale Çq pour se rendre d'un point ^0^0 ^0 à un autre point x^y^ z^ dans le temps le plus court possible.
Prenons z pour variable indépendante. La différentielle de
l'arc de la courbe cherchée sera \/i -h ^^-j-j/* ; la vitesse c,
à un instant quelconque, sera \/v\— ^g{z — z^), enfln la durée du trajet sera donnée par l'intégrale
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C'est cette expression qu'il s'agit de rendre minimum. On a
SI
= H + r '[M Sa? -f- N Sj] dz,
dz
en posant, pour abréger,
Vhz■^œ'(Zx-^œ'ùz^^y{^y-^r-y^z)'y
«- vGT-fTr" H- /^ V^t^J— 2^(5 — 5o)
^- V^i + jy^'-f-yV^J — 2^(-s— so)
Les deux équations différentielles de la courbe cherchée
M = O, N rz: C
donnent immédiatement
Cy
v/i + ar'»-+-/V^Î~2^(2 — -So) et, par suite,
yz=.--x\ y=z—x-hCi
c, Ci, C2 étant des constantes.
On voit ainsi que la courbe cherchée est située dans un plan vertical. Pour mieux reconnaître sa nature, choisissons
ce plan pour plan des xz; on aura, dans ce cas, j/' = Oy et l'équation diflTérentielle de la courbe se réduira à
d'où
^-sj\
en posant, pour abréger,
2^ IgC^ Ig
Posons
(17) 5 =r cosi;
il viendra
dx a-{-b . ^ , a-irb . /i — cos£
-7- 1= smt.x' =z sin^i /
dt 1 2 V ï "*" c^s t
= (« + £>) sin'|/=: [i — cos^],
d'où
(18) x^ ^^— [t - sin^] -f. A:,
k étant une constante.
Les équations (17) et (18) peuvent s'écrire
s-h b= (i — cos^),
X — a: =: ( / — sin O
et représentent une cycloïde dont la droite directrice est dirigée suivant l'axe des x.
Si les points Xqj yof ^0? ^o J^o ^i ^^^^ supposés Gxes, Sa:©, S^o) 3^0, 8:r<, Sy,, 8zi seront nuls, de sorte que H s'évavanouira de lui-même. Mais les quatre constantes introduites
par l'Intégration des équations M = o, N = o se détermineront en exprimant que la courbe passe par les deux points donnés.
Supposons, au contraire, que, le point (^o»^o j -So) étant fixe, la position du point {x^^ y^j Z\) ne soit pas donnée d'avance, mais qu'il soit seulement assujetti à se trouver sur une surface
On aura encore oj?o= S^o = S^o = o; quant à Sj^i, 8y<, 0^1, ils seront liés par l'équation de condition
Toutes les fois que cette condition sera remplie, la quantité H, qui se réduit à
8^1 -^ x\ ( Ix, 4- x\ Iz^ ) -4- y\ ( oji -f- y\lz^) devra s'annuler; on aura donc les équations de condition
/^^\ /^\ /^\ \dz),_\dx),_\'dy).
(jq) — — . — -- — -, — ->
qui, jointes à A = o et aux équations qui expriment que la courbe passe par .^o, y^^ z^ et par ^i, jKn ^4> détermineront les constantes d'intégration et les coordonnées finales x^^
Les équations (19) expriment évidemment que la tangente à la courbe cherchée au point (^4,y<, zC) est normale à la surface ^[» = o.
Supposons encore que, (^o>J>'oî ^0) étant fixe, (^oj^u ^\) soit assujetti à se trouver sur la courbe
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Les variations 8^^ , 8^4 , 8zi seront liées par les deux équa* lions
et toutes les fois que ces conditions seront remplies, l'expression devra s'annuler, ce qui donne l'équation de condition
fd^\ fâ^\ fm \ds), \dJcJ, \dyj,
{àx\ {àx\ (àx\ \dzj, \dxl^ \dyj,
qui, jointe aux équations ^j> = o, ^= o et à celles qui expriment que (^0» J'oî ^0) et (^4, J^i, Ss) sont sur la courbe, déterminera encore toutes les inconnues du problème. Cette équation exprime que la courbe cherchée est normale à la courbe ^}; = o, 'y^ = o.
Le cas où (xo? JKo> >5o) serait lui-même variable se traiterait de la même manière.
366. Ligne de longueur minimum entre deux points. — Soient Xq, jKo? ^0 et ^u y\-, ^\ les deux extrémités de la ligne cherchée. Nous supposerons, pour plus de symétrie, les coordonnées x^ y^ z exprimées en fonction d'un paramètre t. On pourra évidemment passer de la ligne cherchée à toute autre ligne infiniment voisine en faisant varier l'expression de x^ y^ z en fonction de tj sans altérer les valeurs initiale et finale ^0 et t^ de ce paramètre. Nous aurons donc à annuler la variation de Tintégrale
I=r ds=Ç yjx'^-^y^-^z'^dty
■ où les limites t^j t^ restent fixes.
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On a
OÙ
mM rf a?' AT ^ "K'
Les équations M = o, N = o, P=:=o donneront, par Tintégration,
d'où
j?'=rconst., y':--const,, 5'=:const.,
et enfin
(20) 0? t= ai 4- a, y 7=Lbt-k-^y zziz ct-^^(,
équations d'une droite.
Si les points Xq, y^^ z^; Xi, ytj Z\ sont donnés, la condition de passer par ces deux points achèvera de déterminer la droite; il restera encore deux constantes indéterminées dans les équations (20); mais cela doit être, car on peut changer dans ces équations t en mt -^^ n^ m eln étant deux arbitraires, sans altérer leur forme et sans qu'elles cessent de représenter la même droite.
Supposons que, le point (^o> J^o> Zq) étant fixe, {x^^y^^ z^) soit inconnu, mais assujetti à se trouver sur la surface
On aura, entre les variations Sa?4, Sj^i, S^^i, la relation
488 TROISIÈXB PARTIE. — CHAPITRE lY.
et, SOUS cette condition, l'expression
doit s'annuler, ce qui donne, pour achever de déterminer la droite et les coordonnées X\^ y^^ 24, les deux équations
^1 JKi -^1
àx^ dyi dzi
lesquelles expriment que la droite est normale à la surface tj;. Si {Xi, yiy -Si) était sur une courbe
on trouverait de même IVquation de condition
i âxi dyi (Jz^ I
I ^y. EL ^L ' — ^
ôxx dyi âz^
qui exprime que la droite rencontre la courbe donnée normalement.
Lignes géodésiqiies, — Supposons que la lig^ne de
longueur minimum à mener entre les points {xq^ yo, Zq) et
(Xi,yiy Zi)^ au lieu d'être située d'une manière quelconque
dans l'espace, soit assujettie à être tracée sur une surface
donnée
^{x,y,z)=:zo.
Nous avons à rendre minimum l'intégrale / ris y x , y, z
étant astreints à la condition ^ = 0, Il faudra, pour cela, chercher le minimum de l'intégrale
K - - / (y/^'2-^y2^ z'^ -^ >^) fit.
On aura
H, M, N, P ayant les mêmes valeurs que dans le problème précédent. Les équations différentielles à joindre à l'équation 4 = 0 pour déterminer la courbe cherchée et l'inconnue auxiliaire X seront donc les suivantes ;
cl v'
dx
ày
Or -— -, -y-) -~ sont proportionnels aux cosinus directeurs de la normale à la surface ^; mais, d'autre part,
— ) • • • sont respectivement proportionnels
dt yj^j^j-i^yt^z'^ ^ ^ ^
aux cosinus directeurs de la normale principale à la courbe cherchée (t. I, n^483). Les équations (21) expriment donc cette propriété géométrique de la courbe cherchée, que sa normale principale se confond avec la normale à la surface sur laquelle elle est tracée.
Les lignes définies par cette propriété se nomment lignes géodésiques.
368« Il est généralement avantageux, dans l'étude des lignes géodésiques, de représenter la surface considérée non plus par une équation entre x^ y^ z, mais par un système de trois équations, donnant Xy y y z en fonction de deux paramètres M,i^. On aura, dans ce cas, pour ds, une expression de la forrre
ds — v^M du^-^ 2 ^~du dv-^P dv^ .
Une ligne tracée sur la surface sera définie en joignant aux
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équations de la surface une nouvelle relation donnant u en fonction de p.
Si Ton fait varier la fonction u sans changer les extrémités ^0) ^0 9 ^i9 ^\ de cette ligne, on aura, pour la variation de l'arc, l'expression
2ds
Intégrant par parties le terme en d^u et égalant à zéro ce qui restera sous l'intégrale, on obtiendra l'équation différentielle des lignes géodésiques sous la forme
(22) ~^— du^ -h 2 -T— du dif -{- -c— dç^ := 2 ds d y •
au du ou ds
Cette équation du second ordre peut être remplacée par un système de deux équations simultanées du premier ordre entre u, v et l'angle 6 formé par la tangente à la ligne géodésique en chacun de ses points avec la tangente à celle des lignes V r^ const. qui passe par ce même point.
A cet effet, considérons le triangle infiniment petit formé par les points A, B, C, dont les coordonnées sont respectivement e/, v; M, ç-\-d{>; u-\-du^ i^-i-dv; on aura sensiblement
AB = P dif\ BC == M du\ AG = ds\
ACB = ô, ABC - iï — o) ;
Cl) désignant Tangle des deux lignes u et v qui se croisent au point A.
On aura, par suite, en appliquant les formules connues de la Trigonométrie,
û&' =r M du^ -h P dv^ H- 2 v/MP du dv cos w,
d'où
N . i/MP — N»
cos (0 ^= , siD a> -= ' — *
V/MP v/MP
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puis
sinco sinÔ '
d'où
(23) dssin(^=^ -= cfp
yM
et enfin, en projetant le triangle sur BC,
(24) ds cos6 = i/M du h- \/P dv cosco = -^
La division membre à membre des deux dernières formules donnera , ^, ^ Mdu-hNdv
(25) cote = -j-:^ -- . — .
\J^\P^^l^dv
Il ne reste plus qu'à transformer l'équation (22). On aura
, ,Mdu-\-^dv 2dsa —
ds =z 2dsd\/Mcos^
dv 1 =: 2 \/M ds siïi 6 <fe*
= ( -;r— du 4-
\du dv J ^M
Remplaçons ds cos^ et ^<ssinB par leurs valeurs, substituons dans (22) et réduisons ; il viendra
ôN , dP , ^M ,
T— aw -h -r— a i' ;.— du
ou ou o^
^^^^ ^ N/aM, dM,\ /— ^ ^^^^
"" M V ^ "5" / "^ 2v/MP^^-^N* (ie = o.
Les équations (25) et (26) sont les deux équations différentielles cherchées.
• 369. Lorsque les lignes a et p sont orthogonales, on a N = o, et les formules (23) à (26) prennent la forme plus
49^ TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE lY,
simple
Sds sinO z=z\/V di^j dscosbr=z\/M dUf
/M du
âP . ÔM
(28) j-dv — -^du~\- a^Ml^ d^ •= o.
Appliquons ces formules à Tellipsoïde
en prenant pour lignes i/ et (^ le système de ses lignes de courbure.
Nous avons trouvé (t. I, n" 538) la valeur du carré ds- de l'élément de longueur dans l'espace rapporté à un système de coordonnées elliptiques X|, X2» ^^3. En chaque point de l'ellipsoïde considéré, on aura X| =0; les coordonnées de ces points ne dépendront donc plus que des deux paramètres X2 et "k^j que nous désignerons par u et i^. On sait d'ailleurs (t. I, n** 540) que les courbes M = const., t^ = const. seront les lignes de courbure de l'ellipsoïde.
Posant donc }h = o, X2 = m, X3 = i' dans les valeurs de x^^ y^y z-y ds^^ il viendra
, (G-hw) {C^v)
ds^^ \~. ^;^-:^^^ du^
l (A4-r)(B~rr))(G-ht^)
ds^\
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On aura donc ici
4 (A-t-«)(ir+-i/)(G-t-w)' N =0,
~4 (A-hi')(B-hr) (Ch-(^)
et, par suite,
àP __i V _ _P_
du ~~ 4 (A. -i-i')(B 4- p) (Gh- ^0 ~~ ('—a' ^M M
Substituant ces valeurs dans Téquation (28), il viendra
Mdu-\-Pdff-h2{u—v) v/MF db = o
ou, en remplaçant M et P par leurs valeurs tirées des équations (27),
cos*6<f('-h sin'ô €/«-+- 2(1/ — f) sinOcos6rfO = o.
Cette équation s'intègre immédiatement et donne
(29) Msin'ô -h ^^COS^ÔnzC,
c désignant une constante.
L'équation (29) peut s'écrire
{u — c) sin^Ô 4- (^ — c) cos*6 = o
ou, en remplaçant sinO et cos6 par leurs valeurs,
(a — c) P éii>' H- ( t^ — c)M du- — o.
Substituant enfin, pour M et P, leurs valeurs et séparant les variables, on aura l'équation
(A4- w) (B -4- «) (G 4- m) (« — C) dont l'intégration se ramène aux quadratures.
dv
dUf
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L'arc de la courbe s'obtient également par des quadi-atures. On a, en effet,
ds^ =2 M du- -h P dç^
= Mdu^d- ^Lzil) ^ c/Q. - i>y du^
V u — c) (A-4-a)(B-+-a)(G + tt)(w--c) usjudu v\Jvdv
371 . Les lignes géodésiques de l'ellipsoïde jouissent de propriétés remarquables, qu'on peut déduire de l'équation (29).
Remarquons tout d'abord qu'en tous les points d'une ligne de courbure u = const. on a
6=-, d'où Msin'O H- pcos*6 1= w = const.
Le long d'une ligne du second système v -rrr. const., on aura 6=1:0 et ttsin'O -h t'cos'ô^i 1^ = const.
I^s lignes de courbure satisfont donc à l'équation (29) des lignes géodésiques.
Cherchons les points où la ligne géodésique
M sin* 6 -H i^ ces* 6 = c
est tangente à une ligne de courbure.
On aura, au point de contact,
6 rzi: O ou 6 -^ -
et, par suite,
u=zc ou ÇzizC.
Chaque ligne géodésique est donc tangente à deux lignes de courbure, une de chaque système, et l'on voit qu'à deux lignes géodésiques tangentes à une même ligne de courbure
u = c correspond la même valeur c de la constante d'intégration.
Il en est de même pour le système des lignes géodésiques qui passent par les ombilics.
On a, en effet, pour les quatre ombilics réels (t. I, n°52S),
La condition y^ = o donne
donc a ou p est égal à — B. Soit, par exemple, u = — B; on aura
donc p sera aussi égal à — B.
Pour une ligne géodésiquc qui passe par un ombilic, on aura donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (29),
ce qui détermine la valeur de la constante c.
Considérons une ligne de courbure quelconque u= const. Soit (u, v) un point quelconque de cette ligne; joignons-le à deux ombilics O et O' par des lignes géodésiques L, L', elles auront pour équation différentielle
ttcos'6 H- psin'6 m — B, u ces' 6'h- p sin* Ô' = — b.
En retranchant ces deux, équations l'une de l'autre, il
viendra
0 = i/(cos'6 — cos'O') -h p(sin*6 — sin*ô')
=z:(r— tt)(sin*ô — sin'e').
Donc sin^8 = sin^O', et les lignes L, U auront pour bissectrices les lignes de courbure du point Uj p.
Soit (u, P|) un point de la ligne de courbure considérée
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situé aune distance infiniment petite ds du point (e£, 1^) primitivement choisi. Joignons-le à O, O' par de nouvelles lignes géodésiques L|, L'^.
Projetons L| et Télément ds sur L ; on aura évidemment
L izz proj. L| -I- proj. ds.
Or chacun des éléments de L|, ne faisant qu*un angle infiniment petit avec sa projection, lui est égal en négligeant le produit de sa longueur par une quantité du second ordre; on aura donc, au second ordre près,
D'ailleurs
donc
On a de même
Mais on a
proj.Li~-L,.
proj. û/!s = ûf^ sin 6 ;
h.— Lj-h d!$sinô.
sinô :=- ±1 sinO',
égalité où l'on doit évidemment prendre le signe -|- ou le signe — suivant que les ombilics O et O' sont situés de côtés différents de la ligne u ou du même côté. Dans le premier cas on aura
et, dans le second.
Ces égalités étant démontrées, au second ordre près, lorsque le point (i/, v^) est infiniment voisin du point (u, ç\^ on en conclut par le raisonnement connu (t. I, n^ 462) qu'elles sont vraies en toute rigueur, quelle que soit la position du point (a, ç^) sur la ligne de courbure u.
On voit ainsi que les ombilics jouissent, par rapport aux lignes de courbure, de propriétés toutes semblables à celles des foyers des sections coniques.
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372. Problème des isopérimètres. — Proposons-nous de déterminer, parmi toutes les courbes de longueur 2 / ayant leurs extrémités en deux points A et B, celle pour laquelle l'aire comprise entre la corde AB et la courbe est maximum.
Prenons pour axe des x la droite AB, pour origine le milieu de cette droite : soit 2 a la longueur de celle-ci. Nous aurons à rendre maximum l'intégrale
/ ydx,
sachant que Tintégrale
/ ds^ l \Ji-\~ y'^dx
a pour valeur 2 /.
D'après la méthode générale, nous aurons à poser
L'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc
d'où
d ly
I : — -_ — zzz O
dx ^i 4_yï '
yX«— (^ — c)»
équation d'un cercle de rayon \,
Il reste à déterminer les constantes c, c', X. Pour j^ rrz: O, OU aura T = ii= «; donc c = o, c'^ = ).- — a'^, J. — Cours, III. 32
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Il ne reste plus qu'à faire en sorte que la longueur de l'arc soit 2 /.
Or, en désignant par a {fig* 1 1) l'angle que le rayon CA
Fi g.
du cercle cherché fait avec l'axe OY, on aura
/z=Xa, a = Xsina.
Éliminant a, on aura, pour déterminer X, l'équation transcendante
a =:: A Sm r- •
L'angle a étant d'ailleurs compris entre o et tc, il faudra prendre pour X celle des racines de cette équation qui est
En supposant a infiniment petit, le problème se transforme en celui-ci :
Déterminer parmi les courbes fermées de périmètre a/ celle qui enferme une aire maximum.
Dans ce cas, l'équation en X deviendra
. / sin Y = o
et aura pour racine X = - • La solution du problème sera donc un cercle ayant le périmètre donné.
IL — Variation seconde.
L'étude des variations de l'intégrale
où ç est une fonction de x^ des variables dépendantes y^y >'2, ... et de leurs dérivées successives, ces variables pouvant d'ailleurs être liées entre elles par un système d'équations différentielles
4/,zz:0, 4^2:== O,
se ramène immédiatement au cas où y, tj^<, ... ne contiennent, avec les fonctions inconnues, que leurs dérivées premières.
Supposons, en effet; que^i, par exemple, figure dans ces expressions avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre n. Nous pourrons introduire comme inconnues auxiliaires les dérivées ^^, ...,j^"~*, pourvu qu'on joigne au système des équations <|;< = o, ^2 = o? • • • celles-ci :
y\ étant d'ailleurs la dérivée première de y\~\ on voit que la fonction ^ et les équations de condition ne contiendront plus que les fonctions inconnues et leurs dérivées premières. Supposons donc que nous ayons m fonctions inconnues j/-i, ..., jK„, ; que ces fonctions, leurs dérivées premières et la variable indépendante x figurent seules dans l'intégrale
dx
et dans les équations de condition
<Pi = o, ..., 4'p=o.
Désignons par p le nombre de ces dernières équations. Admettons enfin, pour plus de simplicité, que les limites x^j Xi de l'intégrale et les valeurs correspondantes des fonctions y soient des quantités fixes données. Cela posé, cherchons à rendre Tintégrale maximum ou minimum.
374. Nous déterminerons les fonctions inconnues, cona.mc on l'a vu plus haut, en annulant la variation première de l'intégrale
ce qui fournit les équations différentielles suivantes
dF d âF
ôyt dx dfi
que nous combinerons avec les équations de condition
âF
(2) — =^fZ=0 (/=il, 2, ...,/?).
L'intégration de ce système donnera en général les inconnues y et X en fonction de a; et de a/n constantes arbitraires.
En effet, remplaçons les équations ^i==:o par leurs dérivées -j~ = o. Le nouveau système obtenu
,,, ôF d dF _ d'bf _
contient les dérivées de jj'j, . . ., y m jusqu'au second ordre, celles de X|, ..., Xy, jusqu'au premier ordre. Il sera donc d'ordre im-^ p et fournira les inconnues y et X en fonction de X et de im'\-p constantes arbitraires. Ces valeurs, substituées dans les expressions <{;/, les réduiront à des constantes (puisqu'elles annulent identiquement -j^ ) • En écrivant que ces constantes sont nulles, on obtiendra des équa-
CALCUL DES TARIATIOKS. 5oi
tîoDS de condition qui déterminent p constantes d'intégration en fonction des autres.
Les 2 m constantes qui restent seront déterminées à leur tour par la condition que jKn • • • > ym prennent pour chacune des deux limites Xç^ et x^ les valeurs qui leur sont assignées.
Le problème d'annuler la variation première de l'intégrale est donc en général possible et déterminé.
On doit toutefois remarquer que l'ordre du système (3), et, par suite, celui du système primitif, s'abaisseraient si l'on pouvait éliminer les dérivées y\^ . . ., y^^ X^ , . . ., X^ entre les équations (3). Or, ces dérivées y entrent linéairement, et le déterminant de leurs coefficients n'est autre chose que le
jacobien J des fonctions -r-r? i^i par rapport aux quantités j/
et \. Si donc ce jacobien était identiquement nul, il serait en général impossible d'annuler la variation première de l'intégrale ^ car les constantes d'intégration seraient en moindre nombre que les équations aux limites auxquelles elles doivent satisfaire.
375. Nous admettrons donc que J n'est pas nul. Il est aisé, dans ce cas, de ramener le système (i), (2) à un système canonique. (Ce résultat est une généralisation de celui du n« 337. )
Prenons, en effet, pour variables auxiliaires les quantités
Les équations
(ÎF
permettront d'exprimer les quantités ^, \ en fonction des variables^, p.
Posons, d'autre part,
On aura
dH ^y^^ y- ^ dfi + (pi^ ^ j dy, + y dpi - ^idki^ .
Mais les termes en dy\^ dXi disparaissent en vertu des équations (4). On aura donc, en supposant qu'on exprime H au moyen des variables j^ et/?,
D'ailleurs, les équations (i) peuvent s'écrire
àfi
On aura donc, pour déterminer les variables y, /?, les équations canoniques
376. Ces équations étant supposées intégrées, on sait (260) que leur intégrale générale pourra se mettre sous la forme
(6) dri"^^'' di/~^' («r:^i,2, ...,/n),
V étant une fonction des variables x, yi et de m constantes d'intégration ai, . . ., a^ et les quantités j3<, . . ., pm étant les autres constantes d'intégration.
La résolution des équations précédentes donnera les valeurs des y^ p en fonction de x et des constantes a, p. Les équations (4) donneront ensuite les quantités jk', X; enfin les conditions aux limites détermineront les valeurs des constantes a, j3.
377. Mais, pour être assuré de l'existence effective d'un maximum ou d'un minimum, il est nécessaire d'étudier la variation seconde S^L Si celle-ci ne peut s'annuler pour aucun système de valeurs admissible des variations 8^, elle con-
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servera toujours le même signe, et il y aura minimum ou maximum, suivant qu'elle sera positive ou négative. Si, au contraire, elle peut s'annuler, il n'y aura en général ni maximum, ni minimum, la variation troisième changeant de signe avec les variations Sj^; il ne pourrait y avoir incertitude que dans le cas exceptionnel où elle s'annulerait en même temps que la variation seconde.
Laissant de côté ce cas singulier, nous sommes amenés à rechercher si 8^1 est ou non susceptible de s'annuler.
Posons, pour abréger
Les quantités a/A, 6/a> c/a, rf//, eu seront des fonctions connues de x; nous les supposerons continues, ainsi que leurs dérivées partielles, entre ûOq et Xt ; cette hypothèse est évidemment nécessaire pour qu'on puisse appliquer la série de Taylor au développement des accroissements des fonctions F, '^i.
Posons encore, pour simplifier l'écriture,
ces quaptités seront assujetties aux relations (7) o = 8'W--N {diiSi-i-Ciiz'i) {/ — I, ...,/?).
On aura, d'autre part.
et
8»I z=z jPFdx = j [a=F -t-V 2 {x/ ^^}j dxy
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les multiplicateurs [X/ étant des fonctions quelconques de x^ finies entre x^ et a:< .
L'expression
2Û::3:8»F-f-V 2 |JL/ S^j//
étant homogène et du second degré par rapport aux quantités z^ z\ p., on aura
dit du ,\ \} dQ
Substituant cette valeur dans l'expression de 8^1 et remar^ quant que les équations de condition (7) ne sont autres que les suivantes
il viendra
Intégrant par parties les seconds termes et remarquant que Zi s'annule aux deux limites Xq et Xi, il viendra
J- Zui\à^i dx ds'ij '
On pourra donc annuler o^I si l'on peut déterminer les quantités ;:, [jl, de manière à satisfaire aux équations
^^^ dzi dxâz'i"^'
ainsi qu'aux équations de condition (8), en assignant aux Zi
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des valeurs qui ne soient pas constamment nulles entre Xq ot Xi, mais qui s'annulent aux. deux limites.
379. Les relations (8) et (9) constituent un système d'équations différentielles entre les variables z, [Ji tout à fait analogue au système (i), (a). Il sera également d'ordre 2 /n, pourvu que le jacobien 3^ des expressions
dz'i d[t.i
par rapport aux quantités zj-, |jl/ ne soit pas identiquement nul. Or, d'après l'expression de û, on voit que les éléments de ce déterminant ne sont autre chose que ceux de J, où l'on a substitué, pour les quantités y, leurs valeurs en fonction de X, Nous admettrons que, même après cette substitution, le déterminant ne s'annule pas identiquement et que, en particulier, il n'est pas nul pour x = x^.
Prenons alors pour inconnues auxiliaires les quantités
(10) ll.zz.--.
Les équations (8) et (10) permettront d'exprimer les quantités z' et |jL en fonction linéaire des quantités z et 14. Ces valeurs, substituées dans l'expression
Hi r=^^M,^;— û,
la transformeront en une fonction homogène et du second degré des quantités z, u ; et l'on aura, pour déterminer ces quantités, les équations canoniques
(11) Zi—-~-, ur——'.~^
ÔUi OZi
dont les seconds membres sont linéaires et homogènes par rapport aux inconnues z^ u.
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380. Les équations difTérenli elles linéaires (12) O"-^ =2j[diiZt -hetiZi],
(i3) O"- —, — Ui — \ [bfiiZi,'^Ckiz'f^]-h\ eu^i— Ui,
(.4) o ^ ^,- - ^ ^^ -^2^[a,,z,+ b<,z', + rf„(i,] - «;-,
auxquelles nous venons d'arriver, sont intimement liées aux équations
dF dF
dont rintégration nous a fourni les valeurs des quantités y, X en fonction de x et des constantes ai , , . ., cLm\ ^i ^ • • • , ^m> En eflet, substituons ces valeurs dans ces dernières équations ; elles se réduiront à des identités, quelles que soient les constantes a et ^. On pourra donc les difTérentier par rapport à Tune quelconque c de ces constantes. Effectuant cette différentiation et posant
àyt _ ^ à/i , dpi _ dh __
"5F - ^" de - "'' 1^ - ""'' -â^ " ^'»
on obtiendra précisément les équations (12), (i3), (i4)-
Prenant successivement pour c chacune des 2 m constantes a, ^f nous aurons donc 2 m solutions particulières de ces équations. On en déduit, en désignant par Aj^ et B^ des constantes arbitraires, la solution plus générale
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Les équations (i i), qui se déduisent de la combinaison des équations (12) à (i 4)) admettront donc comme solution les valeurs de Zi, ui données par les formules (i5) et (16).
381. Nous admettrons : 1° que les diverses dérivées partielles -^> -^Q^) "j -^y qui iSgurent dans les expressions
précédentes, restent continues entre Xq et x^ ; 2® que les seconds membres des équations (i5) ne peuvent devenir à la fois identiquement nuls, de quelque manière qu'on choisisse les constantes A, B, à moins qu'elles ne soient toutes nulles
Cette dernière hypothèse entraîne manifestement comme conséquence que les 2/n solutions particulières obtenues pour les équations (11) sont linéairement indépendantes. La solution générale des équations (i i) sera donc donnée par les formules (i5) et (16), et celle des équations (12), (i3), (i4) par les formules (i5) à (18).
Nos 2 m solutions particulières étant indépendantes, le déterminant
dyx dyx ^Y^ dy,
doL^
ày,n àpi
àpm
daj
àym
àY„
dpx
dpi
àPm
àpm
dr
ÈEi
dp
doi
ne pourra être identiquement nul.
Ce déterminant peut d'ailleurs se mettre sous la forme d'un produit de deux autres déterminants. En effet, les équations intégrales
(où V ne contient ni les p ni les P), difFérentiées par rap-
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port aux constantes a^t 6t ^a? donnent
dpi
d'W dvh
Substituant ces valeurs dans D et retranchant des m dernières lignes du déterminant les m premières, multipliées par des facteurs convenables, il viendra
dy,
ày^
dr,
ay,
Oy-m
àh
àym
àym
àyi ô:tfn
àym à?,
àym
en posant
àvi dfx
dv
ày
(Y' Y Ovx à^x
d'Y àym à%i
àyi d:t„
àym àT.,^
Aucun des deux déterminants D{, D^ ne peut donc être identiquement nul.
382. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que 8*1 ne puisse s^annuler.
On voit tout d'abord que 8^1 sera susceptible de s'annuler si Ton peut déterminer les rapports des constantes Â^^, Bj^, de telle sorte que les valeurs des zi fournies par les équations (i5)
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s'annulent toutes à la fois pour deux valeurs distinctes Ç09 ii de la variable x^ comprises entre Xq et x^ .
En effet, posons S^/ = tZi entre Ç© et Ç, , et S// = o dans le reste de l'intervalle x^Xi,
Les variations ainsi définies ne sont pas identiquement nulles dans tout l'intervalle entre Xo et Xt ; elles satisfont aux équations de condition (12); enfin entre Ço et ii, seule partie de l'intervalle où elles ne soient pas nulles, elles satisfont aux équations (i3) et (14)9 équivalentes aux équations (9); elles annulent donc tous les éléments de l'intégrale S^I.
Pour que les rapports des constantes Â^, B^ puissent être déterminés comme il est indiqué ci-dessus, il faut et il suffit que le déterminant
(àyA
(àym\ (dy,n\
soit égal à zéro.
Donc, pour que 8^1 ne puisse s'annuler, il faut tout d'abord qu'on ait
de quelque manière qu'on choisisse ^o et ^i entre Xq et Xi . Posant en particulier ^Q = XQy on devra avoir
pour toute valeur de :r >• ^c ei^x^,
Pour déterminer les autres conditions qui, jointes
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à (19)9 sont nécessaires et suffisantes pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, il nous faut transformer l'expression de S^I de manière à faciliter la discussion de son signe. Cette transformation repose sur deux propriétés de nos équations diATérentielles, que nous allons établir :
i^ Les équations différentielles qui déterminent les quantités^, p ont pour intégrale générale les équations
Prenons la différentielle totale des équations de droite en traitant a: comme une constante; il viendra
Substituons cette valeur de d^^i dans l'expression de la différentielle totale de dy^
elle deviendra
"^-KÊ*- 1*)
et, comme les équations (20) n'établissent entre les y et les a aucune relation indépendante des quantités p et ^, les coefficients de chaque différentielle devront être égaux dans les deux membres. On aura donc, en particulier, en égalant à zéro le coefficient de rfa/ (après avoir permuté dans la somme double les indices de sommation h et i),
Substituons la valeur de -~-^ tirée de cette formule dans
OOLi
l'expression
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elle deviendra
et ne changera pas si l'on permute A: et A:'; car cela revient évidemment à permuter les deux indices de sommation i et h. Nous obtenons donc cette première relation
384. 2° Les quantités y, p satisfont (375) aux équations canoniques
Prenons la dérivée de ces équations par rapport à l'une
quelconque c des constantes a, ^. Il viendra, en désignant,
i , dYi dpi
pour abréger, -^ par zi, -^ par «/,
Ces équations linéaires, admettant les a/n solutions particulières
àyi ôpi
auront pour intégrale générale les expressions (i5) et (i6), de sorte que le système (22) ne sera qu'une autre forme du système (11).
Le système (22) a pour adjoint le suivant :
k\àpkàyi ' ôyidyjt
^k ï ï — iJk } '
âpi dpk Oy,, dpi
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qui n*en difiere que par le changement de Zj u en — U, Z.
Si donc
Si ^^ ( . . . j -S/i , . . . ^ Uii , . . . ) >
sont deux solutions particulières quelconques des équations (22),
sera une solution du système adjoint; et, diaprés les propriétés connues de ce système (US), l'expression
(SiSj)=\ (wii^rt— */iW/j)
sera une constante.
38o. On a évidemment, d'après la définition précédente du symbole (Si Sj), la relation
(s.s,).=z-(s,so,
(SjS,) — o.
En outre, si
Oj ~- ( . . . , 5|'j, • . • ) W/i» • • • jr v^jm ( . . . , Zf^y • • . > W/j, . . .),
sont des solutions parliculières, l'expression
/Wj Sj -h m, S3 H- . . .
= (. . ., m,5rt-f-m35„-h. . ., . . ., mjMrt-+- mji//,-h. . ., )
sera encore une solution, et Ton aura
(Si, /n,S,-4- /?i,Ss4-. . . ) = rntiSi S,) -h ^3(8, S,) -h
Toutes les solutions de nos équations s'expriment
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liiicaîrement en fonction des 2m solutions particulières
dpi
ôyi
àyt
àpi dp!
/ dyi âpi \
Proposons-nous de déterminer les valeurs des constantes particulières
(S;^S/.), (T,.Sa), (Tj,T^).
U faudra, pour cela, chercher la valeur de l'expression
àpj. dyj _ d}2 àpj de de' de de'
c et c' désignant deux quelconques des constantes a, p. A cet effet, recourons encore aux équations intégrales
dy] ^^'^
dW doLi
En dérivant les premières par rapport à c, il viendra
d'Y Y ^^^ i^t — iPj.
dyi de ^kdytdyu de ~ Oc
On aura, par suite,
Zdtdc d& Zuidd dyidc^ ZdiZukdyidyk de de'
La somme double ne change pas si Ton permute c et c\ car cela équivaut à permuter les indices de sommation /
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et Ar. On aura donc ^j£\dc de' de de' J ^i\de' dytdc de dyidc'J
On a d'ailleurs
dyt d^\ ._ d^ày__ d'Y I de' dyi de de' de de de' '
en désignant par -z-, -v— la dérivée complète de ^ par rapport à c', en tenant compte de ce que lesj^ sont des fonctions des constantes c. On a de même
dyi d'Y d dY d^Y
li de dyi de' de de' de de' et, par suite,
dpi dvi dyi dpi\ _ d dY d dY
de de de'
\ (dpi_ dyi^àyj. dpA _ ^ Zdi\àe de' de de' ) "de'
Gela posé, V ne contenant pas explicitement les constantes p, on aura, si c = P* et c' = ^a,
dV d\ -de-°' de" °'
d'où
(T*Ta) o.
Si c — a* et e* ;
- a^, on aura, en vertu
de da* P*'
d'où
d d\ d de' de rfa^P* **•
On a de même
d dV de de' ~ °
et, par suite,
(S*Sa)=o.
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EnGn, si c = ^^et d = a^, on aura
d'où
de de' de" de ~ t^p*^* "~ i si h = k.
Nous trouvons donc
(S*SA)t--o, (T*Ta)=o,
387. Considérons maintenant deux solutions quelconques On aura, d'après les formules précédentes,
/!> R N_.V V r A*pAA^(S;tSy,)+A;tpBA^(S;tTA)l
Assignons aux coefficients A^p, By^p ; Aa^, B^^ les valeurs particulières
OÙ \ désigne une constante quelconque ; il viendra
(-. <«-«.> =I[m(ë)ra^X (!;'),]=-
car le second membre de cette expression, se déduisant de celui de Téquation (21) quand on y change i, A*, k' en k^ 0-, p
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et qu'on attribue à a; la valeur particulière Ç, est identiquement nu). t
En posant successivement p = i, 2, . . ., m, nous obtiendrons un système de m solutions
Rj :rr ( . . . , Zi^ , . . . , M/t , • • • ) >
ï\,ji ---(..., Ziffuj • • • > ^imt • • • j>
tel que Ton ait généralement
(RpR^) — o.
388. Calculons, d'autre part, la valeur du déterminant G, formé avec les quantités
(24) 5/p ^2iiAàh)l ^k ^luk\à4)l Wk'
Pour l'obtenir, formons le produit du déterminant
dy
par le déterminant
àys_
dctm
(àrA
dy
dy
dp
(àyA
art ây.
dy
ddi
dyjn d»!
da
dv d«
tn
n viendra, en tenant compte des équations (ai) et (24)1
DiA(^,Ç) =
^ml
■ tt ■
àym dyA
(àym\ (dy„\
mm
et, comme D| n'est pas nul, on en déduira
G=zA(a7.Ç).
Nous admettrons provisoirement qu'on ait pu déterminer la constante Ç, de telle sorte que Ton ait
dans tout l'intervalle de oto à o^i.
Les quantités Z|p, . . ., Zmp] Utp, . . ., Umpy associées aux valeurs correspondantes |ji|p, .,., [x^p des quantités p., fourniront pour chacune des valeurs p = i, . . . , /n un système de solutions des équations (12) à (i4)*
Posons maintenant
^ki^kp}
K-Zp
— \ Mifc/^jfcp.
Les quantités y^/. Sa/, M a/, déterminées par ces équations linéaires, seront des fonctions de x, finies et continues entre Xo et Xi en vertu de nos hypothèses, puisque le déterminant G des quantités z/ip ne s'annule pas dans cet intervalle.
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En différentiant les équations (26), on trouvera
^'9 '—\ (^'ki^kp-^^ki^kp
on, en remplaçant les ^par leurs valeurs déduites de (aS).
( 28 ) w;p -~2^^ h',,t -^V ^ ^hi T*A ) -*p.
Substituons, d'autre part, les valeurs des quantités u/p, Uif^ déduites des équations (26) dans les équations
elles deviendront
on, en permutant les deux indices de sommation dans le second terme,
y X (^*'^ ^ik)skp^i<T — Oj (p ^i, . . ., m; <T = i, . . ., m).
Le déterminant des quantités ^/^ n'étant pas nul, ces équations entraînent les suivantes
y (5*1— 8/*)x;*p=ro (p = i' • • •» ^)'. et le déterminant des z^p n'étant pas nul, on en déduira
^ki = ^ik'
Les équations (12), (i3), (i4) sont d'ailleurs satisfaites par les valeurs
Faisons cette substitution, remplaçons les quantités ?', Uy
p., vl par leurs valeurs (25) à (28) et changeons, lorsque cela est nécessaire, la dénomination des indices de sommation; il viendra
0=N (^'*'^\ ^'AÏ^A-ny^ ^^//Maz—o'^./ — N S/iiTAVij-Ap.
Ces équations ayant lieu pour p — : i , . . . , m, et le déterminant des quantités ^Ap n^étant pas nul, on aura pour
A ■ If • « • ^ Tït •
(29) oi^e/)t/-f-N eMtkhi
(3o) 0~6;fr|-4-\ C>i/Y*A-H> ^//Mjt,— S^/,
^h Lui
On peut déduire de ces équations les valeurs des quantités a, è, rf en fonction des c, c, y? S, M. Elles donnent en effet
(32) dki^-^
puis
^hl'ikht \h
ou, en permutant t et A* et remarquant que 8^/ --^ 8/^, (33) 6/*— §jt< — \ Caay,a— \ e^t/M//.
Les valeurs précédentes des 6, é/ étant substituées dans
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l'équatîon (3i), elle donnera
Substituons les valeurs ci-dessus des quantités a, by d dans l'expression de la variation seconde
i^\= \ \ \ ( «/^ ^yt h'k -H 2 ^/A 87/ 0/i -+- c/^ S7; 0^;^) dx
Xq
et dans les équations de condition
(35) o^^,J^y,,^yi•^c^y,) (/=--!, ...,/>),
qui existent entre les variations.
Si nous posons, pour abréger,
(36) sj;-^^.^^,
(37) xy*^'*^-^''^-^*""**'
JA
on trouvera aisément que les équations (35) deviennent (89) \eiiVi=o
et que S^I prend la forme suivante :
Le dernier terme de cette expression disparaît en vertu
des relations (3y). D'autre part,
car les variations 8^/, 8^a s'annulent aux limites. On aura donc plus simplement
l~- j ( > \ Ciki^ivAdx,
390. Les conditions (35) ne sont pas les seules auxquelles soient assujetties les variations 8//. 11 faut, en outre : i**que ces variations soient infiniment petites, ainsi que leurs dérivées, entre Xq et Xt ; 2° qu'elles s'annulent à ces deux limites, sans s'annuler identiquement dans tout l'intervalle XoXi.
Il résulte de là que les quantités ^i doivent être infiniment petites, mais qu'on ne peut les supposer identiquement nulles entre Xq et Xt. En efl'et, si tous les v étaient nuls, les équations (36) donneraient
(40) ^y^'^y, thi^y
En vertu des relations (20), ces équations seraient satisfaites en posant
p' ayant l'une quelconque des valeurs i , . .. ^ m.
Par hypothèse, le déterminant des quantités zi^ non seulement n'est pas identiquement nul, mais ne s'annule en aucun point de l'intervalle Xq x^ . Les équations linéaires (4o ) auront donc pour intégrale générale
Lip-C/p,
les C étant des constantes arbitraires.
Les 8^/ devant d'ailleurs s'annuler pour x = Xq et le
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déterminant des z/p n'étant pas nul en ce point, les constantes Cp devront être toutes nulles^ mais alors les S^/ seraient nuls identiquement.
Cela posé, si la fonction
conserve constamment le même signe pour tous les systèmes de valeurs des fonctions Vi qui ne sont pas identiquement nulles et qui satisfont aux relations (Sp), Tintégrale
jouira de la même propriété. Il en sera de même, à plus forte raison, si Ton se borne à assigner aux arbitraires i^i les systèmes de valeurs auxquels correspondent des valeurs admissibles des 8^<. Il y aura donc maximum ou minimum.
La fonction tf pourrait d'ailleurs s'annuler pour certaines valeurs particulières de x sans que ce résultat fût troublé.
Cette condition suffisante est en même temps nécessaire. En effet, s'il existait un système de fonctions Çi satisfaisant aux équations (Sq) et tel que la fonction cp fût positive dans une partie de l'intervalle Xo^^t et négative dans l'autre, nous allons voir qu'on pourrait rendre 8^1 positif ou négatif à volonté dans cet intervalle.
Soient, en eflet^ X4, . . . , X^/i+i des fonctions quelconques de X, linéairement indépendantes^ et finies entre Xq et x^ ; c, . . ., 02/14.1 ^^^ paramètres infiniment petits. Posons C|, . . . , C2n+i des constantes infiniment petites. Posons
le multiplicateur K étant égal à zéro dans la partie de l'intervalle où (f est négatif et égal à
dans la partie où il est positif. Les fonctions V| satisferont
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encore aux équations (39), et l'expression
nulle dans la première portion de Tintervalle, sera positive dans la seconde. L'intégrale
sera donc positive.
Les valeurs correspondantes des 8// sont les intégrales des équations linéaires
(40 ^y'i — \ TA/ S/A — V/.
Pour les obtenir, intégrons d'abord les équations sans second membre; il viendra, comme tout à l'heure,
(42) 5/^— \ CpS/p.
Prenant les Cp pour nouvelles variables, d'après la méthode de la variation des constantes, on obtiendra les équations transformées
Les ^/pétant continus entre x^ et x^ et leur déterminant ne s'annulant pas, on pourra résoudre cette équation par rapport aux dérivées -y-^* Le résultat obtenu sera de la forme
dx
dCp dx
les E/p étant des fonctions finies.
Ces équations admettent la solution particulière
c^-^r^Ei^ytdx,
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qui est ioGnlmenl petite, les V| étant infiniment petits. Les valeurs correspondantes des S^* seront elles-mêmes infiniment petites. Il est clair d'ailleurs qu'elles seront linéaires et homogènes par rapport aux constantes C|, . . ., C2m^i, et Ton pourra déterminer les rapports de ces constantes de manière à faire en sorte que les ùyi s'annulent pour Xq et Xt. Enfin les S// ainsi déterminés ne s'annulent pas identiquement; car les équations (4i), où les V/ ne sont pas identiquement nuls, ne pourraient être satisfaites.
Nous obtenons donc un système de variations 8^/ satisfaisant à toutes les conditions requises, et pour lequel S^I est positif. On déterminerait de même un second système de variations pour lequel 8^1 serait négatif.
39â. Nous avons donc réduit la question proposée à chercher les conditions pour que la fonction
conserve constamment le même signe pour toutes les valeurs de sf qui satisfont aux relations
(43) ^ei
Comme d'ailleurs le signe de (p ne dépend que des rapports des quantités i^, on peut, sans restreindre la généralité du problème, supposer les ç assujettis à satisfaire en outre à la condition
Pour résoudre la question ainsi posée, cherchons les maxima et minima de cp pour les valeurs de if qui satisfont aux équations (4^) ^^ (44)* Dans ce but, nous égalerons à zéro les dérivées partielles de la fonction
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Nous obtiendrons les équations suivantes
qui, jointes aux relations (4^)7 détermineront les rapports des quantités ç et pi; quant à p, il sera déterminé par la condition que le déterminant
en
mp
soit nul.
D'ailleurs les équations (45), respectivement multipliées par f'i, . . . , v'm et ajoutées ensemble, donneront
-p-pS/'-I/'S/'
tVi—O
ou, en vertu des équations (43) et (44)>
IjCS maxima et minima cherchés sont donc les racines de Téquation I = o.
Pour que cp reste constamment non positif (ou constamment non négatif) entre x^ et x^, et cela pour tout système de valeurs des Vy il est évidemment nécessaire et suffisant que ces racines restent toutes non positives (ou toutes non négatives) dans cet intervalle.
D'ailleurS; si cette condition est remplie , on n'a pas à craindre que <p soit identiquement nul entre x© et x^ ; car il faudrait pour cela que l'équation en p eût une racine nulle .pour toute valeur de x entre x^ et 0:4, ce qui est impossible; car le terme constant de l'équation en p se confond, au signe
près, avec le déterminant J| qui, par hypothèse, n^est pas identiquement nul.
Nous obtenons ainsi les conditions suivantes pour Texistence d'un maximum (ou d'un minimum) :
Dans toute l^ étendue de Cintervallex^Xi le déterminant ^(xo,x) doit être ^o {sauf pour x = Xo)j et les racines de r équation I -r o doivent être non positives (ou non négatives),
393. Nous avons toutefois admis, pour arriver à ce résultat, qu'on pouvait déterminer une constante Ç, telle que Ton eût
(46) A(a?, Ç).^o de a?o à â?!.
Il nous reste à nous assurer que cette condition est implicitement contenue dans les précédentes.
La condition ^(xQfX)^opour x^ Xq'^Xi donne , en particulier, pour ^r=^ ^Ti,
Les éléments du déterminant A et les coefficients de I étant par hypothèse des fonctions continues, on pourra déterminer des quantités Sq, £< assez petites pour qu'on ait encore
tant que io? ^i seront respectivement compris entre Xq et Xq -h e© et entre x^ et j?i + ej. On aura donc
tant que x sera compris entre Xo-h Eq et x^ + Sf.
D'autre part, les racines de l'équation I = o conservent un signe constant dans l'intervalle de Xoà x^; d'ailleui*s, J| n'étant pas nul pour x = x^y aucune d'elles ne sera nulle pour cette valeur de x; et, comme elles varient infiniment peu entre Xi etXt -\- Si , elles conserveront encore leur signe dans ce nouvel intervalle.
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De cette propriété et de l'équation (47)? on déduit que 8*1 ne peut s^annuler dans l'intervalle de ^o+e© à ;r| + e|. Donc, d'après le n*» 382,
A(^, a?i-f-ei)>o pour a?^a?o-i-eo< ^i-t- ^1.
D'ailleurs cette expression est également ^ o si ^ est compris entre Xq et Xq-\- Zq. On satisfera donc à la condition (46) en prenant $ = a?< -f- 64 .
394. Nous ferons remarquer, en terminant, que nous avons admis dans toute cette étude, non seulement que les variations S^, des fonctions inconnues sont infiniment petites, mais que leurs dérivées 8/^- le sont également. Si Ton voulait supprimer cette dernière restriction, les conditions trouvées ci-dessus pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, tout en restant nécessaires, pourraient cesser d'être suffisantes.
III. — Variation des intégrales multiples
395* Les notions fondamentales du calcul des variations peuvent s'étendre sans difficulté aux fonctions qui renferment plusieurs variables indépendantes.
Considérons, par exemple, une fonction
?(^> 7» ^, ", ^, . . • , "aPr, ^apY» • • • )
des variables indépendantes x^ j^ z^ des fonctions Uj v de ces variables et de leurs dérivées partielles
dx^ dy^ dzi "P^ dx^ dy^ dzt
Si l'on y change w, (^ en u-\-eu^ = u-\-^UJ v-^-eif^ =i;-f-8f', ç se changera en une nouvelle fonction ^(x, y^ z, e), qui, développée suivant les puissances de e, prendra la forme
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On aura évidemment
^i ^k^ ^ ^k ^iép
d*où, pour la valeur particulière e = o,
-5— ,§*© — 8*-rA, ax^ ^ dx^
d^ -z—i représentant la dérivée complète de cp par rapport à x^ en
tenant compte de ce que a, v dépendent de cette variable. On trouvera de même
d^ d^^ d^ .^ .^rf'<p
La variation première 8ç, que nous considérerons spécialement dans ce qui va suivre, aura évidemment la valeur suivante :
iûçp rrzz U 8w -^ . . . -H Uo^y ^"apy -h V Sç» --H . . . -i- Vapy St'apy -4- . . , ,
en posant, pour abréger,
396. Cherchons maintenant les variations de Tintégralc triple
I rir \^t^dxdy dzy
en admettant, pour plus de généralité, que, en même temps qu'on change u^ i^ en m -t- ôm, v -h Sc^, on fasse subir une altération infiniment petite au champ de Tintégration.
A chaque point Ç, t^, !J situé sur la limite de l'ancien champ d'intégration, on pourra faire correspondre un point infini-
ment voisin Ç 4- 8Ç, r^ -h St^, Ç -+- ôÎ^ sur la limite du nouveau champ. Cela posé, changeons de variables indépendantes en posant
Sx'^ oy\ S^' étant des fonctions infiniment petites, assujetties à la condition de se réduire à 8Ç, Syj, 8!^ lorsque .r'= Ç, ^ = 7^, j5'=Ç. L'intégrale altérée, exprimée au moyen de ces nou- .. velles variables, prendra la forme
i-+-^i = ^ypjdx'dydz\
le champ d'intégration étant redevenu le même que dans l'intégrale primitive I, J désignant le jacobien
dW
dx'
d^ dx'
df doY^
dy
dy'
d^x' "dz^
dz~ d^z'
dz'
enfin Vêtant ce que devient ^ lorsqu'on l'exprime au moyen des nouvelles variables x', ^, 2'.
Le développement de cette expression, suivant les puissances de e, ne présente aucune difficulté ; nous l'arrêterons aux termes du premier ordre pour obtenir la variation première 8L Nous pourrons d'ailleurs, en le faisant, supprimer les accents dont sont affectées les nouvelles variables, aucune confusion n'étant à craindre, puisque les anciennes variables Xj y, z auront disparu.
On a évidemment, avec ce degré d'approximation,
dix d 8 V d Iz
dx
dy
dz
D'autre part.
♦ := îp H- 8cp 4- . . .
J. — Cours, III.
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devient, en remplaçant x, y, z par x 4- 8^, y 4- 8^, s -f- 8^,
On aura donc
V J =: <p -I- ôf -+- ~- 3^ 4- -y*- 8y H- j^ ô^
M^ c*y' ctz
dZx d^v dhz
dx ' dy ' dz
Remplaçant 8p par sa valeur (i), substituant dans Téquation (a) et égalant de part et d'autre les termes du premier ordre en e, il viendra
U 8w 4- . . . 4- UopY S"apy -+- V 8f^ -!- . . . ^>^
— lx\- — dx^ dy
^ï=^Sl( ^ ^ ^ - ^5^ \dxdydz.
397. Cette expression de 31, donnée par M. Ostrogradsky, peut être transformée par Tintégration par parties.
On peut admettre, pour plus de simplicité, que la fonction cp soumise à Tintégration et les équations de condition qui peuvent exister, suivant la nature du problème, entre les variables indépendantes x^ y^ ... et les fonctions inconnues w, ç', . . . ne contiennent aucune dérivée partielle de ces dernières fonctions d'ordre supérieur au premier; car le cas où figureraient des dérivées partielles d'ordre m se ramènerait à celui-là en prenant pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles jusqu'à Tordre m — i et ajoutant aux équations de condition les équations aux dérivées partielles du premier ordre qui définissent ces nouvelles inconnues.
Supposons encore, pour abréger l'écriture, qu'il n'y ait plus que deux variables indépendantes Xy y^ et posons
au da dv . <^? ry <^9 tt
dx dy dx ^ du ' da, '
Y~ = U2J .... On aura, d'après ce quî précède,
U 8a -h U, 8w, -h U, 81/j -H V St'
d ^ d ^ \dxdv.
Les termes U| 8«| , ¥< 8V| , ... et -^- <p 8^ peuvent être intégrés par parties par rapport à x^ et donneront
U, ow, -f- Vj ot», -H ... -h -j- (f ^xj dx
dx (3) \ ,r.-Fo-hFi~F,-4-F,-...
^1 . dV^. . .
Fo, Fj, ... désignant les valeurs de l'expression
F —. U, 8w -h Vi 8(^ -h . . . 4- îp ûo:
aux points où la parallèle aux x le long de laquelle on intègre entre dans le champ et en ressort (/?^. 12).
Fig. la.
On a d'ailleurs, en désignant par No X, N, X les angles que la normale extérieure à la courbe qui limite le champ fait en ces divers points avec Taxe des x positifs, et par ds^^ ds^y ... les arcs interceptés sur la courbe entre la droite^ et la parallèle infiniment voisine y -\- dy^
dy =z — dsfi cosNoX ::.-_ dsy^ cosN|X = ....
L'équation (3), intégrée par rapport à y^ donnera donc
G ( Ui 8m, -+- Vj Sf'ï ^- . . . -H ^ <p Sa? W;r rf/
— /(U, Sw-hVjSp-H.. .-+-q)8ar)cosNXd:s
la première intégrale étant prise le long de la courbe limitet et la seconde dans tout le champ.
On peut opérer de même sur les termes
U, oMj 4- V, 8^, -h ... 4- ^ <p 8/
en les intégrant par rapport à y. On trouvera ainsi
81 m r( A (îw 4- B 8(^ f- . . . 4- D 8j7 + E 8/) ds
en posant, pour abréger ,
A = U, ces NX -+- U, cosNY, Br=zVjrosNX-hV, cosNY,
D=::i<pCOsNX,
E=:<pcosNY,
dV, é/U,
N:=rV-
dx dy
dW, _d\j dx dy
398. Cherchons à quelles conditions on doit satisfaire pour que cette quantité s^annule pour tout système de valeurs de Sx, 8^, $2/, Sç', . • . compatible avec les données du problème.
1° Si les limites du champ et les fonctions e/, (>, . . . sont
entièrement arbitraires, on pourra assigner à ^x, S^, 8a, S^', ... des valeurs absolument quelconques. Posant d'abord
6 étant une quantité qui s'annule aux limites du champ, l'intégrale simple aura tous ses éléments nuls, de sorte que SI se réduira à l'intégrale
Qe«(M»-hN»4-...)^^<r»
qui ne peut s'annuler que si Ton a séparément
Mnrz O, N =0,
Ces équations aux dérivées partielles détermineront les fonctions inconnues u, v^ ....
Les fonctions arbitraires introduites par cette intégration et les limites de l'intégration s'obtiendront en exprimant que l'intégrale simple à laquelle se réduit ol s'annule également, quelles que soient les fonctions 8x, Sjk, 8w, 8r, .... En posant
on voit qu'on devra avoir séparément
A = o, B = o, ..., Emo.
1^ Supposons que, sur la limite du champ (ou seulement sur une portion de cette limite), on ait une équation de condition
Cette relation devra subsister entre les nouvelles valeurs limites ûc -+- Bx^ y 4- 87, u -f- Aa, v 4- At^, — D'ailleurs l'accroissement total ^u dû au changement de la fonction u en u H- Sw suivi du changement Aq x^y en x-\- %x^ y -^^y est évidemment égal à 8m H- W| 8:c -4- «a %y. De même
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On aura donc à la limite du champ entre les variations Zx, Sryy 8w, 8c, ... la relation
~ 6^ -h -Y^ ùy -\- --- (ùti -!- u, ex -t- w* oy) ôj: oy '^ du ' ''
Les équations A = o, B r^ o, . . . , E = o ne seront donc plus nécessaires le long de la portion de courbe considérée pour que l'intégrale simple s'annule, mais il suffira que Ton ait
OU OSP
— L -\- Ux — - -t- P| — -
dx du ôv
\ étant une inconnue auxiliaire.
On a donc une inconnue de plus, mais en même temps une équation de plus, à savoir ^ = o.
3° Supposons que Xy y, m, v^ ... soient liés par une équation aux dérivées partielles
^{x,y, UyUi,Ujy{>, ViyV^y ...)"-o.
On aura, pour tous les systèmes de valeurs des variations qui laissent subsister cette équation,
81 = 8 V (p (io: df^ ^ 8 V (ç -h \^) dx dy^
\ étant une fonction arbitraire de forme invariable.
La variation de cette dernière intégrale pourra se mettre sous la forme
A A' Sm 4- B' 8(^ -h . . . + D' Sa? -H E' ly) ds 4-jJ(M'8a4-N'8(^H-...)rfa7rf;K-
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Déterminons l'auxiliaire X par l'équation M'---- o. L'intégrale double se réduira à
V ( N' Sf' -f- . . . ) é/jp dy.
Il est clair d'ailleurs que Sç>. . . . pourront être choisis à volonté sans que l'équation ^ — - o cesse d'avoir lieu. Donc on devra avoir ]\'=:t o,
Reste l'intégrale simple, qui devra s'annuler tant que l'équation i^^^o subsistera. Or les variables sont encore liées par cette équation à la limite du champ. Si cette équation contient les dérivées partielles w,, Wa, ^<, s;^^ ..., elle n'apprendra rien sur les variations Sx, 8j^, 8^, 8m, de sorte qu'on devra avoir
Mais, si elle ne contient que x^ y^ u^ v^ . . . , il suffira, d'après le cas précédemment examiné, de poser sur la courbe limite
ax à y
ox au ou
V étant une nouvelle inconnue auxiliaire.
4" Supposons enfin que u^ (^, ... et les limites soient astreints à varier de telle sorte qu'une intégrale donnée
K=: V if dx dy conserve une valeur constante a. On verra,
comme au n° 361, qu'on doit avoir identiquement
y. désignant une constante.
On aura donc à former les équations qui annulent la variation de l'intégrale double
I-f-XKzz.|g(o-f-X(l)^/a:dy
auxquelles on joindra la condition donnée K = c, qui déterminera X.
399. Nous allons appliquer les considérations qui précèdent à la solution du problème suivant, rencontré par Gauss dans la théorie de la capillarité :
Déterminer la forme d^ équilibre d'un liquide contenu dans un vase de forme donnée.
Soient
V le volume du fluide supposé donné ; 0" Taire de sa surface libre; S celle de la paroi mouillée ;
H la hauteur du centre de gravité du liquide au-dessus du plan horizontal des xy.
On obtiendra la surface cherchée en rendant minimum
l'expression
ff-+-a2-h 6V[I,
où a et 6 sont des constantes.
Soient
z l'ordonnée de la surface libre;
/?, y, r, 5, t ses dérivées partielles première et seconde;
Z, P, Q l'ordonnée de la paroi et ses dérivées partielles.
On aura
V== >^{z — Z)dxdy,
<^= X V' -^P^-+- q^ dxdyy Nous aurons donc à annuler la variation de l'intégrale
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double
= y.ffdxdy
avec les conditions : i** que l'intégrale V soit constante; n*^ qu'on ait aux limites du champ l'équation de condition
Nous aurons à former la variation
XV
où
— cpcosNX,
TT bz
ces NX -h ^- cosNY,
E =: (pcosNY,
L'équation aux dérivées partielles de la surface libre cherchée sera donc
Cette équation est susceptible d'une interprétation géométrique remarquable. En effet, le dernier terme de M est égal
à 5- -h "s-j R et R| désignant les deux rayons de courbure
principaux. On aura donc
Passons à la considération de l'intégrale simple. On a, le long de la courbe limite, 2 =: Z, ce qui réduit cp à ses
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deux premiers termes
On déduit d^ailleurs de cette équation aux limites la relation suivante :
Tirant de là la valeur de ùz pour la substituer dans Tintégrale^ puis égalant à zéro les coefficients de ^x et de o^, il viendra
/?cosNX-i-7cosNY,-3 . „_.
pcosNX -^- 7cosNY ,^ «..,
(Q — ^) -»" ? cosNY = o.
On a d'ailleurs évidemment, en désignant par x, y^ z et X -f- ûte, y -\- dy, z -{- dz deux points infiniment voisins de la courbe limite,
et d'où
et enfin
cosNX ^ - 4^, cosNY r^ ^
as as
dz-=p dx -h qdy z=zP dx -h Q <^/ ; (P — p)dx-\^{q-q)dyz=zo
(?—/?) cosNY --- (Q — ^) cosNX.
La première des équations (4) deviendra donc, en éliminant cosNY et supprimant le facteur cosNX,
\Ji-\-p'^q*
OU
/r-hp*-i^ V^i -h P* 4- Q
ou enfin
cosf + a = 0,
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i désignant Tangle des plans tangents à la surface libre et à la paroi du vase. Cet angle sera donc constant.
La seconde équation redonnera ce même résultat en éliminant cos NX et supprimant le facteur cosNY.
400. Cherchons encore à dû terminer les surfaces d'aire minima. Il faudra annuler la variation de l'intégrale
Irrr
V v/i -^ p^~\-q^ dxdy.
Posant a = i = X = o dans les calculs précédents, on aura ol " : Aa 05 4- V T-t-^^i^ (ces NX 8a; -h cosNY S/)] ds
L'équation aux dérivées partielles des surfaces cherchées sera
donc
ou
Cette équation a été intégrée au n° 280.
Si l'on donne le contour qui limite le champ et la valeur de z en chacun de ses points, on aura à la limite 8^ = o, 8y = o, 83 = 0, et l'intégrale simple disparaîtra d'elle-même. Mais les valeurs limites des trois variables donneront une courbe par laquelle doit passer la surface cherchée, et l'on aura à déterminer par cette condition les fonctions arbitraires que l'intégration a introduites.
Si une portion de la courbe limite est inconnue, mais assujettie à se trouver sur une surface donnée 3 -:= Z, on aura, pour l'angle i sous lequel la surface inconnue vient la rencontrer, l'équation
ces i .= o,
laquelle montre que les surfaces se coupent à angle droit.
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Supposons enfin qu^on demande la surface d^aire mînima qui renferme un volume donné V. On aura à annuler la variation de l'intégrale
I-t-XV
ce qui donnera Téquation aux dérivées partielles
R ' Ri
Les fonctions arbitraires de Tintégration se détermineronl parFéquation V=const., jointe aux conditions aux limites.
401. Le calcul des variations fournit un procédé commode pour la transformation des équations aux dérivées partielles.
Pour en donner un exemple, considérons, avec Jacobi, l'intégrale triple
-S[(S)"Kf)'-(S)>-^-
Cherchons la variation SI en supposant le champ d'intégration invariable, ainsi que les valeurs de V et de ses dérivées du premier ordre aux limites du champ On aura
\J\dx dx dy dy dz dy J ^ ^
ou, en intégrant par parties les trois termes respectivement par rapport k x^ y^ z et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
La condition pour que 31 soit identiquement nul sera donc fournie par Téquation aux dérivées partielles
d'V d'\ d'\ Remplaçons les coordonnées rectangles x, y^ z par un sys-
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tème de coordonnées curvilignes orthogonales t, ei, v^ définies par les équations
ou
On aura (t. I, n« 530).
dT d^ dF d^ d¥ d^
àx àx dy dy dz dz
dx dx dy dy dz xjz â'V ôF d^ dF d^^ dV
--zzro,
dx dx dy dy dz dz
iZh i^h (f )■= '•
\dx
/dwy fd^V\^
dx* -h dy« -h ûf5* rz: —- -h h
Enfin l'élément de volume rapporté aux nouvelles coordonnées sera
- , dtdudv , , , dx dy dz ^=1 - ,^. ..-rr- t= J dt du dç,
^AAjA,
J = étant le module du jacobien de a:, j^, z par rapport à ^, {/, i^.
On a d^ailleurs
dVdWdF àYd^ dV d^ dx dt dx du dx dv dx
dW dV dF dV ô<^ dV dw
dz dl dz ' du dz dv dz '
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d'où, en tenant compte des relations précédentes,
fc) ^tej ^fe) --H^) -^^'U) -^^'Uj •
L'intégrale I, rapportée aux nouvelles variables /, «, r, deviendra donc
s[Kw)'-.<£)'-<^:)']— ■
Le champ de cette nouvelle intégrale sera invariable comme celui de l'intégrale primitive, ainsi que les valeurs de V,
-r-> w- > -X- aux limites du champ.
d£ du dv ^
Exprimons que 81 s'annule dans ces conditions. On aura
ou, en intégrant par parties les divers termes de cette expression et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
La condition pour que SI s'annule identiquement sera donc
— AJ - 4- - A, J ;r H -p Aj J -- — o.
Ôt Ut OU OU OV OV
Cette nouvelle équation est donc équivalente à l'équation (5), dont elle sera la transformée.
FIN DU TOME TROISIÈHB ET UERNIBIt.
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