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PRÉFACE
Le présent Volume n'a pas été aussi profondément remanié qne les deux précédents. Les principaux changements sont les
soivants :
La Noie finale sur quelques points de la théorie des fonctions a été supprimée, les principaux résultats qu'elle contenait ayant été introduits dans les deux premiers Volumes.
Les divers passages où interviennent les fonctions elliptiques ont été notablement simplifiés en faisant intervenir les fonctions de M. Weierstrass à la place des anciennes fonctions stiu, cntt,dntt.
L'exposition du procédé d'intégration des équations linéaires > coefficients constants a été changée. La méthode de M. Vaschy, <IQe nous avons adoptée à la place de celle de Cauchy, se recom- ■Q&nde par son élégance et sa complète généralité.
^ous avons enfin ajouté une démonstration de l'existence des intégrales dans le cas des variables réelles, et l'indication des méthodes proposées par Kummer et Halphen pour l'intégration ^^ certaines équations linéaires.
Variation des constantes io
89-92. Points critiques des intégrales. — Cas des équations linéaires. 107
93. Étude des intégrales aux environs d'un point critique, pour
l'équation -—- = -rr — ■- m
dx f{Xyy)
94-97. Étude des intégrales aux environs d'un point critique pour
dv l'équation a? -j- -/{x^y) iia
98-99. Étude des intégrales aux environs d'un point critique, pour
l'équation /( ~- , ^ j = o 12a
100-103. Intégration de cette équation lorsque ses intégrales sont uniformes ia6
I. — Notions préliminaires
1. Nous avoDS vu dans le Calcul différentiel (Chap. I, § XIII) que, lorsqu'on a un certain nombre de relations entre une ou plusieurs variables indépendanles x^^ X2y • • • el des fonctions ^1,^2, ... de ces variables^ on pouvait, en combinant ces équations avec celles qui s'en déduisent par dérivation, en déduire une infinité d'équations diOférentielIes auxquelles satisfont ces fonctions.
Il nous reste à traiter le problème inverse, en cherchant à remonter des équations différentielles aux relations qui existent entre les variables elles-mêmes.
J. — Cours, m. I
Nous nous occuperons d'abord des équations différentielles ordinaires, où ne figure qu'une variable indépendante x.
2. Soit proposé un système de m équations différentielles entre x et m fonctions ^i, . . ., ym de cette variable. On pourra, par l'introduction de variables auxiliaires, ramener le système proposé à un autre système équivalent, où ne figurent que des dérivées du premier ordre.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que nous ayons deux équations différentielles simultanées
„ / dy d} V d^y dz d}z\
^ [^'^'dx'dx^' dx^' '''di'd^^)-'^'
-,/ dy d^Y d^Y dz d*z\
^'V^'-^' 35' 5^' 5iï' -' 55' 55"' j -°-
Posons
rfr_„, ^-y. ^_-f
On aura évidemment
ir-y, ^-y> Ëi-s'
dx~-^' dx~^ ' dx~ '
17 / , , dy , dz>\
Ces cinq équations différentielles forment un système manifestement équivalent aux deux équations primitives, mais où ne figurent plus que des dérivées du premier ordre.
3. Considérons donc un système simultané de m équations du premier ordre
-^ / dy dz du \
^ / dY dz du \
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entre la variable indépendante x et m fonctions inconnues j^,
Si parmi ces équations il en figure une, F = o, qui ne contienne pas de dérivée, soit y une des variables qu'elle contient, l'équation résolue par rapport ky donnera un résultat de la forme
(l) jr=^{X,ZyUy ...).
On en déduit
dy 09 09 dz d^ du dx dx dz dx du dx
Substituant ces valeurs dans les équations
Fi = o, F,=io, ...,
on aura un système de m — i équations difTérentielles pour déterminer les m — i variables z, m, . . .; on calculera ensuite^ par Téquation (i).
Supposons, au contraire, que l'équation F = o contienne
dv au moins une dérivée, telle que -^ • Résolvant par rapport à
cette dérivée, il viendra
dy ^f dz du
Substituons cette valeur dans les équations suivantes ; on obtiendra un système
(dz du \
équivalent au proposé.
Si l'une des équations cp, = o, ... ne contenait aucune dérivée, on pourrait s'en servir, comme il a été expliqué.
pour éliminer une variable et ramener Tétude du système proposé à celle d*un système de m — i équations diiTéren-
tielles seulement.
dz Si, au contraire, Téquation ç i = o contient une dérivée -j^ *
on en déduira
dz , [ du \
et, l'on substituera cette valeur dans les équations suivantes.
Continuant ainsi, on arrivera à mettre le système sous la
forme
dv __ ^ dz ^ dii ___ f
dx-'J' di"^^' dx-^^' '"'
J^ne contenant plus -4-^ f\ ne contenant ni -j- ni ^>
Portant maintenant dans chaque équation les valeurs des dérivées fournies par les équations suivantes, on obtiendra un nouveau système d'équations, de la forme suivante :
Un système d'équations simultanées du premier ordre, ainsi résolu par rapport aux dérivées, est dit ramené à sa forme normale.
On voit, par ce qui précède, que l'étude d'un système quelconque d'équations différentielles simultanées peut être ramenée à celle d'un système normal. Le nombre des équations de ce système normal équivalent au proposé servira de définition à V ordre de ce dernier.
En particulier, si l'on n'a qu'une équation diOerentielle
d'^'y ( dy d'"-W\
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elle sera équivalente au système normal
Son ordre sera donc égal à m.
4. D'un système de m équations différentielles entre x et les m fonctions y^ z, u, . . . , on peut déduire, ainsi que oousalloDs le voir, une équation différentielle où ne figurent que Jet/.
En général, le nombre des équations données n'est pas suffisant pour éliminer ^, Uy ... et leurs dérivées. Mais, si nous prenons la dérivée de chacune des équations données, noas obtiendrons m équations nouvelles, en introduisant au plus m — 1 inconnues de plus, à savoir une dérivée nouvelle (le chacune des (onctions 2, m, En répétant celte opéralion, on arrivera évidemment à se procurer assez d^équations pour efl'ec tuer l'élimination.
Considérons, par exemple, un système de trois équations
Fi=o, F,=:o, F, = o
entre x,/, z, u. Supposons que l'ordre de la plus haute dénvée de chaque variable, dans chacune de ces équations, soit donné par le Tableau suivant :
nii
fh
Px
Pt
Kfférentions les trois équations respectivement A, A|, Aj fois. Nous obtiendrons ainsi un total de A + A| -|- Ao 4- 3 équations, entre lesquelles on aura à éliminer z et ses B preliières dérivées, u et ses C premières dérivées, B désignant
le plus grand des nombres A 4- w, A| -h /i| , Aa 4- /la^ et <
plus grand des nombres A-}-/?, A|+/?i, Aa-4-/?a; soît
tout B -H G 4- 2 inconnues.
En thèse générale, réllmination ne pourra se faire qu
le nombre des équations surpasse celui des inconnues.
devra doijc avoir
AH-At-hAj^B-hC
et, comme on a
on en déduit
A^/ij-h/?,, A = /i,-+-/?t.
On voit de même que A| est au moins égal au plus gr des deux nombres /i4-/?2> ^a-^Py et Aa au moins éga: plus grand des nombres n -^p^, n^-k- p.
Il est d'ailleurs aisé de voir qu'en prenant A, A| , A3 { cisément égaux aux limites inférieures trouvées ci-dessus, aura juste le nombre d'équations nécessaires pour l'éli nation.
Soit en effet, pour fixer les idées^
A= /Il -H />! = /Il -+-/?!, B = A 4- /i ^ Aj 4- /Il 5 Aj 4- /ij.
On en déduira
A 4-/1 = /i 4- /i,-h/?j7Ai4-/ii,
d'où
et, d'autre part,
A 4-/?=/? 4- ii4-/>i5 A,4-/?î.
On trouvera de même
Ai4-/?i<Aj4-/?t ou ^A4-/>,
suivant que A| sera égal à n 4-/?a ou à na 4-/>.
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Oo aura donc, dans tous les cas,
et, parsaite,
B -h C = Aj 4- /It -h A, -+-/>,=: A 4- Al -+- A,.
£o donnant àÂ, A^ Ai les valeurs ci-dessus, on aura donc Qoe équation de plus qu'il n'est nécessaire pour déterminer z, u et leurs dérivées au moyen de ^ et de ses dérivées. Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront une équation finale ne contenant que y, et ses dérivées jusqu'à Tordre D, D désignant le plus grand des nombres A -f- m^ A|-f-mi, Aj-f- /Wo.
Ce nombre D, qui représente l'ordre du système, sera évidemment égal au plus grand des nombres m-^- n^-\-p^y f^i + n-h P29 . .., qu'on obtient en associant ensemble trois nombres du Tableau (2) appartenant à la fois à des horizon- Ules et à des verticales différentes.
S. Ce résultat, qu'on étendrait sans difficulté au cas d'un nombre quelconque d'équations, peut se trouver en défaut >i z, u et leurs dérivées figurent dans les équations proposées de telle sorte que l'élimination puisse se faire avant qu'on ait formé toutes les équations auxiliaires qui paraissent au premier abord nécessaires, d'après le nombre des quantités à éliminer.
On obtiendra, même dans ce cas, une équation finale enjr de la forme
o'^sz, u, au lieu d'être immédiatement donnés en fonction dejet de ses dérivées, pourront être déterminés par de nouvelles équations différentielles, de la forme
cP^z [ dy d^-^z d^-^u\
/ dy d^-^z d^^u\
= ^*V^'-^' 5i' '"^ '''"'•' ^^vTi^ ^ÏI=ï/
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Éliminant u entre ces équations par la répétition du même procédé, on arrivera à faire dépendre l'étude du système primitif de celle d'un système de la forme suivante :
dru__ f dr-^u\
6. Considérons, en particulier, les fonctions déterminées par une équation différentielle
dv d^y _
dx dx^
algébrique par rapport à x^ y, . . . , ^-^•
Toute solution d'une semblable équation satisfait évidemment à une infinité d'équations analogues résultant de la combinaison de F et de ses dérivées.
Réciproquement, soit y une fonction de x qui satisfasse à une série d'équations différentielles algébriques
F = o, FjziLO,
Toutes ces équations résulteront de la combinaison de l'une d'enlre elles avec ses dérivées.
Considérons, en effet, parmi toutes les équations de ce genre auxquelles ^satisfait, celles dont Tordre est minimum, et parmi celles-ci choisissons celle où la plus haute dérivée est élevée à la puissance minimum. Soient a et |i. cet ordre et ce degré, F = o Téquation correspondante; F< = o une autre équation quelconque du système.
De l'équation F = o et de ses dérivées on pourra déduire les
valeurs de , ^^^j •••et des puissances de -7-=;^ de degré ^|jl en loncUon rationnelle de x, j^, -7- , • • • 1 -j-— >•••>( ~^ \
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Substituant ces valeurs dans F|, on obtiendra une nouvelle
dx
équation <^ = o, qui ne contiendra plus que x^ y^ -^ > • • • >
55* '"' (^Ta) ' Mais, d'après notre hypothèse, y ne
satisfait à aucune équation de ce genre. Donc Téquation ^ = 0 est une identité.
Nous dirons que la fonction y est une solution propre de l'équation F = o et une solution impropre des autres équations F, = o, ... ; et nous appellerons ordre de la fonction l'ordre de Téquation F = o.
Diaprés cette définition, les fonctions algébriques seront d'ordre iéro; les fonctions d'ordre >o seront transcendantes.
Une équation différentielle algébrique F == o est dite irréductible, si elle n'admet que des solutions propres ,
7. Soient yj Zy ... des solutions des équations différentielles algébriques
^/ dy d^y\
ae degrés jji, v, . . ., par rapport a -j^j — ô> • • • •
Soient, d'autre part. Y, Z, ... d'autres fonctions satisfaisant à des équations analogues
Supposons qu'il existe entre ces diverses fonctions et leurs dérivées une relation algébrique
Si nous éliminons Y, Z, ... entre cette équation et les équations (4)9 nous obtiendrons une équation différentielle
lO TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE I.
G= o entre y^ Zj . . . , qui représentera la condition nécessaire et suffisante pour que ces fonctions, associées à des solutions convenablement choisies des équations (4)y satisfassent à Téquation ^ = o.
Si donc l'équation G = o n'est qu'une conséquence des équations (3) et de leurs dérivées, tout système de solutions de (3), associé à un système convenable de solutions de (4)9 satisfera encore à l'équation ^^ = o.
Ce cas se présentera nécessairement s'il n'existe entre les solutions y, Zj . . . , primitivement données, aucune relation algébrique de la forme
(5) H(^a;, 7,...,^^, ;.,... ,^,...jz=o,
ou --r^y T^^ "' "S^^^^^ *v^c ^^s degrés respectivement
inférieurs à [jl, v, ....
En effet, au moyen des équations (3) et de leurs dérivées,
on peut éliminer de G les dérivées , ^^.3 •••, -—s — > ••• ^ dx^-*-^ dxP-*-^
et les puissances ( -7-^ \ y i —z I > • • • • On obtiendra ainsi
une équation de la forme (5), laquelle devra, par hypothèse, se réduire à une identité.
8. Comme application des considérations qui précèdent, cherchons la forme la plus générale des relations algébriques qui peuvent exister entre des intégrales abéliennes^i, ...,^in définies par les équations différentielles algébriques
Soit
(6) V(j:,j„ ,..,y^)=zo
une semblable relation. Nous pouvons évidemment admettre
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(fa'il n'existe aucune relation de même nature entre les fonctions ^i, . . . , ^m-i et la variable indépendante. L'équation (6), résolue par rapport à jKmj pourra s'écrire
D'après le théorème précédent, cette équation subsistera si l'on y remplacerai, ...,^m-i pa^r des solutions quelconques des équations Fj, ..., F;„_i, pourvu qu'on remplace en même temps y m par une solution convenable de Téquation FjR. Mais il est clair que les solutions de chacune de ces équations s'obtiennent toutes en ajoutant à l'une d'elles une constante d'ailleurs arbitraire. On aura donc
<^if • • • ) Cm~~\ étant des constantes arbitraires, et Cm une autre constante, dépendant de celles-là.
Prenant la dérivée de cette équation par rapport à la constante C| , il viendra
dcm _ ^<p(^, ytH-C|, . ..) __ d^(x^y^-^Cx, . . .) de, ■" de, ^ dyx
et, en posant c, = . . . = Cm-i = o,
k^ désignant la valeur constante que prend dans cette hypothèse la dérivée *"
de,
Cette dernière équation doit se réduire à une identité, puisque nous supposons que x, y%^ . . . , ym^\ ne sont liées par aucune relation algébrique. On aura de même identiquement
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^2» • • • 9 km^\ étant des constantes. On en déduit
X étant une fonction algébrique de x, La relation cherchée sera donc de la forme
9. Ces préliminaires posés, il nous reste à indiquer les procédés par lesquels on peut intégrer une équation différentielle (ou un système de semblables équations), c'està-dire déterminer ses solutions.
Il est aisé de voir, par des exemples, que ce problème est indéterminé.
Considérons, en effet, une équation
entre la variable indépendante j?, la fonction j^ et la constante arbitraire c. On en déduit par différentiation
Tirons la valeur de c de l'équation (7) pour la substituer dans (8); il viendra, en représentant par des parenthèses le résultat de cette substitution.
Cette équation différentielle admet pour solution la fonction j', définie par l'équation (7), quelle que soit la constante c. Â chaque valeur de cette constante répond une solution particulière. L'ensemble de ces solutions se nomme la solution générale.
Pour reconnaître s'il existe d'autres solutions, en dehors de celles que nous venons de déterminer, introduisons une
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variable aaiiiliaire c définie par Téquation (7). Cette équation diflereotiée donne
-^dx-^ ^dy-{-^dc=zOy dx ây ^ de
€1, en substituant pour c sa valeur tirée de (7), o'j enfin, en tenant compte de Téquation (9),
On peut satisfaire à cette équation de deux manières En posant
de =3 o, d'où c -=. const. ;
U valeur correspondante de y étant donnée par Téqualion (7), on retombe ainsi sur la solution générale ; 2** En Dosant
Cette équation détermine la valeur àe y en fonction de x, L'inconnue auxiliaire c sera ensuite déterminée par Téqualion (7).
La nouvelle solution ainsi obtenue se nomme la solution singulière de Féquation différentielle.
En considérant x, y comme les coordonnées d^un point, chaque solution particulière
où c est supposé constant, représente une courbe.
La solution générale représente l'ensemble de ces courbes. Enfin la solution singulière, définie par l'équation
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résultat de rélimination de c entre les équations
représentera l'enveloppe de ce système de courbes.
Il arrivera parfois que les deux équations (lo) soient incompatibles, auquel cas il n*y aura pas de solution singulière; ou que la valeur de c en fonction de x, déduite de ces équations, se réduise à une constante; dans ce cas, la solution singulière se confondra avec l'une des solutions particulières contenues dans la solution générale.
10. Les considérations précédentes peuvent aisément s'étendre à des systèmes d'équations difTérentlelles simultanées. Soient, par exemple,
(II) ?i=o, «p,= o
deux équations entre la variable indépendante x^ les deux fonctions yt , y 2 et deux constantes C| , ^2 ; on en déduira, en différentlant et éliminant C|, C2, les deux équations difiérentielles
dont les équations (11) représentent la solution générale.
Pour obtenir les autres solutions s'il en existe, prenons pour inconnues auxiliaires les quantités C|, c^ définies par les équations (11).
La dlfférentiation de ces équations donnera
Ùld:,+ pldy,+ ^dy,+ pidc,+ pidc, = o, dx d/t -^^ (îji dc^ dcx ^
^rf^+^rf,, + ^rf^,+ ^rfc,+ ^rfc.= o dx dyx -^ àyt àc^ âCf
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OU, en éliminant C|, Ca et tenant compte des équations (la),
, fê) *.-(©*.= "■
On peut satisfaire à ces équations :
1° En posant
dCi =z O, dCf -rzL O,
d»oà
Cl =: const. , Cl ■=. const. ;
on retombe ainsi sur la solution générale; 1^ En posant
'=(è)(è)-(fe)(è)=»'
aaqnel cas les équations (i3) se réduisent à une seule d'entre elles, par exemple à
Cela posé, des trois équations
OQ pourra déduire les valeurs de Ci, C2, JK2 ^n fonction de x etde/|. Substituant ces valeurs et leurs différentielles dans l'équation (14)9 ^Ue prendra la forme
X rfx 4- Y ûf/i = o,
où X, Y sont des fonctions de x et de j^i .
Toute solution y^ de celte équation, combinée avec la valeur correspondante dejKa tirée de A = o, donnera une solution singulière des équations différentielles (12;.
3^ Enfin, si les équations
(S)=«. (fe)=°. (&;)=«. (&■)=
étaient satisfaites par un même système de valeurs de j^i,^2!
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elles fourniraient une nouvelle solution; mais le système de ces équations est généralement surabondant.
11. Le problème de l'intégration des équations difierentielles (ou des systèmes d'équations différentielles) peut être envisagé sous deu\ points de vue différents.
On peut se proposer d'obtenir une solution générale. Celle-ci trouvée, les solutions singulières s'en déduiront immédiatement si l'on a affaire à une seule équation, ou s'il s'agit d'un système d'équations différentielles, par l'intégration d'un nouveau système d'ordre moindre que le proposé. On pourra ainsi former le tableau de toutes les solutions possibles.
Mais, dans les applications du Calcul intégral, la question de l'intégration se présente autrement. Les fonctions inconnues sont assujetties, non seulement à satisfaire aux équations différentielles données, mais à d'autres conditions accessoires qui achèvent de les préciser, de telle sorte que le problème ne présente plus rien d'indéterminé.
Considérons, par exemple, le mouvement d'un point dans l'espace. D'après les principes de la Mécanique, ce mouvement sera défini par les six équations suivantes :
dt ^'
dt~-'^'
di ''
dx' y
"" di - ^'
où m désigne la masse du point; x^ y^ z ses coordonnées à l'époque t\ X, Y, Z les composantes de la force qui le sollicite.
Il est clair que la question ainsi posée est encore indéterminée. Mais on pourra achever de la préciser en se donnant, par exemple, la position du point, et les composantes de sa vitesse à l'instant initial t^. Le problème deviendra, en général, déterminé, et pourra se formuler ainsi :
Trouver six fonctions Xy y^ 5, xf^y^ z' de la variable f,
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qui satisfassent aux équations différentielles (i5), et qui prennent des valeurs données Xq^ ^q^ Zq, x^, y'^^ z'^ pour t = t..
La question ainsi posée sera facile à résoudre si Ton peut déterminer la solution générale du système (i5). Cette solution sera, en effet, donnée par un système de six équations
entre x,^, 5, xfy y'^ 5', t et six constantes arbitraires «i, ..., 0%, En exprimant que ces six équations sont satisfaites lorsqu'on y pose t = to, x = 0:©, . . . , z'= «p, on obtiendra six équations de condition pour déterminer les valeurs de a^ • • •, ai correspondantes à la solution particulière que Ton cherche. Mais ce n'est que dans des cas très spéciaux qu*on sait obtenir la solution générale d'un système d'équations différentielles. On se trouvera donc réduit le plus souvent à étudier la solution particulière qui satisfait au problème déternûné que Ton a en vue. Il existe pour traiter cette nouvelle question des procédés d'approximation numérique que nous exposerons plus tard, et qui seraient inapplicables au problème plus étendu, mais plus vague, de la recherche de la solution générale.
n. — Équations du premier ordre.
12. Considérons une équation différentielle du premier ordre ramenée à la forme normale
dy _ ^
dx
ou
(1) dy — Xdxzi^o.
Au lieu de cette équation, on peut considérer, avec Euicr,
J. - Court, 111. a
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la suivante
(a) . [kdf — [t.Xdx-=Oy
où [JL est une fonction de x^ y choisie à volonté.
L'équation (2) est, en eflet, équivalente à (i), tant que {i n'est ni nul ni infini. La seule différence est qu'elle pourra admettre la solution nouvelle p. = o, ou perdre la solution
Supposons le facteur [a choisi de manière que le premier membre de l'équation (2) soit une différentielle exacte. On pourra déterminer, par de simples quadratures (t. II, n° 161 ), une fonction f , telle que Ton ait
Lors même que ces quadratures ne pourraient s'effectuer exactement, il sera toujours possible de déterminer, avec telle approximation que l'on voudra, la valeur de f pour chaque système de valeurs de :r, j^.
Cela posé, l'équation (2) se réduit à
ûf«p=. o
et donne immédiatement
^ = const.
Le problème de l'intégration sera donc résolu dès qu'on aura déterminé, soit la fonction f , soit le multiplicateur {ji, d'où f peut se déduire par quadrature.
L'équation
d^ziz ikdy — (xX dx
se décompose dans les deux suivantes :
Éliminant [jl, on obtiendra l'équation aux dérivées par-
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tielles
L^intéçration de cette équation aux dérivées partielles et celle de Téquation (i) sont deux problèmes entièrement équivalents.
En effet, soit f une solution (ou intégrale) quelconque de Téquation (3). On aura
L'équation
sera donc équivalente à e/f = o et admettra la solution générale
c HZ const.
Réciproquement, supposons que, par un procédé quelconque, on ait obtenu une solution générale de réquation(i), telle que
c étant une constante arbitraire. Cette équation, résolue par rapport à c, prendra la forme
DifTérentiant, il viendra
àx oy ^
Cette équation devant être équivalente à l'équation primitive (i), les coefficients de dx et de dy doivent être propor- ^onnels; d'où la relation
ùx oy
Donc ^, est une intégrale de Téquation (3).
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Cette intégrale une fois connue, on pourra en déduire toutes les autres. Soit, en eflet, f une autre intégrale quelconque; des deux équations (3) et (4) on déduit
do dx
ày
î'îi 'ày
équation qui exprime que f est une fonction, d^aîlleurs arbitraire, de (pi .
14. Quant au multiplicateur pi, il doit satisfaire à la condition d'intégrabllité
dx dy '
et rrciproqueraent, toute solution de cette équation donnera un multiplicateur.
Connaissant un multiplicateur p. et Tintégrale ^ correspondante, on en déduira aisément tous les autres. Soit, en eflet, [Ji'= [jLv un autre multiplicateur; on aura
dx dy
(d}s. d^X\ /dy ^(^\
((h ^^(h\ =-Aô-.-^''Ty)
Donc V sera une intégrale de Téquation (3), et Ton aura V = F(!p), F désignant une fonction arbitraire.
Si, dans le premier membre de Téquation différen
ti'^Ue
dy — X e/j? = o,
noub remplaçons x et >^ par x ~\- z\y y -\- erj, e désignant un paramètre infiniment petit et Ç, r, des fonctions de x et de j',
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nous obliendrons réquation transformée
ou, en développant et négligeant le carré de e,
Si cette équation transformée reproduit à un facteur près Téquation primitive, nous dirons que cette dernière admet la transformation infinitésimale i, t^.
Cette condition est exprimée par la relation
X^^ -i_t^.T— — ^ __ x/^~ — X — ^ — dx ^ dx * J/ dx \dy ùy) ~~
Posons
cette équation se réduira à
dX ^ dz __Y àz^ ,( _z
^ ày àx dy ** \dx
(^ette relation montre que, lorsque z n'est pas nul, son inverse - == =^ est un multiplicateur.
On voit donc que la recherche des multiplicateurs et celle des transformations infinitésimales de Téquation différcn- ^lelle en elle-même ne constituent au fond qu*un seul et Diême problème.
Les équations différentielles que les principes précé
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dents permettent d^ntégrer se ramènent pour la plupart aux trois types fondamentaux suivants :
1° Les équations de la forme
dy — XY dx i= o,
où X est une fonction de j: et Y une fonction de y* Ces équations admettent le multiplicateur ^\ caries deux termes de l'expression
ne contenant chacun qu'une seule variable, sont des différentielles exactes.
Les équations homogènes
Leur premier membre se reproduisant à un facteur près quand on y remplace :r, y par (i 4- i)x^ (i 4- t)y^ elles admettront comme multiplicateur la quantité j — r — •
On peut le vérifier aisément par un changement de variable. Posons, en effet,
y z=i ux^ d'oii dy z=z u dx -k- X du\ l'équation deviendra
u dx -h X du — ff{u)dx=zo^ et, si nous la divisons par le facteur
il viendra
dx du
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équation dont le premier membre est une différentielle exacte, les variables étant séparées.
Soient Uq une valeur particulière de la variable auxiliaire u ; Xo la valeur correspondante de Xj laquelle pourra être choisie arbitrairement. L'équation précédente, intégrée de Uq à £/, donnera
, X r" du
du
On aura donc exprimé x et y = ux en fonction de la variable auxiliaire u et de la constante arbitraire x^
Les équations linéaires, de la forme
PetQ désignant des fonctions de x seul.
L'équation ne change pas si Ton y remplace j^ par j^ -|- eTj, >1 étant une fonction de x définie par Téquation
Elle admet donc le multiplicateur -• On a effectivement Intégrant, il viendra
d'où
ui fonction auxiliaire t) qui figare dans cette formule est
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une solution choisie à volonté de l'équation (6), qui ne diffère de la proposée que par la suppression du dernier terme. Cette équation s'intègre immédiatement en séparant les variables. Il viendra
d'où
logT) z=z I Fdx-h logCt,
Pdx
C| désignant une constante arbitraire.
19. Un grand nombre d'équations différentielles peuvent se ramener aux types précédents par des changements de variables.
Considérons d'abord l'équation
dy __ / ax -{- by -h c \ dx ^''\a'x-\- b'y-^-c'J
Si aV — ba! n'est pas nul, posons
ax -h by -h c=^lf a'x -\- b^f -\- c'=it^]
d'où
adx -^ bdy=^d^, a! dx -\- U dy z=l dt[^
c?j7 = A e/5 -h B f/ï), âT/ = A' t/| -+- B' rfn.
L'équation transformée
k'd!i-^Wdr, _ (\\
sera manifestement homogène.
Soity au contraire,
ab' — ba'=:o,
d*où
a' X -^ by -h c' = m{ax -^ by-i-c) -h n.
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Le second membre de l'équation proposée sera de la forme
Prenons ax + 6^ -|- c = $ pour variable nouvelle, à la place de x par exemple. On aura
adx-^ bdy=zd^, dx=Udi-bdy),
ei Téquation transformée deviendra
d^-bdy ~^^^' ou
Les variables sont séparées. On obtiendra donc jk en fonclion de \ par une quadrature, et Téquation
ax -\- by -^-0^:^^
donnera la valeur correspondante de x,
SO. L'équation de Bernoulli OÙ P et Q sont des fonctions de a:, peut s'écrire
V — m dx
^l se changera immédiatement en une équation linéaire, si *on prend ^*~'" pour variable à la place de^.
21. L'équation peut être intégrée complètement dès qu*on en connaît une
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solution particulière. Soit, en effet, y^ cette solution : posons
l'équation transformée sera
et, comme Ton a par hypothèse
elle se réduit à
^ =(aR/. + Q);;-f-R5».
C'est une équation de BemouUi.
L'équation
X dx -^-Y dy '\- Z{x dy -^ y dx) z= o^
où X, Y, Z sont des fonctions homogènes dont les deux premières sont du même degré, se ramène également à l'équation de Bernoulli, en posant
y=zuXj dy = u dx -{- X du.
On a, en effet,
X=: x'«cp(w), Y=.x'^^(u), Z = x'*y(w).
Substituant, et divisant par x'^y il viendra
<^(u)dx'\-^(u) {xdu ■+- udx) -^ x^- "*-*-* -^{u) du =z o
ou
dx '^(u) y(u)
du ^{u)-\- u^{u) ^{u)-k'U^{u)
Considérons encore l'équation
OLX dy -h p/ cte H- x'^^y'^i^ax dy -f- bydx) = o.
On a
(aj7 dy -+- P/ dx)x^-^y^''^ = d{x^y^).
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L'expression générale des multiplicateurs qui rendent intégrable oLxdy -^^^y dx sera donc
On voit de même que l'expression générale des multiplicateurs de x^y^(^ax dy -|- by dx) sera
Il résulte de là que x^y^ rendra séparément intégrable chacune des deux moitiés du premier membre de l'équation proposée, et, par suite, sera un facteur intégrant, si l'on a
X =ia — i-i-a5=:flr — i — n 4- a*»),
Ces équations simultanées détermineront aisément \^ t^, \ [1, si le déterminant a 6 — ^a n'est pas nul. Si ce déterminant était nul, on aurait
et l'équation se réduisant à
(i -h kx'^y'^) {axdy -H ^ydx) =0 serait intégrable sans diflGculté.
24. Considérons enfin, avec M. Darboux, les équations difierentielles de la forme
kdX-^BdY-hC{YdX--XdY)z=zo,
où A, B, C désignent des fonctions rationnelles de X et de Y.
Ces équations prendront une forme plus symétrique si l'on remplace, comme dans la théorie des courbes algébriques, les ^^ables X, Y par des coordonnées homogènes, en posant
ax -\-^y -\-^s ax -h^y -h^s
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On en déduira sans peine pour rfX, rfY, Y rfX — X rfY des expressions de la forme
a{ydz — sdy) •+- b{zdx — xdz) -\-c{xdy — ydx)
Ces valeurs, substituées dans l'équation proposée, donneront une transformée de la forme
(7) L{ydz — zdy)-^M{zdx — x dz) -h^(^ dy — y dx) = o,
L, M, N étant des fonctions homogènes en Xj y^ z, et d*un même degré, que nous désignerons par m. Cette équation peut encore s'écrire ainsi
(8) ¥dx-\-qdy-^Kdz=io,
en posant
P = M5 - Nj',
K=^Ly — iMx; doù
(9) Pd?-hQj'4-R5 = o.
23. Pour chaque point Xy y^ z à\x plan, la direction de la tangente à la courbe qui représente géométriquement l'intégrale sera donnée sans ambiguïté par l'équation (8). Il y a toutefois exception pour les points où l'on a simultanément
P = o, Q=:o, R=io,
pour lesquels l'équation (8), étant identiquement satisfaite, n'établit plus aucune relation entre dx^ dy, dz.
Ces points singuliers sont évidemment les seuls par lesquels puissent passer plusieurs branches de courbes distinctes satisfaisant à l'équation différentielle. On peut donc affirmer que tout point multiple d'une courbe intégrale ou tout point d'intersection de deux courbes intégrales est nécessairement un point singulier.
Cherchons le nombre \ de ces points singuliers. Nous re-
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marquerons, à cet effet, que les points communs à P = o, Q=: o, en nombre (m + i)^y satisfont en vertu de (9) à la relation Rz = o. On aura donc
i\ étant le nombre des points communs à P = o, Q = o,
D'autre part, les m + 1 points communs à P =: o, z = o
satisfont à la relation Q^ = o. D'ailleurs, un seul d'entre
eux, savoir ^ = 0,^=0, satisfait à ^ = o. Les m autres
donneront
donc
7) = m et Ç = m* 4- m 4- 1 .
26. Cherchons maintenant la condition pour qu'une courbe algébrique
soit une intég;rale de l'équation différentielle. On trouvera, en (liiTérentiant l'équation ci-dessus,
-^dx-^ -f-dy -h ^dz = o.
dx dy ^ oz
On a d'autre part, pour tout point de la courbe,
df df df ,
dx -^ dy âz ^•'
p désignant le degré de la courbe /= o. Des deux équations précédentes on déduit celle-ci
EL ^ Ûf
dx Oy dz
y dz — zdy z dx — xdz xdy — y dx
doDt la combinaison avec l'équation différentielle (7) donnera
ox oy dz
Le premier membre de cette équation est un polynôme entier. Puisqu'il s'annule pour tout système de valeurs de x^ y, Zy tel que l'on ait /= o, il sera divisible par/; on aura donc identiquement
ox oy oz •"
K étant un polynôme entier, de degré évidemment égal à m — I.
Telle est donc l'équation de condition cherchée, laquelle peut encore s'écrire ainsi
Pour tout point singulier de l'équation différentielle
on aura
d'où
^"" 7 "~ -' Soit X la valeur commune de ces rapports. On aura
Substituant ces valeurs dans (lo), il viendra
Les points singuliers seront donc de deux sortes : 1® Ceux qui sont sur la courbe /= o; 2*^ Ceux qui ne sont pas sur cette courbe, et pour lesquels on aura nécessairement
Dans le cas où la courbe /n'a pas de point multiple, il est aisé de déterminer le nombre des points singuliers de la pre-
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 3l
mière sorte. En effet, "é"^ "^^ ~^^^ pouvant s*annuler simultanément, l'équation (lo) donnera, d'après un théorème d'Algèbre connu (Darboux, Bulletin des Sciences mathématiques, a* série, t. II),
P oy dz
P az ox
P OX dy
et, par suite,
- = ("|-wg).-(vi-u|).
= />U/ _(Ua; + V^-l-W-)^,
Q=pV/ - (Va; + Vj -h Wz) ^,
R =pW/- (Ux + Vy + Ws) ^,
oz
U, V, W étant des polynômes de degré évidemment égal à m^p-^ I.
Ces équations montrent immédiatement que les points singuliers cherchés sont les intersections de la courbe /= o avec la courbe de degré m — /> -+- a
\Jx -4- V/ -h W^ = o.
Leur nombre sera donc
28. Cela posé, nous allons établir que, si l'on connaît un nombre sufBsant d'intégrales particulières algébriques, on pourra en déduire l'intégrale générale de l'équation proposée.
Soient /= o, /i = o, ... ces intégrales particulières; p^
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/?i, • • • leurs degrés respectifs. En posant, pour abréger,
on aura (26)
La fonction ç = /«/*«, ... satisfera à une équation analogue; on a, en efTet,
Atp = a ^ A/-h «1 -|- A/i-+----=(«K-+-a,K,4-...)(p.
Si les constantes a, ai, ... peuvent être déterminées de telle sorte qu'on ait
et
(12) a/? 4- «1^,4-, . .zr: — 771 — 2,
l'expression cp sera un multiplicateur qui rend différentielle exacte le premier membre de l'équation différentielle.
En effet, il faut et il suffit pour cela qu'on ait les trois équations de condition
dy dx
Développant et remarquant qu'en vertu de l'équation (12) ç est une fonction homogène de degré — m — 2, d'où
ces trois équations se réduiront à l'équation unique
que nous supposons satisfaite.
Les deux membres de Téquation (11) étant des polynômes homogènes de degré m — i, leur identification donnera
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équations de condition distinctes, linéaires en a,
a,, .... Le nombre total des conditions à remplir sera donc
— ^ ' -h I , et il suilira, en général, d avoir — ^^ -h i
intégrales particulières pour obtenir un multiplicateur et en déduire par quadrature l'intégrale générale.
â9. Ce résultat serait en défaut si le déterminant des équations de condition était nul; mais, dans ce cas, on pourrait déterminer les quantités a, de telle sorte qu'on eût
( aK -4-a,K,-H. . .= o,
( ap -t- a,/>, -h ... =2 o.
Or il est aisé de voir que, si ces conditions sont satisfaites, tp = con.st. sera l'intégrale générale de l'équation proposée. En e(Tet, ^ étant homogène et de degré zéro, on aura
dv âo d^
D'autre part,
d'où
De ces relations combinées avec Téquation difTérentielle on déduit
„— ^^^_x_^?^^_x_^^d'oll
o= ^dx-^ ^dy-^-^dz — dOf dx of '^ OZ
9 = const.
Les équations (i3) équivalant à — ^ hi équations
linéaires et homogènes en a, ai, ... pourront toujours être satisfaites si le nombre de ces quantités est au moins égal à J. - Cour», III 3
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— ^ -+- 2. Mais, dans la plupart des cas, les équations
de condition ne seront pas distinctes, ce qui réduira le nombre des solutions algébriques nécessaires pour l'application de la méthode.
En effet, pour que le polynôme aK-+-a, K| -t-. . . soit
identiquement nul, il suffît qu'il s'annule pour —
points Xy y^ z; ^4, yi, Zt] ...; car on obtiendra ainsi — équations linéaires et homogènes entre ses coefficients. Ceux-ci seront donc nuls, à moins que le déterminant de ces équations ne soit nul (ce qui aurait lieu dans le cas oîi les points considérés seraient tels que toute courbe d'ordre m — i qui passe par quelques-uns d'entre eux passe nécessairement par les autres).
Cela posé, soit x, y, z un point singulier qui n'appartienne à aucune des courbes /,/i, On aura, pour ce point,
d'où
aK H- «1 Kl 4- . . . = X («/> -+- a,/>, -+-...).
L'équation de condition aK 4- «i K.| -}- . . • = o, relative à ce point, fera donc double emploi avec l'équation
Si donc il existe q points singuliers qui n'appartiennent à aucune des courbes f^ f\^ •-- (et qui ne soient pas tels que toute courbe d'ordre m — i, qui passe par quelques-uns d'entre eux, passe nécessairement par les autres), on pourra les prendre dans la série des points x, y^ z\ x^, y^^ z^\ , , ,, pour lesquels on doit exprimer que aK 4- «i Ki 4- . . . s'annule, et le nombre des équations de condition distinctes se
réduira à f- 1 — y. H suffira, pour y satisfaire, d'avoir '- -f- 2 — q intégrales particulières algébriques.
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30. Supposons, par exemple, que l'on connaisse [jl intégrales algébriques /= o,/i = o, ... sans points multiples, ne se touchant mutuellement nulle part, et telles que la somme /> -4-/?i -h . . . de leurs degrés soit égale à /?? -h 2. Nous pourrons construire l'intégrale générale. H suffit en cQet, pour cela, qu'on ait
Pour vérifier que cette équation est satisfaite, nous remarquerons que chacune des courbes données, telle que/, passe par /?(/w -4- 2 — p) points singuliers, qui sont précisément ses points d'intersection avec les autres courbes du système Chacun de ces points se trouvant sur deux de ces courbes, leur nombre total r sera
Le nombre q des points singuliers qui ne sont sur aucune de ces courbes sera donc
Substituant dans l'équation de condition précédente, elle
devient
fH-}S/>*=|m-+-3.
Le cas le plus défavorable pour l'existence de l'inégalité cidessus est celui où tous les nombres p sont égaux à l'unité. En effet, si nous remplaçons un de ces nombres p par deux autres />' et //, tels que l'on ait p' -\' p" =^ Pi |a sera accru d'une unité, et |S/>^ sera diminué de ^(/?* — p*^—p'^'^) = p'p\ quantité au moins égale à i.
Or, si tous les p sont égaux à l'unité, on aura
et les deux membres de l'équation sont égaux.
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Considérons, comme application, Téqualion de Jacobi
{ax H- by -\-cz) {ydz — zdy) -\-(a' X -\- b' y -\-c! z){zdx — X dz) -\- (a'j7-t- b'y -\-c''z){xdy —ydx) mo.
Cette équation admet trois droites comme solutions particulières. En eOety la condition pour que la droite
frm ux ■+- vy -4- wz =i o
soit une solution sera, d'après la théorie précédente,
(ax -hby -^cz)u-\' (a! x -h b' y -4- d z) v -\-(a* x -\- b' y 4- c" z)i^ = k{ax -^vy -k- wz)^
k étant une constante.
Cette équation donne les trois suivantes
Iau -\- a! V -\- a" w ^n kuy bu -\- b' V -\- b" w ^=L kvy cw -f- cV -H c' w =: kwy
d'où l'on déduit pour k l'équation du troisième degré
b b'—k b' =zo, c d <f — k
Soient Ati, A'2, Ara ses trois racines. Â chacune d'elles k^ correspond une droite /p, pour laquelle les rapports des coefficients u^ (^, w seront déterminés en fonction de k^ parles équations (i4)*
Cela posé, l'intégrale générale sera
/■^/î'/ï'^consi.,
^11 '^'îy ^3 étant déterminés par les relations
«1 Atj 4- a. A-, -f- a, A-, =:: o,
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auxquelles on satisfera en posant
Les équations diOférenli elles
où la dérivée y se trouve à un degré supérieur au premier, exigent, pour être traitées par les méthodes qui précèdent, la résolution préalable de l'équation par rapport à y, ce qui peut présenter de graves diiUcultés. Mais on pourra, dans certains cas, se dispenser de cette opération par Tintroduction de variables auxiliaires.
33. r* Considérons d'abord les équations qui ne contiennent que la dérivée y et une seule des variables x, y.
Ces équations sont des deux formes suivantes
/(^»/) = o ou /(7,/) = o,
suivant qu'elles contiennent la variable indépendante x ou la fonction inconnue y. Mais ces deux types d'équations- se ramènent immédiatement l'un à l'autre en prenant la fonction pour variable indépendante, et réciproquement.
Nous nous bornerons donc à considérer les équations de U forme
Si l'on sait exprimer^ et y au moyen d'une variable auxiliaire u par deux équations
dont le système soit équivalent à l'équation unique (i5), l'intégration sera ramenée aux quadratures. On aura, en effet,
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0? r= / -7-7— r du -t- const.
avec
Ce cas se présentera en particulier si l'équation (i5) représente une courbe de genre o ou 1 , lorsque l'on y considère j^,j/^ comme les coordonnées d'un point. Les fonctions o ett|/ sont alors rationnelles ou elliptiques, de telle sorte que les intégrations pourront se faire.
Considérons, par exemple, l'équation
Posons j= uy; substituant et supprimant le facteur^*, il viendra
J? =: 1 — du
J I — tt*
= / ( 3 H ' — I du — 3 M H- log ~" 4-c.
J \ 1/ — I u-hij ^ U-hl
34. 2° Il existe une classe assez étendue d'équations diiTérentielles qu'on peut intégrer à l'aide d'une difTérentiation préalable.
Considérons, en effet, l'équation
On en déduira, par la différentiation.
Prenons^' pour variable auxiliaire; nous aurons la nouvelle
équation
dy — y dx-—o
qui, combinée à la précédente, donnera un système de deux équations simultanées pour déterminera,^.
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Supposons qu'on soit parvenu à déterminer des multiplicateurs M, N, tels que Ton ait
drf étant une difTérentielle exacte.
Les équations /= o, dy — y dx = o seront, en général, équivalentes aux deux suivantes :
ou
On n'aura plus qu'à éliminer y entre ces deux dernières équations pour avoir la relation qui lie J?, y et la constante arbitraire c.
Les deux systèmes d'équations cesseraient toutefois d'être équivalents pour les valeurs de x, y^y^ qui rendraient N nul ou infini, ou M infini. De là peuvent naître des solutions singulières.
Considérons, par exemple, l'équation
linéaire en x et y.
On en déduit, par diflférentiation,
(i6) ydx=/(y)dx^[x/'{y)-^^'iy)]dy.
• m dx
Cette équation étant linéaire en x et -^9 on peut en déterminer un multiplicateur, et son intégration donnera x en fonction delà variable auxiliaire^. Cette valeur, substituée dans l'équation primitive, donnera la valeur de j^.
Un cas particulier digne de remarque est celui de l'équation de Clairaui, '
L'équation auxiliaire (16) se réduit dans ce cas à
[x-h^^(y)]dy=o.
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En égalant à zéro le facteur dy^ on aura
cl, en substituant cette valeur dans Téquation primitive,
/= ca:-f- <p(c).
La solution générale représente donc un système de droites. On aura une solution singulière en posant
*2^ -+-?'(/) Sucette équation, associée à l'équation primitive, représente évidemment Tenveloppe des droites fournies par l'intégrale générale.
peut se ramener à l'équation de Clairaut, en posant
doù
ixdx^=.du^ iy dy=Ldv\
y_dy __ ^îl _ ^/ X dx du '
Substituant dans la proposée et multipliant par ^9 il vient
successivement
a:*c'*-*- (j:* — 7*— A-h B)c' — j'^mo, w«^*4-(w — ('-- A-t-B)ç''— (^ = 0, / B~A ,
L'intégrale générale sera
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OU
y' = ex* H c.
Posons maintenaDt
Ah-X
A étant une nouvelle constante. L'équation précédente deviendra
-h TT T =1
et représentera un système de coniques homofocales, ce qui concorde avec un résultat trouvé dans le Calcul différentiel (i.l, n'' l&I),
37. Supposons qu'en intégrant par divers procédés une mèine équation différentielle
dr _^
OD ait obtenu deux solutions générales, de la forme
(p :=. const., <p, =z const.
On aura, comme nous l'avons vu (13), une relation de la forme
On peut déduire de cette remarque une démonstration nouvelle des propriétés fondamentales de plusieurs fonctions Irauscendantes.
Considérons, en effet, l'équation différentielle
dx dy
L'intégra lion directe donnera
log j? -h logj^ = const.
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D'autre part, l'équation peut s'écrire
o =: y dx -\- X dy=^ d,xy
et donne
xy •=. const.
On aura donc
\o%x -\-\o%y =.^{xy).
Pour déterminer la forme de la fonction f , posons
il viendra
logd? = <p(a?).
On aura donc, en général,
\o%x -h log/ = Xo^xy,
Considérons en second lieu l'équation
dx dy
y/i — X* ^i — y^ L'intégration directe donne
arc sin x -4- arc siny = const.
D'autre part, chassons les dénominateurs et intégrons ; il viendra
/ dx^i — /'-f- / dy^i — x*=z const.
et, en intégrant par parties,
L'intégrale qui reste ayant tous ses éléments nuls, en vertu de l'équation différentielle, on aura simplement
x^i — /*-H/ V^i — x*z= const.
et, par suite,
arcsina:-Harcsin/ = <p(d?v^i — /*4-/V^i — x*).
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Posons
celte équation se réduira à
arcsinjjir: «p(j?).
Donc la fonction <p est un arc sinus, et l'on obtiendra la formule fondamentale
arcsino? -h arcsin/i=:arcsin(a?v'i — /'-H/y/i — ^*)-
Considérons enfin l'équation différentielle
dx dy
OÙ
I/iatégration directe donne
F(a:) -h F(/) = const.,
F désignant Tintégrale elliptique de première espèce.
Mais d'autre part, cette équation étant un cas particulier de Féq nation d'Euler, admet une intégrale générale algébrique (t. II, n*** 498-501). Voici un nouveau procédé pour Tobteniri indiqué par M. Darboux.
Posons
dx dy ,
i étant une variable auxiliaire. On en déduira successivement
(^y=('-7*)o-AV)
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et, en dérivant par rapport à /,
(Px
dt^
^^^=2Ar«7«-(i-HA:«)7,
pu
is
y~-x-^ = ik^xy{x^-y^),
dt' de
-^ 'dF "" ^ 'di^ __ 2k*xy
.-(¥)Mi)'""'"^'
d*x dry ,. ( dx dv\
y —n ^ —TV ^k'xyiy—i — h x -^ ]
•^ dt* dl* -^ Y dt de )
dx (iy ~' i — k^x^y^
-^ dt dt
et, en intégrant,
^^^y ^ "" ^ ^) ~ ^®^^' "" ^^'^V*) -^ const.,
et enfin
dx dy
^ dt dt
jA(x)^^A(y)^^^^^^^
On aura donc
F(x) + F(/) = <p |^=L_l_d__JZi J
Posons
cette équation se réduira à
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On aura donc
Posons
X r= sni/,/ = snc, d'où Aj:z= cni/dni/, A^ ^ cnt'dnc.
Nous retomberons sur la formule connue
sn w en i' dn i' -f- sn p en w dn //
sn(u -^ç)=:
I — Ar*sn*asn*i'
m. — Systèmes d'équations simultanées.
il. Tout système d'équations diflférenti elles simultanées, entre n -+- 1 variables x^, . . . , X/,, peut être ramené, comme on Ta vu, au type normal
ClX^ Y €lX„ Y
X,, . . . , \„ étant des fonctions de Xq, . . . , x,i. Ces équations étant mises sous la forme
(i) F/t=idx/t — XkdxQ^o (Ar= I, . . ., /<),
cherchons à en déduire une combinaison
dont le premier membre soit une diffère ntielle exacte d'^. L'identité
:=zd^z
= -^ dXo 4- . . . -H
UXq
dxa
donnera
dxk
ËliminaDt
les|x,
on aura, pour
déterminei
'équation aux
dérivées
partielles
dxk
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42. L'intégration de Téquation (2) et celle du système (1) sont deux problèmes équivalents.
En effet, si, par un procédé quelconque, on est parvenu à obtenir une solution générale du système (i) (*), représentée par n équations
entre x^^ . . , ^ Xn et n constantes arbitraires C| , . . . , Cn, on en déduira aisément toutes les solutions (ou intégrales) de l'équation (a). Résolvons, en effet, les équations (3) par rapport à c^ • • • > C/i i elles prendront la forme
(4) ?i = Ci> •••, ?/i = Crt.
D'ailleurs, les premiers membres ^ 4 , . . . , ^ ;, de ces équations seront des fonctions distinctes de Xq, . . ., x„, c'est-à-dire qu'elles ne seront liées par aucune relation ; car, si une semblable relation existait, les équations (4) ou les équations équivalentes (3) seraient incompatibles, sauf pour les systèmes de valeurs des c qui satisfont à cette même relation, et, pour ces systèmes de valeurs, elles cesseraient d'être distinctes.
Cela posé, les équations (4) donnent, par différentiation,
Ce système devant être équivalent au système (i), on aura des équations de la forme
Donc (fij . . ., cp;, seront des intégrales de l'équation (2).
Soit maintenant y une autre fonction quelconque de Xo, . . •., x,t^ qui soit distincte des précédentes. Si nous transformons l'équation (2), en prenant pour variables indépen-
(') On verra dans la Section V qu'il existe toujours de semblables solutions.
ËQUATIONS DIFPÉRKNTIBLLBS ORDINAIRES. 4?
dantes^y f i, . . . , f;,, elle prendra la forme
Mo 3^ -h M, 3^ -4- . . . + Mn -r^ ==0.
Mais elle aidmet pour intégrales ^ 4 , . . . , ^ „ ; donc
Ml=0, ...) M;, =^ o.
L^équation se réduira donc à ^ = o. Donc, pour qu^une
fonction ^ = F(^, . . ., ^a) satisfasse à cette équation, il est nécessaire et suffisant qu'elle ne contienne pas y, La forme générale des intégrales cherchées sera donc
<pz=F(<p,, . . .,T«)>
où F est une fonction arbitraire.
Réciproquement, supposons que nous ayons déterminé n intégrales distinctes ^ «, . . . , f» de l'équation (2); on aura
ûf<p/=:\ K-iF* (i = I,2, ..., /i),
[&],..., (x^ étant des fonctions de x^^^ . , .^Xn^ dont le déterminant n'est pas nul, car il ne doit exister aucune relation linéaire entre d^^y . . ., dtfn» Le système (i) sera donc équivalent ( 0 ^^ système
^?i = o, . . . , €/<?„ = o dont on obtient immédiatement la solution générale
43. Nous appellerons, d'après Jacobi, multiplicateur le déterminant p. des coefficients
(') Saaf pour les syslémes de yaleurs des variables qui rendraient infinis les coefficients (i ou qui annuleraient leur déterminant. Ces systèmes devront être considérés à part.
Si Ton remplaçait le système des intégrales ^ « , . . . , ^ ;, par un autre système d'intégrales distinctes ^«(fi, • • • , f/i), . . . , ^/i(7«9 • • «9 ?/i)y on obtiendrait évidemment un nouveau multiplicateur^, J désignant le jacobien de ^i, . . ., ^^2 par rapport à ff, . . ., f/i.
Ce jacobien est une fonction de cpf, •••^f/i, qui peut d'ailleurs être arbitraire. En effet, F désignant une fonction arbitraire de fi, . . ., f/i, que nous supposerons contenir Çi par exemple, il suffira de poser
pour avoir J = F.
44. Soit ^ l'un des nombres i , . . . , /i. Désignons par D^ ce que devient le déterminant
[LZ=
lorsqu'on y remplace les éléments j^ {i les éléments -^^ • Comme on a
2ak * dxk '
1,2, . . ., /i) par
âx^
il viendra évidemment, en supprimant les termes qui se détruisent,
On en déduit
•^0 ^A <^-2^4 àxo ^ dxk
Or le second membre de cette égalité est nul; car, en ellèctuant les calculs, on voit immédiatement que c'est une
fonction linéaire des dérivées secondes 3 — ^— > ••• > et que
Tune quelconque de ces dérivées a pour coefficient la somme de deux déterminants qui ne diffèrent que par rechange de deux colonnes, et qui, par suite, se détruisent.
Le multiplicateur [x satisfait donc à Téquation aux déri* vées partielles
Réciproquement, toute solution [x' de cette équation est un multiplicateur. Posons, en effet, [x'= [xv. L'équation deviendra, par la substitution de cette valeur de [x',
"~ \dx^ Z^k àxk ) \dx^ jiak àxk)
^ \ àJ^„ Zdk
"dxj
Donc V est une intégrale, et [x'== [xv un multiplicateur.
4o. Supposons que nous ayons réussi à déterminer seulement / intégrales distinctes fi, ..., (p/ de l'équation ('i), / étant -< /i. Soient y^^ . . . , yn^i des fonctions de jto, . . . , Xny qui, jointes à celles là, forment un système de /t -4- 1 fonctions distinctes. Si nous prenons les ^ et les y pour variables indépendantes, les équations F^^ prendront la forme
F,. --=^^M* dy^ -H^ N^ rfçp = o
En les résolvant par rapport à dy%^ . . -:d^\* • • •? on ob- J. — Cour» III. 4
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tiendra un nouveau système équivalent
G„ =aîFi 4-... -h a;; F;, =ic/7„_,— Y„_;dr7o=o,
Les { premières équations de ce nouveau système donnent immédiatement
tpj un const., ..., ©;, = const.
Il ne restera donc plus qu'à intégrer le système d'ordre n — i formé des équations
oii çp,, ..., ^n doivent être considérés comme des constantes.
Les multiplicateurs [x' du système (6) s'obtiennent évidemment en divisant ceux du système (1) par le déterminant A des coefficients a.
D'ailleurs l'équation aux dérivées partielles qui les caractéi;se, se réduisant à
montre qu'ils sont des multiplicateurs du système (7). Si donc on connaît un multiplicateur [x du système primitif, on
en déduira un multiplicateur ^ du système réduit (7).
Il résulte de là que, si Ton connaît n — i intégrales et un multiplicateur du système (i), la fin de l'intégration s'obtiendra par de simples quadratures ; car la question se ramène à intégrer une seule équation du premier ordre^ dont on connaît un multiplicateur.
fiQUATIONS DIFFÉRBNTIBLLB8 OBDIKAIRBS. 5l
i6. On a souvent à étudier des systèmes d^équations difTérentielles dont on peut déterminer facilement un multiplicateur. Le cas le plus simple et le plus important en même temps est celui des systèmes d'ordre a/i et de la forme suivante
(8) dxi=^dt, dpimi-^^dt (« = 1,2, ...,Ai),
où t|^ désigne une fonction connue des 2 n variables Xi , . . . ,
^it y Pi 7 • • • 5 Pn •
Ces systèmes sont connus sous le nom de systèmes canoniques. Ils se rencontrent dans les plus importantes questions de la Mécanique.
D*après la théorie précédente, leurs intégrales cp et leurs multiplicateurs [i seront déterminés par les équations aux dérivées partielles
àt Zd\ \dxt dpi dpi dxi) ~ et
dxi
àpi
11 est clair qu'on satisfera à cette dernière équation en posant simplement [x = 1 .
Parmi les intégrales, nous distinguerons de préférence celles qui sont indépendantes de i ; elles seront données par l'équation
^^^ làXàxidpi dptdxj-'''
laquelle admet %n — 1 solutions distinctes^ en fonction desqueUes toutes les autres peuvent s'exprimer.
Si l'on a déterminé 2/1 — 2 de ces solutions, cp,, . . ., ^2/1-2» on pourra achever l'intégration par de simples quadratures. En effet, soient j^,^i deux fonctions quelconques des x,, .... x«, />!, . . ., />;,, distinctes de cp,, . . . , <p2/i-2« Prenons pour variables indépendantes les f etles j^ à la place des x et des/?.
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Il nous restera à intégrer un système de deux équations, de la forme
dt =Xrdy,
et dont nous connaîtrons un multiplicateur. Ce multiplicateur [i' satisfera à Téquation
dy dyi dt
Mais tous les éléments qui entrent dans le calcul de [x', Y|, Y2 sont indépendants de /; donc Téquation précédente se réduira à
dy âyt '
et pi' sera un multiplicateur de l'équation
dyi ~ Yi dy.
On pourra donc intégrer cette équation par quadrature, et obtenir ainsi jk« en fonction de y. Substituant cette valeur dans la seconde équation, on aura C par une dernière quadrature.
L'expression
V" f^ Et ^ El. _^\
Zdi \àJ^i àjJi dpi dœil
qui forme le premier membre de l'équation (9), se représente ordinairement par (tl, ^ ). De la définition de ce symbole résultent plusieurs propriétés importantes, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes :
(10) (c, «p)^=o (c étant une constante),
(11) (<{/, <p) = o (si <p et 4^ sont indépendants des /?),
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Les formules (lo) à (i4) résultent iaimédiatement de la définition du symbole (^, ^ ). Pour vérifier la relation (i5), on remaix|uera que son premier membre développé est formé de termes dont chacun est le produit d^une dérivée du second ordre de Tune des fonctions ^i, cp2) ^ ps^r des dérivées du premier ordre de chacune des deux autres fonctions.
Considérons, par exemple, les termes qui contiennent les dérivées du second ordre de ^; ils seront de Tune des formes
dxidpk dpi dxk dxidpk dx^ dpi
Oxidxic dpi dpk àpidpk dxi dx^
et proviendront exclusivement des deux derniers termes de Téquation (i5).
On vérifie, d'ailleurs, aisément que chaque terme de Tune des formes ci-dessus provenant du second terme de l'équation est détruit par un terme correspondant provenant du troisième.
48. De la proposition que nous venons d'établir découle cette conséquence importante, connue sous le nom de théorème de Poisson :
Soient 0| , cp2 deux intégrales quelconques de V équation aux dérivées partielles
(où «1 est une fonction donnée): l'expression (^i, ^^) sera une nouvelle intégrale.
En effet, des identités
que Ton suppose satisfaites, on déduit immédiatement
((♦»?i)»?i) = (o,<pi) = o,
((?«, ♦)> ?i) =—(('!', tO, Ti) = — (o, ?,) := o •
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(4', (Ti, Ti)) — — ((?!» ?î), 4') = o.
Supposons donc que l'on connaisse un certain nombre d'intégrales distinctes ^ i, . . . , ^ j^ de l'équation proposée, on en déduira de nouvelles intégrales (^i, ^2)» • • •? (?a-o Ça). Si ces nouvelles intégrales sont des fonctions de cpi, ..., 9/^, cela n'apprendra rien de nouveau; mais, si quelqu'une d'entre elles (fM^t est distincte des précédentes, on pourra la leur adjoindre, puis refaire la même opération sur le système cpi, (p2) •••9 ?A+«9 ^^ ainsi de suite, tant qu'on trouvera de nouvelles intégrales distinctes de celles déjà connues.
49. Revenons à la théorie générale des systèmes d'équations simultanées de la forme (i). Si, dans un semblable système
(16) Fi = o, ..., F^ii^o,
nous changeons Xq^ . . . , o;» en ^0 + sÇo • • • • -^n -h s^/i» loi • • • » 5/i étant des fonctions de Xq^ . . . , x„, et e étant un paramètre infiniment petit dont nous négligerons le carré, nous obtiendrons de nouvelles équations
(17) G, = o, ..., Grt=o.
Si ces équations transformées sont des combinaisons linéaires des équations primitives, telles que
(18) G, = a,/F, -h ... 4-an/F« (« = i, ..,'*),
nous dirons que le système (16) admet la transformation infi-
uitésimalc io> * • • > ^t-
L'étude de ces transformations infinitésimales se lie intimement à celle des intégrales et des multiplicateurs du système proposé. Nous remettrons l'examen de celte question à la Section suivante, où elle se présentera sous une forme plus générale. Nous nous bornerons pour le moment à montrer
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que l'ordre du système peut être abaissé, si l'on connaît une transformation infinitésimale ^oi • • m i/i> ^^^'^ ^^^ Téquation aux dérivées partielles
i ^ t à/ , df
puisse être intégrée.
Soient, en effet, jk« , . . . , ^/i les n intégrales distinctes de cette
équation. Lorsque ^Tq, ...,:r/, seront changés en a:© 4- e5o> •••» x«-f- e5„, y^^ . . ., jK/i resteront invariables; car^,- se trouve accru de la quantité
Soit, d'autre part, r[ ce que devient Ç© lorsqu'on l'exprime en fonction de Xo, J^i » . . - , jK/i> et posons
Yi, — ,^„ étant traitées comme constantes dans l'intégra-
tion.
La transformation infinitésimale donnée, accroissant x^ d."
dy nj sans altérer jKi , • • • , ^/i> accroîtra y^ de eri ^-^ = e.
Si donc nous prenons pour variables indépendantes y^, /i) • • «7 ^/lî le système transformé ne variera pas quand ou accroîtra yo de e, sans changer les autres variables.
Cela posé, les équations de ce nouveau système, résolues par rapport aux différentielles dy^^ . . . , dyn, donneront un résultat de la forme
Pour que ce système se reproduise quand on accroît yo d'une constante e sans altérer les autres variables, il faut évidemment que Y|, . . . , Y„ soient indépendants de yo-
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Il sufBra dès lors, pour intégrer ce système : i" D'intégrer le système d'ordre n — i
dyx __ _dr„ Y, Y,'
ce qui donnera ^2, . . . , ^^ en fonction deVi ; :t° De substituer ces valeurs dans Téquatlon
dyo=-Y'f laquelle donnera yo p^^ une simple quadrature.
50. Parmi les cas d'intégrabilité de l'équation (19), le plus simple est celui où les variables sont séparées, Çq dépendant de Xo seulement, ii de Xt seulement, etc. Le système
dxo dxn
d'où dépend l'intégration de l'équation (19), s'intègre alors par de simples quadratures, et l'équation (19) admettra les intégrales suivantes :
/dxn C dx^
1® Supposons, par eiLcmple, que Ço^ • • • ? i/i soient des constantes. II faudra, pour réduire le système, prendre pour nouvelles variables les quantités
X\ X^ Xfi Xq
et
/dx^ Xq 17"
Xo p Xf
2® Supposons, en second Heu, Ço=— > •••» 5/1=-»
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nQ, , . . , a,i étanl des constantes. Les équations (20) deviendront
On en déduit
a<, log J^o — ai \ogXi ^= const. ( £ =1 1 , . . . , /i) ou, ce qui revient au même,
=1 CODSt.
Il faudra donc prendre pour nouvelles variables
dx
SI. Lorsqu^on a une équation unique
dx'
.( dy d''-^y\
il est généralement avantageux de la remplacer par le système simultané
Ce système est susceptible d'abaissement, d'après ce qui précède :
I" Si Téquation primitive (21) est homogène par rapport à^et à ses dérivées; car le système (22) admettra évidem- >uent la transformation infinitésimale qui remplace j", jk'} ••• P^r^ 4- e^, jk'H- e^, • - • , sans altérer x]
a* Si Téquation primitive se reproduit à un facteur près, lorsqu'on y change x et ^ en x -{-ex, y-hty; car le système (22) admettra la transformation infinitésimale qui remplace ^, ^, y, y, ..., y""* par x-htx, ^4-ej, /, /- c/, . . . , ^«-« — (/i — 2)ejK''""' ;
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3° Si Tune des deux variables x, y ne figure pas explicitement dans Téquation primitive ; car cette variable ne figurera que par sa difTérentielle dans le système (22) et pourra se déterminer par une simple quadrature, quand on aura intégré le système d'ordre n — i, obtenu par Télimination de cette difTérentielle.
5â. Si nous supposons que, non seulement y^ mais ses k — I premières dérivées ne figurent pas explicitement dans l'équation primitive, on n'aura, pour déterminer y^j ..., ^'«~*, qu'à intégrer un système d'ordre n — k
Ayant ainsi déterminé j*, on trouvera, par une série de quadratures,
puis
/*"* ^fdx i^fy^ dx ) ,
expression que nous représenterons par la notation suivante :
yk-\ -- J yk fj^t ^
On trouvera de même
yk-^ z^ fy^-^ dx =z fy^ dx^
et enfin
yz=fy^dx^.
53. Ces quadratures successives peuvent être remplacées par une quadrature simple.
Soit, en efTet, /(x) la valeur trouvée pour y^ en fonction dex. On aura, pour déterminer jk» à intégrer l'équation
Or on reconnaît aisément que cette équation admet, comme
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solution, rintégrale définie
Prenons, en effet, les dérivées successives de cette expression par rapport au paramètre x] il viendra, en remarquant que /{i) (^ — /)*"* et ses k — a premières dérivées par rapport à X s'annulent pour t = Xj
dx
Posons maintenant ^' = j^, -h -5 dans l'équation proposée ; il viendra
^::=0, d'où 5=:P^_i,
P*-i désignant un polynôme arbitraire de degré k — i. La solution la plus générale de l'équation proposée sera
donc
d4. Considérons l'équation du second ordre On aura le système
rfx'
Sous cette forme, il est aisé de voir que l'intégration peut être ramenée aux quadratures, toutes les fois que la
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fonction / ni contient qu'âne seule des trois quantités
1° Si /ne dépend que de a;, la seconde équation donnera
et Ton trouvera ensuite
/=/ /(a?)cte-i-c,
=z f y'dx -hc'= f dx\ Ç f{x)dx
-h ex -h c'.
2" Si f ne dépend que de y, on déduira des équations cidessus la suivante
y'dy=f{y)dy cl, en intégrant,
et enfin
dx:=z -^y
d'où
dy
Vf:
3" Si /"ne dépend que de^', on aura
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d'où
av
On aura donc x et^, exprimés tous deux en fonction de la nouvelle variable y.
55. Comme autre application, cherchons à déterminer les courbes dont le rayon de courbure en chaque point est proportionnel à la portion N de la normale interceptée par Taxe des X.
Le rayon de courbure R est donné par la formule
D^autre part, en désignant par a Tangle de la tangente avec Taxe des x^ on aura
Les courbes cherchées auront donc pour équation diiTéreniielle
OU
dx^
dx^ ny L \d^ ) J
Cette équation du second ordre équivaut aux deux sui-
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vantes
dx ny ^ ^ ''
da:-^' On déduit de leur combinaison
y'dy' dy
»-+-/* ny
et en intégrant,
1 log ( I 4- /» ) = ^ log V 4- const. ,
ou
et enfin
-vW^'
Parmi les cas d'intégrabilité de cette expression, on doil signaler particulièrement les suivants :
i** /i = — I, d'où
{X — c')'4- J*=iC*.
La courbe est un cercle ayant son centre sur Taxe des y. 2'' /i = I , d'où
•^ = c logî^^ ^^^ h c',
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d'où
y — ^/* — ^* •=.ce ^ et enfin
équation d'une chaînette.
3^ n = — 2, d'où
Posons
il viendra
7=-(i — cos<p), rf/=: -sin<pt/<p;
C ^ \ — cosç c . , r^ <P c . ,
^~ / 1/ ^-sin©a9=: I tang- -sinoaç
= - / asin*- <prf<p= - 1 (i — cosç)rf<p = - (cp — sin<p)4-c'.
La courbe est une cycloïde. 4" /i = 2, d'où
a:=J ^yf—dy=2s/c(y-c)-^c'y
équation d'une parabole.
36. Proposons-nous, comme dernière application, de déterminer le mouvement d'un point attiré vers un centre fixe par une force égale à mf(r)^ r désignant le rayon vecteur ^im la masse du point mobile.
Prenons pour origine des coordonnées le point attirant, et pour plan des xy celui de la vitesse initiale. D'après les principes de la Mécanique, la loi du mouvement ser'a donnée
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par les deux, équations
On déduit de ces équations les combinaisons intégrablcs
suivantes
(Px d}y d ( dx dy\
''^^'dt^ ^'^di^^diYdt'''^di)
et
dx d*x dy d}y ^, ^xdx-\-ydy dt dt* ^ dt dt^ ^J^'f rdt
I d dx- -+- dy- dr
~~2di dF'^'^'^^''^di'
dont l'intégration donne deux équations du premier ordre
dx dy
-^ dt dt '
1 dx^ -+■ dy^ ... . ,
Remplaçons les variables x, y par des coordonnées polaires
jrrrz rcostc, j/==i /sinoi);
ces équations deviendront
(î*4) ^^i -\-ff{r)dr = o;
à*o\Xy en résolvant par rapport à diù et dt et intégrant,
cdr^
ryj^c*--:,r^fj{r)dr'
/rdr
Le problème est ainsi ramené aux quadratures.
Les formules précédentes contiennent, comme cela devait
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être, quatre constantes arbitraires, à savoir c et les trois con« stantes introduites par les intégrations.
57. Appliquons ces formules au cas de l'attraction newtonienne, où/(r) = — ,-> k désignant une constante, et M la masse du point attirant; on aura
//(r)rfr = -^+c'.
d'oà
cdr
CD
J rsf^
H- aArMr — ac'/*
1 , du ou, en posant r = - > dr =: -i
cdu
Cl)
qAtMm — c-u^ c* du
\/k'\\^—2c'c* — (c*u — kU)*
c^u — kM ^
= arc cos . -+- c^,
ou
c*w = kM -i-y^Ar*M*— ac'c* cos(u) — c')
)tM -h v^yt*M* — 2c'c« cos(w — c') P
I -t-ecos(w — c*) en posant, pour abréger
On aura enfin
(26) dt=^r*du>= _ , _ ,,,
^quaiioD qui déterminera t par une quadrature.
l" Cours, Uh 5
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Le problème deviendra complètement déterminé si Ton donne à un Instant quelconque /« les coordonnées To, coq du mobile, sa vitesse initiale (^o ^^ l'angle ao qu^elle fait avec le rayon vecteur. On a, en effet, en appelant v la vitesse à un instant quelconque, a Tangle qu'elle fait avec le rayon vecteur
dr^ ■+■ r* é/w* . .dit)
-j- =^v^y r' -y- = ri* sin a.
dl^ ' dt
Les équations (aS) et (^4) peuvent donc s'écrire
rv sin a = c,
On aura donc, en posant / = o,
On déterminera ensuite d' en posant / = ^o dans Téquation (25); enfîn, Téquatlon (26), intégrée de /o ^ ^9 donnera
'"~J^, c[i-+-ecos(u)-.c')]»'
L'équation (sS) entre r et co fait connaître la trajectoire du mobile. C^est une conique ayant un foyer à l'origine. Ce sera une ellipse si c'>o, une parabole si c'=o, une hyperbole si c'< o.
On a, d'autre part, en désignant par A l'aire comprise entre la courbe et les rayons vecteurs r et ro,
\r* doi=: dk.
L'équation (23) peut donc s'écrire
dk
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d*où, en intégranl de Iq à t,
Les aires décrites par le rayon vecteur sont donc pro^ porlionnelles aux temps correspondants.
Supposons la trajectoire elliptique, et cherchons la durée T d'une révolution. L'aire A correspondant à cette période de temps sera Taire totale nab de Tellipse. On aura donc
Tzab=:-T.
D'ailleurs
c = sfkWp =z i/kM ~
Substituant cette valeur dans Téquation précédente, il viendra
La durée de la révolution est donc indépendante de ^^ excentricité de l'ellipse, et proportionnelle à la puissance | de son grand axe.
Nous avons ainsi retrouvé toutes les lois fondamentales énoncées par Kepler.
I?. — Équations linéaires aux différentielles totales,
S8. Les systèmes d'équations difTérentielIes simultanées étudiés dans la Section précédente ne sont évidemment ({uuacas particulier des systèmes d'équations linéaires aux. ^'fférenlielles totales, de la forme
0) Fj,=^dx,^^\^,dXH=^0
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Cherchons à déduire de ces équations une combini intégrable
On aura évidemment
Éliminant les [x, on voit que ^ sera une intégrale comi aux m équations aux dérivées partielles
ik àxk (// = I, 2, . . ., m; A: = m -H I, . . ., m -i- w).
Supposons que ces équations admettent n, intégrales * munes distinctes ^i, ..., On (nous verrons plus loin quel cas il en est ainsi). Soient j'i, . . ., y m de nom fonctions des x^ formant avec les y un système de fonc distinctes. En prenant les ^ et les jk pour variables, les i tions (2) prendront la forme
et seront manifestement équivalentes aux suivantes :
-3 ^^ Oj • • • ï ~j — o.
àyx ôy,n
La forme la plus générale des fonctions qui satisfont équations est évidemment
F désignant une fonction arbitraire.
Les fonctions ç^i, ..., cp;, étant des intégrales du tème (2), on aura des relations de la forme
?i=\ ri^*:
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Cl le système (i) équivaudra au suivant d'où Ton déduit
ç, z=z const. , . . . , ?rt = const.
doi
. Le déterminant {x des coedicients [a^= -r^ se nomme
le multiplicateur correspondant aux intégrales f i, . . . , fi,. En remplaçant ce système d'intégrales par d'autres systèmes d'intégrales distinctes, on obtiendra une infinité de multiplicateurs, et Ton voit, comme au n° 43, qu'ils ont pour forme générale |jLF(;p,,. . .,Ç/i).
Soient a Fun des nombres i, 2, •.., m; ^ Tun des nombres m + 1 , . . . , m -^ n. Désignons par Dp ce que devient le déterminant pi lorsqu'on y remplace les éléments
\^(/= I, 2, . . . , n) par les éléments -r-^ = — \ XJ-r^;
on aura évidemment
On en déduit par difTérentiation, comme au n^ 44,
Réciproquement, toute solution commune \k' des équations (3) est un multiplicateur; car, en posant ^'=[xv, on ^erra que v est une intégrale des équations (2); donc v sera de la forme F(çi , . . .,<?«), et |x' sera un multiplicateur.
60. Si l'on a réussi à déterminer i intégrales distinctes îh..., Çi du système (2), on pourra, comme au n" 45, en les prenant pour variables indépendantes avec d'autres fonc- ^^ûs/,, . . ., ym^n-i choisies à volonté, remplacer le sys-
tème (i) par un système équivalent, de la forme
(4) ^?i = o, ..., d<fi=^o,
(5) rf/^t— \ Yj<rA==o {k = ni-^\,.,.yni-i-n'- i).
On en déduit
?pt = const., ..., {p/ii^const.,
et i] ne restera plus qu^à intégrer le système des n — i équations (5).
D^ailleurs, si Ton connaît un multiplicateur du système (i), on en déduira, comme au n° 45^ un multiplicateur de ce nouveau système.
Si donc on a réussi à déterminer n — i intégrales et un multiplicateur du système (i), il ne restera plus qu^à intégrer une seule équation, dont on connaîtra un multiplicateur. Le problème sera donc ramené aux quadratures.
61. Les considérations qui précèdent nous conduisent à chercher les intégrales communes à un système d'équations aux dérivées partielles de la forme (2). Mais il conviendra de généraliser la question^ en cherchant les intégrales communes à un système d'équations de la forme plus symétrique
X'i-r^ -h...-hX^„^^ y =0 (A = 1,2, ...,/n).
Si nous désignons par X^ l'opération
ces équations pourront s'écrire ainsi
Cela posé, toute solution commune à deux de ces équations
X'cp=0, X*ç=:0
satisfera à réqualion nouvelle
(p = 1, . . ., m -h /i; (j=3 I, . . ., m 4- /i); car on a séparément
X'X*(p=X^(0) = 0, X*X'oii::X*(o) = 0.
Si d'ailleurs nous désignons pour plus de clarté par/>i, ..., Pn^n les dérivées partielles ^-^> • • • > -r — = — > on aura
et le symbole (X'<p, X*;p), défini comme au n° 47, aura pour
valeur
Ainsi, toute intégrale commune aux équations
satisfera en outre aux équations
lesquelles sont, comme les précédentes, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles de (f.
Si parmi ces équations nouvelles il en est qui soient linéai- Soient distinctes des équations primitives, on pourra les leur joindre et recommencer les mêmes opérations sur le système ainsi complété. En continuant à suivre cette marche, «eux cas pourront se présenter :
'** On arrivera à un système contenant m -^ n équations <l>slincles; on en déduira
-r^ =1 o, -T-^ =0, .... d'où © = const.
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En dehors de celte solution banale, les équations propos n'auront donc aucune intégrale commune.
2" On arrivera à un système
X*<p=io, ..., X'<p=:o (/</7t4-/l),
tel que toutes les nouvelles équations que Ton peut en dédi soient des combinaisons linéaires des précédentes. Ce systf satisfera donc à des relations de la forme
X'X*(p — X^X'ç = (X'cp, X*<p) == a\*X» <p 4-. . .4- «J^X'ç (f = 1 , 2, . . . , c; Ar = I) 2) . . . , i),
cil les a sont des fonctions des x.
Un semblable système se nomme un système complet.
62. Si dans un système complet nous prenons pour riables à la place de X|, x^y ... de nouvelles variables j'j, . . . , le système transformé
Y'o = Y' f^ 4_ y; ^ +...=, o (/= I, 2, . . . , /) 'dfx *d/, » » > /
sera encore un système complet; car les opérations Y*, . Y' n'étant autre chose que les opérations X*, . . . , X', di rcmment exprimées, on aura encore
Y*' Y*cp — Y* Y^cp = a'j^" Y» (p 4- . . . -+- aj* Y'p,
et il ne restera qu'à exprimer les quantités a en fonction nouvelles variables y.
D'autre part, tout système
A'cp=: a'jX'cp 4-, . .4- ajX'<p=:o (t=i, 2, . . ., /)
équivalent au système complet
est lui-même un système complet.
En effet, l'expression
(Vç,A*cp)
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tsi une somme de termes de la forme
Or(a^, a^) est évidemment nul, puisque les a ne contiennent pas les variables/?; d'autre pari, (ax,Xi*<p), (X^cp, aj^) se réduisent à des fonctions des x'^ enfin (X^cp, Xi^f ) s'exprime linéairement au moyen des X* cp, . . . , X'ç. Donc (A'ç, A*ç) est une fonction linéaire de ces quantités, qui sont ellesmêmes des fonctions linéaires de Â* o, . . ., Â'f .
63. Étant donné un système complet, contenant m équa- ÛODS, par exemple, où figurent m-\-n variables Xt, ..., ^h+h) on obtiendra, en résolvant ces équations par rapport
à -p-) • • • > -T-^9 un système équivalent, de la forme
ik dxk (/i =1 1, 2, . . ., m; A: = m H- I, . . ., m -h /i).
D'après ce qui précède, ce nouveau système sera encore
complet.
l^s systèmes complets de la forme (6), auxquels nous pouvons dorénavant borner notre étude, ont reçu le nom de sysbernes jacobiens.
Pour ces systèmes particuliers, les équations de condition
qui caractérisent en général les systèmes complets, se réduisent à la forme plus simple
(X'cp,X*ç) = o.
En effet, (X'ç, X*cp) est évidemment indépendant de ^— > • • • > ^j Undis que a'* X* cp + a'/X^y -j- . . . contient ces d jri-
> 'L m if
^ees respectivement affectées des coefficients a, , a^ , ....
Ces expressions ne pourront donc être identiques que si les a sont tous nuls.
Ô4. Théorème. — Un système jacobien formé de m équations entre m-\-n variables admet n intégrales distinctes.
Nous avons admis provisoirement dans la section précédente la vérité de ce théorème pour le cas d'une seule équation; et nous pourrons évidemment supposer dans la démonstration qu'il ait été reconnu vrai pour les systèmes formés de moins de m équations.
Soit
(7) X»Çi=::0, ..., X'»<p = o
le système proposé. La première équation, considérée isolément, admet m-^- n — i intégrales distinctes y^^ . . . , ym^n» Soit^i une autre fonction quelconque, distincte de celles-là. En prenant les^ pour variables indépendantes, nous obtiendrons un système transformé
XA«zi=Mt^4-MÎ^-h...=:o (A = 1,2,..., m),
dont la première équation, admettant y^^ . . ., ym^n pour intégrales, se réduira à son premier terme
, (J© (?cp
Ces équations, résolues par rapport à -r-^, • • •> -r-^y don-
^y\ ^ym
neront un système jacobien
I* àyk
(/i = 2,...,m; X:=:m -hi, . . ., m 4- /i).
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Or on a évidemment
et, pour que cette quantité s'annule identiquement, il faut qu'on ait
àyy
Les équations (9) sont donc entièrement débarrassées de la variable j^i. Elles forment, d'ailleurs, un système jacobien de m — I équations à m-k- n — i variables y^^ . • . , ym^m lequel système admettra par hypothèse n intégrales distinctes. Ces intégrales, ne dépendant pas de y^j satisferont encore à l'équation (8). Il ne restera plus qu'à remplacer dans leur expression y 2^ • . . , ym^n par leurs valeurs en Xi , . . , , Xm^n pour obtenir les intégrales correspondantes du système primitif.
Soit
le système d'intégrales distinctes du système (7), dont l'exîslence vient d'être démontrée. Ces intégrales, considérées comme fonctions de Xm^^, ..., Xm^n seulement, seront encore distinctes.
Admettons, en effet, qu'elles satisfissent à une relation de la forme
L*opération X^, appliquée à cette identité, donnerait ôF^. dF^. dF dF
(car Çi, . . . , <p;i sont des intégrales de l'équation X^cp = o). La fonction F serait donc indépendante de j?i , . . . , Xm^ et les fonctions cpi, . . . , cpi^ ne seraient pas distinctes, résultat con-' ^ircà leur définition.
Posons maintenant
C|, • • • T ^A7t désignant des constantes arbitraires. Les quantités <j;|, . . . , ^„j définies par ces équations, seront des fonctions distinctes des intégrales primitives ^/(^i, •• *',J^m+n)* Elles formeront donc un nouveau système d'intégrales distinctes. Elles jouiront d'ailleurs de la propriété caractéristique de se réduire respectivement à a^m+i i • • - ? -a^m+vu lorsqu'on donne simultanément k Xi, .,,, x,n les valeurs particulières C\, . . . , Cm*
Cela posé, remplaçons les m premières variables oTi, . . ., Xm par de nouvelles variables jKn • • '^J'iny définies par les relations
(lo) ^A = 0, -+-(7i — Ci)j/i (A — i»2, ...,m),
et résolvons les équations transformées par rapport à -~> •••, -T^' Nous obtiendrons un nouveau système jacobien
^ ^ ^ dfh Làk àxk
[h =zi,2, . . . , /n ; A" =: m -h I , . . . , /;i -H /2 ).
Les fonctions <]/{, • . ., t];,^, exprimées au moyen des nouvelles variables, donneront un système d'intégrales distinctes des équations (i i). Elles se réduiront d*ailleurs respectivement à Xm^i, ...,^/ii4^ lorsque j'i =C|, quels que soient ?'a> ••Mv^/»î car, pour ^, = C|, les équations (lo) donnent
X^ = Cj , • • . , Xfn = C|w.
66. Pour intégrer le système transformé (ii), il suffira, comme Ta montré M. Mayer, d'intégrer l'équation unique
(la) Y><pz=:o.
A cet eflet, nous remarquerons que cette équation admet les intégrales ^i, . . ., ^/,, lesquelles, jointes aux intégrales
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évidentes ^'2» • • • > J'mi donneront un système de m 4- /i — i intégrales distinctes. Toute autre intégrale
jKyiJ • • • > y m î •^/w-f-l» • • • > ^m-¥n)
de cette équation sera donc une fonction de celles-là, telle que
** { Xit • • • > y m î Vî » • • • > V/i )•
Si dans Tégalité nous donnons à y^ la valeur constante C|, il viendra et, par suite,
On voit par là qu'une intégrale quelconque / de Téqualion (12) étant supposée connue, on obtiendra immédiatement son expression en fonction de ^^2. . . ^^ ymi ^d • • «y ^n, en remplaçant dans la fonction / les variables j', , Xm+i ? • • -, Xm^ par C|,t|^,, ..., ^'ji-
Cela posé, admettons que nous soyons parvenus à intégrer Téquation (la), en y considérant j^i , Xm^x^ ..., x^+w comme seules variables, et ^2? • • ^^ym. comme des paramètres (ce qui revient, comme nous Tavons vu, à déterminer une solution générale d'un système de n équations différentielles ordinaires). Soit /i , . . . , //t un système d^intégrales distinctes de cette équation; on aura, ainsi qu'on vient de le voir,
F|, ..., F/i étant des fonctions connues de j'2» •••» ym\ '}i, . . ., ^/i; et il suffira de résoudre ces équations par rapport à 6|, ..., ^/i pour déterminer ces fonctions, lesquelles forment un système d'intégrales des équations (11). D'ailleurs, la résolution de ces équations ne sera jamais impossible, car les fonctions j'j, ...jj'mî/i» •• ?/« étant distinctes,
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/o • • '^/n sont nécessairement des fonctions distinctes par rapport à ij^i, . • ., ^„.
67. On peut aller plus loin et montrer que la connaissance d'une seule inlégrale/i de Féquation (12) permet de déterminer une ou même plusieurs intégrales du système (11). On aura, en eflet,
A — Fi (jt, v„. ; i]^,, . . . , ^n ),
F| étant une fonction connue. Résolvant cette équation par rapport à ({/|, on aura une relation de la forme
où 0| est une fonction connue.
Eflectuons sur cette identité l'opération Y^, h désignant l'un quelconque des nombres i, 2, ..., m. Il viendra, en remarquant que <]/|, . , .,i(n sont des intégrales de Y^(p = 0,
o = Y"0, ^ ^ YV. + . • • + ^P- Y*:r„,,.
Le second membre de cette équation est une fonction connue de ^i, . . . , x^^ni ^2^ • • • > ^n» S'il ne s'annule pas identiquement, il contiendra l'une au moins des quantités <j/, par exemple ^a î car les variables y^y . . . , Xm^„ sont indépendantes. En résolvant par rapport à ^2, on obtiendra une relation de la forme
Effectuons sur cette équation l'opération Y^, on en déduira une nouvelle équation pour déterminer tj^s, et ainsi de suite jusqu'à une dernière équation qui donnera ^„. Le système (i i) sera dès lors intégré.
On ne pourra se trouver arrêté dans cette suite d'opérations que si Ton arrive à une équation
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pour laquelle on ait identiquement
Mais alors, en remplaçant dans 0/ les fonctions inconnues {"/^.ii •-•9^/1 p^r des constantes quelconques, on obtiendra une fonction cp/ qui satisfait évidemment aux mêmes équations, et qui sera, par suite, une intégrale du système (i i)*
68. Nous pouvons énoncer, comme résultat de cette étude, le théorème suivant :
Pour quHun système adéquations aux différentielles totales
(I) F^. = dxi, -^^XJ dxH = o
(A r= I, 2, . . ., m; kz=.ni-\- i, , . .y m -h n)
admette n intégrales distinctes
«Pi = const., ..., (p„=:const.,
il faut et il suffit que les équations aux dérivées partielles
dx
forment un système jacobien.
Cette condition étant supposée remplie, la recherche des intégrales du système dépend de V intégration d'un système de n équations différentielles simultanées.
Chaque intégrale de ce dernier système fournira au moins une intégrale du systèjne proposé.
69. Soit S un système d'équations aux différentielles totales de la forme (i).et admettant n intégrales distinctes ?«, ..., Çrt. Si nous y changeons ^i, ..., Xm^w en x^ -}- eÇn •••? ^«+fl -7- €5i„.jj,, £ étant un paramètre infiniment petit, dont nous négligerons le carré, et Ç| , . . . , \m.{M des fonctions de '''<'•••; ^m+/i, nous obtiendrons un autre système S'.
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A toute intégrale cp du système S correspondra évidemment pour le système S' une intégrale
en désignant par A l'opération
ta t ^
Cette opération est complètement définie quand Ç|, ..., \m^n sont donnés, et réciproquement. Soient d'ailleurs y ht • • • 7 yni^n de nouvelles variables quelconques, fonctions des X, Lorsque X|, . . ., x„i^n s'accroissent respectivement de eÇ|, ..., eÇ/iî+zi? ^/s'accroîtra de
(i ^^'-4- -4-^ JyiJ\
quantité que nous désignerons par vi\i. D'autre part, on a évidemment
à __dy\ à ^ dyt d ^ dxi dxi (J/i dxi ày%
On déduit immédiatement de là l'égalité
dx, """"^^m.-„ "^/. ""^"dy
L'opération associée à la transformation infinitésimale considérée reste donc la même, lorsqu'on change de variables indépendantes.
Nous désignerons, pour abréger, par Açpla transformation infinitésimale qui correspond à l'opération A, et qui, par suite, change l'intégrale cp en ç -|- e Acp; et nous dirons que le système S admet cette transformation infinitésimale Ao si le système transformé S' est équivalent à S.
Pour cela, il faut et il suffit que le système S' soit équivalent au système
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auquel S est équivalent; et, par suite, que les systèmes S et S' admettent les mêmes intégrales.
Or à toute intégrale cp de S correspond une intégrale o-h eA^ de S'. Celle-ci devra êlre une intégrale de S, ou, ce qui revient au même, Af sera une intégrale de S.
Si donc nous désignons, comme précédemment, par
les équations aux dérivées partielles qui caractérisent les intégrales de S, ces équations devront entraîner comme conséquence les suivantes
OQ, ce qui revient au même, celles-ci
X*Ao — AX'^o = (X*©,Aç)i=o (yk = i,2,...,/;i)
[car on a identiquement AX*cp = A(o) = o]. Cela posé, le système formé des équations
X*cp = o, (X'^tp, A<p) = 0 (A=:i, 2, . . ., m),
admettant n intégrales distinctes cpi, . . ., cp/,, ne pourra contenir plus de m équations linéairement distinctes. On aura
doDc
(i3)(X'^o,Aç) = aîX'cp-+-...4-a*X'«<p (A = i,2,...,/i0>
les coefBcients a étant des fonctions des x. D'ailleurs il est évident que ces conditions seront suffisantes.
Toute expression de la forme
\ ÇiX^«p {i-=iy 2, ...,m)
^ep'^ésente une transformation infinitésimale de S en lui-
•nême.
J. - Cours, III. 6
En eflet, on a
=^^xn,x'<p,
car (X*!p, X'çp) est nul; et, d'autre part, on a
Si donc S admet une transformation infinitésimale
il admettra évidemment la transformation laquelle se réduit à la forme
II nous suffira évidemment d'étudier les transformations de celte sorte, toutes les autres pouvant s'en déduire par l'adjonction d'une fonction linéaire de X'^, .. ., X'"çp.
Pour les transformations de la forme Bcp, les équations de condition (i3) prendront la forme plus simple
car le premier membre de ces équations, ne contenant pas
les dérivées partielles -r-^> •••> -r-^y ne pourra se réduire à
une fonction linéaire de X'cp, . . ., X'^cp que s'il s'annule identiquement.
71. Si S admet deux transformations B(p, B'ç, il admettra la Iransformalion (Bcp, B'^p).
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Oa a, en effet (47), rideiitité (X*?, (B<p, B») -+- (B<p, {B'ç, XA<p)) -4- (B'<p, (X'^ç, Bç)) ^ o.
Mais (X^s, B'^) et (B'cp, X^cp) sont nuls par hypothèse; donc cette égalité se réduira à
(X*cp,(B^,B»)=:zO.
72. Soient B'cp, ..., B'cp des transformations du système S qui ne soient liées par aucune relation linéaire; si Texpressioo
est une autre transformation du même système, ^i, ..., ^/ seront des intégrales, et réciproquement. On a, en effet,
(X*ç,Bç)=^^(X''ç,p,B^ç)-
=^^[(X''^,p/)B'cp-f-(X'^9,B'ç)p,]=^^X^p,B'ç,
expression qui ne peut s'annuler, par hypothèse, que si tous les coedGcients X^^/ sont nuls, ce qui montre que ^i est une
intégrale. *
73. Enfin, si Ton connaît un multiplicateur [x du système S et une transformation infinitésimale B;p, on en déduira une intégrale.
Soit, en effet,
B«p=:\ ii-T^ (e = m H- I, . . .,m-h/i). Nous aurons, quel que soit hy
Làiàxhdxi Z^iZÀkK ^ oxk ^ dxk) àxi ' et k variant de m 4- i à m 4- n.
Dans cette identité, les coefficients de chacune des dérivées partielles -^ doivent être nuls séparément; nous aurons donc
DifTérentions cette équation par rapport à œi] sommons par rapport à i et supprimons les termes qui se détruisent; il viendra
^idxhOXi ^iLmàk\ oxiOXk oxiôxk)
\2jiàxiJ \2uidxi)
Mais on a, d^autre part,
dxH
JLki àxi
ou, en développant et divisant par [jl, L'équation précédente pourra donc s'écrire
Cette équation, qui a lieu pour /i = i,..., m, montre que
est une intégrale.
74. Admettons qu'en combinant les procédés ci-dessus, ou autrement, on ait réussi à obtenir p intégrales dis-
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iinctes ^i, ..., cpp du système S. En prenant cpi, .. ., cpp pour variables à la place de ^m+o •••» ^/n+p P^^* exemple, les équations X^o = o seront transformées en de nouvelles équations de même forme, mais ne contenant pas les dérivées
partielles ^ » • • • > -t-^> puisque cpi, . . . , <fp sont des solutions.
On aura donc
à:Ph ^k dxk ( /i = I , a, . . . , /w ; A" zi^ /;i -+- /> -h I , . . . , m -H w ),
les Xj[ étant des fonctions de fi, ..., fp, x„,^p^xi •••>
Soient B'cp, ..., B^cp, ... les transformations infinitésimales que Ton suppose connues. On aura
D'ailleurs, cp/ étant une intégrale, B^cp/=: pj sera également une intégrale. Si nous admettons que nous ayons tiré tout le parti possible des procédés ci-dessus indiqués, cette intégrale ne sera pas nouvelle, mais se réduira à une fonction de
Posons, pour abréger^
et supposons que, parmi ces expressions, il y en ait q qui soient linéairement distinctes, à savoir A', . . ., A^. Les suivantes A^"*"* , . . . seront de la forme
a^^h.=y;a'h-...4-yJ[a^
'es coefficients y étant des fonctions des p, et par suite étant des intégrales.
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Cela posé, on aura évidemment
Dv-o étant une nouvelle transformation infinitésimale, qui se réduit à la forme plus simple
Admettons que, parmi les transformations de cette sorte ainsi déterminées, il y en ait r linéairement distinctes D'cp, ...,
Toutes les autres seront de la forme
où les quantités e ,,..., s^ devront être des intégrales, et par suite des fonctions de ^i, . . ., ^p.
Réciproquement, toute expression de cette forme représentera une transformation infinitésimale du système S.
En particulier, les transformations
(D'<p,D*cp) ne contenant pas dans leur expression les dérivées -~ > •••>
(Jcp
> devront être de cette forme.
75. Cela posé, deux cas pourront se présenter : I® Si /> 4- /• <^ rij les équations
X*<p = o, D'cp = o (A =:i, 2, . . ., m; I =:l, 2, . . ., r)
entre les m-^-n — p variables j:,, . ..yXm^ ^m+p+o • • •» J^m+n (^1, ' •'t^p étant traités comme des paramètres) forment un système complet, en vertu des relations
(X'ç,X*?)=o, (D'(p,X*<p) = o, Ce système admettra donc n — p — r intégrales, Çp+i, ...>
On^ry qui sont évidemment celles des Intégrales du système S qui ne sont pas altérées parles transformations D'cp, ..., D'*cp. Lorsqu'on les aura trouvées (par Tintégration d^un système de /i — p — r équations diflcrenlî elles ordinaires), les r intégrales encore inconnues dépendront de Tintégration d'un second système de r équations diflerentielles.
L'avantage obtenu dans ce cas consistera donc à décomposer en deux le problème de la recherche des intégrales
?/>+i< • • '9 ?/i encore inconnues.
2** Si /> 4- r = /? , la connaissance des transformations D'o, . . ., D''ç fournira un multiplicateur du système.
Soit, en effet,
et désignons par A le déterminant des coefficients Çj[; par J lejacobien des intégrales inconnues fp+\, ..., f/i par rapport aux variables Xi^,
Formons le produit AJ par la règle connue; on obtiendra un nouveau déterminant I, dont les éléments sont les quantités D'fA- Or ces expressions sont des intégrales; donc -j sera une intégrale ; d'autre part, J est un multiplicateur ; donc J sera également un multiplicateur.
Or cette quantité est égale à -> quantité connue.
V. — Étude directe des intégrales
76. Les méthodes que nous avons exposées jusqu'à présent avaient pour but de trouver l'intégrale générale des équations différentielles. Mais elles ne réussissent, comme on l'a vu, que dans des cas fort limités, et nous ne pouvons même assurer que l'intégrale cherchée existe en général, car son existence a été admise sans démonstration.
Il est donc nécessaire de reprendre le problème de Tinté-
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gratîoD, en le précisant, de manière à le rendre déterminé. La question ainsi posée peut se formuler ainsi :
1° Étant donné un système adéquations différentielles normales
dy j,, . dz ,
démontrer qu^il existe, sous certaines conditions à préciser, un système unique de fonctions y, 2, . . . jouissant de la double propriété de satisfaire à ces équations, et de prendre respectivement des valeurs données yoj Zo, ... pour une valeur donnée Xo de la variable indépendante;
2° Donner une méthode qui permette de calculer, avec telle approximation quon voudra, la valeur de ces Jonctions pour toute valeur réelle ou imaginaire de x;
3® Enfin, discuter les cas d^exception oà les résultats établis se trouvent en défaut.
77. Supposons tout d'abord que les variables et les fonctions considérées soient réelles; et considérons, pour éviter des longueurs, le cas de deux équations
Nous devrons admettre pour la démonstration :
I® Qu'aux environs du point (^oj^oi ^0) les (onctions/,
f^ sont continues. On pourra donc assigner un domaine D
défini par les relations
dans lequel les inégalités
entraîneront les suivantes X tendant vers zéro avec e.
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2® Nous admettrons en outre que dans ce même domaine on ait constamment
\f{^,y,z')^/(x,y.z)\<m[\y-y\-^\z'-z\l |/.(^,/,-')-/.(^,7,^)|<'n[|/-jK| + |^'-5|],
m désignant une constante fixe.
Les conditions ci-dessus, seules nécessaires à la démonstration, seront évidemment satisfaites si aux environs du point (xoj Xot So) les fonctions /, /i admettent des dérivées partielles finies.
Supposons-les remplies. Soit M le maximum des modules de /, /i dans la région D; et soit p la plus petite des deux
quantités r, ^ •
Donnons à x une valeur quelconque assez voisine de Xq
pour qu'on ait
Subdivisons Tîntervalle x^x en intervalles partiels XoX|, J^t^Tj, ..., Xn-\X^ et déterminons les quantités j'i, Zx\ /îi ^2 ; - • • 5 J^j ^ par les relations
y\ — y^ ^=^ f\^oi yoi -^oj^^i — ^o).
On déduira de ces relations
k—Zi\^M\X,t'-'Xi\y
^^iCD particulirr,
Les points (xi, ^i, Z|). . . . , (x,^, z) ne sortiront donc pas du domaine D.
78. Si les intervalles partiels sont infiniment petits, les valeurs finales y, z tendront vers des limites déterminées. Pour l'établir, considérons deux modes de division A, à! dans lesquels les intervalles soient tous moindres que la plus
petite 8 des deux quantités e, jrr et désignons par y^ z et y,
z' les valeurs finales obtenues pour chacun d'eux; nous aurons à prouver que y — y et z' — z tendent vers zéro avec e.
Nous pouvons évidemment admettre que tous les points de division qui figurent dans A figurent aussi dans A'; sinon nous pourrions comparer successivement ces deux divisions A, A' à une troisième A'' formée avec tous les points de division de A et de A'. Ayant prouvé que y — y, z" — z d'une part, eiy — y y z^ — s' d'autre part, tendent vers zéro, on verrait immédiatement que leurs différences j^ — y^ :d — z tendent aussi vers zéro.
Soient donc
les points de division de A';
'*'0)'**oi> *'0J» •••» '*'l> •••> **» '**kl > • • • > '*'>t+l » • • • y ^ j
la suite des valeurs correspondantes des deux variables y, z; nous aurons
yk-hi — yk=/{^k,yki su)(a:k^i'-^k)
y'k+i "~/'a = \ fi^f^iy y'kiy z'ki){Xk,i+i'-œkt)y d'où
y'k^i'-yk-'iyk^i — yk)
= /^ [f{^kh y'kh Z'kd—fi^ki yki Zk)']{Xic,i^i'-Xki):
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et, par suite, Mais on a
\R^ki, fkif 4/) —A^ky yk, «a) I < I /(^Ai» y'kh ^ki) —f{^k, y'k^ ^i)
|/(^*, ri» 4) — /(^*» yk, 5*)|
Le premier terme du second membre est moindre que \\ car on a
Le second est moindre que
nA\y'k- yk\-\-\z'k- ZkW
Oo aura donc
l7i+t — jA+il<l7i-7Al
On trouvera la même limite supérieure pour \zi^^^ — z'^\. Ajoutons ces deux inégalités, et posons pour abréger
Nous obtiendrons la relation Multipliant ces inégalités, il vient
Or, on a7'^=7oj ^=^0; donc Uo= — • Cette quantité
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tend vers zéro avec e, et il ea sera évidemment de même pour|y— j^l et|s' — ^|.
7y. Les valeurs limites des quantités y, z ainsi déterminées pour chaque valeur de x dans le domaine \x — •z^o|>p sont des fonctions de x. Elles satisfont aux équations différentielles proposées.
Soient, en effet, y H- Ay, z -h ^z les valeurs de ces fonctions correspondantes k x -h tix. Intercalant entre x et X + Aj: des points de division x^^ x^, • - • > nous aurons
-t- lira \ [/(ar*, 7a, s*) — /(o?, 7, 5)] ( j^^h-i — ^*).
Or, si nous supposons /ix <C Sy le terme qui multiplie (xa+i — Xk) aura son module moindre que X. La somme du second membre a donc un module moindre que
X y^lxj^^i — xicl = XAar,
et sa limite ne pourra surpasser cette quantité. On aura donc
R étant un reste de module moindre que X, qui tendra vers zéro avec Ax. Donc 7 a bien pour dérivée /{x, y, z). On verra de même que z a pour dérivée /^ (x, 7, z),
80. La solution que nous venons de trouver est la seule possible.
Soient, en effet, Y, Z deux fonctions jouissant comme 7, z de la double propriété de satisfaire aux équations différen-
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tielles et de se réduire à ^o» ^o pour x = Xo. Les fonctions Y — j^j Z — z auront respectivement pour dérivées
/(ar,Y, Z)-/(^,7, «),
Elles sont donc continues et comme elles s'annulent pour x=zXq, elles ne pourront acquérir une valeur différente de zéro qu'après avoir passé par toutes les valeurs intermédiaires.
D'autre part, en vertu de nos hypothèses, tant que Y — y, Z — z seront moindres que e en valeur absolue, le module de leur dérivée sera <Cm.2e, et le module des fonctions elles-mêmes sera moindre que m.2t\x — Xo\.
Il en résulte que dans tout l'intervalle de Xo — -, — à
Xo-f -, — les modules de nos fonctions seront «< - tant L^m a
qu'ils seront *< e. Ils ne pourront donc atteindre aucune
des valeurs comprises entre - et e, ce qu'ils devraient faire
pour pouvoir atteindre ou dépasser e. Donc ils resteront toujours moindres que e, quantité arbitraire. Ils sont donc nécessairement nuls.
Le même raisonnement montre qu'étant nuls au point
^0 -t- 7 — 9 lis le seront encore de Xq H- 7 — a ^n -4- 7 — » • • • > [\m L^m L\ni
^l enfin, dans tout le domaine de x^ — p à a;© -I- ? où nous
avons pu définir les fonctions^, z.
81. Passons au cas des fonctions et des variables complexes. Soit encore
un système de deux équations différentielles.
Nous admeltrons ici que (^oi^O) ^^o) soit un point ordinaire pour les fonctions /, f^. On pourra donc, par défînition, tracer autour de ^o? ^o> ^o des contours fermés K, K', K'^, tels que /,/i, et leurs dérivées partielles restent monodromes et continues, tant que j?,j^, ;; ne sortiront pas de ces contours.
Soient rf, rf', d' les distances minima des points a:©, ^o> ^o à K,
K', K^; S, S', S*' les périmètres de ces contours; M une limite supérieure du module de /et de/i, lorsque x,
y^ z décrivent respectivement ces contours.
On pourra écrire
/(^,r, -)=y «apY('^ — ^o)*(j— Jo)P(-— -o)^,
ces développements restant convergents tant que les modules de X — Xq, y — ^'o, z — z^ resteront inférieurs à rf, rf', rf". D^ailleurs
et Ton aura (T. I, n<> 206)
MSS^ I
et, a fortiori,
en désignant par r la plus petite des quantités rf, rf', rf", et posant, pour abréger,
MS_S^_ (27r)» -^'
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On obtiendrait la même limite pour le module de frapy.
Soient enfin x© -+• A, yo 4- A*, 2© -i- ' des points assez voisins de j?o> ^0} ^0 pour que les droites qui les joignent à ces derniers points soient respectivement comprises dans Tintérieur des contours K, K', K*', et soient 8, S', 8" les plus courtes distances de ces droites à ces contours; on aura
! \[A^o ■+- fh Jo + k, Zo -+- /) — /(o-o, Jo, -o)]|
82. Ces préliminaires posés, clierchons à déterminer des (oDclions j^, z qui satisfassent aux équations données
dy du:
«l qui, pour x = a:©, se réduisent respectivement à y© -H A* et ^^0-1- /, Ar et / désignant des constantes très petites. Nous poserons, à cet effet,
Substituons ces valeurs dans les équations (3), développons le second membre suivant les puissances de œ — Xq, ^ ', et égalons les coefficients du terme général; il viendra
Les points (Xi, yt^ Zi), . . . , (x, J^, z) ne sorlîront donc pas du domaine D.
78. Si les intervalles partiels sont infiniment petits, les valeurs finales y, z tendront vers des limites déterminées. Pour l'établir, considérons deux modes de division A, A' dans lesquels les intervalles soient tous moindres que la plus
petite 8 des deux quantités e, jtt et désignons par y, z et j^,
z' les valeurs finales obtenues pour chacun d'eux; nous aurons à prouver que y — y et z' — z tendent vers zéro avec e.
Nous pouvons évidemment admettre que tous les points de division qui figurent dans A figurent aussi dans A'; sinon nous pourrions comparer successivement ces deux divisions A, A' à une troisième A'' formée avec tous les points de division de A et de A'. Ayant prouvé que y" — y^ ^'^ — ^ d'une part, ety^ — y, z^ — z' d'autre part, tendent vers zéro, on verrait immédiatement que leurs difl^érences j^ — y, z' — z tendent aussi vers zéro.
Soient donc
*^oy "^OlJ ■^02» • • • î *^1> • • • î *^ky ^kty • • • î ^A:-M i • * • y ^
les points de division de A';
la suite des valeurs correspondantes des deux variables^, z] nous aurons
yk^\ — yk=f{^kyyky 5*)(^a+i — ^*)
y'k+i "^/i^V fi^^kiy y'kiy 4/)(^it,/+l — ^ki)y
d'où
y'k^i—y'k—iyk^x'-'yk)
=y U^^kh y'kh Z'ki) —f{^ky ykj «a)] (^A,/-hi — ^ki):
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Jin-i— 7*-Hi|^|/i — 7)fc
Mais on a
+ 1/(^*> ri» -i) — /(-^^A» 7A-» 3^)1
Le premier terme du second membre est moindre que )v; car on a
\^ki'-^k\<à<t, l/x-i — 7i|<M|a:;t;— a:it|<Mo<e,
Le second est moindre que On aura donc
H-CXH-md/;^ — j^|4-|4 — 5A-|)]|^it+i — J^A-|.
On trouvera la même limite supérieure pour \z\^^ — ^^1. Ajoutons ces deux inégalités, et posons pour abréger
1/*— y*|-+-|4— ->t|-+- — = Ua..
Nous obtiendrons la relation Multipliant ces inégalités, il vient
Or, on i y'^=yt, z'^ = 3t', donc Uo= — • Cette quantité
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tend vers zéro avec e, et il ea sera évidemmcDt de même pour ly— j^l el\z' — z\.
7y. Les valeurs limites des quantités y^ z ainsi déterminées pour chaque valeur de x dans le domaine \x — ^o|>p sont des fonctions de x. Elles satisfont aux équations différentielles proposées.
Soient, en effet, y H- Ay, ^ -h A^s les valeurs de ces fonctions correspondantes k x -\- tix. Intercalant entre x et x-^ tkX des points de division X\ , x^, . • . , nous aurons
-+■ lim\ [/(arjt, yky 5^) — /(^, 7, s)]{xk^^— x^).
Or, si nous supposons Aj? <; 8, le terme qui multiplie (:ca+i — X/() aura son module moindre que X. La somme du second membre a donc un module moindre que
et sa limite ne pourra surpasser cette quantité. On aura donc
R étant un reste de module moindre que X, qui tendra vers zéro avec Ao:. Donc^ a bien pour dérivée /(x, y, z). On verra de même que z a pour dérivée /i (x, y, z).
80. La solution que nous venons de trouver est la seule possible.
Soient, en effet, Y, Z deux fonctions jouissant comme ^, z de la double propriété de satisfaire aux équations différen-
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tîelles et de se réduire à ^o» ^o pour j? = a:o. Les fonctions Y — jr, Z — z auront respectivement pour dérivées
Elles sont donc continues et comme elles s'annulent pour X = Xof elles ne pourront acquérir une valeur différente de zéro qa*après avoir passé par toutes les valeurs intermédiaires.
D'autre part, en vertu de nos hypothèses, tant que Y — y^ Z — z seront moindres que e en valeur absolue, le module de leur dérivée sera <Cm.2t, et le module des fonctions elles-mêmes sera moindre que m.2t\x — Xo|.
Il en résulte que dans tout l'intervalle de Xn — -; — à
Xo-\- 7 — les modules de nos fonctions seront «< - tant L^m a
qu'ils seront •< s. Ils ne pourront donc atteindre aucune
des valeurs comprises entre - et e, ce qu'ils devraient faire
pour pouvoir atteindre ou dépasser e. Donc ils resteront toujours moindres que e, quantité arbitraire. Ils sont donc nécessairement nuls.
Le même raisonnement montre qu'étant nuls au point
jTo -H 7 — ' "S le seront encore de Xq •+• 7 — a Xo -f- -, — > • • • >
et enfin, dans tout le domaine àe x^ — p à ^0 + p où nous avons pu définir les fonctions y, z.
81. Passons au cas des fonctions et des variables complexes. Soit encore
un système de deux équations difliérenlielles.
Nous admetlrons ici que (^07^09 ^^o) soit un point ordinaire pour les fonctions y, f\. On pourra donc, par définition, tracer autour de ^o? ^o -^o des contours fermés K, K', K", tels que /, /"i , et leurs dérivées partielles restent monodromes et continues, tant que :r,y, z ne sortiront pas de ces contours.
Soient rf, rf', d' les distances minima des points a:©, y^^ ^0 à K,
K', K"; S, S', s*' les périmètres de ces contours; M une limite supérieure du module de /et de/i, lorsque x,
y^ z décrivent respectivement ces contours.
On pourra écrire
ces développements restant convergents tant que les modules de ^ — j:^o> y — J'o» ^ — ^0 resteront inférieurs à rf, rf', d" . D'ailleurs
et Ton aura (T. I, n° 206)
MSS^S^ I
et, a fortiori,
en désignant par r la plus petite des quantités d, d' , d" ^ et posant, pour abréger,
MSS^S^ _M (27r)' -^*
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On obtiendrait la même limite pour le module de frapy* Soient enfin Xo -+• h, j'o + k, Zo-h l des points assez voisins de Xo, yoj Zq pour que les droites qui les joignent à ces derniers points soient respectivement comprises dans Tintérieur des contours K, K', K'', et soient 8, S', 8" les plus courtes distances de ces droites à ces contours; on aura
\[/{'^o -^ /', yo-^k, z^ M- /) —/(Xo, 7o, -o)]|
=z\ lh~^k-^^l-^)f{x,-\-ht,y,-^kl,Zç,'\-lt)dt /[Al 1^1 K1X_N__
82. Ces préliminaires posés, cherchons à déterminer des fonctions^, z qui satisfassent aux équations données
€l qui, pour x = Xq^ se réduisent respectivement à y© -h A* et à Zo-h l, k et l désignant des constantes très petites. Nous poserons, à cet effet,
1>'-Jo = A+^c,^v(^-^.)H''aL ^, ,, ^)^
Substituons ces valeurs dans les équations (3), développons le second membre suivant les puissances de x — Xq, k, /, et égalons les coefficients du terme général; il viendra
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F et ^ étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec ceux des coefficients a, 6, c, dj où la somme des indices ne surpasse pas X 4- jx 4- v.
Les équations précédentes déterminent, successivement et sans ambiguïté, les coefficients c eX, d\ ils seront donnés par des expressions de la forme
( 5 ) CXjiv = FxjjLV) dxjp, r= *x
(JIV)
Fxjiv et ^X(xv étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec les quantités a, b.
Les expressions (4)) où les coefficients c, d seront déterminés par les équations (5), satisfont évidemment aux conditions du problème. Si Ton y groupe ensemble les termes affectés des mêmes puissances de k et de /, on obtiendra un résultat de la forme
SfjLv et T(tv étant des séries qui procèdent suivant les puissances de ^ — Xq,
En supprimant dans les expressions précédentes les termes qui dépendent de A' et de /, il viendra
y yo — ^oo> '*' — ^0 — T,
et il est clair : i"que ces équations donnent un système d^intégrales qui se réduisent à yo> ^a pour x^=Xq\ 2® qu'on aura
'jiv
{.Ivl dy^àzi' «^^-"h^IvI ôy^,dz\
83. La méthode que nous venons de suivre suppose évidemment que les séries sur lesquelles nous opérons sont absolument convergentes. Nous allons vérifier qu'il en est ainsi tant que k^ l^ x — x^ seront suffisamment
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Remplaçons, en effet, dans les séries (4) chacun des coef-
ficients «apy? ^a?y P^^r la quantité ^_^q^ — j> limite supérieure
(le son module, et les quantités k, l par une même quantité positive m, au moins égale à |A:| et à |/|. Nous obtiendrons de nouvelles séries, à coefficients positifs, et dont chaque terme aura un module au moins égal à celui du terme correspondant des séries primitives. Celles-ci seront donc absolument convergentes si les nouvelles séries le sont.
Mais ces séries sont évidemment celles que Ton obtiendrait si Ton cherchait à déterminer des fonctions Y, Z, qui se réduisent à ^0 -f- /w, Zo-\' m pour x = x^^ et qui satisfassent aux équations différentielles
rfZ_ N
Or CD peut intégrer directement ces équations et s'assurer que ces fonctions Y, Z existent, et sont développables en séries convergentes quand m elx — x^ sont suffisamment peiiu.
Oo en déduit, en effet,
et) en intégrant de Xq à x^
Substituant dans la première équation, il vient d\_ N
J - Cours, III. 7
OU, en séparant les variables et intégrant de Xq à x,
i[/--(Y-n)]»-i(,--/w)' = Nlog(i-^^):
et enfin
(7) Y-y.= r-^(r-/w)'-H3Nlog^-^-p^j.
La fonction de m et de j: — Xq ainsi définie n'a évidemment de points critiques que ceux pour lesquels on aurait
X ^~ Xq j, ,
I =: O, d OU X — Xq=: r
ou
d'où
(r-m)»4-3Nlog(^i-^-^) = o,
x — XQ^=r — re *^
Si donc on assujettit melx — Xq aux conditions suivantes (où q désigne une quantité positive -< /)
x — XQ\<Cr — re *^
Y — j'o restant monodrome et continu pour tous les systèmes de valeurs considérés, sera développable en une série procédant suivant les puissances de m et de x — Xq et convergente dans les limites ci-dessus.
Cette série se déduirait d'ailleurs de la série (4)) qu» donne y — yoy en remplaçant k, l par m et les coefficients' CX|AV par une limite supérieure de leurs modules. On ob — tiendra une limite supérieure de la somme des modules de ses termes, et a fortiori une limite supérieure du module de^ — j^O) en remplaçant m par gr, et x — x© par son module dans la série, ou dans l'expression équivalente (7).
Donc
r»l^'--\/('--'7)'+3Nlog[i-l^-^l
et Ton obtiendra la même limite pour le module de ^ — Zq. Si nous supposons maintenant que q tende vers zéro, la limite du module de a: — Xq^ en deçà de laquelle la convergence est assurée, tendra vers la quantité fixe
/• — re **^,
que nous désignerons par p. Et, si \x — Xo\ est assujetti à rester < p — 8, 8 étant une quantité positive quelconque, |y— /o| et 1^ — Zq\ resteront constamment moindres que r — 8, e étant une quantité positive, déterminée par la relation
Nous obtenons donc, comme conséquence de toute celte analyse, le théorème suivant :
Les équations (i) admettent un système d'intégrales y ^ zqui se réduisent àyo, Zq^ pour x = x^. Ces intégrales et leurs dérivées successives par rapport aux paramètres y q^ hi sont développables suivant les puissances entières et positives de x — Xq^ en séries convergentes, tant que le fnodule de x — Xq sera moindre que la quantité fixe
^ftfin, si ce module reste inférieur à p — 8, les modules ^^y—yo et de z — Zq resteront inférieurs à r — s, e étant ^fte quantité positive, dépendante de 3.
84. Les séries^, z, que nous venons de déterminer, constituent le seul système de solutions des équations différentielles qui se réduisent à^oj ^o pour x = Xq*
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Pour le montrer, considérons une ligne rectifiable quelconque L parlant du point Xo et supposons j: astreint à parcourir cette ligne. Soient Y, Z deux fonctions définies le long de cette ligne, lesquelles satisfassent aux équations différentielles, et se réduisent à yo, Zo pour x = Xo. Nous allons établir que dans toute la partie de L où \x — ^o| <C p — ''i» Ti étant une quantité fixe quelconque, on aura nécessairement Y =y, 7j = z.
On a, en effet, dans toute cette portion de L
Ij-JoI </•-§, |--5o|<r-8,
0 désignant une quantité fixe qui dépend de 7).
Les fonctions Y — y, Z — z admettent, par hypothèse, les dérivées
Elles ne peuvent donc varier que d'une façon continue, et leurs modules, nuls au point Xq, origine de L, ne pourront atteindre ou dépasser un nombre e (que nous supposerons infiniment petit) sans avoir franchi toutes les valeurs intermédiaires.
Or tant que ces modules seront <C e, on aura
Y-yl =
f [/{x,Y,Z}-/{a:,y,z)]dx
s désignant Tare de L compris entre Xq et x.
Si nous prenons e <; -j cette expression sera moindre que
iôeN
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et si l'arc s est moindre que la quantité finie ^r— t^j elle sera
moindre que -•
Donc sur cet arc fini Sy\Y — j | ( et aussi | Z — -3 1 ) ne pourront prendre aucune des valeurs comprises entre - et e. Ils
ne pourront donc atteindre ni dépasser la valeur e; celle-ci étant arbitraire, ils seront nécessairement nuls.
On verra de même que | Y — y\ et |Z — z\ seront nuls le long d'un second arc de même longueur que le précédent et lui faisant suite; ils seront donc nuls tant que \x — Xo\ sera <|p — 7^1, et enfin, ri étant arbitraire, tant que \x — Xo\ sera <I p-
85. Nous avons établi, par ce qui précède, qu'il existe un système unique d'intégrales y^ z satisfaisant aux conditions du problème. Elles sont données sous forme de séries, dont la convergence est assurée dans un cercle C de rayon p décrit autour du point Xq.
Si la variable x sort de ce cercle, on pourra déterminer leur valeur de proche en proche par le procédé déjà employé au Tome I pour suivre la marche d'une fonction analytique. Supposons que x décrive une ligne L issue du point Xq ; soient Xi un point de cette ligne, encore situé à l'intérieur ^c C; j'i, Zi les valeurs correspondantes de y y z. On aura \x^'-'a:o\<r,\yt--yo\<r,\z^—Zo\<r.Lepoini{x^,y^yZ^) sera donc un point ordinaire pour /, /< et les équations différentielles admettront un système de solutions se réduisant à^i, Zi pour X — Xf Ces solutions seront des séries de puissances de x — x^; soit d leur cercle de convergence certaine; pi son rayon.
Ces éléments de fonction analytique ayant pour centre x^ seront contigus à ceux qui avaient pour centre Xq et pcïmet- Ironide déterminer les valeurs dey, z, dex^ à Xa, X2 étant UD point choisi à volonté sur L, au delà de x^y mais encore > l'intérieur de C| .
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Au delà de X2j l'inlégrale sera représentée par de nouveaux éléments de fonctions analytiques ayant leur centre en J?2*
En continuant ainsi, on finira par arriver jusqu^à Textréraité de la ligne L, à moins que les rayons des cercles successifs p, Pu p2, . . ne forment une suite convergente; auquel cas il pourrait arriver que le procédé ne permette de suivre la marche des intégrales que jusqu'à un point déterminé x' de la ligne L.
Lorsque x se rapprochera de x' en suivant la ligne L, diverses circonstances pouvant se présenter :
i" L'une au moins des deux quantités j^, z ne tendra vers aucune limite, ou tendra vers l'infini;
2** Elles tendront toutes deux vers des limites finies^', z'. Dans ce cas (x'^y, z') sera un point critique pour l'une au moins des deux fonctions /, ft. En effet, si ce point était ordinaire, il lui correspondrait un certain rayon de convergence p'. Pour un point x» infiniment voisin de x\ pris sur la ligne L, y, z prendraient des valeurs yni ^/i» infiniment voisines de y, z\ et le rayon de convergence p«, correspondant au point {Xnjyn, ^n)) serait infiniment voisin de p', au lieu d'être infiniment petit. On pourrait donc, au moyeu du cercle C/,, déterminer les valeurs de y, z au delà du point x'.
Le procédé indiqué ci-dessus pour suivre la marche des intégrales est peu satisfaisant au point de vue pratique. En effet, chacune des valeurs successives j^i , 5| ,^2î ^2^ • • • exige, pour sa détermination, un développement en série, puis la sommation de cette série, opération compliquée et dont le résultat ne peut en général s'obtenir exactement. Or chaque erreur commise influe sur toute la suite des calculs. Il faudra donc opérer avec une très grande approximation, sous peine d'altérer beaucoup le résultat final.
86. La méthode dite des quadratures, que nous allons exposer, est sujette à ce même inconvénient, mais donne
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lieu à des calculs plus faciles. Voici en quoi elle consiste.
Marquons sur la ligne Lune série de points j:i, Xi, . . ,, x,n iotermédiaires entre x© et X, et suffisamment voisins les uns des autres; puis, déterminons deux séries de quantités ^Oi^ •• î/m^ Y'el5',, Z.J,, ..,, 3;,,, Z' par les relations
Y' et Z' seront des valeurs approchées de Y, Z, et Terreur commise tendra vers zéro à mesure que Ton multipliera les points intermédiaires.
87. Nous justifierons cette méthode en cherchant une limite supérieure du module de l'erreur commise.
Soient i un point quelconque de la ligne L; tj, ï^ les valeurs coiTespondantes des intégrales.
On peut déterminer par hypothèse une quantité r, telle que / et /i soient développables suivant les puissances de X — Ç, ^ — 71, 5 — JJ tant que les modules de ces quantités ne surpassent pas r. Ce nombre r est une fonction de ç.
Si Ç se déplace sur L d'une manière continue, Tj, !^ variant aussi d'une manière continue, il en sera évidemment de même de r, lequel admettra un minimum difi'érent de zéro. Soit R un nombre inférieur à ce minimum.
Si le point (x, j^, z) se déplace, de telle sorte qu'on ait constamment sur la ligne L un point (i, 7|, ^) fixe ou variable pour lequel on ait
le point (x, y^ z) décrira un ensemble borné et parfait où les fonctions y et y^i restent finies et continues. Leur module ne pourra donc surpasser un nombre fixe [x. D'ailleurs, si |x — Ç|, |j' — Trj|, |5 — t| sont < R — 3,
8 désignant un nombre Gxc, on aura
l/(x, y, .)-/(î. ., q|=[l^ziiMrpi:H£:zll] g,
N étant égal à 4^^.
Cela posé, supposons les intervalles jTo^i ? • • • ? ^*^a+i > • • • » tous <; X et cherchons une limite supérieure des modules des différences entre les valeurs^! , j| , . . . , JKAj ^h • • • , Y, Z des intégrales aux points Xi, . . . , Xky X et les valeurs approchées ^1 , s', , . . . , Y', Z'. On a
yk^x —yk=l /(^, 7, s ) c^,
d où
rit
Si nous supposons 1^^ — ^a], I^J^ — 2a| moindres que R — S, le module de la quantité entre parenthèses ne pourra surpasser
(\x — Xji\ étant < )w); on aura donc
/a+i— yil^IjAr — 7*1
On a une inégalité semblable pour 5^^, — 2]^.
Ajoutons ces deux relations, et posons pour abréger
Nous obtiendrons la relation
^ désignant la longueur de la ligne L.
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D^ailleurs, au point jro» onayi = J^'o> 5jj = 5o,d'où Uo = X.
Chacune des quantités Ua et a fortiori chacune des quantités \y\-^y^\, |s; — za| et enfin |Y'— Y|, |Z'— Z| seront donc moindres que
si les précédentes sont moindres que R — o.
Cette condition sera satisfaite, si Ton prend \ assez petit pour satisfaire à Tinégalité
SN
XeS* <R-8.
La limite d'erreur ainsi trouvée tend bien vers zéro avec \ comme nous voulions l'établir. La formule montre toutefois rimperfection de la méthode, car l'arc s figure sous une exponentielle dans l'expression de Terreur à craindre. Pour peu que le champ d'intégration soit étendu, il sera difficile de multiplier assez les points de division pour obtenir une approximation suffisante.
88. On a souvent avantage à transformer les équations diETérentielles proposées par un changement de variables, avant de recourir aux quadratures. Ce procédé constitue la méthode de la variation des constantes, dont nous allons indiquer le principe.
Soient
(8) ^ = M-H«N, £ = M' + aN'
deux équations dilTérentielles simultanées, où M, M', N, N, sont des fonctions de x^ y, z et cl une constante très petite. Proposons-nous de trouver un système d'intégrales y, z se réduisant à^o; -^o pour x = Xq*
Si l'on négligeait les termes en a, les équations se réduiraient à
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Supposons qu'on puisse déterminer, par un procédé quelconque une intégrale générale de ces deux équations, représentée par deux équations
(lo) y=f{^,CyC'), x; = 9(a7, c, c').
Le système d'intégrales particulières des équations (9) qui, pour :r = :ro, se réduisent à j^o» ^0 sera fourni par ces équations, en y donnant à c, c' les valeurs Co, c^ qui se déduisent des équations
Le système des intégrales particulières des équations (8) qu'on demande de trouver pourra de même être représenté par les équations (10), à la condition d'y considérer c, d non plus comme des constantes, mais comme de nouvelles inconnues a déterminer en fonction de x. Ces nouvelles variables devront : 1° se réduire à Co, c^ pour x=^ Xq\ 2** satisfaire aux équations différentielles qu'on obtient en substituant dans les
équations (8), à la place de^, z^-j-y -r^ y leurs valeurs
y=/{Xy c, c'), z = Q(a:, c, c'),
dx dx de dx de' dx '
dz â^ 09 de d'^ de' dx dx de dx de' dx'
Les équations ainsi obtenues, résolues par rapport à ^7-,
\Jt*JU
de'
-jr-y prendront la forme suivante
où P, Q, F, Q' sont des fonctions de x^ c, é.
Mais, si a était nul, c et d seraient constants et leurs déri-
de de' vées ^» 3-- se réduiraient à zéro. Donc P et F sont nuls, et
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les équations précédentes se réduisent à la forme plus simple
de ^ de' ^f
On en déduit
— c.-nC QdjT, c'-c,^ilC Q'
dx.
Les fonctions Q et Q' contiennent, outre la variable d'intégration X, les fonctions inconnues c, c'. Mais les dérivées -j— 9 -T- y contenant en facteur la quantité a supposée
très petite, sont elles-mêmes très petites ; donc c, c varient lentement, et, si le champ d'intégration n'est pas trop étendu, on pourra, sans altérer sensiblement les fonctions Q, Q', y remplacer les variables c, d par leurs valeurs initiales Co, c\. On n'aura plus alors qu'à intégrer une fonction de x seul, ce qui est facile.
Si le résultat obtenu n'est pas jugé assez exact, on pourra remplacer c et c' dans les fonctions Q et Q' par les valeurs fournies par cette première approximation, et recommencer l'intégration, et ainsi de suite.
89. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que de calculer les valeurs numériques des fonctions /, z pour une valeur donnée de la variable. II nous reste à tirer les conséquences des résultats trouvés au point de vue des propriétés analytiques de ces fonctions intégrales.
Leurs valeurs finales Y, Z en un point quelconque X dépendent, d'après notre mode de procéder, non seulement de la position de ce point, mais de la ligne L par laquelle la variable x se rend de Xq à X. Toutefois, si cette ligne est telle que la valeur x de la variable indépendante en chacun de ses points, associée aux valeurs correspondantes y^ z des fonctions intégrales, donne un point ordinaire des fonctions/ et/i, on pourra lui faire subir une déformation infiniment petite quelconque sans altérer les valeurs finales Y et Z.
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En effet, chacun de ces points x est le centre d'un cercle dans rintérieur duquel ^ et ^ sont des fonctions raonodromes de x. Le rayon R de ce cercle, variant d'une manière continue quand x se déplace sur L et n'étant jamais nul, ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe R'. Si l'on trace autour de chacun des points de L un cercle de rayon R', ces cercles recouvriront une région du plan dans l'intérieur de laquelle^ et z seront évidemment monodromes. On n'altérera donc pas leurs valeurs finales Y, Z, si l'on remplace la ligne d'intégration L par une autre ligne quelconque L' ne sortant pas de cette région.
On pourra ainsi, sans altérer Y, Z, déformer la ligne L d'une façon continue, aussi longtemps que les valeurs simultanées de x^ y^ z correspondant à chacun de ses points seront un point ordinaire de /et de/i .Mais, si L prend dans le cours des déformations une forme telle qu'en un de ses points X, y, z soient un système de valeurs critique pour l'une au moins des deux fonctions /et/i, le raisonnement se trouvera en défaut et il pourra même arriver que dans cette position de la ligne d'intégration Y, Z ne puissent plus être calculés par nos procédés.
Les points pour lesquels les valeurs simultanées de x^y^ z forment un système critique pour /ou/, pourront donc être (et seront le plus souvent) des points critiques pour les fonctions intégrales j^, z.
90. Pour obtenir les éléments nécessaires à l'étude approfondie des fonctions intégrales, il resterait : i*' à déterminer la position de leurs points critiques; 2** à étudier les variations de ces fonctions aux environs de ces points critiques.
Le premier de ces deux problèmes est malheureusement Inabordable dans la plupart des cas; car^ et z figurant, ainsi que Xy dans la définition de ces points, on n'a, en général, aucune méthode pour fixer leur position a priori. On ne pourra les connaître qu'après avoir achevé l'étude des intégrales, qu'ils auraient dû servir à faciliter. Il y a là un cercle
vicieax, qui constitue la principale difficulté du problème de rintégration.
Suivant les circonstances, ces points seront isolés ou non ; ils pourront même constituer des lignes entières, auquel cas les fonctions y^ z n'auraient une existence définie que dans la région du plan que Ton peut atteindre, en partant du point initial x^^ sans traverser ces lignes critiques.
91. II existe toutefois un cas extrêmement important, où Ton peut déterminer d'avance la position des points critiques : c'est celui où les seconds membres des équations difTérenlielles sont linéaires par rapport aux fonctions inconnues.
Considérons, pour fixer les idées, un système de deux équations de ce genre
(,.) g = Aj + B. + C, g=A'j + B';; + G',
où A, B, . . . , C sont des fonctions de x. Soit Xq un point ordinaire de ces fonctions; on aura, tant que le module de X — ^To ne surpasse pas une quantité fixe /', des développements convergents
k = \a^{x — x^Y, C— VcaCo: — a:o)«,
les coefficients ««, &«, ... ayant pour limite supérieure de leurs modules une expression de la forme -j- Cherchons un système d'intégrales
7 = 7o -+-\ dx{x — JTo)^, z:=zz^ -h\ e\{x — oTo)^,
qui, pour x^=^x^^ se réduisent à j'o> ^o- O^ déterminera les coefficients rf, e en substituant ces valeurs dans les équations
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différentielles. Il viendra, en égalant les coefficients des termes en (x — ^o)^j
(^Â -+- i)d\^i=z aodi -H «i^x-i -4-. . .-4- ai-idi -H boCi-^, . .
-h bx-iCi 4- axjo -+- ^X-o -^ ex, (X 4- i)ex4.i = a; d/x -H . . . -h a^^i^i -+- ^i «x -^ • • •
H- ^x-i^i -+- «x7o -^ ^X ^0 H- Cx-
Ces formules récurrentes donneront, pour les coefficients dy e, des expressions de la forme
ci\=^\y n — ^ly
où Fx et Ox sont des pol^^nômés linéaires et homogènes par rapport à^o» ^o et aux coefficients c, c^, les coefficients de chacune de ces quantités étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec les a, 6, a', b'.
Nous obtenons ainsi cet important résultat, que les intégrales cherchées y y z dépendent linéairement de jKo> ^o-
92. Cherchons le rayon de convergence certaine de ces séries. Le cas le plus défavorable est évidemment celui où les coefficients a, 6, c, a', 6', c' sont remplacés par les limites supérieures de leurs modules, et j'o> ^o P^r ""^ limite supérieure m de leur module. Dans cette hypothèse, les équations différentielles se réduisent à
dz dy M
dx dx X — Xr.
On en déduit
dy M , ,
z^=.y et -1^ = (2V4-f)
et en intégrant, après séparation des variables, .j logiZlti ^_ M rlogf I- -— "^^^
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Cette fonction n'a qu'un point critique, x = Xo-{- r. La convergence est donc assurée dans tout le cercle de rayon r.
Donc, quels que soient j^o^ ^o» les intégrales j^j -5 seront continues et monodromes dans toute région du plan où les fonctions A, B, C, A', B', CJ sont elles-mêmes continues et monodromes, et ne pourront avoir d'autres points critiques que ceux de ces fonctions. Encore n'est-il pas certain que ces derniers points soient critiques pour y et z,
93. Les exemples suivants, que nous empruntons à Briot et Bouquet, montrent comment on peut effectuer l'étude des intégrales, aux environs de leurs points critiques.
Soit l'équation différentielle
f{x^y) s'annulant pour x = o,^ = o et admettant ces valeurs comme point ordinaire.
Cherchons celles de ses intégrales qui s'annulent pour 5: = o.
Si nous considérons x comme fonction de^, il viendra
Cette équation admet une seule intégrale monodrome x^ s'annulant pour ^ = o. Sa dérivée s'annulant également, elle sera développable en une série de la forme
Supposons que a„i soit le premier coefficient de la série qui ne s'annule pas. L'équation précédente, résolue par rapport à j^, donnera un résultat de la forme
Cette fonction a m valeurs correspondantes aux diverses
déterminations du radical x"*\ elles se permutent les unes dans les autres lorsqu'on tourne autour du point x=^o, qui sera un point critique algébrique.
Le cas où tous les coefficients a» s^annuleraient à la fois échappe à l'analyse précédente. Il faut et il suffit, pour cela, que x = o soit une solution de Téqualion (i3) et, par suite, que f{Xyy) contienne x en facteur. Dans ce cas l'équation a: = G, ne contenant pas y^ ne permettra pas de tirer la valeur de^ en fonction de x. L'équation (12) n'admettra donc aucune intégrale qui s'annule avec x,
Considérons, en second lieu, l'équation différentielle
(.4) œ^=nx,y),
OÙ f{x^ y) a la même forme que dans l'exemple précédent. Cherchons à déterminer les intégrales de cette équation, qui s'annulent pour x = o.
Soit
/(a?, j)=:X7-haio^ 4-a,o^' -\-a^xxy -^
Substituons, dans l'équation différentielle, à la place de^, une série
(i5) r = c, jcH- Cj^* H-. . .,
et égalons les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres. Nous obtiendrons une suite d'équations de la forme
oh Çijt est un polynôme à coefficients entiers positifs, formé avec les coefficients a, et les quantités C|, ..., c^_^.
Si \ n'est pas un entier positif, on pourra résoudre ces équations par rapport aux c, et l'on en déduira un résultat de la forme
^li — ^^^
if^ étant une somme de termes ayant pour numérateur un
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produit de coeffîcienls a, multiplié par un entier positif, et pour dénominateur un produit de facteurs de la forme [x — X. Ces derniers facteurs sont tous différents de zéro, et leur module croît indéGniment quand [jl augmente. On pourra donc déterminer une limite inférieure / de leurs modules.
Cela posé, la série (i5) satisfait à Téquation (i4); mais il faut prouver qu'elle a un raj'on de convergence certaine. Or on accroîtra les modules de ses termes, en y remplaçant,
d'une part, les coefficients ««p par les quantités --— ë> limites
supérieures de leurs modules, et, d'autre part, les facteurs en dénominateur par /, limite inférieure de leurs modules. Mais la nouvelle série, ainsi obtenue, est évidemment celle que l'on trouverait en cherchant à développer la racine infiniment petite de l'équation algébrique
et converge pour des valeurs de x suffisamment petites.
9o. Pour reconnaître s'il existe d'autres intégrales que la série que nous venons de déterminer, et s'annulant également pour X = 0, posons
z étant une nouvelle variable. Substituant cette valeur dans l'équation différentielle et supprimant les termes indépendants de 3, qui se détruisent, nous obtiendrons l'équation transformée
dz (16) ^ TT = ^(^ H- ^lo-^? -h ^01^+ ^ o^*-H- • •)•
Nous avons à chercher une solution z de cette équation, J. — Cours, III. 8
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qui ne soit pas conslammenl nulle aux environs du point j: = o, mais qui tende vers zéro lorsque x tend vers zéro suivant une loi convenable.
Soient donc
Xo un point voisin de l'origine; ^o^o la valeur correspondante de z\
L une ligne allant de x^ à l'origine, et lelle que z tende vers zéro quand j: décrit celte ligne.
L'équation (i6) pourra s'écrire
dz^ dx^ ^10 -f- b^^cc -H 6,1 3 4-. . . ,
OU, en supposant que \ ne soit pas nul et développant en série le dénominateur de dz^
dz dx , bxo-h h^QX -\-. . . , r-^ —{CQ-hCiZ-h...)dz-\' -è^ — j-^ dx
et, en intégrant àe x^k x le long de la ligne L, ^ y z X
Si X lend vers zéro, z tendant également vers zéro, les intégrales du second membre tendront vers des limites finies ei déterminées. Le second membre sera donc de la forme A -f- e, A étant une constante et s s'annulant avec x. On aura par suite
logf — log^ iz:A-hE;
d'où, en passant des logarithmes aux nombres,
4 = ii e^(A^e)^ Hm 4 = il e>A = c,
9Âf *^ U ù
c désignant une quantité finie et différente de zéro.
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Pour que z tende vers zéro, il est donc nécessaire que x^ tende vers zéro en même temps que x. Discutons celte condition.
Soient
"k =zp -^ gi\ J7z=: p(cosO 4- /sinO),
on aura
I x^ I — eP^^^-'f^.
Quand x tend vers zéro, son module p tend vers zéro, son argument 6 pouvant varier d'une manière arbitraire, suivant la nature de la ligne suivie L. Pour que ;r^ tende vers zéro, il faut et il suffit que /?Logp — q^ tende vers — oo .
Soit d'abord q = o. Cette condition sera toujours satisfaite, quelle que soit la ligne L, si p est positif; mais elle ne pourra jamais l'être si p est négatif. Dans ce dernier cas, il n'existera donc aucune intégrale de l'espèce cherchée.
Si g n'est pas nul, on pourra toujours déterminer 0 en fonction de p, de telle sorte que la condition
lim(/?Logp — 7O) =1 — 00
soit satisfaite ou ne le soit pas. Mais ici il convient encore de distinguer le cas où p est positif de celui où il est négatif.
Si /? >> o, la condition précédente sera satisfaite toutes les fois que 6 sera assujetti à varier entre des limites finies. Pour que x^ ne tendît pas vers zéro avec x, il faudrait donc que la ligne L fût une spirale décrivant un nombre infini de révolutions autour de l'origine.
Si /? <; o, le contraire aura lieu et x^ ne pourra tendre vers zéro avec x que si L est une semblable spirale.
96. Ces préliminaires posés, nous allons démontrer qu'à chaque valeur de la constante c correspond une intégrale de l'équation (i6), développable en une série à double entrée suivant les puissances de x et de x^ et convergente tant que ces deux quantités seront suffisamment petites.
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Posons en effet
Zz=iX^U'^
réqualion (i6) deviendra
(17) ^-n- = u(b^^x-^hii^x^u H- bi^x^-\-,, .)
Substituons pour u une série à double entrée
C^^œ^^'^'' ( (X, V rzi O, I , . . . , 00 ).
Égalant les coefGcients des mêmes puissances de x dans les deux membres, il viendra
F(jtv étant un polynôme à coefficients positifs, formé avec ceux des b et des c où la somme des indices est moindre que [x-hv.
Celle de ces équations qui donnerait Coo est identique; ce coefficient reste donc indéterminé, et l'on pourra lui assigner la valeur donnée c.
La résolution des autres équations donnera
çpjiv étant un polynôme dont chaque terme est un produit de facteurs 6, multiplié par une puissance de c et par un entier positif et divisé par un produit de facteurs de la forme s-^-Xt^ s et t étant des entiers positifs, dont Tun peut être nul.
Le module des facteurs s -^^0 = s -h pt-h iqt est différent de zéro et croît indéfiniment avec s ou t (l'hypothèse <jr = o, /> < o, étant exclue par ce qui précède). On pourra donc trouver une limite inférieure m, telle que l'on ait
\s-hlt\'> m pour toute valeur de s et de /.
lia série que nous venons de déterminer est une solution de Téquation différentielle (17) satisfaisant aux conditions posées, solution admissible tant que la série sera convergente. Or on diminue évidemment la convergence en remplaçant partout les facteurs 5 -f- X^ par m, c par son module C
et les coefficients 6ap par les quantités -^^y limites supérieures de leur module. Or on voit sans peine que la nouvelle série obtenue est celle que Ton trouverait en cherchant à développer suivant les puissances de x et de x^ celle des deux racines de Téquation
mv = mC -+-
ç ( —jr-i
=z mC -hMv
qui se réduit à C pour ^ = o, x^ = o.
Mais cette racine est évidemment continue et monodrome tant que les modules de a: et de x^ resteront au-dessous d^une certaine limite. Donc, tant que cette condition sera satisfaite, V sera développable en série convergente suivant les puissances de X et de x^, et la série qui donne u sera a fortiori convergente.
97. Supposons maintenant X entier et positif. S'il est > 1 , posons •
V — ^ X —H xz»
L'équation transformée en z, divisée par le facteur commun x^ prendra la forme
cl sera semblable à la primitive, le premier coefficient X étant diminué d'une unité.
Par une série de transformations analogues nous pourrons
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réduire ce coeificienl à l'unité. Reste donc à considérer l'équation
Nous allons démontrer qu'elle admet pour intégrale une série procédant suivant les puissances entières de a: et ^ log^ et contenant une constante arbitraire.
Désignons à cet eSet par Aïo» • • • , Aapt • . • les modules des coefficients «lo, • • • , û^a^j • • • J par \ une quantité positive un peu moindre que l'unité, et considérons d'abord, au lieu de l'équation proposée, la suivante :
dy
(ly) X -^ — Xr-+-A,oa?=:A,o^'4-Ai,^7-H
D'après ce que nous venons de voir, elle admet comme intégrale une série procédant suivant les puissances de x et de oc^ et contenant une constante arbitraire.
Posons
Par cette substitution, nous obtiendrons, comme nouvelle forme de cette intégrale, une série procédant suivant les puissances de x et de /, et qui sera encore convergente quand ces variables seront assez petites. Pour calculer directement fes coefficients de cette nouvelle série, nous remarquerons qu'on a
d'où
dt \oc^^ — X
ax I — A
Posons maintenant
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on aura
Substituons ces valeurs de y eix -^ dans Téquation proposée et égalons les coefficients des mêmes puissances de x et de / dans les deux membres. Les termes en t se détruisent identiquement; ceux en x donneront
Enfin on aura généralement, lorsque [x + v 2> i ,
(ai) (|A-^Xv— X)C^v--(v-hi)C|t-,.v+i = ?pLv,
ffpy étant le coefficient du terme en x^^f* dans le second membre de Téquation. D^ailleurs on voit sans peine que ^ j^^y est une somme de termes de la forme
où K est un coefGcient binomial et où les indices a, ^, [Xf^ Vi, ... satisfont aux relations
Vi -h . . . -i- Vp == V.
Ces équations permettent de déterminer de proche en proche tous les coefficients C|xv en fonction de Cio, qui reste arbitraire.
Ce premier coefGcient étant supposé réel et positif, la résolution des équations précédentes donnera pour C|tv une expression de la forme
F|ty étant une somme de termes positifs dont chacun est le produit : i^ d'une puissance de C109 ^^ d'une puissance de Coi = A|o + (1 — )^)C|o, 3° d'un produit de coefBcients Aap,
4"* d'un facteur numérique indépendant de X; le tout divisé par un produit de facteurs de la forme
On remarquera d'ailleurs que le nombre de ces facteurs, qui figurent ainsi au dénominateur de chaque terme, ne peut surpasser 2 (jl -f- v — i .
Supposons en effet que ce théorème soit vrai pour tous ceux des coeflGcients dont le premier indice est < (.t et pour tous ceux dont le premier indice est égal à [x et le second indice <[v. Si nous substituons pour ces coefficients leurs valeurs dans l'équation (21), elle donnera pour C^y une somme de termes dont le premier contiendra en dénominateurs un nombre de facteurs au plus égal à
l-i-2([JL — l)-hv-hl — |z=:2[i.-i-v — I.
Dans chacun des autres termes, le nombre des facteurs en dénominateur sera au plus égal à
l-}-2{x, 4-v,— i4-...-l-2|iû-|-Vû— I=:l4-2((X — a)-+-v — p
D'ailleurs la proposition se vériGe immédiatement pour C02 î donc elle est vraie généralement. Cela posé, faisons tendre X vers l'unité.
L'expression t = r- aura pour limite celle-ci
laquelle satisfait à l'équation
dl' _ ,
L'équation (19) sera changée en
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et, SI Ton cherche à satisfaire à cette dernière par une série de la forme
(Q2) y — Cio^ -hC;i <'-h. . . 4-C;xv^î^^'''4-. . .,
les nouveaux coefficients CI seront évidemment donnés par les mêmes formules que les C, sauf le remplacement de \ par Funité.
Pour montrer la convergence de cette nouvelle série, comparons un terme quelconque T' de CJ^v ^^ terme correspondant T de Cptv Les facteurs A|oH-(i — )^)Cio, qui figuraient au numérateur de T sont remplacés par la quantité moindre A|o. Quant aux facteurs [x+Xv — \ du dénominateur, ils sont remplacés par des facteurs [jl-hv — i, qui leur seront au moins égaux si v n^est pas nul. D'autre part, si v est nul, auquel cas [i-> a, on aura
Le nombre total des facteurs du dénominateur étant
^2[A4-v — i<2(iA4-v),
on aura donc
et, par suite,
Cela posé, soit r le rayon d'un cercle dans lequel la série (20) est convergente : on aura, en désignant par M une constante,
et, par suite,
Wv<î7Tz:
La série (22) sera donc convergente dans un cercle de rajon (2 — X)"'^r.
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Revenons enGn à Téquation primitive (18) el cherchons à y satisfaire par une série
Coi étant une quantité arbitraire ayant pour module Coi. Il est clair que les coefficients cj^v seront déterminés par les mêmes formules que les coefficients CJ^v? sauf le remplacement des quantités
^io> Aio> •••» Aflip, ...
par
et que lei coefficients c^,^ auront les C^^ pour limites supérieures de leurs modules. La nouvelle série sera donc convergente pour des valeurs assez petites de x et de t/.
98. Considérons, en dernier lieu, une équation algébrique irréductible
entre j^ et sa dérivée, et de degré n par rapport à celle-ci.
Une intégrale y de cette équation sera complètement
définie si l'on donne pour la valeur initiale Xq de la variable
indépendante x : 1** la valeur initiale j'o de y^ laquelle peut
être prise arbitrairement; 2° la valeur initiale de ^> laquelle
devra être choisie parmi les n racines de Téquation
/(sS'^"^)^^-
Si l'on fait décrire à x une ligne continue quelconque,
dy .
y et -p- varieront également d'une manière continue tant ox
que X ne passera par aucun point critique.
Soit Ç l'une de ces valeurs critiques. Nous avons vu que lorsque x tend vers Ç trois cas pourront se présenter :
I** y ne tend vers aucune limite;
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a** y tend vers une valeur finie rj pour laquelle l'équation
/fê")=»
admette une racine multiple ou infinie, et -r- tend vers cette
racine.
3° y tend vers oo.
La première de ces hypothèses doit être rejelée. On pourrait, en efiet, assigner à x une valeur Ç' plus voisine de Ç qu'une quantité arbitraire e et telle : i° que la valeur correspondante de y eût son module au plus égal à une quantité fixe A; 2® que la distance du point V à chacun des points r\
pour lesquels l'équation^ = o donne pour -^ une racine multiple ou infinie soit au moins égale à une quantité fixe S.
Soit r une quantité positive moindre que S.
Pour toute valeur r/ de y qui satisfait à ces conditions, les m racines de l'équation /= o seront développables en série convergente suivant les puissances àey — yj' dans l'intérieur d'un cercle de rayon r décrit autour de V et sur sa circonférence. Elles resteront donc finies et continues. La région du plan couverte par ces cercles est d'ailleurs bornée et parfaite. Le module d'aucune de ces racines ne pourra donc surpasser un maximum fini M.
Cela posé, l'élément de fonction analytique, qui permet de déterminer la variation de y au delà du point Ç', a un rayon de convergence certaine, qui peut être assigné en fonction des deux nombres fixes r et M et qui, par suite, est lui-même un nombre fixe, plus grand que l'infiniment petit e qui représente la distance des points Ç' et Ç. Ce dernier point ne peut donc être critique, comme nous l'avions supposé.
Nous connaissons donc a priori les valeurs de y^ finies ou infinies, qui correspondent aux points critiques.
99. Soit 71 l'une de ces valeurs, supposée finie. Nous savons qu'en faisant tendre y vers t; suivant une ligne con-
venable, nous pourrons faire en sorle que -— -> ou son
inverse -7- tende vers l'une quelconque des n valeurs fournies par Péqualion
Chacune de ces racines peut être développée aux environs du point 7^ suivant les puissances croissantes, enti^'res ou fractionnaires de ^ — "n*
Soit
dx - ^
(23) _=A(7-Yî)''+B(y-7))P4-...
l'un de ces développements; /?, a, p, . . . étant des entiers sans diviseur commun.
Si/>-f-a^o, l'intégrale du second membre, prise de j^ à r,, aura une valeur infinie ; y ne pourra donc atteindre la valeur r^
avec cette détermination de ^ j pour aucune valeur finie
de X.
Si/?-+-a>o, l'intégration donnera, en désignant par \ la valeur finale de x^
A p^ » PI?
et Ç pourra être un point critique de l'intégrale j^.
Pour nous en assurer, développons, suivant les puissances
croissantes de x — Ç, celles des valeurs de {y — i\y qui s'annulent avec x — Ç. Ces développements seront de la forme
où u représente successivement les diverses valeurs c!u
radical {x — i)*^».
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On en déduit
y — ri=:{CiU-\-CiU*-{-.,,)P=CpUP-h Cp+i uP^^ -+-
On voit par là que le point Ç est en généi-al un point critique algébrique pour Tinlégrale y. Ce sera un point ordinaire, au moins lorsqu^on j arrive avec la détermination
dx
de -j- que nous avons adoptée, si le développement de^ ne
contient que des puissances de u mulliples de p -\-ol.
Ce cas se présentera si /? 4- a = i . Cette condition est d'ailleurs nécessaire. Supposons en effet qu'on obtienne, pour^ — r^,un développement suivant les puissances entières et positives de x — ç, tel que
y — T^ = Cg(œ — ^)'r-^ c^+i (^ — î)^"^* -h . . . .
On en déduira, en renversant la série,
X — S = C^ '7(7 - T.)7-H rf( j — T,)7+ ....
Comparant avec le développement (24)1 on voit qu'on doit avoir
(ji, V, . . . étant des entiers. Mais/?,/? -|- a, /? -f- p, ... n'ayant pas de facteur commun, on aura [i. = i , d'où /? 4- a = 1 . Considérons maintenant une valeur infinie de ^. Posant
y^ z= -, nous obtiendrons une équation transformée
et nous développerons les diverses valeurs de -r; suivant les puissances croissantes de z. Soit
(a5) =\sP+Bz''-^-...,
un de ces développements. Intégrons-le de 5 à zéro. Si /? -h a^o, rintégrale du second membre sera infinie. Donc^
ne pourra devenir nul ou y infini, avec cette détermination de la dérivée, pour aucune valeur finie de x.
Si /?-4-a^o, on aura, en appelant \ la valeur de x pour ^ = o,
d'où, en posant (a; — S)''"*'* = f^,
5 = c'^ £//> H- Cp+ 1 W''+* H- . . .
et enfin
Donc Ç sera, en général^ un point critique algébrique pour la fonction y^ lorsqu'on y arrive avec la détermination de la dérivée que nous considérons. Ce sera un pôle, si /? -+- a = I .
Nous avons ainsi déterminé la manière dont la fonction j^ se comporte aux environs de chaque point critique; mais la position de ces points critiques reste encore inconnue.
100. Considérons, en particulier, le cas où y est une fonction uniforme. D'après ce qui précède, ce cas est caractérisé parla condition que, dans chacun des développements précédents, /? -h a est nul ou négatif ou égal à l'unité.
Si celte condition est remplie, y^ n'avant que des pôles, sera une fonction méromorphe. Nous allons montrer qu'on peut la déterminer par des opérations purement algébriques.
En effet, -r- étant une fonction algébrique àe y^ x consi-
déré comme fonction de y sera une intégrale abélienne et aura, pour chaque valeur Y de y^ n systèmes de valeurs
Xi 4- 2ma) -h 2/?i'a)'4-. . .,
X;,4- 2ma) 4- im'iù' -^ . . ., où m, m\ . . . sont des entiers et aw, 2o>', ... des conslanles
linéairement distinctes, chacun de ces systèmes de valeurs
correspondant d'ailleurs à une des n déterminations de -j-
•pour y=Y,
L'intégrale j>^, considérée comme fonction de a:, admettra donc les périodes 20), 20)', ..., et, comme une fonction méromorphe ne peut avoir plus de deux périodes linéairement distinctes, trois cas pourront se présenter.
101. PiiEyiiEiiCks : Il existe deux périodes distinctes, ato et 2co'. — L'intégrale y sera une fonction méromorphe et doublement périodique d'ordre n,
A chaque valeur de y, finie ou infinie, et à chacune des
dx déterminations de -y- correspondront des valeurs finies de x,
une dans chaque parallélogramme des périodes. Pour que ce cas se présente, il faudra donc que, dans chacun des développements (28) et (25),/?-f-a soit égal à 1; car, s'il était nul ou négatif, ce développement ne pourrait fournir aucune valeur finie pour a:.
Cela posé, soit p(w, ^2? ff^) la fonction elliptique de Weierstrass qui admet les deux périodes 20) et 210', La fonction p{x — Xq, g2^ gz) elliptique du second ordre, sera liée ky par une équation algébrique
du second degré en^ et de degré n en p(x — Xoj gi^ gz)- 11 reste à déterminer : 1° les coefficients A, B, ... du polynôme F; 2° les invariants gQi gz. On y parviendra en développant le premier membre suivant les puissances croissantes de ^ — Xq et identifiant le résultat à zéro. On a, en effet,
D'autre part, Téquation
donne, par difTérentiation, les dérivées successives de y exprimées au moyen de j^ et -— •• Or, pour x = Xoj on connaît la valeur j^o de y et l'on a précisé, en outre, celle des racines de l'équation ci-dessus que l'on choisît comme valeur
, , . dv
initiale de-jf-- On peut donc déterminer, pour a? = ;ro, la
valeur de y et de toutes ses dérivées et, par suite, développer j^ suivant la série de Taylor.
Les équations, fournies par cette identiGcation à zéro, sont évidemment linéaires et homogènes par rapport aux coefficients A, B, ... et algébriques par rapport à g^, gz-
102. Deuxième CAS : Il n'existe qu'a ne seule période a io. — Ceux des développements (aS) dans lesquels /? + a >> o donneront chacun une série de pôles de la fonction^, ajant pour formule générale Xo H- amo) {xq restant à déterminer). Aux environs de chacun d'eux, on aura pour y un développement de la forme
•^ (X — Xq — 2mUi)P X — Xq — 2 /Alto
où p et les coefficients a^,, ..., ao, ... sont donnés par l'anal jse précédente et ne dépendent pas de m. Cela posé, l'expression
Il =
IZi.r Tii.r,
admet la période 2 w. Elle a pour pôles les points Xq-^- '^ni w, les résidus correspondants se réduisant à l'unité.
Sa dérivée d'ordre A* admettra les mêmes pôles et sera, aux
environs du pôle ^o + ^mio, de la forme
(x — Xq — 2mci))*
R ne devenant plus inGni.
On aura donc
du (-i)P'^ dP-Ui ,
le reste^ admettant la période w et les pôles de j^, sauf ceux de la série Xq-\- 2.miù. On trouvera de même
S désignant une nouvelle fraction rationnelle formée avec
e ^ cl j^ une autre fonction périodique où une seconde série
de pôles a disparu. Continuant ainsi, on pourra mettre y
sous la forme
T étant une fraction rationnelle en e^ et Y une fonction périodique qui n*a plus de points critiques à distance finie, et qui, par suite, sera développable par la formule de Fourier en une série procédant suivant les puissances positives et
néfçatives de e " . Or M. Picard a démontré que, si cette série contenait un nombre infini de termes, Téquation précédente donnerait en général, pour chaque valeur de j^, une in-
finité de valeurs de e " . Mais à chaque valeur de y correspondent n séries de valeurs de x\ et, comme les diverses
ICI
valeurs d'une même série donnent la même valeur pour e ** , cette quantité n'a que n valeurs pour chaque valeur de y. Donc la série Y sera limitée, et y sera une fraction ration-
Tix
nelle en e ^ ; on aura donc
-Kir
Pet Q étant deux polynômes entiers en e " , l'un de degré /i, Tautre de degré ^^.
J. — Cours, III. Q
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Les coefficients de ces deux polynômes se détermineront comme dans le cas précédent.
Il est aisé de trouver le critérium qui caractérise ce second cas. En effet, pour chaque valeur de y y l'équation (26) donne
en général, pour e " , /? valeurs finies et différentes de zéro ; d'où résultent pour a?, n classes de valeurs x^-h 2miù, .... Xn-i -f- 2mw, oTo, . • . , Xfi_i étant des quantités finies. Il y a toutefois exception pour les deux valeurs (finies ou
mztjc
infinies) de y qui annulent le coefficient de e " ou le terme
indépendant de e^ ; car ces valeurs donnent pour e^ une racine, ou un groupe de racines, nulles ou infinies, auxquelles ne correspond aucune valeur finie de x.
Soit, par exemple, yt la valeur de y qui annule une ou plusieurs racines de l'équation. Soit q le nombre de ces racines. Aux environs du point j^i on pourra les développer en séries de la forme
On en déduit
^ = log[p,( V -7,)''+ P,(7 -/.)'+• • •]
=r ilog(j-7,) + logLPi-t-Pi(7-J'i)''-^-- ■•]
rizi log(7— 7,)-l-ïi + ï«(/- v,)'7h-...; d'où, en prenant la dérivée par rapport à 7,
Soit de même y^ la valeur de y qui donne des racines infinies, en nombre q\ On pourra développer leurs inverses en séries de la forme
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d'où Ton déduit
Si les racines nulles ou infinies correspondaient à une valeur infinie de y, ces développements suivant les puissances de jr — y^ ou de y — y2 devraient être remplacés par des
développements analogues suivant les puissances de — = z.
Les deux développements précédents doivent évidemment faire partie de la série des développements (aS) et ('25). Donc parmi ces derniers il en existera deux qui commencent par un terme de degré — i et pour lesquels /? -+- a sera nul, cette quantité étant égale à i pour tous les autres, qui doivent donner pour x des valeurs finies.
L'identification de ces deux développements avec (27) et (28) fera d'ailleurs connaître la période co, et les entiers q^ q\
103. Troisième cas : Il n^y a aucune période, — Dans ce cas X ajant n valeurs seulement pour chaque valeur de j', et n^ayant que des points critiques algébriques, sera une fonction algébrique de y. Réciproquement, y sera algébrique en X et, comme il est uniforme, il sera rationnel. On aura donc
P et Q étant des polynômes entiers en x^ l'un de degré /ï» l'autre de degré </i, dont on pourra déterminer les coefficients comme précédemment.
Pour chaque valeur de^, on aura n valeurs de x^ généralement finies. 11 n'y aura d'exception que pour la valeur (finie ou infinie) de^ qui annule le coefficient de x'', et à laquelle correspondra une racine, ou un groupe de q racines, infinies. Les inverses de ces racines pourront être développées en séries de la forme
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d'où
dy q
Donc l'un des développements (28) [ou des développemenis (25) si la valeur de y qui rend x infini esl elle-même infinie]
commencera par un terme d'exposant — • On aura donc
pour ce développement/? -h a = — i, et pour tous les autres yy-f. a= I.
Les divers caractères dont nous avons reconnu la nécessité dans chaque cas, étant contradictoires entre eux, seront en même temps suffisants. On pourra donc a priori reconnaître dans quel cas on se trouve, sans qu'il soit besoin de tâtonnement.
10t. Comme application des résultats qui précèdent, cherchons, parmi les équations binômes de la forme
/î, )^i,)^2) • • • étant des entiers sans diviseur commun, celles dont l'intégrale est monodrome.
Les points critiques de
dx -1 -îi:i -^-'
sont a,, ûti, .... Pour l'un d'entre eux «i, on aura comme développement
D'autre part, si l'on pose^= -> on aura Téquation transformée
^(f;)"-a-.ra-«
Squàtions différe!«tibllbs ordinaires. i33
d'oà
Si donc nous posons, pour abréger,
A| Aj Aj — T~ A| — f— . • •
il sera nécessaire et suflisant que [x, [X|, [X2, . . . soient de la
forme ^ > i ou • Ces quantités satisfont d'ailleurs à
la relation
(29) [X4- jx,-h[x,4-...= 2.
Premier cas : U intégrale est doublement périodique, — Dans ce cas, a, [X|, |X2, . . . seront tous de la forme ^- »
et, par suite, au moins égaux à -^, sauf {X, qui peut être nul.
Supposons d'abord [ji = o. Il résulte de Téquation (29) que le nombre des quantités [X|, ^-2^ •••> qui sont toutes = ^, mais < I , sera 4 ou 3.
S'il y en a quatre, on aura nécessairement
|A,^m=lx3 — jx^— J, d'où \—\^—\^—\^i=:i, n = 2. S'il y en a trois, on aura, en substituant dans (29)) pour
M-n JA2i M-Sî leurs valeurs 1 > >
'^ ^ ^ ^1 /'i Pz
Pi P% Pi
Les quantités p\jp2i Pz étant supposées rangées par ordre de grandeur croissante, on en déduira
— ri, d'où Pi ^=3 ou a.
Pi
Si Pi = 3, on devra avoir
Pi=Pi=^9
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d'où
Si p% = 2, il viendra
Pt Pi a
Si p2= 4y on aura aussi
Si />3== 3, on aura
Pi = 6,
ce qui donne les deux solutions
Xi=a, X,= i, Xj— I, n--.\,
X|m3, X|:=:4> Xj-::5, H -:~ 6,
Les solutions où (x n'est pas nul se déduisent évidemment des précédentes par la suppression d'un facteur. On obtient ainsi les nouvelles solutions
X|=i Xj^= Xj^: I, n-=:2, X|i=iX,=:2, n^=z3f
X,=i I, X,ni I, /* — 4>
Xj=4, X,= 5, /l=r.6, X|=:3, X,z=5, 7*1=6.
Deuxième cas : L'intégrale est simplement périodique. — L'un au moins des nombres [x, [Xi, [X2, . . . sera égal à 1. Soit d'abord [x = o, [Xf = 1 . L'équation (29) deviendra
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les quantités [iL2, [A3, ... étant égales à i 011 de la forme
On voit par cette équation que le nombre des quantités [A2, [JL|, ... ne peut surpasser deux.
Si ces quantités sont au nombre de deux, on aura nécessairement
d'où
S'il n'existe qu'une seule quantité [jl2, on aura d'où
Xj=zXjrz:l, /i m I .
Lies solutions où [x n'est pas nul s'obtiendront encore par la suppression d'un facteur et seront les suivantes :
>.j=z2, Xjrzil, ^i HZ 2,
X|=: Xj=i I, /l = 2,
Troisième cas : L'intégrale est rationnelle. — Une des quantités [a, [a,, ... sera de la forme 9 et les autres de
la forme
Si [A = o et lA, = , [Ao = — , • • • I il viendra
^ ^ Ç ^ Pt
Pt q
On aura donc
jx,=:...= o et P%^q> d*où
l'entier q restant arbitraire.
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Enfin, si [x n'est pas nul, on aura les solutions
X,=:^-f-i, n — q, Xi=i^ — i, /i = (7.
lOo. Les considérations développées dans cette Section permettent de définir, d'une manière plus précise, les diverses sortes d'intégrales que peut présenter une équation différentielle
^y ri \
iz- -=/(^'/)-
Soit X(i une valeur particulière de la variable indépendante. A toute valeur initiale y^ donnée à j', et telle que (^o>JKo)soit un point ordinaire pour la fonction y, correspond, comme nous l'avons vu, une intégrale de l'équation différentielle, dont on pourra suivre la variation, soit dans tout le plan, soit dans une région limitée par des lignes singulières. Outre ces intégrales, ordinaires par rapport au point Xq^ et qui diffèrent les unes des autres par la valeur de la constante j^o? il peut en exister d'autres, qui deviennent infinies ou indéterminées pour x = Xq^ ou prennent en ce point une valeur ^0? ^elle que {xq^ y^) soit un point critique pour la fonction/. Ces intégrales seront dites singulières par rapport au point Xq.
Cela posé, nous appellerons intégrale générale l'ensemble des intégrales particulières qui sont ordinaires pour quelque valeur de x] intégrales singulières celles qui seraient singulières par rapport à toute valeur de x.
Il est clair que l'existence de ces intégrales singulières sera un phénomène exceptionnel. Soit en effet ¥{x^y)=^o la relation qui doit exister entre x ely pour que/présente un point critique eu Xyy; il faudra, pour qu'il y ait une intégrale singulière, que la valeur dey en fonction de x^ tirée de l'équation F = o, satisfasse à l'équation différentielle proposée, ce qui n'aura lieu qu'accidentellement.
ÉQUATIONS LIKÉliaBS. l3y
I. — Généralités
106. On nomme équations différentielles linéaires celles où les fondions inconnues et leurs dérivées ne figurent qu'au premier degré.
Ces équations jouissent de plusieurs propriétés que nous allons exposer.
107. 1° Toute équation linéaire reste linéaire si l'on change la variable indépendante.
Soit, en effet,
une semblable équation, /?o, pt, . . . , ï désignant des fonctions connues de la variable indépendante t.
Posons t=:(f(u), u désignant une nouvelle variable. On
en déduira
dx dx , , ^
Tu =rf^"P(")'
tPx ePx ,,, ^ dx ,, .
dZi = -dFf^''^-^-dif^"^'
dx d^ ic équations qui donnent -j-> -jy» ••• en fonction linéaire
de -7-> -,—r> Substituant ces valeurs, ainsi que celle
du du} ^
de/, dans Téquation proposée, on obtiendra l'équation Irans-
dx d* ce formée, qui sera évidemment linéaire en x, -r-» -7-7» •••• ^ du du^
108. 2° Soient x^ y^ ... n fonctions d^une même vaviable indépendante /, satisfaisant à un système de n équations linéaires
(i) E,=ro, ..., E«=o,
et soit V un polynôme entier par rapport à x^y^ ... et à leurs dérivées successives y dont les divers termes aient pour coefficients des fonctions quelconques de t. La fonction V satisfera à une équation linéaire dont les coefficients s'expriment rationnellement en fonction des coefficients cfe E|, . . ., E,i, Y et de leurs dérivées successives.
En effet, soient respectivement m, m', ... les ordres des plus hautes dérivées de x, y^ ... qui figurent dans les équations (i); k le degré du polynôme V. Formons les dérivées successives de V. Chacune d'elles sera un polynôme de degré k par rapport k x^y, , , , et à leurs dérivées suc-
cessives. D'ailleurs les dérivées -7-^) -rrnnT^ * •> "irn^ >
dt"^ dt"^^^ dt"^
-^-— p^, ... peuvent s'exprimer linéairement par les dérivées précédentes, au moyen des équations (i) et de celles qui
s'en déduisent par dérivation.
dW Substituant ces valeurs, on aura pour V, -yj> •••? des
expressions de la forme
T|, T2, . . . , Tp Tj, . . . étant des fonctions de /, de l'espèce
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indiquée à Ténoncé, et P|, P^, . . . des produits de la forme
où le nombre total des facteurs est au plus égal à k. Soient P| , P2, . . . , P/ les divers produits de ce genre que Ton pçut former et dont le nombre est évidemment limité. L'éliminalion de ces quantités entre les expressions (2) donne une
dW d^\
relation linéaire entre V, —r^ • • •> —r-r*
dt ar
109. 3® On sait que tout système d'équations différentielles simultanées peut être ramené, par l'adjonction de variables auxiliaires et la résolution par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, à un système normal. Si les équations sont linéaires, il est clair que ces opérations laisseront subsister le caractère linéaire.
L'étude d'un système linéaire quelconque se ramène donc à celle d'un système linéaire normal de la forme
dcc
-y- -\-ax -\-by +...mT,
dv , ^
où a, 6, . . . , ai , 6| , . . . , T, T| , ... sont des fonctions de i. Nous considérerons en premier lieu les systèmes dits sans second membre, où l'on a
T m Tj = . . . ^= o.
HO. Théorème. — Si x^y yxy • • • î ^2» y^t • • • î • • • sont des solutions particulières d'un système d'équations li-néaires sans second membre, les expressions
où C|, C2« . • . sont des constantes arbitraires, satisferont au même système d'équations.
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En effet, le résultat de la substitution de ces expressions dans le premier membre de Tune quelconque des équations proposées sera évidemment de la forme
Cl H| -t- Cj Hj -f- . • . ,
H| désignant le résultat de la substitution de x^^yi, . . . *, H2 le résultat dé la substitution de ^1,^2» •*•• Mais X|, Vil • • M ^29^^27 • • • ) • • • étant des solutions, on aura
Hi = 0, Hj=:o, ...,
d'où
Cj lïi -f- Cj Hj -H ...-::= O.
m. Considérons spécialement un système canonique formé de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre. Ce système admet la solution évidente x = o, ^ = o, ...; mais il admet une infinité d^autres solutions particulières.
Nous dirons que k solutions particulières d\in semblable système, telles que
^1» yij ^i» • • • >
^ky yki ^ky
sont indépendantes, si l'un au moins des déterminants d'ordre k formés avec les diverses colonnes du Tableau cidessus n'est pas identiquement nul.
Théorème. — Si l'on connaît k solutions indépendantes d^un système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre {k étant < ^)j on pourra ramener rintégration du système proposé à celle d^un système analogue ne contenant plus que n — k équations et à des quadratures.
Chaque solution de ce nouveau système fournira une solution du système primitif, indépendante de celles qui sont déjà connues.
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Nous admettrons, pour Gxer les idées, qu*on ait quatre
équations
dx
--r'-{-ax -h by -^-cz -\- du r=o,
-j- 4- apT 4- h^y -h Cl 5 -+- c/j « = G,
-7- -\-a^x -^b^y ->rc^z -\-d^u—o^ ai
et que Ton connaisse deux solutions indépendantes
^i> yu ^1» '^i i
Admettons qu'on ait, par exemple,
On pourra poser
j7 = C] ^1 -H Cj .r,, V = C,7, 4- C,7„
C|, C2, 2^, u étant de nouvelles variables. Effectuant la substitution et remarquant que les termes en C», C2 s'annulent (car les équations proposées seraient satisfaites si ^, u étaient nuls et C|, C2 constants), il viendra
dC,
dt
dt dC^
^î -H c Ç -h d'j dt /«"^^>^"^^»'' = °î
dCx dCi d^ Y j
rfC,
dC,
rf. "'^-sr
Résolvant par rapport aux dérivées —rry —m -r.y -r.y
dt
dt ' dt' dt
on aura un résultat de la forme
; dCs
dt
dC, dt
dl
rrrAÇ + Bu,
— A,Ç-h Bju;
dt -^»î-^««^'
au
r- A,Ç-+- BjU.
On obtiendra donc Ç et u en intégrant les deux équations linéaires simultanées (5); C| et C2 s'obtiendront ensuite par des quadratures.
Soient d'ailleurs Ç', \J une solution particulière quelconque des équations (5) (autre que la solution évidente Ç= o, u = o); et supposons, pour fixer les idées, que 'Q ne soit pas nul. Soient C'^, G.^ les valeurs correspondantes de Cl, C2* La solution
Z^ m C, Cj -4- Cij ^8 4- Ç , W, =: C'i ^/, -h C j «i H- u'
sera indépendante des deux solutions déj.^ connues o^i, y^y 2 1 , W| , ; X2'i y^i ^2> fJ"! î car le déterminant
est différent de zéro.
Jl
Jl
112. Théorème. — Tout système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre admet n solutions particulières indépendantes ^i, r», ... ; . . .;
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^m Xn^ • • • €t sa solution la plus générale est la suivante
X = Cl J?i 4- . . . -h Cn^n, j = C, r, 4- . . . 4- Cfljn, . . . ,
OÙ Cl , . . . , Cn sont des constantes arbitraires.
La première partie de cette proposition résulte de ce que nous venons d'établir, que de l'existence de k solutions indépendantes {k étant <^n) résulte celle d'une nouvelle solution indépendante des précédentes.
Pour démontrer le second point, posons
X zn C, J?, -I- . . . + Cn^ay y — C,7, -f- . . . -f- C„7„,
C|, . . . , C/i désignant de nouvelles variables. Effectuant la substitution et remarquant, comme au numéro précédent, que les termes en Ci , . . . , C/i s'annulent, il viendra
dCi (iCn _ dCi dCft
'^•^'"'■•••"^"rfr'^'"-'''
Mais le déterminant des quantités x^, Vi, . . .; . . .; x,i^ yni ' • • est ^ o par hypothèse, les n solutions données étant indépendantes ; donc
^C; _ dCn
"57"""^' •••' If"''
et Cl, . . . , C/2 seront des constantes, d'ailleurs arbitraires. 113. Soient
Ç, m g; a-, -f- . . . -+- G'„ Xn, Trji = G\ 7, -4- ... -I- C'^yny
Ç/l Cj Xl 4- . . . -T- C,, ^„, T,;, ^1 ^1 '^~« • •"+- C«;,7rt> •••
n solutions particulières quelconques du système proposé. Leur déterminant est évidemment égal au produit du déterminant des solutions X|, y\, . . .; . . . ; x^ jKw» • • • par le déterminant des constantes C, , . . ., CJJ. La condition néces-
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saire et sufGsante pour que ces solutions soient indépendantes est donc que ce dernier déterminant soit différent de zéro.
m. Les coefficients des équations différentielles proposées peuvent aisément s'exprimer au moyen d'un système quelconque de n solutions indépendant js, telles que Ç|,
Soit, en effet,
-7- H- ax -h 6/ -h . . . = o une -de ces équations; on aura identiquement
-^ -h aÇ, -h t>T<, -4- . . . = o,
et de ce système d'équations on déduira a, 6, ... exprimés par des quotients de déterminants.
115. A tout système d'équations linéaires sans second membre, tel que
^ -hfl^r -^by -f-cs — o,
^ H-aia7-f-6i/-4-Ci5=io,
dz
^ -4- a^x -H ^,7 -h Cjs = o,
est associé un système adjoint défini par les équations
^ — haX-f- ««Y -f rtjZ r= o,
dt
fit
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Les solutions de ces deux systèmes ont entre elles une llaisoâ remarquable. Pour la mettre en évidence, ajoutons les équations précédentes, respectivement multipliées par X, Y, Z, — ar, — ^', — z. 11 viendra, toute réduction faite,
_- dx dX. -, dy dY „dz dT»
dt de dt -^ dt dt dt
d'où
\x H- Y/ 4- Z2 = const.
La liaison entre les deux systèmes adjoints est évidemment réciproque. L'intégration complète de l'un d'eux entraînera celle de l'autre. Supposons, en effet, que Ton connaisse trois solutions indépendantes x^y y^^ Si ; ^2>J'2î ^aî Xj,^3, Z3 du premier système. La solution générale X, Y, Z du système adjoint sera donnée par les relations
X.r, -hY^i-r- Z5, m Cl, Xj^i-i-Y/j-h Z^.— Cï, X j?3 -h Yj, 4- Z^a — C„
C|, Cj, G3 étant des constantes arbitraires.
Si l'on connaissait seulement une ou deux solutions indépendantes du premier système, on aurait seulement une relation linéaire
X^i+Y/i-f-Z^i-Ci
ou deux relations
Xj'j-.-Y/j-hZs,— Cj.
Ces relations permettraient d'éliminer une ou deux des variables X, Y, Z des équations différentielles du système adjoint, et do ramener ainsi l'intégration de ce dernier système à celle d'un système plus simple, contenant une ou deux équations de moins.
J. — Cours, III. 10
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116. Systèmes d'équations linéaires à seconds membres. — Soit à intégrer un système d'équations linéaires à seconds membres, tel que le suivant :
—, — h ax -ir by -hcz -h du =T,
dy
-^ -\- a^x-ir biy -|-c,z -h rf, w — Tj,
dz
-t: -+- CL^x -h b^y H- c,5 -^' d^u — T3.
Considérons le système linéaire analogue
obtenu en supprimant les seconds membres.
Nous avons vu (111) que, si Ton connaît deux solutions indépendantes de ce dernier système, on peut, par un changement de variables convenablement choisi, le ramener au système suivant :
Jt =a.î:+b.«, J; =A,i; + B,u.
Il est clair que le même changement de variables, appliqué au système (6), le ramènera à la forme
^.zzAî 4-Bu 4-0, ^ ^A,C-f-B..4-0„
0, . . . , 63 étant des fonctions de t. On n'aura donc, pour déterminer Ç et u, qu'à intégrer un système de deux équa-
tioDS liDéaires simultanées; Ci, C2 s^obtiendront ensuite par de simples quadratures.
Si l'on avait obtenu Tintégrale générale du système (7)
a? =1 C| J?| -h Cj rj-i- C^X^-h C4^4,
« = Cl Wi H- Ct Wj 4- C, Wj H- C4 W4,
l'intégration du système (6) pourrait s'effectuer par de simples quadratures. Substituons, en effet, les valeurs précédentes dans les équations de ce système, en considérant Cl, ..., C4 comme de nouvelles variables. Ces équations deviendront
dCi dCi dC^ dC^ ^
dCi dCi rfC, dCi _
et donnent immédiatement les dérivées — r-'-» •••> —r-* On
dt dt
aura donc Ci, . . . , C4 par des quadratures.
117. On pourra même se dispenser de ces quadratures, si l'on connaît une solution particulière x^^y^j Zq^ Uq du système (6). Posons, en effet.
Le résultat de la substitution de ^o^^o) ^O) '^o dans les premiers membres des équations (6) détruira les seconds membres, et il restera
^ 4- aS 4- ^T) -f- c Ç -h ^u =1 o.
On obtiendra donc la solution générale du système proposé en ajoutant la solution particulière Xo, ^o> ^0? "o à la solution générale du système sans seconds membres.
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On peut enfin remarquer que, si les seconds membres sonl de la forme
T = T'4 T' -+-... , T, = T; -f^ Tj -h. . . ,
et si Ton connaît une solution particulière J^qj^'q, . . . pour un système analogue où les seconds membres se réduisent respectivement à T', T, , . . . , une autre solution particulière "^o'^o' • • • pour le cas où les seconds membres se réduiraient à T",T", , . . ., etc., on aura une solution particulière du système proposé, en posant
3r in j?Q -f- a?Q -H . . . , y '—- y^"^ jo"^ * * ' ^ •..•
Une équation linéaire d'ordre n
peut être remplacée par le système équivalent
~dr
dx"-'^ , ^
qjii rentre comme ras particulier dans ceux que nous venons de discuter. 11 convient, toutefois, d'effectuer l'étude direcliî de cette équation ; car elle fera paraître sous un nouveau jour quelques-uns des résultats déjà obtenus.
119. Considérons d'abord Téquation sans second nicnîbre d'* X d'^~^ X
S{)ient Xi Xf( des solutions particulières de cette
équation. Nous dirons que ces solutions sont iiïdépendantcs.
si le délerminaot
ar,
Xt
xf'
formé par ces fonctions et leurs k — i premières dérivées n'est pas identiquement nul.
Toute équation linéaire d^ ordre n sans second membre admet un système de n solutions indépendantes ^i , . . . , x„, et sa solution générale est
yji\ Xi -f- . . . -H Kjtff Xfiy
C,, ..., C,t étant des constantes arbitraires.
Pour établir ce théorème, nous supposerons qu'il soit vrai pour les équations d'ordre n — i et nous montrerons qu'il est encore vrai pour Téquation (8) d'ordre n.
Soit X\ une solution de cette équation (autre que la solution évidente ^=o). Posons j: = C^i, C désignant une nouvelle variable. On aura
dx _^, at
^ z^C'x,-\-^C'x\-\-Cx\,
'^''^^C-x,-^nC-'x\-h ^ii^_ilc'«-«a:;-4-....^Cxï.
at
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura l'équation transformée
ix^C^-h nx\
-ia-^(^-')^:
-h npiX^ L'équation devant être satisfaite, par hypothèse, si l'on
suppose C constant, Téquation (9) ne contiendra aucun terme
en C. Ce sera donc une équation linéaire d'ordre n — i par
rapport à sa dérivée C. Elle admettra, par hypothèse, n — i
solutions indépendantes j^2, ...ïj'w, et sa solution générale
sera de la forme
où C2, . . .; Cm sont des constantes arbitraires. Intégrant cette expression, il viendra
C:=C,-hCtJ y,dt-{-...-^Cnf yndi
X étant une quantité choisie à volonté, et Ci une nouvelle constante arbitraire.
On en déduit
*X/ — v^ d7| — Lij %Vi -T~ v-if *^t "• • • • ~^ ^/i '^/i »
en posant, pour abréger,
^î — -a?! / y^dt,
dt.
11 reste à prouver que le déterminant
oc.
n^est pas identiquement nul.
Or ce déterminant est égal à
■"1 ^"i f Jï ^' -+- 2<7i-H ^1/1 . . .
dt 4- X^Yn
dt-Y-ix\y\'\'Xyyn
OU y en supprimant les termes qui se détruisent, à
^1 / ytdt
• • ^1 / yndt
• • • yn
^ij'î
^\ya
Or chacun des deux facteurs qui composent ce produit est différent de zéro, par hypothèse.
120. Soient X| , . . . , Xrt le système de solutions indépendantes dont nous venons de démontrer l'existence, et
?i = Cj j?, -f- . . . -h C'^^ii,
un autre système de n solutions. Le déterminant
• • • Srt
C/i-1 tn-\
S| ... ^fi
est évidemment égal au produit du déterminant des solutions Xi, . . . , X;, par celui des coefficients C.
Il est donc nécessaire et suffisant, pour que les solutions Çi, . . ., \,i soient indépendantes, que le déterminant des C ne soit pas nul.
S'il en est ainsi, X\y ...,a:«, et par suite toutes les solutions de l'équation différentielle, seront des fonctions linéaires de Çi « • • • ) s/i*
121. Soient d'ailleurs Çi, \^^ ..., $„ un système quelconque de solutions indépendantes de Téquation (8); on aura
df"
Px
df"
3p4-...4-/?,|Çs=0,
Ces équations permettront d'exprimer les coerficients />i 9 ' ' 'y Pn ^T^ fonction de Çi , . . . , Ç/, et de leurs dérivées.
lâS. On peut remarquer que la condition
exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'existe entre les fonctions Xt, . . . y Xn aucune relation linéaire à coefficients constants, telle que
a|j?i4-. . .-r at»a:„~o
En effet, s'il existait une relation de ce genre, on obtien drait, en la différentiant,
et, en éliminant les paramètres ai, . . . , a/,, il viendrait
Kéciproquement, si ce déterminant est nul, x^^ X2j ...» Xn seront n solutions particulières de l'équation linéaire d'ordre n — i
On aura donc, en désignant par Xi, . . ., X/,_i des solutions indépendantes de cette équation, et par C, , . . ., CJ|_,
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des constantes,
j?i = Gj Xi -+-... H- G„_, X;,_i,
Éliminant Xi , ..., X;,_| entre ces équations, on en déduira une relation linéaire entre a: i, . . ., ^/|.
123. Si Ton connaît k solutions indépendantes j^i, . . . , x^ de Téquation linéaire sans second membre
on pourra ramener son intégration à celle d'une équation linéaire d'ordre n — A", suivie de k quadratures. Posons en effet
les G désignant k nouvelles variables, liées entre elles par les A" — I relations
(lO)
On aura, en tenant compte de ces relations,
x^ z=\ QaiX'i, ..., x^~^^=\ Q»iX\
puis
Fr désignant une fonction linéaire de C| , • . . , Ca et de leurs
dérivées jusqu'à Tordre r.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura
un résultat de la forme
G désignant une fonction linéaire de C|, • • ., Ca et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — Ar-l-i. D'ailleurs, l'équatiou étant satisfaite en supposant C|, •>., Ca constants, les termes qui contiennent ces quantités disparaîtront, et G ne
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contiendra que les dérivées C^ , . . . , C'^^ et leurs dérivées successives jusqu*à Tordre n — /r.
Cela posé, on peut tirer des équations (lo) les valeurs de C'jj, . . . , C';t en fonction de C, . Substituant ces valeurs, ainsi que leurs dérivées, dans G, on aura pour déterminer C, une équation linéaire d'ordre n — k.
Cette équation intégrée, on aura C, , . . ., C'^^, et l'on en déduira C| , . . . , C* par quadratures.
124. Supposons, par exemple, qu'on connaisse une solution particulière x^ de l'équation du second ordre
x' -^ pix' -^PfX ■= o.
Posons x=GiXi ; nous obtiendrons l'équation transformée
CJ^l-h {2X\ -h PiXi)C\ = 0
OU
Cl ^1 '
et, en intégrant,
logC'i = ~ 2 logo:, — i P\dt-\- const,
et enfin
/e~Sp -5!
e~SPxdt
A et B étant des constantes arbitraires.
L'intégrale générale de l'équation à second membre
(il) x''-\-piX'*-^-h,. .-{-pnX—T
se déduit, par de simples quadratures, de l'intégrale générale de l'équation sans second membre
(12) X"-\-piX'*-^-i-, , .-Jf-p^X—O.
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Posons, en effet,
oc i^^ 1^1 1^1 "4- . . . —H v-in ^/i)
C|, ..., C/i étant de nouvelles variables, assujetties aux conditions
On aura, en tenant compte de ces relations,
et enfin
Substituant dans Téquation proposée, les termes en C|, ...^ C;, disparaîtront et il restera simplement
Cetteéquation, jointe aux relations (i 3), donnera C'^, ...,C)/, et Ton en déduira C|, . . . , C/i par des quadratures.
On pourra d'ailleurs se dispenser de ces quadratures si Ton connaît une solution x^s de Téquation (ii). Il suffira, dans ce cas, de l'ajouter à l'intégrale générale de l'équation sans second membre.
Revenons à l'équation sans second membre
(i4) J7'»H- p^x'^-^ -\~ p^x"^-^-^ . . .-^ pnX = 0.
Multiplions-la par une fonction indéterminée j' et intégrons. Il viendra, en appliquant aux termes qui contiennent les dérivées de Xy rintégration par parties
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Si la fonction j' est une solution de Téquation linéaire
l'intégrale disparaîtra de la formule précédente, et Ton aura, pour déterminer x^ une équation linéaire d'ordre n — i, contenant une constante arbitraire.
Si l'on connaît k solutions^!, . . .,^a de l'équation (i5), on obtiendra, en posant successivement j^ =j^<, ...,^=j^';t, A' équations linéaires d'ordre n — i en .r. Éliminant entre ces équations les dérivées j:"" * , . . . , ^'»~*+* , on aura , pour déterminer j:, une équation linéaire d'ordre n — A", contenant A* constantes arbitraires.
L'équation (i5) se nomme Yéquation adjointe de l'équation (i4)- Il est clair que réciproquement l'équation (i4) est adjointe à l'équation (i 5).
127. On aurait pu arriver à l'équation adjointe (i5)cn remplaçant l'équation primitive (i4) par le système d'équations du premier ordre
~dr
dt
JJ^-'zn o,
qui lui est équivalent.
Ce système a pour adjoint le suivant :
Cl ■^ -mr m -mr m.
H-yoïX"-» — X'»-*=o,
dt dt
dX ^
équàtioivs ldiéàires. 1.57
On peut aisément éliminer X"~^, . . ., X entre ces équations. II suffira de les différentier respectivement n — i fois, n — 2 fois, etc., et de retrancher la somme des équations de rang impair de celle des équations de rang pair; il viendra
équation qui ne dififère de (i5) que par la notation.
Soit
G :- 6D'« -f- hi D"' -' 4- . . . 4- b„,,
une autre opération analogue à F (6, Z;,, . . . , />,;, ('tant des constantes comme ^/, Oi, . . . , a„).
ElFectuons successivement ces deux opérations; Topérction résultante sera
(^ette expression est la même que Ton obtiendrait en multipliant les deux polynômes F et G comme si D représentait une quantité et non ini symbole de dérivation. L'opération
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résultante sera donc indépendante de l'ordre des deux opérations F et G et pourra être représentée indifféremment par FG ou par GF.
D'ailleurs, une opération quelconque de l'espèce considérée, effectuée sur une quantité identiquement nulle, donne un résultat nul. Donc l'équation
0 = FG:f z=GFvC
admet comme solutions celles des équations
F:f=:o, Ga?=ro.
130. Soient donc 5|, 53, ... les racines de Véquation caractéristique
o — F=:aD'*H-aiD'»-*-i-. . .4- On,
[Xi, (Xo, ... leurs ordres de multiplicité. L'équation différentielle
admettra comme solutions celles des équations
Il est aisé de trouver ces dernières. Posons, en effet,
On aura
et en répétant cette opération
{D — s^)^xx — c'^^DV-xy,
Pour que le second membre soit nul, il faut et il suffit que^ soit un poljnôme arbitraire de degré [jL| — 1.
Réunissant les solutions particulières ainsi trouvées, on
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voit que l'équation admet la solution
où P,, P2, ... sont des polynômes arbitraires de degrés
Celte solution contient [X| 4- 1x2 H- . . . = n constantes arbitraires. Ce sera donc la solution générale, si elle ne peut s'annuler que lorsque toutes ces constantes sont nulles. Nous allons prouver qu'il en est ainsi.
En effet, supposons qu'on ait
PieV-hP,e'.'-h... = o.
Posons
On aura
o = H(PieM 4- P,eV -+-... )n:Il(P,eV).
Mais on a, d'autre part,
Or les polynômes (D — s^)^^ et H étant premiers entre eux, on pourra déterminer deux nouveaux polynômes M et N tels que l'on ait
et, par suite,
or=[M(D — 5,){^.-4-NH](P,e'.')=Pi^'''.
Donc P| doit être identiquement nul. De même pour les autres polynômes Po, ....
131. Si les coefficients «i, a^j . • • étant réels, l'équation caractéristique F = o a des racines imaginaires, la solution générale que nous venons d'obtenir renfermera des imaginaires; mais il est aisé de les faire disparaître.
Soient, en effet, Si -— a H- p/, ^2= a — ^i un couple de
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racines conjuguées, a leur ordre de multiplicité; nous aurons dans rintégrale générale les deux termes
— e«'[P,(cosp^4-isînp/)H-P,(cosp^ — isinpO] ==Qie«'cosp^-t-Q,e«'sinp/,
Qij Qa étant des polynômes de degré [x — i, arbitraires
comme Tétaient P| et P2.
132. Connaissant, par ce qui précède, Tintégrale de l'équation sans second membre
(i) F.r=io,
on obtiendra par des quadratures celle de Téquation à second membre
On sera, d'ailleurs, dispensé de ces quadratures si Ton peut déterminer une solution particulière de cette dernière équation.
Ce cas se présentera si T est un polynôme entier eu /,
e*', eP^ . . . , siny/, cosy^, .... Car en remplaçant les sinus
et cosinus par des exponentielles, T sera une somme, de
termes de la forme
ne",
s désignant une constante et II un polynôme, dont nous désignerons le degré par À.
Nous aurons donc à chercher une solution particulière de Téquation
(3) Fj? — ne*'.
Les solutions de celte équation satisfont à Téquation
(4) (D — 5)>^-^' Fx—{D — s)^'^^Ue''~o qui n'a plus de second membre.
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Deux cas seront à distinguer ici :
1® Si s diffère de 5|, ^2, • . •, Téquation (4) a pour intégrale générale
Pe^'H- Pie^t'H- P,eV4-. . . ,
où P est un polynôme de degré X.
Supprimant les termes qui appartiennent à Tintégrale de Fx = o, on voit que l'équation (3) doit admettre une intégrale particulière de la forme Pe*'.
2** Si 5 = 5| , l'intégrale générale de (4) sera
P'j étant un polynôme de degré jjL|4-X.
Supprimant encore les termes qui appartiennent à l'intégrale de F j: = o, on voit que l'équation (3) admet une intégrale particulière de la forme ^l^iPe*»', où P désigne encore un polynôme de degré X.
La forme de la solution particulière étant assignée dans chaque cas, il restera à déterminer les coefficients du polynôme P. Pour cela on substituera Pe''(ou /t*iPe*«') à la place de X dans l'équation (3); l'identification des deux membres donnera un système d'équations linéaires pour calculer les coefficients inconnus.
133. Exemple, — Soit à intégrer l'équation (d) y-^ -\- m^x^ cosnt.
Considérons d'abord l'équation sans second membre
—rr ■+■ ni*x:=i(D'-h m')j: = o.
Son équation caractéristique
admet les deux racines simples ± mi. Elle aura donc pour J. — Cours, III. II
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intégrale générale
Gco$ma7+ Cj sinmx,
où G, G| sont des constantes arbitraires (des polynômes de degré zéro).
Revenons à l'équation à second membre (5)
(D* -h m*) 07 1= cos ni.
On en déduit
(6) (D«4-/i*)(D*-hA/i«)^=:(D»-h/i*)cos/i^™o,
I® Si n^^m^y cette dernière équation aura pour intégrale générale
\cosnx -+- Aj sinnx 4- G cos m a? 4- Gi sin/nj:,
où A, A|, G, G| sont des constantes arbitraires. L'équation (5) a donc une intégrale particulière de la forme
\cosnx 4- Aj sinnx.
Substituons cette expression dans (5), il viendra
( — /i*4- m*)(Acos/ia7 -+- Aj sinnx)ziz cos/io:,
d'où
A =1 — i» Al 1= o.
L'intégrale générale de (5) sera donc
^ ^ . cosnx
Lcosmx •+- Cl sinmx h r :
2® SI n'^= m^, les équations (5) et (6) deviennent
(5)' (D*-h m») X = cosmt,
Gette dernière a pour intégrale générale
(G -H AO cos/n^4-(G,-h Ai/) sin mt et (5)' admettra une intégrale particulière de la forme
t{Acosml -+- A, sinmt).
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Celle expression, subslituée dans (5)'^ donne 2m( — A sinm^ -+- Aj cosm^) =: cosm^,
d'où
2/n LMnléçrale générale de (5)' sera donc
t co% mt
C cosmx -h Cj sinm^ -t-
134. Considérons un sjslème d'équalions linéaires à coe(fîcienls conslanls el sans seconds membres. Nous supposerons, pour fixer les idées, que ces équations soient au nombre de trois. Elles seront de la forme
L,a'-+-M,j-4-N,5 — o, LjO: -h Mfj' M- N,s ■= G.
L, M, ... désignant des facteurs symboliques tels que
aD"M- tzi D'»-* -H . . . -f- a,;,.
Soit
X — aDl*-4-ajDl^-*-h...,
une autre opération diiTérentielle quelconque. On a évidemment
X(L;r-4-My-HN2)=o.
On pourra donc remplacer le système (7) par le système obtenu en multipliant symboliquement une de ses équations par X et l'ajoutant à une autre, par exemple, par le système
(L -f- XLj)^ -h(M H- XM,)7 -+-(N -f- XNt)j5 = G,
L, X -h Mj/ -H N, 5 — 0,
On peut faire subir au système une autre genre de transformation.
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Soit xf une nouvelle variable définie par la relation
On pourra remplacer le système proposé par le suivant
L a;'-i-(L X-hM )7-»-N 5—0, Lta?'^-(L,X-^ Mj)/-hN,5riro,
Ces deux sortes d'opérations (combinaison des équations données et changements de variables) vont nous permettre d'intégrer le système.
Soit A le déterminant
A- L, Ml N,
/ ni n /, m^ n^
Soient
ses mineurs; o leur plus grand commun diviseur.
Multiplions la première équation (7) par^;» la seconde par- 9 la troisième par -^ et ajoutons^ il vient
o in
L/4-L,/,-t-L,/, M/-i-M^/,-hiVf,/,
N/H- Vh-IVî.
ou, d'après les propriétés des mineurs,
-^XzziO,
On trouvera de même
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Donc x^y^ s satisfoot à l'équation dlfférenlîelle unique
dont nous savons déterminer l'intégrale générale. On aura donc, en désignant par.Ç|, .93, ... les racines de l'équation caractéristique, par [jL|, [jl2, ... leurs ordres de multiplicité^
Pi, Qi, R, étai:t des polynômes de degré |A| — i; P2, Q2, Rj des polynômes de degré [A2 — i , . . , .
Substituons ces valeurs dans les premiers membres deséqualions (7) et identifions le résultat à zéro. Nous obtiendrons un certain nombre de relations linéaires entre les coefficîenis de ces polynômes, et la solution contiendra autant de constantes arbitraires qu'il restera de coefficîenis indéterminés.
136. Si les équations proposées avaient des seconds membres de la forme
n, III étant des polynômes de degré ^X, on les ferait disparaître en multipliant les équations données par le facteur symbolique
et l'on serait ramené au problème précédent.
Celte analyse sommaire suffît pour obtenir la solution générale, sauf le cas où A est identiquement nul. Mais pour traiter ce cas exceptionnel, et aussi pour déterminer a priori dans le cas général le nombre des constantes arbitraires, il nous faut serrer la question de plus près.
137. Nous considérerons le système proposé comme d'autant plus simple que le degré minimum de ceux des coefficients L, . . . , N2 qui ne sont pas identiquement nuls sera plus petit. Ceci admis, proposons-nous de simplifier progrès-
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sivement le système par les opérations indiquées ci-dessus (addition de lignes ou de colonnes).
Soit, pour fixer les idées, M| le coefixient de degré minimum dans le Tableau
Li M, N, L, M, N,.
Civisant M par M|, on pourra écrire
M^XM,-hR,
R étant de degré moindre que M| si M i ne divise pas M et pouvant être pris égal à M| si M| divise M. Dans le premier cas, le système
L-XL, M-XM,=:R N-XN, L, Ml N
sera plus simple que le proposé. Dans le cas contraire, il aura deux coefficients égaux à la seconde colonne.
On pourra de même, ou simplifier le système, ou le remplacer par un autre, où M2 soit remplacé par M| . On obtiendra ainsi un système de la forme
V M, N' Li M, Nj
Si l'un des coefficients L', N', L, , Ni , Li, N'a n'est pas divisible par Ml, on pourra simplifier le système (par des additions de colonnes). Sinon on pourra rendre V et N' égaux à M|.
Nous sommes ainsi parvenu à un système où tous les coefficients sont des multiples du premier.
Soit généralement
A AjA A,A
Ba B,A B,a Ga GjA CjA,
un semblable système. Par des soustractions de lignes, puis de colonnes, on pourra faire disparaître les coeffîcients de la première ligne et de la première colonne, sauf le premier, et Ton obtiendra un système de la forme
o Cj A C'j A.
Si B',, B'jj, C'j, C!j ne sont pas nuls à la fois, on pourra de même remplacer le Tableau partiel
par un autre, où le premier coefficient sera un multiple de A, tel que AAr, le second et le troisième seront nuls, et le dernier sera un multiple de AA|tel que AA| A2.
Le Tableau est ainsi ramené à la forme canonique
o AA, o o o AA1A2.
Une partie des transformations que nous avons fait subir au Tableau sont dues à des changements de variables. Soient Ç, 7|, JJ les dernières variables indépendantes adoptées. Elles seront définies indépendamment les unes des autres par les équations linéaires
(8) AÇ=0 AA,7i:zzO, AAiA,Ç = o.
Le nombre des constantes arbitraires sera égal à la somme des degrés des polynômes A, AA| , AA| A2 ou au degré de leur produit. Or ce produit est égal à A, car les additions de lignes ou de colonnes ne changent pas le déterminant.
On voit aisément qu^elles laissent également inaltérés : i^ le plus grand commun diviseur 8| des mineurs du premier
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ordre, le plus grand commun diviseur §2 d^s mineurs du second ordre, clc. Or, sur la forme rédi ile du Tableau, on a
Ces équations permellraient de déterminer a priori A, A,, A3 à l'inspection du Tableau primitif.
138. Si le premier coefficient A se réduit à une constante, In première équation (8) ne sera plus une équation dilTérentielle, mais donnera Ç ^= o. Si A| se réduit aussi à une constante, on aura de même t\ = o, etc.
Enfin, si A est nul, un ou plusieurs coefficients A, A|, Aj seront nuls. Soit par exemple A2=o. Les deux premières équations (8) détermineront encore $, 7^; mais la dernière devenant identique, la fonction X^ restera arbitra rj.
139. On peut ramener aux équations à coefficients constants les équations linéaires de la forme
Posons en effet
a^-hP— e", d'où ^dtrrzc''du\ on aura
dx _ dx
dt du
et, en général,
dt^ - ^ r^, P;^ désignant une fonction linéaire à coefficients constants
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de 77-» •••» -^f-k ^" effet, si celte proposition est établie
pour le nombre /r, elle sera encore vraie pour A: -4- i ; car on aura
dt''^' du
Substituant ces valeurs dans Féquation proposée, on aura pour déterminer x en fonction de u une équation linéaire à coeflicients constants.
Si Téquation caractéristique correspondante a ses racines inégales, Tintégrale générale sera de la forme
S'il y a des racines multiples, à chacune d'elles, s^^ correspondra comme solution une expression de la forme
e'.»(C 4- Cl // 4- ... -h C;x-i "•*"')
Considérons une équation linéaire sans second
membre
dont les coefficients soient uniformes en / et niaient que drs points critiques isolés.
Nous avons vu (H9) que la forme générale de ses intégrales est la suivante
OÙ C|, ...,0/1 sont des constantes, et ^1, , . .^ Xn un système quelconque de n intégrales indépendantes. Nous savons
en outre (92) que ces intégrales n*ont pas d'autres points critiques que ceux des fonctions pi, • . • , p„.
Cherchons comment se comportent ces intégrales lorsque la variable indépendante t tourne autour d'un de ces points critiques, que, pour plus de simplicité, nous supposerons situé à l'origine des coordonnées.
L'intégrale considérée x varie avec ^, mais sans cesser de satisfaire à l'équation dififérentielle. Lorsque t revient à sa valeur initiale, p\, • » ■ ^ pn reprenant également leurs valeurs initiales, l'équation dififérentielle redevient ce qu'elle était primitivement; et l'intégrale transformée, devant satisfaire à cette équation, sera de la forme
En particulier, soit xi l'une quelconque des intégrales indépendantes j:,, , . ,, Xn\ elle sera transformée en une expression de la forme
C(^ ^1 4- ... -f- Cin ^n y
de telle sorte que la rotation de / autour de l'origine aura pour résultat de faire subir aux intégrales x^, . . . , Xn une substitution linéaire telle que
Xx c,, ^1 4-. . .-f- c,«jr
Le déterminant des coefïicienls c sera d'ailleurs différent de zéro; car, s'il étail nul, les intégrales transformées seraient liées par une relation linéaire, qui continuerait d'avoir lieu en faisant rétrograder t en sens contraire de son mouvement primitif. La même relation subsisterait donc entre les intégrales primitives X|, ..., Xn-, contrairement à l'hvpothèse faite, que ces intégrales sont indépendantes.
Soit
yn^^nxOC 4-...4-a„„a?„
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UD autre système quelconque d'intégrales indépendantes. La substitution S, opérée sur les x^ remplacera les j^ par d'autres fonctions linéaires des x^ ou, comme les x s'expriment linéairement au moyen des y, par des fonctions linéaires desj'.
La rotation autour de l'origine aura donc également pour efiet de faire subir aux y une substitution linéaire. Nous pouvons nous proposer de profiter de l'indétermination des coefficients a pour simplifier le plus possible l'expression de cette substitution.
Cherchons tout d'abord s*il existe quelque intégrale
qui se reproduise multipliée par un facteur constant. f. Il faut pour cela qu'on ait
= 5(2,0-54-.. . -h «/i ^« ) ; d'où les équations de condition
(c,,--5)ai4-Cçiaj
. . .4-C„,a^ = 0, . . . -f- Cfi^ 3t,| m O^
\ C,„a, -|-Cj«a,H-. ..-h (C,,„— 5)a„=::0.
Les coefficients a,, . . . , a/i ne pouvant être nuls à la fois, il faudra que le déterminant caractéristique
Cu — s
îl
^li ^îi *
Ct,
• • • ^nn ^
s'annule.
Supposons d'abord que l'équation A = o ait n racines inégales 5|, ..., 5^. Soit 5/ l'une d'elles. En la substituant dans les équations (i) elles deviendront compatibles et détermineront les rapports des coefficients a. Il existera donc
une fonction^/ qui se reproduira multipliée par 5/. D*aIIleurs les n fonctions y% ,..., ^/i ainsi obtenues sont indépendan tes ; car, si elles étaient liées par une relation
la même relation devant subsister constamment entre leurs transformées, on aurait, en faisant faire n — 1 révolutions successives autour de Torigine à la variable tj
^i-5| Ji -+-••• H- <^« *//>•/!
^i^î *J H-...-HC/i^r'j«---^>
équations incompatibles, car le déterminant
Sx
cr
n^est pas nul, s^^ s^, ..., Sn étant inégaux; et, d*autre ps^rl, les intégrales C|^i, . . . , Cnyn ne peuvent être toutes nulles. Donc, en choisissant ^1, ..., yn comme système d'intégrales indépendantes, la substitution S prendra la forme très simple
yn ^n y n
142. Si nous avions choisi un autre système quelconque dUntégrales indépendantes, tel que 3|, . . . , Zny la substitution S aurait pris une forme telle que
^1 "II -^1 ^~- • • "H «1/, ^rt
^n "rtl *^l "^ • • • ~^" "//« ^n
j-, , . . . , jK/i deviendraient des fonctions linéaires de 2| , . . . , c^. lesquelles se reproduisent respectivement multipliées par
Ces miillipHcateurs devront satisfaire à l'équation
^n— -5 d^i ... dni dit d^i—s ... d„i
din difg ... d„n — s
Cette équation doit donc être identique à l'équation A == o, qui a les mêmes racines. On voit donc que les coefficients de Féquation en s ne dépendant pas du choix des intégrales indépendantes : ce sont des invariants.
143. Les résultats sont un peu plus compliqués lorsque l'équation en 5 a des racines égales. Nous allons établir la proposition suivante :
On peut toujours trouver un système d'intégrales indépendantes formant une ou plusieurs séries y^, . . . , y„t ; y\f •••» ym'y ••• ^^'fe* yw^ S remplace les intégrales d'une même série, y ^^ . . . , y^, . . . , >*,« respectivement par
Siy^j ..., Si{y^-hyp^^), ..., */0';/iH-J//i-i), Si étant une racine de V équation caractéristique.
Ce théorème étant supposé établi pour les substitutions à moins de n variables, nous allons démontrer qu'il subsiste pour une-substitution S à /i variables.
Soit S\ une des racines de l'équation caractéristique. Il existe une intégrale y que S multiplie par s^. En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives X\^ S prendra la forme
X2, ..., X« étant des fonctions linéaires de jt^, ..., Xa^ et aura pour déterminant caractéristique
(.Ç,~5)A':zz:A,
A' désignant le déterminant caractéristique de la substitution
CHAPITRE II
Nous pourrons par hypothèse changer de variables, de manière à mettre S' sous la forme
^it • • • 1 y m ^iy\ » • • • > ^iKym "^ ym~\) r'iy • • • » /m' *i'7i ^/' (//n' -+" /m'- 1 )
011 5/, Si', . . . sont des racines de A'= o.
Ce même changement de variables, opéré sur S, la réduira à la forme
ri»
y \i • • • » y ni
x',7, ...,5/'(/„,'-Hj;„'.,)
Changeons de variables en posant
yk 4- «^ r == Yjk.
S remplacera Y| , . . ., Y;^, . . . par ^i7i -+- ^i7-+- «1^1/ — ^/Yi-t- fx,j,
x:nj
^1(7*+ n-i) -H >^*.r -+- ^kSiy — ^/(Yx-h Ya-,) -+- 1XJ5.7,
en posant, pour abréger,
Xj-h a,(5, — 5/) = ix,,
X* -+- «aC^i — - Si) — ^k-\ Si= [A;,.
La substitution S aura donc conservé sa forme générale; mais on peut disposer des indéterminées ai, . . ., aj^, . . . de manière à annuler tous les coefficients [x si 5|^5/, tous ces coefficients, sauf le premier (X|, si St = 5/.
Nous pourrons faire disparaître de même les coefficients).' (sauf le premier, si 5/v=^ 5|).
Nous pouvons ainsi ramener S à une forme IcUe que la
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saivanle :
. . . , Zp'
.Çj Y, 4- ii|/, . . . , 5, ( Y
^iY',4- ji', X, ..., .ç,(y;
5,Zi,
, 5, (Zp -H Z„_,)
144. Supposons que, parmi les coefficients [X| , [a'^ , ... que contient encore cette expression, il en existe au moins deux (X| et [x'f qui ne soient pas nuls, et soit, pour fixer les idées, m'^ni. Prenons pour intégrales indépendantes, à la place de Y', , . . ., YI„ , les suivantes :
S remplacera évidemment U4, ...» Ua, . . . par
de telle sorte que le terme ^^y aura disparu.
On pourra ainsi faire disparaître tous les termes en y^ sauf un seul, tel que |X|j>^.
Supposons donc que [Ji,,... soient nuls. Si [Ai<o, on n^aura qu'à poser
pour ramener S à la forme canonique cherchée
Yo> Yj, .
Y Y' • • > • ■ » • Zj, Zj, .
Si fX| était nul, S aurait déjà * la forme demandée, la première série de variables étant formée de la seule variable y.
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145. La substitution S étant ramenée à la forme canonique que nous venons d^indiquer, soient j'o^J'i? •••>^a une des séries formées par les nouvelles intégrales auxquelles elle est rapportée ; 5 la racine correspondante de Téquation A = o.
Proposons-nous de déterminer la forme générale de ces intégrales.
Posons, pour abréger, — ^.log^ = /• et faisons
les z étant de nouvelles inconnues. Lorsqu^on tourne autour de l'origine, f se reproduit multiplié par e^'^"':=5; donc les z devront subir Taltération suivante :
Pour trouver la forme générale des fonctions qui jouissent de celte propriété, nous remarquerons que la fonction
— Aost s^accroît de Tunité par une rotation autour de Tori-
giue. Si donc nous posons
^»=ï^-^^^'» "" ^'^ n^—Jc '
cette rotation changera 0, en 0| + i et, plus généralement, 6t
en
^OA-hO^..^.
_ Qi(Oi--i)...(0| — A-4-0 1 . 2 . . . /i
Posons maintenant
-*= 0^ Mo 4- 0;t_i Wj 4- . . . 4- li;,y
//o, {^1 , . . . , ii/t étant de nouvelles fonctions. Pour que Zq^ . . .,
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5k subissent la transformation demandée par une rotation autour de l'origine, il sera nécessaire et suflisant que u^^ . . ., itk restent invariables.
On obtiendra donc, en remplaçant les fonctions 6|, . . ., Oj^ par leurs valeurs en /, pour les intégrales cherchées j'o» •••! /A> des expressions de la forme
j, =:r(M,log/-+-NO,
Mqj M{, ..., N|, ... étant des fonctions monodromes aux environs de l'origine. Ces fonctions s*expriment, d'ailleurs, linéairement au moyen des k -\- i fonctions distinctes Wq^ • • •? Uk' En particulier, les fonctions Mo, M|, . .., Ma de la première colonne ne diffèrent que par des facteurs constants.
146. Les fonctions monodromes Mo, Mf, N^, ... seront développables en série suivant les puissances positives et négatives de t. Si la série des puissances négatives est limitée pour toutes les fonctions qui figurent dans une des intégrales ci-dessus, celte intégrale sera dite régulière aux environs du point / = o.
11 est intéressant de reconnaître dans quel cas l'équation proposée admet un système d'intégrales indépendantes toutes régulières. M. Fuchs a établi à cet égard le théorème suivant :
Pour que réqucUion
admette n intégrales indépendantes régulières aux environs du point tz=n, il faut et il suffit que, pour chacun des coefficients de U équation, tel que pi^ le point t = o soit un point ordinaire, ou un pôle dont f ordre de multiplicité ne surpasse pas /.
J. — Cou/ s, 111. 13
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Démontrons d^abord que cette condition est nécessaire. Il est manifeste, en premier lieu : i® que toute expression régulière, telle que
r(Mlog'^-4-Nlog'-'^
a une dérivée
rf-(Mlog'^-h...-4-R)
iMlog'-»/
'log'/-f:...)
également régulière; a° que lout produit d'expressions régulières est une expression régulière.
Si donc les intégrales ^i, . . ., j^/i d'une équation d'ordre n sont régulières, les coefficients de l'équation, mi<(e sous la
l'orme
J7« JÎ
seront des sommes d'expressions régulières, telles que (2) r(Mlog'^-h...)-+-^'''(M, log^^'-H.. .) 4-
D'ailleurs, lorsque t tourne autour de l'origine, yt^ . . .^y» subissant une substitution linéaire, leurs dérivées d'un ordre quelconque subissant la même substitution, les coefficients, qui sont des déterminants formés avec ces quantités, se reproduiront multipliés par le déterminant S delà substitution.
Or, pour qu'une expression de la forme (2) jouisse de cette propriété, il faut manifestement que les logarithmes disparaissent et que les exposants r, ri , . . ne diffèrent de la
quantité — :log8 = ^ que de nombres enliers. Les coefficients de l'équation seront donc de la forme ^PP, P étant une fonction de la même espèce que M, M|, ..., c'est-à-dire a^^ant un point ordinaire ou un pôle au point / = o.
Si maintenant nous divisons l'équation par le coefBcieut
de la plas haute dérivée, t? disparaîtra et il viendra
les coefficients /7| , . . . , pn étant des quotients de fonctions pour lesquelles / = o est un point ordinaire ou un pôle, et jouissant évidemment de la même propriété.
Il reste à montrer que Tordre de multiplicité du pôle ^ = o pour le coefficient /7| ne peut surpasser i.
Posons à cet effet
\ étant une nouvelle variable et T une fonction de t qui soit de la forme
T--zzC^P-|-Cj^P^*H-
Nous obtiendrons une équation transformée
dt''
dt''-*
OU. en divisant par T,
dF-^rT-^'Vdï^
npi
-+-... :zz O.
Si l'équation primitive a ses intégrales régulières, il en sera de même de cette nouvelle équation, dont les intégrales s'obtiennent en multipliant les précédentes par l'expression régulière
- —t-?{d'\'dil-h...).
D'autre part, ^ = o étant un pôle d'ordre i pour y'
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d'ordre 2 pour •=-,•••> on voit que, sî ce point est un pôle
d'ordre k au plus par rapport à chaque coefficient pk de Téquation primitive, la même propriété subsistera pour l'équation transformée.
Réciproquement, si l'équalion transformée jouit de cette propriété, l'équation primitive, qui s'en déduit par la substitution
la possédera également.
Il suffira donc, pour établir le théorème pour Téquation primitive, de le démontrer pour l'équation transformée.
Cela posé, il résulte de l'analyse du n^ 145 que l'équation en X admet nécessairement au moins une intégrale ^'0 = ^^Mq dépourvue de logarithmes. Cette intégrale étant régulière, par hypothèse, sera de la forme (3). En la prenant pour T, la transformée en Ç, admettant comme intégrale la constante 1 , ne contiendra pas de terme en \ et se réduira à la forme
Posant -r = $', on aura l'équation d'ordre n — i
dont les intégrales, étant les dérivées de celles de la précédente, seront encore régulières. Si donc le théorème est supposé vrai pour les équations d'ordre n — i, /= o sera un pôle d'ordre k au plus pour qk- Le théorème sera donc vrai pour l'équation en Ç et pour l'équation primitive en x,
11 suffit donc d'établir le théorème pour les équations du premier ordre. Or soit
(Le
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nne semblable équation ^ si elle admet une intégrale régulière, elle sera de la forme
Or, si ^=: o est pour/7| un pôle dont Tordre (x de mulliplicîté soit >- 1, de telle sorte qu'on ait
et qu'on substitue pour j; une valeur de la forme T, le résultai de la substitution contiendra un terme act~V-'^'' de degré moindre que tous les autres et qui ne pourra se réduire avec cux^ donc il ne pourra pas exister d'intégrale régulière.
148. Réciproquement, nous allons établir que toute équalion diflérentielle qui satisfait aux conditions énoncées a n intégrales régulières.
Multiplions Téqualion par t" ; il viendra
'dF
-\-pit.t
'dF^
L'origine étant, par hypothèse, un point ordinaire pour les (onctions p^l, p 2 1^ y ..., on pourra écrire
Soit p, un rayon de convergence commun à ces séries;
OB aura
M désignant une constante.
Si nous substituons dans le premier membre de l'équation proposée la valeur x = f, nous obtiendrons le résultat suivant
F(r)r-f-c),(r)r^-i-f-cp2(r)r-^»H-...-=4»(/,r)r
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en posani, pour abréger,
r(r— -i)...(r— n4-i)4-aor(r — i)...(r — /i-!-2)
4- 6mr(/- — i). . .(r — /i -h 3) 4-. . .= <pm('')- En substituant la valeur
on obtiendrait évidemment comme résultat
— r4»(/, /•)rir:*rlog^^-f-X3-rlog^-«^
dr Or
dr* "^ dr
Nous nommerons équation déterminante Téquation de
degré n
Groupons ses racines en séries, en réunissant ensemble toutes celles dont la différence est nulle ou égale à un entier réel. Nous allons démontrer qu'à chaque série contenant/?/ racines correspondent m intégrales régulières de l'équation.
149. Admettons, pour fixer les idéesj que nous ayons une série contenant quatre racines, dont deux égales à a et deux égales à a 4- /, i désignant un entier positif. Nous allons obtenir une intégrale régulière de la forme suivante
( x=yt*'^V-{c^,-hc'^,\ogt) (4) { .
■> t^^V-(c^-\- Cjxlog^ -4-. . . -+- Cjlog»/),
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dans laquelle quatre des coefficients c resteront arbitraires, ce qui donne bien quatre intégrales particulières distinctes.
Substituons en effet la valeur précédente dans Téquation proposée, et égalons à zéro les coefficients des termes en
t^^v-logUy /«^-l^log»/, /»+l*log^ ^*^»*;
il viendra
F (3t4-îx)cj;-h«p,(a-h:Ji-
,-4-«p,(a4-fx-
■2)cj;_
F (a4-fx)cji4-<x>i(a-hu —
oc;.
,4-«p,(at4-{x-
F'(a.-+fx)cjH-cp;(a-f-fx
OcJ-
,-+-cp;(x-+-{x-
F (a-htx)c'j,-+-«p,(a-f-(x
■2)Cpt-i
-h 2 [F'(« -h (x)cjt-h©'i(a -h {X ~ 1
-^3[F'(a + jx)c;:4-cp;(aH-|x-i
F(at-i-(x)cjj,-h?,(a-h!x
O^ix-
,-h<p,(a-hîx
-i-F'(«H-|x)cJjL-l-'f',(a-h;x —
-2)cji_
-+-F'(a -+- fx)c;-h ^'(a -f- jx-i
-hF^'Ca-h {x)cj-h?7(a4- (JL — 1
2 ) C(jL-|
. mo,
Dans les deux premières équations, on aura à donner à |a toutes les valeurs de i à oo , dans les deux dernières toutes les valeurs de o à oo ; d^ailleurs les séries qui forment les premiers membres se limiteront d'elles-mêmes, ceux des coefficients (f^ c'" dont l'indice serait -< i et ceux des coefficients c, c' dont rindice serait < o étant identiquement nuls.
Pour toute valeur de (x supérieure à /, F(a 4- (x) étant ^ o^ ces équations donneront cj[, cj^, cj^, c^ en lonction des coefficients d'indice moindre. Pour [x = t les deux premières équations deviennent identiques, car elles se réduisent à
F(a4-i)c7=ro, F(a-+-t>'-^3F'(aH-l)c7=o;
et a -i- 1 étant racine double de l'équation déterminante, F(a-hi) et F'(a 4-0 s'annulent; mais F" (a 4- i) étant ^o, les deux dernières équations détermineront cj, c].
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Si « > (X > o, il ne reste plus que deux équations qui déterminent c^, Cu en fonction des coefCcients précédents. Enfin, pour |x = o, ces équations deviennent identiques. La détermination des coefficients peut donc toujours se faire, et il en reste quatre arbitraires, à savoir c), c,, c^, Co»
ISO. Il reste toutefois à prouver la convergence de la série obtenue. Pour l'établir, nous remarquerons que F(a-f-[x) étant un polynôme en (x d'ordre n les valeurs de cj^, . . ., c^ en fonction des coefficients précédents fournies par les équations (5), lorsque ijl> i, seront delà forme
-^ PiAv?x (* -f- ;x - À ) -4- . . , -+- P3*v?x(a "+- (^ — >0]^Ïl-X (À zir I, 2. . . . , [X, v=iO, 1,3,3),
PoAvy • • • 9 I^3vA étant des fonctions rationnelles en |a, dont le dénominateur est d'un degré au moins égal à celui du numérateur (et dont quelques-unes sont nulles).
Nous obtiendrons évidemment une limite supérieure du module des coefficients cherchés en remplaçant les fonctions P» ?x(3t H- [J^ — ^)) etc., et enfin les coefficients c^x par des limites supérieures de leurs modules.
Or les fonctions P tendant pour (x = oovers des limites déterminées, leurs modules seront constamment inférieurs a une quantité fixe 0|.
Nous obtiendrons, d'autre part, une limite supérieure du module de Texpression
ox(a-+- (A — X)
riraxCa-t-H"- — ^)(^-^lJ^ — ^ — 0...(5t-HîA — X — /H"2) -}-^(a-hfi— X)(x-f-fx— X — i)...(aH-|x — X — /1-+-3)
en remplaçant ai, bx, ... par la limite supérieure de leurs modules -y et les facteurs a -|- jjl — A, ... par [ a | H- ui -h /i.
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On trouvera ainsi
I?X(« H- l* - X)|^-t[(| « I -+- îx 4- /i)"-» -f- (ja|4- fx -h /J^-'-f- . . .
O2 désignant une quantité limitée.
Le même procédé donnera
0 désignant une quantité fixe.
O'tte formule n'est établie que pour les coefficients donl rindice inférieur surpasse î; mais, les précédents étant en nombre limité, on pourra toujours prendre 0 assez grand pour qu'elle soit encore satisfaite pour ceux-ci.
Faisons successivement A* =2= o, 1,2^ 3, ajoutons et multiplions par pi*; enfin posons, pour abréger,
9^{\cy,\'^\cl,\-hc;,\-h\c';\)^dy,; il viendra
et, en changeant (x en (x 4- 1 ,
lS6 TROISlftHB PARTIE. — GQAPITBE II.
et. en continuant ainsi,
En posant m = oo , la série entre parenthèses est convergente, pourvu qu'on ait pris [X ^ 4^1 les quantités </oi ^1» •••» e/(i, . . . sont donc toutes inférieures à une limite finie N. A fortiori, chacune des quantités
restera < N ; donc la série (4) sera convergente dans un cercle de rayon p.
15i. Si la valeur de c'J déduite des équations (5) s'annule (il faut pour cela qu'un certain déterminant, qu'il serait facile d'écrire, soit égal à zéro), tous les coefficients c^, qui s'expriment linéairement en fonction de celui-là, s'annuleront également, de sorte que tous les termes en log'^ disparaîtront de l'expression (4).
Si l'on a en outre c*= o, les termes en log^^ disparaîtront aussi; mais, c'^ et c\ étanl arbitraires, il restera toujours des termes en log^.
Pour que les logarithmes pussent disparaître entièrement de l'intégrale, il serait évidemment nécessaire que la série de racines que nous avons considérée ne contînt que des racines simples.
Remarquons enfin qu'il peut se faire que les racines de l'équation déterminante soient des entiers positifs et que les intégrales ne contiennent pas de logarithmes. Dans ce cas, le point ^ = o ne sera pas un point critique pour les intégrales.
Ainsi l'équation
t-^ -h(— m4-ai/-h ai^=-4-.. .)a? = o, où m est supposé entier et positif, a pour équation détermi-
nante
et son intëg^rale sera de la forme
152. Nous venons d'établir que, lorsque Téquation diflTérentielle proposée a toutes ses intégrales régulières, on peut les obtenir par la méthode des coerficients indéterminés. Sachant d'ailleurs que, lorsque t tourne autour de Torigine, f se reproduit multiplié par e"^' et logf se change en log^ + 2 ICI, on voit aisément, par la comparaison des développements obtenus, quelle est la substitution que cette rotation fait subir aux intégrales.
153. La question se présente moins simplement dans le cas général où Téquation différentielle admet des intégrales irrégulières, car on ne peut les obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. On peut employer dans ce cas le procédé suivant :
Traçons trois cercles K, K', K'' se croisant à Torigine {fis* 0 ^^ d'un ravon assez petit pour ne contenir aucun des autres points critiques. Soient a, a\ ci' les centres de ces cercles.
Fig. I.
Soit, d'autre part, X|, . . ., X;, un système de n intégrales indépendantes. On peut supposer que chacune d'elles est définie par la valeur qu'elle prend, ainsi que ses n — i pre-
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mières dérivées en un point t =^ b pris à volonté dans le cercle K.
Tant que f, partant de cette valeur initiale, restera compris dans le cercle K, Tintégrale générale de Téquation sera de la forme CxX^-{- , . .-{^ Cn^n'i ^\i -••^Xn étant des séries convergentes procédant suivant les puissances de / — a et Cf y . , . j Cn des constantes. On aura donc, tant que / restera dans ce cercle,
(6) X/=Cj/a?i-+-. . .H-Crt/j?„.
En exprimant que le second membre de cette égalité et ses n — I premières dérivées prennent au point b les valeurs qui définissent X/, on aura un système d^équations linéaires qui détermineront les coefficients c.
Supposons que / sorte de ce cercle pour entrer dans le cercle suivant K'. Dans ce second cercle les intégrales sont développables suivant les puissances de / — a' et auront pour forme générale
y,, ,..,y„ étant des séries, qu'il est aisé de calculer parla méthode des coefficients indéterminés. On aura donc, en particulier,
( 7 ) X/ = diiVi H- ...-+- ^,,1 X/.
et ce nouveau développement fera connaître la valeur de X; dans tout l'intérieur du cercle K', lorsque les coefficients rfii-, . . . , c/„i seront connus.
Pour les déterminer, il suffit de remarquer que, dans la partie commune aux deux cercles, les deux développements (6) et (7) étant valables à la fois, on aura
et par une série de dérivations successives
CiiX\ -h...-hC„iX'^ z=iduy\ -H '-^dni/nt >
c,/j?î-» 4- ... -h c„. j?;-» — du}T' 4- ... -H dntyV"'
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Eln donnant à t une valeur particulière arbitrairement choisie dans cette région commune, on obtiendra un système (Inéquations linéaires qui donnera les coefBcients d.
Si t passe du cercle K.' dans le troisième cercle K^, X|, ..., Xj, y seront donnés par de nouveaux développements
suivant les puissances de ^ — a"'^ z^. , . .^ z„ étant des séries aisées à établir, et eu*, .. ., Cni des coedGcients qu^on délerminera au moyen de Téquation
et de ses dérivées, en donnant à / une valeur comprise dans la région commune à K' et à Kf.
Enfin, si tj achevant sa révolution autour de Torigine, sort du cercle K" pour rentrer dans le cercle K, on aura dans ce nouveau cercle
les coefficients /se déterminant encore de même.
En comparant ces valeurs finales de X|, . . ., X;, à leurs valeurs initiales (6), on voit que la substitution produite sur les intégrales par une révolution de t autour de Toriginc sera
les constantes g étant déterminées par les équations li« néaires
j'ki^guCkï-^-' ' '-^ gniCkn {h A' = :,2, . . .,/l).
Cette substitution étant connue, on la ramènera aisément à la forme canonique en changeant le système d'intégrales distinctes que Ton considère.
Les nouvelles intégrales formeront une ou plusieurs séries. Soit (Yo, . . , Ya) Tune de ces séries. Ccs'iiilégrales auront
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(145) la forme suivante :
( Y^i=r(e^Mo-+-ex-_,w, 4-... ■+-«*)
Tout est connu dans ces développements, sauf les fonctions monodromes Uoj • . • > i^a* Mais, en chaque point de la région occupée par les cercles K, K', K*', on connaît par les développements précédents la valeur numérique des intégrales X| , • . . , Xff et par suite celle des intégrales Y| , . . . , Ya. Les équations (8) permettent d'en déduire celle de i/o, • • -^ ^k- Le théorème de Laurent (t. II, n® 326) fournira dès lors les coefficients des séries, procédant suivant les puissances positives et négatives de t, qui représentent ces fonctions.
154. Des considérations analogues à celles qui viennent d'être exposées permettront d'intégrer par des séries toute équation linéaire qui n'a qu'un nombre limité de points critiques.
Soit, en effet, F := o une semblable équation. Il nous sera permis de supposer, pour plus de simplicité, que t = ao esi un point ordinaire; car, s'il en était autrement, soient tt, t2t . • • les points critiques situés à distance finie; b un autre point quelconque ; posons
L*équation transformée en u admettra évidemment pour points critiques le point u = <>, correspondant à / = oo , et
les points Ui ~ r» 11^= , » • • • correspondant à /|,
/2, ... ; mais ^/ = 00 , correspondant k t = b, sera un poiul ordinaire.
Cette hypothèse admise, traçons un cercle K enveloppant tous les points critiques ^1, t^^ . . ., ti, A l'extérieur de ce cercle l'intégrale générale aura la forme
(9) Cjj:,4-...-+-c„X;,
Xij ...j Xn étant des séries qui procèdent suivant les puissances de -•
Il est clair, d'autre part, qu'on pourra toujours recouvrir rintérieur de K et les portions voisines de la région extérieure air moyen d'un nombre limité de cercles Ki^Ka, . . ., dont chacun peut passer par un ou plusieurs points critiques, mais n'en contient aucun dans son intérieur, tout autre point situé sur K ou dans son intérieur étant au contraire intérieur à l'un au moins de ces cercles K|, K2, ....
Soient Km Tun quelconque de ces cercles, am son centre. Dans l'intérieur de ce cercle, l'intégrale générale aura la forme
Xmi, ' ' "> Xmn étant des séries procédant suivant les puissances
Traçons maintenant une série de coupures L|, L2) ••• allant de chacun des points critiques /|, ^29 ••• jusqu'à Tinfini. Tant que t ne traversera aucune de ces coupures, les intégrales de Téquation resteront monodromes. Soit X|, . . ., X;, un système quelconque d'intégrales indépendantes, Chacune d'elles sera définie en un point quelconque par Tun ou l'autre des développements (9) ou (10) parmi lesquels il y en a au moins un de convergent. Les coefficients c qui figurent dans ce développement pourront d'ailleurs se déterminer comme au n^ 153. La valeur de ces intégrales sera donc connue en chaque point du plan coupé.
D'ailleurs, lorsque i tourne autour d'un des points critiques, ces intégrales subissent une substitution linéaire que nous savons déterminer. Supposons donc que / se rende de la valeur initiale /o à une valeur finale quelconque T. Pour obtenir la valeur finale des intégrales X|, . . ., X;,, il suffira de réduire le chemin parcouru par la variable à une série de lacets A', . . . suivis d'un chemin A qui ne traverse plus les coupures. Lorsque / reviendra au point de départ to après
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avoir décrit le lacet A, les intégrales auront subi une substitution linéaire connue S; le lacet A' leur fera subir une seconde substitution S', etc. L'ensemble des lacets A, A^... successivement décrits leur fera donc subir la substitution résultante SS' . . . , de telle sorte que les intégrales auront passé de leurs valeurs initiales X|, . . . , X^ à des valeurs finales X', , . . . , XJj de la forme
X/= '^i/Xi H- . . . -i- An{Ji„,
Lorsque / décrira ensuite la ligne A, ces expressions varieront et prendront en T les valeurs suivantes
A|/^-l -1- . . . -t- i^m^^nf
S| , . . . , S;i étant les valeurs finales de X 1 , . . . , X/,, lesquelles sont données sous forme de séries, ainsi que nous l'avons vu. On peut donc déterminer a priori la valeur finale d'une intégrale quelconque lorsque la variable t décrit une ligne donnée, sans être obligé de calculer la série des valeurs successives par lesquelles elle passe, pour les points intermédiaires.
155. La méthode précédente est susceptible de nombreuses modifications, si Ton admet, pour représenter les fonctions intégrales, d'autres développements que ceux qui sont fournis par la série de Ta^'Ior. Supposons, par exemple, que, parmi les points critiques, il y en ait aux environs desquels les intégrales soient régulières.- On pourra évidemment substituer à quelques-uns des cercles dont nous nous sommes servis des cercles décrits autour de ces points critiques (pourvu qu'ils ne contiennent dans leur intérieur aucun autre point critique); car on connaît un développement des intégrales dans ces cercles, et cela sufBt.
On peut encore, dans beaucoup de cas, transformer Téqnation différentielle par un changement de variable
( — o(m), d'où u = ^{t).
Soit a un point ordinaire de Féquation transformée : on
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aura an développement de ses intégrales suivant les paissauces de u — a, lequel sera convergent tant que le module de tf — a sera moindre qu^une constante donnée r. Les intégrales de Téquation primitive admettront un développement correspondant suivant les puissances àe i^{t) — ^{à)^ valable dans toute la région du plan où
\W)-Ha)\<r, lequel développement pourra être utilisé au besoin.
156. Nous avons vu que, lorsque la variable t revient à sa valeur initiale ^o» après avoir décrit un contour fermé quelconque, les intégrales X|, ..., X;, subissent une substitution linéaire. Considérons Tensemble de ces substilutioiis S, S', ... correspondant aux divers contours fermés possibles K, K', Il est clair que, si S, S', ... sont deux de
ces substitutions, correspondant respectivement aux contours K, K', on obtiendra, en décrivant successivement ces deux contours, un nouveau contour fermé K.K' auquel correspondra la substitution SS', résultante des deux premières. Cette dernière substitution fera donc elle-même partie de la suite S, S', . . ..
On dit qu'une suite de substitutions forme un groupe lorsqu'elle jouit de cette dernière propriété.
Nous appellerons groupe de Inéquation différentielle
celui qui est formé par l'ensemble des substitutions S, S',
Toutes ces substitutions résultent évidemment de la com binaison successive des substitutions correspondantes aux lacets relatifs aux divers points critiques.
157. La notion de ce groupe est d^une grande importance dans toutes les questions qui se rattachent à Tétudc des équations qui nous occupent. Nous allons, par exemple, montrer comment on peut recoanaître, à Finspectlon du groupe de Téquation différentielle
J. — Cours, III. i3
IQA troisième partie. — CHAPITRE II.
si elle est réductible ou non, c^est-à~dire si elle admet ou non des solutions communes avec une autre équation
à coefficients uniformes, où m^n.
Formons les dérivées successives de G ^ il viendra
Tt ~~ 'dP^^ "^ ^' 'dt^ "*" ^' rfr"^» "^
df'"' "" "dF "*~ ^* df"-^
et, en tirant de ces équations les valeurs de -^7^» **** 5r
pour les substituer dans F, il viendra
A| , . . . , A^n-m étant des fonctions uniformes de /, et G| une
d"'-'^x dx
fonction linéaire de ;i77;îzt' ' "' 17' ^^ ^ coefficients uni
formes en /.
Les solutions communes à F = o, G =: o sont évidemmenl les mêmes que les solutions communes à G = o, G| = o.
Donc, si G| est identiquement nul, réquationF=o admettra toutes les intégrales de G, et son premier membre sera une fonction linéaire de G et de ses dérivées.
Si G| n^est pas identiquement nul, mais ne contient
aucune des dérivées de x, on n'aura G< = o qu'en posant
.X = o. En dehors de cette solution évidente, les équations
F= o, G = o n'auront aucune intégrale commune.
d X Enfin, si G| = Bo -T^ -{-. . .-^-B^x, B© n'étant pas nul,
on pourra opérer sur les équations
G = 05 ^Gi = o,
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comme sur les équations primitives, et en déduire une nouvelle équation 62=0, à laquelle les solutions communes devront encore satisfaire.
En poursuivant cette série d^opérations, toutes semblables à celles du plus grand commun diviseur, on arrivera évidemment à ce résultat *
Si deux équations linéaires F = o, G = o, à coejftcients uniformes, ont des intégrales communes, on pourra déterminer une équation de même espèce H = o, ayant pour intégrales ces solutions communes; et F, G seront des fonctions linéaires de H et de ses dérivées.
Donc, si Téquation F=o est réductible, il existera une équation d^ordre moindre, H = o, dont elle admet toutes les intégrales.
158. Cela posé, soient X|, ..., X/, un système quelconque d'intégrales indépendantes de F=o, Y,, ..., Y;,, un système d'intégrales indépendantes de H = o. Les intégrales de cette dernière équation auront pour forme générale
^1 I I -f- . . .-\- C,fi I ,;|
et se permuteront les unes dans les autres lorsque /décrit un contour lermé quelconque. D'ailleurs Y^, ..., Y;,,, étant des intégrales de F=o, seront des fonctions linéaires de A| , . . • , A/|.
Donc, si F=o est réductible, on pourra déterminer des fonctions linéaires Yi, . . ., \n des intégrales X|, . . . , X/,, en nombre <^n e\. telles que les fonctions du faisceau
C*| I j — }- . . . -\- C,fi T
soient exclusivement permutées les unes dans les autres par toutes les substitutions du groupe de Téquation F= o.
Nous exprimerons, pour abréger, cette propriété du groupe de Téquation en disant qu'il n'est pdiS primaire.
Réciproquement, si le groupe de l'équation F:= o n'est
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pas primaire, Tëquation sera réductible. En effet, les intégrales Y|y . • . , Y m satisfont à Téquation d^ordre m
dx
dt
df"
dont les coefficients sont monodromes (après qu'on a divisé par le coefficient du premier terme). En effet, faisons décrire à / un contour fermé quelconque. Les fonctions Y,, . . ., Y;„ étant transformées en des fonctions linéaires de Y, , . . . , Y;,,, les déterminants qui forment les coefficients de Téquation se reproduiront multipliés par le déterminant de la transformation. Leurs rapports reprendront donc la même valeur.
Pour reconnaître si Téquation F= o est irréductible, nous n'aurons donc qu'à chercher si son groupe F est primaire.
159. Soient S, S', ... les substitutions relatives aux divers points critiques, et dont la combinaison reproduit F. Si chacune d'elles multiplie toutes les intégrales par un même facteur constant, il est clair que toutes les substitutions de F jouiront de cette même propriété et que ce groupe ne sera pas primaire.
Supposons au contraire que, parmi les substitutions S, S', . . . , il en existe au moins une S qui ne multiplie pas toutes les intégrales par un même facteur. Prenons à la place de X|, . . . , X„ un autre système d*intégrales indépendantes, choisi de manière à ramener S à la forme canonique. Supposons, pour fixer les idées, que l'équation caractéristique pour cette substitution ait deux racines a, b\ qu'à la racine a correspondent quatre séries d'intégrales, dont trois contiennent k intégrales et la quatrième / intégrales, / étant <^Ar, et qu'à la racine b corresponde une seule série de
/intégrales; la forme canonique de S sera la suivante : /i» 7'î» ""^fk «(/i -+-7j), ^(/i -^-/J )»
-^i » -^j, . . . , Zi a{zi -\- Zi ) , a ( wi -H --3 ) ,
» ^'7i ., azf
Soit
Y| = ^|rl^-^l7l^-...-^e/;7;-|-...4-e,^l4-...-+-/lli|-^-...-^/,«/
une intégrale quelconque. EQectuons sur cette expression les transformations S, S', .... Nous obtiendrons de nouvelles expressions de la forme
où D^, Dj, ..., F/ sont des fonctions linéaires de rf|, rfj, ...,//.
Si parmi ces expressions il en est qui ne soient pas linéairement distinctes de clîIIos qui les précèdent lorsque rf|, di, . . .,// restent indéterminés, on pourra les supprimer et transformer de nouveau celles qui restent par les substitutions S, S', .... Parmi ces transformées on supprimera celles qui ne sont pas distinctes, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'une nouvelle transformation ne donne plus aucune expression distincte de celles obtenues précédemment. Celte suite d'opérations est nécessairement limitée, car toutes les fonctions obtenues sont linéaires par rapport aux produits en nombre limité qu'on peut former en multipliant les intégrales j^i y y 21 • • • î ^ii par les arbitraires d^ ^2? • • • ? /i«
Soient Y|, Y2, ... les diverses fonctions ainsi obtenues. Il est clair que toute substitution de F transforme les unes dans les autres les fonctions
Cl Y, -T- c%Y,H-. . .
du faisceau ^ formé avec ces fonctions.
Cela posé, cherchons à déterminer les arbitraires d
rfj, • • -7 /ô de telle sorte que dans chacune des fonctions Yi, Ya, ... les coefficients D|, D',, D", des termes en^,, y't^ Xx disparaissent. Nous obtiendrons ainsi une série dVquations linéaires par rapport aux arbitraires (f|, (^2) ""ifh
Supposons d^abord que ces équations soient compatibles. Assignons à rfi, rfa? •••»/«"" système de valeurs qui satisfasse à ces équations.
Les fonctions Y|, Yj, ... ne dépendant plus que des variables j'2, . . . , JKa, y., . . , y'k, y\. • -y/kl -I , • • • , Ui en nombre < n^ celles de ces fonctions Y,, . . . , Y m qui restent encore linéairement distinctes seront en nombre <^ n. D'ailleurs les fonctions suivantes Y^+n . • • s'exprimant linéairement au moyen de celles-là, toutes les fonctions de <^ pourront se mettre sous la forme
et, comme elles sont transformées les unes dans les autres par toutes les substitutions de F, ce groupe ne sera pas primaire.
161. Supposons, au contraire, que les équations soient incompatibles. Quelle que soit l'intégrale Y, qui a servi de point de départ, le faisceau 4>, déduit de ses transformées, contiendra une intégrale
Y— Dj/, -f- D'j/V -H ^\y\ -H l^ijt -^ ...-+- E, j, -h ... -i-Fi u^ 4- ...
où Tun au moins des trois coefficients Dj, D^, D", n'est pas nul. Il contiendra sa transformée par la substitution S; cette transformée, que nous désignerons par SY, est de la forme
SY r= D,a(^', 4-7«) -h...-!- E,rt(:;, -hSo) -h...-i-F, 6(w, 4- Wj) -î-..-
Le faisceau ^ contiendra encore la fonction
Y'=— !-,-(SY-6Y), a — 0
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OÙ les coeflScîents de y^, y\, y\ ont les mêmes valeurs que dans Yy mais où le coedicicntde Ut s'annule. 11 contiendra de même la fonction
Y" := SY' - 6 Y
où D|, D', , D', ont encore conservé leurs valeurs primitives, mais où le terme en e/^ disparaîtra.
Continuant ainsi, on voit que ^ contiendra une fonction de la forme
d'où les u ont entièrement disparu.
Il contiendra encore la fonction
d'où Xn^^n^'o ^1 ont disparu. Il contiendra de même la fonction
Z'z=^SZ'-Z'=zD,7,-^D;/3^-D;/3 + ...4-£i^3-t-.... Continuant ainsi, on voit que <^ contient la fonction
Donc, quelle que soit l'intégrale initiale Y|, il existe dans le faisceau ^, dérivé de ses transformées, une intégrale f de la forme plus simple
(il) o — dyk-^ d'y\-^d'y\.
Prenons pour point de départ celte nouvelle intégrale et formons le faisceau 4>' dérivé de ses transformées, lequel fait évidemment partie du faisceau ^.
Les fonctions qu'il contient seront de la forme
I>i7i -^- E)î7i -h ... -4- D;/, 4- ... -h Viitiy
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OÙ les coeffîcients D|, ..., F/ sont linéaires et homogènes en dj d\ d!'. D'ailleurs, de toute fonction de cette forme contenue dans <^' on déduira, comme on vient de le voir, une fonction correspondante
également contenue dans ^'.
Formons successivement les diverses fonctions de cette dernière sorte qui sont contenues dans ^', en supprimant à mesure qu'on les obtient toutes celles qui ne sont pas linéairement distinctes des précédentes, même lorsque d^ d\ d" restent indéterminés. Il restera un nombre limité de fonctions
(.2) ( ?i = i>i7;^+E);rÂ.+ o;/A-,
dont toutes les autres sont des combinaisons linéaires.
Soit fa l^une quelconque de ces fonctions. Les cocffi— cicnls Da, Da, Da seront de la forme
Da==X d^Vd'-i-l'd', Ba = hd-hl\d'^\\d%
de telle sorte qu'on aura Ga désignant la substitution
Les opérations o- satisfont à Téquation sj^mbolique
9a<^^=z CQ^o-h Civ^-h . , .4- Cj^ajA, où Co, • . . , C{i sont des constantes.
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En eOet, paisque de Pexistence de la fonction f dans le faisceau $ on déduit Texistence dans ce même faisceau des transformées CaÇ et o-^cp, on déduira de l'existence de cette dernière fonction celle de la fonction o'a^'pf • Cette fonction, ne dépendant d'ailleurs que des variables J^Ai^*? >']&> sera de la forme
162. Cela posé, considérons le groupe y dérivé des substitutions 0*0, . . ., o"a entre les trois variables yi^, y\j y\. Il est clair que le faisceau résultant de la combinaison des fonctions <p, Po • • • 1 (p{i se confondra avec le faisceau déduit des transformées de y par les diverses substitutions de y.
Le groupe y contenant moins de variables que le groupe F primitivement considéré, nous pouvons évidemment supposer que nous sachions reconnaître s'il est ou non primaire.
1® Si Y n'est pas primaire, nous pouvons assigner aux coefficients rf, dJ^ cP de la fonction © un système de valeurs lel que le nombre des fonctions cp, cp,. . . ., cpp^ qui restent encore distinctes dans cette hypotlièse soit moindre que celui des variables ^*, j'J^, j>'^ . Dans ce cas F ne sera pas primaire. En effet, supposons, par exemple, qu'il reste deux fonctions distinctes; soient
? — dfk + d'y'k -f- cV/k — 'f (.rA-,yA-,7i)»
Considérons le faisceau ^' dérivé des transformées de o par les diverses substitutions de F. Soit
une quelconque des fonctions qu'il contient. No.is avons vu que ce faisceau contenait la fonction
laquelle doit être une combinaison linéaire de 'f et de f |. On
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aura donc
^i7i-*-i>;7;-+-i>;/i=^?(ri»yi,/i)-*-^i?i(ri»yi.yi).
c, C| étant des constantes.
Les intégrales ^i, y\^y\ ne figurant dans ^' que par les deux combinaisons 'f (71,/,,^,) et ^\{y\,y\,y\)j le nombre des fonctions linéairement distinctes dont ^' dépend sera moindre que n. Donc F n'est pas primaire.
2® Si le groupe y est primaire, de quelque manière qu'on choisisse d, cl^ rf", la suite (p, cpi, ..., '^^ contiendra toujours trois fonctions distinctes, f, (p^, ^2) et chacune des intégrales yk^ y\^ y\ dont elles dépendent, yk par exemple, pourra s'exprimer linéairement en fonction de (p, ^ 1, ^2. Elle appartiendra donc au faisceau ^'.
Formons maintenant les transformées successives de Vk par les diverses substitutions de F.
Cette intégrale étant entièrement déterminée, il n'y aura aucune difficulté à reconnaître combien le faisceau <l>^, dérivé de ses transformées, contient de fonctions distinctes; si ce nombre est inférieur à /i, F ne sera pas primaire; dans le cas contraire il sera primaire.
Soient, en effet,
Vz=c,Y,-h...-+-c-„,Y;„
un faisceau quelconque d'intégrales que les substitutions de F transforment les unes dans les autres; Y| Tune de ces intégrales. Le faisceau ^ contiendra le faisceau ^ déduit des transformées 'de Y| ; dans celui-ci existe une intégrale <p de la forme (11)) dont la combinaison avec ses transformées donne l'intégrale j^it. Donc ^ contient cette intégrale et ses transformées, parmi lesquelles il y en a /i linéairement distinctes.
163. Une seconde application de la notion du groupe nous sera fournie par la recherche des intégrales algébriques que peut offrir une équation linéaire.
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Soit F = o une équation d'ordre /z, admettant des intégrales algébriques. Il est clair que, si t décrit un contour fermé quelconque, ces intégrales, restant toujours algébriques, se transformeront les unes dans les autres. Soient donc Xi^ . . ., Xm celles de ces intégrales qui sont linéairement distinctes; les intégrales algébriques cherchées auront pour forme générale
C| iXTi ~T~ . . . "T" C /u ^
et seront les solutions d'une équation linéaire d'ordre m
dx 'di
HT
à coefficients uniformes, après division par le coefficient du
d^^x terme en — ; — • Si donc F est une équation irréductible,
on aura m = nj et les équations F = o, G -^ o se confondront.
164. Étudions les équations, telles que G, à coefficients uniformes, et dont toutes les intégrales sont algébriques. Leurs coefficients, étant des fonctions algébriques et uniformes, seront des fonctions rationnelles.
D'ailleurs, aux environs de chaque point critique, les intégrales seront régulières. Considérons, en effet, un point
critique quelconque a. Une intégrale quelconque Xq sera
développable suivant les puissances croissantes de (l — ay\
p étant un entier convenable.
Soit
ce développement. Groupons ensemble tous les termes dont
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les exposants ne diflfèrent que de nombres entiers; on pourra écrire
<'av <^pi • • • étant des séries qui procèdent suivant les puissances entières de t — a.
Si l'on fait décrire à t un lacet autour du point a une fois, deux fois, etc., on obtiendra de nouvelles intégrales
a P x^= (S^^(t — a)P Ua~\- ^^^{t — a)P u^-+-
en posant, pour abréger,
ITZi
Résolvant ces équations par rapport à
(t—a)Puoi, {t~a)Pu^y ...,
on voit que ces quantités s'expriment linéairement en x^^ X|, ... : ce sont donc des intégrales; d'ailleurs elles sont manifestement régulières.
On voit de même que les intégrales seront régulières pour
165. Ce premier résultat nous donne déjà quelque lumière sur la forme des équations cherchées. En effet, d'après le n° 146, chacun des points critiques ^i, ..., t^ devant être un pôle d'ordre k tout au plus pour le coeffi-
cient de -j r > l'équation aura nécessairement la forme
+ 7~ —, h • • • -h v^ Xz=iO,
dt"' T dt""-' T« dt'^-'^ T'"
T désignant le produit {t — /|) . .. (/ — l^) et Mi, M2, ... étant des fonctions entières.
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ÎI reste encore à exprimer que les intégrales sont régulières aux environs de ^ = oo. A cet effet, posons
d'où dt~ ?,' ,
on a
dx Tt
(Px
dx
du
^x m d ( ^dx\ .d^x ^dx
di^^-''dù[-"dU) = "dI?^'"'d^
et généralement d'^x
dt^
du'
dl^- »
îA-î
dl^-'
«A,4_i, cik,k-2i • • • étant des entiers, dont le premier est égal à k{k — \); car on voit sans peine que cette formule, étant
supposée vraie pour -r-jf > sera encore vraie pour la dérivée
suivante.
Substituant ces valeurs des dérivées dans Téquation proposée, et divisant par ( — i)'"/^^'", on aura Téquation transformée
d"*x I 'du'- '^ ''"''"'-' u
rf"*-« X
du'--' *^ '"•'"-• a«
du'"-'^
où il ne restera plus qu'à substituer t = - dansT, M|, Mj,
ce
Le point u = o doit être un pôle d'ordre i , a, ... au plus
pour les coefficients des dérivées -j .„ ' . > •-. „. , > •••• Il faut * du'-'' du"^-^
M M et il suffit pour cela que —^ 7^5» ••• soient développables
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suivant les puissances croissantes de u et commencent respectivement par des termes de degrés i, 2, .... Mais on a
= Ml^-f-C,Ml*+>H-. ..
On devra donc avoir
Donc, M|, ..., M;t, ... sont des polynômes entiers en /, de degrés au plus égaux à (jl — 1 , . . ., A'((jl — 1), ....
166. Il est aisé d'établir que la somme des racines des équations déterminantes relatives aux points critiques /«, . . .,
/|x, QO est égale a ( (jl — 1 )
En eflfet, l'équation déterminante relative au point // sera évidemment
r(r— i) ...(/• — m 4- i) -4- ' /'^ /'(r — i) . . .(/• — m -^ 2) et la somme de ses racines sera
/??(//? — !) Mi(//)
D'autre part, l'équation déterminante relative au point / = 00 sera
-^- {(^m, m 'i — di) r{r — i) . . .(/- — m 4-2) -t-. . . = 0,
et la somme de ses racines sera
am,m-i-^di = i^ --hdi,
La somme totale des racines de ces équations sera donc
car on a, d'après une formule connue de ia décomposition des fonctions rationnelles,
Y M,(ff) I _ M,(<) ZiT'(^) c-t/- T(tj'
d'où, en multipliant par t et posant / = x,
VM,(/,)_
Ztvô- '■
167. Nous venons d'obtenir la forme générale des équations dont les intégrales sont partout régulières; mais il s'en faut de beaucoup que toutes les équations de ce genre aient leurs intégrales algébriques. Pour qu'il en soit ainsi, un second caractère est nécessaire ; il faut que le groupe de l'équation ne contienne qu'un nombre fmi de substitutions.
En effet, chacune des substitutions du groupe est définie par le système des fonctions dans lesquelles elle transforme les intégrales indépendantes Xt, ..., Xm] mais chacune de ces intégrales, étant algébrique, n'a qu'un nombre fini de transformées distinctes; le nombre des substitutions distinctes est donc fini.
Réciproquement, toute équation à intégrales régulières, dont le groupe ne contient qu'un nombre fmi de substitutions, a toutes ses intégrales algébriques.
En effet, soient Xt une quelconque de ces intégrales, ^2, ... ses transformées par les substitutions du groupe. Toute fonction symétrique de ces transformées étant évi-
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demmont uniforme, x^ sera racine de l'équation
dont les coefficients sont uniformes
Considérons d*ailleurs un point critique quelconque f|. On aura aux environs de ce point un système d'intégrales distinctes dont les développements auront la forme
(/ — tiYluo-^ a, log(^ — ^,) -4-, . . -I- M*log*(^ — ^,)],
^oi • • •) ^A étant monodromes aux environs de <|.
Mais, pour qu'une expression de ce genre n'admette qu'un nombre limité de transformées distinctes lorsqu'on tourne autour de ^i, il faut évidemment : i® que les logarithmes disparaissent, 2° que r soit rationnel. On aura donc un système d'intés:rales distinctes
i^z=z(t^t,yMtou ^.^ii-t.ysii
où Ti, r2) . . . sont des fractions rationnelles.
Soit p le plus petit multiple de leurs dénominateurs. Les
intégrales ^i, ^29 ••• seront développables suivant les puis-
sances entières et croissantes de (t — ^1)''; et il en sera de même de Xi^ j'a, ... qui s'expriment linéairement en Ç,, ^2, .... Le point ^1 sera donc un point critique algébrique pour chacune des intégrales Xtj ^2» ••• et, par suite, pour les coefficients de l'équation (i3). Mais ces coefficients sont uniformes; donc ti sera un pôle (ou un point ordinaire) pour chacun d'eux.
On verra de même que 00 est un pôle ou un point ordinaire pour ces coefficients.
Les coefficients de l'équation (i3) é'.anl uniformes c» n'ayant d'autres points critiques que des pôles, même à l'infini, seront des fractions rationnelles, et x^ x^, ... seront des fonctions algébriques.
Si donc on savait déterminer tous les groupes formés d'un nombre fini de substitutions entre m variables, on cor.-
naîtrait par là même les divers types possibles d'équations linéaires d'ordre m à intégrales algébriques, et il suffirait, pour reconnaître si une équation donnée appartient à cette catégorie, de chercher à identifier son groupe avec Tun de ceux dont on aurait dressé le tableau.
Le problème arithmétique de la construction des groupes d'un nombre fini de substitutions, auquel la question se trouve ainsi ramenée, n*est résolu d'une manière complète que pour m = 2 ou 3. On a toutefois démontré que, pour une valeur quelconque de m, le nombre de ces groupes est limité, et l'on en a déduit ce théorème :
Si V équation G = 0, d^ordre /n, a toutes ses intégrales algébriques, elle admettra un système d'intégrales distinctes x^^ . . .^Xmde la forme
p étant un entier et U|, Ua, . . . étant des fonctions rationnelles de t et d'une irrationnelle u définie par une équation
f{t, U)=Oy
dont le degré est limité en fonction de m.
Nous nous bornerons à énoncer ce résultat, dont la démonstration exigerait une exposition détaillée des principes de la théorie des substitutions.
468. Le cas où l'intégrale générale de l'équation G = o est non seulement algébrique, mais rationnelle, mérite une attention particulière. Il est aisé de le reconnaître.
En efiet, les intégrales devant n'avoir d'autres points critiques que des pôles, l'équation déterminante relative à Tun quelconque des points critiques de G n'aura que des racines entières, et les développements des intégrales régulières ne contiendront point de logarithmes.
Pour que cette dernière condition soit remplie, il faudra I. — Cours, III. i4
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tout d'abord qu'aucune des équations déterminantes n'ait de racines multiples (loi).
Supposons qu'il en soit ainsi; soit F(r) = o l'équation déterminante relative au point /|, et soient a, a', a'', ... ses racines, rangées par ordre de grandeur croissante. L'intégrale générale aux environs du point /| sera de la forme
2u L ^ ^Wix(^ - ^ir"^«"iog'(^ - ^i) +. . . J '
et, en substituant cette valeur dans l'équation diflTérentielle, comme au n° 149, on obtiendra une série d'équations linéaires et homogènes qui détermineront par voie récurrente tous les coefficients c, c', c'', ... en fonction des m coefficients Ca, Ca^, Caw, • . . qui restent arbitraires. On voit d'ailleurs sans difficulté que tous les coefficients c\ c"^, . . • qui multiplient des termes logarithmiques s'expriment en fonction des m — I coefficients c'»^, c'»/», . . . , et que ceux-ci ont des expressions de la forme
Donc, pour que les logarithmes disparaissent, il faut et il suffit qu'on ait les — ^ équations de condition
169. Réciproquement, si l'ensemble des conditions qui précèdent est rempli, l'intégrale générale sera rationnelle. En effet, elle n'a pour points singuliers à distance finie que des ])ôles. Elle est donc uniforme.
Formons d'ailleurs l'équation déterminante pour/=:» et groupons ses racines en classes en réunissant celles dont les difl'érences mutuelles sont entières. Soient p, p', ... les plus petites racines de chaque classe; [x, jx', ... le nombre des racines contenues dans leurs classes respectives. Pour des valeurs suffisamment grandes de /, on aura, pour l'inlé-
grale générale, un développement de la forme
les expressions (f, ^i, ...,(p', ... étant des séries procédant suivant les puissances entières et croissantes de -•
Mais» puisque celte expression est uniforme, les logarithmes disparaîtront nécessairement et les exposants p, p', .-. seront entiers. L'*ntégrale générale aura donc un simple pôle à Tin-
P Gni; ce sera donc une fonction rationnelle r-r*
On pourra d'ailleurs la déterminer par des opérations purement algébriques. En eflety on connaît, par ce qui pré- ::ède, la situation des pôles à distance finie et Tordre de multiplicité de chacun d*eux. On pourra donc former le dénominateur Q. L'ordre de multiplicité du pôle t = co étant §galement connu par le développement obtenu suivant les
puissances de -> le degré du numérateur P sera déterminé. Pour déterminer ses coefficients, il suffira d'identifier le développement de jr suivant les puissances de - à celui qu'a fourni l'équation difi^érentielle.
170. Considérons plus généralement, avec M. Halphen, les équations dont les intégrales sont partout régulières et sont monodromes dans toute région du plan qui ne contient pas le point f|. Les autres points critiques ^2> • • •) /(ii des coefBcients de l'équation ne pouvant être que des pôles pour l'intégrale, les équations déterminantes qui leur correspondent n'auront que des racines entières, et les logarithmes disparaîtront des développements correspondants, ce qui
donnera (|a — i) équations de condition, dont
l'existence sera à vérifier.
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Lorsque rensemble des conditîoDS précédenles est rempli, on peul trouver Tintégrale générale. En effet, diaprés Tanalyse du n° 143, on peut déterminer un système d'intégrales particulières formant une ou plusieurs séries, et telles qu'aux environs du point ti les intégrales j^o 9 "-mJ^a d'une même série soient de la forme
7, =:(^-^,)'-(0,WoH-l/,),
J* = ( ^ — ^1 )'' ( 0* «0 -+- Oa-1 "i 4- . . . -*- Mjt),
Uq, . . ., iik étant des fonctions monodromes aux environs du point ti , r désignant une racine de l'équation caractéristique qui correspond à ce point et les 0 étant déûnis par les relations
^^-^i^^S('-^^)^ ••- ^^- TTTrTT^t
Les fonctions Uoy • - • , ^a, définies par les équations précédentes, seront des fractions rationnelles. En effet, les points ^2, . . . , ^{1 étant des points ordinaires pour les fonctions (t — ^i)"'" et log(/ — ^1), et de simples pôles pour Xoj • • "> yk^ seront de simples pôles pour Uq, .. ., wa- Donc ces fonctions sont monodromes non seulement aux environs de tiy mais dans tout le plan. D'autre part,
log(^ -ti) — — logj-^ log ^i - M
sont des expressions régulières pour ^ = 005 il en est de même pour ^oj •••> >'A et, par suite, pour «o» ..., «a- De ces deux propriétés réunies on déduit que Uq^ ..., u^ sont
des fractions rationnelles de la forme ^> • • • » -—•
On pourra d'ailleurs les déterminer par des opérations al-
ct
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gébriqnes. En effets connaissant les pôles t^, ..., t^ des intégrales et leur ordre de multiplicité, on pourra former le dénominateur Q. Le développement de Tintégrale générale pour / = o) fera connaître le degré des numérateurs Po, . • .9 Pk' Pour obtenir leurs coefficients, il ne restera plus qu'à substituer les expressions précédentes dans Téquation diflerentieile et à identifier le résultat à zéro.
171. Considérons encore les équations de la forme f'^^ Po-5^+Pi-5^;;rT-*---^Pm^ = o,
où Po, . . .y Pm sont des polynômes dont le degré soit au plus égal à celui du premier d'entre eux, Pq.
Lorsque l'intégrale d'une équation de cette forme n'a pour points critiques à distance finie que des pôles, ce qu'on reconnaîtra aisément par les méthodes précédentes, on pourra obtenir l'intégrale générale par les considérations suivantes, également dues à M. Halphen.
Remarquons tout d*abord que la condition imposée aux degrés des polynômes P équivaut à dire que les développements de j^j •••> -^ suivant les puissances décroissantes
de / ne contiennent pas de puissances positives. Posons maintenant
R désignant une fraction rationnelle en t. La transformée en y
^^^-dî^^'^^^^'
^^"Vv . Tn{m — ^)
sera de la même forme que la primitive en x\ car son intégrale n'a que des singularités polaires, et ses coefficients sont rationnels et pourront être rendus entiers en chassant
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le dénominateur commun. Enfin, si nous admettons que R, développé suivant les puissances décroissantes de /, commence par un terme en tP^ ses dérivées R', R", . . . commen
ceront par des termes d'ordre moindre, en //*"**, tP~^^
On en déduit sans peine que les développements des coefficients de Téquation (après division par PoR) ne contiendront pas de puissances positives de t.
172. Cela posé, on peut déterminer a priori les pôles /i, ^29 - • • de rinlégrale de Téquation (i4) et leurs ordres de multiplicité [X|, [jls, ....
Posons
La transformée tu y
appartiendra au même type que la primitive; mais ses intégrales n'auront plus de pôles.
Posons
La transformée en z (après suppression du facteur commun fi^^) sera
dt
d"^-^z dl"''^
d'^z 'di^
Ri
dt"'-^
et appartiendra évidemment encore au même type. Mais on pourra disposer de l'indéterminée \y de manière à annuler le coefficient du terme de degré le plus élevé dans R»,, qui sera dès lors un polynôme de degré moindre que Ro-
173. Supposons ce résultat atteint, et cherchons à nous rendre compte de la forme des coefficients de Téquation en z.
Soient 0| , 629 • • • les racines de Téquation Ro = o ; on aura par la décomposition en fractions simples , en remarquant que Ra est au plus du même degré que Ro,
Rjt 4 ^Ç^ ^ifr/
les A, B étant des constantes. (En particulier Â,;, sera nul.) D'ailleurs chacun des points 0/ étant un point ordinaire, aux environs duquel les intégrales sont régulières, l'indice / ne pourra prendre dans la sommation que les valeurs i , 2, . . . , A*. L'équation déterminante relative au point 0/ sera
r(r — i). . .{r — m-hi)4- B/nr(/* — i)...(r — /n4-2)
■+- BiMr(r — 1). . .(r — m 4- 3)-!-. . =0.
La somme de ses racines est
D'ailleurs 8/ étant un point ordinaire pour les intégrales, ces racines seront nécessairement entières, non négatives et inégales. Leur somme est donc au moins égale à
donc B/, I est un entier non positif. A fortiori la somme
étendue à tous les points critiques apparents, sera entière et non positive.
174. Cela posé, admettons d'abord que Km ne soit pas nul et prenons pour variable auxiliaire la quantité 5'= -^'
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L'équation en z pourra s'écrire
Dîflférentiant, il viendra
Ro-^4-(R;-+-RO-5^4-...H-R'mS = o.
Éliminant z entre ces deux équations, on aura la transformée en 5'
RoRm -^^ -4- [(Ro-t- Ri)R/«— RoRm] ^^m-i "^' • *
-+-[(Rm-l-HRm)R;n~Rm-|R'm]«' = 0.
Cette équation est évidemment du même type que Téqualion en 2 ; et le rapport des deux premiers coefQcients, qui
dans l'équation primitive était ^ > sera devenu
-4-Ri)Rm RoR-« Rf Ro Ro R/rt Ro Ro
Rm
Or soient
Ro _Co(^-0,)«.(^-0,)«....,
on aura
et de même
La somme S', analogue à S, formée pour l'équation en ;;', sera donc
et sera ^ S, car Sa, degré de Ro, est supérieur à S^, degré deR;n-
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La dérivée seconde ^ satisfera de même à une équation du même type, mais où la somme S'', analogue à S, sera >• S'.
Si Ton pouvait poursuivre ainsi indéfiniment, on obtiendrait par là une suite illimitée de nombres entiers S, S', S'^, ... non positifs et croissants, ce qui est absurde. Or on ne peut se trouver arrêté qu'en arrivant à une équation où le coefficient du dernier terme soit nul. Supposons que cette circonstance se présente pour Téquation en £". Cette équation admettra comme intégrale particulière une constante ; et l'équation en z aura pour intégrale correspondante un polynôme n de degré n ; enfin Téquation Qny admettra Tintégrale particulière e^'II.
Posons maintenant
y — è^^nfy.dt.
La nouvelle variable y^ satisfait à une équation d'ordre m — i , et qui, d'après ce qui précède, appartiendra au même type que l'équation en^. On pourra donc en déterminer une solution, de la forme eVOi, IIi désignant un polynôme.
Posant
yi=e^t'llij y^dty
on continuera de même, jusqu'à ce que l'on arrive à une équation du premier ordre, dont l'intégrale sera
c,ig désignant une constante arbitraire.
Les intégrations indiquées sont d'ailleurs de celles qu'on sait effectuer et fourniront un résultat de la forme
y=^c,e^kiWj,,
les Va désignant des polynômes et les c* des constantes arbitraires.
Divisant cette expression parle produit (t — ^«)l*«(^ — ^,)l*»...,
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on aura Tintégrale générale de Téquatioa en j*, sous la forme
(i5) a^=^c^e^kif^{t),
les /a étant des fonctions rationnelles.
175. Réciproquement, toute équation différentielle dont l'intégrale générale est de cette forme appartient au type que nous avons considéré.
En effet, éliminant les constantes c/ç entre Téquation (i5) et ses dérivées et supprim:mt les facteurs communs exponentiels, on obtiendra une équation à coefficients rationnels, qu'on pourra rendre entiers en chassant les dénominateui*s. Soit
cette équation. Son intégrale n'a, à distance finie, que des singularités polaires. Reste à prouver que les degrés de Pi, . . . , P;„ ne surpassent pas celui de Po.
La chose est manifeste pour les équations du premier ordre; car de l'équation
on déduira, en prenant la dérivée logarithmique, l'équation
dx
où le coefficient)^-!- -jhri développé suivant les puissances
décroissantes de t^ ne contient pas de puissances positives. Supposons d'ailleurs le théorème établi pour les équations d'ordre m — i . Il sera vrai pour l'équation
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qui admet pour intégrale générale
car chaque terme de cette expression est le produit d'une exponentielle par une fraction rationnelle. Il sera encore vrai pour l'équation de degré m
r. d"^u ^ du
^'M^-^'""^^''^''dï = ''^
dont rintégrale générale est
et si nous posons
il sera encore vrai (171 et 172) pour la transformée en x. Or celle-ci a précisément pour intégrale générale ^C/(e^f>^^fi(t).
176. La méthode que nous avons indiquée plus haut pour intégrer par des séries les équations qui n'ont qu*un nombre fini de points critiques peut aisément s'étendre au cas où les coefficients de l'équation, au lieu d'être uniformes en /, sont des fonctions uniformes de t et d'une irrationnelle u, racine d'une équation algébrique /(^, //) rr^ o.
En eifet, les points critiques de Téquation considérée sont de deux sortes : i° ceux aux environs desquels u reste monodrome; a" ceux autour desquels les diverses déterminations £/|, U2j ... de cette irrationnelle s'échangent les unes dans les autres.
A partir de chaque point critique de cette seconde sorte, traçons une coupure allant jusqu'à l'infini. Tant que t ne traversera pas ces coupures, W|, U29 ... resteront monodromes. Substituant successivement ces diverses fonctions dans l'équation diiférentielle à la place de u, on obtiendra
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une suite d'équations difTérentielles
^' = -5^ -^ ^' ( '• "'^ 5F^ -^ f ' ( '' "'^ rfF^ -^ • • • = *•
Chacune d'elles admettra un système de n intégrales distinctes Xiiy ..., Xait qu'on pourra exprimer par des séries dans la région considérée.
11 reste à voir quel changement subissent les intégrales lorsqu'on traverse les coupures. Or, si nous supposons qu'en traversant une d'elles ui se change en ii/(j l'équation F/ se changera en F;^. Les intégrales j^i/, ..., Xni se changeront donc en intégrales de cette dernière équation, soit en expressions de la forme
Pour déterminer les coefficients c, on n'aura qu'à égaler les valeurs numériques que prennent les intégrales jti/, ..., Xni et leurs n — i premières dérivées en arrivant à la coupure aux valeurs que prennent Cn^a-I- .. . -|- C|«^«j^, ... et leurs n — i premières dérivées de l'autre côté de la coupure.
177. Nous terminerons cette section en effectuant quelques applications particulières des principes généraux que nous avons exposés.
Proposons-nous d'étudier les équations linéaires du second ordre à trois points critiques ^O) ^o ^2 et à intégrales régulières.
Soit F=o l'équation proposée. Changeons de variable indépendante en posant
mu ■+■ n
Soient 0, u deux valeurs correspondantes de t, 11. On voit sans peine qu'on aura, aux environs de ces valeurs, une relation de la forme
^ — e = a, (m — o) -ha,(M — u)'-h. ..
(formule où l'on devra remplacer t — 8 ou « — u par - ou -
si 0 ou u deviennent infinis).
Cette valeur de t — 0, étant substituée dans une fonction entière de t — 0, donnera une fonction entière de u — u. D'autre part, en la substituant dans une fonction régulière de t — 0, telle que
(^-0)'-[To-+-T,log(^-0)-h...-+-Txlog>(^-0)],
où To, T|, ..., Tx sont des fonctions entières de t — 0, on obtiendra évidemment un résultat de la forme
{u — u)'-[Uo4- Ui log(w - u) +. . .-h Ux log>(a -u )],
Uo, . . .j Ux étant des fonctions entières de u — u.
Donc Téquation transformée entre x et u admettra comme points critiques les trois points Uoy Ut, u^ correspondant à ^0) tij f 2 i ses intégrales seront régulières aux environs de ces points, et les équations déterminantes relatives à ces points seront les mêmes qu'aux points correspondants de Féquation primitive.
Nous pouvons d'ailleurs disposer des rapports des coefficients m, n, m'y n! de manière à donner à i/oy ^ht ^i ^^s valeurs arbitrairement choisies. Nous ferons en sorte que ces valeurs soient o, i , oo. Ce résultat pourra évidemment être obtenu de six manières distinctes, suivant qu'on posera «0= o, w, = I, ii2= 00, ou Wo= 'î Wi == o, M;, = 00, etc.
178. Soient respectivement \ V; ji., jjl' et v, v' les racines des équations déterminantes relatives aux points critiques o, I, 00. Si X — X', [JL — [jl', v — v' ne sont pas entiers, on aura pour les intégrales aux environs de chacun de ces trois points des développements de la forme
U, U' étant des fonctions entières de u] V, V des fonctions
entières de w — i; W, W des fonctions entières de -•
Posons maintenant
y étant une nouvelle variable. Nous aurons entre u et y une équation transformée H = o, dont les intégrales seront données aux environs des points 0,1,00 par les développements
les quantités
étant respectivement développables suivant les puissances entières et positives de u, de u — i et de - •
L'équation H = o a donc ses intégrales régulières, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i admettent une racine nulle, la seconde racine étant respectivement V — X et [jl' — [JL.
Il existe évidemment quatre manières d'arriver à ce résultat; car on peut prendre pour X une quelconque des deux racines de Téquation déterminante du point o, pour [jl une quelconque des deux racines de Téquation déterminante du point 1 . Sur ces quatre manières, il y en aura une telle que les racines V — X et |jl' — [jl aient leur partie réelle positive (à moins que ces différences ne soient purement imaginaires).
L'équation H = o doit être de la forme
(Py Mi(u) dy M,(//) , _
du^ "^ u{u — i) du "^ u^u — iy-^"^' '
M|, Ms étant des polynômes de degrés i et 2, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i seront
r{r — i) — Mi(o)r-t-Mj(o)r=:o, r(/- — i) -f-M, (i)r + M,(i) = o.
Comme elles ont une racine nulle, M2 devra admettre les racines o et i et sera divisible par u(u — 1). En effectuant la division et chassant les dénominateurs, Féquation prendra la forme
«(«-.)^ + (A«-hB)^-hC7=o
OU, en remplaçant A, B, C par trois nouvelles constantes a, ^, Y déûnies par les relations
179. Les équations déterminantes relatives aux trois points critiques o, i, oo sont respectivement
/•(r — I) — (y — a — ? — 1 )r iri o, — r(/*-t-i)-h(a-+- P-f-i)/- — aP = o,
et ont pour racines
o et I — Y, o et Y — ^ — P> a et p.
L'équation admet donc une intégrale développable aux environs du point o suivant les puissances entières et positives de u.
Soit
cette intégrale. En la substituant dans l'équation et égalant à zéro les termes en wH-, il viendra
[(ix -M)fx -+- Y(fx -+- i)]c^H-i = O ;
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d'où
_ (« + tt)(P+(l).
et, par suite, en donnant à Cq, qui reste arbitraire, la valeur i,
F désignant la série hypergéomé trique (t. I, n° 170).
180. Cela posé, il existe, comme on l'a vu plus haut, vingtquatre substitutions de la forme
qui transforment Péquation proposée en une équation analogue. L'équation transformée admettra comme solution une série hypergéométrique, et Ton en déduira aisément une intégrale correspondante de l'équation primitive.
A.U système de valeurs o, i, oo données à u doivent correspondre pour u les mêmes valeurs, mais dans un ordre ar-
bilraire, ce qui donnera, pour la fraction — ; •. > les six
formes suivantes :
A chacune d'elles correspondent quatre équations transformées, qu'on obtiendra en prenant successivement pour X chacune des deux racines de l'équatiou déterminante du point o, pour |jl chacune des racines de l'équation déterminante du point I.
Nous allons donner un exemple du calcul de l'une de ces intégrales.
Soit par exemple u = Pour w = o, i , oo, on
aura u r= o, oo, i ^ l'équation entremet u aura donc ces trois
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points critiques, et les racines des ëqaations déterminantes correspondant à ces trois points seront comme précédemment
o et I — Y> o et Y — « — P, « et p.
On pourra donc prendre
X r= o ou I — Y, p. zz: a ou p.
Prenons, par exemple,
X ml — Y, \L=za.
Les racines des équations déterminantes pour Téquation entre js et u seront
Pour o. . . — X 3=1 Y — 1 , 1 — y — X =: o,
Pour 00.. X-+-|Xr=rat-M — y> T — « — P-l-X-f-fX— i — 3,
Pour I... a — l*-^= o, p — fJ'- = P — a.
Si nous posons
d'où
a'=ia-M — Y» P'=> — P> ï'=2 — y»
cette équation admettra la solution
F(a',P',Y','^). L'équation primitive admettra donc la solution
j=:u*-Y(i-u)«F(a',PSY',u)
OU, en remplaçant u par sa valeur et a', P', y p«r leurs
valeurs et supprimant le facteur constant ( — i)Y~"^*,
y = a»-Y(i _ e^)r-a-t p ^a 4- i - y> » - ?» 2 - y. -^^ ) ' J. — CourSf III. lâ
18S. On obtient par un procédé tout semblable les vingtquatre intégrales suivantes :
F(a,p,-r,«), (,^i,)Y-«-PF(y-«,t-P,T, ")*
w»-ïF(a — Y4-I, p— Y-M, 2 — Y, w), tt«-Y(i — a)Y-«-P F(f — a, I — ?, 2 — Y, «),
ai-Y(,_w)Y-a-tF^a-Y-+-', i-p, 2-Y, ;7^)>
,,i-Y(i_a)T-MF(p-Y-hi, i-a, 2-Y,-j7:^)'
F(«, p, a+p — Y + i, I — m), a'-YF(a — Y + i, P — Y-+~ï>«+P — Y"*"'» ï — ")>
M-« FU, a — Y + i» «-hP — Y^-ï» ^^ ~" j >
(,_i,)Y-«-PF(Y-a, Y-P, Y-«-P + '» I-"), (,--.f^)Y-x-Pa»-YF(i — a, I — p, Y — a-p-hi, I — m),
(i— a)ï-«-Pw«-YF/^i— a, Y — a, y — a — p-hi, ^^^ (i_^)Y-«-PiiP-Yf(i-P,Y-P,Y-»-P-Hi,'^)»
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(36) ,^-?f(p,P-y + '» ?-«-+-'» Jj)>
(37) ,^-p(,- iy"°'"^F(.-«,Y-^, p-« + ',f^)'
(39) ,,-p(^,-- î.y"^""F(p-Y^'» ,-a, p-ot-M, j-i-).
183. Coupons le plan suivant la portion de i^axe des x qui s'étend de o à 4-00. Dans le plan ainsi coupé^ chacun des développements précédents restera monodromc. Pour
achever de les préciser, nous pouvons adopter pour arguments
(le a, I ceux qui sont compris entre o et 27c, pour argument de I — u celui qui est compris entre — tc et -f- 7t. Les puissances de «, i > i — u qui figurent dans les expressions (16) à(39) auront des valeurs entièrement déterminées. La région de convergence des développements ci-dessus sera : 1° pour ceux où la série hypergéomélrique a l'argument « ou I — w, l'intérieur des cercles Co, C| de rayon i décrits autour du point o ou du point i respectivement:
2° pour ceux d'argument -> » l'extérieur de ces mêmes
cercles; 3° pour ceux d'argument > la moitié du plan
située à gauche de la droite ^ = - ; 4° pour ceux d'argument
, la moitié du plan à droite de cette ligne.
Il restera à déterminer les relations linéaires qui lient entre eux ces divers développements dans leurs régions de convergence commune.
Les différences des racines des équations déterminantes
relatives aux points 0,1,00 sont respectivement i — v, Y — a — p, j3 — a. Nous supposerons que parmi ces quantités, il en existe au moins une dont la partie réelle ne soit pas nulle. Les 24 transformations de Téquation de Gauss permettant : 1° de permuter entre eux d'une manière quelconque les points o, i, 00 sans changer les équations déterminantes ; 2** de changer à volonté les signes des diflerences des racines des équations déterminantes relatives aux points o et 1 , il nous sera permis d'admettre que y — a — ^ ait sa partie réelle positive. Dans ce cas les séries h jpergéomé triques
FU,a_Y4-i,a-p-hi,ij, pf p, p — y + ', P - « + i, J^)
seront encore convergentes sur la circonférence du cercle Go et, en particulier, pour u = i elles prendront les valeurs suivantes (t. I, n"» 379 et 382),
_ r(«-p-t-i)r(Y-a-p) , _ r(p-« + i)r(Y-a-p) ''- r(i-p)r(Y-P) ' '~ r(i-a)r(Y-at)
Gela posé, désignons par a« j^« , a«^2 les développements ( 1 6) et (20), par b^Zi, 62^2 les développements (32) et (36); et soit j: une intégrale quelconque de Téquation de Gauss. On aura dans rintérieur de Go
et à l'extérieur de Go
j: = e/i Si -h C^t ^î*
Pour trouver la liaison entre les constantes C|, 02, t/, , c/2, nous remarquerons que sur la circonférence elle-même, où les développements restent tous deux convergents, on aura
En particulier, au point a= i, on aura sur le bord supérieur de la coupure
y\^^ yt^^ ^i^^ jj = I
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et, sur le bord inférieur,
-r — /»— m/a ^ — ^-îit/B
d'où les deux relations cherchées i Cl -h c, = rf, -4- c^„
Tirant de ces équations les valeurs de d^ d^ pour les substituer dans l'expression a: = rf| -3| -f- ^2^2»
il viendra
Cette expression, convergente en dehors du cercle Co, représentera dans cette région la même intégrale qui, dans l'intérieur de Co, était égale à C|^i -+- C2j^2«
184. II ne reste plus qu'à voir comment les constantes C|, C2 se modifient à la traversée des coupures qui joignent les points critiques o et i, i et 00. »
Si l'on traverse la droite 01 (en montant), j^i ne change pas, y2 est multiplié par e'^'^'y ; et x = Ctyt 4- €2^2 est changé en Cf^i 4- Cae~*^'T^2« Ainsi c^ ne change pas, et c^ est multiplié par e-2«'Y.
Si l'on traverse la coupure 100 (en montant), d^^d^ seront changés en (4i) d\ — e-^^'^d^, d^ — er-^^i^d^
et C| , C2 en deux nouvelles constantes c\ , Cj liées à ûTp ûT^ parles relations
En résolvant les équations linéaires (4o), (41)9 (4^)9 ^^ éliminera les auxiliaires rf|, rfj? ûT^, c^^ et l'on obtiendra l'expression dec', , c^ en fonction linéaire de C|, C2.
Si l'on traversait les coupures en descendant, les coeffi-
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cients C|, Cq subiraient (évidemment la transformation inverse de celle qui vient d'être déterminée.
Les coefficients des formules de transformation ne renferment, comme on le voit, que des exponentielles.
Uéquation (43) w(,-ii)g-4-[Y-(a-hH-i)«]^J
étant différentiée, donnera
dtt^
ou, en posant -j- ^=y,
-^ Lï -H I - (« -+- P -+- 3)11] jj^ - (« -M) (P + l)/==0.
Cetle équation ne diffère de la précédente que par le remplacement de a, ^, Y par a-^i, P + i,y4-i.
La dérivée —, — ^ = y'*""* satisfera donc à Téquation
Cette équation, multipliée par wY+«-2(i — w)a+p-Y+«-«, pourra s'écrire
3=(a-h,i — i)0-t-/i — i) a"-* (i — /O""* Hr""', en posant, pour abréger,
M = wY-«(i — m)««-P-T.
En la dlfférentiant n — i fois, il viendra
L'application répétée de cette formule de réduction donnera, pour toute valeur de n entière et positive,
= (x(a-hi)...(a-4-/i — i)?(P-M) ... (P-H/l— l)M/.
Cette formule est particulièrement intéressante lorsque ^ est un entier négatif — n. L'équation (43) admettra dans ce cas comme solution l'expression
laquelle est un polynôme de degré /e, dont la dérivée n""* se réduit à la constante
g(g-hl)...(a-h/^ — i)^(P 4- !)...( P 4-/1 — i)^ Y(Y-M)...(T-i-/i — I)
La formule (44) donnera donc dans ce cas particulier
^ » »» / My(y-+-')- ••(t-+-'* — 0 ^"
ou, en remplaçant M par sa valeur et changeant a en a + /i»
Le polynôme
est donc un produit de puissances par une dérivée n^^™*.
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186. Les quantités y et a-h i — Y étant supposées positives, les intégrales définies
5„^„=f aT->(i-i/)«-YZ„Z;,é/w
seront finies et déterminées; elles auront d'ailleurs les valeurs suivantes :
(45) J;„.;» = o, sim>n,
(46) j _i_r{n-^i)TH^)r{a-^n-.'t-^i)^
En effet, Zn satisfait à Téquation qui peut s'écrire
^ aY(i — w)«-^-»-YZ; =:— « (/l 4- Gt) llY-i(i _ a)«-YZ„.
Multiplions par Z;„ et intégrons de o à i ; il viendra
/ï(«H-«)J;«,»=~r Z;„^[wY(l-M)«^i-YZ;],
ou, en intégrant par parties et remarquant que le terme tout intégré s*annule aux deux limites,
/»(/»-f-«)J^,„=r //Y(i-w)»+«-YZ;,Z'^^a:z.m(mH-a)J^,,;
car le second membre ne change pas si Ton y permute m et n.
On aura donc, si /w^/i,
Si m = n, on remarquera que Z^ satisfait à une équation de même forme que Z/,, sauf le changement de a, /i, y en
du
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a-r2, n — i, y-hi; on aura donc, par un procédé tout semblable,
(/i-i)(/i4-aH-i) r «r(i-«)a+t-YZ;,z;
= Ç i^YH-i (, _ «)a-^î-Yz;z; du.
Continuant ainsi, on aura finalement
D^ailleurs
el
r^ v^« ./ x«4« v^ r(Y-H/î)r(a-4-/i--Y-+-l) I £fY+«-»(i— i/)a^'»-Yc^//= -iJ — -1 — ^^ -J i.
Jo r(a-+-2/l-+-i)
Substituant ces valeurs et remplaçant les factorielles par (les quotients de fonctions F, on trouvera la formule (46)«
Soit maintenant /({/) une fonction quelconque, que nous nous proposons de développer en une série de la forme
f{u) =: AoZo-f-A,Zi4-. . .-hA;,Z/|-H. . ..
Un semblable développement étant supposé possible (*), on en déterminera aisément les coefficients. Multiplions en effet les deux membres par wY~*(i — w)*"YZ;, et intégrons de o à I ; il viendra
f /(a) wY-i (I - tt)«-YZ« du^kJnn.
(') Sur celte possibilité voir le Mémoire de M. Darboux Sur les /onctions de grands nombres {Journal de Liouville, 3* série, t. IV, p. 5 et 377).
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ce qui donnera le coefficient A;, exprimé par une inlégraie définie.
187. Les résultais que nous venons de trouver renferment comme cas particuliers ceux qui ont été obtenus précédemment pour les fonctions X/, de Legendre. Posons en eflct a = Y = I ; nous aurons
CD
et, en posant u = — ; — > nous obtiendrons le nouveau polynôme
188. Considérons comme dernière application Téquation de Bessel
d}y I dy
dx'^ X dx \ x'^ Substituons pour^ la série
Il viendra, en égalant à zéro le terme en x'^^^^
(r 4- 2 fx -f- 2) (r -f- 2 fx -f-i) CjjH-i
-+- (r 4- 2 [X -f- 2) CjjH-i -h Cpt— /i*C(x+, = o;
d'où
^ll-»-l
(r4-2[X-h2-f-/l)(/--^2{JL4-2 — /l)
En posant |jl = — i, on aura Téquation déterminante r'— /i'=:o, d'où . r=L±in,
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Prenons d'abord r = /i, il viendra
Cm
*^L 2«(/l4-l).l 2'l*(/l-+-l)...(/l4-fl).I.2...fX J
Le terme général de la série entre parenthèses peut s'écrire ainsi
Si donc nous prenons pour plus de simplicité la constante Cn éerale à — , il viendra comme première so-
lution la série
^r(/n-{x-hi)r({x-hi)'
que nous désignerons par J/,.
En posant /• = — /i, on trouvera un résultat tout semblable, sauf le changement de signe de n.
Les deux intégrales J;,, S_n seront évidemment indépendantes si n n^est pas un entier réel; l'intégrale générale sera donc
Si n est entier, on peut évidemment le supposer positif, car il ne figure que par son carré dans Téquation différentielle. Dans ce cas les n premiers termes de S_n s'annulent, car ils contiennent en dénominateur des fonctions F d'argument entier négatif, lesquelles sont infinies. Ou aura donc
' Zà i^- « H- (X -h i) r( jjL -4- 1)
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OU, en posant [x = /i + [x',
Les deux intégrales Jn et J_;i ne seront donc pas indépendantes et ne suffiront pas pour former Tintégrale générale.
189. Pour obtenir dans ce cas une nouvelle intégrale, nous supposerons que l'argument, au lieu d'être tout d'abord égal à n, soit égal k n — e, e étant infiniment petit. Nous pourrons prendre pour intégrales indépendantes, au lieu de
Jii-e et J-iï+ei J/i-e et ^^^^^ ^^« La limite de cette
dernière quantité pour e = o nous donnera l'intégrale cherchée, que nous représenterons par Y;,.
Séparons les n premiers termes du développement de J-n^t et changeons dans les autres l'indice de sommation pi en /i + |JL ; il viendra
lim^(-i).(f)
«^2li/(e)
en posant, pour abréger,
^(^) r(/H-fJL-+-l)r(e4-f*-Hl) {2)
r(/i — e-t-fx-l- Or, en appliquant la formule connue
-+-i)r(|x-i-i) Va/
aïo/j-K
OD aura
I 1^/ \ sin(/i — e— fjL)ic — r(/i — e — jx) i î-^,
tr(— /i 4-6-+- [a-m) "~ ^ ^^ 1CS
expression dont la limite pour e r= o est
— r(/l — JJl) C0S(/l — [X)7r =: (— !)« -l*-*-» r(/l -^ [Jl)
D'autre part, lim^=/'(o) = 2log-
t ^ ' o 2 r(/i-+.|x-hi)r(îJL4-i)
r'(fx-M) r'(/i4-ix4-i)
r(/i4-|JL-M)r»(|jL-+-i) r([jL4-i)r*(/i-f-|x4-i)
Substituant ces valeurs, il vient
^r(/i + H^ + i)r((x+i)L »a r(|x-i-i) r(/i + ji-(-i)J
Les fonctions J;, sont liées par la formule récurrente
(4?) —^n~ in-X 4- JrtH-i.
En effet, substituant pour les fonctions J leurs développements en série et comparant le coefficient du terme en <|./i4-2u-i dans les deux membres, on aura à vérifier Tégalité
2»-»-«H'r(jjL -M) r(/i -h |JL -h 1)
2«~i+iiir(|x-M)r(/i4-{x) 2'»-*-«i*-»r(îx)r(/i-4-ii-hi)
Or on a
r([x-hi)^iirix, r(/i-hix-M) = (/i-hîi)r(/i4-|x).
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Substituant ces valeurs et supprimant les facteurs com muns, Tégalité à vérifier se réduira à
ce qui est évident.
On vérifiera de même cette autre formule
(48) 2™ izij«_, — J^+i,
dont la combinaison avec la précédente donnera
Nous signalerons enfin les deux formules (5o) j-^œ «J«(v^^)= — {a? « J«4.i(\/^),
(5i) ^^"'•'«(V^^) -=i^'^J«-i(/-iX
qu^il est également aisé de vérifier.
191. On peut rattacher à l'équation de Bessel plusieurs équations qui se rencontrent fréquemment dans les applications.
Transformons en effet cette équation en posant
/ et V désignant de nouvelles variables ; on aura
dx = ^^t^-^cit,
dx Py ^^
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D'autre part,
Substituant les valeurs précédentes àey et de ses dérivées dans l'équation de Bessel, on aura Téquation transformée
L'équation en j^ ayant pour intégrale générale
7 = cJ„(x)4-c'J_«(x), la transformée aura, pour intégrale générale
(J-« devant toutefois être remplacé par Y„ si n est entier).
On pourra donc intégrer par les transcendantes J toute équation de la forme
^V dV
car on peut disposer des quatre constantes a, ^, y, n de manière à identifier l'équation (53) avec (52).
On remarquera toutefois que, p et y ne pouvant être nuls, la transformation serait en défaut si c ou X étaient nuls. Mais alors Téquation (53) se ramène à une équation à coefficients constants (139).
Les cas particuliers les plus intéressants sont les suivants :
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correspondant k x = ±n, P = y = i, et
correspondant à a=:-) P = 5» Y = ^5 enfin l'équation de Biccati
correspondant àa = — ^, p= — ,^=2/1 ^c, /i = .
IV. — Intégraiion par des intégrales définies
i9S. L'équation de Gauss est un cas particulier de la suivante
■> = Q(')Si-«-")Q'(-)E=3
où Ç est une constante, et Q(5:), R(^) deux polynômes, tels que l'un des polynômes Q(^), ^R(^) soit de degré /i, et l'autre de degré < /i.
Nous essayerons de satisfaire à cette équation en posant
l=z fv{ii-'a:)^-'du,
U étant une fonction de u qui reste à déterminer ainsi que la ligne L d'intégration.
Substituant dans l'équation la valeur précédente et supprimant le facteur commun ( — 1)" (; — 1). • .($ — /i -i- 1), »'
£quatio:<s linéaires. 2^1
viendra
(Ç-,i)(a-x/,-«-i[Q(^) + QXT)(ii-rr) + QV)— 7^' +
/'[(; — '»)(" — a:)',-»-» Q(a) -h ( M — x)^-» R(a)] U cfa.
Déterminons U par la condition
R(«)U = ^UQ(«),
d'où
rf.UQ(«) R(tt) . , „^, , rRC") ,
et enfin
Téquation précédente deviendra
en posant, pour abréger,
(2) V=UQ(m)(w — x)5-'»=re-^ Oi"' "(M_ar)5-«.
L'intégrale de ^TV sera nulle et l'équation sera satisfaite : I* Si L est un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale lorsqu'on revient au point de départ;
2® Si L est une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
493. Nous allons voir, en discutant ces diverses lignes d'intégration, qu'on peut obtenir en général n intégrales particulières distinctes, dont la combinaison donnera l'intégrale générale de Téquation proposée.
J. — Cours, III. 16
La fraction ^^ — -9 décomposée en fractions simples donnera un résultat de la forme
of-y^ = ''^X-i w H- . . . -h m» tt -4- mo
Pv . . P,
où
X4-lx-+-v-f-...:=/l.
On en déduit (4) V= (w — a)«. (a -^ ^»)P.. . .(a — ^)^-''eW
en posant, pour abréger,
a, Bv I
•^ ' const.
Les fonctions U(w — ^)^~S V admettent donc comme points critiques le point x et les racines /7, 6, ... de Téquation Q = o et se reproduisent multipliées par 5*'"^, ^27c/a,^ e^^'P», ... lorsque Ton tourne autour de ces divers points.
Cela posé, soit O un point quelconque du plan. Joignonsle aux points a, 6, . . . , a: par des lacets A, B, . . . , X:
soient A, B, . . ., X les valeurs de l'intégrale /U(w — x)^^*du prise dans le sens direct le long de ces divers contours avec une détermination initiale donnée M de la fonction à intégrer. On pourra prendre pour ligne d'intégration L l'un quelconque des contours suivants : ABA^'B"', . . . . AXA~*X~', . . .; car, si l'on décrit le contour ABA^'B"*, par exemple, la fonction V se reproduira, au retour, multipliée par
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La valeur [AB] de Tintégrale prise suivant le contour ABA-'B"* est donc une solution deTéqualion proposée. Il est aisé de la déterminer. En eflet, en décrivant d'abord
le lacet A, on obtiendra une première intégrale A, et V{u — x)^~* aura pour valeur finale e^"'«iM. Décrivant ensuite le lacet B, on obtient comme seconde partie de Tintégrale e^'^'^iB, et U(m — x)^"* aura pour valeur finale gîirf(a,+p,)]VI^ L'intégrale suivante, le long de A"*, serait évidemment — A si la fonction à intégrer avait pour valeur initiale e^'^'^tM (qui est sa valeur finale lorsque Ton décrit A avec la valeur initiale M); elle sera donc, dans le cas actuel, égale à — e^'^'PiA, et lJ{u — x)^"* aura pour valeur finale
Enfin rintégrale suivant B~' sera — B.
On aura donc, en réunissant ces résultats,
(6) [AB] ==: (I — e'^'POÂ — (I — e«'^'«.)B.
On obtiendra des formules semblables pour les intégrales analogues^ telles que [AX], [BX], .... On déduit immédiatement de ces relations les suivantes :
XA]=-[AX
(8) (i— e»''Ç)[AB]-+-(i — e««'«.)[BX]-h(i-e«'^'PO[XA] = o,
qui montrent que toutes les intégrales [AB], . • . s'expriment linéairement au moyen des intégrales particulières [AX], [BX], • . • [à moins toutefois que ^ ne soit un entier, auquel cas on aurait évidemment
,_e««/Ç_o, X = o, d'où [AX]=zo, [BX] = o, ..., de telle sorte que l'équation (8) deviendrait identique].
194. Le nombre des intégrales obtenues par ce qui précède est égal au nombre des racines distinctes de Téquation Q(w) = o. Si donc le polynôme Q a des racines égales, ou si son degré est inférieur à n, il nous faudra trouver de nouvelles intégrales particulières. Nous les obtiendrons en choi-
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sissant la ligne d'intégration L, de telle sorte que V s'annule
à ses extrémités.
Soit a une racine multiple d'ordre [x de l'équation Q=:o.
Posons
u — a = p (ces CD -h (sin^),
et
^ =r:r(cos/?-i- isinp)
dans les formules (4)et(5)et faisons tendre p vers zéro; on aura évidemment
V=ep«. (cosa,«p 4- £ sinai<p)e'"P*"''Hl/»-<l*-»)9l-»-'"»l/'-(H'-«)?j|, 8 étant un facteur qui tend vers la limite finie
Celte expression tendra vers o ou vers oo, suivant que cos[/> — (|A — i)ç] sera négatif ou positif. Or l'équation
donne pour ç un système de 2([x — i) valeurs équi distantes, dans l'intervalle de zéro à 27c. Si du point a on mène des droites dans ces diverses directions, elles partageront les environs de ce point en 2([a — i) secteurs. Et, lorsque u tendra vers a, V tendra vers o si u se meut dans un des secteurs de rang impair, vers 00 s'il reste dans un secteur de rang pair. Si donc nous supposons (^fig* 2) que a, partant de la va-
leur a, s'en éloigne suivant le premier secteur, traverse ensuite le second secteur et revienne en a par le troisième
iecteur, la ligne A ainsi décrite pourra être prise comme igné d^ntégration, car V est nul à ses deux extrémités.
La valeur de l'intégrale particulière ainsi obtenue variera Ividemment suivant que la ligne A enveloppe quelques-uns les points 6, . . ., x ou les laisse tous en dehors. Nous adnettrons qu'elle ait été tracée de manière à satisfaire à cette lernière condition. LMntégrale ainsi obtenue ne changera >as si l'on contracte cette ligne de manière à rendre ses dinensions aussi petites que Ton voudra ; la diminution du :hamp de l'intégration sera compensée par l'accroissement le la valeur de la fonction soumise à l'intégration.
On obtiendra une autre intégrale particulière en intégrant uivant une ligne infiniment petite A' qui s'éloigne de a suivant le troisième secteur et -^ revienne parle cinquième, etc., :e qui donnera évidemment [x — i intégrales particulières.
Chaque racine multiple de l'équation Q = o donnera évilemment un résultat analogue, de telle sorte que, si \ est lul, nous aurons le nombre d'intégrales voulu.
195. Si \ n'est pas nul, cherchons ce que devient V orsque u tend vers oo. Nous aurons à poser
cos<p 4- tsm<p), — r| — == r (cos/> 4- I siD/?)
îl à faire tendre p vers oo. On aura évidemment V= ep«.-^P.-^-- [cos («1 -+- pi 4-. . .)? -H ' sin(ai 4- Pi 4- . . . )?]
e facteur 0 tendant vers l'unité.
Cette expression tendra vers o ou oo suivant le signe de 30s(/? 4- )^f ). Or l'équation cos(p 4- )v^) = o donne aX vaeurs de cp. Traçons, à partir d'un point quelconque du plan, ies droites ayant ces directions. Elles partageront le plan sn aX secteurs; pour u = oo, on aura
V=:o ou V==oo
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suivant que u sera dans un secteur de rang impair oa pair. Et si l'on suppose une ligne A partant de Tinfini dans le (2/n 4- !)**"• secteur et y retournant par le (a/n + S)^*"* (après avoir laissé à sa gauche tous les points a, 6, . . . , x), elle fournira une intégrale particulière. On en obtiendra ainsi X.
196. Nous avons ainsi obtenu dans tous les cas le nombre d'intégrales nécessaire. On pourrait en déterminer une foule d'autres. Il est clair, en effet, qu'on pourrait prendre pour ligne d'intégration :
i® Toute combinaison de lacets, telle que chaque lacet fût décrit aussi souvent dans le sens direct que dans le sens rétrograde ;
2" Toute ligne L joignant deux des points a, 6, . . . , oc, pourvu qu'elle arrive à ces points dans une direction telle, qu'on ait, en y arrivant, V= o.
Mais nous savons d'avance, et il serait d^ailleurs aisé de le vérifier, que ces intégrales sont liées linéairement aux intégrales fondamentales que nous avons déterminées.
197. Pour une valeur donnée de x, les lignes suivant lesquelles sont prises ces intégrales fondamentales peuvent être déformées à volonté sans que la valeur des intégrales soit altérée, pourvu que dans cette déformation elles ne traversent jamais les points a, 6, . . . , ^. Si l'on fait varier x d'une manière continue, ces intégrales varieront également d'une manière continue, pourvu que le mouvement de x soit accompagné, lorsque cela devient nécessaire, d'une déformation des lignes d'intégration, qui leur fasse éviter la traversée des points a, 6, . . . , x.
Ces considérations permettent de déterminer le groupe de l'équation différentielle proposée. En effet, les points critiques de cette équation sont les points a, &,..., et il est aisé de se rendre compte de la manière dont varient les intégrales fondamentales lorsque x tourne dans le sens direct autour de l'un de ces points, tel que a.
188. Les lacels B, . . . n'auronl pas changé; mais les lacets X et A, pour éviter d'être traversés par a et x^ auront dû se transformer en X' et A' {fig. 3). Or le nouveau
Fig. 3.
contour X' est évidemment équivalent à XAXA * X • et le contour A' à
XAX-«i=:XAX-«A-».A.
L'intégrale suivant X' sera donc égale à X -f- e'^^'[AX], et l'intégrale suivant A' à — [AX] -f- A. Par suite, l'intégrale
[AX] = (i — e»'^'^)A — (I — e»'^'«.) X
se trouvera transformée en
(, __ e^ru\^^X'— (i — é^''^^^)\'
= [ AX] [i — (i — e««'^) — (i — e»'^'«.) e»«'5] = e'^^'f».-*-^) [AX],
et l'une quelconque [BX] des autres intégrales [BX], [CX], . . . sera changée en
[BX] -4- (e^'^'P.- I) e«'^'t[AX].
199. Si a est une racine multiple d'ordre'p. pour l'équation Q = o, il existera [jl — i intégrales particulières I^, . . ., I^.i correspojidant à des contours fermés infiniment petits Â,
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A', • . . passant par ce point (194). Ces contours n'étant pas traversés par x dans son mouvement pourront être conservés sans altération. Mais la fonction à intégrer contient le fac— teur (a — ^)^~"j qui se reproduit multiplié par e*^'^ lorsque^ X tourne autour de a, car il enveloppe en même temps 1( point u qui en est infiniment voisin. Les intégrales If, . . ., I|L-i se reproduiront donc multipliées par «^^*^.
Soient b une autre racine multiple de Q = o, v son ordre -:^ de multiplicité. Il existera v — i intégrales particulières correspondant à des contours fermés inflniment petits passant par 6. Le point x restant extérieur à ces contours lorsqu'il tourne autour de a, cette rotation ne changera ni les lignes d'intégration, ni la valeur du facteur (u — x)^'". Ces intégrales resteront donc inaltérées.
Enfin il en est évidemment de même des intégrales correspondant aux X racines infinies que pourrait présenter réquation Q = 0(195).
Nous avons ainsi déterminé d^une manière complète la transformation que subissent les intégrales par une rotation autour de a. On déterminerait de même la transformation opérée par une rotation autour de chacun des autres points critiques 6, ....
200. Il peut arriver, pour certaines valeurs particulières des coefficients deTéquation différentielle, que les intégrales obtenues cessent d'êlre distinctes. Ainsi, si nous supposons que ai soit un nombre entier m, Pintégrale
[AX] r= (i — e»'^'5)Â — (i — e»«'«OX
sera identiquement nulle; car, d'une part, €^"^'^1= i et. d'autre part, A = o, car la fonction à intégrer reste monodrome dans l'intérieur du lacet A. •
Pour obtenir dans ce cas l'intégrale particulière qui doit remplacer l'intégrale évanouissante, nous supposerons a, = /n -h e, e étant infiniment petit. L'intégrale [ AX] dans celte nouvelle hypothèse ne sera plus nulle, et, en la déve-
loppant en série suivant les puissances de e, on aura [AX] = [AX], -,
Le premier terme de ce développement est identiquement nul. Divisant le reste par e, nous obtiendrons une autre intégrale
qui, pour e = o, se réduira à son premier terme
«Al et (X désignant ce que deviennent les intégrales A et X lorsqu'on y remplace dans les fonctions à intégrer le facteur {u — a)*« par sa dérivée (u — a)'^ iog{u — a) pour la valeur particulière ai = m.
On pourra opérer de même dans tous les cas analogues où une combinaison linéaire des intégrales fondamentales s'annule identiquement. En faisant varier inflniment peu l'un des paramètres, convenablement choisi, cette expression cesserait de s'annuler. Sa dérivée par rapport à ce paramètre donnera l'intégrale supplémentaire dont on a besoin.
201. Considérons en particulier le cas où toutes les racines de Q(ii) sont inégales et finies; on aura
et les intégrales particulières de l'équation proposée seront
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données parla formule
Iap...ç= f{u - a)«-« (u- b)?-K. . (1. ~x)5-« du,
OU L est un contour fermé quelconque, tel que la fonction à intégrer reprenne sa valeur initiale après Tavoir décrit. La dilTérentiation sous le signe f donne évidemment
^!^^=(-i)<*(?-')(î-a)...(?-|x)Ia? l-p
Uéqualion différentielle à laquelle satisfait lap...^ équivaut donc à une relation linéaire entre les /i + 1 intégrales consécutives Iap...ç, Iap...,Ç-i, • • -, Iap...,Ç-/i-
D'autre part, on a évidemment
la-hi. p...Ç = lap.... Ç-+-1 4- C'a? — a) lap...|-
Cette formule et ses analogues, combinées avec la relation précédente, montrent que toutes les intégrales de la forme
oii p^ Çj . . . , r sont des entiers, s'expriment linéairement en fonction de n d'entre elles, telles que Iap...Ç-f, ••.,
Iap...Ç-/i-
Signalons encore cette formule, dont la vérifîcation est
immédiate,
âa ox oadx
202. Si les exposants a, ^, • • m i sont réels et rationnels, rinlégrale
sera une intégrale abélienne, et l'intégrale Iap...ç en sera une période.
On pouvait prévoir a priori que les périodes d'une intégrale abélienne, considérées comme fonctions de l'un des
paramètres a quîifigurent dans Finlëgrale, seraient les solutions d'une équation dilTérentielle linéaire à coefficients uniformes. En effet, soient P, P|, . . . les périodes linéairement distinctes. La forme générale des périodes sera
mP-+- /w,Pi-f-. . .,
m, /Tti, ... étant des entiers. Si nous faisons varier a d'une manière quelconque, P, P|, ... varieront d'une manière continue. Et, si a reprend sa valeur primitive, les valeurs finales de ces fonctions, étant encore des périodes, seront de la forme mP -f- /ni P| H- . . . . L'effet du contour fermé décrit par a sera donc d'opérer sur P, P|, ... une certaine substitution linéaire. L'équation linéaire
1 P Pj ...
d\ dP dP,
da da da
=rr O,
dont ces périodes sont les solutions, se reproduira multipliée par le déterminant de cette substitution lorsque a décrit ce contour; et, si nous divisons l'équation par le coefficient du premier terme, les coefficients de la nouvelle équation obtenue se reproduiront sans altération. Ce sont donc des fonctions uniformes.
203. Proposons-nous , comme application , de former l'équation différentielle à laquelle satisfont les périodes de rintégrale elliptique
considérées comme fonctions du module k. On a
kl
r dt
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on
kl=^- /^«""'(w — ir*(a — ^)"»e/ti,
en posant
Les périodes de cette intégrale, considérées comme fonctions de X, satisferont à Téquation diflerentielle (i) si Ton pose
R(w) =[—-+- -r-^ ri Q(u) ^ w - J .
Substituant ces valeurs, il viendra
Il reste à transformer cette expression en substituant à x
sa valeur -t-ra:*
On a
dx~^—, d'où -^^--lyt»
dk\ _ ,^^dkl dx ~ ^ dk'
-^ ' dk^ ' "dk)^ '^
dx^ et, en substituant,
L'équation différentielle de Laplace
OÙ les/, g sont des constantes, peut s'intégrer par un procédé tout semblable à celui qui nous a servi pour Téqualion (i).
Posons, en eOet,
1= / Me''' du.
Le résultat de la substitution de cette intégrale sera
r[R(w)-^Q(a)j?]Ue'*'ûri/,
en posant, pour abréger,
Si nous déterminons ici encore U par la condition
R(«)U = ^UQ(M), d'où
^ , ôûô'"'
rintégrale précédente se réduira à
fci.l]Q{u)e'''= fci\.
Elle sera nulle, et Ton obtiendra, par suite, une intégrale de Téquation proposée, si Ton choisit pour L un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale quand on revient au point de départ ou une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
Soient
a^ bj Cy ... les racines distinctes de l'équation Q := o,
m leur nombre ;
A, B, C, . . . les lacets correspondants.
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On obtiendra m — i intégrales en prenant successivement pour L les (Contours
ABA-«B-S ACA-«C-S
Si l'équation Q = o a des racines multiples, soient a Tune d'elles, [X son ordre de multiplicité : on obtiendra, comme au n° 194, [jl — i nouvelles intégrales, en prenant pour L des contours parlant du point a et y revenant dans des directions convenables.
Enfin, soit \ le nombre des racines infinies de l'équation Q = o (ce nombre pouvant être nul); on aura
u — a {u — ay *' u—b et, par suite,
le facteur 6 restant fini pour w := oo.
On verra, comme au n® 195, qu'il existe X + i intégrales correspondant à des lignes L ayant leurs deux extrémités à l'infini.
Ce résultat subsistera, même si X = o, auquel cas V serait de la forme
V =: éf'P*-^)«( w — a)«. (// — ^>)^ . . . 0.
Les )^ 4- I intégrales ainsi obtenues, jointes aux précédentes, compléteront le nombre des intégrales requises pour former l'intégrale générale.
205. Nous allons appliquer la méthode précédente à l'équation
On aura, *.'ans ce cas,
é/M = (/i 4- {) log( a' H- i).
Nous aurons donc, comme solution de l'équation pro* posée, rintégrale
pourvu que Texpression
prenne la même valeur aux deux extrémités de la ligne d'intégration.
206. Avant de procéder à Tétude des solutions fournies par cette intégrale, il convient de donner quelques explica^ tions sur les fonctions eulériennes, lorsque leur argument est une quantité complexe quelconque.
La déGnition de T(z) par un produit infini n'est soumise à aucune restriction; elle donne, pour toute valeur de z, une valeur unique et déterminée de r(z), laquelle est toujours différente de zéro et reste finie, sauf pour les valeurs entières et négatives de z, pour lesquelles elle est infinie du premier ordre. Mais, pour qu'on puisse considérer r(^) comme fonction de la variable imaginaire z, il faut encore établir qu'elle a une dérivée.
Or r(x) est un produit infini ayant pour (acteur général
Donc logT{z) sera donné par une série infinie S ayant pour terme général
log/î — log(/i -hs)-h z log(n -m) — « log/i.
Prenant les dérivées des termes de cette série, nou3 aurons
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ane noavelle série S' ayant pour terme général
— j^-rz -^ ^^èi^ -+- 0 — log'»-
Mais on a
log(/i -M) — log/i = r -^ =: ^
Qa étant une quantité comprise entre o et i.
Le terme général de la série des dérivées sera donc
et son module aura pour limite supérieure la quantité
Z désignant le maximum du module de z dans la région où Ton considère sa variation .
Les quantités A/, ne dépendent plus de z et forment une série manifestement convergente. Donc la série S'est uniformément convergente dans la région considérée et sera la dérivée de log F (^). Donc T(z)^e^^^^^ aura lui-même une dérivée égale à S'r(^).
La définition de r(^) par l'intégrale définie
est bornée au cas où z est réel et positif. Mais il est aisé de la modifier, de manière à obtenir une expression de r(^) en intégrale définie applicable à toute valeur de z. Considérons en efiet l'intégrale
e-'/*-' de
prise suivant une ligne L partant de l'infini positif et y re-
venant, après avoir entouré Torigine dans le sens direct, <:omme l'indique \iijig- 4-
Pour définir complètement cette intégrale, il faut préciser
quelle est celle des déterminations de la fonction /^~* que
Ton adopte. Soit
tr=: p(cos<p -+- t sincp);
on aura, par définition.
Pour chaque position du point tj p est complètement déterminé; mais l'argument <p n'est connu qu'aux multiples près de u-ït; suivant celle de ces valeurs que l'on adopte, celle de t'"* variera.
Nous prendrons pour valeur de cp celle qui varie de o à 2-7^ lorsque / se meut sur la ligne L. On aura, dans ce cas,
e-U'-'^dt—{e^'^'*^—i)r{z).
En effet, les deux membres de cette égalité sont des fonctions continues et uniformes de z. On sait que deux semblables fonctions sont égales dans tout le plan dès qu'elles sont égales le long d'une ligne déterminée. Il nous suffira donc de montrer que l'égalité a lieu pour les valeurs réelles et positives de z.
Dans ce cas, la ligne d'intégration L peut être déformée de manière a se composer ; i® de l'axe des ^^ de oo à c,
J. — Cours, III. 17
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e étant une quantité infiniment petite; 2" d'un cercle de rayon e décrit autour de l'origine; 3** de Taxe des a: de t
Si e tend vers zéro, l'intégrale rectiligne / aura pou.* limite
où Ton prendra pour t'~* sa valeur réelle.
Cette intégrale est égale à — r(5).
L'intégrale suivant le cercle est nulle. Enfin l'intégrale de retour sera
parce que la rotation autour de l'origine a multiplié t^~* par le facteur e2«'<'-<^=z: e'^ît'*.
L'égalité est donc démontrée.
ABA-'B
A, B {,/iff' 5) désignant des lacets rcclilignes qui joignent les points critiques -f- 1 et o à un point quelconque a. Les
lij. 5.
valeurs de tP^*, (1 — t)^'* dépendent des valeurs initiales adoptées au point a pour les arguments ç, cpi des quantités /et I — t. Nous adopterons celles de ces valeurs qui sont comprises entre — - ir et M-ir. La signification de l'intégrale
^Lanl ainsi précisée, nous aurons
- AIIA-*B-« ^ ^^
Il sulfira, comme loul à l'heure, d'établir la proposition pour Je cas où p et q sont réels et positifs.
En désignant par A, 13 les valeurs de l'intégrale prise le long des lacets A, B, on aura
D*ailieurs les intégrales le long des petits cercles élant nulles, on aura
A=: / -+■ f =rr ( I - e««'») / ,
ARA
Donc
Mais, en vertu de Th^^pothèse laite, ^ et i — t auront leur argument nul entre o et i ; donc tP~^ et (i — t)^~* seront
réels dans l'intégrale / ; celle-ci aura donc pour valeur
209. Revenons à l'inlégralc / e"-^(w^-|- i) ^ du. Soient ^fig* 6)
A. B dos lacets joignant l'origine aux points critiques / et — i\
C une droite joignant l'origine au point ;, situé à Tin-
fini dans la direction du point ;
A, B, C les valeurs de Tintégrale prise le long de ces lignes, en choisissanl celle des déterminations du radical
(w--f-i) * qui se réduit à -[- i pour la valeur Initiale u =: o, ce qui revient à adopter, parmi les divers argu-
Fig. 6.
ments de la quantité m^+ i (lesquels diffèrent les uns de* autres de multiples de 27c) celui dont la valeur initiale est nulle.
On peut obtenir une première solution en prenant pour ligne d'intégration ABA"*B"*. L'intégrale correspondante étant
on voit, en supprimant un facteur constant, que
est une solution.
On obtiendrait d'ailleurs directement cette solution en prenant pour ligne d'intégration le contour fermé AB""', à i'extrcmité duquel la fonction V reprend sa valeur initiale i- 1 ; car les deux facteurs exponentiels par lesquels
lie a été successivement multipliée sont inverses l'un de
îiutre.
^>u, en développant les exponentielles en séries,
tn ■= m
Là \\m-s-\) \ J ^ ^ ' Jn ]
Si m est impair, les deux intégrales entre parenthèses ont -évidemment les mêmes éléments et se détruisent; si m est pair =7r2iJL, ces éléments seront égaux et de signe contraire; on aura donc plus simplement
Posons 11=^ it"^^ il viendra 2 / u^\^{u^ -\- 1)""^ du z . {— i)V- i I /^~2(i _-/)"" idt.
A' désignant le lacet qui joint l'origine au point i, /
,1-1 étant réel et positif ainsi que (i — /) " lorsqu'on va de
Dans ces conditions, Tintégralc suivant A' sera égale à
D'aillp.irc .'^'('«-i)
leurs e ^ «^^ — e^^i/i. En outre, si dans la formule
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démonlrëe au t. I, n** 385, on» pose m =:= 2, ;; = |jl4-J, >' viendra
Subsli tuant ces valeurs^ il viendra finalement
I, -r. (I -h e««'« )i r(/i ^- \) \/^Sy
(,.>) / ,6idt(ix4-i)r(ix-i-w-+-i)
210. Nous obtiendrons une seconde solution I3 en intégrant suivant une ligne L partant du point et y rêve-
nant après avt ir enveloppé dans le sens direct la partie
de Taxe des v comprise entre — i et -{- i (/ig> G); car
e'^'{u' -f- I * s annule au point —
Posons
d'oTi
(r.J , ,r- '- , -^ A' + , = il f , + ^')e^*«'
et, par suite,
/{ étant un entier choisi de telle sorte que les deux membres de Téquation (i3) aient le même argument lorsqu'on donne à ^ sa valeur initiale + 00 et à tt la valeur correspondante
Nous adopterons pour arguments de / et de 1 -h -75 ceux
dont la valeur initiale est nulle; pour argument de x celui
qui est compris entre — -et — > pour argument initial de
M*-}- I celui qu'on obtiendrait en faisant décrire à u la ligne C et prenant zéro pour l'argument correspondant à l'origine.
Il est clair que, lorsque u décrit la ligne C, l'argument de l'un des facteurs u — /, u -h i augmente, l'autre diminue. D'ailleurs, chacun d'eux varie d'une quantité inférieure à u : donc l'argument initial à adopter pour w*-f- i sera compris entre — iz cl -\-tz.
On devra donc déterminer A*, de tojlc sorte que l'argument
du second membre de l'équation (i3) soit compris entre — t: Pl -f- t:.
Si X est à droite de l'axe des j', argx sera compris entre
et -, et l'on devra poser A --o; si x est à gauche de
cet axe, argx sera compris cnlre - et -- , et l'on devra
poser k -' i.
Cela posé, faisons u —. dans l'intégrale
elle deviendra
t avant pour valeur initiale et finale —- oo, et son argument variant de o à 27: le long de la nouvelle ligne d'intégration. En supposant, ce qui est évidemment permis, que le module de t soit plus grand que celui de x tout le long de cette
ligne, on pourra développer le facteur ( i H- - , ) par lo
formule du binôme, el l'on aura ainsi
I,:^_e(i/»-i)A:ir/y r(n-^\),v^v-^^ fe-U-'^-^'V-'dl
On a d'ailleurs, en changeant [jl en n — ja — \ dans la formule (i i).
: ,_r(/l-jx)
r(/*-ix :->)
Tt
,ih-i^-l ^
VT r(|x — /i-i-i)sin(/i- -ix)ic
2 Slll/i'n
Enfin
2 sin w T On aura, par suite,
211. Les deux solutions que nous venons d'obtenir sont donc, à des facteurs constants j3rès , égales à x~'^i^{x) el .r~"J_w(j:), ce qui confirme un résultat déjà obtenu an nM9i.
On peut trouver deuï nouvelles solulionsls etl^ en intégrant
le long des lacets D et E joignant respectivement les points
critiques i et — i au point (.A^ • ^) î car e^^{iû H- i)
s'annule en ce dernier point. Nous préciserons le sens de ces intégrales en adoptant encore pour argument de w'H- i au commencement de chacune de ces lignes celui qui est compris entre — t: et -h 'ït.
Il est d'ailleurs aisé de déterminer les relations qui lient ces nouvelles intégrales aux précédentes. En effet, l'argument de tt^-7- I reprenant sa valeur initiale lorsqu'on décrit le contour AB ', ce contour sera équivalent au contour C~* AB"*C := C~' AC.C~*B~* C qu'on peut aisément déformer en DE~*. L'intégrale relative à ce dernier contour est I3 — I4 ; on aura donc
D'autre part, le contour L peut évidemment être transformé en DE ou en ED suivant que est à droite ou à
gauche de Taxe des y. Dans le premier cas, x sera à gauche de cet axe, et l'on aura
(16) Ii=Ij-i- eî*'*-*^'^^^.
Dans le second cas, x sera à droite de cet axe, et l'on aura
(17) lï---!* -=-c(*"-^^'^'l3.
212. Proposons-nous de déterminer une valeur approchée de I3 et de I4 lorsque le module de x est très grand. Nous admettrons, pour plus de simplicité, que /z a sa partie réelle
plus grande que «Le cas où elle serait <[ se ramène
immédiatement à celui-là, car, en |>osant I = ^"^"K, l'équation transformée en K ne dilfère de la primitive que par le signe de n.
Dans riiypothèse admise, les intégrales prises le long de cercles infiniment petits décrits autour de i et de — i sont nulles, et Ton aura évidemment
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r, et r^ étant les intégrales prises suivant les droites P etQ
qui jpignent respectivement les points t et — i au point •
Soit P une droite menée à pariir du point i et faisant
avec la droite P'un ande X inférieur en valeur absolue à-»
L'intégrale suivant un arc de cercle de rayon infini trace entre P et P' sera nulle; car e"* tend vers zéro tout le long de cet arc plus rapidement qu\ine puissance négative quelconque du rayon. On pourra donc remplacer l'intégrale suivant P par l'intégrale suivant F.
Or on a sur cette dernière droite
uz=zi me* H >
t étant réel et variant de o à oo.
On en déduit
Al / ^
giUii
k étant un entier à déterminer de telle sorte que les deu:t
membres de l'équation aient le même argument le long de P.
Nous adopterons, comme précédemment, pour aigument
de X celui qui est compris entre et — > pour argument
de / celui qui s'annule sur P', pour argument de i -i
celui qui s'annule pour / = o.
Considérons sur les deux lignes P et P' deux points /?, p' infiniment voisins du point i\ l'argument de m -h t aura sensiblement la même valeur en ces deux points; et la valeur de l'argument de u — / au point p' surpassera de \ sa valeur au point/?. Or £iu point/? l'argument de a--4-i est compris
entre — « et -f- tî. Sa valeur au point />' sera donc comprise entre — tî -f- A et tt -f- A.
Mais Targument du second membre de la relation (i8) au point/)' est égal à
— - -u > — argo? 4- 2 A'ir.
Pourqu'il soit compris entre — tu-|- Aet'ït-f-X,il faudra poser k^z^o ouÂ''=:i, suivant que l'argument de x sera coinprJs
entre et - ou entre - et — ^« On aura donc, en tout état
de cause, k'=^ky le nombre k étant celui qui ligure dans
l'expression (i4) de l'intégrale I-.
Prenant donc t pour variable indépendante au lieu de u et
remarquant que e * -- i, il viendra
Il désignant l'intégrale
Or on a
Rn étant un reste dont nous aurons à discuter la valeur.
Donc
^ r({x-t-i)r(/i-(x-hi)\2j?y y^
le reste U étant donné par l'intégrale
Riais
n'est autre chose que Tintégrale
n hU. ,
prise le long d'une droite allant de l'origine jusqu'à rinCni avec un azimut \. L'intégrale de cette même fonction étant évidemment nulle sur un arc de cercle de rayon infini, compris entre celte ligne et l'axe des x, on pourra remplacer la ligne d'intégration par l'axe des x^ ce qui donnera, pour valeur de l'intégrale,
r(/i-4- [AH--J).
Nous aurons donc, pour expression approchée de H, la série
2^ r(jx-M)f(,i-ix-f--j) Vax;
et nous n'aurons plus qu'à trouver une limite supérieure du module de l'intégrale U, qui nous permette d'apprécier l'erreur commise.
213. Or e~^ ''e^' a pour module e~^*^°'^; et, si nous supposons /i :r^ a -f- P^, la quantité
, ^. n-- (Log/-+-Xi)f a— -H pi]
aura pour module
Pour obtenir, d'autre part, une limite du module de Rm> posons
f{t) et çp(/) étant des fonctions réelles. La série de Maclaurin, appliquée à ces deux fonctions séparément, donnera
fm
tm-X fni-\ (f^\ fi
/(0=/(o) w/(o)-^...-H ^-^<-^^ + --— /-(eo,
6 et 6' étant compris entre o et i; on aura donc, pour Pexpression du reste,
Or on a
et, par suite,
Soit donc M la valeur maximum du module de F"* (^) entre o et 00; on aura
|/-(^OïM, \o"'{0'l)\lM, d'où
D'ailleurs
et, si nous supposons
^ = p ( ces o -i- i sin cp ) inr p e'?,
on aura
OS(X
correspondant à / = 2 p sin(7w — ©), et son argument ^^ qui est nul pour ^ = o, sera constamment compris entre — t: ei
Cela posé,
(Loj/M-/'|;) ^flt- l-iw-».?/)
a pour module
Si nous avons poussé ce développement assez loin pour que m soit > a — ^, le maximum de cette expression correspondra au minimum de r et sera au plus égal à
cos(X — (p) * erJK
On aura, par suite,
Uz
r(rt — m— J)
(ap)
' |cos(X — 9)1" '~'Vl?l.
214-. Nous obtiendrons donc pour limite supérieure du module de U une expression de la forme
Ke-?^ |cos(X - - 9)1 *
K désignant une constante indépendante de x et de X. D*ail- Jeurs, en posant ^cosX = -3, on aura
(cosX) « r(a-h{M-m)
(cosX)
et enfin, par suite,
iiu-KTi^^ « ■ „se-P^|cos(X-<p)r"'""' 1 |U|<Kr(aH-J -r-/M) — -.
(cosX)""i*"* P
Le second membre contient Tindélerminée A, variable entre et — et dont nous pourrons profiler pour rendre
minimum le coefficient de Nous aurons ainsi
Af étant une fonction de (p évidemment finie et continue. Soit Â son maximum; on aura
La limite ainsi obtenue pour le module du reste U est de Tordre de — > tandis (lue les modules des termes de Tex-
pression approchée de Ij sont de Tordre de --> où [jl <[ w ;
circonstance qui justifie notre formule d^approximation lorsque p sera suffisamment grand, toutes choses égales d'ailleurs.
215. Un procédé analogue permettra de trouver la valeur approchée de I'^. On substituera à la ligne d'intégration Q une autre ligne d'intégration Q' faisant avec elle un angle X
inférieur à - en valeur absolue. On aura, le long: de cette
ligne,
2S1. Nous allons démontrer qu^on peut déterminer ua système d'intégrales indépendantes
yil» •••> J'i,/!» ^11» •••» »>'î./j»
» yiii
• -«pu»
tel que les deux substitutions S, S' prennent la forme suivante :
yiki • • • y ytkf • •
^iki • • • > -^//i» • • • ••» •••> •••> ••
Vik^
^\ky • • • j "ik-i •••>•••> • • • >
^iJ'lA-» • .•,5i(//A-+-^/a). •
^i9 ^'i \ *^2) ^j ; • • • étant des couples de constantes différents; Y/A, ^'iif des fonctions linéaires de celles des intégrales y dont le premier indice est <^i\ Z/^, Z)^ des fondions linéaires de celles des intégrales z dont le premier indice est
Celte proposition étant supposée vraie pour les substitutions à moins de n variables, nous allons montrer qu'elle subsiste pour deux substitutions S, S' à n variables.
On a vu qu'il existe au moins une intégrale x que S et S' multiplient respectivement par des constantes 5, 5'. lin la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives, telle que çî,^ S et S' prendront les formes suivantes :
S'— l'fi, .. .,©„_,, a: <!»', -x-a\x, . . . , *«_ , -4- «;,_i or, .ç'x |, les diverses quantités ^, ^' étant des fonctions linéaires de
Désignons par S, ^ les substitutions à /i — i variables
CQU Allons LINËAIBKB.
et eDfiR, par suite
!U|ïKr(«
e-P>'|cos(X--ai)|'"'
(cosîi) » ^
I.e second membre contient l'indéicrminée À, variable intre ^ - et -^ et dont nous pourrons profiter pour rendre
Af étant une fonction de cp évidemment (inie et continue. Soit A son maximum ; on aura
La limite ainsi obtenue pour le module du reste U est de
Tordre de — ■> tandis (iiie les modules des termes de l'expo,
pression approcliée de Ij sont de l'ordre de — . où jji •< m ;
circonstance qui justifie notre formule d'approximation lorsque ^ sera suffisamment grand, toules choses l'gales d'dil-
21o. L n procédé analogue permettra de trouver ta valeur approchée de \\. On sutistituera à la ligne d'intégration Q une antre ligne d'inlégration Q' faisant avec elle un angle "k
inférieur à - en valeur absolue. On aura, le long de cette
les arguments des deux membres clanl ici égaux, comme étant tous deux compris entre — tç -|- X et u -f- X. On aura, par suite,
i; = -eV «^>2 « jH„
ni-'
H| désignant ^intégrale
et enfin, en développant la puissance du binôme,
/ y' r(/i-Hi)r(/i-4-tx4-^) (zilY^ TT
Ui étant un reste dont le module a pour limite supérieure ■^j A| désignant une constante.
216. En nous bornant au premier terme des développements de la et de I4, nous aurons pour ces intégrales les valeurs asymptotiques suivantes :
/ 1\ TCi \
On en déduit, pour la fonction
(,^e«^//»)/r(/i-i-i)v/'^V2/ ' ' la valeur asymptotiquo
57rj?|_ J
Si X est à droite de Taxe des y^ on aura Â: = o, et cette expression se réduira à
Sjix^"^-^"-^^
S'il est à gauche, on aura Âr = i , et l'expression de viendra
- / 2 r itT
Au moyen des relations (i4) et (17) qui lient J_/i(^) à I2 et cette dernière intégrale à I» et Ij, on trouvera de même la valeur approchée de J_,i(x).
217. Les deux valeurs asjmptôtiques trouvées ci-dessus pour J/i(:i;) coïncident si n est la moitié d'un nombre entier.
Soit, en effet, n=-m^\ Elles se réduisent à
Vl - ces \x — ( m -H 1 ) - •
D'ailleurs, dans ce cas, les développements trouvés pour H et H| se limiteront d'eux-mêmes, le dernier terme étant celui 011 |i'. -'~iii\ H et H| seront donc des polynômes entiers
en -> de degré m et conjugués, dont le premier terme
est r(/n).
Soit
Hj z= r(m) r, - a, 1 H- . . . + ( - O^a^ (^ '^ J * J. — Cours, III. 18
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Les autres formules donnent pour n =^ m-i — >
^ Il t\nt />( Jt
ou, en substituant les valeurs de H, H|,
CCS
TT 1 A. I
218. M. Kummer a montré que l'intégrale générale de l'équation
■^n-ii: — ^^y = ao H- a,^ + . . . -i- a^^^xV--^
s'exprime par des intégrales définies multiples.
Soit, pour fixer les idées, jji = 3. Posons, pour abréger,
1 1C I M»» -4- C" -H tV» .
On
Cl, par suite,
djc"-»
m — Qt-3A iin-i j,«-l 1_ a-*^
ou
Intégrons celte cqualion par rapport à w, v^ (v, de o à c»,
cl posons
yi^zziSv w^ X du dvdsv ; il viendra
^^p^s^- - ^\yk = - ^-'^" Mo — a-**:r M, — a-^:r«M„ Mo, M4, M2 désignant les intégrales
Mo .: S w"-3(;n-î -^dudvdw.
aw
Mi—.Su"-'--^—dudifdvp.
ov
Mj = Sw -,r-dudvdw.
ou
Ces intégrales sont des constantes indépendantes de x et de k\ car si, dans la première, par exemple, on intègre d'abord par rapport à (v, on aura
— dw=\\T' = '^ — —e ïT-
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d'où
Mo" / / — "" '^^ *^ " dudv consl
De même pour M^ , M2.
Posons maintenant
Cette expression satisfera à Téquation
-^-j 07»/ =z ÛTo -^ «I -^ -H rt, ^- ;
si Ton établit entre les constantes C les trois relations
— MoSa-^^CA. = a.n
— M, Sa->*GA: = a,,
Il restera encore /i — 3 constantes arbitraires. On aura donc ainsi l'intégrale générale.
Soit
une équation différentielle linéaire dont les coefficients soient des fonctions elliptiques de u^ aux périodes 20)1 et 2Ci>2. Supposons que ses intégrales sofent uniformes, ce dont il est aisé de s'assurer en les développant en séries. Nous allons donner le moyen de les déterminer.
Soient fi(w), . . «i <p/i(w) un système de n intégrales indépendantes. Si nous changeons u en £^ + aa>i, l'équation transformée, laquelle est identique à l'équation primitive, admettra comme système d'intégrales indépendantes
Jp,(// 4- 2(0,), . . ., 0„(// -h 2 0),).
Ces nouvelles fonctions seront donc liées aux intégrales primitives par des relations linéaires de la forme
les c étant des constantes dont le déterminant n'est pas nul.
Le cliangcmenl de u en m -f- 2 coj dans les intégrales cp,, ..., Oft revient donc à opérer sur ces intégrales une substitution linralrc, que nous désignerons par S.
On verrait de même que le changement de u en u-\- aci>2 équivaut à une autre substitution linéaire S'.
Enfin le clianj;ement de w en w -|- 2a)j -f- 20)2 équivaudra à opérer successivement la substitution S suivie de la substitution S'y ou la substitution S', suivie de S. Les deux opéralions S et S' satisferont donc à la relation
<1) SS'-rS'S.
220. Proposons-nous de simplifier Texpression dessubstilutions S et S' en remplaçant cp<, .... 0,1 par un autre système d'intégrales indépendantes.
Soit s l'une des racines de Téquation caractéristique de S; il existera des intégrales que S multiplie pars; soient^, )^, ... celles de ces intégrales qui sont distinctes. La forme générale des intégrales qui jouissent de cette propriété sera ay -+- oi'y --{-....
Soit Y la fonction que S' fait succéder à y; SS' remplacera r par 5 Y; S' S doit produire le même résultat; or S' remplace r par Y; donc S doit transformer Y en sY ] donc Y (\st de la forme cty -f- aV'-j- ....
La substitution S' remplaçant ainsi chacune des intégrales r, y, . . . par une (onction linéaire de ces mêmes intégrales, il existera au moins une fonction linéaire x de ces intégrales que S' multiplie par une constante s'.
Nous avons donc prouvé qu'il existe au moins une intégrale jc que S et S' multiplient respectivement par des constantes s et s' ,
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221. Nous allons démontrer qu'on peut déterminer un système d'intégrales indépendantes
yuy •••» 7l,/,,
J^îl» • • • » J'ï./j»
yxi,
• • • » .^Va>
-Sjj, . . . , Âî|^,„p
^21) • • • > -2î,mj>
-^{JLl*
• • • » ^^.tn.^i
tel que les deux substitutions S, S' prennent la forme suivante :
/lA> • • 'ifikf • • • -yi/lA. • • •»^l(/iA-+- Y/a), . . . •^lA» ' ' ' } ^ik-y • • • '^l*^!*» • • • î "^t(*'iAr "+" ^îk)^ • • •
y\ky • • • » J'^iAr» • • • ^xXxky • • • > ^i Kyik "+" * ia)» • • • 5|/(., . . . , Zit,y ... .Vj ^1;^., . . . . 5j (j'ijt -H ^/A )ï • • •
.Vi, 5', ; ^2, s[, ; . . • étant des couples de constantes dlflerents; Y|A, Yy^ des fonctions linéaires de celles des intégrales y dont le premier indice est <C^; ^M? 7j)vt ^^^ fondions linéaires de celles des intégrales z dont le premier indice est <[ /, etc.
Celte proposition étant supposée vraie pour les substitutions à moins de n variables, nous allons montrer qu'elle subsiste pour deux substitutions S, S' à n variables.
On a vu qu'il existe au moins une intégrale x que S et S' multiplient respectivement par des constantes 5, s'. En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives, telle que cs,^, S et S' prendront les formes suivantes :
les diverses quantités 4>, 4>' étant des fonctions linéaires de Désignons par S, 2' les substitutions k n — 1 variables
Sr::
L'égalité SS':=^S'S entraînera évidemment la suivante :
On pourra donc, en appliquant le théorème à ces substitutions, les mettre sous la forme (3). Le même changement dMntégrales indépendantes, appliqué à S, S', les mettra évidemment sous la forme
7i*» ■"■> ytA-y • • *i/iA-+-Ci*^, Si(yik-hYik)-^Cik^f "
5i;., ..., Zfj^^ ... S^^ik-^^lk^i •••1 Sf{Zi]^-h7An)-hdiJifXj ,.
X SX
"l., ..., Zi', ... S^Zife-^d\ifX^ . • . , ^i (^lA- -'"Z/yt) ■+'^/A^> ••
Prenons pour intégrales indépendantes, au lieu des j-, les
suivantes :
j'ik^-yik-^'^ikx;
les substitutions S, S' conserveront la forme précédente, sauf le changement de
Cif, en {s — Si) dik — 5, Kik 4- C/^, cj^. en {s'—s\)7.i,,— s\Mi^-'ri't,,,
At/s, A'-f^ étant ce que deviennent Y/a, Yj-^^, quand on y remplace les^ par les a correspondants.
Cela posé, si 5^ 5,, on pourra évidemment disposer des a de manière à faire disparaître tous les coefficients c/a- Les coefficients c^y^ disparaîtront d'ailleurs en même temps, en vertu de l'égalité SS' -— S' S. Égalons en effet les coefficients de X dans les expressions que SS' et S'S font succéder à yi/^; il viendra
(4) Si(Cif,-{- C'a.) -'-s'Cik—s\{Cik-- C/A-) \-sc[/,,
Ciff-, C^ étant ce que deviennent respectivement Y)y>. cl Y|>
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lorsqu'on y remplace les >^ par les c ou par les c' correspondants. Si les Cif( sont nuls, ces relations se réduisent à la
forme
(.ç,- s)c'n.-hSiCa—:o,
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport aux c]f^f et leur déterminant, étant une puissance de s^ — s, n'est pas nul. Elles ne peuvent donc être satisfaites que si les Cjf^ sont tous nuls.
Si5';^.ç,, on pourra de même faire disparaître les c^^; et les relations (4) montrent que les Cik disparaîtront en même temps.
Si donc le couple de constantes 5, / ne se confond avec aucun des couples 5|, s\ ; ^2, 5!^; . . ., on pourra faire dis- [)araître tous les coefficients c/a, c]^; e//.v, ^/a'» • • «î et S, S' seront ramenées à la forme requise; aux diverses classes d'intégrales y, z, ... viendra seulement se joindre une classe nouvelle, formée de la seule intégrale x. Soit, au contraire. A* ^z^ Si , s' =z s\ ; on pourrafaire disparaître les coefficients rf|>, r/|^, ... ; et l'on n'aura qu'à poser c/a = 5< /W|A, C|A= ^\ ^^îa pour ramener S et S' à la forme requise, la nouvelle intégrale X rentrant ici dans la catégorie des intégrales ^i^t, qui appartiennent à la classe des y et ont l'unité pour premier indice.
22â. Admettons donc que les intégrales indépendantes aient été choisies de manière à ramener les substitutions S, S' à la l'orme (3). Considérons en particulier une des classes formées par ces intégrales, telle que j^n, . . . , ^/a, .... Le changement de a en a + 2(o, ou w 4- 2(0a leur fera éprouver les substitutions partielles
r. j ^~l>'t^» •••'.'>'/• A-, -Si Via-, . • -1 -^1 (7/A,--H Y/;t)» . . U
^ ^ — I .)'l /» » ' ' ' y Yifi ' • • ■ ' ^ijlki • • • > ^1 ( ^>'/ A: ^~ * a- ; ' • • • I >
lesquelles devront évidemment satisfaire à la relation
(G) CICr':r.(j'rr.
ÉQUATIONS LINÉAraES. 38 1
On a, par définition,
la sommation s^élendant à toutes les valeurs du premier indice / qui sont <^ i\ et aux diverses valeurs de m correspondant à chacune de ces valeurs de /.
On voit aisément que o-t^ remplace en général y/^^ par
Si s
la sommation par rapport à /', m' s^ëtendant aux valeurs de /' inférieures à / et aux valeurs correspondantes de m'.
La substitution o-' o- rem placera j'/a par une expression analogue, où les coefficients a et b seront permutés.
Ces deux expressions doivent être identiques, en vertu de (6). En égalant les coefficients des termes en ^/ ,„•, on aura les relations
V / ) Zj ^ ^ik ^Im — ^/* ^hn ) - ^\
la sommation s*étendant à toutes les valeurs de / qui sont <; I et >' /', et aux valeurs correspondantes de m.
223. Réciproquement, soient o-, ^ deux substitutions de la forme (5) et satisfaisant à la relation (6) ou aux conditions équivalentes (7). Nous allons montrer qu'on peut conslruire des fonctions y^, . . . , ^/a qui subissent ces substitutions lorsqu'on accroît la variable u de 20)1 ou de 2(i>2, et nous déterminerons la forme la plus générale de ces fonctions.
Considérons à cet eflella fonction doublement périodique de seconde espèce
Elle admet les multiplicateurs
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qui se réduiront respectivement à 5|, 5',, si Ton détermine 6, a par les équations
2 0), 6 -f- 2T),a = legs,,
2U),6h- 2T),a=r legs,.
On peut toujours y satisfaire, le déterminant
étant égal à z^ 2Tzi, Posons
Lorsqu'on accroîtra a de 2a>i ou de 2a>2, les nouvelles fonctions a^ik subiront les transformations
V*^) I ^Ikt • • • ï ^iky • • • 1 ^ïk9 • • • » ^ik'^ ^ikj • • • !>
(^ ) \ ^ iky • • • I «Î^/A-» • • • ï ^ikf • • • > •^iitr'^" -^/Jt» • • • ,»
X/A, X^-;^ étant ce que deviennent Y|A, Y)^ lorsqu'on y remplace les jK/A par les j?/a. Les substitutions t, t' seront échangeables entre elles.
Il reste à obtenir l'expression des fonctions Xik*
Pour cela considérons l'expression
(f{u):= mu -\~ m'^u.
Lorsque f^ s'accroît de 20)1 ou de 20)2, elle subit des accroissements
Acp rz: 2U),/n + 2 71,/n', A'cp rrz 2 a),/n -H 2x^2 /n'.
En choisissant convenablement les constantes m, m', on pourra obtenir :
i" Une fonction |jl, -- m, w -h /^î', Ç w dont les accroissements respectifs A|jlj, A'|x< soient i eto;
2° Une fonclion ^\= m^u -{- m'^^u dont les accroissements A|ji', , A'|jl'^ soient o et i.
Posons plus généralement
|A; :=rz : .
e Nous aurons évidemment
Ap./
Jl m J» m m • C
Au.; — o,
AV,r=:0, A' [x;. r- p.;.. , ,
et ces formules subsisteront pour i =i, si Ton convient de poser
Tout polynôme entier P en [jL|, Uj, considéré comme fonction de \u\ , peutévidemment se mettre d'une seule manière sous la forme
les A étant des polynômes en [x', dont chacun pourra à son lour se mettre d'une seule manière sous la forme
Le polynôme P pourra donc se mettre d'une seule manière, sous la forme
sB,.,.':^,-/-^;,.
225. Ces préliminaires posés, nous allons établir qu'il existe des fonctions x/k qui subissent respectivement les transformations (t\ (V) lorsque w augmente de 2w, ou de 2 0)2, et qu'elles ont pour forme générale
^l/c ~ llj*i
^/)fc^-H/>t-+-2:P;/?H/,,„
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les H désignant des fonctions elliptiques arbitraires et les P^jJ* des polynômes d'ordre i — / en |jL|, |jl'^ et entièrement déterminés; la sommation s'étendant d'ailleurs à toutes les valeurs de /inférieur à i et aux diverses valeurs de m correspondantes à chacune d*elles.
On voit tout d'abord que les fonctions x^ki • • m restant inaltérées, sont des fonctions elliptiques, telles que H|j^.
Supposons donc qu'on ait construit, de proche en proche, toutes celles des fonctions ^/a, dont le premier indice est moindre que X, et qu'elles aient la forme annoncée. Nous aurons, pour continuer l'opération, à construire des fonctions x\k que le changement de w en w -f- 2a)| ou w -h awj transforme respectivement en
Substituons aux fonctions a; /a, qui figurent dans Xxa, X^^i leurs valeurs déjà déterminées; il viendra
Xx;t^2QlïH,;„, XU^.i:Qx'riI/,„,
Qmj Qu'" étant des polynômes en [x,, |jl', , lesquels dépendent linéairement des coefficients de Xxa? XJj^; la sommation s'étendant d'ailleurs à tous les systèmes de valeurs de /, m pour lesquels / <^ X.
Les substitutions tt' et t't transforment respectivement x\k
en
^ik -'- X>jt -!-- XxA- -H û'XxJt et en
o'XxA désignant l'accroissement que subit Xxa par la substitution t'; 8X)a celui que subit XJ^^^ par la substitution t.
D'ailleurs en appliquant ces substitutions aux fonctions déjà construites, ou aux quantités X>ji-, Xxa qui en sont des fonctions linéaires, on obtient, par hypothèse, le même résultat qu'en changeant ii en u -I- 2to, ou u -j- ato., ; on aura donc
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Les fonctions elliptiques Him étant arbitraires, Tégalitë de ces deux expressions exigera que l'on ait pour tout système de valeurs de /, m où /'.^X,
Or si l'on met les polynômes Q(ï', Q'/f" sous la forme
on aura, en vertu des relations (8),
Ces deux expressions devant êlre identiques, on aura les équations de condition
Cela posé, on pourra déterminer un polynôme d'ordre X — / en[x,,(x;,
tel que ses variations
se réduisent respectivement à Q>.î*, Qx*"; ^^^ ces deux identifications donnent les équations de condition
qui sont compatibles, en vertu des relations (9). Posons maintenant
Le changement de u en u -\- mot accroîtra cette expression de
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et celui de m en ^^ -|- a coj l'accroîtra de même de A^xA-f-X^. . Pour que la fonction X'\k satisfasse aux conditions requises, il sera donc nécessaire et suffisant que Ton ait
ce qui exprime que ^x^ est une fonction elliptique Hxa, d'ailleurs arbitraire.
Les intégrales ^4A sont donc de la forme
yi*^=G(M)H,^,
jK/A-:z=G(//)[Ila-f-2:P<2«H,,„],
Mais les constantes a, b et les fonctions elliptiques H ne sont pas encore connues. Il s'agit de les déterminer.
Le procédé qui nous a permis de reconnaître que l*intégrale générale était uniforme nous a fourni la position de ses pôles c, rf, . . . et leurs ordres de multiplicité y, 8, ....
D'autre part, la fonction t^^ — raun seul pôle w = — a (lequel
disparaîtra même si a =^ o, auquel cas G(a) se réduit à une exponentielle).
Enfin les fonctions [x^, u.\ qui figurent dans les polynômes P admettent le pôle simple a = o.
Les fonctions
auront donc les pôles c^d^ . . . et le pôle inconnu — a, avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y? 8, . . ., i; et les fonctions
pourront admettre, en outre, le pôle u = o, avec un ordre de multiplicité au plus égal à i (car si cela est vrai pour les fonctions dont le premier indice est < /, u = o sera d'un
ordre de mulliplicité / pour H/m, et d'ordre i— l pour le polynôme PyJJ*, qui est d'ordre i — /en |jL|, |x',).
On aura donc, par la décomposition en fractions simples,
H/*= CJ,ç(«-c)-..-.-4-Cr^çr-i(w-c)
-D;,.;(£^-c)-T-...-^Df^Ç^'(a--rf) -)-
-r- k\kX,{ii-\-a)-^Kik «Tvec la condition
Les termes de la dernière ligne peuvent être transformés comme il suit.
Posons
On aura
A;^C(m 4- a) -h Kik~ ■ A^[Ç( w -+- a) — î«] 4- L^.
L 2 pw — pa J
Par suite de cette transformation, la constante inconnue a ne figurera plus dans H/^ que dans les combinaisons pez, p'a.
227. il ne reste plus d'inconnu que les constantes a, 6, Q;t, . . . , Li*. On les obtiendra par la méthode des coefficients indéterminés, en substituant les valeurs ci-dessus des intégrales j^i A dans Téquation diflerentîelle.
Cherchons d'abord celles de ces intégrales
7iA-€J(w)HiA,
dont le premier indice est i et qui, par suite, sont doublement périodiques de seconde espèce. Il en existe toujours, comme nous l'avons vu.
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On a, en prenant la dérivée logarithmique de G (a),
— C(m -\- a)— Cl/ 4- b.
pu — pa
C^est une fonction elliptique où a et 6 ne figurent que dans les combinaisons ^a -^ b -^ b\ pa et p'a. Désignons-la, pour abréger, par I.
On aura
^ y,k -- GH,, + G'H,*-= G(n;, + III,,). ^7,* :-- G(H',, + IH,*)' -, G'(Ii;, -H IH„)
- G[(H',, -.- III,,)' -t- i(h;, -r- m,,)].
On voit donc que le résultat R de la substitution dej-^k dans Téquation différentielle est de la forme
GK
E désignant une fonction elliptique dépendant linéairement des constantes CJa? •••9L1A1 qui figurent dans la fonction elliptique H^, et rationnellement des quantités Ça H- 6 = 6', pa, p'a.
Les pôles de GE sont les points c^d, , , . avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y -!- /i, 0 -r /i, . . . ; E peut admettre, en outre, le pôle simple — a, qui est un zéro de G. Le nombre total des pôles de E ne peut donc surpasser Y H- /i -r S -i- 71 M- - . . -h i . Si donc nous exprimons que cetle fonction a des zéros en nombre supérieur à ce chiffre, nous saurons qu^elle est identiquement nulle, et que j^i^ est une intégrale.
Nous pourrons, par exemple, développer E suivant les puissances croissantes de u, et égaler à zéro les coefficients des diverses puissances, jusqu^à celle d'ordre
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inclusivement. Les équations de condition ainsi obtenues forment un système surabondant; mais nous savons a priori qu'il a des solutions.
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport à C};t, ..., L|^, rationnelles par rapport à //, pa, p'a. Ces dernières quantités seront donc déterminées par des équations algébriques, auxquelles on devra joindre l'équation connue
Une fois pa^ p'^f ^' déterminés, on en déduira, par les procédés connus, a, Ça, et enfin h^-.V — ^ct\ enfin, les <^J^, . . ., L^/t s'expriment en fonction linéaire et homogène d'un ou plusieurs d'entre eux, qui resteront arbitraires.
Si le nombre total des solutions trouvées est égal à l'ordre n de l'équation, ce qui sera le cas le plus habituel, leur combinaison donnera l'intégrale générale; dans le cas contraire, il faudra déterminer de nouvelles intégrales.
228. Supposons que nous ayons construit toutes celles des intégrales yik^ . . . , 3/a, • • . ? dont le premier indice est <! X, et déterminé les fonctions linéaires correspondantes Y/*, Yrt, .... Cherchons à déterminer les intégrales y\k (s'il en existe) et les fonctions correspondantes Yy^, Y)a.
On a
/u--G(Hx*^-2P^JÎ'H/,„).
où tout est connu, sauf les coefficients indéterminés
dont dépend Hx^v, et les coefficients de Yxa? Y-^, dont les polynômes P^'/J* dépendent linéairement.
Substituons cette expression dans l'équation différentielle. Le résultat sera de la forme GExa, Ex* étant une fonction aisée à obtenir par la différentiation et telle que la somme des ordres de multiplicité de ses pôles ne surpasse pas P 4- n -I- Y -•- /i -i- . • . -T- I . D'ailleurs , cette fonction est elliptique. Eu effet, changeons a en a -î- 2(0|. Il est évidem-
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ment indifierent de faire celle opération sur j/>a avant de le substituer dans Tcquation difTérentielle ou de la faire dans le résultat de la substitution. Dans le premier cas, on change j^^a en Si (vifç — Yxa), et, comme Yx* est une fonction linéaire des intégrales déjà trouvées, le résultat de la substitution de celle nouvelle expression se réduira à 5| GExa* Donc GExa se reproduit, multiplié par 5|, quand on change m en w -1- ao), ; G jouissant de cette même propriété, Ex^t ne sera pas altéré. On verra de même qu'on ne raltère pas en changeant u en
Il suffira donc, pour annuler Exa, d'exprimer qu'elle admet plus de p -i- n -;- y -r n -.- . . . -j- i zéros. On obtient ainsi un sj'stème d'équations linéaires et homogènes pour déterminer les coefficients inconnus. Si ce syslrmc est compatible, on obtiendra des intégrales de l'espùcc cherchée. Sinon, on sera assuré que la classe des intégrales r/^ est en lirrement épuisée, et l'on fera une recherche analogue sur les autres classes d'inlégrales. On finira nécessairement par obtenir un système de n intégrales distinctes.
229. Parmi les équations qui rentrent dans le type considéré ci-dessus se trouve l'équation de Lamé
-^-\- — [n(n-i-})pu-r~ h]x::.i o,
on n est un entier positif.
L'intégration de cette équation par M. Hermile a été le point de départ de la théorie précédente.
Les intégrales n'ont aux périodes près qu'un point critique z/ = o, aux environs duquel elles sont régulières.
L'équation déterminante est
F(/') = r(r — i) — /i(/i-4-i)r=io.
Ses deux racines, — /i et /i -j- i sont l'une paire et l'autre impaire. Soit r l'une d'elles ; on aura une solution de la forme
Substituons ce développemenl de ^, ainsi que celui de pu
et égalons à zéro le coefficient du terme en u^'^^^ nous aurons la formule récurrente
dont l'application ne peut donner lieu à aucune difficulté, F(r+ 2[x-|- 2) n'étant jamais nul.
Les deux intégrales particulières ainsi obtenues sont distinctes, car Tune est paire et l'autre impaire. L'intégrale générale résultant de leur combinaison sera uniforme et aura un pôle d'ordre n au point u'-= o.
Nous allons calculer cette intégrale dans le cas le plus simple, celui où /i -- i. L'équation se réduit à
â}x Elle admet des intégrales périodiques de seconde espèce
La fonction H n'admet plus le pôle m = o, qui est déjà un pôle pour G, elle ne pourrait donc admettre que le seul pôle simple w =^ — a , mais cela est impossible ; elle se réduit donc à une constante et nous pouvons la supposer égale à l'unité.
Nous aurons donc au moins une intégrale de la forme
On
y ~ G = --^^ cf*»*.
IN
r — r Mo -- M, u H- Mj M* -;-...,
en posant, pour abréger,
M 113 (ja, Mo= 6<Jûr -4- d'à,
Mj ~- - b*(ja -^ b^a-i. — «r'^a, . , .,
au- w' On a enfin
pu~{- h:^ -j H- A 4- 2 Cl w' -f- . . .
Substituons ces valeurs dans Téqualion.
Le résultat sera une fonction doublement périodique de
^seconde espèce qui ne peut avoir de pôle (aux périodes près)
que pour u r= o. Si nous exprimons que les coefficients des
puissances négatives de u et le terme constant s'annulent, la
fonction, n'ayant plus de pôle, mais ayant un zéro, sera nulle.
On obtient ainsi les équations suivantes :
/iM -1- 2Mi = o, 2M2 — 2Mj — /iMqZ-zo, qui se réduisent aux deux suivantes :
G -ziz Mo = 6eja 4- t'^, o :- hM -i- 2 M, ^=iz hva -h b-^a -\- ib^' a -\- (j'ût;
b — — —-lia
et
ou
o-r:^ haa -H- ts" a,
<ja
h =: — = — —pa.
a^a aa \^^ /
Cette dernière équation donne pour la constante a deux
valeurs égales et contraires -h« et — a, auxquelles correspondent pour b deux valeurs égales et contraires, — Ça et -h s^. Nous avons donc, en général, deux solutions particulières distinctes
ail au
a et — a étant les racines de ré(|ualioii transcendante
pa — h.
230. Si h est égal à Tune des quantités e^, ^2, es, par exemple à ei, les deux racines a -— (Oj et — a = — a>i sont égales aux périodes près, et les deux solutions particulières ne sont pas linéairement distincte^, mais se réduisent à la solution unique
au
(laquelle ne diffère de a^o^ q^^e parle facteur constant c^Wi). Pour obtenir, dans ce cas, la seconde solution qui nous est nécessaire, supposons que A, au lieu d'être égal à p,, en soit infiniment voisin. L'équation pa --= h admettra les deux racines (0| 4- e et (o^ — e; nous aurons donc les deux intégrales
ej( // -■- a)| -• t)
Xi r-^-**^î«.-^6)
au
au
Leur combinaison donne l'intégrale — dont il est aisé
de trouver la limite pour e == o.
On a, en effet,
Ç ( w, -+- e ) = Ç w, 4- e Ç' tu, 4- . . .
HZ ej(// -hioj[i-t-£;(// 4-a>i)-T- . . .],
C-'ïi^ffCw -f- 0),) / _^, , . _j
^1 — îi-4-e[Ç(M-hco,)-he|tt)-h. . .]}.
QU
X2 s'obtiendra en changeant le signe de e ; aura évidemment pour limite
ou (le sera la seconde solution cherchée.
231. Cherchons encore dans quel cas Féquation de Lamé admet comme intégrale une fonction elliptique M(u) aux périodes 4<*>i et 4^2.
L'équation n'étant pas altérée par le changement de u en — u, u -\- 2tûiy « -+- 2(0,, admettra aussi comme solution les fonctions elliptiques M( — u), M{u-\- ^^i)j M(m-H2c«)2). Mais ces nouvelles intégrales ne peuvent être linéairement distinctes de M( w) ; car l'intégrale générale de l'équation ne peut être elliptique, puisque, parmi les intégrales particulières, il en est une qui est une fonction entière s'annulant pour w = o.
On aura donc
M( — u) ^= cM(w), M(w M- 20),) — c,M(tt),
M ( W -h 2 a>3 ) m Cj M ( M ),
c, c«, C2 étant des constantes. D'ailleurs, en changeant encore une fois w en — u, u -i- 20)4 ou w -l- acoo, on voit qu'on aura c =^ dzij c« = z!zi, C2-^àzi, On pourra donc écrire
M(i/) — NP,
N désignant Tune des huit expressions
(dont le choix dépendra des signes de c, C| , c^) et P une fonction elliptique paire, aux périodes aw, et 2(02, et n'ayant de pôle que pour ;/ = o : ce sera donc un polynôme entier en pu*
Il est aisé de former les dérivées successives d'une exprèstiion de celle forme. On a, en effet,
et, par suile,
il désignant un polynôme entier en u, et N| le produit complémentaire de M formé par ceux des facteurs o"ao« que N ne contient pas.
On aura, par suite,
au 2i>l
d'SP ,. cfS -,_, ,
^_(n'P-;-2UP';N, tr. N,P„
P^ étant un polynôme en pu.
On trouvera de même
NP_^N,P,_
Pa étant encore un polynôme en pu.
Le résultat de la substitution de JNP dans Téquation de ï^amé sera donc de la forme
-J^J - [«(« - i)P« - /«]NP ^ NQ,
OÙ Q est un polynôme entier en pu qui s'annulera identiquement si NP est une solution.
Soit
P = «(jlP^W -+-«|i-iP^~*/^-<-. . .-hûTo
et soit A" le nombre des facteurs de N. Le premier membre sera infini d'ordre /r + 2 [x -{- 2 pour m = o ; il en sera de même du second. Donc Q est un polynôme de degré [x -}- i, tel que
Q ^A^L^iP^-^^u-r- . . . -i- Ao.
La comparaison des valeurs principales donne immé-
Api-Hl
dialemont
ApLM = [(A-~ 2;x -H 1) (A: -t- 2tJL) — n{n -h i)] a^. Les coefficients suivants sont évidemment de la forme A[jL = Bji — ha^^ . . . , A^ = Bq — Aa©,
B(|., . . . , Bo étant des fonctions linéaires et homogènes
en CL^^ • • • î ^0* L'équation
donnera
Les autres équations
Am "^ O, • • • f Aç m^ O
fourniront ensuite les rapports des inconnues a^^ . . . , «© si leur déterminant est nul, ce qui donnera pour h une équation de degré [x + i .
Cela posé, si n est un nombre pair 2 m, on pourra supposer A" = o, jx = m, ce qui donnera m -f- i valeurs admissibles pour h.
On pourra encore poser /cr^ 2, jjl = m — i, et l'on obtiendra m valeurs pour A; soit 3 m valeurs en prenant successivement pour N les trois produits de deux facteurs qu'on peut former avec les o^ao"*
Le nombre total des valeurs de A, pour lesquelles Téquation admet une solution de la forme désirée, sera donc
Si n est un nombre impair 2/?i-t-i, il faudra supposer: r» A" r:^ I , |jL = m, d'où m -;- i solutions, ou 3(m -|- i) en prenant successivement pour N chacun des trois facteurs a^ait^ 2° ou A" =: 3, p. = m — i , d'où m solutions.
Le nombre total des valeurs de h qui fournissent des solutions de l'espèce NP sera donc
3(;yi-4-i)-T-/nrz2/i-r-i,
comme dans le cas précédent.
232. M. Halphen a montré qu'on peut ramener aux équations de M. Picard les équations
à coefiîcienls elliptiques, lorsque les rapports de leurs intétégrales sont des fonctions uniformes.
Soit, en efTet, a l'un des pôles des fonctions /?|, ..., p,i. L'équation déterminante qui correspond à ce point sera
a désignant le résidu de pi j)ar rapport au point a.
Les quotients des intégrales élant uniformes, les racines de cette équation différeront les unes des autres de nombres entiers. Si donc on désigne par /• l'une d'elles, leur somme sera égale à
nr -r- e,
e désignant un entier.
Mais celte somme est égale à
On aura donc
n(n — i) nr -\- e .— — ^^ — a.
Faisons la somme des égalités analogues pour les divers pôles a contenus dans un parallélogramme de périodes. La somme des résidus a étant nulle, il viendra
AiSr rrr entier.
Donc Sr est un nombre commensurable.
Soit m le plus petit entier tel que la quantité
m^Zr ::z E
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soit un cnller. Posons
Si nous changeons w en // H- amw (2(0 désignant une période primitive quelconque) 7{u — a) se reproduira, multiplié par
et <y— se reproduira, multiplié par Donc P se reproduira multiplié par
il (Jm Y) (M -hw (1) — a)-f-«ir /j r — j îYi( — -+-(!) j -I-7C/ Ie
et sa dérivée logarithmique -^ sera accrue de
2mT,
/• — 2T, - tizo.
Donc -p- est une fonction elliptique aux périodes 2/7i<i>(,
Il en sera de même de -rr-y -^y • • • ? en vertu de la formule
récurrente
Pi^_
P ~~ du P
d Pi*-> Pf^-» P'
Posons maintenant
La transformée en z sera
d^z P~ -rnP'
du""
-+-/>iP
du'^-^ a
^Jpi
d"-^z du'"^*
uniforme; les points critiques de -3 = '15 sont : 1" les points
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et si nous divisons par P, les coefficients seront des fonctions elliptiques aux périodes 2mio^, 2ma>2, car/?i,/?2, ... admettent ces périodes.
D'ailleurs, l'intégrale générale 5 = ^ de cette équation est
pour lesquels^ et P sont tous deux de la forme
(a — 2mi(i), -i- 2/W5a)2)'*S,
S désignant une série de puissances entières; ces points seront donc des pôles pour z; 2" si l'entier E est négatif, les
zéros de 0- — ) lesquels seront aussi des pôles pour z,
Tj'équation transformée appartiendra donc au type de M. Picard, sauf que les périodes des coefficients ne seront plus 2 (04, 2a>2, mais 2m(Ut, 2m(02.
CIIAP[TRE IIL
I. — Notions préliminaires
233. Tout système d'équations aux dérivées partielles F = o, Fj = o, ... entre des variables indépendantes x^J ..., Xn, des fonctions de ces variables W|, . . ., Um et leurs dérivées jusqu'à l'ordre p peut être remplacé par un système ne contenant que des dérivées partielles premières.
En effet, chacune des dérivées partielles d'ordre /?, qui figurent dans les équations, est, par définition, la dérivée première d'une des dérivées partielles d'ordre /> — i; celles-ci sont des dérivées premières de celles d'ordre/? — a, etc. Si donc nous prenons pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles d'ordre n<;/?, les équations F = o, F^ = o, ... ne contiendront plus que des dérivées premières; et il en sera de même des équations qui déGnissent chacune de nos inconnues auxiliaires, et qui, jointes aux précédentes, constitueront un système évidemment équivalent au système primitif.
On peut donc se borner à considérer les systèmes d'équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. 11 est même permis de supposer que les dérivées partielles n\ figurent que linéairement, à la condition de joindre aux équations différentielles certaines conditions accessoires.
Soit en effet
dui du
Xif . . . , X„ ; W,, . . . , Ufn y TT"' * * ' ^ ) — ^>
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lin semblable système. Prenons pour inconnues auxiliaires
les dérivées parliclles -,— > •••» ^ '"9 que nous représente-
rons par/^H, > ' -, Pm/f Le système donne équivaudra au suivant :
. \ y '■* \'^l* • • • • ^H î ^i , . . . , Uf„ I Piij • . . 1 Pmn) '-- ^» ' »
f?//l Ôff.„
D'ailleurs, pour que F, . . . soient identiquement nuls, il faut et il suffît : r* qu'ils s'annulent pour une valeur particulière $1 de la variable jCi ; 2" que leurs dérivées par rapport à Xi soient nulles. x\ous pourrons donc remplacer les équations (i) par les sui\antcs :
pour Xt - - Ç,, et
âF ()F dF*
TVTT "■' ")Tr/^u -t- . . . -î- ~ï~~ Pmi C^) { ^ /)Ij_ f)nu . , àV_ dp„nj .
Or les équations (i ) et (4; forment un système d'équations linéaires, auquel il suffira de joindre les conditions accessoires (3).
Fj .:_ (), . . . , Fi-~ o
entre n variables indépendantes j:«, . . ., ^„ et m fonctions
W|, . . ., u,n sera eu «général incompatible, si le nombre i de
ses équations surpasse le nombre m des fonctions inconnues.
Supposons en efret que les équations données renferment
les dérivées partielles des fondions u jusqu'à Tordre/?. Joignons à ces équations leurs dérivées partielles successives par rapport aux diverses variables indépendantes. Il arrivera nécessairement un moment où le nombre des équations obtenues surpassera celui des fonctions u et de leurs dérivées partielles qui y figurent. En effet, lorsque nous prenons les dérivées partielles d'ordre A* des équations primitives, nousob-
tenons i—^ ; équations nouvelles: d auli*e
part, nous introduisons comme nouvelles inconnues les dérivées partielles d'ordre p -\- k des fonctions m, dont le
nombre est f?i~^ ^, Ce nombre sera
inférieur au précédent, des que A* commencera à satisfaire à
l'inégalité
A partir de ce moment, le nombre des équations succèssivement obtenues croîtra plus vite que celui des inconnues et finira par le surpasser. Eliminant alors ces inconnues, on obtiendra une ou plusieurs relations ^ = o, <ï>, = o, ... entre les variables jTi, . . . , j:,, ; celles-ci étant indépendantes par hypothèse, on voit que les équations données seront incompatibles, à moins que 4>, 4>,, ... ne soient identiquement nuls, ce qui donnera autant d'équations de condition nécessaires pour que les équations F|=:=o, ..., F|=o puissent subsister simultanément.
235. On voit de la inéme manière qu'un système de m équations aux dérivées partielles
entre .r i , . . . , j:„ et m fonctions ?/| , . . . , Um peut en général être ramené à un système d'équations
ÉQUATIONS AVX DÉRIVÉES PARTIELLES. 3o3
ne contenant plus qu'une seule fonction inconnue ?/| ; car, en joignant aux équations proposées leurs dérivées partielles successives, il arrivera un moment où le nombre des équations obtenues surpassera celui des fonctions Ui^ . . . , Um ^^ de leurs dérivées partielles. LY'limination de ces inconnues donnera de nouvelles équations 4> = o, 4>4 := o, . . , entre j?j, . . . , Xny Wi et ses dérivées partielles.
Considérons un système d^équations aux dérivées
partielles
entre les variables indépendantes j?,, . . . , ^,, et m fonctions M«î . . . , W/»; et soit r/i Tordre des dérivées partielles les plus élevées de la fonction u/ç dans ces équations. On pourra, en remplaçant Xj, . .., JCft par de nouvelles variables indépendantes
Iyi = Cj 1 J7i -h . . . -♦ - C'j ;, .1'^ , . y II — ^/M "^1 ~f~ • • • ~^ ^nn^ni
choisir les constantes c, de telle sorte que chacune des dé-
. , d''*Ui â'i'Uk n 11/'
rivées -r— -S • • • » -; — ) • • • iiffure dans les équations trans-
formées.
\a\ elTet, on aura
àJ^i ^''ây, ^"'dy.
Chacune des dérivées partielles des fonctions Ut^ . . .^ iim par rapport aux variables Xi, . . . , j?;, s'exprimera donc linéairement au moyen des dérivées partielles du même ordre prises par rapport aux nouvelles variables j^i , . . . , J'n.
Posons, pour abréger,
IX
L'une au moins des équations données , par exemple
F, = o, conliendra des dt^rivées pariiellcs d'ordre r^ de la lonction {/, ; soient
CCS dérivées partielles. La dérivée -.-— sera de la forme
~j~ - C^o-T-G,/?a;-hi ol],-^'~ GiPoL[-h\ «l-î-- ••»
Gn Go. ••• n'étant pas identiquement nuls et ne contenant, ainsi que Go, aucune dérivée de «i d'ordre >> r,.
Transformons cette équation par la substitution (5); il viendra
WTT — ^li ^7; h . . . 4-^rti -T— >
K' étant linéaire par rapport aux dérivées partielles d'ordre /*f + I de la fonction Us, autres que celle que nous avons mise en évidence.
Les autres dérivées d'ordre r^ -j- 1 qui figurent dans Tex-
pression do -^ donnent un résultat analogue.
On aura enfin
Fo, r,, ... ne contenant les nouvelles dérivées partielles de //| que jusqu'à l'ordre t\.
On aura donc, pour transformée de -.— > l'expression <)F, ■ <)F,
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R ne contenant pas la dérivée ^ ^_^, • D'ailleurs le coeHicient
de -j-p~ ne peut être identiquement nul; car, en Texprimant au moyen des anciennes variables x, il devient
et comme G|, G2, ... ne sont pas identiquement nuls, îl ne peut évidemment s'annuler que pour des valeurs particulières des constantes c. En ayant soin d'éviter ces valeurs, on voit que
Cil -T — -H • . • "+" Cni n —
àfi dyn
contiendra la dérivée , ,. _^«S ce qui serait évidemment impossible, si Fj ne contenait pas la dérivée -pT^ •
237. Nous nous bornerons à considérer le cas où les équations transformées ont pour premiers membres des fonctions
distinctes des dérivées -\ — -> •••> -r-z-^- En les résolvant
par rapport à ces dérivées, nous pourrons mettre le système sous la forme normale
^ ^ àyv ~ '' "" àrr ■" ""
4>|, . . ., 4^fn étant des fonctions des variables indépendantes /i? •••ïJK/ijdes fonctions Wj, ..., u„i et de leurs dérivées partielles jusqu'à Tordre. Ti, ..., r^ respectivement (celles de ces dérivées qui figurent aux premiers membres étant exceptées).
Théorème. — Les quantités y t, ..., j^n^ Wi» •••> "m> •••» ^ ^^ ^ — ^ j • • • qui figurent dans les fonctions 4>i, ..., 4>„» étant traitées comme des variables indépendantes, soit
J. — Cours, III. ao
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a,,..., a;,, éio-o •••» ^^0-.^ • •i*a,a,..7--- un système quelconque de valeurs de ces variables aux environs duquel
^1, ^m soient dé^^eloppables par la série de Taylor,
Soient d^ autre part
rfe^ fondions quelconques de y2y . . ., V;„ développables par la série de Taylor aux environs du système de valeurs ao, . . ., am, ^t telles en outre que Von ait en ce point
On pourra déterminer, et cela d^une seule manière^ un système de fonctions «/< , . . ., Um des variables y ^ t • • ., J^ii, développahle par la série de Taylor aux environs du point at, . . ., a^f et qui satisfasse aux équations (6) ainsi quaux conditions initiales suivantes :
Cette proposition fondamentale est due à Cauchy. M*"* de Rowalewska en a donné une démonstration élégante, que nous allons reproduire.
238. Considérons tout d'abord le cas où les équations aux dérivées partielles proposées sont du premier ordre, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles, et ne contiennent pas les variables indépendantes, de telle sorte que le système (6) se réduise à la forme
(8) ^^-y Gi,pi
(iri=i, 2. . . ., m; ^=^1, 2, . . ., m; /rz: 2, . . ., /i), où les G sont des fonctions de w<, . . . , ;/„,.
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L'énoncé du théorème général se réduira alors au suivant :
Soient b\ . . ., b^ un système de valeurs de Ut, . . ., Umj aux environs duquel les fonctions G soient déçeloppables par la série de Taylor; ai, ..., an d^ autres constantes quelconques. Soient^ d'autre part^ Çi, ..., ç^ des fonctions de y 2, ..., ^,1, qui se réduisent respectivement à é*, ..., 6"*
pour y2= ^^i-, • • -1 J>'/i= ^nr ^^ qui soient développables par la série de Taylor aux environs de ce système de valeurs. On pourra déterminer d'une seule manière un système de fonctions a< , . . ., Um des variables y ^ , . . ., y», développables par la série de Taylor aux environs du point y^z= a^^ . . .^ yftz= an^ qui satisfassent aux équations (8), et enfin se réduisent respectivement àoi, . . . , cpm pour y ^ = a^ , Nous supposerons, pour simplifier l'écriture, que «i, ..., a,i, é*, . .., 6"* soient nuls, ce qui ne nuit pas à la généralité de la démonstration, car on pourrait au besoin prendre pour variables indépendantes Vi — Oi, . . ., yn — a« et pour fonctions inconnues Ui — ^*, ..., u„i — 6'"; enfin, considérer à la place des fonctions cf<, ..., Om les fonctions
D'après les hypothèses faites, les fonctions GJ^ sont développables en séries, de la forme
(9) Gi,= ^Ai;■i....aîi^/î»....
Ces séries étant convergentes tant que les modules de Ut. «2j • •• seront assez petits, on pourra déterminer deux constantes M, r, telles que Ton ait
iu .^ M
et, a fortiori,
* ' ' ^ ai ! aj I . . . /-«i-HXt-i-.
On aura de même
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et l'on pourra déterminer deux constantes N, p, telles que Ton ait
( " ) \^p. P.... I < —^-jjj::. — pi^ïpT^. ♦
Les fonctions cherchées W|, ..., Umj devant être développa- Lles suivant les puissances de j'i, . . ., yn pourri = o, seront de la lorme
(«2) Ui=Oi-h On 7i 4- o,., rî H- . . . ,
?/i} ?/27 ••• étant des séries qui procèdent suivant les puissances dejK27 •••ij'/i*
Remplaçons, dans les équations (8), les fonctions GJ^^, puis les fonctions Ui par les développements (9) et (12), et égalons les coefficients des mêmes puissances de^i dans les deux membres; nous obtiendrons, pour déterminer les coefficients ?Hi • • •» ?/fjL> • • •) une série d^équations de la forme suivante :
Fi,pu|.i étant une somme de termes dont chacun est le produit: 1° d'un entier positif; 2" d'un des coefficients A; 3® d'un produit de séries 'f dont le second indice ne surpasse pas (x; 4'* d'une dérivée partielle de l'une de ces fonctions y.
Les formules (i3) fourniront, par voie récurrente et sans ambiguïté, les valeurs des diverses fonctions ç/jx. sous forme de séries procédant suivant les puissances de j'2, ..., j'„^ chaque terme ayant pour coefficient un polynôme formé avec les coefficients A, B et dont chaque terme est affecté d'un facteur numérique positif.
Nous trouvons ainsi une solution unique; mais, pour prouver qu'elle est acceptable, il reste encore à établir la convergence des séries obtenues.
239. Or il est clair qu'on diminuera les chances de convergence en remplaçant les coefficients A, B par les limites supérieures (10) et ('i i) de leurs modules; mais nous allons
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prouver que, même dans ces conditions défavorables, la convergence subsiste lorsque y^^ • • • » ^/i sont suffisamment petits. On a, en effet, dans ce cas,
__ ?ill*"_"«
et de même
/?! vP«
T/ = 2 " "P."! Pi : ~ ■ " ^ 7S-"^-:.r ' ( P« -^ P34- . . . > o),
en posant, pour abréger, j'2-r- • • • -f-^'/i =^ '.
Les équations aux dérivées partielles deviendront donc
ÔUi
duu
,_!(ii!:.
Y àuk
et les conditions initiales seront
<i5) Posons
Nt
W, =z. . .rrr w
^ifut)'
Les équations ( 1 4 ) et ( 1 5 ) se réduiront aux deux suivantes :
ôy,
— r m(fi — l) -T-
r ^— - -, pour Vi = o.
Or l'équation (16) étant mise sous la forme
son premier membre est le jacobien des deux fonctions i{ et
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/ 1 _ j / -f- Mm(n — i)yi' Elle équivaut donc à la rela-
tion
F étant une fonction arbitraire. Celte fonction sera déterminée par la condition (17)9 laquelle donne
ou, en posant
Çy d OU tz=z ^
Donc <]/ sera déterminé par Téquation
-^)'-"'"<"-)^. = ('-'-?)nÏt
Les deux racines de cette équation se réduisent respcctive-
/• ment à zéro et à — pour y^ =rz o. t^::- o. Aux environs de ce svs-
tème de valeurs, elles sont développables en série convergente suivant les puissances de j'i et de t. Prenant celle de ces deux séries qui s'annule pour y^ = o, t^rzOj on aura la fonction cherchée ^(J'm t)^ dans laquelle on n'aura plus qu'à substituer ^=^2 + . . --T-yn pour obtenir les développements de Wj, . . . , ///,„ qui seront évidemment convergents tant que les
modules des variables y seront moindres que , R dé-
lignant le rayon de convergence de la série 4'0'm ^) P^r rapport aux variables j'j et t,
240. La démonstration du théorème général du n® 237 se ramène aisément au cas particulier que nous venons de discuter.
Prenons, en effet, pour variables auxiliaires les dérivées partielles
qui figurent dans les équations (6) et, pour plus de symétrie, posons en outre Ui= /^o.©....* Les équations (6) et (7) deviendront
('") Pn,o,.,.,o = ^iwiy • • • » ynfPQ,o,..i • • • » Poii,oi, . >•••)>
(19) /^a..o,o.... = ??' pourri = ai et cL^^^n.
Ces dernières équations, dérivées par rapport à Vo, •• -.^/i, donneront plus généralement
(20) Pa.a <'.= Â^ Â^ pour y, =r a, et a, < r<
et, par suite,
/^i..a,...,a« = ^a,.a„ ..a« pour /i — a,, . . . , 7„~ a„.
Enfin, si Ton pose j^< = ai dans les équations (18), il
viendra
, , i ^ f ^V^-cp?. \
(2i) ;?r,.o,o,... = *i(ûr,,...,x«,?i,..M j^-— >••• 1 pourr — «i.
Aux équations (18), (19), (^o), il faut encore joindre celles qui définissent les dérivées partielles /?a,.a„...,a,„î ^ savoir
(22) — — />a.-M,o,o...., si «,</•/
et
Les relations (20) et (21) expriment d'ailleurs que les équations (23) et (18) sont satisfaites pour j^| = ai. En tenant compte de cette condition, on pourra évidemment remplacer ces équations (23) et (18) par leurs dérivées partielles par rapport à V| .
On trouve ainsi, en supposant a2>»o par exemple,
àyi àfi d^ij, . . . (^*«7„ d Vf
Si 0.2 était nul, mais as >> o, on trouverait de même
et, enfin, si a2, . . . , a,,_, étaient nuls, d'où a,, > o,
Prenant enfin la dérivée partielle des équations (i8) par rapport à^i, et substituant dans le second membre aux dérivées partielles des p leurs valeurs (22), (23'), (23"), ..., (23''), il viendra
, dp ^0,0,... _d^i \ â^i .
(.4) i -f-^ ^"^^ Va,.,..-.... .
Opla,,... àyr
241. Nous avons ainsi remplacé le système des équations (6) et des conditions initiales (7) par celui des équations (22), (23)', (23)", ..., (23)'" et (2,4) et des conditions initiales (20), (21). Nos nouvelles équations sont du premier ordre et linéaires; mais elles ne sont pas homogènes et contiennent encore en général les variables indépendantes j^ij . . .,^,i. Pour achever de les réduire à la forme voulue, introduisons de nouvelles variables auxiliaires ^1 , • • • ^ tn définies par les équations
Elles satisfont aux équations aux dérivées partielles
(23) —-rizl, --^—0, ..., 1— =0
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et aux conditions initiales
(26) fi — a,, ^=Vj, ..., t„~y'n pourri^ûTi.
Il est clair que ces conditions suffisent à les déterminer. Joignons ces conditions aux équations précédentes et transformons d^ailleurs celles-ci : 1° en y remplaçant dans les dérivées partielles de ^1 les variables indépendantes j'i, ...,j'/i parles quantités équivalentes /|, ..., ^/, ; 2" en multipliant tous les termes des seconds membres qui n'ont pas en facteur
une dérivée partielle des inconnues p par ^^ > qui est évi-
demment égal à i. Cette transformation opérée, les inconnues p et t seront fournies par un système d'équations linéaires et homogènes du premier ordre, auquel on devra joindre les conditions initiales (20), (21), (26) qui ont lieu pourj'< = a,.
Les valeurs des variables ^i , . . . , /« et /?«„«,,. .,a^ pour jKi ~= «1, . . ., J^'/i= «« sont d'ailleurs a^, . . . , a„ et 6a,.a,. ..,«.• Aux environs de ce système de valeurs, les fonctions 4>| sont par hypothèse développablos suivant la série de Taylor; il en sera de même de leurs dérivées partielles.
Toutes les conditions nécessaires à l'application du théorème du n" 238 se trouvant ainsi remplies, nous obtiendrons pour les inconnues t et /?, et en particulier pour les inconnues primitives
des séries procédant suivant les puissances de ri — fl|, ..., yn — <^n et satisfaisant à toutes les conditions du problème. Les fonctions /// ne sont définies par ces séries que dans la région où celles-ci sont convergentes; mais on pourra suivre leur variation de proche en proche par les mêmes procédés que nous avons employés pour l'étude des équations difTérentielles à une seule variable indépendante.
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242. Considérons réquation aux dérivées partielles linéaire et du premier ordre
(i) P,/?i^-...-+-P;,/?«rziZ,
où Pi, . . ., P«, Z sont des fonctions des variables indépendantes :ri, ..., Xn et de la fonction inconnue 5; /?!, ...,/>«
désignant les dérivées partielles -r-^i • • • > v— -•
La fonction z étant supposée définie par une équation implicite
cherchons à déterminer la forme de la fonction 0, de telle sorte que Téquation (1) soit satisfaite.
L^équation (?/) dérivée par rapporta xi donnera
Substituant dans (i ) les valeurs des dérivées partielles/?/ tirées des équations (iV), il viendra
Pour que Isu valeur de z tirée de (2) satisfasse à Téquation (1), il sera donc nécessaire et suffisant que Téquation (4 soit une conséquence de (a).
Cela posé, intégrons le système des équations différentielles
dx^ dxn dz
Les équations intégrales, résolues par rapport aux con stantes d'intégration C|, . . ., c^, prendront la forme
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(fi, .. ., çp;, étant des fonctions de Xi, . . ., x„y z. On sait (42) qu'en posant
F désignant une fonction arbitraire, Téquation (4) sera identiquement satisfaite.
Nous obtiendrons donc une solution de Tcquation (i) en déterminant z par Téquation
Mais il n'est pas établi que cette solution soit la seule possible, car il n'est pas nécessaire, pour qu'on ait une solution, que Téquation (4) soit identique. Il suffit qu'elle soit satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de j:i, . . ., Xn^ z qui satisfont à <I> = o.
Pour déterminer les autres solutions, s'il en existe, nous remarquerons que les équations (5) ayant pour intégrales générales les équations (6), les équations (5) ou les équalions équivalentes
P, dxx — P| dx^ m o, . . . , P;j dx^ — Pi dxn '-= o,
Z dxi — Pidz 7 z o
sont des combinaisons linéaires des équations
On aura donc, en désignant par An, ...; Bj, ... des fonctions de Xi, . . ., x,/, z faciles à déterminer,
(7) P,é:/.ri--Pir/j7,=iA,i^?i-f . . .-\-Aindr^„j
(8) Z r/x, — Pj dz = B, t/cp, 4- . . . -\- B^ d^^.
Multiplions les équations (7) respectivement par /?|, ...,
pij ... et retranchons-en l'équation (8). En tenant compte
de l'identité
dz :=3 />, dx^ -+-... 4- />« dXn
et posant, pour abréger,
^IkPi— Bjfc^Cjfc,
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il viendra
(P,yî, -^- . . . -i- P„Pa Z) dxi — \ C* dog,.
Si nous supposons Téquation (i) satisfaite, cette équation se réduira à
Ckd^k=o.
Si donc les quantités Cfç ne sont pas toutes nulles, les différentielles rf'^i, ..., don seront liées par une relation linéaire, et Ton aura entre les fonctions ç une relation
C'est la solution trouvée tout à l'heure, llestc riiypothèse
vjj '■ — Oy » » • j ^A* — Oj • • • •
Ces équations, combinées avec l'équation donnée
déterminent /?4, fn^ ^ en fonction de Xi, ..., x„. Les
valeurs ainsi obtenues fourniront une solution si elles satisfont aux relations
ôz
ce qui n'aura évidemment lieu que dans des cas très exceptionnels.
Applications, — i** Soit à intégrer Téquation aux
dérivées partielles
dz f àz _^
dur ôy
des cylindres parallèles à la droite (x = a>5,^'= bz). On
formera le système
dx dv , — — —- — dz a b
dont Fintégrale générale est
Uéquation proposée a donc pour intégrale générale
4> ( .r — cL^t y — 6 5 ) = o.
2" Considérons l'équation aux dérivées partielles
des cônes ayant leur sommet au point a, p, y. On formera
le système
rf.r dy clz
.r — a ~ j — p - — Y dont rintégrale générale est
log(.r — a) " Iog(w — y) -4- const., log(j? — P) — log(3 — y) h- const.
ou
rziCOnsl., * -=:: const.
L'intégrale cherchée sera
3" Considérons Téquation aux dérivées partielles
des surfaces de révolution autour de Taxe *— = 't- = -
Mous aurons le système
d,T dv dz
Soit rf^ la valeur commune de ces rapports ; on aura
dx =z (y7 — P-) dty dy —{uz — ^(j:) dt, dz = ( p.r — a v) dt.
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On en déduit immédiatement les combinaisons intégrables
X dx H- y dy -h z cfc = o,
a dx -+- P fiÇy 4- Y dz ^:=zo\ d'où
x^ -h j* H- z- = const, ax -h^y -h yz = const.,
et rintégrale cherchée sera
4>( a:' -+-/=-+- 5*, ax 'h Pj-4- ^z) — o.
4** Soit, en dernier lieu, l'équation
dz âz
dx -^ dy
qui définit les fonctions homogènes de degré n en x, ^'. On
formera le système
dx dy dz
iVoii
X y nz'
— rzrconst., — =const, y x'^
L'intégrale générale sera donc
ou, en résolvant par rapport à -^^>
et enfin
x^ '-^[yj
244. Passons à Tétude des équations aux dérivées partielles du premier ordre en général.
Soit
une équation entre n variables indépendantes x^^ . . ., x«,
ÉQUATIONS AtX DÉRIVÉES PARTIKLLES. Sig
une fonction z de ces variables et n constantes arbitraires Al , . . ., a„. En éliminant ces constantes entre l'équation ^=o et ses dérivées partielles
nous obtiendrons, en général, une seule équation aux dérivées partielles
(II) r (^, .r|, . . . , ûCn \ P\y ... )/?/») =^ o.
La fonction z^ définie par l'équation (9), sera une solution de cette équation, quelles que soient les constantes a<, ..., a„.
Une semblable solution a reçu le nom A^ intégrale complète. Il est aisé d'en déduire les autres solutions de Téquation aux dérivées partielles.
On pourra, en effet, dans cette dernière équation, faire abstraction de la condition que /?<, . . . , yo„ soient les dérivées partielles de z^ pourvu qu'on y joigne la relation
qui exprime précisément cette dernière propriété.
Cela posé, l'équation (11), résultant de l'élimination de <2,, . . . , a„ entre les équations (9) et (10), sera algébriquement équivalente à celles-ci, pourvu qu'on y considère les a, non plus comme des constantes, mais comme des inconnues auxiliaires.
Nous aurons donc à déterminer les inconnues 5, a^, ..., <7„, piy . . . , /)„ par les équations (9), (10) et (12).
Cela posé, différentions l'équation (9), il viendra
-3- as -+- 3— rtjc, H- ... 4- -c— aoi 4- ... -I- 3 — «a» =-- o oz dx. ôa^ oa^
ou plus simplement, en vertu des équations (10) et (12), (i3) 3— cfûr,4-. . .-h -3 — aan^=o.
Cette nouvelle équation aux différentielles totales pourra
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remplacer Téqualion (12) pour la détermination des fonc> lions inconnues. Il existe plusieurs manières d'y satisfaire : 1" On peut d'abord poser
Ces n équations, jointes à (9) et (10), achèveront de déterminer une solution, à laquelle on donne le nom à' intégrale singulière.
a° Si les x — ne sont pas tous nuls, l'équation aux différentielles totales ( 1 3 ) montre qu'il doit exister au moins une équation de condition entre les inconnues ai, ... , a/,. Admettons qu'il en existe k distinctes, h savoir
(i4) /1--0, ..., fk — o.
On en déduira, entre les difiérentielles rfai, . . . , dam les k
relations
d/i—zo, ..., d//, — o,
dont l'équation (i3) devra être une conséquence. On aura donc identiquement, en désignant parXi, . . . , Xa des facteurs convenables,
— ^«1 -?-... -h ^ dan — y^id/i -^ . . . -h'kkd/u;
d'où, en égalant les coefficients des diverses différentielles rfa/,
Ces équations, jointes au système (9), (10), (i4 ), détermineront toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X. Les fonctions/!, . . . , /t restent d'ailleurs arbitraires.
Le système de ces solutions, renfermant des fonctions arbitraires, se nomme Vintégrale générale.
Si nous donnons, en particulier, à k sa valeur maximum /i,
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les quantités a, étant liées par n équations, seront des constantes, d'ailleurs arbitraires. Nous retrouvons donc, comme cas particulier de Tintégrale générale^ l'intégrale complète d'où nous étions parti.
On voit par cette analyse que la recherche des solutions d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre
(i6) F(2, or,, ...jXn\Pu ...,/?„)= o
se ramène à la détermination d*une intégrale complète.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour arriver à cette intégration ; nous allons exposer les trois principales.
Méthode des caractéristiques. — Posons, pour abréger
et soit
(17) 5=I<^(^I, ...,^„), pi= ^-
une solution quelconque de l'équation proposée. A chaque système de valeurs de Xi, . . . , x,i correspondra un système de valeurs de zel de ses dérivées partielles /?|, . . . , p^.
Nous appellerons éléments de la solution considérée les divers systèmes de valeurs simultanées de j?i, . . . , :r„, 5, />!, ' " 1 fit qui satisfont aux équations (17).
Soit s®, .rj, p^ l'un de ces éléments. Supposons qu'on fasse varier les quantités x/ à partir de leurs valeurs initiales .1*1*, de manière à satisfaire constamment aux équations différentielles
(1») -p - =. . .= -rj- =dt,
t désignant une variable auxiliaire, dontla valeur initiale soit nulle.
I^es systèmes de valeurs successifs de ces quantités, associes aux valeurs correspondantes des quantités 5, /?/, donne-
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ront une suite d'éléments de l'intégrale^ à laquelle nous donnerons le nom de caractéristique.
246. Soient>5, j:,-,/?i l'un de ces éléments; z 4- 8^, 0?/+ Sa;,-, pi-h^Pi un élément quelconque de Tintégrale, infiniment voisin de celui-là. On aura, par définition,
(ig) ^z^pi^x^'\-...-{-p^^x„y
et, en dési&rnant par Pik les dérivées secondes -r — r — »
(20) 8/7/=/>/iaj7, H- . . . H- ^^^ 8j;^.
Soit z-hdz, x/ -h dxi, Pi + dpi un nouvel élément encore infinimentvoisin du premier, mais situé sur la caractéristique; on aura de même
(2i) dz =/?, dxi-\-, . .-^-pn dx^f
(22) dpi = pndXi'\-, ..-^-pindXn-
L'équation (i6), diflérentiée par rapport aux 8, donnera
ZS^+y (X/8.r,.-+-P/8/?/) = o,
et, en remplaçant les quantités P/, 8^, 8/7/ par leurs valeurs tirées des équations (i8), (19), (20),
/4-/?|Z)§X/-h\ \ PU'-^^'^k'
Permutant les indices i et A: dans la somme double et tenant compte de l'équation (22), il viendra
et, comme les 8^/ sont entièrement arbitraires, on en déduira
Enfin la dilTérentiation de Téqualion (i 6) par rapport aux d donne
o = Z^;;+\ Xidxi-^Pidpi
et, en remplaçant les rfj?/, dpi par leurs valeurs tirées de (18) et (a3),
(24) o=:dz — \ PiPi dt.
Les éléments successifs de la caractéristique satisferont doue aux équations (18), (28), (24), qui peuvent s'écrire
(2d; p^ X,^/;,Z Yp -''^•
Ces équations différentielles, jointes à la connaissance des valeurs initiales 5®, x]^ p^ des variables z, xi, piy déterminent complètement la loi de leur variation. Elles sont d'ailleurs indépendantes de la fonction <>. Nous obtenons donc ce résultat remarquable :
Toute intégrale qui contient Pélément >5®, x]^ p^ contiendra tous les éléments de la caractéristique correspond dante.
247. Les équations différentielles (2$), intégrées en partant du système de valeurs initiales z^^ x^j p^j donneront, pour Zy Xi, piy au moins tant que les quantités Z, X/, P/, n'auront pas de points critiques, des valeurs parfaitement
déterminées
/ z =/{t,z\xlpi),
{pi--=U^,z%xlp^).
Ce système d'équations représentera une caractéristique pourvu que les valeurs ^®, x% p^ satisfassent à l'équation
(27) ^{z',xl ...,xlpl ...,/;J) = o,
qui caractérise les éléments des intégrales.
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Les valeurs des variables z, a:/, ^i correspondant ai x divers élémenls des intégrales sont ainsi exprimées en fooction des 2/1 -H 2 paramètres /, 5®, a-^^p^, ces derniers vérifiant l'équation (27).
En laissant z^, ^n Pl constants et faisant varier t^ on obtiendra une infinité d'éléments formant une caractéristique. On doit toutefois excepter le cas où les valeurs de z^^ x", /)J annuleraient simultanément toutes les quantités P/, X| +jD|Z, car les intégrales des équations (a5)^ se réduisant alors à
seraient indépendantes de t, et la caractéristique se réduirait à son élément initial.
Enfin, en faisant varier 5®, ^/,/>®, on passera d'une caractéristique à l'autre.
Soit maintenant
(28) ^rrz^(.r„ ...,a:,,), pi =
ÔJCt
une intégrale quelconque. Pour qu'elle contienne un élément donné Zj x/, />/, il faut et il suffit qu'elle contienne l'élément initial 5^, .rj*, p^ situé sur la même caractéristique, ce qui donne les équations de condition
Ces n ■+• I équations, jointes aux équations (26) et (27**, caractériseront les éléments qui appartiennent à l'intégrait. On retrouvera donc les équations (28) de l'intégrale en éliminant les paramètres t, 5^, x^, p^ entre les équations (26},
2iS. Réciproquement, considérons l'ensemble des caractéristiques pour lesquelles les paramètres z^, x] , p^ sont liés par n -4- ï équations de condition quelconques
(30) CJ = (), ..., TîT,^ =: O.
Entre ces équations et les équations (26) 61(27), on pourra éliminer les paramètres z®, ^?, /?f , ^, et Ton obtiendra ainsi, entre les variables z^ Xi^ pi, n + i équations,
d'où Ton pourra tirer en général les valeurs de z et des pi en l'onction des Xi.
Le système des éléments qui satisfont à ces équations constituera une intégrale si les valeurs ainsi obtenues satisfont aux relations suivantes :
(3i) F (5; a:,, ..., vr„ ;/?,,... ,/^„) = o
et
<^") p'=dj;
2i9. L'équation (3i) est identiquement satisfaite. Soit on cfTct, 3, Xij Pi un élément quelconque du sjslème considéré.
En donnant aux paramètres t et z^y x^ ^ p] des accroissements infîniment petits, dt et 83**, SxJ*, 8/?°, ces derniers compatibles avec les équations (27) et (3o), on obtiendra un élément z H- As, Xi-\- At/, pi-\- ^pi infîniment voisin du premier, et les diirérentielles totales A3, Aj?/, A/?/ seront évidemment de la forme rf^ + Ss, rfx/-f-8j^/î rf/>i-f-8/?i, en désignant par dzjdxi^ dpi\es différentielles partielles provenant de la variation de t, par 83, 8x1, 8/7/ celles qui proviennent de la variation des autres paramètres, 3®, x^ y p] ,
Les différentielles rf3, rfx/, dpi satisfont aux équations (25), d'où l'on déduit aisément les combinaisons suivantes
{ 33 ) dz — \ Pi dxi =z o,
(34) o = 7.dz-\-\ (Xidxi-^-Pidpi)z=z ^dt.
Donc F est indépendant de t. D'ailleurs, pour r = o, il se
réduit à
qui est nul en vertu de l'équation de condition (27).
250. Il reste encore à satisfaire aux équations (32). Ce système d'équations est équivalent à l'équation aux différentielles totales
A^ — \ Pi Lxi = o.
Remplaçant Ajs, A^/ par dZ'\-Zz^ dxi + Sj?/, et tenant compte de (33), cette égalité se change en
Pi 8a?/ = o
Désignons par U le ^premier membre de cette équation, et cherchons comment il varie avec t.
On aura
i/U '=Ldlz — \ dpi ooTi — \ pid ùXii
d'ailleurs
c?85 = Sd/5=\ {ùpidxi-h Pid^xi).
Donc
dV z= \ ( 8/7/ dxi — dpi 8a?/)
ou, en remplaçant les dxij dpi par leurs valeurs tirées des équations (25),
d\} —V ( P/ Zpi -h X/ Ixi -+- Zpi Ixi) dt ; mais l'équation F = o, différentiée par rapport aux S, donne
d'où
d\5 — —zUz-S pi^xi\dC = —Z\]di.
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Cette équation intégrée donnera
- r zdt
Uo désignant la valeur initiale de U.
Il est clair que, tant que Z n'aura pas de points critiques, comme nous Pavons supposé, l'exponentielle restera finie. Donc, pour que U soit identiquement nul, il sera nécessaire et suffisant qu'on ait
(35) o = Uo = S50 — y pj 8^?.
251. Les solutions de cette équation aux différent ielles totales se trouvent aisément pnr la méthode du n"* 2i4.
Cette équation montre d'abord que z^ est une fonction des ar". D'ailleurs, les 2/1 -4- 1 quantités z®, x^^ p] étant liées par l'équation F = o et les /i + i relations (3o), dont nous cher chons à déterminer la forme, il existera une relation au moins entre les quantités j?^. Supposons qu'il en existe k distinctes, telles que
et soit en outre
On déduira de ces relations par la différentiation
L'équation (35) devant être une conséquence de celles-là, on aura identiquement
Uo = 8W — y /?? 8:rf = Xj 8V, 4- . . . -f- X* 8V*,
les \ étant des multiplicateurs convenables. Égalant séparément à zéro les coefficients des diverses différentielles 8j??,
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on aura les n équations
qui, jointes aifx équations (^6), (27), (36), (37), reprësenleronl rintégrale, les fonctions W, W|, . . ., Wk restant arbitraires.
252. La solution précédente donne lieu à diverses remarques :
I® Le système d'éléments déterminé par les équations précédentes ne représente une intégrale, dans le sens attaché jusqu'ici à ce mot, que si Ton peut en tirer les valeurs explicites des quantités ^, pi en fonction des xi^ ceux-ci restant indépendants. Il n'en serait pas ainsi dans le cas particulier où Ton pourrait déduire de ces équations une ou plusieurs relations entre les Xi. La considération de ces systèmes, qui ne fournissent pas des intégrales proprement dites, est pourtant utile dans beaucoup de cas. Pour en tenir compte, il conviendra d'élargir la définition de l'intégrale en donnant ce nom à tout système d'éléments z, ^/, /?/ dépendant de n variables indépendantes et satisfaisant aux relations
F =: o, ^-3 = /^i dx^ 4- ...-+- /?n dxn^
2" Nous avons admis dans notre analyse que le système des valeurs initiales z^^ x^ , />J représentait un point ordinaire pour les fonctions Z, X/, P/ et n'annulait pas simultanément les quantités P/, X/-|-/?/Z. S'il existait donc quelque intégrale dont tous les éléments fussent des points critiques de Z, X|, P/ ou annulassent les P/ et les X/ ■+• ptL^ elles échapperaient à la méthode précédente; mais il est clair que ces intégrales singulières ne peuvent se rencontrer que dans des cas particuliers.
253. Parmi les intégrales fournies par notre analyse, il en est deux qui méritent une attention particulière.
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La première s'oblient en posant k = n. Les quantités z^, x^j satisfaisant ainsi à /i + i relations, seront des constantes; leurs différentielles ^z^, o.r" seront donc nulles et l'équation (35) sera identiquement satisfaite.
On voit donc que les équations (26), (27) de la caractéristique représentent une intégrale si l'on y considère les z^y xj comme des constantes arbitraires et les p^ comme des inconnues auxiliaires.
L'intégrale ainsi obtenue est une intégrale complète, car elle contient n (et même /i + O constantes arbitraires. D'autre part, on ne peut déduire des équations qui la définissent aucune équation aux dérivées partielles
distincte de la proposée F = (); car, si Ton avait une semblable identité^ en y faisant / = o, on trouverait
r 1 ( -S , .r j , . . . , j:,, ^ p^, . . . y />^^ ) r= o, relation qui ne résulte pas des équations (26), (27)-
2oi. Ou obtiendra une autre intégrale remarquable en admettant qu'il n'existe entre les paramètres z^, x^^ que les deux relations
(89) 5« = 'r( j;^, . . . , .rj), a:] = const.
Les autres équations à joindre à celles de la caractéristique pour obtenir l'intégrale seront, d'après l'analyse précédente,
Pour la valeur particulière Xi = :rj, on aurar = o, a;a = ^J,..., z=^z^. Ces valeurs initiales étant liées par la relation (Sp), on voit que nous avons résolu le problème de détern^iner une intégrale z satisfaisant à la condition
z = V(a:,, ,,,yX„) pour a?, 3= a?^,
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W désignant une fonction arbitraire. L'existence d'une semblable intégrale avait déjà été établie au n° 235.
255. Lorsque le nombre des variables indépendantes se réduit à deux, les résultats qui précèdent peuvent suinterprêter géométriquement.
Une intégrale z = ^{x^y x^ représente une surface. Chaque système de valeurs de z^ a?i, x^ représente un point; p^^ p^ sont les coefficients de l'équation du plan tangent. Chaque élément de l'intégrale définit donc un point et le plan tangent correspondant.
L'équation aux dérivées partielles
devient, en y remplaçant /7| , ^^2 par leurs valeurs tirées des équations de la normale,
i\ Xy $2 Xi Ç — 2
Pi "" P% "" — I '
équation d'un c6ne, dont la normale sera une génératrice.
Une caractéristique représentera une courbe et la développable circonscrite à la surface intégrale le long de cette courbe, et le théorème du n° 246 pourra s'énoncer ainsi :
Deux sur/aces intégrales tangentes en un point ^®, xj, xl sont tangentes tout le long de la caractéristique déterminée par ce point et le plan tangent correspondant.
Toute surface intégrale aura pour génératrices des caractéristiques. En particulier, l'intégrale complète du n" 2S3 sera formée par l'ensemble des caractéristiques issues d^un même point.
256. Première méthode de Jacobi. — Soit à déterminer une intégrale complète de l'équation
On peut réduire le problème au cas où z ne figure pas explicitement dans l'équation.
Supposons en effet z déterminé par Téquation
On en déduira
Substituant les valeurs de ^i , * • -^ Pn ainsi obtenues dans (4o), il viendra
(43) F = ^(z,Xiy ...,^«,
Si donc nous déterminons une fonction V des n -h i variables z^ x^^ ..., Xn qui satisfasse identiquement à cette équation (laquelle ne contient pas V explicitement), on obtiendra une solution de Téquation primitive en déterminant z
par Téquation
Si d'ailleurs la solution V que Ton a trouvée contient n constantes arbitraires 6|, . . . , hni de telle sorte que le jaco-
bien J des quantités -^ — par rapport à ces constantes ne soit
pas nul, la valeur de z sera une intégrale complète de l'équation primitive; car, d'une part, elle contient n constantes arbitraires et, d'autre part, le jacobien Ji des quantités
-7 \-pi -^ par rapport aux constantes h ne sera pas identiquement nul; car, en y donnant aux quantités pi les valeurs particulières o, il se réduit à J. Donc on pourra tirer des équations (4^) les valeurs des constantes pour les substituer dans (4i )> ^® 4"^ fournira une seule équation F= o.
257. L'équation <> = o étant résolue, pour plus de simplicité, par rapport à -p> prendra la forme
Désignons par H ce que devient le second terme de celte
équation lorsqu'on y remplace les dérivées partielles -r— par
des indéterminées jDi*; et formons les équations différentielles ordinaires
,,t,. dxi d\\ dpi d\l
(45) -y-izr^— , -_— — _ —
dz opi dz oxi
Nous allons établir que la détermination d'une solution V de l'équation (44) satisfaisant aux conditions requises et l'intégration du système canonique (45) sont deux problèmes entièrement équivalents.
258. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu la solution demandée
Les équations
où les ai désignent de nouvelles constantes arbitraires, seront l'intégrale générale du système (45).
En effet, les équations (46), différentiées par rapport à la variable indépendantes, donnent
d»V V ^'V dxk dpt
, dx, dz ^je dXi ôxtc dz dz <47) j d'\ Y <^'V dxk __ ^
I dbi dz ^ic dbi ôxfc dz
Mais, d'autre part, en remplaçant dans l'identité (44) les -r— par leurs valeurs p^ elle deviendra
cl, en prenant les dérivées partielles, par rapport aux Xi et
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aux t|, on trouvera
ôbidz ^itàj'k àbi
u'ailleurs on a
''*= ^*' d'où
Substituons ces valeurs dans les équations (48) et retranchons ensuite chacune d'elles de sa correspondante du système (47); il viendra
^kàridxf, \ dz dpk) " dz ôxt^
^^k Obi ôxk \ dz ôpkj Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport
. . dXfc Ô\\ dpi d\\ r\» -Il 1 j».
aux (i nanti tes -,- r — > —. h . — • D ailleurs le detcrmi-
* dz Opk dz Oxi
nant des coefficients n'est autre chose que le jacobien J des
dérivées partielles ^ — par rapport à 64, ..., 6;,, lequel, par
hypothèse, n'est pas nul. Nous obtenons donc, comme conséquence des équations (46), le système d'équations différentielles
dxk ÔW dpi m
dz upic dz ôxi
qui n'est autre que le système (45).
239. Uécipro(|iieinent, supposons que par un procédé quelconque nous ayons réussi à obtenir une intégrale générale des écjuations (45). Elle fournira les valeurs des j?/, /?/
en fonction de >s et de an constantes arbitraires C|, . . ., Cm. Soient d'ailleurs a/, bi les valeurs des Xg^ pi pour une valeur initiale donnée z^ de la variable z. On pourra déterminer les constantes c au moyen des a/, 6|. Substituant ces valeurs dans les équations intégrales, celles-<)i prendront la forme
(50) pt = <p/(5, «,,..., a„, ôj, ... , 6»),
où les a/, 6/ peuvent être considérés comme de nouveUes constantes arbitraires.
Le jacobien I des fonctions// par rapport à ai, . . . , a^ n^est pas identiquement nul ; car, pour la valeur particulière z=z z^^ fi se réduisant à a/, I aura pour valeur l'unité.
Les équations (49) peuvent donc être résolues par rapport aux ai et fourniront les valeurs de ces quantités en fonction des z^ X£, 6/. Il résulte de là que toute fonction des quantités z, Xi, p^ ai, bi peut s'exprimer à volonté, soit par les z^ aif bi seulement, soit par les ^, Xi^ bg,
S60. Cela posé, désignons par U ce que devient la quantité
lorsqu'on l'exprime au moyen de -3, a,-, 6/; et considérons l'expression
Changeons simultanément z en z-{-dz, et a/, 6/ en û/-h Sa/, 6/4- 26/ ; Xi sera accru de la quantité
dont nous représenterons respectivement les deux termes par dxi^ èxi] Pi et V éprouveront des accroissements analogues
\pi=:dpi'h ^Pii
et
(5i) ^\ = dV-h^V = lJdz'hS {ak^bk-^bi.lak)'^ f IMd». Or on a
ou, en supprimant les termes qui se détruisent et remplaçant -^ — 9 -X — par leurs valeurs tirées des équations différentielles (45)
D'ailleurs
D'autre part,
Substituant ces valeurs dans (5i), il viendra =\ (Pk ^J^k 4- ak Ibf.) — II dz.
Celle relalion eolre les diflférentielles totales AV, Ax^i, 86a, dz montre que, si Ton exprime V en fonction des variables 3, Xfty bhi on aura
Les équations (62) donnent, entre les variables z^ .rj^, pk et les constantes a^, fr^f ^^ relations nécessairement distinctes; car chacune d'elles contient dans son second membre une quantité p ou a qui ne figure pas dans les autres. Ces équations ne sont donc autre chose que le système des équations intégrales (49) 6t (5o) mises sous une forme nouvelle.
Quant à l'équation (53), elle se transforme, lorsqu'on y
remplace les p/^ qui figurent dans H par leurs valeurs-^ — >
en Téquation aux dérivées partielles (44)*
La solution V que nous avons ainsi obtenue pour celte équation satisfait aux conditions requises; car elle contient n constantes arbitraires 6|, . . ., 6/,, et d'autre part le
jacobien J des dérivées — r P*^ rapport à ces constantes n'est pas identiquement nul; car, en donnant à z la valeur particulière 3", -c — = pk se réduisant à 6a, J sera égal à l'unité.
On voit immédiatement que si, à la solution V que nous venons de trouver, on ajoute une nouvelle constante arbitraire a, on aura une nouvelle solution V -|- a à /i 4- i constantes arbitraires, et qui sera une solution complète de (44)-
261 . Nouvelle méthode de Jacobl et Mayer, — Les deux méthodes précédentes pour Tintégration dos équations aux dérivées partielles du premier ordre ont pour caractère coinnuin de ramener le problème à rinlégralion complète d'un système d'équations aux diirércnlicllcs ordinaires.
Jacobi a donné une nouvelle méthode, considcrablemcnl
perfectionnée depuis par MM. Lie et Mayer, dans laquelle on considère successivement une série de systèmes d^équations difTérentielles, dans chacun desquels il suffit de déterminer une seule intégrale. Cette méthode s'applique d'ailleurs sans difficulté, ainsi que nous allons le voir, à la recherche des solutions communes à plusieurs équations aux dérivées partielles simultanées.
Soient
ces équations, où nous supposerons pour plus de simplicité qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue par Tartifice du n^ 256. Pour que ces équations aient une solution commune, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer des fonctions Pi des variables indépendantes jTi, qui satisfassent à la fois à ces équations et aux relations
qui expriment que /^i^/j^i -[-... -h/^^r/x^ est une différentielle exacte; car l'intégration de cette différentielle donnera immédiatement la valeur correspondante de z.
262» Soient Fa = o, Fp = o deux quelconques des équations données. Prenons la dérivée de la première par rapport
à Xi\ il viendra
ç)Fa _^V' f)Fa ôpk _ àxi Z^kùpk àxi
Multipliant par -^ et sommant par rapport à i, il vient
Zdi àxi àpi ZàiZàk àpi dpk àxi On trouvera de même, en permutant a et p,
Zài àxi àpi Zm Zàk àpi dpk àxi
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Retranchons cette équation de la précédente après avoir permuté les indices de sommation i et k dans la somme double; il vient
Zài Zàk àpi dpk \ dxi dxk)
Mais la somme double s'annule en vertu des équations (55). On aura donc simplement
Ainsi, des équations primitives F| = o, .*., Fin= o, jointes aux conditions (55), on déduit entre les Xi, pi de nouvelles
relations
(Fa, Fp) = o.
Si parmi ces équations il en est qui ne soient pas une conséquence algébrique des équations (54)» on pourra les leur adjoindre, recommencer les mêmes opérations sur le système ainsi complété, et ainsi de suite. On arrivera finalement, soit à un système contenant plus de n équations distinctes, auquel cas le problème sera impossible, soit à un système
(67) Fi = o, ..., F,t=o,
tel que les équations nouvelles (Fa, Fp)= o qui s'en déduisent, ou soient identiquement satisfaites, ou soient, tout au moins, une conséquence algébrique des précédentes.
Lorsque cette dernière circonstance se présente, elle pourrait donner lieu à quelque incertitude. Pour la lever, résolvons les équations (57) par rapport à [jl des quantités/? qui y figurent; elles prendront la forme
Les nouvelles équations
(/?a — /a, /?^— yp) = 0,
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qui se déduisent de celles-là, ne contiennent plus/>i, .. >ip^j elles ne peuvent donc être une conséquence des équations précédentes. Elles fourniront donc des relations nouvelles, qui permettront de continuer la série de nos opérations, à moins qu'elles ne soient identiquement satisfaites.
Nous arriverons donc nécessairement, ou à constater l'impossibilité du problème, ou à former un système
(57) Fi = o, ..., F,A=o, jouissant de la propriété qu'on ail identiquement
(58) (Fa, Fp) = o.
Un semblable système a reçu le nom de système complet.
Une équation unique F| = o peut être considérée comme constituant un cas particulier des systèmes complets, correspondant à [JL = I.
263. Étant donné, en général, un système complet tel que (57), cherchons à déterminer une nouvelle équation
qui, jointe aux précédentes, forme encore un système complet.
Le premier membre de cette nouvelle équation devra satis* faire aux [x équations simultanées aux dérivées partielles
Ces équations linéaires forment un système jacobien, d'après la définition du n^ 63.
En eOet, on a
Zài\àa:i dpi âp, ôxi) Zdk\dxk dpk dpk dxk) 2ji\àXi dpt dpi dxi) Zdk\dxk dpk dpk dx^J^
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en posant, pour abréger.
dxi dpidpk dpi d3:idpk\ _ _à_ „
d^ <?«F. _ dj^ d'F, ( ~ dp, ^*'«' *^P>'
dxi àpidpt dpt dxidpk
dP^ d'Fp <?F, <?'Fp
Oxi dpidxi, dpt dxidxi, f <^ /p e- \
dxi dpidxie dpi dxidx/c
Mais (Fa, Fp) est identiquement nul; donc les Aj^, Bjtsont nuls, et notre proposition est démontrée.
Le système (69) admet donc des solutions et son intégration se ramène à celle d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles à in — [jl variables, ou, ce qui revient au même, à l'intégration d'un système de m — p. équations linéaires ordinaires. On connaît d'ailleurs [x solutions du système, à savoir F|, . . . , ¥^, L'ordre du système s'abaisse donc encore de [x unités et se réduit k in — 2[jl.
264. Supposons qu'on en ait trouvé une intégrale f,, laquelle, en tant que fonction des />, soit distincte de F|, . . ., Fpt. U est clair qu'on peut y ajouter une constante arbitraire ai , sans cesser d'avoir une intégrale. Donc le système
sera complet.
On déterminera de même une nouvelle équation <pa -f- ^2=0 contenant une constante arbitraire a^ et formant avec les précédentes un système complet, en trouvant une intégrale d'un système d'équations différentielles d'ordre m — 2 p. — 2, et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait obtenu un système complet
r I ^z o, • • • > t^ jx ^^^ o,
F{i+i =?!-+- «1 = 0, ..., F;,i=©;,.jxH- a«^pL=:o.
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Les valeurs des />/, fournies par ce système, rendront Pi dXi-i-, . .-i- pndx„ différentielle exacte; car, en tenant compte des relations (Fa, Fp) = o, les équations (56) se réduiront à
ZàiZdkdpi Opk\dXi dxk)
Le déterminant R des quantités -p^ n*est pas nul, car nous
avons opéré de telle sorte que les F|, ..., Yn fussent des fonctions distinctes des/>/; donc les quantités
Y dF^/dpk dpi\ ^kàpk\àxi dxk)
que ces coefficients multiplient seront nulles. D'ailleurs le
déterminant des coefficients -r-^ est encore égal à R et dif-
opk férent de zéro. On aura donc
àpk_àpi__^ dxj dxic '
ce quMl fallait démontrer.
265. Les quantités />i, ...^pn étant déterminées par les équations F| = o, . . ., F,, = o, il ne restera plus qu'à intégrer la différentielle exacte />i dx^ + . . . -H /?« dx^» Oo trouvera ainsi
a étant une nouvelle constante arbitraire.
Nous obtenons de cette manière une solution du système des équations aux dérivées partielles Fi = o, . . . , Fpt = o, contenant n — [x -h i constantes arbitraires, et qu'on pourra appeler une solution complète du système.
En prenant les dérivées partielles de z par rapport aux diverses variables X| , , , . y x», on obtiendra les équations
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manifestement équivalentes aux équations
F, =:o, ..., F,x = o, <p, 4-01 = 0, ..., <p«-jx-+-ûr«_|i = o.
De cette solution complète on déduira immédiatement toutes les solutions du système
(60) Fi=o, ..., Fjjt = o.
En effet, soient z une semblable solution ; /7| , ..., p^ ses dérivées partielles ; enfin a^, . . . , cin-^^ ^ des inconnues auxiliaires, déterminées par les relations
f « — ^(^U • • •» ^ny ÛTi, . . ., a^-^) — «= O.
On aura, en différentiant cette dernière équation, D'ailleurs, des équations (60) et (61), on déduit
et, comme
dz "= Pi dxi -f- . . . H- Pf^ dx^^
l'équation de condition {^1) se réduira à
(63) -~- r/a. H- . . . H- da^-^ -4- rfa = o.
Cette équation aux différentielles totales s'intégrera comme au n° 24.4.
266. Il existe une classe particulière d'équations aux dérivées partielles auxquelles on peut étendre la méthode d'intégration par différentiation exposée au n^ 3i pour les équations différentielles ordinaires.
Soient, en effet, Z, X|, . . . , X,^, P|, ..., P^, p des fonc-
lions des 2/i -+- i variables 5, ^i, . . • , Xnj />«> • • • » Pn^ satisfaisant identiquement à la relation
1 =zp(dz — pidxi — ... — pndx^)*
Supposons que, les variables x^^ ..., ^n restant indépendantes, on pose
dz dz
et qu'on veuille déterminer z par l'équation
Z=zo,
on aura là une équation aux dérivées partielles du premier ordre qu'il s'agit d'intégrer.
En la différentiant, on aura
dL = o
et, en tirant la valeur de cFL de l'identité (64) et remarquant qu'on a par hypothèse
dz z=r /?, dXi -h, . ,-h p^ dXn^
il viendra
P,e/X, + ... + P„rfX;, = o.
On pourra satisfaire à cette équation aux différentielles totales :
1^ Ou bien en posant
Pi = o, ..., P„ = o:
ces équations, jointes à Z= o, détermineront une intégrale singulière ;
a^ Ou bien en posant entre les X un certain nombre d'équations de condition
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qui, jointes aux suivantes,
P/ :=^ A, -jr; h ... -h X^
âXi "dX
et à l'équation Z = o, fourniront une intégrale générale.
Pour trouver la forme générale des équations aux dérivées partielles du premier ordre auxquelles la méthode précédente est applicable, nous aurons à déterminer, par le procédé qui a déjà été exposé plusieurs fois, la forme générale des fonctions Z, X/, P|-, p qui satisfont à l'équation aux différentielles totales (64)*
267. L*équation aux dilTérentielles totales (64) équivaut évidemment au système des équations suivantes aux dérivées partielles
ô7j \^ ,^ dXk
= — pph
Ik
dpi
Ces équations peuvent être remplacées par d'autres, d^une forme très remarquable, et que nous allons établir.
Nous désignerons, pour abréger, par -^ — l'opération T" \- Pi-^z* et par le symbole [UV] l'expression
^i\àpi dxi dpi dxi) A. la place des équations (66), on peut écrire les suivantes
qui s'en déduisent, en y ajoutant la première équation mal» tipliée par />/.
Cela posé, donnons aux variables indépendantes z, jt/, pi deux systèmes distincts d'accroissements infiniment petits dzy dxif dpi et $2, Sâ?i, S/>/, satisfaisant aux relations
(69) dz=:\ pi dxij 85 = \ pi dxi.
Soient rfZ, rfX/, û^/ et SZ, SX/, 8P| les dilTérentielles correspondantes de Z, X/, P|.
L'identité
^ — / P/ dKi=p (dz —V />/ rfo?/ j ,
différentiée par rapport aux S, donnera, en tenant compte de (69),
è dl — y (8P^ dXi-^ F, 8 dXi)
=:p 8c?-s— \ (8/>/cfa:/-f-/>/8c/a:/) .
Permutant les d avec les 8 et retranchant la nouvelle équation ainsi obtenue de la précédente, il viendra
(70) y {dPi 8X/ — d^i 8P/) = pV {dpi 8a?/— c/o?/ 8/>/). Or on a, d'après la relation (6g),
de même
Substituons ces valeurs dans l'idenbté (70) et égalons sé« parement à zéro les coefficients des diverses difiTérentielles
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dpki dxki ^' viendra
d'où, en changeant les S en éf et résolvant par rapport auf quantités dx^^ dpki
dxj^=z
iim-^-f,^)'
dpk dXt
Ces équations doivent être identiques à celles que l'on obtiendrait en résolvant les équations (71), (72) par rapport aux dxk, dfk* Les deux déterminants
et
dxk
dxt
I dPf P àpk
I dP^ P dx/c
dX, àpk
àpk
i dXi
P àpi
1 dX^ P dxk
satisfont donc à la relation AA| = i .
Mais, d'autre part, si dans A^ on permute les n premières lignes avec les n dernières, puis les n premières colonnes
%vec les n dernières, si Ton fait sortir du détermiDant les facteurs - et — ly communs à une même ligne ou à une même
colonne, et enfin, si Ton permute les lignes avec les colonneSi il viendra
De cette équation, combinée avec la précédente, on déduit
Donc, si p n'est pas nul, A sera dilTérent de zéro. On en déduit que les fonctions Z, X/, P/ sont indépendanles. Considérons en effet leur jacobien
dZ dZ
dz
dxi
dX,
dX,
dz
dxx
dP,.
dz dxx
dpn
dX,
àpn
dp,
En stjoutant aux colonnes de rang 2, . . ., /i-h i la première colonne, respectivement multipliée par /^i, . . •^pni on aura
dZ dZ dZ
àpn
dXy
dz
dxx
dXt
dX,
dz
dxy
dPn
dPn
dz dxi
àpn
àPn àpa
Retranchons de la première ligne les n suivantes, respectivement multipliées par P|, • . . , P;, ; il viendra, en vertu des
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équations (65), (67), (68),
dX,
<tx,
dX,
dx^
dpn
dP„
ds
dx^
dp„
= pA =
nr p»-^*.
Donc J n'est pas nul.
268. Soit maintenant u une fonction quelconque de s, jt/, />/. On aura
ou, en substituant pour dxk, dpk les valeurs (73),
Faisons en particulier u = Xa, puis m = P/t; il ^dendra
pefX;t=^^([P/X;t]e«/-[X,X,]^,),
pe«>^=^^([P,P;t]^^-[X/P*]^/).
Les difTérentielles âfXi*, (fP/ étant indépendantes, ces équations devront être identiques ; on en déduit
Faisons enfin t^ = Z. L'identité (64) donne, en remarquant que dz — \pidxi= o,
dZ=\PidXi.
On aura donc ces nouvelles relations
[P,Z] = pP„ [X,Z] = o,
qui y jointes aux équations (74)9 seront équivalentes à la relation (64).
269. Supposons qu'on ait trouvé un système de /i+i fonctions indépendantes Z, X/, satisfaisant aux relations .
[XtX,] = o, [X,Z] = o.
On pourra déterminer sans Idifficulté et d'une seule manière les n -h I autres fonctions P/, p par les équations
dz
Ôpi
IL
dxi
k dz * àpi
dxi
Les in équations (67) et (68), qui doivent déterminer les n inconnues?/, forment un système surabondant; mais il est aisé de voir qu'elles sont toujours compatibles. On a, en effet, les identités
qui fournissent n relations distinctes entre les A/, B/; car l'un au moins des déterminants formés avec les éléments du tableau
ç[X/ dXi
àpi
difTère de zéro, puisque le déterminant A, qui est une fonction linéaire de ces déterminants, n'est pas nul.
Ceci montre d'une part que, parmi les 2/1 équations (67) et ( 68), il y en a nécessairement n qui sont des conséquences des autres, et d'autre part que, parmi ces équations, il y en a
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toujours n essenliellement distinctes^ dont la résolution doD-' nera les inconnues Pa.
Soit
, a\ Tff àz dz d*z \
une équation aux dérivées partielles entre les variables indépendantes Xiy . »»j Xn et une fonction inconnue z. On pourra remplacer cette équation par le sjrstème des deux suivantes :
dz — \ Pi dxi -=. o.
Soient Z, X/, P/ des fonctions de z^ Xi^ pi déterminées comme ci-dessus, de manière à satisfaire à l'identité
dZ-\l\dXi^p(dz-~\ptdxiy
Substituant dans les équations (77) les valeurs de z^ J?/, pti
-^ '. -en fonction de Z, X/, P/ et de leurs dérivées par-
tielles par rapport à X|, X2, . . . , on aura de nouvelles équations
*( Z, Xt, . . .,X;„ P|, . . ., P„, . . ., ^^» • • > ~^y^.^ " 'h
dZ—S\\dXi — o,
équivalentes à Téquation aux dérivées partielles
^/_ „ ^ dZ dZ dZ d*Z \
*V^' '^" • • •• ^'■' dx;" ■ ■ ' dx;' ■ ■ ■ ' 5x;' ■ • • ' âx7dxi' • ■ 7'
Cette équation transformée est du même ordre que la primitive.
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271 • Les transformations de ce genre, auxquelles M. Lie a donné le nom de transformations de contact, ont une grande importance. L'une des plus simples est la suivante, déjà considérée par Legendre,
C'est bien une transformation de contact, car on a
dL — \ P/^X; = — c/j-h\ {pidxi-^ Xidpi)^\ Xidpi
Cette transformation est d'ailleurs réciproque, car on déduit des équations ci-dessus, résolues par rapport à 2, Xi^ pij
5 = - Z -h^ P,Xi, Xt= P„ piz=: X,.
IIL — Équations aux dérivées partielles du second ordre.
272. Parmi les équations aux dérivées partielles à deux variables indépendantes et d'ordre supérieur au premier, la plus simple est évidemment l'équation monôme
Il est facile de trouver son intégrale générale.
En effet, prenons pour variable auxiliaire la dérivée
-^—- == a ; on aura
dx
Donc, pour une valeur constante de y^ la quantité u, considérée comme fonction de x seul, aura sa dérivée m**^'"* nulle ; elle sera donc de la forme
Aq -t~ Aj X —\- ... — f- A.fji—\X y
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Ao, • • •« Am-f étant des quantités indépendantes de x et, par suite, des fonctions, d'ailleurs arbitraires, de la seule variable Y'
La valeur de u étant ainsi déterminée, on aura
-r — — • t:^ Aq -H Aj ce -\- . . « -H Aj|„| CC •
Désignons par Yo» ..•> Y^-f des fonctions de y^ ayant respectivement pour dérivée /i^*"** A©, . . . , Am_i. L'équation précédente admettra la solution particulière
; = Vo -i- Y,^ -h. . .-h Y^_,a:'»-».
Pour obtenir la solution générale, posons
L'équation deviendra et donnera
i;r= Xo-f- X|7 -H. . .-+- X;,_, V"-*,
Xo, . . ., X;i_i étant des fonctions arbitraires de x. On aura donc finalement
5 = Yo -+- Y, a: -h . . . -I- Y^,_, x'"'\ H- Xo -h Xi7 4- . . . -i- X«_, /''-».
D'ailleurs Aq, . . . , A;„-i étant des fonctions arbitraires de^, leurs intégrales n*^""' Yq, . . . , Yn-^ seront également des fonctions arbitraires.
En particulier, l'équation du second ordre
aura pour intégrale
5 = X-hY.
Considérons avec Euier l'équation plus générale
ax- ôx ay a y*
a, 6, c étant des constantes.
Changeons de variables indépendantes, en posant
et, ^, Y) ^ étant des constantes.
On aura
âx al ôr^ à y aç ari
fP f ô â \^
LVquation transformée sera donc la suivante :
(aa'-+-2^?a3 -hcV) -.^ -h (av'-h 2Z>y8 H- co*) ~
-h 2[r?aY -+- b{7Z -+- Py) -h cp3] ^^ =o Soit en particulier
X| et ^2 étant les deux racines de Téquation
a -\-ib\ -HcX* = o.
d^z d'z , Les termes en -^y -r-^ disparaîtront, et Téquation transformée, se réduisant à
aura pour intégrale générale
f el O désignant des fonctions arbitraires.
Si l'équation en X a ses deux racines égales, les deux nouvelles variables Ç et tj ne seront pas distinctes. Le procédé J. — Cours, III. aS
précédent doit donc être légèrement modifié. On prendra, dans ce cas, a== i, p=X et on laissera y et 8 arbitraires.
Les quantités a ■+- 6X, 6 -|- cX étant nulles, le terme en -^-rs^annulera; Téquation se réduira à
et aura pour intégrale générale
S74. La méthode précédente, convenablement généralisée, permet de ramener à une forme plus simple Téquation
do;-* oji^ Of à y*
où A, B, G sont des fonctions de x^y, et M une fonction de dz dz
Soient, en effet, Ç, r\ deux fonctions de x, y^ que nous prendrons pour nouvelles variables indépendantes; on aura
ôz dz f?> dz dti
ôx ô\ ôx dr\ ôx
ôz dz d\ dz d'r\
ôy ~ 0% Oy dri dy
ôx^ "" ()ï* \dx) "^ ôrr \dx) ^'^ d\ Or, Ox ôx dz ô'^i dz d'r^
Ôl dx^ "^ dr^ dx^ '
à^z ô^z d\ d\ d^z dr, dr^
dxdy ' ô\* dx dy dri^ dx dy
,à'j_(d\ dr^ , dA d\\ . dz d^l . dz d^ii
d^^d^i \dx dy dx dy) d\ dxdy dT\ dx ôv d^z_d^zfd\y d^z/driY d'z d^. dn
dy' d'^' \dyj " d-n^ \dyj ^ d\ dr^ dy dy dz d^\ dz d'r,
d\ dy^ dri dy^
Siibslltuant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura une transformée de même forme
A'^+2B'44-+C''^-HM' = o,
OU
Ces deux coerficients s'annulent donc si Ton prend pour \ et 7^ deux intégrales distinctes de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
Le premier membre de cette équation est un produit de
deux facteurs X-r — h a-;-» )v| -5 h M-i -=r-' En les égalant
ôje ' (if ox ^ ay °
sépar^*ment à zéro, on aura deux équations linéaires du premier ordre; leur intégration donnera les fonctions Ç, y), dont l'introduction comme variables indépendantes réduira la proposée à la forme plus simple
Cette méthode serait en défaut si le premier membre de (i)
était un carré parfait; car S et yj, déterminées par une même
équation linéaire, ne seraient pas distinctes. Mais, en prenant
dans ce cas, pour t), une intégrale de cette équation et, pour Ç,
une fonction quelconque, on voit aisément que B' s'annulera
ainsi que C, de sorte qu'on obtiendra une transformée de la
forme
d^z A âz ôz\
Parmi les équations de la forme (2), nous considé
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rerons en particulier Téquation de Laplace
(3) _^=- + M^+N^+Pc + Q=o,
OÙ M, N, P, Q sont des fonctions de x^ y seulement. En prenant pour variable auxiliaire la quantité
Téquation proposée pourra s'écrire
(5) — 4-Na-hQ-^ A5 = o,
en posant, pour abréger,
ox
L'équation (3) est donc équivalente au système des deux équations simultanées (4) et (5). Ce système s'intègre immédiatement si A = o. En cflet, l'équation
ne contenant de dérivation que par rapport à ar, deviendra^ pour une valeur constante de^, une équation aux différentielles ordinaires, linéaire et du premier ordre, dont on déterminera aisément l'intégrale générale sous la forme
U\ étant une intégrale particulière et C une quantité constante pour >' constant et, par suite, une fonction de y seul, d'ailleurs arbitraire.
Substituons la valeur de u ainsi trouvée dans l'équation (4). Celte équation, ne contenant de dérivation que par rapport à >', pourra de môme s'intégrer comme une équation aux difTércnllelles ordinaires, à la condition de remplacer la con-
stante d'Intégration par une fonction arbitraire de x. On aura donc, pour z^ une expression où figurent deux fonctions arbitraires, l'une de x^ l'autre de y.
276. Supposons, en second lieu, que A soit différent de zéro. L'équation (5) donnera
= -ifë-N„.Q).
Substituons cette valeur dans (4) et posons, pour abréger,
Mi=M — -r--5-=M 5-2 — ,
\ oy ay
a y A Oy oy ôy dx
il viendra
équation de même forme que la primitive. Si elle peut être intégrée, la formule (6) donnera la valeur de z.
Cette intégration pourra se faire immédiatement si l'on a
* ox dx oy oy ox
= . y -^2A-^-j--hMN — P.
ox oy oy
Sinon, opérons sur la transformée comme nous l'avons fait sur l'équation primitive ; nous ramènerons son intégra- ^on \ celle d'une nouvelle transformée
dx dy dx ây
laquelle pourra se faire si Ton a
°-^*- dxdr ^ '^^ dj?
Continuant de mémey nous aurons un nouveau cas d^intégrabilité, si la quantité
dMogA, ^•- da7()/ ^^^* ^*
est nulle, et ainsi de suite.
277. L'équation primitive ne changeant pas de forme si Ton y permute :r et M avec y et N, nous obtiendrons évidemment une seconde série de cas d^ntégrabilité analogue à la précédente en formant successivement les quantités
ôx a y ox a y
ôxdv
Si Tune d'elles s'annule, on arrivera à une transformée intégrable.
Considérons Téquation de Liouvîlle
dx ôy Posons
Il viendra
dx
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et, en prenant la dérivée par rapport à^,
oxoy oy ox ^
Cette équation peut s^écrire ainsi
OU, en intégrant,
g_XQ« = F(r).
Soit i([y)z=. —r v.^ • une solution particulière de cette équation; on aura
dy ^ ' ^ aX /''
et ces équations n^apprendront rien sur les fonctions <]; et y, la fonction F étant arbitraire.
Pour avoir là solution générale, posons
u étant une nouvelle variable, il viendra
du fir) . ,
ày /'(y)
ou, en multipliant par — '^9
OU
|.qz)+x/'(^)=o.
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Intégrant par rapport à^, il vient
VO) + ?('») = o.
d'où
et cdAd
279. Étant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre
où nous posons, pour abréger, ^ =/^» jr= 7» ^ = '•» •••.
proposons-nous de lui appliquer la transformation de Legendre. Soient
les nouvelles variables, et désignons par P, Qj R, S, T les dérivées partielles w ' -jy > -] — ; » • • • • On aura
cTLjzix dp -^ y dq -h/? dx -\- q dy — dz ^=: X dp '\- y dq -=. X d\ -h y dY^ d'où
5=zPX4-QY-Z.
On aura ensuite
dX= dp z=: r dx -h s dy , dY =:dq =s dx -^ t ^y ûfa7 = c/Pz=2R^-+-S^, dy = e/Q = S ^/X h- T ^ V,
et, en éliminant rfX et cfY,
dx = (Rr -h b5) dx -h (R5 H- SO dy,
dy ■=. (Sr H- T5) dx -h (S5 -4- T/) dy\
d^où
Rr4-S5 = i, R5-^S/=o,
Sr -+-T5^o, S5 -+-T/^i, et enfin
HT-S«' *"■ RT-S»' RT
L'équation transformée sera donc
F( rX-l-QY — Z, P, Q,X, Y, jTnTZTs*' — \'^ S* ' rt S*/ ^^^'
280. Nous allons appliquer cette transformation à l'équation aux dérivées partielles des surfaces dont les rayons de courbure principaux sont égaux et de signe contraire.
Nous avons donné (Calcul différentiel y n°337) Téquation du second degré, qui détermine ces rayons de courbure. Égalant à zéro la somme de ses racines, on obtiendra Téqiiation différentielle cherchée
Par la transformation de Legendre, elle deviendra
(8) (l -HX«)R -h 2XYS -+- (I -h Y')Tr=: O.
Différentiant par rapport à X, on trouvera (9) (i-^X')^4-2XY^-f-(i-4-Y«)^^ + 2XR-^2YS = o.
Mais on a
dX
dx „
dP ~ dY~
dx -dY'
dS
dT
dX~
Jx«'
~ dXdY'
dX-
- dY*-
~ dY*
L'équation (9) peut donc s'écrire
+ aX^+aY^y = o.
La difTérentiation par rapport à Y donnerait pour y la même équation aux dérivées partielles. Enfin, en tenant compte de la relation (8), on vérifiera aisément que
i;=:PX-+-QY— Z = ^X-H.rY — Z
satisfait encore à cette même équation.
Pour intégrer l'équation (10), nous la simplifierons suivant la méthode du n^ 274, en remplaçant X, Y par de nouvelles variables indépendantes Ç, 7^, qui satisfassent à Téquation aux dérivées partielles
Cette dernière équation, décomposée en facteurs, donne la suivante :
(.1) (i+X«)^+(XYrpv'-.-X'-Y')^, = o,
dont Pintégration se ramène à celle de Péquation différentielle ordinaire
dX _ dY
ou
(12) (i-i-X^)^=XYq=v/-i-X»-Y^.
Prenons la dérivée de celte équation et remplaçons-y -7zr par sa valeur; il viendra
d'où
-j^ =1 const.
L'intégrale générale de (12) sera donc
=1 const.,
XY=pv^-i-\*-Y»
de sorte que les nouvelles variables indépendantes à prendre seront les suivantes :
,_ iH-X* _ XY-f-\/— r-X' — Y«
"^ XY— v^-i— X« — Y»"" 1-+-^'
__ i-hX' __XY-v/-i-^X^-Y«
"^""XY+v^— i-X> — Y» ■" i-^Y«
Éliminons le radical entre les deux équations équivalentes qui donnent ^; il viendra
i4-X«4-(i-hY»)Ç«— aXYÇ^o, d'où
(i4) X=Yt-+-v/-i-5^
On trouvera de même (i5) X=YT)-hv/-i-V.
De ces deux équations on tirera
K — ri 5 — 7|
L'équation (10), exprimée au moyen des nouvelles variables Ç, T,, prendra la forme
OÙ les coefficients M, N ont pour valeurs N = (i + X') O, + aXY -î^ +
d\' OXdY
Or ces deux coefficients sont nuls. En effet, réquation (ii) à laquelle satisfont i et tj peut aisément se mettre sous les deux formes équivalentes
(«6) (XY±v/-i-X'-Y')^J+(n-Y«)^=o,
Ajoutons à cette dernière équation la dérivée de (i i) par rapport à X et celle de (i6) par rapport à Y ; il viendra
(,+X.)^-3-ï + .XY^j^^+(,+Y«)^^.,
V du -. Ou
o\ oY
Prenant successivement pour u les fonctions Ç, rj, on aura M = o, N = o.
Uéquation transformée se réduira donc à
et aura pour intégrale générale
*(Ç)-4-V(ti), <I> et ^V étant des fonctions arbitraires.
281 . Il résulte de Tanalyse qui précède que les surfaces cherchées appartiennent à celles dont les coordonnées peuvent s'exprimer en fonction de deux paramètres Ç, tj par des équations de la forme
^=<ï>,($)^-^,(TJ.
Ces dernières surfaces jouissent de la propriété géométrique d'être engendrées (et cela de deux manières difTérenles) par la translation d'une génératrice de forme invariable. Il est clair en effet que les courbes r, = const. représentent les diverses positions d'une même courbe déplacée parallèlement à elle-même. De même pour les courbes Ç = const.
Nous allons poursuivre l'étude du problème, pour achever de préciser la nature des surfaces cherchées.
282. Puisque x est la somme d'une fonction de i et d'une fonction derj, nous pourrons poser
f et ^ étant arbitraires. Cela posé, on a
dZ
d'où
Z =3 r.r ri\ =f^'{^)dX -h A' (rO dX,
Y étant supposé constant dans l'intégration. Or les équations (i4) et (i5) donnent, dans cette hypothèse,
d\z=zYd\-^ds/—i-'\'' = Ydr^ 4- ^v^- 1 — V.
Substituant ces deux valeurs de rfXdans les intégrales correspondantes, et intégrant par parties le second terme de cha-
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cune d'elles, il viendra
C désignant une fonction de Y.
Pour obtenir maintenant y^ nous aurons à prendre la dérivée partielle de celte expression par rapport à Y, en supposant que les variables indépendantes soient X, Y. On a, dans cette hypothèse, en prenant les dérivées partielles des équations (i4) et (i5),
En tenant compte de ces relations, la dérivée de Z se réduira à
MaîsjK doit être de Ja forme ^(i) -f- V(7|); et son dernier
terme -r^ est une fonction de Y, qui ne peut être de cette
forme que s'il se réduit à une constante. D'ailleurs on peut fondre cette constante dans la fonction arbitraire cp, de telle sorte qu'on ait simplement
La quantité Cqui figure encore dans l'expression de Zsera une constante qu'on peut supprimer en la fondant avec les intégrales.
Il ne reste plus qu'à déterminer la quantité
En y substituant les valeurs trouvées de x, y^ Z et tenant
compte des relations (i4) et (i5), il viendra
Nous avons ainsi exprime les trois coordonnées j?, y^ z des surfaces cherchées au moyen des paramètres Ç, tj.
283. Considérons l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
où w, V sont des fonctions données de x, y^ z, /?, q, dont l'une au moins contienne p ou gr, et ^ une fonction arbitraire.
Prenons les dérivées partielles de l'équation. Il viendra
ô'P Vdu du du du'\
du \^djc ôz dp à'i J
O't* V ()u du du du~\
du \ Of dz dp dq J
d'P \ dv di> di' ôv'\
dv \_dy dz dp dq j
Eliminant le rapport -— : - > on obtiendra une équation
du second ordre, de la forme
(18) II/-4-2K5-f-L/-+-iM4-N(r^ — 5*) = o,
où II, K, L, M, N sont des fonctions de x, y^ z^ />, q.
L'équation (17) du premier ordre est dite une intégrale intermédiaire de cette équation du second ordre.
Réciproquement, étant donnée une équation du second ordre de la forme (i8), on peut se proposer avec Monge de reconnaître si cette équation admet une intégrale intermédiaire et de déterminer celle-ci lorsqu'elle existe.
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28 i. Supposons que Téquation (i8) admette une intégrale
intermédiaire (17). Soît V ce que devient le premier membre
de Téquation (17) pour une détermination donnée à volonté
de la fonction $. En changeant $ en $ — c^ c désignant une
. constante arbitraire, on obtiendra l'équation
comme cas particulier de (17).
Toute solution de cette équation satisfera donc à l'équation (18). Mais elle satisfait en outre aux deux équations
ây oz dp âf/
obtenues en prenant les dérivées partielles de (19).
Tirons de ces équations les valeurs de r, s pour les substituer dans (18); il viendra
(ai) P^-Q^ = o,
en posant, pour abréger,
,,/dy dv\()\ .,/o\Y ^,fô\ d\v
d\ d\ dV d\' or az dp di
^ ' d\ d\ dV ()\
dp
L'équation (21) doit être une conséquence de l'équation (19). Mais les seules relations indépendantes de la constante c que celle-ci établisse entre :r, j>% 5, /?, q, r, s, t sont évidemment les relations (20). Or, si nous supposons que V
contienne p, le déterminant (-y-) des relations (20), par
rapport à r et 5, étant ^ o, on ne pourra en déduire aucune relation nouvelle, indépendante de r et de 5; donc l'équation (21) ne pourra subsister que si l'on a identiquement
Ce sont deux équations simultanées du premier ordre, auxquelles la fonction V doit satisfaire. En général, elles sont incompatibles; mais, si elles ont des solutions communes, chacune d'elles donnera une fonction V, telle que Téquation V= c entraîne comme conséquence l'équation (18).
285. Ces équations P = o, Q = o sont du second degré par rapport aux dérivées de V; mais elles peuvent être notablement simplifiées.
En effet, éliminons entre ces deux équations la quantité
-r r P ^r-y nous obiendrons cette nouvelle équation
ôx ' dz ^ ^
r^/dv d\i\ ^d\ y.dVY
(HL-MN-K«)^0y=o;
d'où l'on déduit, en posant, pour abréger,
G = K= -(- MN — IIL,
Substituons dans Q = o la valeur de -. h <7 -r- tirée de
^ oy ^ ôz
cette équation, et supprimons le facteur commun -r-; il viendra
(^^) ^[ô^-^^'-dzJ-^^ôi^-^^^'^'^'^-à^^'''
Les deux équations (28) et (24) sont linéaires. Si G n'est pas nul, on pourra prendre successivement pour y'^les deux
J. — Cours, III. a4
valeurs dont cette quantité est susceptible ; on obtiendra ainsi deux systèmes d'équations linéaires
et
et V devra nécessairement satisfaire à l'un des deux. Si G est nul, ces deux systèmes se réduiront à un seul.
Nous avons toutefois supposé dans la démonstration
que -p n était pas nul. ^i 1 on avait — = o, mais -^ > o, on
n'aurait qu'à permuter dans le raisonnement ^j p, r, H avec y, q^ t^ L, et l'on arriverait au même résultat, car ce changement transforme simplement P|, Qi, Po, Q2 en Q,,
Notre conclusion ne serait donc en défaut que si V ne contenait ni p ni q. Mais, par définition, s'il existe une intégrale intermédiaire 4>(a, ^)= o, l'une au moins des fonctions Uy if contiendra p ou q. Donc, parmi les fonctions de la forme ^(w, i^), on pourra trouver deux fonctions distinctes U et V contenant chacune p ou q et satisfaisant, par suite, à l'un des deux systèmes d'équations (25)ou(26). Toute fonction ^(U, V) de U et de V qui contient/? ou q y satisfera de même.
On déduit de là que U et V doivent satisfaire toutes deux au système (aS) ou toutes deux au système (26). Supposons en effet que U satisfît au système (26) et V au système (26); ^(U, V) ne satisferait, en général, à aucun des deux. En effet, l'équation P«, par exemple, étant linéaire, le résultat de la substitution de W(U, V) dans cette équation sera
S ot T étant les résultats de la substitution de U et de V.
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Sjl
Mais U satisfaisant à P| = o et V à
P, = P,-2S/G^=0, on aura
S=o, T-as/G^=ro,
De même, le résultat de la substitution de V(U, V) dans Qi sera — 2 y/G 3~ ^yî ^^ V^ n'est pas nul, les deux systèmes (aS) et (26) étant supposés distincts; d'autre part, -r- et -7- ne sont pas nuls à la fois ; enfin, si W contient V,
-ry n'est pas nul; donc W ne pourra satisfaire à la fois aux
deux équations P| = 0, Q4 = o. On voit de même que, si W contient U^ il ne peut satisfaire à la fois aux équations P2= o, Q2= o.
Si donc il existe une intégrale intermédiaire, Tun au moins des deux systèmes (25) ou (26) admettra deux intégrales distinctes U et V.
Réciproquement, si le système (25), par exemple, admet deux intégrales distinctes, U et V, il admettra comme intégrale ^'(U, V), quelle que soit la fonction W, et l'on aura l'intégrale intermédiaire
La recherche des intégrales intermédiaires se réduit, comme on le voit, à celle des solutions communes à deux équations linéaires du premier ordre.
287. Lorsqu'on a réussi à trouver une intégrale intermédiaire
il ne reste plus, pour obtenir z, qu'à intégrer cette équa-
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tion, qui est équivalente à la proposée, mais du premier ordre seulement. Toutefois , la présence dans TéquatioD d'une fonction arbitraire rendra en général rinlégration plus diflicile.
On peut d'ailleurs obtenir plusieurs intégrales intermédiaires, soit que chacun des deux systèmes (sS), (26) en donne une, soit que Tun d'entre eux en fournisse plusieurs. En effet, ce système étant formé de deux équations entre cinq variables pourra admettre dans certains cas jusqu'à trois intégrales distinctes U, V, W. Il fournira alors deux intégrales intermédiaires
Supposons qu'on ait obtenu deux intégrales intermédiaires, on pourra les mettre sous la forme
Joignons à ces équations la suivante :
dz =z p dx H- // dy.
On pourra tirer /> et q des équations (27) pour les substituer dans cette dernière; on obtiendra ainsi une équation aux différentielles totales entre les seules variables x, v, z. Cette équation satisfait évidemment à la condition d'intégrabilité, et son intégration donnera z,
11 y aura, en général, avantage à faire un changement de variables en prenant V et V| pour variables indépendantes à la place de j? et de ^.
Soit, comme application, à intégrer l'équation
rt — v^ m o.
On a ici H = K =: L = M = o , N = i , G = o , et les
deux systèmes (25) et (26) se réduiront à un seul
Ce système admet évidemment les trois intégrales y=^p. V=:<7, \=:z — px — qy. On aura donc les deux intégrales intermédiaires
Z'-px — qy = ^{p), qu'on doit combiner à
dz=zpcix -h q dy.
La diflférentiation des deux premières équations donne
dz — p dx — q dy — x dp — y ûf 7 = ^\p) dp^ et, en substituant les valeurs de dz et dq^ *
l^ -^f'{p)y -^ ?'(/>)] dp = o.
En posant dp = o, d'où p =^c^ on aura la solution particulière
et, en égalant à zéro l'autre facteur, on aura une autre in» tégrale, représentée par ces deux équations
IV. — Équations linéaires à coefficients constants
289. Les problèmes de la Physique mathématique conduisent en général à intégrer des équations (ou des systèmes d'équations) aux dérivées partielles, linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles.
S'agit-il, par exemple, de la propagation de la chaleur, on aura entre le temps t^ les coordonnées x^ y^ z d'un point
quelconque du corps étudié, et sa température U, l'équation
dli ./d^V â*V dn]\
a désignant une constante.
Il faudra joindre à cette équation, pour préciser la question, certaines conditions accessoires qui varieront dans chaque cas.
Si Ton considère un espace illimité, on rendra le problème déterminé en joignant à l'équation (i) une équation
de la forme
V=/{x,y,z) pour / = o,
laquelle donne en chaque point la température initiale.
S'il s'agit d'un corps K de dimensions finies, on pourra se donner la température initiale de chacun de ses points, ce qui donnera la condition
(2) U=y(a7,/,5) pour ^ = 0.
Mais cette condition n'ayant plus lieu pour un point quelconque X, y, z de Tespace, mais seulement pour Içs points intérieurs à K, ne suffira plus pour rendre la question déterminée. Il faudra y joindre de nouvelles conditions relatives aux points de la surface S qui limite K. On pourra, par exemple, se donner la température à chaque instant en chacun de ces points, ce qui donnera une équation de condition de la forme
valable pour tous les points de S.
La connaissance de la température à la surface du corps peut d'ailleurs être remplacée par une autre donnée équivalente.
Si, par exemple, on sait que le corps rayonne librement dans un espace à une température constante, l'équation à la
surface (3) sera remplacée par la suivante
(4) -r-COSa-H -V- COSB H- ^— COSY = AtU,
^ OJc ay oz ^
a, ^, Y étant les cosinus directeurs de la normale à la surface au pointa:,^, >3 et A une constante.
Nous avons ainsi, en général, deux sortes de conditions accessoires : i° conditions initiales qui auront lieu pour ^ = o dans tout l'intérieur du corps considéré; 2** conditions relatives aux limites, qui seront vérifiées à la limite du corps. Les unes et les autres peuvent être variées d'une infinité de manières, ce qui donnera lieu à autant de problèmes essentiellement distincts.
290. En général, les conditions accessoires, de même que les équations aux dérivées partielles, seront linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles. Il en résulte d'importantes conséquences.
Soient, en effet, U|, Us, .;. les fonctions inconnues, /, X, ... les variables indépendantes. Les équations aux dérivées partielles seront de la forme
(5) Fi=/i> Fî^/î» •••> les conditions accessoires de la forme
Ff, Fa, ...,${, $2, . . . étant des fonctions linéaires et homogènes par rapport à U|, Ua, • - - et à leurs dérivées partielles, et /o/a, . . ' , fi, cp2> • • • des fonctions des variables indépendantes.
Supposons que nous soyons parvenus à déterminer : 1** une solution particulière U'j, U',, ... du système d'équations aux dérivées partielles
(7) Fi=/i' Ft = o, ...;
^^ une solution particulière U' , U*, ... du système
etc.
Posons
Les nouvelles variables Vo V^, ••• devront évidemment satisfaire aux équations
Fi n^ o, Fj:=0, ...
et aux conditions accessoires
^1, tl/o) . . • désignant les fonctions des variables indépendantes que l'on obtient en substituant dans $1, ^29 • • • à la place de U|, Uj, ... les expressions
Soient, d'autre part : 1° V',, V',, ... le système des fonctions qui satisfont aux relations
(9) Fi = o> Fj=o, •••; *i = ?i — 4^1, *î=o, ...; 2** V'j, Vj, . . . celui des fonctions qui satisfont aux relations
(10) Fi = o, F,= o, ...; *i=o, *,= ©, — 4/,,
Si nous posons
les nouvelles variables 0|, O2, ... satisferont aux relations
Fi = o, F, = o, ...; *i = o, *î=o,
Ces équations, étant linéaires et homogènes par rapport
aux fondions inconnues et à leurs dérivées, admettront la solution 0, = o, 02=0» ••• et n'en admettront pas d'autre, puisque le problème est entièrement déterminé. On aura donc finalement
u,=u;-f-u;-h...-hv;4-Y'+..., u,=u;4-u;-4....-+.v;-+-v;-4-...,
et l'on voit que la résolution du problème primitif s'obtiendra en déterminant : i^ une solution particulière de chacun des systèmes (7), (8), ...; a** la solution de chacun des systèmes (9), (10),
La question se trouve ainsi ramenée à d'autres problèmes plus simples où tous les seconds membres sont nuls, à l'exception d'un seul.
Dans la plupart des applications, les équations aux dérivées partielles (5) n'ont pas de seconds membres^ on pourra donc poser plus simplement
Vj, V',, ...; V', Vj, ...; ... étant les solutions des systèmes suivants :
291. La décomposition précédente du problème proposé en problèmes plus simples est souvent utile ;' mais il n'est pas toujours nécessaire d'y avoir recours. Nous admettrons donc, pour plus de généralité dans les explications qui vont suivre, qu'elle n'ait pas été faite complètement, de telle sorte que l'on ait à intégrer un système formé d'un certain nombre d'équations aux dérivées partielles linéaires et sans seconds membres
(îi) F, = o, F, = o, ...,
jointes â des conditions accessoires dont les unes
n'auront pas de seconds membres, tandis que les autres
en auront.
La marche généralement suivie pour résoudre les questions de cette nature est la suivante :
On néglige provisoirement les conditions (i3); les équations conservées (i i), (12) ne suffisant plus pour la détermination complète des fonctions inconnues admettront une infinité de solutions.
On tâchera d'en déterminer des solutions particulières. Dans tous les problèmes que Ton sait résoudre, on obtiendra sans trop de peine une infinité de solutions simples de la forme
[ ^l^^J\(ty ^f ...,a, (J, ...),
(l4) \ y^-^Mt,JC, ...,a, p, ...),
œ, ^, ... étant des paramètres variables d'une solution à l'an Ire.
Deux cas seront ici à distinguer, suivant que les valeurs précédentes constituent une solution, quelles que soient les constantes a, |3, . . . , ou seulement pour celles de ces valeurs qui satisfont à certaines relations (par exemple, pour les valeurs entières de ces constantes, ou pour celles qui sont les racines en nombre infini de certaines équations transcendantes que l'on formera dans chaque cas).
Dans le premier cas, les intégrales définies
(i5) |^<p(a,p, ...)/,^xr/3..., |§ç(a,p, ...)/,^ac^?..., ...
donneront une nouvelle solution, quels que soient le champ de l'intégration et la fonction (p(a, p, . . .). En efTet, il est
clair que le résultat de la substitution de ces intégrales, dans l'une quelconque des équations (i i) ou (12), sera
(16) |§^(a,3, ..OMûTa^?...,
M désignant le résultat de la substitution de/i , /s, .... Mais Al est nul, par hypothèse : donc l'intégrale (16), ayant tous ses éléments nuls, sera nulle elle-même.
Cela posé, nous tâcherons de déterminer le champ de Tintégralion et la fonction arbitraire <p, de telle sorte que la solution (i5) satisfasse aux conditions (i3). Si nous y parvenons, nous aurons satisfait à toutes les exigences du problème.
293. Dans le deuxième cas, on substituera successivement dans la formule (i4)» pour les paramètres a, P,..., les divers systèmes de valeurs dont ils sont susceptibles; on obtiendra ainsi une suite illimitée de solutions
Nous obtiendrons une nouvelle solution plus générale en posant
c', d\ . . . désignant des constantes arbitraires.
Il est clair, en eifet, que le résultat de la substitution de ces valeurs dans Tune quelconque des équations (1 1) et (12) sera de la forme c'M'h- c^M'' + . . . , M', M", ... désignant les résultats respectivement obtenus par la substitution des diverses solutions simples. Or M', M", ... sont nuls, par hypothèse; donc c'M'-f- c"ftr-|-. . . le sera, et les séries (17) donneront une solution.
Il restera à déterminer les coefficients arbitraires d ^(f ^ ..., de telle sorte que ces séries soient convergentes et satisfassent aux conditions (i3). Le problème sera dès lors résolu.
Nous allons éclaircir cette méthode par quelques exemples.
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29t. Propagation de la chaleur dans un milieu indé^ fini. — On a à intégrer Téquation
jointe à la condition initiale
U=/(j;,j, s) pour f = o.
L'équation (18) admet évidemment comme intégrale particulière l'expression
U' = cos 1/(0: — X) cos('(7 — fji) ces w(2 — • v) e-<"'-^*''-^«*'*'«*',
£/, v^ w, \ [A, V étant des constantes arbitraires. Elle admettra donc comme solution l'intégrale
/%» /•• /** U'— / / / \}'dudvdiv,
laquelle est le produit des trois intégrales simples
Jf e-"'"'' CCS w (j: — X )^w,
des intégrales sont aisées à calculer. Nous avons trouvé, en effet (t. II, n« 165), la formule
e"^-»"' ces 2 hydy = ^ y/ira ' c ** .
Changeant dans cette formule^ en m, a en a^/, h en ^ , il viendra
Calculant de même les deux autres intégrales, il viendra
ia\Ji lasft 'xas/t L'intégrale
sera encore une solution.
Cette expression peut se transformer en posant
^^::^-a li:^-3 '-^i-v
Il viendra
Cette valeur de Use réduit pour ^ = oau produit àef{^jyyZ) par les trois intégrales simples
Mais on a
4= re-'^'ch—X r e-^'d% =
(t. II, n** 163); et de même pour les deux autres intégrales. L'expression U satisfera donc à la condition initiale
U=/(x,j, c) pour ^ = o
et sera la solution du problème.
295. Propagation du son dans un espace indéfini. — On a Téquation aux dérivées partielles
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avec les conditions initiales
dV ^ . \ pour^=o,
On peut poser U = U'4- U", U' et U*' étant les solutions obtenues en combinant à Téquation difTérentielle les conditions initiales
U'=0, — rr:/i(j?,J,5)
et
Calculons d'abord U'.
On voit immédiatement qu'on satisfait à l'équalion aui dérivées partielles et à la condition initiale U'= o par la solution simple
U' = ces M sin art f
où nous posons, pour abréger,
M = u{a: — X) H- v(y — jji)h- i%'{z — v),
On y satisfera plus généralement par l'intégrale (ïq) V -^—^ — cosM smartdXd^chdudvdWy
F désignant une fonction de X, ui, v, qu'on peut choisir arbitrairement, ainsi que le champ d'intégration.
Les variables w, r, w d'une part, X, (Ji,v d'autre part, peuvent être considérées comme dès coordonnées rectangulaires. Remplaçons u^v^w par des coordonnées polaires r, 0, y, ajani pour centre l'origine et pour' axe polaire la droite qui joint l'origine au point x — \ y — ^i ^ — v. Remplaçons, d'autre part, \. u, V par des coordonnées polaires ;*', 0', çp', ayant pour centre le point x^y^ z et pour axe polaire une parallèle aux z.
On aura
X=:x -h r' sin6' cosçp',
jjL=: y 4- r' sinO' sino',
y z=: z -\- r'cos6';
M = u{x — ).)■+- ^(/ — H^)H- ^{^ — v)=irr' cosÔ, du dv dw = r* sin 6 dr t/ô r/.p, dkd^d* =z r'^ sine' dr' d^' d^'.
L'intégrale deviendra donc
C F cos(rr' cos6) sinar^ r sinO <ir d^ do r'* sine' dr' d^' do'.
Supposons que le champ de Tin tégra lion soit pour 6 et 6' de o à TT, pour ç et cp' de o à 27î, pour r et r' de o à oo.
Les intégrations par rapport à (p et 6 pourront s'effectuer en remarquant que sin6rfO = — dcosH. L'intégrale deviendra
^Tt ^ F / sin rr' sin art sîn e' dr' d^' do' dr
= 2 71 Vf r' [cGsr^/'— ai) — cosr(r'-+-a/)] sin^' dW d^' drdr'.
On pourra encore effectuer les intégrations par rapport à /• et r' en appliquant la formule de Fourier
f du.f /(P)cos|x(?-^)./?=^[/(a: 4-0)4-/(^-0)]
démontrée au t. II, n*»226.
Soit, en effet, '}(r') une fonction égale à Fr' quand /•'^o et nulle quand /-'< o. On aura
/ dr I Fr' [cos r{r' — at) — cosr {r' -^ at)]dr' — I dr I à (r')[co3r(r' — at) — cosr(r'-+- at)]dr' = - [^(at-ho) -\-^(at — o)] — - [,];(— a^ H- o) -t-^(—a^ — o)].
Cette formule suppose seulement : i° que la fonction ^ a une variation limitée entre — oo et 4- oo ou, ce qui revient au même, que Fr' a une variation limitée de o à oo; 2** que l'intégrale
rmdr'= r\Fr'\dr'
est finie. Si nous admettons en outre que la fonction F est continue, le second membre de l'expression précédente se réduira, si ^ > o, à TZ'!^{at), car ^( — at) sera nul; si t <o, il se réduira à — 'irt}/( — at). Enfin, si ^ = 0, il se réduira à zéro.
On aura donc, pour toute valeur de ij
/clr I F r' [ ces r(r'— at) — co^r{r' -^ at)]dr*
z=i r. at F (x -h at' sin 6'cos<p',j' -h at' sind' sin 9' y z-^-at' cos fi') ^
i' désignant le module de t.
Nous obtenons ainsi, en supprimant les facteurs constants, comme solution de l'équation aux dérivées partielles, l'expression
,iTZ ^1t
Jf / ^ F (j; H- a^' sin 6' ces <p', J H- at' sin 0' sin ^', z -+- at' cosô' ) 6 «^0
Xsinô'^'t/5'.
Pour / = o, cette intégrale s^annule, et sa dérivée se réduit évidemment à
f Ç F(a-, V, c)sinO'^'e/cp'=47:F(j7,/, c).
Nous satisferons donc à toutes les conditions du problème si nous posons
Nous obtiendrons ainsi, comme solution, l'intégrale dé-
finie double
=z -^ I j f/i(j?-+-a^'sin6'cos<p', 7-+-a/'sin6'8ia<;p', 5-+-a/'cosO')
Calculons maintenant U
On satisfait évidemment à l'équation difierentielle et à la condition initiale
-3— = o pour ^ = G at
par la solution simple
cosM cosar^,
et plus généralement par Tinlégrale définie j V F (X, fji, V ) cos M cos art cTk d\L e/v du dv dw
= -r— V —-— COS M sinartdkduid'^ du dvdw
= -TT / / ^F(ic -ha^'sin6'cosip',/4-ai'sinô'8in<p', 5 4-.a/'cosO') .
XsînO'dÔ'rfip'.
D^ailleurs, pour / = o, cette expression se réduit à
On satisfera donc à toutes les conditions du problème en posant
ce qui donnera
z^j-—- f f V(^ -f-a^'sin6'cos'f',/-hai'sinO'sinîp',5-Ha/'cosO')
X sinô'ûTO'é/'/.
On aura enfin
Cette solution suppose toutefois, comme on Ta vu d'après
J. — Cours, III. a5
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la démonslration : i ° que les fonctions
ont une variation limitée lorsque le point X, {ji, v décrit une dtohe partant d'un point quelconque Xj yy z de Fespace, et allant jusqu'à Tinfini dans une direction quelconque; o? que les intégrales
f\/r'\dr', f\Ar'\dr' prises le long de cette droite sont finies.
297. Supposons qu'à l'instant initial il n'existe de mouvement qu'aux environs de l'origine des coordonnées, de telle sorte que les fonctions
soient nulles pour toutes les valeurs de Xj y y z extérieures à une sphère de rayon e décrite autour de l'origine. Décrivons une sphère de rayon at! ayant pour centre l'origine; on pourra la représenter par les trois équations
Ç H- at' sin 6' cos tp' = o, T, -+- at' sin 6' sin <p' z=z o, Î4-af'cos6' ==0.
Pour tout point x, y^ z dont la distance à cette sphère est >► s on aura, pour toutes les valeurs de 6' et y',
z=l{x -\- at^ sin 0' cos ç' )'
-h (/ -h aV sin6' sin<p')*-|- (^H- af'cosô')*> ».
Les fonctions
/(j? -f- ai'sinô'cosç', j^H- a/' sinô'sintp', 5-ha^cos6') et
/, (^ 4-a^'sinô'cosç', / -h a^' sinO' sin<p', z -f- ar'cosO')
seront donc nulles dans tout le champ d'intégration, et Ton aura par suite U = o.
La fonction U sera donc nulle à chaque instant dans tout l'espace, sauf dans Tintérieur de Y onde sphérique comprise entre les deux sphères de rayon at' -{-t el at! — e.
298. Problème de Cauchy. — Considérons plus généralement un système de fonctions inconnues 'U, V, . . . des variables f, x, y^ Zy déterminées par un système d'équations
<2o) R = m{t,x,y,z)y Ri=:tït,(^, ^,7, s),
ayant pour premiers membres des fonctions linéaires à coefficients constants de U, V, ... et de leurs dérivées partielles, et par les conditions initiales
Posons, pour abréger,
m(j? — X) 4-^(7— jjl) -+-«'(« — v)=:p,
//, V, Wj \ (X, V étant des constantes, et
du dv dw dkd^d^-=^ d<j.
Nous allons prouver que la solution du problème est -donnée par les formules
où le champ d'intégration par rapport à chacun des couples de variables e/, X; p, ^; (^, v est un rectangle infini ayant pour centre l'origine des coordonnées; T, 6, ... désignant
d'autre part des fonctions de t définies : i^ par les équations difTérentielles
(22) A = Tït(^X, IX,V), Jli = TïT|(^X, tX,v), ...,
OÙ ^, ^1, ... se déduisent de R, R|, . . . en y substituant aux dérivées partielles
dt^ dx^ dy'( dz^ ' dt^ dx^ dy^ dz^ ' les expressions
^" par les conditions initiales
T=/(X,HL,V), -^ =zy,(X, |X,V), ...
(i3) { ^^ } pour« = o.
Substituons en effet, pour U, V, ..., les valeurs (ai) dans Tune des équations (20), la première, par exemple; comme on a évidemment
<Jj7 (271 )»0 (/«P (27r)3k3
le résultat de la substitution dans R sera
OU, en vertu des équations (22),
Or on a
z=. [ces M {x — X) 4- tsinii {x — X)] X [ces V {y — |x) -4- £ sin ç' (y — jx)] X [cosw{z — v) -h is\Tk\v{z — v)].
EfTectuant les produits, on obtiendra huit termes qui tous, à Texccption d'un seul, contiendront un sinus en facteur.
Considérons un de ces termes, contenant par exemple le facteur sin u{x — X). Les éléments qu'il fournit à l'intégrale pour deux valeurs égales et opposées de u se détruiront.
Au contraire, les éléments fournis par le terme
cos;/(a: — X) cos('( v— fx) cos«'(-s — v)
pour des valeurs égales et contraires assignées à l'une des quantités m, p, w seront égaux. L'intégrale ( 24 ) se réduira donc à
-g V cosm(j? — X) cosv{y — jjl) cos«'(s — v)m(^, X, ja, v)rfff,
//, ç^ w ne variant plus que de o à 00.
La double intégration par rapport à a, X donnera comme résultat, d*aprcs le théorème de Fourier,
— V cos(^(j' — |x) cosiv{z — v) nj(^, Xy |x, yt)dv dwdkch.
Intégrant par rapport à i' et [x, on aura de même, comme résultat,
et enfin, en intégrant par rapport à (v et v,
ce qui est précisément le second membre de l'équation aux dérivées partielles.
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Les conditions initiales sont également satisfaites, car od a, pour ^ = Oy en vertu des équations (28) ,
et il suffira de changer ny en /, /, , ... dans les raisonnements précédents pour montrer que ces expressions sont respectivement égales à/(a:,^, «),/i (^t J? -5), ....
299. Propagation de la chaleur dans une barre indéfinie dans un sens. — Nous aurons Téquation aux dérivées partielles
dt ~'^ dx^' avec la condition initiale
U=:/(x) pourf = o, j?>o et la condition à la limite
U::^o(0 pOUrj?=i:0,
laquelle donne, en fonction du temps, la température à l'origine de la barre.
On pourra poser
U' devant satisfaire aux conditions
U'=r/(;r) pour ^ r- o, x>o; U' = o pour a: = 0,
et U'^ devant satisfaire aux conditions
tl''i=:o pour/=o, x'>o\
U''::='p(/) pOUrJ?=^0.
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Calculons d'abord U'.
On satisfait à la condition U' = o pour x = Oy ainsi qu'à Téquation aux dérivées partielles, par la solution simple
smuxe-*'*"*^
et par la solution plus générale
/ sinwj7e-«'«''F(a)cfM,
laquelle, pour t = Oy se réduit à
/ s\nuxF{u) du.
Il restera donc à déterminer F (a), de telle sorte qu'on ait
' sin u x F (u) du =i/{x) pour j? > o.
On y arrivera en posant
F(m) = - / sinu'kf{X)dX.
On a, en effet,
- 1 / sin{£j?sin{£X/(X)eA
ziz - I I [cosw(a? — X) — cosM(ar -f->)]/(X)c?X,
et, en désignant par ^(X) une fonction égale à /(X) pour X >• o, à zéro pour X <; o, cette intégrale aura pour valeur
\[^{x -ho) -+-<K^ — o) — <j/(— ^-ho) — <K— ^ — o)J,
quantité qui, pour x> o^ se réduira à f{x) [en supposant f{x) continue].
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La solution du problème sera donc l'intégrale double - f f e-«'«''[co8a(a? — X) — costt(a?-T-X)]/(X)rf«irfX
OU, en cflectuant l'intégration par rapport à u^ comme au n«29i,
300. Passons au calcul de U". Ce problème se ramène au précédent, comme nous allons le voir.
Nous traiterons d'abord le cas particulier où cp(^) se réduit ù la constante i. On aura, dans ce cas,
W étant une nouvelle solution qui satisfasse aux relations
W — — I pour t T-zo, x^> o; W -— o pour a:^:zo,
(^ctte dernière fonction s'obtiendra en posant y( a) = i
dans la formule (aS). On aura donc
Cette expression peut se simplifier. Changeons, en effet, de variables en posant, dans la première des intégrales cidessus^
et dans la seconde,
Elles deviendront respectivement
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el auront pour somme
mais on a d'ailleurs
-1 flO
On aura donc finalement
expression que nous désignerons par '/{x^ t).
301 . Passons au cas général où îp(^) ne se réduit pas à une constante. Nous allons démontrer qu'on a
En effet, y (x, t) étant une solution de Téquation aux dérivées partielles et celle-ci ne changeant pas si l'on y change t en / — X, y(»r, t — \) sera encore une solution.
L'intégrale / '/Jx, t — ).) îp'(X) rf)., prise entre des limites
constantes, sera une solution, et il en sera encore de même si la limite supérieure, au lieu d'être constante, est égale à t\ car cette supposition ne fait qu'ajouter à la dérivée partielle de l'intégrale par rapport à ^ le terme y^{x^ o) ç'(^), lequel est nul dans toute Tétcndue de la barre, d'après les conditions qui ont servi à déterminer la solution '/(^, 0-
Donc les deux termes de U" sont des solutions de l'équation aux dérivées partielles. Tous deux s'annulent d'ailleurs pour ^ = o dans toute l'étendue de la barre. On aura donc
U^iizo pour/zno, j;>o.
3^4 TROISIÈHB PARTIE. -- CHAPITRB III.
Enûn, pour x = o, on a
et
Donc U' satisfait bien à toutes les conditioas du problème.
302. L^expresslon (26) peut se transformer au moyen de l'intégration par parties. On a, en effet,
fi ^
D'ailleurs ?(5^)'x(^, t — X) s'annule pour X = ^, et se réduit à ç(o) 'f^{x^ t) pour ). := o. On aura donc simplement
U'r^-jf |-y(x,«-X),p(X)rfX ' d
Remplaçons maintenant ^(^j ^ — ^) P*^' ^^ valeur
/ JfX(^,'-^)?(M^-
tav^z-X
on aura
et enfin
TTi^— "^
La méthode dont nous nous sommes servi pour ramener le calcul de U' à celui de U' est évidemment applicable à tous les problèmes analogues.
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303. Cordes vibrantes. — Considérons une corde tendue sur la portion de Taxe des x comprise entre o et /. Désignons par U le déplacement suivant Tun des axes coordonnés du point dont Tabscisse serait x dans Tétat de repos. Nous aurons l'équation aux dérivées partielles
à laquelle il faudra joindre les conditions initiales
d\5 , , . { pour * = o, o<a? </
et les conditions aux limites
U r= o pour a: =r o, U := o pour X =^ l,
lesquelles expriment que les extrémité^ de la corde restent fixes.
Nous avons trouvé (273) que l'intégrale générale de l'équation (27) est
l] i=t^(x -hat) -^<^{x~ al).
Il reste à déterminer les fonctions f et (]^ de manière à satisfaire aux autres conditions du problème.
Les conditions initiales donnent, pour l'intervalle deo à l,
d'où, en intégrant,
a^{x) —a^{x)^=i I /i{x)dx-^c et enfin
?(^) = i/(^)-^— J A{^)dx-\-—y
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D*aillears, U ne changeant pas quand on accrott la fonction (f d'une constante quelconque en diminoant d'autre part ]a fonction tj; de ]a même quantité, on pourra, sans nuire à la généralité de la solution, supposer c = o.
Les fonctions <f{x) et ^(x) sont ainsi déterminées dans Pintervalle de o à /. Les conditions aux limites donnent d'ailleurs les identités
rf{at) -^ <K— at) =: o, ff {l -^ at) -\- ^ {l — at) — o ;
d'où, en changeant at en x^
^{ûr)-^.'^{^x) -o,
Cette dernière équation donnera la valeur de cp pour les valeurs de l'argument comprises entre /et 2 /. En j changeant X en — X, elle donnera la valeur de ^ dans le même intervalle.
Enfin, en y changeant /en /-{- :r, il viendra
d'où
«p(2/-h x) r= Cp(^).
La fonction <p admet donc la période 2/. Il en sera de même de la fonction
Les deux fonctions <p et <J/, admettant la période 2 / et étant connues dans l'intervalle de o à 2 /, seront déterminées pour toutes les valeurs de l'argument.
304. La méthode d'intégration précédente, due à Euler, est spéciale au problème des cordes vibrantes. Le procédé de BernouUi, que nous allons exposer, est, au contraire, l'application directe des principes établis au commencement de cette Section.
On satisfait à l'équation aux dérivées partielles et aux
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conditions aux limites par les solutions simples
. rmzx mnat . rmzx . imzat sm — j — CCS — j — ) sin — ^ — sm — j — >
où m désigne un entier quelconque.
On y satisfera plus généralement par la série
U —yjLm sm —y— ces — ^ ^ y *^"» ^*° — 7
sm—j-^y
m prenant toutes les valeurs entières de i à oo.
Reste à déterminer les coefficients Am et B;», de manière à satisfaire aux conditions initiales. En y substituant cette valeur de U, elles deviendront
nir.x
> —j- B;n sin —y— — /^ {x)y et Ton y satisfera (t. II, n** 238) en posant
A„=jI /(a) sin'^^ûfa,
ira ^' r r / \ ' rnr.n
305. Refroidissement d'une barre hétérogène. — Ce problème dépend de l'intégration de Téquation suivante
jointe à la condition initkile
(29) U =:J{x) pour ^ = 0, ir>o < X
et aux conditions aux limites
TT
(30) X:-T-^--AU = o pour a? = 0,
(3i) k-^ — hHU:=o pour a: rz: X.
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La barre est supposée s'étendre sur Taxe des â? de o à X; g^ k, l sont des fonctions de x^ positives dans toute retendue de la barre et représentant respectivement la chaleur spécifique, la conductibilité intérieure et le pouvoir émissif sur chacune des sections transversales; A et H sont des constantes positives.
On satisfait à Téquation (28) par la solution simple
r désignant une constante et V une fonction de x qui satisfasse à l'équation linéaire du second ordre
Les équations (3o), (3i) donneront
(33) k-j AV = o pour 07 = 0,
(34) ^^4-HV=o pourarrzzX. •
Soient V, V deux solutions particulières de l'équation (32); rinlégrale générale sera
et cette valeur, substituée dans les équations (33) et (34)> donnera
(4*^:nv.],...[*-.r,v.]^=«.
On pourra satisfaire simultanément à ces deux équations
c" par un choix convenable du rapport -7 si leur déterminant
est nul. Ce déterminant est une fonction de r que nous désignerons par nj(r).
Soient /'i, Ta, ... les racines de Téquation nT(r) = o. A
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chacune d'elles, telle que r„, correspond une intégrale V,j telle que la solution simple
satisfasse à la fois à Téquation aux dérivées partielles et aux équations aux limites.
On y satisfera plus généralement en posant
et cette nouvelle expression sera la solution du problème, si elle satisfait en outre à la condition initiale.
Il ne restera donc plus qu*à choisir les coefficients A, de telle sorte qu'on ait
2A;nV,„i=/*(a?) de a: = 0 à 07 = X.
306. Ija détermination de ces coefficients repose sur une propriété importante des fonctions V,), que nous allons exposer.
Le paramètre r restant provisoirement arbitraire, désignons par V celle des intégrales de Féquation (32) qui satisfait, pour X = Oj à la condition initiale (33). Ces deux équations pourront s'écrire ainsi
dy
(87) k-z AV=io pour 07 = 0,
en substituant aux différentielles ordinaires des signes d de dérivation partielle, pour mettre en évidence ce fait que V dépend non seulement de Xy mais du paramètre r.
Donnons à ce paramètre une autre valeur r'. Soit V la valeur correspondante de V ; on aura
(89) k-^ hy=zo pouro7z=:o.
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Retranchons Tune de Tautre les équations (36) et (38), respectivement multipliées par V et V; il viendra
^ ° dx dx dx ôjs
et, en intégrant de o à X,
,.-.pvv..=[*(v.g_v-)];
car, pour x=:Oy\ expression ^ ( V ^ V -j— j s annule
vertu des équations (37) et (Sp).
Posons maintenant r = rm, ^^ = rn^ rm et r„ étant deux racines distinctes de Inéquation nj(r) = o; V et V se réduiront à \m et Vfl, et l'on aura, pour a: = X,
en
ax dx
ax ax
L'cqiiation (4o) se réduira donc, en supprimant le facteur
(40 / g\„,\ndx-0.
Soit, en second lieu, r
/•«, /■'— /«-he, e étant un infi-
niment petit. On aura
dx dx
dx ~' Ox ' àj:dr~~^""
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Subsii tuant dans l'équation {^o), divisant par e et passant à la limite, il viendra
307. Nous allons maintenant établir que, si Ton débarrasse l'équation T3(r) = o des racines parasites pour lesquelles la solution V correspondante serait identiquement nulle, les racines restantes seront toutes réelles, inégales, positives et en nombre infini.
1® Si T!y(r) = o admettait une racine imaginaire rm== a + ^ly elle admettrait sa conjuguée r„ = a — p/. A ces deux racines correspondraient deux intégrales conjuguées Vm = /> + 5'*> V/,=/> — (ji\ et rintégrale
aurait tous ses éléments positifs, ce qui est absurde, puisqu'elle doit être nulle.
2" Si w(r) = o admettait une racine double r, l'intégrale correspondante V,i satisferait, pour a; = X, non seulement à l'équation
mais à sa dérivée
ox or or
On aurait donc, pour x =- X,
dr ()x dx ()r '
d'où
J gy\dx — o,
résultat absurde, tous les éléments de l'intégrale étant positifs.
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3^ L'équalion w(r) = o ne peut avoir de racine négaÛTe ou nulle.
En effet, si r^o, / — rg sera positif dans toute retendue de lu barre, et les équations
{l\[\) k- /jVr=o pourjj-io,
(45) A:^-hHV — o pour a? — X
seront contradictoires.
En effet, Téqnalion (43), intégrée de o à a:, donne
= [AV]o +/ (l-gr)\da:.
La fonction V varie avec a^ en partant de la valeur initiale Voi tant qu'elle ne changera pas de signe, tous les éléraenb
de rintégralc / (/ — gr)V dx auront également le signe
de Vo; donc -j- aura ce même signe, et, par suite, V s'éloignera de zéro.
11 résulte de là que, dans tout l'intervalle de o à X, V s'é-
loigne de zéro et conserve le même signe que -^ — Donc Té-
quation
dY
A-, i-HV = o pour;r = X
ne pourra avoir lieu, ses deux termes ayant le même signe.
308. Les racines de rij(r) = o sont donc toutes réelles, inégales et positives. Il reste à prouver qu'elles sont en nombre inflni. Nous y arriverons en étudiant l'allure des io-
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tégralcs de Téqualion (32) ou, plus généralement, d'une équation de la forme
où K cl G sont des fonctions de œ.
On peut remarquer incidemment que toute équation linéaire du second ordre
peut être mise sous cette forme. En effet, multiplions cette équation par un facteur indéterminé M. Elle deviendra
MP j^^ -h MQ ^^ 4- MRV zrz o
ou
d ^,T^d\ /._ dMP\dV
-j- MP
CIJC
d\ Le terme en -7 - disparaîtra si Ton pose
dx
d'où
ot enfin
Ain ^ MF
MP ~ P ' logMP=nJ§./x,
M étant ainsi déterminé, on n'aura plus qu'à poser MP =^ K, MR = G pour avoir la forme d'équation voulue.
On peut simplifier encore la forme de l'équation (47) par un changement de variable. Posons, en effet,
V=iK *W;
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il viendra
dx dx 2 dx
dx dx 1 dx
dx dx dx^ 1 dx \ dx J
Le terme en --z— disparaîtra donc de Féquation transformée^ laquelle, divisée par K^, sera de la forme
dx-
309. Soit V| une solution particulière de réquation (47) r on aura
-r K -7- -h GV, — o.
dx dx
De cette équation combinée avec (47) on déduit
dx dx dx dx dx (_ \ dx dx J \
et, en intégrant,
dN ^dV,\_
(48) ï^(>^'ii:-V^>-'^
OU
dx KVî
et enfin
(49) v = cV.r^^J^-rc'V,
Supposons que R reste constamment fini et positîf entre o et X. On déduira de la relation (48) que V| et -^ ne peuvent s'annuler à la fois en aucun point de cet inter-
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valle; car on aurait c = o, et Tintégrale générale ne contiendrait qu'une constante d ^ ce qui est impossible.
L'équation V| = o n'admet donc que des racines simples^ et la courbe j^ = V| coupera l'axe des x en tous les points où elle le rencontre. Soient a et ^ deux racines consécutives;
les valeurs correspondantes ( --r-^ ) ^M "T~^ ) ^^ '^ dérivée
-^seront évidemment de signe contraire.
Cela posé, V désignant une autre intégrale quelconque, on aura l'équation (48) qui, pour a; = a et ^ = P, se réduira à
Donc [K.V]a et [K-V]^ seront de signe contraire, et, ^omme K est toujours positif, [V]a et [V]p seront de signe contraire.
Donc, entre deux racines consécutives de l'équation V| zz^ o, comprises entre o et X, il y aura au moins une racine de \ -—• o. Il n'y en aura d'ailleurs qu'une seule, car ce théorème est évidemment réciproque.
310. Nous allons étendre cette comparaison aux intégrales V, V qui satisfont respectivement à deux équations différentielles distinctes
ax ax
^K'fLL^-G'V'^o.
dx dx
Supposons d'abord que R' et G' soient infiniment peu différents de R et de G et que les différences R — R' et G' — G soient constamment positives entre o et X.
Admettons enfin que les intégrales V et V qu'il s'agit de comparer soient des solutions correspondantes, c'est-à-dire
telles qu'on ait
dW' d\
V' = V, K'~^K^ poura; = o.
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On déduit des équations (5o)
d dV d dW
ce qui peut s'écrire
d du
(_rvK^--VK'^-1=r^(G'-G)VV'-+.(K — K')^- — r L du; dx j ^ ' djc dx
dS' . rfV
Or V et —j- y diOerant infiniment peu de V et de — > au-
ront le même signe que ces dernières quantités; d'ailleurs, G' — G et K — K' sont positifs. Donc le second membre de cette équation sera positif de o à X, et la fonction
dx dx
sera croissante dans cet intervalle. D'ailleurs elle s'annule pour ^ = o ; elle sera donc positive de o à X.
Soit, maintenant, a une racine de l'équation V= o comprise dans cet intervalle; on aura, pour a: = a,
donc [V']oi et -^- seront de même signe.
Si -^ >• o, la courbe j^ =: V traversera l'axe des x de
Fig. 7.
bas en haut au point x =: a (/Zi?^. 7); [V']a étant positif, la courbe ^=V', infiniment voisine de la précédente, sera
située au-dessus d'elle et coupera Taxe des x en arrière du point a.
Si -r- '< o, la courbe jk = V traversera l'axe des x en
descendant; [V]» étant négatif, la courbe ^ = V' sera audessous de la courbe jK -~ V et coupera encore l'axe des x en arrière du point a {Jig* 8).
D'ailleurs, si l'une des fonctions V, V s'annule pour a: = o, il en sera de même de l'autre, par hypothèse.
Donc, à chaque racine a de l'équation V= o correspond une racine infiniment voisine a' de l'écjuation V'=: o, laquelle sera un peu moindre que a; et l'équation V'-^ o aura en général autant de racines entre o et X que Téquation V= o.
Toutefois elle en aura une de plus si V s'annule pour X, car la racine correspondante de V tombe en dehors de l'intervalle considéré.
Soient plus généralement deux équations
où les quantités K| et K, G| et G diffèrent de quantités finies, mais satisfassent toujours aux relations
(54) G, — G;:o, K — K,=o deoàX.
On pourra former d'une infinité de manières deux fonc-
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tîons Ç(^, r), DC(a:, r) de x et d'un paramètre variable r, qui soient, la première croissante et la seconde décroissante lorsque r croît de r© à r^ (et cela pour toute valeur de x comprise entre o et X) et qui de plus se réduisent respectivement à G, K pour r= r© et à G|, K| pour r = r|. Od pourra prendre, par exemple, ro= o, Ti = i ,
g(^,/-)^G-+-r(G,-G), DC(^,r)=K-i-r(K,— K).
Cela posé, considérons l'équation
^X(.,r)^-Hg(x.r)W=o,
et désignons par y(x, r) une solution de cette équation, déterminée par les conditions initiales
a et b étant des constantes déterminées choisies à volonté. Donnons successivement à r une infînité de valeurs r^, r', . . . , r^ variant progressivement de r© à Pt .
Soient G, G', ..., Gr, K, K', ..., KV; V, \\ ..., V,
les valeurs correspondantes de (J(jr,r), DC(j:, r), V(a:, r);
nous aurons
,, J de o a X,
deux fonctions consécutives étant d'ailleurs inGnimcnt peu différentes
Nous aurons, d'autre pan,
-—\\- hGV — o,
dx dx
d d\' dx dx
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et
Ux dx iLvi ]
Si V=o admel une racine a dans rintcrvalle de o à X, les équations successives V - o, V'r= o, . . ., V| = o admettront respectivement, pour racines correspondantes, d'après ce qui a été démontré, des quantités a, a', . . ., ai, telles que l'on ait
Donc, à chaque racine a de V = o comprise entre o et X correspond une racine moindre ai de l'équation V| = o. Celle-ci aura donc dans cet intervalle au moins autant de racines que V= o. Elle peut en avoir davantage; car, si l'une des équations successives
V'--i=V(:r,r') -TO, V'^:--V(^,r')-:=o, ..., V,.~tV(^, r,) rro
est satisfaite pour .r ^^ X, il s'introduira par là dans les équations suivantes une nouvelle racine que n'avaient pas les précédenles.
L'excès A du nombre des racines de l'équation Vj = o sur le nombre des racines de V=o sera donc égal au nombre des valeurs de r comprises entre r© et Ti qui satisfont à
Téquation
312. Soient r' , r*"*"* deux valeurs consécutives quelconques de r; on aura (310), dans l'intervalle de o à X,
cLv cix
Lorsque V' n'est pas nul, V'"***, qui en diffère infiniment peu, sera de même signe, et, en divisant la relation précédente par la quantité positive V^V'"*"*, il viendra
dœ dx
yi-+-i
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et, plus généralement, en désignant par H une coDstante quelconque,
Celte inégalité a lieu pour toute valeur de x comprise de G à X et, en particulier, pour a; = X; elle montre que l'expression
^(X, r)"^^^^^^ -+- IIV(X, r)
considérée comme fonction de r, est constamment décroissante de To à Ti , sauf pour les valeurs de r qui annulent son dénominateur.
Elle ne pourra donc changer de signe qu'en passant par zéro ou par Tiniini négatif, et ces zéros et ces infinis se succéderont alternativement.
Si 'f (^o) et ç(ri) sont de même signe, le nombre A' des zéros sera évidemment égal au nombre des infinis ; si
?(^o)>0) ?(''i)<Oî il sera égal à A -M ; si <p(ro) ^:; o^ Q(ri ) > o, il sera égal à A — ^ i .
Le nombre des racines de Téquation
DC(X, /•) — J^^^ + HV(x, r) = o,
comprises entre r© et Ti, sera donc égal à A, A -f- i ou A — i suivant celle des trois hypothèses précédentes qui aura lieu.
313. Jusqu'à présent nous nous sommes borne à comparer des solutions correspondantes des deux équations différentielles
dx dx
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Soient maintenant V et V| deux: solutions quelconques de ces mêmes équations.
Nous allons établir que deux racines consécutives a, ^ de Téquation V=o comprennent au moins une racine de l'équation V| =: o,
En effet, soit V'j une solution de la seconde équation, telle que Ton ait, pour j; = a,
dW' dW
* ajc ax
A la racine P de V= o comprise dans Tintervalle de a à X correspond, d'après les raisonnements précédents, une racine ^\ de V, ^= o comprise dans le même intervalle et moindre que ^. Mais V| satisfaisant à la même équation différentielle que V'^, entre les deux racines a et P', de V'^ -- o, il devra se trouver une racine ^i de V| = o, ce qui démontre notre proposition.
314. Les considérations précédentes permettent de fixer dans une certaine mesure le nombre et la position des racines de l'équation V^-^ o comprises entre o et X, V désignant une solution de l'équation différentielle
-;- K -7- ~\- GV --- o.
ax ax
Soient, en effet, A"2, g% et A^i , g^ les plus grandes et les plus petites valeurs de K et de G dans cet intervalle. Considérons les équations auxiliaires
(55) « = -ji ^■' S -^ »-■ v« - ^■' S -^ *'■ ^' - °'
(56) o r= — A-, -J-? -H 5-, V.rr. A", -j— ' H" gt^ 1= O.
V| et Vj étant des intégrales quelconques de ces deux équations, deux racines de V=o comprendront entre elles au moins une racine de V| = o, et deux racines de Vj := o comprendront entre elles au moins une racine de V=: o.
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Or, si g^ est positif, les intégrales de (55) seront de la forme
V, = csin 1/ 77 ^ "+" ^^^s
L^équation V{ - - o a ime infinilé de racines équidistanteset
dont la diflerence est iri -^- On peut d^ailleurs déterminer
le rapport des constantes c, c' de telle sorte que Vi s'annule pour une valeur a arbitrairement choisie. Si donc on prends
entre o et X, un intervalle quelconque d'amplitude < ^\/ — *
on pourra, déterminer V| de telle sorte qu'elle n'ait aucune
racine dans cet intervalle; donc V ne saurait en avoir plus d'une. Donc la dislance de deux racines consécutives de
Vr-o sera au moins é^rale à lîi/ — • Le nombre total de
ces racines entre o et X aura donc pour limite supérieure rentier immédiatement supérieur au quotient de X par
Si gi est négatif, on aura
1^ Va-.
V, — ce ^ ^« -hc'e
L'équation Vi = o n'a aucune racine, si c et c/ ont le même signe. Donc V -— o ne peut on avoir plus d'une entre o et X.
Considérons maintenant Téqualion (56). Si g2 est positif, \2-"0 aura une infinité de racines éqnitlistanles, dont lu
différence est?:!/— »et l'on peut choisir les constantes
d'intégration de telle sorte que Va s'annule en un point arbitraire a. Donc entre o et X la distance de deux racines con-
séculives de V := o ne pourra pas surpasser tzk/ ~-, et le
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nombre total de ces racines aura pour limite inférieure le plus grand entier contenu dans le quotient de X par i^t / -^ •
Revenons maintenant à Tcquation
Désignons par V(j:, r) une de ses solutions qui satisfasse à la relation
A' — /i V = o pour œ z=:o,
eue
On a vu que, si r rr= o, cette fonction et sa dérivée ne s'annulent pas entre o et X et ont le même signe; on aura donc
k^ ^ IIV
. — ,> o pour J7 z= A, r ^13 o.
Si donc r varie de o à une valeur positive R, gr — / croissant constamment pendant ce changement, le nombre des racines de l'équation
o^=xn{r)^= k-z h HV poura?:izX,
comprises dans cet intervalle, sera égal à A ou A + i , A désignant l'excès du nombre des racines de Péquation
V(a:,R)3izo
sur celui des racines deV(a:, o):i^o dans l'intervalle de o à X.
Cette dernière équation n'ayant pas de racines, A sera le nombre des racines de V(^, R) = o.
D'après l'analyse précédente, il a pour limite inférieure le plus grand entier E contenu dans le quotient de X par
7î i / — TT~ — j-y ^2, /a désignant les plus grandes valeurs de
A", /, et ^2 I21 plus petite valeur de g dans l'intervalle de o à X.
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Or il est manifeste que E croît indéGniment avec R. Donc Téquation xn{r) --= o admet bien une infinité de racines.
316. Cela posé, nous avons vu (305) que le problème da refroidissement de la barre revient à choisir les coefGcients A», de telle sorte (|u*on ait
^^m^m = /{^) de J?o à X.
Eu admettant la possibilité d*une solution, il sera aisé de déterminer ces coefficients; multiplions, en effet, cette équation par ^V„ et intégrons de o à X. En vertu des relations (4i)» tous les termes de la série où m^/i donneront une intégrale nulle, et Ton aura simplement
Substituant les valeurs ainsi trouvées pour les coefGcieots, nous obtiendrons la série
Si cette série est convergente et a bien pour somme /{j:) dans toutTintervalle de o à X, le problème sera résolu; mais, pour s'en assurer, il serait nécessaire de sommer directement la série. Ce résultat n'a encore été atteint que dans quelques cas particuliers.
317 . Equilibre da température d^ une sphère homogène. — En désignant par /• le rayon de la sphère, nous aurons l'équation aux dérivées partielles
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avec la condition à la surface
U=-F(j7, 7,5) pour J?* -+->'* -4- Z^rrizr^.
Posons
x r^ p sinOcos'J', j'zzr p sinO sint};, z:=pcosO.
Nous avons vu (t. II, n** 236) qu'on satisfait à Féquation aux dérivées partielles par la solution simple
Y,| désignant une fonction de Laplace, c'est-à-dire un polynôme homogène et de degré n en sinOcos^, sinOsintJ/, cos6, satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles
(jO- sni-0 o^' m
Le polynôme Y„ ainsi déterminé contient d'ailleurs 2/1-4- i (constantes arbitraires dont il dépend linéairement.
En combinant ces solutions simples, on obtiendra comme nouvelle solution la série
"=îë''-
A la surface de la sphère, où p = r, cette série se réduira à
Il reste à déterminer les constantes qui figurent dans les Y,,, de telle sorte que cette valeur soit égale à l'expression
F(/*sinO cos<|/, rsinOsint}/, rcosO),
que nous représenterons, pour abréger, par/(6, ^).
Or nous avons vu (t. II, n*** 243 et suiv.) qu'on arrive à ce résultat en prenant pour les Y„ les valeurs particulières sui-
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▼an les
.îw ^n
Yn^-~j J /(6^f)P,sin6'ûfl)'^4'^
où
P„ ji::X„(cosy) ^ X„ [cos6 cos6' -h sînO sinO' cos(U; — 4#')],
Xn désignant la fonction de Legendre.
318. Cette solution peut se mettre sous une forme plus élégante.
Remarquons, à cet efiet, que la fonction générale Y„ est une somme de termes de la forme
A/jt sin'ij; cos*<|/ sin* *-*6 cos'*~'~*6.
D'ailleurs le produit sin'<|^cos*^ s'exprime linéairement au
moyen des sinus e t cosinus des arcs (t -h A*) i{^, (e-+-A: — ^)^j
Parla substitution de ces expressions, Y;, prendra évidemment la forme
Y„ — y [e'nn cosm^ -h e'^« sin/nij.],
m = 0 OÙ
V et V" étant des polynômes en cosO et sin^O, qui se transformeront en polynômes en cosO si l'on y remplace sin^O par 1 — cos^O.
Substituons le développement précédent de Y« dans inéquation aux dérivées partielles qui définit cette fonction, et chassons les dénominateurs; il viendra
2 sin'O ^" + sine cosO ^ --[«(« + .) sin«6 - m«]e'„J 5infl.i.
Pour que cette expression s'annule identiquement, il faut
évidemment que les termes qui contiennent le sinus et le cosinus de chaque multiple de ^ s^annulent séparément. Donc chacun des termes de Y„, pris à part, sera une solution de Téquation, et ©),„,, 6*„,^ seront des solutions de Téquation linéaire
sin'O-T— -h sinOcosÔ—- -f- r/i(/H- i) sin*0 — m'iB = o.
Posons
er_- Vsin"»8;
nous obtiendrons une transformée en V
sin-0- -r h (2m H- 0 sinOcosO— r-
-{- [n(n -t-i) — m(m -\-ï)] sin*6V = 0,
ù laquelle satisferont V'et V".
Prenons enfin cosQ = (x pour nouvelle variable indépendante; nous aurons une dernière transformée
\ (i — fx') -7— — 2(m 4-i)|x-7- (37) j "^ ' dit.* '"^ d\L
( -h[n(n-t-i) — m(m-Hi)]V = o.
Cette équation se lie intimement a l'équation connue
à laquelle satisfait le polynôme de Legendre X„([jl).
En effet, différcntlons m fois cette dernière équation; on
d'^\ obtiendlra, pour déterminer , ^ y une équation identique à
(57). Les intégrales de (57) sont donc les dérivées m*^"'^* des intégrales de (58). Or le seul polynôme qui satisfasse à cette dernière (sauf un facteur constant qui reste arbitraire) est le polynôme de Legendre X„([jl).
Les polynômes V, V", qui satisfont à (37), se réduiront
donc chacun, à un facteur constant près, à — 'j~„r~^ ^^ ^^^ J. — Cours, III. 27
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fonctions
e;„, = V'sin-0, e-^„ =r V^sin'»6
seront égales, à des facteurs constants près, à rexpression
que nous désignerons par P,7((Ji.).
Cherclions la valeur de l'intégrale
i"-'=--f p;" (1^) pj; ( t^) rfi*
,,xm'^!!2kM ^'"X'.(t^)
Supposons, pour fixer les idées, n'z, n. L'intégration par parties donnera
i«,=.£'(-.rx„.(,)-;^[(.-..)-.^^!i>]^,;
car les termes tout intégrés, contenant i — [jl^ en facteur, s'annulent aux deux limites.
Le multiplicateur de X,,'([jl) sous l'intégrale est un polynôme de degré n; donc l'intégrale sera nulle si n' Z> n. Si /i'= n et qu'on désigne par Cix" le premier terme de X„(ijl), ce polynôme aura pour premier terme
nin — I)...(/^--m-r-I)(/^-t-/n)...(/l-f-I)LfJL''=z: i_Cut«.
^n — ni)\ ^
Il sera donc égal à
(n -\- in)\
R étant un reste de degré :' /?, qui est sans influence sur la valeur de l'intégrale; on aura donc
m) ! j_. ^ ^'^^^^'^'""-Cn-'niy, ^~x
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320. Cela posé, nous aurous (•■>9) ^«"^X P;r(|i.)[A,„„cosm<;4-B;„„sinm4^],
cl il restera à déterminer les constantes A et B, de telle sorte qu'on ait
^^Y„=zz^^^V;r(lx)[A,„;,cosmi|; + B^„sinm4;]z:r/(e,il.).
Multiplions celte équation par cosm»} c/^, et intégrons de o à 27r; en remarquant qu'on a
I ces m ^ sin m' 'i^ d'^^ = o,
2u / o, si m ^ m',
/ CCS m ^ ces ni ^ d'^ =i ! ir, si m z— m' : > o, *■ 0 ( 2 7r, si m :-^ m' i:^- o,
il viendra
^*P;r(H^)>/n^A,„„:.-y /(O,4;)cos/w4;^i|;,
)vM étant égal, en général, à i, et à 2 si m ^^ o.
Multiplions cette dernière équation par PJ"([JL)rfpL et intégrons de — I à I, en remarquant que
^+1 1 o, si n > n',
\ ( /i -h- />* ) ! 2/1 H- I il viendra
On trouvera de même
Substituons ces valeurs des coefficients A et B dans Feipression (59) de Y,, et réunissons tous les termes sous qd seul signe d'intégration, après avoir changé les variables d'intégration 0, t{^, jjl en 0', ^', jjl' pour éviter toute confusion; il viendra
,-♦-1 ^ÎIC
X K'Ujl) P;''(!x') cosm(4< — Y) d^dtL'. Mais nous avons précédemment trouvé cette autre valeur
,.« ^IIC
ou, en prenant cosO'=[x' pour nouvelle variable d'intégration,
xiîii
La comparaison de cette valeur avec la précédente donne l'égalité .
qui permet d'exprimer la fonction
P;,z=X„ (cOSy) ^X„ [ jXp.' 4- y/l — |i^ V î^~î^ COS(4i — ^')]
par une somme de produits de trois facteurs, dont chacuo ne dépend que de Tune des variables [jl, jx', A — ij>'.
321. 11 est aisé de vérifier directement cette formule. En effet, P„, considéré comme fonction de 0 et <{/ — ^' ^ est une fonction de l'espèce ¥„ ; elle pourra donc se mettre sous la forme
P„-y'*P,7(HL) [A;;,^ cosm(4; - 4/') 4- B;;,» sinm (ij. — 4,')], où les coefficients k^nt B/n/i ne dépendent plus que de \k'.
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D'ailleurs P,^ est une fonction paire de ^ — «y; donc les coefficients h^n seront tous nuls. De plus, P« est symétrique en (X et jx'. Donc A;„„ sera égal à CotP^([J^'), Cm désignant une constante.
Nous trouvons ainsi
(Go) P„^^\^,^ P-((x) P2^(!x') cosm(4; - .y
et il ne reste plus qu'à déterminer les constantes Cm»
A cet effet, nous égalerons les valeurs principales des deux membres lorsque Ton y pose [jl=: [jl'i= oo; faisant, pour abréger, ^ — y = cp, la quantité
cosY =r jjljjl'h- y/i — jx* y/ 1 - - fji'^ cos <p se réduira sensiblement à
jjL^(i -- cos«p) — - 2 sin- --<p.ti',
X„(C0Sy)=: — r -7 -(COS'y— ï)'»
_ 9.n{vin—ï),.,(n-^i) aura pour valeur principale
CGS^Y"^-"-
2/1(2/1 — i)..Jn-\-i) . . I
— ^^ -, — sm*" -9.(1*'».
Mais
(2 0*'*sin"»"Oi=: U*^* — e '^^')
:= 2 ces /l O ces (/l — I ) O H- . . .
D'autre part,
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La comparaison des termes en p.^^cos/no dans les deu\ membres de Téquation (60) donnera donc, en posant X«n= ^ si /îi >• o, X;„ = I si m = o,
«/?(2/i — iV . .(/? -4-î> 1 2 , , 2/1(2/1 — i) (n-hm-i-O
ni (2£)*'* X;„^ ^ (n — /nj.
loù
Cn.=:
322. Equilibre de température de ^ellipsoïde, — Nous devons salisfaire à Téquation
et à la condition aux limites
nr»^ <»•' i*S
(62) U — F(j;,, jTî, ^3) pour T^ "^ r' • a
Al Aj Aj
Posons
Ai-izÀo-c'i, Aj— Xo— e„ A3=:Xo — «3,
L'équalion de rellipsoïde deviendra
Aq C^ A„ ■ Cj Aq 6^3
Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait
Par chaque point de l'espace passent trois surfaces du second degré homofocales
X — ei X — é?2 X — ^3
(t. I, n° 533), orthogonales entre elles; leurs paramètres X|,
7^21 ^3 satisfont aux inégalités
Réciproquement, à chaque système de valeurs de ces paramètres satisfaisant à ces inégalités, correspondent huit points réels, ayant pour coordonnées
On lèvera cette ambiguïté en posant
On a, en eiTet, d'après les notations adoptées dans la théorie des fonctions elliptiques (t. II, n°* 367 et 371).
V/pw — e» — <3'ao W, Ua -^ ïT-^-^-^
d'où
(63) ^a— --Uâ(3'aoWi<3'ao«î*ao"3 (a = 1,2, 3).
Si dans ces formules, qui donnent les trois coordonnées, nous convenons de prendre partout le signe 4-, à chaque système de valeurs de w<, «2» ^z correspondra un seul point
Cherchons comment on devra faire varier u^^ Wj, Uz pour obtenir une fois chaque point réel de l'espace. Posons, pour abréger,
a-e,)a-e,){l-e,)^fa).
La première période
sera réelle et positive, el la seconde période awa sera purement imaginaire.
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Si X| varie de €2 a es,
sera réel, et Ut (ou du moins l'une de ses valeurs) variera en ligne droite de 0)2 à Wj H- (0|.
Si ).2 varie de e^ à Ci, du2 sera purement imaginaire, et Tune des valeurs de U2 variera en ligne droite de (1)3 à
Enfin, si A3 varie de oo à ^i, du^ sera réel, et Tune des valeurs de u^ variera de o à c«)|.
On obtiendra donc tous les systèmes de valeurs admissibles pour )h} ^-2f ^3 et, pour chacun d'eux, un seul des huit points Xij Xzt ^3 qui lui correspondent, en faisant varier, en ligne droite,
Ui de (0, à toj-^ toi, Uf de coj à coj-h coj, 1/3 de o à 0)].
Les autres points se déduiraient de celui-là en changeant les signes de ses coordonnées.
Ou les obtiendra tous et chacun deux fois, en faisant varier Ui de W2 à Wj 4- 4<'>i tît U2 de 0)3 à 0)3 -h 4<*>2-
En effet, les relations
(t. II, n** 371) montrent que Ton a
si u' -\- a ou u' — Il est une période. Or, à chaque valeur Ut de u, comprise entre W2 et 0)2 -f- w^ , correspondent, dans l'intervalle de (1)2 à o)a -r 4^0 trois autres valeurs de ce genre,
W', z= 2t02-h 2 0)i — Wi, «^ = i£j -^ 2(0,, f/7^^ '^'i "+■ 2C»>,,
A chaque valeur 112 comprise entre 0)3 et 0)3 -|- o>2 correspondent de même dans l'intervalle de 0)3 à (1)3 -h 4 Wj les trois
valeurs associées
Les i6 points
auront au signe près les mômes coordonnées =i=^«, =i= ^2, ±0:3. On vérifie aisément que chacune des combinaisons de signes est reproduite deux fois. Ainsi {ukU^u^) représentera le même point de Tespace que {u\ ulu^), {u^ 112 u^) le même point que (W| u^ f/3), etc.
324. Ces préliminaires posés, prenons Wi, U2, W3 pour variables indépendantes, et cherchons la transformée de Téquation différentielle (Ci); on a
y ()^ii dufr duj Y ^U â'Uf:
ou
2ja àxl ~ Zdk Oui Zjol \ àXoL )
Zjkj Ouk Oiii Zjol Oxoi ôxoi Zàk Ouk Zàol 0x1
Reste à calculer les sommes
ZdT. \ Oxoi ) ' Zàn àxo, dxoi ' 2daL Ôxi
Or on a
duk dufc à^k 1 â'kfc
\àXaJ
àJ^k 4 (yx^)i \à^oiJ 2\lflk ^^à
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ZàAàxl) ■"4/x^ZaW
dx^ '
Or^ les surfaces )vA = const., X/ = const. se coupant à angle droit, on a
iOiâXai ÔXoL
D'autre part, en dérivant par rapport à Xol réquation
et posant pour abréger
il vicudru
^*-Xâ7^^^'
Sa.
D'ailleurs si, dans l'expression de Sa, on remplace chacune des quantités x% par sa valeur
il vient
d'après la formule connue de la décomposition en- fractions simples (/, m désignent les deux indices de la suile i, 2, 3 qui diffèrent de A).
On aura donc
(àu^Y ^ _'_ A ^ '
Enfin Téquation (64) dérivée deux fois de suite par rapport à XoL donnera, en posant pour abréger
^''^ X(xT~b
O =11 .— 2 -V r . »- 2 I -; 1 /. ; — — bz-
Xa- - Col
Sommant par rapport à a, il vient, d'après (66) et (67),
o -V 2 g V ân^
Comparant cette équation à la précédente,
la \àx^] S;fc
il vient
'^ J A A ^a \ àXrj,] ^a ^^a
et, par suite,
L'équation différentielle transformée sera donc
(À/— X^)(X,„ — X;t) dul OU, en chtissant les dénominateur et remplaçant X|, X2, A3
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par j3£/|, pe/2, j)//3,
(08) (pu^-pu^)~ -:-(pw,-pw,)^,--+-(p«i — p«0^;^=o-
325. Quant à réqualion à la surface, il est aisé de la former. Soit u la racine de l'équation
comprise entre o et coi ; on obtiendra les points de la surface de Tellipsoïde, chacun deux fois, en posant u^ = u et faisant varier Ut de o>2 à W2 -r- 4 ^o ''2 de (1)3 à CO3 -f- 4 <«>2 • La température en chaque point de Ja surface étant donnée^ on aura, pour 4/3= u,
4> étant une fonction arbitrairement donnée de Wj = coj à
(/i = 0)2 -T- 4 <»>M et de tto = <»>3 à M2 = W3 -h 4 ^2 • ( Elle devra d'ailleurs reprendre la même valeur pour les deux sj^stèmes de valeurs de Uty U2 qui représentent le même point.)
326. On peut aisément trouver des solutions simples de l'cqualion aux dérivées partielles (68). Nous aurons vu en effet (231), que pour chaque valeur de l'entier positif n on peut déterminer 2n -j- i valeurs de la constante h telles que, pour chacune d'elles, l'équation de Lamé
■^t —[n(n-^i)pu-\-h]x=zo admette une solution particulière
M(//)nrNP
qui possède les deux périodes 4^4 et 4^3» Posons, pour abréger,
Le produit M,M2M3 satisfera à l'équation aux dérivées partielles ; car le résultat de la substitution sera
quantité identiquement nulle.
Cette solution simple, exprimée en fonction de 4^1, ^2, x^ sera un polynôme entier; car N étant un produit de facteurs de la forme c^ao"» NiNoNj sera un produit de facteurs tels que
D'autre part, P1P2P3 sera un polynôme entier et symétrique par rapport aux quantités p w«, j3//2j P'^3* Or celles-ci sont les racines de l'équation du troisième degré
Xfg_
dont les coefficients sont des polynômes entiers en x^^ x^^ «3^3.
327. En associant les solutions simples qui précèdent^ nous obtiendrons une série
c^Mf m;^-»m
qui résoudra le problème proposé si les coefficients Ck peuvent être déterminés de manière à satisfaire à l'équation de la surface
(70) ^c*Mi*^Mt/'m<3*> = *(«^„«,),
m^^^ représentant la valeur de M!*' pour u^ = 0.
328. En admettant provisoirement que la fonction ^ soit susceptible d'un développement de la forme (70), il sera aisé d'en déterminer les coefficients.
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Multiplions, en efret,régalilé (70) parM^/' M^' (pf/i — pnj) el intégrons par rapport à Ut de (Oj à (O2 •+- 4<>^f ? ^^ P^i* r^P" port à i/a de (03 a (1)3 + 4 ^2 » l'intégrale double
|§ m;*> m;*' m v^ My^ (pu, - pu, ) du, du,,
qui multiplie Ckm^^\ est le déterminant des quatre intégrales simples
I, ^ Jm\'» Mi*'P"i du,, I, ^f^^ M^^^^pu,du,.
Ce déterminant est nul si i^k.
En effet, M^'\ IVr*' sont solutions de deux équations de Lamé différentes, telles que
^ -^-^ [n {n ,- j)pu -f- /i]M(^J m o,
du
du-
On en déduit
[n\n'-r i)pu',~ h']^V^^ —o.
[n(/i -i- 1.) - n'{n' f- i)]M(')M(^>j)m -i- (A - h') M(OM</'>
lu L ^^'^ ^^'^ J
Intégrons de Wj à Wo -j- 1 w^ . Les fonctions M admettant la période 4^'^«? l'intégrale du second membre sera nulle, el il viendra
[/i(/iH-i) —n'(n'-\-i)]\i-\ (h — h')Ji z=zo.
Intégrant de W3 à 0)3 -!- 4^2 on trouverait de in<}ine
[n{n-, i)- n\n' -\-i)]li~\-{h — h')5tz=^Oy d'où
à moins qu'on n'ait à la fois n - - n', h r h\ d'où i z:= A".
Calculons ce même déterminant dans l'hypothèse où i = Ar. Les fonctions M^^^M^^^pw, Mf^^M^*^ admettent les périodes 2 0)|, 20)2; elle sont paires et n'ont de pôle que pour u=:o* Décomposées en éléments simples, elles seront donc de la
forme
M(*)M<*>pw — a* -:- ajpw -+- oL^p" w -f- . . . ,
Intégrant de w^ à 0)2 -H 4^1? il viendra
I, r=: 4a^a)i - 4<Til, Jl ^ 4?*CUj - 4PÎ11,
En intégrant de (1)3 à (03 -!- 4<»>2» on aurait de même
1, z=: 4a*a)j - 4aiT,i, J, -^ 4pA(o, - 4PJti„
et, par suite,
On aura donc, pour déterminer ca, la formule
329. Il reste toutefois à établir que la fonction arbitraire *^(wi, «2) admet effectivement un développement de la forme (70). Nous y parviendrons par les considérations suivantes :
Soient X|, 0:2, ^3 et r, W|, U2 deux systèmes de variables liés par les relations
On en déduit aisément
^pW2 -Ca
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Ces équations représentent ane sphère et deux cônes homofocaux, qui se coupent à angle droit.
A chaque point réel x^j x^^ Xj, correspondent : i® nne seule valeur de r ; 2® deux racines de Téqualion
dont la première, A| = put, sera comprise entre e^ et e% ; et la seconde À^ = p 1/3 entre e^ et 6% ; 3® deux systèmes de Hleurs de i/|, u^ tels que i/f soit compris entre cu^ et ci>3 ~r 4 ^f 9 ^t ^1 entre (O3 et 0)3 + 4 ^s-
Réciproquement, si Je point (i/|, Hs) parcourt le domaine ainsi défini, le point (xi, Xs, Xs) décrira deux fois la sphère de rayon r qui a Torigine pour centre.
330. Si Ton prend r, £/|, u^ pour variables indépendantes, Téquation du potentiel
se transformera en
ôr
2u àx\ Oui 2L àxi ôut Z^ àxl ^'
Les termes de la seconde ligne disparaissent, car les sur faces r= const., f/| = const., Wa = const. étant orthogonales, on a
V^ âr âut _
^ âxoi Oxo^ ~~ ' " * ' L'équation
^xl^r^
donne, d'autre part,
'la
àxa d'où
\ f àr Y_ V' d^ _ 2
D'autre part, les équations
donneront, comme au n" 324,
en posant, pour abréger,
Or ou a ici d'où
S — ,.1 V '^i — ^a j,t h^^ll .
On a donc finalement
ZdXOxoi) r*(Xj— X,j /-'(pM^— pwi)' On trouvera de même,
L'équation du potentiel aura donc pour transformée la suivante :
Or- r^{put — pux)\du\ Ou\ J r Or J. — Cours, III. a8
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Cela posé, on sail (t. II, n° 236) que pour chaque valeur de rentier positif n il existe 2/14-1 fonctions Y„ linéairement distinctes et définies par cette dx)uble propriété :
1° Les fonctions r«Y«, (où r = ^x*-f-^*H-^*) sootdes polynômes homogènes d'ordre /i en ^1, x^y jo^ ; 2** ces polynômes satisfont à Téquation du potentiel.
Mais nous venons de voir qu'à cette même valeur de n correspondent 2/1-hi valeurs de h pour lesquelles Téquation de Lamé
•^t - [n{n -hi)pu -h h]M = 0,
admet une intégrale doublement périodique de la forme
M = NP
Les produits correspondants
seront précisément les 2/i-+-i fonctions Y„ exprimées au moyen des variables W|, Wj.
En effet, soîl A: le degré du polynôme P; N| N2 sera un produit de /? — k facteurs tels que
. ^ 1 ^ et
D'autre part, P^ P2 sera un polynôme en pW|, pu^ symétrique et de degré n par rapport à ces deux quantités ; ce sera donc un polynôme d'ordre n en pui pu^ et pu^ -+- pu^ Mais les équations
permettent d'exprimer les quantités
en fonction linéaire et homogène des trois quantités -^'
Donc la fonction r'»M|M2 = U sera bien un polynôme homogène et de degré /i en Xt, X2j x^. Il reste à s'assurer qu'elle satisfait à l'équation (71).
Cette vérification est immédiate, car on a
— =[/^(/^H-I)pw,-i A]U,
r* -r-T -1-2/- -r- --- /2(n— i)U -}- 2 /i U z= /i( /i 4- i) U. . Or^ or ^ ^
Le développement de la fonction arbitraire <^ en une série de termes M|, Mj sera donc possible, aux mêmes condition» que le développement en série de fonctions Y;,; ces deux développements, identiques au fond, ne diffèrent l'un de l'autre que par le choix des variables indépendantes.
331. Refroidissement cT une sphère homogène, — Soit r le rayon de la sphère ; nous aurons l'équation aux dérivées partielles
dt '~^ \dx^ ^ dy' "^ àz^J' avec la condition initiale
U - / pour t = o. a:' -h ^* + 5* < r* ;
/étant une fonction donnée de x^ y^ z, et la condition à la surface
^cosa-f- — cosp-i- -p cosy4-IIU=:o pour ^'-f- v'-4- c*z=r-,
a, ^, Y étant les cosinus des angles formés par la normale extérieure avec les axes coordonnés.
Remplaçons x, y, z par des coordonnées polaires o, 0, ^. L^équation aux dérivées partielles deviendra (t. I, n** 139).
^ ^_ ,/^ , I ô^V I d^\] a dU cotO dl}\ ^'^^ di ~^ Vc^p* "^p«sin*e ô^* "^p» (^» ~^p dp "*■ p« dej'
La condition initiale prendra la forme
(73) U— / pour ^ = 0, p<ry
et la condition à la surface deviendra, en remarquant que Ton a
cosa-^-T— , cos3i=:-7-, cosy=rr-,
Oç> àp ' dp
(7/») hHU=:o pour p = r.
332. Pour déterminer une solution simple qui satisfasse aux équations (72) et (74)» posons
p désignant une constante, Y» une fonction de Laplace et R une fonction de p. Ces équations deviendront, après qu'on aura chas.<é les dénominateurs et supprimé les facteurs communs,
d dR
(no)
(jG) --J — r-HR^^o pour p=:r.
L'équation (73) rentre dans la catégorie de celles que nous avons ramenées à l'équation de Bessel (191). Elle admet, comme solution particulière l'expression
que nous désignerons par F;,(/>p). Celte fonction est le produit de/^^p" par une série, procédant suivant les puissances entières de /?^p^.
Il reste à satisfaire à Téquation aux limites (76). Il faut pour cela que p soit une racine de Téquation transcendante
— j^ r-ny^nKpn — o.
Le premier membre de cette équation est évidemment une fonction entière Ae p^ si /i = o; une semblable fonction, multipliée parp", si /i>o; supprimant, dans ce dernier cas, la racine parasite /> = o, qui ne fournirait qu'une solution identiquement nulle, nous obtiendrons dans tous les cas une équation de la forme
La fonction F„(/?p) s'annule évidemment pour p = o si/i>>o; et, si n r= o, sa dérivée s'annule; on aura donc, dans tous les cas, en désignant par/> et q deux valeurs quelconques du paramètre/?.
M^P)^,^^^-F»(/'P)^^ = o pour p = o,
et la même relation aura lieu pour p = /•, si /> et çr sont racines de l'équation (77).
L'équation (76) est d'ailleurs un cas particulier de l'équation (36) considérée aux n*** 306 et suivants, dont elle se déduit en remplaçant V, x^ r, X par R, p, p^^ • et donnant à k^ g^ l les valeurs particulières p*, p^, n{n-hi). On en conclut :
1° Que les valeurs de p^ qui satisfont à l'équation (nn{p^) = o sont toutes réelles, positives, inégales et en nombre infini;
2" Qu'en désignant par p^, q^^ ... ces racines, l'intégrale
K«,= rp»F,(/>p)F,(^p)e/p,
sera nulle, si /?* diOfère de q^\ soit, au contraire, q = p] od
aura
""^ L <'/>' àr -""'^P'^) àrdp* J
Afl dp Or "^^ ' àrdp J
Posons, d'autre part, comme au a
On a vu que PJ*([x)cos/n^, P^([jl) sîn/nA sont des fonctions Y;,; on satisfera donc à la fois à réquation aux dérivées partielles et à la condition à la surface par les solutions simples
e-«V'P-(jx)sinm4.F«(/.p), et plus généralement par la série
22Se-''V"P^(p.)(A,„„^cosm^-f-B;„„psinm4;)F„(^p),
où les A, B sont des constantes arbitraires, et les sommations s'étendant :
I® Celle par rapport à /i, à toutes les valeurs entières de o àoo; 2** culle par rapport à m, aux valeurs entières de o à /i; 3** celle par rapport à /?, à toutes les racines positives p de l'équation TSn(p'^) -~ o.
334. Cherchons à délcrminer les constantes A, B, de telle sorte que la série satisfasse à la condition initiale
(78) 222P^(tx) A^„^ cosm^ + B^np sin m^)¥^{pp) =j ,
pour tous les points intérieurs de la sphère, c'est-à-dire pourp^o<r, 1x5—151, ^50 = 21^.
Soit m', /i', jJ un des systèmes de valeurs associées des paramètres m, /i, p. Pour déterminer Am'n'pt niultîplions l'équation (78) par cosm'tj^rf^ et intégrons de o à 2 7w. Tous
les termes du premier membre donnent une intégrale nulle, sauf ceux qui contiennent cosm'^. On a, pour ceux-ci,
f 2, SI m :zz o.
il viendra donc
/cosm'trf-t- = SSPî'Cf*) Am-,pX„.itF(/>p).
Multiplions cette égalité par P^'([ji)£2[x et intégrons de — 1 à -H- I . Tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle (319), sauf ceux où /i = n\ pour lesquels on a
il viendra donc
/ / /cosm'4-P7([x)rf^rf|x-2:A„vpX„.itIj;.F(/>p),
la sommation ne s'étendant plus qu^aux valeurs de p correspondant à la valeur n' de l'entier n.
Multiplions enfin par p^F(/>'p)rfp et intégrons de o à r; tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle, sauf celui où/> =/?', et l'on aura finalement, pour déterminer Xm'n'p'y l'équation
r f f fcosm'^PTMp'^(p'p)MdiLdp
On trouvera, par le même procédé, pour déterminer Bm'/i'/)', l'équalion analogue
.-♦-1 x»îit
r f f /sinm'4-P?(||x)p'F(/>'p)rf4»rf(xrfp
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Substituons, dans la série (78), les valeurs que nous Tenons de trouver pour les coefficients, et accentuons les variables d'intégration, afin de pouvoir faire rentrer sans ambiguïté sous les signes d'intégration les facteurs qui leur sont extérieurs; nous obtiendrons comme valeur initiale de U l'expression
335. Mais il reste à prouver que, en additionnant les termes de cette série triple dans un ordre convenable, on trouvera bien pour somme /*(^, a, p).
Laissons d'abord n etm constants, et bornons-nous à faire varier p de manière à lui faire prendre successivement pour valeurs les diverses racines positives de l'équation
supposées rangées par ordre de grandeur croissante. Nous aurons à déterminer la valeur de la somme
(80) '^j"M^ll}p-*F„{pp)F„{pp')dp',
pour les valeurs de p comprises entre o et r. Nous verrons qu'elle est égale à/(ip', (x', p) [pourvu que cette expression, considérée comme fonction de p, soit continue et ait une variation limitée dans l'intervalle de o à r, quels que soient ^ et |jl'].
La somme (79) se réduira dès lors à la somme double
qu'on sait être égale ^/{^j p., p) [320].
Tout revient donc à établir ce que nous avons annoncé pour la somme de la série (80).
336. En cessaiil, pour plus de simplicité, de mettre eu évidence les quantités <}»', [x', n qui conservent une valeur constante dans toute cette recherche, cette expression peut s'écrire ainsi :
(80)' xV(p')P''''p'5;^"4^^-
La fonction F{pp) satisfait à Téquation difTérentielle ^ P' J^ + [P^9^-n{n -r- I)] ¥(pp) -^ o, et, comme elle est symétrique en p et/>, on aura aussi (8.) -^-P'^^^-^ +[p'p*-n(n + i)]F{pp) = o. On a de même
En combinant ces deux équations, on trouve
(p"-p«)/,>F(pp)F(/)p')
„, ,, d .dF(pp) „, . d ,dF(pp') ,, ,
en posant, pour abjéger,
?(/>) -/>' [P(PP') ^p^iPP) - F(/>?) ^ F(;>p') =/>'[pF(/>p')F'(;>p)-p'F(/>p) F' (/»?')].
on aura, par suite,
(8,) F(pp)Fipp') = ^^^—,.
Nous avons trouvé d'autre part
Pour transformer cette expression, nous remarquerons qu'on a
ôr r \r / r dp
ce qui permet de mettre K^p sous la forme
et de donner à Téquation à la surface
la forme suivante :
(84) p^lS^^\\rY{pr)^o.
Désignons par ^(y?) le premier membre de cette équation ; l'identité
(85) y,^-^^+HrF(/>r) = i-(/>),
étant difTérentiée, donnera
,^- à àF{pr) ^ „ âF(pr) ,,. ,
(^^^ d^p—dp-^^'—ôjr-='^^p^-
Enfin, pour p = r, l'équation (8i) peut se mettre sous la forme
i „<^ „àF{pr) dF(pr)
87) \Pài.P-d]^-^P—o7-
( -h[p^r^— n{n-^i)]¥{pr) = 0.
Tirons des équations (84), (86), (87) les valeurs de „/ , d¥{pr) â âF{pr) , , ., , ,^^^
^{P^)^ -OjT^' TpP ~%~ '^'''''' substituer dans (83),
il viendra
en posant, pour abréger,
p'^r^ _ ,i(n -+- 1) — Hr(i — HV) = Q(/>). On aura^ par suite,
¥(pp)¥{p',') ___ ^(){p)^'(p)
337. Il est aisé de voir que cette expression est le résidu ^ pour le pôle z = p, de la fonction
En effet, posons z = p -\r h; on aura
Q(5)=Q(/>) + AQ
Le résidu cherché sera donc
Or la quantité entre parenthèses est nulle. En effet, les équations (85), (86) et (87), résolues par rapport à -^p — ^ — >
^?^^.F(/>r), donnent
-àT'
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Substituons cette expression et sa dérivée dans Téquation (84)- li viendra, en tenant compte de ce que <!>(/') est nul,
_ r(i-iirW(p) + ^'(p) + pY(p) _ p¥(p)Q'(p)'\ '^L Q{p) QM/>) J
Hr/>4/(/>)_
ou, en réduisaDt et divisant par ,^^^ , ^
338. On remarquera d'ailleurs que, pour ^ = o, la fonction yj^z) n'est pas infinie, car 0(2) contient le facteur 5* qui figure au dénominateur. Donc x(^) ^'^ d'autres pôles que les racines />, et l'intégrale
^Jxi^)d=,
prise suivant un contour fermé quelconque situé à droite de Taxe des y, sera égale à la somme
y F(pp)F(pp') ^
bornée à celles des racines p qui sont contenues dans ce contour.
Les termes correspondants de la somme (80)' donneront rintégrale double
(88) f /(?')?" dp' ^JyS=)dz.
339. Prenons pour contour d'intégration (^Jig, 9) le rectangle MNPQ qui a pour sommets les points B/, A-f-Bi A — B/, — B/, A étant une quantité réelle de la forme
OÙ k est un entier, etB une autre quantité réelle, très grande par rapport à A. En faisant croître indéfiniment l'entier A", ce rectangle contiendra un nombre de' racines de plus en plus grand; on obtiendra donc la somme (80)' en cherchant la limite de l'expression (88) pour k =^ co.
Pour établir que cette expression a pour limite /(p), il nous suffira de faire voir : i° que l'intégrale
où b est une quantité variable entre o et r, reste constamment inférieure à une limite finie; 2" qu'elle tend uniformément vers ^ lorsque k croît indéfiniment, tant que b restera
Fis- 9-
fi
inférieur à p — c ou supérieur à p + e, e étant une constante quelconque.
En efl'et, l'intégrale ( 88)' étant décomposée en deux autres, où l'intégration relative à p' s'étend respectivement de o à p et de p à r, ces intégrales partielles auront respectivement pour valeur (t. II, n** 221)
i/(p-o) et -i/(p4-o).
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Leur somme sera donc égale à /(p), puisque cette fonction est supposée continue.
Nous remarquerons d'abord que ^(5) étant une fonction
impaire, les éléments de l'intégrale / ^- ^ ,^ prise sur le
côté MQ se détruisent deux à deux. En outre, y^(z) prenant des valeurs imaginaires conjuguées en deux points symétriques par rapport à l'axe des x, le reste de la ligne d'intégration relative à z pourra être borné à sa moitié supérieure KNM , à la condition de doubler la partie réelle et de supprimer la partie imaginaire du résultat obtenu.
Posons pour abréger
nous aurons (217) pour F(g) = s -J t(s) une expression de la forme
prie / f \ \
(90) F(5).r:— A--, .'(a + 0) + sin(--X)0„
0, 6| étant des polynômes en — • La dérivation donnera pour
F'(3), F"(^) des expressions analogues
(91) F'(3) r^-- -"li-y:l) (a + 0,) C0S(5 - X)0„
(92) F'(^) ...- 5^(---'::A} (a + 0,) !- sin(5 - X)0„
O2, ...,05 étant encore des polynômes en — •
Soit z= u-h ti, t étant positif ou nul. Le module des
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quantités
COSiz — X):= ' ,
sin(5 — X) =: .- >
sera compris entre
et — >
et, par suite, moindre que e'. En particulier, si t est très grand, il se réduira sensiblement à 4e'.
D'ailleurs, si le module y/w^-i- t^ de ^ est >> i, les modules des polynômes 6, • . • , Q5 seront limités ; et si | ^ | est
très grand, ils seront du même ordre de grandeur que | — r^-
Les modules des quantités F(z), F'(;;), F"(z) seront donc, si t est très grand, sensiblement égaux à
et seront, dans tous les cas, moindres que
l désignant une constante.
Ce dernier résultat, que nous venons d'établir en supposant 1^1 >-i, subsiste évidemment encore si |z|^i; car,
dans cette hypothèse, j — : est au moins égal à i, et, d'autre
part, les modules des fonctions entières F(5), F'(5), F^(z) restent inférieures à une limite fixe.
341. Il est maintenant aisé de trouver, soit la valeur approchée, soit une limite supérieure du module de chacun
des facteurs de la quantité
qui figure dans Tintégrale (89), lorsque \z\ est très grand,
ce qui a lieu sur toute la ligne d'intégration.
20' On a tout d'abord — ^ <; 2. En second lieu,
Q(5) — r*;5*-- «(n -h i) — Hr(i — Hr),
a son module sensiblement égal k r^\z \^. On a, d'autre part,
^(z)=z^^^^^ -hHrF(rz)
= rzF'(rz)-hUrF(rz).
Sur le côté horizontal du rectangle, où 5 == w -+- B/, u variant de o à A et B étant très grand, les modules de F(r5 :,
a e^^ F'(rz) seront sensiblement é^aux à ; — . et l'on aura sen-
siblement
\^(z)\=-eri>.
Sur le côté vertical, où z = A-^ ti, t variant de o à B, on aura, en remplaçant A et X par leurs valeurs,
rz — \-- rA — X H- rti=z [2k — ^)ir -^ rtiy d'où
sin(r5 — X) — : — cos rtiy cos(r-3 — X) := sin rtij et, par suite,
^(z) =-- rz J — r:"[* ~^" ^sC'''')] '^ sinrti^3{rz)\
-hHr -^ — [a -h ^(rz)] --cosr/£0,(r5)[.
On en déduit
(93 ) ^^{z)z=a^ cos^rti{i 4- M 4- M' tangra' ■+- M" tang*rfi).
M, M', ]VF, M''' étant des polynômes formés avec les puissances négatives de A-h^/; A étant très grand, ces polynômes ont lears modules très petits; d'autre part, lorsque t varie de o à oo, inng rti varie régulièrement de o à î; donc on aura sensiblement
H/«(5) I — a«cosV^/= -;r(c'-'-+-e-'"')«> — e""'.
Considérons enfin ie dernier facteur,
P'9(^) _ ,\?¥(?'z)F'(pz)~-p'F(pz)¥'{p'z)l
Il peut se mettre sous la forme ^ ' I ¥{p'z)F'(pz)-^F(pz)F'{p'z)
Or on a
expression dont le module a pour limite supérieure
pVI^I,
p —p p — pj
|x désignant une limite supérieure du module de F^(xz); or ce dernier module est moindre que
xz \ pp'\z
car X, variant entre p et p', qui sont eux-mêmes compris
Où'
entre o et r, sera << r, mais > -^'
On a donc pour limite supérieure du module cherché l'expression
J. -- Cours, IIL 29
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Le même procédé, appliqué à l'expression
donnera pour son module la même limite.
Substituant pour ces quantités, ainsi que pour F(ojs), F'(p5), . . ., les limites de leurs modules, il viendra
D'ailleurs, p' étant ^r et \z\ étant très grand, le second terme de cette expression sera négligeable par rapport an premier.
342. Il résulte des évaluations qui précèdent que, sur le côté horizontal du rectangle où ^ = B, et où |5| est sensiblement égal à B, l'intégrale (89) s'annule pour B=oo; car on aura
'^du
(A désignant le maximum du module de p'^xC^)" lequel, d'après ce qui précède, ne peut surpasser sensiblement la quantité
qui s'annule pour B = 00, car elle contient en dénominateur l'exponentielle e^''~9^^.
Considérons maintenant l'intégrale suivant le côté vertical, laquelle, pour B = 00, se réduit à
Elle a une valeur limitée, car son module est au plus égal à
[JL désignant une limite supérieure du module de p'^y (A-h ^/). Or I 5 I étant ici égal à y/AM^, [J^ ne peut surpasser sensiblement l'expression
laquelle donne une intégrale finie, à cause de la présence du facteur e^'*~P^' au dénominateur.
jN'ous allons enfin démontrer que l'intégrale, suivant le côté vertical, tend uniformément vers | pour A = oo, quelle que soit la valeur constante ou variable assignée à 6.
A cet effet, nous remarquerons d'abord que l'on peut supposer 6> Y' En effet, si b était <[ -r9 on pourrait décomposer le champ d'intégration relatif à p'en deux autres, s'étendant l'un de p à -.-> l'autre de j k b. Le module de l'intégrale relative à cette seconde partie du champ est au plus égal à
\i.dt
et a fortiori à ^ / P* ^^' quantité indépendante de 6, et qui
s'annule pour A = oo. On n'aura donc à considérer que la première partie du champ.
Supposons donc 6> r-« Pour déterminer dans ce cas
la valeur limite de l'intégrale, il ne suffira plus d'assigner comme on l'a fait jusqu'à présent, une limite supérieure à son module; mais il faudra analyser avec plus de précision la nature des facteurs de '^{z).
Considérons d'abord le facteur
o(c)z.:2'[pF(p^-)F(pi.)-p'F(px;)F(p'^)].
Substituons aux fonctions ¥[çz), . . . leurs valeurs
F(p;?) = ^- ^IP-'^Z: ^J [a 4. e(p5)] ^ sin{pz - X)6,(p-s),
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il viendra
isin(p's-l)cos(|.c — l)[.'p'-l-D -cos(p's-»)!iB(p»-X)[.'i> -i-D .|-.in(p'=-X).in(p=-l)D- + co5(p's-l)cos(ps— 1)Dchacune des quantités D, IV, D", D'" étant une soi tractions simples, de la forme
En faisant usage des formules
.!■/,', li™.(,- n «inr(p+p')'— 'X]-l-sin(p sm{p 3 — X)cos(p X)^
on peut mettre cette expression sous la forme
( -+-cos(p'— p)3E°-i-cos[(p'-+- p)s — a> E, E', . . . étant de la môme forme que D, D', ....
D'ailleurs, pour p' ^= p, (p( ;) s'annule identiquemeii E', E', E'" s'annulent. Si donc une de ces fondions c la fractioD simple
f'-'f-'"-"*'*'' elle coQticndra son associée
Cette fraction, ajoutée à la précédente, donnera ud de la forme
''''~'''Sp>p'°.-U.' ■"■Y + ?=l' + v-,.
On aura donc
F', F*', F"' étant des sommes de fractions simples, de la forme
.^Py
Substituons, dans les arguments des lignes trigonométriques, la valeur ;: = A-t- ^^ et séparons la partie réelle de la partie imaginaire au moyen des formules d'addition. Remarquons enfin que 2X ne diffère de arA que par un nombre impair de demi-circonférences; il viendra
««/ «r-N _ r sin(p'- p) A cos(p'- p)tn faV , . . . p'I
r- cos(2r-p-p')Asin(p'-T-p)/n /«* A
■^L sin(2^--p-p')Acos(p'-^p)//J^^ P\ 2 ^ / r cos(p'— p)Acos(p'— p)/n L- sin(p'-p)Asin(p'-p)^£j^P ^^
r- cos(2r - p - p') A cos(p'-r- p)an
L- sin(2r-p-p')Asin(p'-i-p)^/J^P
344. Chacune des fractions simples qui figurent dans E. F', F", F'", considérée comme fonction de p' et de /, est de la forme
, où V ^ fx.
Elle peut s'écrire
^ ' ^^ M m \ PtÊ.
Chacun des termes de cette somme est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', A, f , continue, réelle et positive dans tout le champ d^intégration. Cette fonction sera croissante de p' = p à p' = 6, si 6 < p. Si 6 >> p, on pourra ia décomposer dans la différence des deux fonctions partielles
pî^ (Â*T^ ®^ \p?""^y (AM-^*)^'
également continues et positives, dont la première ne varie pas avec p', tandis que la seconde est croissante de p à &.
D'ailleurs A et r étant au plus égaux à y^A^-j- i^ et p'au moins égal à r- dans tout le champ dUntégration, le module de la fonction considérée aura pour limite supérieure
et, si 6 >^ p, les modules des deux fonctions partielles dans lesquelles on la décompose seront moindres que
Ces diverses fonctions tendent donc uniformément vers G pour A = 00, quels que soient p' et t. D'autre part, la fonction
Q(z)_ /i(/i-f-i)-i-Hr(i-Hr)
est de même égale à r^, plus la somme de quatre termes, dont chacun est le produit d'une puissance de e par une fonction positive de /et de A, qui tend uniformément vers o pour A=oc, quel que soit /.
On a enfin
^^(z) — oL^ cosV// (i -h M 4- M' tangr/i -h M' tang'r/*).
Chacune des fonctions M, M', . . ., étant une somme de
termes de la forme
s'exprimera par une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction continue et positive de / et de A, qui tend uniformément vers o pour
D'ailleurs, lang/7/ est le produit de i par une quantité comprise entre o et i. On aura donc
, 4_ M -h M' tangr// -f- iM^^ tangV/f --- 1 4- ? -^ P7 — P'— P'i;
P, P', P', P'' étant des fonctions continues et positives qui
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tendent uniformément vers o pour A = oo, rexpression
I _j_ M -f-M' iSLngrti-hW tangVn* "" (i -hP — P')»4-(P'— P*') sera évidemment une fonction de même forme.
345. Réunissant les résultats précédents, on trouve pour l'intégrale cherchée
l'expression suivante
r sin(p' -p)A /--cos(p^^p)a\,r'
. ^^os(p'-p)A^p' rsin(p---p)// n^^^
+- / sin(2r— p — p')At/p' / Ul- r-L_ p' «_^ L^/
/ "^ '^Jo cos«/7£ p'-f-p
sin(p'-(-oU/ ,i-hR|
,, r : 1 ' Vo cos«/-fi p-4-p
I -4- / CCS ( p' — p) A t/p' / ^-T-~ P
de
sin (p'—p)/i , R,
CCS* rti
— I sin(p' — 9)Adp' I
— 1 ^r,ii(2r — 9 — p')Adp' I —^ .^—p'-,- — dt
Jp "^ ^ \l cos' rti ' p'-f-p
— / sin(2r — p — p')Adp' I
sin(o'-+- p)ti , R., ces*/-// p'-4-
R, R|y R2, R3 étant une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', t. A, continue, positive et bornée, laquelle croît (ou tout au moins ne décroît pas) lorsque p^ varie de p à 6, mais tend uniformément vers zéro quel que soit p pour A = x.
D'ailleurs p' et -7^ — sont des fonctions de p', finies et con-
tinues; elles sont croissantes de p à 6, si 6^ p; dans le cas contraire, elles sont la dilTérence de deux fonctions finies, continues et non décroissantes
p-Hp' 2 V2 pH-p7' '
Enfin, les fonctions cos(p' — p)^«, — î — -, — — sont
croissantes de p à 6.
Donc chacune des intégrales relatives à t^ qui figurent dans la formule précédente, porte sur une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', A, t positive, bornée et continue, laquelle ne décroît pas lorsque p' varie de p à 6, mais tend uniformément vers o pour A=oo (à moins qu'elle ne soit indépendante de A, ce qui arrivera pour les termes des quatre premières intégrales qui ne proviennent pas de R et de R|).
L'intégrale de chacun de ces termes, prise par rapport à ^, sera manifestement le produit d'une puissance de i par une fonction de même forme, que nous désignerons par /(P',A).
D'autre part, les intégrales
, I — cos(^ — p) \
f sin(p'-p)Arf?'= i
r / / \ A ^ / sin(^> — p)A / cos{p'—p)kdp'— X '
f. , /VA ,, cos(2r — p — 6)A— cos(2r — 2p)A sin{2r — p--p')Adp'= ^ ^ — ,
sin(2r — p — 6)A — sin(2r — 2p)A
I cos(2r — p — p')Adp'zii —
sont limitées et, pour A = oo, tendent uniformément vers les limites respectives -> o, o, o, o.
Soient
l'une quelconque de ces cinq intégrales; G la limite vers laquelle elle tend. Il sera aisé de trouver la limite de l'intée:rale
f ?(p',A)/(pSA)^.o' Jp
par la méthode employée au tome II, n** 221. On a, en effet, X désignant une constante,
/b X.PH-X ^b
Appliquons à la seconde intégrale le second théorème de la moyenne ; il viendra
f ?(p',A)/(p',A)rfp' =/{p^\,.ii)f ^(p',k)dp'-^/{b,\)f ç.(p',A)rf?'.
Pour A =00, les deux intégrales ci-dessus tendent uniformément vers zéro (pour plus de détails, voir Tendroit cité); et leurs multiplicateurs tendent également vers zéro (ou tout au moins restent fixes, si /ne dépend pas de A).
Reste la première intégrale
P -hX
-=/(?, A) f cp(p',A)«fp'+r^" [/(p',A)-/(p,A)]cp(p',A)*'. Jp Jp
Le premier terme lend, pour A = 00, vers Glini/(p,A).
Appliquons à l'autre le second théorème de la moyenne; elle devient
Ç étant compris entre p et p 4- ^.
L'intégrale qui figure ici reste finie; son multiplicateur tend d'ailleurs vers zéro pour A = 00, s'il dépend de A; sinon, on pourra le rendre aussi petit qu'on voudra en faisant décroître X.
Nous obtenons donc pour la limite cherchée
Glim/(p, A).
347. Tous les termes des intégrales (94) pouvant êlre traités de même, et G étant d'ailleurs nul, sauf pour la première d'entre elles, pour laquelle il est égal à -> la limite cherchée sera, en désignant par Ro ce que devient R pour
,. r rdt ( R„\
Mais, lorsque A tend vers 00, Ro tend uniformément ver» zéro. L'intégrale se réduit donc à son premier terme
rdt
Posons e'''= u\ cette intégrale se transforme en
Doublant ce résultat d'après le n" 339, on obtiendra ->
ainsi qu'il fallait l'établir.
I. — Première variation des intégrales simples
348. Soit <f(^, J^, y, •.. ,^'";-3, 5', . . .,5", ...)une fonction de la variable indépendante x, des variables dépendantes y, Zj . , . et des dérivées de ces dernières jusqu'aux ordres m, n^ , . . respectivement.
Si nous changeons y, z, , . . en y -i- eti^ s -f- eÇ, ... (tj, Ç, . . . désignant de nouvelles fonctions de :r et e une constante infiniment petite)^*, z^, ... seront changés en ^*~r-e7i*, s* -h eÇ*, . . ., et cp en
4>(a7, e) = 9{a:, y -h eT), y' -^ etj', . . . , 5 -h eÇ, . . .).
('ette expression, développée par la formule de Taylor suivant les puissances de e, prendra la forme
en posant, pour abréger.
ày ày' ôy"^ ôz
Les quantités €91, e^o^i • • • &<i oommenl les variations
46o TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV.
première y seconde, etc. de la fonction y, et se représentent par les symboles Sy, 8^<p, ....
On a, d'après cette définition,
ly — 6T,, 8/ — er/, ..., 8^ == eÇ, ...; û^yr^O, 8V = 0, ..., S'^nrO,
Il est clair, d'ailleurs, que cpi, cp2, . • • ne sont autre chose que les dérivées partielles ^> "TT' *" P^ur la valeur particulière e = o. Or on a généralement
^i ^k^ ^ ^k ^i^ àx^ {Je* ~" SË^ àxt *
Pour e = o, -T-T- se réduira a o^^ = — 0*9 et -r-z -^r-r à
-^5*-T-^- Substituant ces valeurs dans l-équation précédente et multipliant par la constante e*, il viendra
^ ^ dx' ^ dx'
Cette équation montre que les deux opérations de la dérivation et de la variation peuvent être transposées.
3i9. Les équations (1), respectivement multipliées par e, £2, . . . , pourront s'écrire
^ av a y az
Si les fonctions y, z, • . . , au lieu d'être données immédiatement en fonction de x, étaient exprimées au moyen de j:, /,/',...; //, «', ... ; . . . , où t, iiy ... désignent des fonctions de x^ le changement de ces dernières fonctions en f -4- er, ?/ -h eu, ... transformerait^, 5, ... en ^-4- 8k -4- ^8*j^ -+-...,
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f- 05 4- 7 S^z -f- . . ' , . . . , et, par suite, o en
OU
Ainsi S<j) conserve la même forme que si y, z étaient donnés directement en fonction dex; mais les variations suivantes seront modifiées par l'adjonction de nouveaux termes en 8^j',
sy, ....
350. Proposons-nous maintenant de déterminer les variations successives d'une intégrale définie
Changeons y^ z en y -^ 87, 5 -h 85, ... ; y sera transformé
en
*(ar, e) m <p -h 8cp -H i o-<p 4- . . .
et I en
Séparant les termes affectés des diverses puissances de e, il viendra
Ce résultat suppose toutefois que les limites Xo^ x^ de l'intégration sont des constantes fixes. Si nous admettons qu'en
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même temps qu*on altère les fonctions j^, ^, • . . on accroisse Xq^ Xi de quantités infiniment petites $Xo = eÇo» Sa:i = eçi, I subira de ce fait une nouvelle altération A'I, ég'ale à
(4) / (<p-hS<p-f-^8'cp4-...)^^— / (? -4-5?-4-...)<'^.
Chacun des termes de cette expression peut se développer sans peine suivant les puissances de e. En eOet, considérons, par exemple, le terme
,Xi -4-8x1
S*<p dx.
I .2. ,k La formule de Ta^lôr donne
[8*0] I, . . . représentant les valeurs de 8*0 et de ses dérivées pour X = Xi (y^ y ^ . . . , 2, ... étant en même temps remplacés par les valeurs ^i, J'ii .-.; ^1, . . . qu'ils prennent pour
Multipliant par t et intégrant de Xx à arj-j-Sx,, il
viendra, pour valeur du terme considéré,
Chaque termede l'expression (4) étant développé de même, on obtiendra, en réunissant ensemble les termes de mémo ordre en e,
Réunissant ces termes à Tautre partie de la variation déjà obtenue précédemment, il viendra, pour la variation première
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del,
pour la variation seconde,
3ol. On peut arriver au même résultat d'une autre manière, en transformant Tintégrale
I -h Al=r / 4>(^, e)</j
'jr,H-OJr,
par un changement de variable, de manière qu'elle ait les mômes limites Xo, x^ que l'Intégrale primitive. Posons, en effet,
0^ étant une fonction arbitraire de t, affectée du coefficient e et assujettie seulement à se réduire respectivement à qxq et ixt pour l ^^Xq et t :=:Xi'y on aura
ou, en écrivant x au lieu de ^,
I -t- Airzr / ^{X -\- ^Xy z) [dx -h d ^X
^ [* 1-^-5-4- ^^0.:= 4-... J(^a:4-^o^) rrr I ^ dx -{- d\<^ ox -\- ^ -i- ...
mais on a
dx
dx dx
2 dx
Substituons ces valeurs dans Texpression de I-f-AI, et séparons les termes de même ordre en e;. on trouvera, pour SI, ô*I, ..., les mêmes expressions que tout à l'heure.
352. Nous venons de nous trouver conduits à faire varier non seulement l'expression de ^', ^, . . . en fonction de la variable indépendante x, mais cette variable indépendante elle-même. Cette considération nouvelle peut devenir néces saire, lors même que les limites Xo, x^ restent fixes.
Considérons, par exemple, l'aire comprise entre l'axe desx
VÎQ, lo.
et la courbe figurée en ligne pleine par la /ig. lo. Elle sera représentée par l'intégrale
j ydx,
où Ton donnera à x la série des valeurs successives qu'il prend lorsqu'il décrit la courbe, y désignant l'ordonnée correspondante.
Considérons une seconde courbe infiniment voisine de la première et ayant les mêmes extrémités, par exemple celle
que la figure représente en poinlillé, et proposons-nous d'évaluer raccroissement de Taire lorsqu'on passe de la première courbe à la seconde. Pour opérer ce changement, il ne suffira pas de faire varier l'ordonnée de chaque point de la première courbe en laissant l'abscisse constante; car il y a sur la seconde courbe des points auxquels ne correspond, sur la courbe primitive, aucun point ayant la même abscisse. On pourra, au contraire, passer aisément de la première courbe à la seconde, en altérant un peu les abscisses en même temps que les ordonnées.
353. Cela posé, l'objet principal du calcul des variations est la solution de la question suivante :
Les fonctions y, 5, . . . , qui figurent dans l'intégrale I, et les limites Xq^ x^ étant indéterminées en tout ou en partie, achever de les définir, de telle sorte que la valeur de l'intégrale I soit maximum ou minimum.
D'après cet énoncé, si l'on donne ky, z, . . ., Xo, x^ un système quelconque de variations infiniment petites 8^, Sj, ..., SoTo) ^X\ compatible avec les conditions imposées par l'énoncé du problème, l'accroissement
qui en résulte pour la valeur de l'intégrale devra conserver constamment le même signe (positif ou négatif suivant qu'il s'agit d'un minimum ou d'un maximum).
Or, e étant infiniment petit, l'ensemble 81 des termes du premier degré sera prépondérant et donnera son signe au résultat. Si d'ailleurs on admet (ce qui aura lieu très généralement) qu'à chaque système de variations S^, hz, . . ., Zxq^ hx^ compatible avec les conditions du problème, correspond un second système de variations — Zy^ — 8^, ..., — 8j:o, — 8xi jouissant de la même propriété, ce nouveau système de variations donnera à I l'accroissement
J. — Cours, III. 3c
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qui sera de signe contraire au précédent, à moins q\ n'ait SI = o.
Nous obtenons donc cette première condition poar l'e tcnce d'un maximum ou d'un minimum :
l,a variation première SI doit s'annuler pour tout i lème de variations iy, 5«, .... 5:f,, Sx, compatible c tes conditions du problème.
3oi. Celte condition détermine, en général, ainsi que n le veiTons, ce qui reste d'arbitraire dans ta déCoîtion i fonctions^, 2, ... et des limites x^, X|. Mais elle n'est suffisante. Il faudra en eflel s'assurer que, après avoir ai déterminé ces quantités inconnues, l'accroissemeot de I pi une variation infiniment petite (compatible avec les con lions du problème) conservera toujours le même sigi d'ailleurs, SI étant nul, cet accroissement se réduit à
isn-i-....
Le terme prépondérant de ce développement. jS*I, devra donc pas changer de signe, quel que soit )e svsiè de variations que l'on adopte parmi ceux qui sont adm sibics. Cette seconde condition sera évidemment suffisai si {S^I est toujours difTérent de zéro. Mais, s'il existait système de variations qui annulât 5*1, il n'y aurait ni ma;
mum, ni minimum, à moins que :;5'I, qui est d'oit
impair, ne s'annulât en même temps, auquel cas il rester à discuter le signe de S'I, etc.
Nous nous bornerons, dans cette Section, à tirer les con; quences de la première condition
Hu5. Posons, pour abréj;er l'écriture,
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Nous aurons, d'après la formule (3),
8;p z= A 8y -+- A., S/ H- . . . -h A;„ ly'^ + B 8-5 4- . . . ,
valeur qu'il faudra substituer dans l'intégrale / So dx.
L'intégration par parties permet de transformer cette expression en faisant disparaître sous le signe f les variations des dérivées j'', . . . , y'^, z\ . . . , 5", .... En effet, considérons, par exemple, le terme
/ A;t 8y* dx.
Nous savons que S^* est la dérivée Ar*^™" de 8;^; on aura donc
kk^y'^dx^ [A;t8/*-» — A;t;o7*-»-4- ... 4- (— i)*-' Aj"* 87 jj;
+ f \-i)''kiZydx.
Opérons de même sur chaque terme de 8^ et posons, pour abréger,
A -A; + ...-t- (-!)"• PlZ =m, ' A, -a; + ...-)- (-!)'«-' Ar'=c, A,- a;-)-. . .+ (- i)-"-' Ar' =C',
B,-B;+...+ (-i)'-»Br' ^D',
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il viendra
SI = [^] 1 Sj?, — [cp]o 8j?o 4-
[csj-hC*5y-h...-hG'«-*5y«-n''
Cette expression doit être nulle pour tous les systèmes de valeurs admissibles des variations S^, 5z, . . •, S:Co» Sj:,.
356. Supposons d'abord que ces variations puissent être 3hoisies d'une manière entièrement arbitraire. On pourra poser, en particulier,
ôXq -" 8a:, -z o, 8j — ee» M, 8-8 - eO*N, . . . ,
0 étant une fonction quelconque de jr, qui s'annule pour x=:Xfi et pour x =^x^^ ainsi que ses dérivées successives, jusqu'à un ordre égal au plus grand des nombres m — i, n — I , .... Pour ce système de variations, les ternies tout intégrés de 81 s'évanouiront, et l'on aura
Cette intégrale, dont tous les éléments sont positifs, ne pourra s'évanouir que si l'on a
ce qui réduira l'expression de 81 à la partie tout intégrée
[G 8j -+- G» 8/-h . . . 4- G'"-» 8j"'-' T'. -f-D8^ -l-D»8c'-h...-hD'»-^ 8^«-» j -i-[<p,]8a:,--[ç]
-=C,87,-t-G|8j;-f ...4-Gr*8jrM-D,8c,-i-...-hDî-*85r'--.
-Go8jo-Ci8y,-...-Gr»8j--i-^Do85,-...~Dj-*a;:r* — -+-[cp]i8a7,— [cp]o8^o»
que nous désignerons par H.
Les diverses variations qui flgurent dans cette expression
— fçlo 8.a7o
sont évidemment des arbitraires indépendantes. Donc, pour que 81 s^annule identiquement, il faudra qu'on ait encore
/r\ l ^*^^®» ^i^^^o» •••> Co— ^o, ..., DJ" -= o, ...,
Les équations'
sont des équations difTérentielIcs entre x et les fonctions inconnues r, z.
Lapremièrecontient les dérivées de j', 5, ...jusqu'à l'ordre 2/?i, n -{- nij ... respectivement. La seconde les contient jusqu'à l'ordre m-\- n, 2/1, . . . ; et de même pour les suivantes si le nombre des fonctions^, z^ ... surpasse 2. Ces équations forment donc un système d'ordre 2m 4- 2/1 -f- ... en général, et donneront y, 2, ... en fonction de x et de 2m 4- 2 n 4- ... constantes arbitraires a^y a2i ....
En substituant ces valeurs dans les 2-|~2/n4-2/i-f-... équations aux limites (6), on aura le nombre d'équations nécessaires pour déterminer les constantes d'intégration et les limites Xo, x%. Le problème est donc en général déterminé.
357. Jacobi a montré que le système des équations difTérentielles( 7) peut être ramené à un système de 2/n4- 2/n- ... équations du premier ordre ayant la forme canonique.
Supposons, en effet, pour fixer les idées, qu'on ait deux fonctions inconnues y^ z. Prenons pour inconnues auxiliaires les quantités y^ . . .,^'"~', z'^ . . ., ^'»~*, C, C*, . . ., C*"*, D, D', . . . , D**"* ; on aura, par définition.
dx ^'
dx ^ '
dx""'
ds"-^
mit
dx - " '
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D'autre part, la différentiation des équations (5) donne immédiatement (en remarquant que M = N == o)
dC _ ^'— A,— G'-«
^^^ ïdD_ rfD'_ ,
(Sx -^' •••' -d^-^'-^ '
et, si Ton lire des équations
les valeurs de j''", .s" pour les substituer dans les équations (8) et (9), on obtiendra, entre x et les nouvelles variables^-. /? •-,7'""*; 5, •••, ^''"*; G, ..., G»»-*, D, ..., D«-«, uu système d^équations du premier ordre, équivalent aux deux équations primitives.
Ce nouveau système est canonique. Considérons en effet la fonction
U=<p — Cj' — ... — C'"->y'« — D5' — ...— D«-*i;». Sa difTérentialion donnera
dV ---z ^^da: -\' Xdy -h (k,~ C) df -^ , , .-^- (k„ -^ C"-* ) dy""
~- ^' d\) — z'dï)'-... — z" dl)^-'.
D'ailleurs les coefficients de dy'^ et de dz" dans cette expression sont nuls. On voit donc que, si Ton exprime U en fonction de x, y^ . . ., y"*'* ; 2, ..., z"'^ ; C, . . . , C""* ; D, . . ., D"~*, en éliminant j'?", z"^ au moyen des équations (10), on aura
A— -1— , •• , Ai—W ^— —y .-., 13— -r-, ...>
ôy ôy^ oz
ce qui établit notre proposition.
358. Réciproquement, soit L) une fonction quelconque de X et d'un nombre quelconque de couples de variables y^ 7); 2, 2^; ...; supposons ces dernières quantités fonctions de x^ et cherchons la variation de l'intégrale
(L -f-Tjy-4- Çs'h-. . .)dx^
en supposant qu'on les fasse varier. La portion de la variation qui restera sous le signe 1 , après l'intégration par parties, sera
et, en exprimant qu'elle est constamment nulle, on aura les équations canoniques
dy -^ dt\
On voit donc que le problème d'annuler la première variation d'une intégrale et celui d'intégrer les systèmes d'équations canoniques sont entièrement équivalents.
359. Les résultats que nous venons de trouver subissent quelques modifications, lorsque les fonctions jk» z^ . . . et les limites Xq, x^ ne sont pas entièrement arbitraires. Nous allons passer en revue les principaux cas que l'on rencontre dans les problèmes usuels.
r* Les fonctions^, ^, . . . sont encore arbitraires dans l'intérieur du champ d'intégration; mais il existe entre les
limites^o,^! et les valeurs Jc/oj •••».>'î''*i ^o, ..,^2'*; ...; y^^ • • • ? y7~^ î ^1 , . . . , z""* : . . . que prennent pour ces limites les quantités ^, y, .. .,^'"" *; z^ z' ^ . .., 5"'*; ... une ou plusieurs reliions
(il) 'I' — o, x~o»
On aura encore, dans ce cas, M -^ o, N =: o, . . . ; mais les variations S^r©, 8xj, 8^o? ••• qui figurent dans la partie tout intégrée de 81 ne seront plus indépendantes les unes des
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aulrcs, et chacune des équations (ii) fournira une relation iinéaîre entre ces variations.
En efTet, changeons y, z, ... en ^ 4- 8>', z 4- S^, puîs Xf, ^, en Xq-^-Ixq, x^'^lx^, Soient jKo H- A/o? j^o-f-A;-^, ... ce que sont devenus jKo» y^^ ••• par cette variation. Ces nouvelles valeurs, associées aux nouvelles limites Xq-^-Zx^^ Xi H- Sj^i, devront encore satisfaire aux équations aux limites
ïj; = o, y^ = o, On aura donc, en développant par la série
de Taylor et s'arrétant aux termes du premier ordre,
O = ^ = p-^xo-h T^^-^i-H P- ^7o4- ^ Aj.;-^ . . .,
âxo dx^ dyo ^ dy^ "^^
Il ne reste plus, pour obtenir les relations cherchées, qu'à trouver l'expression de A/o> A/'o? • • • en fonction de S.ro, 8x1, 8;'o> 8>^'oJ • ' •• ^" l'obtient aisément comme il suit. On a, par défînition,
On aura donc, en négligeant les termes du second ordre, comme nous le faisons dans toute cette recherche,
Nous avons ainsi obtenu autant d'équations linéaires entre les variations SjCq, 8j?i, 8^o> ••• qu'il existe d'équations de
condition ^ = 0, -j^ r^ o, Soit /> ce nombre. On pourra,
au moyen de ces relations, éliminer p variations de l'équation
— 1^0 o ) 0 — • • — ^0 ^y 0 -f- l-'i Ov] -;- ... : IJ y Ow I
0 û*o — • • • ^-'o ^'^0 TT O.
Les 24-2m-|-2/i-f-... — p variations restantes étant entièrement indépendantes, on devra égaler leurs coefficients à zéro, ce qui donnera autant d'équations de condition nou* velies, qui, jointes aux équations if=io, ^ = 0, ..., détermineront encore Xq^ x^ et les constantes d'intégration.
On peut d'ailleurs opérer d'une manière plus symétrique en ajoutant à l'équation précédente les équations Of z^ o, 8y^ ^=: o, multipliées par des indéterminées X, |x, . . ., et égalant à zéro les coefficients de chaque variation. Les 'i -H 2/w -H 2/H- . . . équations ainsi obtenues seront les mêmes que celles qu'on obtiendrait en annulant la variation de I -h X^ 4- [A^ 4- . . • . X et [A désignant des quantités invariables. En les joignant aux équations données tj/ =^ o, ^ = o, . . ., on pourra déterminer toutes les inconnues du problème, y compris les inconnues auxiliaires )^, [a, . . . .
360. 2"^ Les fonctions j^, 2, ... ne sont plus indépendantes, mais sont liées par des équations diflerentiellcs
Soit p le nombre de ces équations, dans lesquelles pourront d'ailleurs figurer, outre les fonctions inconnues^', z^ ,.. et leurs dérivées, d'autres inconnues auxiliaires £/, ... et leurs dérivées. (Le nombre de ces nouvelles inconnues devra toutefois être inférieur à celui des équations de condition.)
Les équations tj/ = o, ^ = o, ... feront connaître p des inconnues jKj -2, . . ., a, . . ., par exemple j% ... en fonction des autres js, ...,{/,.. ., qui resteront indéterminées.
Cela posé, désignons par X,, ..., X^, des fonctions arbitraires de a?, que nous nous réserverons de déterminer. On aura évidemment, pour tout système de variations de^, 5, ..., 1/, ... ; ^0» «^1 compatible avec les équations t}; = o,'y^=:o, ...,
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car rintégrale / (^i ^ + ^2'^ ~^"*) ^^ étant identiquement
nulle, sa variation Test aussi.
La variation de l'intégrale
traitée à la manière ordinaire (sans faire varier les fonctions y) y pourra se mettre sous la forme
IF désignant la partie tout intégrée et M', N' des expressions formées avec ^, 5, . . . , w, . . . , X< , . . . , X^, et leurs dérivées. Déterminons les fonctions arbitraires )h> •••» ^/> par la condition d'annuler les coefficients des variations 8^, . . . des variables dépendantes y^ . . .; 8K. se réduira à
et, comme les variations Ss, Se/, . . . sont arbitraires dans tout 'le champ d'intégration, on aura séparément
H'rTO, N^---o, .... P' — o,
Nous aurons donc, pour déterminer y^ z et les fonctions auxiliaires X|, ..., X^, les équations différentielles simultanées
M' — o, N'-:-o, ...; P'zno, ....
Les constantes d'intégration et les limites x^y x^ se déduiront de la condition H' = o. Celle-ci se décompose d'ailleurs en autant d'équations distinctes qu'il reste de variations indépendantes parmi celles qui figurent dans H', lorsqu'on a
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tenu compte des équations aux limites
«J/rrro, ^- .— o, ..., pour a: m a?© et a? = d?j; (i3) { __ dx_ _ _ .
qui sont des conséquences des équations t{^ == o, y= o, lesquelles ont lieu identiquement pour toute valeur de x,
La série de ces équations aux limites devra d'ailleurs être arrêtée au moment où apparaîtraient, dans les dérivées successives de <}/, ^, . . ., des dérivées de ^, >5, . . .; w, . . . d'ordre supérieur à celles que contient H'.
On obtiendra donc la solution du problème proposé en égalant identiquement à zéro la variation de l'expression
Les équations ainsi obtenues, jointes aux équations et à celles-ci :
déterminent toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X, |x, v.
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361. 3"* Les quantités inconnues y<t z^ . . ., Xq, Xi sonl assujetties à varier de telle sorte qu'une intégrale définie
prise entre les mêmes limites que I, conserve une valeur constante c.
Ce cas se ramène immédiatement aux. précédents. Prenons, en eCTet, comme inconnue auxiliaire, la quantité
a 77- / ^ dx.
Cette équation, qui défînit £/, équivaut évidemment aux deux suivantes :
U' ■=.^, UrrzO pour X == J7o-
D'ailleurs, pour x = x^, u devient égal à r ; on doit donc avoir
U^=:C pour^r-rr^,.
D'après le numéro précédent, nous aurons donc à annuler identiquement la variation de l'expression
X(<1- u')]dX'\- fXo"o-r- H^i(«i-^c
^-hl^-i- -^ujdx-i- (,io4-Xo)«o-l-(fA| — Xi)("i-- c),
'ko et X| étant les valeurs de X aux deux limites Xq et x^.
Les termes qui, dans la variation de cette expression, dépendent de 8//, huoy ^Ui, seront
On aura donc les équations
— —o, [io-1-Ao — o, {X, — X|— o;
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donc "k est une constante, et la quantité dont on doit annuler la variation se réduit à
{<^-\'\^)dx.
Les équations qui expriment que cette variation est nulle détermineront les inconnues Xq, ^tt Xt ^» • • • en fonction de la constante inconnue X. Ces valeurs, substituées dans Tintégrale K, en feront une fonction de X, telle que /(X); il ne restera plus qu^à résoudre Téquation
On peut retrouver ce même résultat par les considérations suivantes.
La variation de l'intégrale I doit s'annuler pour tous les systèmes de variations Sy, 8^, . . ., qui annulent la variation de K.
Cela posé, soient h'xo, S'xi, 3'^, o'^, ... ; o^Xq, o"x^y B'^y, S^-s, . . . deux systèmes quelconques de variations de Xo, x^, y, z^ . . . ; et soient S'I, o'K; o'I, S''R les variations qui en résultent respectivement pour les intégrales I, K. Donnons à Xq^ ^iy y^ ^j - • • !<^6 nouvelles variations égales à
La variation correspondante de R sera
a^KS'K-S'KS'K^io.
Celle de 1, qui est égale à 5''K 5'I — ô'KS"!, devra s'annuler également. On en déduit
Le rapport des variations de I et de R sera donc constant pour tout système de variations de y^ z, .... Soit — X la
valeur de ce rapport. La variation de l'intégrale
sera identiquement nulle. Cette condition déterminera Xo, a:«,y, -3, . . . en fonction de X, qu'on obtiendra, comme tout à l'heure, par l'équation K = c.
On voit que, dans les divers cas que nous venons d'examiner, la solution du problème revient toujours dans sa partie essentielle à annuler la variation d'une intégrale où toutes les variations sont supposées indépendantes.
362. Nous allons éclaircir ces théories générales par quelques exemples.
Cherchons quelles conditions doivent être remplies pour que l'expression
soit la dérivée exacte d'une fonction ^ de x^y, y ^ • • • ? y^~^\ On a identiquement, par hypothèse.
On aura donc, quelles que soient les variations 8xqj SjTi,
H, M, N ayant la même signification que précédemment. On aura, par suite,
Mâo d d'^ d} 09 . , , àv dx dy' dx^ dy' ' " *
1 „ do a d<3 d- df
[°'~'^ — di ~d^dt''^dxidt'~""
les séries du second membre étanl prolongées jusqu^au point où elles s'arrêtent d'elles-mêmes.
363. Ces deux conditions, dont nous venons d'établir la nécessité, sont en même temps suffisantes. Cette proposition est évidente si m = o, /i = o ; car les deux conditions se ré-
duisant dans ce cas à —- = o, ^ = o, 9 sera une fonction
âf oz ' ^
de X seul, que l'on peut intégrer.
Nous allons montrer d'ailleurs que ces conditions seront suffisantes pour des valeurs quelconques de m et de /i si elles le sont pour m — i , n.
Nous remarquerons tout d'abord que le développement des divers termes de M ne fournit que des dérivées àe y et de z d'ordre inférieur respectivement à 2 m et /i -f- m, sauf
le dernier terme ( — 0'"T~m xi^T ^^^^ '® dé\eloppemenl contient les deux termes
Ces termes ne pouvant se réduire avec aucun autre, M ne pourra s'annuler identiquement que si l'on a
ce qui montre que cp est nécessairement de la forme
P ne contenant plasy'^ ni z^, et Q ne contenant plus^*".
POSOBS
/m-l Pdy»-*,
yf»-* seul étant traité comme variable dans cette intégra-
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tion; U sera une fonction de ^, ^, . . . , J^"*~* ; js, . • • , ^'•"•, dont la dérivée partielle par rapport à y^"^ sera P, et Ton aura, par suite ,
(m d\} d\} , àU ^ d\^ , àU ^
R ne contenant plus^*".
Si donc on pose
la fonction <p, = Q — R ne contiendra plus j/*'". D'ailleurs elle satisfera évidemment aux équations (i4)î car cp y satisfait par hypothèse, et -r- étant une dérivée exacte y satisfait
aussi nécessairement. Donc, le théorèma étant supposé vrai pour m — I , /i, <f 4 est une dérivée exacte, et il en sera de même pour <p.
364. Proposons-nous , comme seconde application , la transformation des équations de la Dynamique.
Considérons un système de n points /?|, ..•, /?„, de masses /tIj, . . ., w^, et dont les coordonnées x^^ yxy z%^ . . ., Xni y Ht Zn soient liées par r équations de condition
Soient X|, Yi, Z| ; ...; X;,, Y„, Z„ les composantes des forces qui sollicitent ces divers points, et admettons, ce qui a lieu dans des cas très étendus, que ces composantes soient
les dérivées partielles -r — > ^ — > -r— : •••: -x — > -^ — , -- —
^ d^i dfx dzi' dx^ ,dy^ dz^
d'une même fonction U des coordonnées x, y^ z et du temps t. D'après les principes généraux de la Mécanique, on obtiendra les équations du mouvement en {oignant aux
relations (i5) les suivantes :
(i6) ' -T m/v' -hXi -r^ -h...-4-Xrx^ — o, ) (i=ii,...,n),
■ — — ntiZi -f- A| -r-^ -f-.,.-r- A;.
).j, ..., \r étant des inconnues auxiliaires représentant les tensions qui existent clans le système.
Représentons, pour abréger, par T la demi-force vive
et considérons Tinlégrale
Ir^ r'(lM-T)^/.
Les équations (i5) et (i6) sont précisément celles qui expriment que la variation de cette intégrale est nulle lorsque Ton suppose que les limites t^ et t^ restent constantes, ainsi que les valeurs initiales et finales des diverses coordonnées Xi^yi, Zi, et que d'ailleurs ces coordonnées restent assujetties, dans le cours de leur variation, aux équations de condition (i5).
Cela posé, les relations (i5) permettent d'exprimer les 3n coordonnées x, y^ z en fonction de 3/i — r d'entre elles ou, plus généralement, en fonction de 3/i — r nouvelles variables entièrement indépendantes y,, </2, Substituons ces valeurs dans l'intégrale. On aura
et, par suite, T se transformera en une fonction de q^^ q^t ••• et de leurs dérivées ^'^ , ^', , ..., homogène et du second J. — Cours, m. 3i
degré par rapport à ces dernières quantités; quant à U, il
deviendra une fonction de q^, q^,
Les nouvelles variables q^, 72? ... ne sont plus assujetties à aucune équation de condition; leurs variations sont donc i<rbitraires dans tout le champ d'intégration; elles doivent seulement s'annuler aux limites. Pour que la variation de l'intégrale
s'annule, il est donc nécessaire et suffisant que l'on ait d(U-4-T) d ÔT
dqi dt ôq'i
Ce sont les équations transformées que nous voulions obtenir. On peut d'ailleurs les remplacer par un système canonique en prenant pour inconnues auxiliaires les quantités
-T-7' C'est un cas particulier de la proposition plus générale
démontrée au n*^ 3o7.
36?). Brachistochrone, — Proposons-nous de déterminer le chemin que doit suivre sous l'action de la gravité un point animé de la vitesse initiale v^ pour se rendre d'un point •^o^o^o à un autre point x^y^ z^ dans le temps le plus court possible.
Prenons z pour variable indépendante. La difTérenlielle de Tare de la courbe cherchée sera y i h- x'^-^y'^'^ la vitesse v à un instant quelconque, sera v'Vj— 2^(^ — Zq)^ enfin la durée du trajet sera donnée par l'intégrale
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C'est cette expression qu'il s'agît de rendre minimum. On a
xM^^-f-NSy
en posant, pour abréger,
Mir:--^
^- /r-4- .r'*^ /Vt'j — 2g{z — vo.)
Nz=
^- \Jl 4- ^'* 4- /* \/t'J — 2^(5— Co)
Les deux équations difTércntielles de la courbe cherchée
M = o, N 1^ c donnent immédiatement
v/i -h x'^-hf* \Jvl — 2é'(5 — 5o)
cl, par suite,
r, C|, C2 étant des constantes.
On voit ainsi que la courbe cherchée est située dans un plan vertical. Pour mieux reconnaître sa nature, choisissons
ce plan pour plan des xz; on aura, dans ce cas, ^ = o, et Féquation difTérentielle de la courbe se réduira à
d'où
en posant, pour abréger,
Posons
a — b a -\- b z cos^;
il viendra
dx a -h b . , a-h b . / \ — cos t
— T- r= smf.J^'n: Sin^i/
dt 'i 2 V ' "^ cos t
=i{a-\'b) sin* | i =i [ i — cos ^ ],
d'où
(i8) X — [i — sin^]-4- Â:,
k étant une constante.
Les équations (17) et (18) peuvent s'écrire
a^b z-h bz= (1 — cosO»
a? — k^=: (t — sin / )
et représentent une cycloïde dont la droite directrice est dirigée suivant l'axe des x.
Si les points Xq, ^o» ^oî ^i? y\y Z\ sont supposés fixes, oj^o, S/o) 3^0, Sa:,, S/,, Se, seront nuls, de sorte que H s'évavanouira de lui-même. Mais les quatre constantes introduites
par l'intégration des équations M = o, N = o se détermineront en exprimant que la courbe passe par les deux points donnés.
Supposons, au contraire, que, le point (^o» J^o? -^o) étant fixe, la position du point (^o J^o ^i) ^^ soit pas donnée d'avance, mais qu'il soit seulement assujetti à se trouver sur une surface
On aura encore 8:ro= oyo = Zzq = o; quant à Sj^i, 8^4, 5zi, ils seront liés par l'équation de condition
Toutes les fois que cette condition sera remplie, la quantité H, qui se réduit à
devra s'annuler; on aura donc les équations de condition
qui, jointes à t{; = o et aux équations qui expriment que la courbe passe par x^^ ro, ^0 et par x^^ y^ -Cj, détermineront les consitantes d'intégration et les coordonnées finales ic«.
Les équations (19) expriment é\*idemment que la tangente à la courbe cherchée au point (^i, J^o Zt) est normale à la surface ^ = o.
Supposons encore que, {xoij'o^ ^0) étant fixe, (x^j^i, z^) soit assujetti à se trouver sur la courbe
Les variations ùXt , Sj^i, S>Z| seront liées par les deux équations
m-'-(Mh'
OXi-{- X^ ÙZi) -+-
-^ri <>-i)=o»
et toutes les fois que ces conditions seront remplies, l'expresrjon devra s'annuler, ce qui donne l'équation de condition
fd^\ fd-^\ {d^\ î \dzj, \dJo), \dy), I
[dlj, [dij, \Ty)^
qui, jointe aux équations •} = o, ^==: o et à celles qui expriment que (xo^yoy ^o) et (-r<, j^o ^i) sont sur la courbe, déterminera encore toutes les inconnues du problème. Cette équation exprime que la courbe cherchée est normale à la courbe 'i r=: o, y = o.
Le cas où (xq, jKo> ^o) serait lui-même variable se traiterait de la même manière.
366. Ligne de longueur minimum entre deux points- — Soient Xo, y^^ z^^ et j;,, y^, z^ les deux extrémités de la ligne cherchée. Nous supposerons, pour plus de symétrie, les coordonnées x^ y^ z exprimées en fonction d'un paramètre t. On pourra évidemment passer de la ligne cherchée à toute autre ligne infiniment voisine en faisant varier Texpression de x^ y, z en fonction de t, sans altérer les valeurs initiale et finale /q et tf de ce paramètre. Nous aurons donc à annuler la variation de Tintégrale
1= f dszzzÇ sjx'^-hy'^ + z'^dty où les limites ^o> ^i restent fixes.
On a
où
M zi= — 9 N ^^ — ^ — ^^ , ....
Les équations M = o, N = o, P -- o donneront, par Tinlégration,
jc' y'
, -"Consl., — _ - — '-^^ — ^rconst.,
d'où
x' m coiist. , y' —. const. , *;' - - const. ,
et eniin
(20) a?:- a/ 4- a, y =^ f^^ •- ?y iî 1= c^ -f- *'
équations d'une droite.
Si les points Xq^ yoj ^oj ^i> J^i» ^i s^^^t donnés, la condition de passer par ces deux points achèvera de déterminer la droite; il restera encore deux constantes indéterminées dans les équations (20); mais cela doit être, car ou peut changer dans ces équations t en mt -H /i, /n et /i étant deux arbitraires, sans altérer leur forme et sans qu'elles cessent de représenter la même droite.
Supposons que, le point (jTo, J^o» ^0) étant fixe, {-JCi^yt^ zi) soit inconnu, mais assujetti à se trouver sur la surface
On aura, entre les variations 8xi, 0^1, ô^i, la relation
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et, SOUS celte condition, Texpression
doit s'annuler, ce qui donne, pour achever de déterminer la droite et les coordonnées ^4,^1, z^, les deux équations
<^*^i àyi âz^
lesquelles expriment que la droite est normale à la surface {>•
Si (^1, J^o Zi) était sur une courbe
on trouverait de même IVquation de condition
f)'l^ â^ à^ I ; d/'i âyi dz^ I
' /^X ^ 5^ C^i ^Ji ^^1
qui exprime que la droite rencontre la courbe donnée normalement.
307. Lignes géodésiques. — Supposons que la li"^ne de longueur minimum à mener entre les points (a:©, Vo, Zq) et (j;,,yi, :;,), au Hou d'être située d'une manière quelconque dans l'espace, soit assujettie à être tracée sur une surface donnée
Nous avons à rendre minimum l'intégrale / dsy x^ y^z
étant astreints à la condition tj^ = o. Il faudra, pour cela, chercher le minimum de l'intégrale
K : - / (\^X'^ -i- y ^ -\- Z'^ -+- l^) dt.
On aura
H, M, N, P ayant les mêmes valeurs que dans le problème précédent. Les équations diflercntielles à joindre h réquation •il = o pour déterminer la courbe cherchée et Tinconnue auxiliaire X seront donc les suivantes :
ci œ'
dx
ÔY
f^ih Q^ U'^
Or - -, -- ) ~ sont proportionnels aux cosinus dîrecox Oy ôz * ^
leurs de la normale à la surface i^\ mais, d^autre part,
ci x'
• • sont respectivement proportionnels
JZ >
aux cosinus directeurs de la normale principale à la courbe cherchée (t. I, n'' 483). Les équations (21) expriment donc cette propriété géométrique de la courbe cherchée, que sa normale principale se confond avec la normale à la surface sur laquelle elle est tracée.
Les lignes définies par cette propriété se nomment lignes géodésiques.
368. Il est généralement avantageux, dans l'étude des lignes géodésiques, de représenter la surface considérée non plus par une équation entre x^ y^ z, mais par un système de trois équations, donnant .2:, y^ z en fonction de deux paramètres w, i^. On aura, dans ce cas, pour ds, une expression de la forme
ds = v^M du^-h 2f^dudç-hP dv^ .
Une ligne tracée sur la surface sera définie en joignant aux
équations de la surface une nouvelle relation donnant u cd fonction de v.
Si Ton fait varier la fonction u sans changer les extrémités "oi ^'oî U\i ^\ de cette ligne, on aura, pour la variation de l'arc, l'expression
^f. / 1 -T- du'^-\- i-.r-dudv-^^r' dv^\Zu-\-'2. (M du -t- N dv)dh
, r j I \àu du du J
j *=y ^di
Intégrant par parties le terme en d^u et égalant à zéro ce qui restera sous l'intégrale, on obtiendra l'équation différentielle des lignes géodésiques sous la forme
, . ^M , , à^ , . dP,, . Mdu-\-'^ds^
( 22 ) -— du^ -^ 2 -V- du dç 4- - — dç* zn 2asd
ou ou du as
Cette équation du second ordre peut être remplacée par un système de deux équations simultanées du premier ordre entre w, i^ et l'angle 9 formé par la tangente à la ligne géodésique en chacun de ses points avec la tangente à celle des lignes V =: const. qui passe par ce même point.
A cet effet, considérons le triangle infiniment petit formé par les points A, B, C, dont les coordonnées sont respectivement w, v; w, i^-hrfi^; u-h-du^ v-\-dv; on aura sensiblement
AB = F ch^, BG --=. M du'', AC = ds^-, ÂCB=rO, ABC "T — a>;
o> désignant l'angle des deux lignes u et v qui se croisent au point A.
On aura, par suite, en appliquant les formules connues de la Trigonométrie,
t/5- — M du'' -f- P (if* -h 2 v/MP du dv cos a>,
d'où
N v/MP - N*
cos (1) =r zz-^ , Sin W r:r -_ «
v/MP v/MP
piiîs
ds _ y/Prft^^ sino) sinO ^
d'où
(23) , a^sinOm- -^ clv
et enfin, en projetant le triangle sur BC,
M du -f- N 6?p
( 24 ) ^.Ç COS 6 ■=: ^/M ^f/ -h V^P e/t' COS 0)
La division membre à membre des deux dernières formules donnera
(20) cotO = - - — ___ — .
Il ne reste plus qu'à transformer l'équation (22). On aura
, , M du -h N dv
idsd ;
ds
= 2 </se/y/Mcos6
c)M , {}M , \ c^5cos6 /îT » . A .
du ôv ) ^M
Remplaçons rf5COs8 et cf^sinO par leurs valeurs, substituons dans (22) et réduisons ; il viendra
i-r~- du -\- — dv .— du
^ ou au ov
Les équations (20) et (26) sont les deux équations différentielles cherchées.
• 369. Lorsque les lignes u et v sont orthogonales, on a N = o, et les formules (2^) à (26) prennent la forme plus
simple
cfecosB m y/M <yw,
dP . ()M
(a8) j-dv — -p<iM-^2v^JVlPrfô = o.
Appliquons ces formules à l'ellipsoïde
X^ yi r-A
en prenant pour lignes « et i^ le système de ses lignes de courbure.
Nous avons trouvé (t. I, n** 538) la valeur du carré ds^ de l'élément de longueur dnns l'espace rapporté à un système de coordonnées elliptiques X|, X2» ^s» En chaque point de l'ellipsoïde considéré, on aura ^4 =:=o; les coordonnées de ces points ne dépendront donc plus que des deux paramètres Xj et \^j que nous désignerons par u et v. On sait d'ailleurs (t. I, n® 540) que les courbes M = const., ç^ = const. seront les lignes de courbure de l'ellipsoïde.
Posant donc î^ r=r o, X2 = w, )v3 = (^ dans les valeurs de x^, y^^ z^^ ds^^ il viendra
"^ "^(X-HKA-Gy
^' "" 4(AH-«)(B-i-w)(G-t-e/)^
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On aura donc ici
4 (A-Hw)(B-»- u)(Ci-u) N =0,
4 (A-+-r)(B-hr) (C 4- i') et, par suite,
àP _ l ^ P
ÔM M
Substituant ces valeurs dans l'équation (28), il viendra
Mdu-hP dv 4- 2(f/ — V) v/MP d^ — o
ou, en remplaçant M et P par leurs valeurs tirées des équations (27),
cos'ôt/t'-l- sin-6^a4- 2(a — c) sinOcosOrfô = 0.
Celte équation s'intègre immédiatement et donne
( 29 ) u sin* 0 H- (^ cos^ 6 := c,
c désignant une constante.
L'équation (29) peut s'écrire
{u — c) sin'ô -\- {v — c) cos*6 1= o
ou, en remplaçant sinO et cosO par leurs valeurs,
{u — c)Pdv^-\-{v—c)}Adur":zio.
Substituant eniln, pour M et P, leurs valeurs et séparant les variables, on aura Téquation
dv
du.
y {X-^u)(B-^u)(C-{-u)(u—c) dont l'intégration se ramène aux quadratures.
L'arc de la courbe s'obtient également par des quadratures. On a, en effet,
V — c\ u{u — vy du^
=1 M du* 1
u — cj ( A -T- a) (B -T- a) (C -i- a ) { M — c)
ds ~(u — ç)i/ ■— — -^ du
u^udu vsfîf d\^
v/(A-f-"^)(B-4-w)(C-f-;/)(M-c) v^(A-ht')(B-i-f^)(C-hr)(r-c)
371 . Les lignes géodésiques de rellîpsoïde jouissent de propriétés remarquables, qu'on peut déduire de Téquation (ap).
Remarquons tout d'abord qu'en tous les points d^une ligne de courbure u = const. on a
61=:-, d'où a sin'ô -f- (^cos*6 r=: w rrz const.
Le long d'une ligne du second système v ^-rr const., on aura
0 nr o et ;/ sin'O -i- (^cos*6= (^r=z const.
Les lignes de courbure satisfont donc à l'équation (29) des lignes géodésiques.
Cherchons les points où la ligne géodéslque
u sin'O 4- t^cos^O ==: c
est tangente à une ligne de courbure.
On aura, au point de contact,
e r:z O OU 6 — -
et, par suite,
u z=zc ou çz=- c.
Chaque ligne gcodésique est donc tangente à deux lio-nes de courbure, une de chaque système, et l'on voit qu'à deux lignes géodésiques tangentes à une môme ligne de courbure
li z—. c correspond la même valeur c de la constante d'intégration.
Il en est de môme pour le système des lignes géodésiques qui passent par les ombilics.
On a, en effet, pour les quatre ombilics réels (t. I, n**525),
La condition y^ r=z o donne
(B-4-z/)(BH-i')^o;
donc II ou V est égal à — B. Soit, par exemple, u — — B; on aura
donc i^ sera aussi égal à — B.
Pour une ligne géodésiquc qui passe par un ombilic, on aura donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (29),
ce qui détermine la valeur de la constante c.
Considérons une ligne de courbure quelconque w= const. Soit (w, p) un point quelconque de cette ligne; joignons-le à deux ombilics O et O' par des lignes géodésiques L, L', elles auront pour équation différentielle
u cos'O H- t' sin-6 =-: — B, u ces' ô'-i- V sin* 6' r= — B.
En retranchant ces deux, équations l'une de l'autre, il
viendra
0 = w(cos'0 - cos*0') -f- t>(sin'0 — sin'O')
z= (r— u) (sin'6 — sin'6').
Donc sin^O -- sin^O', et les lignes L, U auront pour bissectrices les lignes de courbure du point w, if.
Soit (//, Vf) un point de la ligne de courbure considérée
situé à une distance infiniment petite ds du point (if, v) pr mitivement choisi. Joignons-le à O, O' par de nouvelh lignes gëodésiques L|, L', .
Projetons L| et Télément ds sur L ; on aura évidemmei
L 1= proj. L| -h proj. ds.
Or chacun des éléments de L^ ne faisant qu*un angle ii fmiment petit avec sa projection, lui est égal en négligeai le produit de sa longueur par une quantité du secoD ordre; on aura donc, au second ordre près,
D'ailleurs
donc
On a de même
Mais on a
proj.L|=L,.
proj. dsz=zdss\n^\
L := L, H- dis sin
L'- -L', -hdssinO'.
sinO — - -±1 sinO',
égalité où l'on doit évidemment prendre le signe -f- ou 1 signe — suivant que les ombilics O et O'sont situés de côtf différents de la ligne u ou du même coté. Dans le premier ca on aura
XJ 1j Lj] \^
et, dans le second,
Lh L'=zrL»4-L;.
Ces égalités étant démontrées, au second ordre prè> lorsque le point (w, i^i) est infiniment voisin du point (u, r on en conclut par le raisonnementconnu (t. I, n^ 462) qu'elle sont vraies en toute rigueur, quelle que soit la position di point (w, i^i) sur la ligne de courbure u.
On voit ainsi que les ombilics jouissent, par rapport au: lignes de courbure, de propriétés toutes semblables à celle des foyers des sections coniques.
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372. Problème des isopérimètres, — Proposons-nous de déterminer, parmi toutes les courbes de longueur 2 / ayant leurs extrémités en deux points A et B, celle pour laquelle l'aire comprise entre la corde AB et la courbe est maximum.
Prenons pour axe des x la droite AB, pour origine le milieu de cette droite : soit 2 a la. longueur de celle-ci. Nous aurons à rendre maximum l'intégrale
/ yda:,
sachant que Tintégrale
/ ciszzz I \]i-^ y''^dx
a pour valeur 2 /.
D'après la méthode générale, nous aurons à poser
o -: 8 / (j-f- )V' -\-y')dx L'équation difierentiellc de la courbe cherchée sera donc
d'où
y/X«— (JT — C)>
équation d'un cercle de rayon \,
Il reste à déterminer les constantes c, c', \, Pour j^=: o, on aura ^ = db a; donc c = o, c'^= \'^ — a^. J. — Cours, III. 32
Il ne reste plus qu'à faire en sorte que la longueur de l'arc soit 2 /.
Or, en désignant par a {fi g* 1 1) Tangle que le rayon CA
du cercle cherché fait avec l'axe OY, on aura
/ziz Xa, a = X sina.
Éliminant a, on aura, pour déterminer X, l'équation transcendante
a3=: A sin r--
L'angle a étant d'ailleurs compris entre o el tc, il faudra prendre pour \ celle des racines de cette équation qui est
En supposant a infiniment petit, le problème se transforme en celui-ci :
Déterminer parmi les courbes fermées de périmètre 2/ celle qui enferme une aire maximum.
Dans ce cas, Téquation en \ deviendra
sin Y = o
et aura pour racine X= -• La solution du problème sera donc un cercle ayant le périmètre donné.
L'étude des variallons de Tintégrale
où Q est une fonction de x^ des variables dépendantes y^^ y^t ... et de leurs dérivées successives, ces variables pouvant d'ailleurs être liées entre elles par un système d'équations différentielles
se ramène immédiatement au cas où cp, ^i, ... ne contiennent, avec les fonctions inconnues, que leurs dérivées premières.
Supposons, en effet, que j^o par exemple, figure dans ces expressions avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre /i. Nous pourrons introduire comme inconnues auxiliaires les dérivées j^j, ...,j^"~*, pourvu qu'on joigne au système des équations ^| = o, i};2 = o, ... celles-ci :
yi étant d'ailleurs la dérivée première de y^'* , on voit que la fonction <p et les équations de condition ne contiendront plus que les fonctions inconnues et leurs dérivées premières. Supposons donc que nous ayons m fonctions inconnues ytt •'"iym\ que ces fonctions, leurs dérivées premières et la variable indépendante x figurent seules dans l'intégrale
^dx
et dans les équations de condition
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Désignons par p le nombre de ces dernières équations. Admettons enfin, pour plus de simplicité, que les limites x,. j:, de rinlégrale et les valeurs correspondantes des fonctions y soient des quantités fixes données. Gela posé, cherchons à rendre Tintégrale maximum ou minimum.
374. Nous déterminerons les fonctions inconnues, comme on Ta vu plus haut, en annulant la variation première de rintégrale
ce qui fournit les équations diCTérentielles suivantes que nous combinerons avec les équations de condition
(2) --iizij;/— o {l — l,1,..,,p).
L'intégration de ce système donnera en général les inconnues ^ et \ en fonction de j; et de im constantes arbitraires.
En effet, remplaçons les équations <{;/=: o par leurs dérivées -^ = o. Le nouveau système obtenu
(3) ^__.^-^Z-^o ^'=zo
dyi dx dy'i ' dx
contient les dérivées de y^ , . . ., y m jusqu'au second ordre, celles de ).|, . . ., ).p jusqu'au premier ordre. Il sera donc d'ordre im-\- p et fournira les inconnues y et X en fonchoo de X et de im-^p constantes arbitraires. Ces valeurs, substituées dans les expressions t{//, les réduiront à des constantes (puisqu'elles annulent identiquement — ^' ) . En écrivant que ces constantes sont nulles, on obtiendra des équa-
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lions de condition qui déterminent p constantes dUntégration en fonction des autres.
Les 2 m constantes qui restent seront déterminées à leur tour par la condition que ^i, . . -, ym prennent pour chacune des deux limites x^ et x^ les valeurs qui leur sont assignées.
Le problème d'annuler la variation première de l'intégrale est donc en général possible et déterminé.
On doit toutefois remarquer que l'ordre du système (3), et, par suite, celui du système primitif, s'abaisseraient si Ton pouvait éliminer les dérivées y\^ . . ., ^J„, X'^ , . . ., X^ entre les équations (3). Or, ces dérivées y entrent linéairement, et le déterminant de leurs coefficients n'est autre chose que le
jacoblen J des fonctions -r— d 4/ par rapport aux quantités^
et X. Si donc ce jacobien était identiquement nul, il serait en général impossible d'annuler la variation première de l'intégrale 5 car les constantes d'intégration seraient çn moindre nombre que les équations aux limites auxquelles elles doivent satisfaire.
375. Nous admettrons donc que J n'est pas nul. Il est aisé, dans ce cas, de ramener le système (i), (2) à un système canonique. (Ce résultat est une généralisation de celui dun'^3o7.)
Prenons, en effet, pour variables auxiliaires les quantités
Les équations
permettront d'exprimer les quantités ^, \ en fonction des variables^, p.
Posons, d'autre part.
On aura
Mais les termes en dy\^ cTki disparaissent en verto d équations (4)* On aura donc, en supposant qu'on expriii H au moyen des variablesj^et/?,
àyt ~" dfi' ôpi ~y^*'
D'ailleurs, les équations (i) peuvent s'écrire
dyt
—Pi = o.
On aura donc, pour déterminer les variables jr^ p^ les équ lions canoniques
376. Ces équations étant supposées intégrées, on sait(26( que leur intégrale générale pourra se mettre sous la forme
(6) ——p^^ Ji"^?^ (' — 1,2, .. ., m),
V étant une fonction des variables x, yi et de m constanti d'intégration a^ , , . . , a;;» et les quantités ^i , . . . , p^ étant h autres constantes d'intégration.
La résolution des équations précédentes donnera les vs leurs des y, p en fonction de x et des constantes a, 3. Ia équations (4) donneront ensuite les quantités ^, X; entî les conditions aux limites détermineront les valeurs des con stantes a, p.
377. Mais, pour être assuré de l'existence efiective d'u: maximum ou d'un minimum, il est nécessaire d'étudier 1 variation seconde 8^1. Si celle-ci ne peut s'annuler pour au cun système de valeurs admissible des variations Sv, elle con
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servera toujours le même signe, et il y aura minimum ou maximum, suivant qu'elle sera positive ou négative. Si, au contraire, elle peut s'annuler, il n'y aura en général ni maximum, ni minimum, la variation troisième changeant de signe avec les variations 8^; il ne pourrait y avoir incertitude que dans le cas exceptionnel où elle s'annulerait en même temps que la variation seconde.
Laissant de côté ce cas singulier, nous sommes amenés à rechercher si S^I est ou non susceptible de s'annuler.
Posons, pour abréger
Les quantités aïk, bik, Cm, rf//, <?// seront des fonctions connues de x; nous les supposerons continues, ainsi que leurs dérivées partielles, entre Xq et Xt ; cette hypothèse est évidemment nécessaire pour qu'on puisse appliquer la série de Taylor au développement des accroissements des fonctions F, ^/.
Posons encore, pour simplifier l'écriture,
^yi^^i\
ces quantités seront assujetties aux relations On aura, d'autre part,
hnz= I^^Fdxzzz I f?/' F 4- y 2 {JL/ U^ (ix,
et
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les multiplicateurs [x/ étant des fonctions quelconques de jt, finies entre x^ et x^.
L'expression
\ \ 2jx/[É///5/-f-e//«i]
étant homogène et du second degré par rapport aux quantités
2, z\ [Xy on aura
Substituant cette valeur dans Texpression de S^I et remai^ quant que les équations de condition (7) ne sont autres que les suivantes
il viendra
Int(';grant par parties les seconds termes et remarquant axiezi s'annule aux deux limites Xq et x^^ il viendra
On pourra donc annuler ô-I si Ton peut déterminer les quantités ;;, [Ji, de manière à satisfaire aux équations
^^^ dzi dxôz\'~'^'
ainsi qu'aux équations de condition (8), en assignant aux Zi
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des valeurs qui ne soient pas constamment nulles entre Xq et Xi, mais qui s'annulent aux. deux limites.
379. Les relations (8) et (9) constituent un système d'équations différentielles entre les variables z, [x tout à fait analogue au système (i), (a). Il sera également d'ordre 2m, pourvu que le jacobien J| des expressions
dz'i dii-i
par rapport aux quantités z^, [X/ ne soit pas identiquement nul. Or, d'après l'expression de Q, on voit que les éléments de ce déterminant ne sont autre chose que ceux de J, où l'on a substitué, pour les quantités y, leurs valeurs en fonction de X, Nous admettrons que, même après cette substitution, le déterminant ne s'annule pas identiquement et que, en particulier, il n'est pas nul pour x =^ Xi,
Prenons alors pour inconnues auxiliaires les quantités
(10) Ui— ^^;.
Les équations (8) et (10) permettront d'exprimer les quantités z' et [X en fonction linéaire des quantités z et u. Ces valeurs, substituées dans l'expression
Hi r-_-^^w,5;— U,
la transformeront en une fonction homogène et du second degré des quantités ::, u\ et l'on aura, pour déterminer ces quantités, les équations canoniques
(li) ^,^^--, "i--^^-;.
dont les seconds membres sont linéaires et homogènes par rapport aux inconnues 2, u.
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380. Les équations difTérentielles linéaires (12) o^^ = > [di,Zi -+- e//^;],
auxquelles nous venons d'arriver, sont intimement liées aai équations
dV d¥
dont rintégration nous a fourni les valeurs des quantités^; \ en fonction de x et des constantes ai , . . . , a^ ; p^ , . . . , 3,. En effet, substituons ces valeurs dans ces dernières équations ; elles se réduiront à des identités, quelles que soient les constantes a et ^. On pourra donc les diflTérentier ptr rapport à l'une quelconque c de ces constantes. Effectuant cette différentiation et posant
àyt _ ^ ày'i __ ^, dpi ___ d\,
on obtiendra précisément les équations (12), (i3), (i4).
Prenant successivement pour c chacune des a/n constantes a, p, nous aurons donc ini solutions particulières de ces équations. On en déduit, en désignant par A;t et B>t des constantes arbitraires, la solution plus générale
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Les équations (i i)» qui se déduisent de la combinaison des équations (12) à (14)9 admettront donc comme solution les valeurs de Zi, ui données par les formules (i5) et (16).
Nous admettrons : 1° que les diverses dérivées par
9 qui figurent dans les expressions
r 11 dvi dVi tielles -é^j -;r^-î
précédentes, restent continues entre Xo et Xf ; 2° que les seconds membres des équations (i5) ne peuvent devenir à la fois identiquement nuls, de quelque manière qu'on choisisse les constantes Â, B, à moins qu'elles ne soient toutes nulles
Cette dernière hypothèse entraîne manifestement comme conséquence que les 2 m solutions particulières obtenues pour les équations (11) sont linéairement indépendantes. La solution générale des équations (11) sera donc donnée par les formules (i5) et (16), et celle des équations (12), (i3), (i4) par les formules (i5) à (18).
Nos 2 m solutions particulières étant indépendantes, le déterminant
dy.
ày.
àx„,
ày,
ày.n
dfm
àym
dYm
dcti
àpi
àpi
àpi
àpx
do^i
dpm
àp,n
àpm
àpm
dn.
dp
ne pourra être identiquement nul.
Ce déterminant peut d'ailleurs se mettre sous la forme d'un
produit de deux autres déterminants. En effet, les équations
intégrales
dV
(où V ne contient ni les p ni les P), différentiées par rap-
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port aux constantes ol^ et ^j^, donnent
dpi
hdvidvh difc d'Y âYf,
ôfi d^k
h àvi ÔYh 0}k
Substituant ces valeurs dans D et retranchant des m der^ nières lignes du déterminant les m premières, multipliées par des facteurs convenables, il viendra
dyjn
ày.
ày.
dym
àyn
doLnt
d'Y àyi 0:t,„
dy
O'^DjD,,
àym d^i
àym à
en posant
ày,
àh„
àym
àym
; ày i 0^1
àj m C^3t,
ày, 0
àym 0:l„,
A.ucun des deux déterminants D|, D2 ne peut donc être identiquement nul.
382. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que 5*1 ne puisse s^annuler.
On voit tout d'abord que 8^1 sera susceptible de s'annuler si l'on peut déterminer les rapports des constantes A;t, B/^, de telle sorte que les valeurs des z, fournies par les équations (1 5)
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s'annulent toutes à la fois pour deux valeurs distinctes Ço» ^i de la variable x^ comprises entre x^ et x^ .
En effet, posons S/i = tZi entre Ç© et Ç,, et 8//=^ o dans le reste de Tintervalle x^x^.
Les variations ainsi définies ne sont pas identiquement nulles dans tout Tintervalle entre x^^ et x^\ elles satisfont aux équations de condition (12); enfin entre Ço €t Ç|, seule partie de l'intervalle où elles ne soient pas nulles, elles satisfont aux équations (i3) et (i4)f équivalentes aux équations (9); elles annulent donc tous les éléments de l'intégrale 8*1.
Pour que les rapports des constantes Aa, Ba puissent être déterminés comme il est indiqué ci-dessus, il faut et il suffit que le déterminant
(dyrn\
d,yjn\
(dyjn\
soit égal à zéro.
Donc, pour que 8*1 ne puisse s'annuler, il faut tout d'abord qu'on ait
de quelque manière qu'on choisisse ^o et ^1 entre Xq et X|. Posant en particulier Çq == ^01 ^^ devra avoir
pour toute valeur de ^ >• ^c et ^ ^1 .
Pour déterminer les autres conditions qui, jointes
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à (19)» sont nécessaires et suffisantes pour rexistence d^an maximum ou d'un minimum, il nous faut transformer Teipression de S^I de manière à faciliter la discussion de son signe. Cette transformation repose sur deux propriétés de nos équations différentielles, que nous allons établir :
1° Les équations différentielles qui déterminent les quantités j^, p ont pour intégrale générale les équations
Prenons la difTérenlielle totale des équations de droite en traitant x comme une constante ; il viendra
Substituons cette valeur de d^i dans l'expression de la différentielle totale de dy/(
SB
elle deviendra
et, comme les équations (20) n'établissent entre les y et les a aucune relation indépendante des quantités p et 8, les coefficients de chaque différentielle devront être égaux dans les deux membres. On aura donc, en particulier, en é^-alant à zéro le coefficient de rfa,- (après avoir permuté dans la somme double les indices de sommation h et e),
ÔY le
Substituons la valeur de ~- tirée de cette formule dans l'expression
' ày± ^yji.
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elle deviendra
et ne changera pas si l'on permute A" et A*'; car cela revient évidemment à permuter les deux indices de sommation i et h. Nous obtenons donc cette première relation
384. 2" Les quantités y, p satisfont (375) aux équations canoniques
dn , d\l_
y^^dj: ^'—dy,'
Prenons la dérivée de ces équations par rapport à l'une quelconque c des constantes a, p. Il viendra, en désignant,
àYt dpi
pour abréger, -j— par 3/, ^ par «,-,
Ces équations linéaires, admettant les a m solutions particulières
(dyj dpi\ , ( ày^ dpi\
auront pour intégrale générale les expressions (i5) et (i6), de sorte que le système (22) ne sera qu'une autre forme du système (11).
Le système (22) a pour adjoint le suivant :
' Zàk\dpidpk * dykdp( "j
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qui n^en diflere que par le changement de z^ u en — U, Z.
Si donc
Si~- (. . . , S/1, . . . , Uii, . . .),
bjii:: (. . . , Ziff . . . , W/j, . . . )
sont deux solutions particulières quelconques des équations (22),
sera une solution du système adjoint; et, d'après les propriétés connues de ce système (115), l'expression
(SiS,)=\ {tinZii—Zi^Uit)
sera une constante.
385. On a évidemment, d'après la définition précédente du symbole (S| S2), la relation
(S.S,)=~(S,Si), (S, s,) -G.
En outre, si
oj -(..., -o/îj • • • î ^'/î» • • • /: C\, m ( . . . , 5/3, . . . , W/3, - . . )»
sont des solutions particulières, Texpression
sera encore une solution, et Ton aura
(S,, /WjS,4-m,S,-h. . .) — mj(S,Sj) '-/Ws(S,S3) -4-
Toutes les solutions de nos équations s'expriment
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linéairement en fonction des 2m solutions particulières
àp, \ ■'dT,' ■■■)
àyi
doi
àyi
'àfr
àpi dp,
Proposons-nous de déterminer les valeurs des constantes
particulières
(S^^S/,), (T,.Sa), (Tj,T^),
Il faudra, pour cela, chercher la valeur de Texpression
Zdi\àc de' 'de de')
c et c' désignant deux quelconques des constantes a, ^. A cet effet, recourons encore aux équations intégrales
àyi
^Pù
dW
En dérivant les premières par rapport à c, il viendra
àyi de
Zdkàyiàyk àc de
On aura, par suite,
\^ àp^ày^ _Y àyt 0^ ^y y d'V ày^ àyt
j^i de de' j^t àd àji de ZjtZjk àyt àyk àe de'
La somme double ne change pas si Ton permute c et c', car cela équivaut à permuter les indices de sommation 1
J. — Cours, 111. 33
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et k. On aura donc 2màt\àc de' de de' ) ^LàiXàd dytdc de ôyiôc')
On a d ^ailleurs
/ de' d/i de ~ de' de de de' '
en désignant par -r-, -5— la dérivée complète de -r— par rapport à dj en tenant compte de ce que les j^ sont des fonctions des constantes c. On a de même
dyi d'\ _ d d\ d^y
\i de dyt de' de de' de de' et, par suite,
Y (dpi^ ^ __ ^' ^Pl\ - ^ ^Y __ ^ ^ ^\de de' de de' ) "de' de de de
Gela posé, V ne contenant pas explicitement les constantes ^, on aura, si c = ^/t et c' = 3a»
dW dV
Te'''' d?=^' d'où
Si c = 7.if Ql d - cLhy on aura, en vertu des équations (20),
d'où
On a de même
et, par suite,
ày_dy___
de ~ dxk ~ ^^'
±dy _ _d_^ _
de' de ~ doLj""-^^'
de de'
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Enfin, si c = P^t et c' =^ cth^ on aura
d'où
de de' de' de " d^k ^^ " i ^\ h — k.
Nous trouvons donc
(S^Sa) . o, (T*T^) = o,
387. Considérons maintenant deux solutions quelconques On aura, d'après les formules précédentes,
^ ^ ^A^A L"^ B;tpAAa(T;tSA) H" BA.pBA,r(T^TA) J
Assignons aux coefficients A^p, Bap; Aa^, Ba^^ les valeurs particulières
-(liX'
A*,= (5^'). B---(|fX'
OÙ \ désigne une constante quelconque ; il viendra
car le second membre de cette expression, se déduisant de celui de Téquation (ai) quand on y change i^ A*, k en k^ a*, p
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et qu'on attribue à :r la valeur particulière i, est identiquement nul.
En posant successivement p = I9 2, . . .<, /n, nous obtiendrons un système de m solutions
M\fn — ( • • • j ^imf • • • « ^im} • • • )>
tel que Ton ait généralement
(RpR^)zzrO.
388. Calculons, d'autre part, la valeur du déterminant G, formé avec les quantités
Pour Fobtenir, formons le produit du déterminant
dvi 5a 1
dyjn doLx
dY
ày^
(If)
'IW
(àyA
par le déterminant
ày^
ày„
dym
àyt
âoii
dy_
dp.
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Il viendra, en tenant compte des équations (21) et (24)9
**ml
'Im
**mm
dy„
(dyn,\
dv
(àyjn\
et, comme D4 n'est pas nul, on en déduira
Nous admettrons provisoirement qu'on ait pu déterminer la constante ^, de telle sorte que Ton ait
dans tout Tintervalie de Xq k Xf
Les quantités js^p, . . . , Zmp] Uip, . . ., {<mpy associées aux valeurs correspondantes [x^p, . . ., [x^p des quantités [x, fourniront pour chacune des valeurs p =^ i , . . •, ^ un système de solutions des équations (12) à (i4)«
Posons maintcuant
Les quantités ya/, 8^/, Ma/, déterminées par ces équations linéaires, seront des fonctions de x^ finies et continues entre Xo et Xi en vertu de nos hypothèses, puisque le déterminant G des quantités ^Ap i^c s'annule pas dans cet intervalle.
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En difTérentiant les équations (a6), on trouvera
"îp -~ X (^^'^^P"^^*'-^'*?
ou, en remplaçant les ^par leurs valeurs déduites de (aS).
(a8) "/p^y (^^'■*'/. hitkh)^kp.
Substituons, d'autre part, les valeurs des quantités w/p, Uitr déduites des équations (26) dans les équations
elles deviendront
ou, en permutant les deux indices de sommation dans le second terme,
X X ^^*' "~ ^^*^ ^A-p^tff — o, (p " I , . . . , m ; (T r:= I ^ . . . ^ m\
Le déterminant des quantités 5; /<y n'étant pas nul, ces équations entraînent les suivantes
\ {^ki— ^ik)Zkç,-~o (p = ir . . . , m).
et le déterminant des zj^p n'étant pas nul, on en déduira
Les équations (12), (i3), (i4) sont d'ailleurs satisfaites par les valeurs
Zi=zZip, UimUipj jX/:r::(X^p.
Faisons cette substitution, remplaçons les quantités z* u
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(JL, vl par leurs valeurs (25) à (28) et changeons, lorsque cela est nécessaire, la dénomination des indices de sommation; il viendra
Ces équations ayant lieu pour p -- 1 , . . . , m, et le déterminant des quantités z^^ n'étant pas nul, on aura pour
(3o) o-zàtci^-^ c/4/YA^-h\ e//M)t/— 8;t/,
(3i) or=a,^-h-\ ^/aTaaH-N <i//iMA/- -8^.,- -\ 8/k/Y*A-
On peut déduire de ces équations les valeurs des quantités a, 6, d en fonction des c, e, y, 0, M. Elles donnent en effet
(32) dki- — N ehi^ku, puis
ou, en permutant i et A* et remarquant que ^ki^^ ^ih
(33) ô/;t--5^/ — \ Chk'^ih — y^^k/^'^ii-
Les valeurs précédentes des 6, <i étant substituées dans
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Téquation (3i), elle donnera
~ ^'a'-^^^^^^a/(t/aMa7+ t*aM//) h-^^^ c>k'AT/*Tw-
Substituons les valeurs ci-dessus des quantités a, b, d dans Texpression de la variation seconde
et dans les équations de condition
(35) o--=l^t^^yu^yi-^- eu^y\) {l^i, ...,p),
qui existent entre les variations.
Si nous posons, pour abréger,
(36) ^^^~\ imh'h --^iy
on trouvera aisément que les équations (35) deviennent
eifVi = o
et que 8^1 prend la forme suivante :
Le dernier terme de cette expression disparaît en vertu
des relations (3y). D'autre part,
car les variations. 8^/, Sj^a s'annulent aux limites. On aura donc plus simplement
390. Les conditions (35) ne sont pas les seules auxquelles soient assujetties les variations 8y/. 11 faut, en outre : i^que ces variations soient infiniment petites, ainsi que leurs dérivées, entre Xq et Xt ; a" qu'elles s'annulent à ces deux limites, sans s'annuler identiquement dans tout l'intervalle XoXi.
Il résulte de là que les quantités Vi doivent être infiniment petites, mais qu'on ne peut les supposer identiquement nulles entre Xq et Xi, En eflet, si tous les i^ étaient nuls, les équations (36) donneraient
(4o) V/— \ ^/ii^yh -o.
En vertu des relations (^5), ces équations seraient satisfa.' tes en posant
p ayant l'une quelconque des valeurs i , . . . , m.
Par hypothèse, le déterminant des quantités Zip non seulement n'est pas identiquement nul, mais ne s'annule en aucun point de l'intervalle Xo^f. Les équations linéaires (4o) auront donc pour intégrale générale
Cp-s/p,
les C étant des constantes arbitraires.
Les 8^1 devant d'ailleurs s'annuler pour x = Xq et lo
détermÎDant des z/p n'étant pas nul en ce point, les constantes Cp devront être toutes nulles^ mais alors les 8^/ seraient nuls identiquement.
Cela posé, si la fonction
conserve constamment le même signe pour tous les systèmes de valeurs des fonctions Vi qui ne sont pas identiquement nulles et qui satisfont* aux relations (89), l'intégrale
jouira de la même propriété. Il en sera de même, à plus forte raison, si Ton se borne à assigner aux arbitraires Vi les systèmes de valeurs auxquels correspondent des valeurs admissibles des S^{. Il y aura donc maximum ou minimum.
La fonction cp pourrait d'ailleurs s'annuler pour certaines valeurs particulières de x sans que ce résultat fdt troublé.
Cette condition suffisante est en même temps nécessaire. En effet, s'il existait un système de fonctions p,- satisfaisant aux équations (Sq) et tel que la fonction (p fût positive dans une partie de l'intervalle x^Xs et négative dans Tautre, nous allons voir qu'on pourrait rendre 8^1 positif ou négatif à volonté dans cet intervalle.
Soient, en effet, X|, . . . , ^2n+\ des fonctions quelconques de Xj linéairement indépendantes, et finies entre x^^ et x^ : c, . . . , c^n^x des paramètres infiniment petits. Posons C|, . . .,C2/<^i des constantes infiniment petites. Posons
le multiplicateur K étant égal à zéro dans la partie de l'intervalle où ç est négatif et égal à
dans la partie où il est positif. Les fonctions V^- satisferont
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encore aux équations (39), et Pexpression
* "XS/'*^'^*"^^'"^'
nulle dans la première portion de Tintervalle, sera positive dans la seconde. L'intégrale
sera donc positive.
Les valeurs correspondantes des Zyi sont les intégrales des équations linéaires
(4l) Sji -^ jy,, 8j;k -- V,.
Pour les obtenir, intégrons d'abord les équations sans second membre; il viendra, comme tout à l'heure,
(42) ^7/ -A Gp5,p.
Prenant les Cp pour nouvelles variables, d'après la méthode de la variation des constantes, on obtiendra les éqiiations transformées
V <^Cp __ Zp^^'^'p -^'•
Les >3ip étant continus entre Xq et Xx et leur déterminant ne s'annulant pas, on pourra résoudre cette équation parrap-
port aux. dérivées -c-^- Le résultat obtenu sera de la forme
\JtJO
dCp dx
les E/p étant des fonctions finies.
Ces équations admettent la solution particulière
Cpv^ r'y E,pv,rfa-,
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qui est infinimenl petite, les V| étant iaCniment petits. Les valeurs correspondantes des S^,- seront elles-mêmes infiniment petites. Il est clair d'ailleurs qu'elles seront linéaires et homogènes par rapport aux constantes c^, - - •, C2m+fi et l'on pourra déterminer les rapports de ces constantes de manière à faire en sorte que les 0^7 s'annulent pour o^q eiXt. Enfin les S// ainsi déterminés ne s'annulent pas identiquement; car les équations (4 1), où les V/ ne sont pas identiquement nuls, ne pourraient être satisfaites.
Nous obtenons donc un système de variations S^,- satisfaisant à toutes les conditions requises, et pour lequel 8^1 est positif. On déterminerait de même un second système de variations pour lequel 8^1 serait négatif.
39S. Nous avons donc réduit la question proposée à chercher les conditions pour que la fonction
conserve constamment le même signe pour toutes les valeurs de V qui satisfont aux relations
(43) ^et
Comme d'ailleurs le signe de cp ne dépend que des rapports des quantités (^, on peut, sans restreindre la généralité du problème, supposer les v assujettis à satisfaire en outre à la condition
Pour résoudre la question ainsi posée , cherchons les maxima et minima de cp pour les valeurs de {^ qui satisfont aux équations (4^) et (44)» Dans ce but, nous égalerons à zéro les dérivées partielles de la fonction
Nous obtiendrons les équations suivantes
N c/^r* — pi'i — \ et
iPi-.Oy
qui, jointes aux relations (43), détermineront les rapports des quantités ç et pi] quant à p, il sera déterminé par la condition que le déterminant
Cil— p
ml
IP
^im
C/rtl
C/nl O
•mp
soit nul.
D'ailleurs les équations (45), respectivement multipliées par (^1, . . . , Vm^^ ajoutées ensemble, donneront
ou, en vertu des équations (43) et (44)>
Les maxima et minima cherchés sont donc les racines de Téquation I = o.
Pour que (p reste constamment non positif (ou constamment non négatif) entre x^ et Xx^ et cela pour tout système de valeurs des v^ il est évidemment nécessaire et suffisant que ces racines restent toutes non positives (ou toutes non négatives) dans cet intervalle.
D'ailleurs^ si cette condition est remplie, on n'a pas à craindre que ç soit identiquement nul entre j?o et x^ ; car il faudrait pour cela que l'équation en p eût une racine nulle pour toute valeur de x entre x^ et^i, ce qui est impossible; car le terme constant de l'équation en p se confond, au signe
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près, avec le déterminant J| qui, par hypothèse, n'est pas identiquement nul.
Nous obtenons ainsi les conditions suivantes pour Feiislence d'un maximum (ou d'un minimum) :
Dans toute détendue de l'intervalle x^ac^ le déterminant A(a?o,^) doit être \o {sauf pour x = Xo)y et les racines de V équation I = o doivent être non posi tisses (pu non négatives).
393. Nous avons toutefois admis, pour arriver à ce résultat, qu'on pouvait déterminer une constante Ç, teUe que l'on eût
(46) L{Xy\)::o de j^o à a?!.
II nous reste à nous assurer que cette condition est implicitement contenue dans les précédentes.
La condition A(a:o, .^) <opour j:^> j?o<^i donne, en particulier, pour x~- x^^
Les éléments du déterminant A et les coefficients de I étant par hypothèse des fonctions continues, on pourra déterminer des quantités êq» ^i assez petites pour qu'on ait encore
tant que Ço» \\ seront respectivement compris entre x^ et ^0 ~H So et entre x^ et :C| -h e|. On aura donc
tant que x sera compris entre x^-f- êq et Xs-\- e|.
D'autre part, les racines de l'équation I =:= o conservent un signe constant dans Tintervalle de Xç^^ Xi\ d'ailleurs, J, n'étant pas nul pour x=- x^^ aucune d'elles ne sera nulle pour cette valeur de x\ et, comme elles varient infîninrient peu entre x^ etoTi -H e|, elles conserveront encore leur signe dans ce nouvel intervalle.
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De cette propriété et de l'équation (47)» on déduit que 8^1 ne peut s'annuler dans Tintervalle de Xo-h^o à j?i + e|. Donc, d'après le n° 382,
A(ar, ^, 4-e|)<0 pour ojJa^oH- Bq < a?, -t- e,.
D'ailleurs cette expression est également ^ o si ^ est compris entre Xq et jJo+ ^o» ^^ satisfera donc à la condition (46) en prenant ^ = Xi-\- e^,
394. Nous ferons remarquer, en terminant, que nous avons admis dans toute cette étude, non seulement que les variations 8// des fonctions inconnues sont infiniment petites, mais que leurs dérivées hy'^ le sont également. Si l'on voulait supprimer cette dernière restriction, les conditions trouvées ci-dessus pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, tout en restant nécessaires, pourraient cesser d'être suffisantes.
III. — Variation des intégrales multiples
395. Les notions fondamentales du calcul des variations peuvent s'étendre sans difficulté aux fonctions qui renferment plusieurs variables indépendantes.
Considérons, par exemple, une fonction
?(^» y y -, «^ f, . . . , Wapy, «'apy, • • • )
des variables indépendantes x, j^ z^ des fonctions u, v de ces variables et de leurs dérivées partielles
"*P^ ''^ 'dx^dyfd'zt ' ''''P^ "" Tx^ dy^ dzx '
Si Ton y change i/, i' eni/-4-ew< = //4-8w, (;-|-e(;, =(;-f-8i', (f se changera en une nouvelle fonction ^{Xy y^ z, e), qui, développée suivant les puissances de e, prendra la forme
Od aura évidemment
d'où, pour la valeur particulière e =: o,
dx' ^ dx'
-T-j représentant la dérivée complète de ç par rapport à j:, en
tenant compte de ce que e/, i^ dépendent de cette variable. On trouvera de même
^/ ^ dy dz^ ^ dz*
La variation première Stp, que nous considérerons spécialement dans ce qui va suivre, aura évidemment la valeur suivante :
iOtp r= U OW -f- . . . -h Ua^Y ^UoL^y -h V Sf' -+- . . . -r- VapY ôç'apy -f- . . . ,
en posant, pour abréger,
(^f' ~ ' ••" ()rapY -^«Py»
396. Cherchons maintenant les variations de l'intégrale triple
I— ^"^dxdydz,
en admettant, pour plus de généralité, que, en même temps qu'on change w, i^ en u-\- 8w, v -f- 8^, on fasse subir une allération infiniment petite au champ de Tintégralion.
A chaque point 5> "^i» Ç situé sur la limite de Tancien champ d'intégration, on pourra faire correspondre un point infini-
ment voisin Ç + 8Ç, tj -h St^, Ç H- oÎJ sur la limite du nouveau champ. Cela posé, cliangeons de variables indépendantes en posant
Sj:', Qy\ 8z' étant des fonctions infiniment petites, assujetties à la condition de se réduire à 8Ç, Stj, oJJ lorsque .r'= Ç, y'rznrj, 2'=!J. L'intégrale altérée, exprimée au moyen de ces nouvelles variables, prendra la forme
l^M=z^W3dx^dydz\
le champ d'intégration étant redevenu le même que dans Tintégrale primitive I, J désignant le jacobien
I fi 8,r'
dj:
doz'
dj.
dl.T'
dw
'dv^ dlz'
dix' dz'
dly' dz'"
dlz' I dz'' i
enfin Vêtant ce que devient ^ lorsqu'on l'exprime au moyen des nouvelles variables x\ y ^ z' .
Le développement de cette expression, suivant les puissances de e, ne présente aucune difiiculté; nous l'arrêterons aux termes du premier ordre pour obtenir la variation première oL Nous pourrons d'ailleurs, en le faisant, supprimer les accents dont sont affectées les nouvelles variables, aucune confusion n'étant à craindre, puisque les anciennes vai'iables X, y^ z auront disparu.
On a évidemment, avec ce degré d'approximation,
D'autre pari,
J. — Cours, III.
dl.r dly dlz dx dy dz
4> r= <p H- 8îp -i- . . ,
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devient, en remplaçant x^ y^ z par x -+- Sj?, y -f- Sj^, z 4- 85,
/fo ^ rf© ^ do ^ ^
V =r 9 -I- --^ oj: -+- -7^ ov 4- -r 0-5 4- . . . -f- d? -T-
^ dœ dy ' dz ^
On
aura
donc
TJ-
; «p -4-8îp
dx
do ^
dy '
-t- - 0-^ az
dix
dly • dy
dlz
^^ dz
d ^ d . d dx^'^'-^dy^^y-^dz'^
Remplaçant û:p par sa valeur (i), substituant dans Téquation (2) et égalant de part et d'autre les ternies du premier ordre en e, il viendra
/ U OM 4- . . . -h- Ua^Y SwaPY -+" V Ot' -r- . . . \
^V -^Tx'^'^'-'-Ty'^'y-^dz'^^' / ^
397. Cette expression de SI, donnée par M. Ostrogradskv, peut être transformée par Fintégration par parties.
On peut admettre, pour plus de simplicité, que la fonction '^ soumise à l'intégration et les équations de condition (jui peuvent exister, suivant la nature du problème, entre les variables indépendantes x, y^ ... et les fonctions inconnues a, i^, . . . ne contiennent aucune dérivée partielle de ces dernières fonctions d'ordre supérieur au premier; car le cas où figureraient des dérivées partielles d'ordre m se rannènerail à celui-là en prenant pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles jusqu'à Tordre m — 1 et ajoutant aux équations de condition les équations aux dérivées partielles du premier ordre qui définissent ces nouvelles inconnues.
Supposons encore, pour abréger l'écriture, qu'il n'y ait plus que deux variables indépendantes Xy y^ et posons
au du dv _ do - do
ax ôy dx ou du^
y— zzsz Ua, .... On aura, d'après ce qui précède,
/ U 8w -H Uj ow, -f- Uj 0W5 -H V ot' -+- . . . \ gI =:= V ( d ^ d ^ \dxdy.
r^es termes U| 0W|, V| ôVi, ... et -r-fox peuvent être intégrés par parties par rapport à x^ et donneront
U, ow, h V, ot^, -h . . . -f- y- ? ^-^ ) <^*^
(3) \ -_--Fo-r-F,-F,-^F3-...
V/U, . dV, , \ ^
dx dx
Fo, F|, ... désignant les valeurs de l'expression
F =: U, Sw + Vj ût' 4- , . . -r ^ OX
aux points où la parallèle aux x le long de laquelle on intègre entre dans le champ et en ressort ( /ig» 12).
Fig. 12.
! J-n '' ^ r, f»-'.. _\Tj
On a d'ailleurs, en désignant par No X, Ni X les angles que la normale extérieure à la courbe qui limite le champ fait en ces divers points avec Taxe des x positifs, et par rf^oi ds^j ... les arcs interceptés sur la courbe entre la droite^' et la parallèle infiniment voisine y -}- dy^
dy z^ — dso cosNoX -- dsi ces N, X = . . .
L*équation (3), intégrée par /apport à y^ donnera donc
vfUi8w,-HVt St'jH-. . .H- ^cp8a?j dœdy rrz Au, 8w-hV, «('H-.. .-i-<p8^)cosNXd:s
la première intégrale étant prise le long de la courbe limitt et la seconde dans tout le champ.
On peut opérer de môme sur les termes
en les intégrant par rapport ky^ On trouvera ainsi 81 — A A Jw -i- B 8(> -f- . . . 4- D 8x -i- E a^) ^5
-l-V(M 8m 4- N8(;-h. . .)dxdy
en posant, pour abréger,
A = U, cosNX 4- U, cosNY, BT-Vl'os^X^-V, cosNY,
D ^^ cpcosNX, E — cpcosNY,
ax dy
da> dy
398. Clierchons à quelles conditions on doit satisfaire pou que cette quantité s'annule pour tout système de valeurs d Sx, 8^, 8w, 8r, ... compatible avec les données du problème
1® Si les limites du champ et les fonctions «/, i^, . . . soc
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entièrement arbitraires, on pourra assigner à Zx, Sy, 8;^, Sf', ... des valeurs absolument quelconques. Posant d'abord
8j?rr:8j^=o, o// = eO'M, ot; = £0>N,
0 étant une quantité qui s'annule aux limites du champ, l'intégrale simple aura tous ses éléments nuls, de sorte que 81 se réduira à l'intégrale
Qe«(M* HN*-4-...)^^rf/,
•qui ne peut s'annuler que si Ton a séparément
M rrr O, N rrj O, ....
Ces équations aux dérivées partielles détermineront les fonctions inconnues iiy c, . . . .
Les fonctions arbitraires introduites par cette intégration et les limites de l'intégration s'obtiendront en exprimant que l'intégrale simple à laquelle se réduit ol s'annule également, quelles que soient les fonctions 8^, 8^, 8w, 8r, .... En posant
on voit qu'on devra avoir séparément
ArrrO, B =:r O, ..., E i= O.
'2" Supposons que, sur la limite du champ (ou seulement sur une portion de cette limite), on ait une équation de condition
Cette relation devra subsister entre les nouvelles valeurs limites a; -f- 8.r, y + Sj^', u 4- Aa, i^ -h A(\ D'ailleurs l'accroissement total ùlu dû au changement de la fonction u en u -h 8m suivi du changement de x, y en x -\- Zx^ y-t-^y est évidemment égal à 8w -h M| 8^ -f- «2 ty. De môme
Af' =1 ^ç -h Çi Sot -H t'i 8j,
On aura donc à la limite du champ entre les variations Sx^
By, 8m, 8p, ... la relation
-— tx-h -~-oy-r- ■— (ou -I- Ui ùx -i- «/, oy) dx ôy *^ du ^ ^ '
Les équations A = o, B = o, . . . , E = o ne seront donc plus nécessaires le long de la portion de courbe considérée pour que Tintégrale simple s'annule, mais il suffira que Ton ait
OU ôv
y. étant une inconnue auxiliaire.
On a donc une inconnue de plus, mais en même temps une équation de plus, à savoir if r= o,
3® Supposons que x, y, u, i^, ... soient liés par une équation aux dérivées partielles
^{x,y,u, Wi, Wg, i', t',, (^„ ...) — o.
On aura, pour tous les systèmes de valeurs des variations qui laissent subsister cette équation,
81 z= 8 V cp û?a: c/j ::ii 0 V (cp -i- Xd/) dx dy^
X étant une fonction arbitraire de forme invariable.
La variation de cette dernière intégrale pourra se mettre sous la forme
Aa' Sw -+- B' ot; -h . . . -h D' Sa: 4- E' ajK) é/j -+- Q (M' 8a ~ N' 8(> 4- . . . ) rf^ dy.
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Déterminons Tauxiliaire X par l'équation ^1'^= o. L'intégrale double se réduira à
Il est clair d'ailleurs que or. . . . pourront être choisis à volonté sans que l'équation 6.-.0 cesse d'avoir lieu. Donc on devra avoir N' =r o, . ...
Reste rintégralc simple, qui devra s'annuler tant que l'équation tj^ = o subsistera. Or les variables sont encore liées par cette équation à la limite du champ. Si cette équation contient les dérivées partielles //|, Wo, t',, ('2, .... elle n'apprendra rien sur les variations S.r, oy^ 83, 5^/, de sorte qu'on devra avoir
Mais, si elle ne contient que x, y^ 11, r, .... il suffira, d'après le cas précédemment examiné, de poser sur la courbe limite
OX OY
\ôx ^ au * ou )
V étant une nouvelle inconnue auxiliaire.
4" Supposons enfin que w, v^ ... et les limites soient astreints à varier de telle sorte qu'une intép:rale donnée
K= V i^ dx dy conserve une valeur constante c. On verra,
comme au n° 361, qu'on doit avoir identiquement
8I-i-). oK ^o,
X désignant une constante.
On aura donc à former les équations qui annulent la variation de l'intégrale double
I-i-XKrrTQ(o-f-À.]/)r/a;d>s
lllilBÉ
Uiiuss a.ins la tnconc ne la capiiianie :
Déterminer la forme d'équilibre d'un iiqui flans un vase de forme donnée.
Soient
V le volume du fluide supposé donné; v l'aire de sa surface libre; 2 celle de la paroi mouillée;
H la liauteur du ecnlrc de gravité du liquide ai plan horizontal des xv-
On obtiendra la surl'acc cliercliée en reudan: lV.prcs.ion
où n el b sont des constantes.
z l'ordonnée de la surface libre;
p, q, r, s, t ses dérivées partielles première el set
Z, P, Q l'ordonnée de la paroi et ses dérivées pai
On aura
" " S vT -1-7^^ dx dy.
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double
avec les conditions : i" que Tintégrale V soit constante; a" qu'on ait aux limites du champ Féquation de condition
Z zrz Z.
Nous aurons à former la variation
(I 4- XV) —- A A Iz -H D ^x -\- E87) ds H- Q M 8m dxdy,
ou
v/i -f 7>*-h 7* \li -^ p--i-q*
D =: © ces NX, E — <p ces N Y,
zz: 6-3 -f-X - -
^'^' \/i~h />* H- 7» ^0' \/ 1 -f->=^ -r- ry 2 (i H- 7*)/- — ipqs-^ (i -f-/>*)^
(lH-/^»-i 7»)
L'équation aux dérivées partielles de la surface libre cherchée sera donc
Cette équation est susceptible d'une interprétation géométrique remarquable. En effet, le dernier terme de M est égal
à p -h -rj-» Il et R, désignant les deux rajrons de courbure
principaux. On aura donc
Passons à la considération de l'intégrale simple. On a, le long de la courbe limite, 5 ~ Z, ce qui réduit ç à ses
AiruiiL ue la la valeur ucuû puur la ïuuïiiiuer uans pois égalant à zéro les coefficients de ^x et de Sy.
I /)cosNX+?co3NY
cosNX + ycosWY
(P~/>)-Hf cosNX = c
On a d'ailleurs évidemment, en désignant par ar, X + dx, y + dy, z -\-dz deux points inûniment v la courbe limite,
d'où et enfin
ds -^pd-x -f- qdy^ Vdx + Qrfv; (P— /»)cosNY — (Q — y)cosNX.
La première des équations (4) deviendra donc, f nant cosKY et supprimant le facteur cosNX,
CALCUL DES YÀRIATIOiVS. D09
I désignant Tan^^lc des plans tangents à la surface libre et à la paroi du vase. Cet angle sera donc constant.
La seconde équation redonnera ce même résultat en éliminant cosNX et supprimant le facteur cosNY.
400. Cherchons encore à déterminer les surfaces d'aire minima. Il faudra annuler la variation de Tintégrale
Posant a = ^ = A 1^ o dans les calculs précédents, on aura T-. j [a oz -+- V I -t- />--:- (/* (ces NX ûj; -h cosNYo^T')]^?^
-S^R-'-ïrJ'''''-''-
L'équation aux dérivées partielles des surfaces cherchées sera
donc
ou
Cette équation a été intégrée au n" 280.
Si Ton donne le contour qui limite le champ et la valeur de z en chacun de ses points, on aura à la limite ox ^-: o, oy^= o, oz = o, et l'inlégrah^ simple disparaîtra d'elle-même. Mais les valeurs limites des trois variables donneront une courbe par laquelle doit passer la surface cherchée, et l'on aura à déterminer par cette condition les fonctions arbitraires que l'intégration a introduites.
Si une portion de la courbe liniile est inconnue, mais assujettie à se trouver sur une surface donnée z -^7j, on aura, pour l'angle i sous lequel la surface inconnue vient la rencontrer, l'équation
cosi - o,
laquelle montre que les surfaces se coupent à angle droit.
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Supposons enfin qu'on demande la surface d'aire mînima qui renferme un volume donné V. On aura à annuler la virîatîon de Fînlégrale
ce qui donnera réipiutiou auxdérivt-es partielles
Les fonctions arbitraires de Tinlégration se détermineront par l'équation V=const., jointe aux conditions aux limites.
401. Le calcul (les variations fournit un procédé commode pour la transformation des équations aux dérivées partielles.
Pour en donner un exemple, considérons, avec Jacobi, l'intégrale triple
(^lierclions la variation SI en supposant le clianip d'inlégralion invariable, ainsi (]uc les valeurs de V et de ses dérivées du premier ordre aux limites du ciiamp On aura
Vj\i)c Ox dv Or àz ôv J
ou, en intégrant par parties les trois termes respeclivemcnl par rapport à x^ >', z et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
kJ V '^''" Ov uz- !
l^a condition pour (jiic ol soit identi(|uement nul sera donc fournie par l'équation aux dérivées partielles
J'Y <V\ <}-V K(.'mplarons les coordonnées rectangles ^r, >-, z par un sys-
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tèinc de coordonnées eiirvilijj;ncs orthogonales /, //, i>, déûnies par les équations
ou
t — F{jr,yyZ), u -*(x,7, 5), v ".W{j:,yjZ).
On aura (t. 1, n** S30).
<^F d^ ÔF d^ ÔV d^
Oj^ ôx ' ôy dy ^ Oz t)z *
dx ô.v ' ôy ÔV ' âz Jz " * ôj ÔF ôH' ÔF ÔT ÔF
ôx Ôx ÔY ÔY ÔZ ÔZ '
fdvy /()Fy /àvy
dx^ -r dy^ -H dz' = --- 4- - - + - - .
Enfin l'élément de volume rapporté aux nouvelles coordonnées sera
, , , dtdtidv , , , , dx dy dz ^r. . ^ ^r= j dt du dv^
J = — z ^=i étant le moduir du jacobien de x^ y^ z par rap-
y/AAj A,
port à /, ?/, i'.
On a d ailleurs
*^^' àV ÔF ô\_d^ ôWô^ ôx ôt ôx ' ou ôx ôi' ôx
ô\ ÔV ÔF ^ ô\' d<P ôV ÔW
ÔZ ' ôt ÔZ ' ou ÔZ ÔV ÔZ '
;V,a TuoisiÈ:nK partie. - - gdapitre iv.
d'où, en tenant compte des relations précédentes,
/^v\' /d\y fôyy- jdvy- ^ /«)v\» ^ /<?v\«
Uj ^fe) -U) --HdTJ ^^'U) -^^«Uj-
L'intég^rale I, rapportée aux nouvelles variables /, «, v, deviendra donc
Le champ de cette nouvelle intégrale sera invariable comme
celui de Tintégralc primitive, ainsi que les valeurs de V,
dV dV dV r .. , i
-r-> A - > ->— aux limites du champ. àt du dv ^
Exprimons que ol s'annule dans ces conditions. On aura
ou, en intégrant par parties les divers termes de cette expression et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
La condition pour ([ue SI s'annule identiquement sera donc
ô ô\ d . dV d . dV
dette nouvelle étjuation est donc équivalente à Téquatlon (5), dont elle sera la transformée.
Fi:^ DU TOME TROISIÈME ET DERNIER.
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tèine de coordonnées curvilignes orthogonales /, w, v, définies par les équations
ou
On aura ( 1. 1, n^ S30).
ôx ôx ' dy ÔY ~^ ôz ()z ~" '
dx ôx ' àr ()y àz Jz à^V ÔF ÔW ()F fM- f)F Ox ()x dy Oy ' ôz Oz
/ôFy /()F\* fôFY dx^ -r- dy* -hdz- — h - - +
Enfin l'élément de volume rapporté aux nouvelles coordonnées sera
, , . dtdufh , , , , dx dy dz —.-... — rrr J dt du dvy
y A Al A, J = — ^.^^=i étant le module du jacobicn de x^ y, z par rap-
y/AAj A;
port à /, //, r.
On a d'ailleurs
^V ÔV ÔF âYâ^ ÔV â^
ôx ôt ôx ' ou ôx ô^' ô.c
ô\ ô\' ÔF ÔW d^i> ô\ ôw ôs Ôt dz ' OU ÔZ ' ÔV ôz'
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d'où, en tenant compte des relations précédentes,
L'intr «Ivraie I, rap[)ortée aux nouvelles variables t, «, i?, deviendra donc
S[Kvt)"-'0'-<^')>"'"*-
Le champ de cette nouvelle intégrale sera invariable comme
celui de Tintégrale primitive, ainsi que les valeurs de V,
dV dV dV r » j 1
-r-9 > > -r- aux limites du champ. àt du dv ^
Exprimons que SI s'annule dans ces conditions. On aura
ou, en intégrant par parties les divers termes de cette expression et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
La condition pour (|ue ol s'annule identi({uement sera donc ô - dV d , dV d , , dV
— AJ -1- - A,J -— -i- -r-A,J-j- — O.
ùt Ut au au dv df
dette nouvelle écjuation est donc équivalente à l'équation (5), dont elle sera la transibrmce.
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