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PRÉFACE
Le présent Volume n^a pas été aussi profondément remanié que les deux précédents. Les principaux changements sont les snivanls :
La Note finale sur quelques points de la théorie des fonctions a été supprimée y les principaux résultats qu'elle contenait ayant été introduits dans les deux premiers Volumes.
Les divers passages où interviennent les fonctions elliptiques ont été notablement simplifiés en faisant intervenir les fonctions de M. Weierstrass à la place des anciennes fonctions sni/, CHU, dnu.
L^ex.position du procédé d^intégration des équations linéaires à coefficients constants a été changée. La méthode de M. Vaschy, que nous avons adoptée à la place de celle de Cauchy, se recommande par son élégance et sa complète généralité.
Nous avons enfin ajouté une démonstration de Texistence des intégrales dans le cas des variables réelles, et Tindicalion des méthodes proposées par Kummer et Halphen pour Tintégration Je certaines équations linéaires.
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I. — Notions préliminaires
1. Nous avons vu dans le Calcul différentiel (Chap. I, § XIII) que, lorsqu'on a un certain nombre de relations entre une ou plusieurs variables indépendantes Xi, x^'i • > • et des fonctions j^i, ^29 • • • de ces variables^ on pouvait, en combinant ces équations avec celles qui s'en déduisent par dériva lion, en déduire une infinité d'équations différentielles auxquelles satisfont ces fonctions.
[i nous reste à traiter le problème inverse, en cherchant à remonter des équations différentielles aux relations qui existent entre les variables elles-mêmes.
Court, m
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Nous nous occuperons d'abord des équations différentielles ordinaires, où ne figure qu'une \ariable indépendante x.
2. Soit proposé un système de m équations différentielles entre x et m fonctions ^,, . . ., y m de cette variable. On pourra, par l'introduction de variables auxiliaires, ramener le système proposé à un autre système équivalent, où ne figurent que des dérivées du premier ordre.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que nous ayons deux équations différentielles simultanées
„ / dy d}y d}y dz d}z\
^ l,-^'-^' dx' dii' ZF»' -'' ^' dF*) =°'
_, / dy d*Y rf'v ds d'z
''\^'^' 5i' dii' d^' ""' 5j' dJy
Posons
^ - v' î^ - v' ''i - -' da;~^' dx^—-^' dx
On aura évidemment
iL-Y> i^-y' ^-Z'
dx~-^' dx~^' dx~ '
dy" . ds
S -TZ I " O
dx dx
Ces cinq équations différentielles forment un système manifestement équivalent aux deux équations primitives, mais où ne figurent plus que des dérivées du premier ordre.
3. Considérons donc un système simultané de m équations du premier ordre
„ / dv dz du \
_ / dy dz du \
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eotre la variable indépendante x et m fonctions inconnues^,
Si parmi ces équations il en figure une, F = o, qui ne con* tienne pas de dérivée, soit jy une des variables qu'elle contient, Téquation résolue par rapport à ^ donnera un résultat de la forme
(i) yz=:tf{x,z,Uy...).
On en déduit
dy 09 d^ dz d9 du
dx dx dz dx du dx
Substituant ces valeurs dans les équations
Fi = o, F,= o, ...,
on aura un système de m — i équations différentielles pour déterminer les m — i variables z, u, ... ; on calculera ensuite^ par l'équation (i).
Supposons, au contraire, que l'équation F = o contienne
dy an moins une dérivée, telle que -j- • Résolvant par rapport à
cette dérivée, il viendra
dy -/ dz du
. • • la
Substituons cette valeur dans les équations suivantes ; on obtiendra un système
(dz du \
équivalent au proposé.
Si Tune des équations cpi = o, ... ne contenait aucune dérivée, on pourrait s'en servir, comme il a été expliqué.
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pour éliminer une variable et ramener Tétude da système proposé à celle d^un système de m — i équations différenttielles seulement.
Si, au contraire, Téquation f i = o contient une dérivée -^ 9
on en déduira
dz ^ ( du \
et Ton substituera cette valeur dans les équations suivantes.
Continuant ainsi, on arrivera à mettre le système sous la
forme
dy _ f dz _^ du _^ ^
dx-^' d^--^'' dx-^^' •••'
/^ne contenant plus -r-y f\ ne contenant ni ^ ni ^,
Portant maintenant dans chaque équation les valeurs des dérivées fournies par les équations suivantes, on obtiendra un nouveau système d'équations, de la forme suivante :
Un système d'équations simultanées du premier ordre, ainsi résolu par rapport aux dérivées, est dit ramené à sa forme normale.
On voit, par ce qui précède, que Pélude d'un système quelconque d'équations différentielles simultanées peut être ramenée à celle d'un système normal. Le nombre des équations de ce système normal équivalent au proposé servira de dcfinition à Vordre de ce dernier.
En particulier, si Ton n'a qu'une équation différentielle
d'^'Y .( dy d'^-^y\
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elle sera équivalente au système normal
Soo ordre sera donc égal à m.
4. D'an système de m équations différentielles entre x et les m fonctions y^ Zy u^ . . ., on peut déduire, ainsi que nous allons le voir, une équation différenûelle où ne figurent que j:et^.
En général, le nombre des équations données n'est pas suffisant pour éliminer z, u, , , . et leurs dérivées. Mais, si nous prenons la dérivée de chacune des équations données, nous obtiendrons m équations nouvelles, en introduisant au plus m — I inconnues de plus, à savoir une dérivée nouvelle dp chacune des fonctions z, u, En rcpëlant cette opération, on arrivera évidemment à se procurer assez d'équations pour effectuer l'élimination.
Considérons, par exemple, un système de trois équations
entre x^y^ Zy u. Supposons que l'ordre de la plus haute dérivée de chaque variable, dans chacune de ces équations, soit donné par le Tableau suivant :
it
nti
ni
Pi
nif
Pt
Différentions les trois équations respectivement A, A,, A] fois. Nous obtiendrons ainsi un total de A -j- A| + A2 -H 3 équations, entre lesquelles on aura à éliminer z et ses B premières dérivées, u et ses C premières dérivées, B désignant
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le plus grand des nombres A -+- n, A| -f- /Im Aj + n^^ et C le
plus grand des nombres A-h/>> A|-i-/>i, A^-^Pil soît en
tout B -+- C + a inconnues.
En thèse générale, rélimination ne pourra se faire que si
le nombre des équations surpasse celui des inconnues. On
devra donc avoir
AH-Aj-f-Aj^B + C
et, comme on a
on en déduit
B>Aj-h«i, C>A,4-/?,, BrA,-+-/î„ C5A,-^y9„
A^/iiH-/?,, A5/i,-h/>|.
On voit de même que A| est au moins égal au plus grand des deux nombres n-\- p2, n2-\-pj et As au moins égal au plus grand des nombres n -\- p^, /i| +/>.
Il est d'ailleurs aisé de voir qu'en prenant A, A| , A2 précisément égaux aux limites inférieures trouvées ci-dessus, on aura juste le nombre d'équations nécessaires pour Félimination.
Soit en eifet, pour fixer les idées,
A= /ïi-4-/?j>/ïî -+-/>!, B = A H- /i 5 Al 4- /Il 5 A, -h /i,.
On en déduira
A-i- /i = /H- «1 -!-/>, 7 Al -4- /11,
d'où
B=:A4-/i = Ai4-/ii;
et, d'autre part,
A-|-/>=i/?4- /Il -t- /?j < A., -4- /?,.
On trouvera de même
Ai4-/>i^A,-h/?t ou 5A-I-/?, suivant que A| sera égal à n -h/>a ou à /la + jo-
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On aura donc, dans tous les cas,
C = A,-i-/?,5 A, -h/>, 5 A -+-/>, et, par suite,
B -f- C = A, H- /i, H- A, -+-/>!= A 4- Aj 4- Af.
En donnant à A, A|, A| les valeurs ci-dessus, on aura donc une équation de plus qu'il n'est nécessaire pour déterminer ^, u et leurs dérivées au moyen de y et de ses dérivées. Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront une équation finale ne contenant que y, et ses dérivées jusqu^à Tordre D, D désignant le plus grand des nombres A + ^^^ A| -«- /Wi, Aa-|- ni2'
Ce nombre D, qui représente l'ordre du système, sera évidemment égal au plus grand des nombres m + />i+/'i» mi 4- n-h pt7 ' "j qu'on obtient en associant ensemble trois nombres du Tableau (2) appartenant à la fois à des horizontales et à des verticales dififérentes.
5. Ce résultat, qu'on étendrait sans difficulté au cas d'un nombre quelconque d'équations, peut se trouver en défaut si Sj u et leurs dérivées figurent dans les équations proposées de telle sorte que l'élimination puisse se faire avant qu'on ait formé toutes les équations auxiliaires qui paraissent au premier abord nécessaires, d'après le nombre des quantités à éliminer.
On obtiendra, même dans ce cas, une équation finale en y de la forme
mais z, Uf au lieu d'être immédiatement donnés en fonction de^' et de ses dérivées, pourront être déterminés par de nouvelles équations différentielles, de la forme
d^x^"^ (.^'^'^'"•'^'"'•••'^^x^'Sii^;'
/ dy d>^-^z dV-'^u\
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Éliminant u entre ces équations par la répétition du même procédé, on arrivera à faire dépendre l'étude du système primitif de celle d'un système de la forme suivante :
dPz _ / dP-*z\
dfu _ ( dt-^u\
■^ —fi \x,y,...,z^...,u, ..., ^^^_, J
6. Considérons, en particulier, les fonctions déterminées par une équation différentielle
/ dv
i^'^' di
rf«v
algébrique par rapport à j:, ^', . . . , ^-^•
Toute solution d'une semblable équation satisfait évidemment à une infinité d'équations analogues résultant de la combinaison de F et de ses dérivées.
Réciproquement, soit y une fonction de x qui satisfasse à une série d'équations différentielles algébriques
F = o, Fj ==. o, ....
Toutes ces équations résulteront de la combinaison de Fune d'entre elles avec ses dérivées.
Considérons, en effet, parmi toutes les équations de ce genre auxquelles j^ satisfait, celles dont Tordre est minimum, et parmi celles-ci choisissons celle où la plus haute dérivée est élevée à la puissance minimum. Soient a et |jl cet ordre et ce degré, F = o Téquation correspondante; F| = o une autre équation quelconque du système.
De l'équation F = o et de ses dérivées on pourra déduire les
valeurs de , ^_;_^> • • • et des puissances de -r^ de degré ^ jx en fonction rationnelle dea:, j', -i-> • • •» j-^» • • •> (;r^)
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Sobstitoant ces valeurs dans F|, on obtiendra une nouvelle
équation 4» = o, qui ne contiendra plus que x^ y^ -^ » • • • »
d^' •••» (^-i[) ' Mais, d'après notre hypothèse, y ne
satisfait à aucune équation de ce genre. Donc Téquation $ = 0 est une identité.
Nous dirons que la fonction y est une solution propre de l'équation F = o et une solution impropre des autres équations F| = o, ... ; et nous appellerons ordre de la fonction l'ordre de Téquation F = o.
D'après cette définition, les fonctions algébriques seront d'ordre zéro; les fonctions d'ordre >-o seront transcendantes.
Une équation dififérentielle algébrique F = o est dite irréductible, si elle n'admet que des solutions propres
7. Soient y, Zj ... des solutions des équations différentielles algébriques
/ dy d^,r\
(3) l^ / dz d^z\
de degrés pi, v, . . ., par rapport a ^-^, —g) • • • •
Soient, d'autre part, Y, Z, ... d'autres fonctions satisfaisant à des équations analogues
Supposons qu'il existe entre ces diverses fonctions et leurs dérivées une relation algébrique
Si nous éliminons Y, Z, ... entre cette équation et les équations (4)» nous obtiendrons une équation difi*érentielle
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G= o entre y^ z, . . . , qui représentera la condition nécessaire et suflisante pour que ces fonctions, associées à des solutions convenablement choisies des équations (4)» satisfassent à Téquation ^ = o.
Si donc Téquation G = o n^est qu'une conséquence des équations (3) et de leurs dérivées , tout système de solutions de (3), associé à un système convenable de solutions de (4)) satisfera encore à Péquation V = o.
Ce cas se présentera nécessairement s*il n'existe entre les solutions y, z^ . . . , primitivement données, aucune relation algébrique de la forme
ou ;t-^> — 09 ••• figurent avec des degrés respectivement
inférieurs à p., v, ....
En effet, au moyen des équations (3) et de leurs dérivées,
on peut éliminer de G les dérivées , ^^^y •••> ^ ^> •••
et les puissances {;y-^) > (^"ft) ' ^^ obtiendra ainsi
une équation de la forme (5), laquelle devra, par hypothèse, se réduire à une identité.
8. Gomme application des considérations qui précèdent, cherchons la forme la plus générale des relations algébriques qui peuvent exister entre des intégrales abéliennes^i, ..., y» définies par les équations différentielles algébriques
Soit
(6) V(^,ri» •••>/m) = 0
une semblable relation. Nous pouvons évidemment admettre
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qu'il n'existe aucune relation de même nature entre les fonctions y^^ . . . , ym^s et la variable indépendante. L'équation (6), résolue par rapport ^ym^ pourra s'écrire
D'après le théorème précédent, cette équation subsistera si l'on j remplace ^'o -M^m-i pair des solutions quelconques des équations F|, ..., Fnt.i^ pourvu qu'on remplace en même temps y m par une solution convenable de Téquation Fj«. Mais il est clair que les solutions de chacune de ces équations s'obtiennent toutes en ajoutant à l'une d'elles une constante d'ailleurs arbitraire. On aura donc
^ti • • • 9 Cm-\ étant des constantes arbitraires, et Cm une autre constante, dépendant de celles-là.
Prenant la dérivée de cette équation par rapport à la constante Cl, il viendra
dcj^ — <^?(-^» Vi-^-g!> - ") __ ^<p(^,.yi-f-C|. .. .) de, ~" de, ■" dj,
et, en posant c, = . . . = Cm-\ = o,
ki désignant la valeur constante que prend dans cette hypothèse la dérivée *"
dci
Cette dernière équation doit se réduire à une identité, paisque nous supposons que x, y^j . . . , ym-\ ne sont liées par aucune relation algébrique. On aura de même identiquement
-7—- — /tj, ..., — «m-l»
Oyt 0/m^l
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^2 y • • • y ^m-i étant des constantes. On en déduit
X étant une fonction algébrique de x. La relation cherchée sera donc de la forme
9. Ces préliminaires posés, il nous reste à indiquer les procédés par lesquels on peut intégrer une équation différentielle (ou un système de semblables équations), c'està-dire déterminer ses solutions.
Il est aisé de voir, par des exemples, que ce problème est indéterminé.
Considérons, en effet, une équation
entre la variable indépendante a?, la fonction j/* et la constante arbitraire c. On en déduit par différentiation
Tirons la valeur de c de l'équation (7) pour la substituer dans (8); il viendra, en représentant par des parenthèses le résultat de cette substitution.
w (si) ^ -(!)*=«•
Cette équation différentielle admet pour solution la fonction j', définie par l'équation (7), quelle que soit la constante c. A chaque valeur de cette constante répond une solution particulière. L'ensemble de ces solutions se nomme la solution générale.
Pour reconnaître s'il existe d'autres solutions, en dehors de celles que nous venons de déterminer, introduisons une
tQUàTlORB PIFTÉMUTilLLM OM0INÀI118. l3
variable auxiliaire c définie par l'équation (7). Cette équation dlffi&eutiée donne
oa, en substituant pour c sa valeur tirée de (7),
ott enfin, en tenant compte de l'équation (9),
On peut satisfaire à cette équation de deux manières : 1® En posant
de = o, d'où c = const. ;
la valeur correspondante de j^ étant donnée par l'équation (7), on retombe ainsi sur la solution générale; 2^ En posant
Cette équation détermine la valeur dey en fonction de x. Uinconnne auxiliaire c sera ensuite déterminée par Téquation (7).
La nouvelle solution ainsi obtenue se nomme la solution singulière de Téquation différentielle.
En considérant x, y comme les coordonnées d'un point, chaque solution particulière
où c est supposé constant, représente une courbe.
La solution générale représente l'ensemble de ces courbes. Enfin la solution singulière, définie par l'équation
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résultat de réliraination de c entre les équations
représentera l'enveloppe de ce système de courbes.
Il arrivera parfois que les deux équations (lo) soient incompatibles, auquel cas il n^y aura pas de solution singulière; ou que la valeur de c en fonction de a?, déduite de ces équations, se réduise à une constante; dans ce cas, la solution singulière se confondra avec Pune des solutions particulières contenues dans la solution générale.
10. Les considérations précédentes peuvent aisément s'étendre à des systèmes d'équations diiFérentielles sinjultanées. Soient, par exemple,
(il) ?i = o, ^t—O
deux équations entre la variable indépendante x^ les deux fonctions j^i , JK2 ^t deux constantes c^, Caj on en déduira, en différentiant et éliminant c^, Ca, les deux équations diilérentielles
dont les équations (i i) représentent la solution générale.
Pour obtenir les autres solutions s'il en existe, prenons pour inconnues auxiliaires les quantités C4, Ca définies par les équations (i 1).
La diffërentiation de ces équations donnera
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ou, en éliminant C|, Ci et tenant compte des équations (12)}
On peut satisfaire à ces équations :
I® £n posant
dCi =■ O, dCf rz: O,
d'où
Cl = coDst. , Cf = const. ;
on retombe ainsi sur la solution générale ; 2*^ En posant
anqnel cas les équations (i3) se réduisent à une seule d'entre ellesy par exemple à
Cela posé, des trois équations
Ti=o> ?ï = o, Ar=o
on pourra déduire les valeurs de C|, C29 y^ en fonction de x et de^f . Substituant ces valeurs et leurs différentielles dans l'équation (i4)) ^U^ prendra la forme
Xdx -hY dyi = o,
où X, Y sont des fonctions de j: et de j^i .
Toute solution y^ de cette équation, combinée avec la valeur correspondante de j^2 tirée de A = o, donnera une solution singulière des équations différentielles (12;.
3® Enfin, si les équations
étaient satisfaites par un même système de valeurs de j^i,^a,
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elles fourDÎraient une nouvelle solution; mais le système de ces équations est généralement surabondant.
11. Le problème de l'intégration des équations difTérentielles (ou des systèmes d'équations différentielles) peut être envisagé sous deux points de vue différents.
On peut se proposer d'obtenir une solution générale. Celle-ci trouvée, les solutions singulières s'en déduiront immédiatement si l'on a affaire à une seule équation, ou s'il s'agit d'un système d'équations différentielles, par l'intégration d'un nouveau système d'ordre moindre que le proposé. On pourra ainsi former le tableau de toutes les solutions possibles.
Mais, dans les applications du Calcul intégral, la question de l'intégration se présente autrement. Les fonctions inconnues sont assujetties, non seulement à satisfaire aux équations différentielles données, mais à d'autres conditions accessoires qui achèvent de les préciser, de telle sorte que le problème ne présente plus rien d'indéterminé.
Considérons, par exemple, le mouvement d'un point dans l'espace. D'après les priocipes de la Mécanique, ce mouvement sera défini par les six équations suivantes :
^_^/ iX-yi ^-z'
"^-di"^^ "^-dt"^' "^irt-^^
où m désigne la masse du point; x^y^ z ses coordonnées à l'époque t\ X, Y, Z les composantes de la force qui le sollicite.
Il est clair que la question ainsi posée est encore indéterminée. Mais on pourra achever de la préciser en se donnant, par exemple, la position du point, et les composantes de sa vitesse à l'instant initial ^o* Le problème deviendra, en général, déterminé, et pourra se formuler ainsi :
Trouver six fonctions x, /, 5, a/, y y z' de la variable f,
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qui satisfassent aux équations différentielles (i5), et qui prennent des valeurs données Xqj y^y z^, x\y y\y z\ pour
La question ainsi posée sera facile à résoudre si Ton peut déterminer la solution générale du système (i5). Cette solution sera, en effet, donnée par un système de six équations
?l = O, . . . , Çi = o
entrer, r, z, x'j y^ z\ t et six constantes arbitraires a%^ ..., ae. En exprimant que ces six équations sont satisfaites lorsqu'on y pose t = tfif x = Xo^ . . . , ^ == V^, on obtiendra six éqaations de condition pour déterminer les valeurs de ai , . . ., a^ correspondantes à la solution particulière que Ton cherche. Mais ce n^est que dans des cas très spéciaux qu'on sait obtenir la solution générale d'un système d'équations différentielles. On se trouvera donc réduit le plus souvent à étudier la solution particulière qui satisfait au problème déterminé que Ton a en vue. Il existe pour traiter cette nouvelle question des procédés d'approximation numérique que nous exposerons plus tard, et qui seraient inapplicables au problème plus étendu, mais plus vague, de la recherche de la solution générale.
n. — Équations dn premier ordre.
12. Considérons une équation différentielle du premier ordre ramenée à la forme normale
dx
ou
\\) dy — Xdx=^o.
Au lieu de cette équation, on peut considérer, avec Eulcr,
J. . Cours, III. a
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la suivante
(a) \i.dy — jjlXûTîc^o,
où |x est une fonction de x^ y choisie à volonté.
L'équation (2) est, en effet, équivalente à (i), tant que |jl n^est ni nul ni infini. La seule différence est qu'elle pourra admettre la solution nouvelle |x:=o, ou perdre la solution
Supposons le facteur [x choisi de manière que le premier membre de Téquation (a) soit une différentielle exacte. On pourra déterminer, par de simples quadratures (t. II, n^ 161 ), une fonction cp, telle que Ton ait
df^^=i^dy — jjlX dx.
Lors même que ces quadratures ne pourraient s'effectuer exactement, il sera toujours possible de déterminer, avec telle approximation que l'on voudra, la valeur de f pour chaque s}^stème de valeurs de Xy y.
Cela posé, l'équation (2) se réduit à
et donne immédiatement
ç = const.
Le problème de l'intégration sera donc résolu dès qu'on aura déterminé, soit la fonction <p, soit le multiplicateur {x, d'où <p peut se déduire par quadrature.
L'équation
<i<j> zzi [X dy — jxX dx
se décompose dans les deux suivantes :
Eliminant [x, on obtiendra l'équation aux dérivées par-
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L'intégration de cette équation aux dérivées partielles et celle de Féquation (i) sont deax problèmes entièrement équivalents.
En effet, soit f une solution (ou intégrale) quelconque de Téquation (3). On aura
L'équation
dy -^\dx=io
sera donc équivalente k d(f = o et admettra la solution générale
o = const.
Réciproquement y supposons que, par un procédé quelconque, on ait obtenu une solution générale de l'équation (i)^ telle cpe
c étant une constante arbitraire. Cette équation, résolue par rapport à c, prendra la forme
Différentiant, il viendra
dx dy ^
Cette équation devant être équivalente à l'équation primitive (i), les coefficients de dx et de dy doivent être propoi^ tionnels; d'où la relation
àx dy
Donc (jpi est une intégrale de l'équation (3).
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Celle inlégrale une fois connue, on pourra en déduire loules les autres. Soit, en efiet, cp une autre intégrale quelconque; des deux équations (3) et (4) on déduit
df
ôjy
ày
do,
ày
équation qui exprime que f est une fonction, d'ailleurs arbitraire, de Çi.
14. Quant au multiplicaleur |jl, il doit satisfaire à la condition d'inlé":rabilité
du. d[xX
el réciproquement, toute solution de cette équation donnera im multiplicateur.
Connaissant un multiplicateur [x et Tintégrale f correspondante, on en déduira aisément tous les autres. Soit, en effet, y/= [xv un autre multiplicateur; on aura
djxv dfxvX
dx
ày
dv^\
dy)
Donc V sera une intégrale de Téquation (3), et Ton aura V = F((p), F désignant une fonction arbitraire.
Si, dans le premier membre de Téquation différen
li^Ue
dy — X cte = o,
nous remplaçons x ely par x -\- tl, y + e7|, e désignant un paramètre infiniment petit et Ç, Ti des fonctions de x et de^.
dxz^ o.
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nous obtiendroDS réquation transformée
OU, en développant et négligeant le carré de c,
Si cette équation transformée reproduit à un facteur près Téquation primitive, nous dirons que cette dernière admet la transformation infinitésimale ^, t;.
Cette condition est exprimée par la relation
X-hS^-- H-r, ^j -r X(5 X r
ox ox Oy âx \df ùy )
Posons
7i = XÊ-+- «;
celte équation se réduira à
à^ ^dz _yd£ ,1 __£
" ày àx dy " \dx
Cette relation montre que, lorsque z n^est pas nul, son in-
verse - = tt^ est un multiplicateur.
z TTi XÇ ^
On voit donc que la recherche des multiplicateurs el celle des transformations infinitésimales de Téquation différentielle en elle-même ne constituent au fond qu*un seul et même problème.
Les équations différentielles que les principes précé
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dents permetlent d^intégrer se ramènent pour la plupart aux trois types fondamentaux suivants :
1° Les équations de la forme
dy — XY dx =i o,
où X est une fonction de j: et Y une fonction de ^. Ces équations admettent le multiplicateur y; caries deux termes de l'expression
^-Xdx,
ne contenant chacun qu'une seule variable, sont des diflerentielles exactes.
a® Les équations homogènes
Leur premier membre se reproduisant à un facteur près quand on y remplace x, y par (i -j- i)x^ (i + e)^, elles admettront comme multiplicateur la quantité j — r — •
On peut le vérifier aisément par un changement de variable. Posons, en effet,
y = uXj d'où dy:=udx-hxdu\
l'équation deviendra
u dx -\- X du — cp ( a) é/j? =: o,
et, si nous la divisons par le facteur
il viendra
dx du
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éqoatîon dont le premier membre est une différentielle exacte, les variables étant séparées.
Soient u^ une valeur particulière de la variable auxiliaire u ; Xq la valeur correspondante de x^ laquelle pourra être choisie arbitrairement. L'équation précédente, intégrée de i/o à Uy donnera
, j? r^ du
log h/ -— r=o;
doù
On aura donc exprimé a; et ^ = ux en fonction de la variable auxiliaire u et de la constante arbitraire x^
Les équations linéaires, de la forme
P et Q désignant des fonctions de x seul.
L'équation ne change pas si Ton y remplace j^ p^rj^ + %i\^ t\ étant une fonction de x définie par l'équation
Elle admet donc le multiplicateur -• On a effectivement Intégrant, il viendra
d'où
r^dx=c^
La fonction auxiliaire i\ qui iGgure dans cette formule est
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une solution choisie à volonté de Tëquation (6), qui ne diffère de la proposée que par la suppression du dernier terme. Cette équation s'intègre immédiatement en séparant les variables. Il viendra
^zzPrf^,
d'où
logtirr r Prfj:-hlogC„
I Prfx
C| désignant une constante arbitraire.
19. Un grand nombre d'équations différentielles peuvent se ramener aux types précédents par des changements de variables.
Considérons d'abord l'équation
Si ab' — ba! n'est pas nul, posons
ax -h by -^c=^ly a'x -h b'y -^c'=ir^]
doù
a dx -h b dy z= d^j a' dx -^ b* dy =l dr\^
dx = kdi-^^dr^, €//=iA'^-hB'rfïi.
L'équation transformée
sera manifestement homogène.
Soity au contraire,
a6'— ba'=zo, doù
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Le second membre de Inéquation proposée sera de la forme
Prenons ax + h y + c = Ç pour variable nouvelle, à la place de x par exemple. On aura
a dx -^ b dy=: d^^
dxz=i--{di^bdy).
ei l'équation transformée deviendra ou
Les variables sont séparées. On obtiendra donc^ en fonction de \ par une quadrature, et l'équation
ax -^ by -\-c^=.\
donnera la valeur correspondante de x,
SO. L'équation de BemouUi
GÙ P et Q sont des fonctions de Xy peut s^écrlre
i— ni ax *^ ^
et se changera immédiatement en une équation linéaire, si l'on prend j'*'"'" pour variable à la place de j^.
21. L'équation peut être intégrée complètement dès qu'on en connaît une
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solution particulière. Soit, en effet, y^ cette solution : po sons
l'équation transformée sera
et, comme l'on a par hypothèse
dvx
dx
elle se réduit à
dz
^ =(aR/,-hQ)5-f-R5«.
C'est une équation de BernouUi.
L'équation
Xdx-^-Ydy -^Z{xdy'-'ydx):=o,
où X, Y, Z sont des fonctions homogènes dont les deux premières sont du même degré, se ramène également à l'équation de BernouUi, en posant
y=iuxy dy = u dx '\- X du.
On a, en effet.
Substituant, et divisant par x^^ il viendra
t^{u) dx -{- ^(u) {x du -^ udx) -h x^-*^-*-* -^{u) du z= o
ou
dx 4'(w) y(u)
du <p(m)4-m'Km) «p(«) 4-a4'(«)
Considérons encore l'équation
oLx dy -i-^ydx-h x'^y'^^ax dy -h by dx) -=1 o.
On a
{ax dy •+■ ^y da:)aîP-*^*-* = d{xPy^).
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L'expression générale des multiplicateurs qui rendent inté* grable ax dy -h ^y dx sera donc
On voit de même que l'expression générale des multiplicateurs de x^y^ijax dy -H- h y dx) sera
11 résulte de là que x^y^ rendra séparément intégrable chacune des deux moitiés du premier membre de l'équation proposée, et, par suite, sera un facteur intégrant, si l'on a
Ces équations simultanées détermineront aisément i, 7|, X, {A, si le déterminant a 6 — ^a n'est pas nul. Si ce déterminant était nul, on aurait
et l'équation se réduisant à
serait intégrable sans difficulté.
24. Considérons enfin, avec M. Darboux, les équations différentielles de la forme
ArfX4-Béfï^-f-C(Yé/X — Xé/Y) = o,
où A, B, C désignent des fonctions rationnelles de X et de Y.
Ces équations prendront une forme plus symétrique si l'on remplace, comme dans la théorie des courbes algébriques, les variables X, Y par des coordonnées homogènes, en posant
QLX-\-^y -^'^z aa? -+- P/ -h f -^
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On en déduira sans peine pour dHy dY, Y dlL — X dY des expressions de la forme
a{ydz — zdy) -h b(zdx — xdz) -^cixdy — y dx)
Ces valeurs, substituées dans Téquation proposée^ donneront une transformée de la forme
(7) h{y dz — z dy) -\-\L{zdx — xdz)'\-^(xdy—y dx) = o,
L, M, N étant des fonctions homogènes en Xy y^ z^ et d'un même degré, que nous désignerons par m. Cette équation peut encore s'écrire ainsi
(8) Pé/a7 + Qû(x4-R^5 = o,
en posant
P = Ms - N/,
R ==: hy — Mj?; d'où
(9) Pj:4-Q7-t-R5 = o.
âo. Pour chaque point x^ y^ z à\i plan, la direction de la tangente à la courbe qui représente géométriquement Tintégrale sera donnée sans ambiguïté par Téquation (8). Il y a toutefois exception pour les points où Ton a simultanément
pour lesquels l'équation (8), étant identiquement satisfaite, n'établit plus aucune relation entre dx^ dy^ dz.
Ces points singuliers sont évidemment les seuls par lesquels puissent passer plusieurs branches de courbes distinctes satisfaisant à l'équation différentielle. On peut donc affirmer que tout point multiple d'une courbe intégrale ou tout point d'intersection de deux courbes intégrales est nécessairement un point singulier.
Cherchons le nombre Ç de ces points singuliers. Nous re-
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marquerons^ à cel effet, qae les poîols cotnmuDs à P = o, Q = o, en nombre (m -hi)^, satisfont en verta de (9) à la relation Rz c= o. On aura donc
• (ffi-+-i)'=Ç-+-ii, 1) étant le nombre des points communs à P = o, Q^=zo,
D'antre part, les m + i points communs à P =s o, ^ = o
satisfont à la relation Q^ =: o. D'ailleurs, un seul d'entre
eai, savoir ^ = 0,^=0, satisfait à ^ = o. Les m autres
donneront
donc
y^=z m et 6=:/n*-hm-hi.
S6. Chercbons maintenant la condition pour qu'une courbe algébrique
soit une intégrale de l'équation différentielle. On trouvera, en diSerentiant l'équation ci-dessus,
àx dy ^ oz
On a d'autre part, pour tout point de la courbe,
àf df df .
p désignant le degré de la courbe /= o. Des deuic équations précédentes on déduit celle-ci
àl dl df
dx dy dz
ydz — zdy zdx — xdz xdy — y dx
dont la combinaison avec l'équation différentielle (7) donnera
âx dy dz
30 TROISiftflB PARTIS. — CHAPITRE I.
Le premier membre de cette équation est un polynôme entier. Puisqu'il s'annule pour tout système de valeurs de ar, 7, z, tel que Ton ait/=o, il sera divisible par/; on aura donc identiquement
K étant un polynôme entier, de degré évidemment égal km — ï.
Telle est donc l'équation de condition cherchée, laquelle peut encore s'écrire ainsi
27. Pour tout point singulier de l'équation différentielle, on aura
P = o, Q = o, R = o, d'où
Soit X la valeur commune de ces rapports. On aura Substituant ces valeurs dans (lo), il viendra
Les points singuliers seront donc de deux sortes : I** Ceux qui sont sur la courbe /= o; 2° Ceux qui ne sont pas sur cette courbe, et pour lesquels on aura nécessairement
joX— -K = o.
Dans le cas où la courbe /n'a pas de point multiple, il est aisé de déterminer le nombre des points singuliers de la pre-
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mière sorte. En effet, ^> ^> -p ne pouvant s^annuler simul-
taDément, l'équation (lo) donnera, d'après un théorème d'Algèbre connu (Dabdoux, Bulletin des Sciences maihé^ matiques, a* série, t. II),
P 0/ ôz
P OZ ax
P ax oy
et, par suite,
=/>uy -(Ux-t-v^-hWc)^,
Q = A> V/ - (Uo; 4- V7 -H W«) ^, R =pV4f- {\}x + V^ + Ws) %,
OZ
U, V, W étant des polynômes de degré évidemment égal à m — p-{- I.
Ces équations montrent immédiatement que les points singuliers cherchés sont les iutersections de la courbe /= o avec la courbe de degré m — /> -I- a
Ua:-i-V7-+-W« = o.
Leur nombre sera donc
28. Cela posé, nous allons établir que, si Ton connaît un nombre suiBsant d'intégrales particulières algébriques, ou pourra eu déduire l'intégrale générale de l'équation proposée.
Soient /= o, /, = o, ... ces intégrales particulières; p,
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/7i, ... leurs degrés respectifs. En posant, pour abréger,
ox oy âz
on aura (S6)
La fonction f = /^/f*9 • • • satisfera à une équation analogue; on a, en efTet,
Si les constantes a, a^ ... peuvent être déterminées de telle sorte qu'on ait
et
(la) a/>-ha,/?, 4-... — — m — 2,
Texpression o sera un multiplicateur qui rend différentielle exacte le premier membre de l'équation différentielle.
En effet, il faut et il suffit pour cela qu'on ait les trois équations de condition
df dx
Développant et remarquant qu'en vertu de l'équation (12) ç est une fonction homogène de degré — m — 2, d'où
ces trois équations se réduiront à l'équation unique
que nous supposons satisfaite.
Les deux membres de l'équation (11) étant des polynômes homogènes de degré m — i, leur identification donnera
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— ^ équations de condition distinctes, linéaires en a^
2,, .... Le nombre total des conditions à remplir sera donc
-f- I , et il suflira, en général, d'avoir — h- i
iolegrales particulières pour obtenir un multiplicateur et en déduire par quadrature l'intégrale générale.
S9. Ce résultat serait en défaut si le déterminant des éqaalions de condition était nul; mais, dans ce cas, on pourrait délermiucr les quantités a, de telle sorte qu'on eût
( aK-ha,K,H-...T=o,
Or il est aisé de voir que, si ces conditions sont satisfaites, ç = const. sera l'intégrale générale de l'équation proposée. En effet, o étant homogène et de degré zéro, on aura
D'autre part,
ox "^ oy oz
o = a? = L^+M^-hn|2; ^ OX dy oz'
d'où
d^ d«p df
dx à y dz
De ces relations combinées avec l'équation différentielle on déduit
o = ^ rfa: -+- 3^ ûfv + -3P cf^ =1 ûfQ, dx dy "^ dz ^'
d'où
cp r= const.
¥ » • / rk\ , » y y /W(//l-f-l) /
Les équations (i3) équivalant a hi équations
linéaires et homogènes en a, ai, ... pourront toujours être satisfaites si le nombre de ces quantités est au moins égal à J. — Cours, III 3
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— ^ 4- a. Mais, dans la plupart des cas, les équations
de condition ne seront pas distinctes,, ce qui réduira le nombre des solutions algébriques nécessaires pour l'application de la méthode.
En effet, pour que le polynôme aK + aiK, -f-. . . soit
identiquement nul, il suffit qu'il s'annule pour — ^^
points X, JK) ^ ; ^M yty ^1 f • • • ') car on obtiendra ainsi — ' équations linéaires et homogènes entre ses coefficients. Ceux-ci seront donc nuls, à moins que le déterminant de ces équations ne soit nul (ce qui aurait lieu dans le cas où les points considérés seraient tels que toute courbe d'ordre m — i qui passe par quelques-uns d'entre eux passe nécessairement par les autres).
Cela posé, soit x, y y z un point singulier qui n'appartienne à aucune des courbes /, /o On aura, pour ce point,
L'équation de condition aK+a|K|-f-*-. = o, relative à ce point, fera donc double emploi avec l'équation
Si donc il existe q points singuliers qui n'appartiennent à aucune des courbes /, /i, ... (et qui ne soient pas tels que toute courbe d'ordre m — i, qui passe par quelques-uns d'entre eux, passe nécessairement par les autres), on pourra les prendre dans la série des points :r, jKvS; a:i, jKi, ^i 5 . . ., pour lesquels on doit exprimer que aK -i- ai K| 4- . • • s'annule, et le nombre des équations de condition distinctes se
réduira à — ^ \-i — gr. Il suffira, pour y satisfaire, d'avoir — ' -f- 2 — q intégrales particulières algébriques.
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30. Supposons, par exemple, que l'on connaisse |a intégrales algébriqaes /= o,/i = o, ... sans points multiples, ne se touchant mutuellement nulle part, et telles que la somme />+/>! + ... de leurs degrés soit égale à m + 3. Noos pourrons construire l'intégrale générale. Il suffit en effet, pour cela, qu'on ait
Pour vérifier que cette équation est satisfaite, nous remarquerons que' chacune des courb^ données, telle que/, passe par /7(m + 2 — p) points singuliers, qui sont précisémen* ses points d'intersection avec les autres courbes du système Chacun de ces points se trouvant sur deux de ces courbes, lear nombre total r sera
y p(m-h2—p) _ (/n-ha)' _ ^^
Le nombre ç des points singuliers qui ne sont sur aucune de ces courbes sera donc
rn* H- m 4- I -f- i £p'.
Substituant dans l'équation de condition précédente, elle devient
Le cas le plus défavorable pour l'existence de l'inégalité cidessus est celui où tous les nombres p sont égaux à l'unité. Eo effet, si nous remplaçons un de ces nombres p par deux autres p' et //, tels que l'on ait p'-^p'' = p, |x sera accru d'une unité, et ^S/?* sera diminué de ^{p* — p^^ — p"^) — p'p\ quantité au moins égale à i .
Or, si tous les p sont égaux à l'unité, on aura
et les deux membres de l'équation sont égaux.
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Considérons, comme application, l'équation de Jacobî
{ax -h 0/ -+- cz) {yds — z dy) -+- (a'a:-i- b' y -\-d z) {zdx — xdz) -h {a'x -\- b'y -^c'z) (xdy — ydx) =:o.
Cette équation admet trois droites comme solutions particulières. En effet, la condition pour que la droite
/■=: ux -h c/ -+- wz = o soit une solution sera, diaprés la théorie précédente,
{ax -^by -\-cz)u + (a'x -h b'y 4- d z) v 4- (a' x -h b'y 4- c'5)iv
:::zk{ux -h C/ -h VVZ)^
k étant une constante.
Cette équation donne les trois suivantes
Iau -^ a' V -\- a" w z=. kuy bu -\- b' V -\- b" w = kvy CM 4- c' f 4- c* w =: kw,
d^où Ton déduit pour k Téquation du troisième degré
Soient A:,, k^^ k% ses trois racines. A chacune d'elles A"p correspond une droite /p, pour laquelle les rapports des coefiicients u^ v^ w seront déterminés en fonction de k^ par les équations (i4)*
Cela posé, l'intégrale générale sera
a,, a2, as étant déterminés par les relations
«i ^i 4- «î ^1 H- «8 A*J — o> «i-hai-haa — o,
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auxquelles on satisfera en posant
Les équations différentielles
/(^,r,/)=Ot
où la dérivée y se trouve à un degré supérieur au premier, exigent, pour être traitées par les méthodes qui précèdent, la résolution préalable de l'équation par rapport à y\ ce qui peut présenter de graves difficultés. Mais on pourra, dans certains cas, se dispenser de cette opération par Tintroduction de variables auxiliaires.
33. 1° Considérons d'abord les équations qui ne contiennent que la dérivée y et une seule des variables x, y.
Ces équations sont des deux formes suivantes
suivant qu'elles contiennent la variable indépendante x ou la fonction inconnue y. Mais ces deux types d'équations se ramènent immédiatement l'un à l'autre en prenant la fonction pour variable indépendante, et réciproquement.
Nous nous bornerons donc à considérer les équations de la forme
Si l'on sait exprimer j^ et^ au moyen d'une variable auxiliaire u par deux équations
dont le système soit équivalent à l'équation unique (i 5 ), l'intégration sera ramenée aux quadratures. On aura, en effet,
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d'où
du -H const.
avec *
Ce cas se présentera en particulier si l'équation (i5) représente une courbe de genre o ou i , lorsque l'on y considère j^,^ comme les coordonnées d'un point. Les fonctions o et ^ sont alors rationnelles ou elliptiques, de telle sorte que les intégrations pourront se faire.
Considérons, par exemple, l'équation
Posons j'= uy; substituant et supprimant le facteur ^^, il viendra
i — Zu*, au
=.CU^^ L_^rfa = 3a-Hlogiî^:l^
34. a*' II existe une classe assez étendue d'équations différentielles qu'on peut intégrer à l'aide d'une différent! ation préalable.
Considérons, en effet, l'équation
On en déduira, par la différentiation,
Prenons^' pour variable auxiliaire; nous aurons la nouvelle
équation
dy — y' dx-.=zo
qui, combinée à la précédente, donnera un système de deux équations simultanées pour déterminer^, y.
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Supposons qu'on soit parvenu à déterminer des multiplicateurs My N, tels que l'on ait
d^ étant une différentielle exacte.
Les équations /^= o, dj^ — y dx = o seront, en général, équivalentes aux deux suivantes :
/=o, d^=zo ou
On n'aura plus qu'à éliminer^ entre ces deux dernières équations pour avoir la relation qui lie x^y et la constante arbitraire c.
Les deux sjstèmes d'équations cesseraient toutefois d'être équivalents pour les valeurs de x^ J'^y^ qui rendraient N nul ou infini, ou M infini. De là peuvent naître des solutions singulières.
Considérons, par exemple, Téquation
linéaire en xetj^.
On en déduit, par différent! a ti on,
(,6) / dx =/{y)dx 4- [a:/'(/) -h ?'(/)] df.
dx Cette équation étant linéaire en x et -j—,^ on peut en déterminer un multiplicateur, et son intégration donnera x en fonction de la variable auxiliaires^. Cette valeur, substituée dans Téquation primitive, donnera la valeur de j^.
Un gas particulier digne de remarque est celui de l'équation de Clairaut,
L'équation auxiliaire (i6) se réduit dans ce cas à
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En égalant à zéro le facteur dy^ ^ on aura
et, ea substituant cette valeur dans Téquation primitive,
y^=.CX-V- «p(c).
La solution générale représente donc un système de droites. On aura une solution singulière en posant
Cette équation, associée à Téquation primitive, représente évidemment Tenveloppe des droites fournies par Tintégrale générale.
36. L'équation différentielle ('7) a:77'»4-(a?* — 7*— A + B)/— xj = o
peut se ramener à l'équation de Clairaut, en posant
d'où
ixdxr=.duy iy dy ^=idv\
ydy xdx
ds} du
Substituant dans la proposée et multipliant par ^» il vient successivement
ar«(;'*-H (^»— 7*— A -h B)**'— 7'm o, u\^^+{u — i' — A-hB)/— 1^ = 0, j B-A ,
pzz: USr-\ r /.
L'intégrale générale sera
I-HC
A -hX
X étant une nouvelle constante. L'équation précédente deviendra
or* y*
et représentera un système de coniques homofocales. ce qui concorde avec un résultat trouvé dans le Calcul différenr/W(t. I, n«167).
37. Supposons qu'en intégrant par divers procédés une même équation différentielle
on ait obtenu deux solutions générales, de la forme
«p =::C0nSt.,
<Pi =: const.
On aura, comme nous l'avons vu (13), une relation de la
forme
On peut déduire de cette remarque une démonstration nouvelle des propriétés fondamentales de plusieurs fonctions transcendantes.
Considérons, en effet, l'équation différentielle
dx dy
L'intégration directe donnera
loga? H- log^ = const.
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D^aatre part, Téquation peut s'écrire
o ■=.ydx •^xdy-=^ d.xy
et donne
xy = const.
On aura donc
logj?4-log7 = <p(^7).
Pour déterminer la forme de la fonction f , posons
il viendra
loga: = îp(a:).
On aura donc, en général,
logo; 4- log^ =: log j?/.
Considérons en second lieu l'équation
dx dy
^1 — X* ^i — y^ L'intégration directe donne
arc sin x -h arc sin j' =: const.
D'autre part, chassons les dénominateurs et intégrons ; il viendra
/ dx sji — y^ ■+■ / ^/ y/i — j?* = const. et, en intégrant par parties,
x\Ji—y^-\'y\Ji'—x'^-\' I xyl -f- -==== | = const.
L'intégrale qui reste ayant tous ses éléments nuls, en vertu de l'équation difTérenlielle, on aura simplement
x\Ji — y^-^-y ^i — x*= const.
et, par suite,
arc sino: -t- arc sin^ = ^{x^i — y^-^y^i — x*).
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Posons
cette équation se réduira à
arcsÎDâr:=<p(d7).
Donc la fonction f est un arc sinus, et Ton obtiendra la formaie fondamentale
arcsinj? + arcsin^ = arcsin(;rv^7^--^-+-J'^T— ^)«
TT
OÙ
A(j:)=v/(i-a:«)(i — AV).
L'intégration directe donne
F(a?)-+-F(7) = const.,
F désignant Pintégrale elliptique de première espèce.
Mais d'autre part, cette équation étant un cas particulier de l'équation d'Euler, admet une intégrale générale algébrique (t. II, n*** 498-501). Voici un nouveau procédé pour Tobtenir, indiqué par M. Darboux.
Posons
dx ^y ^ j
t étant une variable auxiliaire. On en déduira successivement
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et, en dérivaDt par rapport à t,
^ = 2A-»*»-(n-*«)aT,
puis
^^ rf*7 t^ ( dx dv\
dx dy i__X:ix«yi
et, en intégrant,
'^^ V '^t~^'di)'^ ^^^(^ "" ^*^'/') -*- ^^"st.,
r=z const.,
-^ dt dt
et enfin
, , , , — = const.
On aura donc
F(,)*FW = ,[iM£)±^]
Posons cette équation se réduira à
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On aara donc
Posons
xr=snujy i=zsnVf d'où ^x:= cnudnu^ Ly -zz cnvdnv.
Nous retomberons sur la formule connue
sn II en f dn p -h sn «^ en tf dn M sn(tf -^v)z=z — — r
Œ. — Systèmes d'équations simultanées.
41. Tout système d'équations diflVrentielles simultanées, entre n + i variables x^, . . . , Xnj peut être ramené, comme OQ Ta vu, au type normal
X,, — , Xa étant des fonctions de jTq, . . . , Xn. Ces équations étant mises sous la forme
'0 F^ =r dxjt — X^ dx^ ^=o {kz=:j, ...,/j),
i'hercbons à en déduire une combinaison
dont le premier membre soit une difTérentielle exacte d:o. LMdentité
\ H^*Fa — d^ = ^dxQ-\- ... -H ~ dxn
âXn
uonnera
Éliminant les |jl, on aura, pour déterminer ^ , Téquation aux dérivées partielles
OX^ ^k OXic
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42. L'intégration de Téquation (2) et celle du système (i) sont deux problèmes équivalents.
En effet, si, par un procédé quelconque, on est parvenu à obtenir une solution générale du système (i) (*), représentée par n équations
(3) 4/1 = 0, ..., ^n = Oy
entre j?oi • • • 9 ^n et n constantes arbitraires C{ , . . . , Cn, on en déduira aisément toutes les solutions (ou intégrales) de Téquation (a). Résolvons, en efiet, les équations (3) par rapport à c^ • • • > ^/i i ^'^^^ prendront la forme
•D'ailleurs, les premiers membres f 1 , . . . , f ^ de ces équations seront des fonctions distinctes de Xq^ . . ., a?^, c'est-à-dire qu'elles ne seront liées par aucune relation ; car, si une semblable relation existait, les équations (4) ou les équations équivalentes (3) seraient incompatibles, sauf pour les systèmes de valeurs des c qui satisfont à cette même relation^ et, pour ces systèmes de valeurs, elles cesseraient d'être distinctes.
Cela posé, les équations (4) donnent, par différentiation,
Ce système devant être équivalent au système (i), on aura des équations de la forme
Donc tpi, , . ., f/, seront des intégrales de l'équation (2).
Soit maintenant y une autre fonction quelconque de j^oj • • • ) -îc,!, qui soit distincte des précédentes. Si nous transformons l'équation (2), en prenant pour variables indépen-
(') On verra dans la Section V qu'il existe toujours de semblables solutions.
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dantes^'y f ,, . . . , f „, elle prendra la forme
Mais elle admet pour intégrales f i , . . . , f « ; donc
Ml ^ 0| • • ■ ) Mu = o.
L*équation se réduira donc à ^ = o. Donc, pour qu^une
fonction cp = F(^, .•.,fit) satisfasse à cette équation, il est nécessaire et suffisant qu'elle ne contienne pas y. La fonne générale des intégrales cherchées sera donc
OÙ F est une fonction arbitraire.
Réciproquement, supposons que nous ayons déterminé n intégrales distinctes f i, . . . , f a de Téquation (2); on aura
|Xp . . . , pL^ étant des fonctions de x^^ . . . , Xni dont le déterminant n'est pas nul, car il ne doit exister aucune relation linéaire entre cf^i, . . . , d^n^ Le système (i) sera donc équivalent ( * ) ^^ système
rfçi = o, ..., rf<p»=o dont on obtient immédiatement la solution générale
43. Nous appellerons, d'après Jacobi, multiplicateur le déterminant p, des coefficients
(') Saaf pour les systèmes de valears des variables qui rendraient infinis les coefficients {«. ou qui annuleraient leur déterminant. Ces systèmes devront éire considérés à part.
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Si Ton remplaçait le système des intégrales f i, . . . , ^ j, par un autre système d'intégrales distinctes <{'i(f i, . • . , cpir), . . . , ^/i(f I) • • • » ?/i)y ^^ obtiendrait évidemment un nouveau multiplicateur [jlJ, J désignant le jacobien de t|/,, . . ,,^n par rapport à fi, . . ., f;,.
Ce jacobien est une fonction de fi, ...,f;,, qui peut d'ailleurs être arbitraire. En effet, F désignant une fonction arbitraire de cpt, . . ., f/i, que nous supposerons contenir cpi par exemple, il suffira de poser
pour avoir J =^ F.
44. Soit p Tun des nombres i , . . . , n. Désignons par Dg ce que devient le déterminant
lorsqu'on y remplace les éléments j^ (t les éléments -r-^ • Comme on a
, n) par
duCi
il viendra évidemment, en supprimant les termes qui se détruisent,
Dp=i:— [xXp.
On en déduit
Êï
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Or le second membre de cette égalité est nui; car, en edectaant les calculs, on voit immédiatement que c'est une
fonction linéaire des dérivées secondes -^ — ^ — > ••• > et Que
axiâxjt ^
Tune quelconque de ces dérivées a pour coefficient la somme de deux déterminants qui ne diffèrent que par rechange de deu& colonnes, et qui, par suite, se détruise? n t.
Le multiplicateur p. satisfait donc à Téquation aux dérivées partielles
v5) -Ji-i-y -j*— *— o {A—i,...,n).
Réciproquement, toute solution |jl' de cette équation est un multiplicateur. Posons, en effet, |jl'= [jlv. L'équation deviendra, par la substitution de cette valeur de [x',
Donc y est une intégrale, et [Ji'= |jlv un multiplicateur.
4o. Supposons que nous ayons réussi à déterminer seulement i intégrales distinctes fi, ..., ^i de l'équation (a), / étant -< n. Soient ^'o, . . . , yn~^i des fonctions de x^, . . . , ^ui qui, jointes à celles là, forment un système de /z -f- i fonctions distinctes. Si nous prenons les f et les y pour variables indépendantes, les équations Fa prendront la forme
(an=o, ...,/^ — i; pi=i i, 2, . . . , /).
En les résolvant par rapport à dy^^ . . -^e/fi, - . -, on ob- J. — Cours III. 4
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tiendra un nouveau système équivalent
Gi — a|Fi -}-...-ha;F„ =d^^ = o,
. G, =a',F, -+-... -t-a^F, z=d<ft = o,
Les i premières équations de ce nouveau système donnent immédiatement
o, =zconst., ..., <prt •= const.
Il ne restera donc plus qu'à intégrer le système d'ordre n — i formé des équations
où (pi, ..., 'f„ doivent être considérés comme des constantes.
Les multiplicateurs ijl' du système (6) s'obtiennent évidemment en divisant ceux du système (i) par le déterminant A des coefficients a.
D'ailleurs l'équation aux dérivées partielles qui les caraclélise, se réduisant à
montre qu'ils sont des multiplicateurs du système (7). Si donc on connaît un multiplicateur |x du système primitif, on
en déduira un multiplicateur ^ du système réduit (7).
Il résulte de là que, si l'on connaît n — 1 intégrales et un multiplicateur du système (i), la fin de l'intégration s'obtiendra par de simples quadratures ; car la question se ramène à intégrer une seule équation du premier ordr&> dont on connaît un multiplicateur.
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46. On a souvent à étudier des systèmes d*équations différenlielles dont on peut déterminer facilement un roultiplicateor. Le cas le plus simple et le plus important en même temps est celui des systèmes d'ordre a/i et de la forme sui-
fan te
(8) eLri=^dt, dpiz=—^dt (i = i, a, . . ., /i),
où d désigne une fonction connue des 2/1 variables X|, . . . ,
Ces systèmes sont connus sous le nom de systèmes canoniques. Ils se rencontrent dans les plus importantes questions de la Mécanique.
D*après la théorie précédente, leurs inté^ales <p et leurs maltiplicateurs |jl seront déterminés par les équations aux dérivées partielles
àt 2jk\ \àxi dpi dpi dxi) "~ et
dpi
II est clair qu'on satisfera à cette dernière équation en posant simplement pi = i .
Parmi les intégrales, nous distinguerons de préférence celles qui sont indépendantes de t\ elles seront données par Téquation
^^^ LAdxtdpi dpidxj-'''
laquelle admet 2/1 — 1 solutions distinctes^ en fonction desqueUes toutes les autres peuvent s'exprimer.
Si l'on a déterminé 2/1 — 2 de ces solutions, y«, . . ., cp^^^j, on pourra achever l'intégration par de simples quadratures.
Ed effet, soient j'jj'i deux fonctions quelconques des X|,
^m Pij - . • , pny distinctes de cpi, . . . , <p2/i-2' Prenons pour variables indépendantes les (f etles j^ à la place des x et des p.
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Il nous restera à intégrer un système de deux équations, de la forme
dt =Y,dy,
et dont nous connattrons un multiplicateur. Ce multiplicateur [tf satisfera à l'équation
àf ' dfi ' di
Mais tous les éléments qui entrent dans le calcul de ]jl\ Y|, Ya sont indépendants de /; donc Téquation précédente se réduira à
et pi' sera un multiplicateur de Téquation
dyi ^ Yi dy.
On pourra donc intégrer cette équation par quadrature, et obtenir ainsi jki en fonction de y. Substituant cette valeur dans la seconde équation, on aura t par une dernière quadrature.
L'expression
^« / d^ d^ do <)']/ \
qui forme le premier membre de l'équation (9), se représente ordinairement par (^, f ). De la définition de ce symbole résultent plusieurs propriétés importantes, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes :
(ro) (c, <p) ^= o (c étant une constante),
(11) (<{;, <p)=io (si (p et 4^ sont indépendants des />),
()F dF
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Les formules (lo) à (i4) résultent immédiatement de la définition du symbole (^) f )• Pour vérifier la relation (i5), on remai-quera que son premier membre développé est formé de termes dont chacun est le produit d'une dérivée du second ordre de Tune des fonctions fi, faj ^ p^r des dérivées du premier ordre de chacune des deux autres fonctions.
Considérons, par exemple, les termes qui contiennent les dérivées du second ordre de ^; ils seront de Tune des formes
d^^ d^x dyt d'<j/ d©t dçt dxi dpk dpi dx/g dxi dpk àx/g dpi
â^^ dfi dcpi d'^/ d<pt d<pi ôXidxic dpi dp h dpidpk dxi dx^
ei proviendront exclusivement des deux derniers ternies de l'équation (i5).
On vérifie, d'ailleurs, aisément que chaque terme de Tune des formes ci-dessus provenant du second terme de l'équalion est détruit par un terme correspondant provenant du troisième.
48. De la proposition que nous venons d'établir découle cette conséquence importante, connue sous le nom de théo^ l'ème de Poisson :
Soient Çi , ©a deux intégrales quelconques de l* équation aux dérivées partielles
(où 4 est une fonction donnée): l'expression (çi, cpj) sera une noui^elle intégrale.
En effet, des identités
(♦iTO^O, (4/,(p,) = 0,
que Ton suppose satisfaites, on déduit immédiatement
((+,?l).?î) = (0,<pt) = 0,
((?!> +)> îl) =— ((+, ?l), ?l) = - (O, ipi) = O
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et, par suite,
Supposons donc que Ton connaisse un certain nombre d'intégrales distinctes ^ i, . . . , f;^ de l'équation proposée, on en déduira de nouvelles intégrales (<pi, ^2)1 • - -j (f*-i> ?a)- Si ces nouvelles intégrales sont des fonctions de ^1, . . ., Off, cela n^apprendra rien de nouveau; mais, si quelqu'une d*entre elles ^ j^^i est distincte des précédentes, on pourra la leur adjoindre, puis refaire la même opération sur le système <pi, (^2) •-•) ?A+«) et ainsi de suite, tant qu'on trouvera de nouvelles intégrales distinctes de celles déjà connues.
49. Revenons à la théorie générale des systèmes d'équations simultanées de la forme (1). Si, dans un semblable système
(16) F|=zo, ..., F^-n^o,
nous changeons Xq, - . .^ Xn en Xq -{- e$o> • • • • •2:,, -H eÇ^, ioi • • • » '^n étant des fonctions de Xo, . . . , Xm et e étant un paramètre infiniment petit dont nous négligerons le carr<^, nous obtiendrons de nouvelles équations
(17) Gi = o, ..., G„=i::0.
Si ces équations transformées sont des combinaisons linéaires des équations primitives, telles que
nous dirons que le système (16) admet la transformation inG-
uitésimalc io> • • • ? ii*
L'étude de ces transformations infinitésimales se lie intimement à celle des intégrales et des multiplicateurs du système proposé. Nous remettrons l'examen de cette question à la Section suivante, où elle se présentera sous une forme plus générale. Nous nous bornerons pour le moment à montrer
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que l'ordre du système peut être abaisse, si Ton connaît nne transformation infinitésimale io, . . ., Ça, telle que Tëquation aux dérivées partielles
puisse être intégrée.
Soient, en eflet,^, , . . . ,^« les n intégrales distinctes de cette équation. Lorsque x©, ...,:rn seront changés en x© -h cÇq» •••» ^fl-H£C/ï. ^Vi, . . ., ^u resteront invariables; car^,- se trouve accru de la quantité
Soit, d*auire part, t^ ce que devient io lorsqu^on Pexprimc en fonction de x©, J'i , • • • 7 JK/t, et posons
Vh '"^Xn étant traitées comme constantes dans l'intégraûon.
La transformation infinitésimale donnée, accroissant Xo c]<' 671 sans altérer^, , . . . , J^/i» accroîtra j'o de vr[ j-^ = £.
Si donc nous prenons pour variables indépendantes j'o, y'\i > . ., ynt le système transformé ne variera pas quand ou accroîtra y^ de e, sans changer les autres variables.
Cela posé, les équations de ce nouveau système, résolues par rapport aux différentielles dy^^ . . . , dyn^ donneront un résultat de la forme
Pour que ce système se reproduise quand on accroît yo dune constante e sans altérer les autres variables, il faut évidemment que Y|, . . . . Y» soient indépendants de yo*
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Il suffira dès lors, pour intégrer ce système : i" D'intégrer le système d'ordre n — i
dyx _ _ dyn Y, Y„'
ce qui donnera ^j, . . . , ^;, en fonction de j'i ; a^ De substituer ces valeurs dans l'équation
laquelle donnera yo pstr une simple quadrature.
50. Parmi les cas d'inlégrabilité de l'équation (19), le plus simple est celui où les variables sont séparées, ^0 dépendant de Xq seulement, ^1 de Xt seulement, etc. Le système
d'où dépend l'intégration de l'équation (19), s'intègre alors par de simples quadratures, et l'équation (19) admettra les intégrales suivantes :
/dxx C dx^
i^ Supposons, par exemple, que ioi • • • ? i/< soient des constantes. Il faudra, pour réduire le système, prendre pour nouvelles variables les quantités
X^ Xq Xfi Xq
et
2® Supposons, en second lieu, Ço=-2, -.., Ç,, = -->
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n^, , . .y Gn étant des constantes. Les équations (ao) deviendront
a^ dx^ (Il dxi a„ dx^
On en déduit
a^ log j?o — a,- log JT/ =: const. ( / — i , . . . , /i ) ou, ce qui revient au même.
= const.
Il faudra donc prendre pour nouvelles variables
dx
^'' = ^.* •••^ -^""ïï-'
Lorsqu'on a une équation unique
il est généralement avantageux de la remplacer par le système simultané
, . dy , d/ . dy'*"^ ^, ,
Ce système est susceptible d'abaissement, diaprés ce qui précède :
I" Si l'équation primitive (ai) est homogène par rapport à 7 et à ses dérivées; car le système (22) admettra évidemment la transformation infinitésimale qui remplace^, ^, ... par y -+- ty^ y+ ê^» • • • ^ sans altérer x ^
2*^ Si l'équation primitive se reproduit à un facteur près, lorsqu'on y change x et y en x -^tXj y-^ty] car le système (sa) admettra la transformation infinitésimale qui remplace ar, jK, y, y? •••, y"'* par x + ex, y-^ty, y, /- e/, . . . , y'*-' — (/i — a)€^'»-«;
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3** Si Tune des deux variables x, y ne figure pas explicîtemeat dans l'équation primilive; car celte variable ne figurera que par sa diflerentielle dans le système (22) et pourra se déterminer par une simple quadrature, quand on aura intégré le système d'ordre n — i, obtenu par rélimination de cette différentielle.
52. Si nous supposons que, non seulement y^ mais ses k — I premières dérivées ne figurent pas explicitement dans l'équation primitive, on n'aura, pour déterminer j*, ...,^'"~*, qu'à intégrer un système d'ordre n — k
y — v*-»-> -^ — fi-r V* v«-h
dx~^ ' "•' dx —J'^^^y ^'->y )'
Ayant ainsi déterminé y^, on trouvera, par une série de
quadratures,
r*-* i=.fy^dx^
puis
y'^-^^fdxi.Sy^dx),
expression que nous représenterons par la notation suivante :
On trouvera de même
7*-» — fy^-'^ cLc — fy^ dx* et enfin
53. Ces quadratures successives peuvent être remplacées par une quadrature simple.
Soit, en effet, /(x) la valeur trouvée pour y^ en fonction de X, On aura, pour déterminer 7, à intégrer l'équation
Or on reconnaît aisément que cette équation admet, comme
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solution, rintégrale définie
Prenons, en effet, les dérivées successives de celle expression par rapport au paramètre x; il viendra, en remarquanl que f{t){x — /)*"* et ses k — a premières dérivées par rapport à X s^annulent pour f = x,
Posons maintenant^ =^,4-2 dans Téquation proposée ; il viendra
^^o, d'où 4;i=P^_i,
Pki désignant un polynôme arbitraire de degré k — i. La solution la plus générale de Féquation proposée sera
donc
Considérons Péquation du second ordre On aura le système
Sous celle forme, il est aisé de voir que rinlégration p€ut être ramenée aux quadratures, toutes les fois que la
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fonction / n contient qu^une seule des trois quanti les
i** Si /ne dépend que de j?, la seconde équation donnera
et Ton trouvera ensuite
)dx I -h ex -+- c' .
Ç ydx-hc'z= f dx\ f /{x)dx\
2'* Si / ne dépend que de y, on déduira des équations ci djssus la suivante
fdy=/{y)dy Cl, en intégrant,
et enfin
, dy dx~ -Y>
d'où
dy
3" Si /ne dépend que de j'', on aura
dx = — ^^-7-j
. yd-/
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uou
fr-f-c'.
On aura doDC x et y y exprimés tous deux en fonction de la nooYelle variable y'.
55. Comme autre application, cherchons à déterminer les courbes dont le rayon de courbure en chaque point est pro* portionnel à la portion N de la normale interceptée par Taxe (lesx.
Le rayon de courbure R est donné par la formule
a=Hi)t
D'autre part, en désignant par a Tangle de la tangente avec j^axe des or, on aura
N=^.=rtMSJ
COS
Les courbes cherchées auront donc pour équation difiereniieile
["^(^j J . / — Tdyy
rfx»
ou
dx' Cette équation du second ordre équivaut aux deux sui-
6q troisième partie. — CHAPITRE I.
vantes
On déduit de leur combinaison
v'^k' dy
et en intég^rant,
ou
îlog(i4-/*)~ ^logr^-const.,
cl enfin
Parmi les cas d'intégrabîlité de cette expression, on doîl signaler parliciilièrement les suivants : i» /i = — 1, d'où
La courbe est un cercle ayant son centre sur Taxe des y\ 2° n = i ^ d'où
r cdy
J ^yrr-ii
loff^^ 1^
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d'où
ce ^
y — \ly^ — C = ce ^ et enfin
yz^C >
cqualion d^ane chaÎDetle.
3** /i = — 2, d'où
Posons
il viendra
/^* /r^cos(P c . , r ^ ? <^ • j
= -12 sin'- çt/f = - / (i — cos©)cf<p = - (© — sinîp)-hc'.
La courbe est une cycloïde.
4° /i = 2, d'où
('quation d*uae parabole.
o6. Proposons-nous, comme dernière application, de déterminer le mouvement d^un point attiré vers un centre fixe p'ir une force égale à wî/(r), /• désignant le rayon vecteur el m la masse du point mobile.
Prenons pour origine des coordonnées le point attirant, et pour plan des xy celui de la vitesse initiale. D'après les principes de la Mécanique, la loi du mouvement sera donnée
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par les deux, équations
On déduit de ces équations les combinaisons intégrablcs
suivantes
d^x (Py d / dû!: dy\
"" "^It} '''^W-'dtYdt'''^di)
et
dx d^x dy d}y ,, ,xdx-^ydy
dt dt* dt dl* •' ^ ' r dt
_ \ d dx' -h dy- dr
-2d} — dF^-^J^^'^-dr
dont rintégration donne deux équations du premier ordre
dx dv
-^ dt dt
1 dx^ -h dy^ - - . . ,
Remplaçons les variables x, y par des coordonnées polaires
o^ir: r cpstc, j^m/'sino);
ces équations deviendront
(24) -^^ -^ff{r)dr = o;
d'où, en résolvant par rapport à dw et dt gI intégrant,
cdr^
ryj-c*'^2r^SJi,r)dr'
rdr^
>/^^d^-^r^SAr)dr
Le problème est ainsi ramené aux quadratures.
Les formules précédentes contiennent, comme cela devait
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itre, quatre constantes arbitraires, à savoir c et les trois constantes introduites par les intégrations.
57. Appliquons ces formules au cas de l'attraction newto* nienne, où/(r) = — p» k désignant une constante, et M la masse du point attirant; on aura
//(/•)rfr = -^-Hc',
(loù
cdr
co
\J — c*-h ik}\r — ac'/**
I , du •u, en posant r = - > ar :=^ j>
cdu
J yj^^^
-+- aX:Me< — c*u} c^ du
c^u — kU.
= arc cos ■ h- c ,
c*ii = X:M -^v^A:'M'— ac'c' cos ( w —c') ou
r itM -h v^A:«M»— ac'c« cos(w — d')
I 4-eC0S(ti) — c')
en posant, pour abréger,
On aura enfin
^ ^ C c[n-ecos(w — c")]-
équation qui déterminera t par une quadrature. J. — Cours, III.
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Le problème deviendra complètement déterminé si l^on donne à un instant quelconque /« les coordonnées r^, ci>o du mobile, sa vitesse initiale (^o ^t Tangle olq qu^elle fait avec le rayon vecteur. On a, en efiet, en appelant v la vitesse à un instant quelconque, a Tangle qu^elle fait avec le rayon vecteur
Les équations (23) et (^4) peuvent donc s*écrire
On aura donc, en posant / = o,
, kM , ,
On déterminera ensuite c^ en posant t= t^ dans Téquation (25); enfin, Téquation (26), intégrée de to à ^, donnera
^^J^ c[n-ecos(u) — c')p'
L'équation (a5) entre r et (o fait connaître la trajectoire du mobile. C'est une conique ayant un foyer à l'origine. Ce sera une ellipse si c'>o, une parabole si c'=o, une hyperbole si c'< o.
On a, d'autre part, en désignant par A Taire comprise entre la courbe et les rayons vecteurs r et Tq,
^r* d(ù =zd\.
L'équation (28) peut donc s'écrire
dk
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d oà, en intégrant de i^ à t,
Les aires décrites par le rayon vecteur sont donc pro^ portionnelles aux temps correspondants.
Supposons la trajectoire elliptique, et cherchons la durée T d'une révolution. L'aire A correspondant à cette période de temps sera Taire totale tzab de Tellipse. On aura donc
•Kab = -T.
D'ailleurs
cz=^lcM]} = i/kM-.
Substituant cette valeur dans l'équation précédente, il viendra
aira*
s/kM
La durée de la révolution est donc indépendante de ^excentricité de l'ellipse, et proportionnelle à la puissance I de son grand axe.
Nous avons ainsi retrouvé toutes les lois fondamentales énoncées par Kepler.
IT. — Équations linéaires aux différentielles totales.
S8. Les systèmes d'équations différentielles simultanées ^ludiés dans la Section précédente ne sont évidemment qu un cas particulier des systèmes d'équations linéaires aux diOerentielles totales, de la forme
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Cherchons à déduire de ces équations une combinaison intégrable
On aura évidemment
âûT,
Éliminant les [x, on voit que (f sera une intégrale commune aux tu équations aux dérivées partielles
Supposons que ces équations admettent n intégrales corn* munes distinctes fi, ..., o„ (nous verrons plus loin dans quel cas il en est ainsi). Soient j^i, ..., y m de nouvelles fonctions des x, formant avec les <p un système de fonctions distinctes. En prenant les cp et les j^ pour variables, les équations (2) prendront la forme
et seront manifestement équivalentes aux suivantes :
-^ r^i Oj • • • t ~5 — O.
La forme la plus générale des fonctions qui satisfont à ces équations est évidemment
(p = F(jp,, . . ., <f„),
F désignant une fonction arbitraire.
Les fonctions cpi, ..., ^n étant des intégrales du système (2), on aura des relations de la forme
'?i=y^ri-F*,
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el le système (i) équivaudra au suivant d'où Ton déduit
ç, = COnSt., . . . , Ça = CODSt.
S9. Le déterminanl |x des coeflGcients 1^^== -y^ ^^ nomme
le multiplicateur correspondant aux intégrales f i, . . . , f^. Eq remplaçant ce système d ^intégrales par d^autres systèmes d'intégrales distinctes, on obtiendra une infînité de multiplicateurs, et l'on voit, comme au n^ 43, qu'ils ont pour forme générale jj.F({p,,.. .,?«).
Soient a Tun des nombres i, a, •.., m; ^ Tun des nombres iw-f-i, ..., m-^n. Désignons par D^ ce que devient le déterminant [i lorsqu'on y remplace les éléments
^^ (t = . , 2, . . . , /i) par les ëlémenls ^ = "S*^? feî on aura évidemment
On en déduit par différentiation, comme au n^ 44,
^ = m-hn
Réciproquement, toute solution commune pi' des équations (3) est un multiplicateur; car, en posant p.'=|jLv, on verra que v est une intégrale des équations (2); donc v sera de la forme F(f 1, . . . , fn)^ et |a' sera un multiplicateur.
60. Si l'on a réussi à déterminer i intégrales distinctes ^f, . . .y cpi du système (a), on pourra, comme au n° 45, en les prenant pour variables indépendantes avec d'autres fonctions ^1 , . . . , ym+n-i choisies à volonté, remplacer le sys-
tème (i) par un système équivalent, de la forme
(5) df^--\Y'ldfh = o (A: = m-M,...,/7i4-/i — /).
On en dt'^duit
<pi = const., ..., <p/z=z const.,
et il ne restera plus qu'à intégrer le système des n — i équations (5).
D'ailleurs, si Ton connaît un multiplicateur du système (r), on en déduira, comme au n® AS, un multiplicateur de ce nouveau système.
Si donc on a réussi à déterminer n — i intégrales et un multiplicateur du système (i), il ne restera plus qu'à intégrer une seule équation, dont on connaîtra un multiplicateur. Le problème sera donc ramené aux quadratures.
61. Les considérations qui précèdent nous conduisent à chercher les intégrales communes à un système d'équations aux dérivées partielles de la forme (2). Mais il conviendra de généraliser la question^ en cherchant les intégrales communes à un système d^équations de la forme plus symétrique
Xj -7— h. . '-^^m+n 'T~ ^^^ ^ (/i = I, Q, . . . , iJl),
Si nous désignons par X^ l'opération ces équations pourront s'écrire ainsi
Cela posé, toute solution commune à deux de ces équations
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satisfera à l'équation nouvelle
.=xa.,-x.x.,=^^(xf«-xj«);^-
(p = i, ,/7i-H/i; (j=ii,...,m-4-n);
car OD a séparément
Si d^ailleurs nous désignons pour plus de clarté par/>i, pm+a les dérivées partielles -r-=-> • • • , -r — = — i on aura
X'<p =: X{/?, 4-. . . -h Xi,^„ /?«+„, X*ç ::= X*/?i 4- ... -h X* ^.^ p,
'm-t-nj
et le symbole (X'<p, X*y), défini comme au n® 47, aura pour Taleur
Ainsi, toute intégrale commune aux équations
satisfera en outre aux équations
X'X*(p — X*X'^ = (X'<p, X*fp) = c (/=!, 2, . . ., m; X:=r I, 3, . . ., m),
lesquelles sont, comme les précédentes, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles de cp.
Si parmi ces équations nouvelles il en est qui soient linéairement distinctes des équations primitives, on pourra les leur adjoindre et recommencer les mêmes opérations sur le système ainsi complété. En continuant à suivre cette marche, deux cas pourront se présenter :
I** On arrivera à un système contenant m-\-n équations distinctes ; on en déduira
3"^ m o, -7-î- =0, . . . , d où o 1= const.
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En dehors de cette solution banale, les équations proposées n'auront donc aucune intég^rale commune.
2® On arrivera à un système
X*<p = o, ..., X'tp=i:o {/<m-hn),
tel que toutes les nouvelles équations que l'on peut en déduire soient des combinaisons linéaires des précédentes. Ce système satisfera donc à des relations de la forme
X'X*7 — X^X'<p =z (X'ç, X*(p) = «i*X«<p 4-. . .4- aJ*X'ç
OLi les a sont des fonctions des x.
Un semblable système se nomme un système complet.
62. Si dans un système complet nous prenons pour variables à la place de x^^ x^^ ... de nouvelles variables y^^ j'a, . . ., le système transformé
sera encore un système complet; car les opérations Y*, . . . , Y' n'étant autre chose que les opérations X*, . . . , X', différemment exprimées, on aura encore
Y^Y*^ — Y*Y'(p = ai*Y»<p4-...-+-aJ*Y'(p,
et il ne restera qu'à exprimer les quantités a en fonction des nouvelles variables j'.
D'autre part^ tout système
A'<pr=a'iX*<p-|-. . .-H aJX'<p = o (1 = 1,2,...,/)
équivalent au système complet
« est lui-même un système complet.
En effet} l'expression
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tsi une somme de termes de la forme
Or(a^, a^) est évidemment nul, puisque les a ne conliennent pas les variables p\ d'autre part, (ax,Xi*^), (X^^, aj^) se réduisent à des fonctions des x] enfin (X^^ , Xt^f ) s*eiLprime linéairement au moyen des X* ç, . . . , X'jp. Donc (A'ç, A.*<p) est une fonction linéaire de ces quantités, qui sont ellesmêmes des fonctions linéaires de A* ^ , . . ., A'f .
63. Étant donné un système complet, contenant m équations, par exemple, où figurent m + /z variables jTi , . . . , fflH.li, ou obtiendra, en résolvant ces équations par rapport
à -p-> • • • > ^ • 9 un système équivalent, de la forme
ik dxk
(6) ^-<-> Aï^-^=A"0 — O
OXh AUk OXk
{A = i, 2, . . ., m; A:=r m -hi, . . ., m -h /i).
D'après ce qui précède, ce nouveau système sera encore complet.
Les systèmes complets de la forme (6), auxquels nous pouvons dorénavant borner notre étude, ont reçu le nom de systèmes jacobiens.
Pour ces systèmes particuliers, les équations de condition
qui caractérisent en général les systèmes complets, se réduisent à la forme plus simple
En effet, (X'cp, X*<p) est évidemment indépendant de ~i • • • »
■^9 tandis que a'*X*<p + a'^*X^y 4-. • . contient ces djri- ^ées respectivement affectées des coefficients a^*, a^*,
Ces expressions ne pourront donc être identiques que si les a sont tous nuls.
64. Théorème. — V n système jacobien formé de m équalions entre m-\-n variables admet n intégrales distinctes.
Nous avons admis provisoirement dans la section précédente la vérité de ce théorème pour le cas d^une seule équation; et nous pourrons évidemment supposer dans la démonstration qu^il ait été reconnu vrai pour les systèmes formés de moins de m équations.
Soit
<7) X*o=io, ..., X'»<p=:0
le système proposé. La première équation, considérée isolément, admet m-{- n — i intégrales distinctes y^i . . . , ym^n- Soit^i une autre fonction quelconque, distincte de celles-là. En prenant les^ pour variables indépendantes, nous obtiendrons un système transformé
X'^a ^ M? ^ -+- MJ ^ -h . . . i=r o (A = 1 , 2, . . . , m), àyi dyt
-dont la première équation, admettantes, ..., ym^„ pour intégrales, se réduira à son premier terme
àyt
Ces équations, résolues par rapport à ^-^, • • •> -r-^> don-
oyi oym
lieront un système jacobien
àyh Lkk dyk
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Or on a évidemment
<^'"'""=LSîf.^
et, pour que cette quantité s*annule identiquement, il faut qu on ait
àfy
Les équations (9) sont donc entièrement débarrassées de la variable ^'1 . Elles forment, d'ailleurs, un système jacobien de m — I équations à m + /i — i variables y 2, . . . , ^m^nt lequel système admettra par hypothèse n intégrales distinctes. Ces intégrales, ne dépendant pas de yt, satisferont encore à Féquation (8). Il ne restera plus qu^à remplacer dans leur expression ^a, . . . , ym^n par leurs valeurs en Xi , . . . , Xm+n pour obtenir les intégrales correspondantes du système primitif.
Soit
le système d'intégrales distinctes du système (7), dont l'existence vient d'être démontrée. Ces intégrales, considérées comme fonctions de Xm^tj '-'j^m^n seulement, seront encore distinctes.
Admettons, en effet, qu'elles satisGssent à une relation de la forme
L*opération X^, appliquée à cette identité, donnerait àF^. dF ^. dF dF
(car ç,, . . . , Ç;, sont des intégrales de l'équation X^<p = o). La fonction F serait donc indépendante de 27| , . . . , Xm^ et les fonctions ^ 1, . . . , ^ ^ ne seraient pas distinctes, résultat con-' traire à leur définition.
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Posons maintenant
^n ' - 'yC,n désignant des constantes arbitraires. Les quantités ^1, . . ., ^n^ définies par ces équations, seront des fonctions distinctes des intégrales primitives (pi(^i, .. .,^m+/i)- Elles formeront donc un nouveau système d^intégrales distinctes. Elles jouiront d'ailleurs de la propriété caractéristique de se réduire respectivement à ^m+n •••^ ^m+vi> lorsqu'on donne simultanément k Xi, ..., x„i les valeurs particulières C( , . . . , Cm'
Cela posé, remplaçons les m premières variables j:,, . . ., Xm par de nouvelles variables ^i, ...^v^f définies par les relations
(lo) o'f. — cu-h (7i — c,)7/, (/i — 1,2, ...,/?0,
et résolvons les équations transformées par rapport à -r-^> •••, -r-^« Nous obtiendrons un nouveau système jacobien
(M) Y^=A+yYÎ.-g- = o
Ofh LUk OX'k
( /i =1 1 , 2 , . . . , /n ; A' zn m -h I , . . . , wi -h /2 ).
Les fonctions ^i, ..., ^/i, exprimées au moyen des nouvelles variables, donneront un système d'intégrales distinctes des équations ([ i). Elles se réduiront d'ailleurs respectivement à Xm^^y . ••yXm^n lorsque y^ =C|, quels que soient y^y •••î^m; car, pour y^z=Cs^ les équations (lo) donnent
X\ = C| , • » • , Xm = Cfn»
66. Pour intégrer le système transformé (ii)» il suffira, comme Ta montré M. Mayer, d'intégrer l'équation unique
(la) Y>©i=o.
A cet eSet, nous remarquerons que cette équation admet les intégrales ^i, ..., ifn^ lesquelles, jointes aux intégrales
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évidentes ^j, . . . , y^^ donneront un système de m -h /i — i intégrales distinctes. Toute autre intégrale
de cette équation sera donc une fonction de celles-là, telle que
Si dans Fégalité nous donnons à ^4 la valeur constante Cd il viendra et, par suite,
On voit par là qu'une intégrale quelconque / de l'équation (12) étant supposée connue, on obtiendra immédiatement son expression en fonction de j^s, . . .^j^my ^m • • «i ^/ly en remplaçant dans la fonction / les variables yi , Tm^tf . • • 1 XflUHipar c«,^,, ..., ^'a-
Cela posé, admettons que nous soyons parvenus à intégrer l'équation (12), en y considérant ^1 , oT;,,^,, ..., Xm^n comme seules variables, et ya^ • • -^ym comme des paramètres (ce qui revient, comme nous Pavons vu, à déterminer une solution générale d'un système de n équations différentielles ordinaires). Soit /i, ...,/;, un système d'intégrales distinctes de cette équation; on aura, ainsi qu'on vient de le voir,
Fi^ ..., Fn étant des fonctions connues de jo» •••> ym] V<7 "M ^/i9 ^^ îl suffira de résoudre ces équations par rapport à 'i,, ..., 6„ pour déterminer ces fonctions, lesquelles forment un système d'intégrales des équations (11). D*ail- Wrs, la résolution de ces équations ne sera jamais impossible, caries fonctions j%, ...,^/if;/i, .. ,//i étant distinctes,
/îy • ' "ifn sont nécessaîremenl des fonctions distinctes par rapporta if%j . • ., tj/^,.
67. On peut aller plus loin et montrer que la connaissance d'une seule intégrale /j de Téqualion (12) permet de déterminer une ou même plusieurs intégrales du système (i i)- On aura, en effet,
F| étant une fonction connue. Résolvant cette équation par rapport à <{/|, on aura une relation de la forme
où 0| est une fonction connue.
Eflectuons sur cette identité l'opération Y^, h désignant l'un quelconque des nombres i, 2, ..., m. Il viendra, en remarquant que Ai, . . ., i{/„ sont des intégrales de Y*© = o,.
o = Y"0, = |^YVi-4-... + T^Y^^«-«.
Le second membre de cette équation est une fonction^ connue de ys^ . • . , Xm+n \ ^29 • • • > ^/i* S'il ne s'annule pas identiquement, il contiendra l'une au moins des quantités t|/, par exemple i/2 î car les variables y\^ . . . , Xm^n sont indépendantes. En résolvant par rapport à ^2? on obtiendra une relation de la forme
Effectuons sur celte équation l'opération Y*, on en déduir» une nouvelle équation pour déterminer ^^^ et ainsi de suite jusqu'à une dernière équation qui donnera ifn- Le système (i i) sera dès lors intégré.
On ne pourra se trouver arrêté dans cette suite d'opérations que si Ton arrive à une équation
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pour laquelle on ait identiquement
Mais alors, en remplaçant dans 9{' les fonctions inconnues ^141 ^ ' ' <i^n psir des constantes quelconques, on obtiendra une fonction <fi qui satisfait évidemment aux mêmes équalions, et qui sera, par suite, une intégrale du système (i i)-
68. Nous pouvons énoncer, comme résultat de cette étude, le théorème suivant :
Pour qu'un système d'équations aux différentielles totales
(A=: I, 2, . . ., m; k=zm-+- ly . , ., m-^ n)
admette n intégrales distinctes
tpi =1 const., ..., <p;, = const.,
il faut et il suffit que les équations aux dérivées partielles
forment un système jacobien.
Cette condition étant supposée remplie, la recherche des intégrales du système dépend de l'intégration d'un système de n équations différentielles simultanées.
Chaque intégrale de ce dernier système fournira au moins une intégrale du système proposé.
69. Soit S un système d'équations aux différentielles totales de la forme (i) et admettant n intégrales distinctes ?ij •••> ?/!• Si nous y changeons oTi, ..., Xm^n en Xi + eii? •••i J^m.^ -h cim+nj ^ étant un paramètre infiniment petit, dont nous négligerons le carré, et Ç| , . . . , ^m^n des fonctions de •Tt, . . . , Xm-t-nj nous obtiendrons un autre système S'.
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A toute intégrale cp du système S correspondra évideoiment pour le système S' une intégrale
en désignant par A l'opération
ta ta
\x-. h... -ht
Cette opération est complètement définie quand Ç|, ..., 5m+ii sont donnés, et réciproquement. Soient d^ailleurs y\^ • • • ï JKm+/i de nouvelles variables quelconques, fonctions des X. Lorsque jti, ..., Xm^n s'accroissent respectivement
de eÇ|, ..., êÇ/w+zi, ^'/s'accroîtra de
(^ ^^'-4- -4-f JyLS\
quantité que nous désignerons par eTj/. D'autre part, on a évidemment
dxt dxi dfx dxi ôft On déduit immédiatement de là l'égalité . d c à _ à ^
-h. . .H- Ç/«4-»-n — ""ïl 37! ^
" d^. ^ • • • ^ *'»"» dar„^„ -■"()/, ^ ••• ^ •'»-" dy
L'opération associée à la transformation infinitésimale considérée reste donc la même, lorsqu'on change de variables indépendantes.
Nous désignerons, pour abréger, par A® la transformation inGnitésimale qui correspond à l'opération A, et qui, par suite, change l'intégrale y en <p -h e A<p; et nous dirons que le système S admet celte transformation infinitésimale Aq si le système transformé S' est équivalent à S.
Pour cela, il faut et il suffit que le système S' soit équivalent au système
û?<Pj — o, .... rfç„ = o,
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auquel S est équivalent; el, par suite, que les systèmes S et S' admettent les mêmes intégrales.
Or à toute intégrale f de S correspond une intégrale 0 + cAs de S^ Celle-ci devra être une intégrale de S, ou, ce (jui revient au même, A^ sera une intégrale de S.
Si donc nous désignons, comme précédemment, par
X'^o=4^- ^\ X^4^zr^o (/i = i,a,...,m) ' dJCh Làk àxk ^ , » » ;
les équations aux dérivées partielles qui caractérisent les intégrales de S, ces équations devront entraîner comme cotiséquence les suivantes
X^'Aor^o (/i =3 I, a, . . ., m)
ou, ce qui revient au même, celles-ci
X*A«p — AX"oi=(X*(p,Aç>)=ro {/i =11,2,..., m)
[car on a identiquement AX*ç = A(o) = o]. Cela posé, le système formé des équations
X*(p = o, (XA<p,A<p) = o (^ = 1,2,..., m),
admettant n intégrales distinctes f i, . . .^ ^n% ne pourra conlenir plus de m équations linéairement distinctes. On aura
donc
(i3)(XAç>,Ao) = aîX>-t-...-+-aî,X'«(p (/l=:I,2,...,/70,
les coeilScients a étant des fonctions des x. D'ailleurs il est évident que ces conditions seront suffisantes.
Toute expression de la forme
représente une transformation infinitésimale de S en lui-
même.
J. - C^urt, III. G
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En cfTet, on a (x"<p, ^_ 5,X'çj =^ [$,(X**, X'<f) + (X*y, Ç,)X'ç]
ocir (X^'j), X'cp) est nul; et, d'autre part, on a
àJ^h Làk àxk Si donc S admet une transformation infinitésimale
il admettra évidemment la transformation
B'^ = Ap - Ï.X'cp -. . .- UX-Q,
laquelle se réduit à la forme
y. do ^ do
Il nous suffira évidemment d'étudier les transformations de celte sorte, toutes les autres pouvant s'en déduire par l'adjonction d'une fonction linéaire de X'cp, ..., X*"^.
Pour les transformations de la forme B©, les équations de condition (i3) prendront la forme plus simple
(X^'^p, Bq) = o;
car le premier membre de ces équations, ne contenant pas
les dérivées partielles -r-^ ? •••> t-^> ne pourra se réduire à
une fonction linéaire de X'cp, . . ., X*"'^ que s'il s'annule identiquement.
71. Si S admet deux transformations Bcp, B'ip, il admettra la transformation (B©, B'cp).
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Oq a, en effet (47), rideiitilé (X*?, (Bç, B») + (B^ (B>, X*^)) + (B>, (X*ç, B*)) ^ o.
Mais (X*3, B^) et (B'cp, X^^ ) sont nuls par hvpollièse ; donc celle égalité se réduira à
TS. Soient B'o, ..., B'cp des transformations du sjsh^me S qui ne soient liées par aucune relation linéaire; si Tcxprcs-
sioo
est ane autre transformation du même système, ^i, ..., ^i ^c■^ontdes intégrales, et réciproquement.
On a, en effet,
.;X*o,Bç)=\ (X"<p,p,B'ç)
expression qui ne peut s'annuler, par hypothèse, que si tons les coefficients X^^/ sont nuls, ce qui montre que pi ^st une
inlé^Tale.
73. Enfin, si Ton connaît un multiplicateur ul du système S et une transformation infinitésimale Bf , on en déduira une
•nlégrale.
Soit, en effet,
Nous aurons, quel que soit A,
ozz.(X>^<p,B*)
^iÔJChOXi jLuiLUkX oxk OxiJ oxi
i cl /{ variant de m -{- i ik m-{- n.
« 84 TROfSlfcHB PARTIR. — CHAPITRE I.
Dans celte identité, les coerficienls de chacune des dérivées partielles -j^ doivent être nuls sépaivmcnt; nous aurons donc
oJ^h ^k\ àxk dx
DifTérentions cette équation par rapport à Xi\ sommons par rapport à i et supprimons l<\s lernios qui se détruisent; il viendra
Zuiài'hôxi Zui^kK ^à'f'iôxk ^^ôxiôx/g)
~~' ' \ Zdi <)^'i ) \^m^i àXi )
Mais on a, d'autre part,
)Xh Zji (^f'i "
dix
ou, en dcveloppaiit et divisant par jjl,
Zji àx, ;x ° ^
L'équation précédente pourra dont- s'écrire
Cette équation, qui a liou pour h -^ },..., ni^ montre que
-I — -y Hloii'x iôx,
est une intégrale.
7i. Admettons qu'en conil)inanl les |»rocédés ci-dessus, ou aulreuicut, on ait réussi à ()l)lenir p intégrales dis-
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tînctes 9|, ..., ^p (lu système S* En prenant 9|, .. ., o^ pour variables à la placo île ./"wi+i, ..., Xm^p par exemple, 1rs équations X*ç = i» seront transformées en de nouvelles équations de même forme, mais ne contenant pas les dérivées
partielles ~ ^ - ■ - , -' > puisque Of, . . . , Op sont des solu-
lions.
On aura donc
'^-''A ^k OX^.
les X;^ étant des fonctions de 'J,, ..., 'vy,, .r„;^^,_,.i, ...,
Soient B'c9, .... B'-jî. ... los transformations infinitésimales <{ue Ton suppose connues. On aura
D'ailleurs, Çi étant une intéj^rale, B'''^/= ^J- sera également une intégrale. Si nous admettons que nous avons tiré tout le parti possible des procédés ci-dessus indiqués, cette inté- ^lene sera pas nouvelle, mais se réduira à une fonction de
Posons, pour^ abréger,
et supposons que, parmi ces expressions, il v en ail <y qui soient linéairement distinctes, à savoir A', . . ., A'/. Les suivantes A'/^*. . . . seront de la forme
les coefficients y étant «les fondions des |3, et par suite étant des intégrales.
86 TROISifcMB PARTIS. — CHAPITHK I.
Cela posé, on aura évidemment
BX-f|io = y[i.B'<p h- ... -h t^Biff -h Di^ç,
J3(^^ étant une nouvelle transformation infinitésimale, qui se réduit à la forme plus simple •
^ÔX,
Admettons que, parmi les. transformations de cette sorte ainsi déterminées, il yen ait /«^linéairement distinctes D'tp, ...,
Toutes les autres seront de la forme
£jD'çp-h. ..4-e^D''o,
où les quantités Si, . . ., e^ devront être des intégrales, et par suite des fonctions de '^,, . . ., y^,.
Réciproquement, toute expression de cette forme représentera une transformation infinitésimale du système S.
Kn particulier, les transformations
(D'>,D*©) ne contenant pas dans leur expression les dérivées -~ t •••> — - ) devront être de cette forme.
Cela posé, deux cas pourront se présenter
1® Si /? -f- /• <[ n, les équations X^ç>-=o, D'ïp^o (/i = I, a, . . ., m; /==: I, 2, . . ., r)
entre les m-\-n — p variables X| , . . . , x,„, x^^p^y , . . . , x„,^„ (:p,^ . . ., Op étant traités comme des paramètres) forment uu système complet, en vertu des relations
(X'>,X*?)==o, (D'<p,X*^) = o, (D'cp, D*(p) =r e;*D'(p -h. . . -h e'/D»-?,
Ce système admettra donc a — p — /'intégrales, f;>+i, ...,
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?a-ri qui sont évidemment celles des inlég^rales du système S qui ne sont pas altérées par les transformations D'f , ..., D^f . Lorsqu'on les aura trouvées (par rintégration d'un système de /i — p — /• équations différentielles ordinaires), les r intégrales encore inconnues dépendront de l'intégration d\in second système de r équations différentielles.
L'avantage obtenu dans ce cas consistera donc à décom* poser en deux le problème de la recherche des intégrales ffp^i , Ou encore inconnues.
a** Si p -{- r = n^ la connaissance des transformations D's, .. ., D''o fournira un multiplicateur du système.
Soit, en effet,
D* ç =\ Va- .^- ( /i- = m 4- /? -+- 1 , . . . , m -h /i),
et désignons par A le déterminant des coefHcients ^j[; par J
lejacobien des intégrales inconnues '^p^\ f/i par rapport
aux variables Xk'
Formons le produit AJ par la règle connue ; on obtiendra un nouveau déterminant I, dont les éléments sont les quantités D'fi^. Or ces expressions sont des intégrales; donc -. sera une intégrale; d^ autre part, J est un multiplicateur; donc -s sera également un multiplicateur.
Or cette quantité est égale à ■-? quantité connue.
Y. — Étade directe des intégrales.
76. Les méthodes que nous avons exposées jusqu'à présent avaient pour but de trouver Tintégrale générale des équations différentielles. Mais elles ne réussissent, comme ou Ta vu, que dans des cas fort limités, et nous ne pouvons même assurer que rintégrale cherchée existe en général, car son existence a été admise sans démonstration.
Il est donc nécessaire de reprendre le problème de l'inté-
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gratîon, en le précisant, de manière à le rendre déterminé. La question ainsi posée peut se formuler ainsi :
I** Étant donné un système (inéquations di^érentielles normales
dy __ f. . ^ V ^^ _ / - N
démontrer quHL existe, sous certaines conditions à préciser, un système unique de /onctions y, z, . . . Jouissant de la double propriété de satisfaire à ces équations, et de prendre respectivement des valeurs données y^^ -So? - • pour une valeur donnée j^o de la variable indépendante ;
a'' Donner une méthode qui permette de calculer, avec telle approximation quon voudra, la valeur de ces Jonctions pour toute valeur réelle ou imaginaire de x;
3° Enfin, discuter les cas d'exception où les résultats établis se trouvent en défaut,
77. Supposons tout d'abord que les variables et les fonctions considérées soient réelles; et considérons, pour éviter des longueurs, le cas de deux équations
Nous devrons admettre pour la démonstration :
i^ Qu'aux environs du point (^0}^>'o? ^o) les lonctions fy
fi sont continues. On pourra donc assigner un domaine D
délini par les relations
dans lequel les inégalités
entraîneront les suivantes
X tendant vers zéro avec s.
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2° Nous admettrons en outre que daos ce même domaine 00 ail constamment
; f{x,y, z') - f{x, y, 5)1 < m[|/_ j| + \z'- z\], \Mx, y, z')-Mx, Y, z)\<m[\y' - y\ + \z' - z\],
m désignant une constante fixe.
Les conditions cî-dessus, seules nécessaires à la démonstration, seront évidemment satisfaites si aux environs du point (jTo, ^01 5o) les fonctions/*,/! admettent des dérivées partielles finies.
Supposons-les remplies. Soit M le maximum des modules (le/, /i dans la région D; et soit p la plus petite des deux
quantités r, j^ •
Donnons à x une valeur quelconque assez voisine de Xo pour qu^on ait
Subdivisons l'intervalle x^x en intervalles partiels XqXi, Xij-j» ' • • t ^n-h^i et déterminons les quantités j'i, Zx\ 72, 5, ; . . . ; ^, z par les relations
Yx — J'o =^ Ji^Qi yoy -^ojv^i — -^0).
^k+t— ^k=^/l{^kj yk, ^k){^k+l—'^k)f
On déduira de ces relations
= M[\xi, — Xi^.i\'^., ,^\xi^y — Xi\]%M\xu— Xi\
etf en partie ulirr,
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Les points (jti, j^-f, z^). . . . , (^,^, s) ne sortiront donc pas du domaine D.
78. Si les intervalles partiels sont infiniment petits, les valeurs finales y, z tendront vers des limites déterminées. Pour l'établir, considérons deux modes de division A, A' dans lesquels les intervalles soient tous moindres que la plus
petite S des deux quantités e, z-r et désignons par j/*, z et j^,
z' les valeurs finales obtenues pour chacun d^eux; nous aurons à prouver que y — y et z' — z tendent vers zéro avec e.
Nous pouvons évidemment admettre que tous les points de division qui figurent dans A figurent aussi dans A'; sinon nous pourrions comparer successivement ces deux divisions A, A' à une troisième A^' formée avec tous les points de division de A et de A'. Ajant prouvé que y" — ^j -s" — z d'une part, et y — y y -s" — z' d'autre part, tendent vers zéro, on verrait immédiatement que leurs différences j^ — y, z' — z tendent aussi vers zéro.
Soient donc
les points de division de A';
.l'o» j^'o I » j'oï> •••> j^i» •••» yki yk\^ •••» y'k^x^ ^•••*yi
'^ot ''0 1 » *'i»s> • • • » '*' 1 > • • • ) •*» ■**! > • • • » '*'^+i y • • • j "^ j
la suite des valeurs correspondantes des deux variables y, ;:; nous aurons
yk+i—yk^A^k^yki ^k){^k^i'-^k)
d'où
/am 1 — 7a- — ( /*+! — 7a- )
^\ [fi^kij y'kh ^'ki) —fi^kt y'ki «*)3(^A:./-l-l— ^*/);
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et, par saîte.
Mais on a
l'y^ki. y'kiy -i,) —A^jiy yk, ^k)\^\ f{^kh y'kh «i,) —fi^k, ri, 3;.)
■*- |/(^*» ri, ^i) -A^ky yky Sk)
Le premier terme du second membre est moindre que )v; car on a
l-ru — Xa-I < 0 < £, (y^., - vil < M|ar^f- ^i| < Mo < t,
^Ai — ^k\ '*^*«
Le second est moindre que
'"[Iri— r*!-+-l-i — «*!]•
On aura donc
!/ii-4i— VA-Hi!<L>'i— rA-l
On trouvera la même limite supérieure pour j^i^, — ^ij. Ajoutons ces deuii inégalités, et posons pour abréger
\rk-yk\'hWk-^k\-^- = yJk'
Aou5 obtiendrons la relation Multipliant ces inégalités, il vient
Or, on A rQ=yo, 5[j=>5o; donc Uo== — • Cette quantité
tend vers zéro avec e, el il en sera évidemment de même pour ly— j^l et |3' — :;[.
79. Les valeurs limites des quantités y^ z ainsi déterminées pour chaque valeur de x dans le domaine \x — J^o|>p sont des fonctions de x. Elles satisfont aux équations diflérentielles proposées.
Soient, en effet, y -H A^, z -h àz les valeurs de ces ibnclions correspondantes à x -}- Ax. Intercalant entre x et X H- Ax des points de division ^i , J'a» • • • 7 nous aurons
-Hlim\[/(^*, 7a-, -a) — /C-^, V, z)]{xi^i — x,,).
Or, si nous supposons A.r <[ S, le terme qui multiplie (^A+i — J^k) aura son module moindre que ).. La somme du second membre a donc un module moindre que
et sa limite ne pourra surpasser celte quantité. On auni donc
R étant un reste de module moindre que A, qui tendra vers zéro avec Ajc. Donc y a bien pour dérivée /{x, y^ z). On verra de même que z a pour dérivée/, (r, y^ z).
80. La solution que nous venons de trouver est la seule possible.
Soient, en effet, Y, Z deux fonctions jouissant comme j', :; de la double propriété de satisfaire aux équations différcn-
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lielles et de se réduire à Vt, 5© pour a:=Xo. Les fonctions Y — J', Z — z auront respeclivemenl poar dérivées
Elles sont donc continues et comme elles s'annulent pour jr = Xo, elles ne pourront acquérir une valeur difTérente de ziT) qu'après avoir passé par toutes les valeurs intermédiaires.
D'autre part, en vertu de nos hypothèses, tant que Y — y^ Z — z seront moindres que e en valeur absolue, le module de leur dérivée sera <^/n.2e, et le module des fonctions elles-mêmes sera moindre que m. 2e |j: — x^\.
Il en résulte nue dans tout l'Intervalle de x^ — -, — à
J*o-^ -7 — les modules de nos fonctions seront -< - tant 4/71 a
(|irils seront <' £. Ils ne pourront donc atteindre aucune
(les valeurs comprises entre - et s, ce qu'ils devraient faire
pour pouvoir atteindre ou dépasser e. Donc ils resteront toujours moindres que £, cpiantlté arbitraire. Ils sont donc ih'cessai rement nuls.
I^e même raisonnement montre qu'étant nuls au point
J'o -î- 7 — > ils le seront encore de Xn -f- -, — a Xq -f- -, — > • •>
ri enfin, dans tout le domaine de Xq — p k Xq-\- p où nous avons pu définir les fonctions j)'', z.
81. Passons au eus des fonctions et des variables complexes. Soit encore
i:n système de deu\ é(|uations différeDlielles.
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Nous aclmeUroDsicique(j;o)yo) 2«)soll un point ordinaire pour les fonctions y, /*!• On pourra donc, par définition, tracer autour de Xo, yoy z^ des contours fermés K, K', K", telsquey,/i, et leurs dérivées partielles restent monodromes et continues, tant que x^y^z ne sortiront pas de ces contours.
Soient rf, d', cP les distances rainfma des points x^, y^^^ ^o à K,
K', K"; S, S', S"' les périmètres de ces contours; M une limite supérieure du module de /et de/*, , lorsque ;r,
y^ z décrivent respective niiCnt ces contours.
On pourra écrire
/(•>p, yy ->=\««py.(^ — ^o)'*( j — Jo)^(- — -o)^,
ces développements restant convergents tant que les modules de ^ — Xo, y — j'o> 2 — 3o resteront inférieurs à d, d\ d'\ D'ailleurs
et Ton aura (T. I, no^206)
Mss^s;;- 1
et, « fortiori,,
en désignant par r la plus- petite des quantités d, d', d", et posant, pour abréger,
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On oblîendraîl la ménie limite pour le module de bapy Soient enfin jto^-H ^>^'o4- A', ^»4- / des points assez voisins de Xo, yo) ^ù pour que les droites qui les joignent à ces derniers points soient respectivement comprises dans Tin térieur des contours K, R', K*', et soient 8, S', 5'' les plus courtes distances de ces droites à ces contours; on aura
' ![/(-^Q -t- /i, Jo ^- A-, ^0 -h /) —/(J-O, Vo, Zo)]\
AI , \f--\ . \l\\ N
82. Ces préliminaires posés, clierchons à déterminer des fonctions j^, z qui satisfassent aux équations données
€l qui, pour x = x©, se réduisent respectivement à j'o -h A* et à :;o + /, A: et / désignant des constantes très petites. Nous poserons, à cet effet,
'* ( z^z,^i -^^di^,{x-x,)H^t*y^'" "''''' "•''^^'
Substituons ces valeurs dans les équations (3), développons le second membre suivant les puissances de a: — Xo, A*, /, et égalons les coefficients du terme général; il viendra
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F et ^ étant des pol^DÔmes à coefficients positifs, formés avec ceux des coefficients a, 6, c, d^ où la somme des indices ne surpasse pas X -h pi 4- v.
Les équations précédentes déterminent, successivement et sans ambiguïté, les coefficients c et d\ ils seront donnés par des expressions de la forme
Fxav ei ^X|i.v étant des polynômes à coefficients positifs, formes avec les quantités a, b.
Les expressions (4), où les coefficients c, d seront déterminés par les équations (5), satisfont évidemment aux conditions du problème. Si Ton y groupe ensemble les termes afi'eclés des mêmes puissances de k et de /, on obtiendra un résultat de la forme
SpLv et Tfjtv étant des séries qui procèdent suivant les puissances de X — -Tq.
En supprimant dans les expressions précédentes les ternies qui dépendent de k et de /, il viendra
y — jKo — ^00» ^ — ^0 — T,
et il est clair: r'que ces équations donnent un système d^inlégrales qui se réduisent k y^^ Zq pour x = Xo] 2° qu^on aura
**""" p.! vl dy^JzY **'- \l\ vl ôy^^d
83. La méthode que nous venons de suivre suppose évidemment que les séries sur lesquelles nous opérons sont absolument convergentes. Nous allons vérifier qn^il en est ainsi tant que A*, /, x — Xq seront suffisamment petits.
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Remplaçons, en effet, dans les séries (4) chacun des coef-
N ficients ûa^yi ^«PT P*'^ ^^ quantité ^^^ ^^> limite supérieure
de son module, et les quantités ky l par une raéme quantité positive m, au moins égale à \k\ et à |/|. Nous obtiendrons de nouvelles séries, à coefficients positifs, et dont chaque terme aura un module au moins égal à celui du terme correspondant des séries primitives. Celles-ci seront donc absolument convergentes si les nouvelles séries le
SODt.
Mais ces séries sont évidemment celles que Ton obtiendrait si Ton cherchait à déterminer des fonctions Y, Z, qui se réduisent à ^'o -f- /n, 5o 4- /w pour x = Xq, et qui satisfassent aax équations différentielles
dL_ N ■
Or on peut intégrer directement ces équations et s'assurer que ces fonctions Y, Z existent, et sont développables eo séries convergentes quand m elx — Xo sont suffisamment petits.
On en déduit, en effet,
dZ=:dY, et, en intégrant de Xq à Xy
Substituant dans la première équation, il vient
dY_ N
dx-^[r-^(x^Xo)][r^(Y-^y,)y J — Cours, ni. n
OU, en séparant les variables et intégrant de Xo à Xj
-î['--(V-r.)l'-i('-- »»)' = « iog(i-^=i£!)
Cl enfin
(7) Y-y,= r-y/(r-m)» -t-3Nlog(i-^-^V
La fonction de m et de j: — Xq ainài définie n'a évidemment de points critiques que ceux pour lesquels on aurait
X Xq j, ,
I =0, d OU X — Xo^= r
ou
(,. - rny + 3N log/'i - ^-^) = o, d'où
X — Xq^=- r — re *^
Si donc on assujettit melx — Xq aux conditions suivantes (où q désigne une quantité positive -< /)
X — o^o I < /• — re *^^' ,
Y — ^'0 restant monodrome et continu pour tous les systèmes de valeurs considérés, sera développable en une série procédant suivant les puissances de /n et de j; — x© et convergente dans les limites ci-dessus.
Cette série se déduirait d'ailleurs de la série (4)^ qui donne y — ^oi en remplaçant Ar, / par m et les coefficients cxjjLv par une limite supérieure de leurs modules. On obtiendra une limite supérieure de la somme des modules de ses termes, et a fortiori une limite supérieure du module dc^ — j'o) en remplaçant m par gr, et x — J7o par son module dans la série, ou dans l'expression équivalente (7).
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Donc
el Ton obliendra la même limile pour le module de ^ — Zo. Si nous supposons maintenant que q tende vers zéro, la limite du module de a? — x^j en deçà de laquelle la convergCDce est assurée, tendra vers la quantité fixe
/• — re '*^,
que nous désignerons par p. Et, si |j: — Xo\ est assujetti à rester •< p — S, S étant une quantité positive quelconque, )>'— ^o| cl \z — Zo\ resteront constamment moindres que r — £, e étant une quantité positive, déterminée par la relation
Nous obtenons donc, comme conséquence de toute celte analyse, le théorème suivant :
Les équations (i) admettent un système d'intégrales y y z qui se réduisent à y^^ -5©, pour x = x^. Ces intégrales et leurs dérivées successiçes par rapport aux paramètres yQ, Zq, sont développables suivant les puissances entières et positives de x — ^o? ^^ séries convergentes, tant que le module de x — Xo sera moindre que la quantité fixe
Enfin, si ce module reste inférieur à p — o, les modules de y — y^et de z — Zq resteront inférieurs à r — *, s étant une quantité positive, dépendante de 5.
84. Les séries j^, r, que nous venons de déterminer, consliiuent le seul système de solutions des équations difTérenlielles qui se réduisent à^o? ^o pour x = Xq.
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Pour le montrer, considérons une ligne rectifiable quelconque L partant du point x^ et supposons a: astreint à parcourir cette ligne. Soient Y, Z deux fonctions définies le long de cette ligne, lesquelles satisfassent aux équations différentielles, et se réduisent à y^^ z^ pour x =^ x^. Nous allons établir que dans toute la partie de L où \x — ^o|< p — >;> 7) étant une quantité fixe quelconque, on aura nécessairement Y =y, Z = 5.
On a, en effet, dans toute cette portion de L
û désignant une quantité fixe qui dépend de r^.
Les fonctions Y — y^ Z — s admettent, par hypothèse, les dérivées
Elles ne peuvent donc varier que d'une façon continue, et leurs modules, nuls au point x^^ origine de L, ne pourront atteindre ou dépasser un nombre e (que nous supposerons infiniment petit) sans avoir franchi toutes les valeurs intermédiaires.
Or tant que ces modules seront <; s, on aura
j'\f{x,\,Z)-/{x,y,z)]dx
_|Y-v|4-IZ-^| N
s désignant Tare de L compris entre Xq et x.
Si nous prenons t <i -f cette expression sera moindre que
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et si Tare s est moindre que la quantité finie rr-^^ ^He sera
moindre que ~-
Donc sur cet arc 6ni 5, |Y — j\ (et aussi |Z — ^ i) ne pourront prendre aucune des valeurs comprises entre - et e. Ils
ne pourront donc atteindre ni dépasser la valeur e; celles;! étant arbitraire, ils seront nécessairement nuls.
On verra de même que |Y — y\ et |Z — z\ seront nuls le long d'un second arc de même longueur que le précédent et lui faisant suite; ils seront donc nuls tant que \x — x«| sera < p — 7^1» et enfin, 7^ étant arbitraire, tant que \x — Xq\ sera < p.
8o« Nous avons établi, par ce qui précède, qu'il existe un système unique d'intégrales y, z satisfaisant aux conditions du problème. Elles sont données sous forme de séries, dont la convergence est assurée dans un cercle C de TRyon p décrit autour du point x^^
Si la variable x sort de ce cercle, on pourra déterminer leur valeur de proche en proche par le j)rocédé déjà employé au Tome I pour suivre la marche d*une fonction analytique.
Supposons que x décrive une ligne L issue du point Xq] soient Xi un point de cette ligne, encore situé à l'intérieur ^^ ^9 y il ^i les valeurs correspondantes de y y z. On aura l^« — ^o|<'',Iri— ro|<r,|^,— ^o|</'-Le point (x«,^<,^,) sera donc un point ordinaire pour /, /f et les équations différentielles admettront un système de solutions se réduisant à r,, Zt pour X — Xt. Ces solutions seront des séries de puissances de x — Xi; soit C| leur cercle de convergence certaine; pi son rayon.
Ces éléments de fonction analytique ayant pour centre x^ seront contigus à ceux qui avaient pour centre Xq et permettront de déterminer les valeurs de jk» ^^ de x^ à X2j X2 étant tin point choisi à volonté sur L, au delà de Xt , mais encore à rintérienr de C| •
lOa TR0I81ËMB PARTIE. — CHAP1TR8 1.
Au delà de x^^ l'Intégrale sera représentée par de nouveaux éléments de fonctions anal)^ tiques ayant leur centre
en X2»
En continuant ainsi, on finira par arriver jusqu'à rexlrémité de la ligne L, à moins que les rajons des cercles successifs p, Pi, pa, ... ne forment une suite convergenle; auquel cas il pourrait arriver que le procédé ne permette de suivre la marche des intégrales que jusqu'à un point déterminé x' de la ligne L.
Lorsque x se rapprochera de x' en suivant la ligne L, diverses circonstances pouvant se présenter :
1** L'une au moins des deux quantités^, z ne tendra vers aucune limite, ou tendra vers l'infini;
2** Elles tendront toutes deux vers des limites finies j'', z\ Dans ce cas (x^^y^ z') sera un point critique pour l'une au moins des deux fonctions /, /|. En effet, si ce point était ordinaire, il lui correspondrait un certain rayon de convergence p'. Pour un point Xn infiniment voisin de x^y pris sur la ligne L, y, z prendraient des valeurs yny ^m infiniment voisines de y', 5', et le rayon de convergence p/,, correspondant au point (x„, y,„ Zn), serait infiniment voisin de p', au lieu d'être infiniment petit. On pourrait donc, au moyeu du cercle C/,, déterminer les valeurs de y, z au delà du point x^ ,
Le procédé indiqué ci-dessus pour suivre la marche des intégrales est peu satisfaisant au point de vue pratique. En effet, chacune des valeurs successives j^i , ^1 ,^a, >52î • • • exige, pour sa détermination, un développement en série, puis la sommation de cette série, opération compliquée et dont le résultat ne peut en général s'obtenir exactement. Or chaque erreur commise influe sur toute la suite des calculs. Il faudra donc opérer avec une très grande approximation, sous peine d'altérer beaucoup le résultat final.
86. La méthode dite des quadratures, que nous allons exposer, est sujette à ce même inconvénient, mais donne
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liea à des calculs plus faciles. Voici en quoi elle consiste.
Marquons sur la ligne L une série de points x^f Xi^ , , ., Xm inlennédiaires entre Xf, et X, et suffisamment voisins les uns des autres; puis, déterminons deux séries de quantités >''n J 'ai • • • 7 ym^i ^' ^^ ^\ , ^j. - • • , -«„ Z' par les relations
//+!— /if — fK^i^ y'iy -/) i^i^x — ^i).
V et Z' seront des valeurs approchées de Y, Z, et l'erreur commise tendra vers zéro à mesure que Ton multipliera les points intermédiaires.
87. Nous justifierons cette méthode en cherchant une limite supérieure du module de l'erreur commise.
Soient i un point quelconque de la ligne L; t^, !^ les valeurs coH*espondantes des intégrales.
On peut déterminer par hypothèse une quantité r, telle que / et y*! soient développables suivant les puissances de X — ç, ^ — 7j, 5 — Ç tant que les modules de ces quantités ne surpassent pas r. Ce nombre r est une fonction de ç.
Si l se déplace sur L d'une manière continue, t^, 2^ variant aussi d'une manière continue, il en sera évidemment de même de r, lequel admettra un minimum différent de zéro. Soit R un nombre inférieur à ce minimum.
Si le point (x, y, z) se déplace, de telle sorte qu'on ait constamment sur la ligne L un point (i, t^, ^) fixe ou variable pour lequel on ait
l^-M^R> l/-^I^R, h-îl^R.
le point [Xy y^ z) décrira un ensemble borné et parfait où les fonctions/" et/*! restent finies et continues. Leur module ne pourra donc surpasser un nombre fixe [x. D'ailleurs, si \x — Ç|, \y — 7j|, |5 — Ç| sont < R ~ 3,
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8 désignant un nombre fixe, on aura
N étant égal à !iii^.
Cela posé, supposons les intervallesjTo^i) • - • ? ^a^a+u • • • ? tous <; ^ et cherchons une limite supérieure des modules des différences entre les valeurs j^i, 5j, . . •jJ'a, ^a, . - ., Y, Z des intégrales aux points x^y . , ., ^a, X et les valeurs approchées y^ , 3j, . . . , Y', Z'. On a
/a+1— 7a=/(^'a, ji, 4)(^A+i — ^A-)
d'où
jA + l — 7A4.1 = 7i — JA-H / [/(^, J', C) — /(J?A-, ri, 4)]^^-
Si nous supposons \y'j^ — y/i\y l^i — ^a| moindres que R — 5, le module de la quantité entre parenthèses ne pourra surpasser
{\x — Xk\ étant < X); on aura donc
l7A4.i-/il?|jKA-/A|
-^- [^ + IJa — Ja| -+- l^i— -a|] 34 kA4-t — -a^A-l-
On a une inégalité semblable pour ^i^, — z^.
Ajoutons ces deux relations, et posons pour abréger
Nous obtiendrons la relation
s désignant la longueur de la ligne L.
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D'ailleurs, au point Xq, OBBy'^ = yo9 s'q = Zofd^oiilJ^=^'k.
Chacune des quantités UAet a fortiori chacune des quantités |7i — r*k h*— ^*l «t «nfin |Y'— Y|, |Z'— Z| seront donc moindres que
si les précédentes sont moindres que R — S.
Cette condition sera satisfaite, si Ton prend X assez petit pour satisfaire à Tinégalité
Xe«* <R — 0.
La limite d'erreur ainsi trouvée tend bien vers zéro avec X, comme nous voulions l'établir. La formule montre toutefois 1 imperfection de la méthode, car Tare s figure sous une exponentielle dans l'expression de Terreur à craindre. Pour peu que le champ d'intégration soit étendu, il sera difficile de multiplier assez les points de division pour obtenir une approximation suflisante.
88. On a souvent avantage à transformer les équations dîflerenlielles proposées par un changement de variables, avant de recourir aux quadratures. Ce procédé constitue la méthode de la variation des constantes, dont nous allons indiquer le principe.
Soient
(8) £=M + «N. ^-M'+aN'
deux équations difi*érentielles simultanées, où M, M', N, N^ sont des fonctions de x^ y, z etoL une constante très petite. Proposons-nous de trouver un système d'intégrales j^*, z se réduisant à^©? -Sq pour x = Xf^,
Si l'on négligeait les termes en a, les équations se réduiraient à
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Supposons qu'on puisse délerminer, par un procédé quelconque une Intégrale générale de ces deux équations, représentée par deux équations
Le système d^intégrales particulières des équations (9) qui, pour x = Xq^ se réduisent àjKo) ^0 sera fourni par ces équations, en y donnant à c, c' les valeurs Co, c^ qui se déduisent des équations
Le système des intégrales particulières des équations (8) qu^on demande de trouver pourra de même être représenté par les équations (10), à la condition d'y considérer c, c' non plus comme des constantes, mais comme de nouvelles inconnues à déterminer en fonction de x. Ces nouvelles variables devront : 1° se réduire à Co, cj, pour x = Xo] a® satisfaire aux équations diffère nti elles qu'on obtient en substituant dans les
équations (8), à la place dey, ;;, -^f -j^» leurs valeurs
dy __à/ àfd£ àfd^ dx dx de dx de' dx*
dz 09 â^ de à^ de'
dx dx de dx de' dx
Les équations ainsi obtenues, résolues par rapport à -^j
de*
■-r-i prendront la forme suivante
où P, Q, P', Q' sont des fonctions de x^ c, d*
Mais, si a était nul, c et c' seraient constants et leurs déri-
dc dc^ vées ^> ^ se réduiraient à zéro. Donc P et P' sont nuls, et
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les équations précédentes se réduisent à la forme plus simple
de ^ dd ^,
On en déduit
c — Cg=z% j Q dXy c' — Cç r^ a I Q' dx.
Les fonctions Q et Q' contiennent, outre la variable d^in* tégration x^ les fonctions inconnues c, </. Mais les dérivées -T-9 ;7-> contenant en facteur la quantité a supposée
très petite, sont elles-mêmes très petites; donc c, c varient lentement, et, si le champ d'intégration n'est pas trop étendu, OD pourra, sans altérer sensiblement les fonctions Q, Q', y remplacer les variables c, c' par leurs valeurs initiales Co, c'^. On n'aura plus alors qu'à intégrer une fonction de x seul, ce qui est facile.
Si le résultat obtenu n'est pas jugé assez exact, on pourra remplacer c et </ dans les fonctions Q et Q' par les valeurs fournies par cette première approximation, et recommencer l'intégration, et ainsi de suite.
89. Nous ne nous sommes occupé jusqu'à présent que de calculer les valeurs numériques des fonctions y, z pour une valeur donnée de la variable. Il nous reste à tirer les conséquences des résultats trouvés au point de vue des propriétés analytiques de ces fonctions intégrales.
Leurs valeurs finales Y, Z en un point quelconque X dépendent, d'après notre mode de procéder, non seulement de la position de ce point, mais de la ligne L par laquelle la variable x se rend de Xq à X. Toutefois, si cette ligne est telle que la valeur x de la variable indépendante en chacun de ses points, associée aux valeurs correspondantes jk» ^ des fonctions intégrales, donne un point ordinaire des fonctions/ et/i, on pourra lui faire subir une déformation infiniment petite quelconque sans altérer les valeurs finales Y et Z.
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En effet, chacun de ces points x est le centre d'un cercle dans rintérieur duquel j^ et ^ sont des fonctions monodromes de x. Le rayon R de ce cercle, variant d'une manière continue quand x se déplace sur L et n'étant jamais nul, ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe R'. Si Ton trace autour de chacun des points de L un cercle de rayon R', ces cercles recouvriront une région du plan dans l'intérieur de laquelle j^ et z seront évidemment monodromes. On n'altérera donc pas leurs valeurs finales Y, Z, si l'on remplace la ligne d'intégration L par une autre ligne quelconque \J ne sortant pas de cette région.
On pourra ainsi, sans altérer Y, Z, déformer la ligne L d'une façon continue, aussi longtemps que les valeurs simultanées de x^ y^ z correspondant à chacun de ses points seront un point ordinaire de /et de/i .Mais, si L prend dans le cours des déformations une forme telle qu'en un de ses points X, y, z soient un système de valeurs critique pour l'une au moins des deux fonctions /et/*i, le raisonnement se trouvera en défaut et il pourra même arriver que dans cette position de la ligne d'intégration Y, Z ne puissent plus être calculés par nos procédés.
Les points pour lesquels les valeurs simultanées de x^y^ z forment un système critique pour /ou/, pourront donc être (et seront le plus souvent) des points critiques pour les fonctions intégrales^, z.
90. Pour obtenir les éléments nécessaires à l'étude approfondie des fonctions intégrales, il resterait : i^ à déterminer la position de leurs points critiques; 2^ à étudier les variations de ces fonctions aux environs de ces points critiques.
Le premier de ces deux problèmes est malheureusement inabordable dans la plupart des cas; car j^ et z figurant, ainsi que X, dans la définition de ces points, on n'a, en général, aucune méthode pour fixer leur position a priori. On ne pourra les connaître qu'après avoir achevé l'élude des intégrales, qu'ils auraient dû servir à faciliter. Il y a là un cercle
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fideax, qui constitue la principale difficulté du problème de imtégratîoD.
Suivaut les circonstances, ces points seront isolés ou non ; ils pourront même constituer des lignes entières, auquel cas les fonctions y y z n'auraient une existence défmie que dans la région du plan que Ton peut atteindre, en partant du point initial x^, sans traverser ces lignes critiques.
91. n existe toutefois un cas extrêmement important, où Ton peut déterminer d'avance la position des points critiques : c'est celui où les seconds membres des équations différenlielles sont linéaires par rapport aux fonctions inconnues.
Considérons, pour fixer les idées, un système de deux équations de ce genre
U.) ^ = Aj.-hB. + C, ^=A> + B'^+C',
où Â, B, ... y G' sont des fonctions de a?. Soit x^ un point ordinaire de ces fonctions; on aura, tant que le module de •T — Xo ne surpasse pas une quantité fixer, des développements convergents
les coefficients a», 6a, ••• ayant pour limite supérieure de leurs modules une expression de la forme —• Cherchons un système d'intégrales
^nif pour x = x^^ se réduisent à y^^ z^. On déterminera les coefficients d^ e en substituant ces valeurs dans les équations
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différentielles. Il viendra, en égalant les coefficients des termes
en (x — ^o)^>
-4- 6x-, e, -f- ax/o -+- ^^0 -^- Cl,
Ces formules récurrentes donneront, pour les coefBcients </, e^ des expressions de la forme
^l = Fx, e\ — *xi
où Fx et <ï>x sont des polynômes linéaires et homogènes par rapport à^o, Zq et aux coefficients c, c/, les coefficients de chacune de ces quantités étant des polynômes à coefficients positifs, formés avec les a, 6, a', 6'.
Nous obtenons ainsi cet important résultat, que les intégrales cherchées y, z dépendent linéairement de j'o, s©-
92. Cherchons le rayon de convergence certaine de ces séries. Le cas le plus défavorable est évidemment celui où les coefficients a, 6, c, a', 6', c' sont remplacés par les limites supérieures de leurs modules, et j'oj ^o P^^ ^^"^ limite supérieure m de leur module. Dans cette hypothèse, les équations différentielles se réduisent à
dz dy M
djc dx X — Xt,
On en déduit
dy M . ^
et en intégrant, après séparation des variables,
J log 1Z±1 =- M rlogf I- ?-Il£î\
V = -i+.(.m-Hi)(.-^-^)
-iMr
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Cette fonction n'a qn*an point critique, x = J?o + r. La convergence est donc assurée dans tout le cercle de rayon r.
Donc, quels que soient ^Of >So 9 les intégrales j^, >5 seront continues et monodromes dans toute région du plan où les fonctions A, B, C, A', B', G sont elles-mêmes continues et monodromes, et ne pourront avoir d'autres points critiques que ceux de ces fonctions. Encore n'est-il pas certain que ces derniers points soient critiques pour ^ et z.
93. Les exemples suivants, que nous empruntons à Briot et Bouquet, montrent comment on peut eflfectuer l'étude des intégrales, aux environs de leurs points critiques.
Soit l'équation dififérentielle
f{Xyjr) s'annulant pour j? = o,^ = o et admettant ces valeurs comme point ordinaire.
Cherchons celles de ses intégrales qui s'annulent pour 5r = o.
Si nous considérons x comme fonction de^, il viendra
Cette équation admet une seule intégrale monodrome x^ s'annulant pour ^ = o. Sa dérivée s'annulant également, elle sera développable en une série de la forme
Supposons que am soit le premier coefficient de la série qui ne s'annule pas. L'équation précédente, résolue par rapport ky^ donnera un résultat de la forme
y^l^x^-h^iO^-^-
Celle fonction a m valeurs correspondantes aux diverses
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déterminatioDS du radical x^\ elles se permutent les unes dans les autres lorsqu'on tourne autour du point x=^o, qui sera un point critique algébrique.
Le cas où tous les coefficients a^ s'annuleraient à la fois échappe à Tanal^se précédente. Il faut et il suffit, pour cela, que a: = o soit une solution de l'équation (i3) et, par suite, que /{Xyy) contienne x en facteur. Dans ce cas l'équation X = Oy ne contenant pas y^ ne permettra pas de tirer la valeur dey en fonction de x. L'équation (la) n^admettra donc aucune intégrale qui s'annule avec x,
Considérons, en second lieu, l'équation différentielle
OÙ /(^, y) a la même forme que dans l'exemple précédent. Cherchons à déterminer les intégrales de cette équation, qui s'annulent pour t = o.
Soit
Substituons, dans l'équation différentielle, à la place de j% une série
et égalons les coeilGcients des mêmes puissances de x dans les deux membres. Nous obtiendrons une suite d'équations de la forme
où (ppL est un polynôme à coefficients entiers positifs, formé avec les coefficients a, et les quantités C|, ..., Cy,_i.
Si \ n'est pas un entier positif, on pourra résoudre ces équations par rapport aux c, et l'on en déduira un résultat de la forme
^^ étant une somme de termes ayant pour numérateur un
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prodait de coeflicients a, multiplié par an entier positif, et poar dénominateur un produit de facteurs de la forme \l — X. Ces derniers facteurs sont tous différents de zéro, et leur module croît indéfiniment quand [a, augmente. On pourra <ionc déterminer une limite inférieure / de leurs modules.
(>ela posé, la série (i5) satisfait à Téquation (i4); niais il faiil prouver qu'elle a un rayon de convergence certaine. Or uQ accroîtra les modules de ses termes, en y remplaçant,
il une part, les coefficients Oa^ par les quantités -^> limites
supérieures de leurs modules, et, d'autre part, les facteurs en dénominateur par /, limite inférieure de leurs modules. Mais là nouvelle série, ainsi obtenue, est évidemment celle que ion trouverait en cherchant à développer la racine inOniuient petite de Téquation algébrique
cl converge pour des valeurs de a; suffisamment petites.
I. Pour reconnaître s'il existe d'autres intégrales que la série que nous venons de déterminer, et s'annulanl cgalemeol pour j? = o, posons
, y — Cl X -\- C\X -+- . . . -♦- z^
z étant une nouvelle variable. Substituant cette valeur dans l'équation différentielle et supprimant les termes indépendants de 2, qui se détruisent, nous obtiendrons l'équation transformée
dz
(lOj X -j^ — c(X-i- 610^4- ^01^-+- ^.0^' + - • •).
ax
Nous avons à chercher une solution z de cette équation, J. — Cours, III. 8
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qai ne soit pas constamment nulle aux environs du point a: = o, mais qui tende vers zéro lorsque x tend vers zéro suivant une loi convenable.
Soient donc
ar© un point voisin de l'origine ; z^\o la valeur correspondante de z\
L une ligne allant de x^ à Torigine, et telle que z tende vers zéro quand x décrit cette ligne.
L'équation (i6) pourra s'écrire
5(X -h ^01^ 4- ^02^'-+-- • •) ^ ~~ ^-^ bQiZ-^ bo^z^-h. . ,
ou, en supposant que \ ne soit pas nul et développant en série le dénominateur de dzj
dz dx , . , feio-4- 6,(,;r -*-. . . _
: — (Co4-Ci5 H-...)û?3-h -i^ T^ dx
et, en intégrant de jTq à ^ le long de la ligne L,
I , c . X log_._log —
Si X tend vers zéro, z tendant également vers zéro, les intégrales du second membre tendront vers des limites finies et déterminées. Le second membre sera donc de la forme A -i- e, A étant une constante et s s'annulant avec x. On aura par suite
d^oii, en passant des logarithmes au:c nombres,
JL — io. ^X(A+e) lim -i — :ï1 e> a — c
C désignant une quantité finie et différente de zéro.
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Pour que z tende vers zéro, il est donc nécessaire que x^ tende vers zéro en même temps que x. Discutons cette condition.
Soient
l=p -^ çiy j: = p(cos6 -H isinO),
on aura
Quand x tend vers zéro, son module p tend vers zéro, son argument 0 pouvant varier d'une manière arbitraire, suivant ia nature de la ligne suivie L. Pour que x^ tende vers zéro, il faut et il suffit que p Logp — y 6 tende vers — oo .
Soit d'abord q = o. Celte condition sera toujours satisfaite, quelle que soit la ligne L, si p est positif; mais elle ne pourra jamais Fétre si p est négatif. Dans ce dernier cas, il n'existera donc aucune intégrale de Tespèce cherchée.
Si q n*est pas nul, on pourra toujours déterminer 0 en (onction de p, de telle sorte que la condition
Jim (/? Logp — 70)= — 00
soit satisfaite ou ne le soit pas. Mais ici il convient encore de distinguer le cas o\i p est positif de celui où il est négatif.
Si />>> o, la condition précédente sera satisfaite toutes les fois que 0 sera assujetti à varier entre des limites finies. Pour que x^ ne tendît pas vers zéro avec x^ il faudrait donc que la ligne L fût une spirale décrivant un nombre infini de révolutions autour de Forigine.
Si /? <C o, le contraire aura lieu et x^ ne pourra tendre vers zéro avec x que si L est une semblable spirale.
96. Ces préliminaires posés, nous allons démontrer qu'à chaque valeur de la constante c correspond une intégrale de Téquation (16), développable en une série à double entrée suivant les puissances de x et de x^ et convergente tant que ces deux quantités seront suffisamment petites.
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Posons en effet
Inéquation (i6) deviendra
Substituons pour u une série à double entrée
= > Cmv^»*'^^'' ( [A, V z= O, I , . . . , 00 ).
Égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, il viendra
F|iv étant un polynôme à coefficients positifs, formé avec ceux des b et des c où la somme des indices est moindre que
Celle de ces équations qui donnerait Cqo est identique; ce coefficient reste donc indéterminé, et l'on pourra lui assigner la valeur donnée c,
La résolution des autres équations donnera
cp^.v étant un polynôme dont chaque terme est un produit de facteurs 6, multiplié par une puissance de c et par un entier positif et divisé par un produit de facteurs de la forme s -h'ki^ s et t étant des entiers positifs, dont Tun peut être nul.
Le module des facteurs 5 H- X^ = 5 -f-/?/ -h iqt est différent de zéro et croît indéfiniment avec s oa t (Thypothcse q z= o, p <COy étant exclue par ce qui précède). On pourra donc trouver une limite inférieure m, telle que Ton ait
I 5-f- )./ I > m pour toute valeur de s et de t.
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I^ série que nous venons de déterminer est une solution de Téquation différentielle (17) satisfaisant aux conditions posées, solution admissible tant que la série sera convergente. Or on diminue évidemment la convergence en remplaçant partout les facteurs 5 4- X^ par m, c par son module C
et les coefBcieuts 6ap par les quantités -^û> limites supérieures de leur module. Or on voit sans peine que la nouvelle série obtenue est celle que Ton trouverait en cherchant à développer suivant les puissances de x et de x^ celle des deux racines de l'équation
/?ii^ = mC -\- V
= /?iC -h Mi' I I —
qui se réduit à C pour x = o, x^ = o.
Mais celte racine est évidemment continue et monodrome tant que les modules de x et de x^ resteront au-dessous d'une certaine limite. Donc, tant que cette condition sera satisfaite, V sera développable en série convergente suivant les pui:>sances de x et de x^j et la série qui donne u sera a fortiori convergente.
97. Supposons maintenant \ entier et positif. S'il est >• 1 , posons
y — > X —\~ xs»
L'équation transformée en Zj divisée par le facteur commun x^ prendra la forme
dz x-j- = (X — i)z -h bioX-h 6,0^' -4- ôiia:-3 -4-. . .
et sera semblable à la primitive, le premier coefficient X étant diminué d'une unité.
Par une série de transformations analogues nous pourrons
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réduire ce coeifîcient à l'unité. Reste donc à considérer l'équation
('8) a?^— j-h«to^ = aîo^*-^«ii^r +
Nous allons démontrer qu'elle admet pour intégrale une série procédant suivant les puissances entières de j? et ^ logar et contenant une constante arbitraire.
Désignons à cet effet par Â|o» • • . , A^^, ... les modales des coefticients aïo, • • •! ^a^) • • •; P^^* ^ une quantité positive un peu moindre que l'unité, et considérons d'abord^ au lieu de l'équation proposée, la suivante :
D'après ce que nous venons de voir, elle admet comme intégrale une série procédant suivant les puissances de x et de x^ et contenant une constante arbitraire.
Posons
Par cette substitution, nous obtiendrons, comme nouvelle forme de cette intégrale, une série procédant suivant les puissances de x et de t, et qui sera encore convergente quand ces variables seront assez petites. Pour calculer directement les coefficients de cette nouvelle série, nous remarquerons qu'on a
d'où
dt \a;^ — X .
X ' . ' — ,. — A € ~"~ Xt
dx I — A
Posons maintenant (20) 7 = Cio^H-Coi^-|-...H-CjAV'2?**^^-H.. .=^/ C^v^^^^;
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on aara
dv Substituons ces valeurs de ^ tlx -p- dans l'équation proposée et égalons les coeflicients des mêmes puissances de x et de / dans les deux membres. Les termes en t se détruisent identiquement; ceux en ordonneront
(l — X)Cio — Cot-HAio^::=0.
Enfin on aura généralement, lorsque [jl + v >> i , (ai) ( ji. -+- Xv — X)C,4v— (v -f- i)C|i-.t.v-hi = ?|iv,
«Pplv étant le coefficient du terme en x^C dans le second membre de Féquation. D'ailleurs on voit sans peine que cpi^y est une somme de termes de la forme
où K est un coefficient binomial et où les indices a, ^, |jL|^ V|, ... satisfont aux relations
V| H-. . .-h VqZziv.
Ces équations permettent de déterminer de proche en proche tous les coefficients Cf&v en fonction de Cio» qui reste arbitraire.
Ce premier coefficient étant supposé réel et positif, la résolution des équations précédentes donnera pour C^lv une expression de la forme
T'fLv étant une somme de termes positifs dont chacun est le produit : i^ d'une puissance de CiO) 2" d'une puissance de Coi=A|o-i- (i — ^)Cio, 3° d'un produit de coefficients Aap,
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4® d*un facteur numérique indépendant de X; le tout divise par un produit de facteurs de la forme
On remarquera d^ailleurs que le nombre de ces facteurs, qui figurent ainsi au dénominateur de chaque terme, ne peut surpasser 2 ijl + v — i .
Supposons en effet que ce théorème soit vrai pour tous ceux des coefficients dont le premier indice est << |jl et pour tous ceux dont le premier indice est égal à |ji et le second indice <C!v. Si nous substituons pour ces coefficients leurs valeurs dans Téquation (ai), elle donnera pour C|j.v une somme de termes dont le premier contiendra en dénominateurs un nombre de fadeurs au plus égal à
J-f-2(;x — i)-4- v-i-i — in:2|x4-v — I.
Dans chacun des autres termes, le nombre des facteurs en dénominateur sera au plus égal à
I -h 2|X| -h V, — I -h. . .-h 2[JLû-h Vû— 1 = 1 -I- 2(|JL — a) -I- V — 3
D^ailleurs la proposition se vérifie immédiatement pour C02; donc elle est vraie généralement.
Cela posé, faisons tendre X vers l'unité.
L'expression / = r- aura pour limite celle-ci
laquelle satisfait à l'équation
dt'
dx
L'équation (19) sera changée eu
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et, SI Ton cherche à satisfaire à celte derDÎère par une série de la forme
(22) 7— C|oJ:-*-C;.^'H-...-hC;v^r'^/'^-H...,
les nouveaux coedicients U seront évidemment donnes p.-^r les mêmes formules que les C, sauf le remplacement de \ par Funité.
Pour montrer la convergence de cette nouvelle série, comparons un terme quelconque T' de Cj^^ ^^^ terme correspondaot T de Cjiv Les facteurs A|o-l-(i — )^)Cioï qui figuraient au numérateur de T sont remplacés par la quantité moindre Aio. Quant aux facteurs [x+Xv — X du dénominateur, ils sont remplacés par des facteurs (x -h v — i, qui leur seront au moins égaux si v n'est pas nul. D'autre part, si v est nul, auquel cas \»-%^, on aura
Le nombre total des facteurs du dénominateur étant
on aura donc
et, par suite,
I|<(2-X)*fi^v)
Cela posé, soit r le rajon d'un cercle dans lequel la série (qo) est convergente : on aura, en désignant par M une constante,
et, par suite,
La série (32) sera donc convergente dans un cercle de rayon (2— X)-2r.
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Revenons enfin à Tëqualion primitive (i8) et cherchons à }' satisfaire par une série
y ' — Cq j se -\- ^Q j ' ~T~ ... ~\~ c« V *^ * "^~ • • • »
Coi ëtant une quantité arbitraire ayant pour module Coi. Il est clair que les coefficients c|iv seront déterminés par les mêmes formules que les coefficients CJtv, sauf le remplacement des quantités
^10» A|o, ...» A(xp, ...
par
et que les coefficients cj^v auront les GJj^v pour limites supérieures de leurs modules. La nouvelle série sera donc convergente pour des valeurs assez petites de x et de <'.
98. Considérons, en dernier lieu, une équation algébrique irréductible
entre j^ et sa dérivée, et de degré n par rapport à celle-ci.
Une intégrale y de cette équation sera complètement
définie si Ton donne pour la valeur initiale jto de la variable
indépendante a: : i® la valeur initiale j'o de y^ laquelle peut
être prise arbitrairement; 2^ la valeur initiale de -^y laquelle
devra être choisie parmi les n racines de Féquation
Si Ton fait décrire à x une ligne continue quelconque, y el --^ varieront également d'une manière continue tant
que X ne passera par aucun point critique.
Soit \ Tune de ces valeurs critiques. Nous avons vu que lorsque x tend vers \ trois cas pourront se présenter :
i^ y ne tend vers aucune limite;
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2^ y tend vers une valeur finie r^ pour laquelle réquation
dy admette une racine multiple ou infinie, et -r- tend vers cette
racine.
3** y tend vers oo.
La première de ces hypothèses doit être rejetée. On pourrail, en effet, assigner à x une valeur \ plus voisine de \ qu'une quantité arbitraire e et telle : i® que la valeur correspondante de y eût son module au plus égal à une quantité Gxe A; 2^ que la distance du point t{ à chacun des points 7|
pour lesquels réquation/= o donne pour -^ une racine multiple ou infinie soit au moins égale à une quantité fixe 8.
Soit r une quantité positive moindre que ô.
Pour toute valeur 7/ de y qui satisfait à ces conditions, les m racines de Téquation /= o seront développables en série convergente suivant les puissances de^ — r{ dans l'intérieur d'un cercle de rayon r décrit autour de V et sur sa circonférence. Elles resteront donc finies et continues. La région du plan couverte par ces cercles est d'ailleurs bornée et parfaite. Le module d'aucune de ces racines ne pourra donc surpasser un maximum fini M.
Cela posé, l'élément de fonction analytique, qui permet de déterminer la variation de y au delà du point $', a un rayon de convergence certaine, qui peut être assigné en fonction des deux nombres fixes r et M et qui, par suite, est lui-même un nombre fixe, plus grand que l'infiniment petit e qui représente la distance des points \ et \, Ce dernier point ne peut donc être critique, comme nous l'avions supposé.
Nous connaissons donc a priori les valeurs de y^ finies ou infinies, qui correspondent aux points critiques.
99. Soit 71 l'une de ces valeurs, supposée finie. Nous savons qu'en faisant tendre y vers 7^ suivant une ligne con-
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venable, nous pourrons faire en sorte que -j-> ou son
dx inverse -y- lende vers Tune quelconque des n valeurs fournies par l'équation
Chacune de ces racines peut être développée aux environs du point 'f\ suivant les puissances croissantes, entières ou fractionnaires de^ — i^.
Soit
(23) _=A(j-Yî)''4-B(y-7i)r + ...
l'un de ces développements; /?, a, p, • . . étant des entiers sans diviseur commun.
Si /? H- a^o, l'intégrale du second membre, prise Ae y àr,, aura une valeur infinie ;j^ ne pourra donc atteindre la valeur */;
avec cette détermination de -j- ) pour aucune valeur finie
de X.
Si y? H- a >o, l'intégration donnera, en désignant par ; la valeur finale de x^
d\ ^^ oB —
et 5 pourra être un point critique de l'intégrale j^.
Pour nous en assurer, développons, suivant les puissances
croissantes de x — 5, celles des valeurs de (y — r^y qui s'annulent avec x — Ç. Ces développements seront de la forme
où u représente successivement les diverses valeurs uu radical (x — Ç)*^*.
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On en déduit
r — T, m (c, « H- c, «• -h . . . y = c), m'* H- c'p^^ uP-^^ -+-
On voil par là que le point \ est en général un point criliqoe algébrique pour Tintégrale y. Ce sera un point ordinaire, au moins lorsqu^on j arrive avec la détermination
de -7- que nous avons adoptée, si le développement de^ ne
contient que des puissances de u multiples de /> + a.
Ce cas se présentera si /? -|- a = i . Cette condition est d'ailleurs nécessaire. Supposons en eflet qu^on obtienne^ pour >' — T,, un développement suivant les puissances entières et positives de j: — $, tel que
On en déduira, en renversant la série,
(Comparant avec le développement (24), on voit qu'on doit avoir
;i, V, . . . étant des entiers. Mais/?,/? -+- a,/> -h P, ... n'ayant pas de facteur commun, on aura [x = 1 , d'où/? -f- a = i . Considérons maintenant une valeur infinie de y. Posant
y = 7» nous obtiendrons une équation transformée
el nous développerons les diverses valeurs de -^^ suivant les puissances croissantes de z. Soit
dz
(25) ~=rA;:P-hB.3'' + ...,
un de ces développements. Intégrons-le de 5 à zéro. Si /'-f-a^Oj l'intégrale du second membre sera infinie. Doncw
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ne pourra devenir nul ou y infini, avec cette détermination de la dérivée, pour aucune valeur finie de x,
Si/?4-3t>o, on aura, en appelant \ la valeur de jc pour -5 =:: o,
d'où, en posant (a: — Ç)''"^* = «,
z = c'^ uP -+- Cp+1 uP-^^ -h . . .
et enfin
Donc Ç sera, en général^ un point critique algébrique pour la fonction y, lorsqu'on y arrive avec la détermination de la dérivée que nous considérons. Ce sera un pôle, si/? -h a = I.
Nous avons ainsi déterminé la manière dont la fonction y se comporte aux environs de chaque point critique; mais la position de ces points critiques reste encore inconnue.
100. Considérons, en particulier, le cas où y est une fonction uniforme. D'après ce qui précède, ce cas est caractérisé parla condition que, dans chacun des développements précédents, /? 4- a est nul ou négatif ou égal à l'unité.
Si celte condition est remplie, y^ n'avant que des pôles, sera une fonction méromorphe. Nous allons montrer qu'on peut la déterminer par des opérations purement algébriques.
En effet, -y- étant une fonction algébrique àe y^ x consiay
déré comme fonction de y sera une intégrale abélienne et
aura, pour chaque valeur Y de y^ n systèmes de valeurs
X| -h 2mw -h am'io'-h. . .,
où m, m\ • . • sont des entiers et 2(o, 2(o', . , . des constantes
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lioéairement distinctes, chacun de ces systèmes de valeurs
dx correspondant d^ailleurs à une des n déterminations de --7-
pour Y = Y-
L'intégrale j^, considérée comme fonction de x, admettra donc les périodes 20), 20)', ..., et, comme une fonction méromorphe ne peut avoir plus de deux périodes linéairement distinctes, trois cas pourront se présenter.
101- Pkvuizk CAS : Il existe deux périodes distinctes, aw et ifù\ — L'intégrale y sera une fonction méromorphe et doublement périodique d'ordre n,
A chaque valeur de y^ finie ou infinie, et à chacune des
dx déterminations de --7- correspondront des valeurs finies dex,
une dans chaque parallélogramme des périodes. Pour que ce cas se présente, il faudra donc que, dans chacun des développements (23) et (25),/>4- a soit égal à 1; car, s'il était nul ou négatif, ce développement ne pourrait fournir aucune valeur finie pour j;.
Cela posé, soit p{u^ ^29 ^3) 1^ fonction elliptique de Weierstrass qui admet les deux périodes 2(0 et 2a>'. I^ fonction p{x — Xq» g2i gz) elliptique du second ordre, sera liée à y par une équation algébrique
uu second degré en^ et de degré n en p[x — ^0» g2^ gz)- H reste à déterminer : !*• les coefficients A, B, ... du poljnôme F; 2" les invariants g^^ gz» On y parviendra en développant le premier membre suivant les puissances croissantes de X — Xo et identifiant le résultat à zéro. On a, en effet,
P(^ - ^., fft. «"',) = (^TT^ + i^ ^« (^ - ^•)'
-^ -^ gti^ — ^oY + —
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D'autre pari, l'équation
donne, par difTérentlation, les dérivées successives de y exprimées au moyen dey et -—• Or, pour x = j?o> ^^ connaît la valeur yo ^^ Y ^t l'on a précisé, en outre, celle des racines de l'équation ci-dessus que l'on choisit comme valeur
, , , dv
initiale de -r-* On peut donc déterminer, pour x = Xo, la
valeur de y et de toutes ses dérivées et, par suite, développer y suivant la série de Taylor.
Les équations, fournies par cette identification à zéro, sont évidemment linéaires et homogènes par rapport aux coefficients A, B, ... et algébriques par rapport à g2j g^.
102. Deuxième CAS : 1 1 n' ex is te g u^ une seule période ^lo. — Ceux des développements (aS) dans lesquels /? -|- a >> o donneront chacun une série de pôles de la fonction y, ayant pour formule générale a^o + amco {xq restant à déterminer). Aux environs de chacun d'eux, on aura pour j^ un dévelopl^ement de la forme
cip rti
y — ~ rr, ~i~ • • • ~H ■ *^~ ^0 ~»~ • • • »
•^ (X — x^ — 2mu))P X — Xq — 2rno)
où p et les coefficients ap^ . . ,, «o, . . . sont donnés par l'analyse précédente et ne dépendent pas de m. Cela posé, l'expression
admet la période 2 to. Elle a pour pôles les points ^r© -f- 2 /?2 to, les résidus correspondants se réduisant à l'unité.
Sa dérivée d'ordre k admettra les mêmes pôles et sera, aux
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eu virons du pôle jtq + smo), de la forme
; rrrî "+* "i
(x — Xo — 2/nw)*"^*
R ne deyenani plus infini.
On aura donc
du (-!)''"• fiP'^ii ,
le reste^ admettant la période a> et les pôles de^, sauf ceux de la série x© -H ^mco. On trouvera de même
S désignant une nouvelle fraction rationnelle formée avec
e"* et j'^ une autre fonction périodique où une seconde série de pôles a disparu. Continuant ainsi, on pourra mettre y» sous la forme
ni.r
T étant une fraction rationnelle en e *^ et Y une fonction périodique qui n'a plus de points critiques à distance finie, el qui, par suite, sera développable par la formule de Fourier ea une série procédant suivant les puissances positives et
iié«;atives de e " . Or M. Picard a démontré que, si cette série contenait un nombre infini de termes, l'équation précédente donnerait en général, pour chaque valeur de y^ une in-
fini té de valeurs de e " . Mais à chaque valeur de y correspondent n séries de valeurs de x; et, comme les diverses
TCl»*
valeurs d'une même série donnent la même valeur pour e *^ , celle quantité n'a que n valeurs pour chaque valeur de y. Donc la série Y sera limitée, et y sera une fraction ration-
ÎC/X
TZiJr
nelle en e *** ; on aura donc
Pet Q étant deux polynômes entiers en e " , l'un de degré /i, Tautre de degré ^/i.
i. — Cours, III. g
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Les coefficients de ces deux polynômes se détermineront comme dans le cas précédent.
Il est aisé de trouver le critérium qui caractérise ce second cas. En effet, pour chaque valeur de^, Téquation (26) donne
en général, pour e " , /z valeurs finies et différentes de zéro : d'où résultent pour x, n classes de valeurs j:o+ 2^<i>9 • • . . x„_i 4- 2mo), Xq, . . . , x„_i étant des quantités finies.
Il y a toutefois exception pour les deux valeurs (finies ou
/iirur
infinies) de y qui annulent le coefficient de e *** ou le terme
indépendant de e^ ; car ces valeurs donnent pour e^ une racine, ou un groupe de racines, nulles ou infinies, auxquelles ne correspond aucune valeur finie de x.
Soit, par exemple, yt la valeur de y qui annule une ou • plusieurs racines de Téquation. Soit g le nombre de ces racines. Aux environs du point j^i on pourra les développer en séries de la forme
iri>
Od en déduit
^-iogLpi(v-7,y^+P.(j--ri)^+...]
^^log(r — 7i)-f-log[p,4-p,(7-7,)^-h...J
d'où, en prenant la dérivée par rapport à 7,
(27) -j- — —. H--^(7 — vi) '/-^....
Soit de même y^ la valeur de y qui donne des racines infinies, en nombre q'. On pourra développer leurs inverses en séries de la forme
'jzir l_ 2
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d'où Ton déduit
Si les racines nulles ou infinies correspondaient à une valeur infinie de y^ ces développements suivant les puissances de ^ — y^ ou de y — y2 devraient être remplacés par des
développements analogues suivant les puissances de - = 2.
Les deux développements précédents doivent évidemment faire partie de la série des développements (23) et ('25). Donc parmi ces derniers il en existera deux qui commencent par un terme de degré — i et pour lesquels p -\- 7. sera nul, celte quantité étant égale à i pour tous les autres, qui doivent donner pour x des valeurs finies.
L'identification de ces deux développements avec (27) et (28) fera d'ailleurs connaître la période o), et les entiers q^ q\
103. Troisième cas : Il i\!y a aucune période, — Dans ce cas X ajant n valeurs seulement pour chaque valeur dc^^, et n'ayant que des points critiques algébriques, sera une fonction algébrique de y. Réciproquement, y sera algébriqu«r en X et, comme il est uniforme, il sera rationnel. On aura donc
P et Q étant des polynômes entiers en x^ Tun de degré /?, l'autre de degré ^/i, dont on pourra déterminer les coefficients comme précédemment.
Pour chaque valeur de j^, on aura n valeurs de x, généralement finies. 11 n'j aura d'exception que pour la valeur (finie uu infinie) de j^ qui annule le coefficient de jr", et à laquelle correspondra une racine, ou un groupe de q racines, infinies. Les inverses de ces racines pourront être développées en séries de la forme
i3a noisiÈiB paktib. — chapitkb i.
d'où
Donc l'un des développements(23) [ou des développemenis (25) si la valeur de y qui rend x infini esl elle-même infinie]
commencera par un terme d'exposant — • On aura donc
pour ce développement/? 4- a = — i, et pour tous les autres /?-+- a= I.
Les divers caractères dont nous avons reconnu la nécessité dans chaque cas, étant contradictoires entre eux, seront en même temps suffisants. On pourra donc a priori reconnaître dans quel cas on se trouve, sans quMl soit besoin de tâtonnement.
lOi. Comme application des résultats qui précèdent, cherchons, parmi les équations binômes de la forme
n, X|,X2, ... étant des entiers sans diviseur commun, celles dont rinlégrale est monodrome.
Les points critiques de
dx -' -^ --•
sont «,, «2, .... Pour l'un d'entre eux «i, on aura comme
développement
dx --
D'autre part, si l'on posejK= -> on aura l'équation iransformée
i^(â)"=Ki-) a-}
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d'oà Si donc nous posons, pour abréger,
t \ Aj Aj -J- Aj -T" • • •
il sera nécessaire et suffisant que |jl, (Ai, |As, . . . soient de la
forme ^ > i ou — Ces quantités satisfont d'ailleurs à
la relation
(29) JI.-I- |i,-4-|j4-4-. . .= 2.
Peexibr cas : U intégrale est doublement périodique. — Dans ce cas, (a, |a,, jxj, . . . seront tous de la forme ^ »
et, par suite, au moins égaux à *» sauf ^, qui peut être nul.
Supposons d'abord [jl = o. II résulte de Téquation (29) que le nombre des quantités [A|, |A2) ..., qui sont toutes f ^, mais <^ I, sera 4 on 3.
S^il y en a quatre, on aura nécessairement
ai=m=l^=t*4==i» d'où >,==X,= Xj=Xi=i, n — 2. S'il y en a trois, on aura, en substituant dans (29), pour i^ M 1^3) {As ) leurs valeurs
urs
El
Pi
Pt Pt
Pi — Pi
Pt
Pi
Les quantités PifP2^ p% étant supposées rangées par ordre de grandeur croissante, on en déduira
— ri, d'où P\=^^ ou a.
Px
Si /7| = 3, on devra avoir
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Si /?! = 2, il viendra
Pt Pt a
d'où
Si />2 = 4t on aura aussi
Si /?2= 3, on aura
ce qui donne les deux solutions
Xi=r2, X,~I, Xj-rl, /lr~.î,
X|i=3, Xj=^ 4> Xj=-5, /i _ 6.
Les solutions où [x n*est pas nul se déduisent évidemment des précédentes par la suppression d'un facteur. On obtient ainsi les nouvelles solutions
X,=zX,= Xsrzil, n^=z^,
Xjii^Xjnia, 11-=^ Zy
Xjnzl, X,r=:l, /£^4, Xi=i3, X,= 4, /irziô,
X|=:4, X,= 5, /i~6, X|=3, Xj=5, /i ir= 6.
Deuxiemb cas : L'intégrale est simplement périodique» — L'un au moins des nombres pi, pL|, [X2, . . • sera égal à i. Soit d'abord [x = o, pt^ = i. L'équation (29) deviendra
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les quantités [x^, {x,, ... étant égales à i ou de la forme
Oq voit par cette équation que le nombre des quantités
Uj, [13, ... ne peut surpasser deux.
Si ces quantités sont au nombre de deux, on aura nécessairement
d'où
Xi=2, Xj=X3=:iI, « z= 2.
S'il n^existe qu'une seule quantité [A3, on aura d'où
Les solutions où [x n'est pas nul s'obtiendront encore par la suppression d'un facteur et seront les suivantes :
Xi_A,— 1,
Troisième cas : L'intégrale est rationnelle. — Une des quantités [x, [Xi, ... sera de la forme > et les autres de
la forme
1 a = o et tX| = ~ j fX2 = 9 • • • » " viendra
^ ^ g ^ Pi
Pi ç
On aura donc
jt,=:... = o et Pi-=gi
d'où
X, = ^-hi, X,= <7 — I, n = q,
l'entier q restant arbitraire.
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Enfin, si [jl n'est pas nui, on aura les solutions
105. Les considérations développées dans celte Seclîon permettent de définir, d'une manière plus précise, les diverses sortes d'intégrales que peut présenter une équatiou diflférentielle
Soit X(i une valeur particulière de la variable indépendante. A toute valeur initiale y^ donnée à y^ et telle que (^o»^o)soit un point ordinaire pour la fonction/, correspond, comme nous l'avons vu, une intégrale de l'équation difierentielle, dont on pourra suivre la variation, soit dans tout le plan, soit dans une région limitée par des lignes singulières. Outre ces intégrales, ordinaires par rapport au point x^^ et qui diffèrent les unes des autres par la valeur de la constante j^o? îl peut en exister d'autres, qui deviennent infinies ou indéterminées pour x = Xq^ ou prennent en ce point une valeur ^0? telle que {xq^ y^) soit un point critique pour la fonction/. Ces intégrales seront dites singulières par rapport au point Xq,
Cela posé, nous appellerons intégrale générale l'ensemble des intégrales particulières qui sont ordinaires pour quelque valeur de x; intégrales singulières celles qui seraient singulières par rapport à toute valeur de x.
Il est clair que l'existence de ces intégrales singulières sera un phénomène exceptionnel. Soit en effet F(x,j') = o la relation qui doit exister entre x ety pour que /présente un point critique eu Xyy; il faudra, pour qu'il y ait une intégrale singulière, que la valeur de^-- en fonction de x^ tirée de l'équation F = o, satisfasse à l'équation différentielle proposée, ce qui n'aura lieu qu'accidentellement.
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I. — Généralités
106. On nomme équations différentielles linéaires celles où les fondions inconnues et leurs dérivées ne figurent qu'au premier degré.
Ces équations jouissent de plusieurs propriétés que nous allons exposer.
107. I** Toute équation linéaire reste linéaire si Con change la variable indépendante.
Soit, en efiet,
rf* ûc d^ — ^ X
une semblable équation, p^y p^, . . ., T désignant des fonctions connues de la variable indépendante /. Posons t = (f{u)j u désignant une nouvelle variable. On
en déduira
dx dx ,, ^
Tu =Ttf^"^'
(fx cPa; dx ,, .
di? = -dF'f^"^-^-dlf^''^'
dx d^ X équations qui donnent -^> 'znï* '" ^^ fonction linéaire
de -7-> -,— r> Substituant ces valeurs, ainsi que celle
du du} ^
de^, dans Téquation proposée, on obtiendra Téquation trans-
djc d* oc formée, qui sera évidemment linéaire en x^ -%— j -i— j-» — -
108. 2® Soient x^ y^ ... n fonctions d'une même variable indépendante t, satisfaisant à un système de n équations linéaires
(l) E, nro, ..., Ert=0,
et soit V un polynôme entier par rapport à x^y, ... et n leurs déris?ées successives, dont les dii^ers termes aient pour coefficients des fonctions quelconques de t, La fonction V satisfera à une équation linéaire dont les coefficients s'expriment rationnellement en fonction des coefficients ûfe E|, ••.,£„, y et de leurs dérivées successives.
En effet, soient respectivement m, m', ... les ordres des plus hautes dérivées de x, y^ ... qui figurent dans les équations (i); k le degré du polynôme V. Formons les dérivées successives de V. Chacune d'elles sera un polynôme de degré k par rapport k x^y, . . . et à leurs dérivées suc-
d"^ X d^"^^ X ^ d"^' y cessives. D'ailleurs les dérivées -^pjr^ . „^^^ > •••> •^tt;^»
—-^y ... peuvent s'exprimer linéairement par les déri-
vées précédentes, au moyen des équations (i) et de celles qui
s'en déduisent par dérivation.
dV Substituant ces valeurs, on aura pour V, -^> •••> tics
expressions de la forme
Y =zT,P,-4-TjP, +...,
T|, Ta, . . . , T,, Tj, • . . étant des fondions de ^, de l'espèce
tOUATIONS LINtAlHS. iSg
iodiqnée à Fénoncé, et P|, Pa» • • • des produits de la forme
\dt) "V £//"•-> y ^\dt) "\ dt^'-^ )
où le nombre total des facteurs est au plus égal à A:. Soient P, , P}, ...y P/ les divers produits de ce genre que Ton peut former et dont le nombre est évidemment limité. L'éliminalion de ces quantités entre les expressions (2) donne une
^1 .• V ji • . ^r dV d^\
relation linéaire entre V, -j-» •••> — j-r* *
at al'
109. 3^ On sait que tout sj^stème d'équations dilTérentielles simultanées peut être ramené, par l'adjonction de variables auxiliaires et la résolution par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, à un système normal. Si les équations sont linéaires, il est clair que ces opérations laisseront subsister le caractère linéaire.
L'étude d'un système linéaire quelconque se ramène donc à celle d'un système linéaire normal de la forme
-7- -\-ax -{- by H-... — T, dy t Ti
où a, 6, . . . j a, , 6| , . . . , T, T, , ... sont des fonctions de t. Nous considérerons en premier lieu les systèmes dits sans second membre, où l'on a
T m: Ti = . . . ^=: O.
Ho. Théoeème. — Sixx^y^j ...; x^^y^t •••'» ••• ^^'^^ rfw solutions particulières d'un système d'équations li-néair-es sans second membre, les expressions
oùCi, Ca, ... sont des constantes arbitraires, satisferont ^u même système d'équations.
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En effet, le résultat de la substitution de ces expressions dans le premier membre de Tune quelconque des équations proposées sera évidemment de la forme
Cl Hj -H C| Hj -t- . . . ,
H| désignant le résultat de la substitution de Xi^yty • • •; H2 le résultat de la substitution de a^t^ya^ •••• Mais X|, r I Y . . . ; X2, ^21 • • • ; • • • étant des solutions, on aura
IIj = 0, Hj=:0, ...y
GiIIi -+- C|Hs -H . . ,~— o.
111. Considérons spécialement un système canonique formé de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre. Ce système admet la solution évidente x = o, ^ =r o, ...; mais il admet une infinité d^autres solutions particulières.
Nous dirons que k solutions particulières d^un semblable système, telles que
"^ii y if ^i* • • • »
^ki Xky ^ki
sont indépendantes y si l'un au moins des déterminants d'ordre k formés avec les diverses colonnes du Tableau cidessus n'est pas identiquement nul.
Théorème. — Si l'on connaît k solutions indépendantes d^un système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre (k étant -< n), on pourra ramener f intégration du système proposé à celle d'un système analogue ne contenant plus que n — k équations et à des quadratures.
Chaque solution de ce nouveau système fournira une solution du système primitif, indépendante de celles qui sont déjà connues.
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Nous admettrons, pour Gxer les idées, qu*on ait quatre
équations
dx
■-T--4-ax -+- 6/ -HC5 H- é/a =o, ~ -\- a^x -h b^y -H c, 5 -f- a, M - o,
^ -*- a, j: -h 6,j -H c, 3 -t- r/, a in o,
et que Ton connaisse deux solutions indépendantes
^ï» J'î» ^î> "î* Admettons qu'on ait, par exemple,
^1 Ji ^1 Ji
On pourra poser
M =1 C, M, -h Cj a, -h u,
Gh C2, !^, 0 étant de nouvelles variables. EfTectuant la substitution et remarquant que les termes en Ci, Ca s'annulent (car les équations proposées seraient satisfaites si !^, u étaient nuls et G|, C2 constants), il viendra
dC,
dt
di
dC, 1Û^'
dt rfC,
lf\7,
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KésolvaDt par rapport aux dérivées —1-7 --tj-^ -ry -^^ » on aura un résultat de la forme
dt
dC, dt
AÇ +B
zt =^^--^«.''.
-^ -tAjÎh-Bju.
On obtiendra donc tj et u en intégrant les deux équations linéaires simultanées (5); C| et C2 s'obtiendront ensuite par des quadratures.
Soient d'ailleurs î^', u' une solution particulière quelconque des équations (5) (autre que la solution évidente Ç= o, u = o); et supposons, pour fixer les' idées, que Ç' ne soit pas nul. Soient C, , G'^, les valeurs correspondantes de Ci, C2. La solution
/.^G'iji + c;/,,
-«8 ^^ G, ^1 -f- Gj 5j -h Ç ,
sera indépendante des deux solutions déjj^ connues j:,, ^,, 2i, W|, ; ^2)^2> -22> ^2? car le déterminant
est différent de zéro.
112. Théorème. — Tout système de n équations linéaires du premier ordre et sans second membre admet n solutions particulières indépendantes ^<, jKi, ... ; . . .;
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^«1 Xm^ " • et sa solution la plus générale est la sauvante
oà C| Cn sont des constantes arbitraires.
La première partie de cette proposition résulte de ce que nous venons d'établir, que de l'existence de k solutions indépendantes (k étant <^n) résulte celle d'une nouvelle solulion indépendante des précédentes.
Pour démontrer le second point, posons
Cf, . . ., Cn désignant de nouvelles variables. Effectuant la substitution et remarquant, comme au numéro précédent, que les termes en C|, . . . , Cn s'annulent, il viendra
dCi dCn _
dCi dCj„
Mais le déterminant des quantités ^f, ri, . . .; . . .; Xn^ Vff, ... est ^ o par hypothèse, les n solutions données étant indépendantes ; donc
dCi dCfi
— — - =z o, .... — j— --— o dt ' ' dt
etC|, . . . , C/i seront des constantes, d'ailleurs arbitraires. 113. Soient
Çj T= G', ^j -h . . . -+- c^ a7rt, T^i = Gj 7, -f- . . . -H c;, /rt, . . . ,
;„ = Cî X, 4- . . . -h C; Xay T^n = C^/i -h . . . H- C^'/^,
n solutions particulières quelconques du système proposé. Leur déterminant est évidemment égal au produit du déterminant des solutions j^i, y^t • - .; • • • ; J^/i» Ynt • • • par le déterminant des constantes C'^, . . . , C". La condition néces-
l44 TROISlftHB PARTIS. — CHAnTtB H.
saire et suffisante pour que ces solutions soient indépendantes est donc que ce dernier déterminant soit différent de zéro.
114. Les coefficients des équations difliérentielles proposées peuvent aisément s'exprimer au moyen d'un système quelconque de n solutions indépendantes, telles que ^i,
^ 1 > • • • î Ç« ) ''i // » • • • • Soit, en efi'et,
--TT H- a J? -h 6/ -f- . . . 1= o une de ces équations; on aura identiquement
-^ -h aÇi -f- 6tij -4- . . . = o,
et de ce système d'équations on déduira a, 6, ... exprimés par des quotients de déterminants.
115. A tout système adéquations linéaires sans second membre, tel que
dx -
-z- -{-ax -h of -f-C5 r= o,
dy ,
^ -f- a^x -j- 6,7 -+- c, :î = o, est associé un système adjoint défini par les équations
-haX-4- a, Y -f rt,Z — o,
^ -h 6X-I- 6|Y -Y- biZ --0,
^ -h cX -î- C| Y 4- c,Z — o.
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Les solutions de ces deux systèmes ont entre elles une liaUon remarquable. Pour la mettre en évidence, ajoutons les équations précédentes, respectivement multipliées parX, Y, Z, — ar, — Vj — z. Il viendra, toute réduction laite,
.^ cLv dX -. dy d\ „dz d7j
UOIJ
\x -h Y/ H- Z5 = const.
La liaison entre les deux systèmes adjoints est évidemment réciproque. L'intégration complète de Tun d'eux entraînera celle de l'autre. Supposons, en effet, que l'on connaisse trois solutions indépendantes x^^ y^^ 2i ; jr^j^'a, ^2» jj, j^5, Zj du premier système. La solution générale X, Y, Z du système adjoint sera donnée par les relations
Xx,+Yj,H-Z^,r^Ci, Xo-j-hYjj+ZZj^rzG,,
Xjjj + Y/j-i- Z-2, — Cb,
C4, C2, C3 étant des constantes arbitraires.
Si l'on connaissait seulement une ou deux solutions indépendantes du premier système, on aurait seulement une relation linéaire
Xj:,-hY7, + Z^i-C,
ou deux relations
X^j4-Y7,+ Z^,=:Gj,
Ces relations permettraient d'éliminer une ou deux des variables X, Y, Z des équations différentielles du système adjoint, et de ramener ainsi l'intégralion de ce dernier système à celle d'un système plus simple, contenant une ou deux équations de moins.
J. — Cours, III. 10
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116. Systèmes adéquations linéaires à seconds mem^ bres, — Soit à intégrer un système (Inéquations linéaires ;ji seconds membres, tel que le suivant :
/ dx , , _
—, — \-ax-^by -\-cz -\- du =T,
dz
—T- -\- a^x-\- b^y H- CiZ-^-d^un^ Tj.
Considérons le sjslème linéaire analogue
, . , -j- -\-ax -h by -{- cz -\- du r.o.
obtenu en supprimant les seconds membres.
Nous avons vu (111) que, si Ton connaît deux solutions indépendantes de ce dernier système, on peut, par un changement de variables convenablement choisi, le ramener au système suivant :
Il est clair que le même changement de variables, appliqué au système (6), le ramènera à la forme
^=--a;+Bu+o, ^ ^a.ç + b.u + o,,
^ =A,Ç + B,<)-hO„ -^ =:A,!:+B,u + 0„
0, . . . , 0] étant des fonctions de t. On n'aura donc, pour déterminer Ç cl u, qu'à intégrer un système de deux équa-
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.'Mos linéaires simultanées; Co C^ s*obtiendront ensuite par •ie «impies quadratures.
Si Ton avait obtenu Fintégrale générale du système (7)
Jr -. — C| Xi -i- Cj JTj -f- Cj JTs -h C; JT^ ,
U "-C1M1 -hCil/i-f-C,«j-+-C4W4,
linU'gralion du système (6) pourrait s'effectuer par de ^impies quadratures. Substituons, en effet, les valeurs préixlentes dans les équations de ce système, en considérant '-1. ..., C4 comme de nouvelles variables. Ces équations ie\lendront
rfC| dCjf dC^ fiCi.^ _ _
"57"^'"^ "sr"^'^ "^r-^»^ w^' -^ *'
rfC, rfCj rfCj dC
et donnent immédiatement les dérivées — r-^» •••> — ,— • On ïiira donc Ci, . . . , C4 par des quadratures.
117. On pourra même se dispenser de ces quadratures, si Un connaît une solution particulière Xo,^'o> -o^ ''0 du système (6). Posons, en effet,
Le résultat de la substitution de ^o^^oi ^oi '^o dans les premiers membres des équations (6) détruira les seconds membres, et il restera
-^ 4- aÇ 4- ^T) -h c î H- <iu = o,
On obtiendra donc la solution générale du système proposé en ajoutant la solution particulière Xq^ Vq, Zq^ Uq k la solution générale du système sans seconds membres.
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On peut enfin remarquer que y si les seconds membres sonl de la forme
et si l'on connaît une solution particulière ^'q, y'^, • . . pour un système analogue où les seconds membres se réduisent respectivement à T', T^, . . . , une autre solution particulière ^"o^yoi • . . pour le cas où les seconds membres se réduiraient à T",T',, . . ., etc., on aura une solution particulière du système proposé, en posant
Une équation linéaire d'ordre n
peut être remplacée par le système équivalent
dx ,
dx"-^
dt '
dx""-^ . ^
qui rentre comme cas particulier dans ceux que nous venons de discuter. Il convient, toutefois, d'effectuer Télude directe de cette équation; car elle fera paraître sous un nouveau jour quelques-uns des résultats déjà obtenus.
119. Considérons d'abord Téquation sans second membre d'^x d'-^x
Soient x«, . . . , :rA des solutions particulières de celle équation. Nous dirons que ces solutions sont indépendantes.
ÉQUATIONS LUfÉÀlUS.
si le délerminant
formé par ces fonctions et leurs k — i premières dérivées n'est pas identiquement nul.
Toute équation linéaire d^ ordre n sans second membre admet un système de n solutions indépendantes x, , . . . , j*«, et sa solution générale est
C|, , Cl, étant des constantes arbitraires.
Pour établir ce théorème, nous supposerons quMl soit vrai pour les équations d'ordre n — i et nous montrerons qu'il est encore vrai pour Téquation (8) d'ordre n.
Soit X\ une solution de cette équation (autre que la solution évidente a: = o). Posons j: = Cx,, C désignant une nouvelle variable. On aura
djc 'ai
— Gx^^Cx\,
= Car, 4- iGx'^ + Cx\,
d'^x 'oF
— C'Xi-t-nC'»-»^:;
C'»-«a;;-+-...-f-Ca-;'.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura l'équation transformée
l j7iC"H- nx\
Pi^i
npi x\ L*équation devant être satisfaite, par hypothèse, si l'on
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suppose C constant, Téquation (9) ne contiendra aucun terme en C. Ce sera donc une équation linéaire d'ordre n — i par rapport à sa dérivée C. Elle admettra, par hypothèse, n — i solutions indépendantes ^2> •••?>'«? et sa solution générale
sera de la forme
Cl V2 -H . . . -f- C,,//,,
où Co, . . .) C/j sont des constantes arbitraires. Intégrant cette expression, il viendra
C^Ci + C
dt-^.,, \-C,
j Yn dt,
\ étant une quantité choisie à volonté, et C| une nouvelle constante arbitraire.
On en déduit
*3C — v^t3?| — Vil X \ ~T~ vjj «Z*j H— • . * — r~ vi/i «Z^/i j
en posant, pour abréger,
x^ — x^ I yidty
^n~^i I J'n dt.
Il reste à prouver que le déterminant
Xs
n'est pas identiquement nul.
Or ce déterminant est égal à
A ^\ f /î ^^ -+- 2 A y\ 4- ^i7i . . . A] yndt-hi x\ y\ 4- x^y\
^1/ yndi ^1 / y^dt
^\yn
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en supprimant les termes qui se détruisent, à
dt
^xy\
^lyn
yt
yn
Or chacun des deux facteurs qui composent ce produit est différent de zéro, par hypothèse.
120. Soient Xi , . . . , x,, le système de solutions indépendiDles dont nous venons de démontrer Texislence, ei
Çj ^= Clj J7j -f- . . . -h Li^Xfly
Ç« Gj Xl -{-... -i- GJJX;>
un autre système de n solutions. Le déterminant
f/i-1 Ct-1
I Si • • . S/»
est évidemment égal au produit du déterminant des solutions J^<^ • . . , X/, par celui des coefficients G.
Il est donc nécessaire et suffisant, pour que les solutions ii7 • . ., ^n soient indépendantes, que le déterminant des C ^t soit pas nul.
S'il en est ainsi, Xt, ..., Xny et par suite toutes les solutions de l'équation différentielle, seront des fonctions linéaires de
121. Soient d^ailleurs Ç|, ^2) ""t^n "i^ système quelconque Résolutions indépendantes de Téquation (8); on aura
dt"^
Pi
dt'
rr -+-----H/?/i5j=o,
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Ces équations permeUront d'exprimer les coefficienli Rs^ • ' '} Pn ^^ fonction de Ç| , . . . , Çn el de leurs dérivées.
On peut remarquer que la condition
exprime la condition nécessaire et suffisante pour qu^îl n'existe entre les fonctions a:,, . , . ^ Xn aucune relation linéaire à coefficients constants, telle que
En eflet, s'il existait une relation de ce genre, on obtiendrai t, en la différentiant,
et, en éliminant les paramètres a, , . . . , a/,, il viendrait
Réciproquement, si ce déterminant est nul, x^j X21 • - «^ Xfi seront n solutions particulières de l'équation linéaire d'ordre n — i
On aura donc, en désignant par Xi, • . ., X/y_i des solutions indépendantes de cette équation, et par G',, . . . , C^_,
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'ies coostanles,
J7t ^=^ G', X| H-. . . 4- C],., Xfl-i,
JTg^ — Li| X| -H . . . 4- Ci„_j \n^i>
Eliminant X|, • «m ^a-i entre ces équations, on en dé- ^ lira une relation linéaire entre X|, ...,x«.
123. Si Ton connaît k solutions indépendantes X|, . • . , x^ Jt I équation linéaire sans second membre
»n pourra ramener son intégration à celle d'une équation linéaire d'ordre n — Ar, suivie de k quadratures. Posons en effet
^esC désignant k nouvelles variables, liées entre elles par les A- — I relations
('0) y ci:r,-=o, y^c'ix'i^o, ..., y^'c^f «=0.
On aura, en tenant compte de ces relations,
puis
f r désignant une fonction linéaire de Ci , • . . , Ca et de leurs ^lérivées jusqu'à Tordre r.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura wu résultat de la forme
^ désignant une fonction linéaire de C|, . • ., Ga et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — A:-hi. D'ailleurs, l'équation ^lant satisfaite en supposant C|, .'., C^ constants, les fermes qui contiennent ces quantités disparaîtront, et G ne
l56 TROISIÈXB PARTIE. — CBAPITRU II.
Si la fonction j^ est une solution de Téquation linéaire
(,5) yn__ {p,yY-\ ^ (^^ j )«-«_... 4- (__ i^p^y =z o,
l'intégrale disparaîtra de la formule précédente, et Ton aura,
pour déterminer x, une équation linéaire d'ordre n i,
contenant une constante arbitraire.
Si Ton connaît k solutions y^^ . . . , ^* de Féquation ( i 5 ) , on obtiendra, en posant successivement^' =^'m • • •? »X^=^'a? A: équations linéaires d'ordre /i — i en x. Eliminant entre ces équations les dérivées Jc""* , . . . , a:"~*+* , on aura, pour déterminer ^r, une équation linéaire d'ordre n — A", contenant /• constantes arbitraires.
L'équation (i5) se nomme M équation adjointe de Téquation (i4)' Il 6S^ clair que réciproquement l'équation (i4) est adjointe à l'équation (i 5).
127. On aurait pu arriver à Féquation adjointe (i5) en remplaçant Féquation primitive (i4) par le système d'équations du premier ordre
dt
\ft — 1 _l_ rï '*•'* — î
/?, j;"- » -k- p^x"^'^ -h . . . -\-pa^ — o,
dt
— jy^-^zno,
"di
qui lui est équivalent.
Ce système a pour adjoint le suivant :
-t-/?tX'»-«-X«-«=o,
dt dt
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On peut aisément éliminer X""', . . ., X entre ces équa- ' '3?. U suffira de les diflerentier respectivement n — i fois, \ -2 fois, etc., et de retrancher la somme des équations de .::]^Mmpair de celle des équations de rang pair; il viendra
'^iation qui ne diffère de (i5) que par la notation.
n. — Écniations linéaires à coeUiciento constants.
1%. Une équation linéaire à coefficients constants cl sans jcond membre
P<^ui être mise sous la forme symbolique
Fj: = o
ou
F := a D*» 4- a, D'»- » -i- . . . -h «„, chaque facteur symbolique D représentant une dérivation.
Soit
"ne autre opération analogue à F (6, 6,, . . . , fe,„ étant des constantes comme a, a«, . . . , «/i).
Effectuons successivement ces deux opérations; l'opéralion résultante sera
Celte expression est la même que Ton obtiendrait en multipliant les deux polynômes F et G comme si D représentait ^oe quantité et non un symbole de dérivation. L'opération
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résultante sera donc indépendante de l'ordre des deux opérations F et G et pourra être représentée indilTéremmcnt par FG ou par GF.
D'ailleurs, une opération quelconque de l'espèce considérée, effectuée sur une quantité identiquement nulle, donne
un résultat nul. Donc l'équation
o = FGo? = G¥x admet comme solutions celles des équations
Fxr^o, Ga: = o.
130. Soient donc »<i, 53, ... les racines de Véquation caractéristique
fjLi, jJLo, ... leurs ordres de multiplicité. L'équation différentielle
o = F^ = (D — 5j )l*t (D — 5,)^^. . . . ^ -. o admettra comme solutions celles des équations
11 est aisé de trouver ces dernières. Posons, en effet,
On aura
(D — 5, ).r = 5, e*i'j -h e^i' Dv — .ç, e*.'j et en répétant cette opération
Pour que le second membre soit nul, il faut et il suffit que jsoit un poljnôme arbitraire de degré y.^ — i.
Réunissant les solutions particulières ainsi trouvées, on
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Yoil que Féquation
Fx -1 o admet la solution
où P,, P2, ... sont des poljnômes arbitraires de degrés
Cette solution contient [X| -f- [x^ -h . . . -- n constantes arbitraires. Ce sera donc la solution générale, si elle ne peut s'annuler que lorsque toutes ces constantes sont nulles. Nous allons prouver qu'il en esj; ainsi.
En effet, supposons qu'on ait
P,eV-hP,cV-+-...=:o.
Posons
o = H(PleV-^P,eV-^...)r=H(P^e^')• Mais on a, d'autre part,
Or les polynômes (D — 5|)t*i et H étant premiers entre eux, on pourra déterminer deux nouveaux polynômes M et N tels que l'on ait
et, par suite,
o==[M(D — 5,)l*.-hNH](P,e^')=Pi^'«'.
Donc P| doit être identiquement nul. De même pour les autres polynômes Pj, ....
131. Si les coefficients a\, a2t . . . étant réels, l'équation caractéristique F = o a des racines imaginaires, la solution générale que nous venons d'obtenir renfermera des imaginaires; mais il est aisé de les faire disparaître.
Soient, en effet, 5| --^ a-f- p?, ^2=: a — ^e un couple de
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racines conjuguées, u. leur ordre de multiplicité; nous aurons dans l'intégrale générale les deux termes
— e«'[P,(cosp/ + /sinpO-+-Pj(cosp^ — isinpO] = Q,e«'cosp^ + Q,e«'sinp^
Qi, Qa étant des polynômes de degré [jl — i, arbitraires
comme l'étaient P| et P2.
132. Connaissant, par ce qui précède, l'intégrale de Téqiiatlon sans second membre
(i) Fa:=:o,
on obtiendra par des quadratures celle de l'équation à second membre
(2) Fo: — T.
On sera, d'ailleurs, dispensé de ces quadratures si l'on peut déterminer une solution particulière de cette dernière équation.
Ce cas se présentera si T est un polynôme entier en /,
6*', ^?', . . . , siny^, cosy^, .... Car en remplaçant les sinus
et cosinus par des exponentielles, T sera une somme de
termes de la forme
ne",
s désignant une constante et II un polynôme, dont nous désignerons le degré par À.
Nous aurons donc à chercher xvfie solution particulière de l'équation
(3) Fx=iUe''.
Les solutions de cette équation satisfont à l'équation
(4) (D — 5)^+» Fo? =z(D — 5)^-»-« ne"z=o
qui n'a plus de second mcnyre.
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Deux cas seront à distinguer ici :
1"* Si s diffère de 5|, 5a, . . ., Téquation (4) a pour intégrale générale
où P est un polynôme de degré X.
Supprimant les termes qui appartiennent à l'intégrale de Fx = o, on voit que Téquation (3) doit admettre une intégrale particulière de la forme Pe".
2" Si s = Si, rinlégrale générale de (4) sera
P;eM-hP,eV4-...,
F^ étant un polynôme de degré U| -f- X.
Supprimant encore les lermes qui appartiennent à Tintégrale de F j: = o, on voit que Téquation (3) admet une intégrale particulière de la forme /^Pe*»', où P désigne encore lin polynôme de degré X.
La forme de la solution parliculière étant assignée dans chaque cas, il restera à déterminer les coefficienls du polynôme P. Pour cela on substituera Pe''(ou /M-iPe*»') à la place (le X dans l'équation (3); l'idenlification des deux membres donnera un système d'équations linéaires pour calculer les roefGcients i-nconnus.
Exemple. — Soit à intégrer Téqualion
d^x (5) -7-^- -h /n*^ = cos/i/.
Considérons d'abord Téquation sans second membre
(Px
Son équation caractéristique
admet les deux racines simples db mi. Elle aura donc pour J. — Cours, ni. ji
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intégrale générale
Ccosmx-h Cl sinmx,
où C, G| sont des constantes arbitraires (des polynômes de degré zéro).
Revenons à l'équation à second membre (5)
(D*-i- m^)x=zcosnt.
On en déduit
(6) (D«-Hn*)(D«-+-//i«)j? = (D*-+-/i')cos/ifr=:o,
i" Si n^^m^, cette dernière équation aura pour intégrale générale
Xcosnx 4- A| sinnx -h Ccosm.'T -h C| sinmo:,
où A, Â|, C, G| sont des constantes arbitraires. L'équation (5) a donc une intégrale particulière de la forme
Xcosnx -h Al s'innx.
Substituons cette expression dans (5), il viendra
( — n}-h m*){Xcosnx -+- Ai sin«a:)=: cosnXf
doù
A ^zz — -, A, := O.
L'intégrale générale de (5) sera donc
^ ^ . cosnx L cosmos -f- Cl sinm^ h ^ ri
2" Si n'^= m^, les équations (5) et (6) deviennent
(5)' (D'-4- m') ^ = cos/n/,
Cette dernière a pour intégrale générale
(C -h AOcosm^-h(C,-i- Aj^) sinm^
et (5/ admettra une intégrale particulière de la forme
t(Xcosmt -h A, sinmt).
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Celle expression, subslituée dans (5)', donne
iim{ — A sÎDÊii -f- A| cosmr)= cos/it/,
d'où
Ar=: 0, Al ^= •
Uinlégrale générale de (5/ sera donc
tcosml
C cosm j; + C| sin mx
134. Considérons un sjsléme d'équalions linéaires à coef- Ccienls conslanls el sans seconds membres. Nous supposerons, pour fixer les idées, que ces équallons soient au nombre de trois. Elles seront de la forme
IL j" -+- M ^' -^ N 5 - - o, L,x-+- M,j ^N,5--o, hfX ■+- M,j' -f- N,5 — o.
L. M, ... désignant des facteurs symboliques tels que
Soit
une autre opération différentielle quelconque. On a évidemment
X(Lar-+- My -h Nz)=^o.
On pourra donc remplacer le système (7) par le système obtenu en multipliant symboliquement une de ses équations par A et l'ajoutant à une autre, par exemple, par le système
(L-f-XL,)a:-h(M4-XM,)7H-(N-+-XNt)5 = o,
LjO: 4- M,/ -h N,5 — o,
On peut faire subir au système une autre genre de transformation.
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Soit od une nouvelle variable définie par la relation
On pourra remplacer le système proposé par le suivant
L a'-h(L X + M )7-4-N 5—0, L,J7'4-(L,X -^ M,)/-hN,3 --0,
Ces deux sortes d'opérations (combinaison des équations données et changements de variables) vont nous permettre d'intégrer le système.
Soit A le déterminant
/ m n il nii n^
Soient
ses mineurs; o leur plus grand commun diviseur.
Multiplions la première équation (7} par:;» la seconde par -' y la troisième par -^ et ajoutons*, il vient
L/-hL,/,-+-L,/, M/H-M,/,H- W,/, o = ^ X H ^ y
ou, d'après les propriétés des mineurs,
On trouvera de même
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DoDc X, y^ z salisfonl à l'équation diffère alielle unique
Jani nous savons déterminer Fintégrale générale. On aura ionc, en désignant par 5|, 53, ... les racines de Téquation •aractéristique, par |X|, [Aj, ... leurs ordres de multiplicité^
P,, Q,, R, étant des polynômes de degré [x, — 1; P„ Qj, R^ «les poljnômes de degré [x^ — i , ....
Substituons ces valeurs dans les premiers membres des équalions (7) et identifions le résultat à zéro. Nous obtiendrons un certain nombre de relations linéaires entre les coefficienls lie ces polynèinesy et la solution contiendra autant de con- >iaDtes arbitraires quMI restera de coefficients indéterminés.
136. Si les équations proposées avaient des seconds mcml>re5 de la forme
n. Ili étant des polynômes do degré ^X, on les ferait disparaîire en multipliant les équations données par le facteur symbolique
et Ton serait ramené au problème précédent.
Cette analyse sommaire suffit pour obtenir la solution générale, sauf le cas où A est identiquement nul. Mais pour iraiterce cas exceptionnel, et aussi pour déterminer a priori dans le cas général le nombre des constantes arbitraires, il nous faut serrer la question de plus près.
137. Nous considérerons le système proposé comme d'autant plus simple que le degré minimum de ceux des coefficients L, • . ., Na qui ne sont pas identiquement nuls sera plus petit. Ceci admis, proposons-nous de simplifier progrès-
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slvement le système par les opérations indiquées ci-dessus (addition de lignes ou de colonnes).
Soit, pour fixer les idées, M| le coefncÎ3nl de degré minimum dans le Tableau
L M i\ Li M, N, L, M, N,.
Div^isant M par M«, on pourra écrire
R étant de degré moindre que Ht si M| ne divise pas M et pouvant élre pris égal à Mf si M| divise M. Dans le premier cas, le système
L-XL, M-XMi=:R N-XNj
sera plus simple que le proposé. Dans le cas contraire, il aura deux coefficients égaux à la seconde colonne.
On pourra de même, ou simplifier le système, ou le remplacer par un autre, où Mj soit remplacé par M^. On obtiendra ainsi un système de la forme
L' M, N' L, Ml N,
Si l'un des coefficients L', N', L| , N| , L^, N'a n'est pas divisible par M|, on pourra simplifier le système (par des additions de colonnes). Sinon on pourra rendre U et N' égaux à M,. Nous sommes ainsi parvenu à un système où tous les coefficients sont des multiples du premier.
Soit généralement
A AjA A,A
BA BiA B,A
GA C|A CjA,
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un semblable système. Par des soustractions de lignes, puis de colonnes, on pourra faire disparaître les coeflicients de la première ligne et de la première colonne, sauf le premier, n Ton obtiendra un système de la forme
o B', A B ; A o C, A CjA.
Si B',, B'^, C\j C^ ne sont pas nuls à la fois, on pourra de même remplacer le Tableau partiel
par un autre, où le premier coefficient sera un multiple de A, lel que AAi", le second et le troisième seront nuls, et le dernier sera un multiple de AA|tel que AA| A2.
Le Tableau est ainsi ramené à la forme canonique
o AA, o o o AAïAj.
Une partie des transformations que nous avons fait subir au Tableau sont dues à des changements de variables. Soient ;, T„ 2^ les dernières variables indépendantes adoptées. Elles seront définies indépendamment les unes des autres par les équations linéaires
(S) AÏ:z=o AA,T) = o, AA,A,J = 0.
Le nombre des constantes arbitraires sera égal à la somme des degrés des polynômes A, AAf , AA| A2 ou au degré de leur produit. Or ce produit est égal à A, car les additions de lignes ou de colonnes ne changent pas le déterminant.
On voit aisément qu'elles laissent également inaltérés : 1*^ le plus grand commun diviseur 8| des mineurs du premier
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ordre, le plus grand commun diviseur 82 des mineurs du second ordre, elc. Or, sur la forme réduite du Tableau, on a
Az= a»a;a„
Oi= A'Ai, 8,1= A.
Ces équations permettraient de déterminer a priori A, A, , A2 à l'inspection du Tableau primitif.
138. Si le premier coefficient A se réduit à une constante. In première équation (8) ne sera plus une équation difTérenliellc, mais donnera ^ = o. Si A| se réduit aussi à une constante, on aura de même t; = o, etc.
Enfin, si A est nul, un ou plusieurs coefficients A, A|, A« seront nuls. Soit par exemple A2=o. Les deux premières équations (8) détermineront encore Ç, tj; mais la dernière devenant identique, la fonction Ç restera arbitra:rj.
139. On peut ramener aux équations à coefficients constants les équations linéaires de la forme
Posons en effet
a/ -h ? — <?•», d'où adt^c"du\
on aura
d.r dx
dt du
dx d}x dt ^ f ..dx
dt^ du
ety en général,
/ „ dx d*x\
dt'^ Pa désignant une fonction linéaire à coefficients constants
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de -7— > ---ï -T-j. En effel, si cette proposition est établie
pour le nombre A*, elle sera encore vraie pour A: -h i ; car on aura
€/^^^* au
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura pour déterminer x en fonction de u une équation linéaire à coefBcients constants.
Si Téquation caractéristique correspondante a ses racines inégales, Tintégrale générale sera de la forme
JT — C| e'.« -f- 0,6*^" -h . . . 3Z- C, ( a / 4- p )'. -+- C, ( a/ -h p)'. -+-
S*il y a des racines multiples, à chacune d'elles, 5|, correspondra comme solution une expression de la forme
e'.»(C -+- C, M -h . . . -+- C;x-, MÎ*-')
Considérons une équation linéaire sans second
membre
dont les coefficients soient uniformes en / et n'aient que des points critiques isolés.
Nous avons vu (119) que la forme générale de ses intégrales est la suivante
où C|, . . ., C/i sont des constantes, et :ri, . . ., 0:^ un système quelconque de n intégrales indépendantes. Nous savons
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ea outre (92) que ces intégrales n*ont pas d'autres points critiques que ceux des fonctions pt^ • . . , p„.
Cherchons comment se comportent ces intégrales lorsque la variable indépendante t tourne autour d^un de ces points critiques, que, pour plus de simplicité, nous supposerons situé à l'origine des coordonnées.
L'intégrale considérée x varie avec f, mais sans cesser de satisfaire à l'équation différentielle. Lorsque t revient à sa valeur initiale, Pi, . » ■ •, pn reprenant également leurs valeurs initiales, l'équation différentielle redevient ce qu'elle était primitivement; et l'intégrale transformée, devant satisfaire à cette équation, sera de la forme
En particulier, soit Xi l'une quelconque des intégrales indépendantes x^^ - • ', Xn', elle sera transformée en une expression de la forme
Cil "3/1 -f- ... -|- C//I Xff ,
de telle sorte que la rotation de t autour de l'origine aura pour résultat de (aire subir aux intégrales x^, . . ., Xn une substitution linéaire telle que
Le déterminant des coefficients c sera d'ailleurs différent de zéro; car, s'il était nul, les intégrales transformées seraient liées par une relation linéaire, qui continuerait d'avoir lieu en faisant rétrograder t en sens contraire de son mouvement primitif. La même relation subsisterait donc entre les intégrales primitives x^y ..., x„, contrairement à l'hypothèse faite, que ces intégrales sont indépendantes.
Soit
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un autre système quelconque d^intégralcs indépendantes. La substitution S, opérée sur les x^ remplacera les^ par d'autres fonctions linéaires des x, ou, comme les x s'expriment linéairement au moyen des y, par des fonctions linéaires des y.
La rotation autour de l'origine aura donc également pour effet de faire subir aux y une substitution linéaire. Nous pouvons nous proposer de profiter de l'indétermination des coefficients a pour simplifier le plus possible l'expression de cette substitution.
Chercbons tout d'abord s'il existe quelque intégrale
qui se reproduise multipliée par un facteur constant. v. Il faut pour cela qu'on ait
2| \Ci\Xi -|- . . . H- CiffXff) -h . . . -f- Otij (Crti-3?| -H . . . -f- c^„jr„ )
d'où les équations de condition
\ C|««i4-Cs««îH-- .--H (C„n—S)i„--~0.
Les coefficients ai, ... , oe/i ne pouvant être nuls à la fois, il faudra que le déterminant caractéristique
Air:
Cil — s Cji
^11 Ct7— s
in
Ctn
^nn ^
s'annule.
Supposons d'abord que l'équation A = o ait n racines inégales 54, ..., Sn» Soit $i l'une d'elles. En la substituant dans les équations (i) elles deviendront compatibles et détermineront les rapports des coefficients a. Il existera donc
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une fonction^/ qui se reproduira multipliée par Si. D*ailleiirs les n fonctions jKi ) • • • ) ^n ainsi obtenues sont indépendan tes ; car, si elles étaient liées par une relation
la même relation devant subsister constamment entre leurs transformées, on aurait, en faisant faire n — 1 révolutions successives autour de Torigine à la variable /,
équations incompatibles, car le déterminant
n^est pas nul, ^t, S2, ..., s,, étant inégaux; et, d'autre part, les intégrales C|^|, . . . , c,,^/, ne peuvent être toutes nulles. Doue, en choisissant j'i, ..., y^ comme système d'intégrales indépendantes, la substitution S prendra la forme très simple
yn ^n y n
142. Si nous avions choisi un autre système quelconque d'intégrales indépendantes, tel que 2|, . . . , Za^ la substitution S aurait pris une forme telle que
-*»/» «iil^l"^-'- ^^*nn^n
yit " ",yn deviendraient des fonctions linéaires de ^i , . . . , s^, lesquelles se reproduisent respectivement multipliées par
5| , . . . , 5/jt
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Ces malliplicateurs devront satisfaire à l'équation
^11 ^îi— * ••• ^fit
Cette éqaation doit donc être identique à Téquation A = o, qui a les mêmes racines. On voit donc que les coefficients de Téqualion en s ne dépendant pas du choix des intégrales indépendantes : ce sont des invariants.
143. Les résultats sont un peu plus compliqués lorsque Téquation en 5 a des racines égales. Nous allons établir la proposition suivante :
On peut toujours trouver un système çl'intéff raies indépendantes formant une ou plusieurs séries ^i, . . . , y„i\ y\j . . ., y'j^\ . . . telles que S remplace les intégrales d'une même série, y ^^ . . . , y^, . . . , y,n respectivement par Siy^, . . . , 5/(j^,i+ rpL-i ),..-, Si{y,n -h Jm-i ), si étant une racine de l'équation caractéristique.
Ce théorème étant supposé établi pour les substitutions à moins de n variables, nous allons démontrer qu'il subsiste pour une substitution San variables.
Soit 5| une des racines de Féqualion caractéristique. H existe une intégrale y que S multiplie par 54. En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives x^j S prendra la forme
S = 1 7, ^2, "-y^n ^i7> ^1 -H Uyy . . . , X;, -{- l„y I,
X2, ,,.f Xa étant des fonctions linéaires de x^» ..-7 Xu, et aura pour déterminant caractéristique
{s,--s)^'=^, A' désignant le déterminant caractéristique de la substitution
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Nous pourrons par hvpothèse changer de variables^ Je manière à mettre S' sous la forme
r i > • • • » Jm' *«V I ^'' ^y'm' + y m'- 1 )
OÙ 5|, 5/', . . . sont des racines de A'= o.
Ce même changement de variables, opéré sur S, la réduira à la forme
Sr=
*ij
Si'y'x
Changeons de variables en posant
yk ^- a* r = Y^.
S remplacera Y| , . . ., Y*, . . . par
**(7*-^ ïk-x) -H >^*7 -+- «A-*l7 = **(Y*-f- Y^-,) 4- |AA..r,
en posant, pour abréger,
^^1 -^ «iC^i — -y*) — !*!»
La substitution S aura donc conservé sa forme générale; mais on peut disposer des indéterminées a^ . . ., a^t, . . . de manière à annuler tous les coefficients [x si S\\si^ tous ces coefficienls, sauf le premier (X|, si 5| = 5/.
Nous pourrons faire disparaître de même les coefficients V (sauf le premier, si 5,7= sC)*
Nous pouvons ainsi ramener S à une forme telle que la
samote :
(QOATIOHS URtAItlS.
*|Y,+ ji,j 5,(Y
*iY',4- |a', y, .. ., .î|(Y;
I Zp' *lZi,
I *î(Zp ~i~ ^/»-i )
144. Supposons que, parmi les coefGcîents (A| , ;jl', , ... que contient encore cette expression, il en existe au moins deux |jii et p.', qui ne soient pas nuls, et soit, pour fixer les idées, ni^m. Prenons pour intégrales indépendantes, à la place
(le Y', , . . ., Y)„., les suivantes :
S remplacera évidemment U| , . . ., Ua, > . . par
de telle sorte que le terme \l\j^ aura disparu.
On pourra ainsi faire disparaître tous les termes en y, sauf UQ seul, tel que |JL|^.
Supposons donc que l>-\j-" soient nuls. Si [ii|<o, on n'aura qu'à poser
pour ramener S à la forme canonique clierchée
^1*01 5|(Y|-4-Yo), ...
*i Yj, 5i(Y, -+- Yj ), ...
Si {ji| était nul, S aurait déjà |^la forme demandée, la première série de variables étant formée de la seule variable y.
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145. La substitution S étant ramenée à la forme canonique que nous venons d^indiquer, soient j^ov^i? •••y^A une des séries formées par les nouvelles intégrales auxquelles elle est rapportée ; s la racine correspondante de Téquation A = o.
Proposons-nous de déterminer la forme générale de ces intégrales.
Posons, pour abréger, — ^.log5 = /• et faisons
les z étant de nouvelles inconnues. Lorsqu^on tourne autour de Torigine, f se reproduit multiplié par ô^toV— -5. Jonc les z devront subir Taltération suivante :
Pour trouver la forme générale des fonctions qui jouissent de celte propriété, nous remarquerons que la fonction
— Aosl s^accroit de Tunité par une rotation autour de Tori-
A* Posons maintenant
zu — 6^ iip -+- ^k-i «1 -t- ... -I- «V,
^0) ^1) • • •) ^A étant de nouvelles fonctions. Pour que Zq, . . .,
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r» snl)îssent la transformation demandée par une rotation '<uiour de l'origine, î! sera nécessaire et suffisant que Wo, . • ., uis restent invariables.
On obtiendra donc, en remplaçant les fonctions 6|, . . ., 0/^ par leurs valeurs en /, pour les intégrales cherchées ^o» - • -i ii, des expressions de la forme
Mo, Ml, ..., N|, ... étant des fonctions monodromes aux environs de Torigine. Ces fonctions s'expriment, d'ailleurs, linéairement au moyen des k -+- 1 fonctions distinctes i/o, . . ., «A. En particulier, les fonctions M^, M4, . .., Ma de la première colonne ne diO^rent que par des facteurs constants.
146. Les fonctions monodromes Mo, M|, N^, ... seront développables en série suivant les puissances positives et négatives de t. Si la série des puissances négatives est limitée pour toutes les fonctions qui figurent dans une des inlé> grales ci-dessus, cette intégrale sera dite régulière aux environs du point t = o.
11 est intéressant de reconnaître dans quel cas l'équation proposée admet un système d'intégrales indépendantes toutes régulières. M. Fuchs a établi à cet égard le théorème suivant :
Pour que l'équation
admette n intégrales indépendantes régulières aux environs du point / = o, il faut et il suffit que, pour chacun des coefficients de l'équation, tel que pi^ le point t = o soit un point ordinaire, ou un pôle dont V ordre de multiplicité ne surpasse pas 1 .
J. — Court, m. la
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Démontrons d^abord que cette condition est nécessaire. Il est manifeste, en premier lieu : i® que toute expression régulière, telle que
r (M log'/ 4- N log'-' r -h . . . -h R),
a une dérivée
I M log
'log'/-+-...)
également régulière; a^ que tout produit d'expressions régulières est une expression régulière.
Si donc les intégrales^!, . . .,^/i d'une équation d'ordre /? sont régulières, les coefficients de l'équation, mi^e sous la l'orme
•* Jl • • • Jn
seront des sommes d'expressions régulières, telles que (a ) /'(M log' t-h..,)-hri{Mi log't ^ 4- . . . ) -+-
D'ailleurs, lorsque t tourne autour de l'origine,^!, . . ., j'/* subissant une substitution linéaire, leurs dérivées d'un ordre quelconque subissant la môme substitution, les coefficients^ qui sont des déterminants formés avec ces quantités, se reproduiront multipliés par le déterminant 8 de la substitution.
Or, pour qu'une expression de la forme (a) jouisse de cette propriété, il faut manifestement que les logarithmes disparaissent et que les exposants r, ri, . «ne diffèrent de la
quantité — :logS= ^ que de nombres entiers. Les coefTQ-
cients de l'équation seront donc de la forme rfP, P étant une fonction de la même espèce que M, M|, .-. ., c'est-à-dire ayant un point ordinaire ou un pôle au point l = o.
Si maintenant nous divisons l'équation par le coeflicient
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de la plus liaute dérivée, t^ disparaîtra et il viendra
cit^
Pi
df*-
H-..-^/?„ — Oj
les coerGcîents /7|, ...,/?« étant des quotients de fonctions pour lesquelles r =:= o est un point ordinaire ou un pôle, et Jouissant évidemment de la même propriété.
Il reste à montrer que Tordre de multiplicité du pôle t = iy pour le coefGcîent /?!' ne peut surpasser i.
Posons à cet eflet
\ étant une nouvelle variable et T une fonction de / qui soit «le la forme
T = crf-hc,rf^«4-....
Nous obtiendrons une équation transformée
dr^ "^ â
ou^ en divisant par T,
rf"-»?
dF^
rn(n ^i)T' T Id^-
Si'i'équation primitive a ses intégrales régulières, il en sera de même de cette nouvelle équation, dont les intégrales s'obtiennent en multipliant les précédentes par l'expression régulière
- =t-?(d-hdie-^...).
D'autre part, ^ = o étant un pôle d'ordre i pour 7p>
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d'ordre 2 pour-=-> •••> on voit que, si ce point est un pôle
d*ordre k au plus par rapport à chaque coefKicient p/t de Téquation primitive, la même propriété subsistera pour l'équation transformée.
Réciproquement, si Téquation transformée jouit de cetlç propriété, Téquation primitive, qui s'en déduit par la substitution
la possédera également.
Il suffira donc, pour établir le théorème pour l'équation primitive, de le démontrer pour l'équation transformée.
Cela posé, il résulte de l'analyse du n® 145 que l'équation en X admet nécessairement au moins une intégrale j^© = /''Mg dépourvue de logarithmes. Cette intégrale étant régulière, par hypothèse, sera de la forme (3). En la prenant pour T, la transformée en Ç, admettant comme intégi*ale la constante i , ne contiendra pas de terme en \ et se réduira à la forme
Posant -3- = Ç', on aura l'équation d'ordre n — i
dont les intégrales, étant les dérivées de celles de la précédente, seront encore régulières. Si donc le théorème est supposé vrai pour les équations d'ordre n — i, t=o sera un pôle d'ordre k au plus pour q/f. Le théorème sera donc vrai pour Téquation en Ç et pour l'équation primitive en x,
II suffit donc d'établir le théorème pour les équations du premier ordre. Or soit
dx
al ^
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nne semblable ëquatîoD ^ si elle admet une intégrale régulière, elle sera de la forme
Or, si ^ = o est pour/>f un pôle dont Tordre {ji de mulliplicité soit >> I, de telle sorte qu^on ait
et qu'on substitue pour jr une valeur de la forme T, le résultat de la substitution contiendra un terme acV^'^'' de degré moindre que tous les autres et qui ne pourra se réduire avec eux; donc il ne pourra pas exister d'intégrale régulière.
148. Réciproquement, nous allons établir que toute équation diflérentielle qui satisfait aux conditions énoncées a n intégrales régulières.
Multiplions Téquation par f^ ; il viendra
'dî^
fytU
'di'
rr-^/>t^'.^'*-*
d'^-'^x 'dF^
L'origine étant, par hypothèse, un point ordinaire pour les fonctions fit^pat^f . . •, on pourra écrire
p^l^~ bo-h b^t '\- bit* -
Soît p, un rayon de convergence commun à ces séries; on aura
M désignant une constante.
Si nous substituons dans le premier membre de l'équation proposée la valeur x = r, nous obtiendrons le résultat suivant
l8a TROISifcHB PàRTU. — CHAPITRE II.
en posant, pour abréger,
r(r — i). . .(r— /n-!)-f-aor(r — i). . .(r — /i -4- a)
-H 6or(r — i). ..(/•— /iH-3)-+-...= F(r),
ûr„,/'(r — i)...(r — /i-h2)
£n substituant la valeur
on obtiendrait évidemment comme résultat d^ /)4>
--Y*(/, r)r=*nog^/-+-X3-nog^-»/
dr'' or
-^^ ^rlog^-«/^-...^-— ^r.
i.a (?r* ^ dr*^
Nous nommerons équation déterminante Téquation de degré n
F(r)rrO.
Groupons ses racines en séries, en réunissant ensemble toutes celles dont la différence est nulle ou égale à un entier réel. Nous allons démontrer qu'à chaque série contenant ni racines correspondent m intégrales régulières de Téqualion.
149. Admettons, pour fixer les idées, que nous ayons une série contenant quatre racines, dont deux égales à a et deux égales à a 4- £ , i désignant un entier positif. Nous allons obtenir une intégrale régulière de la forme suivante
( X=:\' ^«-^î*(Cj,-hc',,logO (4) {
•> /«-^l^(c^.-hc'^log/H-...-f-c',llog*0»
tQDÀTIONS LINÉAIUS. l83
daos laquelle quaire des coefïicients c resteront arbitraires, ce qui donne bien quatre intégrales particulières distinctes.
Substituons en effet la valeur précédente dans Téquation proposée, et égalons à zéro les cocfGcients des termes en
/^-^»*log'/, i**-»*log«/, ^»-^i*log^ 1*^»^;
il viendra
F (3-h;x)c;i-ho,(a-+-:x F (2-Hji)c':x-h©i(a-+-a
F (a-4-{x)c'j,-!-?,(a-l-li
!a)^ii-+-?i(«-+-:^
-i-+-?î(«-HiA-
-a)cj:_,-f-,.
,,-Htp,(a-4-.a-
.,-l-f,(ï-+-fi-
■2)c,j,_jH-..
.|-h©,(a-h fi —
I ) cy.
.,-ho;(a-+-Jx-
l)Cjt-
■a)CpL-i-»--.
.,-h?;(a-^-li-
•a)Cp,_,-h..
.,-H9;(a4-îi-
oc;:-
,-h<p,(«-f-ti
2)CJI_,-|-. .
Dans les deux premières équations, on aura à donner à |jl toutes les valeurs de i k oo , dans les deux dernières toutes les valeurs de o à oo ; d^ailleurs les séries qui forment les premiers membres se limiteront d'elles-mêmes, ceux des coefGcients <f^ c'" dont Tindice serait < i et ceux des coefficients c, & dont rindice serait <C o étant identiquement nuls.
Pour toute valeur de [Ji supérieure à i, F(a + (x) étant ^ o, ces équations donneront cj][, c]^, c^^ Cy, en ionction des coefficients d'indice moindre. Pour p^ = i les deux premières équations deviennent identiques, car elles se réduisent à
et a-^i étant racine double de l'équation déterminante, F(a-4-«) et F'(a 4- 0 s'annulent; mais F'' (a -h i) étant ^o, les deux dernières équations détermineront c^, c].
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Si « >• ;Ji. > o, il ne reste plus que deux équations qui déterminent c'^, OuL en fonction des coefficients précédents. Enfin, pour [i-^o, ces équations deviennent identiques. La détermination des coefficients peut donc toujours se faire, et il en reste quatre arbitraires, à savoir c), c,, cj^, Cq.
150. Il reste toutefois à prouver la convergence de la série obtenue. Pour Télablir, nous remarquerons que F(a-l-[jL) étant un poljnAme en |jl d'ordre n les valeurs de cj[, . . . , c.j, en fonction des coefficients précédents fournies par les équations (5), lorsque [jl> /, seront delà forme
-♦- Pi/.v?;(ï -\- :-^ - M -^- ... -H P3*v?x(=^ -+- 1^ — ^)]^i!L-),
l A ;iz 1 , 2, . . . , ;a, v = o, r,2,3),
PoAv> ' • •) PavA étant des fonctions rationnelles en [x, dont le dénominateur est d'un degré au moins égal à celui du numérateur (et dont quelques-unes sont nulles).
Nous obtiendrons évidemment une limite supérieure du module des coefficients cherchés en remplaçant les fonctions P, Qx(3t -f- JA — X), etc., et enfin les coefficients cjît_x par des limites supérieures de leurs modules.
Or les fonctions P tendant pour |jl = oo vers des limites déterminées, leurs modules seront constamment inférieurs à une quantité fixe 0|.
Nous obtiendrons, d'autre part, une limite supérieure du module de Texpression
^ûr\(a-r-[x — >.)(a-hjA--X — i)...(a4-|x— X — /i-f-^) -h bi{oi -\' [t. — X ) (a H- ji — X — I ) . . . ( a H- {JL — X — n -h 3)
en remplaçant ay, bx, . . . par la limite supérieure de leurs
modules -^ et les facteurs a + [x — A, ... par | a | + a -h n.
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Oa troQVcra ainsi
O2 désignant une quantité limitée.
Le ittéme procédé donnera
M IVI
loi(« + H:-X)i5^e,:x'-«?lo,jx— ,
pA pA
et, par suite,
6 désignant une quantité fixe.
C(*tte formule n'est établie que pour les coefficients don( ri ndice inférieur surpasse i; mais, les précédents étant en nombre limité, on pourra toujours prendre 0 assez grand pour qu'elle soit encore satisfaite pour ceux-ci.
Faisons successivement Ar := o, i, 2^ 3, ajoutons et multiplions par pt^; enfin posons, pour abréger,
il viendra
et, en changeant [jl en pi + 1 ,
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et. en continuant ainsi,
En posant m = oo , la série entre parenthèses est convergente, pourvu qu'on ait pris [JL ^ 4^) les quantités rfoi ^i» •••9 d^^ . • . sont donc toutes inférieures à une limite finie N. A fortiori, chacune des quantités
restera < N; donc la série (4) sera convergente dans un cercle de rayon p.
151. Si la valeur de cj déduite des équations (5) s'annule (il faut pour cela qu'un certain déterminant, qu'il serait facile d'écrire, soit égal à zéro), tous les coefficients c"', qui s'expriment linéairement en fonction de celui-là, s'annuleront également, de sorte que tous les termes en log^t disparaîtront de l'expression (4).
Si l'on a en outre c] = o, les termes en \og^t disparaîtront aussi; mais, c'^ et c\ étanL arbitraires, il restera toujours des termes en log^.
Pour que les logarithmes pussent disparaître entièrement de l'intégrale, il serait évidemment nécessaire que la série de racines que nous avons considérée ne contînt que des racines simples.
Remarquons enfin qu'il peut se faire que les racines de l'équation déterminante soient des entiers positifs et que les intégrales ne contiennent pas de logarithmes. Dans ce cas, le point / = o ne sera pas un point critique pour les intégrales.
Ainsi l'équation
t-jj 4- (— m-ha, ^-4- aj^--+-. . .)j? = o, où m est supposé entier et positif, a pour équation détermi-
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nante
/• — mz= o
et son intégrale sera de la forme
452. Nous venons d'établir que, lorsque Téquation difTérentielle proposée a toutes ses intégrales régulières, on peut les obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. Sachant d'ailleurs que, lorsque t tourne autour de l'origine, £'* se reproduit multiplié par e^"*' et log^ se change en logC-h- 2 7ciy on voit aisément, par la comparaison des développements obtenus^ quelle est la substitution que cette rotation fait subir aux intégrales.
453. La question se présente moins simplement dans le cas général où l'équation différentielle admet des intégrales irrégulières, car on ne peut les obtenir par la méthode des coefficients indéterminés. On peut employer dans ce cas le procédé suivant : ^
Traçons trois cercles K, K', K*^ se croisant à l'origine (Jig- i) et d'un ravon assez petit pour ne contenir aucun des autres points critiques. Soient a, a', a" les centres de ces cercles.
Fiff. I.
Soit, d'autre part, Xf, . . ., X;, un système de n intégrales indépendantes. On peut supposer que chacune d'elles est définie par la valeur qu'elle prend, ainsi que ses n — i pre-
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mières dérivées ea un point t=-b pris à volonté dans 1*^ cercle K.
Tant que /, partant de cette valeur initiale, restera compris dans le cercle K, l'intégrale générale de Téquation sera de la forme C| j?! 4- . . . 4- C/i jr^ ; x« , . . . , x^ étant des séries convergentes procédant suivant les puissances de / — a et C| , . . . , C/, des constantes. On aura donc, tant que / restera dans ce cercle,
(6) X/=c,/X, -H. . .-^-Cni^n*
En exprimant que le second membre de cette égalité et ses n — I premières dérivées prennent au point b les valeurs qui définissent X/, on aura un système d*équations linéaires qui détermineront les coefficients c.
Supposons que t sorte de ce cercle pour entrer dans le cercle suivant K'. Dans ce second cercle les intégrales sont développables suivant les puissances de ^ — a' et auront pour forme générale
y,, ...,jK/i étant des séries, qu'il est aisé de calculer parla méthode des coefficients indéterminés. On aura donc, eu particulier,
(7) X/ — duXx -h..,-hd„i X/»
et ce nouveau développement fera connaître la valeur de X/ dans tout l'intérieur du cercle K', lorsque les coefficients dti, . . . , dffi seront connus.
Pour les déterminer, il suffit de remarquer que, dans la partie commune aux deux cercles, les deux développements (6) et (7) étant valables à la fois, on aura
et par une série de dérivations successives
Cit^l'^ H- ... -4- C^/d?;-* — duy^i'^ -H ... "h dnif^
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En donnant à t une valeur particulière arbitrairement choisie dans cette région commune, on obtiendra un système cl^équations linéaires qui donnera les coeHicients d.
Si t passe du cercle K! dans le troisième cercle K!', X|, ..., Un J seront donnés par de nouveaux développements
suivant les puissances de t — a"; z^, . . . ^ s„ étant des séries aisées à établir, et ei/, . . . , e„i des coefGcients qu*on déterminera au moyen de Téqnation
et de ses dérivées, en donnant à i une valeur comprise dans la région commune à K' et à K'.
Enfin, si t, achevant sa révolution autour de Toriglne, sort du cercle K* pour rentrer dans le cercle K, on aura dans ce nouveau cercle
les coefficients /se déterminant encore de même.
En comparant ces valeurs finales de X|, . . ., X;, à leurs valeurs initiales (6), on voit que la substitution produite sur les intégrales par une révolution de i autour de Torigine sera
I X/ ^i/Xj 4- . . . + ^niX„ I,
les constantes g étant déterminées par les équations linéaires
Cette substitution étant connue, on la ramènera aisément à la forme canonique en changeant le système d'intégrales distinctes que Ton considère.
Les nouvelles intégrales ibrmeront une ou plusieurs séries. Soit (Yo, . • . , Ya) Tune de ces séries. Ces intégrales auront
igO TROISlbllB PARTIE. — CUAPITnS XI.
(143) la forme suivante :
Tout est connu dans ces développements, sauf les fonctions monodromes Uq^ , , ., Uk* Mais, en chaque point de la région occupée par les cercles K, K', K'^, on connaît par les développements précédents la valeur numérique des intégrales X< , . . . , Xn et par suite celle des intégrales Y4 , . . . , Ya. Les équations (8) permettent d'en déduire celle de i/q, . . ., Uk- Le théorème de Laurent (t. II, n® 326) fournira dès lors les coefficients des séries, procédant suivant les puissances positives et négatives de ^, qui représentent ces fonctions.
154. Des considérations analogues à celles qui viennent d'être exposées permettront d'intégrer par des séries toute équation linéaire qui n'a qu'un nombre limité de points critiques.
Soit, en effet, F = o une semblable équation. Il nous sera permis de supposer, pour plus de simplicité, que ^ = oc est un point ordinaire; car, s^il en était autrement, soient /|, t^, . • • les points critiques situés à distance finie; b un autre point queldonque ; posons
L'équation transformée en u admettra évidemment pour points critiques le point 2^ = 0, correspondant à /= 00 , et
les points Ui = 7» «2= -. » • • • correspondant à ^1,
^2) • • • ; mais £/ = 00 , correspondant k t = b, sera un point ordinaire.
Cette hypothèse admise, traçons un cercle K enveloppant tous les points critiques /|, ^2) • • -7 ^i« A l'extérieur de ce cercle l'intégrale générale aura la forme
(9) CiJ:,-i-...-hc^^fl
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-r «,..., jr« étant des séries quî procèdent suivant les puissances de -•
Il est clair, d'autre part, qu'on pourra toujours recouvrir rintérieur de K et les portions voisines de la région extérieure au moyen d'un nombre limité de cercles K^^Ka, . . ., dont chacun peut passer par un ou plusieurs points critiques, mais n'en contient aucun dans son intérieur, tout autre point situé sur K ou dans son intérieur étant au contraire intérieur à l'un au moins de ces cercles K|, K], ....
Soient Km l'un quelconque de ces cercles, am son centre. Dans l'intérieur de ce cercle, l'intégrale générale aura la forme
(lO) Cml»2?/nt H~ •••"♦" C/n/i «^
mn '*'mn
Xmt, • • -« ^mn étant dcs sérics procédant suivant les puissances de / — a,n-
Traçons maintenant une série de coupures L|, L2» ••• allant de chacun des points critiques ^1, ^2? •*• jusqu'à Tinfini. Tant que t ne traversera aucune de ces coupures, les intégrales de l'équation resteront monodromes. Soit X|, . . ., Xn un système quelconque d'intégrales indépendantes, Chacune d'elles sera définie en un point quelconque par l'un ou l'autre des développements (9) ou (10) parmi lesquels il y en a au moins un de convergent. Les coeilficients c qui figurent dans ce développement pourront d'ailleurs se déterminer comme au fi° 153. La valeur de ces intégrales sera donc connue en chaque point du plan coupé.
D'ailleurs, lorsque t tourne autour d'un des points critiques, ces intégrales subissent une substitution linéaire que nous savons déterminer. Supposons donc que t se rende de la valeur initiale Iq à une valeur finale quelconque T. Pour obtenir la valeur finale des intégrales X|, . . ., X^, il suffira de réduire le chemin parcouru par la variable à une série de lacets A', . . . suivis d'un chemin A qui ne traverse plus les coupures. Lorsque t reviendra au point de départ /q après
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avoir décrit le lacet Â, les intégrales auront siiLI une substitution linéaire connue S; le lacet A' leur fera subir une seconde substitution S', etc. L'ensemble des lacets A, A', . . . successivement décrits leur fera doue subir la substitution résultante SS' . . . , de telle sorte que les intégrales auront passé de leurs valeurs initiales X|, . . . , X» à des valeurs finales X', , . . . , X^ de la forme
Xt==: A|/X, -H. . .-f- A„/Xa«
Lorsque t décrira ensuite la ligne A, ces expressions varieront et prendront en T les valeurs suivantes
ÀwS. -4- -;- 1 S
2i, . . ., &„ étant les valeurs finales de X|, .. ., X^, lesquelles sont données sous forme de séries, ainsi que nous Tavons vu. On peut donc déterminer a priori la valeur finale d*une intégrale quelconque lorsque la variable t décrit une ligne donnée, sans être obligé de calculer la série des valeurs successives par lesquelles elle passe, pour les points intermédiaires.
155. La méthode précédente est susceptible de nombreuses modifications, si Ton admet, pour représenter les fonctions intégrales, d'autres développements que ceux qui sont fournis par la série de Taylor. Supposons, par exemple, que, parmi les points critiques, il y en ait aux environs desquels les intégrales soient régulières. On pourra évidemment substituer à quelques-uns des cercles dont nous nous sommes servis des cercles décrits autour de ces points critiques (pourvu qu'ils ne contiennent dans leur intérieur aucun autre point critique); car on connaît un développement des intégrales dans ces cercles, et cela sufGt.
On peut encore, dans beaucoup de cas, transformer l'équation difiérentielle par un changement de variable
tr=zo{u)y d'où w = 4^(/).
Soit a un point ordinaire de l'équation transformée : on
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aora an développement de ses intégrales suivant les puissances de u — a, lequel sera convergent tant que le module de u — a sera moindre qu'une constante donnée r. Les intégrales de Téquation primitive admettront un développement correspondant suivant les puissances de ^(^) — 4'(^)) ^^^^1^1^ dans toute la région du plan où
lequel développement pourra être utilisé au besoin.
158. Nous avons vu que, lorsque la variable / revient à sa valeur initiale ^o» après avoir décrit un contour fermé quelconque, les intégrales X|, ..., X;, subissent une substitution linéaire. Considérons Tensemble de ces substitutions S, S', ... correspondant aux divers contours fermés possibles K, K', Il est clair que, si S, S', ... sont deux de
ces substitutions, correspondant respectivement aux contours K, K', on obtiendra, en décrivant successivement ces deux contours, un nouveau contour fermé RK' auquel correspondra la substitution SS', résultante des deux premières. Cette dernière substitution fera donc elle-même partie de la suite S, S', ....
On dit qu'une suite de substitutions forme un groupe lorsqu'elle jouit de cette dernière propriété.
Nous appellerons groupe de Inéquation différentielle
celui qui est formé par l'ensemble des substitutions S, S',
Toutes ces substitutions résultent évidemment de la com binaison successive des substitutions correspondantes aux lacets relatifs aux divers points critiques.
157. La notion de ce groupe est d'une grande importance dans toutes les questions qui se rattachent à l'étude des équations qui nous occupent. Nous allons, par exemple, .montrer comment on peut reconnaître, à l'inspection du groupe de l'équation différentielle
J. — Cours, III. i3
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si elle est réductible ou non, c^est-à-dire si elle admet ca non des solutions communes avec une autre équation
à coefficients uniformes, où m^n.
Formons les dérivées successives de G^ il viendra
dG ___ d'^-^^x d'^'x , d^'-^x
'de -"dû^ ■^^*5r^'^^»"5r^"^--'
~diF^ — 'âv^ "^ ^» 'diF^
d^ X c/** ce
et, en tirant de ces équations les valeurs de ^7^' •••» -jp^
pour les substituer dans F, il viendra
^^-dû^^ +^* .7?^^^ -+-...-i-A«_G-4-G„
Al, . . ., A„_m étant des fonctions uniformes de ^ et G| une
, d'*''~^x dx , er ' ^
fonction linéaire de -T-—-r) ••) -77 > -c, a coeilicients uni-
dt"^-^ dt
formes en /.
Les solutions communes à F = o, G = o sont évidemment les mêmes que les solutions communes à G = o, G| = o.
Donc, si G| est identiquement nul, Téquation F=o admettra toutes les intégrales de G, et son premier membre sera une fonction linéaire de G et de ses dérivées.
Si G| n^est pas identiquement nul, mais ne contient aucune des dérivées de x^ on n^aura G< = o qu'en posant X = o. En dehors de cette solution évidente, les équations F= o, G = o n'auront aucune intégrale commune.
d X Enfin, si G< = Bq -7-^ -f-. . .+ B^to:, Bq n'étant pas nul,
on pourra opérer sur les équations
0 = 0, ij-Gj—o,
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comme sur les équations primilives, et en dëduire une nouvelle équation Ga=o, à laquelle les solutions communes devront encore satisfaire.
En poursuivant cette série d'opérations, toutes semblables à celles du plus grand commun diviseur, on arrivera évidemment à ce résultat *
Si deux équations linéaires F =^ o, G = o, à coejficients uniformes, ont des intégrales communes, on pourra déterminer une équation de même espèce H = o, ayant pour intégrales ces solutions communes; et F, G seront des fonctions linéaires de H et de ses dérivées.
Donc, si Téquation F = o est réductible, il existera une équation d'ordre moindre, II = o, dont elle admet toutes les intégrales.
158. Cela posé, soient X|, ..., X,i un système quelconque d'intégrales indépendantes de F=o, Y,, ..., Y;„ un système d'intégrales indépendantes de II -.= o. Les intégrales de cette dernière équation auront pour forme générale
riY,-h...-hc„,Y
et se permuteront les unes dans les autres lorsque t décrit un contour fermé quelconque. D'ailleurs Y,, ..., Y,„, étant des intégrales de F=o, seront des fonctions linéaires de
Donc, si F=o est réductible, on pourra déterminer des fonctions linéaires Yj, . . ., Y/„ des intégrales X|, . . , X,„ en nombre < /i et telles que les fonctions du faisceau
soient exclusivement permutées les unes dans les autres par toutes les substitutions du groupe de l'équation F=: o.
Nous exprimerons, pour abréger, cette propriété du groupe de l'équation en disant qu'il n'est pdiS primaire.
Réciproquement, si le groupe de l'équation F=— o n'est
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pas primaire, Téquation sera réductible. En eflet, les intégrales Yj, . . . , Y m satisfont à Féquation d'ordre m
dt
• • > df»
dont les coefficients sont monodromes (après qifon a divisé par le coefficient du premier terme). En efifet, faisons décrire à / un contour fermé quelconque. Les fonctions Y,, . . ., Y„, étant transformées en des fonctions linéaires de Y| , . . . , Y,„, les déterminants qui forment les coefficients de Téquation se reproduiront multipliés par le déterminant de la transformation. Leurs rapports reprendront donc la même valeur.
Pour reconnaître si Téquation F=: o est irréductible, nous n'aurons donc qu'à chercher si son groupe V est primaire.
lo9. Soient S, S', ... les substitutions relatives aux divers points critiques, et dont la combinaison reproduit F. Si chacune d'elles multiplie toutes les intégrales par un même facteur constant, il est clair que toutes les substitutions de F jouiront de cette même propriété et que ce groupe ne sera pas primaire.
Supposons au contraire que, parmi les substitutions S, S', . . . , il en existe au moins une S qui ne multiplie pas routes les intégrales par un même facteur. Prenons à la place de X|, . . . , Xrt un autre système d'intégrales indépendantes, choisi de manière à ramener S à la forme canonique. Supposons, pour fixer les idées, que l'équation caractéristique pour cette substitution ait deux racines a, b\ qu'à la racines correspondent quatre séries d'intégrales, dont trois contiennent k intégrales et la quatrième / intégrales, / étant <^k^ et qu'à la racine b corresponde une seule série de
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/intégrales; la forme canonique de S sera la suivante ;
. . , «7a . ., bui
Soit
une intégrale quelconque. Effectuons sur cette expression les transformations S, S', .... Nous obtiendrons de nouvelles expressions de la forme
oùD|, D2, ..., F/ sont des fonctions linéaires de rf|, d^, ^..j/i.
Si parmi ces expressions il en est qui ne soient pas linéairement distinctes de c.'.'lles qui les précèdent lorsque dt, rfa» • • •?// restent indéterminés, on pourra les supprimer et transformer de nouveau celles qui restent par les substitutions S, S', .... Parmi ces transformées on supprimera celles qui ne sont pas distinctes, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'une nouvelle transformation ne donne plus aucune expression distincte de celles obtenues précédemment. Celte suite d'opérations est nécessairement limitée, car toutes les fonctions obtenues sont linéaires par rapport aux produits en nombre limité qu^on peut former en multipliant les intégrales ^4 , ^21 • • • 7 «/par les arbitraires ^1 , (ij, . . . , //.
Soient Y|, Y2, ... les diverses fonctions ainsi obtenues. 11 est clair que toute substitution de F transforme les unes dans les autres les fonctions
du faisceau ^ formé avec ces fonctions.
Cela posé, cherchons à déterminer les arbitraires rf
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r/o, . • ., /i, de telle sorte que dans chacune des fonctions Yi, Y2, ... les coefficients D<, D'^, D^ des termes en j',, y\^ y\ disparaissent. Nous obtiendrons ainsi une série d'équations linéaires par rapport aux arbitraires rf, , ^2, -.•,//•
Supposons d'abord que ces équations soient compatibles. Assignons à û^«, rfa^ •••>/*' "^ système de valeurs qui satisfasse à ces équations.
Les fonctions Y|, Yo, ... ne dépendant plus que des variables j'2, . . . , Va, y., . . , r'/,, yi, . . . , y^, :;, , . . . , w/ en nombre < /i, celles de ces fonctions Y<, . . . , Y^, qui restent encore linéairement distinctes seront en nombre <^/i. D'ailleurs les fonctions suivantes Y„t^i^ . . . s'exprimant linéairement au moyen de celles-là, toutes les fonctions de ^ pourront se mettre sous la forme
et, comme elles sont transformées les unes dans les autres par toutes les substitutions de F, ce groupe ne sera pas primaire.
161. Supposons, au contraire, que les équations soient incompatibles. Quelle que soit l'intégrale Y, qui a servi de point de départ, le faisceau <ï>, déduit de ses transformées, contiendra une intégrale
où l'un au moins des trois coefficients D|, D'^, D^^ n'est pas nul. Il contiendra sa transformée par la substitution S; cette transformée, que nous désignerons par SY, est de la forme
SY-=zDia(j, -h/,)-h...-hE|a(5,-i-2j)-t-...4-F, ô(w,H- Wi)-^...
Le faisceau * contiendra encore la fonction
Y- _i--(SY~^Y),
OÙ les coeflicients de ^Vm Tu J'* ^^^ l^s mêmes valeurs que dans Y, mais où le coeffîcicnt de r/| s^annule. 11 contiendra de même la fonction
où D|, D', , D^ ont encore conservé leurs valeurs primitives, mais où le terme en 1/2 disparaîtra.
Continuant ainsi, on voit que ^ contiendra une fonction de la forme
Z = D,7, 4- D; j; 4- D\y\ -h s, )'j -f- . . . 4- £, Cl -f- . . . H- c/5/,
d^où les u ont entièrement disparu.
Il contiendra encore la fonction
d'où Xi, J^i 1 v'j ^1 ont disparu. Il contiendra de même la fonction
Z'= ^SZ'-Z'z= D,7,4- D'ij; -h D;j; -H. . .4- £ix;3-t-. . ..
Continuant ainsi, on voit que ^ contient la fonction
Donc, quelle que soit Tintégrale initiale Yi, il existe dans le faisceau <ï>, dérivé de ses transformées, une intégrale cp de la forme plus simple
(II) ?==^/A-+^'/A-4-rfVA.
Prenons pour point de départ celte nouvelle intégrale et formons le faisceau ^' dérivé de ses transformées, lequel fait évidemment partie du faisceau 4>.
Les fonctions qu'il contient seront de la forme
I^iji + Dî/î 4- ... 4- D\y^ 4- . . . + FiUi,
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OÙ les coefficients D|, • . ., F/ sonl linéaires et homogènes en rf, d\ cP. D^ailleurs, de toute fonction de celle forme contenue dans ^' on déduira, comme on vient de le voir, une fonction correspondante
également contenue dans ^'.
Formons successivement les diverses fonctions de cette dernière sorte qui sont contenues dans $', en supprimant à mesure qu'on les oblient toutes celles qui ne sont pas linéairement distinctes des précédentes, même lorsque r/, rl\ (F restent indéterminés. Il restera un nombre limité de fonctions
dont toutes les autres sont des combinaisons linéaires.
Soit Ça l'une quelconque de ces fonctions. Les coefficients Da, Da, Da seront de la forme
de telle sorte qu'on aura Q^ désignant la substitution
^a= y'k ^'7A+x;7;tH-x;j; y\ yyk-^Ayk-^^\fk
Les opérations o- satisfont à Téquation sj^mbolique oii Coy . • •, Cjji sont des constantes.
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En eOet, puisque de Texistence de la fonction f dans le faisceau ^ on déduit l'existence dans ce même faisceau des transformées o-^q et o'^f, on déduira de Texistence de cette dernière fonction celle de la fonction ^oL^fif- Cette fonction, ne dépendant d'ailleurs que des variables J^a, ^iî^'l» sera de la forme
162. Cela posé, considérons le groupe y dérivé des substitutions o"o, . . ., (Tu. entre les trois variables j^*, y\^ r'^. H est clair que le faisceau résultant de la combinaison des fonctions o, 91, . . ., (ppb se confondra avec le faisceau déduit des transformées de ^ par les diverses substitutions de y.
Le groupe y contenant moins de variables que le groupe F primitivement considéré, nous pouvons évidemment supposer que nous sachions reconnaître s'il est ou non primaire.
1** Si Y n*est pas primaire, nous pouvons assigner aux coefficients rf, rf', cP de la fonction ç un système de valeurs tel que le nombre des fonctions ç, 0|. . . ., ^^ qui restent encore distinctes dans cette hypothèse soit moindre que celui des varîables^;^, j^']^, j>'^. Dans ce cas Y ne sera pas primaire. En effet, supposons, par exemple, qu'il reste deux fonctions distinctes; soient
Considérons le faisceau <ï>' dérivé des transfornices de o par les diverses substitutions de F. Soit
Di7i -+- d; /, -I- D';y; -^ d, 7,+ . . . 4- f,^/,
une quelconque des fonctions qu'il contient. No.is avons vu que ce faisceau contenait Ja fonction
laquelle doit être une combinaison linéaire de (f et de o«. On
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aura donc
0, Ci étant des constantes.
Les intégrales jk< , y\ , y\ ne figurant dans ^' que par les deux combinaisons 'f O'i, v',,y,) et ^\(yi,y\,y\), le nombre des fonctions linéairement distinctes dont 4>' dépend sera moindre que n. Donc F n'est pas primaire.
2° Si le groupe y est primaire, de quelque manière qu'on choisisse d, cf, cf, la suite (p, cp,, . .., ro^ contiendra toujours trois fonctions distinctes, cp, ^,, ^3; et chacune des intégrales j>, y^, y\ dont elles dépendent, yk par exemple, pourra s'exprimer linéairement en fonction de <p, <pi, Oa- Elle appartiendra donc au faisceau <!>'.
Formons maintenant les transformées successives de Vk par les diverses substitutions de F.
Cette intégrale étant entièrement déterminée, il n'y aura aucune difficulté à reconnaître combien le faisceau ^^^ dérivé de ses transformées, contient de fonctions distinctes; si ce nombre est inférieur à /?, F ne sera pas primaire; dans le cas contraire il sera primaire.
Soient, en effet,
V=:c,Y,-i-...-4-cv,Y
un faisceau quelconque d'intégrales que les substitutions de F transforment les unes dans les autres; Y< Tune de ces intégrales. Le faisceau V contiendra le faisceau ^ déduit des transformées 'de Y, ; dans celui-ci existe une intégrale cp de la forme (11), dont la combinaison avec ses transformées donne Tintégrale j^a- Donc V contient cette intégrale et ses transformées, parmi lesquelles il y en a n linéairement distinctes.
163. Une seconde application de la notion du groupe nous sera fournie par la recherche des intégrales algébriques que peut offrir une équation linéaire.
Soît F =: o une équation d'ordre n^ admettant des intégrales algébriques. 11 est clair que, si t décrit un contour iermé quelconque, ces intégrales, restant toujours algébriques, se transformeront les unes dans les autres. Soient doncoTi, ..., Xm celles de ces intégrales qui sont linéairement distinctes; les intégrales algébriques cherchées auront pour forme générale
CjXi
et seront les solutions d\me évjuation linéaire d^ordre m
' dx
cU
ci"^x
à coefncicnls uniformes, après division par le coefficient du
d"^ X terme en .... » Si donc F est une équation irréductible,
dt
on aura m = /i, et les équations F = o, G ---- o se confondront.
164. Étudions les équations, telles que G, à coefficients uniformes, et dont toutes les intégrales sont algébriques. Leurs coefficients, étant des fonctions algébriques et uniformes, seront des fonctions rationnelles.
D^ailleurs, aux environs de chaque point critique, les intégrales seront régulières. Considérons, en efiet, un point
critique quelconque a. Une intégrale quelconque Xq sera
développable suivant les puissances croissantes de (/ — ay^
p étant un entier convenable.
Soit
ce développement. Groupons ensemble tous les termes dont
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les exposants ne diflTèrent que de nombres entiers; on pourra
écrire
Xo:= (t — ay Un-h {l — ay it^-\-, , .y
liaf ^pi • • • étant des séries qui procèdent suivant les puissances entières de / — a.
Si Ton fait décrire à / un lacet autour du point a une fois, deux fois, etc., on obtiendra de nouvelles intégrales
en posant, pour abréger,
îTCi
Résolvant ces équations par rapport à
on voit que ces quantités s'expriment linéairement en x©, ^1, ... : ce sont donc des intégrales; d^ailleurs elles sont manifestement régulières.
On voit de même que les intégrales seront régulières pour
16o. Ce premier résultat nous donne déjà quelque lumière sur la forme des équations cberchées. En effet, d'après le n"^ 146, chacun des points critiques /|, ..., /j^ devant être un pôle d'ordre k tout au plus pour le coelTi-
cientde , ^^^_\ > l'équation aura nécessairement la forme
T désignant le produit (t — /,)... (^ — l^^) et M|, M2, . . . étant des fonctions entières.
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îl reste encore à exprimer que les intégrales sont régulières aux environs de t = <x>. A cet effet, posons
on a
dx _ ^dx dt du
d*oii d£=.— —Tj
d^x . d / ^d.r\ .d^x ^dx
et généralement
— aYIii"
du^'
dl^-
-H ak,k-iU
ik
dt^-'
«A,*_i, âfA,*_2î • • • étant des entiers, dont le premier est égal k k{k — \)\ car on voit sans peine que celte formule, étant
supposée vraie pour —r-j^y sera encore vraie pour la dérivée
suivante.
Substituant ces valeurs des dérivées dans Téquation proposée, et divisant par ( — i)'"w^'", on aura Téquation transformé e
d"^x du"'
du
/;i-l,/n-f rp- j
du'"-^
OÙ il ne restera plus qu*à substituer t = -dansT, M|, M2, .... Le point u = o doit être un pôle d'ordre 1 , 2, ... au plus pour les coefficients des dérivées ^,,,n_\y \i..fn-\ > * * • ' I' f*"^
du'"-^ du"'
et il suffit pour cela que -?p-> Tpf» ••• soient développables
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suivant les puissances croissantes de u et commencent rcs< peclivcment par des termes de degrés i, 2, .... Mais on a
On devra donc avoir
Donc, Ml, ..., M^, ... sont des polynômes entiers en /, de degrés au plus égaux à [x — i , . . ., A"([jl — 1), ....
166. Il est aisé d^établir que la somme des racines des équations déterminantes relatives aux points critiques /| , . . . ,
/ji, 00 est égale a ( [x — i ) — ^^ -' .
En effet, Téquation déterminante relative au point ti sera évidemment
Mj(^/) , V , OV
■^ frr^,''ir - i). . .{r - m -^^ 3) -{-. , .^ o
et la somme de ses racines sera
D'autre part, l'équation déterminante relative au point / = 00 sera
-i' {^m,m-i — cil) r{r — i) . , .{r -^ m + 2) -r. . . = o,
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et la somme de ses racines sera
m(m — i) m(m — i) . a^ „_j -4- rtj = h di .
La somme totale des racines de ces équations sera donc
car on a, d'après une formule connue de la décomposition des fonctions rationnelles,
M,(ti) I _ M,(n.
T'(/V) t-ti- T(lj' d'où, en mulliplianl par / et posant t =00,
167. Nous venons d'obtenir la forme générale des équations dont les intégrales sont partout régulières \ mais il s'en faut de beaucoup que toutes les équations de ce genre aient leurs intégrales algébriques. Pour qu'il en soit ainsi, un second caractère est nécessaire : il iaut que le groupe de 1 équation ne contienne qu'un nombre fini de substitutions.
En effet, chacune des substitutions du groupe est définie par le système des fonctions dans lesquelles elle transforme les intégrales indépendantes x^j ..., Xm] mais chacune de ces intégrales, étant algébrique, n'a qu'un nombre fîni de transformées distinctes; le nombre des substitutions distinctes est donc fini.
Réciproquement, toute équation à intégrales régulières, dont le groupe ne contient qu'un nombre fini de substitutions, a toutes ses intégrales algébriques.
En effet, soient x^ une quelconque de ces intégrales, X2^ . . . ses transformées par les substitutions du groupe. Toute fonction symétrique de ces transformées étant évi-
demment uniforme, Xi sera racine de Téquation
(»3) (j: — ^,)(a: — ar,) ... ==0,
dont les coefficients sont uniformes
Considérons d^ailleurs un point critique quelconque /|. On aura aux environs de ce point un système d'intégrales distinctes dont les développements auront la forme
Uq^ . . ., Uf( étant monodromes aux environs de t^.
Mais, pour qu'une expression de ce genre n'admette qu'un nombre limité de transformées distinctes lorsqu'on tourne autour de ^i, il faut évidemment : i° que les logarithmes disparaissent, 2° que r soit rationnel. On aura donc un système d'intégrales distinctes
îi = (^-^i)'*'"oi, 5,r=(/-^J^M
Oi)
où Ti, r^, ... sont des fractions rsitionnelles.
Soit p le plus petit multiple de leurs dénominateurs. Les intégrales Ç{, Ç^, ... seront développables suivant les puis-
sances entières et croissantes de {t — ^i)''; et il en sera de même de x^^ x^j ... qui s'expriment linéairement en Ç,,
^j, Le point t^ sera donc un point critique algébrique
pour chacune des intégrales x^^ X2y ... et, par suite, pour les coefficients de Téquation (i3). Mais ces coefficients sont uniformes; donc t^ sera un pôle (ou un point ordinaire) pour chacun d'eux.
On verra de même que oo est un pôle ou un point ordinaire pour ces coefficients.
Les coefficients de l'équation (i3) élant uniformes et n'ayant d'autres points critiques que des pôles, même à l'infini, seront des fractions rationnelles, et j:<, Xa, . . . seront des fonctions alg('?briques.
Si donc on savait déterminer tous les groupes formes d'un nombre fini de substitutions entre m variables, on con-
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naîtrait par là même les divers types possibles d'équations linéaires d'ordre m à intégrales algébriques, et il suffirait, pour reconnaître si une équation donnée appartient à cette catégorie, de chercher à identifier son groupe avec l'un de ceux dont on aurait dressé le tableau.
Le problème arithmétique de la construction des groupes d\in nombre fini de substitutions, auquel la question se trouve ainsi ramenée, n'est résolu d'une manière complète que pour m =r 2 ou 3. On a toutefois démontré que, pour une valeur quelconque de m, le nombre de ces groupes est limité, et l'on en a déduit ce théorème :
Si V équation G = o, d'ordre /n, a toutes ses intégrales algébriques^ elle admettra un système d'intégrales distinctes Xi^ . . . , Xm de la forme
p étant un entier et Uj, U2, . . . étant des fonctions rationnelles de t et d'une irrationnelle u définie par une
équation
dont le degré est limité en fonction de m.
Nous nous bornerons à énoncer ce résultat, dont la démonstration exigerait une exposition détaillée des principes de la théorie des substitutions.
168. Le cas où l'intégrale générale de l'équation G ^= o est non seulement algébrique, mais rationnelle, mérite une attention particulière. Il est aisé de le reconnaître.
En effet, les intégrales devant n'avoir d'autres points critiques que des pôles, l'équation déterminante relative à Tun quelconque des points critiques de G n'aura que des racines entières, et les développements des intégrales régulières ne contiendront point de logarithmes.
Pour que cette dernière condition soit remplie, il faudra ï. — Cours, îll. i4
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tout d'abord qu'aucune des équations déterminantes n'ait de racines multiples (151).
Supposons qu'il en soit ainsi; soit F(r) = o l'équation déterminante relative au point /«, et soient a, a^, a", ... ses racines, rangées par ordre de grandeur croissante. L'intégrale générale aux environs du point /| sera de la forme
Z L ^ cW(iL(^ - t, r^\^ log«(^ - /, ) -f-. . . J ■
ct| en substituant cette valeur dans l'équation diflTérentielle, comme au n** 1 19, on obtiendra une série d'équations linéaires et homogènes qui détermineront par voie récurrente tous les coefficients c, c', c", ... en fonction des m coefficients Ca, Ca^ Ca//, . . . qui restent arbitraires. On voit d'ailleurs sans difficulté que tous les coefficients c', c", ... qui multiplient des termes logarithmiques s'expriment en fonction des m — I coefficients c\t^ c'a», . . . , et que ceux-ci ont des expressions de la forme
Donc, pour que les logarithmes disparaissent, il faut et il
p,. , . , hi (m — i) , . j ...
sullit qu on ait les — ^ équations de condition
169. Réciproquement, si l'ensemble des conditions qui précèdent est rempli, l'intégrale générale sera rationnelle. En effet, elle n'a poui points singuliers à distance finie que des ])ôlcs. Elle est donc uniforme.
Formons d'ailleurs l'équation déterminante pour r = oo et groupons ses racines en classes en réunissant celles dont les difi'érences mutuelles sont entières. Soient p, p', ... les plus petites racines de chaque classe; [jl, |ji', ... le nombre des racines contenues dans leurs classes respectives. Pour des valeurs suffisamment grandes de /, on aura, pour l'inté-
grale générale, un développement de la forme ^7 [? + ?i log i -h . . . -h (pp,_t log»*-» jj
les expressions f, (pi, . . ., (p', ... étant des séries procédant suivant les puissances entières et croissantes de -•
Mais, puisque cette expression est uniforme, les logarithmes disparaîtront nécessairement et les exposants p, pS ••• seront entiers. L'ntégrale générale aura donc un simple pôle à Tin-
fini; ce sera donc une fonction rationnelle tt«
On pourra d'ailleurs la déterminer par des opérations purement algébriques. En effet, on connaît, par ce qui précède, la situation des pôles à distance finie et Tordre de multiplicité de chacun d'eux. On pourra donc former le dénominateur Q. L'ordre de multiplicité du pôle ^ = 00 étant également connu par le développement obtenu suivant les
puissances de -> le degré du numérateur P sera déterminé. Pour déterminer ses coefficients, il suffira d'identifier le développement de j=r suivant les puissances de - à celui qu'a fourni l'équation difl'érentielle.
170. Considérons plus généralement, avec M. Halphen, les équations dont les intégrales sont partout régulières et sont monodromes dans toute région du plan qui ne contient pas le point t^. Les autres points critiques ^o, . . . , /|x des coefficients de l'équation ne pouvant être que des pôles pour l'intégrale, les équations déterminantes qui leur correspondent n'auront que des racines entières, et les logarithmes disparaîtront des développements correspondants, ce qui
donnera (jx — i) — ^^ équations de condition, dont
l'existence sera à vérifier.
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Lorsque Tensemble des conditions précédentes est rempli, on peut trouver l'intégrale générale. En effet, d'après l'analyse du n° 1 4o, on peut déterminer un système d'intégrales particulières formant une ou plusieurs séries, et telles qu'aux
environs du point t^ les intégrales j^o» •••>^A d'une même série soient de la forme
/A=(^— ^i)'*(0*Wo-4-6^-i"i-H...+ ttifc),
Uo, . . .j lifç étant des fonctions monodroraes aux environs du point ti , r désignant une racine de l'équation caractéristique qui correspond à ce point et les 0 étant définis par les relations
TZI I . 2 ... A
Les fonctions «o> • • • i f^^k} définies par les équations précédentes, seront des fractions rationnelles. En effet, les points ^2, . . ., t^ étant des points ordinaires pour les fonctions {t — ^0"'* et log(^ — ^i), et de simples pôles pour >'o> • • • î ^Aî seront de simples pôles pour ^/o, ..., iifc- Donc ces fonctions sont monodrornes non seulement aux environs de Ci, mais dans tout le plan. D'autre part,
log(^-/0=^-logj+log^i-^^
sont des expressions régulières pour ^ = 00; il en est de même pour ^^0, ..., y/( et, par suite, pour Uq, ..., w^» De ces deux propriétés réunies on déduit que Mo? •••> '^* sont
P Px-
dos fractions rationnelles de la forme Tyj • ■ • > -—-
On pourra d'ailleurs les déterminer par des opérations al-
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gébriqaes. En effet, connaissant les pôles ^j, ..., t^ des inli'grales et leur ordre de multiplicité, on pourra former le dénominateur Q. Le développement de Tintégrale générale pour l z=z X) fera connaître le degré des numérateurs Po, . . ., Pa. Pour obtenir leurs coefficients, il ne restera plus qu'à substituer les expressions précédentes dans Téquation diflerentielle et à identifier le résultat à zéro.
Considérons encore les équations de la forme
où Pq, . . ., Pot sont des polynômes dont le degré soit au plus égal à celui du premier d'entre eux, Pq.
Lorsque Tintégrale d*une équation de cette forme n'a pour points critiques à dislance finie que des pôles, ce qu'on reconnaîtra aisément par les méthodes précédentes, on pourra obtenir l'intégrale générale par les considérations suivantes, également dues à M. Halphen.
Remarquons tout d*abord que la condition imposée aux degrés des polynômes P équivaut à dire que les développe-
dM 1 E /Jl • I • If*
^ p"' '"' p" suivant les puissances accroissantes
de t ne contiennent pas de puissances positives. Posons maintenant
R désignant une fraction rationnelle en t, La transformée
PiR
-h (m — i)PiR'
sera de la même forme que la primitive en x; car son intégrale n'a que des singularités polaires, et ses coefficients sont rationnels et pourront être rendus entiers en chassant
ai4
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le dénominateur commun. Enfin, si nous admettons que R, développé suivant les puissances décroissantes de /, commence par un terme en tP^ ses dérivées R', R", . . . commen
ceront par des termes d'ordre moindre, en tP'~\ tP~'^
On en déduit sans peine que les développements des coeflicients de l'équation (après division par PqR) ne contiendront pas de puissances positives de t,
172. Cela posé, on peut déterminer a priori les pôles /i, ^2, ... de l'intégrale de l'équation (i4) et leurs ordres de multiplicité [jL|, [Xj^ ....
Posons
(t— ti)V-i {t — t^)^»...
La transformée en y
-+-••. -J- Qmy = o
appartiendra au même type que la primitive; mais ses intégrales n'auront plus de pôles. Posons
La transformée en z (après suppression du facteur commun ti^^) sera
h >.'" Qo
dt
cll'"-^
fm-l -
dt"
dt
et appartiendra évidemment encore au même type. Mais on pourra disposer de l'indéterminée X, de manière à annuler le coefficient du terme de degré le plus élevé dans Rmi qui sera dès lors un polynôme de degré moindre que Ro.
fiQUATIONS L12ffiAlRBS. 215
173. Supposons ce résultat atteint, et cherchons à nous rendre compte de la forme des coefficients de Tëquation en z.
Soient Oi , O29 • • ' les racines de Téquation Rq = o ; on aura par la décomposition en fractions simples , en remarquant que Ra est au plus du même degré que Ro>
les À, B étant des constantes. (En particulier A^ sera nul.) D^ailleurs chacun des points 0/ étant un point ordinaire, aux environs duquel les intégrales sont régulières, l'indice / ne pourra prendre dans la sommation que les valeurs i, 2,..., A*. L^équation déterminante relative au point 6/ sera
-+- Biii''('" — 0- ..(/• — /«-+- 3) -h. . — o.
La somme de ses racines est
D'ailleurs 8/ étant un point ordinaire pour les intégrales, ces racines seront nécessairement entières, non négatives et inégales. Leur somme est donc au moins égale à
donc B/n est un entier non positif. A fortiori la somme
étendue à tous les points critiques apparents, sera entière et non positive.
Cela posé, admettons d'abord que Rm ne soit pas nul
dz
et prenons pour variable auxiliaire la quantité z = -^
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L*équation en z pourra s^écrire
DiGTérentiant, il viendra
Éliminant z entre ces deux équations, on aura la transformée en 3'
RoR/rt -^ -t- [(Ro-+- Ri)R/rt— RoRm] ^^ai-i -*-•••
Cette équation est évidemment du même tvpe que l'équation en z ; et le rapport des deux premiers coefficients, qui
dans l'équation primitive était ^ > sera devenu
(R;-f-R,)R,„-RoR.«_R, . r; r;
RoR,« Ro Ro R
Or soient
tu
on aura
et de même
Ro t — Q^t-^0^
R'n. (3, , (3, R/it " ' ^ — T, f — T,
La somme S', analogue à S, formée pour Téquation en z\ sera donc
et sera > S, car Sa, degré de Ro, est supérieur à Sp, degré de R/n«
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La dérivée seconde ^ satisfera de même à une équation du même type, mais où la somme S", analogue à S, sera > S'.
Si ron pouvait poursuivre ainsi indéHnimcnt, on obtiendrait par là une suite illimitée de nombres entiers S, S', S", ... non positifs et croissants, ce qui est absurde. Or on ne peut se trouver arrêté qu'en arrivant à une équation où le coefficient du dernier terme soit nul. Supposons que cette circonstance se présente pour Téqualion en 5". Cette équation admettra comme intégrale particulière une constante ; et l'équation en z aura pour intégrale correspondante un polynôme n de degré n ; enfin Téquationenj' admettra l'intégrale particulière e^'II.
y^e>'ufy,cU.
La nouvelle variable y^ satisfait à une équation d*ordlre m — i , et qui, d'après ce qui précède, appartiendra au même tji'pe que l'équation en j^. On pourra donc en déterminer une solution, de la forme eVlIi, IIi désignant un polynôme.
Posant
'H.J^y.dt,
on continuera de même, jusqu'à ce que l'on arrive à une équation du premier ordre, dont l'intégrale sera
Cm désignant une constante arbitraire.
Les intégrations indiquées sont d'ailleurs de celles qu'on sait effectuer et fourniront un résultat de la forme
yJ^Ce^kiW,,
les XFa désignant des polynômes et les c* des constantes arbitraires.
Divisant cette expression parle produit {1—1^)^1(1 — ^,)!*i. ..,
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on aura Tintégrale générale de Téquation en r, sous la forme
les /a étant des fonctions rationnelles.
475. Réciproquement, toute équation différentielle dont l'intégrale générale est de cette forme appartient au type que nous avons considéré.
En effet, éliminant les constantes C/^ entre Téquation (i5) et ses dérivées et supprimmt les facteurs communs exponentiels, on obtiendra une équation à coefficients rationnels, qu'on pourra rendre entiers en chassant les dénominateurs. Soit
Po -Tzh- 4- . . . 4- P,„^ = o.
cette équation. Son intégrale n'a, à distance finie, que des
singularités polaires. Reste à prouver que les degrés de
Pf, . . ., Pm ne surpassent pas celui de Pq.
La chose est manifeste pour les équations du premier ordre;
car de l'équation
a:=ice^ff(t)
on déduira, en prenant la dérivée logarithmique, l'équation
do:-
fit)
où le coefficient X 4- 7777» développé suivant les puissances
décroissantes de t, ne contient pas d^ puissances positives. Supposons d'ailleurs le théorème établi pour les équations d'ordre m — i . Il sera vrai pour l'équation
QoT^^T^rr 4-...-f-Q,„-,az=:o
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qui admet pour intégrale générale
car chaque terme de cette expression est le produit d'une ex- [)onentielIe par une fraction rationnelle. Il sera encore vrai pour Féquation de degré m
dont rîntégrale générale est
c, H- c,e(«--«.)' hi^+... + c„, ef»--«.)' 4=7^ • et sî nous posons
il sera encore vrai (171 et 172) pour la transformée en .r. Or celle-ci a précisément pour intégrale générale 'Lcffe^i'^ //,{().
176. La méthode que nous avons indiquée plus haut pour intégrer par des séries les équations qui n'ont qu'un nombre fini de points critiques peut aisément s'étendre au cas où les coefficients de l'équation, au lieu d'être uniformes en /, sont des fonctions uniformes de t et d'une irrationnelle u, racine d'une équation algébrique /(^, u) ^^- o.
En eflet, les points critiques de Téquation considérée sont de deux sortes : i° ceux aux environs desquels u reste monodrome; a** ceux autour desquels les diverses déterminations </|, £/2) . . • de cette irrationnelle s'échangent les unes dans les autres.
A partir de chaque point critique de celte seconde sorte, traçons ime coupure allant jusqu'à Tinfini. Tant que C ne traversera pas ces coupures, «i, Wj» ••• resteront monodromes. Substituant successivement ces diverses fonctions dans l'équation diflTérentielle à la place de Uj on obtiendra
220 TROISIÈMB PARTIR. — CBAPITRS II.
une suite d'équations didérenlielles
d^'x , ^d"-^x , .rf'-'a:
^'^ 7ÎF "^ ?•('' "'-^ dï^ -^ •*('' "'^ "c/r^ +...=. o.
Chacune d'elles admettra un système de n intégrales distinctes Xiii ..-, ^nh qu'on pourra exprimer par des séries dans la région considérée.
Il reste à voir quel changement subissent les intégrales lorsqu'on traverse les coupures. Or, si nous supposons qu'en traversant une d'elles w/ se change en ^^*, l'équation F| se changera en r\. l^es intégrales Xti^ ..., Xnî se changeront donc en intégrales de cette dernière équation, soit en expressions de la forme
Pour déterminer les coefficients c, on n'aura qu'à égaler les valeurs numériques que prennent les intégrales Xut •••! x„i et leurs n — i premières dérivées en arrivant à la coupure aux valeurs que prennent CnOTa-h ... -hCtn^nkj ••• et leurs n — i premières dérivées de l'autre côté de la coupure.
177. Nous terminerons cette section en elTectuant quelques applications particulières des principes généraux que nous avons exposés.
Proposons-nous d'étudier les équations linéaires du second ordre à trois points critiques toj ^i, <2 et à intégrales régulières.
Soit F=o l'équation proposée. Changeons de variable indépendante en posant
mu
Soient 6, u deux valeurs correspondantes de t, w. On voit sans peine qu'on aura, aux environs de ces valeurs, une relation de la forme
^ — e =:a, (m — o) -h a,(tt — o)*H-. . .
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(formule oh l'on devra remplacer t — 0 ou a — o par - on -
si 0 ou \j deviennent infinis).
Celte valeur de t — O, étant substituée dans une fonction entière de ^-r-*6, donnera une fonction entière de u — u. D^autre part, en la substituant dans une fonction régulière de ^ — ô, telle que
(r-er[To-hT,log(^-0)-u... + Txlog^(/-e)],
où To, T|, ..., Tx sont des fonctions entières de t — 0, on obtiendra évidemment un résultat de la forme
(" — w)''[Uo-l-U, Iog(a — u)-4-...-hUxlog>^(a— u )],
Uo, . . M Ux étant des fonctions entières de u — u.
Donc Péquation transformée entre x et u admettra comme points critiques les trois points Uo, Uty u^ correspondant à 'oj tiy ^2» ses intégrales seront régulières aux environs de ces points, et les équations déterminantes relatives à ces points seront les mêmes qu'aux points correspondants de Téquation primitive.
Nous pouvons d'ailleurs disposer des rapports des coefficients m, Tij m\ n! de manière à donner à u^y i/|, u^ des valeurs arbitrairement choisies. Nous ferons en sorte que ces valeurs soient o, i, oo. Ce résultat pourra évidemment être obtenu de six manières distinctes, suivant qu'on posera
Mo= o, W, = I, W2=^> ou Wo= I, U\ = o, i/j = 00, CtC.
178. Soient respectivement X, V; [jl, jx' et v, v' les racines des équations déterminantes relatives aux points critiques o, 1 , 00. Si X — X', [X — jjl', V — v' ne sont pas entiers, on aura pour les intégrales aux environs de chaeun de ces trois points des développements de la forme
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U, U' étant des fonctions entières de «/ ; V, V des fonclioQS
entières de u — i; W, W des fonctions entières de — •
y étant une nouvelle variable. Nous aurons entre u et r une équation transformée H = o, dont les intégrales seront données aux environs des points o, i, oo par les développements
les quantités
étant respectivement développables suivant les puissances entières et positives de w, de // — i et de - •
L'équation H = o a donc ses intégrales régulières, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i admettent une racine nulle, la seconde racine étant respectivement X' — X et |jl' — [JL.
Il existe évidemment quatre manières d'arriver à ce résultat; car on peut prendre pour X une quelconque des deux racines de Téquation déterminante du point o, pour u une quelconque des deux racines de l'équation déterminante du point 1 . Sur ces quatre manières, il y en aura une telle que les racines V — X et [jl' — [jl aient leur partie réelle positive (à moins que ces différences ne soient purement imaginaires).
L'équation H i:^ o doit être de la forme
d^ M,(^/) dy M,(//) _
du- "^ u{u—\) ciu'^ u'-{u — \)-^ ~"^'
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M|, M) étant des polynômes de degrés i et 2, et ses équations déterminantes par rapport aux points o et i seront
Comme elles ont une racine nulle, M2 devra admettre les racines o et i et sera divisible par u(u — i). En effectuant la division et chassant les dénominateurs, Téquation prendra la forme
OU, en remplaçant Â, B, C par trois nouvelles constantes a, ^j Y définies par les relations
A = a-hP-i-i, B = — Y» C = oL% «(>-«) ^ -^ [ï -(« -H P-+-i)w]^-ïp7 = o.
179. Les équations déterminantes relatives aux trois points critiques o, i, oo sont respectivement
— r{r-hi)-h (a-4- P-hi)/- — ap=io,
et ont pour racines
o et I — Y> o et Y — « — P» a et p.
L'équation admet donc une intégrale développable aux environs du point o suivant les puissances entières et positives de u.
Soit
Jl = Co -h Cl M 4- . . . -4- Cji. mI* H- . . .
cette intégrale. En la substituant dans Féquation et égalant à zéro les termes en uV-, il viendra
[_- jx({x— I) - (a -h p -4- i)|i — a3]Cj,
aa4
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d'où
et, par suite, en donnant à c^, qui reste arbitraire, la valeur i,
F désignant la série hypergéomé trique (t. I, n° 170).
180. Cela posé, il existe, comme on Ta vu plus haut, vingtquatre substitutions de la forme
qui transforment Téquation proposée en une équation analogue. L^équation transformée admettra comme solution une série hypergéométrique, et Ton en déduira aisément une intégrale correspondante de l'équation primitive.
A.U système de valeurs o, i, oo données à u doivent correspondre pour u les mêmes valeurs, mais dans un ordre arbitraire, ce qui donnera, pour la fraction — ; -.j les six
formes suivantes :
A chacune d'elles correspondent quatre équations transformées, qu'on obtiendra en prenant successivement pour \ chacune des deux racines de l'équation déterminante du point o, pour [x chacune des racines de l'équation déterminante du point I.
Nous allons donner un exemple du calcul de l'une de ces intégrales.
X := o ou I — Y, |i = a ou p
Prenons, par exemple^
Les racines des équations déterminantes pour Téquation entre >s et u seront
Pour o. . . — X = Y — I , I — y — X =: o,
Pour 00.. X-|-|JL=r«-+-i — Y> ï — * — P-hX-|-|jL=ii— p,
Pour I... a — {'•'= o, P — 1*=? — *•
Si nous posons
a-hi~Y = «'» «-P = PS
d'où
cette équation admettra la solution
L'équation primitive admettra donc la solution
ou, en remplaçant o par sa valeur — — - et a', P', y' P"^ leurs valeurs et supprimant le facteur constant ( — i)Y""«-"*,
J. — Cours, III. i&
aa6
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182. On obtient par un procédé tout semblable les vingtquatre intégrales suivantes :
(,_i,)T-«-pF(Y-a,T-P,Y,«V
(i-«)-«f(ci,Y-P,T,;^)> (i-u)-PF(^P,^-a,Y,^J,
iii-r(i — i/)r-«-P F(i — a, I — ?, 2 — Y, «),
F(a, p, a-4-P — Y-hi, I — «), w'-YF(a — yH-i, P — Y-+-i,tH-P — Y-f-i, i — w),
/<-« F(a, a — Y-i-i, a-hp — Y-+-'f )>
(i-w)Y-«--PF(Y-a, Y-?, Y-«-P + i, i-«), (i— m)Y-x-?m»-YF(i — a, I — p, Y — a— p4-i, I— tt),
(l_-M)Y-a-Pi/«-YF/^i-a, y - «, Y" «-?-+-!, ^^)'
(,^„)y-«-Pi/P-yf(^i-P,Y-P,y-«-P+i,^)>
«-«FK a_Y-M,« — P-M, |-j,
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(35) «-«^_Ly""''F(.-Y-l-i, i-p,a-p+i, j^)
(36) «-PF^p, p-Y + i, p-« + i,^)»
(37) «-p^,_Ly'"'^F^,_«,T_«,p-. + i,l),
(39) „-?(,_ Ly"''"'F(p-Y+i,i-«,P-« + i,^)-
183. Coupons le plan suivant la portion de Taxe des x qui s'étend de o à + oo. Dans le plan ainsi coupé^ chacun des développements précédents restera monodromc. Pour
achever de les préciser, nous pouvons adopter pour arguments
de {/, I ceux qui sont compris entre o et stc, pour argument de I — u celui qui est compris entre — « et -|- tî. Les puissances de i/, i » i — u qui figurent dans les exprès-
sions (i6)à(39) auront des valeurs entièrement déterminées. La région de convergence des développements ci-dessus sera : i** pour ceux où la série h jpergéomé trique a l'argument u OM I — £1, l'intérieur des cercles Gq^ Ci de rayon i décrits autour du point o ou du point i respectivement;
2** pour ceux d'areument -> > l'extérieur de ces mêmes
cercles; 3® pour ceux d'argument > la moitié du plan
située à gauche de la droite ^ = - ; 4^ pour ceux d'argument
9 la moitié du plan à droite de cette ligne.
Il restera à déterminer les relations linéaires qui lient entre eux ces divers développements dans leurs régions de convergence commune.
Les diflérences des racines des équations déterminantes
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relatives aux points o, i , oo sont respectivement i — y, Y — a — ^, |3 — a. Nous supposerons que parmi ces quantités, il en existe au moins une dont la partie réelle ne soit pas nulle. Les ^4 transformations de Téquation de Gauss permettant : 1° de permuter entre eux d*une manière quelconque les points o, i, oo sans changer les équations déterminantes ; 2^ de changer à volonté les signes des différences des racines des équations déterminantes relatives aux points o et i , il nous sera permis d'admettre que y — a — ^ ait sa partie réelle positive. Dans ce cas les séries h jpergéomé triques
seront encore convergentes sur la circonférence du cercle Co et, en particulier, pour u = i elles prendront les valeurs suivantes (t. I, n<»* 379 et 382),
Cela posé, désignons par ai^i,ai^'2lesdéveloppements(i6) et (20), par 64^1, b^Zi les développements (Sa) et (36); et soitx une intégrale quelconque de Téquation de Gauss . On aura dans rintérieur de Co
et à Textérieur de Co
«37 — U| S| — T~ Wj ^f
Pour trouver la liaison entre les constantes C|, C2, e/|, e/,, nous remarquerons que sur la circonférence elle-même, où les développements restent tous deux convergents, on aura
^1 /t ^- c, 7, — ^, ^1 4- rf,^,.
En particulier^ au point 21 = 1, on aura sur le bord supérieur de la coupure
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et, sur le bord inférieur,
d'où les deux relations cherchées
Tirant de ces équations les valeurs de di, dt pour les substituer dans l'expression x = c/i ^i + d^z^^
il viendra
^ Il I ■ MM -^ ■ ■■ ^M^^^M^I I ■ I I ■ BJl ■ S
Cette expression, convergente en dehors du cercle Co^ représentera dans cette région la même intégrale qui, dans rintérieur de Co, était égale à Ci^i + C2^2*
184. Il ne reste plus qu'à voir comment les constantes C| , C2 se modifient à la traversée des coupures qui joignent les points critiques o et i , i et oo.
Si Ton traverse la droite oi (en montant), j^i ne change pas, ^2 est multiplié par e'^'^'Y ; et x = c^yx -h C2^2 est changé en Ciyi -h C2e"^*'Yj^j. Ainsi C\ ne change pas, et c^ est multiplié par e"*^'Y.
Si Ton traverse la coupure loo (en montant), di^d2 seront changés en (40 rf; = e- *«'« rfn ûT, =: e-*^'? d^
et c^ , ^2 en deux nouvelles constantes c\ , c\ liées kd^^d^ parles relations
En résolvant les équations linéaires (4o), (40» (4^)9 un éliminera les auxiliaires ^i, </2) ^d d^ et Ton obtiendra l'expression de c\^ c\ en fonction linéaire de C|, c^.
Si Ton traversait les coupures en descendant, les coeffi-
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cients C|, c^ subiraient évidemment la transformation inverse de celle qui vient d'être déterminée.
Les coefficients des formules de transformation ne renferment, comme on le voit, que des exponentielles.
L'équation (43) ^(i-ei)2^-h[Y-(.-+-p-M)ii]^-ot?r = o
étant différentiée, donnera
du*
+ [TH-i-(«+pH-3)ii]^-(« + i)(P+i)^=o ou, en posant ~ =^i
Uil — « ) — . —
dY*
Cette équation ne difiere de la précédente que par le remplacement de a, p, Y par a-f-i, P-|-i,y4-i-
La dérivée -.— ^j =J'''~* satisfera donc à l'équation
Cette équation, multipliée par mY+'»~*(i — a)a+P-r+«"-«, pourra s'écrire
= (a + /i — i) (P 4- /i — i) «"-^(i ^ «)'»-*M.y»-«, en posant, pour abréger.
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En la dlfférentiant n — i fois, il viendra
L'application répétée, de cette formule de réduction donnera, pour toute valeur de n entière et positive,
(44) du"
{ =«<a-f.i)... (a-H/i — l)P(p-t-i)...(P-l-/l — l)Mj^.
Cette formule est particulièrement intéressante lorsque ^ est un entier négatif — n. L'équation (43) admettra dans ce cas comme solution Texpression
laquelle est un polynôme de degré n, dont la dérivée /i""* 5e réduit à la constante
La formule (44) donnera donc dans ce cas particulier
ou, en remplaçant M par sa valeur et changeant a en a -h n,
F(aH-/i, — /i, Y, u)
_ m1-Y(i~^)Y-« • d" uy-*"'-^ (i — £/)«-^^-T
Le polynôme
F(a-|-/i, — /i, Y, *') = Za
«st donc un produit de puissances par une dérivée n*^™*.
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186. Les quantités y et a + i — y étant supposées positives, les intégrales définies
l,T-«(i-«)«-YZ«Z„rf£i
seront finies et déterminées; elles auront d'ailleurs les valeurs suivantes : •
(45) J„.a = o, sim^/t,
(46) J».,r- ' r(n + ,)rMY)r(a + «-v + .)
En effet, Z» satisfait à Téquation
qui peut s'écrire
— «Y(l — w)«-»-»-TZ; = — « (/l + Gt) mY-i (i — «)«-TZ«.
Multiplions par Z^ et intégrons de o à i ; il viendra
ou, en intégrant par parties et remarquant que le terme tout intégré s*annule aux deux limites,
nin-h a)Jm,i,^ / w^(i ~ m)»-*-*-YZ;,Z'^ du = m{m H- a)J^,„ ;
car le second membre ne change pas si Ton y permute m et n.
On aura donc, si m^/iy
Si m = n, on remarquera que '£'„ satisfait à une équation de même forme que Z^,, sauf le changement de a, /t, y en
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a + Q, n — I, Y + i; on aura donc, par un procédé tout semblable,
)f uT(,-«
(/i — i)(/i-+-«-f-i) / iiT(i--«)«^>-Yz;z;</i«
„T+i ( , _ Il )«+«-Tz; z; rftf .
Continuant ainsi, on aura finalement
ff
/l(/l — l).. .!(«-+-«) (a -h/H-i)...(a-ha/l — i)
D'ailleurs
"^ T(lf + i)...(lf -+-/*-!)
et
J^ V «; «« r(a-h2/i-hi)
Substituant ces valeurs et remplaçant les factorielles par des quotients de fonctions F, on trouvera la formule (46)-
Soit maintenant /(i/) une fonction quelconque, que nous nous proposons de développer en une série de la forme
/(m)=AoZo4-A,Z,h-. . .-f-ArtZ,|-h
Un semblable développement étant supposé possible (*), on en déterminera aisément les coefficients. Multiplions en efiet les deux membres par ttT~*(i — u)^'~yZn et intégrons de o à I ; il viendra
/(«)aT-«(, _ «)«-TZ, du = A„J„„,
(•) Sar cette possibilité, voir le Mémoire de M. Darboux Sur le* /onctions de grctndt nombre* {Journal de Liouville, 3* série, t. IV, p. 5 et 877).
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ce qui donnera le coefticient A^ exprimé par une intégrale définie.
187. Les résultats que nous venons de trouver renfermenl comme cas particuliers ceux qui ont été obtenus précédemment pour les fonctions X^, de Legendre. Posons en eflet a = Y = I ; nous aurons
et, en posant u = > nous obtiendrons le nouveau polynôme
188. Considérons comme dernière application l'équation de Bessel
dx^ X dx
Substituons pour^ la série
Il viendra, en égalant à zéro le terme en x'^^^^
(r H- 2 |H- a) (r -h a ji -f-i) Cjn.,
-f- (r -1- a ji-t- a) c^i -f- c,x— «'cp^i = o;
d'où
-gy^
(rH-a(H-2-h/i)(r4-aîH-a — /i)
En posant [x = — i , on aura l'équation déterminante r* — /i* = o, d*où r=:db/i.
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Prenons d'abord r = /i, il viendra
^* 4(/n-iA-i-i)(ii-i-i)
et, par suite,
L a«(/n-i).i ^•••^ 2«l*(n-hi)...(/i-hiA).i.2...ji J
Cfl I a:
Le terme général de la série entre parenthèses peut s'écrire ainsi
2*r(/i-hi)(
Si donc nous prenons pour plus de simplicité la constante Co égale à — — -, il viendra comme première so-
lution la série
^r(/n- iJL-M)r(fA-t-i)'
que nous désignerons par J;|.
En posant r = — /t, on trouvera un résultat tout semblable, sauf le changement de signe de n.
Les deux intégrales Jn, i_n seront évidemment indépendantes si n n^est pas un entier réel; l'intégrale générale sera donc
CJ;j~T~ C J — II*
Si n est entier, on peut évidemment le supposer positif, car il ne figure que par son carré dans l'équation différentielle. Dans ce cas les n premiers termes de J.n s'annulent, car ils contiennent en dénominateur des fonctions F d'argument entier négatif, lesquelles sont infinies. Ou aura donc
^^r(— /n-|ji-hi)r{|jL-+-i)
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ou, en posant [jl = /i -|- [x',
'^-"""2^r(Hi'-M)r(/i-h|jL'-t-i)-( *)''^**
Les deux intégrales J,, et J.n ne seront donc pas indépendantes et ne suffiront pas pour former l'intégrale générale.
189. Pour obtenir dans ce cas une nouvelle intégrale, nous supposerons que Targument, au lieu d'être tout d'abord égal à n, soit égal à /i — e, e étant infiniment petit. Nous pourrons prendre pour intégrales indépendantes, au lieu de
J«^8 et J_«+e, Jfl-e et tlli — -n-t-e— i>-e^ j^ limite de cette
dernière quantité pour e = o nous donnera l'intégrale cherchée, que nous représenterons par Y/,.
Séparons les n premiers termes du développement de J_//^.e et changeons dans les autres l'indice de sommation |jl en /i -h [Jt; il viendra
!„:=: um > -—- rrrr— ^ — r
"»S<-Kf)-'
en posant, pour abréger,
•'^^^ r(/i-h(jL-hi)r(e4-fA-f-i) \2/
r(/i — e-hii-f-i) r(|i-h
Or, en appliquant la formule connue
\i-/ \ I- / sm/>ic
fiQUATIOHS LniftÀIRBS. 287
00 aura
I _, . 8in(/i — e — ul)ic -îw X =r(n — c — ji) — ^ î-^,
expression dont la limite pour e .-=: o est
— T{n — |x) cos(/i — ii)7r = (— i)» -»*+» r(/i — |jl). D^ autre part.
im:^=r(o) = îilog-
r'([i-hi) r'(/n-îi-hi)
r(/i-i-tJH-i)P(iJL-hi) r(iA-+-i)r*(/i-Mn-i)
Substituant ces valeurs, il vient
^r(/n-ix + i)r(ii-hi)L ^^2 r(în-i) r(/n-ix-^i)J
Les fonctions J^ sont liées par la formule récurrente
En effet, substituant pour les fonctions J leurs développements en série et comparant le coefficient du terme en ^/i+2u-i dans les deux membres, on aura à vérifier l'égalité
2a-H»ïir((i H- i) r(/l -h [A -h l)
2/»-i+îiir{[jL-f-i)r(/i-i-fx) 2'»+»i*-»r(a)r(/i-f.ix-hi)
Or on a
r(|jL-hi) = ixrii, r(/i-HiA-4-i)=rr(/i-MA)r(/i4-fJL).
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Substituant ces valeurs et supprimaDt les facteurs com- DiunSy l'égalité à vérifier se réduira à
ïx(/H-|x) "" p. /i-H|i'
ce iqui est évident.
On vérifiera de même cette autre formule
dont la combinaison avec la précédente donnera
Nous signalerons enfin les deux, formules
qu^il est également aisé de vérifier.
191. On peut rattacher à l'équation de Bessel plusieurs équations qui se rencontrent fréquemment dans les applications.
Transformons en eOet cette équation en posant
l clY désignant de nouvelles variables ; on aura
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D'autre pari,
Substituant les valeurs précédentes de^ et de ses dérivées dans Téqnation de Bessel, on aura Féquation transformée
</»V dV
L^équation en^ ayant pour intégrale générale
la transformée aura, pour intégrale générale
f J-rt devant toutefois être remplacé par Y;, si n est entier).
On pourra donc intégrer par les transcendantes J toute équation de la forme
(53) ^«^+ar^-l-(6-Hcf>)V = o,
car on peut disposer des quatre constantes a, P, y^ '^ ^^ manière à identifier Téquation (53) avec (52 ).
On remarquera toutefois que, ^ et y ne pouvant être nuls, la transformation serait en défaut si c ou X étaient nuls. Mais alors l'équation (53) se ramène à une équation à coefficients constants (139).
Les cas particuliers les plus intéressants sont les suivants :
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correspondant àa = ±n, ^ = ^ = 1, et
correspondant à a==-> P = if T=i9 enfin réqnation de Riccati
correspondant àa=: — \, P= — »Y= ^f^^Cj n = =^
IV. — Intégraiion par des intégrales définies
i92. L'équation de Gauss est un cas particulier de la suivante
où i est une constante, et Q(:r), R(^) deux polynômes, tels que l'un des polj^nômes Q(^), xK{x) soit de degré /i, et Tautre de degré ^n.
Nous essayerons de satisfaire à cette équation en posant
lz= fv{u-'X)^''du,
U étant une fonction de u qui reste à déterminer ainsi que la ligne L d'intégration.
Substituant dans l'équation la valeur précédente et supprimant le facteur commun (— i)"(Ç — »)• • «(i — w4-i), il
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viendra
I -^{u — x)l-n rR(2r)H-R'(ar)(a-x)H-R'(x)^-?^p^"H-...l\ = /*[(; — «)(" — ^)5-'»-* Q( w) -t- ( M — ar)Ç-» R(m)] U e/a. DcicrmiDons U par la condilîon
{]du
R(«)U = ^UQ(«),
d'où
d.VQ(u) R(«) . , T,rt- , rRf") ,
et enfin
l'équation précède d te deviendra
du
en posant, pour abréger,
L'intégrale de éfV sera nulle et Téquation sera satisfaite : i^ Si L est un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale lorsqu'on revient au point de départ;
2^ Si L est une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
193. Nous allons voir, en discutant ces diverses lignes d'intégration, qu'on peut obtenir en général n intégrales particulières distinctes, dont la combinaison donnera l'intégrale générale de l'équation proposée.
J. — Court, III. x6
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La fraction jy- — r> décomposée en fractions simples donnera un résultat de la forme
qt—\ = '^X-i « -h ... -h m, « 4- mo
Pv . P,
où
X4-|JL-4-v-|-...z=/i.
On en déduit (4) V=z (« — a)\{u — 6)P.. . .(a — x)5-«eW
en posant, pour abréger,
«î Pv I
, ^1 T^TT — •••-+- const.
Les fonctions \J{u — -c)^~*, V admettent donc comme points critiques le point x et les racines a, 6, ... de Té* quation Q = o et se reproduisent multipliées par tf**'^, ^aiwa,^ g2ni^^^ , , , lorsque Ton tourne autour de ces divers points.
Cela posé, soit O un point quelconque du plan. Joignonsle aux points a, 6, . . . , ^ par des lacets A, B, . . . , X:
soient A, B, . . . , X les valeurs de l'intégrale /U(w — a:)^"*rf« prise dans le sens direct le long de ces divers contours avec une détermination initiale donnée M de la fonction à intégrer. On pourra prendre pour ligne d'intégration L l'un quelconque des contours suivants : ABA^'B"**, . . . , AXA"*X~', . ..; car, si l'on décrit le contour ABA*"*B~*, par exemple, la fonction V se reproduira, au retour, multipliée par
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La valeur [ÂB] de l'intégrale prise suivant le contour ABA~*B~* est donc une solution de l'équation proposée. Il est aisé de la déterminer. En eflet, en décrivant d'abord
le lacet A, on obtiendra une première intégrale A, et U(a — x)^~* aura pour valeur finale e'™"iM. Décrivant ensuite le lacet B, on obtient comme seconde partie de rintégrale «''^'«iB, et U(w — :c)^"* aura pour valeur finale g2iti(aj+p,)]Vf, L'intégrale suivante, le long de A"*, serait évidemment — A si la fonction à intégrer avait pour valeur initiale 6**'»iM (qui est sa valeur finale lorsque Ton décrit A. avec la valeur initiale M); elle sera donc, dans le cas actuel, égale à — e^^'PiA, et lJ{u — x)^"* aura pour valeur finale
Enfin l'intégrale suivant B"* sera — B.
On aura donc, en réunissant ces résultats,
(6) [AB] = (i — e'^'P.)Â — (i — e«^'«.)B.
On obtiendra des formules semblables pour les intégrales analogues, telles que [AX], [BX], .... On déduit immédiatement de ces relations les suivantes :
XA]..-[AX
(8) (i — e««'5)[AB]4-(i — e«^'«.)[BX]-h(i-e««'PO[XA] = o,
qui montrent que toutes les intégrales [AB], . • . s'expriment linéairement au moyen des intégrales particulières [AX], [BX], ... [à moins toutefois que Ç ne soit un entier, auquel cas on aurait évidemment
I — c«^'«=:o, X = o, d'où [AX]=o, [BX]=o, ..., de telle sorte que l'équation (8) deviendrait identique].
194. Le nombre des intégrales obtenues par ce qui précède est égal au nombre des racines distinctes de l'équation Q(;/) = o. Si donc le polynôme Q a des racines égales, ou si son degré est inférieur à n, il nous faudra trouver de nouvelles intégrales particulières. Nous les obtiendrons en choi-
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éissant la ligne d'intégration L, de telle sorte que V s'annule
à ses extrémités.
Soit a une racine multiple d'ordre p. de Téquation Q = o.
Posons
u — a = p (coso •+■ {'sintp),
et
jx-l
^ :=z r {cosp -+■ isinp)
dans les formules (4) et (5) et faisons tendre p vers zéro; on aura évidemment
V=epa. (cosa,«p -h « sina,<p)e''P*"'''l«~l''~fï*-*>*Pi+'»'»ï''-<l*-*-Ç"l, 6 étant un facteur qui tend vers la limite finie
Cette expression tendra vers o ou vers oo, suivant que cos [/? — (|x — i)cp] sera négatif ou positif. Or Téquation
donne pour y un système de 2([x — i) valeurs équi distantes, dans rintervalle de zéro à 21c. Si du point a on mène des droites dans ces diverses directions, elles partageront les environs de ce point en 2([a — i) secteurs. Et, lorsque u tendra vers a, V tendra vers o si u se meut dans un des secteurs de rang impair, vers 00 s'il reste dans un secteur de rang pair. Si donc nous supposons {/Ig* 2) que u, partant de la va-
leur a, s'en éloigne suivant Je premier secteur, traverse ensuite le second secteur et revienne en a par le troisième
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secteur, la ligne Â ainsi décrite pourra être prise comme ligne d^intégration, car V est nul à ses deux extrémités.
La valeur de l'intégrale particulière ainsi obtenue variera évidemment suivant que la ligne A enveloppe quelques-uns des points 6, . . ., a: ou les laisse tous en dehors. Nous admettrons qu'elle ait été tracée de manière à satisfaire à cette dernière condition. L'intégrale ainsi obtenue ne changera pas si Ton contracte cette ligne de manière à rendre ses dimensions aussi petites que Ton voudra; la diminution du champ de l'intégration sera compensée par l'accroissement de la valeur de la fonction soumise à l'intégration.
On obtiendra une autre intégrale particulière en intégrant suivant une ligne infiniment petite À' qui s'éloigne de a suivant le troisième secteur et y revienne parle cinquième, etc., ce qui donnera évidemment |jl — i intégrales particulières.
Chaque racine multiple de l'équation Q = o donnera évidemment un résultat analogue, de telle sorte que, si X est nul, nous aurons le nombre d'intégrales voulu.
195. Si X n'est pas nul, cherchons ce que devient V lorsque u tend vers oo. Nous aurons à poser
uz=:p (cos <p -h £ sin <p ) , — —■ z=z r {cosp -h i sinp)
cl à faire tendre p vers oo. On aura évidemment
V=ôp«t-»-Pi-^-[cos(ai-l- Pi4-...)?-i-''sin(ai-+-P|-|-...)ç?]
-^ grp^[coi(/>4->»9)-»-/«ln(/>-4-Xç)J
le facteur Q tendant vers l'unité.
Cette expression tendra vers o ou oo suivant le signe de cos{p -f- ^^p). Or l'équation cos(p -h Xç») = o donne 2X valeurs de (p. Traçons, à partir d'un point quelconque du plan, des droites ayant ces directions. Elles partageront le plan en 2^ secteurs; pour 1/ = 00, on aura
o ou V=
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suivant que u sera dans un secteur de rang impair ou pair. Et si l'on suppose une ligne Â partant de l'infini dans le ( 2 /?i -H I y*"* secteur et y retournant par le (a/n -f- 3)*'^'°* (après avoir laissé à sa gauche tous les points a, 6, . . ., x)^ elle fournira une intégrale particulière. On en obtiendra ainsi X.
196. Nous avons ainsi obtenu dans tous les cas le nombre d'intégrales nécessaire. On pourrait en déterminer une foule d'autres. Il est clair, en effet, qu'on pourrait prendre pour ligne d'intégration :
1^ Toute combinaison de lacets, telle que chaque lacet fût décrit aussi souvent dans le sens direct que dans le seus rétrograde;
2^ Toute ligne L joignant deux des points a, 6, . . . , oc, pourvu qu'elle arrive à ces points dans une direction telle, qu'on ait, en y arrivant, V=: o.
Mais nous savons d'avance, et il serait d'ailleurs aisé de le vérifier, que ces intégrales sont liées linéairement aux intégrales fondamentales que nous avons déterminées.
197. Pour une valeur donnée de x, les lignes suivant lesquelles sont prises ces intégrales fondamentales peuvent être déformées à volonté sans que la valeur des intégrales soit altérée, pourvu que dans cette déformation elles ne traversent jamais les points a, 6, . . ., or. Si l'on fait varier x d'une manière continue, ces intégrales varieront également d'une manière continue, pourvu que le mouvement de x soit accompagné, lorsque cela devient nécessaire, d'une déformation des lignes d'intégration, qui leur fasse éviter la traversée des points a, 6, . . . , ^r.
Ces considérations permettent de déterminer le groupe de l'équation différentielle proposée. En effet, les points critiques de cette équation sont les points a, i, . . . , et il est aisé de se rendre compte de la manière dont varient les intégrales fondamentales lorsque x tourne dans le sens direct autour de l'un de ces points, tel que a.
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198. Les lacets B, . . . n'auronl pas changé ; maïs les lacets X et A, pour éviter d'être traversés par a et x, auront dû se transformer en X' et A' {fig. 3). Or le nouveau
Fig. 3.
contour X' est évidemment équivalent à XAXA**X~* et le contour A' à
XAX-«=::XAX-'A->.A.
L'intégrale suivant X' sera donc égale à X -h e*^5'[AX], et rintégrale suivant A' à — [AX] -f- A. Par suite, l'intégrale
[AX] = (i - e»^'5)A - (1 - e»«'*.) X
se trouvera transformée en
= [ AX ] [ I — ( I — e««'^ ) — ( I — «'"'*0 e^^^^ ] = e»«'(«.-^Ç) [ AX ] ,
et Tune quelconque [BX] des autres intégrales [BX], [CX],... sera changée en
[BX] + (e»'^'?.— I) e««'Ç[AX].
199. Si a est une racine multiple d'ordre \k pour l'équation Q = o, il existera [x — i intégrales particulières I^, . . . , 1^1 correspondant à des contours fermés infiniment petits A,
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A', ... passant par ce point (194). Ces contours n'étant pas traversés par x dans son mouvement pourront être conservés sans altération. Mais la fonction à intégrer contient le facteur (w — ^)^~"i qui se reproduit multiplié par e^"^'^ lorsque X tourne autour de a, car il enveloppe en même temps le point u qui en est infiniment voisin. Les intégrales I7, > • -, IJLi se reproduiront donc multipliées par e^^*^.
Soient b une autre racine mulliple de Q = o, v son ordre de multiplicité. Il existera v — i intégrales particulières correspondant à des contours fermés infiniment petits passant par b. Le point x restant extérieur à ces contours lorsqu'il tourne autour de a, cette rotation ne changera ni les lignes d'intégration, ni la valeur du facteur (a — x)^'". Ces intégrales resteront donc inaltérées.
Enfin il en est évidemment de même des intégrales correspondant aux X racines infinies que pourrait présenter Téquation Q = o (195).
Nous avons ainsi déterminé d'une manière complète la transformation que subissent les intégrales par une rotation autour de a. On déterminerait de même la transformation opérée par une rotation autour de chacun des autres points critiques 6, ....
200. Il peut arriver, pour certaines valeurs particulières des coefficients de Téquation différentielle, que les intégrales obtenues cessent d'être distinctes. Ainsi, si nous supposons que ttf soit un nombre entier m, Tintégrale
[AX] = (i - e»«'5)Â — (i — e««^«i)X
sera identiquement nulle; car, d'une part, e^'^'*i=i i et. d^autre part, A== o, car la fonction à intégrer reste monodrome dans l'intérieur du lacet A. •
Pour obtenir dans ce cas l'intégrale particulière qui doit remplacer l'intégrale évanouissante, nous supposerons a, = /n-h e, e étant infiniment petit. L'intégrale [ AX] dans cette nouvelle hypothèse ne sera plus nulle, et, en la déve-
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loppant en série suivant les puissances de e, on aura [\X] = [AX]„-,„
Le premier terme de ce développement est identiquement nul. Divisant le reste par e, nous obtiendrons une autre intégrale
qui, pour e =: o, se réduira à son premier terme
'^\e> et X désignant ce que deviennent les intégrales A et X lorsqu'on y remplace dans les fonctions à intégrer le facteur (u — a)*t par sa dérivée (u — a)"* ^og{u — a) pour la valeur particulière ai = m.
On pourra opérer de même dans tous les cas analogues où une combinaison linéaire des intégrales fondamentales s^annule identiquement. En faisant varier infiniment peu l'un des paramètres, convenablement choisi, cette expression cesserait de s'annuler. Sa dérivée par rapport à ce paramètre donnera Tintégrale supplémentaire dont on a besoin.
201. Considérons en particulier le cas où toutes les racines de Q(i^) sont inégales et finies; on aura
et les intégrales particulières de l'équation proposée seront
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données par la formule
Iap...Ç= f(u - a)«-» (Il ^ ^)P-». . . (a - x)^-« rfii,
OÙ L est un contour fermé quelconque, tel que la fonction à intégrer reprenne sa valeur initiale après Tavoir décrit. La différentiation sous le signe / donne évidemment
^î^gpi=(_,)^(5_,)(Ç_a)...(Ç_H.)Ia? ï_j..
Uéquation différentielle à laquelle satisfait Iap...| équivaut donc à une relation linéaire entre les n + 1 intégrales consécutives Iap...|, Iap...,|-ij • • -j lap.. .,!-«•
D^autre part, on a évidemment
la-»-i,p...Ç — Iap....Ç+i-i- (^ — a) Iap...Ç.
Cette formule et ses analogues, combinées avec la relation précédente, montrent que toutes les intégrales de la forme
oii p^ Çj ...,/* sont des entiers, s'expriment linéairement en fonction de n d'entre elles, telles que Iap...Ç-i, -..»
Iap...Ç-/î-
Signalons encore cette formule, dont la vérification est immédiate,
(t _ ,) ^!^« _ (, _ 0 ^i^ = (^ _ «) ^^btJ.
oa ox àadx
202. Si les exposants a, ^, . . . , ç sont réels et rationnels, r intégrale
(ii--a)«-»(ii — 6)M ... (Il — a?)5-irf«
sera une intégrale abélienne, et l'intégrale Iap...ç 6n sera une période.
• On pouvait prévoir a priori que les périodes d'une intégrale abélienne, considérées comme fonctions de l'un des
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paramètres a quiifigurent dans rintégrale, seraient les solutions d*une équation diiïërentielle linéaire à coefficients uniforines. En effet, soient P, P^ . . . les périodes linéairement distinctes. La forme générale des périodes sera
m^ /72|, ... étant des entiers. Si nous faisons varier a d'une manière quelconque, P, P|, ... varieront d'une manière continue. Et, si a reprend sa valeur primitive, les valeurs finales de ces fonctions, étant encore des périodes, seront de la forme mP -H mi P| -|- . . . . L'effet du contour fermé décrit par a sera donc d'opérer sur P, P|, ... une certaine substitution linéaire. L'équation linéaire
d\ dP dP^
da da da
dont ces périodes sont les solutions, se reproduira multipliée par le déterminant de cette substitution lorsque a décrit ce contour; et, si nous divisons l'équation par le coefficient du premier terme, les coefficients de la nouvelle équation obtenue se reproduiront sans altération. Ce sont donc des fonctions uniformes.
203. Proposons-nous , comme application , de former l'équation différentielle à laquelle satisfont les périodes de rintégrale elliptique
considérées comme fonctions du modale k. On a
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en
kl-- r«"»(a~~ir*(a-5')"«^«,
ea posant
Les périodes de cette intégrale, considérées comme fonctions de X, satisferont à l'équation diflcrentielle (i) si Ton pose
Q(a)=:M(tf — i), ^ — {y n—2, R(m) = f— -+- -—1 -1 Q(K) ^ w - J.
Substituant ces valeurs, il \iendra
^d^kl , dkl ...
dx* ' dx *
Il reste à transformer cette expression en substituant à z
sa valeur -r^-
On a
idk ,, . dk
dkl
dx ~
- ^'^ dk'
d^kl
-( ■it.'^^ï .>t.''^ï
dx* ~\ * dk* * ^yt; ' « ' et, en substituant,
L^équation différentielle de Laplace
+(/i -•- «"i *) ^szï -+-•••+(/» + *'« a?) I = o,
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OÙ les /, g 90Dt des constantes, peut s'intégrer par un procédé tout semblable à celui qui nous a servi pour Téqualion (i).
Posons, en effet,
1= I Ve'^du.
Le résultat de la substitution de cette intégrale sera
r[R(w)-hQ(w)x]Utf"'^£/,
en posant, pour abréger,
Si nous déterminons ici encore U par la condition
R(«)U = ^UQ(«).
d'où
Rfw) .
dti
/Rfff
rintégrale précédente se réduira à
fd,UQ{u)e'*^= Cd\.
Elle sera nulle, et Ton obtiendra, par suite, une intégrale de Féquation proposée, si Ton choisit pour L un contour fermé tel que V reprenne sa valeur initiale quand on revient au point de départ ou une ligne telle que V s'annule à ses deux extrémités.
Soient
a^ bf c, ... les racines distinctes de l'équation Q = o,
m leur nombre ;
A, B, C, . . . les lacets correspondants.
a54 TROlSlftXB PARTIE. — CHAPITRE II.
On obtiendra m — i intégrales en prenant successivement pour L les contours
ABA-»B-», ACA~>C
Si Téquation Q = o a des racines multiples, soient a Tune d'elles, [A son ordre de multiplicité : on obtiendra, comme au n° 194, [A — I nouvelles intégrales, en prenant pour L des contours partant du point a et y revenant dans des directions convenables.
Enfin, soit \ le nombre des racines infinies de Téquation Q = o (ce nombre pouvant être nul); on aura
u — a (« — rt)* '** u—b et, par suite,
_, 1 TT. eiu-¥-UX
zrze'^-^^ ^ (//. — a)«. (m — Z>)?. ...0,
le facteur 6 restant fini pour u = ce.
On verra, comme au n® 195, qu'il existe X 4- 1 intégrales correspondant à des lignes L ayant leurs deux extrémités à l'infini.
Ce résultat subsistera, même si X = o, auquel cas V serait de la forme
Les X + 1 intégrales ainsi obtenues, jointes aux précédentes, compléteront le nombre des intégrales requises pour former l'intégrale générale.
205. Nous allons appliquer la méthode précédente à l'équation
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On aura, -Jjns ce cas,
R(tt) = (a/i + i)«, Q(tf) = ««+i, R(«)
Ç ^^l/ = (/H-i)l0g(M«-hl).
Nous aurons donc, comme solution de l'ëqualion proposée, l'intégrale
pourvu que l'expression
prenne la même valeur aux deux extrémités de la ligne d^intégration.
206. Avant de procéder à l'étude des solutions fournies par cette intégrale, il convient de donner quelques explications sur les fonctions eulériennes, lorsque leur argument est une quantité complexe quelconque.
La définition de T{z) par un produit infini n'est soumise à aucune restriction; elle donné, pour toute valeur de 2, une valeur unique et déterminée de r(.3), laquelle est toujours différente de zéro et reste finie, sauf pour les valeurs entières et négatives de 2, pour lesquelles elle est infinie du premier ordre. Mais, pour qu'on puisse considérer T(z') comme fonction de la variable imaginaire z, il faut encore établir qu'elle a une dérivée.
Or r(js) est un produit infini ayant pour (acteur général
n (/iH-i)*
Donc logT(z) sera donné par une série infinie S ayant pour terme général
log/i — log(/i -H s) -t--zlog(/i 4-1) — zlogn.
Prenant les dérivées des termes de cette série, nous aurons
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une nouvelle série S' ayant pour terme général
Hlog(/i-hi) — log/i.
Mais on a
log(n-t-i)-log«=r Ç=^
On étant une quantité comprise entre o et i.
Le terme général de la série des dérivées sera donc
et son module aura pour limite supérieure la quantité
Z désignant le maximum du module de z dans la région où Ton considère sa variation.
Les quantités Â/j ne dépendent plus de z et forment une série manifestement convergente. Donc la série S'est uniformément convergente dans la région considérée et sera la dérivée de log F (^). Donc r(5) = e'®'^^' aura lui-même une dérivée égale à S' r(;5).
La définition de r(z) par l'intégrale définie
T{z)= f* e-U^-^ dt
est bornée au cas où z est réel et positif. Mais il est aisé de la modifier, de manière à obtenir une expression de T{z) en intégrale définie applicable à toute valeur de z. Considérons en effet l'intégrale
e-'/*-» dt
prise suivant une ligne L partant de l'infini positif et y re-
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venant, après avoir entouré Torigine dans le sens direct^ comnie Tindique \'àjig, 4*
l'ig. 4-
Pour définir complètement cette intégrale, il faut préciser
quelle est celle des déterminations de la fonction t^~^ que
Ton adopte. Soit
t^=r. p(cos<p -4- I sin<p);
on aura, par déGnition,
Pour chaque position du point f, p est complètement déterminé; mais l'argument f n'est connu qu'aux multiples près de air; suivant celle de ces valeurs que l'on adopte, celle de f*~* variera.
Nous prendrons pour valeur de f celle qui varie de o à stc lorsque t se meut sur la ligne L. On aura, dans ce cas,
^ fe-U'—^ dt — {e'^'^ — i) T(z).
En effet, les deux membres de cette égalité sont des fonctions continues et uniformes de z. On sait que deux semblables fonctions sont égales dans tout le plan dès qu'elles sont égales le long d'une ligne déterminée. Il nous suffira donc de montrer que l'égalité a lieu pour les valeurs réelles et positives de z.
Dans ce cas, la ligne d'intégration L peut être déformée de manière à se composer ; i^ de l'axe des Xf de oo à s,
J. — Cours, III. 17
t étant une quantité infiniment petite; a^ d'un cercle de rayon e décrit autour de Torigine; 3® de l*axe des x de £ à 00.
Si e tend vers zéro, Fintégrale rectiligne / aura poir
limite
où l'on prendra pour ^*~' sa valeur réelle.
Cette intégrale est égale à — r(2).
L'intégrale suivant le cercle est nulle. Enfin l'intégrale de retour sera
^t9Cl(S-
f(«-i) r e'U*-^dt = e*'^'^T(z),
parce que la rotation autour de l'origine a multiplié /'"* par le facteur e^^'^^-*^— c^^".
L'égalité est donc démontrée.
Considérons, d'autre part, l'intégrale
Jr tp-^ {i — 1)*^-^ (1/ , ABA-'B-»
A, B {Jlff- 5) désignant des lacets rectilignes qui joignent les points critiques + i et o à un point quelconque a. Les
Fij. 5.
valeurs de iP'^, (i — t)9-* dépendent des valeurs initiales adoptées au point a pour les arguments ^ , (fi des quantilés ^ et 1 — t. Nous adopterons celles de ces valeurs qui sont comprises entre — ic et + ic. La signification de l'iniégrale
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étant ainsi précisée, nous aurons f IP-^ (1 - 0'-' dt = (i- «««">) (I - e»«'*) £^^^.
li suifira, comme tout à l'heure, d^établir la proposition pour le cas où p et q sont réels et positifs.
En désignant par Â, B les valeurs de Fintégrale prise le long des lacets A, B, on aura
ABA-«B
D'ailleurs les intégrales le long des petits cercles étant nulles, on aura
f H-/ ::^(_etni>^,) / .
Mais, en vertu de l'hypothèse faite, ^ et i — t auront leur argument nul entre o et i; donc tP~^ et (i — /)y-* seront
réels dans Fintégrale / ; celle-ci aura donc pour valeur
V^^^'^^^t. II, n-» 186-187).
209. Revenons à l'intégrale / e'^{u^ -f- 1)" * du. Soient {fig- 6)
A, B des lacets joignant Tofigioe aux points critiques i et — I ; #
C uae droite joignant l'origine au point — -, situé a Tinfini dans la direction du point ^^;
Donc
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A, B, C les valeurs de Tintégrale prise le long de ce> lignes, en choisissant celle des déterminalions du radical
(w^-l-i) ' qui se réduit à -h i pour la valeur înîlîal'- 11=^0, ce qui revient à adopter, parmi les divers argu-
Fig. 6.
ments de la quantité u^-f- 1 (lesquels diffèrent les uns de> autres de multiples de iii) celui dont la valeur initiale est nulle.
On peut obtenir une première solution en prenant pour ligne d'intégration ABA"*B"*. L^intégrale correspondante étant
on voit, en supprimant un facteur constant, que
I,=iA — B
est une solution.
On obtiendrait d'ailleurs directement cette solution en prenant pour ligne d'intégration le contour fermé AB~', à Textrémité duquel la fonction Y reprend sa valeur initiale + i; car les deux facteurs exponentiels par lesquels
elle a été successivement multipliée sont inverses l'un de l'autre.
<ju, en développant les exponentielles en séries,
V ^^^ — . / a'»(a«^i)""?û?zi_ / f^'"(//*4-i)"'"»^« •
Si m est impair, les deux intégrales entre parenthèses ont évidemment les mêmes éléments et se détruisent; si m est pair =2[x, ces éléments seront égaux et de signe contraire; on aura donc plus simplement
»-i-i) * du.
Posons u= it^^ il viendra
jV désignant le lacet qui joint Torigine au point i, t
étant réel et positif ainsi que (i — t) lorsqu'on va de o à 1.
Dans ces conditions, Tintégrale suivant A' sera égale à
SICi
D'ailleurs e ^ ^"^ = — e^^^'". En outre, si dans la formule
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démontrée au t. I, n** 38o, on pose m =r= 2, 5 = jjl-4- J, il viendra
Sdbslituant ces valeurs, il viendra finalement
SIO. Nous obtiendrons une seconde solution I^ en iotég;rant suivant une ligne L partant du point et y rêve-
nant après av( ir enveloppé dans le sens diiect la partie
de Taxe des / comprise entre — i et +i {/ig» G); car
e"^{U'-{'ij ' s annule au point •
Posons
d'où
»2ATt/
et, par suite,
k étant un entier choisi de telle sorte que les deux membres de Téquation (i3) aient le même argument lorsqu'on donne à ^ sa valeur initiale +00 et à a la valeur correspondante
Nous adopterons pour arguments de / et de 1 H- ~ ceux
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dont ia valeur initiale est nulle; pour argument de .r celui
ff 3 ?r qui est compris entre et — > pour argument initial de
u^ -f- I celui qu'on obtiendrait en faisant décrire à ii la ligne C et prenant zéro pour Targument correspondant à Torigine.
11 est clair que, lorsque u décrit la ligne C, Targument de l'un des facteurs u — i, u f- i augmente, l'autre diminue. D'ailleurs, chacun d'eux varie d'une quantité inférieure à ic : donc l'argument initial à adopter pour m' -H i sera compris entre — ir et -f- n.
On devra donc déterminer Ar, de telle sorte que l'argument
du second membre de l'équation (i3) soit compris entre — Tfc et — f- 7î.
Si X est à droite de Taxe des y^ argo: sera compris entre
et -, et l'on devra poser A* i- o; si a: est à gauche de
cet axe, arg^ sera compris entre - et — , et l'on devra
poser k -— i.
Cela posé, faisons u ^-^ dans l'inté^rrale
elle deviendra
t ayant pour valeur initiale et finale -t- oo, et son argument variant de o à 27: le long de la nouvelle ligne d'intégration. En supposant, ce qui est évidemment permis, que le module de t soit plus grand que celui de x tout le long de cette
ligne, on pourra développer le facteur (»-+--,) par la
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formule du binôtnc, et Ton aura ainsi
Zji^([*-^i)r(/i-ix-^i)J
Z'HfiL+.)r(«-(.-^i)^'' '^^^'^ ^•''-
On a d'ailleurs, en changeant |jl en n — |Ji — -j dans la formule (i i),
T(7.n - -o.xk) 2t/»-«fi-i
TT
,^î«-ljl-t ^
V^ r({x — /i-hi)sin(/i -ji)ir
2siu/ir r(|x — /i-hi)
Enfin
^mi// ,
i_jieit'«(i -f- e'^ï'»).
2 sin/ir Oïl aura, par suite,
IX .'-V 'a
iri (i -4- e"^'") ^(î/i-DArlt/X/» +-1)711
211. Los deux solutions que nous venons d'obtenir sont donc, à des facteurs constants près, égales à x^''J„{x) ei .r~"J_„(x), ce qui confirme un résultat déjà obtenu an nol91.
On peut trouver deux nouvelles solutîonsls etl4 en intégrant le long des lacets D et E joignant respectivement les points
critiques i et — i au point iJ^ff' 6); car e'*^{u^ + 0 *
s^annule en ce dernier point. Nous préciserons le sens de ces intégrales en adoptant encore pour argument de w'H- i au commencement de chacune de ces lignes celui qui est compris entre — u et -4- «.
11 est d'ailleurs aisé de déterminer les relations qui lient ces nouvelles intégrales aux précédentes. En effet, Targument de m^+i reprenant sa valeur initiale lorsqu'on décrit le contour AB *, ce contour sera équivalent au contour C-*AB-«C = C-'AC.C-«B-«C qu'on peut aisément déformer en DE~*. L'intégrale relative à ce dernier contour est I3 — I4 ; on aura donc
(i5) li=I,-I*.
D'autre part, le contour L peut évidemment être transformé en DE ou en ED suivant que est à droite ou à
j;auche de Taxe des y. Dans le premier cas, x sera à gauche de cet axe, et l'on aura
(16) Il =13-+- e(»'»-*)'^'l4.
Dans le second cas, x sera à droite de cet axe, et l'on aura
212. Proposons-nous de déterminer une valeur approchée de Ij et de I4 lorsque le module de x est très grand. Nous admettrons, pour plus de simplicité, que /i a sa partie réelle
plus grande que -Le cas où elle serait <^ se ramène
immédiatement à celui-là, car, en posant I = ^~2"K, l'équation transformée en K ne diffère de la primitive que par le sliine de n.
Dans l'hypothèse admise, les intégrales prises le long de cercles inHniment petits décrits autour de i et de — i sont nulles, et Ton aura évidemment
r, et r^ étant les intégrales prises suivant les droites P et Q
qui joignent respecllvement les points «et — i au point
Soit P' une droite menée à partir du point i et faisant
avec la droite P un ande X inférieur en valeur absolue à --
L'intégrale suivant un arc de cercle de rayon infîni tract'entre P et P' sera nulle; car e"^ tend vers zéro tout le long de cet arc plus rapidement qu^une puissance négative quelconque du ra^on. On pourra donc remplacer Tintcgrale suivant P par rintégrale suivant P.
Or on a sur cette dernière droite
JL' X
t étant réel et variant de o à oo.
On en déduit
k! étant un entier à déterminer de telle sorte que les deux
membres de Téquation aient le même argument le long de F.
Nous adopterons, comme précédemment, pour arguntienl
de X celui qui 'est compris entre et — -? pour arguaient
de t celui qui s'annule sur P', pour argument de i H
celui qui s'annule pour ^ = o.
Considérons sur les deux lignes P et P deux points /?, f' infiniment voisins du point i\ l'argument de u 4- i aura sensiblement la même valeur en ces deux points; et la valeur de l'argument de m — i au point /?' surpassera de \ sa valeur au point /?. Or su point/? Targumcnt de w^-^-i est compris
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entre — it et -!- tz. Sa valeur au point />' sera donc comprise entre - u -r ^ et it-f-)^.
Mais Targument du second membre de la relation (iS) au point />' est égal à
— - -h X — argj? -h 2 A'tc.
Pour qu'il soit compris entre — 7t + Xelii -H X,il faudra poser //^^o ou A''^!, suivant que Targument de x sera compris
entre et - ou entre - et — • On aura donc, en tout état
de cause, k'^^k, le nombre k étant celui qui figure dans
l'expression (i4) de l'intégrale L.
Prenant donc t pour variable indépendante au lieu de u et
remarquant que e * =rr /, il viendra
Il désignant l'intégrale
Or on a
R;7c étant un reste dont nous aurons à discuter la valeur. Donc
le reste U étant donné par l'intégrale
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Mais
n'csl autre chose (|ue l'intégrale
e~* z * az
prise le long d'une droite allant de l'origine jusqu'à Tinfinî avec un azimut X. L'intégrale de cette même fonction étant évidemment nulle sur un arc de cercle de rayon infini, compris entre cette ligne et l'axe des j;, on pourra remplacer la ligne d'intégration par l'axe des .r, ce qui donnera, pour valeur de l'intégrale,
r(/i-f-fA-4-A).
Nous aurons donc, pour expression approchée de H, la série
'^ Y"'r(/i+i)r(/i-i-|x4-l) fj_Y
et nous n'aurons plus qu'à trouver une limite supérieure du module de Tinlégrale U, qui nous permette d'apprécier l'erreur commise.
213. Or e~* ''e^' a pour module ^-'«o*^; et, si nous supposons /i r-= a H- ^/, la quantité
aura pour module
Pour obtenir, d'autre part, une limite du module de Ra», posons
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/{t) et ç(/) étant des fonctions réelles. La série de Maclaiirin, appliquée à ces deux fonctions séparément, donnera
}in
un
0 et Q' étant compris entre o et i; on aura donc, pour Texpression du reste,
Or on a
et, par suite,
|F'"(^)l;l/"(0, IF-coI^It'^COI
Soit donc M la valeur maximum du module de F'"(/) entre o et 00; on aura
. \f-{Ot)\ïW, i9-(Ô'0l<M, d'où
|Rml< MV^2.
D'ailleurs
ety si nous supposons
a:=: p(cos®-h isin<{>)=i pe''P,
OD aura
iH =1 sin(X — ©) -H i — ces (X — 9).
Le module de cette expression
/sin{X — ©) /*
tîJO TROlSifcMB PARTIS. -- CHAPITRE 11.
H pour valeur minimum
|cos().— 9)1
correspondant à ^ = 2 p sin(X — ©), et son argument ^, qui est nul pour / = o, sera constamment compris entre — ir vi
Cela posé,
a pour module
oc fn Q m
Si nous avons poussé ce développement assez loin pour que m soit >> a — ^, le maximum de cette expression correspondra au minimum de r et sera au plus égal à
cos(A — o) ' erJPl.
On aura, par suite,
Yin + i)
(ap)
cos(X — 9)1 * e'^lPl.
214. Nous obtiendrons donc pour limite supérieure du module de U une expression de la forme
K^ico^x-j))i_^_ r.-w.--;--
,„ f e-^'^^t * dt.
K désignant une constante indépendante de x et de X. D'ailleurs, en posant /cosX = 2, on aura
(cosX)""»"'"^' r(a-+-|-f-m)
a-t---»-ifi
(cosX) «
et enfin, par suite,
U||Kr(«H-i-rm)
Le second membre contient Tindéterminée X, variable entre — - et — et dont nous pourrons profiler pour rendre
minimum le coefficient de Nous aurons ainsi
Aç étant une fonction de <p évidemment finie et continue. Soit A son maximum; on aura
La limite ainsi obtenue pour le module du reste U est de l'ordre de --;> tandis que les modules des termes de Tex-
pression approchée de T, sont de Tordre de --) où p. <; m;
circonstance qui justifie notre formule d'approximation lorsque p sera suffisamment grand, toutes choses égales d'ailleurs.
215. Un procédé analogue permettra de trouver Id valeur approchée de I'^. On substituera à la ligne d'intégration Q une autre ligne d'intégration Q' faisant avec elle un angle \
inférieur à - en valeur absolue. On aura, le long de cette ligne,
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les arguments des deux membres étant ici égaux, comme étant tous deux compris entre — « -f- X et it -h X. Ou aura, par suite,
H| désignant Tintégrale
et enfin, en développant la puissance du binôme,
Ui étant un reste dont le module a pour limite supérieure
'-^y A| désignant une constante.
216. En nous bornant au premier terme des développements de Ig et de I4, nous aurons pour ces intégrales les valeurs asymptotiques suivantes :
/ I \ ir/ i
— in — ) — n — .
I,^ (I -h e^^^O e(««-ïM7ri !l. ^ L_r(/i -hi).
/ i\ Kl I
On en déduit, pour la fonction la valeur asymptotîque
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Si X est à droite de l^axe des jy^ on aura A: ^^ o, et cette expression se réduira à
5'îl est à gauche, on aura Xr^^i, et l'expression de viendra
Au moyen des relations (i4) et (17) qui lient J_/i(:r) à Ij et cette dernière intégrale à I3 et I^, on trouvera de même la valeur approchée de J_,i(x).
217. Les deux valeurs asjmptotiques trouvées ci-dessus pour Jn{^) coïncident si n est la moitié d'un nombre entier.
Soit, en effet, n = m -\ Elles se réduisent à
i/- cos Lr — (m -h I ) - •
D'ailleurs, dans ce cas, les développements trouvés pour H cl Hi se limiteront d'eux-mêmes, le dernier terme étant celui on y,^- m] H et H| seront donc des polynômes entiers
en -, de degré m et conjugués, dont le premier terme
est r(m).
Soit
Hi==r(m)ri-a, 1-;-...-^-, -,)'na^^ /M J. J. — Cours, III. 18
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Les autres formules donnent pour n = m-h -i
if
M<"=7niys(-:) '('•-'■')
~ V '^•^ L 2iT(m) J
ou, en substituant les valeurs de H, H|,
^ l ces Lr— (m -t-i) - ( I— ^ -I- ^— .
sin|a?-(m-t-i)-|| — ^-i-^_...;
218. M. Kummer a montré que l'intégrale générale de Téquation
-^^V^ -~ ^^y = «0 -+- «i^ -H . • . -^ a(i_ia:î*-»
s^exprime par des intégrales définies multiples.
Soit, pour fixer les idées, jx = 3, Posons, pour abréger,
— -t- a* uvw X
On a
^ — (— (^"-* -+- a^uwo?) X,
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ei, par suite,
A\ AI
— _ a-«* j^«-a(,/i-j _^ {x-«*xa"-*
au
Intégrons cette équation par rapport à w, ç^ (^, de o à oo,
€t posons
yjiHzSvw^'kdu dvdiv ; il viendra
^^ - x^ykziz— a-'* Mo — «"«^a^M, — a-*a:»M„
^fo, M|, M2 désignant les intégrales
Mo — Sm"-*^'*-* -^-dudvdw.
Mi =r S a**"' -.r-dudçdWi
ôv
M, = Stv -^—dudvdw.
ou
Ces intégrales sont des constantes indépendantes de x et de ■ ; car si, dans la première, par exemple, on intègre d'abord »ar rapport à pp, on aura
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d'où
f 1 — a«-»v^«-*e « dudv 3=consl.
De même pour Mf , Af^.
Posons maintenant
Cette expression satisfera à rëquation
si Ton établit entre les constantes Clés trois relations
— Mo S »-=»*• G^ — ûT.,,
Il restera encore n — 3 constantes arbitraires. On auia donc ainsi Tintcgrale générale.
Soit
une équation différentielle linéaire dont les cocfficient> soient des fonctions elliptiques de m, aux périodes 2to, et 2CO2. Supposons que ses intégrales soient uniformes, cèdent il est aisé de s'assurer en les développant en séries. Nou> allons donner le moyen de les déterminer.
Soient <pi (w), . . -, ^«(m) un système de n intégrales indépendantes. Si nous changeons a en //-Hacoi, Téquation transformée, laquelle est identique à l'équation primitive, admettra comme système d'intégrales indépendantes
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<^cs nouvelles fonctions seront donc liées aux intégrales primitives par des relations linéaires de la forme
les c étant des constantes dont le délcrminant n^est pas nul.
Le changement de u en w-f-2o>i dans les intégrales C|, ..., 0,1 revient donc à opérer sur ces intégrales une substitution linraire, que nous désignerons par S.
On verrait de même que le changement de u en 1/4- 2o>2 «équivaut à une autre substitution linéaire S'.
Enfin le changement de u en w -f- 20)1 + 2CO2 équivaudra à opérer successivement la substitution S suivie de la substitution S', ou la substitution S', suivie de S. Les deux opérations S et S' satisferont donc à la relation
. O SS'-rS'S.
220. Proposons-nous de simpli6er l'expression des substitutions S et S' en remplaçant ^4, . . ., o« par un autre sjstème d'intégrales indépendantes.
Soit s Tune des racines de Téquation caractéristique de S ; il existera des intégrales que S multiplie par 5; soient y, ^^, . - . celles de ces intégrales qui sont distinctes. La forme i^énérale des intégrales qui jouissent de cette propriété sera cLy -4- oL^y ^ . . . .
Soit Y la fonction que S' fait succéder ky] SS' remplacera y parsY; S'S doit produire le même résultat; or S' remplace y par Y; donc S doit transformer Y en 5Y; donc Y «st de la forme cay -\- 7.'y' -^ ....
La substitution S' remplaçant ainsi chacune des intégrales y, y', • . . par une fonction linéaire de ces mêmes intégrales, il existera au moins une fonction linéaire x de ces intégrales que S' multiplie par une constante s'.
Nous avons donc prouvé qu*il existe au moins une intégrale X que S et S' multiplient respectivement par des constantes s et s' ,
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221. Nous allons démontrer qu^on peut déterminer un système d'intégrales indépendantes
y il
i J'i,/i> J'ji» • • • » ^1,'t»
Z\ij •••) ■«»i,/it,» -^îl» •••» *»î,/»t>
rxi,
tel que les deux substitutions S, S' prennent la forme suivante :
*U> • • • I ^ikt • • • • » • • • 7 • ••> •
^I^lA-. • • • > ^1 ( Jit -^ Y/a), . .
S'zrr
yi*j
^iJtA-, • • • • »
* -si {jik
^ik)t • • •
*i) s\ ; ^2> ^2 î • • • étant des couples de constantes différents; Y/A, Yj.y^ des fonctions linéaires de celles des intégrales y dont le premier indice est <^ t; Z,>, ZJy^ des fondions linéaires de celles des intégrales z dont le premier indice est <C i^ etc.
Celte proposition étant supposée vraie pour les substitutions à moins de n variables, nous allons montrer qu'elle subsiste pour deux substitutions S, S' à n variables.
On a vu qu'il existe au moins une intégrale x que S et S' multiplient respectivement par des constantes 5, s'. En la prenant pour intégrale indépendante à la place d'une des intégrales primitives, telle que cp,^, S et S' prendront les formes suivantes :
les diverses quantités <E>, 4>' étant des fonctions linéaires de
Désignons par 2, S' les substitutions k n — i variables
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L'égalité SS' = S'S entraînera évidemment la suivante :
On pourra donc, en appliquant le théorème à ces substituiions, les mettre sous la forme (3). Le même changement dMnlégrales indépendantes, appliqué à S, S', les mettra évidemment sous la forme
J^iifr» ••, y/A-, . • Styik^CiJt^, •••» Si{yik-^^ik)-^Cik^9 ••• ^i'.» •••1 ^iki ••• SlZ^J^-t-d^/e^^ •.., s^(Z{j^-{-Zij^)-hdij^a:y ...
a; SX
JiJky •••>7/A» ... s\yik-^c\iX, . . ., s\{yiji.~h\'if^)~\-c'ijga:, ...
'l'r> •••» -5/'., ... S^Z^j^-hd^j^X, • > . , <$2 (^<>t — Z/A-) ~^"^U-^> •••
jc s! X
Prenons pour intégrales indépendantes, au lieu des y, les suivantes :
les substitutions S, S' conserveront la forme précédente, sauf le changement de
Cite en (5 — 5,)a/A — 5,A|/t + C|A, c\^ en (5' — 5', ) dik — s\ k!i,, -\- < \t,,
Kifçy A[-^ étant ce que deviennent Y/a, Yj^^, quand on y remplace les y par les a correspondants.
Cela posé, si 5^5^, on pourra évidemment disposer des a de manière à faire disparaître tous les coefficients cm* Les coefficients d^^ disparaîtront d'ailleurs en même temps, en vertu de l'égalité SS'= S' S. Égalons en effet les coefficients de X dans les expressions que SS' et S' S font succéder à yix\ il viendra
(4) s^{c\k-^ Ci,,) -^ s! Cik= sf^(^Cik-\- Cik) -^sc'ikf
CiA, C;t étant ce que deviennent respectivement Y^^^ et Y/>k
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lorsqu'on y remplace les j^ par les c ou par les d correspondants. Si les Cih sont nuls, ces relations se réduisent à lâ
forme
{Sx — s)ca-^s^C'ik-^o,
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport aux c\f^y et leur déterminant, étant une puissance de 5| — 5, n'est pas nul. Elles ne peuvent donc être satisfaites qne si les c\f^ sont tous nuls.
Si5'^5p on pourra de même faire disparaître les c^^\ et les relations (4) montrent que les Cik disparaîtront en même temps.
Si donc le couple de constantes 5, ^ ne se confond avec aucun des couples 5|, s\ ; 52, ^J,; . . ., on pourra faire disparaître tous les coefficients C/a, c\f^\ t/,*, d\/.\ . . .; et S, S seront ramenées à la forme requise ; aux diverses classes d'intégrales y^Zj ... viendra seulement se joindre une classe nouvelle, formée de la seule intégrale x. Soit, au contraire. ,s' =1:: 5| , 5'=^ s\ ; on pourrafaire disparaître les coefficients dif^^ (l'-f^^ ... ; et l'on n'aura qu'à poser cm = *i /??<>> <^/a=^ '^'i "'i/i pour ramener S et S' à la forme requise, la nouvelle intégrale X rentrant ici dans la catégorie des in,tégrales j^i*, qui appartiennent à la classe des y et ont l'unité pour premier indice.
222. Admettons donc que les intégrales indépendantes aient été choisies de manière à ramener les substitutions S, S' à la forme (3). Considérons en particulier une des classes formées par ces intégrales, telle que y^, . . . , yik^ .... Le changement de z^ en w + 2 o>, ou m -h 2 coa leur fera éprouver les substitutions partielles
lesquelles devront évidemment satisfaire à la relation
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On a, par définition,
la sommation s'étendant à toutes les valeurs du premier indice / qui sont <^ /', et aux diverses valeurs de m correspondant à chacune de ces valeurs de /.
On voit aisément que <t(t' remplace en général j^iVt par
s,s\ ^yiu ^- Y,* + Y;*-^ ^l, „ ('*'* 2, „-*'""-^''"')] '
la sommation par rapport à /', m' s'étendant aux valeurs de /' inférieures à / et aux valeurs correspondantes de m'.
La substitution ff'o-reniplacera r/Aps'r une expression analogue, où les coefficients a et 6 seront permutés.
Ces deux expressions doivent être identiques, en vertu de (6). En égalant les coefficients des termes en yt,„-, on aura les relations
la sommation s*étendant à toutes les valeurs de / qui sont <C i et > /', et aux valeurs correspondantes de m,
223. Réciproquement, soient o-, (j' deux substitutions de la forme (5) et satisfaisant à la relation (6) ou aux conditions équivalentes (7). Nous allons montrer qu'on peut construire des fonctions y^, . . .^yik-qiù subissent ces substitutions lorsqu'on accroît la variable u de 2 0>| ou de 20)27 et nous déterminerons la forme la plus générale de ces fonctions.
Considérons à cet effet la fonction doublement périodique de seconde espèce
Elle admet les multiplicateurs
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qui se réduiront respectivement à 5|, 5',, si Ton détermine ù. a par les équations
2(1), 6 -h 2r\^a = log5,, awj6 -i- 2T)ta=: logj',.
On peut toujours y satisfaire, le déterminant
étant égal à zh 2Tzi, Posons
7/ A ■ G ( M ) Xtk.
Lorsqu'on accroîtra u de 20)4 ou de 2(1)3, les nouvelles fonctions Xi fi subiront les transformations
(t) I ^iAr> ' • ' ■> '^iky • • ' y «^^iji., . • . , ^/Jt ~r- A/Jt, • • • ;»
("^ ) 1 ^1*» • • • » •^"lA-, • • • » ^lA-> • • • > ''^ik~^ ^1*' • • • |i
X|A, X|^ étant ce que deviennent Y/y^, Y^.^ lorsqu'on y remplace les jK«> par les Xik» Les substitutions t, t' seront échangeables entre elles.
Il reste à obtenir l'expression des fonctions Xik-
Pour cela considérons l'expression
(p(w)= mu -I- m' Ça.
Lorsque a s'accroît de 2(0| ou de 2(1)2, elle subit des accroissements
Acp 17= 2(0i/n 4- 27),m', A'<J> r=: 2U),/?H- 2 7),/n'.
En choisissant convenablement les constantes m, m', on pourra obtenir :
1° Une fonction [jL| ^^ m< a 4- /w', Ç w dont les accroissements respectifs A[X|, A'p.| soient i eto;
2° Une fonction \f.\= m2U -]- m'^^u dont les accroissements A[j.',, A'|Ji'^ soient o et i.
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Posons plus généralement
Jl/ ; y
Nous aurons évidemment
|JL,(tXi^-l)...(tx,--/4-l)
a|a;. — Oi
av,.=o, a' (li — f*;-- , ,
et ces formules subsisteront pour 1=1, si l'on convient de poser
Tout polynôme entier P en jX|, uij, considéré comme fonction de [ji',,peutévidemmentse mettre d'une seule manière
sous la forme
Ao[Xo-i- Ai|j,
les A étant des poljnômes en ^fJ, dont chacun pourra à son tour se mettre d'une seule manière sous la forme
Le polynôme P pourra donc se mettre d'une seule manière^ sous la forme
225. Ces préliminaires posés, nous allons établir qu'il existe des fonctions Xi/g qui subissent respectivement les transformations (t), (t') lorsque a augmente de aw, ou de 2(»>2, et qu'elles ont pour forme générale
les H désignant des fonctions elliptiques arbitraires et ]c> P'/^ des polynômes d'ordre i — / en a,, |jl'^ et entièrement déterminés; la sommation s'élendant d'ailleurs à toutes \e^ valeurs de /inférieur à i et aux diverses valeurs de m correspondantes à chacune d'elles.
On voit tout d'abord que les fonctions J7«jt7 •••? restant inaltérées, sont des fonctions elliptiques, telles que H|j^.
Supposons donc qu'on ait construit, de proche en proche, toutes celles des fonctions x/yt, dont le premier indice esl moindre que A, et qu'elles aient la forme annoncée. Nous aurons, pour continuer l'opération, à construire des fonctions xif( que le changement de u en u -h 2a)| ou u -i- 2 w* transforme respectivement en
Substituons aux fonctions ^r,-^, qui figurent dans X>^, X),. leurs valeurs déjà déterminées; il viendra
QIaS Qu" étant des polynômes en jx,, (jl', , lesquels dépendent linéairement des coefficients de Xxa, Xx^; la sommation s'étendant d'ailleurs à tous les systèmes de valeurs de /, m pour lesquels l<i\.
Les substitutions tt' et t't transforment respectivement ^r^
en
^u -+- Xx/t -f - Xu -H S'Xx* et en
^k -r Xxa ~\- X)jt -t- oXx;t,
o'XxA désignant l'accroissement que subit Xxa par la substitution t'; SXxa celui que subit XJ^a par la substitution t.
D'ailleurs en appliquant ces substitutions aux fonctions déjà construites, ou aux quantités Xx;t> Xx* qui en sont des fonctions linéaires, on obtient, par hypothèse, le même résultat qu'en changeant w en m -4- 2 co« ou u-\- 2102] on aura donc
8Xi*r:r AXi* i^ AS Qi^'" H;„.
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Les fonctions elliptiques H/m étant arbitraires, l'égalité lie ces deux expressions exigera que Ton ait pour tout système de valeurs de /, m où / <^ X,
Or si l'on met les polynômes Q'™ , QîS" sous la forme
0""'-vB' a a' ('•-^'•'<^-'-0,
on aura, en vertu des relations (8),
C^les deux expressions devant élre identiques, on aura les t'*quations de condition
Cela posé, on pourra déterminer un polynôme d'ordre X — l en ;x,, [a;,
lel que ses variations
se réduisent respectivement à Q>î*, Qu"î car ces deux identifications donnent les équations de condition
qui sont compatibles, en vertu des relations (q). Posons maintenant
Le changement de u enii + 2C0| accroîtra cette expression de
M^,.^ 2 AP/;'H/,„- Ai;x^+ ^QiT^im
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et celui de m en w H- a «1)2 l'accroîtra de même de A\»xifrH-Xi. . Pour que la fonction x^k satisfasse aux conditions requises, il sera donc nécessaire et suffisant que Ton ait
ce qui exprime que i^x* est une fonction elliptique Hxa, d'ailleurs arbitraire.
Les intégrales ^/^ sont donc de la forme
Mais les constantes a, b et les fonctions elliptiques H ne sont pas encore connues. Il s*agit de les déterminer.
Le procédé qui nous a permis de reconnaître que l^intégrale générale était uniforme nous a fourni la position de ses pôles r, rf, . . . et leurs ordres de multiplicité y, 8, ....
D'autre part, la fonction j^r^ — r a un seul pôle w = — a (lequel
disparaîtra même si a = o, auquel cas G(a) se réduit à une exponentielle).
Enfin les fonctions {Xf, [x'^ qui figurent dans les polynômes F admettent le pôle simple a = o.
Les fonctions
HiJfc=:
auront donc les pôles c^d^,,» et le pôle inconnu — a, avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y, 8, . . ., i; et les fonctions
pourront admettre, en outre, le pôle m = o, avec un ordre de multiplicité au plus égal à i (car si cela est vrai pour les fonctions dont le premier indice est < /, u = o sera d'un
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ordre de multiplicité / pour H/w, et d'ordre i — / pour le po- Ivnôme PyJ", qui est d'ordre i — /en [Ji«, [x',).
On aura donc, par la décomposition en fractions simples,
Hij,= C,V;(«-c)4-...-+-Cr,0r-»(a-c)
avec la condition
Les termes de la dernière ligne peuvent être transformés
comme il suit.
Posons
Kl*— hik — ^h^ci' On aura
A^/*î(" -H «) -+- ^ik--- A/*[Ç( M -ha)— Ça] -h L/*
Par suite de cette transformation, la constante inconnue a ne figurera plus dans Hm que dans les combinaisons pa, p'a.
227. il ne reste plus d'inconnu que les constantes a, 6, C^-^, . . . , L/A. On les obtiendra par la méthode des coefficients indéterminés, en substituant les valeurs ci-dessus des intégrales yik dans l'équation diflTérentielle.
Cherchons d'abord celles de ces intégrales
dont le premier indice est i et qui, par suite, sont doublement périodiques de seconde espèce. Il en existe toujours, comme nous l'avons vu.
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On a, en prenant la dérivée logarithmique de G(;^),
« p'w — p'a pu — pa
C'est une fonction elliptique où a et 6 ne figurent que dans les combinaisons ^a -h b = 6', pa et p'a. Désignons-la, pour abréger, par I.
On aura
^ /.* :-- GH'u. + G'Ha = G(H;,. h- mu),
5^ J.* -^ G(HU -(- IH.*)' + G'(H;^ 4- IHu)
- G[(H',» -^ iH,*)' 4- i(h;* + m,,)].
On voit donc que le résultat R de la substitution de va dans l'équation différentielle est de la forme
GE
E désignant une fonction elliptique dépendant linéairement des constantes C|a) ...,Li;t, qui figurent dans la fonction elliptique IIu, et rationnellement des quantités !^a-f-6 = 6\ pa, p'a.
Les pôles de GE sont les points c^ d. . . , avec des ordres de multiplicité au plus égaux à y -^ /i, 3 -t- /i, . . . ; E peut admettre, en outre, le pôle simple — a, qui est un zéro de G. Le nombre total des pôles de E ne peut donc surpasser Y _i- /i -j- ô -}- /i - - . . . -h I . Si donc nous exprimons que celle fonction a des zéros en nombre supérieur à ce chiffre, nous saurons qu'elle est identiquement nulle, et que j-^^^ e>l une intégrale.
Nous pourrons, par exemple, développer E suivant ks puissances croissantes de u, et égaler à zéro les coefficients des diverses puissances, jusqu'à celle d'ordre
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inclusivement. Les équations de condition ainsi obtenues forment un système surabondant; mais nous savons a priori qu'il a des solutions.
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport à (^J^., . . ., L|A, rationnelles par rapport à b\ pa, p'a. Ces dernières quantités seront donc déterminées par des équations algébriques, auxquelles on devra joindre Téquation connue
p'^a — ip^a — gtpa— g,.
Une fois pa^ p'aj b' déterminés, on en déduira, par les procédés connus, a, Ça, et enfin 6 =: 6' — Ça; enfin, les (]J^, . . ., L|A s'expriment en fonction linéaire et homogène •d'un ou plusieurs d'entre eux, qui resteront arbitraires.
Si Iç nombre total des solutions trouvées est égal à l'ordre n de l'équation, ce qui sera le cas le plus habituel, leur combinaison donnera l'intégrale générale; dans le cas contraire, il faudra déterminer de nouvelles intégrales.
228. Supposons que nous ayons construit toutes celles des intégrales ytk^ . . . , c//t, . . ., dont le premier indice est <[ X, et déterminé les fonctions linéaires correspondantes Y,;i, Yrt, • . . . Cherchons à déterminer les intégrales y\k (s'il en existe) et les fonctions correspondantes Y>a, Y)jfr.
On a
^x* = G{Hx*-+-2:Pl?H,,,), où tout est connu, sauf les coefficients indéterminés
Cx*', ...» Lxa>
dont dépend Hx;t, et les coefficients de Yx*, Y-^, dont les polynômes Px2* dépendent linéairement.
Substituons cette expression dans l'équation diff'érentielle. Le résultat sera de la forme GExa, Exa étant une fonction aisée à obtenir par la difi'érentiation et telle que la somme des ordres de multiplicité de ses pôles ne surpasse pas P4-/i + Y-l-^H-''--hi» D'ailleurs, cette fonction est elliptique. Eu efiet, changeons a en a + 2a>|. Il est évidera-
J. — Cours, III. 19
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ment indifierent de Taire cette opération sur j^jt avant de le substituer dans Téquation diflerenlielle ou de la faire dans le résultat de la substitution. Dans le premier cas, on change j^.^ en 5| {y\k -^ Yx*), et, comme Yxa est une fonction linéairf des intégrales déjà trouvées, le résultat de la substitution de cette nouvelle expression se réduira à s^ GExa- Donc GEx* se reproduit, multiplié par 5|, quand on change u en </ ~ 20)4; G jouissant de cette même propriété, Ex^t ne sera pas altéré. On verra de même qu'on ne Taltère pas en changeant u en
Il suffira donc, pour annuler Exa^ d'exprimer qu'elle adma plus de ^ — n--Y-i-/i-^.--t-i zéros. On obtient ainsi un système d^équations linéaires et homogènes pour déterminer les coefficients inconnus. Si ce système est compatible, on obtiendra des intégrales de l'espèce cherchée. Sinon, on sen assuré que la classe des intégrales v,a est entièrement épuisée, et l'on fera une recherche analogue sur les autres classes d'intégrales. On finira nécessairement par obtenir un système de n intégrales distinctes.
229. Parmi les équations qui rentrent dans le tvpe considéré ci-dessus se trouve l'équation de Lamé
où n est un entier positif.
L'intégration de cette équation par M. Hermite a été le point de départ de la théorie précédente.
Les intégrales n'ont aux périodes près qu'un point critique u = o, aux environs duquel elles sont régulières.
L'équation déterminante est
Ses deux racines, — /i et /i -{- 1 sont l'une paire et l'autre impaire. Soit r l'une d'elles ; on aura une solution de la forme
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Substituons ce développement de a:, ainsi que celui de pu
et égalons à zéro le coefficient du terme en u'^^^j nous aurons la formule récurrente
F( r -h 2 ji -h 2 )ajjt^., — Aa|A — /i (/i -h i) (Cj a|t_, -h c,a,A-ï -h...) ~o,
dont l'application ne peut donner lieu à aucune difficulté, F(/--|- 2[x-i- 2) n'étant jamais nul.
Les deux intégrales particulières ainsi obtenues sont distinctes, car l'une est paire et l'autre impaire. L'intégrale générale résultant de leur combinaison sera uniforme et aura un pôle d'ordre n au point u = o.
Nous allons calculer cette intégrale dans le cas le plus simple, celui où n = i. Léquation se réduit à
Elle admet des intégrales périodiques de seconde espèce
La fonction H n'admet plus le pôle w = o, qui est déjà un pôle pour G, elle ne pourrait donc admettre que le seul pôle simple u = — a , mais cela est impossible ; elle se réduit donc à une constante et nous pouvons la supposer égale à l'unité.
Nous aurons donc au moins une intégrale de la forme
^ cr(w-f-a) .
•^ au
On
ff(M H-a)= aa-h ua'a-h-
QU m(H- û?, w*-4- . . .)
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d'où le développement
V ^^. H Mo -r- M. M -r- M, «• -,- • . • ,
en posant, pour abréger,
M zrz aa, Mo=6Œa-hff'rt,
M, rrr ^ b^aa -h 6(j'a-4- -a'a, ....
fT-v 2M au- u^ (3n a enfin
2pu -\- h— —, -!- A -^ 2C, tt* H- . . .
Substituons ces valeurs dans l'équation.
Le résultat sera une fonction doublement périodique de seconde espèce qui ne peut avoir de pôle (aux périodes près que pour u ir= o. Si nous exprimons que les coefficients des puissances négatives de u et le terme constant s'annulent, la fonction, n'ayant plus de pôle, mais ayant un zéro, sera nulle.
On obtient ainsi les équations suivantes :
2 M — 2 M r= o, 2 Mo — o,
AM-r 2Mi = 0, 2M, — 2M, — /iMj^rziO,
qui se réduisent aux deux suivantes :
o -= Mo = b<5a -f- «j'a, o =3= AM -î- 2M1 T=ih<sa 4- ^- art -H 2 6 ci' a -h <r'a;
d'où
et
ou
<sa —
rj'^a
Si h est égal à Tune des quantités ei, 62, ^s, par
exemple à 6%^ les deux racines a ^^ <oj et — a = — o)| sont
-égales aux périodes près, et les deux solutions particulières
ne sont pas linéairement distinctes, mais se réduisent à la
solution unique
(laquelle ne diffère de 0*10 a que parle facteur constant (>a)<). Pour obtenir, dans ce cas, la seconde solution qui nous est nécessaire, supposons que A, au lieu d^étre égal à ^,, en soit inGniment voisin. L'équation pa -- h admettra les deux racines Wf -f- e et o)^ — e; nous aurons donc les deux intégrales
y .» ^( w -'- Wi -*- e)
JU
Leur combinaison donne l'intégrale -' — dont il est aisé
de trouver la limite pour e ^-^ o.
On a, en effet,
— 7i, —sei-t- .. ,
a{u 4- Wi -h e) = (J(u -h wj) -}- ty' ( u -h tOj) -h . . .
= a(w-Moi)[i-T-£!;(w -Ha)i)-4- . . .],
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d'où
(tu
j H-e[(;(W-4- w,)-r-ei«'l -h. . .] j,
. «a?, — JTi
X2 s'obtiendra en changeant le signe de c: aura é\i-
demment pour limite
<tu Ce sera la seconde solution cherchée.
231. Cherchons encore dans quel cas réquation de Lamô admet comme intégrale une fonction elliptique M(i/) aui périodes 4^i ^^ 4^2-
L'équation n'étant pas altérée par le changement de u en — w, M -f- 2tL)4, 1/ -H 2(0,, admettra aussi comme solution le« fonctions elliptiques M( — m), M(«/ H- 2Ci>,), M(w-f-a«i)2V Mais ces nouvelles intégrales ne peuvent être linéairement distinctes de M(w); car l'intégrale générale de l'équation ne peut être elliptique, puisque, parmi les intégrales particulières, il en est une qui est une fonction entière s'annulant pour m = o.
On aura donc
M( ~w) = cM(w), M(«4- 20),) — c,M{tf), M(a 4- awj) 33c,M(a),
c, C|, C2 étant des constantes. D'ailleurs, en changeant encore une fois a en — u, 1/ -h 2C0| ou w -f- 2(i>2, on voit qu^on aura
On pourra donc écrire
M(w) — NP, N désignant l'une des huit ei^pressions
(dont le choix dépendra des signes de c, C|, C2)et Pune fonction elliptique paire, aux périodes 2a)< et acoa, et n'ajant de pôle que pour u = o : ce sera donc un polynôme entier en pu.
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Il est aisé de former les dérivées successives d'une expres- -sion de celte forme. On a, en effet,
et, par suite,
il désignant un polynôme entier en w, et N, le produit complémentaire de N formé par ceux des facteurs «"«oW 4"^ N ne -contient pas.
On aura, par suite,
— — (Q'p~2nP')N, --- N,p„
1*1 étant un polynôme en pu.
On trouvera de même
P2 étant encore un polynôme en pu.
Le résultat de la substitution de J\P dans Téquation de Lanné sera donc de la forme
^ _[„(„ + ,) p„ 4. A] NP:=NQ,
où Q est un polynôme entier en pu qui s'annulera identiquement si NP est une solution.
Soit
P = a^pV-u -h ay,^^p^-^ U'h,.,~\'ao
et soit k le nombre des facteurs de N. Le premier membre sera infini d'ordre A: + 2 [jl 4- 2 pour m = o ; il en sera de même du second. Donc Q est un polynôme de degré [jl + i , tel que
La comparaison des valeurs principales donne immé-
Ajj^Hi — o
396 TROISIÈME PllTIB. — CHAPITRB II.
dialement
Api+i = [(A:-t- 2 |x -H i) (^ 4- 2 p.) — /i(/i -+- 1)] ap,.
I^s coefficients suivants sont évidemment de la forme
A|jt =: Bji, — ha^^ . . . , Aç 11= Bq — ^ûfo>
BjjL, ..., Bq étant des fonctions linéaires et homogène^
en a^^ • • • 1 ^o-
L'équation
donnera
Les autres équations
A II, ^"^ O, • • • ) Aq III3 o
fourniront ensuite les rapports des inconnues a^,, . . . , «0 si leur déterminant est nul, ce qui donnera pour h une équation de degré jjl + i .
Cela posé, si n est un nombre pair 2m, on pourra supposer A: = o, a == m, ce qui donnera m --h i valeurs admissibles pour h.
On pourra encore poser k z^ 2^ u. = /n — i, et Ton obtiendra m valeurs pour A; soit 3m valeurs en prenant successivement pour N les trois produits de deux facteurs qu'on peut former avec les o-ao"*
Le nombre total des valeurs de h, pour lesquelles Téqualion admet une solution de la forme désirée, sera donc
m 4-1 4-3m-rr2/i-hi.
Si n est un nombre impair a/n-j-i, il faudra supposer: 1" yi- =:r I, [jL =: m, d'où 771 -j- I solutious, OU 3(w -[- i) cu prenant successivement pour N chacun des trois facteurs 0-^0^;
2° ou A" = 3, |JL r= 772 — : I , d'oÙ 771 SolutioUS.
Le nombre total des valeurs de h qui fournissent des solutions de Tespèce NP sera donc
3(77lH-l)-l-77t=i:27l-i-I,
comme dans le cas précédent.
232. M. Halphen a montré qu'on peut ramener aux équations de M. Picard les équations
à coefficients elliptiques, lorsque les rapports de leurs întétéirrales sont des fonctions uniformes.
Soît, en effet, a Fun des pôles des fonctions /?|, ..., p,i* J^^équation déterminante qui correspond à ce point sera
/•(r — i)...(r — rt4-i)-h ar{r — i)...(r — /i-^2)-f-... = o,
a désignant le résidu de p^ par rapport au point a.
Les quotients des intégrales étant uniformes, les racines de cette équation différeront les unes des autres de nombres entiers. Si donc on désigne par r Tune d'elles, leur somme
sera égale à
nr -H e,
e désignant un entier.
Mais celte somme est égale à
On aura donc
nr -{- e : -- ~ — a.
Faisons la somme des égalités analogues pour les divers pôles a contenus dans un parallélogramme de périodes. La somme des résidus a étant nulle, il viendra
/iSr =::: entier.
Donc Sr est un nombre commensurable.
Soit m le plus petit entier tel que la quantité
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soit un entier. Posons
Si nous changeons w en w -f- amo) (20) désignant une {>érlode primitive quelconque) v{u — a) se reproduira, niuluplié par
et 0"— se reproduira, multiplié par Donc P se reproduira multiplié par
iI[lmT(î(i/-»-mci> — a)-»-ltci]r— j îriC" -t-wj-i-wi jE
et sa dérivée logarithmique -rj sera accrue de
a/wn 7 r — 271 — =: o.
Donc -jj est une fonction elliptique aux périodes amco,.
Il en sera de même de -p-> -p- > • • • > en vertu de la formule
récurrente
Pf^ e/ Pt*-» PV--^ P'
Posons maintenant
La transformée en z sera
-t/'iP
+ (/i-i)y^jP' 4- /?iP
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et si nous divisons par P, les coeflicients seronl des fonctions elliptiques aux périodes 2ma>i, 2/nco2, cat p^^p^^ ... admettent ces périodes.
D'ailleurs, l'intégrale générale 5 = ^ de cette équation est
uniforme; les points critiques de >3 = ^ sont : i** les points |
a 4- 2/w,u>, -f- 2/nj(o,, ...,
pour lesquels^ et P sont tous deux de la forme
(a -\- 2/n,(jj,-h 2m,to2)'*S,
S désignant une série de puissances entières; ces points seront donc des pôles pour z] 2*' si l'entier E est négatif, les
zéros de 0" — > lesquels seront aussi des pôles pour z.
L'équation transformée appartiendra donc au type de M. Picard, sauf que les périodes des coefficients ne seront plus 20)4, ?.tù2y mais 2/;i(0|, 2/710)2.
I. — Notions préliminaires
F = o, F< = o, ... entre des variables indépendantes ^i,
x„, des fonctions de ces variables Ui, . . ., Um et leurs dérivées jusqu'à l'ordre/) peut être remplacé par un système ne contenant que des dérivées partielles premières.
En effet, chacune des dérivées partielles d'ordre p^ qui figurent dans les équations, est, par définition, la dérivée première d'une des dérivées partielles d'ordre/? — i; celles-ci sont des dérivées premières de celles d'ordre/? — a, etc. Si donc nous prenons pour inconnues auxiliaires les dérivée? partielles d'ordre <</?> les équations F = o, F| = o, ... ne contiendront plus que des dérivées premières; et il en sera de même des équations qui définissent chacune de nos inconnues auxiliaires, et qui, jointes aux précédentes, constitueront un système évidemment équivalent au système primitif.
On peut donc se borner à considérer les systèmes d'équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. II est même permis de supposer que les dérivées partielles n\ figurent que linéairement, à la condition de joindre au\ équations différentielles certaines conditions accessoires.
Soit en effet
dux du
âxi ôx
dll,n
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Il II semblable système. Prenons pour inconnues auxiliaires
les dérivées partielles -r— ^^ •••» -<-"-> que nous représente-
rons par/741, ' • "I Pmn^ Le sjstème donné équivaudra au suivant :
V \ V \X^j . . . s X^ X ^\i • ■ • > W;rt '1 Pwi • • . j Pmn) — - 0|
D'ailleurs, pour que F, . . . soient identiquement nuls, il faut et il suffit : 1° qu'ils s'annulent pour une valeur particulière Ç| de la variable x, ; 2° que leurs dérivées par rapport à ^1 soient nulles. Nous pourrons donc remplacer les équations (i) par les suivantes :
pour j;, rr: Ç|, et
Or les équations (a) et (4) forment un système d'équations linéaires, auquel il suffira de joindre les conditions accessoires (3).
Fir=:o, . . . , F/= o
entre n variables indépendantes x^^ . . ,, Xn et m fonctions
«I, . . ., Um sera en général incompatible, si Je nombre i de
ses équations surpasse le nombre m des fonctions inconnues.
Supposons en effet que les équations données renferment
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les dérivées partielles des fonclioas u jusqu'à Tordre /?. Joignons à ces équations leurs dérivées partielles saccessi^ef par rapport aux diverses variables indépendantes. Il arriveni nécessairement un moment où le nombre des équations oh*tenues surpassera celui des fonctions u et de leurs dérivée? partielles qui j figurent. En effet, lorsque nous prenons les dérivées partielles dWdre k des équations primitives, nous ob-
tenons i j équations nouvelles; d autr
I • ^ • ■ .AT
part, nous introduisons comme nouvelles inconnues les d*^-
rivécs partielles d'ordre p -\- k des fonctions «/, dont le
nombre est m—^ ^-t Ce nombre serj
I .2. . .(/? -I- A) inférieur au précédent, dès que A' commencera à satisfaire à
rint'iîalité
A partir de ce moment, le nombre des équations successivement obtenues croîtra plus vite que celui des inconnue? et finira par le surpasser. Eliminant alors ces inconnues, on obtiendra une ou plusieurs relations ^ = o, ^, = o, . . . entre les variables Xi, * . .y Xn] celles-ci étant indépendantes par hypothèse, on voit que les équations données seront incompatibles, à moins que ^, ^i, ... ne soient identiquement nuls, ce qui donnera autant d'équations de condition nécessaires pour que les équations F| = o, ..., F/=o puissent subsister simultanément.
235. On voit de la même manière qu'un système de m équations aux dérivées partielles
entre Ti , . . . , a:» et m fonctions W| , . . . , Um peut en général être ramené à un système d'équations
* iz.- G, *,--io, ...
ÉQUATIONS AV\ DÉRIVÊRS PARTIELLES. 3o3
TIC contenant plus qu'une seule fonction inconnae f/| ; car, en joignant aux équations proposées leurs dérivées partielles successives, il arrivera un moment où le nombre des équations obtenues surpassera celui des fonctions <^2, . . . , 2/;it et de leurs dérivées partielles. L'élimination de ces inconnues donnera de nouvelles équations <I> = o, 4>| = o, . . , entre Xij . . . , Xny Ui et ses dérivées partielles.
236. Considérons un système d'équations aux dérivées ]iartielles
entre les variables indépendantes x^, . . ., x,i ei m fonctions 1^1, • • • , Wi»; et soit rk Tordre des dérivées partielles les plus élevées de la fonction u^ dans ces équations. On pourra, en remplaçant x^^ ..., x,t par de nouvelles variables indépendantes
Iy\ =^ ^11 J;| -h. . . -h C^n^nt
choisir les constantes c, de telle sorte que chacune des dc-
rivées -r — -7 • • • > -^^ — > • • • heure dans les équations trans-
formées.
Kn effet, on aura
dx, -'Jj, --'dr
Chacune des dérivées partielles des fonctions W|, . . ., Um par rapport aux variables ^i, ..., oT/i s'exprimera donc linéairement au moyen des dérivées partielles du même ordre prises par rapport aux nouvelles variables j^i , . . . , y,f
Posons, pour abréger,
Uune au moins des équations données , par exemple
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F| = o, contiendra des dérivées pariiclles d'ordre /"i de id fonction Ui ; soient
ces dérivées partielles. La dérivée -v— ^ sera de la forme âF
G|, G2, ••• n'étant pas identiquement nuls et ne contenant, ainsi que Go, aucune dérivée de Ut d'ordre > r^. Transformons cette équation par la substitution (5j; fi
viendra
^F, _ âF, ÔF,
R' étant linéaire par rapport aux dérivées partielles d'ordi Ti -J- I de la fonction Ui, autres que celle que nous avons mise en évidence.
Les autres dérivées d'ordre Ti H- i qui (igurenl dans Tei-
âF pression de ■—■ donnent un résultat analogue.
On aura enfin
Fo, Fi, ... ne contenant les nouvelles dérivées partielles
de Ui que jusqu'à l'ordre r^,
ôF On aura donc, pour transformée de y-^> l'expression
<JF, ■ dF,
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R ne contenant pas la dérivée -^ ' ,. _^/ « D^ailleurs le coeflicient
de ^. ^^ ne peut être identiquement nul; car, en Texprimant au moyen des anciennes variables x, il devient
et comme G|, G2, ... ne sont pas identiquement nuls, il ne peut évidemment s'annuler que pour des valeurs particulières des constantes c. En ayant soin d'éviter ces valeurs, on
voit que
ÔF^ dF,
contiendra la dérivée ^ .. ^,S ce qui serait évidemment impossible, si F| ne contenait pas la dérivée '\—- •
237. Nous nous bornerons à considérer le cas où les équations transformées ont pour premiers membres des fonctions
distinctes des dérivées -,—7-' ••> "^ '^ - En les résolvant
par rapport à ces dérivées, nous pourrons mettre le système sous la forme normale
d^i Ui ()'*«i u
<I>|, ..., ^m étant des fonctions des variables indépendantes Xn •••? JK/i,des fonctions u^n ..., Um et de leurs dérivées partielles jusqu'à Tordre r^, ..., r^ respectivement (celles de ces dérivées qui figurent aux premiers membres étant exceptées).
Théorème. — Les quantités y i, ..., yn^ W|, ..., Um, ...,
^ ^^^ a — ' ' " qui figurent dans les fonctions ^i, ..., ^m
étant traitées comme des variables indépendantes, soit J. — Cours, m. 20
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a^,...,a,„ ftio-."» •••» ^ITo...^ • •.ôk.a,..,! ^^^ un système qu^l conque de valeurs de ces variables aux environs diiqu-
O, , <^„i soient développables par la série de Taylur.
Soient d^ autre part
des fondions que/conques de y^, .. ., y m développabUpar la série de Taylor aux environs du système de valeurs a^y . . ., am, ^^ telles en outre que Von ait en ce point
^ ui ^ ' T/ _ U
On pourra déterminer, et cela d\ine seule manière^ un système de Jonctions «4, . . ., Um des variables y ^ , - . -, Vb, développahle par la série de Toylor aux environs tin point as, . . ., a,», et qui satisfasse aux équations (6) ainsi qu!aux conditions initiales suivantes :
^/i ^' ' c^JÏ
Cette proposition fondamentale est due à Caachy. Mf * dr Kowalewska en a donné une démonstration élégante, que nous allons reproduire.
238. Considérons tout d'abord le cas où les équations aux dérivées partielles proposées sont du premier ordre, linéaires et homogènes par rapport aux dérivées partielles, et ne codtiennent pas les variables indépendantes, de telle sorte que le système (6) se réduise à la forme
(iz= I, 2, . . ., m; A: = i, 2, . . ., m; /=2,...,/i), où les G sont des fonctions de i/i, . . . , Um*
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L^énoncé du théorème général se réduira alors au suivant :
Soient b\ , . ,^ b"^ un système de valeurs de u^, . . ., Umj a,ux environs duquel les fonctions G soient dés^eloppables par la série de Taylor; a<, ..., an d^ autres constantes quelconques. Soient^ d^ autre part j cpi, ..., ç^ des fonctions ^^^ yi-i •••» //!> qui se réduisent respectivement à 6*, ..., fe"' pour y2= a-î^ ..., yn= ûf«, et qui soient développables par la série de Taylor aux environs de ce système de valeurs. On pourra déterminer d^une seule manière un système de fonctions «i, . . ., Um des ^variables y{^ , . -^ yny dévcloppables par la série de Taylor aux environs du point y^=z ax^ , . ,^ y,iz=:z an^ qui satisfassent aux équations (8), et enfin se réduisen t respectivement àoi, . . . , ©m pour y ^ = a^ ,
Psous supposerons, pour simplifier récriture, que ai, ..., a/tj b\ . . ., 6"* soient nuls, ce qui ne nuit pas à la généralité de la démonstration, car on pourrait au besoin prendre j)Our variables indépendantes j^i — a,, ..., yn — an et pour fonctions inconnues £/| — 6', ..., u^ — b"*; enfin, considérer à la place des fonctions <pi, ..., Om les fonctions o, —6', ..., ^m— b"*.
D'après les hypothèses faites, les fonctions G^^ sont déveioppables en séries, de la forme
(9)' Gl,:iz^Aili....aî.i/;«....
Ces séries étant convergentes tant que les modules de u^. (i'2j • •• seront assez petits, on pourra déterminer deux constantes M, r, telles que Ton ait
I A ikl f = ^
et, a fortiori,
/,^x \ Kikt ,^(«t -^«T-H ...)! M
» « I ^ a, ! a, 1 . . . /.ai-Haa-+-...
On aura de même
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et Ton pourra déterminer deux constantes N, p, telles que l*on ait
Les fonctions cherchées 2/|, ..., Um^ devant être développdl)les suivant les puissances de^r,, ,.,, yn pourri = o, seront de la l'orme
(12) "/— ?i -^ ?ii7i -+" ?ii.rî -^ . . . ,
<?«ij ?i2> ••• étant des séries qui procèdent suivant les puissances de ^2, ,.., V/i.
Remplaçons, dans les équations (8), les fonctions G^/, pui^ les fonctions Ui par les développements (9) et (12), et égalons les coefficients des mêmes puissances de^i dans les deux membres; nous obtiendrons, pour déterminer les coefGcient« P/i * • • •» Ç/fjL> • • •? une série d'équations de la forme suivante :
Fi ii+« étant une somme de termes dont chacun est le produit: 1° d'un entier positif; 2** d'un des coefficients A ; 3° d'un produit de séries cp dont le second indice ne surpasse pas }i: 4" d'une dérivée partielle de l'une de ces fonctions ç.
Les formules (i3) fourniront, par voie récurrente et sans ambiguïté, les valeurs des diverses fonctions cp/ji sous fornit' de séries procédant suivant les puissances de r^, — , y^, chaque terme ayant pour coefficient un polynôme formé avec les coefficients A, B et dont chaque terme est affecté d'un facteur numérique positif.
Nous trouvons ainsi une solution unique; mais, pour prouver qu'elle est acceptable, il reste encore à établir h convergence des séries obtenues.
239. Or il est clair qu'on diminuera les chances de convergence en remplaçant les coefficients A, B par les limites supérieures (10) et Ti i) de leurs modules; mais nous allons
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prouver que, même dans ces conditions défavorables, la convergence subsiste lorsque ^«, ...,^/i sont suflîsamment petits. On a, en elTet, dans ce cas,
et de même
en posant, pour abréger, jKar- • . . H- J'w =^ ^.
Les équations aux dérivées partielles deviendront donc
dui
M _ Y duk
et les conditions initiales seront
<i5) Posons
w/— -_- pour/, =10.
«/l=:...= W^=:tj;(j,,0.
Les équations (ï4) et(i5) se réduiront aux deux suivantes
àr^
min- ' 1 ) -r-
^——~ pour7ir= p — i
Or l'équation (i6) étant mise sous la forme
( I 1 ) _L Mm(/i— i) .- =0,
son premier membre est le jacobien des deux fonctions i/ et
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fi f- j t -r-Mm(n — 0^<- ^'^® équivaut donc à la rela-
tion
^i_^^f4.Mm(/i-i)j,=zF(^),
F étant une fonction arbitraire. Cette fonction sera détermi née par la condition (17), laquelle donne
ou, en posant
— P, d ou t:=z —^ »
F(r)— I ^rr^
Donc ^ sera déterminé par l'équation
Les deux racines de cette équation se réduisent respective-
ment à zéro et à — pour r^ = o, i = o. Aux environs de ce svs-
tème de valeurs, elles sont développables en série convergente suivant les puissances de y^ et de t. Prenant celle de ces deux séries qui s'annule pour j^| = o, ^ = o, on aura la fonction cherchée ^(jKm ^)î dans laquelle on n'aura plus qu'à substituer r=^2 + ' • 'H-JKrt pour obtenir les développements de Ut, . . . , Um^ qui seront évidemment convergents tant que les
modules des variables y seront moindres que j R dt*-
signant le rayon de convergence de la série ^ (yt , t) par rapport aux variables j^i et t,
240. La démonstration du théorème général du n® 237 se ramène aisément au cas particulier que nous venons de discuter-
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Prenons, en eflet, pour variables auxiliaires les dérivées partielles
qui figurent dans les équations (6) et, pour plus de symétrie, posons en outre £/|= Po,o,...' Les équations (6) et (7) deviendront
( i8) ^ri,0,...,0^^*/(/l> • • 'fynfPo.o,.. > • • •» /^a„B, ...» • • •)»
(19) />a..o,o.... — ??' pour/, = ai et a, - : o.
Ces dernières équations, dérivées par rapport à Vo» •••? ^/i? donneront plus généralement
( 20 ) pk^oL a, = ^srz ;)ir-7- P^^^^ 7i ^- «1 et «^ < r/
et, par suite,
/?«,.«,...,«„ — ^a.,a a„ pour J^i — fli, . . . , /;,— a^,.
Enfin, si l'on pose y^ = a^ dans les C({uations (18), il viendra
(21) A'n,o.o,...==*.(«i,--Mr»>?n---> J^^ pourr — a,.
Aux équations (1 8), (19), (^^o)» il faut encore joindre celles qui définissent les dérivées partielles />«„«„..,«„? à savoir
et
(^3) pU....^.:^ (^V. -<^V:^ s. ,.+...+ a„.>0.
Les relations (20) et (21) expriment d'ailleurs que les équations (23) et (18) sont satisfaites pour ^, ^i^a,. En tenant compte de cette condition, on pourra évidemment remplacer ces équations (23) et (18) par leurs dérivées partielles par rapport à y^ .
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On trouve ainsi, en supposant a2]>o par exemple. Si tt] était nul, mais as ^ o, on trouverait de même
el, enfin, si a2, . . . , a„_4 étaient nuls, d'où a^ ^> o,
/r^X\w ^Po^n^ tt, ^/>a,-n.o.-..^^-i
Prenant enfin la dérivée partielle des équations (i8) par rapport à^i, et substituant dans le second membre aux déri* vées partielles des p leurs valeurs (aa), (a3'), (aS"), ..., ('23"'), il viendra
àp
àfn
241. Nous avons ainsi remplacé le système des équations (6) et des conditions initiales (7) par celui des équations (22), (28 y, (23)", ..., (28 y et (24) et des conditions initiales (20), (21). Nos nouvelles équations sont du premier ordre et linéaires; mais elles ne sont pas homogènes et contiennent encore en général les variables indépendantes j'i, . . .,^«. Pour achever de les réduire à la forme voulue, introduisons de nouvelles variables auxiliaires f 1 , • . . , la définies par les équations
Elles satisfont aux équations aux dérivées partielles
ÉQUàTIOKS aux DÉaiVÉBS PARTIELLES. 3l3
Cl aux condi lions iniliales
Il esl clair que ces conditions suffisent à les déterminer. Joignons ces conditions aux équations précédentes et transformons d^ailleurs celles-ci : i® en y remplaçant dans les dérivées partielles de 4>| les variables indépendantes ^^i , ...,JK« parles quantités équivalentes /«, ..., tn] 2" en multipliant tous les termes des seconds membres qui n'ont pas en facteur
une dérivée partielle des inconnues p par -^-- ? qui est évidemment égal à I. Cette transformation opérée, les inconnues p et t seront fournies par un système d'équations linéaires et homogènes du premier ordre, auquel on devra joindre les conditions iniliales (20), (21), (26) qui ont lieu pourri == a,.
Les valeurs des variables t^, . . . , tn et />â„a,.. ..«« pour
jK< ^ «1, . . ., J«= an sont d'ailleurs a,, . . . , a^x et fr^, «, 0^.
Aux environs de ce système de valeurs, les fonctions ^1 sont par hypothèse développables suivant la série de Taylor; il en sera de même de leurs dérivées partielles.
Toutes les conditions nécessaires à Tapplication du théorème du n** 238 se trouvant ainsi remplies, nous obtiendrons pour les inconnues t et p, et en particulier pour les inconnues primitives
des séries procédant suivant les puissances dej^j — ûJj, . .., j^n — a„ et satisfaisant à toutes les conditions du problème. Les fonctions U£ ne sont définies par ces séries que dans la région où celles-ci sont convergentes; mais on pourra suivre leur variation de proche en proche par les mêmes procédés que nous avons employés pour l'étude des équations différentielles à une seule variable indépendante.
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24â. Considérons Téquation aux dérivées partielles 1néaire et du premier ordre
où P|, .. ., P„, Z sont des fonctions des variables indépendantes j?i, . .., Xn et de la fonction inconnue s; />i- . . ., ^..
dz âz
désifirnant les dérivées partielles ^-^j • • •> -r-^«
La fonction z étant supposée déGnie par une équation implicite
cherchons à déterminer la forme de la fonction <ï>, de tellf* sorte que l'équation (i) soit satisfaite.
L'équation ('à) dérivée par rapporta Xi donnera
<^^) dx,-^ôz'P^=''''
Substituant dans (r) les valeurs des dérivées partielles />; tirées des équations (3), il viendra
Pour que la valeur de z tirée de (2) satisfasse à l'équation (i), il sera donc nécessaire et suffisant quePéquatîon [.\ soit une conséquence de (2).
Cela posé, intégrons le système des équations différentielles
dx^ dXfi , dz
Pi P« "" Z
Les équations intégrales, résolues par rapport aux coostantes d'intégration c<, . . ., c», prendront la forme
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?M • ••9 7/1 étanl des fonctions de X|, . . ., j:/,, >5. On sait (42) c| n'en posant
F désignant une fonction arbitraire, Téquation (4) sera identiquement satisfaite.
Nous obtiendrons donc une solution de l'équation (i) en «Icterminant z par l'équation
Mais il n'est pas établi que cette solution soit la seule possible, car il n'est pas nécessaire, pour qu'on ait une solution, que l'équation (4) soit identique. II sufHt qu'elle soit satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de x^^ . . ., :r/t, z qui satisfont à ^ r=: o.
Pour déterminer les autres solutions, s'il en existe, nous remarquerons que les équations (5) ayant pour intégrales générales les équations (6), les équations (5) ou les équations équivalentes
P, dxx — Pi dx^ ~t:zo^ . . . , P^ dx^ — P, dx„ -— o,
Z dx^ — Pi dz —Z o
sont des combinaisons linéaires des équations
On aura donc, en désignant par An, ...; B|, ... des fonctions de j7|, . . ., x,i^ z faciles à déterminer,
( 7 ) P/ dx^ — Pj dxi= A/, dffirh ... -4- A/^ d^„,
(8) Z dXi—P^dz =Bi ^cp, +...-hB„ d9^.
Multiplions les équations (7) respectivement par ^,, ..,,
/>/, ... et retranchons-en Téquation (8). En tenant compte
rie l'identité
dz ■=! pi dxy -^ - ' '-^ Pn dXn
et posant, pour abréger,
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îl viendra
(P,/>,-f-...-r-P„/>„ Z)ûfx, — \ Cid^i.
Si nous supposons Téqualion (i) salisfaite, cette ëquatioa se réduira à
Qfgd':>k^=i o.
Si donc les quantités Ck ne sont pas toutes nulles, les différentielles d^iy ..., d'^n seront liées par une relaliou linéaire, et Ton aura entre les fonctions f une relation
(Test la solution trouvée tout à Theure. Reste l'hypothèse
Lu ^^"^ 0| • • • y ^k — ^> • • • •
Ces équations, combinées avec l'équation donnée
P,;?i-i-...-hP„/?« — Z,
déterminent /?|, ,,,,p„^z en fonction de x<, ..., Xg^. Le-* valeurs ainsi obtenues fourniront une solution si elles satisfont aux relations
dz
ce qui n'aura évidemment lieu que dans des cas très exceptionnels.
Applications. — i® Soit à intégrer Téquation aux
dérivées partielles
dz âz
ôjc dy ~"
des cylindres parallèles à la droite (^x = az, y = bz). On
formera le système
dx dy , — = -;--= ûte a o
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dont rintégrale générale est
a: — az=zCy y — bz^=zCi, L^équatlon proposée a donc pour intégrale générale
*(.r — a j, r — bz)=zo.
2*^ Considérons Téquation aux dérivées partielles , .dz âz
des cônes ayant leur sommet au point a, p, y. On formera
le système
rf r fiy dz
dont rintégrale générale est
log(:r' — a) = log(w — y) ^~ const., log(jc — P)=i:ilog(c — y) H~ const.
ou
:^ const., ' zii const.
L*intégrale cherchée sera
3" Considérons Téquation aux dérivées partielles
des surfaces de révolution autour de Taxe - = •-- = -•
Nous aurons le système
d.v dv dz
Y/ — ^z OLZ — Y*^ P^ — */ Soit dt la valeur commune de ces rapports ; on aura djc=:{fy — pz)dty dy=z{az — •^a:)dtj dz=:(^.T — ay) dl.
3l8 TROISIÈIIE PARTIB. — CHAPITRE IH.
On en déduit immédiatement les combinaisons iotégraU:
X dx -\- y dy -^ z cfs r= o,
a dx -\- ^dy -\-^( dz ^=o; d'où
x'-H/'h- 5'=:const, ax -h^y -^ '{zzizconst»,
et rintégrale cherchée sera
*(:r*-h/*-*- z^y ax -H ^y -h ^z):z^o.
4° Soit, en dernier lieu, Téquation
dz dz
dx -^ dy
qui définit les fonctions homogènes de degré n en jc^ y\ Oa
formera le système
dx 'dy dz
d'où
^jT:-^rx:='*->
X y nz'
— znconst., — =iconst..
L'intégrale générale sera donc
ou, en résolvant par rapport à -^j
et enfin
244. Passons à Tétude des équations aux dérivées partielles du premier ordre en général.
Soit
une équation entre n variables indépendantes x^^ ...f^af
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une fonction z de ces variables et n constantes arbitraires a{, ..., an' En éliminantces constantes entre l'équation <E>=o et ses dérivées partielles
nous obtiendrons, en général, une seule équation aux dérivées partielles
La fonction z^ définie par l'équation (9), sera une solution de cette équation, quelles que soient les constantes ezi, ..., a„.
Une semblable solution a reçu le nom d'intégrale complète. Il est aisé d'en déduire les autres solutions de Téquation aux dérivées partielles.
On pourra, en effet, dans cette dernière équation, faire abstraction de la condition que p^, ...,/>„ soient les dérivées partielles de >3, pourvu qu'on y joigne la relation
( I î? ) dz=zpi dx^ H- . . . H- i^n dxn,
qui exprime précisément cette dernière propriété.
Cela posé, l'équation (11), résultant de l'élimination de axj . . .^ an entre les équations (9) et (10), sera algébriquement équivalente à celles-ci, pourvu qu'on y considère les a, non plus comme des constantes, mais comme des inconnues auxiliaires.
Nous aurons donc à déterminer les inconnues z, ai, .. ., ûr„, /?«, ...,/?/! par les équations (9), (10) et (12).
Cela posé, différentions l'équation (9), il viendra
OU plus simplement, en vertu des équations (10) et (12),
(i3) -r — da,-^. . ,-^ -z — dan^=o,
âai dan
Cette nouvelle équation aux différentielles totales pourra
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remplacer Téqualion (12) pour la détermination des f-m lions inconnues. Il existe plusieurs manières d^y satisiaire. I" On peut d'abord poser
Ces n équations, jointes à (9) et (10), achèveront de déterminer une solution, à laquelle on donne le nom à^intégralsingulière.
'1^ Si les -t- - ne sont pas tous nuls, Téquation aux difféTen-
tielles totales ( 1 3 ) montre qu'il doit exister au moins une équation de condition entre les inconnues ai, ... , a^. Admettons qu'il en existe k distinctes, à savoir
(l/j) /i- o, ..., fk — o.
On en déduira, entre les diflérentielles rfai, . . . , rfar«, les k relations
dont l'équation (i3) devra être une conséquence. On aura donc identiquement, en désignant par^i, . . . , X* des facteurs convenables,
d'où, en égalant les coefficients des diverses différentielles rfa/,
dai âai ' ' ' dai
('5) XT— ^1 ±r +•••-+- ^*
Ces équations, jointes au système (9), (10), (ï4), détermineront toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X. Les fonctions /(, • . • , /a restent d'ailleurs arbitraires.
Le système de ces solutions , renfermant des fonctions arbilraires, se nomme Y intégrale générale.
Si nous donnons, en particulier, à k sa valeur maximum /i,
ÉQUATIONS AUX DÊRITÊES PARTIELLCS. 321
îs quantités a, étant liées par n équationSy seront des contantes, d'ailleurs arbitraires. Nous retrouvons donc, comme as particulier de l'intégrale générale^ l'intégrale complète i^où nous étions parti.
On voit par cette analyse que la recherche des solutions Tune équation aux dérivées partielles du premier ordre
(e ramène à la détermination d*une intégrale complète.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour arriver à cette intégration; nous allons exposer les trois principales.
Méthode des caractéristiques. — Posons, pour abréger
et soit
(17) « = *(xi, ...,:r,), Pi— ^^
une solution quelconque de l'équation proposée. A chaque système de valeurs de X|, . . . , Xn correspondra un système de valeurs de z et de ses dérivées partielles /7|, . . . , p^.
Nous appellerons éléments de la solution considérée les divers systèmes de valeurs simultanées de Xi, . . . , T/,, 5j p\f ' -'1 Pn qui satisfont aux équations (17).
Soit -8®, xj, p^ l'un de ces éléments. Supposons qu'on fasse varier les quantités x< à partir de leurs valeurs initiales x% de manière à satisfaire constamment aux équations différentielles
(18) -^—,.,z=—^=zdt,
t désignant une variable auxiliaire, dont la valeur initiale soit nulle.
Les systèmes de valeurs successifs de ces quantités, associés aux valeurs correspondantes des quantités 2, /?/, donne-
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ront une suite d'éléments de l'intégrale, à laquelle nous don nerons le nom de caractéristique.
246. Soient^, j?!,/?! l'un de ces éléments; z -+- 05, j?/-{- Îa Pi-h^Pi un élément quelconque de Tiotégrale, infinimeal voisin de celui-là. On aura, par définition,
(19) 5« =: />, Sa:, -+- . . . -+-/?^ ajr„,
et, en désignant par />i> les dérivées secondes -^ — 9
(20) 8/?/ = /)/, Sx, 4-...-l-/?i«Sx„.
Soit z -h dz^ Xi'\~ dxiy Pi + dpi un nouvel élément encore infiniment voisin du premier, mais situé sur la caractéristique: on aura de même
(21) dz =/?, «/j?,-h. . .-h/?i, dx^^
(22) dpi = pndXi-^, ..-hpindx^.
L'équation (16), différenliée par rapport aux S, donnera
Z85-hV (X/Sj:',.-hP/S/>;) = o,
et, en remplaçant les quantités P/, S^, Zpi par leurs valeurs tirées des équations (18), (19), (20),
o=^^(X,4-/^,Z)Sa;,4-^^^^/.,*^'Sx^.
Permutant les indices i et k dans la somme double et tenant compte de l'équation (22), il viendra
o=J^[x,+^,ZH-^]8x„
et, comme les 8x/ sont entièrement arbitraires, on en déduira
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Knfm la diiTérentiation de l'équation (i 6) par rapport aux d Jonne
o =: Z r/j H- \ l^idxi-^ P, dpi et, en remplaçant les dxi, dpi par leurs valeurs tirées de (i8)
(a4) ozmdz—^ViPidt.
Les éléments successifs de la caractéristique satisferont donc aux équations (18), (28), (24)) qui peuvent s'écrire
^.r; __ _ _ dpi __ _ dz __
Ces équations difTérenti elles, jointes à la connaissance des valeurs initiales -s®, a;®, p] des variables >s, Xi, /?/, déterminent complètement la loi de leur variation. Elles sont d'ailleurs indépendantes de la fonction O. Nous obtenons donc ce résultat remarquable :
Toute intégrale qui contient Vêlement ^•, x\^ p\ contiendra tous les éléments de la caractéristique correspon-dante.
247. Les équations différentielles (25), intégrées en partant du système de valeurs initiales z^, x?, 77]^, donneront, pour j3, Xi^ piy au moins tant que les quantités Z, X/, P|, n'auront pas de points critiques, des valeurs parfaitement
déterminées
/ z =/{t,z<>,xlp?),
(20) Xi=^iit,z\xlp'i),
[pi--=^i{t,z^,xUpl).
Ce système d'équations représentera une caractéristique pourvu que les valeurs -s®, x% p^ satisfassent à l'équation
(27) ¥(z\x% ,.,,xlpl ...,/>J) = o,
qui caractérise les éléments des intégrales.
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Les valeurs des variables z, j:/, p/ correspondant af x à\\e:^ éléments des intégrales sont ainsi exprimées en fonction dc^ un -h a paramètres t^z^, ^'nPli ^^^ derniers vérifiant Téqu^ tion (27).
En laissant z^, ^]tP] constants et faisant varier t^ on obtiendra une infinité d'éléments formant une caractéristiqan On doit toutefois excepter le cas où les valeurs de s^^ ^%! annuleraient simultanément toutes les quantités P/, X/ -\-pJ^ car les intégrales des équations (a5)^ se réduisant alors à
Z-=^Z\ ^,=:^?, Pi=ph
seraient indépendantes de t, et la caractéristique se réduirai: à son élément initial.
Enfin, en faisant varier z^^ x^^p^, on passera d'une caractéristique à l'autre.
Soit maintenant
dxi
une intégrale quelconque. Pour qu'elle contienne un élément donné z, Xi, pi, il faut et il suffit qu'elle contienne l'élémenr initial z^y ûc^y p^ situé sur la même caractéristique, ce qui donne les équations de condition
(29) z'=^{j;l...ya:%)y />?=^-o-
Ces 71 + I équations, jointes aux équations (26) et (a-', caractériseront les éléments qui appartiennent à l'intégrale On retrouvera donc les équations (28) de l'intégrale en éliminant les paramètres /, z®, x^y p^ entre les équations (26;.
248. Réciproquement, considérons l'ensemble des caractéristiques pour lesquelles les paramètres -5®, x^ , pf sont liés par n -f- i équations de condition quelconques
{3o) m rrr o, ..., liT,^ =: O.
ILntre ces équatloDS elles équations (26) 61(27), on pourra -li miner les paramètres z^, xf^ /?f , f, et Ton obtiendra ainsi, ïnlre les variables z^ Xi^ pi, n + i équations,
il'où l'on pourra tirer en général les valeurs de z et des /;, en fonction des Xi.
Le système des éléments qui satisfont à ces équations constituera une intégrale si les valeurs ainsi obtenues satisfont aux relations suivantes :
et
219. L'équation (3i) est identiquement satisfaite. Soit on effet, Zj Xiy pi un élément quelconque du système considéré.
En donnant aux paramètres t et z^j x^ ^ j)] des accroissements infiniment petits, dt et S^®, Sx^, ^p]^ ces derniers compatibles avec les équations (27) et (3o), on obtiendra un élément z + A3, Xi-\- Ax/, pi-k- ^pi infiniment voisin du premier, et les différentielles totales A^, Aj:/, A/?/ seront évidemment de la forme rf^-f-S^, rfj?i-|-8xj-, û^; -h 8/?,-, en désignant par dz^dxi^ dpiles différentielles partielles provenant de la variation de t^ par 8^, txiy S/?/ celles qui proviennent de la variation des autres paramètres, z®, x^ y p].
Les différentielles dz^ dxiy dpi satisfont aux équations (25), d'où l'on déduit aisément les combinaisons suivantes
(33) dz — \ pidxi = Oy
(34) o = z û?5 -f- \ (X/ dxi -f- P/ dpi) =: j- dt.
Donc F est indépendant de t. D'ailleurs, pour ^ = o, il se
réduit à
qui est nul en vertu de Tëquation de condition (27).
250. Il reste encore à satisfaire aux équations (32). G. système d'équations est équivalent à Téquation aux difTêrcntielles totales
Hz — \ Pi Ax,- = o.
Remplaçant A^, ^Xi par dz-^^z^ dxi 4- 8xi, et tenant compte de (33), cette égalité se change en
s — \ pi ^Xi = o
Désignons par U le premier membre de cette équation, et cherchons comment il varie avec t.
Ou aura
dU :=z dZz — \ dpi Za'i — \ pi d ojt/;
d'ailleurs
dlz-=^Zdz-=\ {opidxt-h Pid^Xi),
Donc
dU = \ ( opi dxi — dpi ^Xi)
ou, en remplaçant les ^x/, dpi par leurs valeurs tirées des équations (^S),
dV =\ ( P, ^pi -{- X,- Lvi + Zpi ^Xi) dt ; mais l'équation F = o, difTérentiée par rapport aux S, donn<^
Zlz^\ {Viopi+liilxi) = o,
d'où
c/U = — Z Uz —Y Pi hx}\ dt=z—Zl] dt.
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^etle équation intégrée donnera
Uo désignant la valeur initiale de U.
Il est clair que, tant que Z n'aura pas de points critiques, c^omme nous l'avons supposé, l'exponentielle restera finie. IDonc, pour que U soit identiquement nul, il sera nécessaire et suflisant qu'on ait
C35) o = Uo=8x;«— y /?;S:r?.
251 . Les solutions de cette équation aux difTérentielles totales se trouvent aisément par la méthode du n^ 2i4.
Cette équation montre d'abord que z^ est une fonction des ^?. D'ailleurs, les a/i -f- 1 quantités^®, x^ , p] étant liées par l'équation F == o et les n 4- i relations (3o), dont nous cher chons à déterminer la forme, il existera une relation au moins entre les quantités o:^. Supposons qu'il en existe k distinctes, telles que
(36) V,(a:J,...,arJ) = o, ..., V* = o,
et soit en outre
(37) z^ = W{xl,..,x'^).
On déduira de ces relations par la difTérentiation
L'équation (35) devant être une conséquence de celles-là, on aura identiquement
Uo = O^F — y /;? ô.r? rrz Xi S^Ft -h . . . 4- 1^ S'^A,
les \ étant des multiplicateurs convenables. Égalant séparément à zéro les coefficients des diverses différentielles Sx?,
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on aura les n équations
qui, jointes aux équations (^6), (27), (36), (37), représenteront 14ntégrale, les fonctions ^, ^1 , • . . , ^k restant arbitraires.
252. La solution précédente donne lieu à diverses remarques :
I® Le système d'éléments déterminé par les équations précédentes ne représente une intégrale, dans le sens attaché jusqu'ici à ce mot, que si Ton peut en tirer les valeurs explicites des quantités z, pi en fonction des xi^ ceux-ci restant indépendants. Il n'en serait pas ainsi dans le cas particulier où Ton pourrait déduire de ces équations une ou plusieurs relations entre les Xi. La considération de ces systèmes, qui ne fournissent pas des intégrales proprement dites, est pourtant utile dans beaucoup de cas. Pour en tenir compte, il conviendra d'élargir la définition de l'intégrale en donnant ce nom à tout système d'éléments z^ a;/, pi dépendant de n variables indépendantes et satisfaisant aux relations
F =: o, dz^z p^ dx^ -h . . . H- /?„ dXf^,
2° Nous avons admis dans notre analyse que le système des valeurs initiales z^^ x^ ^ p^ représentait un point ordinaire pour les fonctions Z, X|, P/ et n'annulait pas simultanément les quantités Pi*, X|-h/?|Z. S'il existait donc quelque intégrale dont tous les éléments fussent des points critiques de Z, X/, P,- ou annulassent les P/ et les X,- -4- />|Z, elles échapperaient à la méthode précédente; mais il est clair que ces intégrales singulières ne peuvent se rencontrer que dans des cas particuliers.
253. Parmi les intégrales fournies par notre analyse, il en est deux qui méritent une attention particulière.
L*a première s'obtient en posant k = n. Les quantités z^j jzr^, satisfaisant ainsi à /i + i relations, seront des constantes ; leurs différentielles S^®, ^x^ seront donc nulles et l'équation <^35) sera identiquement satisfaite.
On voit donc que les équations (26), (27) de la caractéristique représentent une intégrale si Ton y considère les 3®, x^ comme des constantes arbitraires et les pf comme des inconnues auxiliaires.
L'intégrale ainsi obtenue est une intégrale complète, car elle contient n (et même /i + i) constantes arbitraires. D'autre part, on ne peut déduire des équations qui la définissent aucune équation aux dérivées partielles
distincte de la proposée F = o ; car, si Ton avait une semblable identité; en y faisant ^ = 0, on trouverait
relation qui ne résulte pas des équations (26), (27)-
254. On obtiendra une autre intégrale remarquable en admettant qu'il n'existe entre les paramètres ^®, x^ que les deux relations
(39) <sO=T(a75,...,^J), j?; = const.
Les autres équations à joindre à celles de la caractéristique pour obtenir l'intégrale seront, d'après l'analyse précédente,
Pour la valeur particulière a: ï = a;®, on aura^ = o, a?a = a?J,..., 2 = jjo. Ces valeurs initiales étant liées par la relation (Sp), on voit que nous avons résolu le problème de déterociner une intégrale z satisfaisant à la condition
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W désismant une fonction arbitraire. L'existence d'une semblable intégrale avait déjà été établie au n° 235.
255. Lorsque le nombre des variables indépendantes se réduit à deux, les résultats qui précèdent peuvent s'interpréter géométriquement.
Une intégrale z = <I> (a:, , X2) représente une surface. Chaque système de valeurs de z, a?,, X2 représente un point; />,, p^ sont les coefficients de Téquation du plan tangent. Chaque élément de l'intégrale définit donc un point et le plan tangent correspondant.
L'équation aux dérivées partielles
devient, en y remplaçant pi , />a par leurs valeurs tirées des équations de la normale,
M — ^i st — ^i Q — **
Ff ?! «^I HJ •'^ï \
équation d'un cône, dont la normale sera une génératrice.
Une caractéristique représentera une courbe et la développable circonscrite à la surface intégrale le long de cette courbe, et le théorème du n^ 246 pourra s'énoncer ainsi :
Deux sur/aces intégrales tangentes en un point z^^ x% xl sont tangentes tout le long de la caractéristique déterminée par ce point et le plan tangent correspondant.
Toute surface intégrale aura pour génératrices des carac> téristiques. En particulier, l'intégrale complète du n** 253 sera formée par l'ensemble des caractéristiques issues d'un même point.
256. Première méthode de Jacobi. — Soit à déterminer une intégrale complète de l'équation
(4o) Y{ZyX^y '"j^n^Pii ' ' 'tPn)'=0.
On peut réduire le problème au cas où z ne figure pas explicilement dans Téquation.
Supposons en effet z déterminé par Péquation
On en déduira
Substituant les valeurs de ^4 , • * ^t pn ainsi obtenues dans (4o), il viendra
(43) ¥ = *{z,X„...,Xn.-^^>~, , ^^j
Si donc nous déterminons une fonction V des n H- i variables Zj X\^ ..., Xn qui satisfasse identiquement à cette équation (laquelle ne contient pas V explicitement), on obtiendra une solution de Téquation primitive en déterminant z
par l'équation
Si d'ailleurs la solution V que l'on a trouvée contient n
constantes arbitraires 61 , . . . , 6/,, de telle sorte que le jaco-
dV bien J des quantités -^ — par rapport à ces constantes ne soit
pas nul, la valeur de z sera une intégrale complète de l'équation primitive; car, d'une part, elle contient n constantes arbitraires et, d'autre part, le jacobien J^ des quantités
-\ V-pi -r: par rapport aux constantes o ne sera pas identiquement nul; car, en y donnant aux quantités pi les valeurs particulières o, il se réduit à J. Donc on pourra tirer des équations (42) les \raleurs des constantes poi^r les substituer dans (40' ^^ V^^ fournira une seule équation F = o.
2S7. L'équation <^ = o étant résolue, pour plus de simplicité, par rapport à -p* prendra la forme
à^ Vif àW dY\
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Désignons par H ce que devient le second terme de cette
équation lorsqu'on y remplace les dérivées partielles -^ — par
des indéterminées /><*; et formons les équations différentielle» ordinaires
. ,w. dxi ^ dpi _ d\l
dz dpi* dz dxi
Nous allons établir que la détermination d'une solution V de l'équation (44) satisfaisant aux conditions requises et l'intégration du système canonique (45) sont deux problèmes entièrement équivalents.
258. Supposons, en eflet, qu'on ait obtenu la solution demandée
Les équations
où les ai désignent de nouvelles constantes arbitraires, seront l'intégrale générale du système (45).
En effet, les équations (4^)) dififérentiées par rapport à la variable indépendante z^ donnent
d^y V <^-V dxk dpi
. dXi dz itJ* àx( ôxig dz dz ^^^^ ^ d-V V ^'V dxk
dbi dz ^tc àbi dx/e dz
Mais, d'autre part, en remplaçant dans l'identité (44) les j— par leurs valeurs /?/, elle deviendra
et, en prenant les dérivées partielles, par rapport aux xi et
auK &i, on trouvera
àbidz ^kdpk àbi
U 'ailleurs on a
d'où
ÔJCi dxidxig dbi dbiÔJCic
Substituons ces valeurs dans les équations (48) et retranchons ensuite chacune d'elles de sa correspondante du système (47.'); il viendra
^kà-^ià-Ti' \ dz àpk) dz dxi
^^k àbi dxk \ dz dpkj
Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport
aux quantités —r^ c — > -^ + -. — • D'ailleurs le détermi-
* dz ôpk dz oxi
nant des coefficients n'est autre chose que le jacobien J des
dy
dérivées partielles 3 — par rapport à 6,, .,., 6;,, lequel, par
hypothèse, n'est pas nul. Nous obtenons donc, comme conséquence des équations (46)? le système d'équations différentielles
dxu d\\ dpi â}\
dz dpk dz dxi
qui n'est autre que le système (43)-
239. Réciproquement, supposons que par un procédé quelconque nous ayons réussi à obtenir une intégrale générale des équations (45). Elle fournira les valeurs des Xi, pi
en fonction de js et de a n constantes arbitraires C| , . . ., Cj.,. Soient d'ailleurs a,-, 6/ les valeurs des x/, />/ pour une valeur initiale donnée z^ de la variable z. On pourra dëterminrr les constantes c au moyen des a/, 6|. Substituant ces valeurs dans les équations intégrales, celles-ci prendront la forme
(49) ^/— /i(5, «Il .. -ï flft» fti, ...» ^«)»
(50) pi=zfi{z^ «,,..., a„f 6,, . .., 6j,),
où les a/, 6/ peuvent être considérés comme de nouvelles constantes arbitraires.
Le jacobien I des fonctions // par rapport à ai, . . . ^ a« n'est pas identiquement nul ; car, pour la valeur particulière z = z^^/i se réduisant à a/, I aura pour valeur Tunité.
Les équations (49) peuvent donc être résolues par rapport aux ai et fourniront les valeurs de ces quantités en fonction des js, Xiy 6|. Il résulte de là que toute fonction des quantités z, x^ fi^ ^if bi peut s'exprimer à volonté, soit par les j8, aij bi seulement, soit par les ^, j?/, 6|.
Cela posé, désignons par U ce que devient la quaDtité
Pk H
lorsqu'on l'exprime au moyen de js, a/, 6/; et considérons l'expression
V=y a^bk-^C \}dz.
Changeons simultanément z en z + ^2 , et a,- , bi en a/-|- Sa/, 6/4- 86/; Xi sera accru de la quantité
dont nous représenterons respectivement les deux termes par dxi, Sjt/; Pi et V éprouveront des accroissements analogues
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et
r on a
OU, en supprimant les termes qui se détruisent et remplaçant ^ — > 3 — par leurs valeurs tirées des équations différentielles (45)
D'ailleurs
iz Zdi\àai dbi 7 Oz
d'où
et
/ SU fl^c = ^\ pk 8x^J ^r=y pk oj?;fc— V 6/, oa^.
D'autre part,
Substituant ces valeurs dans (5i), il viendra
AV~\ (pkdxic-\' pk^Xk-\- af,^bk)'—\\dz =\ {Pk ^JOk 4- ak 56/,) — 11 dz.
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Celle reiatioa enlre les diOTérentielles totales AV, Ax^ 86a, dz montre que, si Ton exprime V en fonction de:» n riables z, Xk^ bk, on aura
Les équations (Ss) donnent, entre les variables z, JCi^pi^il les constantes a^y 6a« ^^ relations nécessairement dislincUi:' car chacune d'elles contient dans son second membre uoe quantité p ou a qui ne figure pas dans les autres. Ces équations ne sont donc autre chose que le système des équaiior* intégrales (49) et (5o) mises sous une forme nouvelle.
Quant à Téqualion (53), elle se transforme, lorsqu'on \
remplace les p/^ qui figurent dans H par leurs valeurs -j-^-
en Téqualion aux dérivées partielles (44)*
La solution V que nous avons ainsi obtenue pour celle équalion satisfait aux conditions requises; car elle contient n constanles arbitraires 6|, . . ., b„f et d'autre part k
jacobien J des dérivées -. — par rapport à ces conslanles n'est
pas identiquement nul; car, en donnant à ^ la valeur parli-
dy
culière -3», -. — =pk se réduisant à 6/t, J sera égal à runllé.
On voit immédiatement que si, à la solution V que nous venons de trouver, on ajoute une nouvelle constante arbitraire a, on aura une nouvelle solution V -h a à /i -h i constantes arbitraires, et qui sera une solution complète de (44 <■
261 . Nouvelle méthode de Jacobi et Mayer, — Les deux méthodes précédentes pour Tinlrgration d'.'s équations aux dérivées partielles du premier ordre ont pour caractère commun de rameni?r le problème à rinlégration complète d'un système d'équations aux difFérenlielles ordinaires.
Jacobi a donné une nouvelle méthode, considérablement
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perfectionnée depuis par MM. Lie et Mayer, dans laquelle 3n considère successivement une série de systèmes d'équations dilTérentielles, dans chacun desquels il suffit de déterminer une seule intégrale. Cette méthode s'applique d'ailleurs sans difïiculié, ainsi que nous allons le voir, à la recherche des solutions communes à plusieurs équations aux dérivées partielles simultanées.
Soient
ces équations, où nous supposerons pour plus de simplicité qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue par Tarlifice du n® 256. Pour que ces équations aient une solution commune, il faut et il suiBt qu'on puisse déterminer des fonctions Pi des variables indépendantes Xi, qui satisfassent à la fois à ces équations et aux relations
<55) fi = 'î^-*,
qui expriment que ^1 r/j? 4 -h...4-/>,vr/j:„ est une difTérentielle exacte; car l'intégration de cette différentielle donnera immédiatement la valeur correspondante de z,
262» Soient Fa = o, Fp = o deux quelconques des équations données. Prenons la dérivée de la première par rapport à Xi] il viendra
I Zâ
àxi ^k àpk àxi
Mulliph'ant par -r-^ et sommant par rapport à i, il vient.
i dxi ôfi ZjiZdk àpi dpk dxi
On trouvera de même, en permutant a et ^, Zài àxi dpi Zui Zàk àpi dpk ôxi
J. — Cours, m. aa
Retranchons cette équation de la précédente après aToii permuté les indices de sommation i et k dans la somme double; il vient
Zdi\ôxi dpi dxi dpi)
Zji Zjk àpi ùpk \ dxi dxk)
Mais la somme double s'annule en vertu des équations (551 On aura donc simplement
Auinsi, des équations primitives Fj = o, . . ., F;»= o, jointes aux conditions (55), on déduit entre les Xi^ pi de nouvelles
relations
(F«, Fp)=zo.
Si parmi ces équations il en est qui ne soient pas une conséquence algébrique des équations (54)» on pourra les leur adjoindre, recommencer les mêmes opérations sur le syst<^me ainsi complété, et ainsi de suite. On arrivera finalement, soit à un système contenant plus de n équations distinctes, auquel cas le problème sera impossible, soit à un système
tel que les équations nouvelles (Fa, Fp)= o qui s'en déduisent, ou soient identiquement satisfaites, ou soient, tout au moins, une conséquence algébrique des précédentes.
Lorsque cette dernière circonstance se présente, elle poui^ rait donner lieu à quelque incertitude. Pour la lever, résolvons les équations (57) par rapport à |jl des quantités j9 qui y figurent; elles prendront la forme
/?,— /i = o, ..., /?,jt— /||,= 0.
Les nouvelles équations
(^a — /a, /?,S— yp) = 0,
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qui se déduisent de celles-là, ne contiennent plus^t, .. •y/'a; elles ne peuvent donc être une conséquence des équations précédentes. Elles fourniront donc des relations nouvelles, qui permettront de continuer la série de nos opérations, à moins qu'elles ne soient identiquement satisfaites.
Nous arriverons donc nécessairement, ou à constater l'impossibilité du problème, ou à former un système
(57) F,=:o, ..., Fji=o, jouissant de la propriété qu'on ait identiquement
(58) (Fa, Fp) = o.
Un semblable système a reçu le nom de système complet.
Une équation unique F4 = o peut être considérée comme constituant un cas particulier des systèmes complets, correspondant à [A = I.
263. Etant donné, en général, un système complet tel que (57), cherchons à déterminer une nouvelle équation
qui, jointe aux précédentes, forme encore un système complet.
Le premier membre de cette nouvelle équation devra satisfaire aux |JL équations simultanées aux dérivées partielles
(59) o=(^ Fa)=2,A5:^ Wi " Wi d^ir
Ces équations linéaires forment un système jacobien, d'après la définition du n® 63.
En effet, on a
Zdi\à^i àpt dpi dxi) 2ak\àxk dpk dpk dx^J 2ji\àxi dpi dpi àxi) Zdk\àxk dpk àpu dx^r
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«n posant, pour abréger.
dx( dpi dpk dpi dxi dpk \ _ d -
<>Fp «?«Fa <?Fp (»'F, ( ~ Wr " '■
()j;< dptdpk dpt dxidpk
Jxi dpidxt dpi d-^id^k \ d
aFp <)«Fa <>1> d'F
S^ «y j;/ (;/>/ axk opi axi ax^ r ^ d_
(Jo:/ dpidxie dpi dxidxk
Mais (Fa> Fp) est identiquement nul ; donc les A^, Ba sont nuls, et notre proposition est démontrée.
Le système (69) admet donc des solutions et son intégration se ramène à celle d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles à in — pi variables, ou, ce qui revient au même, à l'intégration d'un système de 2/1 — |x équations linéaires ordinaires. On connaît d'ailleurs p. solutions du système, à savoir F|, . . . , ¥^, L'ordre du système s'abaisse donc -encore de {jl unités et se réduit à 2/1 — 2|x.
264. Supposons qu'on en ait trouvé une intégrale ^ ,, laquelle, en tant que fonction des p^ soit distincte de F|, . . ., F^. 11 est clair qu'on peut y ajouter une constante arbitraire ai , sans cesser d'avoir une intégrale. Donc le système
sera complet.
On déterminera de même une nouvelle équation cpj -f- «2=0 contenant une constante arbitraire a^ et formant avec les précédentes un système complet, en trouvant une intégrale d'un système d'équations différentielles d'ordre 2 n — 2 jx — u, et l'on continuera de même jusqu'à ce qu'on ait obtenu un système complet
F|i^i =<pi-f-a, = 0, .. ., Frt — ?,,-{i-han_|j. = o.
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Les valeurs des /?/, fournies par ce système, rendroiH p^ dxi "{-.>.-{' pndxn diSTérentielIe exacte; car, en tenant compte des relations (Fa, F^) = o, les équations (56) se réduiront à
Zji2dkàpt Opk\àxi dxk)
Le déterminant R des quantités --r-^ n'est pas nul, car nous
avons opéré de telle sorte que les F4 , . . . , F,i fussent des fonctions distinctes des/?/; donc les quantités
Y àF^/âpk âpt\ 2dkdpk\àxi dxk)
que ces coefficients multiplient seront nulles. D'ailleurs le
déterminant des coefficients -r— ^ est encore éeal à R et dif-
àpk ^
férent de zéro. On aura donc
dpj ___ dpj_ __ ^ dx, ôxk '
ce qu'il fallait démontrer.
265. Les quantités />i, ...,/>/, étant déterminées par les équations Fj = o, . . ., F,^ = o, il ne restera plus qu'à intégrer la différentielle exacte /7| dx^ H-. • -H- /?/i dxn* On trou* vera ainsi
a étant une nouvelle constante arbitraire.
Nous obtenons de cette manière une solution du svstème des équations aux dérivées partielles Fj := o, . . . , Fjjt = o, contenant n — (x -h i constantes arbitraires, et qu'on pourra appeler une solution complète du système.
En prenant les dérivées partielles de z par rapport aux diverses variables J7, , . . . , X/<, on obtiendra les équations
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manirestement équivalentes aux équations
F, = o, ..., Fpt = o,
De celte solution complète on déduira immédiatemeD: toutes les solutions du système
En effet, soient z une semblable solution; />|, ..., p» ses dérivées partielles; enfin at, , . ,, an-^.^ ot des inconnues aaiiliaires, déterminées par les relations
On aura, en différentiant cette dernière équation,
(6a) dz=: -r — dxi-h, . .-h -T — dxn-h -p-flfai-h. ..-^dx—o.
D'ailleurs, des équations (60) et (61), on déduit
et, comme
dzr=. p^ dxi -h . . . 4- /?;, dx^y
l'équation de condition (^2) se réduira à
(63) ^(^a,-4-. . .4- , ^ • dUn-iL + g« = o.
Cette équation aux différentielles totales s'intégrera comme au n« 244.
266. Il existe une classe particulière d'équations aux dérivées partielles auxquelles on peut étendre la méthode d'intégration par différentiation exposée au n^ 34 pour les équations différentielles ordinaires.
Soient, en effet, Z, X|, • . . , X,i, P|, ..., P^, p des fonc-
lions des 2nH~i variables z, Xi^ . . ., Xn, ptj •••> fn^ satisfaisant identiquement à la relation
Supposons que, les variables x^^ .,,^Xn restant indépendantes, on pose
dz dz
et qu'on veuille déterminer z par l'équation
Zzz: o,
on aura là une équation aux dérivées partielles du premier ordre qu'il s'agit d'intégrer.
En la différentiant, on aura
clZz=o
et, en tirant la valeur de dZ de l'identité (64) et remarquant qu'on a par hypothèse
dz =: /?, dxi -h . . . H- /?„ dx^f
il viendra
PjrfX,-f-...-+-P„^X„ = o.
On pourra satisfaire à cette équation aux différentielles totales :
1^ Ou bien en posant
Pi = o, ..., P» = o:
ces équations, jointes à Z = o, détermineront une intégrale singulière ;
2® Ou bien en posant entre les X un certain nombre d'équations de condition
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qui, jointes aux suivantes,
et à Téquation Z = o, fourniront une intégrale générale.
Pour trouver la forme générale des équations aux dérÎTét^ partielles du premier ordre auxquelles la méthode précéden:est applicable, nous aurons à déterminer, par le procédé qiL a déjà été exposé plusieurs fois, la forme générale des fooctions Z, X/, P/, p qui satisfont à l'équation aux différentiel! e^ totales (64).
267. L'équation aux difTérentielles totales (64) équivaut évidemment au système des équations suivantes aux dérivées partielles
Ces équations peuvent être remplacées par d'autres, d'une forme très remarquable, et que nous allons établir.
Nous désignerons, pour abréger, par -7 — l'opération T \rPi-jz^ ®^ P^^ ^^ symbole [UV] l'expression
ruvi =V (— ^-^ ^V Aai\àpi dxi dpi dxij
A. la place des équations (66), on peut écrire les suivantes
qui s'en déduisent, en y ajoutant la première équation multipliée par Pi.
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Cela posé, donnons aux variables indépendantes z^ Xi^ pi deux systèmes distincts d'accroissements infiniment petits dz^ djciy dpt et 8^, Sj;/, 8/?/, satisfaisant aux relations
( 69) dz^=\ pi dxij 8« = \ pi dxi.
Soient 6^, rfX/, dVi etSZ, 8X,', 8P| les ditrérentielles correspondantes de Z, X/, Pj.
U identité
dZ — \ P/ dS^i =:^ldz — \ pi dxi j ,
différentiée par rapport aux 8, donnera, en tenant compte de (69),
a dz — y (8P/ e/x, 4- P/ 0 ^x,)
= p I 8 c?5 — \ ( ^pi dxi -^ pi^ dxi) I .
Permutant les d avec les 8 et retranchant la nouvelle équation ainsi obtenue de la précédente, il viendra
{70) y (ûfPfoX/— û?X/8P/)=:py {dpi^xt—dxilpt).
Or on a, d'après la relation (69),
de même
Substituons ces valeurs dans l'identité (70) et égalons séparément à zéro les coefBcients des diverses différentielles
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dpk^ dxk^ îl viendra
d'où, en changeant les 8 en 6f et résolvant par rapport am quantités dxk^ dpky
dxL.^=z
dpk =
_iy(f_£«,_f/^,).
P L^i \dXk axk J
Ces équations doivent être identiques à celles que Ton obtiendrait en résolvant les équations (71)1 (72) par rapport aux dxky dpk* Les deux déterminants
et
dxk
« * • ■ • > • dPt
dPi
dXk
dpk
I dp/
I dHi
p àpk
p àpk
p dxk
satisfont donc à la relation AA| = i .
Mais, d'autre part, si dans Ai on permute les n premières lignes avec les n dernières, puis les n premières colonnes
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ivec les n dernières, si Ton fait sortir du déterminant les facteurs ~ et — I, communs à une même ligne ou à une même
colonne, et enfin, si Ton permute les lignes avec les colonnes^ il viendra
De cette équation, combinée avec la précédente, on déduit
Donc, si p n'est pas nul, A sera différent de zéro. On en déduit que les fonctions Z, X/, P/ sont indépendantes. Considérons en effet leur jacobien
d7. dZ
ds
dxi
dXt
dXt
dz
âxt
dVn
dPn
dz dxi
dpn
àpn
dPn àpn
En aljoutant aux colonnes de rang 2, . . ., /z mière colonne, respectivement multipliée par /?|,
aura
ifL dl dZ
dz ' dxy^ àpn
dXi dX.1 dX,'
I la pre- . .,/>«, on
dz dxi
dz dx^
dpn
dPn dpn
Retranchons de la première ligne les n suivantes, respectivement multipliées par P|, • . • , Pu; il viendra, en vertu des
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équations (65), (67)1 (68),
àpn
dP„
dP..
dxi
dPn
= pA = ±:p
Donc J n*est pas nul.
268. Soit maintenant u une fonction quelconque de z. T;, /?i. On aura
du
dxk
àpi
ou, en substituant pour dx^^ dpk les valeurs (73),
Faisons en particulier u = Xa, puis u = P^; il idendra
prfX,.=y ([P,X*]rfX,-[X,Xt]c«>0,
pdP*=^ ([P,P*] dX,-[X,P*] dP,).
Les dîfTérentielles «TX/, e/P/ étant indépendantes, ces équations devront être identiques; on en déduit
Faisons enfin £/ = Z. L'identité (64) donne, en remarquant que dz — \ pidxi=^ o,
rfZ=YP/JX/.
On aura donc ces nouvelles relations (75) [P,Z] = pP„ [X,Z] = o,
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qui, jointes aux équations (74)1 seront équivalentes à la relation (64).
2C9. Supposons qu'on ait trouvé un sj^stème de /i -4-1 fonctions indépendantes Z, X/, satisfaisant aux relations
On pourra déterminer sans |diiïiculté et d'une seule manière les 71 + I autres fonctions P/, p par les équations
dz ffh
dz
' dxi
Les 2/1 équations (67) et (68), qui doivent déterminer les n inconnues P/, forment un système surabondant; mais il est aisé devoir qu'elles sont toujours compatibles. On a, en effet, les identités
qui fournissent n relations distinctes entre les A|, B/; car Tun au moins des déterminants formés avec les éléments du tableau
dXi
àpi
diffère de zéro, puisque le déterminant A, qui est une fonction linéaire de ces déterminants, n'est pas nul.
Ceci montre d'une part que, parmi les a/i équations (67) et ( 68), il y en a nécessairement n qui sont des conséquences des autres, et d'autre part que, parmi ces équations, il y en a
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toujours n essentiellement distinctes, dont la résolution donnera les inconnues Pa.
Soit
une équation aux dérivées partielles entre les variables indépendantes Xi, , , ,y x„ et une fonction inconnue 2. On pourr^ remplacer cette équation par le système des deux suivantes :
dz — \ Pi dxi 1= o.
Soient Z, X/, P/ des fonctions de 2, Xiy pi déterminée^ comme ci-dessus, de manière à satisfaire à Tidentité
dZ — \ l\dXi— pldz — \ PidxA.
Substituant dans les équations (77) les valeurs de js, Xi^pi^
-.— ; • • • en fonction de Z, X/, P/ et de leurs dérivées par-
tielles par rapport à X^, X2, . . . , on aura de nouvelles équations
*( Z, Xj, . . .,X„, P,, . . ., Pfl, . . ., -T^i •• • > ^^> - ■ . j,
équivalentes à Téquation aux dérivées partielles
Cette équation transformée est du même ordre que la primitive.
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271 • Les transformations de ce genre, auxquelles M. Lie a donné le nom de transformations de contact, ont une grande importance. L'une des plus simples est la suivante, déjà considérée par Legendre,
C'est bien une transformation de contact, car on a
cTL — \ Pi dXi =: — dz -H \ (/?/ dxi 4- Xi dpi ) — \ Xi dpi
^ — {dz -'\pidxi\ .
Cette transformation est d'ailleurs réciproque, car on déduit des équations ci-dessus, résolues par rapport à z^ j?/, //|,
5 = - Z 4-^ P,X„ Xi= Pô pi^ Xi,
272. Parmi les équations aux dérivées partielles à deux variables indépendantes et d'ordre supérieur au premier, la plus simple est évidemment l'équation monôme
dx"' Oy"
Il est facile de trouver son intégrale générale.
En effet, prenons pour variable auxiliaire la dérivée
- — = w; on aura
ôx '
Donc, pour une valeur constante de j^, la quantité w, considérée comme fonction de x seul, aura sa dérivée m*"-'™* nulle ; elle sera donc de la forme
A.Q -\- A| X -f- . . . -4- Affi — \X ~ f
35a TRoisiànB paktxb. — chapitre in.
Ao, • • •« Am-i étant des quantités indépendantes de x el, p^r suite, des fonctions, d'ailleurs arbitraires, de la seule variable Y*
La valeur de u étant ainsi déterminée, on aura
Désignons par Yo, ..., Y#w_i des fonctions de y^ avant respectivement pour dérivée n**"** A©, . . . , A;„_,. L^équation précédente admettra la solution particulière
Pour obtenir la solution générale, posons
L'équation deviendra
et donnera
(^ =z Xo 4- X,7 -h . . . -f- X„ _, v"-»,
Xo, . . ., ^'1-1 étant des fonctions arbitraires de x. On aura donc finalement
Xo H- X, j' -h . . . H- x„_, v
D'ailleurs A©, . . . , A;,,,, étant des fonctions arbitraires de v, leurs intégrales /i»^'"'* Y©, . . . , Y;„_, seront également des fonctions arbitraires.
En particulier, l'équation du second ordre
ôx dy aura pour intégrale
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27 J. Considérons avec Ëuler Téquatlon plas générale
a, 6, c étant des constantes.
Changeons de variables indépendantes, en posant
:x, ^, Y, S étant des constantes.
âx al oTi d I' "^ d; an
LVquation transformée sera donc la suivante :
Soit en particulier
\i et )^2 étant les deux racines de l'équation
a-h^bl -i-cX* = 0.
Les termes en -r^^j -r-^ disparaîtront, et Téquation transformée, se réduisant à
aura pour intégrale générale
/"et o désignant des fonctions arbitraires.
Si l'équation en )w a ses deux racines égales, les deux nouvelles variables Ç et 7^ ne seront pas distinctes. Le procédé J. — Cours, III. 23
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précédent doit donc être légèrement modifié. On prendn, dans ce cas, a= i, ^ =:X et on laissera y et 8 arbitraire:.
Les quantités a + b\ 6 + cX étant nulles, le terme en ^7-^ s'annulera; Téquation se réduira à
et aura pour intégrale générale
274. La méthode précédente, convenablement généraliste, permet de ramener à une forme plus simple Téquation
A-T— ^ 4-aB;5 — -. -j-C;^ H-M = o, oju^ ojo oy a Y
où A, B, G sont des fonctions de x^yy et M une fonction ce
dz dz
' " ' ^' c)j? ôy Soient, en effet, Ç, tj deux fonctions de x^ y^ que nou*
prendrons pour nouvelles variables indépendantes; on aun
dz dz d\ dz dt)
àx d\ dx dr\ dx
dz dz d\ dz dr^
dy '~~ d\ ôy dr\ dy
à^^à^fàly d^fàriY ^ d'z d^. dyj dx^ ();* \dx) dr^- \dx ) d^Ofi <Jx dx
dz d^ dz d'y\ ■^ di dx^ "^ di] dx' '
d^z d^z d'i dl d'z dr^ dri
dx dy d;* dx dy dr^^ dx dy
d^z^ (d^àri_^àri^ dV\
di dri \dx dy dx dy) ^ d% dxdy ^ dt^ àxO
d'z di (hï
d*-z ( d\ &t\ dr, d\\ dz a»? dz d*r.
dy' ■" di' \dy) "^ dV \dyj
d\ dr\ dy dy dz d'^ dz (?«7)
J; dy' dri dy'
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on aura une transformée de même forme
A'^ + aB'-t^- + C 5^ + M' = o, Oi- ui art dT\*
A' = A T-^ Y-»- 2 B -^- ^-'- 4- C f -^ V, \da:J dx dy \dy) '
\ax J ox dy \àyj
Ces deux coerficients s*annulent donc si l'on prend pour \ et 7| deux intégrales distinctes de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
Le premier membre de cette équation est un produit de deux facteurs "k-z — h [J'';t-> ^i ;s ^ 1^* ^* ^^ '®^ égalant
séparément à zéro, on aura deux équations linéaires du premier ordre; leur intégration donnera les fonctions ^, 7), dont rintroduction comme variables indépendantes réduira la proposée à la forme plus simple
Cette méthode serait en défaut si le premier membre de (i) était un carré parfait; car Ç et 7^, déterminées par une même équation linéaire, pe seraient pas distinctes. Mais, en prenant dans ce cas, pourT), une intégrale de cette équation et, pour Ç, une fonction quelconque, on voit aisément que B' s'annulera ainsi que C, de sorte qu'on obtiendra une transformée de la
forme
d^z /g àz dz\
P - ?- - MN = A
ax
L'équation (3) est donc équivalente au système des deui équations simultanées (4) et (5). Ce système s'intègre immédiatement si A =r o. En eflet, l'équation
ne contenant de dérivation que par rapport à Xy deviendra, pour une valeur constante àe y^ une équation aux différentielles ordinaires, linéaire et du premier ordre, dont on déterminera aisément l'intégrale générale sous la forme
Ut étant une intégrale particulière et C une quantité constante pour y constant et, par suite, une fonction de y seul, d'ailleurs arbitraire.
Substituons la valeur de u ainsi trouvée dans l'équation (4 *• Cette équation, ne contenant de dérivation que par rapport à y, pourra de même s'intégrer comme une équation aux diffurcnlielles ordinaires, à la condition de remplacer la con-
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S tan te d'intégration par une fonction arbitraire de x. On aura donc, pour Zj une expression où figurent deux fonctions arbitraires, Tune de x^ Pautre de y,
276. Supposons, en second lieu, que A soit diflerent de zéro. L'équation (5) donnera
Substituons cette valeur dans (4) et posons, pour abréger,
A. ây ay
dy A dy dy ôy dx
il viendra
.V ^' « «« au ., au ^ ^
équation de même forme que la primitive. Si elle peut être intégrée, la formule (6) donnera la valeur de z.
Cette intégration pourra se faire immédiatement si Ton a
o^.A. = P.-^_M.N = î^!^ + A-Hf-f * ax oxoy a y dx
ôx dy ôy
Sinon, opérons sur la transformée comme nous l'avons fait sur l'équation primitive ; nous ramènerons son intégration \ celle d'une nouvelle transformée
-h M, 3- 4-ÎV:r--hPî<'H-Qî=o,
dx dy dx dy
358 TB0I9IÈXB PARTIS. — CHAnTEX IH.
laquelle pourra se faire si Ton a
" — ^s — "tzit: — •"•'^i
dx dy ôy djc
Continuant de même, nous aurons un nouveau cas d^ialégrabilité, si la quantité
^•- (>x()/ ^^^* ^* est nulle, et ainsi de suite.
277. L'équation primitive ne changeant pas de forme si Ton y permute a: et M avec y et N, nous obtiendrons évidemment une seconde série de cas d^intégrabilité analogue à la précédente en formant successivement les quantités
B =P- ^ -MX,
ày
* dxdy dx ' dy
oxdv
Si Tune d'elles s'annule, on arrivera à une transformée intégrable.
Considérons l'équation de Liouville
dx dy Posons
Il viendra
dx
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et, en prenant la dérivée par rapport à^,
dxdy dy dx ^
Cette équation peut s'écrire ainsi
dx ou, en intégrant,
Soit i({y) = — r .,/ V une solution particulière de cette équation; on aura
dy *'*'-*^' '•'-aX/''
et ces équations n'apprendront rien sur les fonctions tl et /*, la fonction F étant arbitraire.
Pour avoir la solution générale, posons
u étant une nouvelle variable, il viendra
au fir) , ,
ày f{y)
ou, en multipliant par — -^ ^ »
ou
dy u
lf(y) = o.
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Inlëgranl par rapport ky^ il vient
d'où
et enfin
^~aX/'(j) X/(/) + <p(x)
279. Étant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre
dz dz d^ s
où nous posons, pour abréger, ^ =/>> T~= 7> x~^ ~- ''» •••'
proposons-nous de lui appliquer la transformation de Legendre. Soient
les nouvelles variables, et désignons par P, Q, R, S, T les dérivées partielles -rrr, -r^y - — ;» • • • •
On aura
dL ^=:z jr dp -\- y dq -h p dx -jr g dv — dz =1 X dp -\- y dq =z jo d\ -h y c/Y , d'où
et, par suite,
5=iPX + QY— Z.
On aura ensuite
dX=z dp ^=z r dx -hs dy, dY =idq =s dx -{- i dvy dx=dP=iRdX-['SdY, dy =zdq = SdX-hT dV,
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et, eQ éliminant dX. et dYj
dx = (hr H- 55J) dx -f- (R5 -h St)df,
dy = (Sr -4- T5) é/j? -f. (S5 -h Tr) d>^;
d'où
Rr -hS5 = I, R5-hSf = 0,
Sr-+-T5 = o, Ss-^Tt — i,
et enfin
RT— S** RT— s* RT— o-
L'équation transformée sera donc
Ff PXh-QY— Z, P, Q,X,Y, IÎJ-7 g^> '~RT— S*^ RT^^^)~^'
280. Nous allons appliquer cette transformation à l'équation aux dérivées partielles des surfaces dont les rayons de courbure principaux sont égaux et de signe contraire.
Nous avons donné (Calcul différentiely n** 337) l'équation du second degré, qui détermine ces rayons de courbure. Egalant à zéro la somme de ses racines, on obtiendra l'équation diflerentielle cherchée
Par la transformation de Legendre, elle deviendra (8) (H-X*)R -H 2XYS H- (i-f. Y*)T^o.
Différentiant par rapport à X, on trouvera
, . . .,.v (?R .r.r dS , ,,_ dT
ly; ^ ^ (JX aX ^ ' #9X "^^'^'^~*
IC
Mais on a
^ d^ dx (?P dx ^ dX dX' ^ à\ ù\'
(?R d^x dS d'^x dT (^»P
dX dX»' dX dXdY' (^X dY«
dY«
L'équation (9) peut donc s'écrire
La difTérentiation par rapport à Y donnerait pour j^ la même équation aux dérivées partielles. Enfin, en tenant compte de la relation (8), on vérifiera aisément que
satisfait encore à cette même équation.
Pour intégrer Péquation (10), nous la simplifierons suivant la méthode du n^ 274, en remplaçant X, Y par de nouvelles variables indépendantes Ç, 7), qui satisfassent à l'équation aux dérivées partielles
<-''->(^l)'-'^^5lî?-<-^)(5?)"=»-
Cette dernière équation, décomposée en facteurs, donne la suivante :
(.1) (. + X»)^+(XY+v/-.-X*-Y«)^ = o,
dont l'intégration se ramène à celle de Téquation différentielle ordinaire
dX __ dY
XY
. .. . XY-v/-i-X*-Y»
___ i-hX'
"^"XY+y/— i~X*-Y» "" iH-Y*
Éliminons le radical entre les deux équations équivalentes qui donnent Ç; il viendra
i+X«+(i4-Y*)Ç«— 2XYÇ = o, d'où
On trouvera de même (i5) X=Yt)-!-v/-i-V.
De ces deux équations on tirera
L'équation (lo), exprimée au moyen des nouvelles variables Ç, 7), prendra la forme
OÙ les coefficients M, N ont pour valeurs
dS.dY
"^rx^'^fi
aXY
ô\dY
Or ces deux coefficients sont nuls. En eOet, Téquation (n à laquelle satisfont i et y| peut aisément se mettre sous lo deux formes équivalentes
(XY±v/-,-X«-YOjJ+(.+Y«)^=o.
Ajoutons à celte dernière équation la dérivée de (i i) pai rapport à X et celle de (i6) par rapport à Y ; il viendra
x«)^;^+.xY ^'"
dX^
dXôY
aX
du -- du dX ai
Prenant successivement pour u les fonctions i, r., on aura M = o, N = o.
L^équation transformée se réduira donc a
et aura pour intégrale générale
^ et W étant des fonctions arbitraires.
281 . Il résulte de l'analyse qui précède que les surraces clierchées appartieunent à celles dont les coordonnées peuvent s'exprimer en fonction de deux paramètres Ç, y\ par des équations de la forme
z =z*,(;)-hV,(Tj.
Ces dernières surfaces jouissent de la propriété géométrique d'être engendrées (et cela de deux manières différentes) par la translation d'une génératrice de forme invariable. Il est clair en effet que les courbes r, = consl. représentent les diverses positions d'une même courbe déplacée parallèlement à elle-même. De même pour les courbes Ç = const.
Nous allons poursuivre l'étude du problème, pour achever de préciser la nature des surfaces cherchées.
282. Puisque x est la somme d'une fonction de ^ et d'une fonction de7|, nous pourrons poser
(f ei ^ étant arbitraires. Cela posé, on a
d'où
Y étant supposé constant dans l'intégration. Or les équations (i4) et (i5) donnent, dans cette hypothèse.
dX "" "^^
Substituant ces deux valeurs de dX. dans les intégrales correspondantes, et intégrant par parties le second terme de cha-
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cune d^elles, il viendra
C désignant une fonction de Y.
Pour obtenir maintenant y^ nous aurons à prendre la dérivée partielle de celle expression par rapport à Y, en supposant que les variables indépendantes soient X^ Y^. On a, dans cette hypothèse, en prenant les dérivées partielles de5 équations (i4) et (i5),
En tenant compte de ces relations, la dérivée de Z se réduira à
Mais j' doit être de la forme <t>(ç) -h W(7|); et son dernier
terme ^y est une fonction de Y, qui ne peut être de cette
forme que s'il se réduit à une constante. D'ailleurs on peut fondre celle constante dans la fonction arbitraire (p, de telle sorte qu'on ait simplement
La quantité G qui figure encore dans l'expression de Zsera une constante qu'on peut supprimer en la fondant avec les inlégrales.
Il ne reste plus qu'à déterminer la quantité
z=2Xx -{-Y V — Z.
En y substituant les valeurs trouvées de j?, y, Z et tenant
compte des relations (i4) et (i5), il viendra
Nous avons ainsi exprimé les trois coordonnées x^ y^ z des surfaces cherchées au moyen des paramètres S, 7|.
283. Considérons l'équation aux dérivées partielles du premier ordre
OÙ a, p sont des fonctions données de x, y^ z, /?, gr, dont Tune au moins contienne p ou q^ et ^ une fonction arbitraire.
Prenons les dérivées partielles de l'équation. Il viendra
^<ï» rdu du Ou âul
du\^dj: âz dp d/j
ô^ V âi^ ai' dv ôv~\
dv yOx ^ ôz dp ôq \ '
d^ \ du du du du~\
du [ dv dz dp dq J
d^rjt' dv dv dv~\
dv \^dy ' dz dp àq\~~ '
Eliminant le rapport 3- : v-» on obtiendra une équation
^^ du dv *
du second ordre, de la forme
(18) H/--t-2K5 4-L^ + M-hN(rr — 5«)=o,
oiï H, K, L, M, N sont des fonctions de x, y^ z, /?, g.
L'équation (17) du premier ordre est dite une intégrale intermédiaire de cette équation du second ordre.
Réciproquement, étant donnée une équation du second ordre de la forme (18), on peut se proposer avec Monge de reconnaître si cette équation admet une intégrale intermédiaire et de déterminer celle-ci lorsqu'elle existe.
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284. Supposons que Téquation (i8) admette une intégrale intermédiaire (17). Soit V ce que devient le premier membre de Téquation (17) pour une détermination donnée à volonté de la fonction <l>. En changeant 4» en <I> — c^ c désignant une constante arbitraire, on obtiendra l'équation
comme cas particulier de (17).
Toute solution de cette équation satisfera donc à Inéquation (18). Mais elle satisfait en outre aux deux équations
^P dz
dV dp
dy
-hs
dp
obtenues en prenant les dérivées partielles de (ip).
Tirons de ces équations les valeurs de r, s pour les substituer dans (18); il viendra
(ai) P + Qt = o,
en posant, pour abréger,
^'-^\dT'-^''d.)drf-^à,j[-<û^PTz)
-^{dy-^'^Tz)dç-'^\d^^PTz)d^-
L'équation (21) doit être une conséquence de l'équation (19). Mais les seules relations indépendantes de la constante c que celle-ci établisse entre Xj y^ 3, /?, y, r, 5, / sont évidemment les relations (20). Or, si nous supposons que V
contienne p, le déterminant (--r-) des relations (ao), par
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rapport à r et 5, étaot ^ o, on ne pourra en déduire aucune relation nouvelle, indépendante de r et de 5; donc Téquation (21) ne pourra subsister que si Ton a identiquement
Ce sont deux équations simultanées du premier ordre, auxquelles la fonction V doit satisfaire. En général, elles sont incompatibles; mais, si elles ont des solutions communes, chacune d'elles donnera une fonction V, telle que Téquation V= c entraîne comme conséquence Téquation (18).
285. Ces équations P = o, Q = o sont du second degré par rapport aux dérivées de V; mais elles peuvent être notabletnent simplifiées.
En effet, éliminons entre ces deux équations la quantité
r ^ P 'TZ* nous obiendrons cette nouvelle équation
^_(HL-MN-K«)(^^^y=o;
<d'où l'on déduit, en posant, pour abréger,
G = K»-t-MN — IIL,
Substituons dans O = o la valeur de -. h 7 -r- tirée de
^ ay ^ az
cette équation, et supprimons le facteur commun --r- ; il viendra
<^4) ^(5^-^/-e)^;-L^-H(Kqzv^)^=o.
Les deux équations (28) et (24) sont linéaires. Si G n'est pas nul, on pourra prendre successivement pour yGles deux
J. — Cours, UI. 24
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valeurs dont cette quantité est susceptible ; on obtiendra ainsi deux systèmes d'équations linéaires
et
et V devra nécessairement satisfaire à Tun des deux. Si G e>: nul, ces deux systèmes se réduiront à un seul.
Nous avons toutefois supposé dans la démonstration
que -T- n était pas nul. ^i i on avait -^— = o, mais -;r— ^ o, oi ^ dp '^ ôp ^ dq ^
n^aurait qu^à permuter dans le raisonnement x^ p^ r, H avec y, q^ t^ L, et Ton arriverait au même résultat, car et changement transforme simplement P|, Qi, P^, Q2 en Q^,
P2, Qi,Pi.
Notre conclusion ne serait donc en défaut que si V ne contenait ni p ni q. Mais, par définition, s'il existe une intégrale intermédiaire 4>(tt, i^)= o, Tune au moins des fonctions u, V contiendra p ou q. Donc, parmi les fonctions de la forme 4>(^, p), on pourra trouver deux fonctions distinctes U et V contenant chacune p ou q et satisfaisant, par suite, à l'un des deux systèmes d'équations (25)ou(26). Toute fonction ^(U, V) de U et de V qui contient/? ou y y satisfera de même.
On déduit de là que U et V doivent satisfaire toutes deux au système (aS) ou toutes deux au système (26). Supposons en effet que U satisfit au système (aS) et V au système (26) : ^(U, V) ne satisferait, en général, à aucun des deux. En effets l'équation Pf, par exemple, étant linéaire, le résultat de la substitution de ^(U, V) dans cette équation sera
dU '^ âW ' S et T étant les résultats de la substitution de U et de V.
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Mais U satisfaisanl à P| = o et Y à
O n aura
S=o, T-av/G~=o,
De même, le résultat de la substitution de U^(U, V)
dans Qi sera — 2 y/G 3~ ;ïy > or v/G n'est pas nul, les deux
systèmes (aS) et (26) étant supposés distincts; d'autre part,
-;:— et -T- ne sont pas nuls à la fois ; enfin, si W contient V, op aq *^ '
-^^ n'est pas nul; donc W ne pourra satisfaire à la fois aux
deux équations P| = 0, Qi = o. On voit de même que, si M'" contient U, il ne peut satisfaire à la fois aux équations P2==o, Q2= o.
Si donc il existe une intégrale intermédiaire, Tun au moins des deux systèmes (25) ou (26) admettra deux intégrales distinctes U et V.
Réciproquement, si le système (25), par exemple, admet deux intégrales distinctes, U et V, il admettra comme intégrale W(U, V), quelle que soit la fonction W, et Ton aura rintégrale intermédiaire
La recherche des intégrales intermédiaires se réduit, comme on le voit, à celle des solutions communes à deux équations linéaires du premier ordre.
287. Lorsqu'on a réussi à trouver une intégrale intermédiaire
il ne reste plus, pour obtenir z, qu'à intégrer cette équa-
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tion, qui est équivalente à la proposée, mais du premier ordre seulement. Toutefois, la présence dans Téquation d'une fonction arbitraire rendra en général l'intégration plu< difficile.
On peut d'ailleurs obtenir plusieurs intégrales intermédiaires, soit que chacun des deux systèmes (aS), (26) en donne une, soit que Tun d'entre eux en fournisse plusieurs. En effet, ce système étant formé de deux équations entre cinq variables pourra admettre dans certains cas jusqu à trois intégrales distinctes U, V, W. II fournira alors deui intégrales intermédiaires
Supposons qu'on ait obtenu deux intégrales intermédiaires, on pourra les mettre sous la forme
Joignons à ces équations la suivante :
dz =: /) dx -h 7 df.
On pourra tirer/? et q des équations (27) pour les substituer dans cette dernière; on obtiendra ainsi une équation aux différentielles totales entre les seules variables j?, j^% z. Cette équation satisfait évidemment à la condition d'inlégrabilité, et son intégration donnera z.
II y aura, en général, avantage à faire un changement de variables en prenant V et V| pour variables indépendantes à la place de x et de jr.
Soit, comme application, à intégrer l'équation
rt — .ç* = G.
On a ici H = K = L = M = o , N = i , G = o , et les deux systèmes (sS) et (26) se réduiront à un seul
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Ce système admet évidemment les trois intégrales On aura donc les deux intégrales intermédiaires
qu'on doit combiner à
dz =ip dx -\- q dy.
La difierentiation des deux premières équations donne
dq=f'{p)dp,
dz — p dx — 7 dv — X dp — y dq^=. ^\p) dp^ et, en substituant les valeurs de dz et dq^
En posant dp = o, d'où p =:c, on aura la solution particulière
et, en égalant à zi'ro l'autre facteur, on aura une autre intégrale, représentée par ces deux équations
z—px'-/{p)yz^f{p),
IV. — Équations linéaires à coefficients constants
289. Les problèmes de la Physique mathématique con- «duisenten général à intégrer des équations (ou des systèmes li^équations) aux dérivées partielles, linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles.
S'agit'il, par exemple, de la propagation de la chaleur, on aura entre le temps ty les coordonnées x^ y^ z d'un point
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quelconque du corps étudié, et sa température U, TéquatioE
a désignant une constante.
Il faudra joindre à cette équation, pour préciser la question, certaines conditions accessoires qui varieront dan^ chaque cas.
Si l'on considère un espace illimité, on rendra le problème déterminé en joignant à Téquation (i) une équatioc de la forme
V=/{'^yff^) pour ^ = 0»
laquelle donne en chaque point la température initiale.
S'il s'agit d'un corps K de dimensions finies, on pourra se donner la température initiale de chacun de ses points, ce qui donnera la condition
(2) U=/(»r,7,5) pour f = o.
Mais cette condition n'ayant plus lieu pour un point quelconque x^y, z de l'espace, mais seulement pour les points intérieurs à K, ne suffira plus pour rendre la question déterminée. Il faudra y joindre de nouvelles conditions relative? aux points de la surface S qui limite K. On pourra, par exemple, se donner la température à chaque instant en chacun de ces points, ce qui donnera une équation de condition de la forme
(3) Vi=(p(a:,7,s,0,
valable pour tous les points de S.
La connaissance de la température à la surface du corps peut d'ailleurs être remplacée par une autre donnée équivalente.
Si, par exemple, on sait que le corps rayonne librement dans un espace à une température constante, l'équation à la
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surface (3) sera remplacée par la suivante
(4) -T— cosan- -^- cosS -h -3-cosY = //U.
^ ' dx dj as
a, ^, Y étant les cosinus directeurs de la normale à la surface au point jr, y^ z et h une constante.
Nous avons ainsi, en général, deux sortes de conditions accessoires : i® conditions initiales qui auront lieu pour £ = o dans tout Tintérieur du corps considéré; 2^ conditions relatives aux limites, qui seront vérifiées à la limite du corps. Les unes et les autres peuvent être variées d'une infinité de manières, ce qui donnera lieu à autant de problèmes essentiellement distincts.
290. En général, les conditions accessoires, de même que les équations aux dérivées partielles, seront linéaires par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées partielles. Il en résulte d'importantes conséquences.
Soient, en effet, U|, U2) ••• les fonctions inconnues, if X, ... les variables indépendantes. Les équations aux dérivées partielles seront de la forme
(5) Fj=/j, F,=/„
les conditions accessoires de la forme
F|, Fa, • • . , 4^1, ^27 • • • étant des fonctions linéaires et homogènes par rapport à Uj, U2, ... et à leurs dérivées partielles, et /i,/2, . . - , 'f I, ^2» • • • des fonctions des variables indépendantes.
Supposons que nous soyons parvenus à déterminer : I** une solution particulière U'j, U',, ... du système d'équations aux dérivées partielles
(7) Fi=/i' Ft=o, ...;
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a® une solution particulière U', U* , ... du système (8) F.=:o, F,=/„
etc.
Posons
u,^u;-+-u;H-...-hV„
Les nouvelles variables Vo V2, ... devront évidemment satisfaire aux équations
F^riiO, FjirzO, ...
et aux conditions accessoires
^1, dijf ••• désignant les fonctions des variables indépendantes que Ton obtient en substituant dans <I>|, ^21 - • • à la place de U|, U5. ... les expressions
Ui=u;4-u,^..., u,= u;-f-u;-i-
Soient, d'autre part : i** Vj, V',, ... le système des fonctions qui satisfont aux relations
(9) 1^1 = 0» Fs = o, ...; 4»i = <pi — i]^,, *,= o, ...; 2® V', Vj, ... celui des fonctions qui satisfont aux relations
(10) F,=:0, Fj=zo, ...; *, = o, *,z=<p,— «^„ Si nous posons
les nouvelles variables 6|, O3, ... satisferont aux relations
Fi = 0, F,r=:0, ...; 4>j = 0, 4>,=:0, ....
Ces équations, étant linéaires et homogènes par rapport
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aux fonctions inconnues et à leurs dérivées, admettront la solution 0| =: o, 82= o, ... et n*en admettront pas d'autre, puisque le problème est entièrement déterminé. On aura donc finalement
u,=u;-hU;+...+v;+v\+..., u,=:u;-i- u; -+-... -h v;+v; -+-...,
et Ton voit que la résolution du problème primitif s'obtiendra en déterminant : i® une solution particulière de chacun des systèmes (7), (8), ...; 2^ la solution de chacun des systèmes (9), (10), ....
La question se trouve ainsi ramenée à d'autres problèmes plus simples où tous les seconds membres sont nuls, à Texception d*un seul.
Dans la plupart des applications, les équations aux dérivées partielles (5) n'ont pas de seconds membres^ on pourra donc poser plus simplement
V, , Vj, ... ; V* , V",, ... ; ... étant les solutions des systèmes suivants :
Fi=o, F, = o, ...; *i = ©i, *j~o, ...,
291. La décomposition précédente du problème proposé en problèmes plus simples est souvent utile; mais il n'est pas toujours nécessaire d'y avoir recours. Nous admettrons donc, pour plus de généralité dans les explications qui vont suivre, qu'elle n'ait pas été faite complètement, de telle sorte que l'on ait à intégrer un système formé d'un certain nombre d'équations aux dérivées partielles linéaires et sans seconds membres
(îi) F,=z:o, F,=io, ...,
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jointes à des conditions accessoires dont les unes
(la) *i = o, *i = o,
n'auront pas de seconds membres, tandis que les autres
en auront.
La marche généralement suivie pour résoudre les questions de cette nature est la suivante :
On néglige provisoirement les conditions (i3); les équations conservées (i i), (12) ne suffisant plus pour la déternunation complète des fonctions inconnues admettront uut infinité de solutions.
On t&chera d'en déterminer des solutions particulières. Dans tous les problèmes que Ton sait résoudre, on oblîendnt sans trop de peine une infinité de solutions simples de la forme
(l4) { \t'=^Mt,x, ...,a, 3, ...),
a, p, ... étant des paramètres variables d'une solutioa à l'antre.
Deux cas seront ici à distinguer, suivant que les valeurs précédentes constituent une solution, quelles que soient les constantes a, p, . . . , ou seulement pour celles de ces valeurs qui satisfont à certaines relations (par exemple, pour les valeurs entières de ces constantes, ou pour celles qui sont les racines en nombre infini de certaines équations transcendantes que l'on formera dans chaque cas).
Dans le premier cas, les intégrales définies
donneront une nouvelle solution, quels que soient le champ de l'intégration et la fonction <p(a, p, . . .). En effet, il est
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clair que le résultat de la substitution de ces intégrales, dans Tune quelconque des équations (i i) ou (la), sera
(16) |gcp(a,?, ...)Mé/aé/?,..,
M désignant le résultat de la substitution de/t, /i, .... Mais M est nul, par hypothèse : donc Tintégrale (i6); ayant tous ses éléments nuls, sera nulle elle-même.
Cela posé, nous tâcherons de déterminer le champ de rintégration et la fonction arbitraire f , de telle sorte que la solution (i5) satisfasse aux conditions (i3). Si nous y parvenons, nous aurons satisfait à toutes les exigences du problème.
293. Dans le deuxième cas, on substituera successivement dans la formule (14)9 pour les paramètres a, P,..., les divers systèmes de valeurs dont ils sont susceptibles; on obtiendra ainsi une suite illimitée de solutions
Nous obtiendrons une nouvelle solution plus générale en posant
(,7) V, =:c'v; -h c*v; -+-..., v,=c'v;-hc'v;-h..., ...,
c\ c", . . . désignant des constantes arbitraires.
Il est clair, en effet, que le résultat de la substitution de ces valeurs dans Tune quelconque des équations (1 1) cl (12) sera de la forme c'M'-f- c^lW-l-. . . , M', M", ... désignant les résultats respectivement obtenus parla substitution des diverses solutions simples. Or M', M'', ... sont nuls, par hypothèse; donc c'M'-h c"RrH-. . . le sera, et les séries (17) donneront une solution.
Il restera à déterminer les coefficients arbitraires </, c", ..., de telle sorte que ces séries soient convergentes et satisfassent aux conditions (i3). Le problème sera dès lors résolu.
Nous allons éclaircir cette méthode par quelques exemples.
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294. Propagation de la chaleur dans un milieu indéfini, — On a à intégrer Téquation
jointe à la condition initiale
U=/(x,/, ^) pour r=:o.
L'équation (i 8) admet évidemment comme intégrale particulière l'expression
U'=: cosm(x — X) ces v{y — |x) cosw(a — v) e-'"*-»"''-^"*-*',
e/, (;, Wy \ p., V étant des constantes arbitraires. Elle admeUra donc comme solution l'intégrale
f / / \}'dudvdw,
laquelle est le produit des trois intégrales simples
Jf e-«'"'' cos£/ (j7 — X )é/w,
/ e-"**''' ces t' (/ — |x)^(',
r «-«•«''' cosiï'(- —v)^w.
Les intégrales sont aisées à calculer. Nous avons trouvé, en efi'et (t. II, n« 165), la formule
/ e"*^y^ ces 2 bydy = \ ^Tza * e " .
Changeant dans cette formule^ en u, a en a-t, b en »
il viendra
^-«•«•'cosm(^ — X)rfw=AvAï -j=-'
Calculant de même les deux autres intégrales, il viendra
(JT-X)» (y-\i-i* (»-v)»
3 /, 4/1*1 /» 4.1*/ >, knU
2a\/t 2 a s/1 lasfi L^intégrale
^=^* r r r/(^.i*.v)U'tArfH^rfv
sera encore une solution.
Cette expression peut se transformer en posant
2a\'t aay^ 2ay/^
Il viendra
Cette valeur de Use réduit pour ^ = oau produit de/^x^y^z) par les trois intégrales simples
-L fe-^'d^, -^ fe-^'d?, -L fe-Vd-i.
Mais on a
JtZ t/_,o V "ï^ fc' 0
(t. II, n° 163); et de même pour les deux autres intégrales. L'expression U satisfera donc à la condition initiale
U =/(j:', y, s) pour f = o
et sera la solution du problème.
295. Propagation du son dans un espace indéfini, — On a Téquation aux dérivées partielles
dt^ ~^\'dx^ ^ Or
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avec les conditions initiales
dV j, , , J pour < = o.
On peut poser U = U' -h U", U' et U' étant les solution5 obtenues en combinant à Téquation diflférentielle les conditions initiales
et
Calculons d'abord U'.
On voit immédiatement qu'on satisfait à l'équation au\
dérivées partielles et à la condition initiale U'= o par la so-
lution simple
U' = ces M sina/7,
où nous posons, pour abréger,
M = u{x — X)-h v{y — |j.)4- tv(5 — v),
On y satisfera plus généralement par l'intégrale (19) X ■ ^-7^^^ — ces M sin art dX diadv du dvdw,
F désignant une fonction de X, (i., v, qu'on peut choisir arbitrairement, ainsi que le champ d'intégration.
Les variables a, r, w d'une part, X, |i., v d'autre part, peuvent être considérées comme des coordonnées rectangulaires. Remplaçons u^v\w par des coordonnées polaires r, 0, îp, ajani pour centre l'origine et pour axe polaire la droite qui joint l'origine au point x — \ y — ^j ^ — v. Remplaçons, d'autre part, X, uL, V par des coordonnées polaires r',6', cp', ayant pour centre le point x,y, z et pour axe polaire une parallèle aux 5.
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On aura
X = X 4- r' sin6' co9<p',
fjL = j' -f- r' sin 6' sin o', v=i: ^ -h r'cosO';
M^= ii(j? — X)-H (^( j — ti)-H w(z — v) = rr'cosO,
cfa c^ç' é/w =1 r* sin 6 dr d^ dr^, dXd[Ldv = r'^ sin e' dr' d^' d^' .
L^intég^ale deviendra donc
VF cos (rr' cosô) sin ar/ rsinô dr d^ d^ r'*sin6' dr' d^' do'.
Supposons que le champ de Pintégration soit pour 6 et 0' de G à TT, pour ^ et f' de o à 2ir, pour r et r' de o à oo.
Les intégrations par rapport à f et 0 pourront s'effectuer en remarquant que sinOrf9 = — c/cosO. L'intégrale deviendra
4it V F r' sin rr' sin art sin 6' dr' dh' d'u' dr
=:2Tr V Fr' [co3r(/*'— at) — qo% r {r' -\- at)\ sin d' d^' do' drdr'.
On pourra encore effectuer les intégrations par rapport à /• et r' en appliquant la formule de Fourier
f ^{^rV(P)cos|x(3-.^)rf.3=^[/(^ + o)4-/(a;-o)]
démontrée au t. II, n* 226.
Soit, en- effet, ^(r') une fonction égale à Fr' quand r'^o et nulle quand r'<; o. On aura
^ dr I Fr' [cos r {r'— at) — cos rir'-^ at)]dr'
— / dr I <{/(/•') [cosr(r' — at) — cosr(r'-t- at)] dr'
= -[4'(û5^4-o)4-<Ka/ — o)] — - [^{— at-h o) -h ^{— at — o)].
Cette formule suppose seulement : i** que la fonction'^ a uiie variation limitée entre — oo et 4-00 ou, ce qui revieci au même, que Fr' a une variation limitée de o à oo; a^qc^ rintégrale
est finie. Si nous admettons en outre que la fonction F es: continue, le second membre de Texpression précédente se réduira, si ^ >► o, à Tz^{at), car ^( — at) sera nulj si t <o. il se réduira à — 7ttj^( — at). Enfin, si ^ = 0, il se réduin à zéro.
On aura donc, pour toute valeur de tj
f dr I Fr'[cosr{r' — at) — cos r (r' -h at)]dr' =1 r.at F {X -^ at' s'in ô'cosçp'jj' 4- a^' sinô'sintp', s-f-a/'cos6
l' désignant le module de t.
Nous obtenons ainsi, en supprimant les facteurs constants, comme solution de l'équation aux dérivées partielles, Teipression
^îTc ^rt
j j H^(a7H-a^'sin6'cos<p', j-i-ai'sinô'sin ç', z-^at'cos^'}
X sine'^'rf?.
Pour « = o, cette intégrale s'annule, et sa dérivée se réduit évidjemment à
Nous satisferons donc à toutes les conditions du problème si nous posons
Nous obtiendrons ainsi, comme solution, l'intégrale dé-
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finie double
Jf / r/i(ic-ha/'9in6'cos«p', 7-f-a^sin8'sîn^', z-h at' cosb') 0 ^0
Calculons maintenaDt U
On satisfait évidemment à l'équation différentielle et à la condition initiale
dt "
pour
par
la solution
simple
cos
\M cos art y
et plus généralement par l'intégrale définie 5 VF(X, {i, v) cosMcosartdXd[Ldydud(^div
=1 r— V ^ * ^' ^ cosMsïn art dXdtkdy du dvdw
dt 211*0 ij r ^
= -rr / / /F(iF-f-a^'8in6'cos^',j^H-a^'sinô'8in<p', ^-ha^'cosO')
XsinO'ûTô'rfç'.
D'ailleurs, pour ^ = o, cette expression se réduit à
On satisfera donc à toutes les conditions du problème en posant
ce qui donnera
— -^-r- / / ^y(ic-ha^'sin6'cos«p', ^-4-ai'sin6'sinïp',^H-ar'cosO')
X sin^' d^' d'f' .
On aura enfin
Cette solution suppose toutefois, comme on Ta vu d'après J. — Cours, III. -jS
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la démonstration : i° que les fonctions
/(X, fi, v)/^, /,(X,jx,v)r'
ont une variation limitée lorsque le point \ |jl, y décrit uoe droite partant d'un point quelconque a;, y^ z de l'espace, et allant jusqu'à l'infini dans une direction quelconque; a** que les intégrales
fl/r'ldr', Jl/.r'Irfr' prises le long de cette droite sont finies.
297. Supposons qu'à l'instant initial il n'existe de mouvement qu'aux environs de Torigine des coordonnées, de telle sorte que les fonctions
soient nulles pour toutes les valeurs de x^y^ z extérieures à une sphère de rayon e décrite autour de l'origine. Décrivons une sphère de rayon at^ ayant pour centre l'origine; on pourra la représenter par les trois équations
{ H- at' sin 6' cos<p' :=: o, T, -f- atf sin 6' sin ç' z=z o, î 4- a/' ces 6' =io.
Pour tout point x^ y, z dont la distance à cette sphère est >• £ on aura, pour toutes les valeurs de 0' et ç',
=. {x -\- at' sinô'cos<p')*
{y -h at' sin 6' sin (p' )• -h ( js -f- a^'cosO')*> e.
Les fonctions
f{x H- a/'sin6' cos<p', y -h at' sînô' sincp', z -h at' cosô') et
/i(^ 4- a^'sinO'coscp', j -+- a^' sinO' sin^', -s 4- a^' cos 6' )
seront donc nulles dans tout le champ d'intégration, et Ton aura par suite U = o.
La fonction U sera donc nulle à chaque instant dans tout l'espace, sauf dans Tintérieur de Yonde sphérique comprise entre les deux sphères de rayon at' -+- e et at' — e.
298. Problème de Cauchy. — Considérons plus généralement un système de fonctions inconnues U, V, ... des variables f , Xy y^ z, déterminées par un système d'équations
ayant pour premiers membres des fonctions linéaires à coefficients constants de U, V, ... et de leurs dérivées partielles, et par les conditions initiales
_, , , aV ) pour t z= O,
Posons, pour abréger,
//, ^fy Wj \ [JL, V étant des constantes, et
du dv dw dkd\Ld'4z=. da.
Nous allons prouver que la solution du problème est donnée par les formules
où le champ d'intégration par rapport à chacun des couples de variables m, X; i^, (jl; wp, v est un rectangle infini ayant pour centre l'origine des coordonnées; T, 0, ... désignant
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d'autre part des fonctions de t définies : i^ par les équatioDf différentielles
OÙ Jl, ^iy ... se déduisent de R, K|, . . . en y substituant
au\ dérivées partielles
les expressions
^(i«)P(iV)T(«W)«, ^(e«)P(,V)r(,W)8. ...;
^^ par les conditions initiales
T=/(x, |x,v), -^ =yi(x, [x,v),
(a3) { ^^ } pourf = o.
Substituons en effet, pour U, V, ..., les valeurs (21) dans Tune des équations (20), la première, par exemple; comme on a évidemment
do: (27r)'kJ dx (27t)'kj
le résultat de la substitution dans R sera
ou, en vertu des équations (22),
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Or on a
= [cosu {x — X) -h isinu {x — X)] X [cost' {y — |x) -h isiiK' {y — fx)] X [cosw(« — v) 4- iûïkw{z — v)].
EfTectuant les produits, on obtiendra huit termes qui tous, à Texception dW seul, contiendront un sinus en facteur.
Considérons un de ces termes, contenant par exemple le facteur ûnu{x — X). Les éléments qu'il fournit à l'intégrale pour deux valeurs égales et opposées de u se détruiront.
Au contraire y les éléments fournis par le terme
co%u{x — X)cos<'(j— fl) cos»'(^ — v)
pour des valeurs égales et contraires assignées à l'une des quantités {/, Vy w seront égaux. L'intégrale (24) se réduira donc à
-^ V cosa(a? — X) cosc(/ — \k)co%vp{z — v) tïT(^, X, ji, v)ûfa,
//, p, w ne variant plus que de o à 00.
La double intégration par rapport à a, X donnera comme résultat, d'après le théorème de Fourier,
— ^ ces 1^(7— |Ji) co%w{z^^)xa{t,Xy iL^^)dv dwdidy.
Intégrant par rapport à p et {x, on aura de même, comme résultat,
- V cosMP'(3-- v)t!ï(^, x,y,s)dwdyt, et enfin, en intégrant par rapport à iv et v,
ce qui est précisément le second membre de l'équation aux dérivées partielles.
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Les conditions initiales sont également satisfaites, car od a, pour r = o, en vertu des équations (aS),
dU
et il suffira de changer w en /, /, , ... dans les raisonnements précédents pour montrer que ces expressions sont respectivement égales à/(ar,^^, ^),/i {^O'f ^^y • - •-
299. Propagation de la chaleur dans une barre indéfinie dans un sens. — Nous aurons réquation aux dérivées partielles
de âx^'
avec la condition initiale
U=:f(ar) pour^rzzo, x'>o et la condition à la limite
U— o(0 pour a? =1:0,
.^^ , ^^, , on»
gine de la barre.
On pourra poser
U' devant satisfaire aux conditions
Vr^f{x) pour ^r-o, j:>o; U' = o pourj7=:o, .
et U'' devant satisfaire aux conditions
U ' irr O pour ^ =: o, JT > O ;
\j":^'^{t) pOUrj;=::0.
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Calculons d'abord U'.
On satisfait à la condition U' = o pour ^ = o, ainsi qu'à l'équation aux dérivées partielles, par la solution simple
sinuxe-''****'
et par la solution plus générale
f sin«a7e-«'«''F(w)éftt,
laquelle, pour t== o, se réduit à
f sinuœ F(w) du.
Il restera donc à déterminer F (a), de telle sorte qu'on ait
f s'in ua:F (u) du ::z^/(.v) pour j: > o.
On y arrivera en posant
F(m) = - f sin uX /{\) dX.
On a, en effet,
- 1 I sinux iin tiX /('k)d\
rt ao /•• oD
^ ' I I [cosu{x — X) — cosa(a? -hX)]/(X)rfX,
et, en désignant par ^(X) une fonction égaie à /Çk) pour X> o, à zéro pour X <C o, cette intégrale aura pour valeur
\[^{x -^o) -h+(^ — o) — <K — or-ho) — ^{—ûc — o)],
quantité qui, pour a? >• o, se réduira à /(.r) [en supposant f(x) continue].
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La solution du problème sera donc Tintégrale double -f f «-«••''[cos«(a? — X)— •costf(a?-f-X)]/(X)^arfX
ou, en cfTectuant Tintégration par rapport à u, comme au n° 294,
(25) — --= I /C^)dk[e *-" -c *-' J.
300. Passons au calcul de U"^. Ce problème se ramène an précédent, comme nous allons le voir.
Nous traiterons d^abord le cas particulier où cp(/) se réduit à la constante i. On aura, dans ce cas,
W étant une nouvelle solution qui satisfasse aux relations
W— - — I pour /:r=o, j;>o; W -" o pour x^zo,
(^clte dernière fonction s^obtiendra en posant /Çk) =■ — i dans la formule (?5). On aura donc
U'zizi L—l / e ■*«*' d\~ I e *"*'"tA .
Cette expression peut se simplifier. Changeons, en effet, de variables en posant, dans la première des intégrales ci*
dessus,
2a y t et dans la seconde,
• lasjt
Elles deviendront respectivement
y Tv J .g. y-rz J ^
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et, auront pour somme
i/TT •/ - i/lU »/a
in ai s on a d'ailleurs
On aura donc finalement
IIZ.A Ç e-PV?.
expression que nous désignerons par yjx^ t),
301 . Passons au cas général où <p(^) ne se réduit pas à une constante. Nous allons démontrer qu'on a
<2G) u^:^?(o)x(^,0-^ r X{x,t-\)^'{\)dk.
En effet, '/^(x, t) étant une solution de Téquation aux dérivées partielles et celle-ci ne changeant pas si Ton y change t en t — X, y^{Xf t — X) sera encore une solution.
L'intégrale / y^(^, t — X) <f'Çk) cfk, prise entre des limites
constantes, sera une solution, et il en sera encore de même si la limite supérieure, au lieu d'être constante, est égale à t; car cette supposition ne fait qu'ajouter à la dérivée partielle de l'intégrale par rapport à ^ le terme ^(^, o) f'(^), lequel est nul dans toute Fétendue de la barre, d'après les conditions qui ont servi à déterminer la solution x(^> 0-
Donc les deux termes de U'' sont des solutions de l'équation aux dérivées partielles. Tous deux s'annulent d'ailleurs pour ^ = o dans toute l'étendue de la barre. On aura donc
U''=:0 pOUr/znO, X > O.
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Enfin, pour x = o, on a
et
Donc U' satisfait bien à toutes les conditions du problî;!
302. L^expression (26) peut se transformer aumoyeaoi| rintégration par parties. On a, en efiet,
D'ailleurs <p(^)'/(j', ^ — ^) s'annule pour X= f, etsenduit à ç(o) '^{^i t) pour X -— o. On aura donc simplement
Remplaçons maintenant x{^, t — \) par sa valeur
ïav/-X
on aura
et enfin
;, il
La méthode dont nous nous sommes servi pour ramener Ir calcul de U" à celui de U' est évidemment applicable à tous les problèmes analogues.
303. Cordes vibrantes. — Gonsidërons une corde tendue i.ir la portion de l'axe des x comprise entre o et /. Désignons par U le déplacement suivant l'un des axes coordonnés lu point dont Fabscisse serait x dans l'état de repos. Nous aurons l'équation aux dérivées partielles
à laquelle il faudra joindre les conditions initiales
dV , , . l pou»' i~o, o<x <l et les conditions aux limites
U :r=: o pOUr a: i= O,
U — o pour ;r =: /,
lesquelles expriment que les extrémités de la corde restent fixes.
Nous avons trouvé (273) que l'intégrale générale de l'équation ( 27 ) est
Il reste à déterminer les fonctions (p et ({^ de manière à satisfaire aux autres conditions du problème.
Les conditions initiales donnent, pour l'intervalle deo à /,
a^^'{x) — a'^'(^)---/l(J7); d'où, en intégrant,
aîp(a?) — a'^{x)=l f^{x)dx-\-c et enfin
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D^aillenrsy U ne changeant pas quand on accroît Ja fonc tion o d*une constante quelconque en diminuant d^auir part la fonction ^ de la même quantité, on pourra, ua^^ nuire à la généralité de la solution, supposer c = o.
Les fonctions ^{x) et ^(x) sont ainsi déterminées dazf | rintervalle de o à /. Les conditions aux limites donoec: | d'ailleurs les identités
^ (/-+- ar) -h <]/(/— a^) 131 o; d'où, en changeant at en Xy
Cette dernière équation donnera la valeur de tf pour les valeurs de Fargument comprises entre /et 2/. En y changeant ^ en — X, elle donnera la valeur de ^ dans le mêroe intervalle.
Enfin, en y changeant l en l-h x, il viendra
d'où
La fonction (p admet donc la période 2/. Il en sera de même de la fonction
Les deux fonctions cp et ({^, admettant la période 2 / et étant connues dans l'intervalle de o à 2 /, seront déterminées pour toutes les valeurs de l'argument.
304. La méthode d'intégration précédente, due à Euler, est spéciale au problème des cordes vibrantes. Le procédé de Bernoulli, que nous allons exposer, est, au contraire, l'application directe des principes établis au commencement de celte Section.
On satisfait à l'équation aux dérivées partielles et aux
conditions aux limites par les solutions simples
. mizx mTzat mizx rmzat
sm — j — cos — -z — j sin — j — sm — -. — y
3Ù /n désigne un entier quelconque.
On y satisfera plus généralement par la série
U = > A;„ sm —^ cos — 2 ^ X*^'» ^^^ — ]
sm— ^,
m prenant toutes les valeurs entières de i à oo.
Reste à déterminer les coefficients An, et B;,,, de manière à satisfaire aux conditions initiales. En y substituant cette va* leur de U, elles deviendront
\ A^sin^^=/(j?), V' rmza
^ , rmzx
et Ton y satisfera (t. II, n^ 238) en posant
. mizx , m— T f y va) sm —j- d:t,
ira ^ r ^ f \ ' 'WTca ,
305. Refroidissement d^une barre hétérogène. — Ce problème dépend de l'intégration de l'équation suivante
jointe à la condition initiale
(29) \] =if{x) pour ^ = 0, a7>o < X et aux conditions aux limites
(30) k-z h\i:=.o pour a? = 0,
(3i) A'-j — hHU:=o pour a? zz; X.
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La barre est supposée s'étendre sur l'axe des :r de o à X; g^ ky l sont des fonctions de x^ positives dans toute Tétendue de la barre et représentant respectivement la chaleur spécifique, la conductibilité intérieure et le pouvoir émissif sur chacune des sections transversales; h et H sont des cod* stantes positives.
On satisfait à l'équation (28) par la solution simple
r désignant une constante et V une fonction de x qui satisfasse à l'équation linéaire du second ordre
Les équations (3o), (3i) donneront
(33) A- -7 /iVmo pourj;r=o,
(34) A-^-hHV=.o ^ouTX^X.
Soient V, V" deux solutions particulières de Téquation (82); l'intégrale générale sera
et cette valeur, substituée dans les équations (33) et (34), donnera
On pourra satisfaire simultanément à ces deux équations
par un choix convenable du rapport -7 si leur déterminant
est nul. Ce déterminant est une fonction de r que nous désignerons parny(r).
Soient Tj, Ta, ... les racines de Téquation Tîj(r) =0. A
chacune d'elles, telle que /•„, correspond une intégrale V/i telle que la solution simple
satisfasse à la fois à Téquation aux dérivées partielles et aux équations aux limites.
On y satisfera plus généralement en posant
et cette nouvelle expression sera la solution du problème, si elle satisfait en outre à la condition initiale.
Il ne restera donc plus qu'à choisir les coefficients Â, de telle sorte qu'on ait
ZA^Ym-:^ f{x) de xzzzo k x=zX.
306. Ija détermination de ces coefficients repose sur une propriété importante des fonctions V„, que nous allons exposer.
Le paramètre r restant provisoirement arbitraire, désignons par V celle des intégrales de l'équation (32) qui satisfait, pour X = Of à la condition initiale (33). Ces deux équations pourront s'écrire ainsi
(87) k-^ ^Vi=:o pouric = o,
en substituant aux difierentielles ordinaires des signes d de dérivation partielle, pour mettre en évidence ce fait que V dépend non seulement de x, mais du paramètre r.
Donnons à ce paramètre une autre valeur r'. Soit V la valeur correspondante de V ; on aura
(39) k-^ li\'=zo pour 57^0.
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Retranchons Tune de l'autre les équations (36) et (38 . respectivement multipliées par V et V; il viendra *J
dx |_ \ dx àjc J \
et, en intégrant de o à X,
<^-,)jrVv'^=[*(vg-v^)];
car, pour a: = o, 1 expression «: ( V -^ V -r— 1 s annule
vertu des équations {3y) et (Sp).
Posons maintenant r = rm, /'' = r,„ r^ et rn étant deux racines distinctes de Téquation w{r) = o; V et V se réduiront à Y m et V„, et l'on aura, pour a? = X,
en
d'où
*(vS-vf)=,.
L'équation (4o) se réduira donc^ en supprimant le facteur
(40 f g\„\adx = 0.
t/ft
Soit, en second lieu, r=rn, r^= rn-i- ^9 ^ étant un infiniment petit. On aura
dV _ d\n dx dx
dr ' ' dx dx • dxdr
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Substituant dans l'équation (4o), divisant par t et passant à la limite, il viendra
307. Nous allons maintenant établir que, si Ton débarrasse Véquation m{r) = o des racines parasites pour lesquelles la solution V correspondante serait identiquement nulle, les racines restantes seront toutes réelles, inégales, positives et en nombre inGni.
i® Si Tîy(r) = o admettait une racine imaginaire r,„ = a-+- pi, elle admettrait sa conjuguée r,, = a — ^i. A ces deux racines correspondraient deux intégrales conjuguées Yn = p -hçit Vu =/> — gt\ et l'intégrale
aurait tous ses éléments positifs, ce qui est absurde, puisqu'elle doit être nulle.
2® Si lïj(r) = o admettait une racine double r, l'intégrale correspondante V/i satisferait, pour a; = X, non seulement à l'équation
mais à sa dérivée
â^\ âY
dx dr dr
On aurait donc, pour a: = X,
dr ôx dxdr '
d'où
gy\ dxz^O,
résultat absurde, tous les éléments de l'intégrale étant positifs.
J. — Cours, m. a6
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3® L'équation tïj(/') ^= o ne peut avoir de racine négatÎTe ou nulle.
En effet, si r^o, / — rg sera positif dans toute l'étendoe de lu barre, et les équations
(44) k h\ -= o pour a: — o,
(45) A-^-hHVirzo pour^rzX
seront contradictoires.
En effet, l'équation (43)» intégrée de o à x, donne
= [AV], +f {l-gr)\dx.
La fonction V varie avec x en partant de la valeur initiale Vo; tant qu'elle ne changera pas de signe, tous les éléments
de l'intégrale / (/ — gr)V dx auront également le signo
de Vol donc -7— aura ce même signe, et, par suite, V s'éloignera de zéro.
Il résulte de là que, dans tout l'intervalle de o à X, V s'é-
dV
loigne de zéro et conserve le même signe que -j—' Donc l'équation
k -j— -h HV = o pour ;r = X
ne pourra avoir lieu, ses deux, termes ayant le même signe.
308. Les racines de Tîj(r) = o sont donc toutes réelles, inégales et positives. Il reste à prouver qu'elles sont en nombre infini. Nous y arriverons en étudiant l'allure des in-
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t égarâtes de Téquation (32) ou, plus généralemeaty d'une <5quation de la (orme
OÙ K et G sont des fonctions de x.
On peut remarquer incidemment que toute équation linéaire du second ordre
peut être mise sous cette forme. En effet, multiplions cette équation par un facteur indéterminé M. Elle deviendra
iMP^-,- -f- MQ J^ -+- MRV — o
ou
^ MP — -h TmO - ^^^ — dx dx \ ^ dx ) dx
Le terme en -j— disparaîtra si Ton pose
dx
d'où
<"t enfin
MP — V
\0gMP =:J^^dx,
«=lj>.
M étant ainsi déterminé, on n'aura plus qu'à poser MP = K, MR = G pour avoir la forme d'équation voulue.
On peut simplifier encore la forme de l'équation (47) par un changement de variable. Posons, en effet,
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il viendra
dx
dx dx a dx
a j? a j7 a dx
r/^' ax* a dx \ dx )
Le terme en -^— disparaîtra donc de l'équation transformée,
laquelle, divisée par K', sera de la forme
-j~, RW = 0.
dx^
309. Soit V4 une solution particulière de l'équation (4?)? on aura
clx dx De cette équation combinée avec (47) on déduit
dx dx dx dx dx [_ \ dx dx ) J
et, en intégrant,
dx ~KVÎ
et enfîn
(49) v = cV.y"j^^+c'V..
Supposons que K reste constamment fini et positif entre o et X. On déduira de la relation (48) que V^ et -7-^ ne peuvent s'annuler à la fois en aucun point de cet inter-
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^alle; car on aurait c == o, et Tinlégrale générale ne contiendrait qu'une constante d^ ce qui est impossible.
L^quation V| = o n*admel donc que des racines simples, -et la courbe JK = V| coupera l'axe des x en tous les points où elle le rencontre. Soient a et ^ deux racines consécutives;
les valeurs correspondantes ( — r— ^ ) ^M "77"^ ) ^^ '^ dérivée
—j-^ seront évidemment de signe contraire.
Cela posé, V désignant une autre intégrale quelconque, on aura Téquation (48) qui, pour a; = a et x = j3, se réduira à
Donc [RV]a et [KVJ^ seront de signe contraire, et, <îomme K est toujours positif, [V]a et [V]p seront de signe contraire.
Donc, entre deux racines consécutives de Téquation V| :^ o, comprises entre o et X, il y aura au moins une racine de V-- o. Il n'y en aura d'ailleurs qu'une seule, car ce théorème est évidemment réciproque.
310. Nous allons étendre cette comparaison aux intégrales V, V qui satisfont respectivement à deux équations différentielles distinctes
ux ax
^K'fLL_^G'V'=o.
ax ax
Supposons d'abord que K' et G' soient infiniment peu différents de K et de G et que les différences K — R' et G' — G soient constamment positives entre o et X.
Admettons enfin que les intégrales V et V qu'il s'agit de comparer soient des solutions correspondantes, c'est-à-dire telles qu'on ait
dW' dS
V'=V, K'^=:K^ pour a? = 0.
ax ax '^
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On déduit des équalions (5o)
d ^,dW' _
au.' dx ax dx
G'-G)VV
ce qui peut s écrire
-^- pV'K ^- - VK' ^-1 = (G'- G) VV H- (K - K') ^ ^dx L dx dx J / \ / ^j^ ^^
dW . . . d\
Or V et —r- > différant infiniment peu de V et de -r- j audx ^ djc
ront le même signe que ces dernières quantités; d^ailleurs,
G' — G et K — K' sont positifs. Donc le second membre de
cette équation sera positif de o à X, et la fonction
d\ dV
dx dx
sera croissante dans cet intervalle. D^ailieurs elle s'annule pour X = o; elle sera donc positive de o à X.
Soit, maintenant, a une racine de l'équation ¥= o comprise dans cet intervalle; on aura, pour x = ol,
donc [V']a ^M "7" seront de même signe.
Si I ^ ]> o, la courbe^' = V traversera Taxe des x de
Fig. 7.
bas en haut au point x = a (Jig- 7); [V']a étant positif, la courbe j^=V', infiniment voisine de la précédente, sera
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située au-dessus d'elle et coupera Taxe des x en arrière du point a.
Si -T- <C o, la courbe j' = V traversera l'axe des x en
descendant; [V']a étant négatif, la courbe jk = V' sera audessous de la courbe^ ^^ V et coupera encore Taxe des x en arrière du point a {Jiff* 8).
Fig. 8.
D'ailleurs, si l'une des fonctions V, V s'annule pour x = 0j il en sera de même de l'autre, par hypothèse.
Donc, à chaque racine a de l'équation V = o correspond une racine infiniment voisine a' de l'équation V'= o, laquelle sera un peu moindre que a; et l'équation V'=r o aura en général autant de racines entre o et X que l'équation V= o.
Toutefois elle en aura une de plus si V s'annule pour X, car la racine correspondante de V tombe en dehors de Tintervalle considéré.
Soient plus généralement deux équations
dx cUv
où les quantités K4 et K, Gf et G diffèrent de quantités finies, mais satisfassent toujours aux relations
(54) Gi — G50, K — K,5o deoàX.
On pourra former d'une infinité de manières deux fonc-
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lions (f(^,r), DC(a:, r) de x et d'un paramètre variable r, qui soient, la première croissante et la seconde décroissante lorsque r croît de r© à r^ (et cela pour toute valeur de x comprise entre o et X) et qui de plus se réduisent respectivement à G| K pour r= To et à G|, Ki pour r= /-i- On pourra prendre, par exemple, ro= o, Ti = i,
g(jr,r) = G-Hr(G,-G), DC(^, r)rz:K-i-r(Ki— K).
Cela posé, considérons Téquation
^DC(.,r)^jH-g(..r)W=o. j
et désignons par V(a:, r) une solution de cette équation, déterminée par les conditions initiales
a et b étant des constantes déterminées choisies à volonté.
Donnons successivement à r une infinité de valeurs To, r', . . ., r< variant progressivement de r© à r^.
Soient G, G', ..., Gi; K, K', ..., K, ; V, V, ..., V, les valeurs correspondantes de (J(x,r), S)C(j?, r), \ (x^ r); nous aurons
deux fonctions consécutives étant d'ailleurs infiniment peu différentes
Nous aurons, d'autre part,
-T-K -^ hGV =::0,
cix dx dx dx
sl'^'S-^^'^'^o
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et
(Xx dx ' ' ' * cix^ )
Si V= o admet une racine a dans l'intervalle de o à X, les équations successives V-^o, V'^^o, ..•, V, = o admettront respectivement, pour racines correspondantes, d'après ce qui a été démontré, des quantités a, a', . . ., a^, telles que
l*OQ ait
Donc, à chaque racine a de V = o comprise entre o et X correspond une racine moindre ai de l'équation Vf = o. Celle-ci aura donc dans cet intervalle au moins autant de racines que V= o. Elle peut en avoir davantage; car, si l'une des équations successives
est satisfaite pour x :^ X, il s'introduira par là dans les équations suivantes une nouvelle racine que n'avaient pas les précédentes.
L'excès A du nombre des racines de l'équation V^ = o sur le nombre des racines de V=o sera donc égal au nombre des valeurs de r comprises entre r© et Ti qui satisfont à
l'équation
312. Soient r*, r*+* deux valeurs consécutives quelconques de r; on aura (310), dans l'intervalle de o à X,
dx dx
Lorsque V' n'est pas nul, V'+*, qui en diffère infiniment peu, sera de même signe, et, en divisant la relation précédente par la quantité positive V'V'+*, il viendra
dx dx
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et, plus généralement, eh désignant par H une constante quelconque,
(fJP (1,V
Cette inégalité a lieu pour toute valeur de x comprise ai G à X et, en particulier, pour a; = X; elle montre que IVxpression
i)C(X, ,.) ^Xi2^ ^ HV(X, r)
<fr _- / \
considérée comme fonction de r, est constamment décroîv sante de ro à Ti , sauf pour les valeurs de r qui annulent son dénominateur.
Elle ne pourra donc changer de signe qu'en passant par zéro ou par Tinfini négatif, et ces zéros et ces infinis se succéderont alternativement.
Si 'f (to) et cp(ri) sont de même signe, le nombre A' de> zéros sera évidemment égal au nombre des infinis; si ?(''o)>o, cp(r»)<o, il sera égal à A + i; si <p(ro)<o, ^{r\)> o, il sera égal à A — i .
Le nombre des racines de Téquation
^(X, r) ^^^^-^^ -+- HV (^, r) ^ o,
comprises entre r© et r^, sera donc égal à A, A + i ou A — i suivant celle des trois hypothèses précédentes qui aura lieu.
313. Jusqu'à présent nous nous sommes borné à comparer des solutions correspondantes des deux équations différentielles
if-K ^+GV =o, dx dx
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Soient maintenant V et V| deux solutions quelconques de ces mêmes équations.
Nous allons établir que deux racines consécutives a, ^ de l'équation V=o comprennent au moins une racine de l'équation V| = o,
En effet, soit V'^ une solution de la seconde équation, telle que l'on ait, pour x =. cl,
dW' dV
A la racine P de V=o comprise dans l'intervalle de a à X correspond, d'après les raisonnements précédents, une racine p\ de V'^ = o comprise dans le même intervalle et moindre que p. Mais V| satisfaisant à la même équation différentielle que V'^, entre les deux racines a et P\ de V', 1=: o, il devra se trouver une racine Pi de V| = o, ce qui démontre notre proposition.
314. Les considérations précédentes permettent de fixer dans une certaine mesure le nombre et la position des racines de l'équation Vr= o comprises entre o et X, V désig^nant une solution de l'équation différentielle
d ^ dV ^
-7- K 3 h GV =1 o.
ax ax
Soient, en effet, k2, g\ et k^ , g^ les plus grandes et les plus petites valeurs de K et de G dans cet intervalle. Considérons les équations auxiliaires
Vi et y2 étant des intégrales quelconques de ces deux équations, deux racines de V= o comprendront entre elles au moins une racine de V| = o, et deux racines de V2 = o comprendront entre elles au moins une racine de V= o.
4ia TROISifcMB PART». — CHAPITRE m.
Or, si gi est positif, les intégrales de (55) seront de li forme
V, = csiny''flf + c'cosY/flf.
L^équation V, r- o a une infinité de racines équidistanteseî
dont la différence est ^^1/ ^' On peut d'ailleurs détermioff
le rapport des constantes c, c' de telle sorte que V| s'annula pour une valeur a arbitrairement choisie. Si donc on prend,
entre o etX, un intervalle quelconque d'amplitude < Tti / -^.
on pourra déterminer Vi de telle sorte qu'elle n'ait aucune
racine dans cet intervalle; donc Y ne saurait en avoir plas d'une. Donc la distance de deux racines consécutives de
V =Ti o sera au moins ésrale à iri/ — • Le nombre total de
ces racines entre o et X aura donc pour limite supérieure l'entier immédiatement supérieur au quotient de X par
Si g% est négatif, on aura
Vt = ce ^« -{-ce *« .
L'équation Vi = o n'a aucune racine, si c ei d ont le même signe. Donc V = o ne peut en avoir plus d'une entre o et X.
Considérons maintenant l'équation (56). Si g^ est positif, V2=o aura une infinité de racines équidistantes, dont la
différence estTri/ — ,et l'on peut choisir les constantes
d'intégration de telle sorte que Vj s'annule en un point arbitraire a. Donc entre o et X la distance de deux racines con-
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nombre total de ces racines aura pour limite inférieure le plus grand entier contenu dans le quotient de X par 'ï^l / — ^ -
Revenons maintenant à Téqualion
Désignons par V(^, r) une de ses solutions qui satisfasse à la relation
K — /j V r= O pour ^ rz: O.
CIJC
On a vu que, si r = o, cette fonction et sa dérivée ne s'annulent pas entre o et X et ont le même signe; on aura donc
kÇ^ + IIV
^ >- o pourj: = X, r=zo.
Si donc r varie de o à une valeur positive R, gr — / croissant constamment pendant ce changement, le nombre des racines de Péquation
o=:m(r) =z k-z h HV pour x=zX,
comprises dans cet intervalle, sera égal à A ou A + i , A désignant l'excès du nombre des racines de Téquation
sur celui des racines de V(^, o) = o dans l'intervalle de o à X.
Cette dernière équation n'ayant pas de racines, A sera le nombre des racines de V(^, R) = o.
D'après l'analyse précédente, il a pour limite inférieure le plus grand entier E contenu dans le quotient de X par
Tïi/ — d[_i> ^2> 'a désignant les plus grandes valeurs de k, /, et g2 la plus petite valeur de g dans l'intervalle de o à X.
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Or il est manifeste que E croît indéfiniment avec R. Donc Téquation ra{r) = o admet bien une infinité de racines.
316. Cela posé, nous avons vu (305) que le problème do refroidissement de la barre revient à choisir les coefficients A^r I de telle sorte qu*on ait j
2A„,V,„=r/(jr) dexoàX. |
En admettant la possibilité d^une solution, il sera aisé de déterminer ces coefficients; multiplions, en effet, cette équation par gYn et intégrons de o à X. En vertu des relations (4 filous les termes de la série où m^/i donneront une intégrale nulle, et Ton aura simplement
kC gVldx^f gWnA^)dx.
Substituant les valeurs ainsi trouvées pour les coefficients, nous obtiendrons la série
„ f gynA^)dx
g\\dx
Si cette série est convergente et a bien pour somme f{^) dans tout l'intervalle de o à X, le problème sera résolu; mais, pour s'en assurer, il serait nécessaire de sommer (directement la série. Ce résultat n'a encore été atteint que dans quelques cas particuliers.
317 . Equilibre de température d'une sphère homogène. — En désignant par r le rayon de la sphère, nous aurons l'équation aux dérivées partielles
dx- '^' ÔY- "^ dz*' ~^'
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avec la condition à la surface
U =i:F(a;, 7, z) pour j?'4-y'H- 5*-= r*.
Posons
j? ii^p sinôcos^J;, ^- = p sin 6 sin 4^, JS = p cosO,
Nous avons vu (t. II, n** 236) qu'on satisfait à Téqualion aux dérivées partielles par la solution simple
Y„ désignant une fonction de Laplace, c'est-à-dire un polynôme homogène et de degré n en sinOcostj/, sinOsintj/, cosÔ, satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles
Le polynôme Y„ ainsi déterminé contient d'ailleurs 2/i-|-i c^onstantes arbitraires dont il dépend linéairement.
En combinant ces solutions simples, on obtiendra comme nouvelle solution la série
^■=îe^-
A la surface de la sphère, où p = r, cette série se réduira à
aa
Il reste à déterminer les constantes qui figurent dans les Y^, de telle sorte que cette valeur soit égale à l'expression
F(/'sin6cos<^, /'sinô sin'J/, reosO),
que nous représenterons, pour abréger, par /(6, ^).
Or nous avons vu (t. II, n°* 2-i3 et suiv.) qu'on arrive à ce résultat en prenant pour les Yn les valeurs particulières sui-
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crantes
SIC 1C
où
P„~Xrt(cosY) — Xrt[cos6cos6'-i- sinOsinO' cos(tl — V)]»
Xn désignant la fonction de Legendre.
318. Cette solution peut se mettre sous une forme plc5 élégante.
Remarquons, à cet effet, que la fonction générale Y^ est une somme de termes de la forme
Afjic sin'ij^ cos*<^ sin' *-*6 cos**"'"*©.
D'ailleurs le produit sin'<{/ cos*<{/ s'exprime linéairement au moyen des sinus et cosinus des arcs (f-t- A:) *(/, (i-i-k — 2) i, .... Par la substitution de ces expressions, ¥„ prendra évidemment la forme
Y„ — \ [^m« cos /n4; H- e'^^ sin m 4^] ,
où
V et V" étant des polynômes en cos8 et sin^O, qui se transformeront en polynômes en cosO si l'on y remplace sin'B par 1 — cos*8.
Substituons le développement précédent de Y;, dans l'équation aux dérivées partielles qui définit cette fonction, et chassons les dénominateurs ; il viendra
o =y } sin«e ^^^^ -h sioe cosO ?^ ^
.y I sin«0 ^^^ -H sine cosO ^^ -h [n(n -h i) sin'O - m«]e'^„ | sinmi.
Pour que cette expression s'annule identiquement, il faut
ëvidemment que les termes qui contiennent le sinus et le cosinus de chaque multiple de ^ s'annulent séparément. Donc chacun des termes de Y„, pris à part, sera une solution de Téquation, et 0^,„, 0]|„,, seront des solutions de Téquation linéaire
sin'O-— 4-sinôcose— -h [/i(/i-f- 1) sin»Ô — /n']e = 0.
Posons
e~ Vsin'^e;
nous obtiendrons une transformée en V
sin^O-,-— -h (2/n -+- i) sin6cos6-7T-
-f- [n{n -h i) — m{m'{- 1)] sin'OV =10,
à laquelle satisferont V et V".
Prenons enfin cos6== |jl pour nouvelle variable indépendante; nous aurons une dernière transformée
Cette équation se lie intimement à Téquation connue
(D8) (l-|X«)-^-2H.^- + /l(/l-f-l)XrrrO,
à laquelle satisfait le polynôme de Legendre X/2([a).
En effety différentions m fois cette dernière équation ; on
obtiendra, pour déterminer . ^ y une équation identique à
(57). Les intégrales de (67) sont donc les dérivées m""*^' des intégrales de (58). Or le seul polynôme qui satisfasse à cette dernière (sauf un facteur constant qui reste arbitraire) est le polynôme de Legendre X;j([jl).
Les polynômes V, V", qui satisfont à (57), se réduiront
donc chacun, à un facteur constant près, à — ^^m ^ ^^ '®^ J. — CourSf m. 27
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fonctions
e;,„ = v'sin'«e, e-^„z:zV'sin«e
seront égales, à des facteurs constants près, à rexpression
^' ** • r/u.'" "a". 1.2.../» rf^'»+»
que nous désignerons par P^^(|jl).
Cherchons la valeur de l'intégrale
I7n-=f P" (l^) P^i ( 1^) rf|*
Supposons, pour fixer les idées, n'^ n. L'intégration par parties donnera
car les termes tout intégrés, contenant i — jx* en facteur, s'annulent aux deux limites.
Le multiplicateur dé X,/(jjl) sous l'intégrale est un polrnôme de degré n; donc l'intégrale sera nulle si /i'>/i. Si nf= net qu'on désigne par G [x" le premier terme de X^ ( jx), ce pol^'nôme aura pour premier terme
n(n — i)...in—'m-^i){n-\-m) ...(/i-hOCu.'*^- rrCîi".
Il sera donc égal à
X«(hl)4-R,
R étant un reste de degré <^ /i, qui est sans influence sur la valeur de l'intégrale ; on aura donc
^' (/i-hm)!
j Pjr([i.)[A;„„cosm4;H-B„;,8inmH
et il restera à déterminer les constantes A et B, de telle sorte qu^on ait
^^Y„=^^^V;r(HL)[A«„cos/n4/ + B;„„sinm4.]=/(e,<;).
Multiplions cette équation par cos/nij/ e/^, et intégrons de G à 217; en remarquant qu'on a
/J1Ï / o, si /n > m',
cos/7n^cos/n'4'û^'J'= { ^> sim=:m'>o, ( air, si/w zzz m'=: o,
il viendra
\m étant égal, en général, à i, et à 2 si m = o.
Multiplions cette dernière équation par P^([jL)rffjL et intégrons de — I à I, en remarquant que
^+1 ( O) si n > n\
[ {n-h m)l 2n -\-i il viendra
,4-1 >,tic
On trouvera de même
«'»»=1^'^XX m*)--*ï*-(^)''*''^-
Substituons ces valeurs des coefficientâ A et B dans Teipression (Sg) de Y,, et réunissons tous les termes sous m seul signe d'intcgration, après avoir changé les variabh d'intégration 0, <j^, (jl en 6', ^', |jl' pour éviter toute conL sion; il viendra
,-4-t y^îK
X p;;'(|x) pj'([a') costo(4. - ^') rff rfft'.
Mais nous avons précédemment trouvé cette autre valear
tÎ~ /"/'"/(»'. f) P» sine' di' dv.
ou, en prenant cos8'=[a' pour nouvelle variable d'intégration,
,4-1 ^ÎIC
La comparaison de cette valeur avec la précédente donne l'égalité
qui permet d'exprimer la fonction
P„rz:X„(C0SY):=X;,[|AIx' + V^I-lx«Vl-H.'*C0S(4i-V)]
par une somme de produits de trois facteurs, dont chacun ne dépend que de Tune des variables [a, [a', ^j^ — «{/'.
321. 11 est aisé de vérifier directement cette formule. En effet, Prt, considéré comme fonction de 0 et tj^ — i(\ est une fonction de l'espèce Y^ ; elle pourra donc se mettre sous la forme
P«==^^^P?(lJ^)[A«;,cosm(^;-4.')-f-B«„sinm(4.-4,')],
où les coefficients Amn) ^mn ne dépendent plus que de [a\
D'ailleurs P« est une fonction paire de ^ — *Y; donc les <;oe(l(icients Bmn seront tous nuls. De plus, P;, est symétrique <in p. et [jl'. Donc Amn sera égal à CotP^([J^')î ^'» désignant «ine constante.
Nous trouvons ainsi
(60) P„=^%^P-(HL)P;'*([x')cosm(<;->f)
<il il ne reste plus qu'à déterminer les constantes Cm'
A cet eflet, nous égalerons les valeurs principales des deux membres lorsque Ton y pose [jl= |jl'= oo; faisant, pour abréger, ^ — ?{/'= o, la quantité
ces Y =^ H^H^'-^ V^ï — V*'^^ — H^'* cosïp se réduira sensiblement à
{x'(i — cosç) r^ 2 sin---f .u',
X.(cosy) ^ -J-j -i——n (cos*Y
2" ni aura pour valeur principale
ces'* Y -^- • • •
2/1(2/1 — 1). ..(/i -f-i) . - I ,^ ni 2 • *^
Mais
(20"*3in"'-©r:^U»* —e *^)
11^ 2 I cos/io cos(/i — l)© 4-. . .
_. / ,x„ I 2/l(2/l"-l)...(^_-ff)']
D'autre part,
p;r(i^)p;"(i*') = p.7(i^)*=(i-!^')'"[^^x„(ix)'J'
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La comparaison des termes en [jL^'cos/ncp dans les deui membres de Téquation (60) donnera donc, en posant \m= ^ si m >• o, X;„ = I si m = o, .
ni (20"*X;„^ ^ (n^mj. |
{n — m ) ! 2 (n-hm)l X„
322. Equilibre de température de V ellipsoïde, — Nous devons satisfaire à l'équation
et à la condition aux limites
(62) U — F(^,, j:,, oTj) pour T^ "^ P "*" X^ ~** Posons
L'équation de l'ellipsoïde deviendra
Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait
<?2<e3< ex.
Par chaque point de l'espace passent trois surfaces du second degré homofocales
r* /in * nn m
X — Cj X — ^2 X — éîj {t. I, n® 533), orthogonal^ entre elles; leurs paramètres X|,
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Xa, ^3 satisfont aux inégalités
Fléciproquement, à chaque système de valeurs de ces paramètres satisfaisant à ces inégalités, correspondent huit points réels, ayant pour coordonnées
t. I, no 536).
On lèvera cette ambiguïté en posant
On a, en eflet, d'après les notations adoptées dans la théorie des fonctions elliptiques (t. II, n°' 367 et 371).
V/pii — ««nr tfoio"> Uat=-
V(gp~ga)(gY — ^a)
d'où
(63) ^a— ■ :UÎ<3'aoMia'aoWîa'ao«3 (a = i,2,3).
Si dans ces formules, qui donnent les trois coordonnées, nous convenons de prendre partout le signe 4-, à chaque système de valeurs de Mi, u^^ Uz correspondra un seul point
Cherchons comment on devra faire varier w,, Mj, u^ pour obtenir une fois chaque point réel de l'espace. Posons, pour abréger,
La première période
sera réelle et positive, et la seconde période 20)2 sera purement imaginaire.
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Si Xf varie de €2 a Cj,
sera réel, et Ui (ou du moins Tune de ses valeurs) variera en ligne droite de 0)2 à co^ + cof .
Si X2 varie de e^ k e^, du^ sera purement imaginaire, et Tune des valeurs de u^ variera en ligne droite de eu, à W3 -H CO2.
Enfin, si X3 varie de 00 à «i, «i^/j sera réel, et Tune des valeurs de Uz variera de o à cOf.
On obtiendra donc tous les systèmes de valeurs admissibles pour X|, Xa, X3 et, pour chacun d'eux, un seul des huit points x^j ^27 ^3 (|ui lui correspondent, en faisant varier, en ligne droite,
Wi de o>j- à cDj-h coi, Ut de Cl), à coj -{- (Dj, 1/3 de o à (i>i.
Les autres points se déduiraient de celui-là en changeant les signes de ses coordonnées.
Ou les obtiendra tous et chacun deux, fois, en faisant varier £/i de (1)2 à (0 2 -h 4^1 et ^2 de (Os à coj + 4^2-
En effet, les relations
(t. II, n** 371) montrent que Ton a
si m' -4- a ou u' — u est une période. Or, à chaque valeur U\ de M, comprise entre 0)2 et CO2 -f- (1)4 , correspondent, dans l'intervalle de coa à 0)2 + 4^1, trois autres valeurs de ce genre,
ttj =r 2(0, 4- 21O1 — Wi, i/j = «1-+- 2 0)1, Mj zii Mj -h 2Ci>,,
A chaque valeur U2 comprise entre 0)3 et (O3 4- CO2 correspondent de même dans l'intervalle de CO3 à (1)3 -{- 4 ^2 les trois
valeurs associées
Mj=: 2(Dj-|-2U),— Mj, wj=: f*,-f- 2 0)1, a" zz: a^ -t- 2 (0„
Les i6 points
auront au signe près les mêmes coordonnées zhx^, zh X2f zàz Xz' On vérifie aisément que chacune des combinaisons de signes est reproduite deux fois. Ainsi («i u^u^) représentera le même point de l'espace que {u\ m^Ws), (m, W2W3) le même point que {u^ u^ u^)^ etc.
324. Ces préliminaires posés, prenons i^i, U2, u^ pour variables indépendantes, et cherchons la transformée de l'équation diHerentielle (61); on a
àJCoi '~ ZjLkàuk Oxa^
i ~ Zàkàitl
àxl Z^kàiil \Oxa
V^ ô^u duk dui y d^ d^ uj^
^^k.iàufedui dXfx dxoi Z^kàui^ àx\ ' d'où
Zdk^l OUk ÔUi ZdoL àXa àXa Zjk àUk Zda d^a
Reste à calculer les sommes
ZàoXdXa,) ' ZàOiàx^ dxaj ZdoL à xi '
Or on a
dufc duk d\k ï (^^k
dxa, ~ cTkk àxoi ~ is/flf, àxai'
^^^ ^ U\kf ^^^""^ ^v^X^. àxl
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d'où ^ âtik dui _ I V' â\k ày<t
^a àXoL dx^ ~" 4v7^ )Jfh ZdoL àxa <^^a'
Or, les surfaces ^jt = const., X/ = consl. se coupant à angle droit, on a
^OiàXaL àXoL
D'autre part, en dérivant par rapport à ^a Téquation
/M* nf*' T**
A* — e, Ajfc — e, Ax- — ej et posant pour abréger
il viendra
d'où
dX^ I 2Xt
àXa S* X* — Ca
D'ailleurs si, dans Texpression de Sa, on remplace chacune des quantités x^ par sa valeur
(^1— ga)(^î— g«)(X,— gg)
(gp — ga)(gy — «a)
il vient
(h'~ea){y^m — eoi) _ Ck,— 'kk)C>^m — h^
a(gp — ea)(gr~-^a)(^*— ^a) /À*
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diaprés la formule connue de la décomposition en fractions simples (/, m désignent les deux indices de la suite i, 2, 3 qui diffèrent de Ar).
On aura donc
Enfin Téquation (64) dérivée deux fois de suite par rapport à Xa donnera, en posant pour abréger
Sommant par rapport à a, il vient, d'après (66) et (67),
Comparant cette équation à la précédente,
S/^y^ A, aXà^aJ S*'
il vient
___i/%y /^y_^Y ^'ii-o
et, par suite,
L'équation différentielle transformée sera donc
(X/-X;t)(X,„-XA) Oui
ou, en chassant les dénominateur et remplaçant X|, Xj, A3
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parpw,, pu2, pui,
(68) (pw,-p,/3) — - _:.(pi,,_paO^,--^(P«i-P«t);^^ = o-
325. Quant à l'ëqualion à la surface, il est aisé de la former. Soit u la racine de Téquation
comprise entre o et &)« ; on obtiendra les points de la surface de Tellipsoïde, chacun deux fols, en posant u^ = u et faisant varier Ui de 0)2 à Wj 4- 4^1 > ^2 de Wj à coj -h 4 Wj . La température en chaque point de la surface étant donnée, on aura, pour «3= u,
^ étant une fonction arbitrairement donnée de £^« = 013 à W| = Wj -|- 4<*>o et de W2 = W3 à U2= ^^-i- 4^2* (Elle devra d'ailleurs reprendre la même valeur pour les deux systèmes de valeurs de Ui, u^ qui représentent le même point.)
3!26. On peut aisément trouver des solutions simples de Téquation aux dérivées partielles (68). Nous aurons vu, en effet (231), que pour chaque valeur de l'entier positif n on peut déterminer 2/1 -j- i valeurs de la constante h telles que^ pour chacune d'elles, l'équation de Lamé
admette une solution particulière
M(m) = NP
qui possède les deux périodes 4<*>i et 4^3» Posons, pour abréger,
M(«, ) — Ml — NjP,, . . . , M(«,) = M,=zi N,P,.
£quation8 aux dérivées paktielles. 4^9
Le produit M4M2M3 satisfera à réquation aux dérivées partielles ; car le résultat de la substitution sera
MiMjMjN [/i(/i4-i)ptta-h/0(p«^— ^"y).
quantité identiquement nulle.
Cette solution simple, exprimée en fonction de x^j x^^ x^ sera un polynôme entier; car N étant un produit de facteurs de la forme d^^u^ NiNjNs sera un produit de facteurs tels que
D'autre part, P| Pj Ps sera un polynôme entier et symétrique par rapport aux quantités J3{/|, pu2jpuz' Or celles-ci sont les racines de l'équation du troisième degré
X - - ea dont les coefficients sont des polynômes entiers en X\^
•Cj, X\»
327. En associant les solutions simples qui précèdent, nous obtiendrons une série
qui résoudra le problème proposé si les coefficients Ck peuvent être déterminés de manière à satisfaire à Péquation de la surface
(70) ^CAMi^^Mi*'/ni*> = *(«„w,),
7/2^3*' représentant la valeur de M J*- pour u^ = u.
328. En admettant provisoirement que la fonction ^ soit susceptible d'un développement de la forme (70), il sera aisé d'en déterminer les coefficients.
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Multiplions, en effet, régalité (70) parM^/' Ml/' (ptti — pih! et intégrons par rapport à U| de (1)3 à Uj + 4^i 9 ^t par rapport à U2 de coj à CO3 -f- 4 Wj ; Tintégrale double
C M^*^ Mi*' M V' MV' ( pu, - pM, ) dui du^,
qui multiplie Ck/n^^\ est le déterminant des quatre intégrales simples
Il ^'- f^^T Mi*'pa, du,, I, = fu^i^ yLfpu^du^, Ji=: Ç^\f M[^du,, J,= Tm;'» M«,*^ ^a„
Ce déterminant est nul si i^k.
En effet, M^'\ M^*- sont solutions de deux équations de Lamé différentes, telles que
du
du- On en déduit
[n\n'-^ i)pu'r- A']M(*^ — o.
[n{n 4- I) — n'(/i' -h i)]M(')M(*)pa -i- (A — //) M{')Mf*^ ^M^') éf-M<*>
ûfa L ^u du J
Intégrons de (02 à 0)2 + 4 <^4 • L^^s fonctions M admettant la période 4^i? l'intégrale du second membre sera nulle, et il viendra
Intégrant de (1)3 à (O3 + 4^2 on trouverait de même
[n{n -4- I) — /l'K 4- 1)] I, 4- (h — h')h = o, d'où
Ijjj— ljjj = 0,
à moins qu'on n'ait à la fois n=z n!, A = A', d'où i = Ar.
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Calculons ce même déterminant dans l'hypothèse où i = A*. "Les fonctions M^*^M^*^pa, Mf*^M^*J admettent les périodes 12 (O4 y 12 <02 ; elle sont paires et n'ont de pôle que pour u = o. Uécomposées en éléments simples, elles seront donc de la forme
1VI(*) M<*>pa "-- a^- 4- «Jpw -h a*p' u
Intégrant de co^ à coj -h 4<»>« j il viendra
En intégrant de (03 à 0)3 -H 4^21 un aurait de même
1, - 4a*co, - 4air,„ J, ■= 4?^a), - 4 PJt),,
et, par suite,
On aura donc, pour déterminer ca, la formule
329. Il reste toutefois à établir que la fonction arbitraire ^{Ui, U2) admet effectivement un développement de la forme (70). Nous y parviendrons par les considérations suivantes :
Soient j^i, X2^ x^ et r, i/|, u^ deux systèmes de variables liés par les relations
Ou en déduit aisément
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Ces équations représentent une sphère et deux cônes homofocaux, qui se coupent à angle droit.
A chaque point réel Xi, Xj-, x^y correspondent: i^ ane seule valeur de r ; a^ deux racines de Téquation
ea
dont la première, X| = pe^,, sera comprise entre e^ et ^i ; e' la seconde X2 ^= p W2 entre e^ et et ; 3° deux systèmes de valeurs de i/|, 1/3 tels que Ut soit compris entre Oj et (û2 4- 4^1) et ^3 entre (1)3 et 0)3 4- 4<«>a*
Réciproquement, si le point (e/|, 2/3) parcourt le domaine ainsi défini, le point (xty X2, ^3) décrira deux fois la sphère de rayon r qui a l'oriçine pour centre.
330. Si Ton prend r, 2/4,1/3 pour variables indépendantes, Téquation du potentiel
dxf
se transformera en
d/'* ^\àxa/ àu\ Zj\àxa/ âul ^\àxai
â*V Y dr du,
dr dui Z^ dxoi dx^
-j X -\ X i _j X ? rr: 0.
(?r ^ (?a:J du^ ^ dx\ dUi ^ àxl
Les termes de la seconde ligne disparaissent, car les surfaces r= const., W| = const., Wa = const. étant orthogonales, on a
dr âui
L^équation
âXa àXa
xl^r*
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donne y d'autre part.
d'où
D^aulre part, les équations donneront, comme au n° 324,
2u \à-ra) " 4/X, S, ' Zddxl- '''
en posant, pour abréger,
/X r^ (X - e.)()- - e,) (X - c,), S, =^ (xtI"^)» "
Or ou a ici
On a donc (inalement On trouvera de même,
ZdW-^^'a/ ^'(P«i — I^Wî)' Z^ C^^a
L^ëquation du potentiel aura donc pour transformée la suivante :
dr'^ r^(pUi — pux)\dul àu\ J r ôr
J. — Cours, III. aS
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ou
Cela posé, on sait (t. II, n** 236) que pour chaque valeor de rentier positif n il existe 2/i-f-i fonctions Y^ linéairement distinctes et définies par cette double propriété :
1° Les fonctions r"Y,i, {oiï r = ^ x^ -{- y^ -\- z^) sont des polynômes homogènes d'ordre n en :P|, x^y x^] a® ces poKnômes satisfont à Téquation du potentiel.
Mais nous venons de voir qu'à cette même valeur de a correspondent an-Hi valeurs de h pour lesquelles Téquation de Lamé
-^ — [n(/l-4-l)pM-hA]Mri:0,
admet une intégrale doublement périodique de la forme
M=:NP
Les produits correspondants
seront précisément les a/i-hi fonctions Y^ exprimées au moyen des variables U|, u^^
En effet, soit A: le degré du polynôme P; N| N2 sera un produit de n — k facteurs tels que
I Xf
D'autre part, P| P2 sera un polynôme en jdW|, pu^ symétrique et de degré n par rapport à ces deux quantités ; ce sera donc un polynôme d'ordre n en pwj pu^ et pu, -hpaj. Mais les équations
permettent d'exprimer les quantités
en fonction linéaire et homogène des trois quantités *^-
Donc la fonction r^MiMazirU sera bien un polynôme homogène et de degré n en a:^, x^^ x^» Il reste à s'assurer qu'elle satisfait à l'équation (71).
Cette vérification est immédiate, car on a
— z=:[/i(/H-l)pWj-+- A]U,
/•* -T-r 4-2/--T— i^:/l{/l--l)U-H2/lU:=/l(/l-M)U. c//-* or ^ '
Le développement de la fonction arbitraire $ en une série de termes M|, M2 sera donc possible, aux mêmes condition^ que le développement en série de fonctions Y„; ces deux développements, identiques au fond, ne diffèrent l'un de l'autre que par le choix des variables indépendantes.
331. Refroidissement d une sphère homogène, — Soit r le rayon de la sphère ; nous aurons l'équation aux dérivées partielles
dt ~ ^ \dx^'^ dy^ "^ dz^ avec la condition initial^
U — / pour ^=:o. 3?" + j'-t- 5'< r*;
/étant une fonction donnée de x^ y, s, et la condition à la surface
-r— cosa-h — cosp-h -^co3Y-t-HU=:o pour a7'H-y'-4-s*±=r-,
a, ^, Y étant les cosinus des angles formés par la normale extérieure avec les axes coordonnés.
Remplaçons Xj y, z par des coordonnées polaires p, 6, i. L^équation aux dérivées partielles deviendra (t. I, n® 139).
dU_ ,A^^ I (^ L^ ^^ cote d\}
^^^^ dt ~'^ \ùf "^p*sin«Ô ÙY "^p* dO^ "^p dp "*" p« dÔ
La condition initiale prendra la forme (73) U -/ pour t — Oy p<r,
et la
condition
à la
surface
deviendra,
en
remarquant que
Fon a
CCS a -z
or
cosp
ày à?'
cos
as
(i:\) — -i-HU=:o pour p = r.
332. Pour déterminer une solution simple qui satisfasse aux équations (72) et (74)» posons
Ur=:e-«V'Y„R,
p désignant une constante, Y^ une fonction de Laplace et R une fonction de p. Ces équations deviendront, après qu'on aura chassé les dénominateurs et supprimé les facteurs com-
muns.
/ .rf»R rfR r , ,
(7()) -T — hHR=:o pour p = r.
L'équation (76) rentre dans la catégorie de celles que nous avons ramenées à l'équation de Bessel (191). Elle admet, comme solution particulière l'expression
iP?) "J. . liPP)
que nous désignerons par Fn{pp)- Celte fonction est le produit de p^p" par une série^ procédant suivant les puissances entières de />^p^.
II reste à satisfaire à l'équation aux limites (76). Il faut pour cela que p soît une racine de Téquation transcendante
^ hïi¥„{pr) — o.
Le premier membre de cette équation est évidemment une fonction entière de p^ si /i = o ; une semblable fonction, multipliée par p", si /i>o; supprimant, dans ce dernier cas, la racine parasite /? = o, qui ne fournirait qu'une solution identiquement nulle, nous obtiendrons dans tous les cas une équation de la forme
La fonction F„(/?p) s'annule évidemment pour p = o si n >> o; et, si n = o, sa dérivée s*annule; on aura donc, dans tous les cas, en désignant par /> et q deux valeurs quelconques du paramètre/?.
F„(.P)%^^^-F„(^p)^=o pour p = o,
et la même relation aura lieu pour p == r, si p et q sont racines de l'équation (77).
L'équation (76) est d'ailleurs un cas particulier de l'équation (36) considérée aux n*** 306 et suivants, dont elle se déduit en remplaçant V, x, r, X par R, p, p^, • et donnant kk^ g^ l les valeurs particulières p^, p^, n(/i + i). On en conclut :
i^ Que les valeurs de p^ qui .satisfont à l'équation c7/,(/>^) = o sont toutes réelles, positives, inégales et en nombre infini;
2** Qu'en désignant par />% q^^ . . . ces racines, l'intégrale
K;7=/VFn(/>P)Fn(7P)rfp,
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sera nulle, sî />' diffère de q^] soit, au contraire, ç =P', on aura
"""" L <fP* <^'- <^'-0p* J
~7pl dp Or "^P' drôp y
Posons, d'autre part, comme au n
On a vu que P^'(ix)cos/n^, P^([jL)sin/wè sont des fonctions Y/, ; on satisfera donc à la fois à l'équation aux dérivées partielles et à la condition à la surface par les solutions simples
e-^'/'"P?(lx)cos/n^;F;,(;?p),
e-V'P-(ix)sin/n^;F„(/?p), et plus généralement par la série
2S2e-«V'PJ'(|i.)(A,„„^cos/n^H-B,;.„^sinm4;)F„(/?p),
où les A, B sont des constantes arbitraires, et les sommations s'étendant :
I** Celle par rapport à /i, à toutes les valeurs entières de o àoo; 2** celle par rapport à m, aux valeurs entières de o à /i; 3® celle par rapport à /?, à toutes les racines positives p de l'équation TSn{p'^) -~ o.
334. Cherchons à déterminer les constantes A, B, de telle sorte que la série satisfasse à la condition initiale
(78) SSSP,7(ix) A;„„p cosw^; -h B^^p sin m^) F„(/?p) =zj ,
pour tous les points intérieurs de la sphère, c'est-à-dire pourp50<r, [ji^— 151, ^"^o^zTz.
Soit m', /i', // un des systèmes de valeurs associées des paramètres m, n, p. Pour déterminer Am'n'p'y multiplions l'équation (78) par cos m^^d^ et intégrons de o à 211. Tous
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les termes du premier membre donnent une intégrale nulle, sauf ceux qui contiennent cosm^^. On a, pour ceux-ci,
, ,1 ,, > ^ I I, SI /n'>o,
il viendra donc
.lit
Multiplions cette égalité par P7'([jL){/pi et intégrons de — I à -i- I . Tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle (319), sauf ceux où /i = n\ pour lesquels on a
il viendra donc
la sommation ne s'étendant plus qu'aux valeurs de p correspondant à la valeur n' de l'entier n.
Multiplions enfin par p^F(/>'p)rfp et intégrons de o à r; tous les termes du second membre donneront une intégrale nulle, sauf celui où /> = /?', et l'on aura finalement, pour déterminer Km'n'p'j l'équation
r f f /cosm'+P?'(|^)p'F(/?'p)^^rfHLt/p
On trouvera, par le même procédé, pour déterminer ^m'n'p'^ l'équation analogue
r f f /sinm'4;Pr(||x)p«F{yp)^i.6r|x^p
Substituons, dans la série (78), les valeurs que nous venons de trouver pour les coefficients, et accentuons les variables d'intégration, afin de pouvoir faire rentrer sans ambiguïté sous les signes dMntégration les facteurs qui leur sont extérieurs; nous obtiendrons comme valeur initiale de U l'expression
335. Mais il reste à prouver que, en additionnant les termes de cette série triple dans un ordre convenable, 00 trouvera bien pour somme y(t|^, u, p).
Laissons d'abord n eim constants, et bornons-nous à faire varier p de manière à lui faire prendre successivement pour valeurs les diverses racines positives de l'équation
supposées rangées par ordre de grandeur croissante. Nous aurons à déterminer la valeur de la somme
(80) ^J^fiï^il}p'*F„{pp)F,ipp')d?',
pour les valeurs de p comprises entre o et r. Nous verrons qu'elle est égale ày(t|;', [x', p) [pourvu que cette expression, considérée comme fonction de p, soit continue et ait une variation limitée dans l'intervalle de o à r, quels que soient ^ et jx'].
La somme ( 79) se réduira dès lors à la somme double
qu'on sait être égale ^/{^y |x, p) [320].
Tout revient donc à établir ce que nous avons annoncé pour la somme de la série ( 80).
336. Ea cessant, pour plus de simplicité, de mettre en évidence les quantités ^', jx', n qui conservent une valeur constante dans toute cette recherche, cette expression peut s'écrire ainsi :
La fonction F{pp) satisfait à l'équation diflférentielle
et, comme elle est symétrique en p et^, on aura aussi ^^'^ ^f*^^^ +[/»*?»- «(« + i)]F(/'P) = o. On a de même
En combinant ces deux équations, on trouve
on posant, pour abréger,
<f(p)=--P*\F{pp')^V(pp)-F{pp)^F(pp') = p*[pF{pp')F'(pp)-p'F{pp)F'(pp')].
on aura, par suite,
(82) F{pp)F(pp') = ^^^—^.
Nous avons trouvé d'autre part
K,, = i:l fî^) ^?^) - F(pr)^^l .
'^'^ 2/; L ^P ^^ or dp J
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Pour transformer cette expression, nous remarquerons qu'on a
or r \Mr / r dp
ce qui permet de mettre Y^pp sous la forme
et de donner à l'équation à la surface
{ôYipr) „_. ^ — ^-r- -hHF(/?/-)-o,
la forme suivante :
(84) /,^?^+HrF(/)r)=o.
Désignons par if[p)\e premier membre de cette équation ; l'identité
(83) ;,^^£d+HrF(/,r).= 4-(/>),
étant différentiée, donnera
Enfin, pour p = r, Téquation (8i) peut se mettre sous la forme
l n^ J^(P^) , à¥(pr) 87) \ àp^ dp ^ dp
( -H [/?V*— n(/n- i)] F(pr) = o.
Tirons des équations (84), (86), (87) les valeurs de ^(P^)"» — \ > -T-p — \^ — pour les substituer dans (83), il viendra
en posant, pour abréger,
^î,.« ^n{n-hi) — Hr(i — lîr) — Q(/?).
On aura^ par suite,
F(pp)F(pp') ^ 2Q(p)o'(p) _
337. Il est aisé de voir que cette expression est le résidu, pour le pôle z = p, de la fonction
XV ) r(p''-^p^)zHHz)
En effet, posons z =p -4- A; on aura
Le résidu cherché sera donc ^Q{P)9'(P)
Or la quantité entre parenthèses est nulle. En effet, les équations (85), (86) et (87), résolues par rapport à -r-p — -t — >
^^^^ F(/>/-), donnent
FrnM- (J-H/-)<Kpl+;>4''(/')
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Substituons celte expression et sa dérivée dans TéquatioD (84)* II viendra, en tenant compte de ce que ^{p) csi nul,
^L ~^{p) QM/>) J
Qip)
ou, en réduisant et divisant par ^^r^v — ^^
_ OLP vKi^ ^ Q, aO(^ ^ ,.
ViP) P
338. On remarquera d'ailleurs que, pour ;s = o, la fonction x{z) n'est pas infinie, car ^{z) contient le facteur s^ qui figure au dénominateur. Donc x(^) ^^^ d'autres pôles que les racines/), et l'intégrale
^Jxi')d=,
prise suivant un contour fermé quelconque situé à droite de Taxe des y, sera égale à la somme
F{pp)F(pp')
Kpp
bornée à celles des racines p qui sont contenues dans ce contour.
Les termes correspondants de la somme (8o)' donneront l'intégrale double
(88) ff {?')?" dç>'^^-Jx(=)dz.
339. Prenons pour contour d'intégration {fig. 9) le rectangle MNPQ qui a pour sommets les points Bt, A-i-Bi A — B/, — B/, A étant une quantité réelle de la forme
OÙ k est un entier, et B une autre quantité réelle, très grande par rapport à A. En faisant croître indéfiniment Tentier A:, ce rectangle contiendra un nombre de racines de plus en plus grand; on obtiendra donc la somme (80)' en cherchant la limite de l'expression (88) pour A: =: 00,
Pour établir que cette expression a pour limite /(p), il nous suffira de faire voir : i® que l'intégrale
OÙ h est une quantité variable entre o et r, reste constamment inférieure à une limite finie; 2" qu'elle tend uniformément vers ^ lorsque k croit indéfiniment, tant que b restera
Fig. 9.
If
fi
inférieure p — e ou supérieur à p H- e, e étant une constante quelconque.
En effet, l'intégrale ( 88/ étant décomposée en deux autres, où l'intégration relative à p' s'étend respectivement de o à p et de p à r, ces intégrales partielles auront respectivement pour valeur (t. II, n** 221)
i/(p-o) et i/(pH-o).
Leur somme sera donc égale à /(p), puisque celte fonction est supposée continue.
Nous remarquerons d'abord que )r (^) étant une fonction
impaire, les éléments de l'intégrale I '' " ^ . prise sur le
côté MQ se détruisent deux à deux. En outre, 7^(5) prenant des valeurs imaginaires conjuguées en deux points symétriques par rapport à l'axe des or, le reste de la ligne d'intégration relative à z pourra être borné à sa moitié supérieure KNM, à la condition de doubler la partie réelle et de supprimer la partie imaginaire du résultat obtenu.
Posons pour abréger
it
nous aurons (217) pour F(5) = 3 *J i(s) une expression de la forme
6, 9| étant des polynômes en ^- La dérivation donnera pour
F'(2), F"(5) des expressions analogues
(91) F'(a)=-?^^^^^:^\a + eO+cos(c-X)0„
(92) F'(-c) nz- ^J^'zll (a H- O4) H- sin(5 - X)0„
O2, . . . , Os étant encore des polynômes en — •
Soit 5= M-h ^i, t étant positif ou nul. Le module des
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quantités
sin(5 — X) -^ ^ .- >
sera compris entre
et
et, par suite, moindre que e'. En particulier, si t est très grand, il se réduira sensiblement à ^e^.
D'ailleurs, si le module y/^^-H t^ de z est >• i, les modules des polynômes 0, • • • , 0$ seront limités; et si \z\ est
très grand, ils seront du même ordre de grandeur que ; — tt-
Les modules des quantités F(-s), F'(5), F"(z) seront donc, si t est très grand, sensiblement égaux à
et seront, dans tous les cas, moindres que
^ÎT'
/ désignant une constante.
Ce dernier résultat, que nous venons d'établir en supposant |z|>>i, subsiste évidemment encore si |^|^i; car,
dans cette hypothèse, j — r est au moins égal à i, et, d'autre
part, les modules des fonctions entières F(z), F'(5), ^"{z) restent inférieures à une limite fixe.
341. Il est maintenant aisé de trouver, soit la valeur approchée, soit une limite supérieure du module de chacun
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des facteurs de la quantité
qui figure dans l'intégrale (89), lorsque |.5| est très grand, ce qui a lieu sur toute la ligne d'intégration.
On a tout d'abord — ^ < 2. En second lieu,
Q(5) — r«;5*— n(/i -h i) — Hr(i — Hr),
a son module sensiblement égal k r^\z |^. On a, d'autre part,
*(-)=^— ^;^ hHrF(rjs)
=:rz¥'(rz)-^UrF{rz).
Sur le côté horizontal du rectangle, où 5 = ^^ -4- B£, u variant de o à A et B étant très grand, les modules de F{rz]'.
a e''^ F'(rz) seront sensiblement égaux à ; — , et l'on aura sen-
siblement
Sur le côté vertical, ou z = A -{- ti, t variant de o à B, on aura, en remplaçant A et X par leurs valeurs,
rz — X = r A — X m- r/t =: ( 2 A* — ï)ir H- rti^ d'où
sin ( r ^ — X ) = — cos r/e, cos (rz — X ) = sin rti, et, par suite,
^(z) — rz -^- [a -h ej(rjs)] -h sinrU^^{rz)^
„ ( sin rti r /v/ v-i -^ , ^1
-i-Hrj — rr~L*'^ ^('''^Xl — cosr/tOi(rs)>. [ rz \
On en déduit
(gS) 4''(s) = a*cos*rft(i -h M -h M' tangrf/ + M'tang'r/i),
M, M', AF, M"' étant des polynômes formés avec les puissances négatives de A-\-ti; A étant très grand, ces polynômes ont leurs modules très petits; d'autre part, lorsque t "varie de o à oo, tangr/< varie régulièrement de o à <; donc on aura sensiblement
I4;»(5)| -:= a* ces* r/l= -7-(c'-'4-^'"')*> T e""'.
Considérons enfin le dernier facteur,
P\(^) ^ Sp¥(p'z)F^(pz)--p'F(pz)r{p^z)l
II peut se mettre sous la forme
P' - F{p^z)F'{pz)^F(pz)F'(p'z)
,F(p'z)-F(pz) p' rP„,. , ,
p'— ^^^- — , — 1I—L=-J- — - I F^(a:z)zdx.
?-p 9—?Jp
expression dont le module a pour limite supérieure
pVI'sI,
|i. désignant une limite supérieure du module de F^{xz); or ce dernier module est moindre que
car x^ variant entre p et p', qui sont eux-mêmes compris entre o et r, sera <C r, mais >> -^'
On a donc pour limite supérieure du module cherché l'expression
P J. — Cours, III. 29
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Le même procédé, appliqué à l'expression
donnera pour son module la même limite.
Substituant pour ces quantités, ainsi que pour F{qz) F'(p<s), • . ., les limites de leurs modules, il viendra
(P'^-P*)-S P^-l (P-P')pl-I'
D'ailleurs, p' étant ^r et |s| étant très grand, le second terme de cette expression sera négligeable par rapport; au premier.
342. Il résulte des évaluations qui précèdent que, sur le côté horizontal du rectangle où / = B, et où |5| est sensiblement égal à B, l'intégrale (89) s'annule pour B =00; car on aura
p. désignant le maximum du module de p'^x(^)' lequel, d'après ce qui précède, ne peut surpasser sensiblement la quantité
qui s'annule pour B = 00, car elle contient en dénominateur l'exponentielle e^'"'9}^.
Considérons maintenant l'intégrale suivant le côté vertical, laquelle, pour B = 00, se réduit à
Elle a une valeur limitée, car son module est au plus égal à
r^dt<L.jydt,
[M. désignant une limite supérieure du module de p'*)r (A-j- //). Or I 5 I étant ici égal à ^AM^, |J^ ne peut surpasser sensiblemeat l'expression
laquelle donne une intégrale finie, à cause de la présence du facteur e^''~P^' au dénominateur.
INous allons enfin démontrer que l'intégrale, suivant le côté vertical, tend uniformément vers j pour A == oo, quelle que soit la valeur constante ou variable assignée à b,
A cet elfet, nous remarquerons d'abord que l'on peut supposer 6> -.-• ^^ efiet, si b était <! -;-> on pourrait décomposer le champ d^ntégration relatif à p'en deux autres, s'étendant l'un de p à Y' l'autre de -^ a b. Le module de l'intégrale relative à cette seconde partie du champ est au plus égal à
et a fortiori ^ -r 1 [>• dt^ quantité indépendante de 6, et qui
s'annule pour A := ao. On n'aura donc à considérer que la première partie du champ.
Supposons donc 6^ -r-« Pour déterminer dans ce cas
la valeur limite de l'intégrale, il ne suffira plus d'assigner comme on l'a fait jusqu'à présent, une limite supérieure à son module; mais il faudra analyser avec plus de précision la nature des facteurs de "jl^{z).
Considérons d'abord le facteur
o(5)^s'[pF(p'«-)F'(p5)-p'F(p;î)F'(p'5)].
Substituons aux fonctions F(92), . . . leurs valeurs
F{p5) = S^^^P^r,^^ [a 4- e(ps)] -t- sin(p3 — X)0,(p«),
il viendra
*P^^) pp'J .._ sin(p'5— X) sin(p5-X)D'
sin(p'5— X)cos(p5 — X)[a«p'-T-D] ; I I — cos(p'5 — X) sin(p-8-X)[a«p H-DT /
cos(p'5 — X)cos(p5 — X)D^ ;
chacune des quantités D, D', D", D'" étant une somme de fractions simples, de la forme
En faisant usage des formules
. // ^^ , «VN sin[(p -4-p')« — 2X]-hsin(p' — p)^ 9in(p'^ — X)cos(p^ — X) =r — ^-^^- î— ^ ■ — »
on peut mettre cette expression sous la forme
sin(p'-p).[a«(£:±^)^E]
+ sin[(p'4-p)^-2X][a«^P^^) + E'] l
cos(p' — p) 5 E" 4- ces [(p' 4- p )5 — aX] E
E, E', . . . étant de la même forme que D, D', ....
D'ailleurs, pour p' = p, <f{z) s'annule identiquement; donc E', E'', E"' s'annulent. Si donc une de ces fonctions contient la fraction simple
py ,/v^ij-HV-»-i
elle contiendra son associée
pVp'lX^ll-HV^-l
Cette fraction, ajoutée à la précédente, donnera un résultat de la forme
On aura donc
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F', P^, F"^ étant des sommes de fractions simples, de la forme
^Py
Substituons, dans les arguments des lignes irigonométriques, la valeur z = A.-^ ti et séparons la partie réelle de la partie imaginaire au moyen des formules d'addition. Remarquons enfin que aX ne diffère de arA que par un nombre impair de demi-circonférences ; il viendra
^ L-i- cos(p'— p)A sin(p'— p)/fj I 2 ' ^ J
r- cos(2r-p-p')Asin(p'-^p)/n /aj A
L sin(2r-p-p')A cos(p'-+- p)tiy^ ^\ 2 ^ V
r cos(p'— p)Acos(p'-p)fn
[_ sin(p'— p)Asin(p'-p)f/J^P ^^
^r_.eos(2r--p-p')Acos(p|^-p)jn ^ ^^^ L— sm(2r — p — p')A sin(p'-h p)^«J^'^ ^'
344. Chacune des fractions simples qui figurent dans E. F', F'', F'", considérée comme fonction de p' et de /, est de la forme
Elle peut s'écrire
ciA — Uy V, ., c'A^-'"^'~
Chacun des termes de cette somme est le produit d'une puissance de {'par une fonction de p', A, t, continue, réelle et positive dans tout le champ d'intégration. Cette fonction sera croissante de p' = p à p' = &, si 6 < p. Si 6 > p, on pourra ia décomposer dans la différence des deux fonctions partielles
également continues et positives, dont la première ne varie pas avec p', tandis que la seconde est croissante de p kb.
D'aîUeurs A et / étant au plus égaux à y/A^-f- t'^ et p' au moins égal à -r- dans tout le champ d'intégration, le module de la fonction considérée aura pour limite supérieure
et, si 6 !> p, les modules des deux fonctions partielles dans lesquelles on la décompose seront moindres que
pl^A^
Ces diverses fonctions tendent donc uniformément vers G pour A = 00, quels que soient p' et t. D'autre part, la fonction
Q(^) _ ,,_ n(n-^i)^Hr(i-Rr) __
est de même égale à r^, plus la somme de quatre terme*^. dont chacun est le produit d*une puissance de i par une fonction positive de < et de A, qui tend Uniformément vers o pour A = 00, quel que soit t.
On a enfin
^^{z) = a» cos'/7t(i -h M H- M' tang/-/i + M' tangV^O-
Chacune des fonctions M, M', . . . , étant une somme de
termes de la forme
s*exprimera par une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance do i par une fonction continus et positive de t et de x\, qui tend uniformément vers o pour A = 00.
D'ailleurs, lang/Yj est le produit de i par une quantité comprise entre o et i. On aura donc
I 4- M -+- M' tang r^i 4- M" tang« rti=i-hP-h PV — P' — P*/;
P, P', P", P'" étant des fonctions continues et positives qui
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tendent uniformément vers o pour A = oo, l'expression
r^Pir-TM' tangAâ 4^M' tangV/t "^ (i -f-P — P" )*-+-( P—P'») sera évidemment une fonction de même forme.
345. Réunissant les résultats précédents, on trouve pour l'intégrale cherchée
l'expression suivante
r sin(p'--p)A /•- cos(p'-p)ft n
X P'— P 1 cosVit P [a
P+PJ
+- r*cos(p'-p)Arfp' rii"(p'-pU' ,ri^_^]^,
cos(p'-^p)<t ,; --(-R,
/sin(2r — p—'p')Xdp' j -jp <=os(./--p-p')Arfp'jf ___._p'^,^rf. /cos(p'-p)Arfp'/*?''^(P'-?>''-' ""'- ■" I
il/ -^P
cos* r^*
— / sin(p' — p)Ac?p' / — ^-;; -p'- -rf^
— / /'nq^^r — p — p')Ac?p' /
cos(p'-^ o)ti , R,
cos-/7^
— / sin(2r — p — p')Aûfp' / — ~j-~^ — p'~-dt
R, R4, R2, R3 étant une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonction de p', t, A, continue, positive et bornée, laquelle croît (ou tout au moins ne décroît pas) lorsque p' varie de p à 6, mais tend uniformément vers zéro quel que soit p pour A = ao.
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D'ailleurs p' et -7^ — sont des fonctions de p', finies et con-
tinues; elles sont croissantes de p à 6, si fr]> p; dans le cas contraire, elles sont la différence de deux fonctions finies, continues et non décroissantes
p'=:p-(p-p'), p-hp' 2 \2 PH-P'/
Enfin, les fonctions cos(p' — 9)ti, — i — -,- — — sont
croissantes de p à 6.
Donc chacune des intégrales relatives à f, qui figurent dans la formule précédente, porte sur une somme de termes dont chacun est le produit d'une puissance de i par une fonclion de p', A, t positive, bornée et continue, laquelle ne décroît pas lorsque p' varie de p à 6, mais tend uniformément vers o pour A = oo^(à moins qu'elle ne soit indépendante de A, ce qui arrivera pour les termes des quatre premières intégrales qui ne proviennent pas de R et de R|).
L'intégrale de chacun de ces termes, prise par rapport à t^ sera manifestement le produit d'une puissance de i par une fonction de même forme, que nous désignerons par /(P',A).
D'autre part, les intégrales
*sin(p'— p)A^p' ,
, I — cos(6 — p)A.
f sin(p'-p)At/p'^ ^
cos(p'-p)Ac/p'ir. A~ '
/ sin(2r — p — p')Aaf,o' =
cos(2r — p — 6) A — cos(2r — 2p)A
,, . ,, sin(2r — p — 6)A— sin(2r — 2p)A cos(2r — p — p')Acrp'— -^ — ^^ —
sont limitées et, pour Â = oo, tendent uniformément vers les limites respectives -> o, o, o, o.
Soient
l'une quelconque de ces cinq intégrales; G la limite vers laquelle elle tend. Il sera aisé de trouver la limite de Tintéerrale
par la méthode employée au tome II, n** 221. On a, en eOet, X désignant une constante,
Appliquons à la seconde intégrale le second théorème de la moyenne; il viendra
=/(p + X,A)r <f{p',A)dp'-i-/(b,A)f o(p',A)rfp'.
Pour A =00, les deux intégrales ci-dessus tendent uniformément vers zéro (pour plus de détails, voir Tendroit cité); et leurs multiplicateurs tendent également vers zéro (ou tout au moins restent fixes, si /ne dépend pas de A).
Reste la première intégrale
^/(p,A)r" <p(p',A)t/p'4- r^" [/(p^A)-/(p,A)]cp(p^A)*^ Jp Jp
Le premier terme tend, pour A = oo, vers G lini/(p, A).
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Appliquons à l'autre le second théorème de la moyeDne; elle devient
[/(p + X,A)-/(p,A)]y^* ?(p',A)rfp',
Ç étant compris entre p et p -f- X.
L'intégrale qui figure ici reste finie; son multiplicateur tend d'ailleurs vers zéro pour A = 00, s'il dépend de A; sinon, on pourra le rendre aussi petit qu'on voudra en faisant décroître X.
Nous obtenons donc pour la limite cherchée
Glim/(p, A).
347. Tous les termes des intégrales (94) pouvant être traités de même, et G étant d'ailleurs nul, sauf pour la prc«
mière d'entre elles, pour laquelle il est égal à -> la limite
cherchée sera, en désignant par Rq ce que devient R pour
r T... r'" dt (\ Ro\ hm / — —-. p - -i- —
1Cp2A:^«/^ COs2/-r£'\2 2p/
=r li A
. r" rdt [ Ro\
Mais, lorsque A tend vers 00, Rq tend uniformément vers zéro. L'intégrale se réduit donc à son premier terme
rdt
Posons 6''^=^ u; cette intégrale se transforme en
Doublant ce résultat d'après le n° 339, on obtiendra -> ainsi qu'il fallait l'établir.
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I. — Première variation des intégrales simples
348. Soit o(Xj yj y^ . . . , y'^ ; -z, -s', . . . , s", . . . ) une fonction de la variable indépendante a:, des variables dépendantes y, Zy ... et des dérivées de ces dernières jusqu'aux ordres m, n, . . . respectivement.
Si nous changeons y, z, . . . en jv' -h £"^1, ^ -|- eÇ, ... (r^, Ç, . . . désignant de nouvelles fonctions de ^ et e une constante infiniment petite ) y^^ ^*, . . . seront changés en jk*-t- st/, z* -4- eÇ*, . . . , et (p en
Cette expression, développée par la formule de Taylor suivant les puissances de e, prendra la forme
en posant, pour abréger,
ày ày' dy"' dz
Les quantités £94, e^2>2, ... se oommeot les variations
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première, seconde, etc. de la fonction f , et se représentent par les symboles Sf, 8^ç, • • •.
On a, d'après cette déHnition,
ly r--eT„ 8/ —et/, ..., 8s =eÇ, ...;
II est clair, d'ailleurs, que f 4, ^3, ... ne sont autre chose que les dérivées partielles -r- > -^-^ > • • • pour la valeur particulière e = o. Or on a généralement
Pour e = o, -v-r- se réduira à Oj^ = -- 0*9 et -r-r -r-r a
(JE* ' E* * </£* djT*
-^8*-T-^- Substituant ces valeurs dans Téquation précédente et multipliant par la constante e*, il viendra
di d* o
Cette équation montre que les deux opérations de la dérivation et de la variation peuvent être transposées.
3i9. Les équations (1), respectivement multipliées par e, e^, . . . , pourront s'écrire
^ ôy " dy "^ dz
Si les fonctions^, ^, • . . , au lieu d'être données immédiatement en fonction de x^ étaient exprimées au moyen de Xj tj t\ . . .; Uj u', ... ; . . • , où t, Uf ... désignent des fonctions de Xj le changement de ces dernières fonctions en ^ + rr, M -h eu, ... transformerait y^z, ,. ,en y + ùy -4- ^8*^^ +
CALCUL DBS TARIATIONS. 4^1
-3 -f- S^ -i- ^ S*^ -{-.•'> . . . , et, par suite, (f en
=r «p -H 5<p-hA8»(p4-...,
OÙ
Ainsi 8^ conserve la même forme que si y, z étaient donnés directement en fonction dex; mais les variations suivantes seront modifiées par l'adjonction de nouveaux termes en 8^^%
sv, ••••
350. Proposons-nous maintenant de déterminer les variations successives d'une intégrale définie
I— / <p(;r, 7, /, ...,7'», 5, 2', ...,5«, ..,)dx.
Changeons y^z en ^ -}- 8/, ^ -+- 83, . . . ; <p sera transformé en
et I eu
(<p -H û(p 4- ^ 8*(p -h . . .) dx.
Séparant les termes affectés des diverses puissances de e, il viendra
=: / 8(p rfo:, 8*1 = 1 8*<p ûfo:,
Ce résultat suppose toutefois que les limites ^09 ^\ (le l'intégration sont des constantes fixes. Si nous admettons qu'en
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même temps qu'on altère les fonctions j^, 2, ... on accroisse ,To, oc^ de quantités infiniment petites Sxq = e^o» 8xi = eçi, I subira de ce fait une nouvelle altération A'I, égale à
Chacun des termes de cette expression peut se développer sans peine suivant les puissances de e. En eflet, considérons, par exemple, le terme
8*<j> dx.
k La formule de Taylor donne
[8*ç]i , ... représentant les valeurs de S*© et de ses dérivées pour X = Xi {y^ y ^ . . . , 5, ... étant en même temps remplacés par les valeurs j^i, j^j, ...; Zi, . . . qu'ils prennent pour
Multipliant par r et intégrant de Xi à :riH-5xi, il
viendra, pour valeur du terme considéré,
Chaque terme de l'expression (4) étant développé de même, on obtiendra, en réunissant ensemble les termes de même ordre en e,
Réunissant ces termes à Tautre partie de la variation déjà obtenue précédemment, il viendra, pour la variation première
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del,
pour la variation seconde,
331. On peut arriver au même résultat d'une autre manière, en transformant l'intégrale
par un changement de variable, de manière qu'elle ait les mêmes limites Xo, x^ que l'intégrale primitive. Posons, en effet,
?tt étant une fonction arbitraire de ^, affectée du coefficient e et assujettie seulement à se réduire respectivement à oj?© et SjTi pour ^ = jTo et ^ :== ^, ; on aura
OU, en écrivant x au lieu de t^
l-^M= j ^{x-h^Xyz) [dx-hd^x]
I 4> _!_ 0^ 4_ .^ 0^2 4- , . . Udx -^aox)
J,. L àx 2 J
~ * ÔJ7 -{- !...-!-/ ^ax;
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mais on a
dx
dx dx
a dx
Substituons ces valeurs dans Texpression de I+AI, et separons les termes de même ordre en e; on trouvera, pour oL S^I, ..., les mêmes expressions que tout à l'heure.
352. Nous venons de nous trouver conduits à faire varier non seulement l'expression de j^, z, ... en fonction de la variable indépendante x^ mais cette variable indépendante elle-même. Cette considération nouvelle peut devenir néces saire, lors même que les limites x^y x^ restent fixes.
Considérons, par exemple, l'aire comprise entre l'axe des x
Fig. 10.
et la courbe figurée en ligne pleine par la fig. lo. Elle sera représentée par l'intégrale
j ydx,
où l'on donnera à x la série des valeurs successives qu'il prend lorsqu'il décrit la courbe, y désignant l'ordonnée correspondante.
Considérons une seconde courbe infiniment voisine de la première et ayant les mêmes extrémités, par exemple celle
que la fi^re représente en pointillé, et proposons-nous d'évaluer raccroissement de Taire lorsqu^on passe de la première courbe à la seconde. Pour opérer ce changement, il ne suiïiia pas de faire varier l'ordonnée de chaque point de la première courbe en laissant Tabscisse constante; car il y a sur la seconde courbe des points auxquels ne correspond, sur la courbe primitive, aucun point ajant la même abscisse. On pourra, au contraire, passer aisément de la première courbe à la seconde, en altérant un peu les abscisses en même temps que les ordonnées.
353. Cela posé, Fobjet principal du calcul des variations est la solution de la question suivante :
Les fonctions jk» 2, . . . , qui figurent dans l'intégrale I, et les limites Xq^ x^ étant indéterminées en tout ou en partie, achever de les déflnir, de telle sorte que la valeur de l'intégrale I soit maximum ou minimum.
D'après cet énoncé, si l'on donne k y, z, . . ., Xq, x^ un système quelconque de variations infiniment petites 8^, 83, ..., 8x0, 8x1 compatible avec les conditions imposées par renoncé du problème, l'accroissement
qui en résulte pour la valeur de l'intégrale devra conserver constamment le même signe (positif ou négatif suivant qu'il s'agit d'un minimum ou d'un maximum).
Or, 6 étant infiniment petit, l'ensemble 81 des termes du premier degré sera prépondérant et donnera son signe au résultat. Si d'ailleurs on admet (ce qui aura lieu très généralement) qu'à chaque système de variations 8^, 85, . . ., hx^^tx^ compatible avec les conditions du problème, correspond un second système de variations — hy^ — 8-3, ..., — 8^©, — ^^\ jouissant de la même propriété, ce nouveau système de variations donnera à I l'accroissement
— 8l4.|8îl_...,
J. — Cours, III. 3c
qui sera de signe contraire au précédent, à moins qu'on n'ait 81 =^ o.
Nous obtenons donc cette première condition pour l'existence d*un maximum ou d'un minimum :
La variation première 81 doit s* annuler pour tout système de variations Zy, 85, ..., S^;©, Sxi compatible avec les conditions du problème.
334. Cette condition détermine, en général, ainsi que nous le verrons, ce qui reste d'arbitraire dans la définition des fonctions^, >s y ... et des limites Xq, ^4* Mais elle n'est pas suffisante. Il faudra en efiet s'assurer que, après avoir ainsi déterminé ces quantités inconnues, l'accroissement de I pour une variation infiniment petite (compatible avec les conditions du problème) conservera toujours le même signe; d'ailleurs, 81 étant nul, cet accroissement se réduit à
Le terme prépondérant de ce développement, ^8^1, ne devra donc pas changer de signe, quel que soit le système de variations que l'on adopte parmi ceux qui sont admissibles. Cette seconde condition sera évidemment suffisante si ^8^1 est toujours différent de zéro. Mais, s'il existait un système de variations qui annulât 8^1, il n'y aurait ni maximum, ni minimum, à moins que ô8'I, qui est d'oidre
impair, ne s'annulât en même temps, auquel cas il resterait à discuter le signe de 8*1, etc.
Nous nous bornerons, dans cette Section, à tirer les conséquences de la première condition
Posons, pour abréger l'écriture
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^ous aurons, d'après la formule (3),
valeur qu'il faudra substituer dans l'intégrale / 8© dx.
Li'intégration par parties permet de transformer cette expression en faisant disparaître sous le signe / les variations des dérivées y, . . . , ^'», ^', . . . , 5", En effet, considérons, par exemple, le terme
^dx.
Nous savons que 8/* est la dérivée A:**"* de 87; on aura donc
r A*5y*ûfa?r=:[A*S7*-» — AV87*--- -h. ..-+-(— i)*-*Ai^-« «yK;
^Ç\-iYk\lydx.
Opérons de même sur chaque terme de 8!p et posons, pour abréger,
A -a; -H. ..-+-(-!)'" AJJ i=M,
a,^a;+...+ (-i)— »Ar'z:=c, A,- A;-f-. . .+ (- 1)—' Ar* =cs
B,— B;-f-...-h(-i)'»-» Br* ^D, B,-B;4-...+ (-i)'»-*Br* =^Ds
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il viendra
W = [?]|5^| — [?lo^^o
-i-Da«H-D»85'-h...-hD'-*S5»-« j
Cette expression doit être nulle pour tous les systèmes de valeurs admissibles des variations Sy, Sjs, . . . , 8x0, ox^.
356. Supposons d^abord que ces variations puissent être 3hoisies d'une manière entièrement arbitraire. On pourra poser, en particulier,
0 étant une fonction quelconque de x, qui s'annule pour :c-— Xo et pour ^ = ;r<, ainsi que ses dérivées successives, jusqu^à un ordre égal au plus grand des nombres m — 1,
n — I, Pour ce système de variations, les termes tout
intégrés de 81 s'évanouiront, et l'on aura
SI = r^'e'(M»-i-N»-f-. . .) ^«r.
Cette intégrale, dont tous les élément? sont positifs, ne pourra s'évanouir que si l'on a
M -z o, N =rr o, . . . ,
ce qui réduira l'expression de SI à la partie tout intégrée
[C 87 H- C» S/ -h ... 4- C'»-' Sy"'-* "1 '• 4-D85H-D»83'4-...4-D»-* 8c;«-» j -^- [?,] 8x, — [<p]o8xo
zzz C, 8jK, -^ Cl 8j; -+ . . . -i- G--> 8y--' - D, 8c, -1- . . . -- D^' 85;-' -r -Co87o-CJ8y,-...-Cr*Sji«-»-DoSc,-...-Dr»8;;;-»- -i-[<p]i8^j — [©]o8xo,
que nous désignerons par H.
Les diverses variations qui figurent dans cette expression
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sont évidemment des arbitraires indépendantes. Donc, pour que SI s^annule identiquement, il faudra qu'on ait encore
i C|=:ir0, C}=0, ..., Co-^O, ..., DJ"** = O, ..., 1 Wi^O» [?]o-0.
Les équations
o =: M = A — a; -t- . . . 4- (— i)"» AJJ, (7) { o=:Ni:^ B _B;-f-...4-(-i)» B2,
sont des équations différentielles entre x et les fonctions inconnues^, z.
La première contient les dérivées de y^ z^ . . . j usqu^à l'ordre 12/71, n-\-m^ ... respectivement. La seconde les contient jusqu'à Tordre m-i-riy 2/i, •..; et de même pour les suivantes si le nombre des fonctions^, z^ ... surpasse 2. Ces équations forment donc un système d'ordre 2 m + 2 n 4- ... en général, et donneront ^, z, ... en fonction de x et de i^fn-\- 2n-h ... constantes arbitraires ^i , 02, ....
En substituant ces valeurs dans les 2-1-2/71 + 2/1-1-... équations aux limites (6), on aura le nombre d'équations nécessaires pour déterminer les constantes d'intégration et les limites Xqj x^. Le problème est donc en général déterminé.
337. Jacobi a montré que le système des équations différentielles (7) peut être ramené à un système de 2/71-+- 2/l-f- ... équations du premier o^dre ayant la forme canonique.
Supposons, en effet, pour fixer les idées, qu'on ait deux fonctions inconnues y^ z» Prenons pour inconnues auxiliaires les quantités y^ . . . , y'^"^, js', . . . , -5""' , C, C*, . • . , C*"*, D, D*, . . . , D"~* ; on aura, par définition,
dy „,
dx ^'
dx ~y '
dx-"'
dz—* dx
D^autre part, la difTérentiation des équations (5) donne immédiatement (en remarquant que M = N = o)
dx~' ' . . . , dœ ~~ ' '
et, si Ton tire des équations
les valeurs de y'^^ 2" pour les substituer dans les équations (8)et(9), on obtiendra, entre x et les nouvelles variables^, /, .•,r'""';^, ...,^'«-*; C, ..., C»-*, D, ..., D«-S un système d'équations du premier ordre, équivalent aux deux équations primitives.
Ce nouveau système est canonique. Considérons en eflel la fonction
U =<? — Cy — . . . — G'«-»y — D^' — . . .— D«-»-s". Sa difTérentiation donnera
dû :^ -^dx -H A ^7 -h (A, — C) dr/-+- . . .-}- (A^ — C»-» ) dy""
-\-Bdz -^(Bl — D)<is'-T-...-f-(B;, — D»-»)rf5» ^y'dC—fdO — .,. ^y^ rfC'»-* — 5' d/D — 5" ^D» - . . . — 5» rfD'»-».
D'ailleurs les coefficients de dy^ et de dz^ dans cette expression sont nuls. On voit donc que, si Ton exprime U en fonction àe Xy y, . . . , y"^"^ ; z, . . . , ^s""* ; C, . . . , C*"'* ; D, . . ., D""*, en éliminant j^*", z'^ au moyen dés équations (10), on aura
ce qui établit notre proposition.
358. Réciproquement, soit U une fonction quelconque de X et d'un nombre quelconque de couples de variables y^ 'i\\ 2, Ç; ...; supposons ces dernières quantités fonctions de x^ et cherchons la variation de Tintégrale
(U -f-ïij'-f-Çs'-l-. . .)dxy
en supposant qu'on les fasse varier. La portion de la variation qui restera sous le signe / , après l'intégration par parties, sera
et, en exprimant qu'elle est constamment nulle, on aura les équations canoniques
""-'dy ^ - - dn' ■•■■
On voit donc que le problème d'annuler la première variation d'une intégrale et celui d'intégrer les systèmes d'équations canoniques sont entièrement équivalents.
3o9. Les résultats que nous venons de trouver subissent quelques modifications, lorsque les fonctions j^, >5, . . . et les limites ûCq, x^ ne sont pas entièrement arbitraires. Nous allons passer en revue les principaux cas que l'on rencontre dans les problèmes usuels.
1" Les fonctions y, z^ ... sont encore arbitraires dans l'intérieur du champ d'intégration; mais il existe entre les
limites ^07 ^i et les valeurs jKojJ^'oî •••' Jo* *i ^Of •••» ^o"* ; •••; Tii • ' '•> yT~* î ^1 > • • • ■) -i'~* * • • • que prennent pour ces limites les quantités y^ y' •, - . -, JK'" *î ^y ^'f • • •> ^'*~*; •• • une ou plusieurs relations
(II) 'l' — o, x — Oy
On aura encore, dans ce cas, M -- o, N ^= o, ... ; mais les variations Sxo, S^i, ^yo, ... qui figurent dans la partie tout intégrée de 81 ne seront plus indépendantes les unes des
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autres, et chacune des équations (ii) fournira une relation linéaire entre ces variations.
En eflet, changeons y y z, ... en ^ -4- 8>', z -+- 82, puis Xb, jj, en XQ-^r^Xoy j:i-i-8x|. Soient ^0 -H A^o» yo"+"A>'l)» ••• ce que sont devenus yoy Jk'o? ••• P^^ cette variation. Ces nouvelles valeurs, associées aux nouvelles limites Xo H- Sx^, Xi -f- 8^1, devront encore satisfaire aux équations aux limites
tj; =:= o, •5^ = 0, On aura donc, en développant par la série
de Tavlor et s^arrétant aux termes du premier ordre,
Il ne reste plus, pour obtenir les relations cherchées, qu'à trouver l'expression de A/o> A/'o» • • • ^"^ fonction de 8x0, Sxj, 8j'o> 8>''o? • • •• ^" l'obtient aisément comme il suit. On a, par définition,
yo -^ Arî = [7*-+- a/*];r-=x.+sxo
^ A ^-/f"*^* 8x0 + . . . 4- SjKÎ -h . . . .
On aura donc, en négligeant les termes du second ordre, comme nous le faisons dans toute cette recherche,
A7Î==57J-i-7Î^i8xo.
Nous avons ainsi obtenu autant d'équations linéaires entre les variations 8x0, 8xi, 8^0) ••• qu'il existe d'équations de condition t}i = o, -j^ = o, .... Soit /> ce nombre. On pourra, au moyen de ces relations, éliminer p variations de l'équation
M-C,87, + ...+ Cr»8rJ* »
-Co87o-...-Cr^57
Les 2-i-2/n4-2/iM-... — p variations restantes étant entièrement indépendantes, on devra égaler leurs coefncienls à zéro, ce qui donnera autant d^équations de condition nouvelles, qui, jointes aux équations ^ = o, '^ = o^ . . ., détermineront encore Xo^ x^ et les constantes d'intégration.
On peut d'ailleurs opérer d'une manière plus symétrique en ajoutant à l'équation précédente les équations o<|^ ^^ o, Sy^ -- o, multipliées par des indéterminées X, [jl, . . ., et égalant à zéro les coefficients de chaque variation. Les 2 H- 2 m -I- 2/1 -1- .. . équations ainsi obtenues seront les mêmes que celles qu'on obtiendrait en annulant la variation de I -f- X^ -h Y-H ^" • ■ • ' X et [Jl désignant des quantités invariables. En les joignant aux équations données i{; ^:= o, '^ = o, . . ., on pourra déterminer toutes les inconnues du problème, y compris les inconnues auxiliaires X, {x, ....
360. a"* Les fonctions j^, ^, ... ne sont plus indépendantes, mais sont liées par des équations diflerenti elles
(12) ^ = 0, X--Oy
Soit p le nombre de ces équations^ dans lesquelles pourront d'ailleurs figurer, outre les fonctions inconnues j^, 2, ... et leurs dérivées, d'autres inconnues auxiliaires i/, ... et leurs dérivées. (Le nombre de ces nouvelles inconnues devra toutefois être inférieur à celui des équations de condition.)
Les équations ^|/ = o, ^ = o, ... feront connaître jd des inconnues^, ^, . . ., {^, . . ., par exemple j^, ... en fonction des autres z, . . ., m, . . ., qui resteront indéterminées.
Cela posé, désignons par X|, ..., X^ des fonctions arbitraires de Xj que nous nous réserverons de déterminer. On aura évidemment, pour tout système de variations de^, z, . . . , «, ...;â?o, x^ compatible avec les équations tjy = o, ^= o, ...,
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car
rintégrale / (X, ^ -h ^a/ H- • ••) dx étant identiquement
nulle, sa variation Test aussi.
La variation de l'intégrale
traitée à la manière ordinaire (sans faire varier les fonc' tions )v)y pourra se mettre sous la forme
- H' -H Ç \m'8j4-N'S5^ ...-hP'SM-h...)^^,
ir désignant la partie tout intégrée et M', N' des expressions formées avec j^, z, . . . , i/, . . . , X| , . . . , X^ et leurs dérivées. Déterminons les fonctions arbitraires ).|, ..., \p par la condition d'annuler les coefficients des variations Zy^ ... des variables dépendantes y^ . . .; 5K. se réduira à
H'-h r '(N'a5-i-...-i-P'oa-4-...)^JC,
€t^ comme les variations 82, 8a, . . . sont arbitraires dans tout le champ d'intégration, on aura séparément
Nous aurons donc, pour déterminer y^ z et les fonctions auxiliaires X(, ..., )%p, les équations diOérenti elles simultanées
ij; z=z o, t'-o, . . . ,
Les constantes d^intégration et les limites x^^ x^ se déduiront de la condition H' = o. Celle-ci se décompose d'ailleurs en autant d'équations distinctes qu'il reste de variations indépendantes parmi celles qui figurent dans H', lorsqu'on a
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tenu compte des équations aux limites
^==:o, ^~~~'^y •••» pour j; =1 iFo et a? = JTj; (i3) { dx
qui sont des conséquences des équations <J/ =;:= o, y = o, lesquelles ont lieu identiquement pour toute valeur de x>
La série de ces équations aux limites devra d'ailleurs être arrêtée au moment où apparaîtraient, dans les dérivées successives de «j/, ^, . . ., des dérivées de y, z, , . ,; w, . . . d'ordre supérieur à celles que contient H'.
On obtiendra donc la solution du problème proposé en égalant identiquement à zéro la variation de l'expression
Les équations ainsi obtenues, jointes aux équations et à celles-ci :
déterminent toutes les inconnues du problème, y compris les multiplicateurs X, p., v.
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3G1. 3"* Les quantités inconnues y^ Zj ..., Xo, x^ sonl assujetties à varier de telle sorte qu*une intégrale définie
K=z / <Kx, j, /, ...;5, s', ...)cLv,
prise entre les mêmes limites que I, conserve une valeur constante c.
Ce cas se ramène immédiatement aux précédents. Prenons, en eOet, comme inconnue auxiliaire, la quantité
Cette équation, qui définit Uy équivaut évidemment aux deux suivantes :
u' =1'^, u =zo pour œ m a:^.
D'ailleurs, pour x ^rn x^yU devient égal à c ; on doit donc avoir
D'après le numéro précédent, nous aurons donc à annuler identiquement la variation de l'expression
/ [?^-^('{' — «')]^^-+-K'0«o-i-(Xi(tti — c)
=y u -i- X4i 4- ^- a Wj; -I- ( ïxo -f- Xo ) Wo -H ( [Xj — X, ) (tf 1 - c) ,
\q et X| étant les valeurs de X aux deux limites Xq et x^.
Les termes qui, dans la variation de cette expression, dépendent de Zuy S^O) Sf^o seront
^ Sac^o? H-- (II.O-+- X«) 5tfo-+- (fit— Xi) 8a,.
On aura donc les équations
dk . .
— =0, [Xo 4- Xo =: o, p., — Xi==o;
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donc X est une constante, et la quantité dont on doit annuler la variation se réduit à
(îp -h 'k^)da:.
Les équations qui expriment que cette variation est nulle détermineront les inconnues x^, x^, y^ c, • • « en fonction de la constante inconnue X. Ces valeurs, substituées dans l'intégrale K, en feront une fonction de \ telle que /(X); il ne restera plus qu'à résoudre l'équation
/(X)zz:c.
On peut retrouver ce même résultat par les considérations suivantes.
La variation de l'intégrale I doit s'annuler pour tous les systèmes de variations §^, S^, • • ., qui annulent la variation de K.
Cela posé, soient S'^To, S'^i, 8'^, 2'^, ...; 5"xo, o''xi, ^''y, S"s, . . . deux systèmes quelconques de variations de jtq» -^^m y, z, . . . ; et soient S'I, S'K.; 5"ï, S''K les variations qui en résultent respectivement pour les intégrales I, K. Donnons à x^^ Xi^ y^ Zj ... 'de nouvelles variations égales à
^"Kl'x^-VKl'x^, ....
S'KS'jK — S'KS'^j, 8'K8'3 — fi'KS*';?, ....
La variation correspondante de K sera
8'K8'K~8'Kr7Kr^io.
Celle de I, qui est égale à 8''K 8'I — 8'K8''I, devra s'annuler également. On en déduit
Le rapport des variations de I et de K sera donc constant pour tout système de variations àe y^ z, .... Soit — X la
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valeur de ce rapport. La variation de l'intégrale
I^IK = j{^-h\^)dx
sera identiquement nulle. Cette condition déterminera jt^, jr«, j^, 2, • . . en fonction de X, qu'on obtiendra, comme tout à l'heure, par Téquation K = c.
On voit que, dans les divers cas que nous venons d^examiner, la solution du problème revient toujours dans sa partie essentielle à annuler la variation d'une intégrale où toutes les variations sont supposées indépendantes.
362. Nous allons éclaircir ces théories générales par quelques exemples.
Cherchons quelles conditions doivent être remplies pour que l'expression
soit la dérivée exacte d'une fonction ^ de ^,y, y^ • - •',y'^~*\ Zf z', . . ., z"'*.
On a identiquement, par hypothèse,
^-^ = ^- On aura donc, quelles que soient les variations Sxo, Sxi,
O r-_ 8 J'^ j^o _ g] ds, ^: H ^- mr.\ 4- y^* (M $y + N ^Z) dx,
H, M, N ayant la même signification que précédemment. On aura, par suite,
,, do d do d* do
^^^^ . ây dx àf dx^ df
(^ do d do d' d^ dz dx dz' dx^ dz'
les séries du second membre étanl prolongées jusqu'au point où elles s'arrêtent d'elles-mêmes.
do d^ r
duisant dans ce cas a V- = o, -— = o, o serd une fonction
df oz ' *
de X seul, que l'on peut intégrer.
Nous allons montrer d'ailleurs que ces conditions seront suffisantes pour des valeurs quelconques de m et de /i si elles le sont pour m — i , n.
Nous remarquerons tout d'abord que le développement des divers termes de M ne fournit que des dérivées de y et de z d'ordre inférieur respectivement à a/n et n -h m, sauf
</"* do le dernier terme ( — i)*";!.^, -r-^ dont le dé\eloppement
contient les deux termes
Ces termes ne pouvant se réduire avec aucun autre, M ne pourra s'annuler identiquemeni que si l'on a
ce qui montre que f est nécessairement de la forme
P ne contenant plus^'" ni z", et Q ne contenant plus j^*". Posons
rm-i p^^m-1^
y*~* seul étant traité comme variable dans cette intégra-
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tion; U sera une fonction de x, y, . . .j y'^~* ; js, . . • , ^s""*, dont la dérivée partielle par rapport à y"^'* sera P, et l'on aura, par suite,
dV dV dV , àU ^ dV ,
— Py"» ■+■ R,
R ne contenant plus^"*.
Si donc on pose
rfU
la fonction (p, =-- Q — R ne contiendra plus j^"*. D'ailleurs elle satisfera évidemment aux équations (i4)f ^^^ 7 y satisfait par hypothèse, et -7— étant une dérivée exacte y satisfait
aussi nécessairement. Donc, le théorème étant supposé vrai pour m — I , /i, cpi est une dérivée exacte, et il en sera de même pour <p.
364. Proposons-nous , comme seconde application , la transformation des équations de la Dynamique.
Considérons un système de n points p^^ ..«, pnj de masses /Wi, . . ., m,,, et dont les coordonnées X|, j^i, 5|, . .., ^ny y Ht ^n soicnt liées par r équations de condition
(i5) ?i = o, ..., «pr^o.
Soient X|, Y<, Z| ; ...; X^, Y», Z^ les composantes des forces qui sollicitent ces divers points, et admettons, ce qui a lieu dans des cas très étendus, que ces composantes soient
les dérivées partielles ^ — > -7 — y -^r—: •••: -r — > -5 — > ^ —
^ âXi d/, dzi' dx^ dfn àz^
d'une même fonction U des coordonnées x, y^ z et du
temps t. D'après les principes généraux de la Mécanique,
on obtiendra les équations du mouvement en joignant aux
relations ( i5) les suivantes :
(i6) /-r nttYi-^li~- -•r-...-f-Xr-T^ ^o, ) (i = i,...,n),
-r^ - m/5^ -t-Xj -.-^ -i-...-hA;.-ri- ~0, OZi OZ, OZi
^H, •••> V étant des inconnues auxiliaires représentant les tensions qui existent dans le système.
Représentons, pour abréger, par T la demi-force vive
i^m,(^;'+jK;'-i--i«)
et considérons Tintégrale
{V-^T)dL
Les équations (i5) et (i6) sont précisément celles qui expriment que la variation de celte intégrale est nulle lorsque Ton suppose que les limites t^ et t^ restent constantes, ainsi que les valeurs initiales et finales des diverses coordonnées Xi^yi, Zif et que d'ailleurs ces coordonnées restent assujetties, dans le cours de leur variation, aux équations de condition (i5).
Cela posé, les relations (i3) permettent d'exprimer les in coordonnées j;, y^ z en fonction de 3/i — /• d'entre elles ou, plus généralement, en fonction de 3/i — r nouvelles variables entièrement indépendantes ^i, q2, .... Substituons ces valeurs dans l'intégrale. On aura
et, par suite, T se transformera en une fonction de q^^ ^2, ... et de leurs dérivées ^'j, 9',, ..., homogène et du second
J. — Cours, m. 3i
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degré par rapport à ces dernières quantités; quanta U, il
deviendra une fonction de ^i, (72,
Les nouvelles variables ^i, q^y ... ne sont plus assujetties à aucune équation de condition; leurs variations sont donc arbitraires dans tout le champ d'intégration; elles doivent seulement s'annuler aux limites. Pour que la variation de rintégrale
j:iv^^^'-m^¥
s'annule, il est donc nécessaire et suffisant que l'on ait
Ce sont les équations transformées que nOus voulions obtenir. On peut d'ailleurs les remplacer par un système canonique en prenant pour inconnues auxiliaires les quantités
-r-; • C'est un cas particulier de la proposition plus générale
démontrée au n° 3S7,
365. Brachistochrone. — Proposons-nous de déterminer le chemin que doit suivre sous l'action de la gravité un point animé de la vitesse initiale Po pour se rendre d'un point ^oJKo^o à un autre point x^y^ z^ dans le temps le plus court possible.
Prenons z pour variable indépendante. La différentielle de
l'arc de la courbe cherchée sera y/i -h x!^-\-y^ ; la vitesse ç^
à un instant quelconque, sera \^v\ — ^S{^ — -^0)1 enfin la durée du trajet sera donnée par l'intégrale
CALCUL DBS TARIATIONS. 4^3
C'est cette expression qu^il s'agit de rendre minimam. On a
i. \fi
II 4- r '[MSj7H-NS7]t/5,
en posant, pour abréger,
II = — -- - - - - oz-h -, .-=^ _ • , I
[Iz -f- x'(lx -^ x'ùz) -h.r' (8v -\-y Ss)"]»
rf x'
M =: — -1 -, — T^^rz — — ^ ^^z — z= y
ciz yjT^;;r^'^-^f^\/^ï^ig{z-z,) ^ ^__ d_ y
^- \Ji-\-x'^-\-y'^\/vl — ig{z— Zq)
Les deux équations difTérentielles de la courbe cherchée
donnent immédiatement
el,
par
suite,
+ Cj,
r, Co ^3 étant des constantes.
On voit ainsi que la courbe cherchée est située dans un plan vertical. Pour mieux reconnaître sa nature, choisissons
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ce plan pour plan des xz ; on aura, dans ce cas, ^ = o, et Téquation diOférentielle de la courbe se réduira à
d'où
en posant, pour abréger,
1g 2gC* 1g
Posons
a — b a-h b z ^ cos^;
il viendra
dx a -\- b .
-ï- = sm
dt 2
^ - a-^b . ^ \ — CCS/ e.x':=z 9in/i/
, » V • • « CL -\- b - ^
:= (a + o) sin'^^=: [i — cos^J,
d'où
(i8) x — '^~\t — î:\nt\->rk,
k étant une constante.
Les équations (17) et (18) peuvent s'écrire
z-h b= (i — cos^),
X — a: = (t — sinl)
et représentent une cycloïde dont la droite directrice est dirigée suivant Taxe des x.
Si les points Xq, yoj ^oî ^u y\y ^\ sont supposés fixes, 8x0, Syoî 8^0, 5j?,, 8yi, 854 seront nuls, de sorte que H s'évavanouira de lui-même. Mais les quatre constantes introduites
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par l'intégration des équations M = o, N = o se détermineront en exprimant que la courbe passe par les deux points donnés.
Supposons, au contraire, quelle point(a:o»j^o>^o) étant fixe, la position du point (^o^o ^i) ^^ ^^î^ P^s donnée d'avance, mais qu'il soit seulement assujetti à se trouver sur une surface
On aura encore hxo = S^o = ^^o = o > quant à hx^ , 8^i , o3|, ils seront liés par l'équation de condition
Toutes les fois que cette condition sera remplie, la quantité H, qui se réduit à
devra s'annuler; on aura donc les équations de condition
qui, jointes à '^j^ = o et aux équations qui expriment que la courbe passe par ûCq, yo^ ^o ^t par x^ , j^'i , 5| ,. détermineront les constantes d'intégration et les coordonnées finales ^<,
Les équations (19) expriment évidemment que la tangente à la courbe cherchée au point (:r<, ^<, Zt) est normale à la surface ^ = o.
Supposons encore que, (^ojJ^'o? ^0) étant fixe, (a7|,j^i, -3|) soit assujetti à se trouver sur la courbe
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Les variations 8xi, S^i, Zzi seront liées par les deux équa*
lions
i-^-ji 5-1 ) = o»
et toutes les fois que ces conditions seront remplies, l'exprèsfiion devra s'annuler, ce qui donne Téquation de condition
/d^\ fâ^\ fm I \àzj, \dj^J, \dyj, I
{Èl\ (ÊL\ (^\ ' \dzj, \dxj, \ôyj,
qui, jointe aux équations ^ = o, ^=: o et à celles qui expriment que (^oj^^Oî -^o) et (j^i,^'i, z^) sont sur la courbe, déterminera encore toutes les inconnues du problème. Cette équation exprime que la courbe cherchée est normale à la courbe di = o, '^ =r o.
Le cas où (^0)>'o> ^a) serait lui-même variable se traiterait de la même manière.
366. Ligne de longueur minimum entre deux points. — Soient Xo, yo» ^o et a;,, yt, z^ les deux extrémités de la ligne cherchée. Nous supposerons, pour plus de symétrie, les coordonnées x, y, z exprimées en fonction d'un paramètre t. On pourra évidemment passer de la ligne cherchée à toute autre ligne infiniment voisine en faisant varier Texpression de x^ y^ z en fonction de ty sans altérer les valeurs initiale et finale ^o et t^ de ce paramètre. Nous aurons donc à annuler la variation de Tintégrale
1= Ç ds— f V^'*-i-y*-hV*^^
où les limites t^y t^ restent fixes.
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On a
' - -'Se'
où
^'i^yi^s'^ dt y/^'2^y2
Les équations M = o, N = o, P=^o donneront, par l'inlégratîon,
•^ — mnst
^'i^yil^z'*
d'où
j:' -const., y
-: const., 5'-- const.,
et enfin
(20) a: ^=iat-h et, y —-bt -\-^j zzi^ ct-j--(,
équations d'une droite.
Si les points Xq, jKo? ^oj ^o J^m ^i sont donnés, la condition de passer par ces deux points achèvera de déterminer la droite; il restera encore deux constantes indéterminées dans les équations (20); mais cela doit être, car on peut changer dans ces équations t en mt -h n^ m et n étant deux arbitraires, sans altérer leur forme et sans qu'elles cessent de représenter la même droite.
Supposons que, le point (^To, j^o> ^0) étant fixe, (^1,^0 -5,) soit inconnu, mais assujetti à se trouver sur la surface
On aura, entre les variations 8j?i, q^<, 8ci, la relation
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et, sous cette condition, Texpression
doit s'annuler, ce qui donne, pour achever de déterminer la droite et les coordonnées^!, j^^, 3i, les deux équations
à^i àyi dzi
lesquelles expriment que la droite est normale à la surface^. Si (Xij jK«j ^i) était sur une courbe
on trouverait de même l'équation de condition
' ^H âj^ <)^ I j ÔJTi dji Ozi i
àx ày^ (h — o< à^i àyi dz^
qui exprime que la droite rencontre la courbe donnée normalement.
367. Lignes géodésiques, — Supposons que la ligne de longueur minimum à mener entre les points (^o» Xo^ ^o) et (•^«»yi> -Si), au lieu d'être située d'une manière quelconque dans l'espace, soit assujettie à être tracée sur une surface donnée
Nous avons à rendre minimum l'intégrale / dSf x, y, s
étant astreints à la condition <]/ = o. Il faudra, pour cela, chercher le minimum de l'intégrale
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H, M, N, P ayant les mêmes valeurs que dans le problème précédent. Les équations différentielles à joindre à Téquation *b = o pour déterminer la courbe cherchée etTinconnue auxiliaire \ seront donc les suivantes :
âx
dl
dt
ày
(21) Zl-V:^-:!!^-*: -_- ^ ILv±_r -^.^i^ = . . . :^ _ X.
Or - — , V^) —^ sont proportionnels aux cosinus direcox ôy ôz ' ^
leurs de la normale à la surface ^; mais, d^autre part,
, , •• sont respectivement proportionnels
<^^ sjx'^-^y'^^z'^ ^ ^ ^
aux cosinus directeurs de la normale principale à la courbe cherchée (t. I, n^ 483). Les équations (21) expriment donc cette propriété géométrique de la courbe cherchée, que sa normale principale se confond avec la normale à la surface sur laquelle elle est tracée.
Les lignes définies par cette propriété se nomment lignes géode s iq lies,
368. Il est généralement avantageux, dans l'élude des lignes geodésiques, de représenter la surface considérée non plus par une équation entre a:, y^ z, mais par un système de trois équations, donnant Xy y^ z en fonction de deux paramètres {/, p. On aura, dans ce cas, pour ds^ une expression de la forn?e
ds ■=• \l^\dii}-\- 2?s du dv-\-P dç^ .
Une ligne tracée sur la surface sera définie en joignant aux
équations de la surface une nouvelle relation donnant u en fonction de v.
Si Ton fait varier la fonction u sans changer les extrémités ^o> ^o> <^i9 ^1 de cette ligne, on aura, pour la variation de l'arc, l'expression
^p, / ( -r— ^a*-h '^-z—dudv-^-T- dv^ | lu -}- 2 (M du -y- N di^dhi-
Intégrant par parties le terme en dZu et égalant à zéro ce qui restera sous l'intégrale, on obtiendra Féquation différentielle des lignes géodésiques sous la forme
(22 ) -,— du^ -{- 2 -.— du dv -h ^— dv^ =1 2dsd , •
ou du ou ds
Cette équation du second ordre peut être remplacée par un système de deux équations simultanées du premier ordre entre m, t' et Tangle 6 formé par la tangente à la ligne géodéslque en chacun de ses points avec la tangente à celle des lignes V "= const. qui passe par ce même point.
A cet effet, considérons le triangle infiniment petit formé par les points A, B, C, dont les coordonnées sont respectivement e/, V] M, v-{-dv\ u-^du^ v-\-d{?; on aura sensiblement
AB = P dv\ BC — M du\ AG = ds'-,
ACB = 0, ÂBC-ir — to;
iù désignant Tangle des deux lignes u et i^ qui se croisent au point A.
On aura, par suite, en appliquant les formules connues de la Trigonométrie,
ds- — M du^ 4- P di'^ 4- 2 v/MP du di^ ces w,
d'où
N i/MP — N«
COSO) r^ — ^-, SlD(i)r=ri — «
v/MP vMP
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puis
ds _v/P^t^.
sinci) sinô *
(a3) ds^\Tk^=i- ^ dv
et enfin, en projetant le triangle sur BC,
M rt?a 4- N dv
(24) ^5Cos6 = \/M c^a -h v^Péfç'cosa) =
La division membre à membre des deux dernières formules donnera
(25) COlOzi:
V/MP — i\«û^(^
Il ne reste plus qu*à transformer Téquation (22). On aura
, , M e/w -4- N (ip
idsd ,
as
=1 2 ds d^^icos^
= -T-du -4- -r— û^t' ) — _ 2 i/M <i5 sine ûfe.
\(?M dv ) y/M
Remplaçons df^cosO et df^sinO par leurs valeurs, substituons dans (22) et réduisons ; il viendra
r— du -h -.— dv .- du
ou ou o^
I — v7 ( -r- ^" H- -T- ^t' -i- 2 V' MP — iN* û?ô = o.
ï M \ (^a ov ] ^
Les équations (2:)) et (2(3) sont les deux équations difierenlielles cherchées.
• 369. Lorsque les lignes a et (^ sont orthogonales, on a N = o, et les formules (23) à (26) prennent la forme plus
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simple
ds cos^ — s/M du, /M ^
! M da
^ ' ou ov ^
ABC
en prenant pour lignes u et (^ le système de ses lignes de courbure.
Nous avons trouvé (t. I, n° 538) la valeur du carré ds^ de l'élément de longueur dans l'espace rapporté à un système de coordonnées elliptiques X|, X2, X3. En chaque point de l'ellipsoïde considéré, on aura X| = 0; les coordonnées de ces points ne dépendront donc plus que des deux paramètres X^ et X3, que nous désignerons par u et ç. On sait d'ailleurs (t. I, n° S40) que les courbes i/ = const., (^ = const. seront les lignes de courbure de l'ellipsoïde.
Posant donc )h = o, X2 = w, X3 = i^ dans les valeurs de x^y y^^ z^^ ds^^ il viendra
„._A(A^^-«)(A^-.•) -"'^'(Â^"BHA"-CV
rfp*.
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On aura donc ici
^~4 (A4-w)(B-h«)(C-hw)'
4 (AH-i^)(B-hr) {C-hv) et, par suite^
dP I V
du 4 (\-hç^)(B-i-^')(GH-r) t'— a
diM M
Substituant ces valeurs dans l'équation (28), il viendra
Mdu-hPdv-i-2(u~v)\^^MVd^ = o
ou, en remplaçant M et P par leurs valeurs tirées des équations (27),
cos^^dv -+- sin*6 du-\- 2{u — i^) sinOcosôdfÔ =: o.
Cette équation s'intègre immédlalement et donne
(29) Msin*Ô -h (^cos*6 =:c,
c désignant une constante.
L'équation (29) peut s'écrire
{u — c) sin*Ô -h {v — c) cos'6 = o
ou, en remplaçant sinO et cosQ par leurs valeurs,
{u—c)Pdi^^-\-{v—c)M du'' — o.
Substituant enfin, pour M et P, leurs valeurs et séparant les variables, on aura l'équation
(AH-r)(BH-i;) (C-h^){v-c)
dv
dUf
(A-h w) ( B -h w) (G 4- «0 (" — c) dont l'intégration se ramène aux quadratures.
494 TROISIÈME PARTIE. — CHAPITRE lY.
L'arc de la courbe s^ob tient également par des quadratures. On a, en effet,
V u~-cj (A-i-a)(B-r-a)(C-ha)(ii — c)
u\]adu v\fv d\^
371 . Les lignes géodésiques de Fellipsoïde jouissent de propriétés remarquables, qu'on peut déduire de Téquation (ap).
Remarquons tout d'abord qu'en tous les points d'une ligne de courbure u =-- const. on a
6=:-, d'où Msin'8 H- (^cos*6 =r M ^z const.
Le long d'une ligne du second système p rrr const., on aura Ôniio et asin*ô -î- (;cos*Ôz= <? = const.
Les lignes de courbure satisfont donc à Téquation (29) des lignes géodésiques.
Cherchons les points où la ligne géodésique
a sin' 0 -h p cos' 6 r= c
est tangente à une ligne de courbure.
On aura, au point de contact,
6 — 0 ou 61==-
et, par suite,
ttizzc ou Ç=:C.
Chaque ligne géodésique est donc tangente à deux lignes de courbure, une de chaque système, et l'on voit qu'à deux lignes géodésiques tangentes à une même ligne de courbure
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// =— c correspond la même valeur c de la constante d'intég^ration.
Il en est de môme pour le système des lignes géodésiqucs qui passent par les ombilics.
On a, en effet, pour les quatre ombilics réels (t. I, n^^SâS),
t .A-B , , pG~A
La condition j^^ _— q donne
donc u ou V est égal à — B. Soit, par exemple, w =^ — B; on aura
donc V sera aussi égal à — B.
Pour une ligne géodésique qui passe par un ombilic, on aura donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (29),
ce qui détermine la valeur de la constante c.
Considérons une ligne de courbure quelconque u= const. Soit (u, if) un point quelconque de cette ligne; joignons-le à deux ombilics O et O' par des lignes géodésiques L, L', elles auront pour équation différentielle
acos'O -+- (^sin*6 — — B, MCOS*ô'-}- Psin*6'=i— B.
En retranchant ces deux équations l'une de l'autre, il
viendra
o = m(cos'0 — cos*0') -^ (^(sin*6 — sin'O')
z=:(r— a) (sin«e — sin'e').
Donc sîn^8 = sin^O', et les lignes L, U auront pour bissectrices les lignes de courbure du point m, çf.
Soit (a, i?i) un point de la ligne de courbure considérée
situé à une distance infiniment petite ds du point (a, 1^) primitivement choisi. Joignons-le à O, O' par de nouvelles lignes géodésiques L|, L', .
Projetons L| et Télément ds sur L ; on aura évidemnient
L =: proj. L| -+- proj. ds.
Or chacun des éléments de Li, ne faisant qu*un angle infiniment petit avec sa projection, lui est égal en négligeant le produit de sa longueur par une quantité du second ordre; on aura donc, au second ordre près,
D'ailleurs
donc
On a de même
Mais on a
proj.L,r-L,.
proj.rf5 = ûfesin6;
L — L|-h<içsinO.
L'2^L\-f-rf5sinO'.
sinO =: ±: sinÔ',
égalité où l'on doit évidemment prendre le signe 4- ou le signe — suivant que les ombilics O et O'sont situés de côtés diflerents de la ligne u ou du même côté. Dans le premier cas
1j — - Là — - - Li j — ■ JLi . ,
et, dans le second,
L-hL'i=LiH-L
Ces égalités étant démontrées, au second ordre près, lorsque le point (m, P|) est infiniment voisin du point (w, ç»i, on en conclut par le raisonnement connu (t. I, n^ 462) qu'elles sont vraies en toute rigueur, quelle que soit la position du point (m, i'<) sur la ligne de courbure û.
On voit ainsi que les ombilics jouissent, par rapport aux lignes de courbure, de propriétés toutes semblables à celles des foyers des sections coniques.
372. Problème des isopérimètres, — Proposons-nous de déterminer, parmi toutes les courbes de longueur 2/ ayant leurs extrémités en deux points A et B, celle pour laquelle l'aire comprise entre la corde AB et la courbe est maximum.
Prenons pour axe des x la droite AB, pour origine le milieu de cette droite : soit 'la la longueur de celle-ci. Nous aurons à rendre maximum l'intégrale
j ydx.
sachant que Tintégrale
Ç ds-^ Ç \l\-r-y^dx
a pour valeur 2 /.
D'après la méthode générale, nous aurons à poser
o trr 8 / (^y -\-\sJ i 4- y*) dx
= C il "^ ^^ \l dx
L'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc
d'où
dx y/, _|_yï
équation d'un cercle de rayon X.
Il reste à déterminer les constantes c, c', \. Pour j^ r=z o, on aura x =^±a\ donc c =^ o, c'^ = \- — a^, J. — Cours, III. 32
Il ne reste plus qu'à faire en sorte que la longueur de Tare soit 2 /.
Or, en désignant par a {^Jig> 1 1) l'angle que le rayon CA
du cercle cherché fait avec l'axe OY, on aura
/i^Xa, a = Xsina.
Éliminant a, on aura, pour déterminer X, l'équalion transcendante
a=z: A sm r-«
L'angle a étant d'ailleurs compris entre o et ic, il faudra prendre pour \ celle des racines de cette équation qui est
En supposant a infiniment petit, le problème se transforme en celui-ci :
Déterminer parmi les courbes fermées de périmètre il celle qui enferme une aire maximum,.
Dans ce cas, l'équation en \ deviendra
sm Y = o
et aura pour racine X= -• La solution du problème sera donc un cercle ayant le périmètre donné.
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L'étude des variations de l'intégrale
r^dx.
où f est une fonction de x, des variables dépendantes y^^ r2, ... et de leurs dérivées successives, ces variables pouvant d'ailleurs être liées entre elles par un système d'équations difTérentielles
se ramène immédiatement au cas où (f, ^i, ... ne contiennenty avec les fonctions inconnues, que leurs dérivées premières.
Supposons, en effet, que j>^i, par exemple, figure dans ces expressions avec ses dérivées successives jusqu'à l'ordre n. Nous pourrons introduire comme inconnues auxiliaires les dérivées jk'^j •••> J^"~*î pourvu qu'on joigne au système des équations «j;| = o, iJi2 = o» ••• celles-ci :
dx"^'' "' dx -•^^ '
y[ étant d'ailleurs la dérivée première de J^""\ on voit que la fonction <p et les équations de condition ne contiendront plus que les fonctions inconnues et leurs dérivées premières. Supposons donc que nous ayons m fonctions inconnues y\i *"fym', que ces fonctions, leurs dérivées premières et la variable indépendante x figurent seules dans l'intégrale
dx
et dans les équations de condition
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Désignons par p le nombre de ces dernières équations. Admettons enfin, pour plus de simplicité, que les limites x^. X\ de l'intégrale et les valeurs correspondantes des fonctions y soient des quantités fixes données. Cela posé, cherchons à rendre l'intégrale maximum ou minimum.
374. Nous déterminerons les fonctions inconnues, comme on Ta vu plus haut, en annulant la variation première de l'intégrale
ce qui fournit les équations différentielles suivantes
ôyt dx dyi
que nous combinerons avec les équations de condition
dF (2) ——^i^o (/ = i, 2, ...,/?).
L'intégration de ce système donnera en général les inconnues ^ et )v en fonction de :r et de im constantes arbitraires.
En effet, remplaçons les équations <{^/=o par leurs dérivées --— = o. Le nouveau système obtenu
.^. dP d dY _ d^i _
contient les dérivées de ^',, . . ., ym jusqu'au second ordre, celles de X|, ..., \p jusqu'au premier ordre. Il sera donc d'ordre im-^ p et fournira les inconnues y elXen fonction de X et de 2m-\'p constantes arbitraires. Ces valeurs, substituées dans les expressions t}//, les réduiront à des constantes f puisqu'elles annulent identiquement -^' ) • En écrivant que ces constantes sont nulles, on obtiendra des équa-
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lions de condition qui déterminent p constantes d'intégration en fonction des autres.
Les 2/n constantes qui restent seront déterminées à leur tour par la condition que^j, . . ., y m prennent pour chacune des deux limites x^ et x^ les valeurs qui leur sont assignées.
Le problème d'annuler la variation première de Tintégrale est donc en général possible et déterminé.
On doit toutefois remarquer que Tordre du système (3), et, par suite, celui du système primitif, s'abaisseraient si Ton pouvait éliminer les dérivées j^* , . . ., ^]J„, X, , . . ., X^ entre les équations (3). Or, ces dérivées y entrent linéairement, et le déterminant de leurs coefficients n'est autre chose que le
jacobien J des fonctions -y-r» ^/ par rapport aux quantités j^
et \, Si donc ce jacobien était identiquement nul, il serait en général impossible d'annuler la variation première de l'intégrale; car les constantes d'intégration seraient en moindre nombre que les équations aux limites auxquelles elles doivent satisfaire.
375. Nous admettrons donc que J n'est pas nul. Il est aisé, dans ce cas, de ramener le système (i), (2) à un système canonique. (Ce résultat est une généralisation de celui du n- 357. )
Prenons, en eflet, pour variables auxiliaires les quantités
Les équations
permettront d'exprimer les quantités y^ \ en fonction des variables^, /?.
Posons, d'autre part.
H = J/'-ri
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On aura
dH =
Mais les termes en dy^, dXi disparaissent en vertu des équations (4)« On aura donc, en supposant qu'on exprime H au moyen des variables^ et jd,
D'ailleurs, les équations (i) peuvent s'écrire
dF
ày'i
On aura donc, pour déterminer les variables j^, /?, les équations canoniques ... , dW , dH
376. Ces équations étant supposées intégrées, on sait (260) que leur intégrale générale pourra se mettre sous la forme
(6) d^=^" dit^^' (*^i,2, ...,m),
V étant une fonction des variables x, yi et de m constantes d'intégration ai , . . ., a;,t 6t les quantités pi, . . ., ^m étant les autres constantes d'intégration.
La résolution des équations précédentes donnera les valeurs des y^ p en fonction de x et des constantes a, p. Les équations (4) donneront ensuite les quantités j^, X; enfin les conditions aux limites détermineront les valeurs des constantes a, p.
377. Mais, pour être assuré de l'existence effective d'un maximum ou d'un minimum, il est nécessaire d'étudier la variation seconde 8^L Si celle-ci ne peut s'annuler pour aucun système de valeurs admissible des variations 8^, elle con-
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servera toujours le même signe, et il y aura minimum ou maximum, suivant qu^elle sera positive ou négative. Si, au contraire, elle peut s'annuler, il n'y aura en général ni maximum, ni minimum, la variation troisième changeant de signe avec les variations S^; il ne pourrait y avoir incertitude que dans le cas exceptionnel où elle s'annulerait en même temps que la variation seconde.
Laissant de côté ce cas singulier, nous sommes amenés à rechercher si 8^1 est ou non susceptible de s'annuler.
Posons, pour abréger
àyi - dyt ôh " ''"' ô/i " dji àh "" ^""
Les quantités aïky biky Cikt rf//, «// seront des fondions connues de x; nous les supposerons continues, ainsi que leurs dérivées partielles, entre Xo et Xi ; cette hypothèse est évidemment nécessaire pour qu'on puisse appliquer la série de Taylor au développement des accroissements des fonctions F, ^i.
Posons encore, pour simplifîcr Técriturc,
xit
ces quantités seront assujetties aux relations
On aura, d'autre part,
8*F=\ \ [aikSiJZk-h2bikZiZf,-hCikz'iz'f,]
et
tnz= jt^F dx — . j U'F -hV 2 (x/ l^}j dx,
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les multiplicateurs [jl/ étant des fonctions quelconques de x, Gnies entre Xq et X\.
L'expression
dasi -+- Ciiz'i
étant homogène et du second degré par rapport aux quantités ^, z'^ |JL, on aura
Substituant celle valeur dans l'expression de S^I et remarquant que les équations de condition (7) ne sont autres que les suivantes
il viendra
Intégrant par parties les seconds termes et remarquant que^< s'annule aux deux limites Xq et :ri, il viendra
On pourra donc annuler 8^1 si Ton peut déterminer les quantités z^ [jl, de manière à satisfaire aux équations
, ^— — iL ^- — o
dz( dx dz'i ainsi qu'aux équations de condition (8), en assignant aux Zi
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des valeurs qui ne soient pas constamment nulles entre x^ et Xi y mais qui s'annulent au& deux limites.
379. Les relations (8) et (9) constituent un système d'équations différentielles entre les variables z, \t. tout à fait analogue au système (i), (a). Il sera également d'ordre 2m, pourvu que le jacobien J| des expressions
dû âQ
par rapport aux quantités ^), [X/ ne soit pas identiquement nul. Or, d'après l'expression de Q, on voit que les éléments de ce déterminant ne sont autre chose que ceux de J, où Ton a substitué, pour les quantités j^, leurs valeurs en fonction de X. Nous admettrons que, même après cette substitution, le déterminant ne s'annule pas identiquement et que, en particulier, il n'est pas nul pour x =^ Xt,
Prenons alors pour inconnues auxiliaires les quantités
(10) "'^ïï::'
Les équations (8) et (10) permettront d'exprimer les quantités z' et [X en fonction linéaire des quantités z et u. Ces valeurs, substituées dans l'expression
Ri—Suiz'i — Q,
la transformeront en une fonction homogène et du second degré des quantités z, u] et l'on aura, pour déterminer ces quantités, les équations canoniques
(11) Zi=.—-^, i^~_- _î,
dui âzi
dont les seconds membres sont linéaires et homogènes par rapport aux inconnues Zy u.
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Les équations (lifTérenlielles linéaires
(13) O rr: -^~, ~ Ui — \ [bkiZk->rCkiZ\:\ -h\ ez/fl./— «,-,
^'^^ ^ "^ dzi -Z^d^, --2^[aa-z,-^ b,kz, + c/,,ixj - 1/,-,
auxquelles nous venons d'arriver, sont intimement liées aux équations
dont l'intégration nous a fourni les valeurs des quantités j^-^ A en fonction de x et des constantes (l^j . . . , a;„ ; ^1 , . . . , ^0,. En effet, substituons ces valeurs dans ces dernières équations ; elles se réduiront à des identités, quelles que soient les constantes a et ^. On pourra donc les difierentier par rapport à Tune quelconque c de ces constantes. Effectuant cette différent! ation et posant
àyi_^ àyi_^^f àpt_^^ àh__^^
dF-^'' "cfc-^" dF-"'' -â^-^'^
on obtiendra précisément les équations (12), (i3), (i4)-
Prenant successivement pour c chacune des 2 /n constantes a, p, nous aurons donc 2 m solutions particulières de ces équations. On en déduit, en désignant par A^ et Bj^ des constantes arbitraires, la solution plus générale
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Les équations (i i), qui se déduisent de la combinaison des équations (12) à (i4)j admettront donc comme solution les valeurs de jS/, ui données par les formules (i5) et (16).
381. Nous admettrons : 1° que les diverses dérivées partielles y-^> ~'^ y •••> -jA-> qui figurent dans les expressions
précédentes, restent continues entre Xq et x^ ; 2® que les seconds membres des équations (i5) ne peuvent devenir à la fois identiquement nuls, de quelque manière qu'on choisisse les constantes A, B, à moins qu'elles ne soient toutes nulles
Cette dernière hypothèse entraîne manifestement comme conséquence que les a/n solutions particulières obtenues pour les équations (11) sont linéairement indépendantes. La solution générale des équations (11) sera donc donnée par les formules (i5) et (iCI), et celle des équations (12), (i3), (i4) par les formules (i5) à (18).
Nos 2 m solutions particulières étant indépendantes, le déterminant
' àyx dyx ^Y^ dy,
ày
àym
ày„
àpx
àpi
ÔT-m
àpm
àpjn
dy
dpx
dpm
ne pourra être identiquement nul.
Ce déterminant peut d'ailleurs se mettre sous la forme d'un produit de deux autres déterminants. En effet, les équations
intégrales
àyt
~Pi
(où V ne contient ni les p ni les P), différentiées par rap-
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port aux constantes a^ et (3^, donnent
àfk " jL^àVi^fH 0?k'
Substituant ces valeurs dans D et retranchant des m dernières lignes du déterminant les m premières, multipliées par des facteurs convenables, il viendra
ÔVy
àym
àym
àfi 0:^1
àvi ôy.,n
àym
dym d^i
dfm à-
'tn
en posant
ày^
àym
àym
A.ucun des deux déterminants D|, D2 ne peut donc être identiquement nul.
382. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que S*I ne puisse s^annuler.
On voit tout d'abord que 8^1 sera susceptible de s'annuler si l'on peut déterminer les rapports des constantes Âj^, Ba, de telle sorte que les valeurs des Zi fournies par les équations (i5)
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s'annulent toutes à la fois pour deux valeurs distinctes Ço* (i de la variable a:, comprises entre Xq et x^ ,
En effet, posons Sv/ = tZi entre Ço et J,, et S/i=^ o dans le reste de l'intervalle ^o^i-
Les variations ainsi définies ne sont pas identiquement nulles dans tout Tintervalle entre Xo et x^ ; elles satisfont aux équations de condition (12); enfin entre Ço et ^i, seule partie de Tintervalle où elles ne soient pas nulles, elles satisfont aux équations (i3) et (14)9 équivalentes aux équations (9); elles annulent donc tous les éléments de l'intégrale S^I.
Pour que les rapports des constantes A^^, Ba puissent être déterminés comme il est indiqué ci-dessus, il faut et il suffit que le déterminant
A(Ço,?i) =
soit égal à zéro.
Donc, pour que 8^1 ne puisse s'annuler, il faut tout d*abord qu'on ait
de quelque manière qu'on choisisse ^o et Çi entre Xq et x^ . Posant en particulier Ço = ^o) on devra avoir
(19) ' £i{xo,x)>o
pour toute valeur de x';>Xq et^Xt.
Pour déterminer les autres conditions qui, jointes
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à (19)* sont nécessaires et suffisantes pour Texistence d*un maximum ou d'un minimum, il nous faut transformer Texpression de 8^1 de manière à faciliter la discussion de son signe. Cette transformation repose sur deux propriétés de nos équations difTérentielleSy que nous allons établir :
I® Les équations différentielles qui déterminent les quantités^, p ont pour intégrale générale les équations
Prenons la différentielle totale des équations de droite en traitant x comme une constante ; il viendra
Substituons cette valeur de d^i dans l'expression de la différentielle totale de dy^
"■^-Kfe'^'-t*')
elle deviendra
et, comme les équations (20) n'établissent entre les y et les a aucune relation indépendante des quantités p et ^, les coefficients de chaque différentielle devront être égaux dans les deux membres. On aura donc, en particulier, en égalant à zéro le coefficient de e/a/ (après avoir permuté dans la somme double les indices de sommation h et i),
d:ti Zuhàtidy^h <^pA
Substituons la valeur de ■— tirée de cette formule dans l'expression
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elle deviendra
et ne changera pas si Ton permute k eX k\ car cela revient évidemment à permuter les deux indices de sommation i et h. Nous obtenons donc cette première relation
384. 2** Les quantités y^ p satisfont (375) aux équations canoniques
, diï , an
Prenons la dérivée de ces équations par rapport à l'une
quelconque c des constantes a, ^. Il viendra, en désignant,
V . àvi ^ dpi pour abréger, -^ par 5|, -:— par w
Làk\àpiôyk
Ces équations linéaires, admettant les a m solutions particulières
àyt àp,\ , / dy, dpi
ô^,' ÔOL, y '"' U'i^J ô'{i
auront pour intégrale générale les expressions (i5) et (i6), de sorte que le système (22) ne sera qu'une autre forme du système (11).
Le système (22) a pour adjoint le suivant :
Zja- \ àp/c Oyi ây, ôyk
^jk \ opi ôpk oyi, ôpi J
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quî n'en diffère que par le changement de ;s, u en — U, Z. Si donc
bt :=^ ( . . . , Zti , . . . , Uii y - . . ) , Sj :=(... , Zffy . . . , M/i, . . . )
sont deux solutions particulières quelconques des équations (22),
sera une solution du système adjoint; et, d'après les propriétés connues de ce système (115), Texpression
(SiSj)=\ ("a-rt—*/!"/!
sera une constante.
38S. On a évidemment, d'après la définition précédente du symbole (Si S2), la relation
(SiS,)--o.
En outre, si
Sj"- \^ . . . , Zi2j . . . , W/2, . . .): C^l HZ ( . . . , Z(iy . . . , W/j, . . . ) »
sont des solutions particulières, l'expression
/Wj Sj 4- m^ S3 -I- . . .
=: ( . . . , /n, ;;/2 H- /Tij 5/8 -1- . . . , . . . , m j m/j + mj e//, -f- . . . , . . . )
sera encore une solution, et Ton aura
(Si, mjSî-h/WjSa-f-. . ,) — mi(SiSi) — m3(SiS3) -+-
Toutes les solutions de nos équations s'expriment
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linéairement en fonction des 2m solutions particulières
dyi dpi \ •' -k » ■ * •> j» > • • • ) î
dyt âpi \ dyi ôPf \
Proposons-nous de déterminer les valeurs des constantes
particulières
(S*Sa), (T,.Sa), (T^^Ta).
Il faudra, pour cela, chercher la valeur de Texpression
làpi dyt _ dyj^ dpj i\dc de' de de'
c et c' désignant deux quelconques des constantes a, ^. A cet effet, recourons encore aux équations intégrales
d\ dV «
dyi ^'' d^i P"
En dérivaut les premières par rapport
à c, il
viendra
d^\ 1 V^ d'y dy,
dyt de Zàkdyidyk de
dp, de '
On
aura
, par suite,
dpt
dy Y ^y^ ^'"^ , V V
àyu
dyt
^i de de' ^idd dyide ^t^kdyidyk de de'
La somme double ne change pas si Ton permute c et c', car cela équivaut à permuter les indices de sommation i
J. — Cours, III. 33
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et k. On aura donc
i\dc de' de de' ) Zdi\àc' dyidc de dyi de' / On a d ^ailleurs
V ^ Jiy. — ^ ^ _ ^
Zdiàe' dyidc de' de dcdc'^
en désignant par ^, -^ la dérivée complète de -^ par rapport à dj en tenant compte de ce que les^ sont des fonctions des constantes c. On a de même
dYi d'W d dW d'y
\t àe dyi de' ~ de de' de de' et, par suite,
fdpi dy^_dyi dpA __ ± à\ _ d^ àV i \ de de' de de' ) ~ de' de de de'
Cela posé, V ne contenant pas explicitement les constantes p, on aura, si c = P* et (/ = ^a»
dW d\
de- ""^ ^-"^'
d'où
(T;tTA)---0.
Si c = a^t et c' : = a;^, on aura, en vertu des équations (20),
d\ dV
de d^k
Al
d'où
On a de même
et, par suite,
de' de ~~ doL^'"'^^'
d_ dW_ de dc'~^^
(SaSa)=o.
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Enfin, si c = ^a et </ =r a>i, on aura
doû
dY _ dV ^
de - " ^» 5? "" P*'
de de' de' de '^ d^^^^ '^ \ i si h=ik.
Nous trouvons donc
(S*Sa) -o, (T^T,,)^o,
Considérons maintenant deux solutions quelconques
Rp ~~y [A;tpS;t-<- ^ApTjt],
R<r^ \ [AA^jS^-hB/idT^].
On aura y d'après les formules précédentes,
rR R ^-V V r A^P^^^(SAS,.)-4-A;tpBy,cr(S;tTA)-| ^npn^J "AZ^AUB;tpAAcr(T*Sy,) + B*pB;,er(T;tT;,)J
Assignons aux coefCcients A^p, B^p; Aj^^y B^a les valeurs particulières
où ^ désigne une constante quelconque ; il viendra
<«'' <«'■''' =L[(t).(fe)r(.^X(t)J=-
car le second membre de cette expression, se déduisant de celui de Téquation (21) quand on y change i, A*, k' en k, <r, p
5l6 TROISlt» PARTIE. — CflAPITRB IV.
et qu'on attribue à a; la valeur particulière Ç, est identiquement nul.
En posant successivement p = I9 2, ..., m, nous obtiendrons un système de m solutions
n j —_-(..., Zii , . . . , M|| , . . . ) >
**/n — - V • • • j ^imy • • • > ^im} • • • J>
tel que l'on ait généralement
388. Calculons, d'autre part, la valeur du déterminant G, formé avec les quantités
Pour Tobtenir, formons le produit du déterminant
dOLi
ày\
ày^
âoLi
àyn.
àYm
àym
par le déterminant
dyi
dji d»!
dYm
dv
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Il viendra^ en tenant compte des équations (ai) et (24)1
àvm àym
•^11 — ^ml
\à?Ji ■■■ UlA
•Im '*»mm
et, comme D| n'est pas nul, on en déduira
Nous admettrons provisoirement qu'on ait pu déterminer la constante Ç, de telle sorte que Ton ait
dans tout Tintervalle de Xo ^ Xi.
Les quantités Z|p, . . ., Zmp', u^p, . . ., i/^py associées aux valeurs correspondantes [X|p, . . ., ^Upp des quantités [jl, fourniront pour chacune des valeurs p = i, ... ^ m un système de solutions des équations (12) à (i4)-
(26) Uip — \ 8a/«*p>
(27) ^fç,—\ Mf^iZjtp.
Les quantités y^i. Sa/, Ma/, déterminées par ces équations linéaires, seront des fonctions de ^, finies et continues entre Xo et Xi en vertu de nos hypothèses, puisque le déterminant G des quantités z^p ne s'annule pas dans cet intervalle.
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En diflTérentiant les équations (a6), on trouvera
ou, en remplaçant les sf par leurs valeurs déduites de (i25). (aS) wjp T-\ fsii-^\ Sa,- YjtA ) 5*p.
Substituons, d^autre part, les valeurs des quantités i//p, i//^ déduites des équations (26) dans les équations
O =t: (Rp Rç ) ^ \ ( M,p ZiQ — Zip Uifs ) ,
elles deviendront
jLdiJLÀk
( ^kt <S*2 ^/ff — W.-/ 5*ff ^ip ) ^= O
ou, en permutant les deux indices de sommation dans le second terme,
Le déterminant des quantités 2/9 n^étantpas nul, ces équations entraînent les suivantes
\ (5*1— 8/;t)5;tp — o (P =1» • . .» rn).
et le déterminant des z^p n'étant pas nul, on en déduira
Les équations (12), (i3), (i4) sont d^ailleurs satisfaites par les valeurs
Faisons cette substitution, remplaçons les quantités t', 1/,
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{JL, jji par lears valeurs (25) à (28) et changeons, lorsque cela est nécessaire, la dénomination des indices de sommation; il viendra
Ces équations ayant lieu pour p - = i , . . . , m, et le déterminant des quantités z^p n^étant pas nul, on aura pour A" r^ I , . . . , m,
(29) 0--dki-\'\ ^A/ï)tA»
^màh
(30) 0-: hki^-^^ C/iiÏAA-^y^ ^,7^îi^/— S;t/,
(3i) o~a/*-h\ ^/AT*AH^-y^ <^///M)t/--Si,.--\ 8,„-.YjtA-
On peut déduire de ces équations les vaJeurs des quantités a, 6, d en fonction des c, e, y, 0, M. Elles donnent en effet
(32) dkr- -~2, ^hnf^'f^y
puis
ou, en permutant t' et k et remarquant que 8^/ =-^ 8/a, (33) ôf^T-8^,. — \ cnk-lih — \eki^u.
Les valeurs précédentes des fr, <i étant substituées dans
AY/A'TiA
IVqualîon (3i), elle donnera
Substituons les valeurs ci-dessus des quantités a, b, d dans l'expression de la variation seconde
*' ^ ^y Z/2*^ "'* ^•^' ^•^* "^ ^ *'* *^' ^^* + ''"' ^y- ^fk) da, et dans les équations de condition
(33) o^-^r-=^WyH-euly,) (t^-i,...,p),
qui existent entre les variations.
Si nous posons, pour abréger,
on trouvera aisément que les équations (35) deviennent et que S^j prend la forme suivante :
^'^■■"if (XX/'*"''*-^ tl ~ ='X X'"*''*') '^•
Le dernier terme de cette expression disparaît en vertu
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des relations (39)- D'autre part,
car les variations Sy/, 8^a s'annulent aux limites. On aura donc plus simplement
390. Les conditions (35) ne sont pas les seules auxquelles soient assujetties les variations 8r/. 11 faut, en outre : i** que ces variations soient infiniment petites, ainsi que leurs dérivées, entre Xq et x^ ; 2" qu'elles s'annulent à ces deux limites, sans s'annuler identiquement dans tout Tintervalle XfiXi.
Il résulte de là que les quantités vi doivent être infiniment petites, mais qu'on ne peut les supposer identiquement aulles entre Xq et x^. En eil'et, si tous les ç étaient nuls, les équations (36) donneraient
En vertu des relations (^5), ces équations seraient satisfa.'tes en posant
p ayant l'une quelconque des valeurs i , . . , , m.
Par hypothèse, le déterminant des quantités 2/p non seulement n'est pas identiquement nul, mais ne s'annule en aucun point de l'intervalle Xq x^ . Les équations linéaires (4o )auront donc pour intégrale générale
les C étant des constantes arbitraires.
Les 8^/ devant d'ailleurs s'annuler pour x^= x^ et le
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déterminant des Zip n'étant pas nul en ce point, les constantes Cp devront être toutes nulles; mais alors les Sj^/ seraient nuls identiquement.
Cela posé, si la fonction
TOnserve constamment le même signe pour tous les systèmes de valeurs des fonctions i^i qui ne sont pas identiquement nulles et qui satisfont aux relations (Sp), l'intégrale
dx
jouira de la même propriété. II en sera de même, à plus forte raison, si Ton se borne à assigner aux arbitraires Vg les systèmes de valeurs auxquels correspondent des valeurs admissibles des Sy/. Il y aura donc maximum ou minimum.
La fonction cp pourrait d'ailleurs s'annuler pour certaines valeurs particulières de ûc sans que ce résultat fût troublé.
Cette condition suffisante est en même temps nécessaire. En effet, s'il existait un système de fonctions Çi satisfaisant aux équations (Sg) et tel que la fonction (p fût positive dans une partie de l'intervalle XoXt et négative dans Tautre, nous allons voir qu'on pourrait rendre S^I positif ou négatif à volonté dans cet intervalle.
Soient, en efiet^ X|, . . . , lL^„^i des fonctions quelconques de Xy linéairement indépendantes^ et finies entre x^ et Xi : c, . . . , C2/2+1 des paramètres infiniment petits. Posons Cl, ... , C2n+i des constantes infiniment petites. Posons
le multiplicateur K étant égal à zéro dans la partie de l'intervalle où <f est négatif et égal à
dans la partie où il est positif. Les fonctions V| satisferont
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encore aux équations (39), et Pexpressîon
nulle dans la première portion de Tinteryalle, sera positive dans la seconde. L'intégrale
sera donc positive.
Les valeurs correspondantes des Zyi sont les intégrales des équations linéaires
Pour les obtenir, intégrons d'abord les équations sans second membre; il viendra, comme tout à l'heure.
Prenant les Cp pour nouvelles variables, d'après la méthode de la variation des constantes, on obtiendra les équations transformées
Les js/p étant continus entre Xq el x^ et leur déterminant ne s'annuiant pas, on pourra résoudre cette équation parrap-
port aux dérivées -^^- Le résultat obtenu sera de la forme
les E/p étant des fonctions finies.
Ces équations admettent la solution particulière
Cp :-.
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qui est infiniment petite, les V/ étant infiniment petits. Les valeurs correspondantes des hyi seront elles-mêmes infiniment petites. Il est clair d^ailleurs qu'elles seront linéaires et homogènes par rapport aux constantes c^, . . ., C2m+*, et l'on pourra déterminer les rapports de ces constantes de manière à faire en sorte que les oj'i s'annulent pour Xq et X|. Enfin les S/< ainsi déterminés ne s'annulent pas identiquement; car les équations (40> ^^ ^^^ Vi ne sont pas identiquement nuls, ne pourraient être satisfaites.
Nous obtenons donc un système de variations Syi satisfaisant à toutes les conditions requises, et pour lequel S^I est positif. On déterminerait de même un second système de variations pour lequel 8^1 serait négatif.
392. Nous avons donc réduit la question proposée à chercher les conditions pour que la fonction
conserve constamment le même signe pour toutes les valeurs de (^ qui satisfont aux relations
ili'i-'O.
Comme d'ailleurs le signe de ^ ne dépend que des rapports des quantités Çy on peut, sans restreindre la généralité du problème, supposer les ç assujettis à satisfaire en outre à la condition
Pour résoudre la question ainsi posée, cherchons les maxima et minima de cp pour les valeurs de i? qui satisfont aux équations (4^) ^^ (44)* Dans ce but, nous égalerons à zéro les dérivées partielles de la fonction
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Nous obtiendrons les équations suivantes
qui, jointes aux relations (43)) détermineront les rapports des quantités (^ et p/; quant à p, il sera déterminé par la condition que le déterminant
<?ii — P
mi
•\ni
«ml O
emp o
mp
soit nul.
D'ailleurs les équations (43)? respectivement multipliées par ^4, . . . , i'm et ajoutées ensemble, donneront
ou, en vertu des équations (43) et (44)>
Les maxima et miuima cherchés sont donc les racines de l'équation I = o.
Pour que cp reste constamment non positif (ou constamment non négatif) entre Xq et J7|, et cela pour tout système de valeurs des (7, il est évidemment nécessaire et suffisant que ces racines restent toutes non positives (ou toutes non négatives) dans cet intervalle.
D'ailleurs^ si cette condition est remplie, on n'a pas à craindre que y soit identiquement nul entre x^ et x^ ; car il faudrait pour cela que l'équation en p eût une racine nulle pour toute valeur de x entre x^ tlx^^ ce qui est impossible; carie terme constant de l'équation en p se confond, au signe
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près, avec le déterminant J, qui, par hypothèse, n'est pas identiquement nul.
Nous obtenons ainsi les conditions suivantes pour l'existence d'un maximum (ou d'un minimum) :
Dans toute V étendue de lUntervallex^x^ le déterminant L{X(^yX) doit être ^o (sauf pour x = Xo)f et les racines de r équation I ^- o doivent être non positives {pu non négatives),
393. Nous avons toutefois admis, pour arriver à ce résultat, qu'on pouvait déterminer une constante Ç, telle que l'on eût
(46) A(j?, Ç)^o de .To à a:i.
II nous reste à nous assurer que cette condition est implicitement contenue dans les précédentes.
La condition A(a:oi .^) < o pour j: ^^ a?o < Xi donne, en particulier, pour x=^ x^y
Les éléments du déterminant A et les coeffîcients de I étant par hypothèse des fonctions continues, on pourra déterminer des quantités So) £i assez petites pour qu'on ait encore
tant que Çq) ^i seront respectivement compris entre x^ et Xq -h $0 et entre x^ et x^-^-z^. On aura donc
tant que x sera compris entre x^-h^a et Xj -h e|.
D'autre part, les racines de l'équation I = o conservent uo signe constant dans l'intervalle de x^^k x^\ d'ailleurs, J| n'étant pas nul pour x = Xiy aucune d'elles ne sera nulle pour cette valeur de x; et, comme elles varient infiniment peu entre x^ elXt -+- Si , elles conserveront encore leur signe dam ce nouvel intervalle.
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De cette propriété et de l'équation (47), on déduit que 8*1 ne peut s'annuler dans l'intervalle de J?o + eo ^ ^i + e|. Donc, d'après le n° 382,
A(:c, a?i-f- El) Jo pour j? = a:o-i- 6g< JTj-t- 8,.
D'ailleurs cette expression est également ^ o si :r est compris entre Xq et x^-^- Zq. On satisfera donc à la condition (46) en prenant 1^ = Xt-\- Bt.
394. Nous ferons remarquer, en terminant, que nous avons admis dans toute cette étude, non seulement que les variations S^/ des fonctions inconnues sont infîniment petites, mais que leurs dérivées ùy'^ le sont également. Si Ton voulait supprimer cette dernière restriction, les conditions trouvées ci-dessus pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum, tout en restant nécessaires, pourraient cesser d'être sufîisantes.
III. — Variation des intégrales multiples
395. Les notions fondamentales du calcul des variations peuvent s'étendre sans difficulté aux fonctions qui renferment plusieurs variables indépendantes.
Considérons, par exemple, une fonction
?(^i y y -5, W, ^, . . . , Mapy, ('«Py, . . . )
des variables indépendantes Xj y^ z, des fonctions u, v de ces variables et de leurs dérivées partielles
dx^ dy^ âzr "^^ dx^ dy^ dz^
SiTony change u, v enM + eWj = ^/ + 8w, «^ + eP| = (;-|-8c', (f se changera en une nouvelle fonction ^{x, y, z^ e), qui, développée suivant les puissances de e, prendra la forme
On aura évidemment
dx^ de* de* dx^' d'où, pour la valeur particulière £ = o,
-7— j représentant la dérivée complète de f par rapport à j?, en
tenant compte de ce que u^ v dépendent de cette variable. On trouvera de même
La variation première Sep, que nous considérerons spécialement dans ce qui va suivre, aura évidemment la valeur suivante :
( ocp -■=: U 8a -f- . . . -h ^^a?y ^"aPy
I H- V 8(^ -h . . . -r- Vapy St'apY -+-•.->
en posant, pour abréger,
<^? _ TT d? _ ,,
396. Cherchons maintenant les variations de l'intégrale triple
I :_^ ^t^dxdy dzy
en admettant, pour plus de généralité, que, en même temps qu'on change ^^, i^ en m -f- Sa, {> -f- hv, on fasse subir une allération infiniment petite au champ de l'intégration.
A chaque point ^, 7), Ç situé sur la limite de Tancien champ d'intégration, on pourra faire correspondre un point infini-
ment voisin 5 + SÇ, tj -f- Stj, Ç -H oÇ sur la limite du nouveau champ. Cela posé, changeons de variables indépendantes en posant
Sa:', oy\ 02' étant des fonctions infiniment petites, assujetties à la condition de se réduire à 8Ç, 87^, 8ÎJ lorsque .r'= Ç, j/ = 7), J3'=S- L'intégrale altérée, exprimée au moyen de ces nou- .. velles variables, prendra la forme
(2) l-^ll — ^^Jdx'd/dz',
le champ d'intégration étant redevenu le même que dans Tinlégrale primitive I, J désignant le jacobien
d^x' d^r' dZx' I
djc' dy' dz' !
drjy' d^y d^y' ' •
djo' dy dz'
I rfO£^ â^ dZz'
; dx' dy '"^ dz''
enfin tétant ce que devient ^ lorsqu'on l'exprime au moyen des nouvelles variables a:', j^, z' .
Le développement de cette expression, suivant les puissances de e, ne présente aucune difficulté ; nous l'arrêterons aux termes du premier ordre pour obtenir la variation première 81. Nous pourrons d'ailleurs, en le faisant, supprimer les accents dont sont affectées les nouvelles variables, aucune confusion n'étant à craindre, puisque les anciennes variables Xy y y Z auront disparu.
On a évidemment, avec ce degré d'approximation,
dix d^Y dlz
J ~ IH h
dx dy dz D'autre part,
* r= <p H- Sç 4- . . .
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devient, en remplaçant x, y, z par x 4- 8;r, y 4- S^, z 4- 85,
V 7= o -h -y- Sa: -+- -r- ô V 4- — - os -h . . . -î- o«p -H . . . . ^ dx dy -^ dz ^
On aura donc
^ do ^ do ^ do ^ ^ ^ c/or dy - dz
dox d^y d^z
' dx • dj • £^5
Remplaçant S'f par sa valeur (i), substituant dans Téquation (2) et égalant de part et d'autre les termes du premier ordre en e, il viendra
/ U 8m 4- ... -h Ua^y 8MapY "^ ^^ ^^ -I- . . . \
81= C( rf j, c? . t; . WxdTjrf^.
397. Cette expression de 81, donnée par M. Ostrogradsky, peut être transformée par l'intégration par parties.
On peut admettre, pour plus de simplicité, que la fonction f soumise à Tintégration et les équations de condition qui peuvent exister, suivant la nature du problème, entre les variables indépendantes x, y^ ... et les fonctions inconnues M, f', . . . ne contiennent aucune dérivée partielle de ces dernières fonctions d'ordre supérieur au premier; car le cas où figureraient des dérivées partielles d'ordre m se ramènerait à celui-là en prenant pour inconnues auxiliaires les dérivées partielles jusqu'à l'ordre m — 1 et ajoutant aux équations de condition les équations aux dérivées partielles du premier ordre qui définissent ces nouvelles inconnues.
Supposons encore, pour abréger l'écriture, qu'il n'y ail plus que deux variables indépendantes Xy y^ et posons
du du dç d<P -y 09 -y
âx dy dx ' du ' du^ "
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Ua? - . . . On aura, d'après ce qui précède,
U 8tt -+- U, 8w, -h U, Sa, -h V Si'
dx
© oj:
dxdjr.
I-es termes U|ô//,, V, 8V|, ... et -^-çSx peuvent être intérés par parties par rapport à x^ et donneront
U, OW, +- V, 0(^4
- -Fo^F,-F, i-F,
-7— 9 8 j? ) dx dx * /
dx
dx,
Fo, Ff, ... désignant les valeurs de l'expression
F =: U, 8// -h V, oç^ 4- . » . -h Ç 0^
aux points où la parallèle aux x le long de laquelle on intègre entre dans le champ et en ressort {/iff' 12).
Fig. la.
Tj
On a d'ailleurs, en désignant par NoX, NiX les angles que la normale extérieure à la courbe qui limite le champ fait en ces divers points avec Taxe des x positifs, et par dso-, ds^, ... les arcs interceptés sur la courbe entre la droite^ et la parallèle infiniment voisine j^ -h dy^
dy =z — dsoCos^QXzzL rf^jCOsNtX =
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L*équation (3), intégrée par rapport à y^ donnera donc
C TUt ûWi -+- V, Si', 4- . . . -+- ^ f lx\ dx dy
la première intégrale étant prise le long de la courbe limite, et la seconde dans tout le champ.
On peut opérer de même sur les termes
U, 5w, -H V, ôç', -h . . . -T- -^ <p 8y en les intégrant par rapport à j^. On trouvera ainsi
ai r= A A J« 4- B ÔP -T- . . . H- D ÔJC -h E 0/) £/5
-i-V(M Zu -^ \tiV '\- , . .) dx dy
en posant, pour abréger,
A = Ui ces NX -h U, ces N V, B^V, <osNX4-V, cosNY,
D=i^<pcosNX,
E=<pcosNY,
ax dy
dx dy
398. Cherchons à quelles conditions on doit satisfaire pour que cette quantité s'annule pour tout système de valeurs de ^•^9 ^^9 ^<^9 S^) • • • compatible avec les données du problème.
I** Si les limites du champ et les fonctions e/, t', . . • sont
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entièrement arbitraires, on pourra assigner à Zx, 8y, Sci, hv^ ... des valeurs absolument quelconques. Posant d^abord
6 étant une quantité qui s'annule au\ limites du champ, Tintégrale simple aura tous ses éléments nuls, de sorte que 21 se réduira à Tintégrale
Qe*(M» -h N* -+-... )^.rd'7,
qui ne peut s^annuler que si Ton a séparément
M rrr O, N — O, ....
Ces équations aux dérivées partielles détermineront les fonctions inconnues //, r, ....
Les fonctions arbitraires introduites par cette intégration et les limites de l'inlégration s'obtiendront en exprimant que riiitégrale simple à laquelle se réduit ol s'annule également, quelles que soient les fonctions Sx, 8^, Sw, 8r, .... En posant
on voit qu'on devra avoir séparément
A rrz o, B = o, . . . , E = o.
'2** Supposons que, sur la limite du champ (ou seulement sur une portion de cette limite), on ait une équation de condition
Cette relation devra subsister entre les nouvelles valeurs limites x -f- o:r, y + 8/, u -f- Am, v -\- Ap*, — D'ailleurs l'accroissement total ^u dû au changement de la fonction u en u 4- 8a suivi du changement de x, y en x -{- 8a;, y -f- 8y est évidemment égal à 8w 4- w< 8x -f- Ma 8^. De même
Af' r= ^ç -H Vi 8j? 4- t's 8j,
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On aura donc à la limite du champ entre les variatioDS ùx,
Sjr, 8e/, Zv, ... la relation
à^ H d'If ^ dà .. ^ ^ .
àx *^ -*- ^ 'y -^ JT, ^ '" ■'- "' ^"^ "■■ "' ^^^
Les équations A = o, B r^ o, . . . , E = o ne seront donc plus nécessaires le long de la portion de courbe considérée pour que Tintégrale simple s'annule, mais il suffira que Ton ait
\ étant une inconnue auxiliaire.
On a donc une inconnue de plus, mais en même temps une équation de plus, à savoir ij^ r= o.
3** Supposons que x^ y y iiy (^, . . . soient liés par une équation aux dérivées partielles
4/(j7,7, Uy Uly M„ <', i^,, V^y . . .) T" O.
On aura, pour tous les systèmes de valeurs des variations qui laissent subsister cette équation,
= 5V<p£/^d[^:=iSV(o-f- X6) dœ dy.
\ étant une fonction arbitraire de forme invariable.
La variation de cette dernière intégrale pourra se mettre sous la forme
A A' 8m -f- B' Sf; -h . . . + D' 8^ 4- E' 87 ) dlf
C ( M ' 8 1/ 4- N ' 8i^ -t- . . . ) rfx
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Déterminons Tauxiliaire X par réquation M':=^ o. L^intégrale double se réduira à
^{'S'^v-^...)dxdy.
Il est clair d'ailleurs que S(^, ... pourront être choisis à volonté sans que Téquation ^{^--o cesse d'avoir lieu. Donc on devra avoir N' = o, . ...
Reste rinlégrale simple, qui devra s'annuler tant que l'équation i{/ =: o subsistera. Or les variables sont encore liées par cette équation à la limite du champ. Si cette équation contient les dérivées partielles M|, w^, i',, t^a, ..., elle n'apprendra rien sur les variations 3^, 8^, §5, 8m, de sorte qu'on devra avoir
Mais^ si elle ne contient que x, y^ Uy v^ . . ., il suffira, d'après le cas précédemment examiné, de poser sur la courbe limite
T^'-=zv(
dx dy
ox au Ou J
yi étant une nouvelle inconnue auxiliaire.
4" Supposons enfin que w, ç', ... et les limites soient astreints à varier de telle sorte qu'une intégrale donnée
K = V ^{^ dx dy conserve un'e valeur constante c. On verra,
comme au n" 361, qu'on doit avoir identiquement
\ désignant une constante.
On aura donc à former les équations qui annulent la variation de l'intégrale double
I^-Xk.r:|^(cp-^Xd;)^/^dy,
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auxquelles on joindra la condition donnée K -^ c, qai déterminera X.
399. Nous allons appliquer les considérations qui précèdent à la solution du problème suivant, rencontré par (lauss dans la théorie de la capillarité :
Déterminer la forme d'équilibre d^un liquide contenu dans un vase de forme donnée.
Soient
V le volume du fluide supposé donné; (T Taire de sa surface libre ; S celle de la paroi mouillée ;
H la hauteur du centre de gravité du liquide au-dessus du plan horizontal des xy.
On obtiendra la surface cherchée en rendant minimum
l'expression
a-ha2-r 6V1I,
où a ei b sont des constantes.
Soient
z Tordonnée de la surface libre;
Pi «Zî ''ï *> ^ ses dérivées partielles première et seconde;
Z, P, Q Tordonnée de la paroi et ses dérivées partielles.
On aura
V =^ V ( :; -— Z) <ix dy^
a = X V Th- P^ -r- q^ dx dy.
Nous aurons donc à annuler la variation de l'intégrale
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double
1 = S rv/î"4^« 4^ -t- a v/i-i- P« + Q» -+- ^ (s' - Z« )1 dx dy
= ^^dœdy
avec les conditions : i** que Tintégrale V soit constante; a** qu'on ait aux limites du champ l'équation de condition
Nous aurons à former la variation
5(I-hXV):
OÙ
^ cosNX
,_ 4- -j^—~ ces NY,
D —îPcosNX, E=z(pcosNY,
• v/i -+-/?* 4- V ^^' V^î~4^7^4- 7* 1= 6iï 4- X — (^ + 7')^' — 2^7^ 4- (14-/?*)^
L'équation aux dérivées partielles de la surface libre cherchée sera donc
Cette équation est susceptible d'une interprétation géométrique remarquable. En effet, le dernier terme de M est égal
à 5- 4- jj-) R et R, désignant les deux rayons de courbure
principaux. On aura donc
Passons à la considération de l'intégrale simple. On a, le long de la courbe limite, 5 =r Z, ce qui réduit q à ses
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deux premiers termes
On déduit d'ailleurs de cette équation aux limites la relation suivante :
Tirant de là la valeur de oz pour la substituer dans l'intégrale, puis égalant à zéro les coefficients de Sx et de S^, il viendra
/?cosNX-h(7cosNY,-. , -._.
/? ces NX 4- 7 ros N Y ,^ . .._.
(Q — ^) ■+- ? cosNY =r o.
On a d'ailleurs évidemment, en désignant par x^ y^ 2 et X + dx^ y + dyy z -^ dz deux points infiniment voisins de la courbe limite,
et d'où
et enfin
COsNX i^ - ^, COsNY I-: ^
as as
dz^=:p dx -\- q dy ^=zV dx -h Q dy ; (?—/?) cosNY -z (Q — ç) cosNX.
La première des équations (4) deviendra donc, en éliminant cosNY et supprimant le facteur cosNX,
ou
I -f- P/? -+- Qi
ou enfin
ces/ " + a = o,
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i désignant Tangle des plans tangents à la surface libre et à la paroi du vase. Cet angle sera donc constant.
La seconde équation redonnera ce même résultat en éliminant cosNX et supprimant le facteur cosNY.
400. Cherchons encore à déterminer les surfaces d'aire minima. Il faudra annuler la variation de Tintégralc
I =z V /i -t-/>^ -h </* dx dy.
Posant a = 6 == X = o dans les calculs précédents, on aura
[a 8:; -h slV^p'^q^ (cos NX Ix -h cosNY 87)] ds
L'équation aux dérivées partielles des surfaces cherchées sera
donc
ou
Cette équation a été intégr/îe au n'* 280.
Si Ton donne ,1e contour qui limite le champ et la valeur de z en chacun de ses points, on aura à la limite 5.r = o, 3y = o, 8c = o, et l'intégrale simple disparaîtra d'elle-même. Mais les valeurs limites des trois variables donneront une courbe par laquelle doit passer la surface cherchée, et l'on aura à déterminer par cette condition les fonctions arbitraires que l'intégration a introduites.
Si une portion de la courbe limite est inconnue, mais assujettie à se trouver sur une surface donnée :; -— Z, on aura, pour l'angle i sous lequel la surface inconnue vient la rencontrer, l'équation
cosz = o,
laquelle montre que les surfaces se coupent à angle droit.
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Supposons enfin qu'on demande la surface d'aire minima qui renferme un volume donné V. On aura à annuler la variation de rintégrale
I + XV
ce qui donnera Téquation aux dérivées partielles
• Les fonctions arbitraires de l'intégration se détermineront parl'équation V=consl., jointe aux conditions aux limites.
401. Le calcul des variations fournit un procédé commode pour la transformation des équations aux dérivées partielles.
Pour en donner un exemple, considérons, avec Jacobi, Tintégrale triple
Cherchons la variation 81 en supposant le champ d'intégration invariable, ainsi que les valeurs de V et de ses dérivées du premier ordre aux limites du champ On aura
01 r= 2 X I -T- Û ^r \- -^r- ti ' 1 r- 0 - — | dx CIV CtZ
dx dx dy ày âz dy
ou, en intégrant par parties les trois termes respectivement par rapport à a?, y^ z et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
r^a condition pour que SI soit identiquement nul sera donc fournie par l'équation aux dérivées partielles
d^y â^Y d'Y Remplaçons les coordonnées rectangles x, j', z par un sjs-
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tèine de coordonnées curvilignes orthogonales /, ci, c, définies par les équations
ou
On aura(t.I,n° 530).
âF a* (}F ()* ^F a*
dx ôjc dy dv àz ôz
dx ÔJc ' dy ây ' âz âz '
dw dF â^ (W (hr f)V
ÔJC ÔJC dy dy ôz àz
\docJ ' \dyj ' \()z I dx^ 4- dy^ -+- dz^ — — -h — h
Enfin l'élément de volume rapporté aux nouvelles coordonnées sera
, , dtdudv T , f F dx dy dz^=. — _ — z=: J dt du dv,
y AA| A] J = — étant le module du jacobien de x, y, z par rap-
V^AA, Aj
port k t^ u^ V.
On a d^ ailleurs
dy^_à\ dF àVd<> âV dW dx dt dx du dx dv dx
dz ~" dt dz ' du dz dv àz '
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d'où, en tenant compte des relations précédentes, '
fdwy /()v\« /^v\* /dwy- /dvv /^v\»
U-:^) -^fe) ^(^) ^K^) -^'U) ^^'(^) •
L'intégrale I, rapportée aux nouvelles variables /, w, i?, deviendra donc
dt du dv.
Le champ de cette nouvelle intégrale sera invariable comme celui de Tintégrale primitive, ainsi que les valeurs de V,
d\ d\ dV ,. , . ,
Tr> ji- > -5- ^^^ limites du champ.
dt ou av ^
Exprimons que ol s'annule dans ces conditions. On aura
ou, en intégrant par parties les divers termes de cette expression et remarquant que les termes intégrés s'annulent aux limites,
La condition pour que 81 s'annule identiquement sera donc
ot ot Ou du ai' ai'
Cette nouvelle équation est donc équivalente à Téquation (5), dont elle sera la transformée.
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