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PRÉFACE
Le présent Volume a subi, comme le précédent, une refonte presque coraplète dans cette seconde édition.
Nous avions émis au sujet des conditions où la dérivation sous le signe y est légitime une assertion inexacte. En cherchant à rectifier cette erreur, que M. de la Vallée-Poussin nous avait signalée, nous nous sommes trouvé conduit à iliscuter avec détail les propositions essentielles relatives aux intégrales définies.
La théorie des fonctions elliptiques a été entièrement remaniée et considérablement étendue. La supériorité incontestable des méthodes de M. Weierstrass nous a décidé à prendre pour guide dans cette nouvelle exposition les For^ mein und Lehrsâtze de M. Schwartz et le Traité des fonctions elliptiques d'Halphen. A côté de ces Ouvrages fondamentaux, nous devons citer comme nous ayant été particulièrement utiles les Elliptische Functionen de M. Weber
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I. — IntégratioD des fonctions rationnelles
I. Soity(j;) une fonction de la variable indépendante .r, iaquelle reste continue dans un certain intervalle AB si .r cM une variable réelle (ou syneclique dans un certain domaine E >i X est une variable complexe).
Nous avons vu (t. I, n®* 82 et 200) qu'il existe dans cet intervalle (ou dans ce domaine) une inlinitc de fonctions adinettanl pour dérivée /(x) ou, ce qui revient au même, pour «liflTérentielle /(x) dx. Ces fonctions diffèrent les unes d(îs autres d\ine quantité constante, qui peut tUre choisie arbiirairement. Nous les avons appelées les intégrales inc/é/inies de /(x) dx et nous sommes convenu de les représenter par la notation f/(x)dx.
L'objet du présent Chapitre est Tétude du problème suivant :
Une fonction f{x) étant donnée^ trouver ses intégrales.
â. Nous avons déterminé dans le Calcul différenliel les dérivées d*un certain nombre de fonctions simples. Nou> sommes par là en mesure d^écrire immédiatement les intégrales de celles-ci ; on aura, par exemple.
)'" ciûc r~ h const. SI m
izi log(ir — a) 4- const.,
X — a dx
- ---- arclangj: 4- const.,
r= arcsin.r -h coiisl..
e'"'dx:=^ -h const.,
. cos/w.r
sinmxax-: — -4- const.,
, sin/n.r
mxdx:= -f- const.,
3. Pour intégrer les différentielles plus compliquées, ou peut employer trois artifices principaux :
I® Décomposition en éléments simples. — On met hi fonction f{x) sous la forme
où C|, Ci, • • • soient des constantes, el/ty/i. . . • des fonctions que l'on sache intégrer. On aura alors
J /{x)dj'z=ci I ft{x) dx -^r CiJ /^{x ) fU -T-. . . .
u" Intégration par parties, — Elle est fondée sur la formule
qui ramène le calcul de Finlégrale de f (^)^'(^) ^ celui de rintëgrale de ^'{x)if{x)^ laquelle est parfois plus aisée à obtenir.
3® Changement de variable. — Si Ton pose
il viendra
/(«'■) =/[?(0], €ixz=zo'(C)dt,
el la différentielle /(x)dx se changera en /[ç(l)]ç'(/)rf/. Sî l'on peut trouver l'intégrale F(^) de celte dernière, il suffira dV substituer pour t sa valeur tirée de l'équation (i) pcKir obtenir l'intégrale de /*(;r)rfj7.
4. Intégration des fonctions rationnelles. — Soit à inléiçrer l'expression
Km /{a:) et ¥{x) sont des polynômes entiers de degré ni et // respeclî veinent.
Soient a, 6, ... les racines de Téquation F(a:) = o; 3t, 3, - . • leurs ordres de multiplicité respectifs; on pourra • r. I, n** 213) meure la fraction donnée sous la forme
Bp
la partie entière Mx'""'''-h- • . se réduisant d'ailleurs à zéro >\ m <C n-
Chacun des termes de l'expression ainsi décomposée esi immédiatement intégrable; et Ton aura
(ûp) m — /i-hi m — /*
-h A,Iog(.r — a)— —
or — o (i — p)(^._ ,/
o. Si les racines ei, 6, ... ne sont pas toutes réelles, l'expression précédente de Tintégrale sera compliquée d'iina- »;inaires ; mais il est aisé de les faire disparaître si les coefficients de/(a;) et F(j;) sont réels.
En effet, soit par exemple a=[JLH-v/ une des racines imaginaires. L'équation F(:r) = o admettra la racine conjuguée [X — v« avec le même ordre de multiplicité. Soit b cello racine; on aura ^ = a. Les coefficients A|, .^2, ••• seroiil des quantités complexes telles que p^ + q^ i, p2'\- Ç2h • • • et les coefficients B| , 82^ • . • seront les quantités conjuguées />! — Çi h />2 — ^2'» • • • • Gela posé, on aura
Al \o%{x — flr) ^i (/?, -h 7i0 log(a: — ;a — v 1)
et, càmme x — [x — ve a pour module y (x — jjL)--hv-ei pour argument
V .r \L TZ
arc lanff i^- arc tani; >
il viendra
Ailog(.r — a)
= ( /?i-h ^lOl Log\^(j: — ;x)--i- v*-h /arc lang - — i-y
Effectuons les multiplications et ajoutons la quantité coujugaée B| log(jc — 6); les termes en / disparaîtront et les
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termes rëels seront doublés: il viendra donc
A, log(.r — rt) -h Bj log( j™ — b)
-=^ Pi Log[{^ — ;x)--^ V-] — 271 arc taiig h
I^ partie transcendante de l'intégrale peut donc se mettre sous forme réelle par l'addition des termes conjugués. Ou arrivera évidemment au même résultat pour la partie rationnelle en ajoutant chaque fraction à sa conjuguée.
6. Ajoutons ensemble les fractions simples rationnelles qui figurent dans l'expression (2); nous obtiendrons, en désignant par r le nombre des racines distinctes a, fr, . . ., un
résultat de la forme rj» où le dénominateur
est de degré a — 1 -h ^ — i 4- . . . = /i — r, et le numérateur M de degfré n — r — i au plus.
D'autre part, la somme des termes logarithmiques
A, logix — a) -hB, 1og(x — 6) -h. . .,
a pour dérivée
JT — a œ — b
(^ désignant le poljnôme de degré /*
ei N un poljnôme de degré r — i au plus.
Si donc nous prenons la dérivée de l'équation (2), il viendi'a
ff désignant un polynôme de degré m — n, qui existera seulement dans le cas où m ^ /i.
M. Hcrmite a fait cette remarque intéressante, que
pour effectuer le calcul des poljnômes ÎI, M, N, P, Q il n'est pas nécessaire de résoudre l'équation F(x) = o.
En effet, Il est le quotient de la division de/(j;) parF(.r). D'autre part, on sait, par la théorie des racines égales, que V est Je plus grand commun diviseur de F(jr) et de sa dérivcc (divisé, s^il y a lieu, par le coefficient de son premier terme); il s'obtiendra donc par de simples divisions. Enfin, si X csi le coefficient du premier terme de F(;r), on aura
FO) -- X(.r — a)»(.r —b)?...— ÀPQ, d'où
Orr
xr
Q s'obtient donc également par une division.
Reste à déterminer M et N de manière à satisfaire à l'équation
f(.T) „ N /!Vf\' „ \ M'P-MP
Multipliant les deux membres parF(j;):-^ÀPQ, il viendra /( u)-^n F ( .r ) 1 >. PN 4- A QM' - À M ^-^^ .
Or f{x) — n F{x)f reste de la division de /(x) par ¥{x). est un polynôme de degré n — i ; il en est de même de chacun des termes du second membre; car le dernier terme, bien que se présentant sous une apparence fractionnaire, csi entier; en effet, P' étant divisible par
QP' est divisible par P.
En identifiant les deux membres de l'équation précédente, on obtiendra un système de n équations linéaires pour déterminer les coefficients des pol)'nômes M, N; ceux-ci soni aussi au nombre de n; car M et>N sont respectivement dtdegrés n — r — i et /• — i .
Nous pouvons ainsi, par des opérations toutes rationnelle>,
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«lécomposerla fraction ]^^ — ~ en deux parties, l'une II -|- ( -jj j
immédialement înlégrable, l'aulre ^ dans laquelle le dénominateur n^a plus que des racines simples. Si N est identiquement nul, cette seconde partie disparait,
et l'intégration est terminée. Dans le cas contraire, la frac-
N lion ^ ne peut être intégrée qu^en la décomposant en fraclions simples, ce qui nécessite la résolution de Téquation 0 = 0.
8. L'intégration des fractions rationnelles peut encore être présentée de la manière suivante.
Nous avons vu (t. 1, n° SIS) que toute fraction dont le dénominateur est un produit de facteurs premiers entre eux peut être décomposée en une somme de fractions partielles, nyant respectivement ces divers facteurs pour dénominateurs.
Cela posé, soit ^ la fraction considérée, et soient P| , P2, ...
les produits des facteurs binâmes x — a^ x — b. ... qui correspondent aux racines simples, aux racines doubles, etc. «le F, de telle sorte qu'on ait
F = P.PÎPJ....
On sait (t. 1, n** 210) que les facteurs P|, P-j, . . . peuvent être obtenus par des opérations rationnelles. D'ailleurs chacun d'eux n'a que des racines simples; enfin ils sont
premiers entre eux; on pourra donc mettre ^ sous la forme
d'une somme de fractions
M. Mj
Pt PJ
qu*on aura à traiter isolément. Nous avons donc ramené la question de l'intégration au cas d'une fraction
OÙ le dénominateur esl une puissance d'un polynôme 1^ ii^avanl que des racines simples.
L'intégration par parties va nous permettre de ramener ce problème au cas où |jl = i. Supposons en effet |jl > i .
Le polynôme P étant premier à sa dérivée, on pourra déterminer deux polynômes A, B tels que Ton ait AP 4- BP' := i . On aura donc
M ^JM^-^-BI^» _ A M HMP^
Or TT- est la dérivée de -,.. . : on aura donc, d'ai)rr>
la formule de T intégra lion par parties et, par suite, en posant pour abréger
I ÎA
HM
(l — |x)Pl^-»
pti-i
et en intégrant
fU
BM ru^
jx)p{^-i ^ J PK-1 ''-'''
On a ainsi ramené le calcul de Tintégrale cherchée à celui d'une intégrale analogue où l'exposant de P est réduit d'une unité. En changeant [x en |jl — i et M en M| dans cetie formule, on trouvera de même, en posant
(BM,)'
AMj
2 IJL
_BM^ /• M,
- 11.) Pi^-'"^J pv--*--^'
et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'exposant de P soit réduit à l'unité, auquel cas on devra recourir à la décomposition en éléments simples, qui donnera la partie logarithmique de
l'intégrale.
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Proposons-nous, comme ei^empte, d'intégrer Texpres-r
>ion
Il sera utile de commencer par un changement de variables.
t'n posant
^ — « H- ? /, (l'oCi dji' — ? dt.
On en d(^*duil
'^'-'^/(oi-^llj^^^
Séparant dans le numérateur les termes de degré pair de ceux de degré impair, on pourra le mettre sous la forme
L'intégrale cherchée sera donc la somme des deux sui-
\anle5
f-îi^^ rit r<ix(t*)tdt
Pour intégrer celte dernière, posons
i-\-l'=u, d'où o^ldt-rzdtt, ell» deviendra
Celle expression se décompose en une somme de termes dont chacun, étant le produit d'une constante par une puis- '«aiice de e/, est immédiatement intégrable.
Passons à Tintégrale
o{l*)dt
Posanl 14-/2^== /i^ il viendra
^,-^/s^l* /i\L /,|A y^ït-t
-f- ; rr-T-: -h ... H- II,
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H i^tanl un polynôme en /, qui s^intègre immédiatemcnl. L'inlégrale des autres termes sera
si l'on pose pour abréger
Appliquons à cette intégrale la formule de réduction du numéro précédent. On a ici
(^e dernier polynôme est Hé à sa dérivée P'=: a/ par la rclahonP-^/F=i.
On aura donc
ot, par suite,
M, ^ AM - IM): =, + __L_ ..^ 11-Z
d'où
, zi: _i
, -H^î)li:-i "^ 2JX— r? ^'^'
Par cette formule de réduction, on ramènera successivement le calcul de toutes ces intégrales à celui de la première
r fil 1,=: /y-p^ — arclang/.
10. On peut souvent simplifier notablement Tintégration Jes fractions rationnelles par un changement de variable.
Supposons, par exemple, que la fonction *^ — r à intégrer puisse se mettre sous la forme
m étant un entier quelconque,
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Si nous posons x"'= t, d'où mx'^'^^dx ^-^ dt^ on aura
/ftÎ> ^-^ =/?(-"•)-"•- d^=--f^(t) dt.
L'inlégrale cherchée se trouve donc ramenée à l'inlégi^lc pins simple / f(l)dt.
Exemple. — Soit à intégrer l'expression Colle expression peut s*ëcrire
a 4- bx"^ X
.r'»-' dx -- . — dl.
.ir'" ( a -i- bx'**^ ) m iKci -r-bi)
Sou intégrale sera
[log/ — log(« -h />/)! -Hconsl.
-^ f log.rw— log(a 4- bx"*)\ -\- consl.
Le cas qui se présente le plus souvent est celui où la fonctiiin *\{x^ à intégrer est une fonction impaire.
Lorsque cela aura lieu, il est clair que ^ — - sera une fonr-
ilon paire, laquelle ne dépendra, par conséquent, que de ./*'-. On aura donc
n Ton pourra appliquer la simplification précédente (/;i otaiil u:\ égal à â).
1 1 . Signalons encore le cas, assez fréquent dans les applications, oîi le numérateur /(^) de la fonction à intégrer ne diiïere de la dérivée du dénominateur que par un facteur constant a. On aura immédiatement
J F(T>^=j -p^rfx-«logF(a:)^hconsL
IL — Intégration des différentielles algébriques.
Considérons V intégrale a hé tienne
où y* désigne une fraction rationnelle de x et de y; celle dernière quantité étant elle-même une fonction algébrique, défînie par une équation
Si la courbe caractérisée par cette équation est uniçursale. on pourra exprimer x et y rationnellement au moyen d'une nouvelle variable /. Soit
eljr zz:o'{l) cil.
Prenant t pour nouvelle variable, l'intégrale deviendra
rt se déterminera sans difficulté, la fonction sous le signe f riant devenue rationnelle.
Exemples. — [. Supposons que y soit dcGni par Téquation
-f- a >""-' -r- fjjy "-* H- . . . 4- /.-.r'"-* — o.
Posons ^' = ^^; Téquation, débarrassée du facteur commun a:*""', donnera
__ «/'"-» -h ^/"'-«^-...-hX-
d'où
. __ _ at'" -h Ot^-^ -h^ i:^^'
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Od pourra donc intégrer loiilc expression de la forme 11. II. Considérons l'înlégrale
où /«, /?, m'y /i' sonl des constantes, a, bjC. ... des nombres coinmensurables, et/ une fonction rationnelle. Soit [x le plus petit inulliple des dénominateurs de «, 6, r, .... On posera
ma: -^ n „ . = tv-.
tn'u- -+- ft
'l'où
Substituant, l'intégrale devient /'./.. ../ .. "''"^ — " \ mn' ~ uni' .. . ,
// /M-^, ^^*'^/s*^ ..., — ,-,. - - ) - , \Li^-^dt,
J\ ' ' ' ' mtv-mj {fn'tv- m)-' '
•>ù tout est rationnel, ul, [xti, jx^, ji.r. . . . étant des entiers.
15. IJI. Différentielle binôme, — On donne ce nom à l'expression
•>ùfl?, /i, p sont des nombres couimensurables et ^/, b des
constantes différentes de zéro.
l\)sons
bx" — nt,
•l'oii
Sidistiluant ces expressions, et |:osant pour abré.;cr
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la dîfljjSrenllelle sera transformée, à un facteur constant pivs, dans la suivante
qui ne dépend plus que des deux paramètres /> el q.
Cette nouvelle différentielle peut être reodoe rationnello, d'après le numéro précédent, dans les trois cas suivants :
I** Si ^ est entier;
'2'' Si q est entier;
3® Sij9 -H y est entier.
En effet, dans ces diverses hypothèses, t^{i -f- ^y sera respectivement le produit d'une fonction rationnelle de / par une puissance fractionnaire de Tune des trois quantités /,
I 4- ^ — ; — > toutes comprises dans la forme générale
mt -{- n
En dehors de ces trois cas d'intégrabilité, la différentielio binôme ne peut être rendue rationnelle, et son intégrale
représentera une transcendante nouvelle.
16. La décomposition en éléments simples et rintégnition par parties fournissent aisément des relations entre cc> intégrales.
En effets on a tout d*abord
Intégrant, d'autre part, l'identité il vient
(2) {g -hi)i^,,-hpip.t,g^i= 0-^'(i -^ ty\
Eliminons I;,_i^y^i entre les équations (i) et('4), il vieiil
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et, en changeant p enp -\-i,
[A) Ot>4-7-+-a)I,,».,.^-(/>-hl)I;,^r=:/7^-»(r4-0"''.
Eliminons, au contraire, I^^ et changeons /> en /> + i ; il viendra
el, en changeant q en q — i ,
Ces formules permettent de ramener la recherche de Tintégrale Ipq à celle d'une intégrale de même forme Ip^^ où /)', y' soient ^ o, mais ^ — i .
EneOet, si j9 < — i, la formule (4) ramènera le calcul de ^pq à celui de Ip^i^^; répétant cette réduction, on finira par itrriver à une intégrale où le premier indice est ^ — |.
Si q <C — I , la formule (5) ramènera de même I^,^ à 1^,^+1 ; réitérant cette réduction, on arrivera à une intégrale où le second indice est > — i.
On est ainsi ramené aux intégrales Ipq, oiip^ — ' » ? > — ' • Dans cette hypothèse, si Pun des indices p o\x q est positif, p-r-q-hi ne sera pas nul, et l'on pourra, au moyen de la formule (3) ou de la formule (6), l'abaisser d'une unité, et répéter cette opération jusqu'à ce qu'il devienne nul ou né- ;:atif, mais >> — i .
Supposons donc que p et q soient tous deux ^o, mais ~ — I . Si/> r= o, mais ^ >► — i , la formule (3), qui se rcdiiil à
iq-i'Ohq^i''^',
donnera l'intégrale cherchée. De même, si p^> — i, q = o, l'intégrale sera donnée par la formule (G), qui se réduit à
Enfin, si l'un des indices /> et q^ ou tous les deux, sont é^^'aux à — I, on se trouvera dans un cas d*iutégrabilité. niais les formules de réduction seront impuissantes et, pour
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calculer Tinlégrale, il faudra recourir à un changement de variable qui rende la ditTérenlielle rationnelle. La réduction opérée n^en aura pas moins été fort utile, en simplifiant Texpression de la différentielle sur laquelle on doit opérer.
17. IV. Soit proposée l'intégi*ale oii/cst une fonction rationnelle, et où y représente le radical
Considérons la conique
y = \ A .r- -h i 13 .r -i- Ci,
et soient ix et v = y/A[x*4- aBjjL -[- C les coordonnées d'un point quelconque de cette courbe. Par ce point, faisons passer un faisceau de droites définies par l'équation
Chacune de ces droites rencontrera la conique en un seul autre point, dont les coordonnées seront exprimables en fonction rationnelle de la nouvelle variable t.
Pour déterminer ces coordonnées, nous aurons les équations
j*— Ax^4-3B.r-hC.
Eliminant y, il vient
[f{jL' - ;x) + v]- ~ V.r- 4- '>.Ba,' 4- C.
En effectuant les calculs et remplaçant v'-' par sa valeu \ [A^ -i- B;x -h C, il viendra
r-ix— |x)«-4- îiv/(j7— |x) — \jc'*--h 2B,r - A;i2— 2 B ;x,
et, en supprimant le facteur commun x — jx,
t^(x— ;x) -i- 2v^ r= A(a.* -h ;x) -h aB.
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On en déduit
tlx s^ea déduira par difiereutialion et y par Téquation
Ces valeurs, substituées dans la diOerentielle proposée, la rendront rationnelle.
18. Le point (pi^v) pouvant être pris arbitrairement sur lu conique, la transformation peut être variée d'une infinité de manières.
1" Choisissons, par exemple, Tun des points où la courbe coupe Taxe des x. On aura v=-- o, et la nouvelle variable / >cra donnée par la formule
• 'ù ;x désigne l'une des racines de l'équalion
2* Choisissons l'un des points où elle coupe l'axe des r. ()n aura [x --z o, v ~-^ y/C, le radical pouvant être pris avec le >igne qu'on voudra, et la formule de transformation sera
y — y'Tj = ijc.
'^'^ On pouirait encore couper la conique par un faisceau <lc droites
y =ix\/\-h l,
parallèles à l'une de ses asymptotes. On aura, dans ce cas, pour déterminer l'abscisse du point d^intersection, l'équalion
Xjr^-^2B,r-^C—y' — (.r s,/\ -h t)\ 2 B j:- 4- C — 2 /J7 v"^^^ -'- ^*>
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Le signe de y/A peut être choisi à volonté dans celle formule.
19. Il est en général, avantageux, avant de rendre ralioiinelle la difTérentielle
/Çtj V/Aur--+- aB^" -+- C) dxy
de la simplifier par une substitution de la forme
X :=:z ni -\- n z , On en déduit rfj; = ndz^ et l'expression à intégrer devieni
fym -\-nZy \j kn-z^ -h {..ikmn -\- i B/t ) z H- \m* -t- '2 B/n -h C ] /^ d:-.
Cette expression est analogue à Texpression primitivp; mais elle contient les deux indéterminées m, n, qui pourront être choisies de manière à simplifier l'expression du poljnôme sous le radical.
Nous ferons tout d^abord disparaître le terme en ;;, rn
posant
iKmn h 2B/i = o,
d'où
Nous pourrons ensuite disposer de n de manière à donner au coefficient A/i^ de z^ une valeur arbitraire (sans toutefoi'^ pouvoir changer son signe, si nous voulons que n reste réel ». Quant au dernier coefficient, il aura pour valeur
V 2 n ^ AC-B*
A /W* -+- 'i Bni + C rr: — .
AC-B'_ A
Divers cas seront ici à distinguer :
i** Si A est positif, on posera
A/i*=i, d'où n =
et l'intégrale deviendra
i_ r dz
Four l'obtenir, nous poserons, suivant la méthode gêné raie,
d'où
et, en difTérentiant,
o = 2(— 54- t)dt — 2tdz.
On en déduit
dz _ dz _dt
d'où
\ r dz _ j_ rdt_ _ j^
g/ -h const.
== -Y-- 'og(v^;î*-l- K -h 5) -h con>l.
a" Si, A étant négatif, K Test également, le radical et, par suite, riiilcgrale seront imaginaires, quel que soit x. On pourra donc appliquer le calcul précédent, bien qu'il cou- (luisc à un résultat imaginaire.
3" Soit enfin A <; o, mais K>> o. Pour éviter les im ii;inuircs qui figureraient sans nécessité dans l'expression dt* rinlégrale, on posera
A/z'zir — K, d'où
L'intégrale deviendra
\ - K ;' -t- "iC V "^ y V 1 - 5^
= 4 / — "7- aicsinc + consl.
— arc ^11) — -^_; 4- consl.
il. Soit encoro à intégrer l'expression
fl,r
J i' .r — ;x ) \ A x^ -f- A W .r + (] IV)son.s
V I. y A ;x* 4 2 H|JL 4- C.
i^r |)oint (;JL, v) éla:il. un point de la conicpu*
r - - \ \ J- -h 2 B cT -h C, on rendra rationnelle la fonction à intégrer en posant
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lt r/.r (Ij
i- — A ^(^' — |jl) -+- V ~ j^ ri
djc ^ dt
(^-t*)/ "~ (^'- A)(J:r-jx)*
Mais rëquatîon (7) peut s'écrire ainsi :
(t^— A) (jc — ;jL}— 2A(A-4- 2B — 2v/.
l/inléj^rale cherchée / '■ — - — seia donc t'ijale à
di II/ 1 r»v
^ T» = - '02 (v r — A a — B) 4- con<l.
-1 Remarque. — L'intégrale
'H'i/est une fonction rationnelle, se ramène à celles (|n(' nous venons de traiter.
Posons, en effet,
t'— h , 'ildt jr =. } dx =1 •
L'intégrale deviendra
^^pression qui ne contient plus qu'un seul radical,
23. Intégrales elliptiques et hyperelliptiques. — Le> intégrales
ff{x, v/X) dx,
oii f est une fonction rationnelle et X un pol} nome en x de degré supérieur à 2, ne sont pas en général réductibles comme les précédentes aux fonctions élémentaires. Ce sonl des transcendantes nouvelles auxquelles on donne le nom A'' intégrales elliptiques si n = 3 ou 4» d* intégrales hyperelliptiques si /i > 4 •
Proposons-nous d'étudier ces transcendantes.
21. Lemme. — Toute /onction rationnelle de x et \'X peut se mettre sous la forme --= + S, oii R e/ S sonl
des fonctions rationnelles de x.
En effet, y/X ayant pour carré X, qui est rationnel en .r. loute fonction entière de x et y^X sera évidemment de la forme
P + Qv/x,
où P et Q sont entiers en x.
Une fonction rationnelle, étant le quotient de deux fonctions entières, sera de la forme
P -f^Qy/X
HT
ou. en multipliant au numérateur et au dénominateur par P. - Q, v^X,
(P,Q-PQ,)V/X + PP,-QQ.X _ v,,/Y^c
INI et S étant rationnels en x.
D'ailleurs,
y/X y/X Il étant rationnel en x. Le théorème est donc démontré.
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Cette fonction aura pour intégrale
/ - (ix -\- ( Sdx.
L*iolégrale / S dx s'obtenant par les méthodes précc- •lemment exposées, il ne reste à étudier que la première
intégrale / -- dx.
25. On peut évidemment supposer que X n^a que des racines simples; car, s'il contenait un facteur double, on pourrait le faire sortir du radical.
Cela posé, on sait que la fraction rationnelle R peut être 'Itcomposée : i** en un polynôme entier II; a® en une somme
(ic fractions de la forme -5- > où P est un polynôme entier
n ajanl que des racines simples.
Soit D le plus grand commun diviseur de P et de X, cl >oit P= DP| ; P, sera premier à D et à X. La fraction
M _ M Pi^ ~ b>Pij^
pourra donc être décomposée en deux autres ayant respect i- >emenl pour dénominateur Pf et Dl*.
Nous aurons donc à considérer trois sortes d'intégrales :
!• Des intégrales
M rf.r
Pi^V^
<»" P est premier à X ; a* Des intégrales de même forme où P divise X; ^^ Des intégrales
où n est un polynôme entier.
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26. Considérons les intégrales de la première sorte P étant premier à P' et à X, on pourra trouver deux pol\ nômes A, B tels que Ton ait
AP4-BP \ -I, et, par suite,
— ^ — _ ~ -h BM v^\ , - .
Pl^V^ ^*^\>^ Pî^-'vX '
Or, si UL r> I, viTT est la dérivée de r— — . • On a ihw
D^ailleurs
(BAI VA y - (BM)'v\ -! : •
Si donc on pose, pour abréger.
il viendra
M _ [ BM y/X 1 ' M^
Intégrant cette équation, nous aurons la formule de rcdiution
Par Tapplication répétée de celte formule, nous aiirt)n> finalement
r M dv _ Ly/X r yd.r
li fît N étant des poljnùmes entiers.
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La division de N par P donne d'ailleurs
p —II, H p,
n, étant lin polynôme entier et p un reste de degré moindre (j(ie P; on aura donc
r Mdx _ L v'\ / ' n , (ir r odr
1^7. Passons à la considération des intégrales de la seconde sorte
où P di\ise X. Soit X - = PX|; P étant premier à P' et à X,, on pourra déterminer deux polynômes A, B tels que Ton ail
APh-BP'Xi=:i, f'i par suite
^^ ^' (AP^-BP'Xi)
^^ . BMvXT ""
Or on a, pour toute valeur entière de [jl, et même pour
Pi par suite BM
— r BMy/X "I '
(BM)'X,-»-|BM\; (i-.x)P''-iv'>^
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Mais
Sî donc Ton pose, pour abréger,
il viendra
M _ r BM\/\ 1'
et, en intégrant, on aura la formule de réduction
En répétant cette réduction jusqu'à ce que Texposaiil (1<- P s'annule, on trouvera un résultat de la forme
J Pi^v X ^ P^ J <
L cl 112 étant des polynômes entiers.
/* n dx 28. Il nous reste à étudier Tîntégrale / — —-y à Ijujinll
venant de la réduction des intégrales déjà traitées. Soit n = OLX"^ -I- ai x"*~* 4- ... ; on aura
en posant
ïldx _
rx^dx
Il est aisé de trouver une formule de réduction pour loin tégrales I;^. Soit, en effet,
X -= ax^ -h Qx ^2"»-* -T
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On aura, "). désignant un entier quelconque ^o,
yX
H en intégrant
lonnuie qui ramènera Tînlégrale Ix+zi-i a"x înU'gralcs I d'in- 'iice moindre.
Par l'application répétée de cette formule, il viendra
Udjr ,—
où T est un polynôme entier.
/R do) — — :-, où R est une frac-
lion rationnelle quelconque, se réduit : i**à des termes algébriques ; 'x^ à une combinaison linéaire des intégrales Iq. . . . , ffl_2; 3** à des intégrales de la forme
où p est de degré moindre que P, ce dernier polynôme étant (Failleurs premier à X, et n^ayant que des racines simples.
29. JusquMci nous n'avons employé pour la réduction que (les opérations purement rationnelles; mais si, maintenant, nous résolvons l'équation algébrique P=o, nous pourrons
«l^Tomposer ~ en une somme de fractions simples
P X |JL X {JL|
Si donc nous désignons par J([x) l'intégrale
r dx
nous aurons
~ a J(;jl) -h a,J(;x,)
Les seules transccndanles nouvelles obtenues par riiii< gration des fonctions rationnelles de x et de y/X sont doi les /î — I intégrales fo, I , I/i_2 et l'intégrale J([a).
30. La métliode de réduction que nous venons d'expos< peut être appliquée avec avantage au cas où X est un polj^ nôme du second degré \x^ -^ ">. B^ -f- C. Elle ramène le pr< bième de l'intégration à la recherche des deux intégrales pai ticulières
/ , .==. „ „-^. ^. et / =^-=^^
que nous avons obtenues.
31. Si le degré de X est un nombre impair 2/? -i- i , le intégrales I sont en nombre 7.p. On les partage en (Kmt classes : i® les intégrales de première espèce
et les intégrales de seconde espèce
Les premières s'annulent et les autres deviennent innnie^ pour j: = 00.
Soit, en cfTel,
X — .c'/'^» -f- ax^i' f- ^^, u-''~' -4-
On aura
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cl. VU inléârant,
ti. \eloppemenl qui montre que, pour x = co,h est de Tordre ^-^4-1. 11 sera donc nul si *</?, infini si k^p. Lp> inté«^rales J(;^) se nomment intégrales de troisième
3i. Le cas où X est un polynôme de degré pair peut se; rimener au précédent, comme nous allons le faire voir.
Soil
polvnôme de degré 2/?. Posons
il nll
On aura
IW^ ^ T (i/,
fêlant une fonction rationnelle de t. On voit que la subsliulion a réduit d'une unité le degré du poljnôme sous le "iidical.
33. Dans le cas particulier des intégrales elliptiques, le iulvnôme sou3 le radical pourrait ainsi être abaissé au troiième degré; mais on préfère, parfois, employer une transformation un peu différente, par laquelle ce polynôme sera e produit de deux facteurs réels du second degré, ne contenant que des puissances paires de la variable.
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Supposons d'abord que X soit du troisième degré. Soit Tune des racines de Péqualion X = o, on aura
y/X — v^'A ( x- — a) ( .r* -h pjc -+- q ). Posons X = a 4- ^*, il viendra
V^X = / v/ÂL( a -H ^* )=* -h yy ( X -h ^- 7-+-^-
On se trouve donc ramené au cas où le polynôme sous I radical est du quatrième degré, cas que nous allons IraÎLer
Si X a ses coefficients réels, Téquation X = o aura ai moins une racine réelle. En la prenant pour a, la transfor mation qui vient d'être indiquée sera réelle.
34. Supposons maintenant X du quatrième degré. Oi pourra écrire
/>, q, p', q' étant réels, si X a ses coefficients réels.
Si p =/>', on fera disparaître les puissances impaires de \i variable en posant x = t — ^p.
On obtiendra le même résultat, si/?^/>', par une substitution de la forme
Cette substitution donnera, en effet,
Les termes du premier degré en t disparaîtront dans chacun des facteurs sous le radical, si l'on pose
iXix-h p (X -+- |x) H- 9.q no, 2X|x-+-/3'(X -h ix) -j- 27'— o.
INTÉGRALES INDÉFINIES. ôl
Ou déduit de ces équations
Donc A et «jl seront les racines de Téquation
iies racines seront réelles si Ton a
Or, si Ton appelle a, ^ les racines de Téqualion
a:'-hp^r -4- </ .— o, -;, 0 celles de Téquation
JL'^-hp'a- -h y' — o,
• >n aura
/>---(a-Hp), q~^h
Substituant ces valeurs dans l'équation de condition précédente, elle devient
( a3 --;$)*-+-[(« H- ?)Y(r-(Y-h2)aP](a -4- 3-7 -■o)>o,
iMi enfin
(^tle condition sera nécessairement satisfaite si les quatre (|uaotités a, ^, y, S, ou seulement deux d'entre elles, a et ^ par exemple, sont imaginaires ; car les quatre facteurs du produit seront conjugués deux à deux, et le produit de deux imaginaires conjuguées est une somme de deux carrés.
Si a, ^, Y> ^ ^^^^ ^^^s réels, on pourra supposer la décomposition de X en deux facteurs eifectuée de telle sorte que
les racines a, ^ du premier fadeur soient plus grandes que les deux aulres y et 5. Chacun des facteurs a — y, a — o, P — y, P — 8 étant positif dans cette hypothèse, la condilion sera satisfaite.
3o. Les intégrales elliptiques peuvent donc dans tous les cas se ramener, par un changement de variables qui sera réel si X est lui-même réel, à la forme
OÙ F(a*) est une fonction rationnelle, et X un polynôme de la forme {aa-^-h ù){a'x'^'\- b').
Cetle expression peut s'écrire
F(.r)-hF(— .r) , i /* F(.r) — F(— ,/M ^
Mais V{jc) — F( — x), étant une fonction impaire, sera de la forme ^{x^)x. Si donc on pose dans la seconde inlégralc x''= tj d'où IX dx = dt, elle deviendra
expression qui peut s'intégrer par les méthodes de la section précédente.
Il ne restera donc à étudier que la première intégrale, où le numérateur est une fonction paire,
3o. Nous aurons divers cas à distinguer dans cetle élude, suivant les signes de a, 6, a', b\
Supposons d'abord que a ei b soient de signes contraires. On pourra supposer b '^-^ o, a <; o; car on ne change pas X en changeant simultanément les signes de a, 6, a', V .
Ce cas se subdivis n'a, d'apros le signe des quantités a\ h\
INTÉGRALES INDÉFINIB9. 33
ea quatre autres :
i*'cas.. .. a<o, ô > o, a'<o, A'>o.
2* cas.... a<o, ô > o, a'<o, b'<Co.
3* cas.... a < o, ^ > o, a'>o, 6'>o.
4* cas.... a < o, 6 >► o, a'>o, 6'<o.
SI a et 6 sont de même signe, on devra supposer également que a' et 6' sont de même signe; sinon, en échangeant a et b avec a' et 6', on retomberait sur les cas précédents. Comme on peut d'ailleurs supposer b positif, on n'aui;a que deux cas à distinguer :
5* cas.... a > o, 6 > o, a'>o, 6'>o. 6' cas a>o, 6>-o, a'<o, b'<Co.
Ce dernier cas, où le radical ^X sera imaginaire quel que soit X, se ramène immédiatement au cinquième en faisant
sortir du radical le facteur y/ — i .
37. Reste à examiner les cas i, a, 3, 4i 5. Il est aisé de les ramener les uns aux autres.
Posons, en effet,
d'où
t^—b , Idt tdt
X^zzz ) dx = =: — = >
fi a-r \/a\/t*—b
^'"X = u/ a' ^^^ -\- b' — -^\/a' t*-h ab' - ba', '
et, par suite,
i^(x^)dr __
\/X ^(-^'ti-^bji—a't^ — ab'-hba')
Si l'intégrale primitive rentrait dans l'un des cas 3, 4» S» sa transformée rentrerait dans le premier ou le deuxième cas, les coefficients des termes en t^ sous le nouveau radical étant tons deux négatifs.
En particulier, si PiDtégrale primitive rentrait dans le troi
sième cas, la transformée rentrerait dans le premier; car oi
aurait
et, par suite,
Le deuxième cas se réduit d'ailleurs au troisième en posanl
d'où
. dt
ypi— ^^^\/{a -^ bt^){a' -^ b' t-) — ls/{- bt^-- a) {-- b' t-^ — a')
et
^{x^)dx
car, ayant
on aura
Le troisième cas pouvant à son tour se réduire au premier, ainsi qu'on l'a vu plus haut, les cinq cas se ramènent en dernière analyse à celui-ci.
38. Mettant en évidence les signes négatifs de a et a', nous aurons donc à considérer les intégrales de la forme
r ^(t^)dt _ î r ^{t^)dt
Si pétait égal à ^9 on pourrait extraire la racine carrée^ et l'on n'aurait plus à intégrer qu'une fonction rationnelle. S'ils
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sont inéganx, snpposons, pour fixer les idées, j ^ t? ^t soit
Posons
sj
jdësigDaDt une nouvelle variable; rintég;rale deviendra
slab' ^ désirant une fonction rationnelle.
39. On voit donc qu'on peut, par une substitution réelle, transformer Tiniëgrale primitive en une autre intégrale analogue, mais où le polynôme X ait la forme canonique
A- étant une constante comprise entre o et i .
Nous avons admis implicitement dans toute cette réduction que le polynôme existant sous le radical primitif avait ses coefficients réels. S'ils étaient imaginaires, on pourrait encore réduire ce poljTiôme à la forme
avec d'autant plus de facilité que nous n'aurions plus à nous préoccuper, comme tout à l'heure, de conserver aux coefficients leur réalité.
Cela posé, admettons, pour fixer les idées, que l'on ait
on aura
k étant une constante réelle ou imaginaire, dont le module est au plus égal à i; et si Ton pose
l'intégrale prendra encore la forme
<p ( .r* ) dx
40. Appliquons à l'intégrale ainsi transformée les procédés de réduction exposés plus haut (n®* 25 à 29). On pourra l'exprimer au moyen des quatre intégrales suivantes
.rdx
r .r' dx r à
J sl{Y--x^)^i-k\r^) J {x^ a)sj'(i~
dx
Mais si l'on pose x^= t^ on aura
xdx _ \_ r dt
intégrale exprimable par logarithmes, le radical ne porlanl plus que sur un polynôme du second degré. On a d'autre part
r r' dx
J v/(i-.r*M7^rF:?~)
— / , dx
Enfî
dx
{jc — a)v/(i — ^*)(i — A*a7»)
/xd.r
/a dx
La première de ces deux intégrales devient encore exprimable par logarithmes si l'on pose :r^= t. La seconde peut s'écrire
dx
mx^)\J{i — x^){\ — A*j?*)
en posant m= 5
Les intégrales elliptiques se ramèneront donc en (in de compte aux trois transcendantes
dx
-h /7Jj:rî)y/(i — x*)(i — A-*j;*)
aaïquellesLegendre a donné le nom àHntégrales elliptiques de première, deuxième et troisième espèce.
La constante Ar, qui figure dans ces intégrales, se nomme le module des intégrales elliptiques considérées.
Si Ton change de variable en posant x = sin^ , ces intégrales prendront les formes suivantes
/, ' =^> / i/i — A* sin'oe/©.
dm
H- m sin'<p)v/i — A* sin'cp
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III. — Intégration des fonctions transcendantes. 41. I. Soit à intégrer
/désignant une fonclion rationnelle.
On rendra rationnelle la différentielle, en posant e'^= /, d'où
I , , de
a ^ ai
II. Soit à intégrer
//(sino', cosa7)^.r,
f étant une fonction rationnelle.
Cette expression est un cas particulier de la précédente, car sina: et coso: sont des fonctions rationnelles de e'-^.
Mais on peut rendre la différentielle rationnelle, sans introduire d'imaginaires, en posant
tang^.r = /,
. - , 2 lanff|jr 2f
sinx= 2 sinixcasjj? = ^-Vï — = ;>
* * i-f-tang^Jj: i -H /'
* " i-htang'A^ i-hr*
Exemple, — Soit à intégrer
dx
J a sin
Oq peut encore opérer comme il suit pour calculer
l'intégrale //(sînx, cosj:)rf^.
Soit
P(sinar, coso?)
•^ Q(sina7, coso?)'
P et Q étant des polynômes. Multipliant au numérateur et au dénominateur par les polynômes Q( — sinx, cosx), Q(sinj:, — cos^), Q( — sinx, — cosj?), nous obtiendrons une nouvelle fraction, dont le dénominateur D sera un polynôme eu sin^o? et cos^j? et dont le numérateur sera de
la forme
N 4- Ni sin j? 4- N, cosj?,
N désignant l'ensemble des termes dont le degré total en sinx et cosor est pair; quant à N|, N2, ce seront des poljoAmes en sin'^r et cos'o?, comme le dénominateur. Pour intégrer le premier terme
jjrfx,
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posons
-, . , dt tango: rzrf, d OU dx ^ ;»
sina7=-^=z-i cosa-zi=
N et P ne contenant que des termes de degré pair en sin^ et coso?, la différentielle sera rationnelle, et son intégrale se composera : i^ d'une partie rationnelle en
t =z= tangj';
2** de termes logarithmiques, tels que
A log(^ — a) = A log(tangj7 — a).
Dans la seconde intégrale
sm^raj?,
posons
C0Sa7:=:^, d'oÙ %\ïixdxzzz — dt\
~ deviendra une fonction de /^, qui pourra être décomposée :
1° en un polynôme II entier en Z^; 2® en une somme de frac-
tions de la forme -r; —-•
L'intégration de II donne un polynôme impair en t. Quant
à la fraction r-r —-y si a = o* son intégrale sera
Si a^o et m >> I , on aura en appliquant le procédé connu de réduction
puis, en intégrant par parties le dernier facteur,
L'intégrale I^ se réduira donc de procheen proche : i^ à une fraction impaire en t; a^ à un terme transcendant
Brf( B , t — i^a
— — - loîr -_
-f^dx se réduit donc : i** à une fonction
raiîonnelle et impaire en cos^; 2^ à des termes de la forme
B ros.r — \/a
Enfin, dans ^intégrale
COS.? (ix,
nous poserons sin^ = l\ nous aurons encore à intégrer une fonction rationnelle en t^; et Tiotégrale se composera : 1"* d'une fonction rationnelle et impaire en sinj?; 2^ de termes de la forme
C , sinjt* — v'^'
lo*»" •
2 y a snij^-hya
44. Si Ton voulait appliquer la substitution tang^r = ^ à une fonction quelconque / rationnelle en sino: et cosor, la nouvelle différentielle ne serait plus en général rationnelle en t, mais elle le serait en f et y/i 4- ^*. La substitution sinx= t ou coso; = t donnerait de même une diflférentielle rationnelle en t et ^i — /*. On pourrait appliquer à ces expressions les méthodes de réduction ou d'intégration qui ont été exposées précédemment.
Réciproquement, toute différentielle rationnelle en t et V ' -*- 1^ (ou en / et y/i — /*) se transformera en une diffé-
rentielle rationnelle en sinx et coso: par la substitution / = tangx (ou / = sinj?).
45. Si la fonction /(sinor, coso:) est entière, elle sera composée d^une somme de termes de la forme Asin'^xcos":r. La recherche de son intégrale se ramènera donc à celle des intégrales
Pour calculer ces dernières, un changement de variable n'est pas nécessaire. On peut d'abord substituer à sin'^x, cos^o; leurs expressions en sinus et cosinus des multiples de X, On obtiendra ainsi une somme de termes de Tune des formes
AsinXj? sin(x.r =: — [cos(X — \>.)x — cos(X -h jji)j?],
A A sinX j; cosjx.r = — [sin(X -+■ [l)x h- sin(X — (a)<27],
AcosXj;cos(xx=: — [cos(X — il)x -h cos( X -h fi.)a:].
Chacun des termes ainsi obtenus est immédiatement intégrable.
46. Un autre procédé pour la détermination de ces intégrales consiste dans l'emploi des formules de réduction que nous allons établir. Nous supposerons m et n pairs, car, si l'un d'eux était impair, la substitution sin j; = ^ ou cosx = t transformerait immédiatement la fonction à intégrer en un poljmôme entier.
Cherchons donc à réduire les intégrales de la forme
!,„„ = y sin*'" j? ces-'» X dx.
On a
l^^^z=j sin*'"-' X cos*'» X sin x dx
et, en intégrant par parties,
1^ »=z--sin"»-' a? 1 / sm""~'iFC0s'*"*''j7aj?.
a/i4-i a/i-hw
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Mais, d'autre pari,
Substituant dans Téquation précédente, on aura une formule de réduction ramenant l'intégrale lm,n à Tintégrale U.1,11' Celle-ci se ramènera de même à Im-.f,/i) et ainsi de suite.
Ecrivons, d'autre part,
-•* l^^„:i^ I 008'"-* JT sin"'»j:cosj?^/j^,
et intégrons par parties; on trouvera d'une manière analogue une formule de réduction pour ramener I,,,^^ à Im^/i-o puis
celle-ci à îm,n-2j
Par ces deux procédés de réduction, on sera finalement conduit à Tintégrale
lç^o=z: r djc =: j; 4- consl.
III. Soit à calculer
//(x, e**, e**, . . ., sinQCvTy cosaj, sin^j?, cos^jr, . . .)dXf
/désignant une fonction entière.
Remplaçons les sinus et cosinus par leurs valeurs en exponentielles
sinaxnz : 9 cosaa?= '- >
/deviendra une fonction entière de x^ e^^ ..., e*'-', e~^^^ . • . , et sera composée d'une somme de termes de la forme
Nous aurons donc à calculer l'intégrale que nous désignerons par I^.
L'intégration par parties donne
Répétant la réduction, on arrivera à Pintégrale
^intégration faite, il conviendra de remplacer les exponentielles imaginaires par leurs valeurs en sinus et cosinus; les imaginaires disparaîtront alors de Tinlégrale.
i8. IV. Soit à calculer
f{x) étant une fraction rationnelle.
Cette fraction pourra se décomposer en une partie entière E et en fractions simples de la forme
L'intégrale / Ee"* dx s'obtient par la méthode qui vient
d'être exposée.
Restent les intégrales de la forme
f,nx
dj\
(x — a) Si m >• I, l'intégration par parties donnera
f^nx
dx
( — fu -h i)(.r — a)
I z : r dJC»
Cette formule de réduction permet de ramener le calcul de l'intégrale cherchée à celui de l'intégrale
ftllX
dx.
Posons
d'où
ar = a-î 5
, dt
dx := — •
Celle inlégrale devient
Toale la question est donc ramenée au calcul de la transcendante unique
Posant enfin e^=yj cette intégrale se transformera en
Celle transcendanle (où Ton déterminera la conslanle d'iaiégratîon de telle sorte qu'elle s'annule pour ^ = o) se nomme le logarithme intégral de y.
I. — Intégrales définies généralisées
50. Soit f{x) une fonction de la variable x^ intégrable dans un intervalle AB. Soient a et 6 deux points quelconques de cet intervalle. Nous avons défini, an Tome I, l'expression
I f{x)dx.
Cette intégrale satisfait à la relation
(0 f f{x)dx— f f{x)dx-\' f f{x)dx.
Nous avons vu, en outre, que c'est une fonction continue de a et de 6. On aura donc (en supposant, pour fixer les idées, 6 > a)
Jf f {x^ dx •=! V\v£k j /{x)dx (2) / -- lim 1 f{x)dx
= lim / f{x)dx.
Ces relations permettent de donner un sens au symbole
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f{x)dx dans certains cas où la définition ordinaire par
une limite de sommes cesserait d'être applicable.
Supposons, par exemple, que la fonction f{x)^ sans être ÎDtégrable entre a et 6, le soit entre a + 6 et 6, quelque petit que soit e (ce qui arrivera notamment si elle est continue entre a et by mais tend vers oo lorsque x tend vers la limite inférieure a). L'expression
b f{x)dx
aura pour chaque valeur de e une valeur déterminée. Si, lorsque e tend vers zéro^ elle tend vers une limite fixe, nous prendrons cette limite pour définition de l'expression
/ f{x)dx.
De même, si la fonction f{x) devient infinie (ou plus généralement cesse d'être intégrable) aux environs de la limite supérieure 6, ou à la fois aux environs des deux
limites, nous définirons / f{x)dx par l'équation
I f{x)dx:=\îm I f{x)dx,
OU par celle-ci
//(x)dx=: lîm / f(x)dx,
en supposant, bien entendu, que les seconds membres tendent effectivement vers des limites déterminées.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la différence
tende vers zéro en même temps que les infiniment petits e, Tiy z' j V, quels que soient les rapports de ces derniers.
51. Il existe un cas important où cette discussion sera facile. Supposons que, à la limite inférieure a, f{x) devienne infinie d*ordre a. On pourra poser
{jc — a)'
^{x) tendant, lorsque x tend vers a, vers une limite L différente de zéro.
Le facteur [x — a)" restant positif entre a 4- e et a -h t,, le théorème de la mo}^enne donnera
' f{x)dx — \ j
dx
(x-ay
X étant une quantité intermédiaire entre le maximum et le minimum de f (^) entre a -4- e et a + 7). Si e et t) tendent vers zéro, \ se rapprochera de L qui n*est ni nul ni infini. Il suffira donc de discuter le second facteur, dont l'intégration s'effectue aisément. Si a^i, l'intégrale sera
expression qui tendra vers zéro si a<:^i, et qui, au contraire, sera indéterminée si a > i; car les deux termes dont elle se compose sont infinis séparément, sans avoir entre eux aucune relation.
Si a = I, Tintégrale sera
[Log(.r - a)];; :^= Logr, - Legs
et sera indéterminée.
Donc, pour que V intégrale j /(x)dx tende vers
zéro, il faut et il suffit que V ordre dHnfinitude a de la fonction f{x) pour x =: a soit < i .
Supposons, d'autre part, que /(or) devienne infini d'ordre 3
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pour Tautre limite i = b. On aura de même
^(j;) tendant vers une limite M finie et différente de zéro quand x tend vers 6. Il viendra ensuite
[i étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de ^{x) ety par suite, tendant vers M quand e' et t/ tendent vers zéro. Quant à Tintégrale
Jb-rf {b-x)P'
elle est égale à
logr/— loge', si p = i,
et pour qu^elle tende vers zéro, il faut et il suffit qu'on ait
Ce résultat est le même que l'on a déjà trouvé pour la limite inférieure.
S2. Supposons plus généralement que /{x) reste intégrable dans tout le champ abj sauf aux environs de certains points C|, C3, ..., Cn en nombre limité. Nous définirons
1 par l'équation
.«i-îi /i<i-ïi
f 4- lim / -h. ..-+- Hm /
J. - IL
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Celle définition n*a de sens précis que si les limiles en queslion exislenl, en considéranl 6|, e\y £3, e!^, ... comme des infinimenl pelils indépendanls.
Il peul arriver, lors même que ces limîles n'exislenl pas en général, que le second membre ait cependanl une limite déterminée dans Thypothèse particulière où Ton a
Celte limite a été nommée par Cauchy la valeur principale de l'intégrale / . On pourra, dans certains cas, avoir
intérêt à introduire cette valeur principale dans les calculs, lorsque l'intégrale elle-même, ne représentant rien de déterminé, ne pourra y figurer.
53. Supposons enfin que les points C|, C2» ... soient en nombre infini. Ils formeront dans tous les cas un ensemble parfait. En effet, si la fonction / est intégrable aux environs d'un point Xj c'est-à-dire dans l'intervalle de ^ — h k x -^ h (h étant convenablement choisi), elle le sera a fortiori dans toute portion de cet intervalle. Si donc Ç désigne un point quelconque compris entre x — h et x -^ k^ elle sera intégrable aux environs du point ^. Donc, le point x ne peut être un point limite de l'ensemble C|, C2, .... Donc, tout point limite de cet ensemble lui appartient nécessairement.
Cela posé, décomposons le champ ab en intervalles partiels, de longueur moindre qu'une quantité infiniment petite S. Considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent ni à leur intérieur, ni à leurs extrémités, aucun des points singuliers C|, C2, .... Ils forment par leur réunion un domaine jouissant des propriétés suivantes :
1° Il contient tous les points de rintervalle ab dont l'écart à l'ensemble (C|, Ca, . . .) est égal ou supérieur à 8;
2° Il est formé d'un nombre fini de portions ai 6|, «262, ... d'un seul tenant, séparées les unes des autres par des points singuliers.
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Soil D un domaiDe quelconque satisfaisant à ces deux conditions. On pourra déterminer les intégrales
/ fdx, I fdxy . . .
el leur somme représentera la valeur de l'intégrale
ij"' =S / ""
prise dans le domaine D.
Supposons maintenant que 8 décroisse indéGniment. Le domaine variable D englobera progressivement tous les points de l'intervalle ah qui ne sont pas singuliers. Car l'écart de chacun d'eux à l'ensemble (C|, Ca, . . .) est une quantité déterminée h diflféreute de zéro. Il appartiendra donc nécessairement à D dès que 8 sera devenu <^ h.
Si l'intégrale / fdx tend dans ces conditions vers une
limite déterminée, nous la désignerons par / fdx. Cette
définition comprend évidemment celle que nous avons donnée ci-dessus pour des cas particuliers.
54. Pour que cette limite existe, il faut et il suffit évidemment qu'on puisse trouver pour chaque valeur de e une quantité correspondante 7^, telle -que, en appelant D et D| deux domaines quelconques correspondant à des valeurs de la variable 8 moindres que t), on ait toujours
f fdx^ lfdx\<i.
Soit donc A un domaine quelconque contenant D et formé comme lui de parties d'un 'seul tenant séparées par des points singuliers ; il satisfait aux mêmes conditions que D, pour la même valeur de 8; on aura donc comme cas particu-
lier de Tinégalité précédente
\ffdx -ffd.
Cette dernière inégalité suffit d^ailleurs pour Fexistenee de la limite cherchée ; car, si elle est satisfaite, prenons pour A le domaine A| formé par les points de Tintervalle ab qui appartiennent à D ou à D| ou qui sont situés entre un point de D et un point de D| sans en être séparés par un point singulier; nous aurons
d'où
W^^ Ji\\
quantité infiniment petite.
55. Le domaine A — D est formé d'un certain nombre de portions d'un seul tenant ai ^i , a2 ^2? • • • > ^^ ^'^^ ^^ra
»Pi.
Cette dernière somme pourra être rendue moindre que s, si \/\ admet entre a et b une intégrale finie (et par suite déterminée; car \/\ étant positif, son intégrale ne peut que croître avec Tétendue du champ).
Donc / fdx sera toujours déterminée si / |/| dx finie. De plus, on aura
i fda^lC \Ax)\dx.
Car cette inégalité a lieu pour chacun des intervalles ai 6| , a^ 62, • . • qui constituent le domaine D. Ajoutant ces inéga-
est
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lités, il vient
\f:clxlf\f\dx.
et, en passant à la limite, on obtiendra la relation cherchée. Noas pourrons dire, par analogie avec une dénomination adoptée dans la théorie des séries, que l'intégrale
fdx
(.supposée déterminée), est absolument convergente, si Tinlégrale
\f\dx,
est finie; semi-convergente dans le cas contraire.
56. Par analogie avec ce qui précède, nous définirons les symboles
fdx, j fdx, j fdx, par les équations
I =\ïm f y / = lira / , / = lim / ,
à condition que les seconds membres aient des limites déterminées.
Pour cela, il faut et il suffit évidemment que la différence
*^a Ja Jb
OU la différence analogue / , ou enfin toutes deux à la fois,
tendent vers zéro, lorsque b et b' tendent vers -f-oo, et a, a' vers — 00.
Comme on a
f/da: I f l/l dœ, f fdœ = f \f\ dx,
on voit que Uintégrale de / dans un champ infini sera encore déterminée toutes les fois que Tintégrale de \f\ dans le même champ sera finie, et que son module ne pourra surpasser cette dernière intégrale.
On dira encore dans ce cas que l'intégrale est absolument convergente; elle sera semi-convergente, si elle reste déterminée, sans que l'intégrale de \f\ soit finie. Nous donnerons plus loin un exemple de ce genre.
Enfin nous appellerons valeur principale de l'intégrale
/ l'expression
im / ,
laquelle se confond évidemment avec l'intégrale / si celle-ci
a un sens précis, mais qui peut être déterminée sans que cette dernière le soit.
S7. Il existe ici encore un cas très général où l'on peut reconnaître si l'intégrale est ou non déterminée.
Supposons que, pour a:=:-+-QO, f(^x) soit un infiniment petit d'un ordre déterminé a, de telle sorte qu'on ait
f (jr) tendant vers une limite fixe L, finie et différente de zéro quand x tend vers H- oo. On aura
ft / V . ^h
r/<..-=X^=xrg
X élant intermédiaire entre le maximum et le minimum de ^{x) dans le champ d'intégration, et tendant vers L lorsque b et 6' croissent indéfiniment. D'autre part, on a
:=:z log b — log b\ si a == I ;
pour b et V infinis, cette expression tendra vers zéro si 2>i; elle sera indéterminée si a^i. Donc, pour qu'on puisse étendre le champ d^ intégration jusqu^à V infini positif sans que l'intégrale cesse d'être finie et déterminée, il faut et il suffit que, pour ic = 4- oo, /(^) soit infiniment petit d'ordre > i .
On arriverait évidemment au même résultat pour Tinfini négatif.
58. Nous avons établi au Tome I un certain nombre de propriétés des intégrales définies, fondées sur leur définition comme limites de sommes.
Il est essentiel de reconnaître jusqu'à quel point ces propositions subsistent pour les nouvelles intégrales que nous venons de définir.
1^ Les relations (1) et (2) subsistent évidemment, puisqu'elles sont le point de départ de nos généralisations.
2** Il en est de même de la formule
En effet, l'intervalle ab étant d'abord supposé fini, décomposons-le, comme il a été expliqué, en intervalles partiels infiniment petits ; on aura, pour tout intervalle akbk^ qui ne contient aucun des points singuliers c, C|, . . . ,
Sommant les équations ainsi obtenues et passant à la limite, il viendra
Cette formule, étant ainsi démontrée pour des valeurs finies quelconques de a et de 6, subsistera encore à la limite, si l'on fait tendre vers Tinfini a ou 6, ou tous les deux à la fois.
Nous avons encore trouvé (t. I, n° 85) les résultats suivants.
3«> Si Ton a
C|, C2, ... étant des constantes et f\{x)^ /aC-^)? ••• ^^^ fonctions intëgrables. on en déduit
\ f{x)dx^zCi 1 f^{x)dx-^Ct f ft('^)dxA-
4" Si /{^)%/i{^) les deux fonctions étant intégrables, on a
/ /{x)dx= I f^{x)dx.
Soient, par suite, f(^) et<j^(^) des fonctions intégrables dont la première reste positive dans tout Tintervalle ah^ tandis que la seconde reste comprise entre deux nombres fixes M et m. En supposant, pour fixer les idées, M > m et 6 > a, on aura
(5) mi (f{x)dx=l (^{x)^{x)dx = M I o{x)dx
et, par suite,
Jf (f(x)^{x) dx=^ \i. I ^{x)dxy a ^ a
a étant intermédiaire entre M et m.
On voit, par uq raisonnement identique au précédent, que ces relations subsistent encore pour nos intégrales généralisées.
59. Si F{œ) est une fonction primitive de la fonction f{x)^ intégrable de a à 6, on a (t. I, n** 82)
L'extension de cette formule au cas actuel réclame plus d'attention.
Remarquons toutd^abord que, x désignant un point quelconque de l'intervalle abj on a
Les deux intégrales qui figurent au second membre de cette formule, pouvant être calculées indépendamment Tune
de l'autre, doivent être finies et déterminées pour que /
le soit. L'intégrale / représente donc une fonction de œ^
définie dans tout l'intervalle ah. Cette fonction est d'ailleurs coDtinue, car, si e est un infiniment petit positif, on a par définition
et, d'autre part,
Enfin on sait que, pour toute valeur de x pour laquelle f{x) est continue, cette intégrale a pour dérivée /(a:) (l.I,n°81).
Supposons maintenant que f(^x) soit continue dans tout le champ a&, sauf en certains points isolés C|, . . ., C/,. Soit
F(a:)une fonction primitive, qui jouisse de la même propriété que / , à savoir d'avoir une dérivée égale à f{x) dans tour le champ, sauf peut-être aux points C|, ..., C;,. La différence
ayant sa dérivée constamment nulle dans l'intérieur de chacun des intervalles ac^ , C| C2, . . . , ^/i ^ s'y réduira à une constante; mais cette constante pourra varier d'un intervalle à l'autre. Soient k, ki, ...y kn ses diverses valeurs. On aura
F(«)~ f f(x)dx-hk=ky
d'où
F(6)= f f{x)dx-hk„,
f{x)dx^V{b)-~¥{a)^(k^-k),
Le terme complémentaire kn — k n'est autre chose que la somme des discontinuités que la fonction F(a;) présente aux points C|, . . ., c„. On a, en effet,
kfi — k —jz(^kn — A„_|) 4-. . .4- (a*! — k).
Or la discontinuité de F(;r) au point ci est par définition l'expression
lim[F(c, + e') — F(c,~£)]=lim / 4-A-,- / - it/-,
et se réduit à ki — kui, puisque l'intégrale est une fonction continue.
D'ailleurs F (:27), ayant une dérivée en tout point autre que Ci, • • M ^/i? y sera continue.
Nous aurons donc finalement
f /{x)dj-^¥{b)-F{a)-\,
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A désigoant la discontinuité totale de la fonction F(^) dans rinlervalle de a k b.
Un passage à la limite permettra d^étendre cette relation au cas où le champ est infini.
60. La règle pour l'intégration par parties est une conséquence immédiate de ce qui précède.
Soient, en effet, /{^) et <f{x) deux fonctions telles que /(x)ç'(j?) et/'{x)(f(x) soient continues entre a et 6, sauf en des points isolés. La somme
étant la dérivée de/(a;) <p(^), on aura, en appliquant la formule ci- dessus,
A désignant la somme des discontinuités de/(x)^{x). Si donc Fune des intégrales
a une valeur déterminée, et s'il en est de même du second membre de Téquation, l'autre intégrale sera également déterminée, et pourra se calculer par celte formule.
L'équation (7) subsistera d'ailleurs à la limite, si a ou 6 tendent vers c».
61. Nous avons vu que, si <j>(^) est une fonction queU conque, dont la dérivée reste continue et différente de zéro dansTintervalle de /© à T, on a, en supposant
la relation
(8) C f{x)dx----Ç fl^{t)-\i{t)dt.
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Supposons maintenant que f'(^) devienne nulle ou discontinue, mais seulement à Tune des deux limites du champ, en T, par exemple. On pourra appliquer le tbf^orème dans Tintervalle de /© à T — e. Il viendra
f ' f{x)dx:= f /[?(0]?'(0^^
Faisons tendre e vers séro. Si la fonction ^{t) reste continue au point T, ^(T — e) tendra vers ç(T) et l'on obtiendra la formule (8).
Si <p(T — e) tendait vers -|-oo ou vers — ao, cette formule subsisterait encore, en y remplaçant <p(T) par -f-oo ou par
Si nous admettons enfin que la fonction f'(^) reste continue et de même signe dans tout Tintervalle de T à -H ûo, par exemple, on pourra, sans que la formule cesse de subsister, y faire croître indéfiniment la quantité T; <p(T), variant toujours dans le même sens, tendra vers une limite déterminée, finie ou infinie; en la désignant par ©(oo), on voit que la formule subsiste encore pour T = oo.
Supposons, en dernier lieu, que la dérivée <j>'(^) soit nulle ou discontinue en des points isolés C|, C2, ... situés dans le champ d'intégration. On devra, pour opérer en toute sécurité, décomposer le champ ab en intervalles partiels aC|, Cl C2, . . . , dans chacun desquels on pourra appliquer la formule précédente, car /'(^) n'y devient nulle ou discontinue qu'aux limites du champ.
Soit, comme exemple, à transformer l'intégrale
x) dXf
par le changement de variable
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Sî a et 6 soDt de même signe, lorsque x varie de a à 6,
/ varie de - à tÎ et la dérivée -7- restera continue et dîfféa 6' dt
rente de zéro. On aura donc
Mais cette formule serait inexacte si a et 6 étaient de signe
dx dt
s^annule. On devra donc décomposer Tintégrale / dans les
contraire; car x passe par la valeur zéro, pour laquelle -7-
deux suivantes
qu^on transformera séparément.
Soit, par exemple, a <! o, 6 >'0. Lorsque x varie de a à o,
t varie de - à — 00; quand x varie de o à 6, / varie de 4-00 à 7 • La véritable formule de transformation sera donc
Soit encore à transformer Pintégrale
I siïï'*^xdx
par la substitution
j;=:arc sin^.
La dérivée de arc sint est égale à
ces a: y/T"!- /t
dt
Elle devient infinie pour ^ = -• On devra donc décomposer rintégrale dans les deux suivantes
Dans la première, t varie de o à i, cos^ est positif^ l'intégrale transformée sera donc
le radical étant pris positivement.
Dans la seconde, t varie de i à o, et cos^ est négatif; elle a donc pour transformée
7r" f^dt _ r J^dt_
Ajoutant les résultats trouvés, il viendra
* V*^dt
I sin"«J7ûfj?irz 2 / /
64. Le théorème établi (t. I, n"* 329) pour l'intégration des séries peut être généralisé comme il suit. Soit
une série dont les termes sont des fonctions de x, admettant des intégrales déterminées dans l'intervalle de a à 6 (ces limites pouvant être infinies). Si le reste R/j, négligé en s'arrétant au w**™® terme de la série, peut se mettre sous la forme
©(;r) étant une fonction positive de x^ dont l'intégrale entre a et 6 soit finie, et e,i un facteur qui tend uniformément
vers z^ro lorsque n tead vers Tinfini, on aura (9) / Sdx=: I Uidx-r^l Uidx-j-
Oq a, en effet,
/* /** pi» pb
Sda::= I «iûfa? + . . .-f- / Undx -^ 1 B^dœ.
II sufBt donc de montrer que le terme complémentaire
J\ R„ dx z=z i t^^f (x) dx a ^a
leod vers zéro quand n tend vers oo. Or on peut prendre n assez grand pour que dans tout le champ | S/i | soit constamment moindre qu'une quantité e d^une petitesse arbitraire, el le théorème de la moyenne donnera
IX
ta^{x)dx
J 9(x)dx,
quantité qui tend vers zéro.
1. Soient a, A, 6, B des constantes Gnies; fi^x^y^ une fonction des deux variables x^ y^ continue dans le rectangle R formé par les droites ^ = a, a: = A, jk = &, J^ = B- On aura (t. I, n« 58) l'égalité
f dy l fdy= / dx l fdy.
Car les deux membres de cette égalité ne sont que deux: expressions différentes de Tintégrale double
V fdxdy.
Mais si l'une des limites a, A, fr, B devenait infinie, ou '^fi^iy) cessait d'être continue dans tout le champ d*in-
tégration, la démonstration précédente n^étant plus applicable, l'égalité (lo) pourrait cesser d'être exacte, ainsi que le montrent les exemples suivants.
Considérons en second lieu la fonction
Xx"" + Bx'"-^ + . . . 4- Kaî + L,
A, B, . . . , K, L étant des constantes, que nous supposerons réelles pour plus de simplicité.
Posons
j: :z3 p ( CCS o -i- «■ sin ^).
La fonction prendra la forme
en faisant, pour abréger,
P --: Ap"*cosm(p H- Bp*" > cos(/n— i)(|p +.
. .-t- Kp cos<p -H L
Q=: Ap'«sin/n<p 4- Bp"»-> sin(/?i ~i)(p -h.
. . -h Kp sin^.
Posons
V — arctangr^* •
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On en déduit
Qf P^
dp
do df
dpào
M désignant une fonction entière de p et des sinus et cosinus des multiples de 7.
Nous allons démontrer que, en désignant par R une quanlilé suffisamment grande, les deux intégrales
et
d'Y , ao
dpd(f '
n^auront pas la mém« valeur.
La première intégrale est égale à
car, — reprenant, pour (p =: o et ç = 27t, la même valeur, la
quantité à intégrer est nulle.
La seconde intégrale a pour valeur
lie
fo:-
Ur, pour 0 = o, on a Q =r o et -^^ = o, d ou -r— = o. r % ^ ^ df d^
Pour p = R, on aura, en n^écrivant que les termes du degré
h - II. 5
66 SBGOMDB PARTIE. — CHAPITRE H.
le plus élevé en R,
P = AR'"cosm«p4-.
Q = AR*" sin m «p -h .
d'où
^- = — m AR'" sm m 9 00 *
-^ = /nAR'^cosmo
e étant une quantité très petite, quand R est très grand. La seconde intégrale aura donc pour valeur
dff ( — /TiH- e)
ou sensiblement
quantité différente de zéro.
Les deux intégrales que nous venons de calculer ayant une valeur différente, il faut nécessairement que la fonc-
tion soit discontinue dans le champ de l'intégration.
Mais elle est égrale à r^rz — ttttt» ^^ M, P, O sont des fonc-
tions évidemment continues. Elle ne peut donc devenir discontinue que si son dénominateur s'annule. Il existe donc un système de valeurs de p et de ^ qui annule à la fois P et Q. Donc il existe une valeur p(cos(p + isîny) de la variable x qui annule le polynôme Kx^^-{- Bx'"~* + . . . + L.
Nous avons ainsi démontré à nouveau cette proposition fondamentale de la théorie des équations, que toute équation algébrique a une racine,
Il est utile d'assigner un ensemble de conditions suf
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fisantes poar qa^on puisse opérer avec sûreté le renversemeDl de l'ordre de deux intégrations successives. Supposons d'abord a, A, 6, B finis et admettons : !** Que les points c du champ pour lesquels la fonction / cesse d'être continue soient tous situés sur un nombre limité d*arcs de courbe continus P4 Qi > • • . , P/i Qn sur chacun desquels a% d'une part, et y de l'autre, aillent constamment en croissant ou constamment en décroissant;
2^ Que l'intégrale / fdXf prise suivant un segment
d'une parallèle aux ^, situé d'une manière quelconque dans le champ, et dont la longueur X ne surpasse pas un nombre (ixe /, ait toujours une valeur déterminée, dont le module soit constamment inférieur à une quantité e/, ne dépendant que de / et tendant vers zéro avec lui ;
fdy, prise suivant une
parallèle aux^, ait de même une valeur déterminée, de module moindre qu'une quantité S/ analogue à s/.
Dans ces conditions, nous allons montrer : i^ que les intégrales
f dy f fdx et f ^^ f f^f
ont des valeurs finies et déterminées; 2® qu'elles sont égales. Remarquons d'abord que, sur chacun des arcs PQ, x est une fonction continue de j^, toujours croissante ou toujours décroissante, et réciproquement. Les points de cet arc compris dans la bande limitée par deux parallèles y eX, y -{- dy à l'axe des x infiniment voisines l'une de l'autre auront donc des abscisses infiniment peu différentes; et si nous supposons dy <^ù^ S désignant un infiniment petit, ils seront tous contenus à l'intérieur d'un rectangle r de hauteur dy et de longueur moindre que /, / étant une quantité que nous pourrons faire décroître à volonté en même temps que S,
Chacun des n arcs P| Qi, ..., P/iQ/i donnera lieu à ua semblable rectangle (si toutefois il rencontre la bande de hauteur dy que nous considérons). Si deux des rectangles ainsi formés empiètent Pun sur Tautre, ou sont contîgusy nous les réunirons en un rectangle unique dont la longueur sera moindre que 2/. Continuant ainsi, on voit que tous \cs points des arcs PiQh ..., P/iQ/i contenus dans la bande seront intérieurs à des rectangles Ti , 7*3, . . . dont le nombre ni est au plus égal à /i, et tels que la somme de leurs longueurs soit moindre que nL
On en conclut que l'intégrale
f{x,y)dx
est une fonction continue de y. En effet, elle se compose : i^ De m intégrales prises suivant les segments de la droite d'intégration renfermés dans les rectangles /'i, ..., r^' Le module de chacune d'elles sera << tni^ 6t il en sera de même pour les modules des portions correspondantes de Tintégralc
/ f{^,y-^ciy)dx.
2^ Des m + 1 intégrales prises suivant les segments de la droite d'intégration extérieurs aux rectangles. Celles-ci seront des fonctions continues de^ puisque /'(^,j^) est continue en dehors des rectangles. Le module de l'accroissement de chacune d'elles, lorsque\y^sera changé en^-|-rfy, sera donc moindre qu'une quantité arbitraire £, si dy est assez petit.
On aura donc
/ f^^^y-^dy^dx^i f{x,y)dx
Or, si l'on fait décroître indéfiniment rfy, on pourra faire décroître en même temps s, 8 et, par suite, /, tni] notre proposition est donc établie.
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L'eipression
f dyÇ fdx.
iniég^le d'une fonction continue de j/*, sera finie et déterminée.
La même démonstration s^appliquerait évidemment à Tin-
légrale
dx / Il reste à prouver que ces intégrales sont égales.
.69. Pour cela, décomposons le champ d'intégration par des parallèles aux axes coordonnés en rectangles élémentaires de côté moindre que 8. Désignons généralement par e ceui de ces rectangles qui n'ont aucun point commun avec les arcs PQ; par ^ les autres, qui rencontrent au moins Tun de ces arcs.
L'intégrale
fax
csl évidemment une somms d'intégrales analogues ajant respectivement pour champ les divers éléments e et e'. D'ailleurs dans les éléments e, où la fonction / reste continue^ l'intégrale double Sfdxdy existe et représente la valeur de
fdy ffdx ; on aura donc
Çdy jfdx - ^S/d^r dy + '^fdyjfdx.
Nous allons montrer que le dernier terme de cette égalité tend vers zéro en même temps que S.
Soient en effet e^ ceux des éléments e^ qui sont compris 'Dire deux parallèles aux x consécutives, j/'a et ^a-+- rfy^. jeux de ces éléments e'j^ qui rencontrent un même arc PQ
seronl contîgus, et leur réuaion fournira uo rectangle p entièrement contenu, si les parallèles aux y sont suffisamment rapprochées, dans le rectangle r de longueur X moindre que / qui, d'après le numéro précédent, contient à son intérieur tous les points communs à PQ et à la bande considérée. Â chacun des arcs PiQi, . . -, P/iQ» qui rencontrent la bande correspond ainsi un rectangle p. Réunissant encore en un seul ceux de ces rectangles qui seraient contigus ou empiéteraient les uns sur les autres, on voit que les éléments e'j^ se groupent en rectangles pi y p2, • . • en nombre au plus égal à n et tels que la somme de leurs longueurs soit moindre que ni,
La somme des intégrales Çdy ffdx relative aux éléments e'jf est évidemment égale à la somme des mêmes intégrales relatives aux divers rectangles pi, p^, .... Or, pour
chacun de ceux-ci, l'intégrale ffdx ayant son module
moindre que tnh celui de l'intégrale f dy ffdx sera moindre que
k-^àyk
On a donc
^fdyffd.
^ni dy = tnl dVk'
<ntnidyky
et par suite
^fdyffdx =^ ^fdyffdx <m,,^dy
</ie„/(B — 6),
expression dont la limite est bien égale à zéro. Il résulte de ce que nous venons d'établir qu'on a
I dy I fdx = \\m\ f fdxdy.
On obtiendrait, par un raisonnement identique, le même
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résalut pour l'intégrale f dx f fdy. Ces deux intégrales sont donc égales.
70. Le théorème qui vient d'être établi subsistera encore si Ton suppose : i° que les conditions (i) et (2), sans être nécessairement satisfaites dans le rectangle (a, A, 6, B) le sont dans tout rectangle (a, A, 6-h7i,B — V) quelque petites que soient les quantités positives tj, t/; a** que la condition (3) soit satisfaite dans le rectangle (a, A, 6, B).
En effet, les deux derniers termes de l'expression
I Sdy= / fdy^ / /rfy+ / Jdy
b ^h-^t[ ^b »^B-tJ'
ont, par hjpothèse, un module <; e/ si tj et tj' sont moindres que /, ({uel que soit d'ailleurs or; la somme de leurs variations, 1 orsqu'on y change x en. x + dx^ est donc moindre en valeur absolue que 4^/* En outre^ le premier terme est une fonction continue de x.
Donc / fdy sera également continue, car, en prenant d'a-
bord /, puis dx suffisamment petits, on pourra faire décroître autant qu'on voudra chacun des termes de sa variation. L'intégrale
'fdy
aura donc une valeur déterminée, qui sera la limite de l'intégrale
car la différence entre ces deux intégrales sera égale à
da:( / fdy+ / fdy),
expression dont le module est moindre que
2e/rf^ = 2e/(A — a)
et, par suite, tend vers zéro avec /.
Mais on a
dx i fdy=\ dy fdx;
la limite dont nous venons d'établir l'existence n'est donc, par définition, autre chose que l'intégrale
fdx.
Il est d'ailleurs évident que le théorème subsistera encore pour tout champ décomposable en un nombre limité de rectangles dont chacun, considéré séparément, satisfasse aux conditions précédentes.
71. Passons enfin au cas où le champ est infini. Supposons, à cet effet, que a, A, b restant fixes, on puisse faire croître indéfiniment B sans que le théorème cesse d'avoir lieu.
Admettons, en outre, que, pour toutes les valeurs de x comprises entre a et A, l'intégrale
/ fdy
ait une valeur déterminée, dont le module soit moindre que 6])^ (:r), le premier facteur t^ restant borné et tendant uniformément vers zéro pour B = oo dans tout l'intervalle de ic = a à a: = A (ou tout au moins dans toute portion de cet intervalle qui ne contient pas certains points isolés c, c', • • .); y (:r) désignant d'autre part une fonction de x^ positive, également bornée entre a et A et admettant dans cet intervalle une intégrale finie.
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Dans ces conditions, Pintégrale / fdy représentera entre
a et A une fonction de or, continue (sauf peut-être aux points exceptionnels c^d^ • . .). En effet, soit x un point quelconque différent de ceux-là ; on aura
(II) r fdy= Ç fdy^ C fdy.
Pour toutes les valeurs de x suffisamment voisines de celle que nous considérons, f (^) sera inférieur à une quantité fixe M, et e£ pourra, en prenant B assez grand, être rendu moindre qu'un nombre arbitraire e. La variation du terme
I fdy en passant du point a: à un point infiniment voisin
x-^dx aura donc son module moindre que 2 M s. D'autre
part, / fdy étant continue, le module de sa variation sera
< e si dx est assez petit.
Le module de la variation de / fdy sera donc moindre
que (2M-+-i)e et décroîtra ainsi autant qu'on voudra, en faisant d'abord croître suffisamment la quantité auxiliaire B, puis prenant dx assez petit.
Si donc il n'existe dans le champ a A aucun des points
exceptionnels c^ d, ... que nous avons supposés, / fdy
sera continue dans tout le champ, et l'intégrale
dœj fdy
aura une valeur déterminée. • Dans tous les cas, d'ailleurs, où cette intégrale, ou celle-ci
f ^y f fdx = nm f dy f fdx = \im f dx f fdy,
•^6 *^a ^=»Jb Ja ^=*Ja Jb
sera déterminée, elles le seront toutes deux, et elles seront égales. Intégrant, en effet, Tégalité (i i) de a; = a à a? = A et faisant tendre B vers oo, il viendra
dx I /dy=i\im 1 dx j fdy -^lim 1 dx 1 fdy.
Il suffira donc, pour établir notre proposition, de montrer que l'expression
Jy»A /**
' dx f fdy
a pour limite zéro pour B = oo.
Pour cela, isolons dans le champ aA des intervalles partiels de longueur <ih contenant respectivement dans leur intérieur les divers points c, c', ....
Considérons Tun de ces intervalles aa' contenant le point c, par exemple.
Le module de Pintégrale
y sera moindre que Sb î(^) et a ybr^iort moindre que jjl cp(j:), [x désignant le maximum de la fonction Sd, qui est supposée
bornée. L'intégrale 1 dx 1 /^ prise dans cet intervalle
aura donc un module moindre que |x / (f(x)dx, qui tend
vers zéro avec 8, puisque f (^) est supposée intégrable.
Donc, en prenant 8 assez petit, on pourra faire décroître, autant qu'on voudra, la somme des intégrales relatives aux petits intervalles que nous avons isolés. Désignons par D le reste du champ; e^ y tend uniformément vers zéro lorsque B tend vers oo; donc, en prenant B assez grand, on pourra rendre e^ constamment moindre qu'une quantité arbitraire e ,'
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on aura, par saite,
\ fcLc f fdy <z I <f{x)dx<6 I ^{x)da!,
quantité qui tend vers zéro avec e.
L'égalité
étant établie, sous les conditions précédentes, faisons tendre A à son tour vers oo. Admettons : i® que pour les valeurs de y
comprises entre b et oo, l'intégrale / fdx ait une valeur
•/à déterminée, de module inférieur à ^x^{y)} ^a restant toujours
borné et tendant uniformément vers zéro, lorsque A tend vers 00, dans tout l'intervalle de 6 à oo (sauf peut-être aux environs de certains points exceptionnels^ en nombre fini), et '}(/) étant une fonction positive de y^ dont l'intégrale de b à œ soit finie. Un raisonnement tout semblable au précédent montrera que, si l'une des intégrales
/ dy J fdxy I dx I fdy
est déterminée (ce qui arrivera toujours s'il n'y a pas de points exceptionnels), elles seront égales.
II. — Intégrales multiples
73. La définition des intégrales multiples peut être aisément généralisée comme celle des intégrales simples l'a été dans la Section précédente. Pour fixer les idées, nous considérerons les intégrales doubles.
Soit /(:r, y^ une fonction de x^ y^ laquelle reste bornée aux environs de chaque point d'un domaine borné E, sauf anx environs de certains points c, c\ ... en nombre fini ou
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infini. Nous pouvons supposer ces points d'exception situés sur la frontière de E; car, s'ils lui étaient intérieurs, en les excluant de ce domaine nous constituerions un nouveau domaine pour lequel ils seraient des points frontières, et c'est sur celui-ci que nous raisonnerions.
Soit D un domaine quelconque, mesurable et parfait, intérieur à E. La fonction /"(a:, y) j sera bornée; car autour de chaque point ^, ^ de D on peut tracer un cercle dans lequeiy est bornée ; elle le sera a fortiori dans tout domaine contenu dans ce cercle. Si donc cette propriété a lieu pour tout cercle ayant son centre en un pointer, y^ quelque grand que soit son rayon, elle aura lieu pour D; sinon on pourra déterminer un nombre r tel que / soit bornée dans les cercles de rayon •< r, mais ne le soit plus dans les cercles de rayon > r.
Un raisonnement identique à celui du n^â% (t. I) montre que r est une fonction continue de Xy y et admet dansD un minimum p différent de zéro. Or on peut décomposer D en un nombre fini d'éléments de diamètre <; p ^ la fonction y, étant bornée dans chacun d'eux, le sera dans D.
La fonction / admettra donc dans D une intégrale par excès et une intégrale par défaut; nous les représenterons respectivement par Si/de et SJ/rfe, ou, plus simplement, par S^, SJ. Lorsque nous n'aurons à considérer qu'une seule d'entre elles et que le raisonnement pourra s'appliquer indifféremment à l'une ou à l'autre, il deviendra inutile de les distinguer; on pourra donc les désigner par la notation commune Sd, en supprimant l'indice supérieur.
Soit donc Sd Tune ou l'autre de nos deux intégrales
Si nous faisons varier le domaine D d'une manière quelconque, de telle sorte que son aire ait pour limite l'aire intérieure de E, il pourra arriver que l'intégrale Sd tende vers une limite déterminée. Nous dirons dans ce cas que cette limite est l'intégrale dans le domaine E, et nous la représenterons par Sf.
La condition nécessaire et suffisante pour que cette limite existe est que l'intégrale Sd tende vers zéro lorsque D varie d*une manière quelconque, de telle sorte que son aire tende vers zéro : autrement dit qu'à tout nombre positifs on puisse faire correspondre un autre nombre S tel, que pour tout domaine D (mesurable, parfait et intérieur à E) d'aire moindre qae 8, on ait
En efiety supposons cette dernière condition satisfaite et considérons deux domaines quelconques D et IV (mesurables, parfaits et intérieurs à E) tels que leurs aires D et D' diffèrent de Taire intérieure de £ d'une quantité moindre que 8. Soit d l'ensemble des points de D qui n'appartiennent pas à D'; d^ celui des points de D' qui n'appartiennent pas à D; on aura évidemment
et, par suite,
Sd — Sd» = S^ — S^',
lSD-SDr|;|Srf|-hlSrf.|<2e,
ce qui prouve l'existence de la limite &£.
Réciproquement, supposons la condition non satisfaite. 11 existera une quantité e pour laquelle on pourra déterminer un domaine d^ d'aire inférieure à une quantité quelconque S et tel que l'intégrale S^ ait son module ^e.
Soit D un domaine mesurable et parfait contenant e/, intérieur à E et tel que E — D soit moindre que o. Si nous enlevons du domaine D les points intérieurs à d^ nous obtiendrons un nouveau domaine D'=D — 6^ dont l'aire D' sera >> E — 20. Les deux aires D et D' tendront toutes deux vers E si Ton fait décroître S; mais la différence des intégrales correspondantes
Sj) — SjD' =: Srf
aura son module au moins égal à e. Donc la limite Sg n^existera pas.
Les deux intégrales
Si/rfe, Slfde
sont, par définition, les limites des sommes
où Ma, rrik sont le maximum et le minimum de f dans l'élément infiniment petit dex* Le maximum L^ du module de / dans cet élément sera la plus grande des deux quantités |Ma|i \mk\\ on aura donc
\lLUkdek\7:^luf,deky
\'Lmigdek\%^\^k(i^ky et en passant à la limite
|Si|^Si|/|rfe, |SJ|=S4|/|rfe.
Si donc, lorsque D tend vers zéro, on a
(1) limSi|/|rfe = o,
on aura a fortiori
(2) limSi = o, limS£=:o»
et les deux limites Sf, S| seront déterminées.
76. Nous allons voir que, réciproquement, les conditions (2) entraînent comme conséquence nécessaire la relation (i).
Soit en effet /i une fonction égale à /quand /est positif, et à zéro quand /est nul ou négatif; on aura par hjpothèse, pour tout champ D d'aire inférieure à un certain nombre S,
|Si/t/e|<e, et cette relation devra subsister pour tout champ conteou
INTÉGRALES DftPUaBS. 79
daos D. On en coDclut aisément que l'intégrale
Si/t de oe peut surpasser e.
Décomposons en effet le champ D en éléments dck infinimeot petits; soient Ma le maximum de/, M^a celui de/i •JaDs rélémenl dek*
On peut prendre les éléments assez petits pour que la différence entre les sommes
et leurs mininia
Si/de f Si'/t de
soit moindre qu*un nombre arbitraire y\.
Il en sera ainsi a fortiori si les sommes et les intégrales ci-dessus sont restreintes à une portion des éléments dej^.
Or M|jk est égal à M^ dans tout élément où / prend des valeurs positives, égal à zéro dans les autres; on aura donc, en désignant par D4 l'ensemble des éléments de la première sorte,
SA/i de^y^ij^ dejt^\Mkdek'^St,fde H- 7)=e h- t^
^(, en faisant tendre 7^ vers zéro,
SA/i ^e=e.
Remarquons en second lieu que, le maximum de — /dans m ensemble quelconque étant égal et de signe contraire au niDimam de /, on a
SJ/c?e = — Si(— /)e/e.
Par hypothèse, le premier membre tend vers zéro en même emps que l'aire de D : il en est donc de même du second ; ■l si /j désigne une fonction égale à — / lorsque — / est •osiiif, à zéro dans le cas contraire, on aura, d'après ce qui
►récède,
Si/j de ^ e.
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Cela posé, on a évidemment
Le maximum de \/\ dans un ensemble quelconque est donc au plus égal à la somme des maxima de /< et de/s ; on •a, par suite,
Si l/l de=Slf, de + Si/, de^it.
Donc, si D tend vers zéro, on aura
lim Si 1/1 = 0.
Nous obtenons donc le théorème suivant :
Pour que les intégrales, par excès et par défaut ^ de la fonction f dans le domaine E soient déterminées toutes deux, il faut et il suffit que V intégrale par excès de |/| dans ce même domaine soit déterminée.
On remarquera que, dans ce cas, l'intégrale par défaut de
l/l dans E est également déterminée. En effet, Fintégrale
par défaut
Sl\/\cle
a tous ses éléments positifs ou nuls et au plus égaux à ceux de l'intégrale par excès Si |/| de; elle tendra donc vers zéro en même temps que cette dernière, si D tend vers zéro.
77. Soit D<, D,, . . ., D/,, .. . une série déterminée, mais susceptible d'être choisie à volonté, de domaines successifs (mesurables, parfaits et intérieurs à E) tels que chacun d'eux contienne le précédent et que l'écart maximum des points de la frontière de D^ à la frontière de E tende vers zéro, quand n tend vers oo; l'intégrale
Si. l/l de
sera positive et croîtra avec n. Si elle tend vers oo en même temps que /i, l'intégrale S^ |/| de ne pourra être finie et déterminée. Dans le cas contraire, elle tendra vers une lixnitc finie A, qui sera la valeur de l'intégrale SE |/| de.
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En effet, soit D un domaine quelconque (mesurable, parfait et intérieur à E), dont Taire soit > E — o. Il existe dans la suite D|, • • -9 D,i, ... un domaine D^ contenant en entier D, et Ton aura
Posons, d'autre part,
ShJ/\de = A-t„
et désignons par [l„ le maximum de |/| dans D„.
Désignons par d Tensemble des points de D/, qui n'appartiennent pas à D ; l'aire de cet ensemble sera moindre que E — D et CL fortiori moindre que S. Cela posé, on aura
Sè|/|^e5SiJ/|rfe-Si|/|rfe>A-.e«-ix,8.
En prenant n suffisamment grand, puis 8 suffisamment petit, nous pourrons rendre plus petits que toute quantité donnée, d'abord e,{, puis pL,|S. On anra donc
limSi l/l de^=. A, 8=0
ce qu'il fallait démontrer.
78. Soient enfin E un domaine qui ne soit pas borné; f{x^y) une fonction définie dans ce domaine, laquelle admette, dans tout domaine A borné et intérieur à E, une intéi^ralepar excès SX, ou une intégrale par défaut S^.
D'après ce que nous avons vu ci-dessus, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l'on ait
limSi=:o ou liniSl)=:o D=o * D=0
pour tout domaine infiniment petit D intérieur à A. Et si ces deux conditions sont satisfaites à la fois, elles équivaudront à celle-ci :
limSi|/|û?e = o.
Soit R l'écart minimum des points de E non contenus dans
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A à un point fixe, l'origine des coordonnées si Ton veut. Faisons varier A, de telle sorte que R tende vers oo; si l'intégrale S\/de, par exemple, tend vers une limite fixe, cette limite se nommera Vintegrale par excès Ae f à^ins le domaine E, et se représentera par S^/de.
Pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que l'intégrale
tende vers zéro, si l'on fait varier A de telle sorte que son écart à l'origine tende vers oo.
En efiet, supposons cette condition remplie. Soient A et A' deux domaines quelconques contenant tous les points de E dont l'écart à l'origine est < R; soient tl l'ensemble des points de A qui n'appartiennent pas à A'; d' celui des points de A' qui n'appartiennent pas à A; on aura évidemment
cl ^l — cl cl
et les deux termes du second membre tendent vers zéro pour R == 00.
Supposons, au contraire, que celte condition ne soit pas remplie. On pourra déterminer un nombre s tel qu'il existe un domaine d^ borné et intérieur à E dont l'écart à l'origine soit plus grand que loule quantité donnée, et pour lequel l'iulégrale Sj/de ait son module > s.
Cela posé, soient
A un domaine quelconque;
R l'écart minimum des points de E qui n'appartiennent pas
à A à l'origine; p l'écart maximum des points de A à cette même origine.
On peut, quels que soient R et p, déterminer d de telU' sorte que son écart à l'origine surpasse p. Cela posé, les intégrales prises dans les deux domaines A et A -|- rf différeront de plus de £, bien que chacun d'eux contienne tous les points de E dont l'écart à l'origine est •< R. L'intégrale Si ne peut donc tendre vers une limite déterminée pour R = x.
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Les mêmes raisonnements s'appliquent aux intégrales par défaut.
On peut enfin s'assurer, par des considérations toutes semblables à celles des n°* 73 à 77, que, pour que les intégrales par excès et par défaut soient toutes les deux déterminées, il faut et il suffit que l'intégrale par excès du module de/ soit finie.
79. Les propriétés fondamentales des intégrales définies par excès ou par défaut subsistent pour nos intégrales généralisées.
Supposons, par exemple, qu'on divise le champ E, supposé infini, pour plus de généralité, en plusieurs régions
Soient respectivement A|, A2, •.. l'ensemble des points communs à E|, E2, . . ., et au domaine A formé par tous les points de E dont l'écart à l'origine ne surpasse pas un nombre fixe R. Supposons que l'ensemble des frontières communes àA|^ An, ... ait une aire nulle. Soient D un domaine mesurable et parfait contenu dans A; D|, D2, . . . les domaines partiels formés par les points de D qui sont respectivement à ] intérieur ou sur la frontière des ensembles A|, A2, .... On aura, en considérant indifi'éremment les intégrales par défaut ou par excès,
00 iz: Sdj -h Sd, -+-....
Faisons tendre D vers A; D|, D2, . . . tendant respectivement vers A|, A2, • . . , on aura à la limite
Sd = SA,4-SA, +
Faisons croître R indéfiniment; ce second passage à la
limite donnera
Se = Se, -f- Se, H- ... -
On démontre de la même manière, par un ou deux passages à la limite, que, si l'on a
on aura
Se/ de = Cj Se/i de -h \SeA de
(en supposant que les intégrales du second membre aieni des valeurs déterminées).
Le théorème de la moyenne s'établit par le même procédé.
80. Considérons enGn la formule pour les changements de variable.
Les anciennes variables x^ y étant liées aux nouvelles w, V par les relations
on a
Sfi/C-a?, J') ^^ <^y = Se/(«p, «?i)I J| <^M <ir.
Cette formule a été établie en supposant :
I® Que, dans le domaitie E, les dérivées de ç, cp, restent continues, et leur jacobien J différent de zéro;
2** Que le domaine E est borné, et que chacun de ses points (m, v) correspond à un seul point (^,y) de E';
3° Que la fonction /(a? jjv") =/(?? ?i) reste bornée dans ces domaines.
Nous allons montrer qu'on peut, sans qu'elle cesse de subsister, se débarrasser de la plus grande partie de ce> restrictions.
81. Supposons en effet que, en certains points de E, les dérivées de cp, 0| cessent d'exister ou soient discontinues, ou que le jacobien J soit nul, ou, enfin, que /cesse d'être bornée aux environs de ces points. On peut supposer ces points exclus du domaine E, de telle sorte qu'ils appartiennent à sa frontière. Nous exclurons de même du domaine E' les points correspondants.
Nous pouvons ainsi admettre que, dans tout l'intérieur de E, les conditions précédentes soient satisfaites, les exceptions ne pouvant se présenter que sur sa frontière. Dans ces conditions, à tout domaine D, borné, mesurable et parfait
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contenu dans E, correspond un domaine D' de même nature contenu dans E', el réciproquement.
Cela posé, nous allons montrer que, si Tune des intégrales
Se- / dx dy, Se /| J | du di^,
la première, par exemple, est déterminée, l'autre le sera aussi et lui sera égale.
82. Soit, en effet. A' un domaine borné quelconque contenu dans E', mais renfermant tous ceux de ses points dont les coordonnées ne surpassent pas en valeur absolue un nombre donné R'.
On aura, à la seule condition de prendre R' assez grand,
I S^'fdx dy — S\'fdx dy\<^t.
Soient, d'ailleurs, D' un domaine mesurable quelconque contenu dans A'; d^ l'ensemble des points de A' qui n'appartiennent pas à D'; on aura de même, à la seule condition de prendre d' assez petit,
I S^'/dx dy — Sd/^/o: ^/ | < e et, par suite,
I Se' fdx dy — Sii'/dx t// | <; 2 s.
Cette inégalité subsistera évidemment encore si l'on y remplace le domaine D'parun autre domaineD" (également borné, mesurable, parfait et intérieur à E') qui contienne D'.
Soient, en effet, A'' le domaine formé par la réunion de D" et de A': ûT l'ensemble des points de A'^ qui n'appartiennent pas à ly ; A' étant contenu dans A", et cT dans rf', on aura
|Se — SA-|<e, ISa-— SD-|<e,
doù
I Se'— Sd-| < 2e.
Au domaine D\ déGni comme ci-dessus, correspond dans le champ de la seconde intégrale un domaine borné et mesurable D.
Désignons par R le maximum que ne surpassent pas les modules des coordonnées des divers points de D.
Soient maintenant
A un domaine borné quelconque contenu dans E et renfermant tous ceux de ses points dont les coordonnées ne surpassent pas en valeur absolue un nombre donné R4 ;
D| un domaine borné et parfait contenu dans A;
dx l'ensemble des points de A qui n'appartiennent pas à D|.
II nous faut montrer que, en prenant R, assez grand, puis
e/| assez petit, on pourra rendre aussi petite qu'on voudra
la différence
^E'fdx dy — Si), f\i\du dv.
Or, si R| >R, A contiendra D; le domaine 8, formé par les points de D qui n'appartiennent pas à D| , sera donc ^ d^ . Soit, d'autre part, (D le domaine formé par la réunion de D et de D| ; on aura
Di=:(î) — 8
et, par suite,
Sd, /\i\dudv:=: Sj^ f\i\dudv — Sg /| J | du dv.
Soit CD' la portion du champ £' qui correspond à cD ; on aura
et, comme (0' contient D', cette quantité différera de Se' / dx dy de moins de as. D'autre part, /| J| 1 «st borné
dans le domaine D; en désignant par M son maximum, on aura
\SB/\5\dudv\ = M^ = Mdi
et, par suite,
S^'fdxdy — Sji^/\5\dudv ^2&-hMdi,
Or, on peut choisir s aussi petit qu'on veut; cela fait, R et M prendront des valeurs déterminées; on pourra ensuite choisir R| à volonté, pourvu qu'il soit !>R; enfin, prendre rfi assez petit pouj que Mrf| devienne aussi petit qu'on voudra.
Le théorème est donc démontré.
81. Supposons maintenant que la fonction f{x^y) soit non seulement bornée, mais intégrable, dans tout domaine D mesurable et parfait contenu dans E. Les deux ÎDlégrales par excès et par défaut S^ et SJ se confondront en une seule, qui sera l'intégrale proprement dite Sd, à laquelle les raisonnements précédents seront applicables. La valeur limite de cette intégrale, si elle est finie et déterminée, servira de définition à l'intégrale Sg. Pour qu'il en soit ainsi, il »era nécessaire et suffisant que l'intégrale
ait une valeur finie.
80. Dans le cas des intégrales simples, précédemment étudié, cette condition était suffisante, mais non nécessaire. Cette différence s'explique en remarquant que les définitions De sont pas identiques dans les deux cas.
En effet, considérons, pour fixer les idées, Tintëgrale simple
b fdx,
la fonction f cessant d'être intégrable aux environs d'un point c situé dans le champ. Cette intégrale sera, par défitiition, la limite de l'expression
fdx+ / fdx.
lorsque e, e' tendent vers zéro. Ici le domaine E e&t l'intervalle de a à 6, et D est formé par la somme des intervalles de a à c — e et de c -|- e' à 6. Mais ce dernier domaine est assujetti à une condition que ne lui imposait pas la théorie générale, à savoir que, s'il contient deux points p el g qui ne soient pas séparés par le point c, il contient tous les points intermédiaires. On conçoit que l'intégrale prise dans un domaine D ainsi particularisé puisse tendre vers une limite déterminée, sans qu'il en soit de
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même pour les domaines qui ne sont pas astreints à cette
condition. Dans ce cas, l'intégrale / fdx^ définie comme
nous l'avons fait, pourra donc être déterminée, sans qu'on
ait le droit d'en conclure que l'intégrale / \f\dx le soit.
Cette différence entre les intégrales simples et les intégrales multiples est analogue à ce que nous avons signalé dans la théorie dçs séries. En effet, les séries simples peuvent être absolument convergentes, ou seulement semi-convergentes; pour les séries multiples, cette différence n'existe pas, l'absolue convergence étant un des éléments de leur définition.
86. Soit f{x^y) une fonction intégrable dans un domaine E, borné et mesurable.
Désignons par F l'ensemble des valeurs de y auxquelles correspondent des points de E; par G^ l'ensemble des valeurs de x pour les divers points de E qui correspondent à une même valeur donnée àe y.
On aura (t. I, 56)
Sf.fdx dy — Sf dy{?iQ^. f dx],
de sorte que le calcul de l'intégrale double se ramène à celui de deux intégrales simples successives, qui peuvent être prises indifféremment par défaut ou par excès.
Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante.
Supposons :
1** Que la fonction / soit intégrable dans tout domaine mesurable D contenu dans un domaine E (sans l'être nécessairement dans E) et que l'intégrale
Se fdx dy
ail une valeur déterminée^
2° Que le domaine A^ formé par ceux des points de E
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doDi les coordonnées ont des modules qui ne surpassent pas lin nombre donné R soit mesurable, quel que soit R ;
3*^ Que l'intégrale simple S |/| dx^ prise dans un domaine ({'jelconque d contenu dans l'un des domaines G^ et dont IVtendue ne surpasse pas /, soit constamment moindre que £/, la quantité e/ ne dépendant que de / et tendant vers zéro avec /;
i' Enfin, que si le domaine d est en entier extérieur à A,^, la même intégrale soit constamment moindre, en valeur absolue, que «^©(r), e^ ne dépendant que de R et tendant
vers zéro avec -r-j et ^{y) désignant d'autre part une fonction bornée, positive et dont l'intégrale par excès dans F -*oil finie.
-Xous allons démontrer que, dans ces hypothèses, l'inté-
;:rale
l'rise soit par défaut, soit par excès, est égale à
SE/dx dy,
87. Tout d'abord, l'intégrale S,; \/\dx aura une valeur bornée. Soit, en effet, p une quantité fixe quelconque. Si |^|>>p, l'intégrale sera, par hypothèse, moindre que
Si |j/-| = p, on pourra décomposer le champ G^ en deux autres, formés respectivement par ceux de ses points où !j"|>P et par ceux où |j7|^p. Dans la première partie do champ, l'intégrale sera encore moindre que Êp?(j^)« L'étendue de l'autre partie du champ ne surpassant pas 2p, I intégrale correspondante sera moindre que e^p; on aura donc dans tous les cas
^ f'iant égal à zéro si | j^| >> p, à i dans le cas contraire.
Les intégrales par excès ou par défaut de la fonction / dans le domaine G^ sont donc déterminées, et pour chaque
valeur de y leur module ne surpassera pas la limite cidessus.
Les intégrales
"^v dy "^ii^ f dx
(calculées par excès ou par défaut) sont également déterminées. Il suffit, en effet, de montrer que l'intégrale
SF<v|Sc^/âf^| est finie. Or cette intégrale est au plus égale à
dont la première partie,
est finie, par hypothèse. La seconde partie Test également, car elle est évidemment égale à
hpï'ij
F| désignant la longueur de l'ensemble formé par les points de F pour lesquels |^| <p, longueur au plus égaJe à 2 p.
88. Soit maintenant ^^ l'ensemble des points de E pour lesquels |^| et |^| ne surpassent pas un nombre donné R. Décomposons le plan par des parallèles aux axes coordonnés
en carrés de côté — > l'origine étant d'ailleurs un des sommets du réseau. Ces carrés seront de trois sortes :
I® Des carrés e intérieurs à A^;
2° Des carrés e' extérieurs à A^ ;
3** Des carrés é qui rencontrent sa frontière.
Soit D le domaine formé par l'ensemble des carrés e\ si
— décroît indéfiniment, son aire tendra vers l'aire de A», et n
si, en même temps que — décroît, on fait croître R, l'intégrale double
%iifdxdy
tendra vers
"àf^fdxdy.
D'ailleurs, f étant intëgrable dans le domaine D qui est mesurable, cette intégrale double est égale à
en désignant par cp Fensemble des valeurs de y qui correspondent aux divers points de D, et par y/ l'ensemble des valeurs de x qui correspondent à Tune de ces valeurs r. Comme D est contenu dans E, ^ le sera dans F, et y^ dans G^.. Kafin, si l'on remarque que, dans tout le domaine F — '^, •;, est nul, on aura
Sf-9 dy Sy^ fdx =z o.
L'intégrale précédente sera donc égale à
Il nous faut montrer que cette expression tend vers ^F^/Sfi fdx ou, ce qui est équivalent, que l'intégrale
Sfdy Sn^/dxy où Hv= Gy — Y^, tend vers zéro.
Cette intégrale est la somme des deux suivantes
Sp dy Sa^ fdx H- Sp dy Sb^ / dx,
Av et B^ représentant respectivement l'ensemble des points de Hj qui appartiennent aux carrés e' ou aux carrés e".
1'' En tout point de A^, l'une au moins des coordonnées Xj y a. un module > R; on aura donc
I \/dx\ = Sj,^ \/\dx< ek ©(7) H, par suite,
I Sf dy Sx^/dx | < êr Sp ^{y) dy,
quantité qui tend vers zéro si R tend vers oo.
2** Passons à la seconde intégrale. Si | j^ | > R, H^ n'ayant aucun point commun avec les carrés e", le champ B^ s'annulera; et Sb /dx sera nulle. Au lieu d'intégrer cette fonc-
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lion dans tout le champ F, il suffira donc de l'intégrer de
y=: — RàjK = + R.
Soient, d'ailleurs, jko? • • • , yk, yk^\ =yk+ dy^, ... les parallèles aux x qui ont été tracées pour former notre décomposition en carrés. L'intégrale
que nous avons à calculer, sera la somme des intégrales
la sommation s'étendant à tous les intervalles dyk dont la réunion forme l'intervalle de — R à + R.
Soient Ik la somme des longueurs des carrés de l'espèce e!' qui sont contenus dans la bande comprise entre les droites yk ^^ yk-\- dyk\ a^k une quantité au moins égale à Ix- Si ^ est compris ^nive y k el y k-^ dyk^ l'ensemble B^ formé par les points communs à H^ et à ces rectangles aura une étendue au plus égale à cl^» On aura par suite
\^^^''''dyS^Jdx\<Z:,,dy,, et enfin
I Sî5 dy Sny/dx I < 2 £a, dy^,.
Les carrés e^ étant tous compris enlre les droites x=^ — R et ^ = -f- R, aucune des quantités l^ ne pourra surpasser a R. Soit 0" la somme des longueurs des éléments dy^ pour lesquels 4 est supérieur à un nombre donné 3. Pour ces éléments, on pourra prendre a;t= ^R, et pour les autres, dont rétendue totale est aR — <t, on pourra prendre aA=o; on aura, par suite,
2£ai^/*=68(2R — a) + e,Ra-2RÊ8H-<ye
IR
D'ailleurs, l'aire totale des éléments c" est évidemment égale à
2 4 dyki
INTÉGRALES DÉFINIES. qS
et, par suite, plus grande que 8a-. Ou a donc
Se"
et, par suite,
Or, eg tend vers zéro avec 8, et d'autre part, Ar étant mesurable, Se'' tend vers zéro quand n tend vers oo. On peut donc, quel que soit K, choisir 8 assez petit, et ensuite n assez ;^raDd pour que chacun des deux termes ci-dessus devienne aussi petit qu'on voudra.
90. Les changements de variables sont un des meilleurs moyens de reconnaître si une intégrale définie a une valeur déterminée.
Considérons, par exemple, l'intégrale triple
S^fdxdydz^
le champ E étant supposé borné, et la fonction/* intégrable dans tout le champ, sauf aux environs d'un point (a, 6, c) intérieur à E.
Traçons du point (a, 6, c) comme centre une sphère d d'un rayon p arbitraire. L'intégrale de |/|, prise dans le champ E — rf, sera finie; iJ reste à savoir si elle est également finie dans la sphère d.
Prenons pour nouvelles variables des coordonnées polaires '*, 5, f ayant leur centre au point (a, 6, c). L'intégrale
Sa\/\da:dydz
sera changée en
S\f\r^sln^drdbdm,
r variant de o à p, B de o à tc, et (p de o à 27t.
Supposons que, aux environs du point (a, 6, c), on ait constamment
l/l<7il' M désignant une constante et [x un exposant < 3. Celte iné-
galité ayanl lieu dans toute Tétendue de la sphère d si p est assez petit, l'intégrale à évaluer sera moindre que la suivante
f dr f d^ f — -^sinOc/?
Elle sera donc finie.
Au contraire, si Ton avait aux environs du point (a, b, c)
l'intégrale serait plus grande que la suivante
laquelle est infinie.
91. Supposons maintenant que l'intégrale S/dxdyc/z soit déterminée dans un champ borné quelconque, et cherchons dans quelles conditions on pourra l'étendre à tout le plan sans qu'elle cesse d'être déterminée.
Considérons une sphère d'un rayon R ayant son centre an point (a, bjc), par exemple. L'intégrale de \/\ sera finie dans cette sphère; il s'agit de reconnaître si elle l'est également dans la région extérieure du plan.
Prenons les mêmes coordonnées que tout à l'heure; dans la région en question, r variera de R à oo, 6 de o à tc, et cp de
Supposons que, pour tous les points {x,y^s) suffisamment éloignés du point fixe (a, 6, c), on ait
^inégalité précédente ayant lieu dans tout le champ, si H
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est assez grand, l'intégrale à évaluer sera moindre que
iSIC
_ ^tM I
Elle sera donc finie.
Elle serait infinie, au contraire, si Ton avait pour tous les points suffisamment éloignés de (a, 6, c)
III. — Calcul des intégrales définies
9â. Soit à calculer l'intégrale définie
dx
Supposons d'abord P<o. L'intégrale indéfinie sera log(jr--a— ^i) -|-consl.=:|Log[(a7 — at)*-H ?']
-hArctang- ^ - -h const.
Or, lorsque x varie de a à 6, les diverses parties de celle ''xpression restent continues : la valeur cherchée sera donc
\ Log[(6 - a)«-H P*] -h Arc tang — ^,
-iLog[(a-a).4-n-Arctang^-^-^
Si ^ = o et a < fl < 6, l'intégrale indéfinie sera
Log(^ — ^) + consl. ;
n comme Log(x — a) reste continu entre a et 6, l'intégrale
définie sera
b — 'x Log(^ — «) -Log(a — a) = Log— --.
Si ^ =: o et a < 6 < a, l'intégrale indéflnie sera
Log(a — x) -+- const.,
et l'intégrale définie sera
Log ,
résultat qui concorde avec le précédent.
Enfin, si p = o et a < a < 6, la fonction à intégrer dev nant infinie du premier ordre au point a, qui est conter dans le champ, l'intégrale sera indéterminée.
Soit à calculer l'intégrale
la fonction y(^) admettant une dérivée déterminée en chaqi point du champ, sauf en un nombre limité de points où el devient infinie.
La fonction à intégrer est la dérivée de Arc tangf{s). ( cette dernière fonction reste continue tant que /{^) res fini ; elle diminue brusquement de 7; chaque fois que /(J passe du positif au négatif en traversant Tinfini; elle au mente au contraire de tt, si /{j^) passe du négatif au posili On aura donc (S9), en désignant par m et n les nombres < passages respectifs du positif au négatif et du négatit i positif,
' 7 , fi ( N ^^ = '^^^ lang/( ^) — Arc tang/(a) 4- (m - n)
Soit, en particulier, f(x) = x\ m el n seront nuls; viendra
dx
et, si l'on pose a = o, b = cc^
de
- =: Arc tang^ — Arc tanga
/'* dx
Passons à la détermination de l'intégrale
TZ
m étant un entier positif.
Pour /w i^ o, on aura
it lo / dx .(x)l ^.
Pour m =
II"- 1 sinxdx ( — cosj?)3 i
On a, d'autre part, quel que soit m,
«*l, en intégrant par parties,
it
i-.~ «' — coSwTsin
in'"-*j:)J — 1 ( — cosx){m — i)sin'""~^j;cosarc/j7.
Le terme tout intéerré s'annule aux deux limites o et - ^^uant à l'intégrale du second membre, elle est égale à
1//1 — i) 1 sin"»-' jc(i — sin^j?) ^/ar = (m — 0(l/w-2 — ^m)-
On aura donc
d'oi
ou
Supposons, d'abord, que m soit un nombre pair in. Cette formule donnera successivement
' Hn~ • ~' ^2/i-S
in 2/2 — 2
1/1 {in — 2). ..2 ° (2/2 — I ) ( 2 /2 — 3 ) ... I ir
\ in {m — 2). ..2
Si m = 2/1 -h I, on trouvera de même
On déduit des formules (i) et (2) la relation suivante :
it
2 (2/1 — l)(2/2 — 3). . . I .(2/1 -h-I) (2/i — l)...3 Ij«-Hi
Il est d'ailleurs aisé de trouver deux limites supérieure et inférieure du rapport -— — • En effet, on a, en général,
2E Im — I/w+i ^"^ / sin"*d7(f — smx)dx.
Cette intégrale est positive; car, de o à -> les facteurs
sin:r, i — sin^ et rf^sont tous positifs. Chacun des éléments dont la somme constitue l'intégrale est donc positif.
Posant successivement m=: 2n — i etm = 2/i dans celle irlation, il viendra
M/i-l ^ ^in ^ *2/H-l»
il'oîi
1 ^ ^»» ^ hn-i 1 < j < j >
ri par suite, d'après la formule (2),
lî/i ^2/1 + 1
Si n tend vers 00, . converge donc vers l'unité, de telle
M «-Kl
sorle qu'on aura
TC ,. (2. A. . .2/l)'
— =z Jim
CVst la formule de Wallis, déjà trouvée dans le Calcul diflTérenliel.
9o. M. Hermite a établi que le nombre e ne peut être racine d'une équation algébrique. Nous allons exposer une démonstration nouvelle de ce beau théorème, donnée récemment par M. Hurwitz.
L'intégration par parties nous donne
Si/(j:) est un polynôme entier, l'application répétée de cette formule nous donnera
re'''f{x)dx — — e-*F( J?) -h F(o),
'*n posant, pour abréger,
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Nous aurons donc
Supposons que e satisfasse à une équation algébrique
Co -h Cj éf -I- . . . -h c,je" = o.
En posant dans la formule précédente ^ r= o, i, . . ., /i el ajoutant les équations obtenues, respectivement multipliées par Co, C| , . . . , C/}, il viendra
o --Z. y CaF(*) -!- y c*e* Ç e-'f{x)dx,
et cette égalité devrait être satisfaite quel que fût le polvnôme/(j:). Or nous arriverons à une contradiction^ par un choix convenable de ce polvnôme.
Posons en effet
f(jr)— — ' , xf-Hœ— \}P(,r — 'iV . . Aœ ~- n)P, (p — I).
p étant un nombre premier infiniment grand.
Développons ce polynôme suivant les puissances croissantes de x; nous aurons
f{x)-z - --- (Aj7/'-»-f-B^/'-r...), •^ {p — I)I
A, B étant des entiers, dont le premier n'est pas divisible par /?, si /? ^ n. On aura donc
/(O)--O, ..., fP-\0)--=:^0, fP-Ho)^.k, /P{0)-Znp, ....
Donc
sera un entier, non divisible par p.
Développant /(j:) suivant les puissances de x — /r, nous
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aurons de même, pour ^ = i , a, . . . , «
B*, Ca étant des entiers; et
-era un entier divisible par/?, ï^ somme
Sc„F{k)
>erd donc un entier, non divisible par/?, si /? > j Cq ], et, par ^uile, différent de zéro.
On a, d'autre part, dans tout l'intervalle de o à /?,
«l; par suite,
jf
'l'iantilé qui tend vers zéro pour/? = oo.
Or il est évident que la somme d'un entier et d'une fraction 1res petite ne peut être égale à zéro.
96. Le nombre tt est également transcendant, mais nous nous bornerons à établir qu'il est incommensurable. Prenons pour point de départ l'intégrale
(i -- .r')" COS3X dœ.
n désignant un entier.
Posons, pour abréger.
et opérons une suite d ^intégrations par parties portant sur le facteur transcendant. Il viendra
j (i -~ j:^)^ coszx dx _ VF (x)s\n za:!^^ r^'F' (.r) s\nzx
_ rF(a:)s\nz:r~\-^^ rF'(.r)cos:;.r1^* /•'^*F7.r)cos3.r
COS
x„_., r F^»^U a:) sm za^ ,
Or F est un polynôme de degré 2/i; on aura doiu- V'-'^'^*{x) --^ G, et rintégrale du second membre se réduira à zéro.
D'autre part, F(x) étant une fonction paire, il en sera cK* même de ses dérivées d'ordre pair F"{x), ..., F^"(jr); au contraire, F'(j:), ..., F-"~* (j?) seront des fonctions impaires. I-.es termes tout intégrés prendront donc pour x = -f- i «m pour X -^ — I des valeurs égales et contraires. On aura^ par suite, en substituant ces deux limites et faisant la dilïeronre (les résultats,
(3) 1 (i — a:*)" COS zxdx ^ 2(M sin^; -4-Ncos;:).
en posant, pour abréger,
^. F(i) F'^i) xnF*'*(0
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Pour calculer les coDStantes F(i), F'(i), ..., F^"{ï), on n-marquera que la série de Tajior donne
F(i-H/i)=zF(i)-f- LAiZ A -.-... -i-F*(i) j -4-....
Mais on a, d'autre part,
F(i-+- Aj -[i — {i-r-hyy-i -i)'»(2A-i-/i2)'»
= A^h" -h A^^iA"^» -i- . . . 4- A,;, Aî«,
Awj A«^|, . , ., Ajrt étant des entiers. On aura donc, enconijKirant ces deux expressions,
Substituons ces valeurs dans la formule (3), et mettons - --r — en lacleur commun; il viendra
i) / (I — Jr^)'^ coszjcd.c =1 '-' -' .'— (P sin^ -h O coss),
P el Q étant des polynômes en z^ de degré inférieur à 2/i -f- i <*l d coefficients entiers.
Cela posé, admettons que - fût égal à une fraction ra
tiunnelle -• Posons z=- dans la formule (i). On aura
«os -3 -— G, sin>s = I, ^^^_^i = Y,,»^' E,| désignant un entier;
et, par suite,
(i - j72)«cos-xe/a:izi— ^-^-^:^E„,
(l*uù
E-=i 1 (i — jr^)^ cos- X dx.
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On devrait avoir une égalité de ce genre pour toute valc^iir de n. Mais cela est absurde, si n est suffisamment grand.
En effet, i — x^ et cos-j: étant positifs, mais moindres
que 1 dans toute l'étendue du champ d'intégration, l'inlé- (i — X-)" co?i - X dx sera positive, mais ses él»»-
ments seront moindres que ceux de Pinlégrale / djr, qui est égale à 2. On aura donc
I (i — .r2)« CCS ~xdx - : 6,
0 étant positif, mais -^ ^ 2.
D'autre part, le fadeur — décroît rapidement quand
n augmente : car, en changeant 11 en /i -f- i, on le multiplie parle facteur— > qui est très petit pour de grandes valeurs de /i. Si donc on prend n assez grand, le second membre de l'équation (5) sera une quantité positive et moindre que l'unité, tandis que le premier membre est un entier. L'hypothèse de 11 commensurable conduit donc à une contradiction .
Soit à calcultT l'intégrale
/* sin J? , ,. /* sin.r , dx n-i lim 1 ax, X b - x .' ^^
Posons b ^^ 'iriTz -r- 1' ') '' étant <^/^ 271, et l'entier n tendant vers 00; on pourra écrire
La dernière intégrale tend vers zéro^ car le module de I;
ini
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"iirtion à întésrer y est moindre que > et retendue du
hamp est <.^ iiz: son module est donc << -• •^ n
Les autres intégrales peuvenl se ramener aux mêmes litres par des changements de variable. Kn effet, posons
liiis Tintégrale / ; elle deviendrî
Posons, «l'autre part,
[ik- 1,11
; elhe deviendra
Réunissant toutes les intégrales ainsi transformées, on
dura rintégrale
' \-—y ^-t-/ 3?:--/ 3TC-f-y (•>.« --1)11-1-/7
'lonl il faudra trouver la limite.
Celte limite ne sera pas altérée si Ton ajoute à la suite entre parenthèses la série infinie
(2n -\- i)tz — y (2/i-i-i)TtH-y
<ar, pour toute valeur de y comprise dans le champ d'intégration, les termes de cette suite sont alternativement positifs et négatifs et vont en décroissant. La série a donc une
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valeur déterminée, positive et moindre que
' ^ ( 2 /i -f- I ) TT — y
et a fortiori moindre que
L'intégrale
/ R«sin/dy
aura donc son module moindre que la quantité infiniment petite
j imz in La limite cherchée sera donc l'intégrale
/ Ssin/^y,
s désignant la série infinie
Tz — y Tz -\- y Sir — y 3it -+-y
Ox, si nous posons y = 7w(i — 2^), il viendra
2Tr\;; z — i z -\- i z — 2 5 -f- 2 /
-::|C0tTr^ (T. I, n» 377)
^icot^^^^'j^itangj.
Donc
Je* sin V C^
\ —l^dx— / itangijsinjû(y
— 1 s'in^ y riy := "^
99. Cette intégrale est d'ailleurs semi-convergente; on a, en effet,
— ^;G^.r=Iini / siny i h. ..-h, r Idy-
Or le facteur entre parenthèses est plus grand que la
quantité
K 27: * ' * ( 2 /^ — I ) TT
L'intégrale sera donc plus grande que
/ siny df =
Or la série i -j- ^ -j- j -+- . . . étant divergente, m tend vers
1 infini en même temps que n.
100. Lorsque l'on n'est pas en mesure de trouver la valeur exacte d'une intégrale définie, on a recours à des procédés •l'approximation que nous allons exposer.
Il faut tout d'abord s'assurer que l'intégrale cherchée a nue valeur finie et déterminée, et assigner des limites entre lesquelles elle se trouve contenue. Le théorème de la moyenne permettra le plus souvent d'arriver à ce premier rf'sultat.
lOi. Considérons, par exemple, l'intégrale
où A- est supposé < i.
i^ fonction à intégrer devient infinie pour x =z i . Mais Idrdre d'infinitude est , ; l'intégrale est donc finie. Pour assigner des finiites à sa valeur, mettons-la sous la forme
dx
\Ji — x\\\-{' x){{— k^x')
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Le facteur _r restant positif dans toute Tétendue de
Soit encore l'inlégrale
I logsin^^.r.
La l'onction logsin j: étant constamment négative, l'inlégrale a tous ses éléments négatifs; sa valeur aura donc zéro [)Our limite supérieure.
Pour obtenir une limite inférieure, mettons -la sous la forme suivante :
\o^(x~-—\dxz~ I lo^xdx-h I log---'- 6/.r.
L'intégration par parties donne
• s 1 n .7* D'autre part, la fonction étant évidemment décrois-
-inle de o à 1 , la plus petite valeur de log^ correspondra
A celle dernière limite, et l'on aura
/ log ^^Z \ log sin (i) é/uTT^iog sin(i).
On aura donc finalement
Jf logsinjrrfj7j — i H- log sin(i).
Considérons en dernier lieu l'intégrale
'i«»iU tous les éléments sont positifs. Pour lui assigner une liinile supérieure, décomposons-la dans les deux suivantes :
e-'^'dx-r- I e""' dx.
Dans la première intégrale, e-^' est toujours < i . Elle sera (l'»uc moindre que la suivante
dx - I.
Dans la seconde, e"-^* <i e"-^ . Elle sera donc inférieure à
et' Ile-ci
y* os
/ e--^ dx — [— 6'-^]* — e-K
On aura donc
€~^ dx <C I -h e?~'.
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104. Pour calculer la valeur approchée d'une intégrale définie, on peut avoir recours à l'une des trois méthodes suivantes.
Première méthode : Dév^eloppement en série, — On développe la fonction f{x) à intégrer en une série
/( jc) =1; ttj 4- «ï H- . . . -+- a„ -I- . . .
dont chaque terme soit une fonction dont on sache calculer l'intégrale. Si d'ailleurs cette série satisfait aux conditions du
n° 64, l'intégrale / /(^) sera donnée par la formule
Jpb plt pb ^b
\ f{x) dx ziz j Ui dx -h / W2 ^^ H- . . . -f- / «rt a ^ a ^a ^ a
dx
105. Considérons, comme application, l'intégrale elliptique de première espèce
Jo VI —
on aura, k étant << i ,
k^ sin^©
(i — A'sin^cp) *"
= 1 -f- J^Â:*sin'o -+-. . .
^î«sJ^t/ip
Intégrant de o à 4>, et posant, pour abréger,
sin««pcfcpzzzl5„,
il viendra
(6) F(*)=:<l>-4-iI,A-«-f-...
V^ amplitude ^ Am champ d'intégration une fois donnée, il restera à déterminer les intégrales I. Le procédé le plus avantageux consistera à les calculer de proche en proche au moyen des formules récurrentes qui lient deux intégrales successives (46).
INTÉGRALES DÉFÎMES. III
Le cas le plus intéressant est celui où 4> -- -• On a
lans ce cas (94),
- 1 .3. . .(l/i — l) ir
<i ou
107. Si k est voisin de l'unité, la série (6) sera peu convergente. Posons, dans ce cas,
il'où
^■sln'î>) *i:zi (cos'ç -h A" sin'ç) * coscp L
♦-1 intégrons de o à 4>; il viendra
en désignant par J2« Tinlégrale
tang'"«p — ^— - I sin'"cp ces"*'*"' cp r/'^.
On a d'ailleurs, en posant f = - — ^j
Jo costp J^ sin^
Mog tang ~ 4;j^ r= — log tang Q - - )
Quant aux autres intégrales, elles pourront se calculer i\e proche en proche par les formules de réduction du n° 46.
108. Si k n'est ni très petit, ni très voisin de Tunité, les stries (6)et(^) seront toutes deux peu convergentes. On peut, dans ce cas, par un changement de variables dû à Landen, transformer l'intégrale elliptique donnée en une autre donl le module soit plus avantageux.
Considérons, à cet effet, un cercle de rayon i et un point A situé sur le diamètre BC, à une distance AO =^ k du cenlrr (Jiff- i). Soit P un point quelconque du cercle. Joignons
^r k k 0 ic
PO, PA, PB. Soient tp et ^ les deux angles PAO, PBO. On aura POC --^ 2'i, APO —-26 — <p.
Cela posé, le triangle APO donnera
AP2 — I -f- A* - 2 A ces 2 ']> -- ( i -f- A-)* — 4 A- sin2 ^
et
sin(2<}/ — cp) ^=^ A" sîn«,
d'où
ces {2^ — «p ) zi= y j — A"* sin* ;p.
Soit maintenant Q un point du cercle infiniment voisin de P. Joignons QP, QA, QB, et posons PAQ= rfcp, PBQ 3^ rfi. Le triangle inQninient petit APQ donnera
sin d^ si n APQ
"pgr~ ÂQ" *
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Mais on a sensiblement
sin e/o rzL dr^y
PQ^arcPQ=:2rf4^, sin APQ ■= cosAPO =:cos(2tj^ — cp) zn y/i — Â* sin'<p,
AQ 1= AP -" v^(i -h it)*— 4 A- sin*i^
et, par suite,
d^ _^ \U — A*-sin*cp
2 d^ \J(i -f- kY' — 4>t sin*i}i
ou
do 2 rf^/
V^i — /i- sin- '5 I 4- A- y/i — i^t sin*<^ en posant, pour abréger,
Intégrons cette équation de <p = o à <p = ^, il viendra
/•*_ do ^_2_r^ ^'L
•/o V I — X:* sin* (p * ~i~ ^Vo V i - - A} sin*<{^
la limite supérieure ^ de la nouvelle intégrale étant déterniiaée par Téquation
sin(2^ — ^) :=! k sin <I>.
109. Le calcul de l'intégrale proposée se trouve ramené par celte formule à celui de l'intégrale analogue
Le nouveau module k^ est encore inférieur à l'unité, car on a
mais il est > \fk, car on a r > i .
L> ne transformation semblable à la précédente ramènera le J. - IL 8
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calcul de l'intégrale (8) à celui d'une nouvelle intégrale dont le module k^ sera r> y/^n et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une intégrale dont le module soit assez voisin de l'unité pour que la formule (7) puisse lui être appliquée commodément.
110. Il est clair qu'on pourrait opérer en sens inverse et ramener le calcul d'une intégrale elliptique d'un module quelconque k\ à celui d'une intégrale d'un module moindre /r, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une intégrale où le module soit assez petit pour qu'on puisse employer la série (6).
111. Deuxième méthode : Formule d^Euler. — Cette formule a pour objet de donner la valeur approchée de l'intégrale
f{x) dx en fonction des valeurs que prennent la fonc-
tiony(:r) et ses dérivées d'ordre impair aux deux limites de l'intégration.
Pour rétablir, nous partirons de l'identité
^\z) dz-~ <p(a -}- h) — <p(a).
Posant z = a-i- h — m, elle deviendra
tp(a -h /i) — cp(a) — 1 ^' {a-\- h~ u) du.
En intégrant par parties 2p fois de suite, il viendra successivement
ïp(a-h /i) — «p(a)
=:^<p'(a)-|- / ^"{a-^h^u)u du
pîp+i(a-i- h — u
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C'est la formule de Taj'lor, où le reste est exprimé par une inté^le déûnie.
Remplaçons successivement, dans cette formule, la fonction p par ses dérivées cp', ©", . . . , ç^^"*, en remplaçant en même temps 2/? par ip — 1,2/? — 2, . . . , il viendra
Ajoutons ces équations à l'équation (9), après les avoir respectivement multipliées par des coefficients Ai h, ..., -^2p-\ h^^"* , choisis de telle sorte que les termes en o'^{ci), . . . , 3^''(a) disparaissent du second membre. Il viendra
' Q(a-4-A) — <p(a) + AiA[ç'(a + A)-cp'(a)]H-...
I =h^'ia) -4- f fP-^^{a-^k—u)F{u)du,
en posant, pour abréger,
F(tt)z= H Al -r-. . .-^PLip_ih*P-Ui.
Les coefficients A<, . . ., Aa;»-! seront déterminés par les équations de condition suivantes :
-+- Aj = o,
I Aj .
Al
H- 7—;: j^rz 7^ -h . . . -f- Ajp_.i =: O,
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auxquelles on satisfera en posant
Aj=: > •••> Ajjt —
B|, ..., B;^, ... dësignant les nombres de Bernoulli. En effet, les équations qui résultent de la substitution de ces valeurs de A|, A2 coïncident avec celles qui déterminent ces nombres (Calcul différentiel, n** 269).
112. Prenons maintenant pour o(x) Tune quelconque des fonctions qui ont pour dérivée y(^). On aura
1 /{x)dx,
et la formule (10) donnera, en y substituant, pourA<, A2,
leurs valeurs
i-hh
I /{x)dx
en désignant, pour abréger, par R Tintégralc définie
I PP(a-\- h — u)du\ /- -
Jf. Ll.2...2/> 2I.2...(2/> — I
Tr-]
En négligeant ce reste, on obtiendra la formule d'Euler.
113. Pour apprécier l'erreur commise, on remarquera que le polynôme entre parenthèses, dans la formule précédente,
n'est autre chose que h^^^^p^t ( v )> si l'on désigne par©a(/n
le coefficient de x^ dans le développement de — ^ > sui-
vani les puissances de x {Calcul différentiel, n*" 270). Or, de Féqiiation
^nx — ,
('0 --^ ~/l-htp,(/l)j7-l-. . .-hïpa(/l)^*4-. . .,
qui sert de définition aux polynômes Çi, . . . , cp^, . . . , on déduit aisément plusieurs propriétés essentielles de ces polynômes :
i** Ils s'annulent pour n = o et pour n = i ; car, dans l'un
comme dans l'autre cas, on a ^=^ n.
2^ Prenons la dérivée de l'équation précédente par rapport à 71, il viendra
Mais on a, d'autre part,
~x[n-^^i{n)x -h. . .-|-çôi(/i)x«-}-. ..]
On aura donc, en égalant les coefficients des mêmes puis-
î^ances de Xj
Oa en conclut aisément que Ç2*+i(^) ^^ peut reprendre plus de deux fois la même valeur dans l'intervalle de o à i. tn effet, s'il prenait trois fois la même valeur, sa dérivée ^ik^ii^) =^ ^2k(^) s'annulerait pour deux valeurs au moins comprises entre o et i. Elle s'annule d'ailleurs à ces deux limites. Donc elle s'annulerait au moins quatre fois, et sa
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dérivée f2k(^) ^" moins trois fois. Donc ^2k~i(f^) reprendrait trois fois au moins la même valeur. Il en serait évidemment de même de ^2k-i(^)j ... et enfin de ^i(n), ce qui est absurde, ?t(^) étant un polynôme du second degré.
D'ailleurs 02k+i s'annule aux deux limites o et i; donc il ne pourra s'annuler entre ces deux limites, et conservera toujours le même signe.
Cela posé, dans l'intégrale
-T varie de o à i dans les limites de l'intégration. Le facteur ^2p-.\ ( T ) ^^ change donc pas de signe, et l'on pourra poser
^^^k^pj^,,^,(^^^du,
[JL étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le minimum du facteur f^P{a -\- h — u). L'argument a -j- A — ?/ variant de a -h A à a dans le cours de l'intégration, on aura évidemment
6 étant compris entre o et i .
On a, d'autre part, en posant ^ = ^,
et comme ^2p(t) s'annule aux deux limites, on aura enfin
R —pp{a -h OA) ^~r}^^^P^ h^P^K
il4. Les nombres B4, B2, . . . croissant avec une rapidité extrême, la formule d'Euler deviendra le plus souvent divergente si l'on fait croître p indéfiniment. Toutefois, en donnant à ce nombre une valeur convenable, ni trop petite ni trop grande, on obtiendra généralement une approximation largement suflisante. L'expression du reste, donnée ci-dessus, permettra d'ailleurs d'agir en sûreté.
llo. Pour appliquer cette formule au calcul de l'intégrale définie
il suffira évidemment de poser h = b — a.
Lorsque le champ de l'intégrale est un peu étendu, il conviendra, pour obtenir plus d'exactitude, de le subdiviser en plusieurs portions égales, en posant
f f{jc)dœ^=zl /{x)dx~h f f{x)dx-^...
I f(x)dx.
Appliquant la formule d'Euler à chacune de ces intégrales partielles et ajoutant les résultats, il viendra
jo)djo = h\{f{a)~\-f{a-^h)^.,.^-f[a-r-{n ^i)1i]-^{f{b)\
I . a . . . ( 3/> — 2 ) et le reste R sera donné par la formule
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dérivée f'^nin) au moias trois fois, Dodc fx/t^ii"/ " drait trois fois au moins la même valeur, II eo ser»» ment de même de ?»*_){«), . . , et enfin de fii")' '^* '' est absurde, tp, (n) étant un polynôme du second deçt*-
D'ailleurs 91*+, s'annule aux deux, limites o et r, aoDCi ne pourra s'annuler entre ces deux limites, et consen toujours le même signe.
Cela posé, dans l'intégrale
R -^.f^ ppia - h - «)A'Pf,,-,(f ) du, I varie de o à 1 dans les limites de l'intégration. Le facteur fip-, (j\ ne change donc pas de signe, et l'on pourra poser
1* étant une valeur intermédiaire entre le maximum el '^ ""' nimum du facteur /"/"(a + A— u). L'argument a-h^-" variant de a -H A à a dans le cours de l'iatégration, on aura évidemment
ô étant compris entre o et i .
On a, d'autre part, en posant "l —- t.
, Wi. Ua nombres B.. El- -"' -' ■"'^'*3'" ' ) «Ww.UCormaVe ■ïi.~--T i ■■"-■''''' - '- '
' "ai à M nombre «^^ vL--vr : -v — j- -. i "f' grande, on olî'.^:.;-. ; --,-^-'"--'^- ---^ '"ïemenisuffisantr-.LV--.—^- ' '" ' -
Ud. rojit apoV; ' vi; v-"*- ' "^^^ — '
il suffira é\idça»=:r-. tiendra, \««r ot,-.c; ■
Appliquant * -j.
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|JL étant compris entre le minimum et le maximum Aef^P(x) dans rîntervalle de a à 6.
Troisième méthode : Interpolation. — L'intégrale
Jf f{x)dx est représentée géométriquement par l'aire du a
trapèze curviligne T compris entre la courbe y r=y(.r), l'axe des x, et les deux ordonnées x -- a^ x ^r-. b {Jig- a).
Fig. 2.
Cette aire est représentée, en efTet, par l'intégrale double S dx dy étendue au trapèze T. Dans ce champ, x varie de a à 6. A chaque valeur de x correspondent d'ailleurs des points du champ dont l'ordonnée varie de o à f{x). On aura donc
dx 1 dy 1-. I f(x)dx.
Remarque. — L'aire ainsi calculée sera affectée du signe ■ ou du signe — suivant quey(^) est positif ou négatif; et
Fig. 3.
si la courbe traverse l'axe des x^ comme dans la fig, 3, Tin-
légrale représentera la différence entre la somme des aires partielles A, B, situées au-dessus de cet axe, et l'aire C située au-dessous.
Le calcul de l'intégrale revient donc à la mesure de l'aire 'ie T. Celle-ci peut se faire approximativement de la manière suivante :
Marquons sur la ligne ab {fig^ 4) ^ points a^ <72, . . ., an et me<îurons les ordonnées correspondantes yi -= a< A<, . . . ,
Fig. 4.
Ynz=z an^n- Par les points A|, ..., A„ faisons passer une autre couvhe y =z ^(^x). Cette courbe, ayant une série de points communs aVec la proposée dans l'intervalle a6, s'en éloi^era vraisemblablement assez peu, et pourra lui être Mihstiluée dans le calcul de l'aire. Ce calcul pourra dès lors < effectuer sans difficulté, si l'on a eu soin de choisir pour '^{t) une fonction dont on connaisse l'intégrale indéfinie.
Le plus habituellement, on prend pour ^{x) un polynôme de degré n — 1 . On voit immédiatement que ce poix nome aura l'expression suivante :
En effet, pour xz==za\^ tous les termes de cette expression
s'annulent, sauf le premier, qui se réduit ky^ ; pour x — a2,
tous s'annulent, sauf le second, qui se réduit à j^2i etc.
Intégrant ce polynôme de a à 6, on aura, pour l'aire cher-
clit!*e,
/iIi-+--.-t-7«l«,
en désignant, pour abréger, par I« , . . . , I;, les intégrales
lesquelles sont indépendantes de la nature de la courbe
117. Le calcul de ces intégrales n'offre aucune difficulté . On le simplifiera un peu en changeant de variable, de telle sorte que les limites deviennent o et i. A cet effet, on posera
Soit, en outre,
a, — a -t- (6 — a)ôi, ..., a„=: a 4- (^ — a)0^;
il viendra
Ii==(^ — a)J,, ..., I„=:(6 — a)J«,
en posant, pour abréger,
j - r' (^-Ot)...(/-o.-i)
" 1 (o„-ôj...(e«-e„_o
Ces nouvelles intégrales ne dépendent plus de Tamplitude du champ d'intégration, mais seulement des rapports 8|, - . ., 9/1 des intervalles «i — a, ...,«„ — a à l'intervalle total b — a. Si l'on détermine ces rapports toujours de la même manière, on pourra calculer, une fois pour toutes, les constantes J|, . . ., J„; cela fait, quelle que soit la courbe /(j?), on n'aura plus, pour trouver une valeur approchée de son aire, qu'à mesurer ou calculer les ordonnées yi, ..., J"»? et à les substituer dans la formule
(6 — a){/iJ,-h...4-y«Jrt).
118. Cotes, qui a indiqué celte méthode, suppose les ordoonées équidlstantes, et pose, en conséquence, 61^0,
Il -^ > vj ^= 7 • • • > 0/1 =r:= I .
-Nous allons effectuer le calcul en supposant n = i. On aura, dans ce cas,
L'aire cherchée ^^ sera donc donnée par la formule
On trouverait de même, pour /i 1= 4»
pour/i=: 5,
-^ — --~-^ (77i -^ 32yj-+- i2/8-i- 32/4-H 7J5), y
119. Gauss choisit autrement les quantités Bf, ..., 0/,. Il se propose de lès déterminer de manière à atténuer autant •jae possible les chances d'erreur résultant de l'application de la méthode.
Pour évaluer cette erreur, concevons qu'on ait développé }[x) en une série de la forme
«o-h a,xH-. . .-h a,,,^"* H- . . . ;
on aura
D'autre part, C5(j:) étant une fonction linéaire désordonnées j^i , . . . , ynt on aura évidemment
cp;„(^) étant ce que deviendrait cp(j:) si fi^x^ se réduisait à x^.
L'erreur commise en substituant C5(:r) i\f(x) sera
en posant, pour abréger,
/ [a)'"—o,n{x)]dx—km'
120. On peut donner une autre forme à cette intégrale. Effectuons, en effet, la division de x^ par le polynôme de
degré n
(x — ai) . . .{x— a„) -=:P{x);
il viendra
Qot(^) étant égal à zéro si m<i n, à un polynôme de degré m — n dans le cas contraire, et Rm(^) étant un polynôme de degré <C n. D'ailleurs Rm{x), devenant égal à x'^ pour les valeurs ai, ..., an qui annulent P(^), ne sera autre chose que cpw(^).
On aura donc
d'où
f P(a:)Q,„(^)rf^;
<^„fx), . . ., Q«_i(^) étant nuls, on aura
iiidis A'rt, A'/,^|, . . . difTéreront en général de zéro.
Néanmoins, si l'on peut déterminer les n quantités a^ . . . , a«qui figurent dans Texpression de P(a:), de manière à satisfaire aux n relations
on fera ainsi disparaître de l'expression de l'erreur les termes ea a;,, ..., ai'2n-i lesquels sont vraisemblablement les plus importants, pour peu que la convergence de la série Sa^^"' soii rapide.
121. Pour satisfaire aux équations (12), il suffira, ainsi qu'on va le voir, de poser
Tout d'abord, les racines a^, . • ., an du polynôme d'ordre n ainsi défini seront réelles et comprises entre a et 6, ainsi que cela est nécessaire.
En effet, le polynôme [{x — a){x — 6)]"= X ayant n racines égales à a et 71 racines égales à 6, sa dérivée X' aura « — I racines égales à a, n — i égales à 6 et une racine rrelle ; comprise entre a et è : cela résulte du théorème de Kolle; X'*^, dérivée de X', aura de même n — 2 racines égales àUy n — 2 racines égales à 6 et deux racines r,,, yja respeclivement comprises entre a et Ç, et entre $ et 6; et ainsi de soiie jusqu'à X^"^, qui n'est autre que P(^).
En second Heu, chacune des quantités A"„, . . ., A*2«_i est de la forme
Ç qxc'^dx,
Q étant un polynôme d'ordre < n. Or cette intégrale est
nulle. En eOet, Tintégration par parties donne
OX
fy
Or la partie tout intégrée s'annule pour j: = a et x= b, chacune des quantités X^''"*^ X.^'^~^\ . . . , X s'annulant pour ces limites. D'autre part, l'intégrale s'annule, car, Q étant d'ordre <; /i, sa dérivée /i*^"* est nulle.
122. Il conviendra, ainsi que nous l'avons expliqué, de transformer l'intégrale de telle sorte qu'elle ait pour limites
o et i; F(^) = — ri n ^^^^ alors un polynôme parfaitement défini, et l'on pourra calculer une fois pour toutes ses racines, ainsi que les valeurs correspondantes des intégrales J«, J2, • . ..
Si les limites de l'intégrale, au lieu d'être o et i, étaient
— 1 et -h ï , le polynôme P(^) = — , ^ se confondrait,
à un facteur constant près, avec le polynôme X,j de Legendre, que nous avons précédemment étudié {Calcul différentiel^ 273 à 275).
123. La méthode de Gauss, étant en général celle qui donne le résultat le plus précis pour un nombre déterminé d'ordonnées, devra être employée de préférence lorsque ces ordonnées seront difficiles à calculer. Mais, s'il s'agit de trouver l'aire d'une courbe graphique, sur laquelle les ordonnées peuvent être mesurées immédiatement, on obtiendra de bons résultats par les méthodes plus simples que nous allons indiquer.
124. Méthode des trapèzes. — On divise l'aire à évaluer en n parties par des ordonnées équidistantes. A chacun des
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trapèzes curvilignes ainsi obtenus, on substitue le trapèze rectiligne ayant les mêmes sommets. En désignant par ^o, ..., Vu les ordonnées, ces nouveaux trapèzes auront pour aires respectives
Vo~yi b — a yx-^Yt b — a /«-+->«_, b — a 1 ) • • • » — — >
2/2 2/1 in
et Taire totale sera
125. Méthode de Simpson. — Simpson divise encore l'aire en n parties, mais dans chacun des trapèzes curvilignes il mesure Tordonnée médiane, pour substituer à la courbe une parabole, suivant la méthode deColes. Il trouve ainsi, pour les aires des trapèzes successifs, en désignant par ^'0, . . .,^2« les ordonnées,
et pour l'aire totale
[>^o4-/,„-4-2(y,^-...-hy,„-j)-+-4(yi4-yj+...H-y2/,-i)]-g^-
IV. — Applications géométriques
126. Rectificatiok des courbes. — Une courbe plane étant définie par deux équations
on a vu que la différentielle de l'arc est donnée par la forai ule
ds — ^x'^-^y'^dt.
La longueur de l'arc 5i — 5o, compris entre les points /q
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et /,, sera donc donnée par l'intégrale déCnie
1° Appliquons celle formule à la cycloïde. On aura (t. I,
ds=r. a\j2 — 2 ces tdl=:z 2a sin \ t dty d'où
5j — 5o =^ / 2asin^^ûf^zr:[- 4ûfC0s|/]''.
On aura, en particulier, la longueur de l'arc correspondant à une révolution entière du cercle générateur en prenant ^0 = o, ^1 =:= 27i;. La longueur cherchée sera 8a.
2*^ Pour la parabole
on aura, en prenant y pour variable indépendante, d'où
L'intégration par parties donne
mais on a
J K^y'-^p^ J J sy'-^p^
et, en substituant dans Téquation précédente, 2 fsjy:^p^dy^ysJy~:-~]?-\-p^ f -^^==
—y\^y^p^ -r-p^ log (v/y-h/?« 41 y ) _|- e.
La longueur s^ — Sq de l'arc compris entre les points r^f
r, , sera donc
3*" Considérons enfin Tellipse
a: = acostf y=ibsint.
On a
ds z=. \]a^ sin* ^ -h ô* ces* / dt
ou, en posant 6* = a^ (i — e*),
dsr=za\Ji — e*^cos* t dt, V^n posant
on voit que l'arc sera représenté par une intégrale elliptique (le seconde espèce
On peut prendre, pour variable indépendante, au lieu de t
ou de M, la latitude X, c'est-à-dire l'angle de la normale avec
le grand axe. On a
. djc a
tangXz=- -- = - lang^,
d'où
1 «cosX cosX
COS t =1
^' •^ \/a*cos*X-f- ^*sin*X i/i — ^^sin*A
i-f--:, taog'X " ^
/ -4 . r\ 5- I / 5^;^ ôcos/
Va*sin'^-+- 6*cos'^ = 6cos^vtang*X -i- 1 = r-
' ° cosX
el enfin *
a dt dk I ^ cos^t
T rr — r> ' at z^ - rr- a A ,
o cos^t cos-X a cos*X
d'où
f^'b* cos»^ ^ /'• a(i-^e^)d\
^À. « <^^» ^ Jx. (i-e^siû'X)?
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Si rexcentricité e est faible, on obtiendra aisément une valeur approchée de celte intégrale en développant la fonction à intégrer suivant les puissances entières de e^] dans les coefficients figureront les intégrales
f sin^^'X^,
que nous savons calculer.
Si la courbe proposée est définie par une équation
entre les coordonnées polaires p et (o, on aurait, comme on sait,
ds =1 v^r* 4- r'^ dta et, par suite,
128. Enfin, une courbe gauche étant définie par trois équations
on aura
ds = s/x'^ -h y- -+- z'* dt,
et l'arc s^ — Sq sera donné par l'intégrale
r' v/.r'*-f-/*-f-V* dt.
129. Aires planes. — Considérons un domaine plan D, borné par une ou plusieurs courbes. Supposons, pour pluï» de simplicité, que pour chacune de ces courbes
les fonctions /et cp admettent des dérivées continues, sauf pour un nombre limité de valeurs de t. L'aire de D sera
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(Jonoée par Tintégrale double
V dx dy,
étendue à tout l'intérieur de ce domaine.
Mais celte intégrale double se ramène aisément à une intégrale simple.
130. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'évaluer l'aire comprise entre les deux ordonnées y =/(a;), l'axe des x et les deux ordonnées x = Xq, x^=. X\,
Elle est donnée (116) par l'intégrale simple
/ ydx.
Si la courbe est définie par deux équations
on pourra prendre t pour variable indépendante, et Tintëgrale se transformera en la suivante :
^{t)f(t)dL
i^ Admettons, par exemple, que la courbe C soit
I hjrperbole équilatère
xy — a,
on aura pour l'aire cherchée
r' a dx , Xf — ~ izz a loff — • -. ^ ^«
a' Si C est la parabole
y'^ — ipx,
celle aire sera
/ ^ipxdx'=L\sj'ip\x\ — arj).
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3" Si C représente la moitié supérieure de l*ellipse
on aura
y dx = — ao sin' tatz:^ — ab at.
et l'aire cherchée sera
En posant tQ-=zTZj ^, = o, nous voyons que Taire de la
demi-ellipse sera — -; celle de l'ellipse entière sera donc
égale à tzab,
4** Enfin, si G est la cycloïde,
on aura
ydx=: a'(i — cos^)"a^=: a*( i — 2C0Sf H 1 dt
et
/, •/. • ^ sinaA'» y dx zzz a^i t — 2 sm ^ H ! ; — ) • A 2 4 A.
Faisons en particulier tQ= o, 1^= 27t; nous voyons que Taire comprise entre l'axe des x et la cycloïde pour une révolution complète du cercle générateur est égale à iiza^,
132. Supposons plus généralement que le domaine D, dont pn demande Taire, soit borné par une ou plusieurs lignes rectifiables dont chacune soit décomposable en un nombre fini d'arcs partiels A, A|, ..., tels que sur chacun d'eux X varie constamment dans le même sens (ou reste constant). Soient Xq^ X le maximum et le minimum de x dans le domaine D.
Par les extrémités des arcs A, A| , . . . , menons des parallèles a:© ? «^ir ^2 ? • . . , X à Taxe des^.
Considérons la portion du champ comprise dans la bande
IXTÊGEALBS DÉPIlflES.
qui sépare deux parallèles consécutives x/, x/^i (^fig^ 5). Lae parallèle x à l'axe des y menée dans cette bande renconirera la frontière de D en 2/i points P^ P2, Ps, P4, ...,
Fig. 5.
le nombre n étant constant dans une même bande, mais pouvant varier d'une bande à la suivante (il est égal à 2 dans In Ggure ci-jointe).
Soient ri, ^2, ... les ordonnées des points P,, P^, .... L'aire de la portion du champ comprise entre xi et ^v^^ sera évidemment égale à
dxjdy— I t/j:(— ^j-hj-j — ^3 + 74 — ...). Plus généralement, si, au lieu de l'intégrale V dx dy^ on
S/) F" -r— dx dy^ oiJ F désigne une
fonction de x^y^ on aurait, pour la partie du champ comprise dans la bande xixij^x^ en désignant par F|, F2, . . • les valeurs de cette fonction aux points (^, J^i), (•2?,y2)7 • • •?
L'intégrale totale s'obtiendra en faisant la somme des intégrales partielles ci-dessus, relatives aux diverses bandes.
133. Si nous supposons que le long de chacun des arcs A, A|. . . . il existe une tangente, dont la direction varie d'une
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façon continue avec l'arc 5, on pourra donner une forme élégante au résultat précédent. Soient, en eflTet, ds^j ds2, ... les éléments d'arc voisins de P|, P2, . • . qui se projettent sur l'élément dx; N|, Nj, ... les normales à ces éléments, menées dans le sens extérieur au champ; N, Y,.N2Y, ... les angles qu'elles forment avec l'axe des^ positifs; on aura évidemment
dx = — dsi cosN yY z=z -h ds^cosNfY z=. — rf^jCosNjY =. . . , d'où
ûrx(— F, + F,— F, H- . . .) =/'F cosNY ds,
la sommation étant étendue à toute la longueur des arcs contenus dans la bande XiXi^x . Sommant les résultats relatifs aux
diverses bandes, on voit que l'intégrale double V -7— dxdy
est égale à l'intégrale simple
yFcosNYrf^,
étendue à toute la frontière du champ.
Si la frontière était constituée en partie par des parallèles auxj^, il semble tout d'abord que ces lignes devraient être exclues de la sommation ci-dessus ; mais, comme cosNY est nul tout le long de ces lignes, on peut leur étendre la sommation sans rien changer au résultat.
Si nous posons en particulier F=y, nous aurons, pour
l'expression de l'aire ^dxdy^ l'intégrale simple
Ty cosNYûKf.
134. Lorsqu'une courbe fermée C présente des points multiples, la distinction entre les normales intérieure et extérieure ne peut être maintenue. On peut toutefois distinguer encore deux sens dans la normale, en appelant, par exemple, normale positive celle qui reste en chaque point à gauche d'un observateur décrivant la ligne C dans un sens déterminé.
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Il est aisé de déterminer dans ce cas la signification de
l'intégrale
Cy cos NY dsy
prise sur cette ligne, N désignant, pour fixer les idées, la normale positive.
Considérons, par exemple, le contour à quatre points multiples habcdedfagcfh représenté par \^fig> 6. Il partage le plan en six régions, dont cinq, L, M, N, P, Q sont bornées, la dernière s'étendant jusqu'à l'infini.
Soit a l'un des points multiples, choisi à volonté. Le contour proposé sera formé de la succession des deux suivants abcdedfa et agcfha. Ce dernier n'a plus de point multiple et, comme la normale positive lui est extérieure, l'intégrale
fy cosNYds prise suivant ce contour sera égale à l'aire
qu'il enveloppe, soit L H- M H- N . L'autre contour abcdedfa^ qui a encore un point multiple d^ est la somme des deux contours partiels ded et abcdfa qui n'ont plus de point multiple. Sur le premier, ded^ la normale positive est intérieure à l'aire Q; cosNY sera égal et contraire à ce qu'il aurait été si l'on eût pris la normale extérieure; l'intégrale obtenue sera donc — Q. Sur le second, la normale positive étant extérieure, l'intégrale sera M H- P.
Ajoutant les résultats qui précèdent, on voit que l'intégrale 1 y cosfiY ds étendue à tout le contour sera égale à
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On pourrait opérer de même pour un contour quelconque, et Ton obtiendrait dans tous les cas un résultat de la forme
XL-h |jlM -f- vN
L, M, N, . . . désignant les aires des diverses régions du plan bornées par le contour, et X, [x, v, . . . des entiers positifs ou négatifs.
135. Si nous remplaçons les coordonnées rectangles x, y par des coordonnées polaires r, to, l'aire sera donnée par l'intégrale double
rdrdvù.
Celle-ci peut, comme la précédente, se ramener à une intégrale simple.
En effet, soit en premier lieu à déterminer l'aire du triangle curviligne compris entre les deux rayons vecteurs w© et c»)< et la courbe
la fonction/((i)) ajant une valeur unique et déterminée pour chaque valeur de w comprise entre co© et Wi. L'aire cherchée sera évidemment
' cita I rd/'TTz I — ddù.
L'aire d'une courbe fermée, enveloppant l'origine, sera donnée par la même formule, en y posjint a)o= o, w^ = ar. Si l'origine est sur la courbe, il faudra poser Wq = o, eu, = t.
136. Considérons plus généralement un champ D borné par une ou plusieurs lignes, décomposables en un nombre (înis d'arcs partiels A, A|, ... tels : i° que sur chacun d'eux (i> varie constamment dans le même sens (ou reste constant); 2° que le long de chacun d'eux existe une tangente, dont la direction varie d'une manière continue.
Joignons les exlrémilés des arcs A, A|, ... à l'origine; el, si Tun de ces arcs est une ligne fermée, menons en outre par l'origine deux autres droites arbitraires. Ces droites décomposeront le plan en secteurs.
Considérons la portion du champ comprise dans le secteur déiermîné par deux de ces droites, Wi, co/^i. Une droite menée par Torigine, avec un azimut compris entre co,- et (o/^i, coupera la frontière du champ en un certain nombre de points; soit n le nombre des points de sortie Po, Pi, ...; celui des points d'entrée, P| , . . ., sera n ou /? — i , suivant que l'origine sera à l'extérieur ou à l'intérieur du champ.
Soient Tq, ./'i, r^, ... les rayons vecteurs de ces points; NqR, N|R, ... les angles que la normale extérieure au champ y forme avec le prolongement du rayon vecteur. On aura ♦'•videmment
,t'*>i+i /» /-»Wi+i
/ dtti I r dr -ziz I - é/u) ( /• J — r j -H rj — . . . ) .
tai ^ ^ \ù
Soient d'ailleurs c/^o, ds\^ ... les éléments des arcs fronliêres qui ont pour perspective l'arc rfco sur un cercle de rayon i tracé autour de l'origine : on aura évidemment
, ^.ÇoCosNoR <y.ç,cosN,K
ato m r:= — =n: . . .;
1 intégrale précédente se réduira donc à / -(roCosNoR^5o-4- riCosNjRé/si^-...) — / -rcosXRû^5,
la sommation étant étendue à tous les éléments des arcs frontières compris dans le secteur (o/w/^i.
Chaque secteur donnant un résultat analogue, Taire totale sera donnée par la même intégrale, étendue à toute la frontière du champ.
l^e même raisonnement, appliqué à l'intégrale double plus générale
ar dtiiy
ôr
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inontrerail qu*elle est égale à l'intégrale simple
FcosNR
rVcos
ds.
137. Aire d'une surface courbe. — L'aire d'une portion de surface courbe, définie par les équations
est donnée par l'intégrale double
A, B, C désignant les jacobiens des fonctions <p, Çi , ^2? prises deux à deux.
Il existe deux cas assez étendus où l'on peut efl'ectuer l'une des deux intégrations nécessaires pour le calcul He cette intégrale double.
138. Considérons, en premier lieu, la surface engendrée par le mouvement hélicoïdal d'une courbe. (Ce cas comprend celui des surfaces de révolution.) Prenons pour axe des z l'axe de ce mouvement, et soient
les équations de la section de la surface par le plan des jrv. Lorsqu'elle aura tourné d'un angle (^, elle se sera élevée de mv^ m désignant une constante. Le point (X, Y) sera donc venu en un point (j?, y, -s), où
.r = X cos r, y z=X sin (;, 5 = Z -i- mç.
Les deux variables indépendantes seront u et p, et Ton
aura
A^= X'sinp.m — Xcos(\Z',
B = — -Z'Xsinc — mX' cosVf C = X' cos v.X cos (^ -h X sin v.X^ sin ç z= XX',
v/A«-h B*-4- C« zn v//n«X'*-+- X«Z'»-h X»X'«.
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Celte expression ne dépendant que de i/, l'intégration par rapport à v sera immédiate.
139. Cherchons, d'après cette formule, l'aire du lore enend ré par la révolution du cercle
X=ia-\- rcosu, Zz^rsina.
On aura
tft la fonction à intégrer se réduira à
rX = r (a H- r cos a).
On aura à intégrer de o à 21^ par rapport à s^, puis par rapport à u, La première intégration donnera
2Tzr{a-\- rcosu) et la seconde
[2T:r {au -h rs\nu]^=: 2itr.2ira.
140. Le second cas est celui des surfaces réglées, définies par les équations
a^ 6, ai, 61, aa, 63 étant des fonctions d'un paramètre ç. En désignant leurs dérivées par c/j b', , ,,^ on aura
Par suite, ^A* -+- B^ -H C* sera de la forme
v/M-i-2NwH-Pa*,
où M, N, P ne dépendent que de v. Or nous savons effectuer IMntégration indéfinie de ce radical par rapport à u.
Considérons comme application le paraboloïde hy
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perbolique défini par les équations
x-i^a -\- b u -h c V -h d uv,
y — AT, -h bi u + c, «' 4- d^ Mi% ;; = a^ -^ b^ u + C| c 4- d^ uVy
a, b, ... étant des constantes.
Chacun des jacobiens A, B, C sera de la forme
a -h P « + Y ^« L'expression à intégrer sera donc de la forme
y/F du dç,
V étant une fonction du second degré en w, v et positive.
Proposons-nous de calculer Taire de la portion de surface comprise entre les quatre génératrices u = «oi ii=^Ui^v = t'oi i'z=ç^. Prenons pour variables indépendantes, au lieu de // et r, de nouvelles variables Ç, 7\ fonctions linéaires de u et de ç'. Ces fonctions pourront être choisies de manière à ramener F à la forme
m étant un facteur constant. Le jacobien de la transformation est également une constante. Enfin on voit aisément que le nouveau champ d'intégration sera un parallélogramme. Or un parallélogramme (et généralement un polygone quelconque) peut être considéré comme une somme algébrique de triangles ayant un sommet à Torigine des coordonnées. Cherchons donc la valeur de l'intégrale
Ss/i-h V-i-r^*d^dr^
dans un semblable triangle.
Posons
Çz=rcos(i}, T, zn /"sina),
l'intégrale se transformera en
S y/i + r* r dr dia.
Les côtés du triangle qui passent par l'origine ont des
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équations de la forme
(0 zn (Oq, (0 =: a)|
et le côté opposé une équation de la forme
cos (w — X)
/; et X étant des constaates. La première intégration, par rapport à r, peut s'efTectuer, et donne comme résultat
Î1casla>-X) , I [C0S*(l0— X) -1-^5-]' I ,
J^ 3 cos' (u) — A) 3
Il restera à intégrer cette expression de coq à (j>|. Cette iolégration peut s^eflfectuer aisément en posant, dans le premier terme de la différentielle proposée, ,
sin (o) — X) = ^.
11 sera transformé en
I V '. •vî dt
expression intégrable par les méthodes connues.
lia. Considérons enfin Tellipsoïde
rt* 6* c*
Ctierchons l'aire S delà moitié de cet ellipsoïde située au- ^lesjus du plan des xy.
Décomposons l'ellipse de base
en éléments infiniment petits dv. Chacun d'eux sera la projection d'un éUmsnt de l'aire cherchée, égal à
di
cos 9
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(f désignant l'angle que la normale à Pélément fait avec Paxe des z. Nous aurons donc à calculer l'intégrale double
cos^ Or on a
cos<p =
Le lieu des points pour lesquels (p est constant sera donc la courbe définie par l'équation (i) et la suivante
ces
Éliminant z^, on aura, pour la projection de cette courbe sur le plan des xy^ l'ellipse
^1/ a* — c» , \ yV 6* — c* , \
- (^i - -^^ cos'cp j + ^, (^1 ^ -^^^ cos'cp j = I _ cos*.,
dont l'aire U sera
I — COS*D
Tzab
v/(i — a*cos-tp) (i — p* cos'cp) en posant, pour abréger,
La somme des éléments dv^ compris entre les ellipses cp et ?p -f- rfç, sera évidemment rfU, et la bande correspondante
de l'ellipsoïde aura évidemment pour aire • On oblien-
cosp
dra S en sommant toutes ces bandes, de cp = o à o = - , ce qui conduit à déterminer l'intégrale simple
« « ces CD
143. Considérons d'abord Tinlëgrale indéfinie. L'intégration par parties donnera
coscp
J COS<p COS9 J COî
^■l eo posant
acoscp = sin^', ^^zzzk*.
iJoii
ou
I ; sin'd/
uDa
'ïîûfô cos<|/y^i — k* sin*<j/
a =: oLd —, — 7 = — a — . , , J
C0S<p S1D<{/ Sin'4/
1 rrfU T:ab J cosQ
a' — sin*«|;
asîn<|/cos<{/y^i — /:' sin*i|; a* — sin* ^ d'h
asin»i|; y/, _ yt^ sin*4>
Mais, en remplaçant, dans la dernière intégrale, a^ par I" (1 — k^ sin^ t{^ 4- /:* sin^ ^), elle deviendra
Oi-
on
aura donc, en intégrant par parties,
/\J i — A:' sin*4* ,.
=z — ^i — X:*sin*i|/cot4'
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Réunissant ces résultats, il vient Tzab J cos© asiin|/cos<|/y 1 — A'sin*^}'
144. Il ne reste plus qu'à assigner les limites de Pintëgralion. Or, pourcp = o, on ai = arcsina; pour (p = -, A =r o.
On remarquera que la substitution t|/ = o rend infinis les deux termes tout intégrés. Mais leur différence s'annule; ce sont, en effet, des fonctions impaires, dont les valeurs
principales -r et — j se détruisent.
On obtiendra ainsi la formule
y/i — /:* sin^ij/
arcsina
f arcsina
L'aire cherchée s'exprime donc par des intégrales elliptiques de première et de deuxième espèce.
14o. Volumes. — Ils sont donnés par l'intégrale triple
S dx dy dz ;
mais celle-ci se ramène aisément à une intégrale double.
Supposons, en premier lieu, qu'on demande le volume d'un cylindre parallèle à Os et limité, d'un côté, au plan des x^y^ de l'autre à une surface S dëlinie par les équations
A chaque point (a:, y) de la base du cylindre correspondent des points du champ, dont le z varie de o à tp2(tt, r). On aura donc, en effectuant une première intégration par rapport à Zy
S dx dydzz=:S ?p, dx dy =; S'f j |C| du di\
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C désignant le jacobien de cp et de çi, et Tintégrale double ctant étendue à tout l'intérieur de la base du cylindre.
146. Cette intégrale double se ramène elle-même à une iniégrale simple :
i" Si la surface S est hélicoïdale (ou, en particulier, de révolution), car on a, dans ce cas (138),
et, ^2 I C I étant linéaire par rapport à ç^ on pourra effectuer rinlégralion relative à cette variable.
2** Si elle est réglée, car cpj el G étant linéaires en u, «^ |C| -era, par rapport à cette variable, un polynôme du second degré, -que l'on sait intégrer.
147. Cherchons, comme application, le volume compris entre les plans des xy^ des yz, une demi-sphère de rayon /•, avant son centre à l'origine, et un cylindre droit dont la base a pour diamètre le rayon OA {Jig> 7).
Prenons des coordonnées semi-polaires p, o, 3, déterminées par les relations
^=pcos'f, y=zps'ino, zzizz.
L'ordonnée z de la sphère est évidemment définie pac la
relation
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On aura, d^autre part,
cos^p — p sincp sincp pcoscp
Nous aurons donc à évaluer Tintëgrale double
Je champ d^intégratlon étant le triangle curviligne AOB.
Une première intégration par rapport à p donnera pour résultat
ION
OM et ON étant des valeurs extrêmes de p pour une valeur déterminée de cp. Or la figure donne OM = rcosç, ON =z r. Substituant ces limites, il viendra comme résultat de la première sommation
-^ sin'çé/<p.
Intégrant de nouveau entre les limites extrêmes de ç, qui sont ici o et -> on obtiendra le volume cherché
,.3 ri ,.s /•!
-- / sin'ïpe/© = -^ / — (i — cos*<p)ûfcostp
— ( — cosç
cos'©\*
148. Cherchons encore le volume compris entre le plan des xy et la moitié supérieure de l'ellipsoïde
jr-t yt ^î
Cette équation peut être remplacée par le syslènae dos suivantes
a:== a sin^' ces M, y zzz b sin ç sin u y azziccosc.
Cl l'on obtiendra lous les points du demi-eliipsoïde en fai-
Tî
iant varier adeoà27:et(^deoà -•
On aura
C = — a sin ç' sin u . b ces v sin u — a ces V ces u.bsïnv ces w == — ab sin (^ ces (^.
Le volume cherché sera donc donné par l'intégrale douMe abc S sin ç cos* vdifdu=:2'iz abc 1 ces' ç sin ç' dv
r cos'pV
TT aoc — — 5 — J = I Tzabc.
Ii9. Considérons plus généralement un volume V limité par une ou plusieurs surfaces fermées. Supposons que ces surfaces puissent être partagées en un nombre fini de régions telles : i** que chacune d'elles ne puisse être rencontrée en plus de deux points par une parallèle aux z; 2** qu'eîle possède un plan tangent dont la direction varie d'une manière continue; 3° que la frontière de séparation entre deux régions contigues soit une ligne rectifîable.
Par ces diverses lignes de séparation, faisons passer des cvlindres parallèles aux z. Ils découpent le plan des sry en un certain nombre de régions. Une parallèle aux z^ menée par un point Xjy pris dans une de ces régions R/, rencontrera la frontière de V en 2/1 points (le nombre n pouvant varier d'une région à l'autre), à savoir n points d'entrée P|, Pj, . . . , et /i points de sortie P2, P4, ....
Le volume de la portion de V contenu dans le cylindre de l^ase R,- sera évidemment égal à
S djc dy Jdz r=iSdxdy{ — ^1 -h j, — ^3-+- . . , ),
« Or soient rf<ri, d^-iy ... les éléments des surfaces frontières
qui se projettent sur dxdy; N,Z, NjZ, ... les angles que
'es normales extérieures à ces éléments font avec Oz; on
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aura évidemment
dx dy^zi — (i<T, cos NiZ = c/a, cosN^Z z= . . . ,
formule toute semblable à celle du n® 133, et d'où Ton déduit que le volume cherché est donné par Tintégrale double
S-«cosNZc/ff,
étendue à toute la frontière de V.
Si, au lieu de Tintégrale S dx dy dz^ on considérait plus généralement la suivante
^;— dxdydz, dz -^
on la réduirait à Tintégrale double
SFcosNZe/a.
150. L'emploi des coordonnées polaires donne une réduction du même genre» Le volume est déterminé par Tin-
tégrale triple
Sr* sin^ drd^dff.
Une droite issue de l'origine rencontrera la frontière du champ en n points de sortie Po, P21 • • • et n ou n — i points d'entrée P|, .... Soient respectivement To, Ti, ... les rayons vecteurs de ces points-, on aura
Sr«sine^r./erfcp= g ^^"^f ^^r» ^ /•;
La quantité sin 0 rfÔ rf'^ = rfw représente l'aire de l'élément intercepté sur une sphère de rayon i tracée autour de l'origine par le cône limité par les quatre surfaces y, © -h d'f, 6, 9 -h rfB. Soient c/o-q, rfo-,, ... les éléments des surfaces frontières qui ont rfco pour perspective sphérique; NqR, N|R les angles que les normales extérieures à ces éléments font avec le rayon vecteur prolongé; on aura évidemment
, rfdnCosNoR é/(TiCosN,R
dta = , =: — - — i— ~ . . . ,
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(J'où Ton déduit sans peine que le volume cherché esl donné par rinlégrale double
iSrcosNRé/d,
éiendae à toute la surface frontière.
On verrait de même que l'intégrale plus générale
-— dr sin 6 rfd do ôr *
le réduit à l'intégrale double
FcosNR
SI* COSJ
loi. Cherchons, d'après ce qui précède, la valeur de l'in-
légrale double
cosNRé/d
Associons ensemble les éléments
cos No R rfffo cos N, R rfa,
qui ont pour perspective sphérîque un même élément rfw; on aura
cosNoR^d cosN,R<f(j. , ,
Si l'origine est extérieure à V, le nombre des points <l'eDlrée est égal II celui des points de sortie; la somme cidessus est nulle. L'intégrale est donc nulle.
SI l'origine est intérieure à V, le nombre des points (l'entrée est inférieur d'une unité à celui des points de sortie. La somme ci-dessus est égale à rfw, et l'intégrale sera ^^ale à Sé/cj>, la sommation étant étendue à tous les éléments 'le la sphère de rayon i . L'intégrale sera donc égale à 47^*
Enfin, si l'origine est sur la frontière de V, l'intégrale est encore égale à 2 rfw. Mais ici la sommation ne porte que sur
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les éiémeals de la surface sphérique situés d'un côté du plan (augent. L'intégrale aura donc pour valeur 2tz,
152. Masses. — On nomme densité moyenne d'un corps le rapport de sa masse à son volume. Un corps sera homogène si, en le décomposant d'une manière quelconque en plusieurs parties, ces diverses parties ont toutes la même densité moyenne. Dans le cas contraire, le corps sera hétérogène.
Considérons un corps hétérogène; soient P l'un de ses points; Q une portion du corps, qui contienne le point P. Nous admettrons que, si l'on fait décroître indéfiniment suivant une loi quelconque le diamètre de Q, sa densité moyenne tendra vers une limite déterminée. Cette limite se nomme la densité au point P. Cette densité variera en général d'un point à Vautre et sera une fonction des coordonnées.
Supposons qu'on connaisse cette fonction et qu'elle soil continue. Proposons-nous de calculer, d'après ces données, la masse totale du corps. A cet effet, décomposons le corps en éléments de diamètre infiniment petit. Soient AV l'un d'eux; \l la densité en un point {x, y^ z) choisi arbitrairement dans AV. La densité moyenne de Télément sera a -f- s. £ étant infiniment petit ; sa masse sera donc ( [x H- e) AV, el la masse totale M sera donnée par la formule
M = 2:(|x-i-e)AV.
Si l'on passe à la limite, Ss AV tendra vers zéro, car son modale ne peut surpasser
t,2AV — TiV,
V désignant le volume du corps, et r\ la plus grande (le< quantités | e | ; or celles-ci tendent uniformément vers zéro dans tout le corps. Donc M sera égal à l'intégrale triple
iim2|xAV — S'JL^V, étendue à tout le corps.
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153. Cewtbes de gravité. Moments d'inertie. — Soient i\r, ^', z)j {x'^y, 5'), . . . des points de masses m, m\ . . .. On nomme centre de gravité du système le point dont les coordonnées X, Y, Z sont définies par les équations
et moment d'inertie du système par rapport à une droite la somme
0 désignant la distance de la droite au point {x^ y^ z^ de masse m.
Si, au lieu d'une série de points isolés, on a un corps con linu, ces sommes se changeront en intégrales. Décomposons, en effet, le corps en éléments infiniment petits, comme plus haut.
Soient
AV le volume d'un de ces éléments ; ;x la densité en un de ses points {x^y^ z)\ 0 la distance de ce point à Taxe par rapport auquel on prend les moments d'inertie.
La masse m de Félément sera sensiblement égale à (jl AV. D'autre part, tous les points de Télément auront sensiblement pour coordonnées x, y, z, et leur distance à Taxe sera sensiblement égale à o. On aura donc, en passant à la limite,
2/w =lim2[xAV r^SixûTV, Zmx =ilim2ii.j?AV = S^KxdV,
2 m 35 -lira 2 {1.8* aV = S {1.8* (iV.
154. Application, — Soit à trouver le moment d'inertie d'une sphère homogène, par rapport à un diamètre. Prenant celle droite pour axe des z et le centre de la sphère pour origme, on aura ù^=x^-\-y^. Il faudra donc calculer Tin légale
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On trouverait de même, pour les moments d'inertie relatifs aux axes des x et des j^,
SH^(/'-H2')<iV et 2|jl(5»-|-^*)£/V.
Ces trois moments d'inertie étant égaux, chacun d'eux sera égal à la moyenne
En coordonnées polaires, on aura
On aura donc à calculer l'intégrale
|S[x/*sinerf/-flf6c?4/.
Dans l'étendue de la sphère, i( varie de o à a-ir, B de o à tt, /' de o à R, rayon de la sphère.
Les intégrations sont immédiates et donnent pour résultat
DÉFINIES
I. — Dérivation des intégrales définies, loo. Une intégrale déGnie
f{x, l)dx,
où la fonction à intégrer dépend d'un paramètre /, est ellemême une fonction de ce paramètre. Les limites a, A peuvent d'ailleurs être constantes, ou dépendre aussi du paramètre; mais ce second cas se ramène aisément au premier par un ï^hangement de variable. Posons en effet
jr = a-i- (A — a)y.
L'Intégrale transformée sera
/[a-f-(A — a)/, t]{k — a)dy,
et aura ses limites constantes. On opérerait de même pour une intégrale double
En remplaçant d'abord Xy puis y par de nouvelles variables, on rendrait constantes successivement les limites des deax intégrales à effectuer.
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Nous pouvons donc nous borner au cas des limites constantes.
Soit
1= I f{x, t)dx
l'intégrale considérée.
Supposons qu'à toute quantité positive e on puisse faire correspondre un autre nombre 8 et une décomposition du champ d'intégration en deux parties D et rf jouissant des propriétés suivantes ;
I® Le champ D est borné et parfait; et la fonction /"resle continue par rapport aux deux variables x et t, tant que .r reste contenu dans D, et t dans l'intervalle de f© — 5 à /© ~+" ^•
2** L'intégrale / fdx^ prise dans le champ rf, a son ino-
dule moindre que s pour toutes les valeurs de t comprises entre /o — 8 et ^0 -{- 0.
Dans ces conditions, I sera une fonction de /, continue au point ^0-
Changeons en effet t^enlQ-^ h\\ subira un accroissement
AI= / fi^x, tç,-\-h)dx— I /{x,to)dx = I f{^, to-hh)dx— I /{x.Qdx
f A^y t^-\'h)dx— I f{x, Q dx.
Si I A[ <; S, les deux dernières intégrales ont leur module moindre que e. En désignant par 7\ le module de la différence des deux premières, on aura donc
|Al|<T, -h2e.
Or on peut choisir e aussi petit qu'on veut, puis prendre h
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assez petit pour rendre 7| moindre que toute quantité donnée, car rintégrale / /(^, t) dx est continue ( t. I, n** 83).
157. Si les conditions énoncées ci-dessus ne sont pas satisfaites, l'intégrale sera souvent discontinue. Considérons, par exemple, l'intégrale
%yntx ax.
Si t est positif, posons tx^=y\ l'intégrale sera transformée en
sin y ,
01 sera égale à - (98).
Si / est négatif, posons tx=^ — y\ elle se transformera en
TZ
sin y ,
el aura pour valeur — -•
Enfin si f = o, elle sera nulle.
L'intégrale est donc discontinue au point ^ = o.
138. Dérivation sous le signe f . — Nous avons vu (t. I, n«83) que l'intégrale
1= / f(x, e)dx
admet au point t = to une dérivée, représentée par l'inlégrale
f'fdx.
Cet important résultat n'a été établi qu'en supposant a et A ' "àt' ^^^^^^^ P^^ rapport a x et f, tant que x reste
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dans l'intervalle de a à A, el t dans l'inlervalle de t^ — o à ^0+ 8 (5 pouvant être choisi aussi petit qu'on voudra). Mais nous pouvons étendre la démonstration à d'autres cas.
En efifet, la dérivée de I au point t = t^ est, par définition, égale à
limj f [/(x,to-hh)-/(jr,to)]dj:
-Wml f dx f' %dt
= Jim' r^'dt ri^djc^. r^da:.
h=JUf^ J^ àt J^ dt
Le théorème sera donc établi toutes les fois que les trois transformations que nous venons de faire seront licites.
La première suppose que la fonction -p n'est discontinue,
par rapport à t^ qu'en un nombre fini de points, entre /q ^^ /©+ A, et que /reste continue en ces points (59). Si donc on peut déterminer une quantité 8 telle (\\xef{x^ t) soit une fonction continue de /dans lout le rectangle (a,A, ^o — 8, to-+-^j» et que, pour chaque valeur de x comprise entre a et A,
-y n'ait qu'un nombre limité de discontinuités entre t^ — o
et ^o-f- 8, cette transformation sera permise dès que | h \ sera devenu moindre que 8.
Si a et A sont finis, l'interversion des deux intégrations sera permise aux conditions suivantes (68).
i^ Les points du rectangle ci-dessus aux environs desquels
~- cesserait d'être continue sont situés sur un nombre iimilé dt
d'arcs de courbe continus PiQi, P2Q2> ••• tels que le long de chacun d'eux x d'une part et t de l'autre soient croissants ou décroissants.
2" L'intégrale
dt
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a une valeur détermiaée, et si ( X | ^ /, son module sera <^ £/, îi leudant vers zéro avec /.
3** L'intégraJe
^ûf/=/(a-, t^\)-.f{œ,t)
jouit de propriétés analogues.
Cette dernière condition sera certainement satisfaite, si, dans le rectangle, / est une fonction continue des deux variables x el t\ car sa continuité sera uniforme.
Si Tune des limites a, A, par exemple A, est remplacée par X, on pourra encore intervertir les intégrations, si cette opération est permise dans l'intervalle de a à un nombre quelconque A, et si de plus Tintégrale
f'df
dx
est déterminée et a un module moindre que s^îpf^), ©(/) étant intégrable de /o — 8 à ^o H- 5 et e^ tendant uniformément >ers zéro dans cet intervalle lorsque A tend vers oo.
Enfin, si les conditions précédentes sont satisfaites, Tin* l'igrale
sera continue (même si le champ est infini). La dernière transformation sera donc toujours permise.
139. On pourrait donner des règles analogues pour la dérivation des intégrales multiples; mais elles seraient moins utiles, car la dérivation sous le signe d'intégration reste encore applicable dans bien des cas où la fonction f n'est pas continue. On peut conduire la discussion comme il suit.
Considérons, par exemple, une intégrale double
/(jF, /, t)dxdy,
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Décomposons le champ dMnlégratittn, supposé d^abord borné, en deux parties D et d^ dont la première soit mesurable, et telle que -^ reste continue lorsque x, y décrit Ir
champ D, et t l'intervalle de ^o — 5 à <o + 8. Dans le champ D, on pourra dériver sous le signe d'intégration; on aura, patsuite,
</f, Oe dt^Ot» dt^Od iJoàt, •'
Faisons décroître indéfiniment 8, et supposons, ce qui arrivera très généralement, qu'on puisse en même temps accroître progressivement la région D aux. dépens de la région rf, de telle sorte que l'aire de cette dernière tende vers»
zéro. L'intégrale •
àf
tendra vers
- dxdy — dxdy.
Pour reconnaître si la formule est applicable, on devra d(^nc discuter le second terme, et s'assurer qu'il tend ver> zéro. Si, par exemple, on peut montrer que, lorsque rf et | A j sont devenus suffisamment petits, on a toujours
f{x r, ^-h h)—f{xy r, tp)
<?{^,Xh
o désignant une fonction positive dont l'intégrale dans E soit finie ; ce terme aura son module moindre que
§ ^{^y y) dxdy,
expression qui tendra vers zéro avec d,
160. Supposons enfin que £ soit infini, mais que la for^ mule de dérivation soit applicable à tout domaine borné cou-
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tenu dans E. On décomposera de même E eo deux régions D et rf, dont la première soit bornée, et contienne tous les points de E dont la distance à Torigine n'est pas plus grande qu^un nombre donné R. On aura encore
Faisons tendre R vers oo. Le premier terme tendra vers
J-dxdy, eC*o
ei la formule sera applicable si le second terme a pour limite zéro, et notamment si, pour R suffisamment grand et |A| suftisamment petit, on a toujours
'^{jc<f y) admettant une intégrale finie dans E.
161. La règle de dérivation précédente donne la solution «l'un problème important.
Intégration des différentielles totales. — On dit qu'une expression de la forme
V ï ) Xi dxi -\- X, djCf -h ... -H X;, dxn ,
où Xj, X2, . . ., X/i sont des fonctions des n variables indépendantes a:<, . .., ^/i (admettant, par hjpothèse, des dérivées partielles continues), est une différentielle exacte, s'il existe une fonction u des variables .r,, ^2, . . ., x„ dont cette expression soit la différentielle totale.
SMl en est ainsi, on aura, par définition,
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On en déduit
Le premier membre de cette relation ne changeant pas quand on permute i et A", il devra en être de même du second, d'où
{6) -r — — ^ — i pour { .
On obtient ainsi un système de équations de condition, auxquelles devront satisfaire les fonctions Xi, ..., X,;.
162. Réciproquement, si les équations (3) sont satisfaites, l'expression (i) sera une différentielle exacte. Nous allons montrer, en effet, qu'on pourra déterminer son intégrale // par une série de quadratures.
La première condition à laquelle est assujettie cette fonction inconnue est la suivante :
du
Une solution de cette équation est donnée par l'intégrale définie
Xj dxi
prise en traitant X2j . . ., ^/i comme des constantes {ai désignant une constante choisie à volonté). La solution la phis générale de cette même équation sera évidemment
' Xj dxi-\- «i,
Ui étant une quantité indépendante de Xi et fonction tie X2'> ..., a:,, seulement.
Il reste à déterminer W| de telle sorte qu'on ait
/"A ^'^ — V An —Y
U) àx,- '' •"' (Ja^«~ "•
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Or on a^ en appliquant la règle de la dérivation sous le
si|;ne
àr^^J^ dxi
dxi
dx
X-» désignant ce que devient X/ quand on y remplace x^ par la constante a^.
Substituant ces valeurs des dérivées de u dans les équations (4)9 elles deviendront
.. au, _^ du, _
D'ailleurs les équations (3) donneront, en posant ^1 = a^ ,
.<> — -i-m— -1, pour j , ' '
La détermination de u% par les équations (5), jointes aux relations (6), est un problème entièrement semblable au problème primitif, sauf une réduction d'une unité dans le nombre des variables. Pour le résoudre, on posera
u,=z I XJ' dxf -+- Ui^
'h étant une constante choisie à volonté, et U2 une fonction ie X2, . . ., ^/i seulement, à déterminer par les équations
où X?«*« représente ce que devient X/ pour a?! = ai, 0:2 = ^2 • Continuant ainsi, on trouvera évidemment
C désignant une constante arbitraire.
J. — II. Il
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Les constantes a< , «2» •••? qui figurent clans cette formule, peuvent être choisies à volonté. On les déterminera dans chaque cas particulier, de manière à faciliter autant que possible les intégrations à effectuer.
163. Applications diverses. — La différentiatîon, seule on combinée avec Tinterversion des intégrations, Tintégration par parties et le développement en série, permet d'obtenir la valeur d'un grand nombre d'intégrales définies. Nous allons en donner quelques exemples.
L Soit à calculer l'intégrale
1= j e-^'dx.
Nous avons déjà vu (103) qu'elle a une valeur finie. Pour la déterminer, changeons de variable, en posant X = cLt^ a étant > o ; il viendra
1= / e-«'"arf<.
Multiplions par e""*', et intégrons de o à oo; il viendra
Dans le second membre on peut intervertir les intégrations. En effet, considérons en premier lieu l'intégrale
Soit A un nombre positif quelconque. La fonction e~~^* admet de o à A une intégrale finie. D'autre part, le second facteur est dans cet intervalle au plus égal à la constante finie
enfin il tend uniformément vers zéro, lorsque B tend vers oc, dans tout intervalle partiel qui ne contient pas le point a = o.
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car si [x est le mmimam de a dans cet intervalle, ce facleiir ne pourra surpasser la quantité
qui est infiniment petite, et indépendante de a. Considérons en second lieu Tintégrale
f €-«•<*■»-" ^ a éfa =
La fonction — ; admet, de ^ = o à / = oo, une intégrale
finie, et le facteur e"^'^*"*"''^ est moindre que e~^', quantité indépendante de / et qui tend vers zéro pour A ^ x. On aura donc
di I e-«'(«+'')arfa
dt
d'où
Cette intégrale permet d'en obtenir plusieurs autres.
164. II. Posons d'abord a: = y y/a, a étant une constante positive; il viendra
d'où
et par une série de dérivations successives par rapport à a f y*e-'r'dy=\s/^.\a'\
f* y^"^ er'^y^ dy i=z\\fk
T.3.. .(2/1 — 1) .ll±i
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Car il est aisé de justifier que la règle de dérivation sous le signe Test applicable à ces intégrales, bien que le champ
soit infini.
Posons, en effet,
d'où
da- y ^ '
Soit éZo une valeur particulière quelconque de a ; prenons
S < a©. Pour les valeurs de a comprises entre ciq — o et
«0 4- 8, rintégrale
'df
sera déterminée; car, pour des valeurs suffisamment grandes de y, on aura
El
da
En outre, si Ton suppose A suffisamment grand, on aura
quantité indépendante de a et qui tend vers zéro quand A croît indéfiniment. On se trouve ainsi dans les conditions
indiquées au n° 158, Sj^ étant égal à -r-> et Ja fonction tp se
réduisant à l'unité.
III. Passons à Tintégrale
K= / cos^by€r*^y*dy.
Remplaçons cos2 6y par son développement en série
R;i étant de la forme
(— i)»-n(2 67)*"-^'co8626y
Ra>
où o > 6 > I .
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Oû aura
OU
, d'après ce qui précède,
Faisons tendre /t vers l'infini. La somme entre crochets
lendra vers e **, et l'intégrale complémentaire vers zéro, car >0Q module est moindre que
quantité qui tend vers zéro. On aura donc 166. IV. Considérons encore l'intégrale
On aura
— — I ■ g '%/jr
Car si ao est une valeur particulière quelconque de «, eto une quantité positive quelconque moindre que 6Zo) on aura, pour toutes les valeurs de a comprises entre «o^- 3 et a© — o
2(ao+ 8)
<]uantité indépendante de a, et qui tend vers zéro pour A = ac.
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Posant x-=^ -y il viendra
d'où
et enfin
Y =— 2ûfa, loglirz— 2a-f- logC,
I = Ce-'«,
C désignant une constante.
Pour la déterminer, faisons tendre a vers zéro ; il viendra
C — lim r — / e-^'^dx 4- lim / «-''(e""*"* — i) dx.
Le premier terme est égal à ^\A^; le second a pour limite zéro. Soit, en effet, [x un nombre positif quelconque. Décomposons l'intégrale en deux autres, prises respectivement de o à [X et de a à 00. Dans la première, le module de la fonction à intégrer aura pour maximum a ; dans la seconde, il ne
pourra surpasser <?~*'\^i — e ^j. L'intégrale cherchée sera donc au plus égale à
f 2dx-\-\i—i^")Ç e-'*dx = 2iL-i-\i^é'^) r e-^'dj\
et comme
' e-^'dxK I e-'^dx<\\jT:, il sera moindre que
expression dont les deux termes décroîtront autant qu'on
voudra, en donnant des valeurs suffisammenl petites à [jl, puis à a.
On aura donc finalement
V. Soit encore à calculer l'intégrale
sjx On a (164)
s[x sJtz Jq
et, par suite,
ou, en renversant les intégrations,
1= -?= Cdx r e^-^'^^)^dx
\/TtJn Jn
TZi
711 TZt
I lll
Mai
e * = ces T 4- ' sin -7 z=
La première fraction simple aura donc pour intégrale indéfinie
ilog j /a — 1 -+-J-i~ /arclang(ay/2 — i) -i- consl.
et la seconde
— 1 log I a -f- — 1 -h ï I -h « arc lang(av/2 -l- 1) -i- const.
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La somme de ces expressions a pour partie réelle
qui s^annule aux deux limites a=o, a = 00, la quantité sous le logarithme se réduisant à'i'unité. Quant aux arc tang,
ils varieront respectivement de — ^ à - et de ^ à -> lorsque a
croîlra de o à 00. La somme de leurs accroissements sera donc Tz,
On aura donc
ni
et, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire,
•"' y. -iT-=j -v^=v3-
168. Nous avons effectué un renversement d'intégrations qu'il est nécessaire de justifier.
Pour cela, considérons, en premier lieu, l'intégrale
En posant ay/x = p, elle se change en
KJxJwi.n.
Or soit A un nombre positif quelconque; l'intégrale dr
-p= entre o et A a une valeur finie. D'autre part, l'intégrale
\Jx
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qui forme le second facteur ne peut surpasser la quantité fixe
r e-'^'d^ = \\Jiz
lorsque B tend vers oo.
Enfin, elle tend uniformément vers zéro dans tout intervalle qui ne contient pas la valeur j: = o.
En second lieu, considérons l'intégrale
Elle a pour module
Or admet entre o et oo une intégrale finie. D'autre
va* 4-1
part, e""*'^ est constamment < i ; enfin il tend uniformément vers zéro, lorsque A tend vers oo, dans tout intervalle qui ne contient pas la valeur a = o.
169. Si, dans les formules (7), nous posons x=^y^^ il viendra
fcos/' dy= j siny* dy — -^^ •
Ces intégrales ont été rencontrées par Fresnel dans la théorie de la difiraction.
Si a désigne une constante positive, on a
et en intégrant dea = aàa = P(aet3 étant positifs)
e -^' dx — log - •
On peut intervertir Tordre des intégrations; on a, en effet.
e-«* dx =z
^-an
Or, dans Tintervalle de a à ^, - admet une intégrale finie
et e"""* tend uniformément vers zéro lorsque B tend vers oc. Effectuant donc Tintégration par rapport à a, il viendra
zzz Loer -
Cette formule permet de reconnaître si l'intégrale
011 /n, /i, . . . sont des entiers et a, ^, ... des constantes positives, est finie et déterminée, et d'assigner sa valeur.
En effet, intégrons d'abord entre e et 00, e étant une constante positive, que nous ferons décroître ensuite jusqu'à zéro. L'intégration par parties, appliquée au premier terme, donnera
ax
Je """^
~~ L ^ — \ x"^~^ {m — i)(/7i — 2) j;'"-' Je
ax.
,g (m — OC''* — 2)... X La partie intégrée, s'annulant pour a; = 00, se réduira à
g-ae
Opérant de même sur chacun des autres termes et réunissant les résultats, on obtiendra :
1 ® Pour la partie intégrée, une somme de termes de la forme
Kg-«s
:i° Pour l'intégrale restante, une expression de la forme
La partie intégrée est aisément développable suivant les puissances entières et croissantes de e. Soit
-\' -\ r^— h . . . -i- Co 4- R
ce développement, R désignant l'ensemble des termes qui contiennent les puissances positives de e. D'autre part, si nous posons, pour abréger,
rintégrale restante pourra s'écrire ainsi :
f [Se-«* -h Bi(e-P*- «-«')+...]—•
L'intégrale du premier terme peut se décomposer en deux
Je * S e~°^ dx ' , qui a pour valeur
SfiJ ^=— S[xLoge,
;jL étant une quantité intermédiaire entre les valeurs extrêmes e~^ et e~* du facteur e~^^\ et / j qui a évidemment une valeur finie que nous représenterons par SD. L'intégrale de chacun des autres termes, tel que
aura également une valeur finie, qui, pour e = o, tendra
vers B| Logâ' La partie de l'intégrale primitive, qui tend vers oo quand
£ tend vers zéro, sera donc la suivante :
Ces termes, étant d'ordres inégaux, devront s'annuler séparément pour que Tintégrale reste finie, ce qui donnera les conditions
Cx=o, Cx_i=o, ..., Gi = o, S — o.
Si ces conditions sont satisfaites, R s'annulant d'ailleurs pour e = o, la valeur de l'intégrale se réduira à
Co4-BiLog^ -h. . .= Co— A, Loga — BjLogP —
Exemples, — i° Appliquons cette formule à l'intégrale
L'intégration par parties des termes en — ^ permettra dr
JC
donner à cette expression la forme suivante : e"""* — e
Le terme tout intégré aura pour valeur
lim
* \ ,. /i — /le -h. . .— i-i-ie — . . A
Quant à l'intégrale restante, elle aura pour valeur
(/2— {)Log/i.
On aura donc, pour valeur de l'intégrale totale,
( /i — I) LogAi - n 4- J.
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2° Un calcul analogue donnera, pour la valeur de l'intégrale
Texpression suivante :
I — Loga.
II. — Intégrales eulériennes
172. On donne le nom à' intégrale eulérienne de deuxième espèce à Tintégrale
T{n)=z I x'^'^e-^dx.
Cette intégrale n'a de sens que si n est positif; car, si n était négatif ou nul, la fonction à intégrer devenant infinie du premier ordre au moins à la limite ^ = o, l'intégrale serait infinie.
Si n est positif, l'intégrale sera, au contraire, finie et déterminée, car l'ordre d'infinitude de la fonction à intégrer pour:r= o est inférieur à i; elle est finie dans tout le reste du champ; enfin, pour j; = 00, elle devient plus petite qu'une puissance quelconque de x.
On peut varier à volonté la forme de cette intégrale en changeant de variable. Posons, par exemple, x=y^; il viendra
r(/i) = j ly^'^-'^e-y^dy.
Soit, en particulier, n = j; il viendra
Y(X)=r ^e-y^dy^sl'i..
Posons, d'autre part, x == log-> il viendra
(«)=/ (log^)" 'rf^-
173. Il est aisé de vérifier Tidentité de cette fonction avec le produit F étudié dans le Calcul différentiel (383 à 38S).
En effet, soit [x un entier que nous ferons croître indéfiniment; on aura, par définition,
r(/i) = lim / (log-j dz.
Or on pourra, sans changer la limite de cette expression, v remplacer log- par [x\^i — z^j. Posons, en effet,
d'où
logj
'^-log(i-/0'
on aura
f fx«-»(i — 5i^) dz = k''-' f (log-^y^'e/:;,
A* désignant une valeur intermédiaire entre le maximum et le
minimum du facteur , — ; j— •
log(i — A)
Mais h est une quantité infiniment petite, comprise entre
les limites i — e ^ et o correspondant aux valeurs extrêmes e~^ et I de la variable z. Le facteur
diffère donc infiniment peu de Tunité, de telle sorte qu^on aura à la limite X* = i et
lim f ji.«-i(i — 5l*) dz=:T{n).
Oq a d^ailleurs
Vï* / f\«-i ^-vi*
expression dont la limite est nulle. On pourra donc abaisser jusqu'à zéro la limite inférieure de l'intégrale, et écrire
r(/i) = limjjL«-» ( \i — z^) dz. Posons z '=-y^\ il viendra
or l'intégration par parties donne
(UL l)(jJL 2)...I C , .„^„ . ,
/l(AH-l),..(/l-+-fX— 2)J^ -^ '
/i(n-i-i)...(/i-h[x — 2) /iH-|x — 1
On aura donc
, , ,. (ix — i)(w. — 2). . . 1
r(«) = hm[jL« ^' ^^^ ^
C'est Féquation qui définit les produits Y {Calcul différentiel, n» 325).
174. L'expression de la fonction T{n) par une intégrale définie, que nous venons d'obtenir (dans le cas où n est positif), fournit un moyen commode de calculer sa valeur pour chaque valeur donnée de la variable. On peut d'ailleurs démontrer à nouveau, en partant de cette expression, les principales propriétés de la fonction.
Ainsi rintégration par parties donnera immédiatement
r(/i-M)=/ x"e-^dx
et plus généralement, si k est un entier,
T{n-hk)z=z{n-hk — i)T{n-hk—i)=:...
z:z{n-hk — i)n-\-k — 2). , .nT{n).
Cette formule permet de ramener le calcul de la fonction V au cas où la variable ne surpasse pas Tunité.
Posons, en particulier, n = i dans la formule précédente. En remarquant qu'on a
r(i)=: I e-^dx^ï,
il viendra
175. La fonction Logr(/i) peut également se mettre sous forme d'intégrale définie.
Prenons, en effet, la dérivée de l'expression
T{m)=l x'^-^e-^dx'y
il viendra
r'(m)=: / x'^-^e-^Logxdx,
On peut, en effet, dériver sous le signe J\ car soit /n© une valeur particulière du paramètre m, et soit S une quantité
suffisamment petite. Pour toutes les valeurs de m comprises entre mo — 8 et m^ -f- 8 Tintégrale
Jf a?*"-* e~* Logx dx
convergera uniformément vers zéro lorsque B tend vers oo, car elle sera au plus égale à
Jf a:'"o-»-2-* g-x Logr dx, B
quantité indépendante de m, et qui tend vers zéro. Maison a (170)
dz.
Si donc nous posons, pour abréger,
nous aurons
176. On peut intervertir les intégrations. Pour rétablir, nous montrerons tout d'abord qu'en désignant par X une constante positive, on aura
f dx C fdz zzz \Ç dz r fdx.
En effet, on a, d'une part,
C fdz ix'^-'e-' rt-:^^^dz
Or x*-* e^* a une intégrale finie entre x = X et ^ = oo, et le second facteur est indépendant de x et tend vers zéro quand B croît indéfiniment.
On a, d'autre part, d'après la série de Taylor arrêtée à son premier terme,
€"- =zi — ze-^- (o<Ô<i),
d'où {x et z étant positifs)
= p-Os + xe-^''- < 14- J?,
d'où
quantité indépendante de z, et qui tend vers zéro quand A tend vers 00.
Faisons tendre X vers zéro dans l'équation (1). Le
f dz j f dx. Pour le faire 0 *' 0
voir, ii suffit de montrer que
dz I f dx
lend vers zéro.
Or cette intégrale est la somme des deux suivantes (;jl étant un nombre arbitraire)
f dz I f dx et I dz I fdx,
La première a son module moindre que
/ dz / X"'-' {\ -^ X) dx - 13. ( ^- -\~ V
La seconde a son module moindre que Hdz f ^"'-i fli±^ll' ^x =.^" f^—dz
f'dz f Jli. Jù
dx.
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DaDs celte dernière intégrale, posons ^ = ^. Elle devient
y^^ ym-\ Q^r dy
j5"»-Hi
quantité moindre que la suivante
yjn-\Q-ydy r(m)
\^-^^ mix"»
L'intégrale cherchée a donc pour limite supérieure de son
module
\m rn-^ij rn J z
Or, si nous prenons u = X"", n étant un nombre <I m, les trois termes qui précèdent tendront séparément vers zéro.
Le premier membre de Téquation (i) tendra vers la même limite, qui, par définition, sera Tintégrale
Jf dx j fdz.
Notre proposition est donc démontrée, et nous aurons
Maïs
/ x'^-^e-^e--dx = e-^T(m), '*t# d'autre part, en posant x(i -{- z) =y,
Doni
Divisons par T(m) et intégrons de m ^::= i à m = n; on
l8o SECONDE PARTIE. — CHAPITRE III.
aura, au premier membre, logT(n), car
logr(i)z=logi = o.
Au second membre, on pourra encore intervertir les intégrations; on a, en efiet, [x désignant un nombre positif quelconque moindre que i et que n (m étant au contraire compris entre i et n),
quantité indépendante de m et qui tend vers zéro quand B croît indéfiniment.
Effectuant donc l'intégration par rapport à m, il viendra
•/o - L log(n-5) J
Posant en particulier /i = 2, il viendra, en remarquanl que logr(2) = log I = o,
Multipliant par (n — i), et retranchant de la formule précédente, pour se débarrasser du terme en e~*, il vient
et, en posant Iog(i -h 5) = 5:, d'où z = e^ — i,
Le facteur ^j qui multiplie e^"^ dans Tinlé
grale précédente, étant développé en série suivant les puis-
sauces croissantes de x, aura pour premiers termes — I —
Réunissant ces termes ( — | — j e"""' à ceux qui sont indé-
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pendants de cette exponentielle, il viendra
\ogr{n)=zF{n)+rn{n), en posant, pour abréger,
L'intégrale F(n) peut se calculer exactement. On a, en effet (171),
=1 (/l — I) log/l — /H- f
On a, en second lieu,
F(i) = logr(i)-n,(.J)z=ilog«-m(|).
EnGn
ou, en changeant x en 2:r,
(-0 TiT(i)=/ ( rz le-* -
Mais on a, d'autre part,
(.)=r(-^-l-')e-^ J^, \i — e-* xi) X
et, en changeant ^ en a;r,
J \\ — e-^^ IX 2/ ar
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et, en retranchant,
Retranchant cette égalité de la formule (2), il viendra (171 )
On aura donc enfin
F(/i) — (/i — i)log/i — n -h^log2Tt.
Quant à la seconde intégrale w (/i), elle tend évidemment vers zéro quand n augmente. On peut la développer en série de diverses manières.
180. Développons, par exemple, la fonction qui multiplie e""^ suivant les puissances de x.
On a
Mais on a {Calcul différentiel, 377)
R = ae
TtC0t7r5 = > —1 r
IX • . l
et, en posant 5 = — et multipliant par — ,
i ix i \} X
- COt =: 2 > — r 7— r— i
2 2^ ^j cr*-h 4'* ''^
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et, par suite, I I I \ I
On a d^ailleurs {Calcul différentiel, 376)
2j(4«*7t*)'' 2*P-^ TZ^P Zd n*'' 1.2...
En outre,
î étant compris entre o et i. On aura donc
On en déduira w(/i), en multipliant par e""*', et intégrant de o à «.
Mais on a
Jf /• I 2 2m
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6| étant encore compris entre o et i. On trouvera donc
^ ^"~ 1.3/1 3.4 /i» "^ (am — 1)2/» /i*"'-»
181. La série que nous venons d'obtenir pour la valeur dem(n) serait divergente si on la prolongeait jusqu'à Tiniîni. Toutefois, les premiers termes décroissent rapidement pour peu que n soît considérable. L'expression du reste montre d'ailleurs que l'erreur est moindre que le premier terme négligé. En s'arrétant au moment où les termes commencent à croître de nouveau, on aura donc une valeur de 7ij(/i) dont le degré d'exactitude est facile à apprécier, et sera, en général, largement suffisant.
Si n tend vers 00. w(n) tendra vers zéro et pourra être négligé. On aura donc à la limite
et, comme on a
T{n-\-i)— nT{n),
il viendra
logr(n 4- i) =z F(w) -+- log/i =z {n -1-^) log/i — n-^\log2r..
182. Les résultats qui précèdent permettent de calculer, avec une erreur relative d'autant plus faible que n sera plus grand, la valeur d'une factorielle quelconque
F z::z a {a -^ b) . . ,{a -^ nb).
On a, en effet.
logF=:loga + wlogô-h logrf - H-n-f-ij — logr(--f
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Mais on obtiendra, par la méthode précédente^ une valeur approchée de logFf t +^-1- ^ )• Le dernier logarithme se
calculera de même, si j est un grand nombre; sinon, on devra recourir à une Table des valeurs de la fonction F.
183. L'une des applications les plus importantes de la formule précédente est relative au Calcul des probabilités.
Soient p et q = i — pies probabilités de deux événements contradictoires A et B. On démontre aisément que la probabilité que sur [JL épreuves successives l'événement B se présente m fois, et l'événement A, [x — m fois, est représentée par le terme en pV-^'^q'^ du développement du binôme (p -f- q)^- Ce terme T;,^ est donné par la formule
i.2...mi.2...([x — m)^
r(m -t- i)r({x — m-h i) Od en déduit
Tm |A — m-f-i q (JL — m-f-r q
Ce rapport sera >• i ou < i , suivant que l'on aura
/n<([Ji + i)(7 ou >((a-m)7.
Le plus grand terme sera donc T/,, n étant le plus grand entier contenu dans ([x4-i)gr. Ce nombre n, étant >([jL-|- i)q — I, mais^([jL-h i)y, sera de la forme [kq -j- r, /' étant compris entre q — i et q.
181. Cela posé, cherchons à évaluer la limite vers laquelle tend, lorsque [jl croît indéfiniment, la somme
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X étant un entier fixe ou variable, mais d'un ordre de gran-
deur inférieur à celui de |jl .
Considérons à cet effet la fonction
Soient M et m le maximum et le minimum du rapport
^^-^, — -— ^ lorsque 6 varie de o à i et :r de — X à X — i . Soit o
l'un des entiers compris dans ce dernier intervalle.
Poura: = p,/(j:) se réduira à T;,+p, etdex = p àx = p-r»î /{x) sera compris entre MT/,+p et mTn^', on aura donc
MT
Posant p = — X, . . . , X — i et ajoutant les résultats, il vient
MS> f /{a:)dx>mS,
S=ik I f{x)dx^
k étant compris entre — et ^• Or on a
-h (|JL — a — x)\o%p -\- {n -hx)log^,
ou, d'après la formule d'approximation trouvée plus haut,
log/(^) = (fx + i) logix — |x -f- ilogai:
— {n-h X -hï)log(/i -^ x)-\- n -hx — l^logair
— (|jL — n — X -h\) log{[L — n — x) -h [i. — n — x — JK^r -h (jjL— /i — ^)log/?4- (n -^a7)log^-^ R,
le reste R étant infiniment petit.
Mais on a 72 = [jLgr -I- r, d'où Ton déduit
ji — « = [A/7 — r, log(/i + x) =z log([jL^ 4- r -V- a?)
z=z logfX^ -h logf I + ^^-^)
zz: logp. -t- logç H r-Y- + R ,
log({i. — n — x) z=log([i./> — r — x)
= logfX/> + log ^ I - -~j
les restes R' et R" étant des infiniment petits d'ordre supérieur au premier ([JL étant considéré comme infini du premier ordre), car x varie entre — X et 4-X — i, qui sont d'ordre inférieur à !•
Substituant ces valeurs dans l'expression de log/(j:), réduisant et négligeant les termes infiniment petits, il
viendra
log/(^)= — jlogfx — ilog/> — ^log7
11 * / ï i\x^ — iloeair ( — I — J —
d'où
[1 déduit
\J%T:pq (X
On ei
\Jiftpq[L
tpq}^ .
Si ô varie de o à i et a: de — X à X — i , ce rapport restera compris entre
>X — 1 îX— 1
M — e^Pf^ et m=ie ^Pnv-, Si [X tend vers oo, ces deux quantités tendront vers l'unité.
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Nous aurons donc
Vimk =1 1
et
limSzzilim/ f{a:)dx — \im . / e'^P^^dx.
Posons, pour simplifier
L'intégrale
f{x)dx
deviendra
— I e-''dt^X I e-'*dù.
Si X croit moins rapidement que y/[x, celte intégrale aura pour limite zéro, le champ d'intégration décroissant indéii-
niment. Si — =: tend vers une limite finie, l'intégrale aura une
valeur variable avec cette limite. Enfin, si -p tend vers oc, l'intégrale tendra vers
4= / e-'*dt — i.
Donc, si le nombre [jl des épreuves croît indéfiniment, la probabilité que le rapport du nombre des événements B au nombre des événements A reste compris entre les deux lî-
mites r- et r tendra vers la certilude, si
jUL— /l-hX p. — /l — A4-I
X croît plus vite que y/ jx. Or les deux limites ci-dessus tendent
évidemment toutes deux vers — • Donc le rapport du nombre
des événements A à celui des événements B tendra vers la même limite.
Cet important résultat est connu sous le nom de théorème de Bernoulli.
Produit de deux fonctions F. — On a
r=i I I ^a:^P'^y^9''^e-'*-y*djrdy *Jù «/ft
el, en posant a: = p coscp, y = f sinç,
ï(p)T{q)= r Ç 4cos*''->©sin«^-»(pp*''+*^-'e-PVpé/o
en posant, pour abréger,
Soit en particulier /? = gr = ^. On aura
et. par suite,
formule déjà obtenue (172).
Posons plus généralement q = i — p; il viendra (Calcul différentiel, 384)
r(i) sin/»it
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187. L'intégrale B(/?, q)^ que nous venons de ramener aux fonctions F, porte le nom AUntégrale eulérienne rfe première espèce. Elle est susceptible de plusieurs autres formes.
Posons, par exemple,
cos*<p = Xy d'où — a sintp cos<p d^ = da: ; il viendra
^{p,q)— I xP-^(i — a:)''-^dx.
Posons encore
J? = — > d ou I — X=. y ax =2 : ,
il viendra
yp-^ dy
188, Considérons l'intégrale multiple
prise pour tous les systèmes de valeurs positives des variables qui satisfont à l'inégalité
Posons
.T — ax^^, y — by^, z—cz\ P — ^Pu ^ = ?7i, '• — T^i
L'intégrale deviendra
aPb'fc^
^Ffff'^^''' ^ Ji^ ^i)^^'~*J^?'-*^?-^ ^^1 dy, dz,.
et devra être étendue à tous les systèmes de valeurs posilive> des variables qui satisfont à la relation
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Posons maintenant
Un en déduit
ftl
d^ d/î) é/Ç =r ?* 7) û?E dri d^.
i\ dY dTL = dxx dy^ dz^
Enfin i, v;, vj varieront de o à i.
Substituant les nouvelles variables à la place de J^i , j^i , Zi, l'intégrale précédente deviendra
Les variables étant complètement séparées, cette intégrale >era le produit des trois suivantes
^'\,_ç)7.-.çr,-irfç r-_-B(<7„r,) -r(7.)r(/-,)
On aura donc
et rintégrale multiple sera ainsi réduite à une intégrale simple.
189. Supposons, en particulier, que la fonction /"se réduise à une constante K. L'intégrale simple sera égale à
y et I sera complètement calculée en fonction des
transcendantes F.
Celle formule a de nombreuses applications au calcul des volumes, centres de gravité, momcnls d'inertie. Cherchons, par exemple, le moment d'inertie d\]n ellipsoïde
jp* y* J5* a^^ b*^ c»~ '
homogène et de densilé i, par rapport à l'axe des z. L'intégrale à calculer sera la suivante
ffj\x^ + y^)dxdydz.
On en aura le huilième en se bornant aux valeurs positives des coordonnées.
Le premier terme de cette intégrale s'obtient en posanl, dans la formule précédente,
a — p=zY = 2, /> = 3, ^z=r=zi, /=i.
Il aura pour valeur
a»6c r(f)r({)r(i) i_a}bc^ ^ 8 r(|, «- 8 H*
Calculant de môme le second terme, ajoutant et multipliant par 8, il viendra, pour le moment d'inertie cherché,
m. — Potentiel.
190. Potentiel d* un corps à trois dimensions. — D'après la loi de Newton, deux points de masses m et ni exercent
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Tun sur Tautre, suivant la droite qui les joint, une attraction
F égale à î^^ — ,— >/ désignant une constante et r la distance
des deux points.
Supposons, pour plus de simplicité, que la masse m! du
point attiré soit égale à --; soient a, ft, c ses coordonnées,
X, )% z celles du point attirant, on aura
La droite qui joint les deux points ayant pour cosinus direc-
leurs — ; — > '^ , - — ; — > les composantes de l'attraction
suivant les trois axes coordonnés seront
wA fZ f«
Si, au lieu d'un seul point attirant, on en a plusieurs, on aura, pour les trois composantes,
^__y m(jc-~^) y_ ^m{y— b) ^ __ V^ ^(^ — f )
Enfin, si les points attirants forment un corps continu, on le décomposera en éléments infiniment petits. Soient x, y^ z les coordonnées d'un de ces éléments, dW son volume, ji=y(j;, y j js) sa densité; sa masse sera |x<iV; les composantes de son attraction seront
^^d^', ^-^A-^dS, îyl-%rfV.
et les composantes de l'attraction totale seront données par les intégrales
étendues à tout le corps attirant.
J. — il. i3
191. Ces composantes sont les dérivées partielles par rapport k a, b^ c de l'intégrale
qu'on nomme le potentiel du point a, 6, c. On a, en effet, d'après une règle connue,
dU _^ — [LdW dr da 0 /'* da D'ailleurs
(5) r^^{x-aY+{y-bY-^{z-cy-,
d'où
âr
da
Substituant dans l'intégrale précédente la valeur de 3 — tirée de cette équation, il viendra
On trouvera de môme
Une seconde dérivation donnera
et de môme
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Ajoutons ces trois équations; il viendra, eu tenant compte
(le (5),
Les dififërentiations sous le signe /, qui nous ont
fourni les résultats précédents, ne sont permises, sauf examen ultérieur, que si les fonctions à intégrer restent continues et si le champ d'intégration est fini. Ces conditions seront satisfaites, si Ton suppose : i^ que le corps attirant a des dimensions finies ; 2'^ que la densité est partout continue ; 3^ que le point (a, b, c) est extérieur au corps attirant. Mais, si le point (a, 6, c) fait partie du corps attirant,
- devenant infini en ce point, une nouvelle discussion devient nécessaire. Elle nous fournira successivement les ré^ sultats suivants :
193. Les intégrales U, X, Y, Z restent finies et déter^ minées.
Posons, en effet,
ix = a -h rsin6cos<|/, y =:z b -h r sinô sinij', 3 = c 4- rcosO,
ou
il viendra
dy = r*s\B^drd^d^',
l}=:^\Lrsm^drd^d^,
X == V (A sin* 6 cos<}/ dr db d^,
Sous cette nouvelle forme, la fonction à intégrer ne devient plus infinie.
Au contraire, les intégrales (9), (10), (i i) conserveront r
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au dénominateur, et il serait aisé de s^assurer qu^elles sonl indéterminées.
U intégrale U a encore pour dériçées partielles X,Y,Z
On a, en effet (1S9), en désignant par z-' ce que devient r par le changement de a en a + A,
lorsqu'on fait tendre vers zéro d'abord A, puis le champ de rintégrale qui figure au second membre.
Or, r, r^j h étant les trois côtés d'un triangle, on aura I r' — r I ^ I A I et, par suite,
h \r r')\ ~~ hrr' < rr' < '^ V'** ''v' Le module de l'intégrale aura donc pour limite supérieure
Or, si nous passons aux coordonnées polaires définies par les équations (»3), la première de ces deux intégrales deviendra
V fxsin6^r<iô^»);,
et tendra évidemment vers zéro, si le champ d'intégration décroît indéfiniment. Il en sera de même de la seconde intégrale, si l'on prend des coordonnées polaires ayant leur centre au point (a -+- A, 6, c).
Les dérivées partielles X, Y, Z étant toujours finies et déterminées, le potentiel U sera continu dans tout l'espace.
195. Les fonctions X, Y, Z sont également continues dans tout l^ espace j et leurs dérivées partielles sont finies et déterminées dans tous les points où les déri\>ées par-
. .. d{X C^jX (?|A
t te lies -r-> -V-' -^ sont continues, or oY ôz
Eq effet, considérons par exemple l'intégrale X. Si Ton y change x en x -\- /i, elle deviendra
,.fz
{jirfV.
Supposons I h\ moindre qu'une quantité fixe o. Décomposons le champ en deux régions D et d, celle dernière étant une sphère d'un rayon R plus grand que o ^-t
ajani pour centre le point (a, 6, c). L'intégrale partielle V
étant continue, il suffira, pour établir la continuité, de montrer que, en prenant R et S assez petits, on pourra faire en sorte que le module de la seconde intégrale partielle
soit constamment moindre qu'une quantité arbitraire s (loôV Prenons pour nouvelles variables des coordonnées polaires, /, 8, ^ ayant leur centre au point {a-\-h, b, c). L'intégrale ci-dessus deviendra
V (X sin'ô cos^ dr'd^ d^,
et, si M désigne le maximum du module de |jl dans la sphère (if son module sera moindre que
M^sïn^dr'd^d^.
11 sera a fortiori moindre que cette dernière intégrale, étendue à une sphère de rayon R 4- 8 décrite autour du point («4- A, by c), car cette nouvelle sphère contient la sphère d. Mais celte nouvelle intégrale a pour valeur
Si nous faisons décroître R et 8, M ne pourra que décroître. L'expression précédente tendra donc vers zéro, et pourra être rendue moindre que e.
Cherchons la dérivée de X. On connaît déjà celle de
l'intégrale V . Quant à celle de l'autre intégrale partielle V ,
elle est égale, par définition, à la limite vers laquelle tend, pour h = G, l'expression
Changeons x en x -{- h dans la première intégrale ; elle devient
di désignant une nouvelle sphère égale à d^ mais déplacée de la quantité h du côté des x négatifs, et [Xf la densité an point (^-f- A, yy z).
On aura, d'autre part,
dV
Sx — a
p désignant la partie de d qui n'appartient pas à e/|, et pi h partie de di qui n'appartient pas à d. L'expression (i4) deviendra donc
197. A la limite, ^* ^ tend vers -~> quantité finie et dé terminée. La première intégrale deviendra donc
Orf. r» dx
Cette expression, de même forme que l'intégrale X, sera fini
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elconlinue, et tendra évidemment vers zéro, si le rajondes âf)iières décroît indéfiniment.
Passons à l'examen de la seconde intégrale V
Soient r,8,i{^ les coordonnées polaires d'un point ^{fig-^) pris à la surface de la sphère rf, PQ la portion du rayon vecteur interceptée entre les deux sphères rf et rf| . Par le point Q,
Fig. 8.
menons une parallèle QR aux x positifs. La quantité QR = h étant infiniment petite, le triangle PQR sera sensiblement rectangle et donnera
PQ = h cosPQR =z h
Cela posé, soit d^^=r^s\Tihdhdi^ un élément de la surface sphérique contenant le point P. L'élément de volume rfV, intercepté dans la région p par le cône de base rfo-ajant son sommet à l'origine, sera évidemment
PQd/cr=:Ar(j7 — a)sin6rf6^tl/,
« et l'élément correspondant de l'intégrale sera
\i.r{x — a) sinOâfO^ft]/ = [xsin^ôcos'^'^O ^'t'-
Les éléments de la troisième intégrale se calculeront de la même manière, avec cette différence que, x étant <, ci, la
quantité PQ. qui doit toujours être prise positivement, ne
sera plus égale a n j mais a > ce qui entraînera
un changement de signe.
On aura donc, en réunissant ces deux intégrales,
— V -h V — — / sin'ôûW/ jxcos*4*^iV.
Si nous faisons décroître indéfiniment le rayon de la sphère d, la densité ui tendra vers une valeur constante a,,* égale à la densité au point (a, b, c); et Ton aura
X.2TC
-|Jh-|J :=-HLo r sin^e^ô r cos*t^^^--i- ,x,.
On aura, par suite,
âX_d'U _ ()a da^
i'™, So \r r' -^ -~-r^ ~\ (^^ - T f^»-
Cette valeur sera finie et déterminée, si le premier terme du second membre tend vers une limite fixe lorsque le rayon p de la sphère d tend vers zéro.
Pour montrer qu'il en est ainsi, il suffit d'établir que d, d' désignent deux sphères concentriques de rayons infiniment petits p, p', l'intégrale
prise dans la couronne comprise entre ces deux sphères, csl infiniment petite.
Or la formule de Taylor, arrêtée à son premier terme, donne
A, B, G étant les valeurs de -;^> -r-> -— en un point dont les ' ' ôj:: ây âz ^
coordonnées sont
aH-0(x — rt), b-h^{y—b), c-+-6(3— c),
Mtant compris entre o et i. Ces dérivées partielles étant continues au point a, A, c, les modules ] A |, | B |, | C | resteront^ aux environs de ce point, inférieurs à un nombre fixe M.
Substituons la valeur ci-dessus de ;jl dans l'intégrale, l.e premier terme
prendra, en passant aux coordonnées polaires
j r. a -i- r cos8, j-t=: ^ -h rsinôcos^, ^ =: c -h /'sinôsin^l,
la forme suivante
|Xo 1 dr 1 d^ I ( — I -h 3 cos'6 )
Celte intégrale est nulle, car la première intégration par rapport à 0 donne comme résultat
cos6 — cos'OX'ï — o.
Quant à Tintégrale restante son module sera moindre que
S^_^(-,',-^â)3Mr.r«8inô^^4.
^P / ^4'/ laMsinôc/ô = 24M-27t(p'--p),
P t/Q *Jq
quantité infiniment petite.
199. On obtiendra pour -r^ ? -^-y des expressions analogues à celle que nous venons de trouver pour -j-r'y ^^ '^^
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ajoutant, les intégrales se détruiront, et il viendra
formule qui contient, comme cas particulier, celle que nous avons trouvée plus haut pour le point extérieur, où la densité était nulle.
200. Si la densité [x est constante, les intégrales X, Y, Z pourront se ramener, et cela de plusieurs manières, à des intégrales doubles.
On a, en effet,
et, par suite (149),
-. O ces NX ,
D'autre part, prenons pour variables des coordonnées polaires ayant leur centre au point a, ft, c; on aura
X — |jL C^^II-^sinO^rt/e^tJ;.
Or on a
= cosRX,
RX désignant l'angle du rayon vecteur avec l'axe des x. Celle
quantité étant indépendante de r, Tintégration par rapport
à r donnera (150)
^ n cosRXcosNR , X — (x j^ ~ «^•
201. Attraction d^un ellipsoïde. — Appliquons ces résultats à la recherche de Tattraction exercée par l'ellipsoïde
a» p* y' que nous supposerons homogène et de densité i .
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Cette équatioa peut être remplacée par le système des trois suivantes :
X Z=L OLCOSfj
vz= psin/7cos^, 5 m Ysin/? sin^,
où p variera de o à tc et ^ de o à 27:.
On a
dx . dx dp "•"/'' dq -
âv a ây ri , ,
-j^= ^cospcosq, ^ -T — psin/>siny,
àp~ ^cospslnq, ^= Ysin/jcosry,
et l'élément d'aire di aura pour projections
=z Py sin/> cosp dp dq
= «Py sin/? dpdq — >
Y d(j cos N Y =z apY sin/? dpdq ^^^
û?j cosNZ =1 (x^Y sin/? dpdq ^^'
Cela posé, on aura (200) pour Ja composante X de Tattraction, suivant l'axe des x,
SPYSinpcosp - , y, -^pd^/y
d'où, en posant -r- = Ç,
aj3Y
(,5) a^^-^'J!^^idpdq,
Cherchons comment varie la quantité Ç, lorsque Ton fait varier les axes a, ^3, y (le telle sorte que les différences P^ — a^ = 0, Y" — a^ =r ô| demeurent constantes.
En vertu de ces relations, une seule de ces variables, a par exemple, sera indépendante, et Ton aura'
dx X
on ô^ dt %
âz dz d^ z
un 0^ dn Y*
ôr _ ' ^ dn ^^ 'an an
on r
— ( ^ cosRX + ^, cosRY -\- ^, cosRZ ) a,
ou, en remplaçant — par sa valeur et cos/? par - %
a^5 + Ua--j^^a:/^^cosRX4-|^,cosRY4-^cosRZ^rfa^/?t/y
__dn ç\ ^(cosNXcosRX + cosNYcosRY + cosNZcosRZ)
an C\ X CCS i^ ri ,
Pï O /•*
é/a O ^ CCS NR
Pt
<ia O »r — a ces NR , adn ç\ cos NR
Or la première intégrale est égale à -q- X = Ç rfa (200) ; et
la seconde est égale à zéro ou à — ^ — (^^1)? suivant que le
PT point a, 6, c est extérieur ou intérieur à Tellipsoïde.
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Supposons d^abord le point extérieur. On aura
^S=o, d'où i-C, X = CaPY,
C désignant une constante; d'où ce théorème énoncé par Maclaurin :
Les composantes des attractions de deux ellipsoïdes homofocaux homogènes sur un point extérieur sont proporlionnelles à leurs masses.
On sait, d'ailleurs, que X est une fonction continue des coordonnées du point attiré. Le théorème subsistera donc encore lorsque ce point, au lieu d'être situé en dehors de rellipsoïde attirant, sera sur sa surface extérieure.
Le problème de Fattraction sur un point extérieur se trouve ainsi ramené à celui de Tattraction sur un point de la surface, lequel n'est qu'un cas particulier de l'attraction sur un point intérieur.
Passons donc au cas du point intérieur. On aura
,* tiTza doL
d'où
^ , da doL
et, par suite,
ÇzzrjTca / -4- ronst.
Pour déterminer la constante, on remarquera qu'en vertu de la formule (i5) i tend vers zéro quand a augmente indéfiniment; car /• tend vers oo en même temps que a, P et y» donc la constante est nulle. On aura donc, en remplaçant pour plus de clarté la lettre a par t sous le signe d'intégration,
X=i:a3YÇ = 4^«?Y« / — , »
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OU, en posant ^ = — et remarquant que 3 = ^^ — a^ y 4^?Tû^ /•* u* du
Une permutation circulaire donnera Y et Z.
On remarquera que X, Y, Z varient proportionnellemeot aux coordonnées a, 6, c. On aura donc à calculer les mêmes intégrales, quel que soit le point attiré.
Remarquons, en outre, queX, Y, Zne dépendent que des rapports des axes a, p, y. Si donc on remplace Tellipsoïde par un autre ellipsoïde homothétique, l'attraction restera la même; d'où ce théorème :
L'attraction d^une couche homogène limitée par deux ellipsoïdes concentriques et homothétiques est nulle sur tout point intérieur.
204. Le cas où l'ellipsoïde se réduit à une sphère mérile une attention particulière. L'attraction sur un point extérieur est la même que celle de toute sphère concentrique de même masse. En faisant décroître indéfiniment le rayon de la sphère, on arrive à cette conséquence :
L'attraction d^une sphère homogène sur un point intérieur est la même que si toute la masse était réunie an centre.
203. Potentiel d^une sur/ace. — Supposons maintenant que le corps attirant, au lieu d'avoir, comme précédemment, trois dimensions, se réduise à une surface. Soient du un élément de cette surface, a sa densité; on aura, pour le potentiel, l'intégrale double
Un::
lLd(r
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et, pour les composantes de rattraction,
r* de
Si le point est sur la surface attirante, ces formules peuvent devenir illusoires. Il y a donc lieu de les discuter.
206. Pour plus de simplicité, prenons pour origine des coordonnées le point (a, 6, c), et pour plan des xy le plan langent en ce point. L*intégrale U restera finie et continue en ce point.
Soit en effet (A, A", /) un point voisin de l'origine. Supposons \h \, \k\, 1 1\ moindres qu'une quantité fixe 8. La valeur correspondante de U sera donnée par l'intégrale
{JLé/<r
Traçons sur le plan tangent, avec l'origine pour centre, un cercle de rayon R> 28. Soient d la région interceptée dans la surface par un cylindre droit ayant ce cercle pour base; D le reste de la surface.
L'intégrale ci-dessus se décompose en deux autres, Sa et Sj). La seconde est évidemment continue ; il suffira donc de montrer que R et 8 peuvent être pris assez petits pour que le module de S^ soit < c.
Prenons pour variables des coordonnées semi-po laines 0, ^1 s définies par les relations
x==: A -f- pcos6, y =: A:-f- psinô, 5 = / 4- Ç.
L'intégrale deviendra
S\t.d9 __ n {A pdpd^
^ désignant le petit angle formé par le plan tangent à Télément rfo* avec le plan des xy^
Soit M le maximum de — !— 7 dans la régrion rf; le module
cos^j; ^
de rintégrale ci-dessus sera au plus égal à MSe/p d^. Mais on a évidemment dans toule la région ci
Cette dernière intégrale sera donc moindre que la suivante
SIC ^R
e/0 / dp =:M.2ir(R-|-i8).
Si R el S décroissent, M ne peut que décroître. Celte expression tend donc vers zéro avec R et 0, et peut être rendue moindre que 6.
207. L'intégrale Z reste également finie et déterminée au point a = b = c = o. On peut, en effet, la décomposer en deux autres Z^ et Z^, prises respectivement dans les régions rfet D. La dernière est finie; quant à la première
r, O \t.zd<s
rf ^'
remploi des coordonnées semipolaires
^ = pcos6, jr=psin6,
permettra de la mettre sous la forme
y. zpdp d^
cos^l/ . , ,. J ^ (p'-i-5*)'
San module sera fini ; car il est au plus égal à
Mm V ^pé/6 <M/ii.2i:R,
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m désignant le maximum de ^ , lequel sera fini, car le
plan des xy étant tangent à la surface, z est, aux environs de l'origine, du second ordre en x^y^ comme p^.
L'intégrale Z présente toutefois une discontinuité remarquable lorsqu'on traverse la surface. Supposons, en effet, A = o, Ar = 0 et / infiniment petit ; on aura
\ variant d'une manière continue, il suffira de considérer la première intégrale. Elle a pour premier terme
[JLS d^ Ç\ (x 2 p d^ d^
r* O ces
Celte quantité, dont le module est encore moindre que
M/7i.27cR, tend vers zéro avec R, quel que soit /, et, par
suite, ne donne lieu à aucune discontinuité.
Reste l'intégrale
lid<j
Le champ d'intégration étant très petit, la densité u. reslera sensiblement égale à [Xq, valeur de la densité à l'origine; d7 sera sensiblement égal à p dp d^; enfin
pourra être remplacé par ^p^-f-T*, car, z étant de l'ordre de p^ et / très petit, 2 Iz et z^ seront négligeables par rapport à 0^.
On aura donc sensiblement, pour la valeur de l'intégrale cherchée,
J. — II. i4
p variant de zéro à R el 0 de zéro à 2 7r. L'intégration donnera
''^^'WRMW^ S/7^J'
Si / tend vers zéro, le premier terme de ce produit lenJr vers zéro et le second vers — 27:0,0 ou 4- 2it[Xo, suivant que / sera positif ou négatif.
La composante Z de l'attraction variera donc brusquenienl de la quantité — 4'ï^H''0> lorsqu'on traverse la surface alliranle en se déplaçant sur la normale.
Enfin l'on reconnaît sans peine que, sur la surface attirante, X et Y sont indéterminées.
Désignons, pour abréger, par AV l'expression
dx^ dy^ dz''
L'équation aux dérivées partielles
aV^zo,
que nous venons de rencontrer dans la théorie du potentiel, joue un rôle considérable dans la Physique mathématique. Les fonctions qui y satisfont ont reçu le nom de fonctions harmoniques. Nous sommes en mesure d'établir à leur égard quelques théorèmes généraux.
Soient, en effet, U, V deux fonctions de x^ j', z continue?, ainsi que leurs dérivées premières, dans un domaine fermé T. On aura
dz dz dz ôz dz-
Intégrons dans le domaine T. La première intégrale du second membre se ramène à une intégrale double (149': on aura donc, en désignant par dv l'élément de volume Ac l'espace T, par cIt l'élément de surface de sa frontière, ei
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par NZ Tangle de la normale extérieure à Télément avec les z
positifs
PermutODS circulairement a:, y^ z dans cette formule, ajoutons les résultats obtenus et posons, pour abréger,
\^\dx dx '^ dy dv "^ âz dz)"^'^' il viendra
I = Cu/'^^cosNX-+-^cosNY+^'cos\z')</j--.C
L'intégrale double qui figure dans cette formule peul être l'crile sous une forme plus condensée. Soient, en effet, Sor, \\\ Zz^ oV les variations qu'éprouvent x^ y^ 3, V lorsque, partant d^un point de la surface, on se déplace de la quantité infmiment petite oN sur la normale intérieure; on aura
Ix Lz - 5N cos NX, 8/ :^ — 8N cos N Y, Iz—- o\ ces NZ, ôx uy ^ ôz
-r- cos NX -H -7- cos NY -h -7- \dx a y ôz
L'équation précédente pourra donc s'écrire Permutant U et V et retranchant, il viendra
identité qui constitue le théorème de Green, Si U etV sont des fonctions harmoniques, cette relation
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se réduit à
Posons, en particulier, U = i ; nous aurons (.7) S
209. Soit (a, i, c) un point intérieur à T. On reconnaît sans peine que la fonction
est harmonique. Elle n'est pas continue dans la région T, mais elle le sera dans le domaine T' obtenu en retranchant de T une sphère s d'un rayon p infiniment petit ayant son centre en (a, i,c). On pourra donc appliquer la formule (i 6)
aux deux fonctions - et V dans la région T', ce qui donnera
l'intégrale V étant prise sur la surface frontière de T, et
l'intégrale V sur la frontière de la sphère.
Il est facile d'évaluer cette dernière intégrale. En eflel, sur la sphère, r a une valeur constante p. Le dernier terme de l'intégrale est donc
iO'8V ,
et s'annule en vertu de la formule (17) qui peut être appliquée à la sphère.
On a d'ailleurs
/■ I or _ I I
car, N désignant la normale intérieure àT'(ou extérieure à la sphère), SN et 8r sont égaux. Donc
D'ailleurs, la sphère s étant inOniment petile, la valeur de V en chacun de ses points diffère infiniment peu de la valeur V(a, 6, c) qu'il possède en son centre; cette intégrale aura donc pour valeur limite
— V(a, 6, c) -^ V cfff = — 47rV(a, bj c).
Nous aurons donc
210. Supposons, en particulier, que T se réduise à une sj)hère de rayon R et de centre a, 6, c; cette formule se réduira, d'après le calcul lait plus haut (en remarquant qu'ici, N représentant la normale intérieure à la sphère, on a or = — oN, ce qui change le signe du résullat), à
(19) 4^V(a,6,c)=i^|gvrfa.
On en conclut ce théorème :
Théorème. — Une fonction harmonique V, continue dans une région T sans être constante, ne peut avoir ni maximum ni minimum à l' intérieur de cette région.
En effet, supposons par exemple qu'elle eût un maximum Vo au point (a, è, c). Traçons autour de ce point une splière d'un rayon r arbitraire, mais assez petit pour que la sphère soit intérieure à T. Supposons qu'en un point x^ y, z de la surface de la sphère, V fût moindre que son maximum Vo et fût égal à Vo — a. Soit 8 une quantité moindre que a. On pourra assigner une quantité e telle qu'en tous les points de
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la surface de la sphère donl la dislaDce k x, y^ z est moindre que e, V soit encore moindre que Vo — a + 3. Soient 5 l'aire de la région d formée par l'ensemble de ces points; /\Tzr- — s l'aire du reste D de la surface sphérique; V n y pourra surpasser Vq. On aura évidemment
pS^'"=iS/^-7iS/-
<^(Vo-a-i-8)54-^Vo(47^/-'-5)<4-Vo,
ce qui contredit Tcqualion (19).
Donc la fonction V doit conserver aux environs du point a, 6, c la même valeur Vq qu'en ce point lui-même; et, en cheminant de proche en proche, on voit qu'elle sera constanlr dans toute la région T.
211. Corollaire. — Une /onction harmonique continue dans la région T est complètement déterminée lorsqu'on connaît sa valeur en chaque point de la frontière de T.
En effet, soient deux fonctions V, W admettant les mêmes valeurs aux divers points de la frontière; leur différence V — W sera nulle sur toute la frontière de T. Elle le sera aussi à son intérieur, car autrement elle devrait admettre un maximum ou un minimum.
212. On est conduit à se demander s'il existe toujours une fonction harmonique V continue dans la région T et prenant aux divers points de sa frontière un système de valeurs donné a priori (sous la seule condition de varier d'une manière continue). Cette question célèbre, connue sous le nom de problème de Dirichlet, a été l'objet de nombreux travaux de MM. Schwartz, Neumann, Poincaré, etc. Ils l'ont résolue par l'affirmative, sauf quelques légères restrictions.
Nous nous bornerons à traiter la question dans le cas d'une sphère.
A.dmettant provisoirement Texistence de la fonction cher-
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chée, nous déterminerons d'abord sa forme; et nous vérifierons ensuite qu'elle satisfait aux conditions requises. Soient
R le rayon de la sphère ;
(a, bj c) un point intérieur quelconque;
/ =z ^/a^ -^ b'i^c^ sa distance au centre.
Nous aurons, d'après les formules précédentes,
Dans l'intégrale du second membre figurent, outre les
valeurs de V sur la surface de la sphère, celles de ^r^» q^î ^^c
sont pas des données de la question. Mais on peut les éliminer par l'artifice suivant.
Au point (a, 6, c) intérieur à la sphère correspond, comme on sait, un point conjugué (a^ ^n ^f) situé sur le même diamètre, à une distance /| du centre donnée par la formule
II, = R
et les distances /*, r^ des deux points conjugués à un point quelconque de la surface de la sphère seront dans un rapport constant
Appliquant la formule de Green à la fonction V et à la fonction harmonique — > laquelle reste continue dans la sphère,
on aura
°=^y'^-i'àh
Multiplions cette équation par y > et retranchons-la de la
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précédente, il viendra
V(a,^c):=Svy
Or on a évidemment {fig^ 9)
Fig- 9-
<<hA-^^)
8iN "^
-r COSO -- ~r 15
De même
I R*+rî L\
aRri
Substituant ces valeurs et remplaçant ensuite /'i, /{ par
leurs valeurs
Rr R*
on aura enGn
Telle est la forme nécessaire que doit avoir la solution si elle existe. Mais il reste à prouver que la fonction ainsi obtenue satisfait bien aux conditions requises.
Tant que le point (a, 6, c) reste intérieur à la
sphère, m'est jamais nul. L'intégrale et ses dérivées partielles successives sont donc continues.
2° C'est une fonction harmonique. Posant, en effet, pour
abréger,
el tenant compte des relations
on trouve aisément
àV__ 3(R'— /») i5(R'— /«)(a? — g)' __ ^ i9.a{rr — .v)
et de même pour ^y^> -t-^« Ajoutant ces trois expressions et
réduisant, il vient
da^ db^ de* et, par suite,
d'\ d*\ d''\ Oa* '^ db* '^ ~dà
V I O /dV 6?V (?V\ V ^
3** 11 reste à prouver que cette fonction prend, en chaque point de la surface de la sphère, les valeurs qui lui ont été assignées d'avance, et qui ont été adoptées pour le calcul de l'intégrale.
Il nous suffira, pour cela, de montrer que, si le point A = (a, b, c) tend vers un point Ao = («o> ^oî ^o) de la surface de la sphère où la valeur assignée soit Vo, l'inté-
grale
I on'-
irR O /•'
tend bien vers Va.
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Cette intégrale est la somme des deux suivantes :
l.a première représente une fonction harmonique continue ayant la valeur constante Vq, à supposer que cette fonction existe, ce qui est évidemment le cas, car toute constante satisfait à Féquation AV = o.
Donc, la première intégrale a pour valeur Vq. Reste à prouver que la seconde tend vers zéro.
Les valeurs assignées à V sur la sphère variant d'une manière continue, leurs modules ne surpasseront pas un maximum fixe M. Si, d'autre part, nous décrivons autour du point Aq un petit cercle correspondant à un arc trigonométriquc o infiniment petit, dans la calotte d ainsi détachée (ie la sphère, | V — Vo | restera inférieur à une quantité s éi;alemenl infiniment petite.
Dans le reste D de la surface sphérlque, chaque point sera à une distance de Aq au moins égale à 2 sin-j 5, et, si r\ est la distance de A à Aq, r sera au moins égal à 2 sin ~Z — r,. Enfin / sera au moins égal à R — r,, et R^ — /*'*^(2R — 71)7,.
Cela posé, décomposons notre intégrale
-(V-Vo)^^
en deux autres, correspondant aux deux régions d elD. On aura
et, d'autre part,
;;i R'— /* _, ,, V , (9.R — 7i)t, », , ds
(V — Vo)^cr< , . ,. \. 2M.4iîR*-
D /' (2sinJ8 — Tf))
Ces deux expressions tendront toutes deux vers zéro, si l'on fait décroître suffisamment d'abord r,, puis 5.
214. Théorème. — Une fonction harmonique V continue dans tout [^espace, et dont le module reste inférieur à une quantité fixe M, est nécessairement une constante.
Appliquons, en effet, la formule (20) pour une sphère y\\\n rayon infini R, à la détermination de V (a, 6, c) et de ^ ((), o, o). On aura
4ttV (0,0,0)- ;^ j§^ V(i«i,
Or, si R tend vers ao, — tend vers i , et 1 V 1 reste <^ M par
Inpolhèse. La fonction à intégrer est donc infiniment petite, et, le champ étant fini, il en est de même de Tlntégrale. Donc
V (rt, h, c) — \ (o, o, o).
CHAPITRE IV
215. Théorème. — Soit ©(^) une fonction de x, qui admette, dans un intervalle donné KR^ (B>A), une intégrale finie et déterminée.
Soit, d'autre part, f{x), une fonction bornée et non croissante {ou non décroissante) dans le même intervalle.
L'intégrale de f{x)^{x)j dans l'intervalle AB, sera finie et déterminée, et l'on aura
f{x)^{x)dx~f(PL-\-o) I o(x)dx-^f(B^o) I ^(x)dx,
Ç désignant une quantité comprise dans l'intervalle AB.
Celte proposition, due à M. Ossiaa Bonnet, est connue sous le nom de second théorème de la moyenne.
Pour rétablir, supposons d'abord A et B finis, et ^(j^) intégrable dans tout le champ; f{x) 'f (^), étant le produit de deux, fonctions intégrables, sera intégrable.
Pour obtenir l'intégrale, nous décomposerons le champ par des points de division x^ = A, X2, . . ., Xn^t = B en éléments infiniment petits AjC|, ..., Ix^; dans l'intérieur de chacun d'eux, nous prendrons arbitrairement un pointez et nous chercherons la limite de la somme
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Or soient M/, m/ et 0/ = M/ — m,- le maximum, le minimum et Toscillation de ^{ûc) dans Télément Ao:/; le facteur j(;i)Aj:j sera compris entre M/A;r/ et mi^Xi] il en est de même pour l'intégrale
on aura donc
\ri\ étant au plus égal à Oi-Aar/; et, par suite,
La première somme du second membre peut évidemment se mettre sous la forme
Or les facteurs /(Ç/) — f(Xi-{) sont tous de même signe et ont pour somme /($«) —/(Si).
La somme des termes où ils figurent sera donc de la
forme
;ji étant une quantité comprise entre le plus grand et le plus petit des facteurs
/ ^{x)dx,
et, a fortiori, entre le maximum et le minimum des valeurs que prend l'expression
I t^{x)dœ, lorsque Ç varie de A à B.
Nous aurons donc
Faisons mainlenant décroître indéfiniment les intervalles A.r/. Le premier membre tendra vers l'intégrale
Ç^ tendra vers A, $« vers B, et par suite/(Çi) vers /(A -ho), f{\n) vers/(B — o). Enfin lri/(^i) tendra vers zéro; car son module est au plus égal à LSO/Ajri, L désignant le maximum de |/(^)| dans l'intervalle AB; or, <p(:r) étant inlégrable, SO/A^^- tend vers zéro. Donc [x tendra aussi vers une limite déterminée [jlq, qui sera comprise, elle aussi, entre le maximum et le minimum de l'intégrale
I ^{x)clx.
Mais cette intégrale, étant une fonction continue de Ç, prend toutes les valeurs comprises entre son maximum et son minimum. On peut donc assigner à Ç une valeur telle qu'elle soit égale à jjlq. Donnant à \ cetle valeur, on aura Téquation limite
jf{x)o{x)dx-f{k-\-o)j ^{x)dx
+ [/(B-o)-/(A-+-o)] f o{x)cLv
^-/{\-ho)J\{x)dx-^/{B-o)J o{x)dj:
216. Passons au cas où le champ AB, étant encore fini, contient des points singuliers c, c', ... aux environs desquels o'(^) cesse d'être intégrable. Décomposons encore K* champ en éléments infiniment petits ^Xi , . . . , Ao*/,.
Désignons en général par A^r/ ceux de ces éléments qui ne contiennent pas de point singulier, par Lxk les autres. Dans chacun des éléments A a:/, on peut intégrer la fonction /i.r)'^(x), et si la somme
f{x)^{x)dx
tend vers une limite fixe, ainsi que nous allons le prouver, ce sera la définition de l'intégrale
f(x)^{x) cfx.
\je champ d'intégration D formé par la somme des éléments AjJj se compose évidemment d'une somme d'intervalles «164, «2^2» ••• d'un seul tenant, séparés les uns des autres par des points singuliers. A une autre décomposition de AB en éléments infiniment petits correspond un champ analogue D'et nous devons montrer que la différence
I f{x)^{x)cix— I f{x)t^{x)dx
est infiniment petite. Or soit
D"— D -h cl -=:[)' -h d'
le champ formé par la réunion de D et de D'. Il suTHra de prouver que la différence
e>t infiniment petite; car la même démonstration étant applicable à / — / , / — / sera la différence de deux infini-
ment petits.
217. Le domaine d se compose d'une suite de domaines partiels c/jt respectivement contenus dans les éléments Lxk\
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chacun de ces derniers, tel que d^^ est lui-même formé par une série de domaines d'un seul tenant, a^i ^am • • • 7 ^jtm p;^/»? séparés les uns des autres par des points singuliers. Appliquant à chacun d'eux le second théorème de la moyenne, il viendra
I f{x)o{x)dx
Soit L le maximum de |/(^)| dans l'intervalle AB. Le module de la somme ci- dessus ne pourra surpasser
L > / ^{x)dûr H- / ^{x)dx\ . ^Lk«h '^Çh IJ
Or chacune des deux parties de cette dernière somme est infiniment petite.
En effet, l'intégrale
cp(j?) dx
étant déterminée, par hypothèse, l'intégrale
X^{jc)dx
ne subira plus que des accroissements infiniment petits si Ton subdivise les éléments A^^ par de nouveaux points de division choisis d'une manière quelconque.
Introduisons tout d'abord comme nouveaux points de division les points extrêmes a^i et jJ^m de chacun des domaines dfc Le champ d'intégration D pourra se trouver accru de quelques éléments^ appelons Dj ce qu'il devient par cette adjonction.
Soient maintenant oLf^p^ftp ceux des intervalles a$ pour lesquelles l'intégrale
cp ( JF ) dx
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est positive; OLj^nîkn ceux pour lesquels elle est négative. Si nous ajoutons tous les points ct/fp et Ç^t^ aux points de division précédents, le champ d'intégration D^ se trouvera accru des éléments CLkp^kpj et l'intégrale correspondante se trouvera accrue de
x\.joulons encore les nouveaux points de division a^,, et ^^n ; nous obtiendrons un accroissement négatif,
Ces deux accroissements sont infiniment petits, par hypothèse. 11 en sera de même de leur différence, laquelle est évidemment égale à la somme
dx
étendue à tous les éléments aÇ.
En introduisant comme nouveaux points de division d'abord ceux des points ^ et Ç pour lesquels l'intégrale
^(x) dx
est positive, puis ceux pour lesquels elle est négative, on trouvera de même que
y / <f(x)dx est infiniment petit.
218. Ayant établi, par ce qui précède, que l'intégrale / /{x)^{x)dx=z\im\ I f{x)^{x)dx
est déterminée, il est aisé d'achever la démonstration du théorème.
J. - II. i5
Appliquant, en efiet, à chacune des intégrales partielles le second théorème de la moyenne, la somme du second membre pourra se mettre sous la forme
(i) \\/{Xi-ho) I ^{x)dx-¥f{Xi^^ — o) j ^{x)dx
Cette somme n'est étendue qu'aux éléments Ax/; mais on peut y ajouter, sans altérer sa limite, des termes analogues correspondant aux éléments A^ta; car la somme des modules de ces termes ne pourra surpasser
v^ri r^* r'*"*"' Il
L> / ^{x)dx '\- J ^{x)dx\\y
expression dont les deux termes ont zéro pour limite.
La somme (i) étant maintenant étendue à tous les éléments Aj?, remplaçons chacune des intégrales qui y figurent par la différence de deux intégrales ayant B pour limite supérieure; elle prendra la forme suivante
^Ui^i ^o)-f(xi-o)J
UL étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de l'intégrale
/ ^{x)dx,
et la démonstration s'achèvera comme au n° 215.
219. Supposons enfin le champ infini, du côté des x positifs, par exemple. L'intégrale
/ f{x)^{x)dx — \im I /(x)^{x)dx
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sera déterminée; en effet, si l'on y change B en C, son accroissement pourra être mis sous la forme
Jf f{x)9{x)dx^ /(B4-0)/ ^{x)dx
/(c-o)y' <^{x)dx.
11 est infiniment petit; car les deux intégrales le sont, et /(B -h o) et/*(G — o) ont un module au plus égal à L.
On aura d'ailleurs, en appliquant le second théorème de la moyenne à l'intégrale prise de A à B,
f{x)^{x)dx= /(A + o)/ f{x)dx
/(B-oW <p(j?)rfj7.
On peut ajouter au second membre le terme
[/(«')-/(B-o)]r<p(x)rfx,
dont la limite pour B = oo est nulle. Cela posé, le second membre de l'équation pourra s'écrire
/(A4-0) r ^{x)dx + [/{B-o)-f{PL-ho)]f o(x)d.r
[/(oc) -/(B-o)] r^{x)dx.
La somme des deux derniers termes est le produit de /(oo)— /(A-l-o) par une quantité |jl, intermédiaire entre
et / . Mais, l'intégrale / étant
une fonction continue de sa limite inférieure, on pourra trouver une quantité t^ intermédiaire entre Ç et B, telle que Ton ait
et, par suite,
/{x)<f{a!)dx—/(k-ho)l <s{x)dx
+ [/(«=) -/(A. + o)] r<p(x) dx
220. Les théorèmes que nous établirons dans la suite dr» ce Chapitre sur les fonctions à variation bornée sont d'une nature telle que, s'ils sont vrais pour deux fonctions f\t fi, ils le seront évidemment encore pour leur différence. Nous pouvons donc, tout en les énonçant dans leur généralité, admettre dans les démonstrations que la fonction varie toujours dans le même sens, de manière qu'on puisse lui appliquer le théorème précédent.
221. Théorème. — Soit /{ol) une fonction à variation bornée entre K etJ^,
Soit, d^ autre part, o(a, n) une fonction de a et du paramètre /i, jouissant des deux propriétés suivantes :
1° L* intégrale 1 (f(7.^ n) doL^ ou b est un nombre quel-
conque compris dans rintervalle AB, a son module inférieur à une quantité fixe L, indépendante de b et de n:
2° Si n tend vers 00, cette même intégrale tend uniformément vers une limite fixe G, pour les diverses valeurs de b comprises dans un intervalle quelconque contenu dans AB, mais dont le point A soit exclu.
Pour ces mêmes valeurs de b r intégrale
/(a)Q(a, n)dy.
tendra uniformément vers G f{\ zh o){le signe-]- devant être adopté si B >> A, et le signe — siB <Z \),
Les deux cas se traitent exactement de même. La seule différence qui existe entre eux est que, A + )* désignant un nombre compris entre Â et B, on a
Nous pourrons donc nous borner au cas où B > A.
Posons
La nouvelle fonction ^(ol) variera toujours dans le môme sons, et l'on aura
'^{X -f- o) =rO.
Cela posé, on a
/(a) <pûfa=/(AH-o) / <pt/a-h / <};(«) cpe/a.
Si n tend vers oo, le premier terme tend uniformément vers G/(A-|-o). Il suffit donc de montrer que le second tend uniformément vers zéro.
Soit A H- X un nombre arbitraire compris entre A et B; on pourra décomposer Tinlégrale en deux autres
Appliquons à chacune d'elles le théorème de la moyenne; il viendra pour la valeur de l'intégrale cherchée
•y(A-t-o)/ <p^a4-4'(A-t- X — o) I cpd/a
; étant compris entre A et A -h X et Ç, entre A 4- ); et 6.
Le premier terme est nul, et chacun des trois autres tendra uniformément vers zéro, si l'on choisit d'abord \ suf- Gsamment petit, puis n suffisamment grand.
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En effet, lorsque X tend vers zéro, J^(A-4-X — o) et t]/(A + X4-o) tendent vers zéro, et les intégrales qui les multiplient restent finies; car Pintégrale
XA4-X
par exemple, est la différence de deux intégrales
Jf ^dx — / ïp doLy
dont chacune a son module < L, par hypothèse. D'autre part, i({b — o) est fini, et l'intégrale
••* ^à pXx
I ^doL=z I t^doL — 1 <p <ia
tend uniformément vers zéro, quels que puissent être 6 et ii, lorsque, après avoir assigné à X une valeur déterminée, on fait croître n indéfiniment; car b et \^ étant compris dans l'inlervalle de A + X à B, les deux intégrales du second membre tendent uniformément vers la même limite G.
mètre ^, la convergence de l'intégrale / y*(a)cprfa vers sa
Remarque, — Si la fonction /*(«) dépend d'un para
b /{en) cp doL vers sa
limite sera évidemment uniforme par rapport à ce paramètre, si /(A + X) converge uniformément vers sa limite /(A ± o), lorsque X tend vers zéro.
Toutefois, si /*, au lieu de varier toujours dans le même sens, comme nous l'avons admis, était la différence de deux fonctions non décroissantes /i et /'2, il faudrait, pour la démonstration de ce dernier point, que chacune de ces deux fonctions, prise isolément, convergeât uniformément vers sa limite.
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223. Corollaire. — On aura plus généralement, en désignant par x une quantité comprise entre A + 6 — B
et è,
lim r/(P)9(P-f-A-^,/i)c/p = G/(^±o),
pourvu que la fonction f{^) ait une variation bornée entre x et b.
Eq effet, posons
p-f- A — jrnza.
Celle intégrale deviendra
/(a -{- X — A)f (a, n)doL.
Or 6 -I- A — X est compris entre A et B, d'après les hypothèses précédentes; on aura donc pour la limite de cette intégrale
Gf{k-^X — k±10)z:=: Gf{x±.0),
D'ailleurs, l'intégrale convergera uniformément vers sa limite lorsque x varie, pourvu qu'il reste en deçà de b et que, dans les limites où il se meut, f{x) reste continue (222).
224. Applications. — On satisfera aux conditions du théorème précédent, en supposant A = o, B quelconque, , . s\nn%
En effet, supposons d'abord B positif. Soient b un nombre quelconque compris entre o et B, miz le plus grand multiple de :: contenu dans 6/i; on aura, en posant /la = p,
-'rf«
SlD/l
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Ces intégrales partielles successives ont des signes alternatifs; en eOet, le facteur sin^ change de signe en passant d'une intégrale à la suivante. De plus, elles vont en décroissant m valeur numérique; car, si l'on compare entre eux les éléments qui correspondent à la même valeur absolue de sin^,
l'autre facteur ^ décroît d'une intégrale à la suivante. A for-
, qui ne contient qu'une por-
... <ir
,( m -f 1 ) TT
tion des éléments de l'intégrale / , sera moindre en
valeur absolue que celle qui la précède.
' aura donc le signe de son premier terme I
et un module moindre.
Mais on a
donc
<iî.
D'autre part, si b se meut dans un intervalle compris entre o et B, mais d'où le point zéro soit exclu, il ne pourra s'abaisser au-dessous d'un nombre positif fixe ).. Les diverses
intégrales / — ^ rf^, correspondant aux diverses valeurs
de 6, auront donc leur limite supérieure au moins égale à a/î, nombre qui tend vers oo avec /ij elles tendront donc vers une limite commune
si cette intégrale est déterminée. Nous avons vu (98) qu'il en est ainsi, et qu'on a
Nous avons supposé B et, par suite, b positifs; s'ils sont négatifs, on n'aura qu'à changer p en — ^ pour retomber sur rintégrale précédente, changée de signe. Les conditions du théorème subsisteront encore ; mais on aura
225. Théorème. — Soient a, b deux quantités fixes quelconques et x une quantité variable, telles que Von ait a<Cx <ib] soit enfin f{x) une fonction à variation bornée dans V intervalle ab; on aura
r M, ns Sin/l( S x) ',^ "^ r ^, V y./ \-i
En effet, Tintégrale considérée est la différence des deux suivantes :
qui convergent respectivement vers
-/(^4-o) et —-f{x~o) (223).
Tant que f{x) restera continue, cette expression se réduira à Tz/(x). Chacune des deux intégrales partielles, et par suite l'intégrale totale, convergera d'ailleurs vers sa limite d'une manière uniforme (223).
226. La formule précédente reste applicable si l'intervalle ab s'étend de — oo à -l-oo. On aura, dans ce cas, pour toute valeur de x,
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Mais on a
P^^£— — =y cos|ji(p-a?)ûrii..
L'intégrale précédente deviendra donc
= lim f df^ f /(p)cos[JL(P~a?)e/[JL
d^ I /(P)COSJJl(P — iF)f/p
Si l'intégrale
est finie et déterminée, les deux termes complémentaires tendent vers zéro; car leurs modules sont au plus égaux à
et
rv r\/{?)\dp=n ri/(p)irfp-
et pour a = — oo, 6 =:oo, les intégrales du second membre tendent vers zéro.
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On aura donc - [/(x + o) -H/(a: - o)] = lim f e/iJi J /(P)cos[ji(p-a?) d^
Cette formule est due à Fourîer.
227. On peut encore satisfaire aux conditions de l'énoncé du n« 221 en posant A = i , B = — i , ? (a, n) = X^, + X^^., , X;^ désignant la dérivée de l'intégrale définie
f (a4-v/a*— iCOS^)"t/^;,
et Ton aura, dans ce cas, G = — 2.
On a, en elTet, d'après cette définition,
=— 2 + i f (64-V/6*— ICOsO''(l4-6-f-v/^*— ICOS^y^.
Pour les valeurs de b comprises entre — 1 et + 1, cette dernière intégrale aura pour limite supérieure de son modale
i r [6« -h (I — b^) COS«4^]î [(l -h 6)*-h(l — 6*) COS'i^Jiûft^
~Yl±l f [i^{i^b^)sin^]i{i-hcos^-{-bsïn^)^d^ <^vl±^ f [i—{i-b^)sm^]^^2d^.
Cette expression est évidemment inférieure, pour touie valeur positive de n, à la quantité finie
En outre, elle tend uniformément vers zéro, lorsque n tend vers oo, pour toutes les valeurs de b comprises entre 1 — \e\. — i, quelque petite que soit la constante X.
En elfet, nous allons déterminer pour n une valeur indépendante de 6, et à partir de laquelle cette expression soit toujours inférieure à une quantité quelconque e.
Si I -h 6 < - ) cette condition sera satisfaite, quel quo
soit /i. Si I + &>- -> I — 6 étant d'ailleurs :r A, et i -r 6<2 l'expression ci-dessus sera plus petite que la suivante :
I sin*^ ) d^.
Décomposons le champ d'intégration en trois parties, s'étendant respectivement de o à y, de y à tc — y et de tc — Y à 7t, y désignant une quantité arbitraire. Négligeons sin^i dans la première et la troisième intégrale et remplaçons-le dans la seconde par sa valeur minimum sin'^y. Il viendra, pour limite supérieure du module cherché,
^Uy-+-M— ^ sin'yj (tî — 27)!.
En disposant convenablement de y, nous pourrons rendre le premier terme inférieur à ^e; puis, en prenant n assez grand, rendre le second terme également <[4s.
On aura donc, en désignant par /"(a) une fonction à varia-
lion bornée entre — i et -f- i,
228. L'intégrale X„, que nous venons de considérer, se réduit, si n est entier, à un polynôme entier en a; car, en développant le binôme (a 4- v^a* — 1 cos'|)", on voit que les puis- >ances impaires du radical ne figureront que dans les termes <lc degré impair en cosi}^. Mais Tintégrale de chacun de ces termes est nulle. En effet, à deux valeurs supplémentaires de
1 angle i^ correspondent dans l'intégrale / cos^*^' A rf'| des
tléments égaux et contraires qui se détruisent.
Nous verrons plus loin que les polynômes auxquels nous arrivons ici ne sont autre chose que les polynômes X„ de Legendre.
IL — Séries trigonométriques.
229. Soit f{x) une fonction arbitraire de x. Cherchons à la représenter, pour les valeurs de x comprises entre — -k ^n -f-i:, par un développement de la forme suivante :
f{x) zz .Vq-?- ^^1 COS^ + A2 005237 H-. . . -T- A^ C0S/lJ7-f-
B, sin J7 -i- Bi sin 2 jc -f- . . . + B« sîn /lo^ -î
iiC second membre de celle égalité admettant évidemment la période 2?:, le développement, supposé exact dans l'intervalle de — T. à -f-T, subsistera pour toute valeur de x^ si fix) admet également la période 21:; dans le cas contraire, il cessera de représenter y(x) en dehors de cet intervalle.
La forme du développement étant assignée a priori, le [>roblème se réduit à déterminer les valeurs numériques dos coefficients A et B.
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Ce calcul repose sur les formules suivantes :
I cosnxax = [ 1 iz:o,
/•^ . , /— cos/ia:\^
f sinnxax:=[ =o,
r^ . , r^ i-\- cos2nx , (x %vtiinx\^
I cos^nxdxz= I ax=:[ — l -, | =-?:,
r" . . , Z*'^ I — cos 2 na? , /x sin2/i^\'^
f sin'/ia:aa?= / ax =^ I -, 1 ^rr^.
/ sinnx cosnx dx =2 I \sin2nxdxi=^0f
r^ , /•'^cos(m — /i)a?H- cos(m -f- «)^ , f cosm^cos/ia7aa?= f ^ ad-
J-r: i-it ^
/•'^ . . , /•^cos(m — /i)j? — cos(m -4-/i)^ , f sin/wj? sinn^r ajc m f ^ aJ^
r . , /• sin(m -h n)a?4- sin(m — /i)j^ _, / sinma?cos/i^aa?= / ^^ ^^ — dx
Pour déterminer A©, intégrons l'équation (i)de — •nà-j-î^î chacun des termes du second membre, sauf le premier, donnera une intégrale nulle, en vertu des relations précédentes, et Ton aura simplement
j /{x) dx z= I AqC^J? = 2irAo,
Ao- ~ rfix)dx= -i. r/md?.
Pour déterminer A«, multiplions Téquation (i) par ces /i.r et intégrons de — n à H-it; il viendra, en vertu des relations (2),
//{x) cosnxdx = itA^, -n
d'oi
ou
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d'où
A„=- 1 f{x)co^nxdx:zz.- I /(P)cos«pc^p.
On trouvera de même, en multipliant l'équation (i) par sin/ia: et intégrant de — it à + it,
d'où
/f{x) ûnnx dx :=: TcBrt, B„=: - 1 /(^)sinn:i:û?a7=r - / /(P) sin/ipe/^.
Substituant dans Téquation (i) ces valeurs des coefficients, il viendra
H-V sin/i^;i r /(p)sin/ipr/?
on, en multipliant parie et réunissant toutes les intégrales en une seule,
^/(^) = / /(?)^P -i+^cosn(p-^)
230. Le procédé dont nous nous sommes servi, diaprés Fourier, pour établir cette formule, donne lieu à de graves critiques :
»** Nous avons intégré le second membre de Téquation (i) en faisant la somme des intégrales de ses termes, ce qui n'est légitime que s'il est uniformément convergent. Nous n'avons 'lonc pas prouvé que, en dehors du système de valeurs que nous avons déterminé pour les coefficients A et B, il ne puisse en exister d'autresdonnant également une représen-
tation de la fonction /(^). Nous pouvons seulement affirmer que, s'il en existe, le développement qu'ils fournissent ne peut être uniformt^mcnt convergent.
2" Nous avons trouva la forme que doivent avoir les coefficients du développement de f{x)^ en supposant que ce djveloppement soit possible; mais rien ne justifie a priori cette hypothèse : Texactitude de la formule (3) n'est donc aucunement établie.
Cette objection capitale ne peut évidemment être levée qu'en calculant directement la valeur du second membre de la formule, pour vérifier si elle est égale à 7z/(x).
231. A cet effet, nous remarquerons que la série, arrêtée aux termes en sinpx et cospx^ aura pour valeur
^P=f /(?)'^? J+^cos/»(P-x) .
Mais la somme entre parenthèses est égale à
sm- L 1
— ,^ sin- f- > sin {? — x) -sin (?-^
2 sin !
sin ' — (3 — x)
2 sin — — -
On aura donc
si„^(P-a.) 2 Sin
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et la somme de la série cliercliée sera la limite de S^ lorsque /; tend vers oc.
Celle limite est aisée à trouver lorsque y"(,i) n'a qu'uiu; \ariation bornée entre — tz et -{-tz. En efl'et, supposons (l'abord j: ;> — t:, mais < ti. Faisant, pour abréger,
l'intégrale S^, pourra se mettre sous la forme
Or le facteur- -.— - ,- ' -reste fini dans le cliamp cK*
1 intégration, et n'a qu'une variation bornée, de même qutî /(^); donc F(^) n'a qu'une variation bornée, et l'on aura
limSp::^-[F(.r -ro) -4-F(x — o)J — - [/(.r--o) t-/(x -o)|,
car le facteur — ï-ttô a pour limite l'unité, quand 3
asm-JO — X) * ^ ^
lend vers x.
Si /(x) est continue, cette expression se réduit à "^^/{jc ). D'ailleurs, S^ tendant uniformément vers sa limite quand ./* varie, la série de Fourier sera uniformément convergente.
232. Ces résultats seraient en défaut si x était égal à l'une
<les limites drit; car le facteur ----,-,- - deviendrait
' 2snij([i --a-)
infini à l'autre limiie de Tintégration ; mais il est aisé de trouver, dans ce cas, la limite de S^. Soit, par exemple, x -— — tz. L'intégrale
sm ' - - ( 3 -f- t: )
' / «^ ^ 2 Slll|(3 T- T)
J. -II. i6
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se décompose en deux autres, ayant pour limites —7: et zéro, zéro et 4- t. On trouve, par la méthode précédente, que la
première a pour limite - /(— t: -h o ) . Pour évaluer la seconde,
posons p = 7: — a. Elle se réduit à
-'^'' . 2/7-hi
sm -^ -' a
sin -=- a
dt^
et aura pour valeur
On aura donc, dans ce cas,
lim Sp :^ ^ [/(- 7: + o) -4- /(tî — o)].
Si^r =-f-7r, on arrivera, par un procédé tout semblal)it\ au même résultat.
233. Considérons une fonction F(j:) donnée seulemcnl dans une portion do l'intervalle do — 7: à tt. On pourra la représenter dans celte étendue par une infînité de séries in- «j^onomé triques drfTéren tes. Concevons, en effet, une fonction f{x)^ égale à F(a7) dans la région considérée et prenant de<î valeurs arbitrairement choisies dans le reste de l'intervalle de — 7: à -hTw. Développons-la en série de Fourier. Ceilo série représentera F(x) dans la région 011 cette fonction e-^i donnée.
Supposons, par exemple, que F(j:) soit donnée dans l'inlervalle de zéro à 7:. Soit /(x) une fonction égale à Fi/-
dans cet intervalle, et définie de zéro à — tz par la condition /(— x) =z f(^x). Appliquons la formule (3) à cette fonction.
Les intégrales / /(P)sinnprf^ s'annuleront, car les élé-
ments correspondant à des valeurs de ^ égales et de signe coQtraire se détruisent mutuellement.
Ces éléments s'ajouteront, au contraire, dans les intégrales
f f{^)d^, f /0)cos/iprfp, qui se réduiront à
'>ii, comme /{x) = V(x) entre zéro et i:, à
F(P)^?, 2 I F(?)co5/iPr/?.
On aura donc entre zéro et tz
-\cosnx f F(P)cos/îpe/p.
234. Si l'on avait, au contraire, déterminé /{jc), pour les valeurs négatives de x^ par la condition
lesintégrales / /(P)rf^, 1 /( 3) cos/i^ rf^ se seraient an-
•/ — T; «/-tc
nulées, et les intégrales I y(^) sin/ip t/,3 se seraient ré-
f /{P)sinn^d^ = '2 I F{P)s\nn^dp, La fonction F(j;) sera donc représentée, toujours dans l'intor-
valle de zéro à ?:, par une série de sinus
(6) F{jr)-f{jr) .^\s[nnjr f F(?) sin/i?<3.
On remarquera loutefois que, pour la valeur x = o, la fonction f{x)^ définie parles conditions précédentes, offrira une discontinuité si F ( j;) ne s'annule pas pour x -^^ o. Aussi, pour X = o, la série aura-t-elle pour valeur, non F(o), mais
'^—^ — > c est-a-dire zéro. 11 en est de même pour
235. Les développements (3), (j), (G) sont valables, le premier de — i: à -h ti, les deux suivants de zéro à -|- iz. Mais on en déduit aisément d'aulres développements applicables de — l k -\- l ou de zéro k -h t^ l désignant une quantité quelconque.
Posons, en effet, dans ces formules
elles deviendront
'^{y)^jf '^(ï)c^«-+- J 2j^^^~~1~J *(^)cos-^^a,
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et seront évidemment applicables, la première de — /à -j- l^ les autres de zéro à /, pourvu que '^{y) et ^{y) aient une variation limitée dans les intervalles ci-dessus. Les séries cesseront d'ailleurs en général de représenter ces fonctions : i" aux points de discontinuité; ; 2" aux limites du champ d'inlégration.
L'équation aux dérivées partielles
' .xf ^*V d^y â'\
( I ) AV nz -f- — ■ -j 7^ G
^ ^ ÔJc^- ôy^ dz^
admet comme solution un polvnôme U homogène de degré n ^n a:, V, z et contenant 2n -h i coefticients arbitraires.
Substituons, en elTet, dans le premier membre de Téqualion, un polynôme de degré n à coefficients indéterminés. En écrivant que le résultat est identiquement nul, nous ob-
tiendrons équations de conditions linéaires et ho-
Ire les coelticients. 11 restera donc
niogenes en
'^/î H- I arbitraires daus la solution. Posons
j: := 0 sin6 cos'}, y = p sinO sin«{^, 3-=pcos6;
il viendra
^« étant une fonction homo^jène et de dej^rré n en sinÔ cosA sinOsin'l», cosO. Ces fonctions Y,, portent le nom de /onctions de Laplace. Elles satisfont à une équation dilFérenlielle qu'il est aisé de former.
En effet, l'équation (1), transformée en coordonnées polaires, devient {Calcul différentiel, n** 139)
à^N 1 â'V F ^^V T âV cote ()V
â}~^ ' p2 0^^ ~^ p^sin^O O^y '^ p âp ~^ p^ (^0
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Substituant pour V la quantité U = p" Y,, et supprimant le facteur commun p"~^, il viendra
, , d^Y^ i â^Y„ ^dY„
Soient
X, y, z Glûcf^y'^ 5' les coordonnées rectangulaires de deux
points; p, 0, if et p', 0', A' leurs coordonnées polaires; r leur distance mutuelle ;
enfin
cosf = cosOcosO'-h sinO sin6'cos(i}; — 'Y)
le cosinus de l'angle de leurs rayons vecteurs.
La quantité -> considérée comme fonction de x^y^ z^ satisfera, comme nous l'avons vu (191), à Téquation (i). Mais on a
/' y/pî — 2 pp' ces Y -+- p'*
ou, en développant en série suivant les puissances de '-,
{Calcul différentiel, n** 273) et posant, pour abréger,
X„(C0SY):-P,n
Pour que celte expression satisfasse à l'équation (1) quel que soit p', il faudra évidemment que chaque terme y satisfasse séparément. Donc P//p" est une solution de l'équation (1). D'ailleurs l'expression
I ^^'(cos^Y~0'*
" 2'* . 1 . 2 . . . /i d ces y"
montre que P,i est de la forme
Kn ces'* Y -I- A;, _ 2 ces'»"' Y "^ • • • •
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Kemplaçant cosy par sa valeur ^^-^-7 ^ puis p-*
PP
par sa valeur x^ -hy^ 4- z'^, P/ip'* deviendra évidemment une fonction entière et homogène de degré n en x^y^ z. Donc P/i est une fonction de l'espèce Y„.
î238. Supposons p'< p ; le point (a:', y, z') sera intérieur aune sphère de rayon p a^ant pour centre l'origine; et la fonction U, étant harmonique et continue, la valeur U' qu^elle prend au point x\ y\ z^ sera donnée (209) par la formule
Tinlégrale étant prise sur la surface de la sphère. Cela posé, nous aurons en coordonnées polaires
(1|, désignant la valeur de Y„ au point oc\y', z'). Développant, d'autre part, - suivant les puissances crois-
santés de — , qui est <! 1, on aura
Knfîo, N désignant la normale intérieure à la sphère, on a
^? - -- oN, et par suite
8U dU 8p au .-,
SlN - dp 8N ~ e/p - "P ""'
si /il
SN- 'd?~'^ p. P-----t- p«+j ^-••••
Substituant ces valeurs dans l'équation, et remplaçant en
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onlre d^ par sa valeur p-sinOrfOrf*^, il viendra
_^(o,i-M)P,,?J!H-.. . I Y«s«sinOd/Of/:.
Celle égalité contenant l'indéterminée p', on aura, en identifiant les coefficients de ses diverses puissances, les rolations fondamentales
l V Y,j P,„ si n B ^/O r/t}/ = o, si m ^ /i , JSY„F>„.i„0«fOrf^=-A;__Y;.'
ï239. Soit/(0,A) une fonction arbitraire des deux angles 0 cl «i ; proposons-nons de la développer dans rintervallc tl<' 0 — () à 0 I— t:, et de 'L -- o à it r-= ^tt, en une série de l.i lornK*
On obtiendra aisément, par ce qui précède, chaque tonne du développement.
Multi|)lions, en efi'et, par P„ sinO ^/O ^/'i et intégrons dans les limites ci-dessus. Il viendra, en raison des équations ('>'•,
/" r / ( 0 , 6 ) P„ si n 0 ./O d'I = -j^- T„ .
^ ',, étant calculé par cette formule, on n'aura qu'à y remplacer 0', 'Y par 0, 'l pour obtenir Y„.
L'expression ainsi calculée est bien une fonction de Laplace. En effet, P,, est évidemment svmétrique en 0, *l ei 0', «y. C'est donc une fonction de Laplace par rapport à Ô\ i'. Donc P,,^'" sera une fonction homogène et de degré nen y, )', v', satisfaisant à l'équation
an: (p^ ôH]
SÉRIES DR FOURIER. '2^g
Il esl clair que, mullipliée par la quantité conslanle / îl. 'i)sin9c/9 rf'^, elle v satisfera encore. Cliacun des élénicnls (le l'intégrale double, multiplié par p''*, vérifiant ainsi l«'qijalion, leur somme jouira de la même propriété.
î2W. Il reste a vérifier si la série de fonctions Y„ ainsi calculées est bien égale à /(O, i) ou, ce qui revient an même, ^i la série
e^l égale ày(S', 'V) dans tout le champ considéré. Or on a, d'après l'équation (5),
OP
• inlégrale étant étendue à toute la surface d'une sphère de '«i\on I, définie par les équations
j:* m sinO cos'i^, y -- sinô sin-!^, ^ rrz cosO.
Il reste à trouver la limite de cette expression pour n = yz.
!2il. Nous la transformerons d'abord en remplaçant les variables 0, «i par un autre système de coordonnées polaires
A, u, choisies de telle sorte que le nouvel axe des z aboutisse •■'Il point (0', ^').
ba fonction y(0, A) sera transformée en une fonction de A *'^ ih |x, que nous représenterons par F(A, [i.). La fonction ^^/— X/ifcosy) deviendra X,i(cosX), cary, dislance angu- Inre du point (0', »}') au point variable 0, •}, n'est évidemïnrnl autre chose que X. L'élément di sera égal à sin^rfî^rf^a. tnlin les limites de l'intégrale seront o et i: pour X, o et ar pf>ur |jL.
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L'intégrale à évaluer deviendra donc
7^/ f F()v, [x) Y(2A:4-i)X;fc(cosX)sinXfAf/uL ou, en posant cosX =r x, F (X, jx) = ^ (;r, [jl),
(6) -^-J J^.4>{x,iL)'^{2k-\-i)X,dxd^.
242. La sommation par rapport à A* peut être effecluéc comme il suit.
On a, par définition,
(7) (l-2a;c + a')'«=ya"X„,
et, en prenant les dérivées par rapport à j: et par rapport à a,
(8) (x(i~ 2a:c-ha«)"*i=iy a«X;,
(9) {X — a) (I - 20ix -t- a*)"« =1 y /la^-^X».
La comparaison des équations (8) et (9) donne (a;-a)ya''X; = a^na'«-'X„,
d'où, en égalant les termes en a",
(io) xx;-x;,_, = /ix„.
D'autre part, l'équation (8), multipliée par i — aa:c 4- 3^' et comparée à (7), donne
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Cl, en égalant les termes en a^^', De (lo) et (i i) on déduira, par Télimination de X^,
Celle formule subsistera encore pour n ^^ o^ en y remplaçant XI, par zéro; on aura également XJ, = o, car Xo est une constante.
Changeant, dans la formule précédente, n en « — i , n — 2, . . . , et ajoutant les résultats, il viendra
^(2^ + i)X;t:=:^(Xi,,-xi_o=^x;^,4^x;,.
L'intégrale (6) deviendra donc
^ f f 4>(^,|jL)(x;^,4-x;)rf^rf|x.
Or, si Ton admet : i** que, pour chaque valeur de [x prise dans rintervalle de o à 2îr, la fonction <b (x, [x) n'ait qu'une variation bornée entre — i et + i ; 2° que, pour ces diverses valeurs de [x, ^(i — e, [jl) tende uniformément vers sa limite^ (l)(,_o, }jl) lorsque la quantité positive e décroît indéfiniment, on aura (227)
f * {X, |X) (X;^, + X;) rfx := 2* (1 - o, fx) 4- Ri.,
Rp, désignant un reste qui tend uniformément vers zéro pour L'intégrale (6) se réduira donc à
— / 2[*(l — o, [x)t/fl.-hR,if/[A],
Cl si n tend vers oo, R« tendant uniformément vers zéro, son
R|xc/[JL tendra vers zéro. Il viendra donc
Y;H-...-i-Y;, + ...=^ — / *(i-o, [i.)^jx.
244. Cela posé, si la fonction/(B, çp) = <ï> {x. \k) est continue aux environs du point (0', '>p'), <^ (i — s, jx), qui représente la valeur de la fonction /"(O, 'j) pour un point infiniment voisin de (0', o')^ convergera uniformément, quel qu<* soit [JL, vers la valeur constante /(O', '^'). On aura donc
y;-i-... + y;,+...z=-L r/(e',<p')^jiL=r./(o',o';.
On arrive donc à ce résultat :
Le développement {\) cVane fonction arbitraire fi}^^ 'f > en série de Laplace est applicable pour tout point de Lt sphère (0', '^'), tel: i** que la fonction f soit continue cinr environs de ce point ; 2* que sa variation soit bornée Ir long de tout grand cercle qui passe par ce point.
D'ailleurs il est clair que ce développement sera uniformément convergent sur toute n'gion de la sphère où ces deux conditions seront satisfaites.
S245. Dans le cas particulier où la fonction ^/'ne dépen<I pas de 'i, la formule (5) deviendra
SIC „u
y;, ^ ^-^^^ - f /" /( 0 ) P.-, si" 8 ^/O é!^.
Or P,|, étant une fonction entière de
cosO cosO'-h sinO sinO'cos(t]> — •/ ), pourra être mis sous la forme
/»u, A*i, . . ., fCfi étant des fonctions entières de cosQcosf)' ei
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siii^jsinô'. Intégrant par rapport à •}, tous les termes donneront une intégrale nulle, sauf le premier, dont rinlégrale e>l 2t:/iq. On aura donc
Y;, = ?-J^-Î^V(0)^oSinef/6,
expression indépendante de i'.
Donc Y^^, qui est une fonction entière et homogène de 'legré n en cosO', sinQ'cos'^, sinO'sin'V, se réduira à une fonclîon entière de cos8' seulement, lorsqu'on aura tenu compte de la relation
(sinO' sintl' )' 4- ( siiiO' cos^/' )- — i — cos=0'.
<X'Ue fonction sera évidemment de la forme
a„ ces'' 6' -h fl„ _î cos^-^O'-h ... ;
par suite, Y« sera de la forme
a„ ces" 6 -f- rt„_j cos^-'-O -t . . . .
Celte fonction doit d'ailleurs satisfaire à récjuation
-j^ H- cote ^^-" -f- ,i (,j -h i) \„ - o,
tjui se déduit de (a) en exprimant que Y,^ est indépendant de i. Transformons cette équation en prenant pour nouvelle variable la quantité cosô r= j:; il viendra
dYn dX^dx .-ft^^^/i
— -- zr: — — - ^=r — SinO —, — >
d^ dx e/0 dx
,,r-~eosO-^'t-s.nO-^-^^^--cose-^j^+sn^^
Substituant ces valeurs et remplaçant, en outre, cosô, siu-O par X, I — jc2 il viendra
( I — x') -j--^ — IX --- -t- /^ (/< -h I j ^ « — o.
Substituons dans cette équation la valeur de Y,,,
il viendra, en égalant à zéro le coefficient du terme en jt'^ *^
{n — 2 k -\- 2) {n — 2 k -h Oa^^jyt.+j
— {n — 2k){n ^2k — i)an-tfc
— 2{n — 2k) a«-u.+ n{n-\- \)an^^k — o.
Cette équation détermine le rapport de deux coefficient
successifs a/|_2A+2 et On^^k*
Le polynôme ¥«, défini par les conditions précédeiileN
est donc déterminé à un facteur constant près. Or on >ai
que le polynôme X,;(^) = P,, satisfait à ces conditions. Oi
aura donc
A„ désignant un facteur constant.
Le développement de la fonction f{^) en fonctions «i< Laplace prendra donc la forme
/(9):-^AoPo-i-A,P, + ...-+-A„P„-v....
En prenant x pour variable et posant
/(ô)=F(x), il viendra
(i3) F(a7) — \^,Xo-h A,XiH-.. . 4-A„X„-h
Ce développement sera valable dans Tintervalle Ae x = — à j.'= I, correspondante l'intervalle de 8 = 0 à 0 = 7r (pourM que la fonction à développer n'ait qu'une variation borné dans cet intervalle).
246. La nature du développement étant établie par ce q" précède, on obtiendra aisément les coefficients. Multiplion Téquation (i3) par X„ et intégrons de — i à H- i . On aiir.< si m.n.
I X,;|X,| ^JT =: o.
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Soit, en effet, pour fixer les idées, n^m; X;,, étant un polynôme de degré inférieur à X„, on sait (121) que l'intégrale ci-dessus sera nulle.
L'équation intégrée se réduira donc à
et déterminera le coefficient A„.
247. On peut aisément calculer, au moyen de Tintégratiou par parties, la valeur de Tintégrale
j_, '•'^-"2*«(i.2.:./ov_, ^^ d^
Posons en effet, pour abréger, (^^ — 1)"= u. On trouvera, par une suite d'intégrations par parties,
:z [wf'»-») W^«)— U^"-') U^"-^^^ ^- . . . -h (—1)"-* W//^-«->^]t^
t'i comme chacun des termes intégrés s'annule aux deux limites, il vient simplement
/ \idjo = -^. — Tî(-0'* / (-2^--o
— dx
dx"^
= — T-, •— / {x^—\Ydx
Mais, si l'on pose
jf =: 2:; — I,
il viendra
!.•>....( i /« -r- I ) d'où
2i8. Le développement d'une fonction F(.r) suivant K'i polynômes X,,, auquel nous venons d'arriver, est un cas pinliculier d'une classe de développements plus générale, qu'on peut obtenir de la manière suivante.
Considérons l'intégrale définie
Si Ton développe le dénominateur suivant les puissance" décroissantes de x, on obtiendra une expression de la forint
on posant, pour abréger,
Formons les réduites successives du développement <!<' cette expression en fraction continue. Soit
le dénominateur d'une de ces réduites. Les rapports descoof-
ficients Bo, B|, ..., B;t seront détermînés {Calcul différentiel, n^ 393) par les équations de condition
oci Bo + a, Bi -I- . . . + (Xn-k-i Brt — o, «îBo + ajBj +. . .4-a;,4.jB„:=o,
«/»Bo+aa-HiB|-l-. . .4- a,;jB^ =0,
et, pour qu^il existe effectivement une réduite dont le dénominateur soit d'ordre n en or, il faut et il suflit que ces équatioQs déterminent complètement lesdits rapports.
Celte condition sera toujours satisfaite si f{z) ne change pas de signe entre a et b. En eff*et, si nous remplaçons les quantités a par leurs valeurs, les équations précédentes devieoDent
j^ f(5)dz[Bo -\'B,z -^-...H-B«5»] =f Qn{z)fiz)dz,
f f{z)dz[BoZ +Bi5«+...^-B„^«+»] = f zQn{z)/{z)dz,
r/(3)rf5[BoC«-«+B,5'»-+-...+ B,C-^«->]=:: C z''''Q,{z)/iz) dz.
Ajoutons ensemble ces équations multipliées par des conslantes arbitraires, nous obtiendrons la suivante, qui les résume toutes :
[A) 0= f wiz)Qniz)/{z)dz,
^{z) désignant un polynôme arbitraire de degré < n.
Cela posé, soient Q et Q' deux polynômes de degré n qui satisfassent à cette condition. Tout polynôme XQ ■+- X'Q', où ) elX' sont des constantes arbitraires, y satisfera également.
Or on peut déterminer le rapport y ^^ manière à annuler
dans ce polynôme le coefficient de z'^. Posant alors en parti- J. -11. 17
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culier ^{z) = XQ -f- X'Q', îl viendra
{\q-hVQ'yfiz)dz=zo.
Or cette intégrale a tous ses éléments de même signe ; elle ne peut donc s'annuler que s^ils sont tous nuls, d^où
XQ + X'Q' = o.
Les deux polynômes Q et Q' sont donc égaux à un facteur constant près.
249. L'équation Q/{(2) = o a toutes ses racines réelles et comprises entre a et 6. En effet, si elle admettait une racine réelle c hors de cet intervalle, ou une racine double a, ou un couple de racines imaginaires a d= ^ f , on aurait
M désignant un facteur de la forme z — c, ou (2 — a)', ou (^z — a)2-i-jâ^, et N un polynôme de degré </i. Posant m(2) = N dans Féquation (i4)) il viendrait
o— Ç MN^f{z)dz,
résultat absurde, car l'intégrale a tous ses éléments de même signe.
250. Soit maintenant F(^) une fonction quelconque de^ ; proposons-nous de la développer en une série de la forme
[Qo(^) désignant une constante, égale à 1, par exemple].
Pour déterminer un coefficient quelconque, tel que A«, multiplions l'équation précédente par Q/i(^)/(^) et intégrons entre a et 6. On aura
Qmiz) Qn{s)/(z) dz = 0y si (m>n)
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Ed effet, soit, par exemple, m<^n. Cette équation sera un cas particulier de (14)9 obtenu en posant
L*ëquation intégrale se réduira donc à
f Q„(3)/(2)F(s)rf3=\, r Ql(z)/(z)dz
et déterminera An.
On doit toutefois remarquer que cette analyse n'établit pas la légitimité du développement, laquelle restera à démontrer dans chaque cas.
231. Si nous posons en particulier y(a:) = i, a = — 1, 6=1, l'équation (i4) se réduit à
/ w{z)Qn{z)dz=zo.
Or on sait que les poljnômes X;, satisfont à cette équation. Elle détermine d'ailleurs Q/i(^) à un facteur constant près. On a donc ce résultat :
Les polynômes X,i sont, à des /acteurs constants près, les dénominateurs des réduites de l'intégrale
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CHAPITRE V
INTEGRALES COMPLEXES.
L — Intégrales des fonctions monodromes.
252. Soit /(g) une fonction analytique de la variable com> plexe z. Si cette variable, partant d*une valeur initiale donnée^ décrit une ligne rectifiable L, on pourra suivre la variation dey(^) tout le long de cette ligne pourvu qu'on ne soit pas arrêté par la rencontre d'un point critique.
Nous avons donné dans ce cas la définition de Tintégrale
//(5)rf5(t. I, nM93).
Mais cette définition suppose essentiellement l'absence de point critique. On admettait donc que tout le long de la ligne L la fonction /"(;;) reste continue ainsi que sa dérivée.
Nous continuerons à poser en principe que, sur tout le parcours de la ligne d'intégration (ses extrémités exceptées)^ il ne doit exister aucun point critique; mais nous admettrons que ses extrémités a et 6 puissent être critiques.
Soient, dans ce cas, a + e un point de la ligne L infiniment voisin du point a; b — e' un point de cette ligne infiniment voisin du point 6; L| la partie de L comprise entre les deux points a -h £ et b — e'. Nous définirons Tintégralc
i f{z) dz par la formule
f/{z)dz= lim i J\z)dz,
à la condition que le second membre ait une limite déterminée.
De même, supposons que la ligne L s'étende jusqu^à Finfini. Prenons sur cette ligne un point /7, et soit L| la portion de L comprise entre a et p. On pourra déterminer pour chaque position du point/? l'intégrale
etj si celle expression tend vers une limite déterminée lorsque le point /7 s'éloigne à l'infini en suivant la ligne L, nous définirons l'intégrale 1 f(z) dz par l'équation
f/{z)dz = Mm ff{z)dz.
253. Supposons, par exemple, que, la variable z étant assujettie à la seule restriction de rester dans l'intérieur d'un contour C, la fonction /(z) n'admette dans ce domaine qu'un seul point critique b, déterminé de position. Admettons, en outre, que, lorsque z tend vers 6, de telle sorte qu'aux environs de ce point l'argument de ^ — b reste compris entre deux nombres fixes Xq et X|, on ait constamment
l/(^)l<iTzr6|«'
M désignant une constante et a un exposant <[ i .
Soil L une ligne quelconque intérieure à C et partant d'un point donné a pour aboutir à 6, de telle sorte que, dans la portion de cette ligne infiniment voisine de 6, l'argument de 2 — b reste compris entre Xo et X| . U intégrale
ff{z)dz
dura une valeur déterminée et indépendante de la ligne particulière choisie pour L.
En efiet, supposons d'abord que, dans le voisinage de 6, on ait pris pour L une ligne droite Lq faisant l'angle f o sivec
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l'axe des x. On aura sur cette ligne
5= 6 4-p(cos<p,H-/sin<po),
^0 restant constant et p tendant vers zéro.
Soient z^^^ z^ deux points de cette ligne, po, pi les deux valeurs correspondantes de p. On aura
/ f{z)dz= I /(5)(cos4o4-*'sinPo)^?.
Cette intégrale tend vers zéro avec po et pi^ car, d'après nos hypothèses, son module ne peut surpasser
qOl • j 5f ^ro ri ;>
quantité infiniment petite. Donc 1 /(z) dz a une valeur dé-
terminée.
Soit maintenant L| une autre ligne arbitraire issue de a et aboutissant à b. Traçons autour du point h comme centre un cercle de rayon p infiniment petit. Soient j5o= (p> ?o) ^^ j5, = (o, cp, ) ses points d'intersection avec Lq et Lj (^fig* lo).
Fig. 10.
Les deux lignes d'intégration œZqZi et az^ étant évidemmenl équivalentes, on aura
f f{z)dz= r f{z)dz-^- f f{z)dz.
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Faisons tendre p vers zéro. L'intégrale / aura pour H-
mite / ; et l'intégrale suivant l'arc de cercle ^o^i tendra vers zéro. On a, en effet, sur cette ligne
5=6 -f-p(cosf + isin<p), p étant constant, et op variant de ^q k ff^. Donc
/ fi^)^^^ f /(5)p(--sin<p4-icos<p)é/<p.
Le module de cette intégrale a pour limite supérieure
quantité infiniment petite.
Donc l'intégrale / tend vers une limite déterminée,
égale à / . D'ailleurs cette limite représente, par définition,
'intégrale / . Notre proposition est donc établie.
2dt. Nous nous sommes astreint à ne considérer dans ce qui précède, parmi les lignes L aboutissant au point 6, que celles où l'argument de >s — b reste compris entre deux nombres fixes Xq et X| . Mais il est clair que cette restriction pourra être levée si l'on est en mesure d'établir que l'intégrale (i) reste infiniment petite, quels que puissent être Oq et (P|.
Cette circonstance se présentera si la fonction /(5) est de
la forme
K^) étant monodrome et bornée dans l'intérieur de C [M désignera, dans ce cas, le maximum de | ^(z) \ ].
Soit en effet
r étant < air. LMntégrale
I /(-)p(— cos<p-f-/sin<p)û^?p peut se décomposer dans la somme des suivantes
Or, lorsque z décrit le cercle, /(z) se reproduit, multiplie par le facteur e~^*^'. Si donc on désigne par I l'intégrale
on aura
et par suite
,-»-t*ir-t-r
/ zir I(i -h e-î««/ + . . .-h e-'^*-*J««0 4- /
Or les deux intégrales du second membre ont un module moindre que Mp*"«2TC. D'autre part |e~^*"'^' — '|<2. Donc
quantité infiniment petite.
255. On peut formuler des propositions toutes semblables aux précédentes pour les intégrales prises suivant des lignes qui s'étendent jusqu'à l'infini.
Soit J{z) une fonction analytique n'ayant aucun point critique dans la région du plan extérieure à un contour donné C, et telle que pour toutes les valeurs de z dont le module est suffisamment grand, et l'argument compris entre deuiL nombres fixes Xo et X|, on ait constamment
M étant une constante, et a un exposant positif >> i .
Soit L une ligne quelconque extérieure à C partant d'un point donné a pour aboutir à l'infini, de telle sorte que, lorsque z parcourt cette ligne, son argument finisse par rester compris entre Xo et X|.
L intégrale j /(z)dz aura une valeur déterminée et
indépendante du choix de la ligne L.
Enfin la restriction que l'argument de z reste compris entre deux limites fixes pourra être levée, si l'on a
♦i(3) restant monodrome et bornée à Textérieur de C.
Soit, en effet, h un point arbitrairement choisi dans l'intérieur de C. Posons z = -r* Lorsque z décrit C, la nou-
velle variable u décrit un contour correspondant F. Lorsque z se meut en dehors de C, u décrit l'intérieur de F; il tend vers b lorsque z tend vers oo; enfin, si l'argument de z est compris entre Xo et X|, celui de u — 6, qui lui est égal et contraire, sera compris entre les deux nombres — Xo et — X| . Cela posé, faisons décrire à z une ligne quelconque L et à u une ligne correspondante A; on aura
et la première intégrale tendra vers une valeur déterminée
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lorsque L s'alloDge jusqu'à Pinfini, si la seconde tend vers une valeur déterminée lorsque A s'allonge de telle sorte que son extrémité se rapproche de b. C'est ce qui aura lieu en effet, en vertu des théorèmes précédemment démontrés, car, si l'on a
I/(-)I<riïr|' «>''
on en déduit
^\u — b) (u — by
et SI
on aura
-^Xu — oJ (u — by (u—b)^-^* ^ étant bornée et monodrome dans F.
256. On peut compléter les résultats ci-dessus par la remarque suivante, qui nous sera souvent utile.
Soit/'(5) une fonction de z telle que (z — b) f{z) tende uniformément vers une limite fîxe M lorsque z — b tend vers zéro (ou vers oo), pour toutes les valeurs de son argument. L'intégrale 1 /(z)ciz^ prise sur un arc de cercle de
rajon p ayant b pour centre et correspondant à un angle au centre Çi — Ço? tendra vers tM(yi — ço) lorsque p tendra vers zéro (ou vers oo).
On a en effet sur le cercle considéré
2 étant un infiniment petit; et d'autre part
z — ^ = p( costp 4- i sin?p),
dz=zp{ — sinçH- icos(p)cf(p = i{z — b)dff.
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Donc
Le premier terme a pour valeigr tM(çpi — ço) et le second a pour limite zéro; car son module ne peut surpasser 7||^| — cpo|, 7| étant un infiniment petit, égal au maximum de I 8 1.
257. Soit f{z) une fonction monodrome dans tout le plan (ou tout au moins dans la région du plan que nous nous bornerons à considérer). Si elle présente des points critiques, ceux-ci auront une position fixe et resteront critiques quel que soit le chemin suivi pour les atteindre (t. I, n^ 351).
Ces points pourront être de nature très variée ^ comme le montrent les exemples suivants.
Nous donnerons le nom de pôles aux points critiques de
la fonction /(«) qui sont des points ordinaires pour ^/ ^ •
Tels seraient, par exemple, les points critiques d'une fonction rationnelle de z.
Aux environs d'un semblable point a, -j- — est dévelop-
pable par la série de Taylor. En outre, le terme constant doit s'annuler, car autrement le point ne serait pas critique : on aura donc aux environs de ce point
et, en effectuant la division,
^{z) étant une série de puissances entières et positives de
Le nombre m, nécessairement entier, se nomme Vordre de multiplicité du pôle a.
La fonction f{z) devient infinie au pôle ^ = a; mais elle reste évidemment finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour toute autre valeur de z suffisamment voisine de a. Les pôles sont donc des points critiques isolés.
258. On donne le nom de points singuliers essentiels aux points critiques des fonctions monodromes autres que les pôles.
Pour en donner un exemple, considérons la fonction
Elle est toujours finie et déterminée, ainsi que ses dérivées, sauf pour z = a. En ce point elle devient indéterminée. En efiet, soient i/q ud nombre quelconque autre que zéro, loge/g un de ses logarithmes choisi à volonté. L^équation
a une infinité de racines, données par la formule
loffMn -H 2Xnt«
Comme on peut prendre k aussi grand qu'on veut, on voit qu41 existe des points aussi rapprochés qu'on voudra de a et pour lesquels la fonction prend la valeur donnée Uq choisie arbitrairement.
Soit d'ailleurs
5 ma -4- p{cos<p -+- tsin^p), on aura
Si z tend vers a, p tendra vers zéro. Si donc cos^ reste positif et plus grand qu'un nombre fixe X, le module de u^
e? , croîtra indéfiniment. Il tendra au contraire vers zéro si cosç reste < — X.
Passons à la fonction
t sin-
Elle devient infinie pour toute valeur de z de la forme -r- y
k étant un entier. En outre, elle devient indéterminée pour - = 0.
Les points ^ = -r— sont des pôles. Posons, en effet,
il viendra
I Arit
i-H k-Kh
zzzk-K — /:'îc'A -h. . .,
— zz: sîn- = ( — i)*-* sin(X:*7u'/i — . . .), u z
expression développable suivant les puissances entières et positives de la quantité h=z — -r—*
Le point critique z = o est d'une nature toute différente. Soient en efiet Uq un nombre quelconque autre que zéro, V l'une des racines de Téquation
L'équation
. I sin sf
sin —
aura une infinité de racines, données par les formules
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Parmi ces racines, il en existe qui sont plus rapprochées de zéro que toute quantité donnée.
Ce résultat rappelle celui que nous avions trouvé pour le point critique de l'exemple précédent. Mais nous devons signaler ici cette circonstance nouvelle que le point critique n'est plus isolé ; car tout cercle décrit de ce point comme centre renferme toujours une infinité de pôles, quelque petit que soit son rayon.
260. On formerait aisément des fonctions plus complexes, possédant une infinité de points critiques essentiels. Les points limites de cet ensemble seront de nouveaux points critiques essentiels, qui pourront eux-mêmes être en nombre infini, et ainsi de suite. On peut même, ainsi que nous allons le montrer, construire des fonctions douées de lignes critiques, dont tous les points soient critiques.
Soit L un arc de courbe continue ayant pour équation
où le paramètre t varie de /q à T.
Supposons que, dans cet intervalle, les fonctions f et 6 admettent des dérivées, de telle sorte que la courbe ait une tangente en chaque point.
P T — to] et soit Zpg le point de L qui correspond à
Soit — l'une des fractions irréductibles moindres que
Considérons l'expression
les coefficients Cpq désignant des constantes positives telles
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que la série double
"LCpq (/> = i,2, . ..,x; ^ = 1,2, . . .,x)
ait une somme finie S.
La série y(^) ainsi définie sera convergente et représen* tera une fonction uniforme de z^ synectique aux environs de tout point non situé sur L.
Soient, en effet :
X. une valeur particulière de z
A la distance du point ^ à la ligne L;
0 une quantité quelconque moindre que A.
Pour toutes les valeurs de z^ comprises dans un cercle de rajon A — 8 décrit autour de Ç, on aura
et les modules des termes de f{z) seront au plus égaux a ceux de la série convergente
Cpq
La série f{z) est donc absolument et uniformément convergente dans le cercle considéré.
Il en est de même de la série dérivée
car les modules de ses termes sont moindres que les termes de la série convergente
Donc/(^) est synectique dans le cercle considéré.
Tous les points de L sont critiques pour cette fonction. Chacun d^eux est en effet un point limite de l'ensemble des points Zpq, Mais chacun de ceux-ci est critique, car nous allons montrer que, si z s'approche indéfiniment de l'un de
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ces points, tel que Zi/^^ en suivant la normale à la ligne L, /{z) tendra vers Tinfini.
Supposons, en effet, les termes de la série /{z) rangés dans un ordre déterminé. On pourra décomposer cette série en deux autres
la première formée des [x premiers termes de /{z) et la seconde contenant tous les suivants.
L'entier [x est supposé assez grand pour que le terme
Cfk
- figure dans la première somme.
Zi^ — Z
Soit e la distance des points Zik et z. Le module de ce terme
sera
Soit, en second lieu, t) la plus courte distance du point ^/a aux autres points z^p; chacune des distances | .Sap — ^[sera au moins égale à
I ^ap — ^ik I — I ^1* — Z\ = r^—z,
La somme des modules des termes de la première somme, autres que celui considéré le premier, sera donc au plus égale à
CaS ^ S
Tf) Z 7) E
Enfin chacune des distances 1 Zy^ — z \ sera au moins égale à e; d^où
On aura donc
On pourra prendre [x assez grand, puis e assez petit, pour que Scyg, puis deviennent aussi petits qu'on voudra.
Le terme entre parenthèses tendra donc vers dk et /(z) vers 00 lorsque e tend vers zéro.
262. Les fonctions non monodromes peuvent offrir des points critiques encore plus variés. Nous nous bornerons à sigiialer :
1^* Les points critiques algébriques ou branchements algébriques. Ce sont les points a aux environs desquels chaque branche de la fonction est développable en série
suivant les puissances entières et croissantes de (z — a)'', fêtant un entier (le développement pouvant d^ailleurs contenir au début des termes à exposants négatifs). Aux diverses
valeurs du radical {z — a)'' correspondront r branches de la fonction, qui forment un cycle et se permutent circulairement lorsque la variable tourne autour du point critique.
2** Les points critiques logarithmiques où les branches de la fonction admettent des développements de la forme précédente, mais complétés par Tadjonction d^un terme logarithmique A\og{z — a). Une rotation de z autour du point a accroissant ce terme de la constante A.2Tzi, chaque cycle contiendra une infinité de branches.
i** Les points critiques où chaque branche de la fonction admet un développement de la forme
(js — a)* [A -h Ai(z — a) -4- A, (a — a)* -h . . .] ,
OL n^étant pas rationnel. Chaque cycle contiendra encore une infinité de branches correspondant aux diverses déterminations de {z — a)*.
263. Revenons aux points critiques isolés des fonctions monodromes. Aux environs d*un semblable point, la fonction admet un développement que nous allons établir, en nous appuyant sur le lemme suivant, conau sous le nom de théorème de Laurent :
Soit /{z) une fonction synectique dans la couronne cir^ J. — II. i8
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eu taire comprise entre deux cercles c, d de rayons r, r' ayant un centre commun a; et soit a + t un point quelconque intérieur à cette couronne; /(ct-\- t) sera représentée par une série convergente de la forme
Soient, en effet, c et d {fig* 1 1) les deux cercles qui li-
Fi^. II.
mitent la couronne; y un cercle infiniment petit entourant le point a + f. On aura (t. I, n« 204)
{a-^t)= : / — ^ dz
2TziJ z — a — t
ou, comme/(>5) est synectique entre les cercles c, c', y»
•^ ^'KiJ z — a — t 2'KiJ,z — a — t
Dans la première intégrale, on peut écrive I I t
(5 — aY (5 — a)"!^ — a — 0 et, dans la seconde,
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Substituant ces valeurs, il viendra
en posant, pour abréger,
R ^ _L / l''f{z)dz ^, ^ j_ r(z-a)^f{z)riz
_l_ r f(z)rfz
celte dernière intégrale devant être prise sur le cercle c si w^o, sur le cercle </ si /n < o. Mais on peut supprimer celle différence et prendre toujours l'intégrale sur le cercle extérieur c, car la fonction à intégrer est syneclique entre les deux cercles.
Faisons tendre n vers cx>; il est aisé de voir que R/i et R^, tendront vers zéro. En effet, sur c, on a
\z-a\=zr>\tl et, en désignant par M le maximum de [/(s)] sur le cercle c,
d'où
limR„=o.
On a, au contraire, sur t/
et, en désignant par M' le maximum de |/(>3)| sur c',
limRJjiz: o.
On a donc, ainsi que nous l'avons annoncé,
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264. Ce développement de f{^a -f- ^) en série, suivant les puissances positives et négatives de tj ne peut d'ailleurs s'eflectuer que d'une seule manière.
Supposons, en effet, qu'on ait obtenu, par un procédé quelconque, un autre développement
En le comparant au précédent, il viendra
Divisons cette identité par t^^^ et intégrons le long du cercle c. Chaque terme aura pour intégrale indéGnie une fonction rationnelle, qui reprend sa valeur primitive lorsque Ton revient au point de départ. Son intégrale définie est donc
nulle. Il y a exception pour le terme en - lequel a pour coef-
ficient B,| — A«, et pour intégrale indéfinie (B„ — Afl)log/.
Son intégrale le long du cercle sera (B^ — A„)2'ic£. On aura
donc
(Brt — A„)2ir/=:o, d'où B;,=iA„.
Cette relation ayant lieu quel que soit /i, les deux développements seront identiques.
26o. On peut incidemment déduire du théorème de Laurent la conséquence suivante :
Série de Fourier. — Soit f{z) une fonction de z satisfaisant à la relation
et qui n^ait aucun point critique dans la bande comprise entre deux droites parallèles L, L', faisant avec Incise des X un angle égal à l'argument de aw. On aura dans cette bande
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/ désignant une droite de longueur 2 w parallèle àLet U, et située arbitrairement dans la bande.
Posons, en effet,
e ^ = «, d'où z-= — .logM.
Lorsque z se déplace sur une parallèle quelconque aux droites L, U, son affixe croît de la quantité 2(ùt^ t restant réel et variant de — 00 à +00. Ce changement multiplie u par le facteur c*^", quantité dont le module est i et l'argument 21?/. La variable a, ayant son module constant, tournera sur un cercle ayant son centre à Torigine, et fera une révolulion complète chaque fois que z aura crû de 2tù.
A chaque valeur de z contenue dans la bande située entre L et L' correspondra évidemment pour u un point de la couronne circulaire comprise entre les cercles C et C, respectivement correspondants à L et à L'. Chaque point de la couronne correspondra d'ailleurs à une infinité de points z^ différant les uns des autres de multiples de 2(0; mais à tous ces points correspond une même valeur de /(z), en vertu de la périodicité admise. Donc /{z)^ regardé comme fonction de u, sera monodrome dans la couronne considérée. U est d'ailleurs évident qu'elle n'y a pas de point critique. On aura donc, en appliquant le théorème de Laurent,
/(s)=yA,„«'«=^A
rmti z
Am désignant l'intégrale
TZl J u
du
prise le long d'un cercle arbitraire c concentrique à C, C et contenu dans la couronne.
Substituant à i/ sa valeur en 5, cette intégrale se transforme
évidemment en
mitts
)e *** dz,
l représentant un tronçon d^amplitude itù pris sur la droite correspondante à c.
On aura donc, en remplaçant la variable de sommation: par une autre lettre a, afin d'éviter la confusion,
at" J, Zu
mini m fit s
■^ 'n ir. .
Il ne restera plus, pour obtenir la formule (2), qu'à remplacer les exponenlielles parleurs valeurs en sinus et cosinus. Ce développement d'une fonction en série trigonomélrique a déjà été établi au Chapitre IV, mais dans des conditions toutes différentes. Il ne s'appliquai t alors qu'aux valeurs réelles de la variable ; en revanche, il laissait plus de latitude pour la nature de la fonction /(^).
266. Soit maintenante un point critique isolé d'une fonction monodrome /(z). De a comme centre, on peut décrire un cercle c ne contenant aucun autre point critique. Soit z = a -\- t un point quelconque autre que a pris dans ce cercle. On pourra tracer un cercle c' concentrique à c et auquel z soit extérieur. Entre ces deux cercles /(s) sera syneclique, et l'on aura, en vertu du théorème de Laurent,
/(-)=yA„,<"'=yA„(5 -«)'«,
ce développement restant convergent dans tout le cercle c (le point a excepté).
Si la série précédente est limitée du côté des puissances négatives, le point a sera un pôle; sinon, ce sera un point
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critique essentiel. La série peut également être limitée du côté des puissances positives. Dans l'un ou Tautre cas, on pourra généralement déterminer par des procédés directs (notamment par la méthode des coefficients indéterminés) les coefficients de la série, et spécialement celui du terme en
Ce dernier coefficient se nomme le résidu de /{z) par rapport au point critique a, II offre une importance particulière, résultant du théorème suivant :
267. Théorème. — Soient f{z) une fonction monodrame dans une certaine région du plan; k un contour fermé sans point multiple, tracé dans cette région et ne contenant dans son intérieur que des points critiques isolés a, a', .... On aura
A_,, Al,. . . . désignant les résidus relatifs à ces points critiques, et V intégrale étant prise dans le sens direct.
Entourons, en effet, ces points critiques par des cercles InfiDiment petits c, c', .... La fonction f{z) étant syneclique dans la région comprise entre ces cercles et le contour Ar, on aura (t. I, n° 203)
ff(z)dz= ff{z)dz+ff(z)dz^,.,,
Jk Je Je'
Mais on a, aux environs du pointa,
Intégrons cette série le long du cercle c. Chacun de ses termes aura pour intégrale indéfinie une fonction rationnelle de z et son intégrale définie sera nulle. Il y a exception pour le terme A_| {z — a)~*, dont Tintégrale indéfinie
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sera A_i log(5 — a), et Tintégrale définie 2u/A_|. On a donc
/ f{z)dz-=: 2T.iK-^.
On trouve de même
J\ f{z)dz — 'àT.ik'_^, et, par suite,
Xf(z)dz = 2ir/(\^.,-+- Alj -h. . .)•
268. Ce théorème fournit une méthode féconde pour le calcul ou la transformation des intégrales définies.
Soit, par exemple, f{z) une fonction jouissant des propriétés suivantes :
I** Elle est monodrome et n'a d'autres points critiques que des pôles dans toute la région du plan située au-dessus de l'axe des x\
2^ Si elle a des points critiques 6, b'^ ... situés sur cet axe, ces points seront isolés, elf{z) pourra, aux environs de l'un quelconque d'entre eux, tel que 6, se mettre sous la forme
^1, ^29 • • • étant des constantes réelles au moins égales à i et le reste p étant tel que l'on ait
lim(s — 6)p = o, pour z=ib\ 3® Enfin elle peut également se mettre sous la forme
M, z^i -4- Mj 3t*i -h . . . -h tx,
[x<, [JL2, ... étant au moins égaux à — i, et le reste o* étant tel que l'on ait
lim<Gff:=:o, pour srzoo.
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Intégrons cette fonction le long d^un contour formé {fig. 12) : I** d'un demi-cercle G de rayon infini R, ayant pour centre Torigine et pour diamètre inférieur Taxe des x\ 2^ de ce diamètre, à l'exception des portions avoisinant les points critiques 6, 6^, ... auxquelles on substituera des demi-cercles c, c', . . . , décrits de ces points critiques comme centres, avec des rayons infiniment petits ry r\ ....
L'intégrale prise suivant ce contour est égale (267) à 2 ic 1 S A , 2) A représentant la somme des résidus relatifs aux points critiques contenus dans le contour.
Or cette intégrale se compose : 1** des intégrales 1 > f y
Je Je
1 y •••> prises suivant les demi-cercles; 2° de l'intégrale / ,
prise suivant les portions rectilignes du contour. On aura donc
ç —iTziiùk — T— ç — r.
Jl Je Je J^
Cherchons ce que devient cette équation, lorsque R tend vers 00 et r, /, ... vers zéro.
L'intégrale / a pour limite, par définition, la valeur prin*
cipale de l'intégrale / f{x)dx, et, par suite, cette intégrale elle-même, si elle a une valeur finie et déterminée.
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La somme SA sMtendra à tous les pôles situés au-dessus de l'axe des x. Chacun des termes qui la composent se calculera par un développement en série facile à effectuer.
Enfin les intégrales / » / j • • • j / sont aisées à calculer.
J ^ Je Jç,
On a, par exemple,
Je Je U^-'à)^^ {z^b)i^. ^J
Or on a (236)
D'autre part, si ^i > i ,
r _^idz_ __ r Bj_ I y-»"'
et, si Pi = I ,
L'intégrale de ce terme sera donc nulle, si Pi est un entier impair > i (car on aura, dans ce cas, i — e~'^'^Pt"'^ = o):
égale à une constante, si p, = i, et, enfin, de la forme -^^
dans tous les autres cas.
On peut calculer de même l'intégrale de chacun des autres
B dz termes * ** -y • ••• La somme de toutes ces intégrales se
réduira à zéro ou à une constante, si toutes les quantités ^p P^j • • • sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, il ^^^
clair que, en faisant tendre r vers zéro, l'intégrale / f{^)^''
tendra vers 00, et, par suite, la valeur principale de / f{oc) dx sera elle-même infinie ou indéterminée.
On peut calculer de même chacune des intégrales / Oq a enfin
D'ailleurs (256),
D'autre part, si jjL| > — i ,
et si {JL| = — I,
M| ~ =: (M, logz)-^ — M.Tzi. c - ^
L'intégrale sera donc nulle si [jl, est un entier impair >• — i ; constante, si [jL| = — i; de la forme KRi*i+', dans tous les autres cas.
Donc I f{s) dzsc réduira à zéro ou à une constante si [Xi,
li.2^ . . . sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, elle Vendra vers cx> en même temps que R, et la valeur principale
de I /(^z)dz sera infinie ou indéterminée. 269. Posons, comme application,
a étant compris entre o et i .
Cette fonction n'a aucun pôle au-dessus de Taxe des x. Elle a sur cet axé deux points critiques, o et — i {^g* i3)* Ou aura done
val. princ. / djc =z — / — /~"/*
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Or zf{z) a évidemment pour limite zéro, pour z pour 5 = 00. Donc les intégrales / et / sont nulles.
On a, d'autre part,
= o et
(i -4- z)^ s'annulant pour ^ == — i , et, par suite.
d'où
val
. princ. / -
dx=i{ lY'^TÙ,
Avant d'aller plus loin, il convient de préciser celle des branches de la fonction z**"* que nous considérons. Nous
choisirons celle qui, pour les valeurs réelles et positives de v, est réelle et positive. On aura, d'après cela,
-a-i-_pa-i[-pQs(a— r)(p-4- fsin(a — i)«>],
p désignant le module de ^ et f celui de ses arguments qui est compris entre o et tz. En particulier,
( — i)**"* :=cos(a — Oit -h £sin(a — i)ir=: — cosair — usinait.
Gela posé, l'intégrale 1 — dx, que nous désignerons
par I, est finie et déterminée, et ses éléments sont tous réels.
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Soîl, d^autre part, ( — i)<'~'*K la valeur principale de Tinté-
grale / -^^ dx ; K aura également tous ses éléments réels
et Téquation (4) deviendra
I -4. (-_ i)«-iK = (— O^-^iti
ou
I — (cosait -H I sina'ît)K=: — 7c«(cosaic -\- {'sinair).
Séparons la partie réelle de la partie imaginaire, il viendra
I — K cosaTT -=. TT sinûTc,
K sin air = ir cosaïc; d'où
K = 7rcota'ir, 1= -;
sinaTT
270. Soit, en second lieu,/(x;) une fonction qui satisfasse aux conditions du n** 268 et qui, de plus, tende vers zéro pour 2 = 00.
Considérons l'intégrale j e*^f{z)dz^ prise suivant le
même contour que dans l'application précédente. On aura encore
val. princ. / e^^f{z)dz = 2ir«SA — / — 1 _.. . — / . Les intégrales j > / > • • • pourront se calculer comme tout
Je Jd
à l'heure, car la fonction e" pouvant être développée suivant les puissances croissantes de z — fc, si /(-s) peut être mis sous la forme (3), il en sera évidemment de même de e^^f{z).
Quant à l'intégrale / > elle aura pour limite zéro. Soit, en
effet, a le maximum du module de f{z) sur le demi-cercle de rayon R. On aura sur ce demi-cercle
z = R(cosf -f- isincp),
f variant de o à tc. On en déduit et
\dz\ =ds=:Rd9',
on aura donc
Or, entre o et -> sinœÇ— ^ • Le module cherché sera donc
moindre que
Or, pour R = 00, [JL tend vers zéro, ainsi que e~^] donc celle expression tend vers zéro.
Soit, par exemple
Celte fonction a un pôle z = ai au-dessus de l'axe des x ei n'a aucun point critique sur cet axe. De plus, l'intégrale
— j dx est finie et déterminée. Elle aura donc pour
valeur 211 «A, A désignant le résidu de — ^— — — par rapport
au pôle aL Or, si nous posons 3 = ai-{- h, cette expression
devient
2ai/i-\-/i* 2 ai h
Donc
2ai et
Séparons encore, dans cette équation, la partie réelle de la partie imaginaire; il viendra
COSJ7 , ir
— ^ dx=:z - e-'*,
sin J7
dx •=: O.
272. Considérons, comme troisième application, la fonction e~*\ Intégrons-la suivant le rectangle ABGD {fig- i4)-
Pig. 14.
La fonction e~*' restant finie et monodrome, l'intégrale sera nulle ; d^où la condition
•^AB *^BC *^Ch *^0A
Supposons que les longueurs OA=j!?, OB = y croissent indéfiniment, la hauteur BC conservant, au contraire, une longueur constante a.
L^intégrale / aura évidemment pour limite
AB
/ e-*' da;=i2 I «-** dx =1: y/ît. Dans l'intégrale / , posons z = q + it; Ja nouvelle va-
riable t sera réelle et variera de o à a. On a donc
f e-**dz= f e-(y+'0'frf/=ze-7« C e-^i'^ e'* i dt.
Son module aura, pour limite supérieure.
quantité qui lend vers zéro pour q = oo.'Donc
îm / =0.
BC
Posant ^ = — p -^ it dans / , on trouvera de même
DA
im 1 =0.
ou
Enfin, dans l'intégrale 1 , posons 2 = ai:-hf; t variera de + 00 à — 00, et l'on aura
lim Ç e-'-'dz= f e-^^'^'^*dt.
L'équation (5) deviendra donc
/ e^' e-'* {cos 2 at — isin 2 ai) dt=:^.
Divisant par e**' et séparant les parties réelles des parties imaginaires, il viendra
/ e"'' cos2atdt:=ze-^*^j
I e~'* sin 2 al dt =10.
S73. Considérons, en dernier lieu, la fonction /{z):=: ( n entier positif).
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{nté^rons-la le long d'un cercle c {^fig* i5) de rayon r infiniment pelil, décrit autour de Torigine.
rig. 10.
L'intégrale sera égale au produit de aiti par le résidu de la fonction correspondant au pôle ;; = o. Mais on a, en se tenant à celle des valeurs du radical qui se réduit à i pour z = 0,
sT^
1XZ
X,, . . -, X,;, . . . désignant les polynômes de Legendre {CaU cul différentiel, 273). Divisant par ;5""^*, on trouvera évidemment pour résidu X;,. On aura donc
TZl r -«-4-1 i/ ,
rfz
2 JC Z ~T~ Z
274. Le radical y/i — 'àjcz-\-z- s'annule pour les doux valeurs de z qui ont pour affixe a =z x -\- yjx- — i et
a' = .r — v'-c- — i. Entourons ces points par des cercles y et •/ de rayons infiniment petits p et p'; joignons ces cercles par une droite mm! dirigée suivant la ligne des centres et considérons le contour K formé par la droite mw! ^ le cercle y', la droite m' m et le cercle y. Soit, enfin, C un cercle de rayon infini tracé autour de l'origine.
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La fonction â intégrer reste monodrome dans l'espace com^ pris entre les contours C, K et c. On sait, en effet, que le radical change de signe lorsqu'on tourne autour d'un des points critiques a et a'; mais, tant qu'on ne traverse pas la ligne mni\ on ne pourra tourner autour d'un de ces points sans envelopper l'autre en même temps, ce qui donne un nombre pair de changements de signe.
On aura donc
Or les intégrales / ? / ^ / ont évidemment pour li
mite zéro (2o6).
D'autre part, les intégrales / et / sont égales; car,
*^ rtun' *■ m m.
aux points correspondants, la fonction à intégrer est la même, sauf le signe, qui est changé par suite de la révolution opérée autour d'un point critique, et la différentielle dz a également changé de signe, le sens de l'intégration étant renversé.
Les points m et m' tendant d'ailleurs vers a et a', ces intégrales ont pour limite commune l'intégrale
dz
prise en ligne droite de a à a', et le radical devant être prj> avec la valeur qu'il possède sur le côté droit de la ligne ao- Changeons de variable en posant z = x -\- yj:- — i cos5. 11 est clair que, lorsque z parcourra uaf, cos© variera de -f ' à — 1 , et y de zéro à tî. On aura d'ailleurs
dz:i^ — ^ji-^ — I siii «p do,
y/i — 'iocz -f- ;5* HZ ih y/i — a:^ sin©. Donc
(ar-hv/-c'— icosoj
g-ti
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276. Il reste à délerminer le signe à donner à Tîntégrale. Faisons l'hypothèse particulière :r = i , il viendra
^ni-^-Z-^-Z^-h
2XZ-hZ^ ï — ^
et, par suite ^ X,i(i) = i. Quant à Tintégrale du second membre, elle devient
TC
C'est donc le signe + qu'on devra prendre. Supposons, au conlraire, x ^= — i. On aura
y/ I — 2JfZ -h Z^ 1 -h -
Donc X/i ( — i) = ( — 1)". L'intégrale définie devient, d'aulre part,
Il faudra donc prendre le signe — .
On voit donc que le signe à prendre dépend de la valeur (le X, Cherchons comment il varie avec x.
11 est tout d'abord évident que ce signe ne peut varier que lorsque x passe par une valeur qui annule les deux membres de l'équation (6), ou rend l'un d'eux, discontinu.
Or X„ est continu et ne s'annule que pour des points isolés, qu*on pourra toujours éviter dans le passage d'une valeur de a: à une autre. Quant à l'intégrale du second membre, elle ne pourra devenir discontinue que si son dénominateur s'annule dans le champ de l'intégration. Il faut et il suffit
pour cela que — — ^- — soit réel et compris entre — i et -+- 1 ,
et, par suite, que —^ soit réel et •< i . Cela n'aura lieu que
si x^ est réel et négatif. L'axe Oy sera donc la ligne de démarcation entre les valeurs de x pour lesquelles on doit
prendre le signe +, et celles pour lesquelles on doit prendre le signe — .
Si a: est purement imaginaire, la relation (6) est d'ailleurs illusoire, car la fonction à intégrer devient inGnie dans le cliamp de l'intégration, et de telle sorte que l'intégrale est en réalité indéterminée. Ce défaut de la méthode provienl de ce que la droite aa' passant dans ce cas par l'origine (les coordonnées, qui est un point critique de la fonction
Si, dans l'expression
dz
Y _ J|_ r ciz
dt
nous changeons de variable en posant z = -y d'où clz = :»
il viendra évidemment
__r_ r — f' dt
c désignant un cercle do rayon infini.
La nouvelle fonction à intégrer restant monodromc entre le cercle C et le contour K, on aura
Dans cette dernière intégrale, posons, comme tout à
l'heure,
/ = .r -h v^'" — I coso; il viendra
r - 1'^ dt ^ - r\ /- \n J
et, par suite,
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Pour X = I, il faudra prendre le signe -h. Ce signe devra d'ailleursêtre maintenu, quelque soit a;, car les deux membres de l'équation sont toujours continus.
L'intégrale
./o {'r-^\Lc^—\ coscp)
que nous venons de considérer tout à l'heure, nous fournit lexemple d'une intégrale définie, dépendant d'un paramètre X, et qui change brusquement de valeur lorsque a passe lui-même par une valeur pour laquelle l'intégrale cesse d'être déterminée. C'est là un phénomène très habituel. C'est ainsi que l'intégrale
où/(^) désigne une fonction synectique dans l'extérieur du contour fermé K, est égale à zéro si le point x est extérieur àK, et à 2Tzi/(x) s'il est intérieur; elle est indéterminée si X est sur K.
Considérons plus généralement l'intégrale
OÙ L désigne une ligne continue sans point multiple, F cl G des fonctions entières.
Donnons à x une valeur particulière ^; et soient I^i, ^2? ••• les racines de l'équation
Chacune d'elles variera, comme on sait, d'une façon continue avec Ç. Si aucune d'elles n'est située sur la ligne L, l'intégrale considérée aura pour les valeurs de x voisines de Ç une valeur déterminée^ et représentera une fonction synectique
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de x, dont les dérivées successives pourront s'obtenir par la
dérivation sous le signe f.
î280. Supposons, au contraire, que, poura: = ç, Tune des racines Ç| , Ça^ •••? P^r exemple Ç|, soit située sur L. Admettons d'ailleurs que Çi ne coïncide pas avec les extrémités a, b de la ligne L, et que ce soit une racine simple de
l'équation (7), de telle sorte qu'on ait- -G(Ç|, 5)<o- L'intégrale 1 sera indéterminée; mais, si l'on remplaçait
la partie mn de L voisine de l^^ par un arc de courbe peu différent mpn ou mqn (Jlff* 16), on obtiendrait deux nou-
velles lignes ampnb = L|, amqnb = L2, le long desquelles l'intégrale aurait une valeur déterminée. Entre ces deux
F(z. $) lignes, la fonction p — '■ — admet un seul point critique
z=^iy aux environs duquel on a
àF
Ce point est donc un pôle, auquel correspond le résidu
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et Ton aura
D'aiiiears chacune de ces deux intégrales i , I variera
d'une façon continue avec x (aux environs de x == Ç).
A chaque valeur de x infiniment voisine de Ç correspond une quantité Zi, racine de l'équation
etinGniment voisine de 2^|. Supposons que jc varie de telle sorte que lorsqu'il franchit la valeur if z^J qui franchit an même instant la valeur ^^ , passe de la région mqn à la région mpn. L'intégrale s'accroîtra brusquement de la quantité aiîiA. Considérons, en effet, deux valeurs x\ af de œ infiniment voisines l'une de l'autre et comprenant entre elles la valeur Ç. Pour x = j?', Zi étant situé dans la région mqn^ il n'existe aucun point critique entre les lignes L et Li; on aura donc
et à la limite, l'intégrale du second membre variant d'une façon continue,
Pour x^=:x?'^ Z\ étant sitné dans la région mpn^ ce sont les intégrales suivant L et L^ qui seront égales, et l'on aura
hm / j^- w^dz— I j^ ^ dz,
Jr ^( z x) ' p7~^ — dz éprouvera donc, d'un càié à
Tautre de la valeur or = Ç, une discontinuité égale à q-jc/A.
281. Remarquons toutefois que x = ^ n'est pas un point critique pour la fonction analjlique que représentait PiDlégrale. Car si l'on suppose que la ligne L, au lieu de rester fixe, se déforme progressivement au moment où elle serait près d'être atteinte par le point variable Z|, l'intégrale prise suivant cette ligne mobile restera continue, ainsi que ses dérivées. Or on peut toujours éviter la rencontre entre h ligne variable et les points 2,, ^2? • • •? racines de l'équation G(z, x) = o, sauf dans les deux cas suivants :
i^ L'un des points ^i, ^2, ... tend vers l'une des extrémités a, b de la ligne L (lesquelles restent fixes);
2** Deux racines Zi , ^2) situées de part et d'autre de L, tendent à se confondre en une seule racine double.
On voit donc qu'à la condition de déformer à propos la
ligne L d'intégration, l'intégrale 1 , considérée comme fonc-
tion du paramètre x, ne peut avoir de points critiques que pour les valeurs de x pour lesquelles on a
G(a, j7) = o ou G(6, ^) = o,
ou simultanément
n f \ dG(Zj x)
II. — Intégrale de Cauchy
282. Soient f{z) une fonction qui dans l'intérieur d'un contour fermé R n'admette d'autres points critiques que des pôles; 'f (5) une autre fonction synectique dans l'intérieur de ce contour; nous allons nous proposer d'évaluer l'intégrale
Pour cela, cherchons d'abord à déterminer les points cntiques de la fonction 'f(^)4^-— situés dans l'intérieur de K-
Soil a un point quelconque intérieur à K; ç(^) étant synectique, on aura aux environs de ce point
D'autre part, si a n'est ni un zéro ni un pôle pour /(s), on aura un développement de la forme
/(5) = Ao-f- A,(:; — ûf) -h. . ., Aj,^o, d'où
/'(:;) — A,H-QAt(5— «) +. . .
Donc a est un point ordinaire pour '^(c;)*-^ — ^-•
Supposons au contraire que a soit un zéro de f{'Z), et soit m son ordre de multiplicité; on aura un développement de la forme
/(5) = (3 — a)'"[AoH- Ai(^ — a) 4- A,(« — a)2-h.. .], et, en prenant la dérivée logarithmique,
f{z) z — a Ao-hA|(5 — a) -h...
-4- (AqH- iu^i(5 — 6r) H-. . .,
'^i^)-7TTT— \ -f-Xo-hXi(;;— a)-4-....
Le point a est donc un pôle pour la fonction y(>g)' . J' >
et le résidu correspondant est m 'f(a).
Enfin, si le point a était un pôle de /(z) d'ordre de multiplicité /n, on aurait un développement de la forme
et Ton verrait de même que a est un pôle pour '^{z) —j-zt^ et que le résidu correspondant est — m f (a).
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Cela posé, on sait (267) que rintégrale cherchée est égale
f'iz) à la somme des résidus relatifs aux pôles de ç(^) . contenus dans rintérieur de K. Si donc la fonction f{z) admet dans rintérieur de K les zéros ûTi, ..., û/, •.. avec des ordres de multiplicité nix^ . . . , m,-, ... et les pôles a,, — ttA, ... avec des ordres de multiplicité [jl, , . . ., jjla, . . ., on aura
Si les zéros et les pôles sont tous simples, on aura
On peut s'en tenir à celte dernière formule, car la précédente s'en déduit en supposant que plusieurs zéros ou plusieurs pôles, primitivement distincts, viennent à coïncider.
r^(Z; 283. Supposons, en particulier, /(2) = 5l*; il viendra
Soit en second lieuyi[5) = i. Chacun des termes ©(«/)' <f{oLft) se réduisant à l'unité, nous aurons
M désignant le nombre des zéros ai et N le nombre des pôles a^ (comptés chacun avec son ordre de multiplicité).
Remarque, — Soient z = x-\- yij f{z) =P-I-Q'»' on aura
4r^ rf:; := log( P -h Q / ) 4- const.
=zJLog(P*-hQ*)H-tarctang~ -4- const.
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£q intégrant suivant le contour K, le logarithme arithmétique reprend la même valeur aux deux limites. D'autre
part, arc tang ^ se sera accru de (A* — A^)i^, A* désignant le
nombre de fois que ^ passe du positif au négatif en devenant
infini, et k! le nombre des passages inverses du négatif au positif. On aura donc
28o. Application. — Soit le premier membre d'une équation algébrique. L'intégrale
donnera le nombre des racines contenues dans l'intérieur (le K, car la fonction /(s) n'a aucun pôle (à distance finie). Pour obtenir le nombre total des racines, nous prendrons pour K un cercle de rayon infini. L'inlégrale sera
— - I . dz — / ( £ + î),
£ étant infiniment petit pour z infini. On aura donc à la
limite
Je ntdz K "
1^'autre part,
Je ndz
Le nombre des racines est donc égal à /i, degré de l'équation.
286. Formule de Lagrawge. — Soient /(z) et f (s) deux fonctions synectiques dans V intérieur d'un certain con-
tourK; x un point intérieur à ce contour; cl une constante assez petite pour que la condition
soit satisfaite pour tous les points du contour K. Ces suppositions admises^ V équation
admettra une racine unique a dans ^intérieur du contour, et ^{a) sera donné par la série convergente
/ cp(a)z=9(j:)-+-a/(.r)9'(a:)H-...
La foncllon
n^aj'ant pas de pôles clans le contour, le nombre des racines a, «1, . . . intérieures au contour sera donné par l'intégrale
TUL hi,Z)
et, ])lus généralement, l'intégrale
sera égale à \ f (^0*
Pour évaluer cette intégrale, dont la première n'est qu'un cas particulier, développons en série le facteur
F{z) z — x—ol/(z) ■~'^j(;;--^)«-^»*
Celte progression géométrique étant uniformément con-
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'erg-ente sur K, on aura, en intégrant terme à terme,
vS-/
fX
I 1 . 12 . . .n djc
ce
jÎ?(^)[/(-^)]''['-«/(^)];
•^)-^-27:^,wS^^(-)t/(-)i'
I.2...(/^ — 1) ^^'*-»^^ ^'-^^ ^ / V yj
^ ^1.2. ..Ai £/x'*-^ '■•'^ /J T V /
Dans le cas particulier où la fonction cp se réduit à l'unité, coUe expression se réduit à i. Il n'y a donc qu'une racine a dans l'intérieur du contour, et l'expression précédente de I donnera la valeur de ç(«). Le théorème est donc établi
287. Théouème. — Soit S (s, u, r, ...) un élément de fonction analytique dépendant de plusieurs variables z, u, v, ... et tel que l'équation
admette une racine nulle ^ de V ordre n de multiplicité.
Pour un système de valeurs infiniment petites donné à w, r, . . . : I® l'équation
S{z, Uf V, . . .) =0
(iflmeitra n racines infiniment petites ; 2° ces racines salisjcront à une équation de la forme
oiï Pi, . . ., pn sont des fonctions rfe m, i», . . ., synectiques aux empirons du point (o,*o, ...); 3** enfin, on aura
identiquement
S (-5, u, r, . . .) =: FG,
G étant un nouvel élément de fonction analytique qui ne s^ annule plus pour 2 = « = p = . . . = o.
Mêlions en évidence parmi ceux des termes de la série S qui sont indépendants de u, r, ... celui dont le degré eu :> est le moins élevé; on pourra écrire
S =1 a;;«4- V A;.p^...:;*w?i'r. . .— az^-^r T,
les exposants a, ^, y, ... satisfaisant dans chacun des termes de la série T à l'inégalité
En effet, dans ceux de ces termes où j3, v, . . . sont nuls à la fois, a est au moins égal à n + 1 .
Soit d'ailleurs p une quantité fixe, moindre que le rayon de convergence de l'élément S.
La série S et sa dérivée partielle
étant absolument convergentes pour 5 = « = i' =... = p» les sommes
seront finies.
Nous allons établir qu'on peut assigner une quantité fixe a telle que pour tous les systèmes de valeurs des variables s. £/, (^, . . . qui satisfont aux inégalités
i^ l'équation 8(5, /«, i^, . . .) = o n'ait aucune racine doni
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le module soil^pX et^ps; 2^ elle ait n racines de module
Donnons, en effet, à z une valeur quelconque, dont le module p7^ soit compris dans Tintervalle de pX à pe ^ le premier terme de S(^, «, t>, . . .) aura pour module
|aIp'»T)«.
Quant au module du reste T, il sera au plus égal à
< / I Aocgy... [p*-*-P-^Y-H...r,a-»-(«-^i)(?+r+...).
Si Ton suppose X < 1 (d'où tj < 1), cette quantité sera au plus égalera
On aura donc
|S(js, M, (',... )|>|«|P'*TQ ''—<yi'*"*-*5^'*[|«|p'*—'ni].
Si donc X est choisi moindre que - — —^ il en sera de même a fortiori pour r,, et S(3, t/, p, . . .) ne sera pas nul.
288. Notre premier point étant ainsi établi, cherchons le nombre des racines de Féquation S(x?, u^ r, . . .) = o, dont le module est moindre que pX (et, par suite, moindre que pe). Ce nombre est exprimé par l'intégrale définie
as
/ai S
prise suivant un cercle C de rayon pX décrit autour de l'origine comme centre. Or, d'après ce qui précède, on a pour
tout point de ce cercle
I T I = aX»+i
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et, par suite,
az" J
6 étant une quantité dont le module est au plus égal à
dX"-*-*
On voit de la même manière qu'on aura
dTÏ âz
et
âz
/laz'-^
âT
naz'^~^ '
6' étant une quantité de module au plus égal à
L'intégrale à calculer sera donc égale à
I Çnfiz n-0'___i_ Çndz i TO'
iTzi j z i-h6 '2TziJ z '2Tzi J I
0 ndz
Le premier terme a pour valeur n. Quant au second, il sera nul, si son module est < i ; car on sait d'avance que la valeur de l'intégrale cherchée est un nombre entier. Or ce module est au plus égal à
aX
a y^ ((t'p -4- wci)X
JA
quantité qui sera <^ i , si l'on suppose
lï p 4- ( /i 4- I ) S
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Si nous supposons que |m|, l^l? ••• tendent simultanément vers zéro, on pourra faire décroître en même temps la quantité e jusqu'à zéro. Les n racines Z\, . .., ^/2 de module < ps, dont nous venons d'établir l'existence, tendront donc vers zéro; les autres racines au contraire, ayant leur module > pX, resteront finies.
La première partie du théorème est donc démontrée.
289. Pour établir la seconde, nous remarquerons que la somme Sk des puissances /:»«"*«« des racines infiniment petites sera représentée (283) par l'intégrale
C'est une fonction de w, p, . . . qui a une valeur unique et finie tant que les modules de ces variables ne surpasseront pas pX""*"*. De plus, elle est synectique, car cette intégrale admet des dérivées partielles du premier et du second ordre, finies et déterminées, lesquelles peuvent s'obtenir sans difficulté par la dérivation sous le signe f.
Cela posé, les coefficients />« , * ,», pn de l'équation F = o, qui a pour racines Z| , . . ., z^^ s'expriment comme on sait par des polynômes entiers en 5|, ^a, . . , ^/i. Ce seront donc des fonctions de m, p, ..., synectiques dans le domaine considéré.
Considérons enfin l'intégrale
Vz=
Elle aura une valeur unique et déterminée, ainsi que ses dérivées partielles par rapport à u, c, . . ., et au nouveau paramètre z'j tant que | w |, | ç^ |, . . . ne surpasseront pas cÀ«+« et
J. — II. QO
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que I y| sera <;?î^' Ce sera donc une fonction sjnectiqueà l'intérieur de ce domaine.
Sa valeur sera d'ailleurs égale à la somme des résidus relatifs aux pôles z\ ;>i, ..., z,i de la fonction à intégrer. Si nous supposons |w|, jrj, ... au plus égaux à ps""^* etl^'l^ps, le pôle z' sera distinct des autres, et le résidu correspondant
sera égal à la valeur de ^ vj pour
D'autre part, a/ désignant Tordre de multiplicité du pôle Zi,
le résidu correspondant sera ■- — '—^* On aura donc
et, en changeant z' en z et désignant par I ce que devient 1 par ce changement,
i î?? _ 1 ^ — î S ôz F dz ""
Intégrant cette équation, par rapport à ^, il viendra
G désignant comme I une fonction de 2, c/, (^, . . . syneclique aux environs de l'origine, et qui d'ailleurs ne s'annule pas en ce point.
Nous avons supposé, dans la démonstration précédente, que la quantité z' (actuellement remplacée par z) a son module < pX, mais >" os; or e est arbitraire et peut être choisi aussi petit qu'on veut. L'égalité
III. -- Théorèmes généraux sur les fonctions
monodromes.
291. On est convenu de dire qu'une fonction analytique f{z) a pour ^ = 00 un point ordinaire, un pôle, un point singulier essentiel, etc., suivant que le point 5 =: o est un point
ordinaire, un pôle, etc., pour la fonction / ( - ) •
D'après cette définition, une fonction entière a généralement, pour ^ := 00, un point singulier essentiel; ce sera un pôle si la fonction se réduit à un polynôme entier: un point ordinaire, si elle se réduit à une constante.
292. Théorème. — Une fonction f{z) uniforme sans points singuliers essentiels, même à V infini, est une fonction rationnelle.
En effet, elle ne peut avoir une infinité de pôles; car, ces points étant isolés, il ne peut en exister qu'un nombre borné dans un cercle de rayon donné décrit autour de l'origine. Elle admettrait donc des pôles dont le module surpasserait
toute quantité donnée^ /( - ) admettrait donc des pôles plus
voisins de l'origine que toute quantité donnée; le point ;;=:o serait donc un point singulier essentiel, et >5 = oo serait un point singulier essentiel pour/(5).
Soient donc a, 6, ... les pôles àe f{z) en nombre borné. On aura un développement de la forme
f\ {z) admettant les mêmes points critiques que f{z), sauf a, qui est devenu un point ordinaire. On pourra poser de même
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et ainsi de suite. On aura finalement
s désignant une somme de fractions simples et ^(z) une fonction entière.
D'ailleurs oo est, par hypothèse, un pôle pour /{z). Or c'est évidemment un point ordinaire pour chacun des termes de S; c'est donc un pôle pour <p (5), qui devra, par suite, se réduire à un polynôme.
293. Théorème. — Une fonction entière /{z)j dont le module reste constamment inférieur à un nombre fixeM^ est nécessairement une constante.
En effet, f{z) admet un développement par la série de Maclaurin
convergent dans tout le plan. Soit d'ailleurs C un cercle de rayon R décrit de l'origine comme centre; on aura (t. 1, n^ 205)
i pour toute valeur de n; et, par suite
/( 3 ) =/(o) = const,
294. On peut déduire, de la proposition précédente, une propriété importante des points critiques essentiels.
Théorème. — Soit a un point critique essentiel de f{^))
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isolé des autres points essentiels que peut posséder cette fonction, et soit A un nombre quelconque. Il existera aux environs du point a une infinité de valeurs de z pour lesquelles on aura
quelque petits que soient tetr^.
Traçons, en effet, autour de a un cercle C d'un rayon p assez petit pour qu'il ne renferme aucun autre point critique essentiel et considérons la fonction
Ses points critiques dans le cercle seront les suivants :
I" Le point critique essentiel a;
a® Des pôles, aux points o\xf{z) = A.
Si ces pôles sont en nombre infini, ils convergeront vers le point limite a, et l'on aura, pour une infinité de valeurs de Zy
Le théorème sera donc démontré.
Si ces pôles sont un nombre Gni, on pourra réduire p suffisamment pour que C n'en contienne plus aucun, et cp (5), n ayant plus qu'un seul point critique a dans ce cercle, pourra être développée, d'après la formule de Laurent, en une double série
La première série sera convergente dans le cercle G, et si \z — a I < p', p' étant une quantité moindre que p, son module ne pourra surpasser la constante fixe
K^^lA^lp"».
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La seconde est une fonction entière de > car elle con-
verge dans tout l'intérieur de C (sauf au point a pour lequel
est infini) et a fortiori en dehors de C, où
est moindre qu'à Tintérieur. On pourra donc, d'après le théorème précédent, assigner à la variable une valeur telle que son module surpasse un nombre quelconque M.
La valeur correspondante de \z — a\ sera < p', si M est assez grand, car, lorsque \z — ^|>p'»I?(^)| ne peut surpasser la constante fixe
On aura donc à la fois
et
d'où
et, par suite, en prenant p' assez petit et M assez grand,
l--«l<e, l/(-)-A|<Ti.
Ayant trouvé un premier point z qui satisfasse à ces conditions, on pourra trouver de même un second point -i satisfaisant aux conditions
et ainsi de suite.
M. Picard a démontré (*) qu'il existe au plus deux valeurs
(*) Mémoire sur les fonctions entières {Annales de r École xXormaU: 1880).
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(finies ou infinies) de A pour lesquelles les relations
n'aient pas une infinité de solutions. Nous nous bornerons à énoncer ce rusultat.
La propositiiyi que nous venons d^établir s'appliquerait évidemment s^Mit point critique essentiel qui serait la limite d'une suite dv'^points critiques essentiels de l'espèce que nous avons coisidérée.
295. Une fonction entière peut ne s'annuler pour aucune valeur de la variable, ou admettre au contraire des zéros simples ou multiples, en nombre fini ou infini. Mais, dans tous les cas, ces zéros forment un système de points isolés (t. I, n<>339).
Réciproquement, nous allons établir la proposition suivante :
Théorème de M. Weierstrass. — Etant donné un système quelconque de points isolés a^, a^ . . . , a,,, . . . , on pourra construire une fonction entière dont ces points soient les zéros.
Nous supposerons provisoirement que l'origine 5 =: o ne fait pas partie de la série des zéros donnés «o, a^^ .... Si le nombre de ceux-ci est fini, le produit
V aj\ aj
satisfera à la question. Si ce nombre est infini, le produit ci-dessus, contenant une infinité de facteurs, pourra devenir divergent, ce qui rendrait la solution illusoire. Mais on peut la modifier ainsi qu'il suit :
Remarquons tout d'abord que les points a^^ ^4, ... étant isolés, il n'en existe qu'un nombre limité dans une portion finie quelconque du plan, et notamment dans un cercle de rajon donné décrit autour de l'origine. On pourra donc
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ordonner les quantités «o, a^^ ... suivant l'ordre de grandeur de leur module. Si plusieurs de ces quantités ont même module ou même sont égales (ce qui arrivera si Ton veut donner des zéros multiples à la fonction), on pourra les disposer dans Tordre qu'on voudra. En tout cas, on aura évidemment
lira I a„ I = 00.
Cela ppsé, considérons le produit inGni
où Mo, M|, . . . , M;,, . . . désignent des polynômes en z.
Nous allons montrer que ces polynômes peuvent toujours être déterminés de telle sorte que le produit ci-dessus soit convergent et représente une fonction entière, satisfaisant aux conditions requises.
On a
an)
la ligne L d'intégration entre o et z pouvant être choisie arbitrairement. Mais on a
/ = / h -j 4- ... H — -h ~ir, :
_ z^ y 5^ r^ z'^dz
Si donc nous posons
dz
a,, nf/,\
r^ z"dz
nous aurons
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Les polynômes Mn étant ainsi déterminés, nous aurons satisfait à la question. Considérons en effet Tensemble des Taleurs de z dont le module ne surpasse pas un nombre donné p, et soit | ajx | le dernier terme de la suite | Aq |, | tii |, ... qui ne surpasse pas p. On aura
Or, dans le domaine considéré, on a |'5|<p? et pour les valeurs de n plus grandes que [x on a, d'autre part,
\ctn\>\ «a+1 I > P
et, par suite,
JS'» I _ p'*
«;:k--) r I «ix+i i«()«ti^^i I - p)
Le terme général de la série \ ^j^), a donc son module
moindre que le terme général d'une progression géométrique convergente et indépendante de ^; la série sera donc uniformément convergente dans le domaine considéré. La série
y ^n sera convergente dans ce même domaine, car on a
fVndz
klX+ll'*(|<^lX-Hl| — P)
/ désignant la longueur de la ligne d'intégration. Or le second membre est encore le terme général d'une progression géométrique convergente.
La série \ an sera donc, dans le domaine considéré, une fonction synectique, ayant pour dérivée ^ ^^ ; il en sera de
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même de Texponentielle
qui d'ailleurs ne s'annulera pas dans ce domaine.
Mais, d'autre part, l'autre facteur de P(5) est une fonction entière, qui ne s'annule qu'aux points ^o, •••, ci^' Donc P(5) est synec tique dans ce domaine et admet les zéros cidessus à l'exclusion de tout autre.
Comme on peut faire croître indéfiniment le nombre p, on voit que P(5) est bien une fonction entière, dont les zéros sont les points ^q, • . . , a^, ....
296. Nous avons supposé que le point « = o ne faisait pas partie de la série des zéros donnés. Si l'on voulait obtenir une fonction pour laquelle ce point fût un zéro d'ordre m, il suffirait de construire par la méthode précédente une fonction admettant les autres zéros de la suite et de la multiplier par z^,
297. Ayant ainsi construit une fonction entière /(>3) ayant les zéros demandés, proposons-nous de trouver l'expression générale des fonctions entières qui jouissent de cette propriété.
Soit/, (5) =r Q/(3) l'une d'elles. Le quotient Q n'aura évidemment ni zéros ni points critiques à distance finie. Son logarithme n'aura donc pas de points critiques à distance finie, et sera une fonction entière. En la désignant par U, on aura
Réciproquement, il est clair que toute fonction de la forme ci-dessus jouira de la propriété demandée, le facteur ê^ ne pouvant devenir ni nul ni infini.
298. On donne le nom de fonctions méromorphes aux fonctions dont tous les points critiques situés à distance finie sont des pôles.
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Soient F(z)une semblable fonction; Uoy a^^ . • • ses pôles; p-oy [^« 9 ... leurs degrés de multiplicité. On peut construire une fonction entière f{z) ayant ces points pour zéros, avec les mêmes degrés de multiplicité. La fonction F(z)/(2)=cp(s), n'ayant plus de point critique à distance finie, sera une fonction entière. La fonction
sera donc le quotient de deux fonctions entières.
299. Les fonctions entières et les fonctions méromorphes rentrent comme cas particulier dans la catégorie des fonctions monodromes, dont tous les points critiques, situés à distance finie, sont isolés. Proposons-nous de déterminer l'expression générale de ces dernières fonctions.
Soient /(5) une semblable fonction; a l'un de ses points critiques. On aura, comme nous avons vu (266), aux environs de ce point,
— oo
Sk^i^z — a)'«-4-\ A_;„(5 — a)
Chacune des deux séries partielles <p(5) et ^(z) peut contenir un nombre de termes limité ou illimité; mais', dans ce dernier cas, elle sera convergente aux environs du point a,
La série ^{z) sera même convergente dans tout le plan (le point a excepté).
D'autre part, il est clair que a n'est plus un point critique pour la fonction ^(z), La nature de la singularité que présente la fonction /(z) en ce point est donc caractérisée par la seconde fonction partielle 'i(5).
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300. Théorème de M. Mittac.-Leffler. — Etant donnée une suite quelconque de points isolés a©, a^. ..., a„, . - et une série de fonctions correspondantes à^j '}i , . . . , ^/i, . - de la forme
on pourra toujours construire une fonction monodrome f{z) ayant pour points critiques a^^ «i, ..., a/,, ... et telle que l'on ait
(fnétant une fonction pour laquelle an ne soit plus un point critique.
On satisfera évidemment à la question en posant
/l ^OD
si P(,, . .., P,|, . .. désignent des polynômes en z, choisis de telle sorte que la série f{z) et la série dérivée
soient uniformément convergentes dans toute région finie du plan qui ne contient aucun des points critiques ao, ...,a,7,
Cherchons à déterminer les polynômes P, de manière à satisfaire à cette condition.
Soient ^ le maximum du module de z dans la région considérée; ao, ..., oL/if ••• les modules des quantités a©, .... a„, ... ; nous les supposerons rangés par ordre de grandeur croissante, de telle sorte qu^on ait
lima„ = oo pour n=:oo.
Traçons autour de chaque point critique a/t, et dans ses environs, un cercle c„j dont le rayon R,j ne surpasse pas d'ailleurs une quantité constante, que nous désignerons par p.
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On pourra assigner à n une valeur finie /:, à partir de laquelle on ait constamment a„ — p — Ç >> i . Il résulte de cette inégalité que le cercle de rayon ^y décrit de Porigine comme centre, ne coupe pas le cercle de rayon p décrit de On comme centre. Mais le premier de ces cercles contient le point z, le second contient le cercle Cn ; donc z sp'^a en dehors du cercle Cn (si n^k).
Cela posé, on aura évidemment
La première somme ne contient qu'un nombre limité de termes, dont chacun est uniformément convergent dans toute région qui ne contient aucun des points eiQ, ai, ... (car la série ^n procédant suivant les puissances entières et
positives de la variable > sa convergence est uniforme) ;
donc elle est uniformément convergente, ainsi que sa dérivée, de quelque façon qu'on choisisse les polynômes P.
Passons à l'examen de la seconde somme.
La fonction ^n étant convergente dans la couronne comprise entre le cercle Cn et un second cercle G de rayon infini, et le point z étant d'ailleurs dans cette couronne, on aura, conune dans la démonstration du théorème de Laurent,
^^ 2TZlJ^ U — Z 2lt£7 il — z
La fonction '^«(w) et, par suite, la fonction --^ ten-
dant évidemment vers zéro pour a = 00, la première intégrale sera nulle (256), et Pon aura simplement
1 r [i s z\^-^ zv- 1
= : / 'V/i(w)^-^« - 4- -I -4-...H j]-4- -rr? ^ >
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|x étant lin entier que noas nous réservons de déterminer en fonction de n.
Les premiers termes de cette intégrale donnent un poijnôme en z de degré [x — i . En le prenant pour P/i, il viendra
Le module de u sur le cercle c« est évidemment >«« — ?• Soient M/i le maximum du module de ^n{u) sur ce même cercle; \n un entier positif satisfaisant à l'inégalité
(/l-4-2X«)M„p<(a„ — p)V On rendra les séries
convergentes en posant
On a, en effet,
Vil _p i = VJ! Ct"M;,.2itp
K/, désignant le facteur
et
Siti-niîS^d^-'i.
K',, désignant le facteur
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Les deux séries ci-dessus sont convergentes ; car, si n tend
r vers 00, K^, R' tendent vers zéro. La racine /i**™*^ du
terme général tend donc vers zéro.
L'uniformité de la convergence résulte d'ailleurs de ce fait que ces dernières séries ont leurs termes indépendants de 5.
301. Ayant ainsi construit une fonction f{z) satisfaisant aux conditions demandées, on obtiendra évidemment la fonction la plus générale qui satisfasse à ces mêmes conditions en lui ajoutant une fonction entière quelconque.
302. Théorème. — Toute fonction u qui a n valeurs pour chaque valeur de z et qui n^ offre à distance finie que des points critiques algébriques est racine d^une équation algébrique de degré /i, dont les coefficients sont des fonctions méromorphes de z.
Ces coefficients se réduiront à des fonctions rationnelles, si la fonction n^a que des points critiques algébriques, même en tenant compte du point z = oo.
Soient, en effet, //q, W|, ..., u,i_i les n branches de la fonction. Un point quelconque a deviendra un point ordinaire ou un pôle pour l'une quelconque d'entre elles, telle que Uq^ si l'on prend pour variable indépendante une puis-
sance fractionnaire de z — a, telle que (z — a)'^ = Z. On pourra donc, aux environs de ce point, développer u^ en série convergente, suivant les puissances entières de Z. Le développement pourra d'ailleurs commencer par des puissances négatives, si le point considéré est un pôle pour Uq,
Soit donc
Wo = AZa-f-BZP
Si z tourne i, 2, . . . , ? — ^ f^^s autour du point a, Z se reproduira, multiplié parles diverses racines ^'*»"" de l'unité.
En les désignant par 6, 6-, • . . , 0^~* , nous obtiendrons y— i autres branches de la fonction, représentées par les séries
u, ziiAe«Z« H-B6PZP H-...,
Élevons ces égalités à la puissance A, k étant un entier quelconque, et ajoutons les résultats. Il viendra
wj-l-a*-|-.. .-4- Mj_j = e)l.Z^-|-'ill>ZK--4-
D'ailleurs le premier membre ne change pas, si Ton y change Z en QZ. Donc il en sera de même du second; donc les exposants X, [JL, . . . seront tous des multiples de q; donc,enriDf la somme mJ -h . . . + a*_, sera développable en série convergente^ suivant les puissances croissantes de la quantité
Tout autre cycle de branches associées Uç, w^+i, • . . donnerait évidemment un résultat analogue. Donc la somme Sa des puissances A*'*"®' des diverses branches de la fonclion u est une fonction monodrome de z, pour laquelle le point a est un point ordinaire ou un pôle. Ce pointa étant d'ailleurs quelconque, S^t sera une fonction méromorphe.
Supposons enfin que 5 = oo soit un point ordinaire ou, plus généralement, un point critique algébrique pour la fonction u. Chacune des branches Wq, ..., W//_i sera développable aux environs de ce point, suivant les puissances entières et
croissantes d'une puissance fractionnaire de -> telle que
( - j = Z; et un raisonnement identique au précédent montre
que 00 est un point ordinaire ou un pôle de Sa- Donc Sa, n'ayant pour points critiques que des pôles, sera rationnel en z.
Cela posé, les quantités Wqî •••> "/i-< sont les racines de l'équation
(m — Mo). . .(a— W/t-i) = 0,
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dont les coefficients, s'exprimant en fonclion rationnelle et entière des sommes Si, ..., S^j ..., seront des fonctions méromorphes (ou des fractions rationnelles) de z en même temps que ces dernières.
303. Théokème. — Si Vêquation en u est irréductible, on pourra, en faisant décrire à la variable z un contour fermé convenable, passer de la branche Uo à l'une quelconque des autres branches W|, . . . , «/«_«.
Supposons, en elTet, qu^on ne pût passer de la branche Uq qu'aux branches ^i, ..., Umj mais non aux branches suivantes Wot+i> •••; les branches Wq, w^, ..., Um seraient évidemment permutées exclusivement entre elles, quel que fût le chemin suivi par la variable z. Et Ton verrait, comme tout à l'heure, que les coefficients de Téquation
{u— Uq). ..(m — Um) — o
seraient des fonctions méromorphes (ou des fractions rationnelles) de z. L^équation en u admettrait donc un facteur de même forme et de degré moindre.
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I. — Des périodes
304. On dit qu'une fonction /(//) est périodique cl arlmet la période 20), si elle satisfait à la relation
Si/(u) admet plusieurs périodes, 2(o, aco', ..., 2(o", elle admettra évidemment pour période toute quantité de la fornu
2 moi -h 2m'o)' -h. . .,
nij m', ... étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs.
Si toutes ces quantités sont différentes, on dira que les n -h 1 périodes 20), 2co', ... sont distinctes. Dans le cas contraire, ce seront des fonctions linéaires, à coefficients entiei*s de n nouvelles périodes 2Û, 2Qf, ..., 2^""*.
En ellct, il existe entre elles, par hypothèse, une équation linéaire à coefficients entiers
(1) 2(7 w -}- 2 a'oj' -}-... = o.
Soit a le plus petit (en valeur absolue) de ceux des coefficients 6r, a'j ... qui ne sont pas nuls. On aura
a -zzaq'-h r' , a"ziiaq"-\' r\
q\ q^\ . . . étant des entiers, et /-', /*" des restes inférieurs à rt en valeur absolue.
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Posons
Il est clair : i^'que 2a)| est une période; 2"^ que 2(o, 2(o', ...
s'expriment par des Ibnctions linéaires, à coefficients entiers
de 2to,, 2w', .... Ces nouvelles périodes sont liées par la
relation
2aa>, -f- 2/''io'-t- . . . — o,
où les coefficients, sauf le premier, sont moindres en valeur absolue que dans l'équation (1). Par une suite d'opérations analogues, on arrivera finalement à un système de périodes 2Û, 2Û', ... liées par une équation où tous les coefficients soient nuls, sauf le premier. Celle des nouvelles périodes, 2Û" par exemple, qui figure seule dans l'équation, sera donc nulle, et disparaîtra des formules, qui donneront 2(0, 2(0', ..., 2(0" en fonction de 2Û, 2Û', ..., 2U"~*.
305. Théorème. — Toute fonction admettant plus de deux périodes distinctes, ou deux périodes distinctes dont le rapport soit réel, admet une période de module moindre que toute quantité donnée.
Supposons d'abord que nous ayons trois périodes distinctes
20)— a H- Pi, 2(«':-^a'-f-?'l, lUi" z:=. %" -^ ^" L
Nous aurons, quels que soient les entiers /n, m', m", la |)ériode
2/w(x) -f- 2/n'to'H- 2//i''w"z- ma -\- m' otJ -v- m^a"
Soient M une limite supérieure des modules des quantités a, a', a", p, P', ^" , e\ k un entier arbitraire. Donnons à chacun des entiers m, m', m" la suite des valeurs o, 1, . . . , A\ Pour chacun de ces systèmes de valeurs, en nombre (^-l-i)',
on aura
\m% + m'7,'-^m''7."\ :3MX',
|mfi-i-m'p'-+-m"^"J :3M/.
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Soit n le plus grand entier moindre que (A:-f- 1)^. Partageons rintervalle de — 3MÂr à 3MÂr en n intervalles égaux,
d^amplitude ; chacune des deux quantités
tombera dans l'un ou Tautre de ces intervalles, et le nombre des hypothèses distinctes qu'on pourra faire à ce sujet sera /i^. Ce nombre étant moindre que {k -f- i)', il existera nécessairement deux systèmes différents m^ , m\ , m\ et m2, m'^, m\, tels que mi a + m\ a' -f- m\ a" et mj ^ 4- ni\ ^' -h m\ ^^ tombent respectivement dans les mêmes intervalles que //la a + /n!^a'-f- /n*a" et m^^ -^ m\^ ^'-h m\ P". On aura, par suite,
I (/Ws— m,) a -h (/n'j — m'J a'-i- {m\ — w*) a''| ^ ,
mm
y* Vf />
I (//ij- //11) ? 4- (m; - m;) .3'-+- ( m\ - m\) ?" | = ,
d'où l'on conclut l'existence d'une période
2û = (mj — /ni) 2w 4- (/?ij — m',) 2w'-h (/wj — mj) aw*, de module moindre que
expression qu'on peut rendre plus petite que toute quantité donnée en prenant k assez grand, car n est d'ordre | par rapport à k,
306. Admettons en second lieu qu'on ait deux périodes distinctes 2 0), ao)', dont le rapport r soit réel. Il sera incommensurable, puisque les périodes sont distinctes. Posons
/jr, <jr,, . .. étant des entiers, et /'«, /'a, . • . une suite illimitée de restes dont chacun soit au plus égal en valeur absolue à
FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3'i5
la moitié du prëcédenl. Multipliant ces égalités par 20^, il viendra
Nous obtiendrons donc une suite de périodes a/'iO), 2r2(i), ... dont les modules décroissent indéfiniment.
307. Corollaire. — Une fonction analytique uniforme ne peut avoir plus de deux périodes distinctes, ni deux périodes distinctes dont le rapport soit réel, à moins de se réduire à une constante.
Car les points pour lesquels la fonction reprend la même valeur étant isolés (t. I, n° 339), il ne peut y avoir de période infiniment petite.
Dans Tétude que nous allons faire des fonctions à plusieurs périodes, nous supposerons toujours qu'il s'agisse de fonctions analytiques uniformes, et même méromorphes. Elles auront donc deux périodes
2 tOi = a, -f- P, /, 2 Wj -- «î H- P2 /,
dont le rapport
sera un nombre complexe. Sa partie imaginaire aura le signe du déterminant ai Pa — «2 pi •
308. Avant de procéder à cette étude, il nous faut établir quelques propositions relatives aux substitutions linéaires. On donne ce nom à l'opération qui consiste à remplacer 2 cOf , '^i02 par de nouvelles quantités
2(U| = 2ûr(0i 4- 260)2, 2C0j =z 2C(i)i H- 2fi?(Dj.
Cette opération S se représente par la notation
Le déterminant ad — 6c = D se nomme le déterminant de la substitution. On doit le supposer différent de zéro.
Le rapport t' des nouvelles périodes aw',, aw^ sera donné par la rorinule
"" ( aa, -h '6aj)« M-"(a'pi -h ô ?î)'
Sa partie imaginaire a le même signe que dans t, ou le signe contraire, suivant que D est positif ou négatif.
On peut passer réciproquement de 2 0)', , aco^ à 2W|, 2 par la substitution inverse
2fl?a)', — 2610J — 2Ca)', -H 2<7û)'^
de déterminant ^•
Si «, 6, c, rf sont entiers et D --- zh 1, la substitution inverse aura aussi ses coefficients entiers, et les deux formules
2Wia)i-}- 2/W2(i>2, 2/nj(i)j -h 2m',io',
(//ii, m2, ni\^ ni\ entiers) représenteront la même suile de quantités. On dira dans ce cas que les deux systèmes de périodes (2(0|, awo) et (2w', , atOj) sont équwalenis. L'équivalence sera propre ou impropre, suivant que D sera égal à -h 1 ou à — I .
Soient 2 0>'J, 210^ un troisième système de périodes liée> à 2 0),, 20)2 par les relations
2(Uj ■z.L la' iii\ -\- 26'Wj, 2(0* - 2c'a)j -t- 2d'oiy
On aura évidemment
2oj'J - 2 (aa'H- c^') w, H- 2 {ba'-hdb')tûii 2 oj j — 2 ( flc' -h cû?' ) o)i H- 2 ( bc' -4- <i^' ) 0),.
Les deux substitutions
c dr \c' d'
auront donc pour résultante la substitution
aa'-\~cb\ ba'-k-db' ac' 4- cd'y bc' H- dd' ) '
que nous représenterons par SS'.
En général, SS' et S' S représenteront d'après cela des substitutions différentes ; mais on aura
SS'S''z=S(S'S").
Nous désignerons naturellement parS^, S', ... les substitutions SS, SSS, . . .; par S~* la substitution inverse de S;
enfin par i la substitution ( ) qui laisse les périodes inaltérées.
Dorénavant, nous ne considérerons plus que des substitutions à coefficients entiers.
309. Nous donnerons le nom de substitutions élémentaires aux suivantes :
Vo — I / \o m \o I
/w, n étant entiers et positifs.
On joint souvent à cette liste la substitution
oA
Celle-ci s'exprime au moyen des précédentes par la formule
On a réciproquement
At=:BA;»B-».
Théorème. — Toute substitution S à coefficients entiers est un produit de substitutions élémentaires.
Il suffit d'établir ce ihéorème pour les substitutions
-\cd)
dont le détermioant D est positif. Car sî D était négatif, on aurait immédiatement
S' ayant pour déterminant — D, qui sera positif.
On peut supposer en outre que a, i, c, d aient pour plus grand commun diviseur l'unité. Car, si m est leur plus grand commun diviseur, soit
a~:ma'y b^izmb', cz=zmc', d^=^ md\ on aura
S' étant une substitution de déterminant — =» dont les coef-
ficients n'ont plus de diviseur commun.
Supposons donc D >- o, et a, 6, c, d sans diviseur com mun ; on aura
\o îj \C d— CA
et, d'autre part,
c — aX d
Si, Sa, S3, S4 étant des substitutions de même détermioant que S et dont les coefficients n'ont pas de diviseur commun.
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Posons, d'après cela (si c n'est pas nul),
c =rfili.,-hC,, o = Ci<rfn
On aura finalement
dk—-d'y Ca— o,
rf' désignant le plus grand commun diviseur de c, rf; et, d'après les formules (2),
S r-t TS',
T = A^'ÂJ». . .A^^AJ' étant un produit de substitutions élémentaires, et S' une substitution de même déterminant que S, dont les coefficients n'ont pas de diviseur commun, mais de la forme plus simple
Si 6' n'est pas divisible par rf', posons de même
d'=b'\\ -4-t/;, o<d\Z\b'\, y — d\ ji', -\-b\, o i b\ < d\ ,
On aura, d'après les formules (3),
P=...A5^«Ay» étant un produit de substitutions élémentaires, et S'' une substitution de la forme
fa' o \ \c' d")
où d^\ étant égal au plus grand commun diviseur de b' y d' ^ sera < rf'.
Si c" n'est pas divisible par d"^ on aura de même
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T'^ étant un produit de puissances de A|, Aj, et S'" une substitution de la forme
oi\ct"<c['.
En continuant ces opérations, on arrivera nécessairement à une substitution réduite
où l'un des coefficients p, y, par exemple y» sera nul, l'autre étant divisible par 5. Les coefficients n'ayant pas de diviseur commun, a sera premier à o.
Cela posé, on aura
et comme j3 — a et o ont pour plus grand commun diviseur
l'unité
H étant un produit de puissances de A|, A2 et 2 une substitution de la forme
D'ailleurs la substitution réduite ( ]> à laquelle nous ar-
rivons, doit avoir le déterminant D; donc a' = D.
Nous voyons donc que toute substitution S de déterminant D, et dont les coefficients n'ont pas de facteur commun, peut être mise sous la forme
T| et Ta étant des produits de puissances (positives ou négatives) des deux substitutions élémentaires A|, Aj.
Soient
el coDsidërons deux systèmes de périodes, awi, 2t02 et aw', , awj, liées par les relations
(î) 2Ci)j zrr aaWj -f- 2 Ô(Dj, 3 0)', - t 2 CO), -f- 2^/(02.
Posons
2Û,=r 2aj(i), -f- 2 6jtU|, 2Ûjrrz 2Ci W| -4- 2(i](ia2y
2û'i=::2Dii,, 2û;--2ii,;
nous aurons
Les substitutions T|, T2 ayant l'unité pour déterminant, 'iQij 2Û2 seront proprement équivalentes à ao),, 20)2, et 2Qj, 2Û', le seront à 2Wj, ato^. Grâce à ce remplacement des périodes initiales par d'autres équivalentes, la relation (4) qui existait entre celles-ci a pris la forme plus simple
2Û', = 2DÛ,, 2û', -; 2Û,.
311. On obtiendrait une réduction analogue, quoique moins complète, en conservant les périodes 20)',, 2iù[^ et remplaçant seulement 20)4, 2(02 par d'autres périodes équivalentes. Nous avons vu, en effet, au début de la démonstration précédente, qu'on a
SzuTS',
S' étant de la forme
Si, au lieu d'appliquer l'algorithme du plus p*and diviseur aux coefficients rf, c, ainsi que nous l'avons fait, nous avions opéré sur a, 6, nous aurions pu faire disparaître le second coefficient au lieu du troisième et mettre S sous la forme TS', où
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Cette substitution ayant le déterminant D^ nous aurons
ao = D.
En outre, a, p, v n'ont pas de facteur commun. Enfin, comme nous avons
et que le facteur A^ peut être fondu dans T, nous pouvons
disposer de X de manière à obtenir une substitution réduite
où Y soit l'un des nombres de la suite o, i , . . ., 8 — i (ou. si
on le préfère, un nombre choisi à volonté parmi ceux qui
lui sont congrus suivant le module S).
Soit encore ici
posons
La relation entre les périodes 2Ui, 2Û2 et 2 «',, 2 w, deviendra
2Wj — 2al2,, 2a>j = 2YÛ1-4- 28Û,, (ao — D),
ou
2D ili ^=:^ 2 ^Oi\ y 2DÛj=:: — 2yiJi\ -h 2 0Hù^.
312. Il importe de déterminer le nombre des systèmes de valeurs différents que peuvent prendre les nombres a, f'^ d'après les conditions ci-dessus :
a, Y< 8 sans facteur commun.
Pour cela, décomposons D en facteurs premiers. Soit D =p"p''^\ . . . On devra prendre pour 8 un diviseur deD, tel que p^^p''^' . . . , et pour a le facteur complémentaire
On sait que chaque nombre de la suite 0,1,.. . ,/>'^/?'"''.-.— ' est déterminé sans ambiguïté par les restes r, r', ..., qu'on
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oblienl en le divisant par/>'", par jt?'"*', etc. Mais ce nombre
ne pourra être pris pour y que s'il n'a pas de facteur commun
avec 8 et a. Pour cela, il faut et il suffit :
I® Que p^^ />""■'", r ne soient pas tous divisibles par p\ 2** Que z?''"', />'"'■"'"', r' ne soient pas tous divisibles par
p\ etc.
Si donc nous désignons par cp (^«) le nombre de systèmes
de valeurs de m et de r, telles que l'on ait
o^m-riy o< '■</^
(/>'",/>""''*, r sans diviseur commun), le nombre N des solu lioQS cherchées sera
Or si m = /i, r pourra prendre toutes les valeurs de o à /?"—!, en nombre />". Si o <; m << /i, il ne pourra prendre que les/?'" — /?'""' valeurs moindres que/?"* et non divisibles par/?. Enfin, si /n = o, il ne peut prendre que la valeur o. Donc
et
Les substitutions
(le déterminant i peuvent être réparties en six classes distinctes, suivant que leurs divers coefficients sont pairs ou impairs. Il résulte, en effet, de la condition ad — bc =ii : 1° que l'un au moins des coefficients est pair; 2° que deux coefficients situés sur la même ligne ou la même colonne ne peuvent être pairs à la fois. Les seules hypothèses admissibles
sont donc les suivantes :
l a^ d impairs; 6, c pairs;
Il a, c, d » b pair;
III a, b, c » d ))
IV a, by d n c «
V by Cy d » a ))
Yi by c n a, d pairs.
On a
el, suivanl que S apparlient à la classe I, II, III, IV, V ou VI, S| apparliendra à la classe IV, V, VI, I, II, III. On a de même
S T— ( , , ) A,r= SjAj,
\c — a d - -bj '
S2 appartenant à la classe II, I, IV, III, VI ou V.
On pourra donc, suivant la classe à laquelle appartient S, mettre cette substitution sous Tune des six formes
T, TAj, TAjA,, TA,, TAjAi, TA, A, A,,
T désignant une substitution de la première classe.
Cette substitution T résulte elle-même de la composilion des substitutions
AJ, \l et B»:=(~' ^^).
Soit, en effet,
^ /a b\ /a,^impairs\
~~\cd) \ 6, c pairs /
La relation ad — bc -— i montre qu'on a
adz~ I mod 4,
d'où
a^id^=: ±.1 mod 4-
Supposons d'abord aEz:imod4« On pourra déterminer
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sans ambiguïté une suite d'entiers pairs 2\ 2|Ji, ... parles relations
Posons de même
rf zrz 2 X c -\- di,
c in; 2|xr/, -;- r,,
Les entiers 6, 6| , . . . , c, Cf i . . . seront tous pairs, et les entiers «, «i , . . . , rf, t/| , ... congrus à i mod /\, Comme />, 6t, ... décroissent en valeur absolue, on aura finalement une quantité è^+i = <>; et l'on aura évidemment
D'ailleurs d'où
Enfin ca est un nombre pair; en le représentant par 2;jl>;, on aura
Si CT r.: — 1 mod 4, on aura
et la méthode ci-dessus permettra d'exprimer ï' par un produit de puissances de A*, et de A^.
Le réseau des périodes
336 SECOïfDB PARTIE. — CHAPITRE Yl.
dérivé des deux périodes fondamentales
peut se représenter géométriquement comme il suit :
A partir d*un point quelconque A, portons bout à bout deux droites représentant 2o>i et 2(1)2 en grandeur et en direction. Sur ces deux droites, construisons un parallélogramme, dit parallélof^ramme des périodes. Les diverse^ périodes seront représentées en grandeur et en direction par les distances du point A aux points
A -h 2 //Il 0), 4- 2 mj wj.
Ces points sont les sommets d'un réseau de parallélograuime? égaux.
Nous dirons que deux nombres a, a' sont équivalents >' la différence a' — a est une période; et nous représenterons cette relation par la notation suivante
analogue à celle usitée en Arithmétique
b' zii b itioàm,
pour exprimer que la différence de deux entiers 6', b est un multiple de m et qui s'énonce, comme on sait, en disant que b, b' sont congrus suivant le module m. L'aire du parallélogramme des périodes est
l«iPî"««PiI.
L'angle extérieur cp {Jig. 17) représente Fargument du rapport
S'il est <[ Tî? la partie imaginaire de t sera positive; sin^" elle sera négative. Dans le premier cas, si l'on fait le lourd" parallélogramme en s'éloignant du point A suivant la ligne 2 0)1, la rotation aura lieu dans le sens direct; dans le second cas, le sens sera rétrograde.
Les sommets du réseau resteront les mêmes, si Ton remplace 2(i)|, 2Ci>2 par un système de périodes équivalentes 2o>', , '^.co^. Il existe une infinité de semblables systèmes.
H 1 or I •»
Appelons, en efiet, période primitive toute période
2(i>j =: 2/nia)i-h 2/71sb)2,
où nit, m^ sont premiers entre eux. On pourra déterminer (d'une infinité de manières) deux nouveaux entiers /i|, n^ premiers entre eu\ et satisfaisant à la relation
/7Z| AZj — 771 j /l| =zr lil I .
On aura ainsi une seconde période primitive
2(i)j ^= 2«iU)i -h in^iù^y
et le couple 20)^, 2o)j sera équivalent au couple 2ci)|, 2(02. Le parallélogramme formé sur 20)'^, ^iù'^ a pour aire
il est donc équivalent au parallélogramme initial.
31o. Par une raison de symétrie, que la suite de cette élude mettra en évidence, il convient de considérer, conjointement avec 2 0)', , 2(0^, une troisième période primitive 2103, définie par la relation
2a>'| -f- 2toj -h 2W3 - o,
laquelle exprime que ces trois périodes, mises bout à bout, forment un triangle fermé.
Il existe donc une infinité de triangles de périodes primi-
tives. Ils jouent tous des rôles analogues dans la théorie. Jl en est un toutefois particulièrement intéressant; il peut s'ol^^ tenir comme il suit :
Prenons pour point de départ un triangle quelconque d'* périodes primitives, par exemple le triangle ABC fornir par les périodes
AB - 2 0),, BCr-^Wj, CA — 7 2tiJj.
Supposons qu'il ait un angle obtus, en B par exemple. Complétons le parallélogramme ABCD et menons sa diagonal'" BD; ABD sera un nouveau triangle de périodes primitives, de périmètre moindre que ABC.
Si ABD a un angle obtus, on en déduira un nouveau triangle de périmètre moindre, et ainsi de suite. Cette sérl* d'opérations ne peut se prolonger indéfiniment, car les sommets du reseau A-h am^ (O^ H- a/yiaw^ étant isolés, il n'en existe qu'un nombre borné dans un cercle de rayon donor décrit de A comme centre. 11 n'existe donc qu'un nombn^ borné do périodes de module moindre que le périmètre \Bi. et a fortiori un nombre limité de triangles de périmètre moindre que ABC.
On arrivera donc nécessairement à un triangle MNP sans angle obtus. Un semblable triangle se nomme trianfl'' principal; ses côtés
MNr^2i2,, NP-212,, PM — 212,
seront dits périodes principales.
Le triangle MiN'P', symétrique de MNP par rapport à l'un de ses sommets M, a pour côtés
- 2i2,, — 2iiî, — 2il3.
(i'est évidemment un second triangle principal.
316. Il n'en existe pas d'autre (si MNP n'est pas rectangle). Nous allons montrer, en effet, que les përiode^ riz •>.û|, ±: 2Û2, ir 2Û3 sont parmi les périodes primil'^^"' celles dont le module est minimum, ce qui les caractén?^
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complètement; et MNP, MN'F sont les seuls triangles qu'on puisse construire avec ces six périodes.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que |2Û, | soit au plus égal à | 2Q2 | et à | aûj |.
Les angles en M et en N étant aigus et au moins égaux à
Tangle en P, seront au moins égaux à y • La hauteur PH du
triangle, étant égale à
|2û, IsinN — l2ii, |sinM,
sera au moins égale à — ~ et à
Cela posé, construisons {Jig* 18) le réseau de paralléloj^ramnies quia pour sommets les pointsM-|-2miû|-f-2m2Û2-
Les modules des diverses périodes seront représentés par les distances de M aux sommets du réseau.
Or, parmi les sommets situés sur MN, deux seulement, M et N', correspondent à des périodes primitives, 2Û1 et — 2iî|. Quant aux sommets situés sur PQ, la perpendiculaire abaissée de M sur cette droite ayant son pied situé entre P et Q, ces deux points seront ceux qui donnent les périodes de module minimum
MP=: — 2û, et MQ = 2Û,.
F-ies sommets situés sur P'Q' donneront de nouvelles périodes, parmi lesquelles celles démodule minimum seront
MP'z=2û, et MQ'r--- 2ii,.
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Quant aux autres sommets du réseau, ils donneront des périodes dont le module est au moins égal à 2PH, quantité plus grande que | 2Û2 1 et | 2Ûs |, et a fortiori plus grande que I 2Û| |.
Notre proposition est donc établie.
11 nous reste à examiner le cas où le triangle. MNP serait rectangle, en N par exemple. Dans ce cas, MQ étant perpendiculaire à PQ, la période
MR:^2i2j— 2Û|
et son opposée MR' auraient le même module que MP, de sorte qu^on aurait deux nouveaux triangles principaux, MQR, MQ'R'.
317. On a souvent intérêt à choisir les périodes primitives 2a)|, 20)2, génératrices du réseau, de telle sorte que leur rapport t' ait le coefficient s de sa partie imaginaire positif, et le plus grand possible.
Soit
Ce coefficient est égal (307) à
s désignant Taire du parallélogramme (20)'^, 21O2). Cette aire étant indépendante du choix des périodes fondamentales (314), on voit qu'on devra prendre pour 2C0j la période de module minimum; nous avons vu le moyen de la déterminer, connaissant les périodes initiales 2(0f, 2(02.
Il existe une infinité de périodes qui, associées à 2(j>'|, forment un système équivalent à (20)4, 2(02); elles sont deux à deux égales et de signe contraire. On pourra prendre celle d'entre elles que Ton voudra pour 2o>2, en choisissant son signe de telle sorte que s soit positif.
Prenons, par exemple, pour 2W2. la seconde période NP
du triangle principal MNP (Jig. 19). L'aire de ce triangle est |S; d'ailleurs, MN étant son plus petit côté, P sera
son plus petit angle; l'un au moins des angles M, N, par
exemple N, sera au moins égal à ^> On çiura donc
II. — Théorèmes généraux sur les fonctions elliptiques
318. Nous appellerons, pour abréger, fonctions elliptiques, les fonctions méromorphes à deux périodes.
Théorème. — Une fonction elliptique entière se réduit nécessairement à une constante.
Car son module reste borné dans un parallélogramme des périodes, et, à cause de la périodicité, dans tout le plan.
Théorème. — La somme des résidus d' une fonction elliptique f{ju) par rapport aux pôles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle.
Car cette somme est égale à l'intégrale — ; lf{u)du, prise
dans le sens direct autour du parallélogramme. Or celte intégrale est nulle, car deux éléments correspondants pris sur deux côtés opposés sont égaux et de signe contraire. On nomme ordre de la fonction/(M) le nombre des pôles
qu^elle possède dans le parallélogramme, comptés chacun avec son degré de multiplicité.
Cet ordre est au moins égala 2; car si Ton n'avait qu'un pôle simple, le résidu correspondant A étant différent de zéro, la somme des résidus ne serait pas nulle.
319. Théorème. — Si la fonction f{u) est d'ordre l : 1° V équation f {il) ^=-0 y oii c est une constante quelconque, admettra dans le parallélogramme l racines, égales ou inégales; 2" la somme de ces racines est équivalente à celle des pôles.
Soient, en effet, a,, ..., a/ les pôles de/(w); y^ ..., y^ les racines de/(u) — c = o dans le parallélogramme. 1" On aura
rinléofrale étant prise autour du naralléloorramme : or, -~7--
étant évidemment doublement périodique comme /(w), celle intégrale est nulle.
2° On a, d'autre part,
I r uf'{u) ,
az= : / --/-^ '- du
Deux, éléments correspondants de l'intégrale pris sur les
Fig. ao.
a'^toj.
lU
2<Uf
côtés opposés AB et CD {/ig^ 20) auront pour valeur respective
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el
Leur somme sera
— 2 wj -. ;— du.
La somme des intégrales suivant les côtés AB et CD sera donc
Or/(u) — c reprend la même valeur aux deux limites. L'accroissement de son logarithme ne peut donc être qu'un multiple de aie/, tel que — im^T^i, La somme des deux intégrales sera donc 2/7130)2.
De même, la somme des intégrales suivant BC et DA sera de la forme 2mt(0|. On aura donc
2 Y — léOL—r. 2 771, W I -f- 2 771 j Wj .
320. Théorème. — 1** Si deux fonctions /(u)j(f{u) aux mêmes périodes ont les mêmes pôles dans te parallélogramme, et si la partie infinie de leur développement aux environs de chacun d'eux est la même, leur différence est une constante;
2" Si deux fonctions f{u), 'f («), aux mêmes périodes, ont tes mêmes zéros et les mêmes pôles dans le parallélogramme {avec ta même multiplicité), leur rapport est une constante,
Cqt f(u) — <p(«) dans le premier cas, ~ — -dans le second, sera une fonction elliptique entière. C'est donc une constante.
321. Théorème. — Pour que deux fonctions elliptiques f{u) et ^{u)^ admettant respectivement les périodes 20)1,
2iù2et 2 (ù\ ,2 0)^, soient liées par une équation algébrique, il /aut et il suffit que les quatre périodes 2(0|, awj, aco'^. 21O2 se réduisent à deux périodes distinctes.
Supposons, en eflfet, qu'on ait la relation algébrique
A, A|, ... étant des polynômes en ^ . Changeons dans cette identité u en u-h 2m\iù\^ m\ étant un entier. Ce changement n'altérant pas <p, il viendra
D^ailleurs, / ne change pas si Ton augmente u de 2mi (i)| + 2/n2C02. Posant donc
2 m j (u'j -h 2 //ij W| -f- 2 //ij (i>j := 8, nous aurons
o = A/>^(£/ -f- S) -f- A,/^-»(tt -4- 5) -h . . . = F[/(a -h 8), 9w I {?F / <^*F (^F\ 8«
Si les trois périodes 2(o'^, 2(0|, 2o>a étalent distinctes, on pourrait choisir les entiers mi, m2, /^î'i de telle sorte que 0 devint plus petit que toute quantité donnée. Les coefficients de chaque puissance de 0 seront donc nuls séparément; on en
déduit
d'où
Donc f (</), satisfaisant à des équations algébriques à coefficients constants, se réduirait à une constante.
On a donc nécessairement entre les périodes une relation de la forme
(i) 2mja)'j -h 2mi(D,-f- 2m,(i>jr= o.
On démontrera de même Texistence d'une autre relation
(2) 2«', (!>', -f- 2«i<D|-+- 2/ljO)jZ:z: o.
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Les quatre périodes données se réduiront donc à des fonctions linéaires de deux périodes distinctes.
322. Réciproquement, supposons Texistence de deux relations telles que (i) et (2); les deux fonctions /et f seront liées par une équation algébrique. En effet, elles admettent un couple de périodes communes
2Ûs HT — in\ <o', --- î/ij ci),-T- 2/1, 0),.
Sur ces deux périodes, formons un parallélogramme et soient respectivement [jl, v le nombre des pôles de f el de © qui s'y trouvent contenus. A chaque valeur particulière fo donnée à f correspondent jjl classes de valeurs de a, de la forme
1/1+ 2/niûi+ 2/n2i22, ..., M|i.-}- 2/n|û,-h 2m,S2,,
et à chacune de ces classes une seule valeur de ^ . Ainsi, à chaque valeur de /répondent jjl valeurs de cp, et de même, à chaque valeur de ç, v valeurs de /.
D'ailleurs, ç considéré comme fonction de / n'a que des points critiques algébriques. Soient, en efTet, /o, Wo, ?o trois valeurs correspondantes de/, a, cp. Aux environs de la valeur u = Uo, les fonctions méromorphes / et cp admettront des développements de la forme
/-/o= M(a - i/o)« -h M,( w - Wo)«-^» H-. . . ,
aet p étant des entiers positifs (si /q, (pç sont finis. Dans le cas contraire, on aurait des développements analogues pour
■7. ou - et la conséquence serait la même).
La première équation, résolue par rapport k u — Uq^ donnera son expression par une série de puissances fractionnaires de / — /q. En la substituant dans la seconde équation, on obtiendra une expression analogue pour ^ — ço*
Donc y el cp seront liées par une équation algébrique (302). Celle-ci sera en général de degré jx par rapport à ©, et de degré v par rapport à /. Ce degré peut toutefois s'abaisser dans certains cas particuliers. Supposons, par exemple, que / et çp soient des fonctions paires de w. Les diverses classes de valeurs de f qui correspondent à une même valeur de u se répartissent en couples, tels que le suivant
M, -f- 2m|i2i-+- 2m2Î2,; — «j-h a/niO| -i- smiQ).
Or, à toutes les valeurs d'un même couple correspond une valeur unique de y, de sorte que le degré de l'équation en ^ sera réduit de moitié. Il en est évidemment de même de son degré en y.
323. Corollaire — Toute fonction elliptique f{u) est liée à sa dérivée par une équation algébrique.
En effet, /'{u) admet évidemment les mêmes périodes que/(w).
Cherchons le degré de cette équation. Soient M|, ..., «, les pôles de/(w) dans un parallélogramme; ai, ..., a, leurs ordres de multiplicité. Aux environs de l'un d'eux, i/a, on aura un développement de la forme
/(u) --- \{u~' «A.)-«t -4- Ai(« — u ji.)-^k^^ -\~ . . ., d'où
Le nombre des classes de valeurs de u qui correspondent à une même valeur de/sera égal à S a>t, et le nombre de celles ' qui correspondent à une même valeur de y*' sera
S(ot^--f- l) ~-^ 2a;;. -f- i.
L'équation sera donc du degré Sa>t en/' et du degré Sa^t-f-/ en/.
Posons
U ^ \U — il' iV iV^
sommes et produit s^étendant à toutes les valeurs de (p qui sont de la forme 2mi (o^ •+- 2 ma 0)2 (le système nit = 7^2== o
excepté, ce que rappellera Taccent dont les symboles 1 I et \
ont été affectés).
Ces expressions sont absolument et uniformément convergentes dans tout domaine borné R qui ne contient aucun sommet du réseau des périodes. En effet, le terme général de pu^ par exemple, peut s'écrire
I I 2 Mil' — u^ A
(u — <v)* tr* sv-{u — {v)* iv*
A tendant pour (v -- oc vers la limite 2U, dont le module reste borné dans R. Or on a vu que la série > — est absolument convergente (t. I, n** 319).
La même démonstration s'applique aux séries ^u et logo*//.
On a évidemment
IOg3'M=: -- — tia,
du ^ tf 1/
(4) { K' u — —pu,
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Considérées comme fonctions des trois variables i/, 2Ct)«, 2 0)2, les fonctions ^, J^, p sont homogènes, de degré i, — i, — 2 respectivement.
Considérées comme fonctions de 2(i)|, 2o>2 sealemeat, elle> • restent invariables par toute transformation linéaire de déterminant ± I . Car ce changement n'altère pas le réseau des périodes w.
Considérées comme fonctions de u seul, pu est une fonction paire, ^u et <iu des fonctions impaires. Car les valeurs de w étant deux à deux égales et de signe contraire, on peut changer tv en — iv dans les sommations. Si l'on change simultanément u en — u, pu reprend sa forme primitive, tandi< que ^u et du changent de signe.
326. Les pôles de pe^sont les points *im\iù%-\- ini^tù^. Ils sont doubles. Aux environs de 2^ = o on a
F F iu 3 m* a m*
Faisons la sommation, remarquons que les puissances impaires de u doivent se détruire; enfin, posons, pour abréger,
nous obtiendrons le développement
(6) pw =z — -l-C, M'-h C,«*-i-
La fonction l^w a pour pôles les points 2mi a>i -f- 2/712CO2. Ces pôles sont simples et les résidus correspondants sont égaux à I .
Comme X^u a pour dérivée — pu et que Cm s'annule
pour u =: o, rintégration de l'équation (6) donnera
(7) Çmzzz - -C, y -C, y -....
lalégranl de nouveau et remarquant que, pour a = o, logerez — logu sWnuIe, il vient
cii y ^2, • . • étant des polynômes entiers en Ci, C2, ....
D'ailleurs, du est une fonction entière, dont les zéros sont les points 2 /W| coi -i- a m2 0)2. Ces zéros sont simples.
Soit
une période quelconque du réseau. Le changement de u en f/ H- aci> ne fait que permuter les uns dans les autres les lormes du développement
Étant absolument convergent, il restera inaltéré. Donc
Intégrons, il viendra
p{u -i-2iù)z=zpu-hC.
Four déterminer la constante, posons u = — co ; il viendra
po) 1= p(— w) H- C =: p(u)) -+- C.
Donc C est nul, et jdm sera doublement périodique, comme sa dérivée.
Comme on sait, en outre, qu'elle est paire, l'équation
pw — pwo admettra les racines
« zz: dz I/o -h période.
Mais elle n'en admettra pas d'autre, car pu, n'ayant qu'un
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pôle double dans chaque parallélogramme, ne pourra y avoir plus de deux zéros.
Intégrons l'équation
(9) p(tt-f-2to)r-j3i/,
nous trouverons
^{U -h 2U)) "Z Çm -h C.
Posons encore u =-. — w, il vient
Çw — ;(— o)) H- G =1 - ;a> -f- c,
G i_ 2 ÎU).
Posons
(10) T,,=zîto,, r<j~;to,.
Nous aurons, en particulier,
l{li-h 20>i)r_-Çz/-H 27ii, Ç(W -i- 2(oj) 1^ Çw -h 2r,,,
et, plus généralement, en posant
2 W — - 2 jjLi (i>, -h 2 (Xj (jJj,
(il) î(M-h2w) =ÎM4-2T,.
328. Les quatre constantes coi, (1)2, t^i, 7)a sont liées par une relation importante. Pour l'obtenir, calculons l'intégrale
/ ^udu autour d'un parallélogramme de périodes ABCD {Jig' 21).
Fi g. ai.
(considérons deux éléments correspondants des deux inlé-
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craies suivant AB et CD. Ils sont respectivement égaux à
Leur somme sera -^ iti^du. On aura donc pour la somme (les deux intégrales
— 27J, du ==: — 4''îl<^i* AB
Sur les côtés BG et DA, les éléments correspondants seront
X^udUy — ï(w — 2(0i) du := — (Çw — 2Yîi) <^W>
et la somme des deux intégrales sera 4^2'^i*
L'intégrale cherchée sera donc 4(w2'î^i — "fii^K )• Mais elle est égale au produit de 27c/ par la somme des résidus relatifs aux pôles contenus dans le parallélogramme, si Ton a
tourné dans le sens direct (c'est-à-dire si t = — ? a sa partie
réelle positive); au même produit changé de signe, dans le cas contraire. D'ailleurs X^u n'a dans le parallélogramme qu'un seul pôle, dont le résidu est i. Comparant les deux expressions obtenues, nous aurons
(12) WjTJi— W,T„ IZS — ,
i étant égal à + i ou à — 1, suivant que x a sa partie imaginaire positive ou négative.
Intégrons Téquation (i 1), il viendra
log3'(u 4- 3w) ziz logo*!/ -h 27| W + COnst.,
o'(w-+-2w)— Ce*^'*^a.
Si w n'est pas une période (et en particulier si aw est une période primitive), c^w n'étant pas nul, on pourra encore
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déterminer la constante en posant </ = — co. On trouve ainsi
et
Dans le cas le plus général, aco sera un multiple d'une période primitive ato'. Soit
aw = X. aw', 2r^=:X.aTj'.
La formule précédente donnera
3'(m -f- au>) =i 3'[a-i- (X — i)2w'-h ao)' )
— _ ^ÎTl'li*+(îX-l)(i)'J Q'[^^ _^ (X — i)2w'] ■^^ ( ,\Xgîti'iX»+(tX-i)w'+(iX-i)w'+...i ^11
Cette formule ne diffère de la précédente que par le changement du facteur — i en ( — i)^, qui sera égal à -H i lorsque Cl) est une période.
Ces résultats peuvent se condenser dans la formule suivante :
( (i(u -4- 20>) =r (— I)^*,-^■^-^ÏA.ÏAte»^iC«^-») ^u
Cherchons l'équation algébrique qui lie p' u à pu
A cet effet, formons un polynôme en pu et pu qui, dans un parallélogramme donné, n'admette plus de pôles. Ce sera une fonction elliptique entière et, par suite, une constante. Si, de plus, il s'annule pour une valeur de u^ il sera identiquement nul; ce sera donc le premier membre de l'équation cherchée.
Choisissons un parallélogramme qui contienne l'origine;
it et ji u y auront un pôle unique a = o, aux environs duuel on a
p'"=i-^ 9S';^vi+ '^S';^-^---'
Posant donc, pour abréger,
le polynôme ji^u — 4p'« + ^'aP" + 5^3, non seulement n^aura plus de pôle, mais s'annulera pour e/ = o. L'équation cherchée est donc
331. Dérivons cette équation et supprimons le facteur commun ap'. Il viendra
(i6) V'^^V'-XS.'
Substituons dans cette équation le développement
PM= —i 4-Cia'+C2M^H- . . . .
L'identification des termes en w^^-^ donnera d'où
Cette formule récurrente permet d'exprimer Cj, C4, ... par des polynômes entiers en C|, ^2* Mais
(,8) c. = 3^'jl = ^é', ^r=S^^, = ^ff^.
Tous les coefficients C|, Cj, C3, ... sont donc des polynômes entiers en g^f gz> De même pour les coefficients rf,, rfa, ... du développement (8) de <iu.
Les quantités ^2, ^3 sont, d'après leur définition, homogènes d'ordre — 4 et — 6 en Wi, (1)2. D'autre part, pa, du sont homogènes d'ordre — 2 et i en a, tOj, (02. D'après cela, le polynôme Cn ne devra contenir que des termes M^^^"»? o" les exposants satisfassent à la condition
— [\\ — 6jj.-i-a/i=z — 2.
On aura, par suite,
a, (3, y, 8, . . . étant numériques.
La même observation s'applique aux polynômes rf«.
332. Prenons les dérivées successives de l'équation (16), en remplaçant, à mesure qu'elles s'introduisent, les quantités p'^ et fl' par leurs valeurs enp; on trouvera
et, généralement,
P/i+i et Qrt étant des polynômes entiers en pw, dont le degré est marqué par leur indice, et dont les coefficients sont des polynômes en g^ et ^3, le premier étant purement numérique.
Soit
un de ces polynômes. Il doit être homogène de degré — *\m en II, (i>|, (i>2; ses coefQcients auront donc la forme
a, 6, . . ., y* étant numériques.
Les équations (19), (ao) résolues par rapport à p*, pj3', p', ... donneront réciproquement
^'=To[^^h^^^^^y
et, généralement,
où B, C sont des constantes, et B| , . . . , B„, Ci , . . . , C/i des polynômes en g^y g^y dont l'homogénéité permettra d'écrire de suite la partie littérale. On aura en particulier B| := o,
Posons
pw, = ^,, pa),=:ej, ptDa^^j.
Ces trois quantités sont distinctes, car ni les sommes, ni les différences des quantités coi, (o^, (03 ne sont des périodes.
Ce sont d'ailleurs les racines de l'équation du troisième degré
4p'— é'îP — ,^3=0.
En elTet, le premier membre de cette équation est égal à p'^u. Or p^u étant doublement périodique et impaire, on aura
P' w, = p' (tOi -- 2 O), ) = p' (— toj ) = — p' wi = o.
On voit de même que p'iù2 = o, p'wj = o.
L'équation sera donc satisfaite pour i/ = (i)|, co^, (03, d'où
Les quantités ^i, e2y c^ sont, d'après leur définition, homogènes de degré — 2 ; elles satisfont aux relations
^1 + ej-f-Cszzio,
e, c, -h e, Cj -h c, e, = — { gi,
Les constantes ^2, ^3 se nomment les invariants du réseau imx (Of + 2 m^ €1)2 ; elles ne dépendent pas, en effet, du choix des périodes fondamentales.
Nous aurons à considérer deux autres invariants :
1° Le discriminant
Il est d'ordre — 12 en (Of, (1)2. Nous avons vu qu'il est toujours différent de zéro.
2° U invariant absolu
Il est d'ordre zéro, et, par suite, ne dépend que du rapport T des périodes. Il reste invariable si l'on change t en
f?^J -i- m,T fondamentales.
- — ^— , ce qui revient à changer le système des périodes
334. Jusqu'à présent, prenant pour point de départ deux périodes 2(0|, 20)2, dont le rapport ne soit pas réel, nous avons défini p M, o^^, g^ et établi les relations
(cip\
\duj ^4p'-^-.P-^V
Suivons maintenant la marche inverse. Donnons-nous a priori deux constantes g^t gs satisfaisant à l'inégalité A^o.
Nous étudierons réquation différentielle
nous montrerons qu'elle admet comme solution une fonction JDM, dont nous déterminerons les périodes en fonction de
g^y gi
L'équation
a trois racines inégales e,, ^a» ^3- Pour fixer les idées, nous les supposerons numérotées dans l'ordre où on les rencontre en tournant dans le sens direct autour du triangle ^i^a^s*
Soit Zq un point quelconque différent de et, ^2, e^. Il conviendra, pour plus de symétrie, de le supposer situé à l'intérieur du triangle Ci e^e^» En ce point, le radical y/Z aura deux valeurs égales et opposées; nous désignerons par y/Zg l'une d'elles, choisie à volonté; l'autre sera — y'^^o-
Soit enfin Uq une constante choisie à volonté.
D'après une proposition fondamentale que nous établirons dans la théorie des équations différentielles, il existe une fonction analytique z de la variable ii qui satisfait à l'équation différentielle, et qui, pour la valeur initiale u = «q, se réduit à 2q, le radical y/Z prenant en même temps la détermination y/Zo. En suivant de proche en proche la variation de cette fonction, on ne pourra rencontrer de point critique que lorsqu'elle deviendra infinie ou prendra l'une des valeurs gj, ^a, ^3 qui sont critiques pour y/Z, considéré comme fonction de z,
33S. I** Supposons que, pour une certaine valeur de w, telle que z/|, z devienne égal à l'une des racines ^i, ^2, ^3, par exemple ke\. Le point u^ ne sera pas critique. Posons, en effet, :; = ei -h ^^ ; l'équation différentielle
sera transformée en
dt
1^ valeur ^ = o n'étant pas un point critique pour le nouveau radical, u=^ U\ sera un point ordinaire pour la fonction t et aussi pour z = e^ + t^,
2° Supposons maintenant que, pour 11 = Ut, z devienne
infini. Ce point sera un pôle. Posons, en effet, 5 = -j* L'équation différentielle deviendra
— "xdt I r? r ï
ou du
Intégrons à partir des valeurs initiales simultanées ^ = 0. w^ U\j il viendra
« — «, zz: rh / ( I -h ^ Z^ 4- . . . K
et, en résolvant par rapport à /,
La fonction z est donc méromorphe, et, aux environs de chacun de ses pôles, tel que U\^ la partie de son développement qui ne s'annule pas se réduit à •
336. Cherchons à déterminer les valeurs de u pour lesquelles z prend une valeur déterminée z'. L'équation différentielle peut s'écrire
aa = -— ,
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et en intégrant de z^ à z^
Le sigpie de y/Z est d'ailleurs fixé par la condition que, pour la valeur initiale z = z^^ il se réduit à v/Zo«
Nous avons à chercher les diverses valeurs que peut prendre cette expression lorsqu'on fait varier la ligne d'intégration suivie de z^ à z\ A cet effet, menons une ligne déterminée L {Jig. 22) entre Zq et z'; joignons d'autre part z^ aux points ^1) ^29 ^9 pai' des lacets L^, L2, Ls respectivement formés par des lignes X|, \^^ X3 intérieures au triangle, et par des cercles infiniment petits ei, 63, e^.
Fig. aa.
xf
On sait que tout chemin tracé de Zq à z' est équivalent à une combinaison de lacets, suivis de la ligne L (t. I, n® 227). Deux chemins équivalents donnent d'ailleurs la même valeur à l'intégrale (t. I, n» 199).
L'intégrale suivant le lacet L| se compose des intégrales suivant X|, suivant C| et suivant la ligne de retour X^'. Celleci est égale à la première, car leurs éléments correspondants sont les mêmes, ne différant l'un de l'autre que par un double changement de signe, celui de du^ et celui de y/Z produit par la rotation faite autour du point critique e^. D'ailleurs, si le rayon du cercle tend vers zéro, l'intégrale suivant Bs tendra vers zéro (256) et celle suivant X| vers une limite déterminée (254) que nous désignerons par A|.
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Ce résultat est indépendant du sens dans lequel le lacet a été décrit; nous aurons donc
*/"i=^'*" *'ri=*'*-
On doit toutefois remarquer que si l'on avait décrit, avant le lacet considéré, d'autres lacets en nombre [x, cette opération aurait multiplié ^/Z par ( — i)P', de sorte que l'intégrale serait dans ce cas égale à ( — 1)1*2 A| .
Les intégrales suivant les lacets Lg, L~*, L3, L,* seront de même égales à
Enfin, la valeur de l'intégrale suivant L étant désignée par I, cette valeur deviendra égale à — I, si L a été précédé d'un nombre impair de lacets.
Les valeurs cherchées de u sont donc données par la formule générale
/Zi, ^2} riz étant des entiers positifs ou négatifs, dont la somme est égale à o ou à i , suivant que le nombre des lacets est pair ou impair.
Posons /ij = ma, /i2 = — mi,et
'' dz
La formule ci-dessus se décomposera dans les deux suivantes
« = 2/nitoj-f- 2/Wjto,-f- Ï4- «o>
£/ = amiWiH- 2Wj|(i)2-+- 2A3 — 1 4- Mq.
Donc z est une fonction elliptique d'ordre 2, aux périodes
2Ci>|, 20)2.
Ses pôles étant doubles, il n'y en aura qu'un dans chaque
parallélogramme. Pour déterminer leur situation, concevons
//que le point js' s'éloigne à Tinfini, et intégrons -77- le long
d'un contour fermé i^fig* 28) :
Fig. 23.
I® Par la ligne z^z^ \ 2° un cercle G de rayon infini passant par z\ décrit dans le sens rétrograde; 3° la ligne -g'^o ; 4° 'es lacets Lj, L|, L^. Ce contour ne renfermant pas de point critique, l'intégrale sera nulle.
L'intégrale suivant C est nulle (2S6). Mais, en décrivant ce cercle, qui entoure les trois points critiques, on a changé
le signe de y/Z. L'intégrale / sera donc égale à / ; les
intégrales suivant les lacets seront — 2 A3, + 2Aj, — 2A2. On aura donc
d'où
— Aj — A|-t- Aj.
Mais Uq+ I est l'une des valeurs de u qui correspondent à ^ = 00; donc W0 + A5 — A,H-Aa est l'un des pôles cher-
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chés, et leur formule générale sera
« = 2/W,WiM- 2 7/l2(o,-f- Uq-^ Aj — Al -4- A5.
Donnons à la constanle u^ la valeur particulière |
— Aj-hAi — Aj,
z ne sera autre chose que la fonction pu construite snr 1^? périodes 2(01, 2(1)3, car ces deux fonctions ont les roême^ pôles, et leurs développements aux environs de chacun d'euï ont non seulement même partie infinie, mais même ternit: constant, à savoir zéro.
On aura d'ailleurs
P^l=^ly rWl=<?î, Pw,=:ej.
Posons, en effet, ^ = e< et prenons pour L la ligne )hi po«r laquelle I = A|. La formule
qui donne les valeurs correspondantes de u, deviendra
u = 2/??ito,-f- 9.rn^iû^ — A3-1- 2 Al — A|
=: 2m|0Ji-H iffi iitii-h 2Wj-|- to,,
et se réduira à (o< en prenant m^ = o, m^ = — 1 •
Pour 5 = ^2, I = Ao, nii = m^ = o, on aura de même
et pour :; = ^3, I = A3, nit = 7712 = — i, on aura
Il = W3.
338. Les constantes r^^, r^a, r^s peuvent être exprimées, comme les demi-périodes o)|, (02, Ws, par des intégrales définies. On a, en effet,
et, en intégrant de u à /< + 2C0|,
' pu du.
Posons
pu = Zf d'où du=:—^*
La différentielle à intégrer deviendra "^-j- ; on devra Finté-
grer suivant une ligne telle qu'en la parcourant u croisse de aw|. On pourra, par exemple, prendre le contour formé par Jes deux lacets L3, L^i, ou le contour équivalent K formé par la ligne e^e^ {fig* ^4), le cercle Cj, la ligne 6^62 et le cercle Cj.
Fig. 24.
Or les intégrales suivant les petits cercles sont nulles, et l'intégrale suivant e^e^ est égale à l'intégrale suivant e^e^. On a donc
r zdz
On peut calculer de même y\2, 7)3 ; donc
z dz
_ r'zdz
z dz
r"' z dz
Tout le système des quantités coi, (1)2, (Oj, 7|{, 7)3, 7)3 n'est défini qu'au signe près par les formules ci-dessus, car si l'on remplaçait y/Z© par son opposée — y/Zo, le radical y/Z changerait de signe tout le long des lignes d'intégration.
339. Les intégrales cD|, o)^, 0)3, t^i, t^2, t^s sont des fonctions continues de g^^ gi, tant que ces paramètres ne franchiront pas un système de valeurs tel que ^i, €2, ^3 soient en ligne droite.
On a, en effet, comme nous venons de le voir,
zdz
:zz '
rzd.
Jk Ji
et de même
rdz
Soit KJ un contour fermé enveloppant K, mais laissant le point e^ à son extérieur (fig* 25). Le radical y/Z étant sy-
nectique entre K et K', on pourra remplacer les intégrales suivant K par des intégrales suivant K^ Celles-ci, pouvant être dérivées sans difficulté par rapport à chacun des paramètres g2 et guy seront continues.
Théorème. — Les périodes 2«0j, 20)2, 210^ forment
un triangle principal; et les rapports — > — > — auront
leur partie imaginaire positii^e.
Cherchons, en effet, comment varie Fargument a du rapport
dz dz
Soit ao la valeur de cet argument au commencement du côté 62^3' Lorsque z décrit ce côté, les arguments de dz^
z — ^2, ^ — «3 ne changent pas. Celui de z — ei s'accroît de ei, angle au sommet ^i du triangle. Donc, sur le côté considéré, a décroîtra de ^o à âo — j^i .
L'intégrale coi étant la limite d'une somme d'éléments dont les arguments sont compris entre ces deux valeurs extrêmes, son argument sera compris dans le même intervalle (t. 1, n"* 184). On aura donc
argioi = ao — e, J e^, o < 6» < i .
Si maintenant z passe d'un élément infiniment voisin de e^ et silué SUT 62^3 à un autre élément infiniment voisin situé sur e^Ci (en restant dans l'intérieur du triangle), les arguments de z — ei , z — e^ n'auront pas varié 5 celui de ^ — e^
aura décru de et; enfin celui de dz sera accru de tc — ^3. L'argument a aura donc au début du côté e^e^ la valeur
Le long de ce côté, il décroîtra de ^ 63 ; on aura donc argiû, = aoH hOjiei, o<6, <i
et, par suite,
Cette expression est comprise entre - et t:. Donc — a sa
partie imaginaire positive. D'ailleurs, soit ABC le triangle formé sur AB= 2(0,, BC = 2(02, CA= 2(03. L'argument de
~ représente évidemment le supplément de l'angle inté-
rieur B. Celui-ci est donc aigu.
Comme on peut, dans le raisonnement ci-dessus, permuter circulairement les indices i, 2, 3, on voit que le triangle ABC est acutangle. C'est donc l'un des deux triangles principaux.
341. Quelques cas particuliers intéressants sont à signaler :
i^ Le triangle 61^2^3 ^^t infiniment aplati; et les trois points ^1, e2, e^ sont en ligne droite. Dans ce cas limite, le triangle ABC sera rectangle. (Si, pour fixer les idées, on
suppose Cz compris entre et et ea, les angles et et e^ seront nuls, et 2(1)2 perpendiculaire à 2(i)|.) En vertu de l'égalité
la droite ^1^363 passera par Torigine; soit X son argument: on pourra poser
eizz=E,(?'\ e,i=E,e'>^, e^z=zEie'\
E|, E2; E3, G2, G3 étant réels.
Puisque ei, ^2, ^3 sont les racines de l'équation
E|, E2, £3 seront les racines de l'équation
4 ^' — G^t — Gj = o,
Elles sont réelles ; donc on aura
GJ— 27G;>o, et l'invariant absolu
/^3 97 rrï G* 9-G*
sera réel et > i .
Cette dernière condition est suffisante pour caractériser
ce cas. Car, J étant réel, ^ le sera. On pourra donc poser
^, = G,e*'\ ^, = G,e?"\ G2 et Gs étant réels, puis
4 /* — G, ^ — Gj = o.
E|, E2, E3 seront les racines de Féquation
On a d'ailleurs
j_ Gl
quantité qui ne peut être >• i que si son dénominateur est positif. Donc E|, Ej, £3 seront réels, et les points et, ^2, es en ligne droite.
342. 2" Si J est réel, mais <[ i, GJ — 27 G'^ sera négatif, et Péquation en t aura une racine réelle E3 et deux racines imaginaires conjuguées
E,z= He'«, E^= Ue-'\ (H réel).
On aura donc
et, les quantités
e3-e,r=e'>'(E,-II^^«),
ayant le même module, le triangle ^{^2^3 sera isoscèle.
Réciproquement, si les deux côtés ^2^3, e^Ci sont égaux, leur bissectrice passera par Porigine, qui (en vertu de l'équalion ^ï -+- ^2 H- <?3 = o) est le centre de gravité du triangle. En désignant par)i son argument, on pourra mettre 61,^3, 63 sous la forme
ej = He'(^+«', et = He'(>^-«), e. = Eje'^,
H et E, étant réels. On en déduit
G' gi — ^te , ^3-^»^ , •'-GI-27G-
D'ailleurs, l'équation
4/ï — G,^ — Gjzno
ayant pour racines les quantités
dont une seule est réelle, on aura
GJ— 27GJ<o et J<i.
343. Ce cas peut encore être caractérisé par la condition que le triangle ABC des périodes soit isoscèle.
Soient, en effet, / la longueur commune des deux côtés ^3^1, 63^2, [A l'angle qu'ils forment avec la bissectrice; on
aura
ej = e, -h le^^'>^'^V-\ e, = e, -h le^^^-V'K
Posant donc
r intégrale
dz
*""i v/îû
deviendra
Si, dans l'intégrale
r''dz
nous posons de même
/ nous aurons une transformée identique, sauf le changement du signe de [jl.
Donc
e* toi et — e^ (Oj
seront des quantités conjuguées et auront même module. Donc I (0| I = I 0)2 1 et le triangle ABC est isoscèle.
Réciproquement, supposons qu'on ait |a)||=:|a>2|. Ap-
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pelant — cette quantité, nous pourrons choisir deux nouv^elies quantités X et |x, telles que Ton ait
Substituons ces valeurs dans les expressions
il viendra
P^ ^ ( m j e'> + mj e-'> )*
Les sommes qui figurent dans ces expressions sont réelles, car les termes où /n^ = /Wa sont réels, et les autres sont conjugués deux à deux, si Ton associe ceux qui se déduisent l'un de l'autre en échangeant m^ avec ma. On aura donc
G2 et G3 étant réels. Donc J sera réel; mais il sera <^ i ; car, lorsque J^i, nous avons vu que ABC n'est pas isoscèle, mais rectangle.
344. Deux cas plus particuliers encore méritent d'être sl< gnalés.
3" Si J = I, d'où ^3 = o, l'équation
aura une racine nulle et deux racines égales et opposées. Le triangle 61^2^3 sera à la fois isoscèle et infiniment aplati, et le triangle ABC sera à la fois isoscèle et rectangle. 4** Si J = o, d'où ^2 = o, l'équation
J. — II. a4
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se réduira à la forme binôme et Ton aura
mi kni
Les triangles e^ e^e^ et ABC seront équilatéraux.
Réciproquement, si ABC est équilatéral, g^ sera nui; on aura en efiet
Substituant cette valeur dans l'expression
gt
=^ih
elle se réduira, à un facteur commun près, à la somme
Or on a
\mie ' -4- m,/
ou, en posant — /Wf -f- /n2 = w, , — mi = m^,
Donc S = o et ^2 = o, J = o.
345. Il résulte de Texamen de ces cas particuliers qu'en général, si le triangle 61^2^3 ^ deux côtés inégaux ^2^9 ^^ ^3^1, les modules des périodes correspondantes acoi, 20)2 seront inégaux.
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Soît, pour fixer les idées, 62 e^ < <?3e, ; on aura
En eflet, si nous déformons le triangle e^ e^ €z d'une manière quelconque, de telle sorte que «2^3 reste ^^e^ei, la différence jacoa] — |2<0i|, ne pouvant s'annuler, conservera un signe constant. Pour reconnaître qu'elle est positive, il nous suffira de considérer un cas particulier. Soit, par exemple,
a et A étant positifs, et h infiniment petit. On aura
Z=:4(--2a)[(5-ha)«-A«],
r-"'^^dz r*" dz
Posons
z = — a -\- hC]
ces intégrales deviendront
r^' dt
3rt
dt
v/(— 3aH-//Ô(^'— 0
La première a ses éléments réels et son module a pour limite la quantité finie
^* dt
_i \/iia{i—i^)
La seconde a ses éléments purement imaginaires et de même signe, et son module est plus grand que l'intégrale
r* dt
k désignant un nombre positif arbitraire, moindre que -j-*
Si nous supposons h infiniment petit, cette dernière intégrale aura pour limite la suivante
dt
laquelle tend vers 00 si A: croit indéfiniment. Donc 1 2 (1)3 1 aura pour limite 00, et Ton aura bien *
346. Une fonction elliptique/(M), aux périodes 2(i)|, 2(i>2 peut s'exprimer de trois manières différentes par les fonctions du^ ^Uy pu.
i^ Par un quotient de fonctions d. — Ce procédé demande qu'on ait déterminé les zéros et les pôles de/(u). Les zéros de pu formeront un certain nombre de classes, en réunissant ensemble ceux qui sont équivalents (d'après la définition du n°314). Soient nie nombre de ces classes; ai, «2» • • • 7 ^n des zéros déterminés choisis respectivement dans chacune d'elles. Nous supposerons que tous ces zéros sont simples; s'il y en avait de multiples, nous n'aurions qu'à poser a, ==a2 = '*« dans la formule que nous allons obtenir.
Les pôles formeront également n classes; nous en choisirons un dans chacune d'elles; nous obtiendrons ainsi n pôles
On a la relation
ai-ha^-h. . .-|-a„=r ^j 4- ^j -I- . . . -h ^«-i- période.
Car, si nous considérons un parallélogramme quelconque de périodes, il contiendra n zéros ai, ..., a,j et n pôles pii • • •? ^n entre lesquels existe une relation de ce genre et qui ne diffèrent respectivement de ai, . . . , a/z et 2»|, . . . , 6^ que par des périodes.
En remplaçant a„, par exemple, par un autre zéro de la
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même classe convenablement choisi, on fera disparaître la période, de manière que Ton ail simplement
aj 4- . . . 4- a,t =: ^1 4- . . . -h ^i».
Cela posé, la fonction
c^{u — ai), . .a* (m — an) (Si^u — bi). . .^{u — bn)
a mêmes pôles et mêmes zéros que fu. Elle a d'ailleurs les mêmes périodes, car si l'on change u en w-f-2(o<, par exemple, elle se reproduit multipliée par le facteur
(_ I )n gîT),S (tt-a+w.) (-_l)/te*n,2(i»-/>-»-a),) — '•
On aura donc
<25) J'''-^^iu^bi).,,:f(u^bS
G désignant une constante. Pour la déterminer, on donnera à u une valeur particulière, pour laquelle on exprimera que les deux membres sont égaux (ou ont même valeur principale, s'ils sont nuls ou infinis).
347. 2^ Par Ç et ses dérivées. — Soient a, 6, ... les pôles distincts que possède /a dans un parallélogramme des périodes (ou des pôles quelconques équivalents à ceux-ci). Soient respectivement)., [x, . . . leurs ordres de multiplicité^ enfin soient respectivement
Ax A,
Bjx Bj
les développements de f{u) aux environs de ces pôles; on
aura
C désignant une constante.
Soit en effet Yu le second membre de cette formule. Si l'on accroît 11 d'une période 20), 2^ e/ s'accroît de 271, et ses dérivées restent invariables; Fa s'accroît donc de
2T,(Ai-i-Bi-i-. ..).
Mais la somme des résidus A^ 4-B|4-- • • est nulle (318). Donc Fe^ est une fonction elliptique.
D'ailleurs Ç(m — à) n'a (aux périodes près) qu'un seul pôle a, aux environs duquel on a le développement
Î(W — ût) == h 9(W— rt),
Il — a
fD désignant une série de puissances entières et positives. On en déduit
ÇX-i/^_^)— ^ ^ ^^^ — L. H-çA-i/;^_^).
Les développements de Fu et de/u aux environs du pôle a ont donc même partie infinie. De même pour les autres pôles by .... Donc Fu — fu est une constante. En donnant à u une valeur particulière, on déterminera G de telle sorte que celte différence s'annule.
Cette décomposition d'une fonction elliptique en une somme d'éléments simples peut être assimilée à la décomposition des fractions rationnelles. Elle présente les mêmes
avantages au point de vue de l'intégration, car, ^ u étant la dérivée de logc^i^, tous les termes du second membre sont les dérivées de fonctions connues.
318. 3** Par pu et p'u. — Supposons d'abord que fu soit une fonction paire. Soient
— *i -H période, ±: a,-*- période,
ceux de ses zéros qui ne sont pas des périodes; )v|, Xj, ... leurs ordres de multiplicité. Soient de même
— ?!-+- période, d: pi -H période, . . .
ceux de ses pôles qui ne sont pas des périodes; [Xi, fjL2, ... leurs ordres de multiplicité. On aura
^ay; «^^ " ^ (p w - pp, )'*^(P" -P?.)»*'. •• '
C désignant une constante.
Soit, en effet, Fa le second membre de cette équation. Le
quotient ^ est une fonction elliptique qui n'admet ni zéro
ni pôle, en dehors des périodes. Mais une période ne peut être à la fois zéro et pôle. La fonction manquera donc de zéro ou de pôle, et se réduira à une constante. En donnant à u une valeur particulière, on déterminera C de telle sorte que cette constante se réduise à Tunité.
Supposons maintenantya quelconque; posons
d'où
(a8) fu=:t^u-^Oi II p' u.
Les deux fonctions <pa, f i </, étant évidemment paires,
pourront, d'après ce qui précède, s'exprimer rationnellement au moyen de pu.
349. Les formules essentielles de la théorie des fonctions du^ ^n, pu s'obtiennent avec la plus grande facilité en comparant entre eux les trois modes de représentation ci-dessus pour une même fonction elliptique.
Cherchons, par exemple, l'expression de p^u parles fonctions cy. La fonction p^u admet (aux périodes près) le pôle triple 2/ = o, et les zéros coi , (1)3, 0)3, dont la somme est nulle. Donc
Posons 1/ = o. Les deux membres auront pour valeurs principales
— 1 — C^ù), ^(Ji* s'a)*
et '- — = ,
donc
et
^{u — (1)1) a* (tt — Wj) a'(tt — (1)3)
^(ûi ^'toj 3*0)3 3** u
350. Cherchons l'expression de pu — pç. Cette fonction admet, aux périodes près, les deux pôles ± v et le zéro double o. Elle sera donc de la forme
^ ^ûi
L'identification des valeurs principales pour u infiniment petit donne
donc
a'(w-hr)a'(«— v)
(3o) pu — pv--^
On aridentité
Posons A. = pa,B = pb, C=z pCj T> = pd. Remplaçons les difTérences pa — pbj . . . par leurs valeurs données par la formule ci-dessus, et supprimons le dénominateur commun : nous obtiendrons V identité à trois termes
I(i(a-^b)^{a—b) (i{c -^ d)^{c — d) -H CCa-hc) ^{a — c) (^(d-^b)(i{d'^b) -\-^{a'hd)^{a — d)^{b-hc)^{b — c) = o.
352. Prenons la dérivée logarithmique de Téquation (3o), il viendra
pu — pv et, en échangeant u, (^,
(33) î^-^ = Ç( M -h t>) - ;( il - r) - 2 Çi>.
pu — pv
Ajoutons et divisons par 2,
(34) - ^— = C(w -+- 1') — C« — Çt'.
2 pu — p if
Dérivons encore,
(35) p(^u-hi^) — pu=— — - 't^ ^ —
' ^^ / <r du 2 pu — pi'
Effectuons la dérivée, et remplaçons p'^Uj p^u par leurs valeurs en pUy nous obtiendrons l'expression de p(a-l- p) en fonction rationnelle de pu,p'u, pv^ pV. La dérivation donnera une expression du même genre pour p\u + v). C'est en ce résultat que consiste le théorème de V addition des arguments pour la fonction pu.
On peut donner à la formule d'addition une forme plus élégante. A cet effet, décomposons en éléments simples la
foDCtioD
Elle a deux pôles doubles, o et — p. Pour u = o, on a
[Ç(ttH-p)- i;«-C(;]«=^~i +aÇ' ('+... y==-j, -art' -^••.
Pour M = — i^
u -hv 3 •
— ï w — Çç; =: î[i^ — (a -H i')] — îi' = — (w 4- <')ï'<' -h. . . ,
[C(" + t') — U — ÎJ'l'^ , — ^—^T — aî'i' -h. . .. *■ ^ -* (w-+-r)*
On aura donc
[C(m -ht')- ï/^ - c^o' =- î'(" + 1') - ?:'« -+■ c.
Pour déterminer la constante G, égalons les termes indépendants de u dans le développement suivant les puissances de u; il viendra
et, comme on a ^'^z = — pu, . . . , on aura la formule d'addition sous la forme classique
(36) j,(«+.')4-pa+p»^i(p'^^~^'jy.
La formule deviendra tout à fait symétrique par Tintroduction d'un troisième argument tv, défini par la relation
Le premier membre deviendra pwp-Hpa + pp, et sera symétrique en u, (^, pp, ainsi que la relation entre ces va-
îables. On aura donc
pM-hpp-hJ)iV
4\p« — p<v 4\p^' — pw'/
4 \piv^pu )
;t, en extrayant la racine carrée,
pu — pv
Pour s'assurer que le signe des racines a été correctement choisi, il suffit de remarquer que deux quelconques de ces quantités ont même valeur principale, lorsque l'argument qui leur est commun tend vers zéro.
353. Faisons tendre (^ vers u dans la formule (36); elle devient
(Sq) p2U -+-2 DM — y 'i--- Z= j r —^ i-^
Une dérivation donnera p' 2 £/. Posant ensuite successivement V = 2Uj 3u^ • • . , on obtiendrait des formules pour la multiplication de l'argument. Nous y parviendrons tout à l'heure par une voie plus facile.
354. La formule (3o) peut être généralisée comme il suit : Soient iii^ U2, • • , Unj n arguments indépendants; considérons le déterminant
.. pf-^Uii
p'Ui ..
P'Un .
.. pf-'la;,
Considéré comme fonction de Un^ D„ admet (aux périodes près) un seul pôle, o, de multiplicité n, aux environs duquel
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sa valeur principale est
D,j_i désignant le mineur relatif au dernier terme p^^'^^M/j. On connaît, d'autre part, n — i zéros, u^, ..., u„_\, La somme des zéros étant égale à celle des pôles, qui est nulle, le dernier zéro sera — («/i -h Wj-I- . . . + «/i-0« Donc D^ sera proportionnel à
Pour Un infiniment petit, cette dernière expression a pour valeur principale
(— i)'*-*(3'm, s'il,. . .(3'tt;,_,(3'(Mj-+- tt, -4-... -+-!/„-,)
ce qui permet de déterminer le facteur de proportionnalité. On trouve ainsi
" o'w,...3'a„_ja'(ai-h...-|-a;,_i) (^'•tt„
Changeons «en n — i , /i — 2, • . . , 2 et multiplions les égalités obtenues. Il viendra
^ ' " a'«Wiîy'»w,...3"»M;» \A: = i,2, ...,«-1/
A désignant la constante (— i)""* {n — i)! (/i — 2)! . . . 2! 355. Posons dans cette égalité
^2) • • M ^n étant des infiniment petits.
Le coefficient du terme en A2A3. . •AJJ"* dans le développement du premier membre sera évidemment
pu p'u p'u
. pf«-«)i
p(ïi»-3)^
Dans le développement du second membre, les termes de moindre degré par rapport à Ao, . . . , An seront ceux du produit
et celui que nous cherchons a pour coefficient
(jnu
En posant, pour abréger,
B=:(— i)«->[2!3î...(/i — i)Ip
et (42)
^nl^ =
^nu
on aura donc (pour n entier positif) la relation
^nU —
pC!-»)^
p(«-l)tt
pf««-»)w
3S6. On voit par cette expression que si n est entier po-
sitif, i/nU est une fonction elliptique. Cette propriété subsistera pour n entier négatif, car on a évidemment
Il est aisé de la démontrer directement. Changeons, ea eifety u en i^-h2Ci), aco désignant une période primitive; dnu sera changé en
et {du)"* en
D^ailleurs n^ ^ /imod2. Donc le quotient <J/« ne sera pas changé.
357. La fonction ^n n'a (aux périodes près) qu'un seul pôle, w = o, d'ordre n^ — i; elle est paire si n est impair, impaire si n est pair. On aura donc
pour n impair <};,, = Pj,
(44) { pour n pair ^n = PiP'",
dans tous les cas ... ^l=:P,
Pi, P2, P désignant des polynômes en pa, d'ordre — -
9 n^ — I respectivement,
Soient donc
ni — l nt_i
Pi = «P * +aiP * -4-...,
P, = pp « +P,p « H-...,
Les coefficients a, a^, ... ; p, Pm . . . ; y? Y<' ' • • pourront s'obtenir par la méthode des coefficients indéterminés, en identifiant les deux membres des équations (44) développés
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suivant les puissances de u au mojen des formules
(^U = a(l + rfiM*-|-. . .),
On obtient ainsi une suite d'équations linéaires qui déterminent successivement les coefficients inconnus. Ces équations ont pour coefficients des polynômes entiers en c^^ C2y • . . , ef|, efs) • • • qui sont eux-mêmes des polynômes entiers en ^2, g^. D'ailleurs chacun des coefficients est afiectë dans Téquation qui le détermine d'un coefficient purement numérique (i pour les coefficients a, ai, ..., y, y,, •..; — 2 pour 3, pi, ...). Tous ces coefficients sont donc des polynômes entiers en g2, ^s* D'ailleurs le premier est purement numérique et le second est nul. Car l'identification des deux premiers termes donne, pour les déterminer, les équations
Zlzna, /i HZ — 2p, n^zzz^j
O ma,, o = — 2pi, O =Yi-
358. Il est aisé d'opérer la décomposition en facteurs des polynômes P,, P2, P.
En effet, le numérateur <inu de ^^^ admet un zéro simple en tous les points pour lesquels nu est une période; mais ceux de ces points pour lesquels u est lui-même une période sont des zéros d'ordre n^ pour le dénominateur. Donc ^;,{^ aura (aux périodes près) les n^ — i zéros
2mica, + 2msti>2
^19 ^a parcourant chacun la suite des valeurs de o à n — i, le système mi = /Wa = o excepté.
I** Si /i est impair, les n^ — i systèmes restants peuvent se répartir en couples (m\f m^), (m*, ml), liés parles relations
m\-\- ml^Oy /Tîjj-hm", ^ o (mod/i),
d'où Ton déduit
2 — ::::2 — i = — -+• période.
Choisissons à volonté dans chaque couple un des deux systèmes cjui le composent, tel que (m\,m.^)j en excluant l'autre; nous aurons
I D TT / 2»»',(0,+ 2Wj',ù>,\
car les deux membres ont les mêmes zéros
w = ±: h période,
les mêmes pôles, d'ordre n^ — i,
u = période,
et la même valeur principale pour u = o.
2° Si n est pair, on devra mettre à part les trois systèmes
Va* ^^j' i"' âj' U' îj' PO»'- lesquels — L__ sere-
duit respectivement à W| , ci), et à (0| + 0)2= — «03= Wj + p^'* riode. Les n^ — 4 systèmes restants se répartissent, comme tout à l'heure, en couples (/n',, m'J, (m,, m*); et, si Ton remarque que p' u a pour zéros les points w,, <i>,, co, et pour
pôle le point w = o avec la valeur principale — ^> on aura
ffa\ \ n t ^T~T f 2/?î'a>,-h 2m' wA , (46) 4^n = P,p'w---J[|(^pM-p '-^^ ^-^Ij^
Les formules précédentes subsistent si l'on y remplace chaque système (m'^, m'.,) par son associé (m*, mJJ). Mulli-
pliant les deux expressions de ifnU ainsi obtenues, et remarquant d*ailleurs que l'on a
j)'«M = 4(pa — pcDi) (ptt — j)(i),) [p« — J^(«»>i -h (0,)], il viendra dans tous les cas
(47) <i'; = p = «'Jj(p«-j)
359. Les polynômes P4, P2, Payant, comme nous l'avons vu, leurs coefficients entiers en gx^ ^3, les fonctions symétriques entières (ou les fonctions symétriques rationnelles)
, . , 2 m', w, -f-2m' 0), . 1 T^ in
des quantités p — > racines de F4 ou de Fj, et
Il 1 • f *>. /Wi W| -}- 2/Wj w, . 1 T» ï
celles des quantités p > racines de 1 , s exprimeront par des polynômes entiers (par des fractions rationnelles) en g2, 5^3.
Les polynômes P|, P.^, P manquant de second terme, on aura en particulier
On a, d'après la formule (3o
^{n -h m) u :j(n — m)u pnu — pmu ^= ; — •
Remplaçons ^nuy . . . par leurs valeurs <{^,|W(<^w)"*, . . ., iii disparaît et il reste
(.19) pn^^ - Pfnu — -j-^^
m ni
De l'identité
{plu — pmu) -h (pmu —pnu) 4- {pnu —plu) — o, on déduira
^f^ln ^JnK ^l\}
OU, en chassant les dénominateurs,
Posant en particulier /==i, m = /H- 1 et remarquant qu^on a A, = i , 6_„ = — <{^;,, on trouvera
Posons encore /=i, m==n + i, mais changeons /i en n — I et remarquons que ^2 = — p'^î *! vient
Ces formules récurrentes sont commodes pour le calcul des fonctions ^.
Posons enfin m = 1 dans la formule (49) ; il viendra
(d3) pnu — pu — -^ ,
ce qui donne pnu en fonction rationnelle de pu; car p'e/ ne figure au second membre que par son carré (au dénominateur ou au numérateur, suivant que n est pair ou impair).
On obtient de nouvelles formules de multiplication
en décomposant pnu en éléments simples.
Les pôles de cette fonction sont (aux périodes près) le
, . , 2/711 to, -4- am-o), .
point o et les points j que nous représenie-
rons d'une manière plus abrégée par —«Posons u = h
ou
u = }- h^ h étant infiniment petit; on aura
La formule générale de décomposition donnera donc
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OU
LMdentification des termes constants dans le développement suivant les puissances de u donnera
l'ii
Intégrons : il viendra
/i Uw — ;« + y C (« — ^^) - C M -4- C,
et Tidentification des termes constants donnera
_yçîi'+c'=.o.
D^autre part, si nous changeons u en i/+ 2(i>i, nu s^accroissant de 2/i(i)i, le premier membre s^accroîlra de/?.2/iy;,
et le second de /i^27|, — atOïC; donc C = — x «P^ ®^^ ^"'' résultat déjà trouvé par une autre voie (359). Intégrons encore, nous trouverons
loges' /iw rrlog^w 4- \ ïo%^lu j -4-C'm -hconst.,
Identifions les valeurs principales pour w = o; il viendra
"=c-nK-ï)-
Enfin, si u s'accroît de 20)0 nu àe intùxy (inu sera multiplié par
ei le second membre par
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Nous aurons donc en identifiant et de même
Sir
|jLi et [JL2 étant des entiers. En se rappelant que on en déduit
Mais on a, d'autre part, ^ (ï^ ^ a/7i,a),-h 2/w,a), _ ^ amicoi V^ a/w.w*
nin — \) ,
^ZL -^ (2(0,-1- 2t0, ) = — /i(/J — l) W,.
Donc
et l'on a les formules
(54) n^pnu = pu-{^yp(u^y-y
(55) n^nu = C^/ -h \ U " j — «(/^ — O^a»
Développons les deux membres de (54) suivant le
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puissances de u^ il viendra
Identifiant, on voit que les expressions sont nulles, et que
sont des polynômes entiers en g2 et g^.
Il en sera de même, d'après la formule (22), pour les sommes
cl, plus généralement, pour les fonctions symétriques entières des quantités p—; résultat déjà trouvé (359).
363. D'après la formule d'addition, la formule (54) peut s'écrire ainsi
n}pnu — p
ou, comme la partie impaire en m s'annule évidemment, ainsi que la somme \ p — >
n^pnu
SqO seconde partie. — CHAPITRE VI.
Mais on a
fit fl ft
:- 4 (j)'« - p'^) - ^, (p« - p ^) + ap'«^ -4(^p'« + P«p-+p'--^^,j(^P«-p-j + ap"-, p.„+p„p_ + p._ = |^p„.^2p-j(^p«-p-j + 3p«-.
En substituant, et supprimant le terme \ ^p— > qui s^an-
nule, on obtient l'expression de n^ pnu par une somme de fractions simples
(58) /i'p/ia = pw H- > — -^ y
pi^-pji
IV. — Les fonctions (^a^t ^^ol
364. Soient 2(i)|, 20)2, 20)3 un triangle quelconque de périodes primitives de pi^; posons, comme précédemment,
ptû^—.Ci, P^t—^ty P^z^ei,
et représentons par a, p, y les indices i, 2, 3 écrits dans un ordre quelconque.
Dans la formule (3o) de la section précédente, posons r z= Wqj: il viendra
Mais
d'où
Le radical y/p u — Ca est donc une fonction uniforme de u. Celle de ses déterminations que fournit l'équation précédente est celle qui, pour {£ = 0, a, comme le second membre,
la valeur principale
365. Changeons dans la formule (1) w en m 4- w^; elle devient
p ( 1/ -f- cog) — Cot = e-*^»^"-^*^.
Multipliant par l'équation (i) et posant, pour abréger,
(3) e-î^a<««o'a)a=Ua, il viendra
(4) [p(M H- co«) - ea] (pw — e») — ^,
et, pour la valeur particulière u = (Oy,
Posons encore dans l'équation (1) m = wp; on aura
a'a)p3^*a)a USUJ
Mais on a
*^a -+- Wp -h <«>y = O, 7j3t -f- Yip + Yiy in O.
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L'exposant de e sera donc égal à
[*P] = [?Y] = ViA = - [?«] = - [T?] = - [«y] élant égal à +1 ou à — j, selon que les périodes awa, swp, 20)^ se
suivent dans le sens direct ou dans le sens rétrograde autour
du triangle des périodes.
On aura donc
Permutons circulairement les indices a, ^, y ^^ ajoutons les équations ainsi obtenues; il viendra
(7) Uà+U^4-U^=:0.
D'autre part, la somme ^i 4-^2-4- ^3 élant nulle, on aura et, par suite,
366. Soit 2(1),, 2w!j, 2(1)3 un nouveau triangle de périodes primitives : posons
Les quantités e, , e'j, e'j reproduiront à l'ordre près les quantités Ci, Cj, ^3,* car les unes et les autres sont les racines de l'équation
Désignons par itù^ celle des nouvelles périodes pour laquelle on a
posons
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et désignons enfin par [a^]' une unité positive ou négative, selon que les périodes 2(o|x, ^^'^j ^^'y se suivent dans le' sens direct ou dans le sens rétrograde autour du nouveau triangle. Toutes les formules précédentes subsisteront évidemment si Ton y accentue les quantités
On aura en particulier, d'après la formule (5),
tT/T = (^P — «a) (^r — ^a) = ÏTT '
Donc U'ût ne diffère de Ua que par un facteur, racine quatrième de l'unité.
La liaison entre les deux systèmes de périodes considérés étant supposée donnée, ce facteur se détermine aisément. Soit, en effet,
l'expression de 2wâ en fonction de 2a>fli, 2 top. Puisque, par hypothèse, on a
co^ — ti>a sera une période*, donc nia sera un nombre impair, tel que 2na-|- i, et /W3 un nombre pair, tel que 2/ip. Posons, pour abréger,
eu = /ijjCOQt-H «pwp, nous aurons
IJa=^ ' rf((i>a-l- 2(0)
Or on a
T^i^a— T^*aw = /l?(7ipa)a— T,awp)=:— /ip[ap]---,
(roù Texpression du facteur cherché
367. Supposons la fonction p{u) définie non plus par ses périodes, mais par ses invariants g^^ g^ et proposons-nous de déterminer les quantités U en partant de ces données.
Soient ^i, es, e^ les racines de Péquation
numérotées de telle sorte que ei, e^', e^ se succèdent dans le sens direct autour du triangle ei^s^s. Nous avons obtenu (337) un système de périodes principales 2Ci)|, aco^, aws. définies par les intégrales
Wi
r''dz r^'dz r'^dz
et telles que Ton ait
J)(Oi=i=ej, pWjrziej, J)W8=:C,.
Les 7| correspondants sont donnés par les intégrales analogues
/•'• z dz
et les U correspondants par les formules
v/(ej— ei)(e3— e,)
Mais ces dernières formules renferment des radicaux; il en résulte une ambiguïté que nous allons lever en déterminant avec précision la valeur des arguments de U|, U2; Is-
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368. Désignons par e^ , 62, e^ les angles du triangle e\ €2 e^ ; par ^ l*angle du côté ^2^3 avec l'axe des x\ on aura
arg(e,— ^,) = ç
arg(e,— ^,) = o-f-Tt
arg(e,--ei)^cp — e,
arg(ei— e,)=H<p-+-e,
mod2'n,
argUi
-et
argU,
et
argU,
ez
modaiT,
A| , X2, X3 étant des entiers à déterminer.
Or, si l'on fait varier g2 et ^3, les racines e«, «2, ^3 et les intégrales (Oi, (1)2, (Os, 7)1, 7|2, y\z variant d'une manière continue, il en sera de même des deux membres des égalités (10). Les entiers X|, X2, X3 conserveront donc une valeur constante, et il suffira de les déterminer dans un cas particulier.
Supposons Cl , €2, ^3 réels, et ^2 < ^3 <C <?< • On aura
d'où
argUi=:)vi^, argU,=:Xj^.
Déterminons directement ces arguments. Le radical y/Z étant réel entre 62 et e^, imaginaire entre e^ et ^i, (a)|, t^i seront réels et <ù2, 7)2 purement imaginaires* Leur signe dépend de la détermination qu'on voudra adopter pour le
radical; prenons, pour fixer les idées, (1)1 positif; cos sera
une imaginaire positive; e ^ ? ^ seront réels et
positifs.
Il en est de même pour — î- et — ^' On a, en effet, par
définition
(l>, tOf
Or, les facteurs pour lesquels 7712= o sont réels et positifs; et les autres sont conjugués deux à deux, en associant ceux pour lesquels m\ a la même valeur et ma des valeurs opposées.
De même, dans — -y les facteurs où /ni = o sont réels et
positifs, et les autres conjugués deux à deux. On aura donc
argU,^argtoi = o, argU,= argw,— -
et, par suite,
Xi=zr o, Xjzz: I .
Pour déterminer X3, nous remarquerons qu'on a généralement
argU,~argU,= ?i^-F(X,-X0j.
Supposons e«, ^2* ^3 réels et tels que l'on ait e3< ^i < ^21
62 et ^3 seront nuls, et l'on aura simplement
argU,— argU,= (X,— Xj)^-
Mais dans ce cas (O2 est réel, (O3 purement imaginaire, et l'on a
argUs— argUjzrargWj— argci),— ^; donc
et l*on a définitivement
argU. = -.t ^ ,
argUj— — -i- -h -7= + TT.
Ayant déterminé ainsi sans ambiguïté les quantités U|, Ua, U3 correspondantes aux périodes principales, on en déduira par la formule (9) la valeur de U^ pour une autre période quelconque w^.
369. Considérons, conjointement avec la fonction ^{u), les trois fonctions
Elles se réduisent à Tunité pour u = o. En outre, elles sont paires, car on a
= 3'aW.
On a, en vertu de la définition précédente
On sait d^ailleurs que
Les nouvelles fonctions c^ai^) jouissent de propriétés analogues :
I** On a, en effet,
tfaCw 4- coa) = g ,
d'où
(i5) ^^(^/^-(Ogj)^— -—e ^ *'(^ii.
2° En second lieu, changeons u en u -\- 2tùfx;
se reproduira, multiplié par le facteur
— e-M«w. eM.f«-«-«w«î z_- — e'^*('*-^<"a^ Donc
(16) C3'a(w -h 20>a) — — e*na(« + ««>a) 3'aM.
3" Changeons u en ;/ -h a>^, [3 étant différent de a; on aura
Or
a'(M 4- toa-h top) — a'(^ — wy) =— e"-*^T" <^(w -h Wy)
Enfin, si nous remplaçons (o^, Yja P^^ leurs valeurs
— (Op— (Oy, — T^p — Tjy,
l'exposant
— TfiafwH- Y -^- wpj — 2r,y«-+-7iyfl/4- yj
se transformera en
D'ailleurs [^y] = [a^]. On a donc finalement
(17) tf„(« + a>p)=~e '^^*^6^^^ '^^yu,
4*' Changeons enfin u en M4-2a)p; e"^«" sera multiplié par e-2T)a«|i^ et rf(w + <*>«) par — e^^?^ "+<*«+ *^?\ D'ailleurs
donc
(18) (3'a(tt + 2CDp)=c«V*-^*^p)î^af/.
371. Formons les quotients deux à deux des quatre fonctions (^u, dx u^ ^2^1 ^3^; nous obtiendrons douze fonctions nouvelles, appartenant aux trois tjpes suivants :
(19) ^«0 u — -^ —^pu — Ca,
O il
^oaW
^ap"
On voit aisément comment se transforment ces nouvelles fonctions lorsqu'on accroît u d'une demi-période ou d'une période : on a, en effet,
1' / . V 3'a(M -hWa) I
f tf,a(« + a)8) = — ; := — e '-ri — *Py"'
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^^ ' <3'ci(w-h(«»a) UaLy ••
(24) { C3'ûi3(« -hWft) =z -— ^- =ie * :, s'vot/.
CJ'ap(«-+-co^) = -— — -— -h- — C iTî^Pa'''
l 3'ao(w4-2a)a)~ ., ^ ^ ^ r = S'^oW,
(î^3l(// -h 2t0q) 3'ao(//-h2ws)— =— t^aoW, ' 3^( « -i- 2 (ji^ )
( 3'oa(M -I- 2ojp) ~— 3'oa«,
{27) s ^oL^(u -h2i0f^)~—:ï^pit, ' ^oL^{u 4- 2t0y) = 3'3iS//.
Ainsi, sur les douze fonctions, il en est quatre, à savoir ^oLOj ^ooLj ^^Y) ^Yp) V^^ admettent la période aco^; mais elles changent de signe lorsque ii s'accroît de l'une des deu\ autres périodes awp ou awy.
Les fonctions a'ao et ^oa sont impaires, et les fonctions i^^ paires. Pour w = o, les fonctions rfpy se réduisent à -+- 1 :
3'oto devient infini, et sa valeur principale est -; '^oa s'annule, et sa valeur principale est ii] sa dérivée se réduit donc à I.
On a, d'après les formules
d'où, en divisant par 3'?o f/,
/ :^?,-i II ~i — {ey — 6'p) 3'J;i ;/.
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Posons, pour abréger,
Cy — es MyS (3o) .«- e^= Ma?. ^_-f^ = sjg = A-î«.
Les trois fonctions snu, en m, dnu, définies par les relations
(7,1) sn« = Ma3:r,p^j^ j,
(3.) cn« = ^„?(£-J,
(33) dn« = .,3(JL),
sont les anciennes fonctions elliptiques étudiées par Abel et Jacobi. Elles dépendent des deux paramètres M^p et ky^i qu'on nomme le multiplicateur et le module. Ceux-ci ne sont définis que par leur carré, mais leur signe est indifférent. En effet, MJ-^ et ^y^ étant supposés connus, on en déduit Ca.', c^t Cy par les équations (3o) jointes à la relation ^< -f- ^2+ ^3= o* Les fonctions (^op, (J'ap» ^yP seront donc déterminées sans ambiguïté. D'ailleurs la première est impaire et les deux autres paires. Donc le changement de signe de Map n'altérera pas snu, cnu, dnu; quant à Arya? ^^ ^^ figure dans leur définition que par son carré.
Kn permutant les indices a, j3, y, on obtiendra six groupes de fonctions sau, cnu, dnu associés à une même fonction pu. Leurs six modules satisfont évidemment aux relations
Ils s'exprimeront donc au mojen d'un seul d'entre eux, A'ya, par exemple, par les formules
^«9— I — ^'«y— -^1 > ' Apa— Ti
Dans ce qui suit, nous n'aurons à considérer qu'un seul J. — II. a6
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multiplicateur, M^p, et un seul module, kyg^. Nous simplifierons IMcriture en supprimant les indices et en les désignant par M et k.
Pour M = o, on a évidemment
(35) sntt = o, sn'Mzni, cna = i, dnu=zi et, généralement, d'après les équations (29),
(36) cn*i/zzii — sn*«, dn*a=:i — Ar'sn*//.
Enfîu, snu satisfait à une équation différentielle que nous allons obtenir en transformant Téquation
p'^u = 4(pM — Ca) {pu — ep) {pu — ey).
On a, en elTel,
d'où
Substituant ces valeurs dans l'équation différentielle, il vient
<J « =: [l - (<?«- e^) ^l^ u] [l ~ (Cy- ^p) s-Jp «/]
— (i — M'G'î^w) (f — M*r-(3'îpw),
et, enfin,
(37) (sii'w)»zz:(i — sn'w)(i — Xr-sn«w).
Celte équation différentielle, jointe aux relations (36) et aux conditions iniliales (35), peut servir de définition directe pour les trois fonctions.
Posons, pour abréger
MWfliirzûa, MwpznÛp, McOynrûy;
on voit immédiatement :
1** Que sna est une fonction impaire admettant les zéros simples
'^^ cnu est paire et admet les zéros simples
3'* dnii est paire et admet les zéros simples
amûfli-h am'ûp-h ûy;
i*^ Les trois fonctions admettent les pôles simples
amûa-t-a/n'Up-h ûp; 5^ On a î
i sn(u -\- iQ^) = sna, sn(a-+- aûa) z= sn{u -h 2Ùy) ziz -- sn Uy
) < cn(M -f- 2ûy) = cn«, cn(w-h au») =:cn(ix-+- aûp) =i— cnw,
( dn(M 4- 2ûfli) =dntt, dn(w -h 2ûp) =: dn(a -h aûy) = — dnw.
Les trois fonctions sont donc doublement périodiques; mais leurs périodes fondamentales ne sont pas les mêmes. Ce sont
Pour snu 2Qp, et 4^y ^^ 4^a>
Pour en £/ 2Qy, et 4^a ou 4!^^)
Pour dm/ 2Qa» et 4^p ou f^Qy.
Signalons encore les formules d'addition
,^. , . sn w en f^ dn f^ -h sn i' en M dn fi
^ ^^ ^ . I — /:-sn*wsn'ç'
,, ^ , . cnwcnp — sn(/ dn {/ sn(^dni>
I — A:*sn*(/sn*t'
j , . dne/dni^ — Ar'snwcnMsni'cnp
' ' 1 — A* sn* a sn* r
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Pour établir la première, considérons les trois fonctions
sn((/-l-f') — sn(M — v)y cn£/dn</, i — A:* sn' «/ sn* c.
Elles sont évidemment paires et admettent les périodes
communes 2Ûp, 4^a' La première a pour pôles simples les
points
±: i^-h 2/niia-i- 2/w'S2p-Hiip;
chaque parallélogramme des périodes en contient quatre.
Les deux autres fonctions ont pour pôles doubles les points
et chaque parallélogramme en contient deux.
Chaque parallélogramme devra donc contenir quatre zéros de chacune des trois fonctions. Cherchons à les déterminer.
La première s^annule aux points' ûa, Qy] car on a, ' par exemple,
sn(i2fli-h f) — sn(i2a— i')izisn(i2a-+-(^)-h sn(— 12^ — r) = o.
Comme elle se reproduit, d'ailleurs, au signe près, lorsque £/ croît de 2 ûa ou de2Û^, elle admettra, plus généralement, les zéros
et comme ceux-ci sont au nombre de quatre dans un parallélogramme, elle n'en aura pas d'autre.
La fonction cnu dnu admet évidemment les mêmes zéros.
Considérons enfin la dernière fonction ', on a
D'ailleurs
A' s»-usn*ç---- . - knVA? (^^) il? (i^)
LKMJ-^pJLnMJ-^pJ
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Or, diaprés la formule (4)y on aura si
d'où
Donc «=:^-f-Ûp est un des zéros de la fonction i — A** sn^u sn-i- ; comme elle est paire et admet les périodes iÙ^^ ^^p? ^11^ admettra plus généralement les zéros
Ceux-ci étant au nombre de quatre par parallélogramme, elle n'en aura pas d'autre.
Il résulte de cette analyse que le quotient
en // dn u
a les mêmes zéros et les mêmes pôles que sn{u-\-v) — sn(/^ — v). Ces deux fonctions ne peuvent différer que par un facteur constant, qu'on déterminera en posant u=-o. On trouve ainsi
, , , , , , 2snr ciM dn w
^ I — A* sn*// sn*('
Permutant u^ \> et ajoutant Téquation ainsi obtenue avec la précédente, on obtiendra la formule (Sg).
376. Les formules (4o)et(4i)en sont une conséquence immédiate. On a, en effet,
en* ( « -t- (' ) := I — sn' ( // -h (' )
(i — k^ sn*w sn-ç»)' — (sn h cnt'dn v -f- sxïvcuu dnw)*
~ (I — /r^ sn*w sn^i')*
Or on a
j — k^ sn-£/ sn't' zz: cn-w 4- sn't/ dn'c zn cn'(^ H- sn*(>dn'w.
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Remplaçant donc au numérateur le terme (i — ^^sa^asn^r)-
par
(cn'a -hsn*Mdn*(^) (cn*i» -h sn'i' dn'tt),
il prendra la forme
(cnu CDC — sn(/dn(/sn(^dnr)*.
Extrayant la racine carrée, on aura donc
cnc/cnc — sn;/ dn;/ sn(^ dnt'
__^ — =z±:cn(// -h r)«
Pour fixer le signe, on posera v = o. Le premier membre se réduisant à cnu^ on doit prendre le signe -+-. L'expression de dn(w + r) se vérifie de même.
V. — Les fonctions Oi^, Oat
377. Jusqu'à présent, nous avons désigné par acOf, .'îco.j. 2 (1)3 trois périodes quelconques formant un triangle primitif. Dorénavant nous les supposerons, pour plus de simplicité, numérotées dans l'ordre où elles se succèdent lorsqu'on tourne dans le sens direct autour du triangle, de telle sorte
que le rapport t = — ait sa partie imaginaire positive et que,
par suite, on ait [12] = 4- i .
378. Si l'on change u en u -\- 2^ù^^ chacune des fonctions <iii, <ia.u se reproduit (370) multipliée par un facteur égal au
ifj,««
signe près à e^^u(«+«i^ La fonction e**^» se reproduit aussi, multipliée par cette même exponentielle. Chacune des quatre fonctions
^ ^" ^ ICO. ^ „ ^ JW
se reproduira donc au signe près.
Ces expressions sont d'ailleurs homogènes et de degré
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zéro en a, coi, (O2 (car ^\^^=^(ù^ esl homogène de degré — i). Elles ne dépendent donc, en réalilé, que des deux rapports
Posons, pour abréger l'écriture,
\el, plu
IllT J_\
S généralement, e '" = q"^)\ nous pourrons écrire
379. Les noavelle"s fonctions ^, Ja ainsi introduites sont des fonctions uniformes de la variable z (q étant considéré comme un paramètre constant). Car à une valeur ^o de z correspondent des valeurs de {^ données par la formule i^o-\- 2m(m entier) ; les valeurs correspondantes de u seront iiQ-b im(ii^ et donneront les mêmes valeurs à chacune des fonctions rf, cfa, puisque le changement de « en w + 2C0| les reproduit au signe près.
En outre, F, Fa sont des fonctions entières de ç', qui, luimême, considéré comme fonction de 5, n'a d'autre point critique que z = 0. Donc les fonctions J, "f^ n'ont que ce seul |)oint critique et seront développables par la formule d<* Laurent en séries convergentes, procédant suivant les puissances entières positives et négatives de z.
Si u croît de 2(0|, vse changera en r 4-1, et .3 en — z, L'ex-
ponentielle e *"• se reproduira, multipliée par e"^^'^"''""»^ (iii, (^1 M seront multipliés par — e^^^^""^***»^ et (3'2W, ^3^ par ce môme facteur changé de signe (370) 5 nous aurons donc
I ^'îC— -,^)— ^î(-,7), .T'ai— 5,7)— S.,(—z,q).
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Enfin, si u croît de awj, ç se changera en i^ + t, et 5 en qz. L*exponentieIle e ***• se reproduira, multipliée par
ou, en remplaçant 7)i 0)2 par sa valeur tirée de Téquation
par
D*ailleurs (S'e/, (3*2 2/ se reproduisent, multipliés par — <j2Ti,(tt+a),)^ Ql d^u^ d^u se reproduisent, multipliés parle même facteur, changé de signe. Nous aurons donc
I :f^(qz,q)=z—q-'z-Kit{z,q), ^^{qz, q) —q'^ z-^' ^^{z,q
380. Les propriétés (3) et (4) (jointes à la condition d'être uniformes et de n'avoir de point critique que pour z=io) suffisent à définir les fonctions cf, rf, , ^2> ^s à des facteurs constants près :
1^ £n effet, considérons d'abord la fonction rf(w, (/). D'après les relations .(.i), elle sera impaire en ;;; son développement en série sera donc de la forme
Substituons ce développement dans la première des formules (4); il vient
et, en identifiant les termes en 5^""*,
i—iY ('«+;)*<7~*A.
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Si donc nous posons
nous aurons
^(v,-z) désignant la série
— ae
A chaque valeur positive ou nulle de Tindice n est associée une autre valeur négative — n — i, à laquelle correspond le lerme
Réunissant les termes associés, nous obtiendrons cette nouvelle expression
« / Il
{^y bis) 6(r, t) HZ 2 \ (— i)'»^^ *• sin(2/z -h 1)111',
où rimaginaire 1 a cessé de figurer.
'i** Passons à la fonction .f,. D'aprrs les relations (3), elle sera impaire en 5, et de la forme
Substituons ce développement dans la seconde des relations (4); il viendra
d'où
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Posant donc
nous aurons
H, (v, t) désignant la série
^^ 2 y q^' ''^ cos(2^i -H i):rr.
3'* La fonction ^2 sera paire en z et de la forme
te
Substituons ce développement dans la troisième rela lion (4), il vient
cl, en identifiant les lermes en 5-""^, C. — ^î/i-ip
Posant donc C„= C, nous aurons 02(t'iT) représenlant la série
^tnmV
6,(1-, t)=y(— O'^-'s'-rrV (-OV/"'
:= I 4- 2 \ (— l)" *C0S2nitf.
4" Enfin la fonction ^3 sera paire en z, et diaprés la dei-
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nière relation (4), on aura
^,= De,((%T),
h^ivj t) désignant la série
381. Les séries 0, 9|, Oj, 83, définies au numéro précédent, ont été introduites dans TAnalyse par Jacobi; mais la notation qui doit servir pour les représenter n'est pas encore bien fixée. M. Weierslrass, suivi par M. Halphen, les désigne respectivement par 3|, S^? 2^oj S^s» P^^ ^^ changement d^indices que nous avons pris la liberté de faire, on rétablit le parallélisme des notations entre ces fonctions et les ^ correspondants.
382. Si nous remplaçons q par sa valeur e^", chacun des termes des séries 0, 9^ sera de la forme
a et X étant des constantes. On aura évidemment
(h ov^
d'oii
Les séries 6, 6^» étant des sommes de ternies de ce genre, satisferont évidemment à cette même équation aux dérivées partielles; et leurs dérivées y satisferont aussi.
383. Lorsque nous n'aurons pas à faire varier le paramètre T, nous pourrons le supprimer dans l'écriture et désigner les séries ci-dessus par 6i^, . . . , Ôa^S et leurs dérivées (relatives à r) par 6V, 6"i', . . . , Ô^r, .... Dans le cas excep-
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tîonnel où t sera variable, les dérivées relatives à t seront
représentées suivant Tusage par —» • • ••
D'après les expressions données ci-dessus pour 6, . . ., Ox» on aura évidemment pour 1^ = 0, d*où 5 = 1,
Oo
e'o = 21:^ {— i)" q^" ^ '* ('in -hi).
384. Si Ton fait croître u de w,, 0)3, Wj, t> croîtra respectivement de ^, Jt, — ^ — ^T, et 5 sera respectivement mnl-
tiplié par /, q^y — iq ^. Ces divers changements permuteront les unes dans les aulres les quatre fonctions B, à de> facteurs exponentiels près, comme l'indique le Tableau suivant :
ix)r- — tV/ *jf).
■--i-^)= ^'^sft.'-. «>i('--;-î-)^-«v"'-''
On a, on effet,
D'autre part,
(,'xpression qui se réduit à iq ^j^'O^^ lorsqu'on j change rindice de sommation n en n — i.
On a encore
e(r-l-J,)=;^(-,)'.<,r(''^î)(_/y-'5r"' Les autres formules se vérifient avec la même facilité.
385. En ajoutant une seconde fois à la variable l'une ou Tautre des quantités 7, 7T, — ^, — ^t, on obtient les formules
^ j e (t'-+-i) — -e ç', ei(r-+-i) = -o,r,
J 0 (i; — I — t)= ç-'js'O (% e,((' — I — ':)=ii— 7-'<s«eiC,
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On a, d'après le n
fj \^y
— rxM
TQ,M«
«*^» O'itf
nBO,
_ vil M*
11 reste à délerminer les coDslantes A, B, G, D. Pour cela, posons dans les trois dernières équations v = o, d'où m = o; elles deviendront
I r=. BOi(o), 1 z^ Ge,(o), I = D0,(o).
La première équation devient identique pour 1^ = 0. Mais supposons {f infiniment petit, et calculons les deux premiers termes du développement des deux membres suivant les puissances de ç] nous aurons
= — =ZÇ -{- CliV*-h. . ,.
Le développement du premier membre sera donc Gelui du second membre sera
et l'identification donnera
i=iA6'(o), 2TliC0ir= — A— ~-^
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Nous aurons donc finalement
(.8) :fa«- «*"•"■'" ô^j'
la constante 2T,,w, étant donnée elle-même en fonction de </ par la formule
(.9) """"'^-êe^)-
Par ces formules, du^ddU seront donc exprimées en fonction des trois variables Wi, q^^ v^ qui elles-mêmes sont liées à a>i, 0)3, u par les relations
On aura ensuite
(il) ;a:=
dlog^it 1 dlog^u
I r, o'(pn
D'autre part <l'oii cette nouvelle expression de pa
^ ^ [20)1 ea(o)0(iOj
388. Développons cette expression suivant les puissances croissantes de ç. La fonction 9(t^) étant impaire, el la fonction ôfli(t') paire, on aura
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Le terme indépendant de v dans le développement sera donc
Ca-t-
et, comme on sait qu'il doit disparaître, on aura
,,M • , _/ ' Vf' »'(*V o;(o)-|
389. Posons dans cette équation a= i, 2, 3, et ajoutons les résultats; nous obtiendrons Tidenlité
On a d'ailleurs (382)
et, en faisant r = o, on aura en particulier
L^dentilé précédente peut donc s'écrire
^"~ Ô'(o) 2rf Ôa(o) ""f/x ""^ 6^(0)8,(0)6,(0)'
Le quotient de O'(o) par 64 (o) 92(0)83(0) est donc une constante. Pour la déterminer, supposons 9 infiniment petit; on aura, d'après les formules (10),
Le rapport cherché sera donc égal à te, et Ton aura l'identité
On a
-«-(»), W«- YJ«tD, ) V 2 03. /
Si a = I , le facteur exponentiel se réduit à l'unité ; d'autre >art ( formules 1 1)
Donc
Si a = 2, 71, (Oa — •/,» w, = '- et l'exponentielle se réduit à
d'autre part (formules 12),
Donc
6\o) TU 6^(0)63(0)
Luun , SI a = J , ri, w» — ^taW, r=z , —i. ^=
l'exponentielle se réduit à
D'autre part (formules i3),
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et, par suite,
rci
(■28) Ut—: — 2U>i e^ ^,, . = '- ^- .
^ ' e'(o) it 6.(0)6,(0)
On a(36o
UÎ+ ui+u}-o.
Substituant dans cette relation les valeurs ci-dessus de U|, Uj, Us, nous obtiendrons une nouvelle idenlité
Les formules (6) du même ntiméro donneront de même
- tU? _
(30) |e._..= :=i^^= fey "•(«)■
puis ces nouvelles expressions de ei, ^2, ^3,
3e,=--^,~(?,-(>,-eO=(^J[ 05(o)-+-ei(o)], (3i) 3<?,=.(?,~^,~(>,~6',)=(^y[-0}(o)-0{(o)], 3e,^e,-e,-(e,~e,)r=(^-^y[ ej(o)-e5(o)].
Ajoutons les carrés des équations (3o), il viendra
f7^Y[OÎ(o) + 05(o) + 05(o)] = (^,-^,)«-+-(et-e,)«-+-(e,-e,)* r= 2 (ei -f- e, -4- e^y — 6 (^j e, + ff, ff, -h e, e,) = | ^, ;
d'où
Le second invariant ^3 = 4^< ^2^3 s'obtiendra par la miilliplicalion des équations (3 1).
Le discriminant A sera donné par la formule
i A=i6(e,-e,)M^i-^a)'(^t-0- Oo aura enfin
w, ,_^;_ • [6î(o) + eî(o) + eMo)]' '•^-•^ ^-r-54 6"(o) —
392. Les formules précédentes donnent le moyen pratique (l'exécuter les calculs relatifs aux fonctions elliptiques, en les supposant définies soit par leurs périodes, soit par leurs învariauts.
Supposons d'abord le réseau des périodes donné. Nous Y choisirons à volonté un couple de périodes primitives 2o>|,
ticoj telles que le rapport t = — := r -f- 5/ ait sa partie ima-
ginaire positive; q^ sera déterminé par l'équation
1 TClT
11 importe, pour rendre plus grande la convergence des développements à employer, que la quantité | y | = e""*^ soit la plus petite possible. Il faudra donc rendre s maximum et, par suite, choisir pour 2(i)| la période de module minimum. On aura, dans ce cas (317),
d'où
szsm T> o
On pourra choisir pour 2(i>2 la seconde période du triangle principal. Si celui-ci est rectangle, on aura ainsi l'avantage de trouver pour q une valeur réelle.
Connaissant ainsi (o,, CO2 et q\ on calculera t^ par la formule (19), puis 7i2, r,3, W3 par les formules
^11 H- 'ij -+- "n» = o, w, -h (o, -h CO3 =^ o.
Les autres constantes Uj, Ua, U3, ei, ^2, ^3, ^2? 5^37 ^« J se calculeront par les formules des n"* 390 et 391 .
393. Réciproquement, supposons donnés g^ et ^3 et cherchons à calculer les périodes principales 2(i>i, 'aiù^ et la
quantité auxiliaire ^^
Nous déterminerons d'abord les racines e^, €>. e^ de l'équation
^^^ — gt^ — g^ — Oy
en les numérotant de telle sorte que ^2^3 soit le plus petit côté du triangle, et que e^Cx lui succède dans le sens direct.
On aura ensuite
les déterminations des radicaux étant précisées comme au n« 368.
Pour obtenir </, divisons membre à membre les équations (iS) et (27) et posons, pour abréger,
il viendra
ou
1 a — \ q -^q^-ir . . . _ /i-f-7'4-...\
2 aH-i i-+-2^*H-... ~^\i-h2 <7*H-... '
11 nous faut calculer parmi les racines de celte équation celle dont le module est minimum. Nous savons que ce module est <[ j. Le facteur entre parenthèses est donc très voisin de l'unité; en le négligeant, nous aurons
avec une erreur relative moindre que âôVô* ^^ pourra d'ailleurs corriger cette valeur dans une seconde approximation. Connaissant q, on obtiendra 2(0| par Tune ou Tautre des équations (27) on (28), puis 2CO2 par la formule
7C/ft)t
d'où Ton lire, en désignant par Log^jr Tun des logarithmes de q choisi à volonté,
2w,- — Log<7-h4mjù)„
nii étant un entier positif ou négatif; nous le choisirons de manière à rendre | 20)2 1 minimum, ce qui achèvera de préciser cette seconde période. Nous aurons enfin
1 7Cfli>(
Nous pourrons donc, quelles que soient les données initiales, déterminer toutes les constantes qui figurent dans les expressions de rf^^, (S'a", î^w, pu et, par suite, calculer les valeurs de ces fonctions pour une valeur donnée de 11,
394. Réciproquement, supposons j)£^ donné et proposonsnous de calculer les valeurs correspondantes de u.
Soit Uq Tune d'elles; elles auront, pour formule générale,
zh Wo-h 2/?ijW,-}- 2/n|W,.
Les valeurs correspondantes de la quantité z^ ^= e^"^^^ seront de la forme
gtm.g O),
elles constituent deux progressions géométriques de raison q'^ et sont réciproques deux à deux. 11 existera doac deux valeurs de 5^, réciproques l'une de l'autre et de module
compris entre | 9| et
; et le module de leur somme ne
pourra surpasser I y 1 -h - ; \q\ étant d'ailleurs -< ^, ce mo-
dule sera moindre que ( i + ô- )
Pour déterminer ces deux valeurs de 5^, nous pourron; partir des deux équations
Divisons-les membre à membre et posons, pour abréger, il viendra, en extrayant la racine carrée,
te
OU
.nrA '7
D'après les limites entre lesquelles sont compris les modules de 5- et de y, le second membre peut être remplacé, avec une
faible erreur relative, par<7 (^"H- tj)* Les valeurs cherchées
de z^ différeronl donc peu des racines de lYqualîon
dont la somme est
si nous déterminons le
et a son module moindre que
signe de la quantité ambiguë ±: 6, de telle sorte que sa partie réelle soit positive.
Une seconde approximation permettra, au besoin, de reclifîer les valeurs trouvées pour z-.
Connaissant
1 ir ht
les valeurs correspondantes de u seront données par la formule
(jt)t
£7=:^ — . Log3* H- 2/71,(0,.
395. Pour obtenir Texpression des fonctions Oc, 6»^' P'^^ des produits infinis, considérons le produit
I i tV
Il est évidemment convergent (|</| étant •<!) sauf pour ^ = o, et représente une fonction uniforme n'ayant pas d'autre point critique.
On a évidemment
D'autre part, si l'on change z en qz^ chacun des facteurs I — q^"z^ se change dans le suivant, et chacun des facteurs I — q^^z^^ dans le précédent, sauf le premier i — q^z^^j qui se change en i — z"'^ ; on aura donc
p(y.)=p(=)'^'.~rir'f^ --7 •=-'!'(--).
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Donc P(2) ne diffère de Oc que par uu facteur constant (380), et l'on a
(,) = .LP(;)=.°-j7'(ï-3-')JJ(i-7'"-')(i
,in — î
•=: 2o\ùq^ sîmrt^ I B (i — 2^*" C0S2 7:c -h <y
On en déduit (38i)
e,i- = e(r-h-i)=:Ji#P(i<3)
=: 2(Â)<y* COSTCi' 1 I (• -H 27-" COS2lïi' -h 7^")»
- -^7*5(7*.- - q~'z-^) JI (I - 7"'^*^-)(» - 7
= .1.(1-73») JJ(i-7'-+'c«) JJ(.- y"'-';-')
= JL JJ (i — 7«-»-*<3^) (i — 7«"-»i-*)
=Z JU I I (l -I- 27^"-* C0S2lIi' -h 7^""-).
396. Il reste à déterminer la constante <^o. Pour cela, posons (' = o dans la dérivée de l'équation (35) et dans les équations (36) à (38); il viendra
e' (o) = 2X^* ir TT (i — q*" )\
Substituant ces valeurs dans Tidentité
on trouvera
jj (, -<y«')v^.\.« jj [(, +^«")(, +^«'.-')(, - 7'-')]'.
Mais le coefGcient de ^X- se réduit à Tunité, car on a évidemment
On aura donc
D'ailleurs, en supposant q infiniment petit dans l'équa-
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lion (38), on voit que a'U a pour valeur principale -h i . Donc
On obtient aisément le développement de ce produit en série. A cet effet, parlons de la relation
ou
Dans cette identité, remplaçons s*, q par q, q^ ; il viendra
OB
397. Substituons la valeur (4o) de d» dans les formules (39), et posons, pour abréger,
OB
<p,(T)=y"^JJ(.-y"-«),
TT
il viendra
FONCTIONS BLLIPTIQUES.
6'(o) = aircp»(T), 6,(o)= <p(T)cpî(T),
Ces valeurs, subsliluées dans les idenlilés (aS), (29) el dans les autres formules du n^ 391 donneront
Tt/
Cl C«
Cl d —
— ei
3ei=i
TC
^)V«p',-<pî).
ir
ir
(49) ff^=^(~)\"(?\-<fl){fl-'?\)if''^-<fih
to,
it
^^') "^ =3r^(?l' + ?i'+'PÎ')
De la combinaison de ces formules, on peut encore dé-
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diiire les suivantes :
(52) J-I^^ = ^^(^;_<p;)«(cp;_çJ)«(a>î-o;)^
tf« ^v ©5
398. Aux développements en produits, que nous venons d^obtenir pour les fonctions 0, correspondent, pour les fonctions
I r . . rfioge(f)]
2a)| dç 2(0
les développements en séries simples
I I ^r^ ^''*sîn2it(' I
(55) Ç« — - — 4T,itOj('-h7tcot7C('-h4ir \ '— I,
2aJi I ^ ^1 — 2^*'* C0S2Ttf -h ^Z*'* I
^ ^ '^ \2Wi/ I ^ * sin'TTf Zi (1 — 2y*^*cos2T:r-hry*ri-
Les fonctions
p(//H-(05j) — — — jlog3'(«-hcoa) :=— ^, logUaC " . * O^^jW
admettent des développements analogues. On aura notamment
(5;) < / I yf . _ ^y ^î/«-i(i^-,y*/i-«)cos2TCr — 27*"-'
~"\2Wi/l ^^*^* ^^ (l — 27*'»-«COS2Wi'-h7*'»--)-
L'identification des termes indépendants de (^ dans les formules (56) et (57) donnera
Posons dans les mêmes formules u = (o^, d'où i^ = ^; elles donneront
(Go) Ci —
Enfin, en substituant ces valeurs dans la relation on trouve Tidentité
399. Les fonctions <iUj (ioiU dépendent non seulement de u, mais des périodes 2(0|, 2(03. De même les fonctions Or, Oav^ dépendent non seulement de Vj mais du rapport t des périodes. Mettant ces paramètres en évidence, les formules (17) et (i 8) deviendront
Oa(0,T)
tlemplaçons 2a>i, 2(02 par un autre couple de périodes
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proprement équivalentes
(63) 2Wj =1 2a(i)|-f- a^Wj, 2cd', :=: 2Ca>i-|- 2rf(i)j;
et posons
20)'^ a-i-bx (Oj a -i- 6t
Nous aurons évidemment
Mais ce changement de périodes n'altère pas dUj et opère sur les fonctions dg^u une simple permutation, dépendant de la classe à laquelle appartient la substitution (63). Nous aurons donc
<«> ""■."'■"••'FéT) ='■"•""'•'■" î'fer,'
rindice cl' prenant à Tordre près les mêmes valeurs i, 2, .H que l'indice a.
Or on a
(u'j z= tOi(a -h bx)y
2 (aw, -h ^(i)t)coi
u^bizi bTziv^
^ta\(a-ï- bx) a-hbz
Donc
FONGTIOKS ELLIPTIQUES. 4^1
40J. Les constantes
sont respectivement égales, d'après les formules (4^), à
a-h OX tp3(T) ?(")?a(')
"^oLj ^^x' étant égaux à i ou à o, suivant que leur indice est égal à 3 ou <[ 3.
Elles seront donc déterminées si Ton connaît la valeur des quotients
Renvoyant à plus tard cette recherche, nous nous bornerons pour le moment à établir que les constantes cherchées sont des racines huitièmes de (a -h 6t)'.
On a, en effet (formules 33 et 3o),
6»(o,x)=^^y(ep-eT)'.
On a de même
eS.(o,<')=(|îjiy(4.-4.)',
<?a'j ^^5 ^r étant égaux, à l'ordre près, à ^a, ep, Cy.
D'ailleurs, le changement des périodes n'altère pasp^/, (3'f/, et, par hypothèse, il change
en
En vertu des égalités
pa—e^ —
ti^u
on aura donc et, par suite,
onc
e^(o, t) Vw,/
et enfin
L« + 6Te'(o,T)J -Lea(o,x)J -(«-^^^)
VI. — Fonctions périodiques de deuxième et de troisième espèce.
401. Nous appellerons avec M. Hermite fonctions dou blement périodiques de troisième espèce les fonctions méromorphes qui satisfont à des relations de la forme
i cp(a H- Cîcoj) — 6'^'""^*^' cp(M),
( cp(tt H- 2(0,) = e^«""^"«<p(//),
A|, B|, A2, B2 étant des constantes.
On en déduit évidemment
çp(M H- 2/niW, -4- 2/w,wj) 1= e*" "^^ <p( w),
A, B étant de nouvelles constantes.
Si A| = A2= 0, la fonction sera de seconde espèce. Si B| et B2 s'annulent également, ce sera une fonction elliptique.
Les fonctions ^^, d^iU nous ont déjà fourni des exemples
de fonctions de troisième espèce; leurs quotients <iao^j <^ap^' sont de seconde espèce. Proposons-nous de faire l'étude de ces fonctions en général.
11 résulte évidemment des équations (i) que les zéros et les pôles de f (m) sont distribués périodiquement dans le plan.
On en déduit d'ailleurs
logç(M -h 2 0)1 ) — logcp(a) -h Al w H- Bj-4- 'xm^izi, Iogcp(w -h aojj) .= iogçp(w) -\- A, w -h Bj-h im^izi,
i02. Soient «r^, . . . , a^ ceux des zéros de cp(w) et 6|, . . . , /^v ceux de ses pôles qui sont situés dans le parallélogramme des périodes tracé à partir d'un point donné Uq] on aura, comme on sait,
27C/([X — v) —y ^log«p(w),
2 7:/(2fl -S6)-- / w^logç(//),
les intégrales étant prises dans le sens direct autour du parallélogramme.
Or il est aisé de les évaluer. En effet, supposons, pour (ixer les idées, que t ait sa partie réelle positive; on aura
^Vlog'f(//)
OU, en réunissant les intégrales prises suivant les côtés opposés.
r/log©(//) - / <^/[log'f(w) — iog©(w -hSitO,)]
-H / é/[logo(// -h 2(0,) — Iogcp(^/)J
— Aida -f- / Aj^w
-= 2 lOj A , — 2 0> , A J .
J - IL
On aura de même
fudlog^{u)
= I ud\og^{u) — (a -h 2Wt) d\og(^{u -h 20)2)
J^I/o + tCD, ' ( a -H 2 tO, ) C? log (p(M-l-2 0Dj) — MC? log Ç ( W )
— K^u du — 2(1), û?logp(M H- 2a)j)
AjM ûf// -+- 2(uiC?log(p(w -H 2(1),) ».
— 2Ci3,[Iog(p(«o-h2C*),-h2C*),) — log 0(1/0 -{-2C0j)]
(f/o-h2fa)t)'— ni
-H 2a)i[logcp(Mo 4- 2(0,-1- 2a)j) — log«p(i/o 4-2w,)J =:— 2a)j A,(//o-l- Wi) — 2w,[A,(ao-f- 2ci)j) -h B,H- 2/;I|T:/]
4- 2CD,Aj(wo4-<«>t) 4- 2(D,[A,(Wo-H2(Di) -h B,-h 2 m,iri] = 2(i)i(A,a),-h Bj-i- 2/?i,iri') — 2(«)j(A,(«), -h Bj-h 2miTt/).
Nous obtenons donc les deux relations fondamentales
(2) 2(i)2Âi — 2Ci3j A, =1 211/(1^ — ^)
,.,, ( 2w,(A,a)iH-B, 4- 2/11,^0
( — 2(i),(Aja),4- Bi-H 2mjir«') — 27ri[2a — 2 6].
403. Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, on pourra construire une fonction admettant les zéros, les pôles et les multiplicateurs donnés. Posons, en effet,
C^est une fonction de troisième espèce, ayant les zéros et les pôles demandés, et ses multiplicateurs seront e^»""^^',
^M./n-N,^ en posant, pour abréger,
Ml a -h Ni = (4^1" H- 4<«>î)* -H 2 0), 3
A [2T)i(m — ^^-hW,) — TCt],
M, M H- N,=: (4«*>fW -1-4^5 )«-H2a)jP-f-
Ces multiplicateurs seront respectivement égaux à e^«"-^^', ^AjM+B,^ si Ton détermine a, ^ de manière à satisfaire aux équations
f 4a)ia -h 2T,,({A — v) = A,,
-+- (2Tij(Di — Tzi){[J- — v) := bi 4- 2mi'nz,
4<«>ta -^ 27), ( «x — V ) — A„
4(i>*a + 2ct)2P — 2 71, (Sa — 2^)
t-(27),w, — ir/) ((X — v) =: B, -+- 2mjiri
Pour que ces équations soient compatibles, deux conditions sont nécessaires; on les obtiendra en éliminant a, ^.
En tenant compte de la relation tjiWj — r,2C0|= — > on
retombe ainsi sur les équations (2) et (3), qui sont vérifiées, par hypothèse.
Toute autre fonction ^i{u) admettant les mêmes zéros, les mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que f{u) sera de la forme C'^(w), G étant une constante; car le quotient — — - est une fonction elliptique qui n'a pas de pôle.
40i. Il résulte de ce qui précède qu'une fonction de troisième espèce qui n'a ni zéro, ni pôle est de la forme
Pour une fonction ç(a) de seconde espèce, on a et en vertu de l'équation (a)
[JL HZ V.
Les équations (4) donneront ensuite
Les fonctions de seconde espèce ont donc autant de zéros que de pôles, et leur expression générale est
40o. On obtient de nouvelles expressions des fonctions
de deuxième et de troisième espèce par les considérations
suivantes :
Soit 'f (m) une semblable fonction, ayant pour multiplicateurs e^i"-^-Bi^ ^A.«-*-B,
Posons les constantes a, ^ étant déterminées par les relations
<^i(^) sera une fonction analogue à ^{u)^ ayant les mêmes zéros et les mêmes pôles, mais dont le premier multiplicateur se réduit à l'unité. Soit e^""^® son second multiplicateur.
Si \ = o, <pi(w)sera de seconde espèce. Laissons provisoirement ce cas de côté, et posons
B . . (uj
//T=:2to.l^ — -- ) 2(i)iA=:3 — 2/mri, = "^ ;
A Wj
cpi(w) se changera en une fonction ^(^'), et les relations
«Pi(w -h 2 0),) = «p, W, Oi(// -h 2ti:,) zz: e^""»"^©, w
deviendront
(6) ^'(r+ i) = Vf, V(i' -hT) z=e-S"«w'«'Vr.
Nous donnerons à ces fonctions particulières ^*(^) '^ ^^"^ de fonctions réduites. Le nombre m se nomme V ordre de la fonction; c'est un entier (positif ou négatif), car la formule (2); appliquée à ce cas particulier, donne
m = jx — V.
406. Ces fonctions réduites ont été construites par M. Appell de la manière suivante :
Posons, comme précédemment,
cr — ^ , er — ^/ ,
^'(i) se changera en une fonction de z. Cette nouvelle fonction y( .3) sera uniforme, car, en vertu de l'équation
à toutes les valeurs de v qui correspondent à une même valeur de z répond une même valeur de la fonction. De plus,
r = — Ao^z n'admettant qu'un seul point critique z = o,
y*(3) n'aura pour points critiques que des pôles correspondant à ceux de ^(i^) et le point essentiel 5 = 0.
Enfin les équations (6) se transformeront dans les suivanles
Il s'agit de construire les fonctions y(2) qui satisfont à ces relations.
407. Supposons en premier lieu m positif, et admettons, en outre, que la fonction ^(^) soit entière; /(>3), n'ayant d'autre point critique que js = o, sera développable par la formule de Laurent, mais elle est paire; le développement sera donc de la forme
En le substituant dans l'équation
nqz):=-.z-^"^f{z), il viendra
ce qui donne pour déterminer les coefficients A^ la formule récurrente
A A Ai*"
Les coefficients Aq, A|, . . ., S.m-\ restent indéterminés. Soit A;, l'un d'entre eux; on aura
r+«i/i — '^ry
--- \ rt-rn-i-mnn—l)
Si donc nous posons
. te
l e;.(c)-— \ ^»r/i4»iii(«-l)5Î(r+i
-/nn)
\ ^m/i(/i-l) -J/««(gî« «S)r^
la forme générale des fonctions cherchées sera
tn-i
ou, en revenant à la variable primitive v et désignant par
Tr(i') ce que devient alors 6r(^)>
(lo) 'r(i.) = yA,T,(t').
Si, au lieu de grouper ensemble les termes dey(5) qui correspondent à une même valeur de r, nous groupons ceux
pour lesquels n a la même valeur, nous trouverons
P(;î) = Aq4- A| z 4-.. .-h A«_i s*"""* désignant un polynôme arbitraire de degré m — i.
408. Les fonctions réduites ^(i^) d'ordre m ayant v pôles /^i , . . . , 6v et m H- V zéros a^J . . , Um^y admettent une représentation analogue, où le polynôme P(^) est remplacé par une fonction rationnelle B.(z) ayant pour numérateur un polynôme P| (z) de degré m + v — i et pour dénominateur le produit
Posons, en effet,
1® Cette série sera convergente, sauf pour les valeurs de z qui rendent infini l'un de ses termes. En effet, {^| étant <^ I et m > o, la racine /i**™* du terme général tend vers zéro si n tend vers + oo, et il en est de même pour la racine — n**^"® si n tend vers — oo.
2° C'est une fonction paire de z. D'autre part, si l'on change z en qz^ chaque terme se change dans le suivant, multiplié par z"^'"; donc
/t(~^)=/i(^), Mqz) = z-^^Mz)
et V| (i^) est une fonction réduite d'ordre m. 3*^ Ses pôles sont aux points pour lesquels on a
ou
pïnw/T+twiV — pinih.
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d'où
n, n! étant entiers. Ce sont les pôles de ^(i').
4** C'est une fonction entière et homogène des m -f- v coefficients, encore indéterminés, du numérateur Pi(>s). On peut déterminer les rapports de ces coefficients de telle sorte que ^*i(r) s'annule pour v =i a^^ a^^ . . ., am+v-i-
Cela fait, le quotient -—- ^ sera une fonction elliptique
n'ajant pas plus d'un zéro; ce sera donc une constante. Mais Vi(i^) contient encore en facteur une constante arbitraire; on pourra la choisir de telle sorte qu'on ait W, (i^) = ^*(«^').
Posons, en particulier
2Tr/e'«'"'
^lltlM'
iv étant un point intérieur au parallélogramme. La fonction réduite
ge
— oe
formée avec B.(:;), n'aura dans le parallélogramme qu'un pôle simple w^ et Ton vérifie immédiatement que le résidu correspondant est égal à i .
En dérivant les équations
par rapport au paramètre s\\ on voit que
sont également des fonctions réduites; d'ailleurs, elles admettent le seul pôle (v et la partie infinie de leur développement aux environs de ce point sera respeclivement
(i' — wy {^v — wy
Cette remarque fournit une décomposition des fonctions réduites en éléments simples. Soit, en effet, ^(t^) une fonction réduite d'ordre m, admettant les pôles (V|, iV2, . . . avec des ordres de multiplicité A:, /, . . • et soient respectivement
A-i , Aj ^ A^
Ç — H^l (V — iVj )* ( ^ — *^1 )
les parties infinies de son développement aux environs de ces p(Mes. Posons
4>r= A, W{v, ivj) 4- A, ^J^i:^-^.. .
k — i) div
-h . . . -f- >Fi (\
Le reste W^ (ç) sera évidemment une fonction réduite entière d'ordre m et pourra se mettre sous la forme
410. La fonction ^((^, w), qui nous a conduits au résultat ci-dessus, va également nous servir à construire les fonctions réduites où m est négatif. Pour cela, il nous faut considérer w comme la variable et (^ comme un paramètre. La fonction n'aura dans le parallélogramme qu'un seul pôle simple, w = Vj et ce même point sera un pôle double,
triple, etc., pour les dérivées -=--, •••> -^r-* ' •" prises par
rapport au paramètre if.
Posons, pour abréger,
la fonction prendra la forme
— as
On a évidemment
Changeons, d'autre part, t en qt et remplaçons en même temps rindîce de sommation n par /i + i, il viendra
= 21CJ V^'"»(''-*'5"»''r* V (^.«'"s»)'-i«('»-r-l
= 2ic« y e,.(3)^*{'«-'").
En repassant des variables auxiliaires z, t aux variables initiales v, (v, les relations (ta) et (i3) deviendront
iir((,, tv -h t) — e*"»'^"''V(f', (v) — 2Tzi \ T;.(v') e*^"»-''^
En les dérivant par rapport au paramètre v, on aura plus généralement
nt — 1
__ eJ/««itv <^ Y^^' "= ^'^** y '^^*' ^^^ ^*""~'"
— r;icv«v
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iH . Cela posé, considérons une fonction rédiiile 'i(V où le nombre v des pôles contenus dans le parallélogramme surpasse de m unités le nombre des zéros. Soient v^y (^j, ... ces pôles; k^ l, . , . leurs ordres de multiplicité respectifs.
Formons l'expression
S (!»'):= AiV(r„cv)4-A2^i-V^- -H A
ÔVi 0\
+ B. V(,.„ .V) + + B, ^^rf —
Elle admet les mêmes pôles, avec le même ordre de multiplicité. De plus, on a évidemment
(i4) S(iV-M) --:S((r),
(i5) S((v -HT) — e«"»«'"'S(w) --- 2Tr/y Ure*^'"-'*)^''"',
en posant, pour abréger,
Disposons des v constantes A, B, . . . de manière à satisfaire aux m équations
Uo — o, IJi — o, ..., U,„_i = o.
L'équation (i5) se réduira à
Donc S((v) sera une fonction réduite d'ordre m, ayant les mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que i^sv. Elle dépend encore linéairement de v — m constantes arbitraires, dont on peut déterminer les rapports de tette sorte qu'elle
admette v — m — i des >3éros de A(v. Le quotient | — sera
donc une fonction elliptique, n'ayant pas plus d^un zéro. Ce sera donc une constante.
4<12. Passons aux fonctions de seconde espèce, dont nous avons réservé Téliide (40o). Soit ©<« une semblable fonction, aux périodes 20)4, 'ico^ et aux multiplicateurs i,^*^-
Posons
u =1 20)1 r, t^yu^=- tir.
La fonction i^{v) aura pour périodes c, t et pour multiplicateurs I , e^. Soient a» , , . .^ a^ ses zéros et 6j , . . - , b^ ses pôles dans le parallélogramme des périodes ; posons, pour
abréger,
Sa — S6=: — s.
On aura, d'après la formule (3),
Supposons d'abord que s soit une période, telle que n-\-ns': {n, rii étant des entiers). Posons
On aura évidemment
X_(ïM- 1) _ ^{v H-i) _
Donc '^^ç est une fonction elliptique, que nous savons construire.
413. Passons au cas général, où s n'est pas une période. Nous poserons
^j(^v admettra les mêmes zéros et les mêmes pôles que ^v et ses multiplicateurs seront
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Celle fonction réduite x(^) sera de la forme
Car le second membre admel les zéros a, les pôles b el ses raultiplicaleurs sonl
Son rapport à y i^ esl donc une constanle, qui se réduira à Tunilé par un choix convenable de C.
414. Considérons parmi les fonctions réduiles la fonction parllculière
Elle a un seul pôle r = o, pour lequel le résidu est égal à i . On voit d'ailleurs, en dérivant les équations
que F'(p), F^'(('), ... sonl de nouvelles fonctions réduiles. Elles admetlenl encore le pôle unique zéro, el leurs développements aux environs de ce point auront respectivement pour parties infinies
Toutes les fonctions réduites yi^ sont exprimables à l'aide de cet élément simple. Soient, en effet, 64, ftj, ... les pôles distincts de yv dans le parallélogramme, et
les parties infinies du développement de y (i') aux environs de ces points. On aura
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Car la différence des deux membres est une nouvelle fonction réduite n'ayant plus de pôles; elle sera donc de la forme CeP"; mais de plus C sera nul. En effet, s'il ne Tétaii pas, celle fonction aurait pour multiplicateurs eP et e^': mais ces multiplicateurs doivent se réduire à i ete""*^'; on devrait donc avoir
et, en éliminant ^,
s --- — /iT -+- /i, :
s serait donc une période, contrairement à l'hypothèse.
X -f- XjT, |X -h JJLiT
A, ).|, |Ji, jjLi étant des quantités nielles. Au moyen des formules ci-dessus, on pourra ramener le calcul de F (v, 51 an cas où A| et [JL| sont compris entre o et — 1 . Dans ce cas, le^ quantités
seront comprises entre 1 et | y
416. Pour obtenir un développement de F (i>, 5), valable dans ces conditions, calculons l'intégrale
çtnix g*'^'*'
autour d*un parallélogramme ÂBCD ayant pour sommets les points
p et/>' étant des entiers inGnis.
Par suite de la périodicité des fonctions F et e^'^'^, les intégrales suivant BC et DA se détruisent.
L^intégrale suivant ÂB est infiniment petite; car on a le long de cette ligne
^ = — P'^-^.yy
y variant de o à i; et, par suite,
Or F(x,.«') ne devient infinie que pour les valeurs a: = m-i- m''Zj ou m, m sont entiers; FI ^yt^j
reste donc finie lorsque y varie de o à i. L'exponentielle ^îm(2j~i-tj restera de même finie et différents de zéro. On a enfin, par hypothèse, i < | e^" i <^ i 7 i~*« ^^ facteur e^'^"P tendra donc vers oo avec/?, mais moins rapidement que q''^P. La fonction à intégrer tendra donc vers zéro lorsque p tend vers 00.
L'intégrale suivant CD est aussi infiniment pelite, car on
a sur cette ligne
y variant de o à — i, et par suite
gtnijc -— qip'^izHiy^x-^x)^
Ces quantités tendent vers zéro pour p^ = co. Le numérateur de la fonction à intégrer tend donc vers zéro, et son dénominateur vers la constante — e^''^'*^.
L^intégrale considérée étant nulle, comme on vient de le voir pour ^9 = 00, p' =x>, la somme des résidus relatifs aux pôles intérieurs à ABGD sera nulle. Ces pôles sont de plusieurs sortes :
I® Le dénominateur e2««>^e^^'*' s^annule aux points X :=z V -h fi {n entier). L'un de ces points est intérieur à
ABCD; le résidu correspondant est - -^ \J r
2" Le numérateur F(Xy s) devient inCni aux points x ^= n-z, et Ton a
F(/iT -h /j, s) — e-«^''» F {h, s) — ^"*^^"*( T +...),
car le résidu de F relatif à l'origine est i. Le résidu de
F(x s) -T^TTZTT^^.' P^'* rapport au pôle /ît, sera donc
fjtn ^rniv
Égalant à zéro la somme des résidus et posant nous aurons donc
Sa
('«) ïbpC'^)-i;.-',-V'
il7. Pour /? =r o, on aura au second membre le lernie
On a d'ailleurs, en changeant n en — /i,
D'autre pari,
Enfio, 1 1 ] étant > i , par hypothèse,
Nous pourrons donc écrire
2ltt I — 5~* I — /-*
Cette formule a été établie en supposant i < | ^ | < | y |" * , z restant quelconque. Mais, si l'on change v^, 5 en — v, — 5, d'où Zy t en z'*, f^ les deux membres ne font que changer de signe. L'égalité subsistera donc si | ^ ] est compris entre I et |^|.
418. Si I ^ I est également compris entre \q\~* et | y |, on pourra développer en série les quantités (1 — gr^n^î)-', (1 — q^'^z~^)~*. On obtient ainsi la série double
ou^ en remplaçant les exponentielles par des lignes trigonom étriqués,
F{ÇyS) i^'7r(col'ïrc + cotT^)
H4.VV
47î> > ^""'*sin2it(wç' -h /If).
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•419. Celle expression en série double mel en évidence la symëlrîe de F((^, s) par rapport à ses deux arguments. Pour obtenir une série simple offrant le même avantage, considérons les termes de la série double oh m^n. Posons
mzzzn -^ p.
Leur somme sera
OU, en eflectuant la sommation relative à p,
,Sii<
Les termes o\\ n^m donneront une somme analogue, qui se déduit de la précédente en permutant z el /.
Ajoutons les deux sommes précédentes, et retranchons-en la somme des termes où /n = /i, afin de ne pas les compter deux fois ; il viendra
\ /tî»' /*» mtn { _|_
ta -^—1 V rAn /— *
Cette nouvelle série est d'ailleurs convergente pour toulo valeur des arguments, car la racine /2*«™* de son terme général a pour limite zéro.
420. Ayant trouvé par ce qui précède, el cela sous plusieurs formes différentes, le développement de la fonction
on en déduira, sans peine, beaucoup d'autres développements.
Changeons, par exemple, s^ en v -{- ^j ç -h ^'^ ou v — ^ — ix,
et par suite z en iz, q^^z ou — iq ^ z. Les fonctions O(i'),
0 ( ç' -f- 5) seront changées, à des facteurs exponentiels près,
dont nous avons donné l'expression (384), en
' Nous aurons ainsi obtenu le développement des trois fonctions
Fa{^,^)
Accroissons à son tour s d'une demi-période ; nous obtiendrons le développement des fonctions
421. Comme exemple de ce calcul, cherchons le dévelop pement de la fonction F2(^', 5).
On a (384)
9,((^) =zi-^qK e(^ + iT),
d'où
Oj(^^-^) — ï~*<7*JS^6(p H-5-h|x),
':.F,= -^.F((^ + iT,5)
HI5I -^^4 I
Le premier terme peut s'écrire ainsi
D^ailleurs Donc
Si nous supposons que | z^ \ soit compris entre \q\ et | ^ |~* , nous pourrons développer les quantités (i — q^'^"* z^)~* et (i — gr2«-«^-a)~« en série, et nous obtiendrons la série double
(23) —.Fi{v,s)= _' — V Vy(««-n/«(^ï«-i5î«_^-î/i-Hi;j-t«
et en revenant aux lignes trigonomé triques
CB OP
(.2/4) F2(^>^) = -ï r4^/ \ ^<*»-*)'»sinTC[2mf -h (2/1 — 1)5].
422. Changeons ç enç -\- *- dans les formules (ai) et (24 j; elles donneront immédiatement
iFi{ÇyS) -^it(— tangiip -hcotit^) ' ' ' ' 4^^^ \ (— i)'"y*'"'*sin2'Tr(/n«^ -H/W),
( 36) F,(i', 5) 1= -r-^^^ h 4*^/ / (— i)'"^<"*-*J'~ sinTC[2mr -h (2A1 — i)i]
Posons s:= > d'où t = z ^ dans Tun des déve
loppements trouvés pour
Nous obtiendrons le développement de
el, en accroissant ç de demi-périodes, ceux des fonctions
Posons s = — if dans les expressions des quantités
e^(o)Qa(t> + 5) e^(o)ey(p-H^)
Nous obtiendrons les développements des quantités
6>VUo) no)QY(Q)
Pour cette valeur de s, les quantités s'annulent; mais leurs dérivées se réduisent à
On obtiendra donc ces dernières quantités en posant 5 = — ç^ dans les formules, après les avoir dérivées par rapport à s.
424. Développons les deux membres de la formule (21), suivant les puissances de s; Tidentification des termes constants donnera
1 1 et, en effectuant la sommation relative à /i,
(27) 5 =:iccotirf' '\-1\'k\ — ^ — --sinamTrc^.
Des formules (25), (24), (26), oq déduit par le même procédé
(28) ^J" ^:=-irtangirç^ + 4^2^^^73^^sin2m^r,
qtm t
On a d'ailleurs (398)
Les formules précédentes donneront donc
(3i) Çw ^ T^ [4^01^1^^ 4-7cC0tTr(^-f-4^2j7
(33)p(«-f-co,)-(^— j |-4Taco,-i-^^--8.2 i-g«-
-^^ — r— sin ainsi
cos2m«i
rllt
' "^'^ -471,0)1 -8^«y ^"^"^^ cos2mr
(34)p(«4-co0=(— j (--4iri,a)i "^ ^^ 2^ l~r^
— — cosawï''
i2o. Posons ç = o dans les développements des fouclions
e^o) e^(o)ey(o) 6^»(o)
et tenant compte de Tidentité
nous obtiendrons de nouvelles expressions en fonction de q pour les quantités
Développons, d'autre part, les deux membres des équations (82) à (35) suivant les puissances de ('; on aura (u étant égal à 2 coi (^)
PU=- L_
et, comme p(u -j- Wa) est une fonction paire,
p(M + Wa)=:j)ci}aH-p'a)a h...
=rea-f-(6e5 — l^j) — ^ 4-
Identifions ces développements avec ceux des seconds membres. La comparaison des termes constants donnera
o=-4rnCO,+ -3-8^«2TZr^
*^') «.= fe)"(-*'- -«"îr^
,.(_!.)■[_,,... -..|'-3il^].
En poussant plus loin ridenlification, on obliendrait d^ même l'expression des quantités g^^ ffs, glj e^, ....
i2G. La comparaison des expressions ainsi obtennes avec celles déjà trouvées par d'autres voies donne des idenlitës qui fournissent des théorèmes arithmétiques remarquables. En voici un exemple :
On déduit des équations (87)
Mais cette quantité est égale (391) à
On aura donc l'identité
"* tnq^'^
gim
IjC premier membre développé est de la forme
Si donc on réunit les termes égaux, le coefficient du terme en q^ sera égal au nombre S des solutions en nombres entiers de l'équation
n^ H- /ij -h nj H- nj = N.
Considérons le second membre. Le terme ^—z- peui
être développé ainsi
et fournira un terme en q^ avec le coefficient m, si m est un diviseur de N, tel que le quotient soit impair.
Soit N == 2^1, l étant impair; il sera nécessaire et suffisant pour cela que m soit de la forme 2^8, 8 divisant I. Le
coefficient de q^ dans le développement de \ ^"iJH ^^^^
donc 2^S8, la sommation s'étendant à tous les diviseurs del.
On a, d'autre part,
Ce développement contient un terme en q^ avec le coefficient ( — \)^m si 2/n divise n. Cela ne peut avoir lieu si X = o, auquel cas N = I est un nombre impair. On a donc,
dans ce premier cas,
Soit, au contraire, X>o; 2m divisera N si m divise 2^-* I, et par suite, si m est de la forme 2^*8, [jl pouvant varier de o à X — I. D'ailleurs, ( — i)'" sera positif si [Ji>o, négatif si |JL = o« Le coefficient de q^ dans le développement de
7 T^ — sera donc
2^-* ZS -h 2^-* 2$ -+-... 4- 2 28 — 28 = (a^— 3) 28,
et Ton aura
VIL — Dérivées par rapport aux paramètres.
427. Jusqu'à présent, nous avons traité (01, coa comme constants, de telle sorte que les fonctions p, Ç, (rf ne dépendraient que d'une seule variable u. Supposons maintenant coi, CO2 variables; continuons à désigner par j)', p'', ...; XJ . Ç", ...; ^', <^', ... les dérivées prises par rapport à a, et cherchons à déterminer les dérivées partielles -r^-, 3-^j ••• prises par rapport aux deux autres variables.
Soil / l'une quelconque des fonctions considérées; elle est homogène d'un certain degré X en u^ o>4, cos; on aura donc cette première relation
0), -r^ H- (0, —^ + Uf'= X/.
Il suffira donc, pour calculer v-^ -^—^ d'obtenir une nouvelle relation entre ces quantités.
428. Considérons d'abord la fonction p. Désignons par pi, Çi ce que deviennent j) et Ç lorsqu'on y remplace u par //i = M -h ami (0| H- 2/722(1)2. Nous aurons
et en prenant les dérivées partielles de la première équation par rapport k u, to^, (02, dont p^ est une fonction composée,
En combinant ces équations, on trouve aisément ^ ^.Pt . ^ <^Pt . „/r — ^ ^P -u^ ^P -ur.'r
Cette équation montre que la fonction
est une fonction elliptique aux périodes acoi, 2(1)2. Nous allons chercher ses pôles.
On a, par définition,
^ tt* ^ L(" — 2mia)i — 2/n|i02)* {2mi(«)i -+- 2mj(i),)*J '
d'où
àp^ :-\'\ ^^!!b , ^lHi 1,
série convergente qui s'annule pour u = o, et ne peut devenir infinie que si w = période. On trouve une expression
analogue pour -, — ; enfin p' et ^ ne sont infinis que pour
n ■= période. Le point m = o sera donc (aux périodes près) le seul pôle de F.
On a, aux environs de ce point,
trou
D'ailleurs
donc
^--^.^■hgi-^-''
F-t-ap* — i^,= o,
car le premier membre est une fonction elliptique sans pôle, et qui s'annule pour w== o.
Désignons par D l'opération
nous aurons
(Dp — ap'Ç — 2F =2p'C-+-4p'— l^î
''^^ \ =2(pÇ)'+6p«--|^-,= 2(pîy-hp''-i^,.
429. Substituons dans cette équation pour p et Ç leurs développements
p=-îi + ^««-h^M^Hh-^««^-..., Ç=--fîw»-....
Intégrons Téquation (2) par rapport à u; on trouvera
(7) I>C = -2pî — p'4-i^,«.
On n'a pas à ajouter de constante arbitraire, car, en substituant à Ç, j3, p' leurs développements, on voit que les deux membres s'annulent pour m = o.
Intégrons encore une fois, il viendra
(8) Dlog(^zz:î>-pH.Jj^,a»,
les deux membres s'annulant encore pour w = o. Mais on a évidemment
L'équation (8) pourra donc s'écrire ainsi
(9) Dtf=zV+^^,«'!^.
En substituant dans cette équation aux dérivées partielles le développement
a* zz: tt -h é/j «• -i- rfj a' H- . . . ,
l'identification donnera une formule récurrente pour le calcul des coefficients d^^ e/^?
431 . On a évidemment, d'après la définition de l'opération D,
(10) Da)a=— 271a (a~i,2, 3),
-. (o, D(Os — (Oj Dw| — acOf 7),-f- 2(o,r|f tzi
(11) Dt = = = - .
COj tu} lOj
D'autre part, f{u) désignant une fonction quelconque de u, a>|, (1)2 et u^ une valeur de u qui soit fonction de o>i, (L>2, la règle de dérivation des fonctions composées donnera
D/(w,)Tz:[D/(«)]„=„.+ /'(Mi)Da,.
Appliquons cette formule aux expressions
En remarquant que j3'(0a=o, p^Wa^^eJ — ^^2, il viendra
(11) DT,a = — 2ea7ia+ J^t^a + ^a.2Tfia = |^,a)«,
(i3) Deot=i4«â — f^i;
puis
Dlog(ep — Ca)
— ^ =4-^ z=z4(ep-l-ea)=— 4
ey,
et enfin
) i^ = DlogUa=^Dlog[(ep-ea)(ey-e„)] * ( =i(4ey-i-4ep)=— Ca.
Appliquons ces formules au calcul de Texpression
D logera = D log g— ^
= — DlogUa— D7)a(M-hiWfli) -i-DlogCCM -ha)a) = ^a — ( " 4- ï <»)«) -J-^iWa+ TQa^a
On a
DcOfli— — 2Y)a
et
S- (?/ + a)a) — UaC ^ * >' S'a,
Substituant ces valeurs, il viendra Da'a
Dlog3'a==i -— =ea— (w-f-|a)oi)|^itUa+7iS
Oflt 12
— 27ia 3
ou, en chassant le dénominateur et réduisant,
équation aux dérivées partielles, analogue à l'équation o précédemment trouvée pour la fonction rf.
Cette équation (g) n'est d'ailleurs qu'une transtci
mée de Féquation
d^^ , .de
o\r ai
a laquelle satisfait la fonction 0 (382).
Pour établir cette équivalence, revenons à la forme prinn
live de l'équation (9)
et rappelons-nous les relations
O'(o, x) 20), tUj
On en déduit immédiatement
et, en prenant la dérivée logarithmique par rapport à u 0" Tf), a I dv
3*/ (Oj \2a)i/|_6 \6
On aura, d'autre part,
Jjç; _| Dx
0* 8 A 2 b)| 2 (oj Ô
Or
Substituant cette valeur et celles de DA, D(0| Dt^i, Dt dans l'expression précédente, elle devient
toj toj d toj ô
3" /3"\' Da*
Substituant ces valeurs ^^ ~> ( — ) > — dans l'équation dif-
férentielle, réduisant et multipliant par 4^i ^? il viendra
ov* àx
434. On peut déduire de Téquation (9) une équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait l'expression
cfnu
Changeons, en effet, u en nu et posons rf/iw '=y\ Téquation (9) se changera en
Posons d'où
"(jJ^dii—'^d-I-^-'l)
La transformée en <^n sera donc
ou
(16) D4;,= ^,^:-^aÇ^;, + (,ï«-,)p<;„.
Prenons p, ^2, ^3 pour variables indépendantes au
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lieu de w, ^2, g^; nous aurons
Siibstiluant ces valeurs dans Tëquation (16) et chassant le dénominateur n^, on aura la transformée
Si n est entier et impair, ^,1 sera un polynôme entier en p, «"2, ^j; si n est pair, ce sera le produit d'un semblable polynôme par p\ Dans l'un et l'autre cas, l'équation (17) Cournira une formule récurrente pour le calcul des coefficients des diverses puissances de p.
436. Supposons qu'on ait pris pour variables indépendantes ^21 gi au lieu de (0|, W2. L'opération D étant exprimée au moyen de ces nouvelles variables par la relation
les équations précédentes donneront une première relation entre ^^> -~-y f désignant l'une quelconque des expressions considérées ci-dessus. L'homogénéité en donnera une
seconde. Supposons, en eOfet, que /soit homogène de degré X par rapport à a, coi, (1)2 ou, ce qui revient au même, parrap-
port à M, ^, *, ^, • ; on aura
df -} df -î df ,,
^^t * agi
ou
437. On peut encore prendre pour variables indépendantes A, J, V, On aura, dans ce cas,
©, étant homogène et de degré zéro, se réduira à une fonction de J, i». La dérivée -— sera évidemment égale à
La dérivée -f- sera ésrale à awi ^— : enfin, DA étant nul. dv ^ du'
•7 se déduira de la formule
(18) D/z=:^DJ-f.|^Di>.
' àJ Oi'
Effectuant à nouveau sur cette égalité l'opération D, on
aura une nouvelle équation qui fournit -r-. , ; etc.
Supposons, pour plus de simplicité, que/ soit indépendant de m; il viendra
Mais de l'égalilé
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on déduit
(DJ)»=: 48( J — i) J» A.» = 48 aM( J — J) J,
/^HT » r -11 1 -11
^=4v/3A'Li(J-i) 'J*+î(J-i)*J 'J, .
^DJ = 484ijUf(J-OJ^J=48AM(7i^).
L'équation (19) devient donc
et pourra servir au calcul de ^~ •
Comme application, posons /= coa; on aura
Nous aurons donc
Soit en second lieu /" = tj^ ; on aura
= l6A'J«(J-l)^-ÎA»J',,,.
On aura donc
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el, en rodiiisnnt,
(yj- o ()ô 144
439. Si nous supposons A constant et J variable, les deux périodes (0| et (02 = t(0j satisferont, comme nous venons de le voir, à une équation différentielle linéaire du second ordre
où nous posons, pour abréger,
A=:(J-i)J, B^-^i^, Cr=iA^.
Nous aurons donc à la fois
A^ — p.' -h 2B — -h Ga>| = o,
cû' dS
A -y^r- -^ '^ B — 7ï h Cto), =: o.
Développons celte dernière équation en tenant compte de la précédente, il viendra
d' t/to, / d^x u^'\ Une nouvelle dérivation donnera
dJ dP L di* \<)J Jdi} OJ
{ ^Ti[^dp-^^^d3)'^' = ''-
Éliminant Wj et ses dérivées entre les équations (^S), • 24 . (^>5), nous obtiendrons une équation différentielle du troisième' ordre à laquelle t satisfera.
140. La relation entre les deux variables J et t méril' d'èlre étudiée avec soin.
FOGTIO.NS ELLIPTIQUES. 4^9
A chaque valeur complexe de t, à partie imaginaire positive, correspond une valeur unique de J, définie par la formule (34) du n° 391 (où q = e'^^'^). Les séries qui figurent dans cette expression étant uniformément convergentes dans l'intérieur de tout contour fermé, situé dans la moitié supérieure du plan où Ton figure la variation de t (et ne rencontrant pas Taxe des .r), J sera dans cette région une fonction analytique de t, uniforme et sans point critique.
Réciproquement, supposons J donné; les rapports des ([uantités ^i, <?2, <?3 seront déterminés par les. relations
Eu éliminant ^3, on aura une équation du sixième degré en -^\ mais, à cause de la symétrie des équations en gj, ^2, e.,,
elle admet évidemment pour racines les six quantités — •
iJonc la connaissance de J détermine ^i, 62, e^ sans ambiguïté à un facteur près de proportionnalité ut- Or, si l'on change ei , e^t e^ en [xei, [Jie2, [iiea, la période principale
r'T dz
se change en
^^ dz
Changeons également z en ^lz] cette intégrale deviendra -_Wa. Donc la connaissance de J détermine les périodes |)rincipales et, par suite, tout le réseau des périodes, à un
lacteur près de proportionnalité, égal à --, lequel disparaît
y/fx
des rapports des périodes.
Mais à un même réseau correspondent une infinité de va-
lîurs de t, qui se déduisent de Tune d'elles t'== — 7 en rem-
plaçant o>',, (i)^ par un autre système de périodes équivalentes
a formule générale des valeurs de t correspondantes à une même valeur de J sera donc
0)1 a -h bz'
où a, 6, c, (i sont des entiers tels que Ton ait
ad — hcz=z\.
Tous ces nombres t ont, comme t', leur parue imaginain^ positive (308).
441. Soient d'ailleurs/?, q deux entiers réels quelconques premiers entre eux. On pourra déterminer deux autres entiers />', q\ tels que l'on ait
et, plus généralement, n désignant un entier quelconque,
p{nq^q') — q{np^p') = i.
Donc J prendra la même valeur au point t' et au point
np -f-/?'-+-/?T
nq -\-q' -^qz Mais, si n tend vers oo, ce point se rapprochera indéfiniment
de -• Donc - est un point d'indétermination pour J; et coninïf
t')ut point de l'axe des x est un point limite pour l'ensembl'
P de laquelle la fonction ne pourra être prolongée.
des points - j Taxe des jî sera une ligne critique au-dessoi:>
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442. Parmi les valeurs de t en nombre infini qui correspondent à une même valeur de J, considérons spécialement celle qu'on obtient en choisissant pour 2(1)1 la période de module minimum, et pour 2o>2 la période principale qui la suit lorsqu'on tourne dans le sens direct autour du triangle principal. Désignons-la par t'. Il est aisé de déterminer la région du plan décrite par t' lorsque J prend toute la série des valeurs complexes.
Considérons, en effet, le triangle T formé par les trois points — I, o, V. Il est semblable au triangle principal (2C0|y 2(i>2, 2 (Os); or celui-ci a ses angles aigus et son plus petit côté est 2(0|, qui a pour correspondant dans T le côté ( — 1,0). Le troisième sommet t' sera donc situé : 1° audessus de l'axe des x ; 2^ dans la bande comprise entre les deux droites x=zOj x = — i; 3** en dehors des cercles de rayon i, décrits des points o et i comme centre.
La région R' ainsi délimitée (/tg^ 26) est un quadrilatère curviligne formé par quatre arcs de cercle ayant leur centre
Fig. a6.
sur l'axe des x (une droite normale aux x pouvant être considérée comme cas limite de ces cercles). Ce quadrilatère a
deux angles droits; le troisième est égal à ~; le dernier,
correspondant au sommet à l'infini, est nul.
Soit T = 37 + «y une variable complexe liée à
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T'^.r'-t- iy' par la relation
, , {ad— bc:=^ i)
a -r- Or'
On en déduit
, , . , c — ax c — aœ — aiv
'Z' = x' '\- ly z:^ —
— d -{- ùi: ~" — d-\- bx -{' biy et; en égalant les parties réelles,
,_ (c — ax^ ( — é/4- bx) -—aby^
— cd -h {ad -h bc) X — ab{x^~^y*)
d* — 2bdx -h b^{x^'hy^)
D'autre part, en multipliant x' ~\- iy par l'expression cou juguée, il vient
,, ,, c* — 2 acx -h a' ( ^* -f- y- )
^'^'^y d^— 2 bdx ^b\x^-\-y-) Si donc t' décrit un cercle
A(a?'*-4-y*) -h Bx'-f- C = o,
ayant son centre sur l'axe des x^ t décrira un cercle an;:logue.
Lorsque t' décrit le quadrilatère R', limité par quatre arcà de cercles, t décrira un autre quadrilatère R, limité par les arcs transformés. Ceux-ci se coupent sous les mêmes angle-j que les précédents; car on sait (t. I, n" 192) que la transformation conserve les angles. En particulier, le sommet de
l'angle nul sera le point '^ ^^ 7 correspondant à t' = oo. Il est
situe sur l'axe des x (ou à l'infini, si ft = o).
En faisant varier les entiers a, b, c, d nous obtiendrons une infinité de quadrilatères, dont l'ensemble couvre le demi-plan. Dans chacun d'eux, J prendra toutes les valeurs possibles, chacune une fois seulement.
444. La fonction J(t) que nous venons d'étudier esL le type le plus simple àes fonctions modulaires. On donne ce nom aux fonctions analytiques, uniformes dans le demi-pian, et qui ne prennent qu^m nombre limité de valeurs distinctes pour l'ensemble des valeurs de la variable indépendante t, qui se déduisent les unes des autres par les substitutions li néaires de déterminant i
a -t- bx'
Toutes ces fonctions admettent évidemment l'axe des x comme ligne critique.
443. Pour en donner quelques exemples, considérons les produits infinis cpT, Ç|T, cpaT, ÇaT du n" 397. On a, d'après les formules (5o) et (53) du même numéro,
Changeons de périodes fondamentales en posant
(26) (o'j =_- awi -t- ôcoj, Wj^i: CtOj H- (/(Oj,
d'où
/ / u \ , iù^ c-\-d-z
' a)j a h ôz
La substitution (26) n'altère pas A, et fait éprouver aux quantités «i, e^, e-s une permutation, variable suivant celle des six classes à laquelle appartient la substitution (313). Nous aurons donc
a' parcourant, ainsi que a, la suite des valeurs 1,2, 3, mais dans un ordre qui peut être différent et qui dépend de ronlre de parité des coefficients a, 6, c, rf.
On en déduit
(28) «paJ ^-j-^Jiz:<pa.T'==:Ea'^aT,
E, Ea' étant des racines 24*^"*' ^c Tunîté, que nous allons préciser.
446. Convenons tout d'abord d'adopter, pour \a H- b'. celle des deux déterminations de ce radical dont l'argument
esl > > mais ne surpasse pas - •
Si b est nul, la condition ad — 6c = i montre qu'on aura
a = rf = di 1 ; et le radical y/a 4- 6t aura une valeur constante égale à I ou à ï, suivant qu'on aa=:ioua = — i. Son
argument sera o dans le premier cas, - dans le second. Si
/>^o, T ne passant par aucune valeur réelle, y/a + ÔT ne pourra être purement imaginaire; son argument ne pourra
donc atteindre la limite supérieure -i et ^a-\- b'z sera une
fonction continue de t.
Les produits cpx, ÇaT, çt', cpa/i' sont aussi des fonctions continues de x (t' étant une fonction continue de t). D'ailleurs les séries
où \q\ <I I, étant absolument convergentes, la valeur de ce> produits n'est j amais nulle (t. I, n® 321 ).
Les quantités E, Ea', définies par les équations (27), (28:. sont donc des fonctions continues de t; mais ce sont des racines 24**°" de l'unité ; elles sont donc indépendantes de t; mais elles dépendent des paramètres a, fe, c, rf>; mettant ceuxci en évidence, nous les représenterons par
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Soient
c dy \d d^J deax substitutions successives ajant pour résultante
c" d") ~" \ac' -f- cd' bc' -h dd\
Posons
,_c-^dx ^y ___ c^ -4- d!z' __ c^ -4- d"'
on aura
mais, d'autre part,
Donc
K'^^-OiV.,-
e désignant le facteur
s/â"-hb"z V <^i /ui]
V wi
On a évidemment £^=1, d'où Ê=zhi. Cherchons dans quelles circonstances on aura e = — i .
Il faut, pour cela, que l'argument de e soit égal à tz. Celui
de y/a'-i- 6't' est > , mais = -; l'argument du second
facteur devra donc être <; — i mais ^ -•
Donnons à t la valeur particulière Ri, R étant un infini positif, et posons
a bR
p =z\/a^-h 6*R*, coscp=-, sin9=: — >
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nous aurons
a -+- bRi=: p(cos<p 4-/ sino),
v/a -4- ^Uf ^ \/p ( ces 2 -h / sin - ) .
oii cos-> sin- sont déterminés par les formules 22 ^
O / i -H C0SC5 /p -h «
ces ' — * ^ ^ — * ■ —
H C0SC
. © sino • ôR
sin-
2 cos - 2 0 ces -
La valeur du radical i/~-- - doit être prise positivemeni, puisque l'argument de ^/a r- bl\i est compris entre -
et -.
Dans le cas particulier où 6 = 0, a ^^ — i, ce radical s'annule, et ces formules devrontêtre remplacées par celles-ci
cp . <p
cos- ::^0, Slll - -II.
Posons de même
et
cos -i- — 4 / P L_ _ ï Slll -i- —
2 y oft" 2 .. o
ou, si b"= o, a"= — 1,
cos-^ -= o, sm -— =: 1;
nous aurons
\/a"-^ ù"i\i=z^p' ^ cos^- -h «'sin ^ )
et rargumenl de
y/rr. -^ hWi
i/â'T^ 6* Ri
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sera -' Pour qu'il soil < — et> -> il faut qu'on ail
ou
COS-î < o
ces -i ^ =r O, Sin — - -^ in -I- I .
Considérons d'abord le cas général où cos-> cos-*- soni positifs, on aura
COS-: ^ r— ces- cos- — h sin - SID — •
Remplaçons les sinus par leurs valeurs el mullipiions par
le facteur positif 4 PP" COS- COS — ; nous obtiendrons Tex- ' * ^ 2 2
pression
4 pp" ces* ? ces» 5^ + hb"R^=i (? + «) (?"-i- «") -i- *^*I^*:
(jui devra être négative ou nulle.
Or les facteurs
p-^a = ^a^~^~I^Î{- 4- a, p" -+- a" sont positifs; on aura donc, pour première condilion,
bb'<o
et, par suite,
bl,'':^ -\b\ \b'\.
On a d'ailleurs
Développant de même p"-Ha", il viendra
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Pour R =r 00, celle expression a le signe de la quantité
ou, en multipliant par le facteur positif \b\ J^ l'^ celui de la
quantité
a 1 6" |« 4- a" | 6^" | = ab"^ - <f bb\
Or celle-ci est égale à Ub" \ car on a
ab"-- aPb = a{ba'-\-db') — {aa'^cb')bz= {ad — bc) b'- h\
Nous obtenons donc cette nouvelle condition
Il y a encore doute si b'b^=o.
Dans ce dernier cas, 66" étant supposé < o, on aurd 6'=o, a'=zd^.^±i,a'=aa', *''= 6a'. D'aiUeurs 66'<o. Donc a'= — i, a"=z^a, b"= — 6, p*'^: p, d'où
(p H_ a) (p^-h a') -h bb''R^= pi— a*— ft«R«=z o.
Donc cos-î ^ = o. Mais celte condition ne suffit pas: il
faut encore que
sin '— = sin - cos — — sin -^ cos -
soit égal à 4- 1 . Or cos -> cos ~ sont positifs, sin - a le slgnt-
de 6, sin— le signe contraire. Donc sin-: a le signe de i.
On doit donc avoir cette condition nouvelle
qui, jointe à la condition bb" <. o, réduira celle-ci à b*^^^- Venons enfin aux cas exceptionnels où l'une au moins de^
quantilës cos-? cos-^- est nulle, le sinus correspondant éianî égal à 4- I .
Soil d'abord cos- =o, sîn-=i, mais cos~>o. On
aura 6 = o, a = — i , d'où
C0S-: = sin -^ = -,
2 p" ces ^ 2
. O CD <p
sin -: '— =z ces —
Le cosinus sera négatif si V <Co] il sera nul, et le sinus égal à -h I, si 6"= o. Dans ce dernier cas, a" devra être égal à
ï , puisque, par hypothèse, cos~ > o.
CD fû" o'"
Soiicos-^o, mais cos^=:o, sin-i- = i, d'où 6"=o,
5'' = — I. On
a — — I . un aura
ces =— =:. Sin - =:
2 2 vP
2 p ces - •^ 2
. <P o'' CD
Sin -i '- = — ces - •
Le cosinus sera négatif, si 6 <[o. Si 4 = o il sera nul, mais le sinus sera négatif.
Enfin, si
CD C . CD , CD
ces - = ces -^ z=z o, sin - = sin -i- im ,
cos '— sera positif et égal à -h i .
Comme conclusion de cette analyse, on voit que le facteurs sera égal à — i dans les cas suivants :
i« bb"<Oy b'b"<0]
2^ b'>o, b'zrzo. 6"<o;
3« 6 — o, ai: — 1, b"<,o\
4*> 6 — o, a = — j, ft"=:o, a"— i;
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448. La loi de composition du symbole E étant ainsi fixée, il nous reste à déterminer sa valeur pour les substitution^ élémentaires dont toutes les autres sont composées (309 :
1° Considérons d'abord la substitution
AU
Elle transforme x en 7 4- )^, y en é^^^q. Elle multiplie donc le produit infini
par p^, p désignant Texponentielle e", de sorte que nous au rons
d'où
2" Passons à la substitution
Elle transforme t en : on aura donc
Pour la valeur particulière t=:ï== , cette équation >f
réduit à
donc
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De ces deux résultats on déduit successivement, par la règle de composition,
(^^' Kl7)= -^i-xO ^-(:7) =r-.
Les formules (29) et (33) donnent la valeur du symbole E toutes les fois que b=io, car on a nécessairement dans ce cas a = rfr=dz 1.
Si b est négatif, la règle de composition donnera
formule qui réduit la recherche du symbole au cas où le second coefficient b est positif.
449. Ecrivons, pour plus de symétrie, ai, C| à la place de fe, d. Pour déterminer la valeur de
C Ci
ai étant positif, cherchons le plus grand commun diviseur de a et de «i ; on aura
ai, aa, . .. étant des entiers positifs décroissants, dont le
dernier a^ est égal à Tunité (car a, at sont premiers entre
eux). Comme on peut, au besoin, remplacer la dernière équa-
J. — II. 3i
48a SECONDS PARTIE. — CHAPITEB Yl.
lion par les deux suivantes
il est permis de supposer m pair.
Soient C2, . . . , Cm^ Cm^i des entiers déterminés par les re lations
On aura évidemment
I =1 aCi — «1 c = «j Cl — «1 Cj
<2m+i étant égal à zéro et ne figurant dans la formule*qu«^
pour la symétrie.
D'ailleurs am = i] on en déduit donc c^+i = i-
Cela posé, «<, «2? • • • étant positifs, la règle de compOM-
tion nous donnera successivement
\C, Cj \0 \) \Ci Cx) ^ \C, Ci)
E f "' «'"i = E f ' '''i E h '^^ = p\ E h «»^ , \cj c,/ \X, 1/ Vc» c,/ "^ \c» c,'
Enfin, comme a„, = i , a,„^.4 = o, Cm+, = i ,
Multipliant toutes ces équations, il viendra
450. On peut déterminer par un procédé analogue la leur des symboles Ea- ( , 1 .
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Supposons, en eOet, qu^en posant
c -^dz _ c' -\- d'z^
a -H 6t a' -h or
on ait
En désignant comme précédemment par
la résultante des substitutions
on aura
et
formule qui contient la règle de composition des symboles considérés.
451. Cherchons l'effet des substitutions élémentaires. Considérons d'abord la substitution
C. lO
laquelle change q en e'^^q. Opérée sur les produits
elle les changera respectivemenl en
Tçi _«/ _Hf_!Eî
La substitution AJ les change en p^'fi, p~*f2j ?*?» > -^^' les change en p"*yi, p^^fs? P""*?2« Passons à la substitution
Comme elle appartient à la classe VI (313), elle les changera en
Or, si l'on suppose t purement imaginaire, - le sera égale-
ment et
seront réels et positifs. Donc
le sont aussi ; étant des racines 24'^"^* de l'unité, ils se réduisent à -h I. Donc 6 transforme cpi, ^3, fs en cp2, 0|, ^3; son carré
les laisse inaltérées. Enfin B~* les change en ip^, ^ 1, q,.
Partant de ces résultats, et appliquant la règle de composition donnée plus haut, nous pourrons calculer sans peine TeiTet des substitutions
' ]V-^A,^BA;'B-S AJ, A,A„ A,A„ A.A.A,.
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Tous ces résultats sont consignés dans le Tableau suivant :
A, p<pi p©j P~*?t
A5 p'çi P~*?i P"*?3
B <pj <pi <ps
B' oi <pi «pj
B-* ^j <pi 03
Af pOi p-*<Pt p^3
A, A, p'03 <pi p-3<pj
Aï A, «), <p3 ©i
A, Al Al... p-»o, p-»«pi p*ç)3
i52. Soit maintenant T une substitution quelconque de la première classe. On peut (313), par une opération analogue à la recherche du plus grand commun diviseur, la mettre sous Tune des deux formes
ou
Aî>'Aît*...AÎ^*A;t** B«Aî^AJl*...A;>kAJl**,
et il résulte du Tableau précédent qu'elle reproduira les fonctions ^ i, cp2, ^3 respectivement multipliées par
Enfin une substitution S, appartenant à une des cinq autres classes, peut (313) se mettre sous la forme TU, T étant de la première classe, et U Tune des substitutions A|, Aa, A| A2, AjAi, AiAaAi. Connaissant l'effet de ces dernières, on n'a qu'à appliquer la règle de composition.
453. Si l'on suppose les fonctions elliptiques déterminées non par leurs périodes, mais par leurs invariants, les quan-
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tités (foL seront données (397) par les équations binômes
CD
l6(ep— gy)*
roL
{e^—ea){ey—eoL)
On lèvera l'ambiguïté que présente cette formule en précisant comme il suit les arguments des quantités ^a-
Supposons d'abord qu'on ait choisi pour périodes fondamentales les périodes principales et considérons le cas particulier où Ciy e^, ^3 sont réels, et tels que Ton ait
et<ei< e^.
Dans ce cas, q sera réel et positif et les expressions de ^i.
Iti
cp2, e * cp3 en produits infinis montrent qu'ils seront réels et positifs.
Si le triangle (?|(?2^3) à ce moment infiniment aplati, se déforme de manière à prendre une autre position quelconque, l'inspection de la figure montre immédiatement comment varieront les arguments de Ci — e2, ^2 — ^3» ^3 — ^i et, par suite, les arguments des radicaux, qui représentent
Enfin, si l'on remplace les périodes principales par d'autres périodes équivalentes, les nouvelles valeurs de 0|, ©2^ ?3 se déduiront des anciennes par les formules de transformation données ci-dessus.
OL — 17 T
Les substitutions Ai, A2 transforment respectivement les trois fonctions Xi, X2y Xz en ^3, a?a, X\ et en Xx, x^t ^2» ^^ les substitutions A^, A^, B* ne les altèrent pas. Elles sont donc simplement permutées entre elles par toute substitution linéaire de déterminant i, et les substitutions de la première classe les laissent inaltérées.
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En éliminant ^«1 ep, ^y entre les équations
(gp— ga)(gY— ^a)
on obtiendrait une équation
ayant pour racines ^Ti, x^, x^.
Cette équation peut se former plus rapidement comme il suit :
A chaque valeur de x^ correspondent deux, systèmes de valeurs des rapports e\\e>^\ e^ et, par suite, deux valeurs de J; réciproquement, à chaque valeur de J correspondent six systèmes de valeurs des rapports e^\e2^e^^ mais ils se déduisent l'un de l'autre en permutant ces trois lettres; x^^, restant inaltéré par l'échange de ep et de e^, n'aura que trois valeurs.
L'équation cherchée sera donc de la forme
AJ*-4-BJ + C = o,
où A, B, C sont des polynômes du troisième degré par rapport à l'inconnue Xol (que nous désignerons plus simplement par X pour abréger l'écriture).
Dans le cas particulier où e^ = ^2, nous aurons
J = 00, Xi=^ X2^=^O0f ^3 = o,
donc
Pour
on aurait
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d'où
a désignant une constante.
Enfin, pour ^i = o, <?3 = — e^, on aurait
fr désignant une constante.
L'équation cherchée sera donc de la forme
Pour déterminer les constantes restantes a, 6, on pourra
poser
e^zzz — i — h, e, =r — I -4- /i, ^3 — 9.,
d'où
En substituant ces développements dans l'équation
et égalant à zéro les coefficients des termes en j-^ et ^ ^ > on obtiendra deux équations linéaires en a et b,
455. On obtient de nouvelles fonctions modulaires par la combinaison des fonctions cpi, 'f-j^ '^3. Posons, par exemple,
Les six fonctions ainsi obtenues éprouveront, par les sub-
slitulions Aj, Aa, A| A2, ..., les altérations consignées au Tableau suivant, où r désigne Texponentielle e^ .
Al rça, cp,i r-»cpi3 r-»9j3 ©u r^pat
Aa <pis ro3j /-»?2i 031 /-^Çjs ''?ii
AiAj ro„ rcpu r-î©23 r-»«pi, r-*Oji /''Çjj
Aï A, 9,3 cpa, «pu (p,2 Çij Oji
A1A2A,... 9„ r-»çi3 r©3j «pu ro3i r-»®,8
Af r(p,j r-»023 CP31 ^*?ii ''?3i ?i»
Aï r^x\ ?23 /—^^Sl Z-"*?!! ?3Î '•?13
B* ?lî ?Î3 ?31 ?îl ?Si ?t»
456. Ces fonctions peuvent s'exprimer au moyen des invariants par la formule (n'* 397)
dont on lèvera Tambiguïté comme au n® 4S3.
Pour former Féquation algébrique qui lie les modules k\^ à J, nous remarquerons que Fun d'eux, k'^ étant donné, les rapports CilCile^ et, par suite, J seront déterminés sans ambiguïté. D'autre part, à chaque valeur de J correspondent six modules Ar*. L'équation sera donc de la forme
AJ -4- B = o,
A et B étant du sixième degré en k^.
Or, si l'on suppose 62 =^ ^3, on aura
J=oo, k\^ = k\^ — co, kl^ = kl^ — o, k\^ = kl^^i;
donc
A — k'{k^—iy.
Posons, d'autre part,
Dous aurons
d'où
b désignant une constante.
Pour la déterminer, posons ei = o, «2= — e^; on aura
et en substituant ces valeurs dans Féquation,
VIII. — Division
458. On a vu (360) que, si n est entier, pnu s'exprime rationnellement au moyen de pu par la formule
Réciproquement, supposons pnu donné, et proposonsnous de déterminer pu.
A la valeur donnée a de pnu correspondent une infinité de valeurs de u; en désignant par Uo l'une d'elles choisie à volonté, elles seront données par la formule
±: WoH —^ =— ^ (m*, m, entiers),
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et les valeurs correspondantes de Pinconnue x = pu seront les suivantes
car on reproduirait la même suite de valeurs en prenant Uq avec le signe — et changeant en même temps les signes de
Comme l'expression ci-dessus ne change pas si Ton fait varier m^, m2 de multiples de n, on n'obtiendra que n^ racines distinctes. Tel est effectivement le degré de l'équation (î) par rapport à pu.
Soient, plus généralement,
2a)j 2 }x,a)| -I- 2 {i-jW, atOj 2v,(0| -h 2VjO)j
deux n'*^"" de périodes, tels que
2m,tOj H- 2/nj(o', n
ne puisse êlre une période que si m, et m2 sont multiples de n (il faut et il suffit pour cela que [XiVa — [Ji2Vi soit premier à n). Les quantités
2miO)| -h 2/n,to,
où /W|, ma varient de o à n — i, seront toutes distinctes, et représenteront la suite complète des racines de l'équation (i).
En combinant les formules d'addition et de multiplication, on voit immédiatement que chacune des racines x^^^^ s'ex-
prime rationnellement en pa©, p ^ p — -^ p^o^ P — ->
2 Ql
p' — -» D'ailleurs, en dérivant l'équation (i), on trouve un résultat de la forme
np'nu = R(pu)p'Uy
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R étant une fonction rationnelle. Donc p'i/o est rationnel en piiQ et p'nuQ^ ^^-^mimt s'exprimera rationnellement aumoveD
4o9. Posons, pour abréger,
llCt
La quantité
S^,2^,al^.'«.-^l^.'«.a:«.,«.
( m, z= o, I , . . .y n — I ; /w, ^ o, i , . . . , /i — i ) pourra, d'après ce qui précède, s'exprimer rationnellemeDt
20)', 2u>', , ,2co', ,2a>',
en ^00, P-;f-' ^-7^» P nuo, P -^^ ^ n" ^' Represen-
Lons-la par P^^^^(xoo)' Changeons, dans l'égalité
(2) P,x,,x.(^oo) ^ S^. S„,. a^"«.-^ï*.'«.a7^.,„„
e/o en Uq-] — , et changeons en même temps ie^
indices de sommation /Wi, m^ en nti — )v|, /n^ — Aj: il viendra
On en déduit
P(l,|i,('n,>.,) = Pîl,pL,('2:oo) = -?-Xi^X,Pf.jjL,(urx,>.,).
Cette dernière expression, étant symétrique par rappori aux racines de l'équation en œ, s'exprime rationnellement par les coefficients de cette équation et les constantes 2.
^n' ^n' P'^^^' -P "^T' ^ n ^"^ renferment se> coefficients. Désignons-la par Aj4,|i,.
On aura, en particulier, d'où
Hio(«a?oo) ^^ A jç, Poi(xoo) ^^= AJ^.
L'équation (3) donne, d'autre part,
Pix,,x.(a:x.>.) P7o^'(xx.>.) P7r'(^x.>J
-- Pfi.(x,(^oo) P7o^'(^oo) P^Î^'C^oo)
== ^2:x.2x.PHL.H^.(^..>JP7î''('^À.A.)Pi"r(^x.>j ^Bj,.p,.,
BjjL J^ étant encore une fonction rationnelle des coefficients
1 1" a- j 2ti>'| 2 0)'
de 1 équation en x et des constantes a, p — -} p — -y
^ n il
u'/iz/o, p — i> p' — i. On en déduit
Pp., {1, ( -^00 ) — A Co Aq", Bjjl, {Aj.
Les quantités P|jt,|ij(^oo) étant ainsi déterminées, on en déduira immédiatement les racines ^x/a,* O" si? ®° effet,
Or, si /?i,^X|, on aura
S» al^.f '«.->.>- , - o,
et, si mi = X|, cette somme est égale à n. De même, pour le second facteur S|^jat*i^'"i-^«\ suivant qu'on a m^^X^ O" m 2^^ î^2- Le second membre se réduit donc à fi^X)^i^^ et l'on aura
±2^.2^,(a->'.Air(a->-A«,rBj,,^,.
Il faudra donc, pour résoudre l'équation proposée : i** cal-
culer les quantités auxiliaires a, p — -y p — -9 p nuo^
p* — -i p' — -'y 2® déterminer, par des opérations ration-
nelles, les quantités A|o> Aon ^ii.iitî ^^ extraire la racine ^ième jg ^^^ g^ jg ^^^^ Les racines ^x,X, seront données par
la formule (4); et l'on passera de l'une à l'autre en chan-
1 ji géant la détermination des radicaux Â"^, Ag,.
460. Dans la solution précédente, «o désigne l'une quelconque des solutions de l'équation
pnu :=• a,
et — -i — - sont deux /i""»«« de périodes
2(«)', 2|X,(«)i -h 2[Xj(U, 2ti)'j 2V,(D,4- 2Vj(i)j
assujettis à cette seule condition que [XiVa — (Ji2V| soit premier à n; pnuo=za est donc une des données de la question, et p'nuQ sera fourni par la formule
p'nu^ — \J[\a''— g^a — gi.
Lorsqu'on aura déterminé p — ?> p — -y on aura de
même
TT ^V
é'îP-r^ —^8
Les signes de ces trois radicaux peuvent être choisis à vo. lonté, car on ne cesse pas de satisfaire aux conditions im-
posées a Mo> — ^> — - en changeant leur signe, ce qui n al-
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1ère pas les quantités pw©» P — ^> P — -» Diais change le
fi lit
Signe des dérivées p Wq, p — -y p — -'
461. Tout revient donc à calculer les deux constantes p ^> p — -• Ces quantités sont (358) des racines de l'équation
de degré ri^ — i, et dont les coefficients sont des polynômes entiers en g2^ g^. Mais ce couple de racines n'est pas arbitraire, car il faut que
ne puisse se réduire à une période que si /ni, m^ sont multiples de m, ou, ce qui revient au même, que deux expressions
2 m\ (o', -h 2 ml (ol 2 m! w', -h 2 m\ w', P ^— ' —^y P —^ ^— >
où m\, /n!j, m^, m* varient de o k n — i, ne puissent être égales que si Ton a
m\ -+- ml ^ o, w j -f- m'j[ ^ o ( mod n). Il sera facile de déterminer s'il en est ainsi pour un couple
1 • 2(o', 2 0), , ri rr /2w'
de racines p — -y p — - supposé connu. En eUet, p' — -y
p — - seront donnés en fonction de p — -9 p — - par des
radicaux carrés, dont nous pouvons prendre le signe à volonté. Les formules d'addition et de multiplication nous permettront dès lors de déterminer, en fonction rationnelle
de p — 'i p — -) p — -y p — -y chacune des quantités
2 m* O)' H- 2 7/1* 0)1 / .1 1/ • f , 2m|0)', -4- 2 w,o)' \ p — î — ] î__i / et aussi les dérivées p — - — U
et par suite de reconnaître si deux de ces quantités sontou non égales.
Soient
ymi m, — P
une des racines de l'équation (5)^ d le plus grand coDinii.o diviseur de mi, /Wa, n; posons
Ci w , (0 , -4- îî m, w, 2 ;x, CD| -+- 2 fi.j cos
sera un v**""* de période, et nous dirons que la racine r^ sappartient au diviseur v.
Désignons paryj le produit des facteurs linéaires^' — y^ ^ correspondant auK racines qui appartiennent au diviseurv; on aura évidemment
le produit s'étendant à tous les diviseurs v de n, y comprice nombre lui-même, mais Tunité exceptée.
Les polynômes yj ont leurs coefficients rationnels el entiers en ^2) ^3* ^'^" effet, décomposons v en facteurs pnmiers; soit v := a^b^ L'équation
aura évidemment pour racines celles des racines y^ „ qn appartiennent à v ou à Tun de ses diviseurs. Ces dernière-
appartiendront à Tun des nombres -> r> ••• ou à l'un tl' '^^ a o
SCS diviseurs. Elles satisferont donc à Tune au moins lie^
équations
Si donc on détermine : 1" le plus grand commun divis'
de <1J avec chacun des polynômes J/J, ^[^J, ...; 2** le plus
pelit multiple M de ces plus grands communs diviseurs; enfin, si Ton divise ^^ par M, on obtiendra un polynôme n^ayant plus pour racines que celles qui appartiennent à v; il sera donc égal à yj à un facteur numérique près. D'ailleurs, ^ï, <J/^, ... ayant pour coefficients des polynômes
enliers en g2'> ffnj dont le premier est purement numérique, ~ jouira évidemment de la même propriété.
463. Cherchons le degré du polynôme yç'. Il a pour racines les quantités
jjL,, jjLj étant ^o mais <C v, et ijl,, 1x2, v n'ayant pas de facteur commun.
Les entiers "ii> r^' * ' * ^^^^^ premiers entre eux, on pourra
déterminer des entiers A, B, ... tels que Ton ait
(Tori
^ ~' a^~^lP " a« "^ ù^ -^■- • -t- /M,
V| désignant un entier <C a* et non négatif; B| un entier <C b^ et non négatif, etc., kt un entier. On pourra mettre
^ sous une forme analogue
!^i - ^« + Ëî ^ ^k,
V a* tfP
Pour que [jl,, [JI2, v n'aient pas de facteur commun, il faut et il suffit que Ui et [JI2 ne soient simultanément divisibles ni par a, ni par b, . . . ou, ce qui revient au même, que Af , A2
ne soient pas tous deux divisibles par a, ni B| , B3 tous dt&i divisibles par fr, etc.
Or A| , Aa sont chacun susceptibles des «* valeurs o, i, .. a* — î, ce qui donne a^* combinaisons. Celles où A|, AaS* tous deux divisibles par a sont au nombre de a^*~-. En I excluant, il reslera
combinaisons admissibles.
Le nombre des combinaisons admissibles pour B|, B^ >ct.' de même
etc. Le nombre des valeurs admissibles pour p.,, jxa (ou 1degré du polynôme yj) sera donc
Si n est pair, dans la suite des facteurs yj Ggurera le facteur
correspondant aux demi-périodes. Les autres polynômes y;, où v> 2, sont des carrés parfaits ; car à chaque racine r«n, appartenant au diviseur v, on peut associer une autre racine ym\ m\ par la relation
m', -h m" PII o, m', 4-mJ = o (mod/i),
et ces deux racines, évidemment égales, appartiennent au même diviseur.
464. La résolution de l'équation '^^ =: o entraîne celle <it l'équation i(\ := o.
Soit, en effet, p — -^ p — - un couple de racines de Téquâ-
tion '/l= o\ nous pourrons, après avoir choisi à volonté I'''
signes des radicaux p' — -, p' — -y calculer par des opérations rationnelles les quantités
2mia)' -h 2m.tol , a/nto)' -h 2/?ii(ui P -^ P ^'
où ntiy m^ varient de o à /i — i. Si les quantités
sont toujours distinctes lorsque la somme de leurs arguments n'est pas une période, elles reproduiront toute la suite des racines ym^m^ de J^^^^ ^•
Si la condition précédente n'était pas satisfaite, on essayerait un autre couple de racines ; on est d'ailleurs certain qu'il en existe qui conduisent au résultat désiré.
465. Si l'on décompose n d'une façon quelconque en facteurs 5^, r, ... premiers entre eux, on pourra remplacer la résolution de l'équation y^^ = o par celle des équations
Xy""^» X'* ~~" ^» ....
Car cette résolution, entraînant celle des équations
fait connaître les valeurs de p m et de p'u pour tous les arguments qui sont des y^*^"" de périodes, des r*^"** de périodes, etc.
Cela posé, soit
ami t»^i-+- 2 mt(i)s n
un /i'^"* de période ; nous pourrons déterminer des entiers [x, , U2 ; Vi , Va ; . . . , A"i , Ara tels que l'on ait
nii (x, V,
— ^ =1 i-i -h — H-., .-h Xti, n q r
^ = ^ + ^+... + yt..
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d'où
cl comme on connaît les valeurs de pw, p'w pour les arguments
a (JLf CO] H- 2{X2(i>2 2v,a), -h 2v,to,
qui sont des y**™«*, des r*^"", etc., de périodes, on en déduira par la formule d'addition les valeurs de
^m^io^-h 2m^tù^ , 2miti), 4- 2/njCOj
Si donc n=z a^b?. , . j a^ b, ... étant premiers, la résolulion de ^2= o se ramènera à celle des équations
Considérons donc une de celles-ci, telle que
X'.= û, et supposons a >> i . Ses racines sont les quantités
2/W| (Oi -h 2/71)03]
OÙ /«i, ma ne sont pas tous deux divisibles par a. Soient respectivement jjL|, |jl2 les restes de leur division par a»~* : ils ne seront pas nuls à la fois, et nous pourrons écrire
2mta),-+- amjtoj i /îiaiCOi -+- 2|j.jW,
période )
Considérons celles des racines p pour
lesquelles jx,, [^2 ont la même valeur. On pourra, en posant dans les formules (4)?
2|x, (0, -+- îï!AjO>j n=za, Wo— -in »
les exprimer en fonclion de
P ^^i ' P ^^TIT—
Mais toutes ces quantités auxiliaires seront connues (au signe près des dérivées, qui est arbitraire), si l'on suppose résolues .les équations
Ya — O, X*.-.= 0-
La résolution de cette dernière se ramènera de même à celle de
^l-.o et x*«-3=o-
La résolution de l'équation
•^J^zo, où /i=:a*^P...,
se ramène donc finalement :
i" A celle des équations
2'* A des extractions de racines.
487. On peut obtenir une réduction ultérieure du problème de la manière suivante :
Soit
«V 2 a, to, --»- 2 {Aj Wj
Il II
un /i'*'"'* de période /?ro/?re^ c'est-à-dire tel que [X|, Ua, /i n'aient pas de facteur commun; toutes les quantités de la forme
m h période,
où m est premier à «, seront également des /i'"™" de période propres. Nous les réunirons dans un même groupe.
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Un autre /i^^"** de période propre, w', donnera de même naissance à un nouveau groupe
m 1- période.
Ces deux groupes n'auront aucun /i^*"* de période propre commun, s'ils ne sont pas identiques. Supposons, en effet, qu'on ait
m— Ei= m — • n n
Soit [JL un entier quelconque; on pourra déterminer un nombre À satisfaisant à la congruence
X/n =E= |JL mod/2.
On aura dès lors
donc tout /i'^"® de période du premier groupe est contenu dans le second. La réciproque se démontre de même.
On peut donc répartir les n*"™" de périodes propres en groupes, chacun d'eux, étant caractérisé par l'un quelconque des /i»*™" de périodes qu'il contient.
Le nombre total des n'*™" de périodes non équivalents entre eux est, comme nous l'avons vu.
Ceux qui sont contenus dans un groupe
_, ..., m — y •••-+- période n n '^
s'obtiendront évidemment en donnant à /n la suile des valeurs premières à /i et <^ /i. Leur nombre M sera égal à
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Le nombre N des groupes sera donc
K'-^OO^O
En particulier, si n est premier, on aura n -H i groupes ; et l'on pourra choisir pour les caractériser les n^''"*" de périodes ci-dessous
ou, plus généralement,
{k = Oy 1, ...,/l — l),
A étant un entier fixe premier à n et arbitrairement choisi. Ces /i'*™" de périodes appartiennent, en effet, à des groupes différents; car on ne peut avoir
2/n(i>i 2XX:co, -h 2t0j
et la relation
2XA:a). H- 2(o- 2>X:'to,-+- 2 0), n n
donnerait
m^i, 2XA"^ 2XA"'mod/i,
468. Soient ~ ? — > ... des /i'^"** de périodes choisis à vo-
lonté dans chaque groupe pour le caractériser. Tout /i*^"*'
de période propre sera équivalent à l'un de ceux-ci
où m prendra la suite des valeurs premières à n et moindres que n.
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Les quantités
(où |i.|, [X2 sont ^o, mais <C /i, et |i.|, |jl2, n n^onl pas de U. teur commun) forment également un système complet 'i ^ièmes jg périodes propres non équivalentes entre elles. D> seront donc équivalentes, à Tordre près, aux quantités précédentes. Les racines p — — ^ * de réquatîon y.J = '
seront donc les quantités
Nous les répartirons en groupes en réunissant ensenibl celles dont les arguments sont multiples d^une même quar-
tué — .
Soit F une fonction rationnelle de
Toutes ces quantités peuvent s'exprimer rationnellemeot r. p — y g2', gz\ on pourra donc écrire
o désignant une fonction rationnelle ^^ p —^ g^^ ffz-
Si Ton chancre — en m —y m étant premier à /i, le svsttni'
1 ' f ^ ('î — 0^ j • i^ Il 1
des quantités p— 9 . . . , p — se reproduira. Celles •!'
ces racines qui appartiennent à un même diviseur v seroi^ seulement permutées entre elles. Si donc nous admelton» qu'elles figurent symétriquement dans F, cette fonction ^-
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sera pas changée ; on aura donc
Soient F', ... les fonctions analogues à F, formées avec les racines des autres groupes; on aura de même
et, par suite,
la sommation s'étendant à toutes les racines y de Téquation
Le second membre, étant une fonction symétrique de ces racines, pourra s'exprimer rationnellement au moyen de g29 g^ et des coefficients de Téquation, qui sont eux-mêmes rationnels en g2 et g^.
D'ailleurs F=*, F', . . . sont comme F des fonctions symétriques; on pourra donc exprimer aussi rationnellement les quantités
F*-hF'«-4-..., F3-i-F"-h..., ...
et, par suite, tous les coefficients de l'équation de degré N,
dont F, F', ... sont les racines.
470. Supposons que la fonction F ait été choisie de telle sorte que les quantités F, F', ... aient des valeurs numériques distinctes. Toute fonction symétrique ^ des racines d'un même groupe pourra s'exprimer rationnellement au moyen de F, F', ... et des coefficients de yj.
En effet, les fonctions 4>, ^F, 4>F2, . . . sont encore symétriques par rapport aux racines qui appartiennent à un
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même diviseur; on aura donc
*F -h *'F' + ...=!:: Ri,
R, Ri, • • • étant rationnels. Ces équations linéaires, dont le déterminant n'est pas nul (car il est égal au produit des différences F — F'), détermineront 4>, ^', ....
Donc, lorsqu'on aura résolu l'équation en z, on pourra, par des opérations rationnelles, calculer les coefficients de chacune des équations
/ w\ ( mw\
dont dépendent les racines de chaque groupe.
471. Ces dernières équations peuvent se résoudre par des extractions de racines. Pour plus de simplicité, nous supposerons n premier; cas auquel les autres peuvent se réduire, ainsi que nous l'avons vu.
Soit, en effet, g une racine primitive de n, c'est-à-dire un entier tel que les nombres i, g^ ^', . • . , g*^"^^ divisés par/t, donnent des restes tous différents, reproduisant, à Tordre près, tous les nombres de la suite i, 2, ..., n — i (^"""^ donnant d'ailleurs l'unité pour reste, d'après un théorème de Fermai). A chaque entier /n', positif et < /i, correspond un exposant r non négatif et < /i — i ? tel que l'on ait
m' —g''^ ^r4-Ar(«-l) mod/i.
Les racines p— > . . ., p pourront donc, en les rangeant dans un ordre convenable, se mettre sous la forme
En donnant à /• les valeurs suivantes n — i, /i, . . ., les mêmes racines se reproduiraient périodiquement.
Posons
lit/
et considérons l'expression
i,. ?^^p ( ^'' — ) > /• = o, I , . . . , 71 — 2 mod ( /i — I ).
Ce sera une fonction rationnelle de p— etde P; désignons-la
parP,(p^^
Dans Téquation
p,(pï)=wf(,-ï
changeons w en g^iv et changeons en même temps Tindice de sommation r en r — X, il viendra
P,(p^) = ,-VP,(,^'
Les fonctions
resteroDl donc inaltérées, et l'on aura
Cette quantité, symétrique par rapport aux racines de Téquation
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pourra s'exprimer rationnellement par ses coefficients. Il en sera de même pour les fonctions
Désignons par G, Hj^ les expressions ainsi trouvées, il viendra
Cela posé, on aura
Mais SjjL^l^f'-^J est égal à o si /'^X, à /i — i si r—A. Le second membre se réduit donc à
(«-opV
et l'on aura
(^_.)j>^-:.2,p->.iv(p;;")
— Il,+ p->G«-»+|3-*^G«-»H,-h....
Cette formule donnera toutes les racines, qui se déduisent
d'ailleurs les unes des autres en changeant la détermination
du radical G" "*.
472. Le problème de la division des périodes serait donc résolu si l'on savait trouver les racines de l'équation auxiliaire (6) dont dépend la fonction symétrique F. Celte équation a reçu le nom d'équation modulaire. En variant le choix de la fonction F, on obtiendrait une infinité de semblables équations.
IX. — Transformation
473. Pour que deux fonctions elliptiques p(w, co',, w'^) et p{Uj o>*, Wj) soient liées par une équation algébrique, il faut et il suffit (321) que leurs périodes soient liées par deux relations
( a'a>; -+- 6' tu; = a'i^", -h M^;,
Posons
'/ ûj zi:: C' to'j -h û^'
Il existera une relation algébrique entre ^^(w, o>'^, (o'^) el p(w, Û|,Û2), et une relation analogue entre p(u,<ù\j to,^) et j3(e/, û,, Û2). L'élimination de cette dernière fonction donnera la relation entre p(u, w^, ii)'^)eip(u, u)"^, w'^). Nous pouvons donc nous borner à chercher la relation entre deux fonctions dont les périodes sont liées parla relation (2).
Comme la fonction pu ne change pas si Ton change le signe d'une de ses périodes, il est permis d'admettre que
-T et — ont leur partie imaginaire positive. Dans ce cas,
a'd^ — 6'c' sera un entier positif. Ce déterminant se nomme le degré de la transformation (2).
Soit r le plus grand commun diviseur de a', 6', c', rf'. La transformation (2) est la résultante des deux suivantes
et
dont la première relie J) (w, w'^, w'^) à j)(w, U', , û'^) et la seconde p{u, ù\, ûj) à p{u,ùty Ûa). Mais on a
D^ailleurs la théorie de la multiplication nous a donné,
SOUS forme explicite, la relation entre celte quantité et p(Uyùiy Ù2)' Nous n'avons donc plus qu'à chercher la relation entre p(u, ù\^ û'^) et p{u, w',, w'^).
Le problème général de la transformation est ainsi réduit au cas des transformations /?ro/)re5, où les coefficients a', 6^, c', rf' n'ont pas de facteur commun.
Une transformation propre
fa' b'\
de degré a'd' — b'c'=n est (309) la résultante de trois autres
dont la première et la dernière sont de déterminant i . Posons
(i>, ^z a co'i -h p (0 j , Wj zn y (0 j -h 0 w ^ ,
et
ûjizza'coi -^P'w,, û,— Y'w't -H S'a)',.
Nous aurons
p{uy w;, to; ) = p(tt, tOi, co,),
et la relation entre les nouvelles périodes aura pris la forme simple
OU
Nous désignerons par pu, Çw, rfw, ^2» gif • • • ce 9"^ deviennent pu, ^u, du, giy g^, • . • , lorsqu'on y remplace
ainsi (Oi par — sans altérer la seconde période.
Les périodes de pi^ sont, comme on le voit, celles depuj
et, en outre, des /i'^"** de période — -> — -i • • • formant un
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des N groupes définis au paragraphe précédent. Au Heu de ces /i»*="*-'* de périodes, on aurait pu adjoindre ceux d'un quelconque des autres groupes.
On obtiendrait ainsi N réseaux différents, à chacun desquels correspond une fonction elliptique p liée à la primitive par une transformation de degré n. Les formules relatives à ces diverses transformations se déduiront évidemment
de celles que nous allons établir pour la fonction puy en y
remplaçant — - par les /i»««>es j^ périodes propres qui carac-
n térisent respectivement ces divers groupes.
La transformation
étant évidemment la résultante de transformations analogues où n est remplacé par ses facteurs premiers, tous les cas pourraient être ramenés à celui-là. Nous nous bornerons donc à considérer les deux cas suivants : i° n = 2] 2° n impair.
475. Transformation de degré 2. — La fonction pu admet les périodes 20), et 20)3; elle a, aux périodes près, les pôles o et 2(0| = a)|. Aux environs de ces points, les
parties infinies de son développement sont —.^ rr-
• ^'^ ir (u — u)i)*
Enfin le développement relatif à l'origine est privé de terme constant. On aura donc, par la formule de décomposition en éléments simples
^W = — C « — Ç' ( " — «*>! ) -h C (— Wi )
r^»_L_ (g>— gl)(g8— gl)
pu — ei
Intégrons et déterminons la constante de telle sorte que le développement des deux membres suivant les puissances de u n'ait pas de terme constant ; il vient
(4) ^W=:ÇM-h î(tf — Wi) -h ^1 M 4-7),.
5l2 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE TK
Une seconde intégration donnera
' logO'«=ilog^£/+log(3'(tt— a)j)H ' HTQitf-l-log3'(— II),),
ip -•- y), M :^u^{u — 0)1 )
3'(-tUi)
=: e * ^u^iU = e * '^usjpu — e,.
Pour déduire de là les expressions de d^ uS^ 2^^» ^i^i con-
• 1 r I ^,u ^ili :^iU .^ . j r
sidérons les rapports - — > -=:r— > -J — • Le sont des fonctions
ellipliqiies admettant les périodes awi, 4^2» leur valeur prin-
ci|)ale pour w = o est — ; leurs pôles sont ceux de 3*//; leurs
zéros sont, aux multiples près de 2(1)4 et de aco^,
J (1)1 et fci>|, (Oj et (Oj-i-(Di = — 0),, (1)3=: — (0} — |(Di et coj-hwi.
Les rapports des quatre fonctions
jouissent évidemment des mêmes propriétés; ils seront donc égaux aux précédents, et l'on aura, en conséquence,
(^) ■ 3'jMzize * (j'jtt^jW— -e * ^u\/{pu — et)(pu — e,), \'iiU=:e^ ^^u\pu — pytù^-^-^jU
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et
p « — et = =~- = y
Dëveloppons les deux membres des équations (7) suivant les puissances de u; rideutification des termes constants donnera
e, inap — — e,, (8) { ei = e,-he,— etz=— a^,,
Pour calculer les constantes p-^y pfwQH — ^)> qui figurent dans les formules précédentes, ajoutons ces trois dernières; nous obtiendrons cetle première relation
CD, / (l)A
ap-^ -t-2p(to,H- —j —4^1=0.
Posons, d'autre part, 1/ = dans Tidentitë
et extrayons la racine carrée, il vient
Mais, dans le cas particulier où (Oi est réel et (Oq purement imaginaire, U4 est réel; lorsque u varie de o à 0)4, pu est
également réel et varie de -f- 00 à ^i ; donc p-i — e^ est po- J. — II. 33
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sitîf. Il faut donc prendre
Calculons enfin 7)|, 7)2. A cet effet, changeons u ^ M-h2(«)4 = M4-4«*>, dans la formule (5). Le premier membrsera multiplié par e*^if«+<^i' , le second pare^*»**»^**"»!^ e*-^'»-*^ LHdentiGcation donne
(10) 7ii=Ti,4-ie,a)i.
L'équation
donne ensuite
/ X - T^t 27), tl),
(11) 7),= 1 hejco,.
Transformations de degré impair. — Soit
n = im -h I.
La fonction pu admet les [périodes 2a>i, awj et les pùb
o, d: -^ 5 • • •> ± ^ • La décomposition en élémenls sim-
pies donnera
a désignant la constante
V^*» 2u.u)i v^"-* aacoj
D'ailleurs, la formule d'addition donne
'it'-\
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En remarquant que les termes impairs en u doivent se déruire dans la somme, on aura
./» ^/2(XW, *
Le premier terme est égal à
a2f«»>l I / 2|J.(dA
, 2fJL(0i •2|X(D, 1
Substituant dans Téquation (12), nous obtiendrons l'ex- )ression àt pu par une somme de fractions simples
2 , 3 [jLCûi I I ,- a 11W4
3p'— ^ — ^ — T fft - P ' ^
) pa = pi/+ > h >
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Intégrons Téquation (i2a); il viendra
au.
On n^a pas à ajouter de constante, la difTérence des deux membres étant nulle pour £/ = o, puisque ^u est une fonction impaire.
Intégrons encore, nous aurons
loga'tt=:loga'M -h \ logtfffiH — !---^|h
On en déduit, pour 0*1 1/, 0*22/, 0*3 e^, les formules analogues
Car, en divisant membre à membre par Tégalitë (16), od obtient des deux côtés des fonctions elliptiques aux périodes 4(i)| et 4^2) ayant mêmes zéros, mêmes pôles, et même valeur principale — pour m == o. Elles sont donc égales.
On aura encore
dlu
(18) p£/-^a=^ =(P"--«a)fI
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ChaDgeons, dans la formule (i6), u en
u -H2ci)iZz:m-H2/1{d,.
Le premier membre sera multiplié par et le second par
L'identification donnera (19) TQi=^i+— -•
De Téquation 71^102 — 7^2 ~ = — > on lire ensuite * n 2
. f — mzi (0,
Comme on a coi == (0| + amcji, on obtiendra les valeurs de Ci^ €2') 63 en posant w = ci)|, (U2, wj dans l'équation (12). Il vient
Développons les deux membres de Inéquation (12) suivant les puissances de u. L'identification des termes en u^ et u* donnera
Il est évident, d'après Thomogénéité, que l'équation
modulaire à laquelle J satisfait ne doit contenir g^ et g^ que dans la combinaison J. Elle sera donc de la forme
Cette équation sera symétrique en J et J. Soient, en efiel, R z= 2/ni (0| + 2//i2 0>a le réseau de périodes auquel correspond rinvariant J; R = a/Wi ~ -f- im^^^ l'un des réseaux
transformés, J l'invariant correspondant. En divisant à son tour la période coj par /?, on obtiendra un nouveau réseau
R'= 2/711 — î- -H 2m2— > qui sera l'un des transformés de R. Son invariant J' sera donc lié à J par la relation
Mais, d'autre part, Tinvariant absolu ne dépendant que du rapport des périodes, on a J'= J. Donc l'équation
F„(j,j) = o entraîne celle-ci
479. L'équation (18) fournit de nouvelles équations modulaires plus simples que les précédentes. Posons, en effet,
« = («>p, d'où pui^e^y pu=iefiy et remplaçons pi * + coa) par sa valeur
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il viendra
[2|XtO, p—--ey
-ep)
= (cp-ea)»Ij"
Or on a (397)
(le signe dépendant de Tordre circulaire des indices a, p, y). Cette équation peut donc s'écrire ainsi
\^/ ^♦«TCpJ^'U ""11,
En la combinant avec ses homologues, et tenant compte de ridentité
ainsi que des relations
(397 et 45S), on en déduit aisément
2 [XCû, \ *
Ya ^ •■-•■-1
Les quantités
sont donc rationnelles et symétriques par rapport aux quantités p > •••> p •
De semblables expressions sont racines d'équations modulaires; car, d'une part, elles pedvent s'exprimer rationnellement par p — '\ d'autre part, elles restent inaltérées par le
changement de (0| en Xa>i, X étant un entier quelconque premier à n. Soit, en effet, zhr^ le reste positif ou négatif, mais
<[ — > qu'on obtient en divisant X|x par n\ on aura
et les nombres r^ reproduisent, à l'ordre près, la suite i^
IT
On doit toutefois remarquer que, les expressions de —Yiiz
oS/?T
•^. ■ contenant les constantes e», ^b» celles-ci fiffureront con-
jointement avec g^ et ^3 dans les coefficients des équations modulaires correspondantes.
480. Nous allons montrer, d'après M. Kiepert, que, si n est premier à 3, le produit
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est le cube d^une fonction rationnelle et symétrique de p } •••> p y d OÙ cette conséquence que
sont elles-mêmes des racines d'équations modulaires. Nous partirons de Pexpression
( remarquons en passant que, pour n= 2, |x = i, elle se réduirait à Yj- 1 • On a évidemment
(3o) ili = ^^^,2J^.
Considérons le produit
Son carré n'est pas altéré par le changement de tx en X[a, si \ est premier à n. Soit, en effet, ± r^, le plus petit reste de la division de X[i. par n; on aura
d'où
car rji, prend, à l'ordre près, la suite des valeurs i, 2, . . . , ;n. Cela posé, l'équation (3o) donnera
Mais <{/' * est un polynôme entier en p ^- Donc,
y2(V-i) es^ racine d'une équation modulaire (si X est premier à n).
Puisque nous supposons n impair et non divisible par 3, nous pourrons prendre successivement X = 2, X = 3, et nous en conclurons quey"",/**", et par suite
sont racines d'équations modulaires.
Cela posé, considérons l'équation
Posons
h étant infiniment petit. L'identification des valeurs principales donnera
f 2 fia>, n *(i
d'où
En comparant cette expression à la formule (27), on voit qu'on aura
a désignant une racine 24*^°* de l'unité.
Nous supposerons qu'on ait choisi pour 2C0| une période principale, et pour préciser davantage, la période de module minimum. On aura dans ce cas a = i ; car, dans le cas particulier où (i>i est réel et co^ purement imaginaire, cpT, 9/it
sont réels et positifs; quant aux facteurs du produit/,
ils sont réels et ont le signe de (1)4.
481. Supposons, pour plus de simplicité, n premier et >> 3, et cherchons à former Téquation modulaire à laquelle sallsfaîty^. Une première racine est donnée par la formule
Les autres s'en déduiront en remplaçant — - par d'autres ^ièmei jg période propres choisis à volonté dans les n autres groupes. Comme n est premier à 24, on pourra prendre les suivants (467)
(A:r=zo, I, . . ., /i — i).
On devra, en conséquence, substituer à 2(0| la nouvelle période
2ui\=z 48 A- 0)1+ 2(0j= a 0)1(24 A' -ht),
et à 2a>2 une nouvelle période 20)'^^ formant avec celle-ci un couple primitif. On pourra prendre, par exemple,
2 0)j zr — 2 0)i.
Par là T se trouvera changé en
48/:o)i4- 2o)j 24X:-h'u Les autres racines auront donc pour expression
£ r Tt 1 '»-* "^ "V24A:-+-tJ
*"" n Lc«>,(24/:-+-T)J ,/ -n \ '
Mais on a (448)
d'où
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et, par suite,
Or on a
<fnT = y"' Jj"(i-^"'l'),
<p(34^ 4- t) =r= «px
ilti
et, en posant pour abréger e " = e,
Les racines auront donc en fonction de coi et de q les expressions suivantes :
Il est maintenant aisé de former Téquation modulaire
dont/"^, /l sont les racines. Nous savons que ses coefficients sont rationnels en ^29 gz' Mais ils sont entiers; car, en sup-
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posant qu'on ait choisi pour 2(i)| la période de module minimum (un changement de périodes fondamentales ne ferait que permuter les racines), ^ a un module au plus égal à
e ^ , et les racines seront toujours finies. Les coefficients A|, . . . , An resteront donc finis, quels que soient g^ et g^ ; ce seront donc des polynômes entiers.
En outre, si nous supposons A infiniment petit du premier ordre, la relation
^=fâ^*n*c-'^"')"
montre que q sera infiniment petit d'ordre \\ f^ sera fini et
les autres racines /î seront infiniment petites d'ordre •
Le coefficient Ar est une somme de produits de r racines ; dans chacun d'eux r — i racines au moins sont infiniment
petites d'ordre Donc A^ est d'ordre (r — 0 au
^ la/i lin ^ *
moins. Il contiendra donc L^ en facteur, a étant l'entier
égal ou immédiatement supérieur à ce nombre. On aura,
par suite,
Br étant un polynôme entier en g^^ ^3, satisfaisant à la condition d'homogénéité. Or, les racines f^^ f\ ont, par rapport à co,, ci)2 le poids 1 — n\ A, ^2, ^3 ont respectivement les poids — 12, — 4î — 6. Le polynôme B^ aura donc pour
poids
Si ce nombre est positif, la formation du polynôme B;. sera impossible, puisque g^^ g^ ont des poids négatifs; A^ sera donc identiquement nul. Dans le cas contraire, l'homogénéité permettra d'écrire la partie littérale deB^» Il ne restera ainsi à déterminer qu'un nombre restreint de coefficients numériques. Pour les obtenir, on substituera dans l'équation les développements de g^^ ^3, A et des racines y^, f\ et
l'oD égalera à zéro les coeffîcieDts des puissances successives de gr.
Les quantités
{n — l)Ki
sont proportionnelles aux produits
Il existe entre ces expressions des relations linéaires remarquables, que nous allons établir.
On a (396)
d'où
(pi: = ^^* \ (— i)l*^»(^*+l*= \ (— i)l*y " ,
2A^4-T V^ îîi^i^'
Posons, dans cette dernière équation, A: = o,ï, • . ., n — i et ajoutons les résultats. La somme
sera égale à n ou à zéro, suivant que 6 ix + 1 sera ou non divisible par n. D'ailleurs n étant, par hypothèse, premier impair et différent de 3, sera de la forme 6a -+• i ou (ia — i. Dans le premier cas, pour que 6[jl + i soit divisible par /i,
il faut poser |ji = a -j- n |ji', d'où
6[jl4-i =/i(6|x'4- 1) et, par suite^
Si n = 6a — i, il faudra poser
|A=:— a — /ijx', d'où 6ji. + ii=— /i(6tJL'-M),
et l'on arrivera à la même conclusion.
dratjques de n; on aura
Soit enfin s l'un quelconque des non résidus qua-
(381 \ e-**«p-:5^1IlI- = \ (— i)ï*e*l(eîi-+i)»-*j^ «« — ^j^ car, quel que soit [ji, l'exposant
(6(x-Hi)«— ^
ne sera jamais multiple de n.
Les cubes des fonctions y/it, ^p sont liés
par des relations analogues. Elles se déduisent du développement
d'où
^3/1^= \(— 1)1^(2 jX-hl)^ ^ ' ^,
'^^^^^^^tJ=\ (_,)ïi(2ji + i)e»*i»l^*)V^ ,;^
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Formons la somme \ ç* • Les termes où 2 u + 1
n^est pas divisible par n se détruisent. Les autres s*oblieBnent en posant
d'où
2|x-M = n(2fJL'-M), (~i)l*=(— I) « ^^ .
Leur somme sera donc
\ (— I) * ^ n('i\i.'-\-i)nq ^ * ^^ =z(— 1)«* /i«^»/it. Donc
(39) ^^.2il±!=(_,)'^„V„,.
On trouvera de même, s désignant un non-résidu quadratique de n,
car, quel que soit [ji, l'exposant
ne sera jamais divisible par n.
48o. On sait que les fonctions symétriques des quantité?
p — -y •••> p doivent s exprimer rationnellement en
/"*, 5^2? ^3« Pour réaliser ce calcul, on peut recourir aux considérations suivantes :
Les deux fonctions c^(w, cO|, coa) et 8(ç>, t), liées par la relation
^(w, Wj, 0),) =: v/2ir a" *u>i" *««"« e( r, x),
satisfont respectivement aux équations aux. dérivées partielles
(42) T-ï = 4îr«:r>
lesquelles sont les conséquences l'une de l'autre (433). Or
la fonction 8 (i^V^/i, /it) satisfait évidemment encore à l'équation (42). L'équation (/(i) admettra donc la solution
Mais on a
On a d'ailleurs 7|i = vii -\ '^ (477).
La solution précédente pourra donc se mettre sous la forme
e OT-- z=:F(w, U),, 'Dj).
sjfi
Cette expression satisfait à l'équation
Si donc nous changeons u en i^ y/TT, la fonction
= F(m V^, a>,, 0),) = yZ/i ( - j c * O'm
satisfera à l'équation transformée
Cette équation est semblable à celle à laquelle satisfait d nUj sauf le remplacement de /i^ en /i.
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Nous avons déduit de cette dernière (434 et 435) une équation aux dérivées partielles pour Texpression
- dnu
considérée comme fonction de pu^ ^29 ^s* ^^^ 1^ même calcul (sauf le changement de /i^ en /i), nous trouverons
que — - = z satisfait à l'équation
/ / dz 1 ^ dz\
l \ ° ôgt 3°^0gJ
semblable à Téquation (17) du n° 435, sauf le changement de n^ en /i.
Comme À est indépendant de u, et satisfait à la relation DA = o, la quantité
satisfera à cette même équation.
Or on a [formules (34) et (16)]
1 an*
Donc
j=jiJj"(p«-r^)=A,p"' + A,p'"-' + ...-HA
sera un polynôme en pu.
On connaît déjà le premier coefficient
A.= yi-
L^équation ci-dessus fournit une formule récurrente pour lé terminer les autres. Substituons, en effet, ce polynôme ians Téquation et égalons à zéro les termes en pl^. On aura
ni 12^, "^ -h 5^2 T-^ .) ; =[4(H^-i)([^-2)-+-(6-4/i)(|x-i)-+-/2(n-i)]/Vi
Supposons qu'on ait déterminé les expressions des coefficients jusqu'à Ajx^i inclusivement en fonction rationnelle de g2, g3, /. Soit A^= o^{ff2, gz, /)• On aura
à\u. d^ d^ df àk^ d^ à^ df
^ ~~àgt àf ô'gt agi "" dgt ùf dgz'
D'ailleurs -r^— > -r — s'obtiendront en dérivant l'équation
agi agi ^
modulaire.
La formule (44) donnera donc Ajx^a au moyen des coefficients précédents.
Connaissant ainsi les coefficients de Téqualion qui a pour
connues l'expression d'une fonclion symétrique quelconque.
'jeu, vi/Tzro. 1 • 1 j r 1
racines p j • • • , p > on obtiendra par des formules
486. Multiplication complexe. — On a vu que, si m est entier, pmu s'exprime rationnellement en pu. Cherchons avec Abel sous quelles conditions cette propriété peut subsister pour d'autres valeurs de m.
Puisque pmu est, par hypothèse, rationnel en pu, il admet les périodes acOf, sco^; mais ses périodes fondamentales sont évidemment — -S — ^ : on aura donc
2ab)|+26a)* 2 0(1)1+2^/(0, 2(0i= = =j 2(02= i
OU
a, b, c, d étant des entiers.
Ces équations sont satisfaites, quels que soient C0|, (1)2, si l'on pose m = a^=d^ b = c = o; mais alors m est entier : c'est le cas de la multi])lication ordinaire.
Si m n'est pas entier, son élimination donnera entre les périodes la relation
ou
a)| au>i-h bw^ bia\-h {a — e/)(0](02 — C(»)J = o
ou enfin
(45) ôt'-4-(a — <i)T — c = o.
Cette équation doit avoir ses racines imaginaires, et t représentera celle dont la partie imaginaire est positive. Quant au multiplicateur
ce sera aussi une quantité complexe.
Si les relations précédentes sont satisfaites, pmu étant une fonction paire, qui admet les périodes acoi et aco^, sera bien rationnel en p//; nous dirons, en conséquence, que pu admet une multiplication complexe. Nous venons de voir que cela ne peut avoir lieu que si t est racine d'une équation du second degré, à coefficients entiers et à racines imaginaires.
487. Supposons réciproquement que t satisfasse à une équation de ce genre. Comme on peut multiplier ou diviser tous les coefficients par un même entier positif ou négatif, cette équation pourra se mettre sous la forme
(46) Ax«-h2BT-+-C=:0,
A, C étant positifs, et A, B, C premiers entre eux. Le discri-
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minant
sera positif.
Nous distinguerons deux sortes d'équations (46) suivant que A, 2B, C ont pour plus grand commun diviseur i ou 2. Dans ce second cas, A, G seront pairs, B impair, et D de la forme 4 1 — i •
Pour déterminer les multiplications complexes dont pu est susceptible, il nous faut identifier Téquation (46) avec (45), ce qui donnera
Nous joindrons à ces relations la suivante
a-+- û?= 2/, et nous en tirerons
a=^-t-Bj7, h:=.Kxy c-=i — G^, d^ny — Bo:;
et le déterminant ad — 6c, que nous désignerons par /i, sera donné par la formule
Enfin
— B + fV5 "^ Â '
ni-=.a-\-b'z=iy-Jf ixsfD,
Si Téquation (46) est de la première sorte, il faudra, pour que a, 6, c, d soient entiers, que x^ y le soient. Si elle est de la seconde sorte. A, 2B, G admettant 2 comme diviseur
commun, :r, j^ pourront contenir 2 en dénominateur: posant
donc J? = — > y = ^— , on aura
Cx' ^ v'-Bx'
/ /• Tx /. y+ix'sf^
el a, b, c, d seront entiers, si x'^y' sont entiers et de mémf parité.
La fonction pu considérée admet donc une infinité df multiplicateurs complexes m, qu'on obtiendra en faisan: varier dans ces formules les entiers x^ y (ou x\ y'). Nous pouvons toutefois nous borner à donner à ces deux indéterminées des valeurs premières entre elles ; car, si l'on changeait x^ y en rx^ ry^ m serait changé en rm^ et la relation entre pa et prmu se déduirait de la combinaison de celu qui lie pu, pmu avec celle que donne la multiplication ordinaire et qui lie pmu avec prmu.
Supposons donc .r, y (ou ^, y) premiers entre eux: a, 6, c, d auront évidemment l'unité pour plus grand commun diviseur.
On voit, par cette analyse, que toute équation
AT*-h 2Bt + C = o ou
(47) Au>5 -4- aBcojiojH- CwJ =o, où D > o,
caractérise une fonction pu admettant des multiplicatear^ complexes. Mais cette même fonction pu correspond à um infinité d'équations de ce genre. En effet, pu ne change pa^ si l'on remplace a>i, (i>2 par un autre sjstème de demipériodes fondamentales i3>\^ (o'^. Soient
les équations qui lient ces deux systèmes de périodes. L*equation (47) sera transformée en
(48) A'a)'î-h2B'a)>;-hC'a>;* = 0,
OÙ
IA'=Aa« -HaBaY-hCY*, B'= Aap -4- B(a8 + Py) -h C -8, C'=:Ap«-4-2Bp8H-C8«.
Nous considérerons comme équivalentes et nous rangeroo^
dans la même classe toutes les équations qui peuvent ainsi se déduire de l'une d'elles, et qui répondent à une même fonction pu.
Toutes ces équations ont le même discriminant, car on a
D'= A'C- B'*=: ( AG — B«) (aS — Py)»= D.
En outre, elles sont de la même sorte ; car les formules (49) montrent que le plus grand commun diviseur de A, B, G divise celui de A', B', G', et que celui de A, 2B, G divise celui de A', 2B', G'; et la réciproque est vraie, car on peut revenir de l'équation (48) à l'équation (47) parla substitution Inverse
On sait, par la théorie des formes quadratiques, que les équations d'un même discriminant D et de même sorte ne formant qu'un nombre fini de classes. Nous allons retrouver ce résultat en cherchant l'expression des fonctions pu k multiplication complexe, qui correspondent à ce discriminant D.
489. Toutes ces fonctions admettent les mêmes multiplicateurs, donnés (487) par les formules
y-r-ixsJD ou ^ —
Soit m un de ces multiplicateurs, choisi à volonté (il conviendra dans le calcul effectif de choisir le plus simple, correspondant à X = I , ^ = o, ou à x'r=y=z 1). On aura
a, 6, c, d étant des entiers encore inconnus, car nous ne supposons pas donnés les coefficients A, B, G, mais seulement le discriminant D.
Posons
les équations précédentes deviennent
Remplaçons a>i, (02, d'une part, et Û|, Ûa d'autre part, par d'autres demi-périodes équivalentes to',, to'^ et Û'^, Û^. Nous pourrons, par un choix convenable de ces nouvelles périodes, (474) réduire la relation entre les périodes à la forme plus simple
Cela posé, pmu admet pour périodes primitives 2Û{, 2Û2, ou leurs équivalentes aÛ',, 2 0'^. Elle admet donc les périodes 2(1)',, 2iù'^ qui sont des périodes primitives pour pu. Ses pôles
sont, à ces périodes près, les points o, — -9 • • •> -^^ ~ — --
La décomposition en éléments simples donnera donc
(5o) pmu = pu-^Y^ * J^p^tt4_i!p^_p?.ÇLlj.
Identifions les développements des deux membres, suivant les puissances de u, en remarquant que pmu, ayant pour
périodes — \ — -9 aura, en vertu de l'homogénéité, les invariants m* g2'i Tn^ gz\ il viendra
Prenons une de ces deux équations. Nous savons que la somme du second membre est liée à g2^ g^ par une équation algébrique. Substituant dans celle-ci la valeur obtenue cidessus pour cette somme, nous obtiendrons une équation algébrique entre g2 ^l gz^ Cette équation, en vertu de l'homogénéité, déterminera J.
Il n'existe donc qu'un nombre limité d'invariants absolus! correspondant aux multiplications complexes de discrimi-
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nantDet d'une sorte donnée. Us sont racines d'une équation algébrique, à coefficients entiers , dont le degré sera le nombre des classes d'équations quadratiques du discriminant et de la sorte donnés.
La connaissance de ces invariants déterminera, à un facteur dliomogénéité près, les fonctions pu correspondantes.
490. Les deux cas les plus simples de la multiplication complexe sont ceux où l'équation en t se réduit à
ou à
2T'-f- 2T -+- 2 = 0 (D = 3, deuxième sorte).
Nous avons déjà signalé l'intérêt de ces cas particuliers ; on a dans le premier J = o, et dans le second J = i .
491. Soient pu et pu deux fonctions elliptiques dont les périodes soient liées par les relations
coi=i ato)|4- ^0), , (»),=: cw 1-4- rfw, {ad — bc'=in).
Leurs invariants J et J sont liés par une équation modulaire
et les diverses valeurs de J fournies par celte équation correspondent aux diverses manières de déterminer a, è, c, rf, sous la condition ad — bc = n.
Pour que J soit égal à J, il faut et il suffit qu'on ait
COj
to),
CD
m désignant une constante. On aura donc
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et la fonction pu devra être Tune de celles qui admeiteDi une multiplication complexe. De plus, D désirant le di^cnminant correspondant, on aura
/i = j?*-4-Dj' ou ^ni=r jc^^-i-Dy*.
L'équation
se décomposera donc en facteurs rationnels, donnant respectivement les invariants J qui correspondent :
1^ Aux multiplications complexes de la première sorte. pour les discriminants D qui satisfont à la relation
x,y étant des entiers premiers entre eux;
'2^ Aux multiplications complexes de la seconde sorte. pour les discriminants D qui satisfont à la relation
x',y étant impairs et premiers entre eux.
Considérons la diATérenlielle abélienne
R{x,y)dx,
R désignant une fonction rationnelle et y étant lié à x p' une équation algébrique
Si Ton efiectue une transformation birationnelle
réquation/=o sera changée en une équation analogue
R(^, ^) deviendra une fonction rationnelle de a/, j^; enlit
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dx s'exprimera au moyen de x'y ^, dx' au moyen des relations
dx- ^dx'-h^dv' o-^dx'-^^^dv'
"^"^ - dx^ ^ â/^ ' ^- dx' ^ ôy'^ •
La différentielle proposée est donc transformée en une autre, R| {x^ ^ y) dx' y où la relation entre les variables sera
Ux',y') = o.
Sî/(^,y) == o représente une courbe de genre i, la transformation pourra être choisie (t. I, n** 596) de telle sorte que la courbe transformée soit du troisième ordre.
On peut encore simplîGer cette dernière équation par une suite de transformations homographiques. Par une première transformation, qui rejette à Tinfini un des points d4nflexion, on la réduira à la forme
(ûrj7-H/v)'*-hP2=o,
Pa étant du second degré. Un autre changement d^axe la réduira à
ax*-¥- Pî=o.
Le polynôme Pj contient un terme en y^j car autrement la courbe serait unicursale. En changeant ^ en y -f- \x -f- (x, on fera disparaître les termes du premier degré en y; l'équation prendra la forme
Enfin, changeant j; en olx -^ ^, on pourra réduire A à 4f B à o; appelant — g2 et — g^ les deux autres coefficients, nous aurons l'équation définitive
Soit pa la fonction elliptique construite avec les invariants g2i g'A] cette équation équivaudra aux deux suivantes
xz=:puy y — p'u.
Donc, les coordonnées de toute courbe de genre i
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peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques d'un même paramètre.
493. Prenons ce paramètre u pour variable indépendante, la diflerenlielle K{x,y)dx se changera en
R(p«, p'u)p^udu.
Pour l'intégrer, décomposons la fonction Rp'a en éléments simples. Le développement sera de la forme
2 [AoîCa - a) -h Ajî'Ca - a) -4- Ai^'{u - a) -h. . .] -h C,
avec la condition 2Ao = o.
L^intégrale sera
2 [ A 0 1 o g tf ( a — a) 4- A , ; ( tt — a ) — A , p ( 1/ — a) — . . . ] -h C a H- C . Éliminons les quantités T^(u — a) par la formule
î(// — a) = ÎM — Uh- - ^—
2 pu — pa
et posons, pour abréger, 2A| = B. L'intégrale deviendra
(i) 2Aolog3'(tt — a) -f-Bî;tfH-C£/-t-4'«»
^u désignant une somme de termes doublement périodiques.
494. Cherchons à quelles conditions cette intégrale sera une fonction algébrique de x.
Il est nécessaire qu'elle n'ait qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de x = pu, et a fortiori pour chaque valeur de u. Or, pour une même valeur de u, chacun des logarithmes log<i(u — a) a une infiuité de valeurs. D faut donc que tous les coefficients A© soient nuls.
Cette première condition remplie, l'intégrale sera uniforme en {/. Mais il faut de plus que, pour tous les systèmes de valeurs de la forme w -f- am, C0| 4- s/n^coa, qui n'altèrent pas pu, le nombre de ces valeurs soit limité.
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Or, le changement de u en a + ami (0| + 2/713(1)2 s^^gmente la valeur de l'intégrale de
(2By),-+- 2Ca),)m|-h (2Bt),-|- 3Cci>,)/nt,
expression qui prendrait une inGnitë de valeurs, si l'on n'avait pas
qBtJj-H aCwjZzrO, 2Bîi,H- aCcOjrri o.
TZl
Comme le déterminant 7|iO>2 — y\2^t est égal à — > on en conclut ces nouvelles conditions
Réciproquement, si les conditions trouvées ci-dessus sont remplies, l'intégrale sera doublement périodique; elle s'exprimera donc rationnellement au moyen de pa==â: et de p'u=yy et sera algébrique en x.
495. Cherchons encore à quelles conditions les termes non elliptiques
( 2 ) 2 A.0 logc^(a — a) 4- B ï a H- G tf
peuvent représenter le logarithme d'une fonction algébrique de X.
Il sera nécessaire que cette expression n'admette, aux multiples près de 2iti, qu'un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de x, et a fortiori pour- chaque valeur de u. Or, pour une même valeur de m, A© \og<i(u — a) a une infinité de valeurs, difTérant de multiples de Ao2ic/. Il faut donc tout d'abord que les coefficients Aq soient rationnels.
Supposons qu'il en soit ainsi. Soit [x le plus petit multiple de leurs dénominateurs. L'expression (2) sera égale à
- logF, F désignant la fonction uniforme
eNBCi*+Ctt) n:rAol*(a — a),
laquelle ne devra prendre qu'un nombre limité de valeurs quand on change u en u -\- 2m^^s)^-\- 2/7120)2. Or ce chan-
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gement la reproduit au signe près, mullipliée par une exponentielle, dont l'exposant est
fxB(amiT)i-Ham,Tfi,)H- |jLC(2/niC«)j-h 2/y«îW,)
H-(2/w.'nt -t-2m,Tjj) 2 Aoîi.(tt — a -h/ni wj-h m^fc). .
En remarquant que SAq est nul, cet exposant se réduit à
[2Tri,(B — SAo») -h2WiC]{lW,
[2T,5(B — £Aoa) -+-2(o,C]jJi/w,,
et, pour que Texponenticlle ait un nombre limité de valeur^, il faut et il suffit que les multiplicateurs de [x/ni, {xm^ soient commensurables à ^izi. On aura donc les conditions suivantes :
2T)i(B — SAoa) -f- 2ci>iC=/t2Tri,
2Tj,(B — SA^a) 4- 2a),C = /,2iti, /«7 /a étant rationnels, ou en résolvant, et remarquant que
( B — SAoa= — /52ci>i-h/,2ù)„
Réciproquement, supposons ces conditions satisfaites : soit V le plus petit multiple des dénominateurs de/^^f^; od aura
- loffF = i- logF^
F^ étant doublement périodique et pouvant, par conséquent, s'exprimer rationnellement en pw et p'a.
Les différentielles elliptiques
où X est un polynôme du quatrième degré
X = aua?^-h 4«i'2?'-i- 6a,a:*4- 4<2s^ -f- a^y
^entrent dans la classe considérée ci-dessus, car la courbe
5st de genre i.
La représentation simultanée de :r et dey = ^X. par des fonctions elliptiques d^un même paramètre peut se réaliser comme il suit.
Nous pouvons écrire
X =: «0 ^* -4- 4 «1 a?' s H- . . . 4- «4 sS
js étant égal à i et n'étant introduit que pour Thomogénéilé. Oe polynôme homogène admet les deux invariants
lî= ^o^ï — 4^iûf3-H 3^5, I3 1^ ûTo rtj «4 — 2 ai a^ aj — a\ — a© ci^ — a\ a^.
Posons X ^= t î-v;Xse changera en un polynôme sans
second terme
cl les invariants restent inaltérés; on aura donc
ce qu'on peut d'ailleurs vérifier par un calcul direct. Remettant l'unité à la place de z^ on aura
et
Nous allons montrer qu'on peut identifier cette dernière équation avec celle qui lie les deux fonctions elliptiques
en déterminant convenablement la constante ç et les invariants ^2 et ^8.
En eflet, on a identiquement
et la formule d'addition donne, d'autre pari,
ou
(pu — pv)-^ [p{u + iO — pif] = /* — 3pv.
On en conclut
(/«-Spr)'— 4(p" — p«')[p(«-H^-) — pp].
Cela posé, la fonction
^^='{pu — pv)[p{u + v)-'pv'\
admet les mêmes pôles o et — v que la fonction /; ce> pôles sont simples dans toutes deux, et pour u îniinimeDi petit, on a
Donc
i-^/p'^ — iP"^
est nul, car cette fonction elliptique, a^ant perdu l'un de: deux pôles o et — p, est une constante; de plus, elle s'annule pour u = o.
On aura donc
Cl n
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OU, en remplaçant p" v par sa valeur en pp,
Pour identifier les coefficients de ce polynôme avec ceux de T, il faudra poser
d'où
gz—^P*^ — gtP^-'P'^V-=^^tl^--7.\ — !XJ= -l-
Enfin, pc^ se déterminera par la relation
Celle-ci a, aux périodes près, deux solutions, auxquelles correspondent des valeurs égales et opposées de p'v. Il faut choisir celle pour laquelle p'r = -j- a.,.
Les constantes g^y ^3, v étant ainsi calculées, on satisfera identiquement à Téquation j^^ = X en posant
(4) I «0 2 p£/_pr'
le double signe pouvant être fixé arbitrairement.
Enfin, d'après une formule précédemment trouvée (352),
(5) dx — \d^^-^~^^ ^ — [pw — p(w-h \-)\du.
pu — p(»
On a obtenu ainsi tous les éléments nécessaires pour la transformation de la différentielle.
La fonction ^— étant du second ordre, à chaque
pw — p^> ^
valeur de a: correspondent (aux périodes près) deux valeurs
de II. Leur somme est égale à celle des pôles, qui est — r;
les valeurs correspondantes de y sont égales et contraires,
car le changement de £/ en — u — v change le signe de
pa — <p("-+- ^)' ^ chaque point {^x^y) de la courbe j'*:= X
répond donc une seule valeur du paramètre i/.
La fonction j/- s'annule pour les valeurs de u qui satisfont
à la relation
a 4- ^ = — «/ + période
ou
u= h /Wi (Oi 4- m,ci),.
Les valeurs correspondantes de x sont les racines de Téquation X = o. U sufGra, pour les avoir, de donner à chacun des entiers mi, m^ les valeurs o et i.
Nous obtenons ainsi une résolution de l'équation du quatrième degré par les fonctions elliptiques.
498. Équation différentielle d'Euler. — Appliquon> les formules précédentes à la transformation de la différentielle
djc dx
Elle se réduira à
, du
le signe ±: restant à notre disposition.
Soient donc x, x^ deux variables, liées par Téquation différentielle
dûc dx^
X| élant un poljnôme formé avec Xt comme X l'est avec j'.
Kn posant
fl, I l>'u — p'v_
«0 2 p« — pi'
nous pourrons réduire cette équation à la forme
du du i
d'où
c désignant une constante. On aura donc
Ces deux fonctions elliptiques, d'ordre 2 et aux mêmes périodes, sont liées par une équation algébrique du second degré par rapport à chacune d'elles. Soit
cette équation. Elle sera évidemment symétrique par rapport k X et j?i, et sera équivalente à l'équation différentielle, sur laquelle on retombera en éliminant c entre F = a et sa dérivée.
499. Cette équation F peut être formée comme il suit : Soit t une variable auxiliaire, liée à x par une équation
algébrique du second degré par rapport à chaque variable.
En ordonnant successivement par rapport à chacune d'elles^
on pourra l'écrire ainsi
oi=i(f{x, t) =1 Xt^ -^ 2B t -h C = Mx^ -h 2N X -h \\ On en déduit
0= - p-dx-h - ^dl = {Mx -]- N) dx -h {kt -^- B) de
ou, en substituant pour x et t leurs valeurs
__ Ndtv/N*— MF B±v/B»— AC
±: v^N*— MP dx ± v^B» - AC dt:=zo,
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et enfin
dx fit
V/B» — ÀG v^N*— MP
Soient .ri la seconde racine de Téquation 'f(^, <) = o, ei soient A|, B|, C| ce que deviennent les polynômes A, B, (] quand on y change x en Xs] on aura de même
dxi Ht
V/BJ — AiCÎ v^N»-MP
on aura donc, en choisissant des déterminations convenables pour les deux radicaux ^B*^ — AC, y/BJ — A| Ci ,
dx dxx
V/B--— AC v^B*— AiGi D'autre part, en éliminant t entre les deux équations A^*-h2B/-+-C=ro, Ai«* + 2B,^-hCi~o, on obtiendra entre x et x^ l'équation
^^^ /2BB,-AG,-C.\,y^^^3,_ AG) (Bf - A,G»).
Or A, B, G sont des polynômes en x du second degré. Si nous les déterminons de telle sorte que B^ — AG soit identique à X, l'équation différentielle (7) se confondra avec la proposée (G), et Téquation (8) représentera la relation algébrique entre x et X\ [après suppression du facteur (x — j*,)- <]ue nous mettrons tout à Theure en évidence].
On pourra prendre pour B un polynôme arbitraire du second degré, pour A un des diviseurs quadratiques do B=^ — X (lequel ne sera déterminé qu'à un facteur constant
près); et pour G le quotient — r — • Gette solution comporte en apparence quatre constantes arbitraires; mais il esi aisé de voir que l'équation (8) ne 'dépendra, en réalité, que d'une seule combinaison de ces constantes.
En effet, le polynôme symelnque en
X, Xi sera de la forme
0L^^x*x\-h 2a,|(j?*j:, H- xx])
Maïs, de plus, pour x^ = x^ il se réduit identiquement à
B* — AC =:^X =LaQX^-{- 4«i«^*-+-' • •; d'où les relations
Joignons-y celle-ci
a,o =r. a, — 2 îx,
a étant une nouvelle inconnue. Tous les coefficients a pourront s'exprimer au moyen de cette seule indéterminée, et l'on
aura
BB,-A.C-AC, _
W désignant le polynôme
ÎW=z aQX'x\-\- 2a^{x^x.-i- xx]) -h a,(a:'-+- x\) •+- l\axXx^-\- 2a^{x -h x^) ■+- a^.
La relation entre ^ et j:i sera donc ( lO) [ V — 2fx(:c — XiYY = ^^i
ou
500. Il reste à y mettre en évidence le facteur (x — Xi)^ Posons, à cet effet,
N = aja?'-!- 2a,a7 -j- flfj, P = a,j?*H- 2a,ar-^ «4,
55o SECONDS PARTIS. — CHAPITRE TK
et soient M|, N|, P| les polynômes analogues en X|. Nous aurons
V =M xl-h^N a:i-+-P = M,a:«-+-2NiJ?-+-P„
X iziM ar*4-aN^ -h F, Xi =: M| j:} + 2 Nt a:, 4- Pi ;
d'où
W«-XXj= (Ma;Î4-2N:ri-+-P)(Mi;r*-+-2NiJ? -+-Pt) — (Mjc*H-2Na; 4-P)(M,a:î+2N,a:i-hPi) — (jc — a?,)[ 2(NM,— NiM)^j?,
(PMi— PtM)(ar-4-a?i) 2(PN,-PiN)].
Or les déterminants NM, — N^M, PM, — P,M, PN,— P|N sont évidemment encore divisibles par x — ^i; les quotients peuvent se calculer sans difficulté, et la relation entre Xy Xi, débarrassée du facteur étranger {x — ^i)*, prendra la forme définitive
(il) n — 4l*^-+-4l**(^ — ^i)'=o>
n désignant le polynôme
III = 4(«o«f — a]) x^xl + 4(^0^1 — aia,)(^-l- JC,)jrjr, -h ( «0 «* — « î ) ( -2? -H X| )* H- 8 (ai a, — a* ) xx^ -+-4(«i«4— «î«8)(^ + ^i)-+-4(«i«4— «*)•
501. L'équation (lo), résolue par rapport à la constante u. donnera cette relation sous la forme irrationnelle
Il reste à fixer le double signe. Nous allons établir que le signe — doit être rejeté.
Supposons, en effet, que x, Xtj partant d'une même valeur initiale a, varient de manière à conserver une valeur
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constante à la fonction
les radicaux y/X, y/Xi ayant d'ailleurs la même délerminanation initiale.
On aura
-r— dx -I- -5 dXx =1 o.
OX OXi
Cette équation sera applicable à l'origine, car en ce point F et ses dérivées partielles sont finies. D'ailleurs F est symé-
trique en x et x^; on aura donc en ce point -r- := -7 — > et,
par suite, dx = — dx^ . L'équation difTérentielle
dx dx^
donnerait, au contraire, dx = dx^.
L'équation différentielle
dx dx\ entraîne donc la suivante
i{x — XiY
où les radicaux y/X, y/Xi ont la même détermination que dans l'équation différentielle.
502. Polygones de Poncelet. — Soit C une conique ; les coordonnées de ses points pourront s'exprimer rationnellement au moyen d'un paramètre x. Soit C une seconde conique, donnée en coordonnées tangentielles. Les coordonnées de ses tangentes pourront s'exprimer rationnellement par un autre paramètre t.
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La condition pour qu'un point x se trouve sur une tangente / sera exprimée par une équation algébrique
du second degré par rapport à chacune des variables, car chaque tangente t coupe C en deux points et réciproquemeni, de chaque point a:, on peut mener deux tangentes à C. Soit
et posons B=* — AG=:X; soient Xo, x^ les deux racines d^ cette équation; on aura, comme nous Tavons vu,
Posons, comme au n** 496,
«0 ' 2 pu — pif
On pourra se servir pour caractériser les points de la courbe C du nouvel argument lu A chaque point correspondent, aui périodes près, deux valeurs /^ et — u — v de cet argumeni.
A ces deux arguments correspondent deux valeurs de-j-
cgales et contraires et qui représentent les deux détermÎDa-
Soient Uq Tun des arguments correspondants au point j^i». Ut Vun de ceux qui correspondent kx^; on pourra choisir ce dernier de telle sorte que Téquation (i4) se réduise à
dUQ:=z-{- dUi, d'où Ui-= Uq-^ c,
c désignant une constante.
Cela posé, par un point œ^ de la conique C menons une tangente ^o ^ G'; elle coupera C en un second point x^. De ce point menons la seconde tangente it à C; elle coupera C en un nouveau point X2t duquel nous mènerons une nouvelle tangente /^ ^^ ainsi de suite. Cherchons à quelles con-
tions du radical
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ditions ce polygone de tangentes se fermera au bout de n opérations.
Il faut pour cela que le point Xn se confonde avec Xq, Or les points Xq^ x^^ ..., Xn admettent respectivement pour l'un de leurs arguments elliptiques Woj WoH- c, . . . , Wo + ^c. Ce dernier doit se confondre avec Tun des deux arguments elliptiques Uq ou — Uq — v du point a;©. Nous devrons donc avoir
Wo -4- ne = «0 -H période ou
Uq-\- nc^=z — u^ — V -\- période.
La première relation sera satisfaite si c est un /z'*^"* de période. Il est remarquable que cette condition ne dépende pas du choix du point Xq,
La seconde relation est satisfaite pour les quatre systèmes de valeurs
— v — ne , .
Uq^ h /n|(i)i-i- m,(D, (/ni = oii, m,=:o, i).
Mais il est aisé de voir que, si elle est remplie, les tangentes ne forment pas un véritable polygone, mais une ligne polygonale décrite d^abord dans un sens, puis dans l'autre.
En effet, Tégalité
£/o-+- nc = — Uq — i' -h période,
de laquelle résulte la coïncidence des points Xo^ Xn peut s'écrire ainsi
UQ'\-{n — A) c = — ( £/(, -h kc)— f -4- période
et montre que Xk coïncide avec Xn_ff. La tangente /* qui joint les points x^, xj^^t coïncidera de même avec tn-k-i qui joint
Xfi-^k-.\ a Xn^k'
Deux cas seront à distinguer suivant que n est pair ou impair.
Soit n = 2m. Les tangentes tm-t et t„i coïncideront. Or ce sont les deux tangentes menées à G par le point Xm\ ce
point sera donc sur C, et sera Tun des quatre points d^intersection de G' et de G.
Soit 71 = 2/n + i; les points x^, ^m+i coïncident. Or ce sont les points d'intersection de tm avec G. Donc tm est Tune des quatre tangentes communes à G et à G'.
503. Cubiques planes. — Nous avons vu que ces courbes sont les transformées homographiques de la courbe particulière
sur laquelle il sera commode de faire Tétude de leurs propriétés projectives.
A chaque point de cette courbe correspond (aux périodes près) une seule valeur de u qui le caractérise.
Une courbe de degré n,
coupe la proposée aux points dont les arguments sont les zéros de la fonction elliptique
Gelle-ci n'a qu'un pôle, a= o, d'ordre 3/i; elle a donc in zéros, dont la somme est une période. Cette remarque est féconde en conséquences.
Ainsi, pour que trois points Uty ^2, u^ soient en ligne droite, il faut que Ton ait
Gette condition est d'ailleurs suffisante, car la droite qui joint les points tf|, U2 coupe la cubique en un troisième point, qui ne pourra être que ^3. De même, pour que six points £/|, . . ., ao soient sur une conique, il faut et il sodSt qu'on ait
Le point de contact U d'une tangente menée à la courbe
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par un de ses points u sera fourni par Téquation
u 4- aU = 0,
d'où
U y a donc quatre tangentes.
Soient Ui, e/^, uz et u\^ u\<t u\ les points de rencontre de la courbe avec deux droites arbitraires; joignons u\u\^ u\u^^ u^Uz* Ces droites rencontreront la cubique en trois nouveaux points u\^ u\^ u\ qui seront en ligne droite. En effet, des équations
«1-+- «1+ Wj= O, Wj -h M, 4- "3=0,
Wl -h u\ -H a\ = o, w, -h u\ + wj = o, £/,-♦- 1/', H- u\ = o,
on déduit
wj 4- mJ -H aj = o.
La tangente en un point d'inflexion u coupe la courbe en trois points confondus en u; on aura donc
Si/^ o,
d'où
aWi^i-H 2/n,a),
mi, m^ pouvant varier chacun de o à 2. Nous aurons donc 9 points d'inflexion, que nous représenterons commodément par la notation
a = (mim,) (mj = o, i, 2, mj=o, i, 2).
La droite qui joint deux points d^inflexion (mim^), (m^/Wj) passera évidemment par le troisième point d'inflexion (m'/Wj), m\^ m\ étant définis par les relations
m,-h/njH- m* = o, m,4-mj-hmî = o (modS).
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On obtient ainsi 1 2 droites
formant quatre triangles, dont chacun contient tous les points d'inflexion.
L'équation du neuvième degré dont dépendent les points d'inflexion se résout par radicaux ; car les triangles dépendent d'une équation du quatrième degré. L'un d'eux étant connu, ses côtés dépendront d'une équation du troisième degré. Ceux-ci trouvés, leurs intersections avec la cubique dépendront de nouvelles équations du troisième degré.
Les tangentes à la courbe menées par les points d'inflexion (autres que les tangentes d'inflexion) la couperont aux points dont l'argument est un sixième de période sans être en même temps un tiers de période. Ces points, au nombre de 27, seront ceux 011 il existe une conique (ne dégénérant pas en une droite double) qui coupe la courbe en six points coïncidents; etc.
504. On obtient des résultats analogues pour les courbes gauches, intersection de deux surfaces du second degré. On vérifie en eS'et facilement qu'elles sont les transformées homographiques de la courbe
xznpu, y = p'uy z^p'u.
Elles sont coupées par une surface algébrique d'ordre n, F(Xj y^ z)z=zo en ^n points, tels que la somme de leurs arguments soit une période.
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I. — Surfaces de Riemann
505. Soit u une fonction algébrique de ;;, définie par une équation irréductible de degré n
Nous admettrons que la courbe/ = o n'ait que des points multiples à tangentes séparées. S'il en était autrement, il nous faudrait opérer sur les variables ;;, it une transformation birationnelle telle que la courbe transformée jouisse de cette propriété.
En opérant encore, s'il est nécessaire, une transformation homographique, nous pourrons faire en sorte : i® que la courbe /n'ait pas de point multiple à l'infini; 2° que l'axe des u ne soit parallèle ni aux asymptotes de y, ni aux tangentes qui passent par les points multiples, ni aux tangentes d'inflexion.
Le nombre des points de f oii la tangente est parallèle aux u sera égal à la classe v de la courbe. Ces points seront des branchements, où deux valeurs de u deviennent égales. Aux points multiples, l'équation en u a aussi des racines égales; mais, en vertu des hypothèses faites, chacune des branches de la fonction u restera monodrome aux environs de ces points.
A partir de chacun des v branchements, traçons une coupure s'étendant jusqu'à l'infini, et ne passant pas par les
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points multiples. Dans le plan ainsi coupé, chacune des branches i^i , . . . , e/„ de la fonction u sera monodrome; mals^ si l'on traverse une coupure, deux de ces branches, U£ et £Ia par exemple, seront permutées entre elles. Pour exprimer cette propriété, nous dirons que la coupure en question a le caractère (ik).
Soient L|, ..., Ly les diverses coupures, écrites dans l'ordre où se succèdent leurs points d'intersection avec uq cercle de rayon infini, décrit dans le sens direct. La loi de permutation des branches £/«, ..., Un sera entièrement définie lorsque l'on connaîtra le tableau
des caractères de ces coupures.
506. En changeant le tracé des coupures (^ff- 27), 011 pourra modifier ce tableau. Soient, en effet, L, L' deux coupures consécutives; (ik), (i'k^) leurs caractères. Nous dirons que nous faisons reculer la coupure L par rapport à U si nous lui donnons le nouveau tracé L| marqué en poiotillé sur Idijig. 27. La permutation entre les deux branches Ui,
Fig. 2^,
i^A) qui se faisait le long de L, se trouve reportée le long de L|. Dans la région du plan coupé comprise entre ces deux lignes, les branches primitivement dénommées i//, ua s'appelleront maintenant i/;^, Ui, et les autres garderont leur dénomination. Le caractère de L' restera donc inaltéré si les
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couples d'indices (j, A:), {H^ Ar') sont identiques ou complètement différents; mais, s'ils out un seul indice commua {''=1, le caractère de L', qui était primitivement {ikf)^ se trouvera changé en {kld).
Supposons, au contraire, que, laissant la coupure L immobile, nous fassions avancer \J de manière à lui donner le nouveau tracé L,. On verra de la même manière que le caractère de L restera inaltéré après ce changement si £, A:, i', h! sont différents, ou si i!=ii^ A/== A:. Mais si ï'= / et Ar'^ A:, ce caractère, primitivement égal à (f'A*), sera changé en {kk').
Nous voyons donc qu'en déplaçant les coupures, nous pouvons intervertir l'ordre de deux caractères consécutifs du tableau T, à la condition, s'ils ont un indice commun, de remplacer cet indice dans l'un des deux caractères (choisi à volonté) par celui qui lui est associé dans l'autre caractère.
507. M. Lûroth a montré que, par une suite d'opérations de ce genre, on peut ramener le tableau T à une forme canonique très simple.
Partageons les caractères en deux classes, suivant qu'ils contiennent ou non l'indice i . Il existera nécessairement des caractères de la première claçse ; car l'équation /" = o étant irréductible, on doit pouvoir passer de la branche Ux aux autres branches (303). S'il existe aussi des caractères de la seconde classe, on pourra les faire passer en queue du tableau en les permutant avec les précédents ; ceux-ci pourront être modifiés, mais en restant de première classe. Après cette première opération, on aura
T-PiT,,
Pi étant un produit de caractères de première classe, Ti un produit de caractères de seconde classe.
Si tous les caractères du produit P| ne sont pas identiques, il contiendra deux caractères consécutifs différents (i«')(iA:), dont le produit pourra être transformé en (iA:)(A:^'). Nous avons fait ainsi apparaître un nouveau
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caractère de seconde classe (ki), que nous amènerons à la queue de P| pour le réunir à Tf. Nous pourrons ainsi réduire successivement le nombre des facteurs de P| jusqu'à ce quMls soient tous égaux.
Supposons qu'on ait à ce moment
Pjzr:(i2)\, T = (I2)^T,
et que n soit > 2. Si X| > 2, on pourra le réduire de deux unités. En effet, pour qu'on puisse passer de l'une des branches Ut, U2 èi Tune des autres branches u^y . . . , il faut que Tf contienne un caractère au moins, tel que (^S), où figure l'indice 2. Amenons-le en tête de T| ; T commencera par le produit (12)^1(23), qu'on peut transformer successivement dans les suivants :
(i2)>.-»(i3)(i2)(i3), (I2)VÎ(I3)»(23),
En répétant au besoin celte opération, on amènera X| à ne pas surpasser 2.
Cela fait, opérons sur le prcîduit T, comme nous l'avons fait sur T; on pourra le mettre sous la forme
Ta étant un produit de caractères où ne figure plus l'indice 2, et X2 étant au plus égal à 2 (si /i — i ]> 2). Continuant ainsi, nous aurons finalement
X,, ..., X;,_, étant des entiers positifs, dont le dernier seul peut surpasser 2.
Ces entiers sont pairs ; car si X^, par exemple, était impair, en décrivant un cercle de rayon infini avec la détermination initiale 2/3, on obtiendrait comme valeur finale U2* L'infioi
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serait donc un branchement, contrairement à nos liypoihèses.
On aura donc
p désignant le genre de la courbe /(t. I, n** 586).
308. Concevons, avec Riemann, un système de n feuillets plans P| , . . . , P,i étendus sur le plan P des z ; chacun de ces feuillets, tel que P/, étant d'ailleurs coupé suivant celles des lignes L<, ..., Lv dans le caractère desquelles figure l'indice ù
Une quelconque de ces lignes, L, ayant pour caractère (/Âr), sera une coupure pour les deux feuillets P,-, P^. Imaginons qu'on soude chacun des bords de la coupure pratiquée sur P| avec le bord opposé de la coupure faite sur P^. Si nous opérons de même pour chacune des lignes L, , . . . , Lv, toutes ces soudures auront pour résultat de réunir nos n feuillets en une surface unique S.
A chaque point (5;, Ui) de la courbe f(^z^ ?/) = o, faisons correspondre sur S un point Ç ayant pour projection s et situé sur le feuillet P/. Si le point (.3, ui) se déplace sur / d'une manière continue, le point X^ décrira sur S une ligne continue; car une discontinuité ne pourrait se produire dans cette trajectoire que, si z traversant une coupure, ui se trouvait changé en une autre branche Uk\ mais X^ passe alors du feuillet P/ sur le feuillet P;^ et, ces deux feuillets étant soudés le long de la coupure, la continuité est maintenue.
La variation simultanée des deux quantités s, u (liées par l'équation /= o) est donc figurée sans ambiguïté par le déplacement de Ç sur la surface S ^ et si 2^ décrit un contour fermé, z t\ u reprendront au retour leur valeur primitive.
La variable X^ étant constamment égale à z en valeur numérique, nous pourrons l'appeler dorénavant z\ comme elle ne parcourt plus le plan simple, mais la surface de Riemann, il ne suffira plus, pour qu'elle décrive un contour fermé, qu'elle j. — II. 36
56a SECONDE PARTIE. — CHAPITRE TH.
revienne à sa valeur primitive; il faudra, de plus, qu*elle se trouve au retour sur le même feuillet qu'au départ.
509. Les points de la surface S correspondent uniformément aux cycles de la courbe /.
En eflet, considérons d*abord un point (zo, Uoi)^ qui soit simple sur la courbe /. C'est l'origine d'un cycle unique, ayant pour équations
si la tangente n'est pas parallèle aux i/, ou
dans le cas contraire. D'autre part, ce point correspond à un point unique de la surface S.
Considérons maintenant un point multiple, où se croisent u branches, telles que e/|, ..., Uy,. 11 sera l'origine de (jl cycles, de la forme (1), représentant chacun l'une de ces branches aux environs du point multiple. D'autre part, il correspond à |JL points de S, respectivement situés sur les feuillets Pi, ..., PpL9 qui ne sont pas soudés entre eux en ce point.
Enfin la courbe /a n cycles dont l'origine est à l'infini, et dont les équations ont la forme
Nous les regarderons comme correspondant à autant de points situés à l'infini sur la surface S.
510. Une portion finie s de la surface S, bornée par un ou plusieurs contours fermés, est dite connexe, s'il est possible de réunir deux quelconques de ses points par une ligne continue entièrement située sur 5.
La connexité sera simple, si toute transversale ab tracée à l'intérieur de s, entre deux points de sa frontière (et de manière à ne pas se couper elle-même), partage s en deux
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régions distinctes, de telle sorte que, pour passer de Tune à l'autre, il faille nécessairement sortir de s ou traverser ab. Elle sevK double, si, en coupant s par une transversale t^ convenablement choisie, la nouvelle surface $^ ainsi obtenue est simplement connexe. Généralement, elle sera d'ordre N, si une coupure, faite suivant une transversale convenable Z^, transforme s en une surface de connexité N — i.
D'après cette définition, si 5 est connexe d'ordre N, on pourra la transformer en une surface simplement connexe, en la coupant successivement par N — i transversales, dont chacune ait ses extrémités, soit sur la frontière de 5, soit sur une des transversales précédentes, mais n'ait aucun autre point commun avec ces lignes, et ne se coupe pas ellemême.
511. Lemme. — Les deux régions 5j, 52, dans lesquelles une surface simplement connexe s est partagée par une transversale ab^ sont elles-mêmes simplement connexes.
Coupons, en effet, S\ par une transversale cd\ trois cas peuvent se présenter :
1® Si c et ûf sont sur la frontière de 5, cd sera une transversale sur 5, qu'elle partagera en deux régions séparées. On ne pourra donc passer d'un côté à l'autre de cette ligne, en restant sur 5, et, a fortiori^ en restant sur 5|, sans la traverser ;
2® Si c est sur la frontière de 5, etûf sur la première transversale ab^ la ligne cdb sera une transversale de s. Pour passer d*un côté à l'autre de ce/, il faudra donc nécessairement, ou sortir de 5, et par suite de 5| , ou traverser cdb. Mais, en traversant db^ qui fait partie de la frontière de 5|, on sortirait de 5j . Pour passer d'un côté à l'autre de crf, il faudra donc nécessairement traverser cette ligne, ou sortir de S\ .
3** Si c et df sont tous deux sur aé, la ligne acdb sera une transversale sur s. Pour passer d'un côté à l'autre de cd^ il faudra ou sortir de 5, et par suite de 5|, ou traverser acdb s
Or, en traversant ac ou db^ on sortirait de 5f . II faudra donc, ou sortir de s^^ ou traverser cd,
512. Théorème. — Coupons une surface 5, de cornexité N, par |x transversales successîi^es; soient 5, , ..., ^les régions distinctes en lesquelles elle se trouve partagée; N|, ..., N;„ leurs connexités respectives, IVous aurons la relation
(4) ^^(N,-2)+ix=N-2.
On peut, en effet, en coupant la surface ^/par N/ — i Iran? vcrsales convenablement choisies, la changer en une surfac T/ simplement connexe. Opérant de même sur chacune dt^ surfaces 5i, ..., Sm^ on voit que, par un sjslème dt
jjL -|- \ (N, — i) transversales successives 8i, 62? •--' on i
décomposé 5 en régions simplement connexes o-,, a-j?
On peut, d'autre part, tracer sur s un second système A N — I transversales t^^ Z^, . . ., qui la transforme en une surface 7 simplement connexe.
Une surface simplement connexe restant évidemment telle, si Ton déplace infiniment peu une portion de sa frontière, nous pourrons, en modifiant légèrement, s'il y a lieu, le tracé des deux systèmes de transversales, faire en sorlt qu'ils ne se coupent qu'en un nombre fini de points. Soit 0 Ir nombre de ces points. Ils partagent les transversales 8|, Oj, ...
(lu premier système en Y''^/ (^* — i) 4- 0 tronçons et
celles du second système tx^ t^, ... en N — 14-8 tronçons. Gela posé, cherchons en combien de régions distinctes .< sera partagé par l'ensemble des lignes /i* ^29 •• •« ^t? O3» •••- Traçons d'abord les lignes /^, /,, . . .; nous obtiendrons uni seule région simplement connexe o-. Traçons maintenant successivement les divers tronçons de ôj, puis ceux de 6,, . . .: chacun d'eux sera une transversale pour une des régions préexistantes, qu'il partagera en deux. Le nombre final des
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régions sera donc
Supposons, au contraire, qu'on ail commencé par tracer les lignes 8|, 82? •••• Nous aurons à ce moment m régions simplement connexes o-j, ..., o-,». Traçons successivement les divers tronçons de /|, puis ceux de ^a, etc. Chacun d'eux partageant en deux parties une des régions préexistantes, le nombre final des régions sera
En égalant cette expression à la précédente, on obtient la formule (4).
513. Deux cas particuliers de cette formule méritent d'être signalés :
1** Si m = I, elle se réduit à
N, — N - IL
Donc, en coupant une sur/ace s par jx transs^ersales successwes quelconques qui ne la partagent pas en régions séparées, on réduit de [x son ordre de connexité.
Si, en outre, N< = i , il vient [jl = N — i .
Donc le nombre des transversales nécessaires pour rendre s simplement connexe est indépendant du tracé de ces transversales.
1^ Si Ni, . . ., Not sont tous égaux à l'unité, la formule se réduit à
(5) jx — /n=:rN — 2,
et fournira N, si l'on connaît ix et m. •
Théorème. — Supposons
1° Que la surface s soit bornée par X contours fermés distincts A| , . . . , Ax ;
2** Qu^ on puisse, sans détruire sa connexité, la couper
suivant p contours fermés C|, . . . , C^ qui ne se tras^ersent pas mutuellement ;
3** Que V adjonction d'un nouveau contour quelconque Gp+i ne traversant pas les précédents détruise la connexité.
V ordre de connexité de s sera X -f- 2/>.
Soit, ea effet, 5' la surface obtenue cd coupant s suivant Cj, ..., Cyy. Elle est encore connexe. Soient donc yi un point de C| ; y'p Y« ^^^^ points infiniment voisins de yi? situés de part et d'autre de C| . On pourra les réunir par une ligne A, tracée sur 5'. Lorsque y,, y, viendront se confondre avec Yi, A deviendra un contour fermé Dj, qui traverse C| en un seul point yi.
Coupons ^ suivant D|. La nouvelle surface s^ ainsi obtenue sera encore connexe, car on peut passer d'un côté à l'autre de D| en suivant le contour G|. On pourra de même tracer 'sur ^^ un contour fermé Da traversant C2 en un seul point Y2; et en coupant s^ suivant D^, on obtiendra une surface connexe s^. Continuant ainsi, on arrivera à une surface connexe s^ obtenue en coupant s suivant les ip contours C|, Di ; C2, Da; • • • ; C^, D^. Cette nouvelle surface sera limitée par X-hp contours fermés, à savoir :
Les X contours A| , • . . , Ax ;
Les /> contours R| = CiDj C7*D7*, ...,R^=: C^D^C"!' D~' obtenus respectivement en suivant : i® l'un des bords de la coupure C<; 2^ l'un des bords de la coupure D,-; puis, dans le sens inverse; 3® le second bard de Ci\ 4* le second bord de D/.
Nous donnons le nom de rétrosections à ces contours
515. Soit maintenant tù un point quelconque de^; joignons-le :
I** Aux contours A| , . . . , Ax par des lignes 4Lm • • • ? O? 2® Aux points Yo • "1 Xp P^ ^^* lignes ^ILi , . . . , 3f\Lp.
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Si nous coupons / suivant les lignes ^i , • . . , 4^X9 ^î^i ) • • • > Oîl/^,nous obtiendrons une surface 5'", bornée par un seul contour fermé Q qui résulte de la succession des lacets ^i A, ^/ ,... , 31L| Rj 31^7*, .... Cette surface sera encore connexe, car on peut passer d'un bord à l'autre d'une des sections ^/ ou DTii en suivant le contour A,* ou B/.
D'ailleurs /'^ sera simplement connexe. Supposons , en effet, qu'on pût la couper par une transversale 8e sans détruire sa connexité. Soient ^ un point de la transversale; p', ^'^ deux points infiniment voisins de p, situés de part et d'autre de 8e; on pourrait les joindre par une ligne F située sur 5"'. Lorsque p', p''se confondront avec p, F deviendra un contour fermé C;,+i, lequel ne coupe pas G|, . . ., C^. Il devrait donc, d'après Thypollièse, partager ^ en deux régions distinctes, ce qui n'est pas, car on peut passer d'un bord à l'autre de la ligne C^+i en suivant la ligne ^8, puis la portion de Q comprise entre les points S et e, et enfin la ligne e^»
516. Cela posé, pour passer de la surface 5 à la surface simplement connexe 5"', il suffit d^y tracer les X -i- 2/> — i transversales successives
Donc Tordre de connexité de s est bien X -1- 2p.
Nous désignerons sous le nom de système canonique le système particulier de transversales (6) auquel nous venons d'arriver.
517. Nous dirons que deux lignes A, A', tracées entre deux points O et 2 de la surface 5, sont équivalentes si l'on peut passer de Tune à l'autre par une déformation continue (sans sortir de s).
La ligne A' est évidemment équivalente à la succession du contour fermé A'A~* et de la ligne A. Elle sera donc équivalente à A, si le contour A'A~* peut se réduire à un simple
point par une déformation continue, auquel cas nous dirons que ce contour est équivalent à zéro.
518. Théorème. — Tout contour fermé Y tracé sur une surface s à connexité simple, est équivalent à zéro.
En effet, coupons la surikce par une transversale f; elle la partage en deux régions distinctes, s^ et 53. Nous allons montrer que ce théorème est vrai pour 5, s'il l'est pour s^ et
pour ^2*
Nous pouvons admettre que F ne traverse t qu'ea un nombre fini de points, car nous pourrions au besoin substituer à r un contour polygonal infiniment voisin, et prendre aussi une transversale polygonale.
Soient a, p {fig^ 28) deux points d'intersection consécutifs de r avec t. Le contour F = ma/t^m équivaut évidem-
Fig. a8.
ment à //isc/ip.pa.a^.pm, et, comme la portion an^-^a^ entièrement située sur ^2, est équivalente à zéro, C équivaut à moL^m, Dans ce nouveau contour, le nombre des points d'intersection avec t est réduit de deux unités.
Par une suite de réductions de ce genre, on peut ramener le nombre des intersections à être < 2. Mais on ne peut passer de la région s^ à la région ^2, ou réciproquement (en restant sur s) sans traverser t. Le nombre des intersections doit donc être pair pour que le contour se ferme. Il sera donc nul, et le contour considéré, étant entièrement situé dans la région 5|, sera équivalent à zéro.
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Nous pouvons subdiviser de même chacune des régions s^ , ^2 par une nouvelle transversale, et ainsi de suite, et ramener ainsi la démonstration du théorème au cas d'une réion infiniment petite, pour laquelle il devient évident.
or
d19. Théorème. — Tout contour fermé tracé sur une surface 5, de connexité N, à partir d^un de ses points O, équivaut à une combinaison de N — i contours déterminés Fj, . . ., rj^_, décrits successivement, une ou plusieurs fois chacun, dans un sens ou dans Vautre.
Traçons, en effet, sur s une transversale ^, qui la transforme en une surface 5|, N — i fois connexe.
Soient 6', b" deux points situés en regard l'un de l'autre sur les deux bords de la coupure t. On pourra les joindre au point O par des lignes tracées sur S\, La réunion de ces deux figures constituera un contour F, = ObcO {fig- 29) tracé sur s et traversant t en un seul point 6'= 6"= 6.
Fig. ag.
Soit C = OûfeO un autre contour fermé partant de O. Supposons qu'il traverse la ligne ^ en m points. Soit d le premier de ces points d'intersection. Le contour G équivaut évidemment au suivant
Od,db,bO.Ob.bcO.Ocb.bd.deOy
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lequel est la combinaison de trois contours successifs : le premier, OrféO, ne traverse pas t ; le second, OécO, n'est autre que rj;.et le troisième, OcbdeO = C'f ne traverse plus t qu'en m — 1 points, car il a cessé de la traverser au point d.
Nous avons supposé, dans la figure précédente, que la ligne C = OdeO franchissait la transversale de gauche à droite, comme la ligne Obc. Si elle la franchissait dans le sens contraire, comme dans lajfig, 3o, C serait équivalent à
OdbcOcbObdeO.
Ce nouveau contour se compose de trois contours partiels : le premier, OdbcO = Oj ne traverse plus i\ le second, Oc 60, n'est autre que r7* ; le dernier, ObdeO, ne coupe plus la transversale qu'en m — i points.
On verra de même que G équivaut à la succession de trois contours, le premier ne traversant plus t; le second étant Fi ou r7*, et le troisième ne traversant plus t qu'en m — 2 points.
Donc, en dernière analyse, C équivaudra à une combinaison des contours Fi etF[* avec d'autres contours, lesquels, ne traversant plus t, seront situés sur 54.
520. Coupons ^i par une seconde transversale t^ , qui la transforme en une surface s^ de connexité N — 2. On pourra
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de même tracer sur 5|, à partir du point O, un contour fermé r2, qui ne traverse t^ qu'en un seul point; et Ton montrera que tout contour tracé sur 5| équivaut à une combinaison des contours r2 et F'* avec des contours tracés sur $2»
On poursuivra cette réduction jusqu'à ce qu'on arrive à une surface simplement connexe Ss^r Les contours tracés sur celle-ci étant équivalents à zéro, on voit finalement que tout contour C tracé sur s se réduit à une combinaison des contours
Fi désignant un contour qui traverse en un seul point la transversale ^/, sans traverser les précédentes.
Soient (Jig- 3i
Fig. 3i.
A|, . . . , Axles contours fermés qui limitent s; R«=:G,D|C7*D7*, ..., R^ = G^D^C^*D;* les rétrosections
que l'on peut tracer sur cette surface; Yi le point d'intersection de Q et de D,- ; 0} un point arbitraire de s; JÇ^i une ligne joignant co à Ai*; DlLi une ligne le joignant à y/.
Nous avons vu (516) qu'on peut adopter comme système
canonique de transversales le suivant :
CT'Cï» -C»» •••' O» •••» OK^iCiDïLj^f D/,
Joignons le point O aux contours A|, A2, . . ., Ax par des lignes L< , . . . , Lx. De même joignons-le aux points yi > • • • 1 Y/> par des lignes Mj, . . ., M^, tracées de telle sorte qu'aux environs du point y/ la ligne M/ se trouve dans celui des quatre angles formés par C/ et D/ qui est opposé à celui qui contient dIL/.
Considérons le système des lacets
(7) L,A^L7^ ..., M/D,Mr», M^QM^S ....
L'un de ces lacets, le premier, par exemple, équivaut à une combinaison des autres. Mais ces derniers sont indépen* dants et pourront être pris pour F, , . . . , Fp,..,.
En effet, le contour L2AaL^* coupe une seule des transversales, à savoir 417* -Ca» ^^ ^^'^ ^^ ^^ ^^^^ point; si i> q, L,A/Ljr* coupe la seule transversale 4Li en un seul point, M,D|Mt* coupe la seule transversale OKiCiOR/^* en un seul point Y«; enfin MidMj^ ne coupe qu'une seule transversale D, au seul point y/.
S22. Cherchons à déterminer le nombre p des rétroseclions que l'on peut tracer sur la surface S de Riemann, considérée dans toute son étendue (ou plus généralement sur la surface S' obtenue en excluant de S les portions intérieures à des contours fermés infiniment petits A^ , . . . , A^ tracés autour de quelques-uns de ses points a^, . . .^ a^^, en nombre limité.
La surface S' s'étendant jusqu'à l'infini, il conviendra, pour lui appliquer les théorèmes précédents, d'en exclure les points à l'infini, en considérant seulement la portion s' de cette surface située dans l'intérieur d'un cylindre droit ayant pour base un cercle G de rayon infini tracé sur le plan des z.
L'infini étant un point ordinaire pour la courbe^*, chacune des n racines de l'équation f(z^ w)=o revient à sa valeur
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ÎQÎlîale lorsque z décrit le cercle C. L'intersection de S' avec le cjlindre se compose donc de n circuits fermés distincts, Ajju|.i, . . ., A(4+„, qui constituent avec A|, . . ., A^x la frontière de s'.
Le nombre/? sera donné (^14) par la formule
N désignant l'ordre de connexité de s'.
Pour déterminer ce dernier nombre, nous remarquerons que la surface 5' a été obtenue en soudant ensemble, suivant les coupures primitives, L< , . . . , Lv les feuillets plans Pj , . . . , P„. Le long de chacune de ces lignes, telle que L/, nous avons fait deux soudures o-/ et aj-, dont la réunion constitue une transversale 0-7^ a'- ajant ses extrémités sur la frontière de 5'. En coupant s' suivant ces v transversales, de manière à détruire les liaisons établies, nous serons revenu au sj'Stème primitif de n feuillets. Joignons encore par une transversale chacun des contours Aj, ..., A^ au circuit qui limite le feuillet plan sur lequel il est situé. Chaque feuillet deviendra simplement connexe.
La surface ^ étant ainsi décomposée par v -+- [x transversales en n régions simplement connexes, on aura, d'après la
formule (5),
v-H(x — /iz=N — 9.
et par suite
n -\- 2p zr^ V — /i H- 2 ,
Le nombre p ainsi obtenu n'est autre chose que le genre de la courbe/ (t. I, 586).
IL — Intégrales abéliennes. Périodicité.
S23. Aux environs d'un point a={zoy Wo) de la surface de Riemann, z et 11 peuvent être développés (509) suivant les puissances entières et croissantes d'un paramètre t (égal
à 5 — Zo dans le cas général, à y/« — Zo aux points où la tangente est parallèle avec u, k - pour les points à rinfîni).
Soit F une fonction analytique de Z'^ nous dirons que le point a est ordinaire pour celle fonction, si aux environs de ce point, elle est développable en une série de puissances entières et positives de t.
Ce sera un pôle, si le développement, procédant toujours suivant les puissances entières et croissantes, commence par des puissances négatives.
Ce sera un point critique logarithmique, si le développement contient en outre un terme de la forme C\ogt,
Nous dirons encore que la fonction F est monodrome dans une portion s de la surface de Riemann, si, lorsque la variable z varie arbitrairement sans sortir de 5, F reprend toujours la même valeur lorsque z revient au même point ; qu'elle est synectique, si elle est monodrome et sans point critique.
Enfin, si F est monodrome sur toute la surface S, nous dirons qu'elle est uniforme sur cette surface.
524. Théorème. — Soient s une région de la surface de Riemann, finie et à connexion simple; F = P -i- Qe une fonction qui n^ acquière pas de point critique, lorsque z se meut arbitrairement sur 5.
1° Les fonctions F et Ç¥ dz seront synectiques dans la région s.
2" L'intégrale CF dz prise suivant le contour qui limite s sera nulle,
3** L intégrale JV dÇ^j prise suivant ce même contour {supposé décrit dans un sens tel qu^ on ait la région s à sa gauche), a une valeur positive {à moins que F ne se réduise à une constante j auquel cas elle s^ annule éi^idemment).
Coupons s par une transversale arbitraire ; elle la décomposera en deux régions 5< , 52- Et le théorème sera vrai pour 5. s'il Test pour 5| et ^3, car les intégrales TF dz^ fP rfQ prises
e'_ir
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sur le contour de s, sont évidemment égales à la somme des intégrales analogues prises sur le contour de s^ et sur celui de S2'
Subdivisons s^ , $2 par de nouvelles transversales ; la démonstration sera ramenée au cas d'un élément de surface infini* ment petit <t. Or, dans un semblable élément, F est représenté par une série de puissances
F = Co -H Cl / -h c, z* -h
On aura, d'autre part, suivant que la tangente au point (zq, Uq) qui correspond à ^ = o est parallèle ou non à Taxe des Uj
Z^=ZQ-\-t^ ou Z^iZQ-ht,
d'où
dz = 2tdt ou dz =: dl.
Donc F et J F dz sont des fonctions sjnectiques dans cet élément.
La première partie du théorème est donc établie ; et la seconde en est une conséquence immédiate.
525. Pour établir la troisième, nous remarquerons que, lorsque z décrit cr de manière à laisser son intérieur à gauche, t décrit autour de l'origine des coordonnées, dans le sens direct, un contour fermé infiniment petit t, qui ne se traverse pas lui-même. Un semblable contour est la limite d'un contour polygonal de même sorte. Celui-ci peut lui-même être considéré comme la limite d'un contour fermé de même nature, ayant en chaque point une tangente dont la direction varie d'une manière continue, et ne coupant une parallèle aux axes qu'en un nombre fini de points.
Tout revient donc à démontrer la proposition pour un contour t de cette dernière sorte.
Soit
t:=:x -h iy\
nous aurons (t. I, n® 189)
dP dQ dP dQ
dvT ây dy dx
Ces équ&lions montrent que, si Q est une constaole, il er sera de même de P, et par suite de F. Dans le cas contraire, rintégrale double
prise dans i^intérieur de t, a une valeur positive. Mais cett« intégrale peut se mettre sous la forme
J J \ dx dy dy dx) ou, d'après le n** 133, sous la forme
^cos N Y rf* + p ^ cos NX ds dx dy
NX et NY désignant les angles de la normale extérieure ân contour avec les axes des x et des j^.
Mais, si dx et dy représentent les accroissements de x ei de y lorsque / passe du point s au point s -\- ds^ en décrivant T dans le sens direct, on aura
dx=^ ' cosNY dsy dy =z cos NX ds.
L'intégrale précédente devient donc
Celte dernière intégrale est donc positive, comme nou^ voulions l'établir.
526. Soit F = P-f- Q« une fonction qui n'admette 5urî;i surface de Riemann qu^m nombre flni de points crilique- «,, . . ., «(!.. Prenons arbitrairement un point O sur ceU' surface et joignons-le par des lacets : 1** aux/> rétroseclioos; 2'* aux points ai, . . ., aji) 3** aux n circuits à Tinfini. Coupons S suivant ces lacets; le contour ainsi formé délimiter:
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une surface finie 5', à connexion simple, sur laquelle F n'a pas de point critique.
Si donc nous désignons par K Tensemble des lacets des réirosections, par JUf , X2, • • • les autres lacets, nous aurons
(1) f^^^'^^jf Fû?5=i:0,
et si F ne se réduit pas à une constante,
(2) fpdQ-[-\ f PdQ>o.
527. Si la fonction F n'a pas de point critique (même à rinfini) sur la surface de Riemann, l'inégalité (2) se réduira à
(3) fpdQ>o.
En effet, on n'a, dans ce cas, d'autres lacets &l» que ceux qui sont relatifs aux circuits. Or ceux-ci ne donnent que des intégrales infiniment petites.
Soit, en effet, Xff= L^^AaLjJ"* celui qui est relatif au circuit Â^. Les intégrales suivant La et Ljj"* se détruisent. Pour évaluer l'intégrale suivant Aa, posons
" 7 p(cos<p-h t sincp)'
et prenons cp pour variable indépendante; l'intégrale de- \ iendra
do 0 »
Mais, sur le circuit Aa, F admet par hypothèse un développement de la forme
F = Co -h Cl ^ -H c, ^- -h . . . .
On aura donc, en désignant par 77 le module et par a/ J. — II. 37
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rargument de c/,
P = rQ cosao-4- Tjp cos(«p -4- aj) Q=z Tosinao-t- r,p sin(o + «j)
Si p tend vers zéro, P tendra donc vers une limite finie, et -^y qui contient p en facteur, tendra vers zéro. L'intégrale est donc infiniment petite.
528. Théokeme. — Une /onctionF, synectique sur toute la surface de Riemann, se réduit à une constante.
La fonction F, n'ayant pas de point critique, il faudrait, pour qu'elle ne fût pas constante, que l'intégrale
rprfQ= f
fût positive. Mais elle est évidemment nulle. Soit, en efiet {fig. Sa),
Fig. 3a.
Ml
Tun des lacets dont K est composé. Les intégrales suivant
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Ma et M]^* , ayant leurs éléments égaux et contraires, se détruiront. De même pour les intégrales / et / , / et / .
^Ck *^cr* •^D* "^^r*
529. Discutons d'une manière analogue Pégalité (i). L'un quelconque des lacets Xk est de la forme
Aa désignant, soit un contour infiniment petit décrit dans le sens rétrograde autour de l'un des points ai, • . ., a^^ soit un circuit, décrit dans le sens direct, et isolant l'un des n points a^jL^f , . . ., a^^n situés à l'infini sur la surface de Riemann.
Nous avons vu que, aux environs du point ak= (z^, Uk)j z et u sont exprimables au moyen d'un paramètre t (égal,
suivant le cas, k z — z^f ou kJz — 5^, ou enfin à - si aA est
à l'infini). Lorsque z décrit Aa, t décrira, dans le sens rétrograde, un contour infiniment petit, ta» autour du point ^ = o. On aura donc
f¥dz= fv^dt.
dz Si, aux environs de ^ = o, F -7- est développable suivant
les puissances entières et positives de t^ cette intégrale sera nulle.
dz Si F-^ admet un développement suivant les puissances
entières et croissantes de ^, mais commençant par des termes à exposants négatifs
l'intégrale sera égale à — iiziçLjç^,
Dans l'un et l'autre cas, F reprenant sa valeur initiale
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lorsque z décrit le contour Aa, les deux intégrales f ¥ dz et / F dz se détruiront.
Nous obtenons donc le résultat suivant : On a
1(1 sommation s^appliquant seulement aux lacets ^k décrits autour des points {à distance finie ou à l'infini)
qui sont critiques pour l'expression F;it*
Si l'un de ces points an est un pôle pour F -^i soii a*,
/e résidu correspondant. L'intégrale sui\^ant le lacet relatif à ce point sera — 2 ic/a^i .
530. Cherchons Texpression générale des fonctions F uniformes sur la surface de Riemann et n'ajant pour poinis critiques que des pôles.
Une semblable fonction F, étant développable aux environs de chaque point (:;o; '^0) suivant les puissances entières
et croissantes d'une variable t égale k z — ^q, ou à \/ z — z^^
ou à -9 n'aura que des points critiques algébriques par rap-
port à la variable z.
A chaque valeur de z correspondent n points ai, . . . , ^/j, <Ie la surface de Riemann, et à chacun d'eux a/ des valeurs déterminées F/, ui des fonctions F et u. La somme
où m est un entier quelconque, sera une fonction uniforme <le z. N'ayant que des points critiques algébriques, elle sera rationnelle en z.
Posons m = o, i, . . . , n — 1, et des équations ainsi ob-
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tenues, tirons la valeur de F|. Nous obtiendrons un résultat de la forme
Le déterminant D est le produit des dilTérences ut — Uky et ses mineurs Af, . . ., A^ sont divisibles par celles de ces différences où u^ ne figure pas. On aura donc, après suppression de ces facteurs communs,
Le dénominateur est égal, à un facteur constant près, à la valeur de -~ pour m = W|. D'autre part, les B, étant des fonctions symétriques entières des racines de l'équation •^ — = O) sont des polynômes entiers en ^ et £^i; et s'ils
contenaient des puissances de u^ supérieures à n — i , on pourrait les éliminer au moyen de l'équation f{z^ u^) = o. On aura donc, en remplaçant u^ par u dans l'identité précédente, une expression de la forme
du
C|, . . ., C/2 étant des polynômes entiers en Zj e/, de degré n — I au plus par rapport à m, ou enfin, en désignant par A le dénominateur commun des fonctions ^i, . • . , ^„y
du
Eo9 • • • , E/i^i , A étant des polynômes en z.
Cette expression est une fraction rationnelle en .s, w. Réciproquement, toute fraction F rationnelle en z, w, étant évidemment de l'espèce considérée, pourra se mettre sous la forme précédente.
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531. On donne le nom d* intégrales abéliennes aux inlé~ grales de la forme
où F désigne une fonction rationnelle en 2, u. On achèvera de préciser cette intégrale en fixant sa valeur initiale en un point O, choisi à volonté sur la surface de Riemann, pour servir d^origine à la variation de z.
Cherchons le système des valeurs diverses que peut prendre cette fonction en un point a de la surface, lorsqu^on fait varier le trajet suivi par z pour passer de O à a.
Nous avons vu que tous les chemins possibles se ramènent à Tun d'entre eux, précédé d'une combinaison :
i*» De lacets MaGaM;^*, MAD)tM)f* joignant le point O aux deux contours Ga, Da qui forment chaque ré trosection:
1^ De lacets JIoa= L;t AaL^' joignant ce même point aux pôles de F et aux n circuits à l'infini.
Les diverses valeurs de l'intégrale au point a dIfi(éreFont donc les unes des autres d'une somme de multiples entiers positifs ou négatifs des intégrales prises suivant ces lacets, ou plus simplement, suivant les contours Ca, Da, Aa, car les intégrales suivant les lignes Ma, Mj^* et La, L)^*, se détruisent évidemment.
Ces intégrales se nomment les périodes de L Nous appellerons premières périodes cycliques les p intégrales / :
*^Cfc
deuxièmes périodes cycliques les p intégrales 1 ; nous les désignerons respectivement par ca, dk-
Nous appellerons en^n périodes polaires les intégrales 1 .
Nous avons appris à déterminer ces dernières (529), et nous
avons vu que / s'annule, si le point aA, autour duquel est
ri"
décrit le contour Aa, est un point ordinaire pour F -r^- Dans
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le cas contraire, ce sera évidemment un pôle, et Ton aura
J' = 2 TC l
*Al:
a^i désignant le résidu correspondant.
On a
Mais le premier terme s^annule, car chacun des lacets qui constituent K étant formé de lignes décrites deux fois en sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent. Donc la somme des périodes polaires (et par suite la somme des résidus) est nulle.
533. Il peut d'ailleurs exister, dans certains cas, d'autres relations linéaires entre les périodes. Considérons, par exemple, l'expression logF (F étant rationnel en s, u). C'est une intégrale abélienne, car sa dérivée
1 (^ ^ ^ \ F \dz du ds
devient rationnelle en 5, w, lorsqu'on y remplace -7- par sa
valeur déduite de l'équation /= o; or toutes ses périodes se réduisent à des multiples entiers de la seule quantité 2 ici.
L'intégrale I n'a évidemment de points critiques
dz qu'aux points a^ qui sont des pôles pour F -7-' Si, aux environs d'un de ces points a, la partie infinie du développement
, rtdz de F -7- est
dl
/fi" Y -^dt sera évidemment
«m ^-''*-^-»-H...-haJog^
et a sera un point critique logarithmique (un pôle, dans le cas particulier où le résidu aj est nul).
535. Soit I^P-t-Q«. Proposons-nous de déterminer la valeur de l'intégrale / P rfQ, prise le long de l'un des lacets MitCAD^ C^* Djj;* M;^* qui aboutissent à une rétroseclion.
Soient Ca= Ya-+- ^Ya» ^*= ^*+ ^^k "^^ périodes cycliques relatives aux deux contours Ca et Da.
Considérons deux éléments correspondants pris sur les deux lignes Ca et Cjf*; rfs y a des valeurs égales et opposées;
-yj y reprend la même valeur, car c'est le coefficient de la
partie imaginaire de la fonction — > qui est rationnelle en z
//, et, par suite, reste uniforme sur la surface de Riemann ; mais P a changé de valeur; car, entre les lignes CAet C^^', on a décrit le contour Da, ce qui a accru I de df^^ et sa partie réelle P de 3a. La somme des deux éléments d'intégrale considérés sera donc
Pc^Q — (P 4- 8a) û^Q = — 8a^Q.
On aura donc
Considérons de même deux éléments correspondants sur Da et Djf;*; comme P augmente de — y* lorsque z décrit le contour intermédiaire C^\ la somme de ces éléments sera
et l'on aura
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Enfin les éléments correspondants des intégrales, suivant M et M""*, se détruisent; car, lorsque z décrit le contour CaDaQ^D;;;*, P augmente de yA-i- 8^ — y* — 8^= o-, il reprend donc sa valeur primitive.
L'intégrale cherchée aura donc pour valeur
Soit, comme précédemment, K le contour formé par l'ensemble des lacets des rétrosections; on aura
(6) yPrfQ=^'(Y*8;-S*Y'*).
536. Soient I, F deux intégrales abéliennes ayant respectivement les périodes cycliques C|, rf|, ...,C|,, dp et c\^ d\^ • • •, cly d' et les points critiques a^, a^^ • • m ^^ ^i? a!,, .... Nous admettrons pour plus de simplicité qu'elles n'aient pas de point critique commun.
Joignons un point arbitraire O par des lacets aux rétrosections et aux points critiques a\ , a^y ... et a, , a^, • . . . Nous aurons soin de tracer ces lacets de telle sorte qu'en tournant autour de l'origine O, on rencontre d'abord les lacets des rétrosections, puis les lacets X\^ ^^^ ..., des points ao a2, . • • et enfin les lacets ^\ , e,l>^, ... des points a\^a\^ ....
L'ensemble de ces lacets délimite une surface s simplement connexe et sur laquelle ni -7-9 ni F, ni par suite l'intégrale 1 V d\ n'ont de point critique.
On aura donc
Un calcul identique à celui du numéro précédent nous donnera pour la première intégrale la valeur suivante
yi'<fl=V(c;rf»-rfic*).
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Les points a^y a^^ . . . sont des pôles pour l'-i
effet, aux environs d'un de ces points, aj^, -t- admet un développement de la forme
D'autre part, ce point étant ordinaire pour I', la série de Taylor donnera aux environs de ce point
On aura donc
pA désignant le résidu
et, par suite,
^J re^=-27ri^p,-
538. Calculons enfin le dernier terme de l'équation (; L'intégration par parties donne
fvdl — lV'- fldV.
Or, lorsqu'on parcourt la suite des lacets JUj^, 1 ne chanso pas et V s'accroît de la somme de ses périodes polaires; mai? celle-ci est nulle. Donc II' reprend sa valeur initiale, el Ton a simplement *
Mais, pour l'expression I-t-j les points a\y a^, . . . sont des
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pôles, dont les résidus se calculeront comme les précédents, et seront de la forme
(9) Pit= «il (I)ai 4- a;.,^^j^ -+-....
Nous obtiendrons donc finalement la relation fondamentale suivante
les résidus p^ ou p^ relatifs à chaque point critique étant calculés comme ci-dessus.
539. Appliquons cette formule au cas où 1'= logF» F désignant une fraction rationnelle en Zj u»
Les périodes cj^, rfj^ de cette fonction étant des multiples de 2Tt, le premier membre de la formule (lo) se réduira à une fonction linéaire homogène, à coefficients entiers, des périodes cycliques de 1.
D^autre part, les points critiques de logF sont les zéros et les pôles de F, et la partie infinie du développement de
— j^^— sera — [J»-^"*, pour un pôle b de multiplicité [x; [x'^"',
pour un zéro b' de multiplicité [x'.
On aura, par suite,
^Pi=^^'(i),-^,(i)*.
ou si Ton considère un zéro de multiplicité [x' (ou un pôle de multiplicité [x) comme résultant de la coïncidence de ix' zéros simples (de [x pôles simples)
les sommes du second membre s'étendant respectivement à tous les zéros simples, et à tous les pôles simples de F.
Si donc nous convenons de considérer comme équivalentes deux quantités qui ne diffèrent que par des fonctions
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linéaires homogènes, à coefficients enliers, des périodes de I, l'équation (lo) nous donnera Téquivalence
pk désignant l'expression
P*=«Ai(logF)«j-ha*J— ^^) 4-....
540. Supposons que la fonction I se réduise à une constante C. Elle n'aura pas de point critique, et toutes ses périodes s'annuleront. La relation (i i) se réduira donc à
C(N'-N) = o, d'où N=:N',
N désignant le nombre des pôles b de F, N' le nombre de ses zéros b'.
Soit d'ailleurs X une constante arbitraire. La fonction F — a ajant les mêmes pôles que F, en nombre N, aura N zéros. Nous obtenons donc ce résultat :
Le nombre des points pour lesquels une /onction rationnelle F de Zy u prend une valeur déterminée X est indépendant de X et égal au nombre des pôles de F.
541. On déduit aisément de ce qui précède la démonstration d'une proposition célèbre, connue sous le nom de théorème d'AbeL
Soit ^ un polynôme entier de degré m-^ les deux courbes /et ^ se couperont en mn points.
Supposons que les coefficients de ^ varient simultanément, d'une manière continue et suivant une loi quelconque. Les points d'intersection se déplaceront et décriront sur la surface de Riemann des lignes continues L4, L2, ....
Soient (po 6t ^ la forme initiale et la forme finale du polynôme variable; les lignes L4, L^, • • • auront pour origine les points d'intersection &i, 62, ... de /et de tj^o et se termineront aux points d'intersection b\y b'^, ... de / et de ^.
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Soit I une intégrale abélienne, dont les points critiques Oi , a2, ... ne soient pas situés sur les lignes Lj, L2, .... Les mn intégrales
auront des valeurs finies et déterminées. Le théorème d'Abel a pour objet de déterminer la somme de ces intégrales. On a évidemment
D^autre part, la fonction rationnelle
a pour pôles les points 6|, 62? • • • 6t pour zéros les points b\, 6^, .... En lui appliquant la formule (it), il viendra
Mais il est aisé de voir que les deux membres de
cette formule sont non seulement équivalents, mais égaux.
En effet, ils le sont à l'origine du mouvement, où ij; = ^o-
Car le premier membre s'annule. D'autre part, y- étant égal
à I , son logarithme se réduit à un multiple de 2Tzij et les dérivées de ce logarithme par rapport à t s'annulent. Le second membre se réduit donc à un multiple de la somme des périodes polaires — 27rfa;ti, laquelle est nulle (532).
Si d'ailleurs on fait varier le poljnôme ^ d'une manière continue, à partir de sa forme initiale 4^0; '^^ deux membres varieront d'une manière continue; car les points a/t n'étant
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pas situés, par hypothèse, sur les lignes L|, L2, ••-, ne seront à aucun instant des points critiques pour log-^-
Le module de la différence des deux membres ne peut donc varier que d^une manière continue. Si donc il cessait d'être nul et devenait, à un certain moment, égala 8, il prendrait nécessairement dans l'intervalle toutes les valeurs comprises entre o et 8.
Mais, les deux membres étant équivalents, leur différence est représentée à chaque instant par une expression de la forme mi ci}< -}-... -h m^w^, en désignant par tOi, ..., w^ les périodes de I. Il faudrait donc que tout nombre compris entre o et S fit partie de la suite des nombres
(12) I/niWi-+-.. -hmq(aq\.
Or il est aisé de voir que cela est impossible. Ordonnons, en effet, les nombres (12) de la manière suivante.
Nous mettrons en tête, en les disposant dans un ordre arbitraire, ceux d'entre eux (en nombre limité), pour lesquels I //Il I -t-...4- ] //iç I = I ; puis, dans un ordre arbitraire, ceux en nombre limité, où cette somme est égale à a, et ainsi de suite. Tous ces nombres sont ainsi disposés en une série, où chacun d'eux figure à un rang déterminé.
Soit 8| le premier terme de la série dont la valeur tombe entre o et 8. Si la série contient des termes dont la valeur soit comprise entre 3 et 8^ ils ne viendront qu'après celuilà. Soit*82 le premier d'entre eux. Si la série contient des termes dont la valeur soit comprise entre 8| et 82, ils ne viendront qu'après 82. Continuant ainsi, nous formerons deux suites de termes, les uns croissants
IJ
les autres décroissants
mais plus grands que les précédents. D'ailleurs, chacun de ces termes 8,1 étant plus éloigné dans la série que 8/,_i, le
INTÉGRALES ABÉLIENNBS. SqI
rangquHl occupe et, a fortiori, le rang occupé par les autres termes compris comme lui entre 8/1.3 et 8;2-i) ^6 saurait être moindre que n.
Cela posé, si les deux suites précédentes s'arrêtent à un dernier terme S,}, la série ne contiendra aucun des nombres compris entre 8/,_i et 8„, et notre proposition sera établie. Si, au contraire, les deux suites contiennent un nombre de termes illimité, les nombres 84, 83, ... tendront vers une limite A, et les nombres 82, 84, ... vers une limite A' égale ou supérieure à A. Le nombre A ne peut figurer dans la série ; car il y devrait occuper un rang déterminé m\ mais, A étant compris, quel que soit /i, dans l'intervalle de Zn-% à ^n^\ ^ ce rang serait au moins égal à n, quel que fût ce dernier nombre ; ce qui est absurde.
543. Nous aurons donc, comme expression du théorème d'Abel, la formule
*"' SX.'"=S['"'('°^^)..*'"(5"'4.)..-^-]-
Les expressions | v-) > ( i-lofiTr-l > ••• sont évidemment
rationnelles par rapport aux coefficients de if et de tj^o*
Le second membre de la formule précédente se compose donc d'une partie logarithmique et d'une partie rationnelle par rapport à ces coefficients.
Deux cas particuliers doivent être signalés ici
On dit que l'intégrale l est de première espèce, si elle n'a aucun point critique. Dans ce cas, le second membre disparaît, et l'on a simplement
L'intégrale I sera de seconde espèce, si, tout en admettant des points critiques, elle n'a pas de périodes polaires. Dans
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ce cas, les résidus a^i seront tous ouïs, et le second membre se réduit à sa partie rationnelle.
Enfin rintégrale sera de troisième espèce, si elle a des périodes polaires.
545. Remarque, — Il peut arriver que if varie de telle sorte que quelques-uns de ses points d'intersection avec / restent fixes. Leurs trajectoires L;^ se réduisant à de simples points, les intégrales correspondantes disparaîtront du premier membre des équations (i3) ou (i4)) <iui ^^ contiendront plus que les intégrales relatives aux points d'intersections variables.
546. Soient P4=:(5|, w,), ..., Pj4=(2j4, u^^) des points variables, décrivant simultanément sur la surface de Riemann des lignes arbitraires L|, ..., L^j^ (ne passant pas par les points critiques de l'intégrale I). Nous pourrons déterminer une courbe ©, adjointe à /et d'un degré assez élevé pour que son équation contienne plus de [x coefficients arbitraires. On pourra donc déterminer ces coefficients, en tout ou en partie, par la condition que cp passe par les points ^i, . . ., ^^^ et, s'il reste encore des arbitraires, on achèvera de déterminer «p en la faisant passer par des points fixes yi , y^, . . . , choisis à volonté sur /. Les coefficients de l'adjointe ainsi formés sont rationnels et symétriques en 2|, t^i, . . . , z^^ u^. Elle coupera/: i"* en certains points fixes simples ou multiples; 2** aux points variables {z^^ W|), . . ., {z^^ u^^) ; 3** en p autres points variables (;;',, w',), . . . , (s' , «' ).
Les coordonnées de ces derniers points sont des fonctions algébriques Aq z^^u^^ ...« ^^t, u^. Pour les obtenir, éliminons u entre les deux équations
^{Zy U) = Oy f{Z, U)—0.
Soit Z = o l'équation finale. On connaît d'avance celles de ses racines qui correspondent aux points fixes, et les racines Zi, . . ., ^^. Supprimant ces solutions par la division, il res-
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Lera une équation Z' = o, de degré/?, pour déterminer 3 ^ — z'p. Soit z'i, l'une de ses racines; la valeur correspondante u\ s'obtiendra en cherchant la solution commune aux deux équations
Elle sera unique (si Z'= o n'a pas de racine multiple) et s'exprimera rationnellement au moyen de 2)^ et de ^i , Ui ,
'piî '^jf
Lorsque les points (3|, «i), ..., (5^1, u^) décriront les trajectoires L|, . . ., Lpi, les p points {z\^ u\)^ . . ., («3'^, w' ) décriront des trajectoires correspondantes L',, ..., L' ; les autres points d'intersection restant fixes, on aura, par le théorème d'Abel,
rX'""S'X'"="'
M étant une fonction rationnelle et logarithmique des coefficients de cp et de cpo? et par suite des quantités ^1, e/i, . . ., ^[ji7 u^ et de leurs valeurs initiales ^iq, ^iq, • . •, z^^y u^q. Nous obtenons donc cette nouvelle proposition :
La somme dhm nombre quelconque d^ intégrales abéliennes semblables est toujours réductible à une somme de p intégrales analogues, prise négativement^ plus un terme complémentaire, algébrique et logarithmique,
III. — Réduction des intégrales abéliennes
547. Une intégrale abélienne î=:jFdz est détermi^ née à une constante près, lorsque l'on connaît : i® ses p premières périodes cycliques C|, . . ., c^^ a® la position de ses points critiques «i, a^, ..., et aux environs de chacun de ces points, tel que a^, la partie infinie de son
développement (ou, ce qui revient au même, la partie in- J. — 11. 38
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finie aA,|ij^~*^'+. . .H- a^n^"* du développement de sa dérivée F
Soient, en effet, I, F deux intégrales pour lesquelles ces divers éléments soient les mêmes. La différence I — F sera une intégrale abélienne sans point critique, et dont les premières périodes cycliques sont toutes nulles.
Or, nous avons vu (527) qu'une intégrale abélienne J = P + Qt sans points critiques, et dont les périodes cycliques sont
se réduit à une constante si l'intégrale / PrfQ n'est pas positive; d'autre part, cette intégrale est égale (535) à
hk^ — hYk)'
Or, pour l'intégrale I — F, les quantités y^? y^ sont nulles. Donc / P rfQ sera nulle, et I — F est une constante.
548. Supposons les éléments cî-dessus donnés a priori, et proposons-nous de déterminer l'intégrale abélienne correspondante. Elle ne pourra exister que si la somme des résidus a;ti <^st nulle. Nous allons voir que cette condition <est suffisante.
Soit A une courbe de degré m telle que, parmi ses points d'intersection avec/*, il y en ait au moins [jL| confondus en ^1, |JL2 confondus en aj, etc. On pourra toujours satisfaire à ces conditions en prenant m suffisamment élevé.
Nous allons établir que l'intégrale cherchée existe, et qu'elle est de la forme
./ au
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O désignant une adjointe convenablement choisie parmi celles de degré m-\- n — 3.
549. Cherchons, à cet effet, quels sont les points de la surface de Biemann auiL environs desquels l'expression
^ dz dt
au
devient infinie.
Aux environs d'un point (!^, u), situé à distance finie, dz
—^ sera fini. Cela est évident, si -—- n'est pas nul au point
considéré.
Si -^ = o, mais -J-^o.ï\ en sera de même, car de l'équaau ^ az^ ^ ' ^
lion /= o on déduit
dz du
di dt
à/- dr
du dz
et le second membre reste fini.
Enfin, si -—- = -^ = o, le point (Ç, u) sera multiple. Soit v
son ordre de multiplicité. A une valeur 5 = Ç + ^ voisine de Ç correspondent n valeurs w,, . . ., Un) celles de ces branches qui se croisent au point multiple auront des développements de la forme
«j = u -h Cl ^ -h . . . , . . . , «v = '-> H- Cv ^ 4- • • • >
les coefficients angulaires Cf , . . . , Cy de leurs tangentes étant différents; les autres développements seront de la forme
\>k différant de u.
Si donc on prend sur Tune des branches qui passenl ai point multiple, sur la première, par exemple, un point (:;, ;/,
/if
voisin de (s, u), l'expression —- qui est égale à un facteur constant près au produit
sera d'ordre v — i .
Mais, d'autre part, ^ ayant au point (Çj u) un point mu'tiple de multiplicité v — i, son ordre ^era au moins égal - V — I. Le quotient restera fini.
Considérons enfin un point situé à Fin fini. A une valeur
infinie de c = -■ correspondent n développements
et le produit
dz
sera d'ordre — (n — i). D'autre part, ~ est d'ordre — ^
Enfin ^, polynôme d'ordre n-\-m — 3, est d'un ordre ? moins égal à — (Ai + /n — 3). Donc
dz dt
du
restera fini au point considéré.
Quant à A, son ordre en un point (Ç, u) à distance finie sera égal au nombre X des intersections de A et de /" qui s^^^» concentrées en ce point [X étant nul, si (Ç, y) n'est pas un point d'intersection]. Pour un point à l'infini, cet ordre mrait — m -f- X.
Donc l'expression
dt du
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ne devient infinie qù!aux points d^ intersection de f et <i<? A ; et si l'un de ces points bi compte pour X/ intersections, elle deviendra infinie d'ordre X/ (au plus). La partie infinie de son développement
s'obtiendra aisément par la division.
550. Si nous prenons pour <E> l'adjointe la plus générale de son degré, elle aura pour coefficients des fonctions linéaires et homogènes de mn -\- p — i paramètres indéterminés (t. I, 589). (Nous supposons ici /n >> o; s'il était nul, le nombre des paramètres serait j9.)
Le nombre total des coefficients B est égal au nombre mn des intersections de A et de /. Ces coefficients sont évidemment des fonctions linéaires et homogènes des paramètres. La somme des résidus étant nécessairement nulle, on aura la relation
qui permettra d'exprimer l'une de ces fonctions telle que B,i au moyen des autres.
Désignons ces dernières par B^/.
Les p premières périodes cycliques Ti, . . ., F^ de l'intégrale considérée sont évidemment aussi des fonctions linéaires et homogènes des paramètres.
Le déterminant des mn — i -{-p fonctions Ba/, T, , . . ., T^ n'est pas nul ; car, s'il l'était, on pourrait déterminer les rapports des paramètres de manière à les annuler simultanément. L'intégrale abélienne ainsi obtenue n'aurait plus de pôles, et ses premières périodes cycliques seraient nulles ; mais elle ne peut se réduire à une constante, car sa différentielle n'est pas identiquement nulle; il y a donc contradiction.
Le déterminant n'étant pas nul, on pourra choisir les paramètres de manière à donner aux fonctions linéaires Ba/, r,, ..., Vp un système de valeurs arbitraires.
On pourra donc faire en sorte :
1° Que Fi, ..., Tp prennent les valeurs assignées C|, ..., Cp] 2® que le polynôme (i) s^annuie pour tout point 6/ qui ne fait pas partie de la suite des points a^ ^2» • • m ^^ ^ r^~ duise, si bi= a^^ au polynôme donné
Les coefficients B| 1 et au du terme en t~* dans les développements relatifs au point b^ = a^ échapperont seuls à Tidentification directe ; mais, comme on a, d'une part,
^Ba=o,
et, d'autre part, par hypothèse,
ces deux coefficients seront encore égaux.
5S1. Intégrales de première espèce. — Si l'intégrale I n'a pas de point critique, on pourra supposer m = o; A se réduit alors à une constante. La forme générale des intégrales de première espèce sera donc
<p désignant une adjointe d'ordre n — 3.
Nous pouiTons déterminer une intégrale de première espèce
IL
du
telle que toutes ses premières périodes cycliques cjn, ..., Ckp soient nulles, sauf Tune d'elles Ckk^ laquelle sera égale à l'unité. Nous désignerons ses secondes périodes cycliques par dk\^ ..., dkp-
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Nous obtiendrons ainsi p intégrales particulières E|, . . ., E^, que nous appellerons intégrales normales de première espèce.
La formule (lo) du n° 538, appliquée à deux intégrales normales E/, Ej^ donnera évidemment
(2) o—\{Ciidki—'diiCki) —dki—dik.
552. Une intégrale abélienne I, ayant pour premières périodes cycliques C|, .. ., c^, peut évidemment se mettre sous
la forme
I = c, E, 4- . . . 4- CpEp4- r,
r étant unç intégrale réduite, dont les premières périodes cycliques sont nulles.
Dans l'étude des intégrales de seconde et de troisième espèce, nous pourrons donc nous borner à la considération des intégrales réduites.
553. Intégrales de seconde espèce, — Nous pouvons construire une intégrale réduite FJ; n'ayant qu'un seul pôle a, aux. environs duquel la partie infinie de son développement
d?^ se réduise à t'V- (celle du développement de —-7^ se réduira à
— |JL^-|*-*).
Soient rf^,, . . ., d^^ ses secondes périodes cycliques. Leur valeur s'obtiendra en appliquant la formule (10) du n^ 538 aux deux intégrales E;^ et F^; il viendra
^^ 2ir/^*~ fx! V dt\»' Ja^{\^ — i)l{ dt\»"' df dt ]'
)a (l^-OM^
du / 1
Celte expression est une fonction algébrique des coordonnées 2^, u du point a. Si ce point n'est pas à l'infini, et si
■^ n'y est pas nul, on aura t = z — Ç, et le second membre
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se réduira à
(fi-i)i ^;»*-» ( à/(i,^^)
Le ihéorème d'Abel, appliqué à F^, donnera, d'aulre part,
334. Une intégrale réduite de seconde espèce I (et, en particulier, une fraction rationnelle en 5, m), admettant le> pôles a,, «2, ..., et ayant pour partie infinie de son développement, aux environs de a,-, un polj^nôme
pourra se mettre sous la forme
I = ^^ («/.«. F^/H- ... -h oc/i FJ.) -f- C,
C désignant une constante.
En effet) la quantité C définie par cette équation est une intégrale abélienne qui n'a ni pôles, ni premières périodes cycliques. C'est donc uue constante.
Réciproquement, une expression I de la forme (5), où les quantités a et C sont des constantes indéterminées, est une intégrale réduite de seconde espèce, n'ayant de pôles qu'aux points ai, 02, . . . avec des ordres de multiplicité au plus égaux à /7Z|, m2f .*. (ces ordres de multiplicité pouvant s^abaisser si quelques-uns des coefficients a sont nuls).
555. Pour que cette expression I se réduise à une fraction rationnelle, il faut et il suffit que ses secondes périodes cycliques
S3ient toutes nulles; car ce sera alors une fonction uniforme, n'ayant pour points critiques que des pôles.
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Ces poljnômes 8j^, au nombre de /?, contiennent les indéterminées a, en nombre \ mi^=q. Ils peuvent être liés par
des relations linéaires; soit o- le nombre de ces relations. Nous aurons à satisfaire k p — ? équations distinctes.
Si p — T^gr, on ne pourra y satisfaire qu'en supposant les a tous nuls, et I se réduira à la constante arbitraire C.
Si p — 3-<^^, ces équations détermineront p — o- des quantités a en fonction des autres et I contiendra encore, sous forme linéaire, q — /? -f- o* -f- 1 indéterminées (y compris la constante C).
Pour trouver la signiflcation du nombre o", nous remarquerons qu'une relation linéaire
entre les polynômes Oa, équivaut au système des relations \ ^*^i* = o, ...» \ X;teÇJ( = o,
Remplaçons les périodes d par leurs valeurs (3), et posons
Ces relations deviennent
o dz\ / d"^ir^ «D dz\
^/ 1 — ^» • • • » I r////i -1 Àf ^/ \ — ^»
dj_ dt \~ ' '"' I dr"i-' â/ de I au J ai \ au /„.
Elles expriment que parmi les 2/? — 2 points d'intersection de/ avec l'adjointe cp, de degré n — 3, autres que ceux <[ui se trouvent aux points multiples de /*, d'après la définition même des adjointes, mi coïncident avec ûf|, ..., m/ avec Uij etc.
Si nous avons, entre les polynômes S, 7 relations linéairement distinctes, nous aurons donc a- adjointes cp linéairement distinctes jouissant de la propriété précédente, et réciproquement.
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Nous pouvons donc formuler la proposition suivante :
Théorème de Riemaitw-Roch. — Soient a<, ..., a^ q points quelconques {distincts ou non) ; c le nombre des adjointes d^ ordre n — 3 linéairement distinctes, qui passent par ces points.
Les /onctions rationnelles de Zj w, qui n'ont aucun pôle en dehors de ces points, dépendent linéairement de q — ^ 4- <T -h i constantes arbitraires, si q >/> — <t; elles se réduisent à une constante, si q ^p — o*.
556. Cherchons l'expression explicite de ces fractions rationnelles.
Soit d'abord o* >• o, et soit
l'adjointe la plus générale de degré n — 3, qui passe par les points a^^ .•., a^. On peut déterminer les constantes ^ de manière à la faire passer par <t — i nouveaux points choisis à volonté; mais le nombre total de ses intersections avec /" est 2/> — 2 ; on aura donc l'inégalité
Soient 6, , . . . , 6^' les points d'intersection de çi avec /, autres que a^ •••? cCç] et soit (r' le nombre des adjointes d'ordre n — 3 qui passent par 6| , . . . , 6^. La fonction rationnelle la plus générale, n'ayant de pôle qu'en ces points, contiendra q' — p -\- <r'4- i constantes arbitraires. Mais la fonction
qui en contient c, jouit évidemment de cette propriété ; on aura donc
Si nous échangeons dans le raisonnement les points ai, ...^ a^ et 6|, . . ., bçf nous trouverons de même
q — p -+- ff -f-i5<y
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ajoutant ces inégalités, et remarquant que q -h 5r'= ip — 2,
il vient
(j'-i- (j ^ cr -h (j'.
Donc les deux membres des relations précédentes ne peuvent être inégaux, et l'on a nécessairement
q^ — p H- a' 4- i = ff, ^ — /? -f- a -+- i = a'.
Soit maintenant
«p'= X', cp j 4- . . . -h Xff. (pi*
l'adjointe la plus générale qui passe par les points 6|, . . ., bq', La fonction rationnelle
ne pourra devenir infinie qu'aux points «i, . . ., a^, et contiendra le nombre voulu de constantes arbitraires pour être la plus générale de cette espèce.
557. Soit maintenant 7 = 0. En prenant m assez grand, nous pourrons déterminer une adjointe <E> d'ordre n — 3-f-m passant par les points a^ ..., a^. Elle coupera f en mn H- 2/> — 2 — q autres points ô» , 62, .... Soit ^ l'adjointe du même degré la plus générale parmi celles qui passent par les points b\ elle contiendra encore (au moins) q — />+i pa-
ramètres arbitraires. D'ailleurs — ne devient infinie qu'aux
points a,, ..., a^. Ce sera donc la fraction rationnelle cherchée, et le nombre des paramètres sera précisément gr — p-^i,
558. Soit, en particulier, y =/? -4- i . On pourra prendre pour ^ une adjointe de degré n — 2 ; ^ contenant deux paramètres sera de la forme X<E» -h Xi ^1, et l'on aura
La fonction -^ ajant/> -f-i pôles «i, ..., CLpjf.K prendra une
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valeur donnée - en p 4- i points
Ces points seront évidemment ceux des points d'intersection des courbes
y— O, *--[X*,z:ro
qui varient avec |a. Pour p. = o, ils se confondent respectivement avec Gi, ..., ap^i] lorsque |x varie, ils décriront des lignes L|, ..., L^^.*; et l'on aura, d'après le théorème d'Abel,
SX'
ou, en difTérentiant,
ÔUi
Ce système d'équations différentielles, joint aux relations /(;;,, M,) = 0, ..., f(Siyiii) = o,
et aux conditions initiales
(Ç/, U|- étant les coordonnées du point a/), suffit, comme nous le verrons dans la théorie des équations différentielles, à définir i;.^? ^2} *•• en fonction de ^|.
Mais on peut établir entre ces variables un système de relations algébriques équivalent au précédent. En effet, les fonctions symétriques des coordonnées ^<, W|, ..., Zp^i^ Up^i sont évidemment rationnelles en jx, qui, lui-même, en vertu de la relation
_ "^ii^l^ Ih) _ _ »l(^/l-4-l, ^p-t-l) _ S»l(^ô «/)
est une fonction de même nature.
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Les équations ainsi obtenues, entre les fonctions symétriques de Zif £<i, ^29 '^21 ""> ont leurs coefficients rationnel par rapport à ceux de ^, ^4, lesquels sont évidemment rationnels et symétriques en J^i, U|, ^2? ^2? • • • • Par Téliminalion de ces dernières constantes, on retrouverait les équations diiTérentielles.
559. Parmi les intégrales F^, an moyen desquelles nous avons exprimé toutes les intégrales réduites de seconde es> pèce, la plus simple est celle où u = 1 . Nous l'appellerons V intégrale élémentaire de seconde espèce. On peut la mettre (548) sous la forme suivante
(7) Pi =
71_ r*ad=
la désignant la tangente à / au point a, et ^a une adjointe convenable de degré n — 2 (passant évidemment par les // — 2 points d'intersection de /et de A.^ autres que a). Ses secondes périodes rf^^ seront données par la formule
(8) .L.di, = -f^'^\.
Soient aij .,,<, ap p points quelconques non situés sur une même adjointe de degré n — 3. Le déterminant des p^ périodes da^f^ ne sera pas nul.
560. Toute intégrale réduite I de seconde espèce pourra se mettre sous la forme
(9) I = X,Fi.-4-...^-X^Fi^-hR, R désignant une fraction rationnelle.
Soient, en effet, 5|, . . ., S^ les secondes périodes de F. Si nous déterminons les constantes X par les relations
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l'intégrale R, définie par la relation précédente, aura toutes ses périodes cycliques nulles. Elle sera donc rationnelle.
561. Intégrales de troisième espèce. — Une intégrale de troisième espèce admet au moins deux points critiques logarithmiques, la somme des résidus devant être nulle.
Nous appellerons intégrale élémentaire de troisième espèce, et nous représenterons par G* l'intégrale réduite qui a deux pôles a et 6, et dont les développements aux environs de ces deux points ont respectivement pour partie infinie — log/ et 4- log^.
Cette intégrale pourra se mettre sous la forme
(lo) G',=
A^^ désignant la droite qui joint les points a, 6, et ^ab une adjointe de degré n — a (laquelle devra passer par les /i — a points d'intersection de A^* et dey autres que a, 6).
Soient dab%j • • •? dabp ses secondes périodes cycliques. En appliquant la formule (lo) du n° 538 aux intégrales Ea et G*, on trouvera
La même formule, appliquée à FJJ et à G*, donne
Appliquée à G* et G^, elle donne
o==(G*)p-(G2)a-(GP).+ (Gg)., ou
(.3) / rfG*= / rfGg
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(les intégrales étant prises suivant des lignes qui restent dans la région délimitée par ]e contour K et les lacets des points a, b, a, ^, région dans laquelle les intégrales G^ et G^ restent monodromes).
Enfin, le théorème d'Abel (543), appliqué à l'intégrale G* , donnera, en désignant par 2^o, Uq et 2^4, U| les coordonnées des points a et 6,
562. Toute intégrale abélienne I est la somme d*une fonction linéaire dHntégrales élémentaires de troisième espèce et d'aune intégrale de seconde espèce.
Soient, en effet, ai, ..., a^ les points critiques de I, A|, . . ., ).^ les résidus correspondants. Posons
i = x,G:;;-+-...-hX^G:;f4-R.
La fonction complémentaire R n'ayant plus de périodes polaires (en vertu de Téquation ^.4 + . . . -f- X^= o ) sera une intégrale de seconde espèce.
IV. — Inversion
563. Soient ax=^{z^^u^)^ ..., ap^={zp, Up) p points mobiles, partant des positions initiales «10= (^10» Wio)? • • •? apo=^{zpo^ Upo) ; et soient comme précédemment
Ea— / ^^ (^'=1, ••.,/>)
/?kdi H du
les p intégrales normales de première espèce. Soient enfin ^1, ..., e;, de nouvelles variables, liées aux premières par les relations
Ldi d/{zi,Ui) àui
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On en déduit par rintégralion (2) \ \ dE^—Ck—ei^ (A- = I, ...,/>),
\ I clEk^ei — ei
L/ désignant la ligne décrite par le point a^, et e^o la valeur initiale de ei,.
Si Ton fait varier les lignes Lj sans changer leurs extrémités, on obtiendra pour chaque position des points ^i
dp une infinité de systèmes de valeurs pour ei, . • ., e^. En désignant Tun d'eux pare,, . . ., e^, ils auront évidemmeot pour forme générale
ek — ^i -H ^x 4- \ /i/^*/ ,
dfci^ ..., dj^p étant les secondes périodes cjcliques de £«. et gkj ht des entiers positifs ou négatifs.
564. Le problème dHnversion des intégrales abélîenne? consiste à trouver réciproquement l'expression des qx]antilé> j/, iii en fonction de ei, ..., e^, considérées comme \ariahles indépendantes.
Étudions la marche de ces fonctions aux environs A^ point (^40) • • •) ^/7o)« Les quantités ^z, Ui étant voisines d< ^/n? Uio pourront être développées suivant les puissance
d^ entières et croissantes d'un même paramètre /,•; et — — ■
restant fini pour ^i = o, admettra un développement ea puissances entières et positives, tel que
d¥^ dti
— a& -h (l'kiti -h nlit] -\-
Les nouvelles variables ti seront des fonctions implicite^ de (?!, . . . , Cpj déterminées par les équations
3) \ / («îi-+-aii^,-f-...)^^i— («*— <îAo) = o (A-z=i, .../> Le jacobien des premiers membres par rapport aux va-
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riables ti sera le déterminant D des quantités
Pour ti=z. . . = ep=z o^ D se réduit au déterminant D© des quantités aj^^-.
Si Do n'est pas nu), les équations précédentes définiront effectivement (t. I, n** 191) des fonctions /|, . . ., r^ des variables ei, . • . , e^, lesquelles fonctions sont synecliques aux environs du point (^lo? • • •) ^po)'
Le déterminant Dq s^annule dans les deux cas suivants
1° Les points aïo^ • • • ? cipoi ^out en restant distincts, sont situés sur une même adjointe (f = \(f^-\-.,.-\-'kp(fp^ de degré n — 3.
En effet, cette condition est exprimée par les p équations
et, pour qu^on puisse y satisfaire autrement qu'en posant >,,=... = Xy,= o, il faut et il suffit que Dq soit nul.
2^ Si plusieurs points aïo? • • • ^ ctpoj par exemple aïo) • • • i ^(xo coïncident. En effet, dans ce cas, les développements
étant opérés aux environs du même point, auront les mêmes coefficients, et Do aura [l colonnes identiques.
Le déterminant D aura lui-même deux colonnes identiques lorsque deux des variables ^4, • . •^ t^ seront égales: il est donc divisible par le produit P de leurs différences, et
Ton aura
CHAPITRE VU
Prenons pour nouvelles variables, au lieu de /|, . . ., Z^, les sommes de puissances semblables
Le jacobien de 54 , . . . , s^ par rapport à /|, . . . y t^ sera
ff-'
= tx!P.
Le jacobien des premiers membres des équations (3) par rapport aux nouvelles variables s^^ . . . , 5(jl, ^ix+i, . . .,
tp sera donc — fD'? et si D'^ n'est pas nul, 5,, ..., 5ji,
'{H-lï
, tp seront aux environs du point (^lo) . . ., e^o) des fonctions synectiques de Ci , . . . , e^ ; et ^i , . . . , f|jt seront les racines d'une équation algébrique, à coefficients sjnectiques.
La condition D'= o exprime d'ailleurs qu'il existe une adjointe © = X| Çi -1-... H-Xp^p^ passant par les points a^^^^^^
a^^o 6^ satisfaisant, en outre, aux relations
\ ^k^î\—Oy ..., \ X^aJ;-*=io,
lesquelles expriment que [jl de ses points d'intersection avec/ sont concentrés au point «< 0 = • • • = <^po«
566. Nous avons ainsi élucidé la nature des fonctions /, , . . ,y tp aux environs du point {e^^^ . . . , e^yo) sous la seule condition que les points a^^^ . . ., a^o ^^ soient pas sur une même adjointe cp de degré n — 3.
Soit ij une fonction rationnelle de z^ u^ qui ne devienne infinie en aucun des points a^^^ . . ., a^o- Aux environs du point a/o, on aura pour if{zi^ Ui) un développeinent en puissances tel que
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Les sommes S|, S^, <•• des puissances semblables des |uantités ^{zi, ui) seront donc des fonctions synectiques de , , . , . j tp^ D'ailleurs si «i o = «20 = . . . ^= a^o, les dévelop- >ements de 4'(^«î ^i)y • • •> ^{^\l9 ^(i) auront les mêmes coefîcients. Les développements de S|, S2, ... ne contiendront lonc tf, . . ., t^ que par les sommes ^i, 5a, ... de leurs 3uissances semblables, qui sont synectiques en e«, . . ., Cp.
Donc S4 , Sa , . . . seront elles-mêmes synectiques en «i , . . . , Cp.
Si, contrairement à ce que nous avons supposé en premier lieu, ^(^, u) devenait infini en quelqu'un des points aïo, • • -, ftpo tel que a^Q^ le développement de Sf, Sa, • • • contiendrait des puissances négatives de tf (ou, si aio = . • •= «(jlo» des sommes de puissances négatives semblables de /|, . . ., ty,) lesquelles sont des quotients de fonctions synectiques.
Donc toute fonction rationnelle symétrique Q des quantités ^(-5/, Ui) sera aux environs du point (cio, . . m^/^o) une fonction synectique de ^i, . . ., e^, ou un quotient de fonctions synectiques.
On donne à ces fonctions Q le nom de fonctions abétiennes,
567. Faisons varier e^^ . . . , e^ à partir de leurs valeurs initiales^ on pourra suivre de proche en proche le mouvement dos points ai, . . . , a^ et la variation des fonctions Q. On ne se trouvera arrêté que lorsque les points «i, . . ., «^ atteindront des positions a\^ . . . , a' telles qu'ils soient situés sur une même adjointe de degré n — 3.
Il est aisé de déterminer les valeurs e', , . . ., e' des variables indépendantes pour lesquelles cette circonstance se produira. Considérons en effet une adjointe variable, déterminée à chaque instant par la condition de passer par les points ai, ..., Up^i. Dans sa première position cpo, elle coupera / aux points «lo, . . ., a/ï._i,o et en p — 1 autres points ^0, ^1, . .., i%-2. Dans sa position finale cp, elle la coupera aux points a\^ . . ., a' et en /> — 2 autres points
C?| , • • • , Op_2-
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On aura, d'après le théorème d'Abel,
(4) y CdEf,-^ rdEj^^y f'dEjk^o.
On a d'autre part, d'après l'équation qui définit e^,
(5) 2j J ^^=^*~^*o (A: =1,2, ...,/?). On en déduit
Ces systèmes de valeurs singuliers des quantités €k ne dépendent, comme on le voit, que dep — 2 points variables 6..
568. Réciproquement tout système de valeurs e\y - • ., ^^ défini par les relations (6) constitue, quels que soient le> points 6/, un point d^ndé termina ti on commun à toutes les fonctions abéliennes.
En efl^et, parles p — 2 points 6|, nous pouvons faire passer un faisceau d'adjointes de degré n — 3. Soient <p l'une quelconque d'entre elles, a', , ..., a' ses autres points d'intersection avec /. Faisons décrire aux points mobiles a^ . . ., a^ do lignes quelconques Li, . . ., L^ partant de aïo, • • •, Qp$ •'t aboutissant ka\f . .., a . Les fonctions e^ définies par les équa* tions ( 2) varieront suivant une loi déterminée et leurs valeur> finales e'j^ seront données par les formules (5), ou, en verln des équations (4), parles formules équivalentes (6), lesquelles sont indépendantes de l'adjointe particulière op que l'on a choisie. Si donc, considérant les Ck comme variables indépendantes, nous les faisons varier de e^Q à e'j^ suivant une loi convenable, les points a^ . .., Up viendront aux posilioD? finales a',, ..., a^. Or celles-ci, variant avec le chois de l'adjointe f, sont indéterminées.
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569. Les fonctions abéliennes sont uniformes. Nous établirons cette proposition en montrant leur identité avec d'autres fonctions, uniformes par leur définition même* Nous résoudrons en même temps le problème de l'inversion, en donnant leur expression explicite en fonction de
Soient
p variables complexes indépendantes ;
des constantes complexes en nombre p^; /ni , . . . , nip des entiers réels, variables de — oo à -h 00. Désignons par (p la forme quadratique
jLdkl
par if la forme linéaire
^~Zu ^'^*^*'
et considérons la série
Elle sera absolument convergente, si la forme
Luki
est toujours positive (sauf si tous les m sont nuls). Posons en effet
Le terme général de la série 0 aura pour module ^,-ît(<|//+4/'0. Or si les indices m^^ ..., m^, ou seulement quelquesruns d'entre eux, croissent indéfiniment, <f -^r ^'
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tendra vers oo. et la série \ (f''-f- Y)~^ sera convergente, si
[ji > -^ (t. 1, n° 318). A plus forte raison la série \e-^^^-^'
dont les termes décroissent plus rapidement.
Si l'on dérive terme à terme la série 6 par rapport à l'une des variables ç, on obtiendra de nouvelles séries, dont la convergence s'établit de même. Donc 6 sera une fonction analytique de i'i, . . . , Vpj uniforme et entière.
571. Elle est paire, car elle n'est pas altérée, si l'on y change le signe des variables, pourvu que l'on change eu même temps le signe des indices de sommation.
Elle reste également inaltérée, si l'on accroît de Tunité une des variables ç^^ , . . . , p^, ; car son terme général se reproduit, multiplié par une puissance de 6^"^= i.
Remplaçons enfin un des indices de sommation, tel que m/, par m/ — i , et changeons en même temps Vt, . . . , t?/, en ^i + rfi/, .-•? Vp-\-dpi\ (p-|-<|;serachangéen<p-h'j^'— 2C7 — rf//. Nous obtenons donc la relation
Donc, si nous remplaçons plus généralement t^i, . . ., \rp par de nouvelles quantités v\y . . ., v'p définies par les relations
(9) ^''k—^k-^gk^\h,dkh k — i, ..., py
gk et hi étant des entiers, B se reproduira, multiplié par un facteur exponentiel.
Nous dirons que deux systèmes de quantités v' et v\ lié< par des relations de la forme (9) sont équwalents; et nous représenterons l'équivalence par le signe ^.
572. On peut prendre pour constantes dki les secondes périodes cycliques des p intégrales normales de première espèce E^, . . . , E^. Elles satisfont en effet (551 ) à la relation
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dki^^dik» U faut en outre, pour la convergence, que la forme ç'' soit positive. Mais cette condition sera également remplie.
Considérons en effet l'intégrale de première espèce
Ez=:/n,Ei-+-.. .4-/npEpZ= P4-Q/.
Ses périodes cycliques sont, pour la première moitié,
st pour la seconde moitié
L'intégrale / PrfQ sera positive (527). Or nous avons
:,rouvé (535) l'expression de cette intégrale; ici elle se réluit à
ni^{ni^d\^ -h. . .-f- nipdp^ ) + . . .
■+- nipim^d'^p-h. . .-h mpdpp)=z^^.
Les coefficients dfd étant ainsi choisis, posons
Vi—Ei{z) — ei, ..., Vp=:Ep{z) — ep,
?,, . , ., Cp étant des paramètres. Par cette substitution, B
»e changera en une fonction de la seule variable indépen-
lante z
e[E,(5)-e,, ,,.,Ep{z)~ep] — ^{z),
lont nous allons étudier les propriétés.
A une position donnée a du point z sur la surface de \iemann correspondent, suivant le chemin suivi par la valable pour parvenir en a, une infinité de systèmes de valeurs les intégrales E,, ..., Ep. Désignons par E|(a), ..,, ip(ct) l'un de ces systèmes, choisi à volonté; les autres lui eront évidemment équivalents. Donc les diverses valeurs [ue 6 peut acquérir au point a ne diffèrent que par des faceurs exponentiels. Ceux-ci n'étant ni nuls ni infinis, on voit [ue la fonction 0 s'annulera toujours aux mêmes points de a surface de Riemann, quel que soit le chemin suivi.
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Elle ne peut d^ailleurs s'annuler en un point donné a que pour des valeurs spéciales des paramètres; car 0(a), se présentant sous la forme d'une série de puissances positives et négatives des exponentielles e"^^*i, ..., e^'^'^V, dont les coefficients ne sont pas nuls (car ce sont des exponentielles) ne peut s'annuler quels que soient Ci , . . . , ep,
A fortiori, 6(«) ne peut s'annuler identiquement que pour des systèmes particuliers de valeurs de «i, . . . , Sp^ que nous écarterons provisoirement.
574. Les zéros ai, ^2, . . . de 8(z) sont des points isolés. En effet, aux environs d'un point quelconque a, E| , . . . , E^, restant finies, sont développables suivant les puissances entières et positives d'un paramètre /; on en déduit pour B un développement
suivant les puissances entières et positives de t^ ^i, . . .,^/»- Ce développement permet de suivre la variation de B aux environs de a; et en utilisant des développements conligus à celui-là, on pourra suivre cette variation tout le long d'une ligne quelconque (t. I, n®' 341 et suivants).
D'ailleurs, le développements ne peut s'annuler qu'en des points isolés, s'il n'est pas identiquement nul (t. I, n® 338). Mais, dans ce cas, les développements contigus le seraient aussi; 6 serait donc nul sur toute la surface de Riemann, hypothèse que nous avons exclue.
Ces zéros étant isolés, il n'en existera qu'un nombre fini dans toute portion finie de la surface de Riemann; mais ils sont également en nombre fini dans les environs de chacun des n points à l'infini ; leur nombre total est donc borné.
Enfin, ils varient d'une manière continue avec ei, . . ., e^. Soient, en effet, a l'un de ces zéros, jjl son ordre de multiplicité. L'équation
ayant [a racines nulles, admettra, pour des valeurs de
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ei , . » . fCp infiniment voisines de celles que l'on considère, [A racines infiniment petites (287).
575. Pour déterminer le nombre q des zéros ai, ^2, . • , joignons un point arbitraire O aux/? rélrosections, par des lacets M/G/D/C7'*D7*M7* tracés de manière à éviter ces zéros. Soit, comme précédemment, K le contour constitué par ces lacets. Il transforme la surface de Riemann en une surface s simplement connexe, dans Fintérieur de laquelle Ef, • . ., Ep, et par suite 0, seront synectiques. L^intégrale
sera donc égale à la somme des résidus de , pour les
points ai . • . , a^. Or, à un zéro a de multiplicité pi, correspond un résidu [jl. La valeur de l'intégrale sera donc égale à q.
Pour la calculer directement, cherchons la valeur de l'intégrale prise le long des lacets M/C/D/C7*D7*Mi'*.
Lorsqu'on décrit la partie C/D/C^^Dr* du lacet qui sépare M/ de M7*,E|, . . ., Ep, et par suite, ô, — ;t7-> reprennent au retour leurs valeurs primitives. Donc
Lorsqu'on décrit le contour C^*, les intégrales E| , . . . , E^, reprennent leurs valeurs primitives, sauf E/ qui diminue
d'une unité; 6, - , ° ne changent pas; donc
dz
Mais, lorsqu'on décrit D/, E| , . . . , E^ s'accroissent respec-
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tivementde d^i^ . . ., dpi\ 0 se reproduit, multiplié par
— 7^- diminue de 2'TC{ — r-; donc dz . dz '
Chaque lacet donnant un résultat analogue, l'intégrale totale est égale à p. Donc la fonction 0 admet p zéros,
Calculons de même Tintégrale
Elle sera égale à la somme des résidus de la fonction t/loge
Ea ^^ , soit à
\ (EA)«i («=:i, ...y^),
(Ea),,. désignant la valeur de Ea au point ai lorsque la variable z se rend de sa position initiale au point ai en restant dans la région s.
Calculons directement cette intégrale. On a encore
et de même
C+f ^o, (si/>A-),
car Ea, — 77- ne changent pas quand on décrit C^*. Mais si t= A\ Ea diminuant d\ine unité, on aura
(flogô.
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Or, le long de D^, logO s'accroît de
gk désignant un entier et e^^ la valeur de Ey^ au commencement du contour D;^. Donc
Enfin, lorsqu'on décrit D/, E^ s'accroît de d^i et
décroît de 2Tzi -j-^* Donc
ciz
Or, lorsqu'on décrit C/, E/ s'accroît d'une unité, et ^.loerO
d'un nombre entier, qu'on peut représenter par — hf — i . L'expression précédente se réduit donc à
1 E^dEi-i-hidi,^.
Si donc nous posons, pour abréger,
£*-+-- df,jie —y I Eft dEf = o-^t.
quantité indépendante des paramètres e,, . , e^, nous aurons finalement l'égalité
2^^( Ea.)«, = ek — ciA -hgk-^ S^tdki {k = i, .,.,p), et, par suite, l'équivalence
E|(ai), . . . , Ep(ai) désignant l'un quelconque des systèmes de valeurs que les intégrales E|, . . ., E^ peuvent prendre au point ai,
577. Supposons que les paramètres d, ..., e^ varient progressivement à partir des valeurs initiales eio? - > -t ^po- Soient ^10) • • ., ctpo^ les zéros de la fonction 8 à l'instant initial. Ils varient en même temps que les paramètres en décrivant des lignes continues L< , .... Lp. On aura à l'instanl initial
Retranchons ces relations des précédentes, il viendra
\ [Ek(ai) — Ek{aio)] = e^. — e^^, et par suite
\ j dEk—ef,— e^o {k — i, p).
Mais, dans ces dernières relations, les deux membres ont des valeurs entièrement déterminées; ils varient d'une manière continue et s'annulent tous deux à l'instant initial. Ils sont donc non seulement équivalents, mais égaux (5iâ).
Nous retombons ainsi sur le système des équations (a). Nous avons vu que celles-ci permettent de suivre le déplacement des points a^^ .,., ap lorsque e^, . . , , Cp varient, tant que ces paramètres ne passent pas par un système de valeurs e^ , . . . , e' , de la forme (6).
Nous avons vu en outre que pour un système de valeurs de cette forme, les positions des points a,, ..., ap cessent d'être déterminées. La fonction
S{Ei—e\y . . ., Ep— e'p),
au lieu d'avoir p zéros, en aura une infinité ; elle sera donc identiquement nulle.
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578. On peut construire une fonction Q admettant/? zéros ai, ..., Up donnés arbitrairement. Il suffira pour cela de déterminer Cf, . . ., Cp par les équations (2). Les lignes L, pouvant être tracées à volonté entre les points a/o et a,-, on pourra satisfaire à la question par une infinité de systèmes de valeurs de ^1, ... , e^, tous équivalents entre eux.
579. Nous avons ainsi établi Texistence d'un système de valeurs des paramètres tel que la fonction 0 s'annule aux points donnés ai, . .., a^. Mais les équations (2) qui nous ont fourni ce résultat- seraient peu propres au calcul effectif de ces valeurs, car elles contiennent les constantes aïo» . • . , CLpot qu'il serait malaisé de déterminer. Il vaut mieux recourir aux équivalences (10), le calcul des constantes ^k étant plus facile. Ces formules donnent
ejt= \ E^(«/)4-<yif
D'après ce que nous venons de voir, il faut etil suffit que les Ck aient cette forme pour que la fonction
ait pour zéros les points a^^ . . . , a^.
Supposons ^1 , . . . , ^^ ainsi choisis. Par les points a2, . • • > ^/i faisons passer une adjointe d'ordre n — 3; elle coupera f en p — I nouveaux points 0L2, ..., a^, et, d'après le théorème d'Abel, les expressions
resteront constantes si ^2, . . . , ap varient (ou du moins seront équivalentes à un système de constantes). Pour les calculer, on pourra assigner à aa, . . . , a^ un système de valeurs particulières; par des opérations algébriques on déterminera les points aj, . . ., a^; et par des quadratures, on obtiendra les quantités t;^.
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Cela posé, considérons z, aa, > . •^ap comme constants, et éZi comme une variable. L'expression (ii) s'annulera pour 01=:^; mais elle s'annule aussi, quel que soit j7, lorsque «1 , . . . , a^, sont sur une même adjointe d'ordre n — 3 {^11). Donc elle admet aussi les zéros aa, - . -^^f D'ailleurs, la fonction 6 étant paire, elle pourra se mettre sous la forme
ou
e[E,(a,)— e,, ...,Ep(ai) — 6p]
en posant
e*=fiA(-)-\ Ex.(a,) — <Tit (A-=:i, ...,/>)
=i:E^(s)-4-\ Ejt(a,.) — •P*— ^*-
Pour qu'elle admette les zéros ^, otj, . . ., a^, il faudra qu'on ait
— Ta — ^k ^^ <y*i d'où <T;t = — } T;t.
580. Soient comme précédemment (^i, u%)^ ... ; {Zp^ Up) les coordonnées des zéros a^y.^.^ap de la fonction 0; et soit
une fraction rationnelle quelconque en :>, e/. Les /> quantités
sont les racines d'une équation de degré p
n ( X — X, ) == X/» -h Al x/»-» -h . . . -h Ap = o,
dont les coefficients sont des fonctions uniformes deei,...,e^; et le problème de l'inversion consiste à trouver TexpressioD de ces coefficients.
Nous pouvons évidemment supposer, pour traiter cette question, que le degré de ^ est au moins égal à celui de V;
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car dans le cas contraire il sufQrait de former Téquation qui a pour racines les quantités —
Considérons la fraction
X désignant une constante. Elle a évidemment pour zéros ceux des points d'intersection de/ et de X^ — ^dont la position dépend du paramètre A. Désignons-les par 6^ , . . . , b^. Si X varie de manière à tendre vers oo, ces points décriront des lignes Lf , . . . , Lg aboutissant à des points 6| , . . . , bq qui sont ceux des points d'intersection de/ et de ^ qui ne sont pas sur la courbe W, Ces points bi^, , ,,bq seront les pôles de la fraction.
Soit Ea une intégrale normale de première espèce-, désignons parEA(6/n) Tune quelconque des valeurs qu'elle prend au point bm, et par E;t (6^^) celle de ces valeurs au point 6^ qui est déterminée par la relation
^k(b}n)-^ f dEu = ^J^{bm)'
On aura, d'après le théorème d'Abel,
o^^^y dE,= ^[E{bl)-E,{b^)l
Cela posé, considérons l'expression
(12) H = TT'' ^i^lM' )''e,...,,Èp(bl)~ep]
-Hi ^[Ei(bm}—eiy...,Ef,{bm)—ep]
Remplaçons les quantités e<, , . ., Cp par leurs valeurs
eA = \ EA(a,)+<y/,^E;t(a,)— y E;t ( «/ ) 4- xa + <'*
et changeons les signes de tous les arguments, ce qui n'ai- 1ère pas les fonctions paires 6. Cette expression prendra la forme
en posant, pour abréger,
Considérée comme fonction de a<, elle est uniforme sur toute la surface de Riemann; car chacun de ses facteurs reste inaltéré si l'on accroît d'un entier Tune des intégrales E| (gf), . • . , E^(ai); et si on les accroît simultanément des périodes du, . . . , dpi^ ils sont respectivement multipliés par des exponentielles, ayant pour somme de leurs exposants
Chaque facteur du numérateur admet d'ailleurs pour zéros les points a^, • . . , a^ et l'un des points b^. Le facteur correspondant du dénominateur a les mêmes zéros, sauf 6]^, qui est remplacé par bm-
Donc H, considéré comme dépendant de ai, est une fonction rationnelle des coordonnées ^f, e/4, ayant les mêmes zéros et les mêmes pôles que la fonction
Donc elle est égale au produit de cette fonction par un facteur indépendant de Zi, £/|.
Comme on peut faire le même raisonnement pour chacun des points aa, . . . , Up^ on aura finalement
(i3) H=rCnî(X-x/) = C[XP4-A,X/'-»-h...],
C étant une constante, qu'on pourra déterminer en assignant à ai , . . . , a^i un système de valeurs particulières.
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En donnant successivement à X /? valeurs particulières Xi , . . . , X^, nous obtiendrons /? relations de la forme
dont la résolution donnera les coefficients Â|, . . . , A^.
583. Soient («<, w<), ..., (z^, Up) p points variables, décrivant des lignes L|, . . ., L^ entre leurs positions initiales ai, • • ., a^y et leurs positions finales 61, . . ., bp. Posons
u et considérons la fonction
e[. . ., E;t(5) — 2/E;t(«/)— <^Aj . . .]
C'est une intégrale abélienne. En efiet, si l'on fait décrire à >3 un contour fermé quelconque, les valeurs initiales de E|(^), ..., E^(2) seront remplacées par des valeurs finales équivalentes; le quotient des deuTL fonctions 6 se reproduira multiplié par une exponentielle dont l'exposant est une constante, et sa dérivée logarithmique -j- restera inaltérée. C'est
donc une fonction uniforme. D'ailleurs -i- -r ^ pour points
critiques les pôles simples «i-et 6/, les résidus correspondants étant — I et -4-1. Donc I est bien une intégrale abélienne, ayant les points logarithmiques ai et 6/.
D'ailleurs, lorsque z décrit un des contours C/, les fonctions 6 ne sont pas altérées, et I ne peut varier que de multiples de aiti. Ses premières périodes cycliques seront donc des multiples de 2tc«. Elles varient d'ailleurs d'une manière continue lorsque les points 6/ se déplacent (tant que les lignes L/ ne rencontrent pas les coupures C/). Mais, dans leur position initiale, I se réduit à la constante log 1 = 0.
Les premières périodes cycliques, étant nulles à cet instant,
resteront telles dans toute la suite du mouvement; on aura donc
(«5) l=iz2GS,H-C,
C étant une constante, car elle n'a plus de pôle, et ses premières périodes cycliques sont nulles. On pourra, si I'od veut, faire disparaître cette constante en changeant Torigine des intégrales GJj.
L'égalité (i5) étant ainsi établie tant que les points z et bi ne traversent pas les coupures C/, subsistera de quelque manière que varient ces quantités, car ses deux membres sont des fonctions analytiques des coordonnées des points z et 6|.
584. Supposons que les points a/ se réunissent en un même point a, 'et les points bi en un même point b. L^quation précédente deviendra
c^85. On peut également exprimer les intégrales de seconde espèce F^ au moyen de la transcendante 6.
Soit en effet z' un point situé dans le voisinage du point fixe a; considérons l'expression
On pourra développer Ea(3^) suivant les puissances entières et positives d'un, paramètre /', qui s'annule pour z' = a.
Si z décrit un lacet M/G/IVI7* aboutissant à un contour G/, O ne sera pas changé; son logarithme ne pourra varier que
d'un multiple de 2Tzij et la dérivée -3— restera invariable.
Si z décrit un lacet aboutissant à un contour D/, E^^ s'accroîtra de dki] logO s'accroîtra d'une quantité de la forme
7zi[ — 2Ei{z)-h 2/?E/(5')H- 23*/— du] -h 2miti
(m étant entier): et -n- s accroîtra d une constante. ^ ■ ^ dtv-
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