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I. — Limites
1. L'objet primitif de l'Arithmétique est l'étude des nombres entiers.
Pour pouvoir exécuter, dans tous les cas, la résolution des équations du premier degré, on a dû étendre cette première conception, par l'introduction des nombres négatifs et des nombres fractionnaires. On obtient ainsi l'ensemble des nombres rationnels.
La résolution des équations de degré ;> i exige de nouvelles généralisations. Les principes sur lesquels elles reposent sont intimement liés à ceux du Calcul infinitésimal, et nous devons les exposer brièvement.
2. Nombres irrationnels. — Soient A et B deux systèmes de nombres rationnels jouissant des propriétés suivantes :
1° Tout nombre de B est plus grand que tout nombre de A;
2*^ On peut toujours déterminer dans A et B respectivement deux nombres a et 6, tels que Von ait
b — a<iz,
quel que soit le nombre positifs, donné a priori.
Ces hypothèses admises, les nombres (rationnels) pourront se répartir en trois classes :
La première X contiendra tous les nombres inférieurs à quelqu'un des nombres de A; la seconde ill), tous les nombres supérieurs à quelque nombre de B; la troisième G, ceux qui ne sont ni inférieurs à un nombre A, ni supérieurs à un nombre B.
Il est impossible que cette classe © contienne deux nombres différents c et c' <C c. On aurait, en effet, quel que fût le choix de a et de ^,
a'^c' , b^c, d'où b — « = c — c',
résultat contraire à notre seconde hypothèse.
Elle peut contenir un nombre unique c (ce cas se présentera, par exemple, si l'on prend pour A l'ensemble des nombres >> c, et pour B l'ensemble des nombres << c).
Mais il peut arriver aussi qu'elle n'en contienne aucun (on sait qu'il en sera ainsi si l'on prend pour A la suite des réduites de rang impair, pour B celle des réduites de rang pair d'une fraction continue illimitée).
Nous ferons disparaître cette distinction, en disant que, dans le second cas, il existe encore un nombre c plus grand que tous les X et plus petit que tous les Db, mais que ce nombre est irrationnel.
L'ensemble des nombres ainsi obtenus, tant rationnels qu'irrationnels, constitue le système des nombres réels.
Chacun de ces nombres est défini, comme on le voit, par la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits que lui, et de ceux qui sont, au contraire, plus grands que lui.
3. Si un nombre rationnel r est plus petit (plus grand) qu'un nombre réel c, il est clair, d'après nos définitions, que tout nombre rationnel r' plus petit (plus grand) que /• sera a foj^tio ri plus petit (plus grand) que c.
Mais on peut démontrer qu'^7 existe, en outre, une infinité de nombres rationnels compris dans V intervalle de r à c.
En effet, si c est rationnel, tous les nombres r -{- m(c — /'), où m est une fraction quelconque comprise entre o et i , satisfont à cette condition.
Si c est irrationnel, supposons, pour fixer les idées, c >> r. Soient A, B les deux systèmes de nombres rationnels qui déterminent c. Tout nombre rationnel appartient, par hypothèse, à l'une des deux classes X et i)l), définies comme cidessus.
Le nombre r <C c appartient à la classe X. Il est donc moindre qu'un nombre a du système A. Ce nombre a étant plus petit que tous les B n'appartient pas à la classe i)'j : c'est donc un nombre X. Donc il est moindre qu'un autre nombre «< du système A. Continuant ainsi, on obtiendra une suite infinie de nombres rationnels croissants /', a, a,, ..., et tous << c.
On dira qu'un nombre réel c est plus grand qu'un autre nombre réel c', s'il existe un nombre rationnel /• qui soit <i c et > d . Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre infini, compris entre c et r, ou entre /' et c', jouiront de la même propriété.
Il est clair que, si c > c' et c'> c'^, on aura c > c".
Enfin, entre deux nombres rationnels quelconques r et r + £, // existe nécessairement un nombre irrationnel (et, par suite, une infinité).
Soit, en effet, c un nombre irrationnel défini par les deux systèmes de nombres rationnels A. et B. On peut déterminer dans ces systèmes deux nombres a et 6, dont la différence soit <; £, et comprenant entre eux le nombre c.
Soient A<, B, les deux systèmes obtenus en ajoutant la constante r — a à tous les nombres de A et de B. 11 est évident que ces nouveaux systèmes ont les qualités requises pour définir un nouveau nombre irrationnel, compris entre r et r + £.
Un nombre réel c sera dit positif, s'il est > o (auquel cas
il sera encore supérieur à une infinité de nombres rationnels
positifs); négatif, s'il est < o.
Les inégalités
pouvant s'écrire ainsi
on voit qu'à tout nombre réel c, défini par le système des nombres a et celui des nombres Z?, correspond un autre nombre de signe opposé, défini par le système des nombres — 6 et celui des nombres — a. Nous désignerons ce nombre par — c. On aura, d'après cette définition,
4. Il nous reste à généraliser la définition des opérations de l'Arithmétique, pour les rendre applicables à tout nombre réel.
Soient c, c' deux semblables nombres, définis respectivement par les systèmes A, B; A', B'. Soient a, b; a\ b' des nombres pris respectivement dans ces systèmes; on aura
Mais, d'autre part, on pourra choisir «, b^ a', b' de telle sorte qu'on ait
d'où
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Le système des nombres a -\- a' et celui des nombres b -{- b' définiront donc un nombre réel, que nous appellerons c + c' .
De même, le système des nombres b — a' et celui des nombres a — b' définiront un nombre, que nous appellerons c — c' .
On a évidemment, d'après cette définition,
La soustraction est d'ailleurs l'opération inverse de l'addition, de telle sorte que le nombre (c — c') + c'=c< n'est autre que c. Pour le montrer, nous prouverons que tout nombre rationnel >> c est >> c<, et réciproquement.
Les nombres >> c sont ceux qui sont plus grands que l'un des nombres 6, les nombres >> C\ ceux qui sont plus grands que l'un des nombres b — a' H- b' .
Or, tout nombre x'^ b — a! -{- b' est a fortiori >> è, car b' > a'.
D'autre part, si ^ > c, on pourra déterminer entre x et c une infinité de nombres rationnels encore >> c. Soit X — £ = 6 l'un d'eux ; on aura
SI
l'on choisit a' et b' de telle sorte que b' — a' soit <; e.
5. Pour définir la multiplication et la division, nous supposerons d'abord c et c' positifs.
Soient a, a' des nombres fixes choisis d'avance arbitrairement parmi les nombres positifs contenus dans les systèmes A, A'; ^, j3' des nombres fixes (nécessairement positifs) choisis d'avance dans les systèmes B, B'; a^ b, a^b' des nombres positifs à choisir dans ces mêmes systèmes; on aura toujours
bb'>aa\ — >77-
Mais on peut choisir ces nombres de telle sorte que l'on ait
ù étant une quantité à déterminer ultérieurement.
Il est d'ailleurs permis de supposer, en outre, que a ei b sont contenus dans l'intervalle de a à j3, a' et b' dans l'intervalle de a' à [3'. En effet, a, par exemple, est sûrement <C j^- S'il est << a, on aura b — ol <^ b — a <Co. On pourrait donc substituer ol k a^ tout en maintenant l'inégalité demandée.
Cela posé, on aura
bb'— aa'< {a 4- è){a'-^è) — aa'
b a _ bb'—aa' ((3 + [3^)o H- aa' b'~~ a'b' ^ a' 2
Si donc on détermine o de manière à satisfaire à la fois aux inégalités
on aura
bb' — aa' < {P> -h ^' -\- i)è < e,
Le système des nombres aa' ^ joint à celui des nombres bb\ et le système des nombres -r-jt joint à celui des nombres —,
définissent donc deux nombres réels, que nous désignerons
, c respectivement par ce et — •
J^a division ainsi définie est l'inverse de la multiplication. Pour l'établir, il faut prouver l'identité des deux nombres
— c'= Ci et c, en montrant que les nombres rationnels supérieurs à l'un le sont à l'autre, et réciproquement.
Soit ûc un nombre > C|. Il sera, par définition, plus grand
qu'un des nombres —6', et, a fortiori, plus grand que le
nombre b] il sera donc >> c.
Réciproquement, si ^ > c, il existera un autre nombre rationnel x — s encore plus grand que c, c'est-à-dire plus grand qu'un nombre b. Or on peut déterminer, quel que soit 0, a' et b' de telle sorte que l'on ait b' <ia' -\- 5, d'où
b ,, , bd , 6a a' a' on!
Si l'on choisit ô moindre que — r-? on aura x'^ —b' . Donc
p Cl
X>Ct.
Pour étendre la définition de la multiplication et de la division au cas où l'un des deux facteurs, ou tous les deux, sont négatifs, on appliquera la règle des signes. Enfin on admet qu'un produit est nul, si l'un des facteurs est nul.
On voit, sans aucune difficulté, que les opérations ainsi généralisées, appliquées à des nombres rationnels, donnent les mêmes résultats que les opérations ordinaires, et que les règles du calcul algébrique subsistent sans aucun changement.
6. On nomme valeur absolue ou module d'un nombre réel c ce nombre lui-même, s'il est positif, le nombre — c, sic est négatif. Ce module se désigne souvent par la notation |c|.
On a évidemment
\a]\b\ = \ahl \a\-\h\-\c\ = \a±:b±c\ = \a\ + ]h\ + \c\.
7. Soient A, B deux systèmes de nombres réels tels : i" que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A; 2° qu'on puisse toujours déterminer dans A et B deux nombres a et b tels que b — a soit >> £. Il existera un nombi^e réel unique c tel que l'on ait constamment
b^c'za.
Soient, en efl'et, A.' le système des nombres rationnels
inférieurs à l'un au moins des nombres A; B' le système des nombres rationnels supérieurs à l'un au moins des nombres B. Les nombres B' seront plus grands que les nombres .V.
D'autre part, déterminons dans A et B deux nombres a
et h tels que b — a << ^ • On peut déterminer deux nombres
rationnels comprenant a et dont la différence soit <! 5* Le plus petit o! de ces deux nombres appartient à A', et l'on a
On peut de même déterminer dans B' un nombre b tel que
y — h soit << -• On aura, par suite, o
Les systèmes A', B' étant formés de nombres rationnels déterminent un nombre réel c plus grand que tous les o! et moindre que les U . Ce nombre satisfait aux conditions requises. En effet, s'il était moindre qu'un nombre a de A, il existerait entre a et c des nombres rationnels o! plus grands que c, contrairement à la définition de c. S'il était plus grand qu'un nombre b de B, on arriverait à une contradiction analogue.
On voit d'ailleurs, comme au n° 2, que le nombre c est unique de son espèce.
8. Limites. — Soit x une quantité variable, à laquelle on donne successivement une suite illimitée de valeurs ^,, . . ., Xni On dit que la suite ^,, . . ., Xn^ • • -, ou, d'une manière plus abrégée, la variable x tend ou converge vers la limite c si, pour toute valeur de la quantité positive e, on peut assigner un entier v, tel que l'on ait
\x,,— c\<,z pour toutes les valeurs de n supérieures à v.
La variable x ne peut tendre à la fois vers deux limites différentes c et c'; car on a
d'où
\c' —c\WXn--c\ -f-|^„— C'|.
Donc, quel que soit /i, l'un au moins des deux modules
\xn—c\, \xn—c'\
sera au moins égal à ^ | c' — c\.
Il importe de transformer la définition précédente, de manière à pouvoir prouver l'existence d'une limite, lors même qu'on ne serait pas en mesure de la déterminer.
9. Théorîîme. — Pour que la suite ^,, . . ., Xn^ . . . tende vers une limite, il faut et il suffit qu'on puisse trouver une suite £,, ..., £//, ...de nombres positifs non croissants, ayant pour limite zéro, et tels que Von ait, pour toutes les valeurs des entiers positifs n et /?,
1° Supposons, en effet, que la suite ;r,, ..., x,t, ... tende vers une limite c. Soient 8, , . . ., S^^, . . . une suite de nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite. On pourra, par hypothèse, déterminer pour chaque valeur de m un entier Vm tel que l'on ait constamment, dès que n est
et, par suite,
I ^ n ^n-hp I < I ^n ^ I "^ | ^n-hp ^ I < ^/n*
Si Ai^ Vi, mais /i -f-/? >> v,, on aura d'autre part
I -^ii ^n+p I < I *^// ^ I ~f~ I ^n-^p <^ I < ^ ~i
e désignant la plus gran/le des quantités |^, — c|, ..., 1^,,.— cl.
Enfin, si n et n-\-p ne sont ni l'un ni l'autre >>v,, on aura
I '^n ^n-\-p I < I ^n ^ I '+" | -^ ii^p C\~ 9.6.
Définissons maintenant une suite de quantités positives £,, . . ., e„, . . . par les relations
£„= 2e-i-0i, si /^5Vl,
On aura constamment
D'ailleurs les quantités Zn forment une suite non croissante, et t,i tend vers zéro quand n tend vers co. Car on peut prendre m de telle sorte que hm soit moindre qu'une quantité quelconque s, et il suffira de prendre ensuite ai > v,„ pour être sûr d'avoir
2" Réciproquement, supposons qu'on ait pu déterminer une suite e,, ..., s,,, ... de nombres positifs ayant pour limite zéro, el tels que l'on ait, au moins pour les valeurs de n qui surpassent un nombre fixe m,
et proposons-nous de démontrer que la suite .r<, ...^Xn-, ... tend vers une limite.
Désignons par a^ la plus grande des quantités
par 6v la plus petite des quantités on aura évidemment
«v>«[X, ^v<^|x, si V > [l.
D'autre part, l'inégalité (i) peut s'écrire d'où
Supposons /z^v et changeons dans cette équation p en p -{-y — ^ ; elle devient
et, comme elle a lieu pour les valeurs ai = /?i -f- i , . . ., v, on en déduit
Plus généralement, ijl et v étant deux entiers positifs quelconques > /?2, et )v le plus grand des deux, on aura, par la combinaison des inégalités ci-dessus,
Donc, tout nombre b est plus grand que tout nombre a. Mais on a, d'autre part,
quantité qui peut être rendue -< £ en prenant v assez grand. Donc les deux systèmes de nombres a et b déterminent un nombre c. Ce nombre et le nombre x^j^p étant tous deux compris entre a^ et b^^ on aura
ce qui est précisément la condition pour que les quantités x convergent vers c,
10. Corollaire. — Si les quantités Xn sont telles que Von ait toujours
elles tendront vers une limite c ou croîtront de manière à surpasser finalement toute grandeur donnée E.
En effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur
de la quanlité positive o, on puisse déterminer un entier v tel que l'on ait constamment
quel que soit/?.
Donnons à 5 une suite de valeurs S,, Og, ... convergeant vers zéro; soient v,, Vo, ... les valeurs correspondantes de v. Soit, d'autre part, n un nombre ^va mais -<va^,. On aura
et, si l'on pose n -i- p =^y/f-{- q,
Si donc on définit les quantités £^^, . . ., s,,, ... par la condition
£« — ^k quand '^k<ri< Va-hi , on aura
Les quantités £,/, ainsi définies, convergeant vers zéro, les quantités x^ tendront vers une limite.
Supposons, au contraire, qu'il existe une quantité 8 pour laquelle il soit impossible de déterminer une quantité v correspondante. On pourra, quel que soit /i, déterminer un nombre n -\- p = /i, tel que x^^ — x,i soit au moins égal à 8. Nous pourrons donc déterminer une suite illimitée de nombres i , /i< , /^2, . . . , /^a, • . • tels que l'on ait
Xr,
ou
^nji > ^l ~^" f^ 0'
Ce nombre deviendra plus grand que le nombre donné E des que k sera supérieur a ^
11. Si la variable x tend vers la limite c, — x tend vers la limite — c.
VARIABLES RÉELLES. l3
Cette proposition est évidente; car on a
Si donc on a pour n >> v on aura en même temps
Si la variable x tend vers une limite c différente
de zéro, — tendra vers la limite -• X c
Posons, en efl'et, Xa — c = ^n ; on aura
Cn
K-|K- + ^.>l^le|t|c|-|;„|)
quantité qui deviendra <; s, dès que n sera devenu assez grand pour qu'on ait
|ep£
In <
Si X tend vers la limite zéro, on pourra, quelle que soit la quantité positive E, déterminer un nombre v tel que l'on ait, pour toute valeur de n plus grande que v,
d'où
Donc — ne tend vers aucune limite. Nous conviendrons tou-
tefois de dire qu'il tend vers oo.
Si, en tendant vers oo, x reste à partir d'un certain moment constamment positif, on dira qu'il tend vers H- oo. S'il reste constamment négatif, il tendra vers — ce.
13. Soient x, y deux quantités variables simultanément, et prenant respectivement les suites de valeurs Xi, y^\ ... ; Xni yn\ Si x^ y tendent respectivement vers
l4 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
des limites finies c, d, oc-\-y et xy tendront vei's les limites c -{- d^ cd.
Posons, en effet,
On pourra, par définition, quelle que soit la quantité positive 5, déterminer deux quantités v, et V2, telles que l'on ait
\ln\< 0, si n > Vi,
I ^in I < ^, si /l > V2,
et, par suite,
U«|<â, h„| <<5, si /i>v,
V désignant la plus grande des quantités v, et V2. Cela posé, on a
I ^n -^yn—{c-^d)\ — \ in + '^i« | ^ U« | "H h„ | < 2 Ô,
I '^ny,i— cd\ — \ cr,„ + d\„ 4- In'ri,, \
l\c\Un\-.\d\\U\-^\U\\rin\
<|6'|ôH-|^|âH- a-.
Les seconds membres de ces inégalités seront <^ s si l'on détermine l'arbitraire 8 de telle sorte qu'on ait en même temps
Notre proposition est donc démontrée.
Si X tend vers oo, y continuant à tendre vers une limite finie <f, on pourra, de même, quelles que soient les arbitraires E' et 0, déterminer un nombre v tel que l'on ait
|^„|>E', \y^^.-d\<à, si /i>V,
d'où
\^n + yn\ — \^n-^yn—d-\-d\ = \x„\ — \yn—d\-~\d\
si l'on choisit E' plus grand que E4-o + |c^|. Donc, dans ce cas, X -[-y tendra vers oo.
VARIABLES RÉELLES. l5
Le produit xy tendra aussi vers oo, si d n'est pas nul. En effet, choisissant pour ô une quantité -< | t/|, on aura
d'où
\yn\t\d\-à,
et enfin
si l'on choisit E' plus grand que y-r, ^•
Si y tendait vers zéro, en même temps que x vers oo, on ne pourrait rien affirmer a priori.
Supposons enfin que x ^l y tendent tous deux vers oo. On ne pourra rien affirmer a priori sur la somme x -{-y. Mais le produit tendra évidemment vers oo.
14. De la combinaison des résultats qui précèdent on déduit immédiatement la proposition suivante :
Soit R(:r, jK, . . .) une expression rationnelle quelconque des variables x, y, .... Si ces variables tendent simultanément vers les limites c, «?, . . ., R(.r, y^ . . .) tendra vers la limite R(c, âf, . . . ).
Ce théorème est toutefois soumis à cette restriction que la suite des opérations indiquées pour calculer R, connaissant x^ y^ ..., puisse s'exécuter effectivement pour les valeurs particulières x ^=^ c^ y ^=^ d., ....
Si donc parmi ces opérations figurent des divisions, il faut que le diviseur ne soit pas nul.
15. L'Arithmétique et l'Algèbre comportent quatre opérations fondamentales : addition, soustraction, multiplication et division. On peut en concevoir une cinquième, consistant à remplacer une quantité variable par sa limite. C'est l'introduction de cette nouvelle opération qui caractérise le Calcul infinitésimal.
l6 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
16. Infiniment petits. — On donne le nom di infiniment petit à toute quantité variable qui tend vers zéro ; celui dî' infiniment grand à toute quantité variable qui tend vers oo.
L'inverse d'un infiniment petit sera donc un infiniment grand, et réciproquement.
La suite des valeurs ^,, . . ., x,i^ . • -, qu'on assigne successivement à un infiniment petit :r, doit avoir, par définition, zéro pour limite; on peut ne la soumettre à aucune autre restriction. Mais on peut aussi, si l'on veut, l'assujettir à d'autres conditions : stipuler, par exemple, que ces quantités seront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restrictions, qui devront être spécifiées dans chaque cas, on devra la considérer comme arbitraire.
17. Deux infiniment petits x^ y seront indépendants^ s'il n'existe aucune corrélation obligatoire entre les valeurs x^^ . . ., Xn^ ... et^i, . . ., jK«7 . - . qu'on leur attribue respectivement.
Au contraire, s'ils sont liés de telle sorte que, Xn étant connu, on puisse en déduire j^,;, on dira que jk est un infiniment petit dépendant de x. Cette dépendance sera, en général, réciproque, de telle sorte que, yn étant connu, Xn pourra s'en déduire.
Deux infiniment petits x^ y étant ainsi liés, on dira qu'ils
sont du même ordre, si, lorsque x tend vers zéro, — a pour limite une quantité constante c difFérente de o; jk sera
d'ordre plus élevé que ^, si — a pour limite zéro; il sera d'ordre moindre, si — tend vers oo.
On peut, dans la plupart des cas, préciser cette notion, en mesurant par un nombre l'ordre de grandeur d'un infiniment petit. On pourra dire, en elTet, que y est d'ordre a par rapport à x^ si le rapport -^ tend vers une limite finie et difFérente de zéro, lorsque x tend vers zéro.
VARIABLES RÉELLES. l']
D'après cette définition, une quantité^ qui tend vers une limite finie sera un infiniment petit d'ordre zéro; un infiniment grand r tel que yx^ tende vers une limite finie et différente de zéro sera un infiniment petit d'ordre — a.
Dans toute question où figurent plusieurs infiniment petits X, y, ^, . . . dépendant les uns des autres, on pourra choisir arbitrairement l'un d'eux comme étalon de mesure. Cet infiniment petit principal, x^ par exemple, étant considéré comme ayant pour ordre de grandeur l'unité, y^ z, . . . auront des ordres de grandeur représentés respectivement par des nombres a, p, ....
Le même procédé de comparaison serait applicable à des infiniment grands.
i8. Soient y un infiniment petit d'ordre a; A la limite
vers laquelle tend ^ quand x tend vers zéro. On aura
2L — A-{~ h, d'où y = Ax^-{-hx^,
h tendant vers zéro avec x.
Le premier terme A^^' se nomme la valeur principale dey. Il représente cet infiniment petit avec une erreur relative qui décroît infiniment avec x.
Si l'on veut ne pas se contenter de cette première approximation, on aura à déterminer la valeur principale du reste. Soit B.'tP cette valeur principale; nous aurons une seconde valeur
approchée jusqu'à l'ordre p. On chercherait de même, s'il était utile, la valeur principale du reste, et ainsi de suite.
La détermination des valeurs principales des infiniment petits et leur développement en série suivant les puissances (le l'infiniment petit principal, qui en est la conséquence, formeront en grande partie l'objet de la première Partie de ce Cours.
l8 PRKMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE I.
La solution de ce problème fondamental fournit une méthode d'approximation précieuse dans toutes les applications des Mathématiques; mais là ne se borne pas son utilité : elle permet d'obtenir des résultats d'une entière rigueur, fondés sur la proposition suivante.
19. Le l'apport de deux infiniment petits du même ordre, y et z, ayant respectivement pour valeurs principe pales \x^ et ^x^ a pour limite -^•
On a, en effet,
y — œ^{K.-^h), s = ^'^(B-+-/0, h et k tendant vers zéro avec x. Donc
II. — Ensembles
20. Soient ^, j', ... des quantités variables; nous appellerons point un système de valeurs simultanées a, b, ... donné à ces variables; écart de deux points p = (a, Z>, . . . ) et /?'= (a', /;',... ) l'expression
Si cet écart est nul, les deux points coïncident, et réciproquement.
On dira que le point p z=^(a^b, . . .) est la limite d'une suite de points
si l'écart pp,i a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment, ce qui revient à dire que Xni y,i^ • • • ont respectivement pour limites «, b, ....
YARIABLKS RÉELLES. I9
On nomme ensemble toute collection de points, en nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de dimensions qu'il figure de variables x^ r, • • • dans la définition de ses points.
On nomme point limite d'un ensemble E tout point qui est la limite d'une suite de points de E. Le système de ces points limites forment un nouvel ensemble E', qu'on appelle le dérivé de E.
Considérons, par exemple, le cas d'une seule dimension. D'après les définitions précédentes, l'ensemble des nombres entiers n'a pas de point limite.
Celui des fractions }, {-, |^, ... a un point limite ^ 1:= o.
Celui des nombres rationnels ;> a et <^b a pour dérivé l'ensemble des nombres réels y a et ^ 6.
Ce dernier se confond avec son dérivé.
On voit par ces exemples qu'un ensemble E peut contenir des points qui n'appartiennent pas à son dérivé E', et réciproquement.
Si un point/? = («, b^ . . .) appartient à E sans appartenir à E', on pourra, par définition, trouver une quantité £ telle que tout autre point de E soit écarté de p de plus de s. On dit dans ce cas qucyo est nn point isolé dans E.
21. Nous appellerons ensemble parfait tout ensemble qui contient son dérivé.
Un ensemble E', dérivé d'an aatre ensemble E, est nécessairement par/ait.
Soit en efl'et 7: un point limite de E'. On pourra, par bjpotlièse, déterminer dans E! un point p' tel que l'écart p't.
soit < -• D'autre part, p' étant un point limite de E, on
pourra déterminer dans E un point p tel que l'écart />// soit
<C -• Cela posé, soit
on aura
prL — \a — ce \-\-\b ~ ^\-h. . .
Donc Tc est un point limite de E et appartient à E'.
22. Si l'ensemble E ne contient pas tous les points possibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un ensemble complémentaire E, .
Soient respectivement E', E'^ les ensembles dérivés de E, E^. Tous les points de l'espace pourront être répartis en trois classes :
1° Ceux qui appartiennent à E, sans appartenir à E, . Pour chacun d'eux/? on pourra assigner une quantité e telle, que tout point dont l'écart à y? est << s n'appartient pas àE,, et par suite appartient à E. Nous dirons que les points de cette classe sont intérieurs à E (et extérieurs à E, ).
2° Ceux qui appartiennent à E,, sans appartenir à E'. Ces points seront extérieurs à E et intérieurs à E,.
3** Enfin ceux qui appartiennent en même temps à l'un des ensembles E, Ei et au dérivé de l'autre. Ces points constituent \di frontière commune des deux ensembles E, E,.
// existe toujours des points frontières. Soient en effet yo = (a, 6, . . .) et 71 = (a, [3, . . .) deux points quelconques, choisis respectivement dans E et dans E, , et soit n un entier arbitraire. Considérons la série des points
où m prend successivement les valeurs o, i , . . ., 2". J^e premier point de cette suite est p et appartient à E; le dernier est 71 et appartient à E, . Soient pn le dernier des points de cette suite qui appartienne à E; iZa le suivant. On aura
/?/.= [«+ tn{a — a), b-\- t„{?>~ b), . . .], 7rrt=[a-h«„(a — a), 6 -h «^«((3 — b), . . .],
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t„ et Un étant deux fractions comprises entre o et i, ayant
pour différence — et dont la première ne décroît jamais, et
la seconde ne croît jamais lorsqu'on fait croître /^.
Supposons d'abord qu'il n'existe aucune valeur de n au delà de laquelle t^ cesse définitivement de croître ou Un de décroître. Les quantités t^ et Un tendront vers une limite commune 6, et les points/?,, . . ., p,i-, . • • d'une part, tt,, . . ., ?:„, . . . d'autre part, auront pour limite le point
Ce point appartiendra donc à la fois à E' et à E, , et, comme il appartient nécessairement à E ou à E, , ce sera un point frontière.
Supposons, au contraire, qu'à partir d'une valeur v de n^ t,i^ par exemple, cesse de croître et reste égal à t^'^ u^ décroîtra et tendra vers ^vj les points tTv? '^v+i^ ••• tendront donc vers yOv- Ce point appartiendra donc à Ej et, comme il appartient à E, c'est encore un point frontière.
^3. La frontière F, dont l'existence vient d'être établie y constitue un ensemble parfait.
Soit en effet q un point limite de F; F contiendra une suite infinie de points q^^ . . ., q,i^ - . • convergeant vers q.
Si parmi eux il y en a une infinité appartenant à E età E',^ leur point limite q appartiendra à E' et à E", , dérivés de E et de E'^ . Mais E', , étant parfait, contiendra son dérivé. Donc q appartiendra à la fois à E' et à E'^ , et, comme il appartient nécessairement à E ou à E,, ce sera un point frontière.
Si, parmi les points ^,, ..., ^„, ..., il n'en existe qu'un nombre borné appartenant à E et à E'^ , les autres, en nombre infini, appartiendront à E| et E', et la conséquence sera la même.
21. Quant aux points intérieurs ou extérieurs, leur existence n'est pas nécessaire. Il est évident, par exemple, que si l'on prend pour E l'ensemble des nombres rationnels,
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pour E, celui des nombres irrationnels, il n'y aura aucun point qui ne soit contenu dans la frontière.
Les ensembles parfaits qui contiennent des points intérieurs présentent un intérêt particulier, et il convient de les caractériser par un nom spécial. Nous les appellerons des domaines.
2o. Un ensemble E d'une seule dimension est dit borné supérieurement (^inférieurement)^ si tous les nombres qui le composent sont inférieurs (supérieurs) à un nombre fixe L.
tSoient, dans ce cas, F l'ensemble des nombres phis grands (plus petits) que tous ceux de E; F| son complémentaire. 11 existe un nombre frontière M, lequel jouira de la double propriété : i" que E ne contient aucun nombre >> M(<; M); 2" qu'il en contient qui sont >> M — £(<< M + s), quel (|ue soit le nombre positif î.
Ce nombre M s'appellera X^borne supérieure ou le maximum (borne inférieu/e ou minimum) de E. 11 peut, suivant les cas, rester en dehors de l'ensemble E ou lui appartenir. On dit, dans ce dernier cas, que E atteint son maximum (son minimujn). Cette circonstance se présentera nécessairement si E est un ensemble parfait.
Si plusieurs ensembles E,, E^, ... admettent respectivement des maxima (ou minima) M^, Mo, ..., il est clair que l'ensemble E, résultant de leur réunion, aura pourm«ximum le plus grand (pour minimum le plus petit) des nombres M<, Mo, ....
Si réciproquement on décompose un ensemble E admettant un maximum (un minimum) M en cnseuibles partiels E, , Eo, ..., ceux-ci admettront des maxima au plus égaux à M (des minima au moins égaux à M).
26. Considérons plus généralement iia ensemble E à un nombre quelconque de dimensions.
Soient (a. b, . . .). ... ses points. Nous dirons qu'il est
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boriié si l'ensemble de toutes les valeurs des modules |a|, I ^ |, ... pour ses divers points admet un maximum a. Dans ce cas, les nombres «, b^ ..., étant compris entre — ix et H- [JL, forment un ensemble borné en dessus comme en dessous.
Réciproquement, si l'ensemble des nombres a, 6, ... admet un maximum M et un minimum m, l'ensemble E sera borné, car les modules [a|, | ^ |, ... ne pourront surpasser le plus grand des deux nombres | M |, \m\.
^11 . Tout ensemble borné qui contient une infinité de points admet au moins un point limite.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un ensemble E à deux dimensions; soient {a, b)^ ... ses points. Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les nombres a et b sont compris.
Partageons l'intervalle M — m en n intervalles égaux. Chacun des nombres a, b tombera dans l'un de ces intervalles. Groupons en un ensemble partiel tous ceux des points de E dans lesquels a el b tombent respectivement dans les mêmes intervalles. Nous obtiendrons ainsi n- ensembles partiels, dont la réunion constitue E. L'un au moins E, de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinité de points; et si (r/^b), (a',b') sont deux de ces points, leur
écart, \a — a' | -f- [ ^ — b' \, ne pourra surpasser a
Opérant sur E, comme sur E, on le décomposera en ensembles partiels, dont l'un au moins, Eo, contiendra une
• /- . , 1 . 1 1, , M — m intinite de points dont 1 écart ne pourra surpasser 2 :; — •
On opérera sur Eo comme sur E,, et ainsi de suite. Cela posé, soient
Pi un point choisi à volonté dans E, ;
P2 un point différent de/>,, choisi à volonté dans Eo ;
/?3 un point différent de />, etdeyvo, choisi à volonté dans E3 ;
et ainsi de suite.
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Ces points /><, /?25 /'Sî ••• leiidronl évidcmnienl vers un point limite tu.
28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous sera souvent utile :
Soit £ une quantité quelconque. La suite /j,, p^^ . • . contient un point p^. dont l'écarl à ti est << £. Soit s, un autre
nombre, moindre que - et que les écarts /^iir, . . ., pa'>-- La
suite contiendra un point p^y^^ dont l'écart à iz sera <C £ij et l'indice a, sera > a. Soit z., un nombre moindre que les
écarts /^iTu, . . ., yp^^'^ et que — ; ia suite contiendra de même
un point />a. dont l'écart à t. sera << z., et ao sera >> a, ; et ainsi de suite.
On obtient ainsi une infinité de points successifs ^^^ Pol^^ jo^j? • • • ayant pour limite tt, et tels : i° que les indices a, ai, a^, ... aillent en croissant; 2° que l'écart de />a„ à t: soit
29. Soient E et E' deux ensembles formés par des points de même nature.
Les écarts des divers points /? de E aux points p' de E' forment un ensemble de nombres non négatifs. Il est donc borné inférieurement, et admet un minimum A, positif ou nul, que nous appellerons Vécart des ensembles E, E'. Si cet écart est ;> o, nous dirons que les ensembles E, E' sont séparés.
30. Si deux ensembles bornés et parfaits E, E' qui n^ ont aucun point commun ont pour écart A, ils contiendront au moins un couple de points ayant précisément A pour écart mutuel.
Soient, en efl'et, p =^ (x, y, . . .), ... les points de E; p' = {x' ^ y', . . .), ... ceux de E'. Associons-les deux à deux
de toutes les manières possibles de manière à former de nouveaux points />/>'= {^1 y^ • • •? ^'^ y? • • •) dépendant d'un nombre double de variables. L'ensemble EE' de ces points sera évidemment borné et parfait.
Cela posé, si E et E' ne contenaient aucun couple de points dont l'écart fût A, ils contiendraient tout au moins un couple de points yo,, p\ dont l'écart serait moindre que A H- £, £ étant un nombre donné qui peut être choisi à volonté.
Soient «f l'écart de/?, à /j)'^ , et £< un nombre «< â^ et << -•
On pourra déterminer un nouveau couple de points p-i^ p[, dont l'écart soit <C A 4- £< .
Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de couples Pi-, p\', ...; />/o P/t'') ••• dont les écarts mutuels convergent vers A, Les points correspondants />, /?'^, ..., P/ip',i de l'ensemble EL', étant en nombre infini, admettent au moins un point limite />/?', où les deux points composants p, p' auront pour écart A. Mais p est une limite de l'ensemble des points /?i, ..., p„, ... qui appartiennent tous à E; c'est donc un des points limites de E; et comme cet ensemble est parfait, il contient p. On voit de même que E' contient p'. Le théorème est donc démontré.
L'écart A ne peut être nul, car s'il l'était, p et p' se confondant, E et E' auraient un point commun contre l'hypothèse.
3L Nous disons qu'un ensemble parfait et borné est d^un seul tenant lorsqu'il ne peut être décomposé en plusieurs ensembles parfaits séparés.
On voit aisément que le caractère distinctif d'un pareil ensemble est le suivant :
Entre deux quelconques de ses points />, p' , on peut toujours, quel que soit s, intercaler une chaine de points intermédiaires appartenant à V ensemble, telle que l'écart de deux points consécutifs soit << s.
Cette condition est nécessaire. En efl'et, supposons que pour une valeur donnée de s elle ne soit pas satisfaite. Associons au point /> d'abord tous ceux des points de E dont l'écart à p est -< £, puis ceux dont l'écart à Tiin de ceux-ci est << £, et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupés forment un ensemble E, . Les autres points de E forment u/i ensemble E^, contenant au moins un point p' ^ et dont l'écart à E, est ^£. D'ailleurs chacun des ensembles E,, Eo est parfait. Soit, en effet, /, un point limite de Ei . Il appartient à E, qui est supposé parfait; d'ailleurs, il existe des points de E, dont il est écarté de moins de £. Donc il appartient à Ej et non à E2.
Soit, d'autre part, /o un point limite de Eo. H appartient à E; et, comme il existe des points de Eo qui en sont écartés de moins de £, il ne peut appartenir à E, 5 donc il appartient àE,.
Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet, supposons E^^écomposable en deux ensembles parfaits séparés E,, Eo*, soient ù leur écart, /?<, p^ deux points pris respectivement dans E, et Eo ; si on les relie par uue chaîne quelconque de points intermédiaires, on aura nécessairement deux points consécutifs appartenant l'un à E,, l'autre à Eo. Leur écart est donc ^ô; et la condition de l'énoncé ne sera pas remplie, pour les valeurs de £ moindres que 0.
32. La proposition qui précède entraîne cette conséquence évidente :
Un ensemble E formé par la réunion d'un nombre quelconque d'ensembles d'un seul tenant E,, Eo, . . . dont chacun a au moins un point commun avec l' un des précédents est lui-même d^ un seul tenant.
33. Un ensemble d'un seul tenant E, s'il ne se compose pas d^ un seul point, se confond avec son dérivé ¥J . En effet, il le contient, par définition. Mais, d'autre part, il y est contenu. Soient, en effet, /;,/>' deux points arbitrairement choisis dans E. On peut intercaler entre eux une chaîne de points
Oi, P2, .. . telle que l'écart de deux points consécutifs quelconques, et notamment celui de/? àp,, soit ^£. Soient d cet
écart; £, un nombre << <^ et << -• On peut trouver de la même
manière un nouveau point/?2 dont l'écart à/> soit -< £i. Continuant de même, on obtiendra une suite infinie de points /?<, p.2i • . ., convergeant vers p. Donc, p appartient à E'.
34. On peut encore remarquer quhin ensemble E, d'un seul tenant et d' une seule dimension, qui contient deux nombres donnés a et b^ contient tout nombre c intermédiaire entre a et b. Soient, en effet, a<, a-y, . . . une suite de noml)res intermédiaires entre a et c et convergeant vers c; />,, b^f • . • une suite de nombres intermédiaires entre b et c et con\ ergeant vers c. On pourra, par hypothèse, intercaler entre a et b une chaîne de nombres appartenant à E, et dont les écarts successifs soient moindres que bu — ««. L'un au moins de ces nombres intermédiaires tombera entre «„ et b,i-> Désignons-le par c,i- Soit s, l'écart \c,i — c | ; on peut trouver dans les suites a,, «2, ... et ^j, b.^^ ... deux nombres <7„ , bn^ dont l'écart soit «<£», puis déterminer dans E un nouveau nombre c„^ tombant entre a^^ et b„^\ et ainsi de suite. Les nombres c„, c„p ... convergent vers c. Donc c est une limite de E, et, comme E est parfait, c est l'un de ses points.
Si l'ensemble E est borné, il admettra un maximum M et un minimum m] étant parfait, il les atteindra. 11 est donc formé par le système de tous les nond)res réels qui sont ^M el^m.
Si E n'est borné que supérieureuient (inférieurement), il sera formé par l'ensemble des nombres réels qui sont ^M (qui sont 5 m).
S'il n'est i)orné dans aucun sens, il contiendra tous les nombres possibles.
Soit E un ensemble borné, formé des points
Les écarts de ces points, pris deux à deux, forment un
ensemble de nombres positifs qui est borné. Il admet donc un maximum d que nous appellerons le diamètre de l'ensemble E.
36. Nous allons cliercher, d'autre part, à préciser la notion de \ étendue de cet ensemble (à laquelle nous pourrons donner en particulier le nom de longueur, d^ai/e ou de volume^ lorsque le nombre des dimensions se réduit à i, 2 ou 3).
Considérons, pour fixer les idées, le cas de deux dimensions. Chaque point (u^ ^) de E pourra être représenté géométriquement sur un plan dont u el v sont les coordonnées. Décomposons ce plan, par des parallèles aux axes coordonnés, en carrés de côté ;•.
L'ensemble de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à E forme un domaine S intérieur à E; l'ensemble de ceux qui sont intérieurs à E ou qui rencontrent sa frontière forme un nouveau domaine S + S' auquel E est intérieur. Ces domaines ont des aires déterminées que nous représenterons également par S et S 4- S'.
Faisons varier notre décomposition en carrés, de telle sorte que r tende vers jséro ; les aires S <?^ S -f- S' fendront vers des limites fixes.
En effet, considérons, par exemple, les aires S. Celles de ces aires pour lesquelles /' reste au-dessous d'un nombre fixe p sont bornées, car elles sont toutes contenues dans un même carré de côté M — m-f-20, M et m désignant le maximum et le minimum des coordonnées u, ç dans l'ensemble E. Soit A leur maximum. On pouria trouver une décomposition déterminée pour laquelle S prenne une valeur S, plus grande que A — £. Soit 0 l'écart entre la frontière de E et celle du domaine S|. Considérons une autre
1 , • • 1 , .Or,,
décomposition quelconque ou /• soit << -• L écart maximum
de deux points d'un même carré y sera <; ù. Donc tous ceux de ces carrés dont un point appartient à S< seront en entier
dans rintérieur de E. Donc le domaine S contiendra S,, et
l'on aura
S^Si > A — s;
d'autre part, S^A. Donc les sommes S auront bien une limite égale à A.
D'autre part, les aires S -f- S', n'étant pas négatives, sont ])ornées inférieurement, et admettent un minimum a.
Il existera une décomposition déterminée pour laquelle S H- S' prendra une valeur S, + S\ moindre que a -\- t. Soit ô l'écart des frontières de E et du domaine Si + 8',. Considérons une autre décomposition quelconque où /• soit
<C — • Tous les carrés dont un point appartient à E ou à sa
frontière seront intérieurs à S, + S'^. On aura donc
D'autre part, S + 8'^ a. Donc a est bien la limite des sommes S + S'.
Comme on a S + S'^ S, a sera au moins égal à A.
Nous appellerons A Vaire intérieure de E, a son aire extérieure. Si S' a pour limite zéro, nous dirons que E est quarrahle et qu'il a pour aire la quantité « = A.
37. Soit E' un nouvel ensemble intérieur à E. L'aire extérieure de E', et a fortiori son aire intérieure, seront moindres que Faire intérieure de E. Soit, en eft'et, o l'écart des frontières de E et de E'. Si l'on décompose le plan en
carrés de coté << y> il est évident que tous les carrés non
extérieurs à E', et aussi les carrés adjacents, sont intérieurs à E. L'aire intérieure de E surpasse donc l'aire extérieure de E' d'une quantité au moins égale à la somme de ces derniers carrés.
38. Supposons enfin E formé par la réunion de plusieurs ensembles partiels E,, Ea, . . ., et considérons une décompo-
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sition quelconque du plan en carrés. Soient respectivemenl S, $1, S2, ... les sommes des carrés intérieurs à E, E,, E2, ...; S', S^, S'2, ... celles des carrés qui rencontrent leurs frontières. Tout carré intérieur à l'un des ensembles E,, E.j, ... l'est à E, et, d'autre part, tout carré non extérieur à E est nécessairement non extérieur à l'un au moins des ensembles E,, E^, . . .; on aura donc
et, en passant à la limite,
A<, A2, ... et a,, «25 ••• représentant les aires intérieures
et extérieures de E,, E.^, Les inégalités ci-dessus se
changent d'ailleurs en égalités, si E, , E2, ... sont quarrables.
39. On peut concevoir une infinité de décompositions du plan en régions élémentaires quarrables At,, Ao-o, ... dont le diamètre ne surpasse pas un nombre donné p. Considérons une suite quelconque de découipositions de ce genre, dans laquelle p tende vers zéro. La somme S At, étendue aux éléments intérieurs à E, aura pour limite A, aire intérieure de cet ensemble.
Nous pouvons, en effet, déterminer une décomposition du plan en carrés, telle que la somme S des aires des carrés intérieurs à E soit ;> A — £ ; soit 5 l'écart des frontières de E et de S. Dès que p sera devenu << 0, tout élément Aa- qui a un de ses points dans S sera tout entier intérieur à E. L'aire !i^ At contiendra donc à ce moment l'aire S, et sera >A — s. Mais, d'autre part, elle ne peut surpasser A. En effet, soit 5' l'écart entre sa frontière et celle de E; concevons une autie
è' décomposition en carrés, de coté ■< — • Tous ceu v de ces
carrés qui ont un point commun avec l'aire S Aa- seront inté-
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rieurs à E. J^a somme Si des aires des carrés intérieurs est donc au moins égale à S At; mais elle ne surpasse pas A.
Donc A est bien la limite des sommes S Aa-.
On voit, de la même manière, que la somme S Aa-, étendue, non seulement aux éléments intérieurs à E, mais aussi à ceux qui rencontrent sa frontière, a pour limite l'aire extérieure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornée à ces éléments frontières, tendra vers zéro, si E est quarrable.
40. Les considérations qui précèdent sont évidemment applicables aux ensembles d'un nombre quelconque de dimensions. On pourra déterminer, pour chacun d'eux, une étendue intérieure ou une étendue extérieure. Si celles-ci coïncident, l'ensemble sera mesurable.
III. — Fonctions bornées. Fonctions intégrables
41. Des quantités variables, x^ y, ..., sont dites indépendantes, s'il n'existe entre elles aucun lien, de telle sorte que chacune d'elles puisse encore prendre toutes les valeurs dont elle est susceptible, après qu'on a fixé la valeur des autres.
Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liée aux précédentes de telle sorte qu'à chaque point (jc, y, . . .) appartenant à un certain ensemble E corresponde une valeur déterminée de u. On dira que cette relation définit u comme fonction de ;r, jk, ... dans l'ensemble E.
Une fonction de ^, jk, ... peut se représenter par la notation/'(^, y, . . .). Si l'on considère simultanément plusieurs fonctions dilférentes, on pourra les désigner respectivement par F(^, y, . . .), .p(^, y, ...),. .. en changeant la lettre initiale.
La définition qui précède est d'une telle généralité qu'il est évidemment impossible d'établir aucune propriété applicable à toutes les fonctions sans exception. Des hypothèses
restrictives sont, en effet, nécessaires pour servir de base à un raisonnement quelconque.
4î2. Fonctions bornées. — Une fonction /(^, y, . . .) est dite bornée, dans un ensemble E pour lequel elle est définie, si les valeurs qu'elle prend pour les divers points (.r, r, . . .) de cet enseml)le forment un ensemble borné.
La somme, la différence et le produit de deux fonctions bornées f et o sont des fonctions bornées; car on a
|/±:9| = |/|+lo|,
Si f est une fonction bornée et si le minimum |x de son module n^est pas nul, — sera également bornée; car on a
43. Soit y*(:z:, jKi • . .) une fonction bornée dans un domaine E, dont l'étendue, que nous supj)oserons mesurable, sera également représentée par E.
Décomposons E en domaines élémentaires mesurables e,, ^2, •••• Désignons par M, m le maximum et le minimum de la fonction y dans E; par M^, nih son maximum et son minimum dans e^; et formons les sommes
i;t^/n S--ZZL 2^m,,ek.
Comme on a évidemment
m^m/,.^M/,. "^ M, S et 5 seront comprises entre
et
N meii =; m \ e/,. = m E,
et leurs modLiles seront au plus égaux à LE, L désignant le plus grand des deux modules | M | et \m\ [ou le maximum du module de /(^, y^ • . .) dans le domaine E].
44. Théorème de M. Darboux. — Si nous faisons varier la décomposition en éléments, de telle sorte que les diamètres de ces éléments tendent vers zéro, les sommes S et s tendront vers des limites fixes.
En effet, considérons, par exemple, les diverses sommes S. Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un ensemble borné, lequel admet un minimum T. Et l'on peut, quel que soit £, déterminer une décomposition A', telle que
la somme correspondante S' soit comprise entre T et T H — •
Soient ^1, . . ., e^i les éléments de cette décomposition, /ileur nombre ; on aura
Soit A une autre décomposition quelconque. Nous y distinguerons plusieurs sortes d'éléments : i° ceux qui sont intérieurs à l'un des éléments e^, . .., e„, par exemple à ek\ nous les désignerons par e^i, . . ., eki-, ... ; 2^ ceux qui empiètent sur plusieurs des éléments e^^ , . ., <?« ; nous les désignerons par e\^ ..., e], .... Nous représenterons enfin par M/ii^ M'f les maxima de / dans les éléments e^/, e'i . On aura évidemment
\ et enfin, si S désigne la somme correspondante à la décom- J. — I. 3
position considérée,
Enfin, T étant le minimum des sommes S, on aura
De ces deux inégalités résulte immédiatement la preuve que, si le diamètre des éléments tend vers zéro, S tend vers T. En effet, les domaines ^i, ..., 6,^ étant mesurables,
la différence entre e^ et la somme ^^fki des nouveaux éléments qui lui sont intérieurs tendra vers zéro avec le diamètre de ces éléments. On pourra donc, après avoir choisi £ aussi petit qu'on voudra, ce qui fixera le nombre /i, assigner un nombre o, tel que si tous les éléments ont un diamètre
<< 0 chacune des n sommes <?a — ^^a/ devienne moindre
Que -T-. -• Dès lors, S sera compris entre T et T -f- £.
Ce nombre T se nomme V intégrale par excès de la fonction /(^, JKj • • •) dans le champ E.
45. On voit exactement de la même manière que les sommes s admettent un maximum t et que, si l'on fait varier la décomposition de telle sorte que le diamètre ma^timum
des éléments tende vers zéro, la somme tendra vers t. Ce nombre sera Vintégrale par défaut de la fonction / dans le domaine E.
4-6. Remarques. — i° Si E est formé par la réunion de plusieurs domaines mesurables E,, Eo, . . ., on pourra décomposer ceux-ci en éléments infiniment petits e^^ e-^-, ..., et
former pour chacun d'eux la somme N^Myfe^- La somme
correspondante pour le domaine E s'obtiendra par l'addition de ces sommes partielles. Passant à la limite, on voit que l'intégrale par excès de la fonction /, pour le domaine E, est égale à la somme des intégrales analogues pour Ej, E2, ... De même pour l'intégrale par défaut.
1^ Nous savons qu'on peut déterminer une suite de domaines mesurables Ei, ..., E„, ..., dont chacun soit intérieur au suivant et à E, et tels que leurs étendues aient pour limite E. L'intégrale (soit par excès, soit par défaut) dans le domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n = 00, l'intégrale dans le domaine E«. En effet, la différence des deux intégrales est égale à l'intégrale prise dans le domaine E — E,^, et son module sera au plus égal à L(E — E;^), quantité qui tend vers zéro quand n tend vers 00.
3" Nous avons admis, dans tout ce qui précède, que le domaine E a une étendue mesurable. Une nouvelle définition nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, en effet, toujours considérer E comme la limite d'une suite de domaines mesurables Ei, ..., E,,, ..., dont les étendues convergent vers une limite qui, par définition, n'est autre que l'étendue intérieure de E. L'intégrale (par excès ou par défaut) dans E,^ tendra, pour n = 00, vers une limite déterminée. En effet, la différence entre les intégrales dans E,f et E„i(^m > /i) aura son module au plus égal à
L(E,„-E„)^L(E-E„), lantité qui tend vers z;éro quand n croît jndéfinimefttt Nous
considérerons cette limite de l'intégrale dans E^ comme représentant la valeur de l'intégrale dans E.
47. Nous appellerons oscillation de la fonction f dans l'élément eh la différence Oa= Ma — //^A entre son maximum et son minimum. Cette différence ne pouvant être négative, la différence
T — ^ = lim ^M^-eA — lim ^rn^eA = lim 2 Oy^eA-
entre les deux intégrales par excès et par défaut ne pourra
être négative. Cherchons à quelles conditions elle sera nulle.
Remarquons, à cet effet, que, T étant le minimum des
sommes ^J^h^k et t le maximum des sommes \ wa^a,
T — t sera le minimum des sommes /^Ok^k-
Cela posé, soit s un nombre positif choisi à volonté et considérons une décomposition quelconque de E en éléments e,, .... ^A, Soient (?/, . . . ceux de ces éléments dans lesquels l'oscillation 0/ surpasse e ; Ci^ ... les autres éléments où l'oscillation O^^s. On aura
Mais, d'autre part, 0/= M/ — mi ne peut surpasser M — îh et 0/^£ ; donc
^OA.eA-5 (M — m )^ e,H- £ 2 et (2)
Si donc il est possible de déterminer s de telle sorte que pour aucune décomposition > ei ne s'abaisse au-dessous
d'un nombre positif fixe À, la somme ^Oa^/c sera toujours supérieure à eA; et son minimum T — ^ ne pourra être
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moindre que sX. Au contraire, si, quel que soit s, on peut
trouver une décomposition où ^.^i soit moindre que tout
nombre positif donné, on pourra, en prenants assez petit, puis choisissant une décomposition convenable, faire décroître autant qu'on voudra les deux termes du second membre
de (2) et rendre ainsi ^Oa^a moindre que tout nombre positif donné. On aura donc
48. Fonctions intégrables. — Une fonction fi^x^y^ . . .) est dite intégvable dans le domaine E, si ses deux intégrales par excès et par défaut
T^lim^MAr^^t, t~Y\m^^mkeu,
prises dans ce domaine, coïncident, ainsi qu'il vient d'être expliqué. Soit, dans ce cas, (^AiJ'a,---) un point choisi arbitrairement dans l'élément ek\ on aura évidemment
d'où
La somme ^ /(•2:^/c, JKa, • • •)^/f tendra donc encore vers la
même limite que les deux sommes précédentes. Cette limite se nomme X intégrale de la fonction /"dans le domaine E. On la représente généralement par la notation
^ est un signe de sommation, qui signifie limite de somme;
de représente l'un des éléments infiniment petits ci-dessus désignés par e^, ..., en-, ...; il est sous-entendu que dans
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chaque terme de la somme on doit substituer dans f aux variables x^ y^ ... leurs valeurs en un point de l'élément de que l'on considère; enfin la lettre E, mise en indice, dénote le champ de l'intégration ; on peut d'ailleurs la supprimer lorsqu'il n'j a pas d'ambiguïté à craindre.
49. Il est clair que la valeur de l'intégrale I ne dépend pas des variables de sommation x^ r, . . ., mais seulement de la nature du champ et de celle de la fonction f. Elle sera d'ailleurs comprise, d'après ce que nous avons vu, entre ME et mE, et son module ne pourra surpasser LE.
Ces derniers résultats sont susceptibles d'être un peu généralisés. Supposons que /soit le produit de deux fonctions cd, h dont la première soit intégrable et reste positive dans le champ E. Soient M', w! le maximum et le minimum de ^ dans ce domaine; on aura
M' ^ 9 (j:- /,,//„ ...)6^^=^9(-^/o7/.- ...)4^(^7,//.-, ...)^/t et, en passant à la limite,
et, par suite,
j^9(j7, V, ...)'X(.2-,/, ...)de — \L^r^{x,y,...)de,
|JL étant une quantité comprise entre M' et /;«'.
Cette proposition porte le nom de théorème de la moyenne.
50. Si le champ E est formé par la réunion de plusieurs domaines mesurables E,, Ej, ..., l'intégrale E sera évidem-
ment égale à la somme des intégrales relatives à ces champs partiels.
Si E n'est pas mesurable, nous le considérerons, ainsi qu'au n*" 46, comme limite d'une suite de domaines mesurables E,, ..., E„, .... La limite des valeurs des intégrales prises dans ces domaines sera, par définition, la valeur de l'intégrale dans E.
51. Soient f^ /", ... des fonctions intégrables dans un domaine E; T, F, ... leurs intégrales; c', d' ^ ... des constantes.
La fonction
sera intégrable et aura pour intégrale l = c'V-\-c"V-\-....
11 suffit, pour le voir, de passer à la limite dans l'identité
-^c"^f"{^k,yk, •..)ek-^...:
52. Le produit f f de deux fonctions intégrables est intégrable. En effet, soient M', m' et M'^, m" les maxima et minima de /' et f" dans E; MJ^, mj^, et MJ^ , m\ leurs maxima et minima dans Cr] O', O'', OJ^, O^ leurs oscillations dans les mêmes domaines.
Supposons d'abord que m' et m!' soient positifs; m'j^^ M'^, MJ. , M'^ l'étant a fortiori, on aura, dans tout l'élément e/f,
L'oscillation O/t du produit f'f" dans cet élément est donc au plus égale à
Mit Ml- — m', m\ ■=M'„{ M'^ - ni]^ ) + ni'^ ( M',, -tu,,)
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et, par suite,
Supposons, au contraire, que m', m'' puissent être négatifs. Soit c une constante positive, plus grande que | m' | et | nil' |. Les fonctions f'[x^y^ . . .) -\- c et f i^x^y^ . . .) H- c seront intégrables et auront pour minima les quantités positives w! -\- c^ m!' -\- c. Leur produit sera donc intégrable. D'ailleurs cf'{x^y^ ...), cf"{x^y^ . . .) le sont également, ainsi que la constante c- dont l'oscillation est toujours nulle. Donc, le produit
/'/"= (/'+ O (f+o) - cf- c/"- c'-
sera aussi intégrable.
53. Si la fonction f est intégrable et si son maximum M et son minimum m sont de même signe^ - sera intégrable.
En effet, l'oscillation 0^ de — dans l'élément eu sera
ml "~ MI
Ma— /«A
Donc
M A m A lim ^ l^A^A ^ — j lim 2 Oa e,, — o
On dit que l'intégrale
^Ef{^,y, • .')de
est d'un ordre de multiplicité /i, si le nombre des dimensions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui revient au même, le nombre des variables indépendantes x, y, . . .), est égal à n.
55. Les théorèmes exposés jusqu'à présent ne dépendent aucunement de ce nombre n. Mais, dans le cas des intégrales
simples, où n = i, il est nécessaire, pour se conformer aux usages reçus, d'introduire quelques légères modifications aux notions précédentes.
Presque toujours, le champ de l'intégration est le domaine d'un seul tenant formé par les nombres compris entre deux nombres fixes a et b. On doit alors partager l'intervalle ab en éléments infiniment petits dxt, dx2, ..-, et l'on représente l'intégrale par la notation
f{x) dx.
On voit que le signe de sommation S a été remplacé par le signe équivalent J^ et qu'au lieu de désigner le champ par une seule lettre, on met en évidence ses deux extrémités <2, 6, qu'on nomme les limites inférieure et supérieure de l'intégrale.
Si 6 >> «, ce sont là des changements de pure forme ; mais, si 6 < «, on introduit une nouvelle convention que nous devons signaler. Dans la théorie générale, l'étendue des éléments de était toujours considérée comme étant une quantité positive. Ici, au contraire, nous affecterons chacun des segments dx du signe — ?>\ b <^a (auquel cas x décroît en variant de a à 6).
Jl résulte évidemment de cette convention qu'on a
(3) J^ /{X)dx=:-J f{x)dx.
En outre,
(4) f f{x)dx-^ f f{x)dx^ f f{x)dx.
Car, si <2 <; 6 <; c, cette égalité est un cas particulier d'une proposition énoncée au n" 50, et notre présente convention la rend applicable aux autres cas.
Si
on aura (51)
^ f{œ)dx — c' l f'{œ)dx-\-c" i f"{x)dx-\-....
Si M, m désignent le maximum et le minimum de /(a:) dans le champ a6, et L le maximum de son module, l'étendue du champ étant évidemment \h — rt |, on aura (49)
(6) ni{b — a)^f f{x)dx = U{b — a)
si b >> a.
Si b<ia^ le sens des inégalités sera renversé. Mais on aura dans tous les cas
j f{^^)dx
56. Le calcul d'une intégrale multiple d'ordre n se ramène, ainsi qu'on va le voir, lorsque le champ a une étendue mesurable, à celui de n intégrales simples successives.
Nous supposerons, pour plus de simplicité, n^=i. Le champ E sera représenté géométriquement par un ensemble de points (^, y) situés dans un plan.
Gela posé, les valeurs de y^ auxquelles correspondent des points de E, forment un ensemble borné F. Soit r\ l'une d'elles. Les valeurs de x qui, associées à tj, donnent des points de E, forment un ensemble Gy, également borné. Nous ne pouvons pas affirmer que Grj ait une longueur mesurable, ni que la fonction /(:r, y^) j soit intégrable; mais, cette fonction étant bornée, on pourra toujours déterminer, dans l'intérieur de Gyj, son intégrale par excès et son intégrale par défaut. Ge seront des fonctions de ri, que nous pourrons désigner par J(y|) et y (vj), et qui sont bornées dans le domaine F.
Nous pourrons donc déterminer, dans l'intérieur de F :
1° l'intégrale par excès de J(^), que nous désignerons par K; 2'* l'intégrale par défaut dey(ri), que nous désignerons par A". Comme on a évidemment J('yi)>y(^), k sera au plus égal à l'intégrale par défaut de J(vi) et, a fortiori, au plus égal àK.
Nous allons montrer, d'autre part, que K est au plus égal à l'intégrale double
prise par excès.
A cet effet, décomposons le plan en rectangles infiniment petits par des parallèles aux axes. Celui de ces rectangles qui est limité par les droites x^=^Xi^ x ^=^ Xi-\- dxi^ y z= y/f^ y =z yf(-\~ dy/( a pour aire dxtdyk] nous le désignerons par e/Zf, s'il est tout entier intérieur à E, par e\i^ s'il contient un point de la frontière de E. Dans chacun des rectangles etk^ la fonction f{x^y) admettra un maximum M^vt; et dans les parties communes à E et aux rectangles e^^, elle ne pourra surpasser un nombre fixe M, maximum de /{^^ y)i dans le domaine E.
L'ensemble Gyj est formé par les points communs à E et à la droite y = y|. Les parallèles aux x que nous avons tracées partagent cette droite en segments, et l'intégrale i{f\) est égale à la somme des intégrales partielles prises dans l'intérieur des portions communes à E et à ces divers segments.
Supposons r\ compris entre yk et yk-^ dy^^ k ayant vme valeur déterminée. Soit eik l'un des rectangles intérieurs correspondants à cette valeur de k. Le segment de la droite y = Tj contenu dans ce rectangle a pour longueur dxi et se trouve en entier dans E; d'ailleurs la fonction y en chaque point de ce segment a une valeur au plus égale à M.ik> La valeur de l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser Islikdxi.
Soit, d'autre part, e'-f. un des rectangles également compris entre les droites y =z yk qI y =. yff-\- dyk^ mais qui rencontrent la frontière de E. La longueur (intérieure) de la portion de la droite y = 7^ commune à E et à ce rectangle ne
peut surpasser dxi\ la valeur de /ne peut y surpasser M; la valeur de l'intégrale correspondante ne peut donc surpasser lAdxi,
La valeur de J('3rj) ne pourra donc surpasser la quantité
\y,k — 2 ^ik d'^i + M V dxi,
la première somme s'étendant à ceux des rectangles <?/a, et la seconde à ceux des rectangles e^-^^ où A* a la valeur constante que nous avons supposée.
Si donc nous désignons par I^ la valeur de l'intégrale par
excès de J('îo) dans l'intervalle de r\^= yj^ à 'r^z=i yj^-\- dy^^ on aura
Chacun des éléments dyk intérieurs à F donne une relation de ce genre. Sommant ces égalités, il vient
Passons maintenant à la limite en supposant que l'étendue des rectangles décroisse indéfiniment. Le premier membre Sly^ aura évidemment pour limite l'intégrale K. La première somme du second membre aura pour limite l'intégrale double
A /("^j y) ^^ prise par excès. La seconde a pour limite zéro,
si E est mesurable, comme nous l'avons supposé. Notre proposition est donc démontrée.
57. On verra, par un raisonnement tout semblable, que l'intégrale par défaut k est au moins égale à l'intégrale double
\ fi^i y) ^^? pi'ise par défaut. Mais, par hypothèse, f{x^ y)
est intégrable. L'intégrale double a donc la même valeur,
qu'on la prenne par défaut ou par excès. On aura donc
K = j^ f{œ, y) de — k,
et, pour déterminer l'intégrale double, il suffira de calculer K ou A', qui s'obtiennent chacun par deux intégrations simples successives.
58. Supposons en particulier le champ E constitué de telle sorte qu'une parallèle y =f\ k l'axe des x ne coupe sa frontière qu'en deux points ayant pour abscisses C2(rj) et <^(rj). Soit, pour fixer les idées, ^{y\) > ^(■^)- Si la fonction f{x, yj) est intégrable dans l'intervalle de cp(7]) à <Ï*(iq), on aura
Hri)=j{v)= / f{œ,r\)dœ.
Soient 6 et B le minimum et le maximum de y dans tout le champ. Si i{r{) est intégrable de 6 à B, on aura
^lî ^B r ^^î»(o) n
Jb Jb L'^ÇC'2) J
et en appelant y la variable de sommation, précédemment désignée par Tj,
Supposons de même : i^ qu'une parallèle x^=\ k l'axe des y ne coupe la frontière de E qu'en deux points ayant pour ordonnées tj;(^) et ^(ç)> J^(^); 2" que f{\^ y) soit intégrable de ^(^) à ^(?); 3" que son intégrale Ji(ç) soit elle-même intégrable de a à A, a étant le minimum et Aie maximum de X dans tout le champ E; on aura de la même manière
Lorsque le champ E est un rectangle, on a
et la comparaison des deux valeurs de l'intégrale double donne
(8) J dy\j f{œ,y)dx\ =rjf dr\j fi,x,y)dy\.
On peut, dans ce cas, représenter celte intégrale double par la notation plus symétrique
af{x, y)dxdy,
qui met en évidence les deux intégrations à effectuer successivement; ces deux opérations peuvent d'ailleurs être interverties, comme nous venons de le voir.
IV. — Fonctions continues
59. Soity(^,y, ...) une fonction des n variables .r, y, ... définie dans un ensemble E.
Soient (<2, b, . . .) un point déterminé de E; A, A", ... des quantités variables, assujetties à la seule condition que le point (a -h /i, è + A", . . .) appartienne aussi à E.
Si, pour toute valeur de la quantité positive £, on peut déterminer une autre quantité positive 6, telle que l'on ait
pour tous les systèmes de valeurs de A, A, ... pour lesquels on a
on dira que la fonction /(^, JK, • • •) est continue au point {a,b, ...).
La même idée peut s'exprimer sous cette forme plus abrégée :
La fonction fi^x^ y^...) est continue au point («, ^, . . .) si
/(a 4- A, h-^k, ...) ~f{a, b, ,..) tend vers zéro en même temps que h, A, ....
60. Soient y, y*!, ... des fonctions des variables œ, y, . . . définies dans E. Les divers systèmes de valeurs simultanées de ces fonctions correspondants aux divers points de E peuvent être considérés comme les points d'un autre ensemble F. Soit maintenant «(y, /,, . . .) une fonction des variables y, y*,, ... définie pour tout point de F. 11 est clair que ce peut être considérée comme une fonction âe x^ y^ . . . définie pour tous les points de E.
Une semblable expression se nomme une fonction de fonctions ou fonction composée.
Si les fonctions /", /,, ... sont continues au point (a, 6, . . .) et prennent en ce point des valeurs a, a<, ... ; si, de plus, la fonction ^ est continue au point (a, a,, . . .), cette expression, considérée comme fonction de x^ y^ . . . sera continue au point (a, 6, . . .").
En effet, pour être assuré que l'accroissement de cp ait son module << e, il suffit, par hypothèse, que les accroissements de f fi, ... aient leur module < 8 ; circonstance qui se produira, par hypothèse, toutes les fois que les modules des accroissements de x, y, . . . seront moindres qu'une autre quantité fixe /].
Les fonctions x -{- y, x — y, xy étant évidemment continues pour tout système de valeurs de x, y, on obtient ce corollaire que la somme, la différence et le produit de deux fonctions continues sont continus.
Si f est continue et différente de zéro au point
(a, u, . . .), -^ sera continue en ce point.
Soient, en effet, ^x, Ay, ... un système d'accroissements donnés à x, y, ... ; A/ l'accroissement correspondant de /;
celui de -p sera
et, si I A/1 < |/|, son module sera au plus égal à
et sera moindre que £, si l'on a, en outre,
Or il suffît, par hypothèse, pour être assuré que ces inégalités sont satisfaites, d'assujettir | A:r |, | Aj^ |, ... à rester inférieurs à un nombre fixe 8.
62. Une fonction f{x, JK, . . .) est dite continue dans un ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points.
Si cet ensemble E est borné et par/ait^ la continuité y sera uni/orme.
Ce terme demande quelques explications.
Soit, en général, cp une fonction de deux séries de variables X, y, ... et h, Supposons que, pour chaque
système de valeurs de x, y, ... contenu dans un ensemble E, o tende vers une limite déterminée lorsque A, . . . tendent vers des limites données a, .... L'ensemble de ces valeurs limites sera une certaine fonction $des variables x, y,
On pourra, par définition, pour chaque nombre positif s et pour chaque point (x^y^ . . .) de E, assigner un nombre
positif 3, tel que l'on ait toujours
dès que \ h — a |, ... sont «< ù.
Il existe, d'ailleurs, une infinité de nombres S satisfaisant à cette condition ; car, si elle est remplie pour une valeur de 8, elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous désignerons par A le maximum de ces nombres o (si la condition était satisfaite pour toute valeur de o, A serait infini).
Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de s, un ensemble de nombres positifs A correspondant aux divers points de E. Cet ensemble de nombres admettra un minimum r\ positif ou nul, lequel ne dépend plus que de s, et la condition (i) sera satisfaite pour tout point de E, tant que l'on aura
|/i — a|<yî,
Si donc y\ reste >> o, quelque petit que soit £, on pourra, pour chaque valeur positive de £, assigner un autre nombre positif rj indépendant de x^ y, . . . et tel que l'on ait^ pour tout point de E,
dès que \h — a |, ... sont << r\.
On dira, dans ce cas, que la fonction cp converge uniformément vers sa bmite 4> dans tout l'ensemble E.
Appliquons cette notion à une fonction /(.r, j^, ...) continue dans l'ensemble E. D'après la définition de la continuité, f(x-hh,y-^k, ...) tend vers /(.x^ y^ ■ - ■) lorsque A, A , ... tendent vers zéro. Et la continuité sera uniforme si l'on peut, quel que soit e, trouver une quantité positive yj indépendante de ^, y, ... et telle que l'on ait, pour tout point de E,
|/(^ + /ï,j + Â-, ...)-/(.r, y, ...)|<£ dès que
63. Ces explications données, procédons à la démonstra- J. — I. 4
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lion (lu tliéorènie. 11 nous faut établir que le minimum r^ des nombres A correspondant aux divers points (x, y, . . .) de E est nécessairement >> o.
Supposons que r, fut nul. L'ensemble des A contiendrait des nombres moindres que toute quantité donnée. Donc E contiendrait une suite indéfinie de points /?(,, /?<, . . ., /?«, . . . pour lesquels A serait respectivement moindre que s,
Ces points admettraient au moins un point limite II, puisque E est borné; mais E est, en outre, parfait; il contiendrait donc le point II.
Cela posé, on pourrait (28) déterminer, dans la suite Po: P\i P'ii •••? une suite indéfinie de points /?„„, />ai? --i /?a„) • • • convergeant vers II et tels que ao, a,, . . ., a„ aillent en croissant; les valeurs correspondantes de A étant moindres
que -— » • • • ? — — ? • • • décroîtront indéfiniment.
On pourrait donc trouver dans E un point tel que son écart à n et la valeur de A qui lui correspond fussent simultanément plus petits que toute quantité donnée. Ce résultat entraîne une contradiction. En effet, la fonction /* étant continue au point II = ( .ro, jKo? • • •)' ^*^ peut assigner une quantité positive 8' telle que l'on ait
dès que
et il est aisé de Noir (juc pour tout point n'=(j7', j', ...) de E dont l'écart à 11 est << — > le nombre A sera au moins
Ç2al a — •
Soit, en efî'et, x' =:^ Xq-\~ h\ y' z=yQ-\- k' , .... On aura, par hjpotbèse,
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et, a fortiori,
ca
Cela posé, on a, si | A | << — , | /: | <C — ? • ■ '
+ |/(^',r', ...)-/(^o,.ro, ...)l
+ I /(^o + /î', /o 4- A', ... ) -/(^>fo, /o, • • • ) I < £, r, |A-+-A'|, |>^^ + A^'|, ... et | A' |, |A'|, ... élaiit < o',
chacun des deux termes du second membre est << -
64. Théorème. — Soient f-if\, ... des fonctions de x^ y^ ... continues dans un ensemble E; et soit F V ensemble des points (/, /n---) ^l^i correspondent aux divers points de E.
i" aS/ E est borné et parfait, F le sera également.
2° Si E est dun seul tenant, F le sera également.
Supposons, en effet, que E soit borné et parfait. Si F n'était pas borné, on pourrait j déterminer un point q^^ où la somme
fût plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un autre point ^,, où cette somme fiit > 2L; un autre point (^25 où elle fût >> 4E, etc. Soient /?o, p\i p-ii ... les points correspondants de E. Ils seront tous différculs, car/, /",, ... n'ont qu'un seul système de valeurs en chaque point de E. Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point limite 11, lequel appartiendra à E. Et l'on voit, comme au numéro précédent, qu'il devrait exister dans E des points dont l'écart à 11 fût moindre que toute quantité donnée, la valeur correspondante de s étant en même temps plus grande
que toute quantité donnée. Ce résultat est contradictoire. Soit, en eft'et, o la valeur de s au point II. La fonctions étant évidemment continue, pour tout point de E dont l'écart à II est moindre qu'un certain nombre 8, la valeur de s reste comprise entre les deux nombres fixes o — s et cp -|- s.
Il reste à prouver que F est parfait, c'est-à-dire contient son dérivé F'. Soit q' un point de F' vers lequel converge une suite infinie c/q, ^j, ..., rj„^ ... de points de F. Les points correspondants de E, /?07/>m ---^ Pni •••? seront tous distincts, car à cliaque point de E répond un seul point de F. Cette suite admet donc au moins un point limite H, appartenant à E, et contient une suite de points /?a,, /^a,5 Pa^i • • • ^i" convergent vers n. Les points correspondants de F convergent vers le point ^ de F qui correspond à H; mais ils convergent vers q' . Donc q' se confond avec q et appartient à F.
Supposons enfin que E soit d'un seul tenant et montrons qu'il en est de même de F. Soient ^ et Q deux points quelconques de F;
p = {x,y,...) et P:=(X,Y, ...)
les points correspondants de E; on peut les relier par une chaîne de points intermédiaires yo,, /?25 • • •-, telle que l'écart
I .r/,+1 — ^A- 1, I ,v'/.+i — Yk V
soit moindre (ju'un nombre donné quelconque r,.
Or, la continuité étant uniforme dans tout le domaine E, on peut prendre r, assez petit pour que, pour toute valeur de /r, chacune des quantités
et, par suite, leur somme, devienne aussi petite qu'on voudra. Or, cette somme représente l'écart des points qj, et qu^^ qui correspondent à /»A et à/?A_^i . Les points ^, ^,, . . ., Q forment ainsi une chaîne où l'écart de deux points consécutifs est moindre qu'un nombre s choisi arbitrairement. Notre proposition est donc établie.
Corollaires. — Considérons en particulier le cas où nous n'avons qu'une seule fonction/de.r, jK, • • • continue dans E : I** si E est borné et parfait, F admettra un maximum et un minimum et les atteindra (25); a'' si E est d'un seul tenant, F contiendra toute la suite des nombres compris entre son maximum et son minimum (34).
Si au lieu d'une seule fonction continue nous en avons plusieurs y, y*,, . . ., la fonction
jouira des propriétés ci-dessus.
65. Soient M, (^, ... des fonctions des variables ^, y, ... en même nombre que ces dernières, et définies dans un ensemble E. A chaque point (.27, y, ...) de E correspond un point (t/, (^, ...); la réunion de ces derniers points forme un ensemble F.
Supposons qu'à chaque point de F corresponde réciproquement un seul point de E; on pourra considérer .27, JK, • • • comme des fonctions de w, (^, . . . définies dans l'ensemble F. Ce nouveau système de fonctions se nomme Y inverse du système de fonctions primitivement considéré.
Si V ensemble E est borné et parfait , et les fonctions M, V, ... continues dans E, ^, j^, ... seront réciproquement des fonctions de u^ (^, ... continues dans F.
Il nous faut prouver que, si l'on prend dans F une suite de points q^ = (u^,v^, ...), ..., q,t~(u„^ T;,, ...), ... convergeant vers un point -^ (lequel appartiendra à F), les points correspondants/?, =:(^<,j^,, ...), ..., p„z=(a:n,y,„ .••), ...
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convergeront nécessairement vers le point II c|iii correspond
Supposons qu'il en soit autrement; il existera un nombre £ tel qu'on puisse, quel que soit /?, trouver dans la suite /?„_,.,, Pn+2-, ••• mi point /?a, dont l'écart à II soit >> £. Après celui-là on en pourra trouver un autre /?p, et ainsi de suite.
L'ensemble de ces points /;«, /-'p, •.., en nombre infini,
admettra au moins un point limite Q', dont l'écart à II sera
encore ^£. On pourra déterminer dans cette suite un point /?>
dont l'écart à II' soit moindre qu'un nombre donné ô, puis
un autre point /?j;, plus voisin de II' que p\ et dont l'écart à 11
soit <i -, et ainsi de suite.
Aux points p\^ yPjj,, . . . ainsi obtenus correspondent dans F les points q\^ q^^ . . . qui tendent vers y. Mais, à cause de la continuité des fonctions ii, r, .. ., ils doivent tendre vers le point x'de F qui correspond à W. Donc y =r y', et ce point unique correspond à deux points difierents II et II' de E, contrairement aux suppositions de l'énoncé.
66. Une fonction f(x, y, . . .) continue clcins un domaine E borné et parfait est intégrable.
On peut, en effet, quel que soit £, trouver une autre quantité positive r\ telle que l'on ait
si I /i |, I /: |, ... sont << yj. Si donc nous décomposons E en éléments e^ de diamètre <^t^^ l'oscillation O^ sera, dans chacun d'eux, << £• La condition d'intégrabilité sera donc satisfaite.
V. — Fonctions à variation bornée
67. Soity=/(^) une fonction d'une seule variable x^ bornée dans un intervalle ab qui contienne les valeurs particulières Xq et X>>Xo- Donnons à x une suite de valeurs
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croissantes ^To, .r,, . . ., ^,^_^, X, et soient Jo^J^m ..., JK«_), Y les valeurs correspondantes de y. On aura
p désignant la somme des termes positifs, n celle des termes négatifs de la somme ci-dessus.
Nous dirons que p est la variation positive de y et n sa variation négative pour le système de valeurs ^(,, :r, , . . ., X. La somme
(2 ) ^ ==2 l/A— JA-I I =/^ + 'i
sera sa variation totale.
En changeant le nombre et la position des valeurs intermédiaires Xi, ..., x,i_i, on pourra faire varier ces trois sommes. En particulier, si entre ^a_i et ^a on intercale une nouvelle valeur H, ces sommes conserveront leur valeur primitive, si /(^) est compris entre jr^- , et j^^; sinon />> et n seront accrus tous deux de la dilî'érence entre /( 5) et celle des quantités jka-1 5 J^A dont elle est la plus voisine, et t sera accru du double de cette différence.
Cela posé, admettons qu'un des trois systèmes de sommes />, n, t admette un maximum. 11 en sera de même de chacun des deux autres, en vertu des équations (i) et (2). On dira, dans ce cas, que y est une fonction à variation bornée entre .Vq et X.
68. Les fonctions à variation bornée, telles qu'elles viennent d'être définies, ont pour caractère spécifique de pouvoir être mises sous la forme
z et a étant des fonctions positives, bornées et non décroissantes entre x^ et X.
Pour le démontrer, considérons deux valeurs quelconques x' , x" dans l'intervalle de :ro à X [x" étant supposé compris entre x' et X).
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Soient
y' •) y les valeurs coirespondanles àa y]
p\ /i', t' les variations de y dans l'intervalle Xqx' pour un choix quelconque de valeurs intermédiaires jr,, ^25 • • • 5
/>", /i", /" les variations de y dans T intervalle Xqx" en prenant pour valeurs intermédiaires x^^ x.,-i . . .^ x' et d'autres valeurs quelconques x\^ ... intercalées entre x' et x" ]
/?, /i, ^ les variations dey dans l'intervalle total ^o^< en prenant pour valeurs intermédiaires :r,, . . ., x', x\^ . . ., x" ,
On aura évidemment
Mais, par hypothèse, p, n, t admettent des maxima P, N, T. Donc, p', n', t' et p'\ n"^ t" admettent aussi des maxima P', N', T', P", N% T\ et l'on aura les inégalités
desquelles il résulte que P', N', T' sont des fonctions de x'y positives de leur nature et, en outre, bornées et non décroissantes de Xq à X.
Gela posé, en faisant varier le nombre et la position des valeurs intermédiaires ^r,, x.y, ..., on peut faire en sorte que p' se rapproche indéfiniment de son maximum P'. La différence p' — n' étant constante, n' se rapprochera en même temps que son maximum IN'. L'équation
r' — yo=p' — n' deviendra donc à la limite
ce qui montre que y' est la diflerence des deux fonctions positives, bornées et non décroissantes
P'-h7o-+-c et N'+c,
e désignant une constante positive quelconque >> — yQ.
Réciproquement, si y = z — u, z et u étant des fonctions positives, bornées et non décroissantes entre Xq et X, sa variation totale t sera limitée; car on a, en désignant par Zq, Zi, ..., Z et if(^, iii, ..., U les \aleurs de z et de a pour
69. Soienty = z — w, j ' = 5' — ^^' deux fonctions à variation bornée ; leur somme
leur différence
et leur produit
zz' -^ au' — {u z' ~>r z a')
seront évidemment des fonctions de même nature.
Enfin, si y a une variation bornée, et si, de plus, son
module a un minimum a différent de zéro, — aura une varia-
tion bornée.
En effet, sa variation totale
reste toujours inférieure à un nombre fixe.
70. Une fonction f{x) à variation bornée dans un intervalle ab est inlégrable dans cet intervalle.
On a
o{x) et ^(x) étant [des fonctions croissantes et bornées. Il suffit donc de montrer qu'une semblable fonction <f{x) est intégrable.
Décomposons le champ ab en éléments e^; soit Oa l'oscil-
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lation de la fonction dans ek\ on aura
e désignant le plus long des intervalles Ck-
Or, ^{x) étant constamment croissante de a à b^ / ,^k représentera évidemment son accroissement total
Cette quantité est une constante; d'autre part, si les éléments Ck décroissent indéfiniment, e tend vers zéro; donc
lim \ Oa^a= o, et '^{oc) est intégrable.
71. Soient /'(.r) = 'S)(x) — 'j'(^) une fonction à variation bornée et h un infiniment petit positif. Les fonctions '^{x) et '^j{x) étant non décroissantes, '^[x — li) et 'h[x — //,) varieront toujours dans le même sens quand h décroit, sans jamais surpasser les valeurs fixes co(.r) et '}(^). Elles tendront donc vers une limite, et leur différence f{x — k) tendra aussi vers une limite, que nous représenterons par/(.r — o).
On voit de même (\v\e f{x -^ h) tend vers une limite, qu'on peut représenter pary(jp -h o).
72. Vue fonction f{x)^ continue et à variation bornée dans V intervalle de Xq à X, est la différence de deux fonctions continues et non décroissantes.
En elfet, f{x) ayant une variation bornée, on aura
'f(x) et 'h(x) étant des fonctions non décroissantes à variation bornée.
Considérons, en particulier, la fonction (d(x). Pour ufte valeur de x, intermédiaire entre Xq et X, on aura
cp(.r — £) ;^cp (^) = 9(.r -}-£).
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Si £ tend vers zéro, cp(^ — s), o(x + s), qui varient toujours dans le même sens, tendront vers des limites déterminées o(œ — o) et o(j? + o), et l'on aura encore
Si la différence ©(^ + o) — -^(x — o) est égale à zéro, la fonction o sera continue au point x] sinon, cette différence sera positive, et nous dirons que la fonction présente en ce point une discontinuité é^dXe à cette différence.
Cette discontinuité peut d'ailleurs se séparer en deux parties : la discontinuité antérieure ^{oc) — ^{x — o) et la discontinuité postérieure ^{x -{- o) — 'f(-2?).
La fonction 'f (^) n'étant pas définie pour les valeurs de la variable <C Xq ou >> X, nous n'aurons à considérer, pour x:=^Xq^ qu'une discontinuité postérieure; pour ^ = X, qu'une discontinuité antérieure.
Soient maintenant a, x deux valeurs quelconques de la variable; Xy^ ..., Xn une série de valeurs intermédiaires entre celles-là. Formons la somme des discontinuités
que nous désignerons par
S(fl', c/'i, . ..,œ).
Cette somme est au moins égale à c5(a-|-o) — 'f(^); mais nous allons voir, d'autre part, qu'elle ne peut surpasser
Soit, en effet, ?^ un point quelconque intermédiaire entre xi( et Xffj^y ; la fonction C5 étant non décroissante, on aura
Soient de même ^o et \n des points respectivement intermé-
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dialres entre a et x^ et entre Xn et x^ on aura
9(rt-|-o) =©(^J =cp(.r,_o),
On aura, par suite,
S(a, j:'i, . . ., cT-)
Cette somme restant ainsi inférieure à une limite fixe, quels que soient le nombre et la position des points de division ^,, ..., Xai admettra un maximum S(«, x\ que nous appellerons la discontinuité totale de la fonction dans l'intervalle de a à ^. Ce maximum sera compris entre cp(a + o) — ^(^) et cp(.r) — o(a).
D'ailleurs, on a évidemment, d'après la définition des sommes S,
S(a, ^,, ..,,x) — S(«, xu . . ., ^A-) -H S(^A., . . ., ^);
d'où, en supposant que Xk conserve une valeur constante h et passant à la limite,
On voit par là que la fonction S(.ro, x) est une fonction de x non décroissante de Xq à X.
Posons maintenant
cp(^) = 9,(^) -h S(^'o,^-)-
La nouvelle fonction 'fi(^) sera continue et non décroissante.
On a, en effet, h étant positif,
©^(jr-h/i) = o(^-t- /O — S(j-^„.r-i- A) - 9(^')-f-S(.ro, ^) — cp(jr -h/i) — 9(.r) — S(j:^,a- -+-//).
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Cette quantité ne peut être négative, car S[x^x-\- li) est au plus égal à cp(^ -f- li) — ^(^).
D'ailleurs elle tend vers zéro avec A; car, S(^, ^H- h) étant au moins égal à o(^ -f- o) — »(^)j elle ne saurait être supérieure à o[x -{- h) — (p(jc-|-o), qui tend vers zéro avec h.
La fonction non décroissante ^{oc) admet en chaque point la même discontinuité que '^{x)^ puisque leur dilî'érence '^{x) — '\{^) est supposée continue. Donc, dans tout intervalle, ^{oc) aura la même discontinuité totale que '^{x)^ de telle sorte que, en répétant les raisonnements précédents, on
aura
^{x)-=i'h^{x) -^S{xq,x),
^\{x) étant une fonction continue et non décroissante et S(:ro, oo) représentant la même fonction que tout à l'heure. On aura donc
ce qu'il fallait démontrer.
VI. — Dérivées et intégrales des fonctions d'une seule variable.
73. Soit/(^) une fonction d'une variable x^ définie dans l'intérieur d'un domaine D.
Soient Xq un point fixe intérieur à D ; o son écart de la frontière de D ; tout point Xq-\- h où | A | <; S sera encore intérieur à D.
Si l'expression
tend vers une limite fixe lorsque li tend vers zéro, cette limite s'app«llera la dérivée de f(x) au point a;» et se représentera par/(.ro).
Si, pour tous les points intérieurs à D, /(x) admet une
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dérivée, l'enseiiible de ces valeurs constituera une nou\elle fonction, égalejnent définie à l'intérieur de D, qu'on nomme la dérivée de /{^) et qu'on représentera, avec Lagrange, pary''(.r), ou, avec Cauchy, ])ar Y) f(x).
Toute /onction qui a une dérivée est continue.
En efï'et, l'égalité
Posons, pour abréger
h = A^, /(.r + h) -J{œ) =: A f{oc). On a, par définition,
d'où
ùif{x) =/'(./•) A^ -h KAx,
R tendant vers zéro avec A^.
Ainsi ^J{x) se compose de deux termes : l'un, f'(x)A.r,
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simplement proportionnel à Ajt, et qui constitue sa valeur principale; l'autre, R A.r, infiniment petit d'ordre plus élevé.
Le premier terme /'(^") Ax se nomme la difféientiellc de f{oc) et se désigne par df[x).
Dans le cas particulier où f{x) se réduit à x, sa dérivée élant égale à l'unité, l'équation de définition
(,) dfi,x)^f\x)t^x
se réduit à
dx = ^x.
Substituant cette valeur de Aj? dans l'équation générale (i), on en conclura
Cette nouvelle expression de la dérivée par un quotient de différentielles est très fréquemment employée pour la représenter.
7o. Dérivée d'une somme. — So'\t y =^ u -{- v — (v une somme algébrique de fonctions ayant les dérivées connues a', v'^ w'. On aura évidemment, en désignant par Ajr, A«, Ar, A(^ les accroissements de ces fonctions correspondant à l'accroissement h = Lx donné à la variable indépendante,
A r _ Am A<' Am^ ^ A.r A^ A^ A^ '
d'où, en faisant tendre A^ vers zéro et passant à la limite,
, ,. Av ,. Aa ,. Ac ,. ^w , , , y' =: lim -r-^ = lim -r h lim -r lim -r — = u 4- v — sv ,
^ Ix Ax A.r ^x
Dérivée d'un produit. — Soit y = uç^ u et v ayant des dérivées connues u' et i>'. On aura
Av {u -h ^ft) (v -\- \v) — uv Ail . , Ac
Aj7 Ax Ix A.r
r =: lim-T — lim(t^ -i- A(^) -h u lim -r — := a' v -h uv .
•^ àx ^ ' Ax
Cette équation peut s'écrire
Si l'on avait y= ui^a\ . ., on aurait évidemment, d'après cela.
Dérivée d'un
quotient. -
- Soitj
on aura
u -h Aw
Au
Ar
Ar)
et
, à la
limite,
VU' — uv
Dérivée d' une fonction de fonction. — SoitjK = F(w), u=:^f[x) étant lui-même une fonction de x\ on aura évidemment
Ay A)' A//
Ax à.u Ax
et à la limite, Aw tendant vers zéro avec A:^-,
/= li,n|llim|^=:F'(«)«'=F' [/(.<. )]/'(^.-).
Dérivée d'une fonction inverse. — Soit jk =/(-2:') une fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu'on ait X = '■p(jk)- Si l'une de ces fonctions a une dérivée connue, on aura immédiatement la dérivée de l'autre.
On a, en ellet, en supposant connue la dérivée de o, par exemple,
Ay I . .. Ax .^^
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Donc, à la limite,
76. Si, en un point donné x^ la dérivée f {x) n^est pas nulle, on pourra assigner une quantité 8, telle que V expression
ait le signe de f'{x) \x pour toutes les valeurs de A^ de module <C 5.
On a, en effet,
d'où
R tendant vers zéro avec A:r. On peut donc assigner une quantité 8, telle que, si | A^ | < ô, ( R | soit < \f'{x) |. Alors, /'(^)H-R ayant le même signe que /'(^), ^f{x) aura le même signe que/'(^) ^x.
77. Théorème de Rolle. — Si f{x) admet une dérivée dans l'intervalle de Xq à IL et s'annule pour Xq et X, sa dérivée s'annulera en un point intermédiaire.
Les valeurs de ^ qui sont ^Xq et ^X formant un ensemble borné et parfait, la fonction J\x) admet, dans cet intervalle de Xq à X, un maximum et un minimum et les atteint effectivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls tous deux, f{x) sera constamment nulle, sa dérivée aussi, et le théorème sera démontré.
Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple, soit différent de zéro. Soit ç la valeur correspondante de x^ laquelle sera différente de Xq et de X. On aura f\^) =,o; car, s'il en était autrement, l'expression
/(^ + Ax)-/(^)
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de Aj7^ le signe de /'(?) ^^' En donnant à \x un signe convenable, on {)0urrait la rendre positive. Donc H ne correspondrait pas à la valeur maximum de /, comme on l'a supposé.
78. Coj'ollaire. — Soient /(x), îp(^'), '|(^) trois fonctions admettant des dérivées dans l'intervalle de a k b; considérons le déterminant
f{œ) cp(^) ^{x)
f{x-^h) (d{x ^ II) ^{x-\-h) f{x-\-Bh) o{x-\-Bh) ^(^x~^eii)
C'est une fonction de la variable B, qui s'annule pour Q = o et 6 = I, et qui, d'après les règles de dérivation données ci-dessus (7o), admet pour dérivée, dans cet intervalle, le produit de k par le déterminant
A= f {x -^ 11) Q {x -\- h) ^ {x ^ h) f'{x-^Bh) o'{x-h9/i) ^'{x-h9h)
Ce nouveau déterminant devra donc s'annuler pour une valeur de G comprise entre o et i.
Posons, en particulier, 6 (j?) =: i; d'où '^(j?) = o. L'équation A = o deviendra
[c^{x)-o{x + h)]f{x-^eh)
/(^-H/o-/(^) __^f'{x-^eh)
d'où
Si nous posons, en outre, Z){x) = x, d'où 'f'{Jc] dernière équation deviendra
A^ ^f'(^jc^Bh)
i , cette
ou
f{x + h)-f(x)=hf'(x+',U).
J)ans celte formule, x-\-^h est une quantité inconnue, mais comprise entre x ei x -\- h.
79. Si la dérivée f'{x) est constamment nulle dans cet intervalle, on aura
d'où
Si cette dérivée, sans être constamment nulle, n'est jamais négative, f {x -\- h) — f{^) aura le signe de A. Soient, en eft'et, ^ un des points de l'intervalle de ^ à ^ H- A pour lesquels la dérivée est positive ; Ç H- 5 un point infiniment voisin de i et compris entre ^ et ^ H- A. On aura
f{œ-^-li)-f{x)
r\ étant un nombre compris entre ^ -f- A et ^ + 8, y;, un nombre compris entre ^ et ^.
Si l'on prend 5 assez petit, /(; + 8) — f{\ ) aura le signe de 8/'(i). D'ailleurs, /'(^) est positif, f'{y\), /'{'ru) positifs ou nuls. Enfin, o^ x -{- à — ç — 8, ^ — x ont le signe de A. Donc, sur les trois termes qui composenty(^ + A) — f{^)^ l'un a sûrement le signe de A, les deux autres ont aussi le signe de A, s'ils ne sont pas nuls. La somme a donc le signe de A.
On voit de même que, si la dérivée /'(x), sans être constamment nulle, n'est jamais positive, /"(j:^ -f- A) — fi-^) sera de signe contraire à A.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :
Théorème. — La fonction f{x) reste constante dans tout intervalle où f'{x) est constamment nul; elle croit avec X dans tout intervalle où /'{^) reste positif; elle décroît^ au contraire, quand x croît, dans tout intervalle où f (x) reste négatif.
Les deux dernières parties de ce théorème subsistent encore SI f [x) peut s'annuler dans l'intervalle considéré, mais sans changer de signe, pourvu qu'il soit impossible d'isoler dans l'intervalle considéré un intervalle partiel dans lequel f {oc) soit constamment nul.
Théorème. — Si f {x) reste continue clans un en
/7T^7 r ^ . fiœ ■+- h) f (x) j
semble L borne et parjait, — ^^-^ — -y tendra uniformément vers sa limite f [x).
En effet, cette expression est égale à f'(x-\-^h). Mais f (x)^ étant continue, l'est uniformément dans E (63).
Donc, on peut assigner une quantité v^, indépendante de^, et telle qu'on ait
\/'{x + eh)-f'{^)\<.
dès que le module de B/i.et, a fortiori, dès que celui de h esr < 7].
81. Théorème. — Si la Jonction f{x) est intégrable de a à b^ r intégrale définie
/{x)dx= F(X),
oii Xq et IL sont compris entre a et h, est une fonction de X à variation bornée et continue. Si de plus f{x) est continue au point X, F(X) aura en ce point une dérivée égale à/(X).
Soit, en effet, [jl le maximum de \f{x) \ dans l'intervalle ab. Décomposons l'intervalle de ^o à X en intervalles partiels .Ty^i, ..., Xh^\Xh^ ..., ^«_iX. La variation totale de la fonction inté}:>rale
f{x)dx,
VARIABLES RÉELLES. Ôg
relative à cette décomposition, sera
On voit donc qu'elle ne peut surpasser une limite fixe. Donc F(X) a une variation bornée.
En second lieu, changeons X en X + AX; on aura
/X + Aa- ^X ^X + Aa-
f{x)dx-\ f{x)dx= f{.Jc)dx,
quantité qui tend vers zéro avec A^, car son module est au plus égal à |jl| A^|.
Supposons enfin que /*(^) soit continue au point X. On aura par définition
Xx-hAx f{x) dx — \\m2^f{Xu) {^k— ^/t-i),
x^^ ..., Xn^\ étant des valeurs intermédiaires infiniment voisines les unes des autres, intercalées entre X = ^^o et X-i-AX = X/i, et q/f une quantité intermédiaire entre Xh^\ et Xk.
On peut, par hypothèse, quel que soit s, déterminer une quantité 3, telle qu'on ait, tant que | A | << o,
|/(X+/0-/(X)|<£ et, par suite,
R ayant son module << s.
Supposons maintenant | AX | <; 8. A plus forte raison, les modules des différences ^k — X. seront <; ô, et l'on aura généralement
R;t ayant son module <^ ».
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Siibstitiianl ces valeurs des quantités /(ça), il viendra La quantité
Âx
est donc toujours comprise entre /(X) 4- s et /(X) - s. Il en sera de même de sa limite
On peut, d'ailleurs, prendre £ aussi petit qu'on voudra, à condition de faire décroître suffisamment AX. On aura donc
à la limite
Xx-f-Ax
Berna? que. — Si Ton supposait X constant, mais Xq variable, l'intégrale définie
)dx
serait vme fonction de Xq. D'ailleurs, elle est égale et de signe contraire à
f{œ)dx
dont la dérivée est égale, d'après ce qui précède, à /'(;r„). Sa dérivée sera donc — /'(xo)-
82. Le théorème qui précède montre que toute fonction f{x) continue dans V intervalle de a àb est la dérivée d^ une autre fonction F(^).
Il est, d'ailleurs, aisé de trouver l'expression générale des fonctions qui ont pour dérivée f{oc). Soit, en effet,
l'une d'elles. Sa dérivée sera
F'(^) -f- cp'(^-) =/(-^) -+- 9'(>^)-
Pour qu'elle se réduise à/(^), il faut et il suffit que ^' {-x} soit nul. Donc, cp(^) se réduit à une constante c (79), qui. peut d'ailleurs être choisie arbitrairement.
Lorsqu'on a obtenu, par un procédé quelconque, une fonction #(.r) ayant pour dérivée y (^), on trouve, sans peine, la valeur correspondante de c. En effet, dans l'équation
/( X ) <ij? = rf ( X ) -h c,
faisons X = jcq. Le premier membre s'annulant, il vient
et, par suite,
On nomme fonctions p/'imitives ou intégrales indéfinies de f{^) les fonctions qui ont pour dérivée f{x). On les désigne par la notation
pour mettre en lumière leur liaison avec l'intégrale définie. Cette expression, comme on vient de le voir, ne représente pas une fonction déterminée, mais une infinité de fonctions, différant les unes des autres de quantités constantes.
83. Dérivation des intégrales définies j:ar rapport à un paramètre. — Soit f{x,y^ ..., a) une fonction des variables x^ y, .. ., a qui reste continue tant que ^, y, ... restent intérieurs à un domaine D et a intérieur à un domaine C0.
Soit E un domaine l)orné et parfait intérieur à D; pour toute valeur de a intérieure à cO, rinté^i;rale
de
aura une valeur déterminée; c'est donc une fonction de a.
Cette fonction est continue ; car, si l'on change a en a -j- Aa, elle prendra un accroissement
Alr:^ V /(^, r, . ..,a-h Aa)^e — |^ f{x, r, ..., a) de
dont le module ne pourra surpasser LE; L étant le maximum du module de Ay(^, t', . . ., a).
Or, soit ô une quantité dont le module soit moindre que l'écart de a à la frontière de (D ; le point a-|- Aa sera encore intérieur à (0, tant que | Aa | sera ^o. La fonction f restera donc continue tant que x, j', ... se mouvront dans E et que le paramètre variera entre a — o et a-hô. Cet ensemble de valeurs étant évidemment borné et parfait, la continuité de/* y sera uniforme; donc L, et par suite AI, tendront vers zéro avec Aa.
Supposons de plus que / considérée comme fonction de a seulement (^, j^, ... conservant des valeurs constantes) admette une dérivée; ce sera une nouvelle fonction de x^ y, . . ., a, que nous pourrons désigner par j\{x^ y, . . ., a), et nous aurons
A/(^, j, ...,a)=:/a(^, /, ..., a + 0Aa)Aa,
9 étant une quantité variable, mais toujours comprise entre o et I.
Si nous admettons enfin que /]x soit continue dans le même champ où nous avons déjà supposé quey* Tétait, cette expression sera de la forme
[/a(^,y,...,a) + R]Aa,
R tendant uniformément vers zéro avec Aa, dans tout le domaine E. On aura donc
Soit L, le maximum de | Ri dans E; on aura
de
quantité qui tend vers zéro avec Aa. On aura donc ,. AI
-— = V f'^{^, y, ....a) de,
Aa L7e
Il m
Aa L}e
L'inté«;rale I admet donc une dérivée, représentée par l'intégrale ci-dessus.
Intégration par parties. — Soit
une fonction formée du produit de deux autres. On aura
df{x) t= o'(^) <^(^) dx + o{x) "Wx) dx et, en intégrant àe x =. a k x ^= b ^
J' (d' {x)^h{x) dx + i o{x)^'{x)dx
=:f'df{.r)=/(b)-/{a).
Cette équation ramène, comme on voit, le calcul de Tune
des deux intégrales qui figurent au premier membre au calcul de l'autre, qui pourra se trouver plus simple.
Ce procédé de réduction a reçu le nom à^ inté g rat ion p aiparties.
Quant au second membre f{b) — f{ct)^ il conviendra, lorsque la fonction /(.r) a une expression complicpiée, de le représenter par la notation abrégée
VIL — Dérivées partielles. Différentielles totales.
80. Passons à la considération des fonctions de plusieurs variables.
Soit, par exemple, u=zf(^x^y) une fonction de deux variables x^ y définie dans tout l'intérieur d'un certain domaine D.
Soit {x^ y) un point quelconque intérieur à D. On pourra déterminer une quantité ù telle que tous les points
|:r-h A^-, y-+- A7I, où
|A^| + |Ay|<ô,
soient encore intérieurs à D.
Changeons ^ en ^ + Ajc, sans faire varier y. Si l'expression
tend vers une limite fixe quand ^x tend vers zéro, cette limite se nommera la dérivée partielle de / par rapport à x au point x^y. On la représente indifféremment par l'une ou l'autre des trois notations suivantes :
Si l'expression
/(^, 7 + Ay)— /(.r, y)
Ay
tend de même vers une limite, ce sera la dérivée partielle par rapport ky, et on la représentera par les notations analogues
f'y{x,y), Dyf{x,y).
Si en chaque point intérieur à D il existe des dérivées partielles, chacune d'elles sera une nouvelle fonction de x, j, définie dans l'inténeur de D.
86. Supposons maintenant qu'au lieu de faire varier isolément x^ y, on les change simultanément en ^ H- A^, y + Ay, et étudions l'accroissement
Cette expression peut se mettre sous la forme
f{x -h ^x, y 4- Aj) -/(^, y + Ay) +/(j7,y 4- Ay) —f{x,y) ou, en appliquant la formule (3) du n*" 78,
f\\x -h f) Ajs-, y 4- Ay ) A^ ^fy{x, y + 9, Ay) Ay,
8 et 9, étant des quantités plus petites que l'unité.
Faisons tendre A^ et Ay vers zéro. 8 Ax et 9, Ay tendent afortlorl vers zéro, de quelque manière que puissent varier Q et 9,. Si donc les fonctions y'^, f'^. sont continues au point x^ y, les multiplicateurs de ^x et de Ay tendront respectivement vers/^(:r, y) et/^(^, y).
Soit d'ailleurs E un ensemble borné et parfait quelconque intérieur à D et dans lequel /ç, f'^ soient continues. Leur continuité sera uniforme. On pourra donc, quel que soit £, assigner une constante 0 telle que pour tout point de cet ensemble les différences entre ces multiplicateurs et leurs limites deviennent << s dès que | A^ |, | Ay [ deviennent <C 3.
On aura donc
(.) A/(^,y) 3zz/^(^-,y) A^ 4-/;.(^,y) Ay + RA.r + R, Ay,
R et R, tendant vers zéro avec ^x et Ay (et cela uniformément dans tout l'ensemble E).
On voit donc que A /"(j?, y) se compose de deux parties, l'une
simplement linéaire en A^ et Ay, l'autre composée de termes d'ordre plus élevé que l'un ou l'autre de ceux qui précèdent.
L'expression (2) se nomme la différentielle totale de fi^x^ y) et se désigne par d/(x^ y). Les deux termes qui la composent sont les ditlerentielles qu'on obtiendrait en faisant varier une seule des deux variables ^, y et laissant l'autre constante. On leur donne le nom de différentielles partielles.
Si l'on supposait, en particulier, que la fonction /(^, y) ne fut autre que x, f^(x^ y) se réduirait à i , et fy.{x^ y) à o. L'équation
dfi^, 7) =/x(-^, y) A^ -+-/;.(^, y) Aj
se réduirait donc à
• dj:: = A^.
En supposant que /{x, y) se réduisît à 7, on trouverait
de même
dy z=z Ay, et, par suite,
(3) ^/(^, y) =/^(^, y) dx 4-/;-(.r, y)dy.
Ainsi qu'on l'a vu aux n "^ 73 et 79, la condition nécessaire et suffisante pour que/(^, y) reste constante lorsque x varie seul (et, par suite, se réduise à une fonction de y)
De même, la condition nécessaire et suffisante pour que /(^, y) ne dépende pas de y est //-(^, y) = o.
Ces deux conditions réunies exprimeront que /est indépendant de X et de y, et, par suite, se réduit à une constante. Elles peuvent être résumées en celle-ci :
Car, pour que cette expression, égale à
s'annule identiquement quels que soient \x et Ay, il faut et il suffît que f'j.{x^ y) et fy{x^ y) soient nuls séparément.
87. Admettons que, par un procédé quelconque, on ait mis A/(^, y) sous la forme
(4 ) A/( ^, 7 ) = A <i^ -h B ^/ -H S (i^ H- S) dy,
A et B étant indépendants de dx et dy, et S, Si tendant vers zéro en même temps que dx^ dy\ on aura
A —fx{^^ /)» B —f\\x,y), df{x, y) rr: A <i^ + B dy ,
Egalons en effet les deux expressions (i) et (4) de Lf^x^y) ; il viendra, en divisant par dx^
Faisons tendre dx et dy vers zéro, de telle sorte que -—
^ dx
tende vers une valeur fixe A; on aura à la limite
Celte égalité, ayant lieu quel que soit À, se décompose dans les deux suivantes ;
88. La remarque qui précède permet de déterminer aisément les dérivées partielles et la différentielle totale d'une fonction composée.
Soit, en effet, une semblable fonction
w, i^, . . . étant elles-mêmes des fonctions des variables indépendantes x^ y^ ....
Pour obtenir la dift'érentielle totale de cette expression, considérée comme fonction de x, y, . . ., donnons à x, }\ . . . des accroissements dx, dy, .... Soient A«, At^, ..., A/ les accroissements correspondants de «, p. . . ., f. On aura
^f=~^^u-h ^ Ap -h . . . -h R Af/ -h Ri Aç^ + . . . , ou O^'
R, R,, ... tendant vers zéro avec Am, Ap, .... Mais on a, d'autre part,
A« = -^dx -{- -^dy -{- . . .-^'Sdx ^'^i dy + . . . ôx ày "^
z=: du + S dx -+- Si dy -(-...,
Ar = —-dx -\- ^~dy -{-. . .-\-T dx -hT, dy -i-. . . dx ây "^ '^
=idv^Tdx-hT,dy^...,
S, S,, ..., T, T|, ... tendant vers zéro avec dx, dy^ .. Substituant ces valeurs dans l'expression de A/*, il vient
^^^ du'^'''^ ^^^r+.-.-f-p^^ + Pi^'j-h...
^ {^I^^^il^^,\dx \du dx Ov dx )
àf du df dv \ ,
du dy dv dy J ^
^. . .-\- p dx -^ p^dy ^ . . .,
p, p,, ... tendant vers zéro avec dx^ dy. On aura donc
df_dfdu df dy
dx du doc dv dx ' " ''
df_dfdu_ ôfdy
dy du dy dv dy
et, d'autre part,
,. df , df .
dfz=i^du-\--^dv + ^ du dv
d'où les deux propositions suivantes :
La dérivée, par rapport à une variable indépendante x^ d^ une fonction composée f{u^ ^7 • • •) s'obtient en ajoutant
ensemble les dérivées partielles -~, -z-, •••> respectivement multipliées par les dérivées de u^ v, ... par rapport à X.
La différentielle totale df s^ exprime au moyen de w, v^ ..., du^ dv^ ..., de la même manière que si w, v^ ... étaient des variables indépendantes,
89. Supposons que des fonctions z/, (^, ... des variables indépendantes x^ y, ... satisfassent identiquement à une équation
Le premier membre de cette équation étant une fonction composée de x^ y^ . . . dont la valeur est constante et égale à zéro, ses dérivées par rapport à chacune de ces variables sont nulles. On aura donc
df df du ox ou ox
df _ df du dy du dy
df
ai'
dv
dv
Oj
Ainsi toute identité f{u^ r, ...)=: o fournira de nouvelles identités en égalant à zéro les dérivées de son premier membre par rapport à chacune des variables indépendantes.
Ces nouvelles équations peuvent d'ailleurs se concentrer en une seule :
,. àf , . df , , dx dy ^
90. Nous dirons qu'une fonction f{x^ y, . . .) est définie (ou jouit d'une propriété donnée) aux environs du point
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(X(i^ yo5 • • •) si l'on peut déterminer un nombre positif A, tel que la fonction soit définie (ou jouisse de la propriété demandée) pour tous les points (^, y, .-.) où \x — Xo\, Ir— ro|, ... sont 5 A.
91. Théorème. — Soit F(x^ y, . . ., u) une fonction des variables x, y, . . ., u, laquelle s^ annule au point
Supposons : i° qu^elle soit définie et admette des dérivées partielles continues ¥'^, F' ..., ¥'^ aux environs de ce point; 2" que F„ ne s^ annule pas en ce point.
On pourra déterminer une fonction des variables x. y, . . . définie aux environs du point {xq^ y^, . . .) et prenant en ce point la valeur Wq, et qui enfin, substituée à la place de u dans V équation F = o, la rende identiquement satisfaite ; cette fonction sera unique et admettra les dérivées partielles
En vertu des hypothèses faites sur l'existence et la continuité des dérivées partielles F^, F!^, ..., F'„, on pourra déterminer une quantité positive A, telle que, pour tous les points (x, 7, ..., a) où \x — Xq\, |y — Jo |, • .., | ^^ — ^^0 | sont ^/z, ces dérivées partielles existent et diffèrent de leurs valeurs initiales (F'^)o, (F!^)o, ..., (F'„)o de moins de s, en désignant par e une quantité positive choisie à volonté, mais que nous supposerons moindre en valeur absolue que (F'„)o.
Si donc on désigne par A la plus grande des quantités I {^'x)o I + e, I (F:^)o I ^- £, . . . et par B la quantité | (F;,)o | — £, on aura, pour tous les points considérés,
En outre, F^ conservera toujours le signe de (F',J(,.
Gela posé, soit m + i le nombre des variables x^ y, . . ., w;
désignons par k le plus petit des deux nombres h, — -r li. On
aura, pour tous les points [xq-\-^x^ ..., Uq-^^.u)=^(x^ ..., u) où \x ^ A-, AjK ^ A", ... et Aw ^ A,
-hF;.(^o-i- A^, jo-H^i Ay, . ..,^0) Av-h. .. + F,;(^oH- Ax, 7o+ Aj, ..., u-\-Q,n^u)^u,
Cliacun des m premiers termes de cette expression a son module <; A/r. La somme de leurs modules est donc
<mAA<BA.
Mais, d'autre part, le dernier terme a son module plus grand que B j ^u \.
Si donc nous posons, en particulier, Aw^dz/i, ce terme l'emportera sur la somme des autres et donnera son signe à l'expression. D'ailleurs, le facteur
F;,(^o + A^, /o+ Ay, ..., wH-0,„ Aw)
a toujours le même signe, celui de (F'„)o. Donc, si l'on pose successivement Aw = A et A;^ = — A, on obtiendra, pour F(^, y, . . ., w), deux valeurs de signe contraire. Mais F est une fonction continue de w; elle s'annulera donc pour une valeur de u intermédiaire entre Uq — h et Uo-i-h. Elle ne s'annulera d'ailleurs qu'une fois, car sa dérivée garde le même signe dans tout cet intervalle.
Nous avons donc établi qu'à tout système de valeurs de X, j)', ..., tel que x — Xq^ y — ya, ... aient leurs modules non supérieurs à A*, correspond une valeur unique de u comprise entre u^^— h et Uq-^ li et satisfaisant à l'équation F=:o. L'ensemble de ces valeurs constituera une fonction de ^, y, ... entièrement définie dans ce domaine, et qui se réduit évidemment à Uq au point [xq, yo^ . . .).
Soient d'ailleurs (x, y, . . .) et {x -+- ùiX, y -+- Ay, . . .) deux points de ce domaine; a et u -{- lu les valeurs correspon- J. - I. 6
dantes de celte fonction. On aura
or= F(j; + Ajc. y -+- Ar, . . . , « 4- ^u) — F(cr, 7, . . . , u)
= F^(^ -h 0 Ajt, /, . . ., m) A:r
-hF'y{oC -{~^^,y-^6^^y. . . . , m) A7-1-. . . -■h F'^(œ -+- A^, / -H Ay, . . . , i^ -+- 0,„ ^u) Aw.
Le multiplicateur de Aw ayant son module plus grand que la constante B, cette équation montre que au tend vers zéro
avec A^, Ay ,
Faisons, en particulier, Aj^=...= o. L'équation se réduit à
0= Fi(j7 4- 9 A^, y, . . ., m) Aoi?
F;,(^-i- A^, y. . . ., w + 6,„^u) ^w, d'où
Am _ F^(^ 4- ^ A^, _}-, ...,//)
Â^ "~~ F;^(^-H A^,/, . . ., w4- 0,„ Aw)
et à la limite, en faisant tendre àx vers zéro.
du
Ki^.y ")
du
Les autres dérivées -r— ? • • • se détermineraient de même. âv
92. Théorème. — Soient F,, ..., F„ n fonctions des m-\- n variables x, y, ... ; m, i^", (ip, . . . s^ annulant au point (^oj /oj •••; "07 ^05 ^^05 • • •)• *^^ Von suppose: 1° qu aux environs de ce point ces fonctions admettent des dérivées partielles continues; 2° que le déterminant
àj^ d¥, dj^
du dv dw
du
dv dw
ne s'annule pas en ce point, on pourra détermine/- un système de fonctions des variables x^ y^ ... définies aux en-
^^ irons du point (^o? yo? • • -^ prenant respectivement en ce point les valeurs Uq, Vq^ Wq^ . . . et qui enfin, substituées à la place de w, v^ w^ ... dans les équations Fi =z= o, ..., F«= o, les rendent identiquement satisfaites. Ce système de fonctions est unique, et ces fonctions admettent des dérivées partielles.
Ce théorème est établi par ce qui précède, dans le cas où l'on n'a qu'une seule équation, et nous pourrons, dans la démonstration, supposer qu'il ait été établi pour le cas de n — I équations.
Gela posé, pour que J soit ^o pour le point ^05
rivées
-; — 5 ••• soit dinerente de zéro. î^oit, par
exemple, ^^^o. On pourra, d'après le théorème du n° 91
^oj ^0? <^07 • • -7 il faut évidemment qu'une au moins des déôuq ôVq âwc
ÔUq
déterminer une fonction u de ^, y, ... ; p», w, ... qui satisfasse identiquement à l'équation F, = o et qui admette des dérivées partielles aux environs du point Xq., jko: • • • 5 ^07 W07 • • •• Substituant cette valeur de u dans les équations suivantes F2=o, ..., F„=:o, elles prendront la forme suivante :
Les fonctions <ï>.>, ..., <ï>//, étant respectivement égales à Fo, ..., F„, admettront, aux environs du point ^07 JK07 ••• j
^0, dx
(^0, ' • 1 des dérivées partielles
ôx
d_¥^ du du dx
Le déterminant
Ji=
d^, •' dv -
d¥, d¥, du dv du dv
dv
dw
diV
des dérivées partielles relatives les termes qui se détruisent,
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à V. iv
ôv dv
âV,
du d^
dF^ du
du
d¥, dw d¥,
diV
du d^'
dF,
dj,
dv
d¥^ du
d¥, du
^ I du du
Remplaçant -r- , —, * ' dv dw
par leurs valeurs
dF,
dw
àF, '
àF, '
du
du
iendra
éga
le a -r^T^ àF,
du
àF, : et, comme — ; — a au du
point (^05 J'oj •••; ^0,^0? ^^'o) • • •) une valeur finie et différente de zéro, J, sera lui-même fini et différent de zéro.
On pourra donc, par hypothèse, déterminer des fonctions i^, (^, . . . des variables indépendantes ^, y, ..., qui satisfassent identiquement aux équations <ï>2 = o, (p^ = o, ..., qui se réduisent à (^o, t^o, . . . pour x = Xq, y =z y^, . . ., et qui admettent des dérivées partielles aux environs de ce point. Substituant ces valeurs de ^, (^j ... dans l'expression de «, on obtiendra pour u^ i', tp, . . . des fonctions àe x^ y^ . . . satisfaisant aux conditions requises.
'93. On donne le nom de fonctions implicites à celles qui sont ainsi définies par un système d'équations non résolues
( Fi(^, 7, ••-, u, v,w, ...) = o, (5)
La démonstration précédente montre à la fois que ces
0¥, du
du ôœ
dx
\ ôx
du
du ôœ
dv
ôx
dx
fonctions w, v^ (p, . .. existent et qu'elles admettent des dérivées partielles.
L'expression de ces dérivées partielles s'obtiendra d'ailleurs aisément en dérivant les identités (5) par rapport aux diverses variables indépendantes. On trouvera ainsi, en dérivant par rapport à x^ par exemple,
système d'équations linéaires dont la résolution donnera
du ôv à^v p 1 f • T 1 '
-— j -r-' -r-' •••' sf>^iî^ lorme de tractions ayant J pour deno- ()x ox dx j i
minateur. Ce déterminant étant par hypothèse une fonction
continue de x^ y, ... et de ;/, c, (v, . . . qui sont elles-mêmes
continues en x^ y-i - - ■ est une fonction continue de ^, y,
D'ailleurs, au point .^o, Yq. . . ., on a u = Uq^ v = (',), ... et
J ne s'annule pas. Donc, dans un certain domaine autour de
ce point, J sera encore différent de zéro, et les valeurs de
dM dv r ■ \ ' ' /^\ 1
-r— } —, •. • lournies par les équations (o) ne pourront de-
ij Ju (J JL
venir illusoires.
94. Les considérations précédentes fournissent la solution d'une question importante :
Soient
(7) "l=/l('^"n •••, ^/O, U„^—f„,{x^..,,Xa)
m fonctions des n variables indépendantes x^, ..., x^ admettant des dérivées partielles continues. Nous dirons que ces fonctions sont indépendantes s'il n'existe entre elles aucune relation qui permette d'exprimer l'une d'elles au moyen des autres.
Un système de fonctions tel que (7) étant donné, propo-
sons-nous de rechercher combien il contient de fonctions indépendantes.
A cet effet, formons le Tableau des dérivées partielles
âx\^
àf,„
dXn
Avec les éléments communs à un certain nombre de lignes de ce Tableau et à un nombre égal de colonnes on peut constituer un déterminant. Construisons tous les déterminants de ce genre. Nous pourrons énoncer le théorème suivant :
ThéorIeme. — Si l'un des déterminants à p- éléments, tel que celui-ci
âxi
àfp âxi
EL
dXn
âXr
ne s^annule pas au point (ç,, ..., ^,f), et si au contraire tous les déterminants à {p -(- i)^ éléments sont identiquement nuls aux environs de ce point :
i^' Les fonctions m,, . .., Up seront indépendantes aux environs de ce point ;
2° Au contraire, u fonction de u^^ . .
pourront s'exprimer en
1° En effet, soient v^^ ..., Vm les valeurs de u^^ ..., Ujyi au point (;,, .. ., ;„). Les équations (7) étant mises sous la forme
le déterminant des dérivées partielles de leurs premiers membres par rapport à ^,, ..., Xp^ if-p^K^ •••, «w sera évi-
demment égal à ( — i)'"'"/^D. 11 sera donc différent de zéro au point (^,, . . ., i„, (^, , . . ., Vm) et l'on pourra regarder les équations (8) comme définissant implicitement x^^ ..., Xp^ Up^K. . . ., iim en fonctions de w<, . . ., Up^ ^/>+m • • •? ^n aux environs du point (t>,, ..., c^,, S/>+n "•> i«)- ^ chaque système de valeurs a^, ..., w^, ^pj^\^ •••, ^n suffisamment voisines des valeurs initiales v^^ ..., Vp^ S/j+i, •••i ?n correspondra un système de valeurs de ^<, . . ., Xp. Donc, réciproquement, w^, ..., lip pourront, par un choix convenable de valeurs de ^4, . . .. Xn prendre tout système de valeurs suffisamment voisin de ^'<, ..., Vp, Donc les fonctions u^^ . .., Up sont indépendantes.
1*" D'autre part, Wyr,+<, . . ., iim sont aussi des fonctions des nouvelles variables indépendantes u^^ . . ., w^, ^p+t, • • •< o^n- Mais il est aisé de voir qu'ils ne dépendent pas de Xp^^, . . ., Xn- Soient en effet z^^ l'une quelconque des fonctions Up^^, ..., Um', ock l'une quelconque des variables ^>+i, ..., Xn] nous
allons montrer qu'on a ^— ^ = o.
^ ÔXk
On trouve en effet, en dérivant les équations (8) par rapport à Xh^
df, ôx, ^ ^ âf, dxp ^ ^/i _Q
ôx^ ôxk ' ' ' dXp dx,, dxk '
àfp àx, ^ ^ àfp dxp ^ ôfp _ ^ âxi âxk ' ' ' ôxp dxi, dx,, '
dfi dx, ^ ^ dfi dxp dfi du, _ dx, dx,, ' ■ ' dxp dxk dx,, dx,, ~
,,. . . dx, dx„ 3u, en éliminant -— i , • ••) -— ^, dx,^. dx,.
n àii, ^ ^ du,
u - — = o, et enfin -r — rr= o.
dx,, dx,.
Donc f//;^i. ..., u,n sont fonctions de w,, ....
, Up seule
ment, et la seconde partie du théorème est démontrée.
95. Le cas le plus intéressant de cette'analjse est celui où m = n. Dans ce cas, pour que les n fonctions u^., ..., Un soient distinctes, il faut et il suffît que le déterminant
Èù
EL
ne soit pas identiquement nul.
Cela équivaut évidemment à dire que les différentielles totales
dx.
-h ~dx„,
ÔXa
dxi
sont linéairement distinctes.
Le déterminant J se nomme le jacobien des n lonctions u^^ . .., Un par rapport aux variables x^, . . ., Xw
On le représente souvent par la notation
â{xi, . . .,Xr,)'
afin de rappeler qu'il joue dans la théorie de ce système de fonctions un rôle analogue à celui de la dérivée dans celle des fonctions d'une seule variable. Voici quelques exemples de ces analogies :
i" Supposons que Xi^ ..., x^^ au lieu d'être indépendantes, soient elles-mêmes des fonctions de nouvelles variables j^^'i, . . ., y m définies par des équations
Ui—fi{x^, . ,,,Xn)
Les fonctions deviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions
de r<, . . ., fn, telles que eL l'on aura évidemment
Le déterminant
àiyi fn)
formé avec les éléments — — !•? est évidemment le produit des deux déterminants
et
àA
d{uu • • •> ««)
àfn
àU
~ d{oc^ jc„)
ôx„
ày.
ùy„
d{0C^, . . . Xa)
ày^
àyn
"■^(yi ••-,/«)
n a donc
. ., lia) à {x^, . . ., :r„)
6>(y,, ..., yn) à{x^, ...,x„) â{yi, ...,/«)
Supposons, en particulier, que les variables x soient exprimées en fonction des variables w, de telle sorte que j,, . . ., y^ se confondent avec w,, . . ., Un- La formule précédente deviendra
t)(i^,, . . ., w„) â{Xi. . . ., x,i)
â{Xi, . . ., Xn) à{uu • • -1 "«)
Les formules (9) et (10) sont la généralisation évidente de
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celles qui donnent la dérivée d'une fonction de fonction ou d'une fonction inverse.
VIII. — Lignes continues. — Lignes rectifiables
96. Lignes continues. — Une ligne, étant définie comme le lieu des positions successives d'un point mobile, sera représentée, dans le cas du mouvement plan, par un système de deux équations
y* et cp étant des fonctions de la variable indépendante t, qu'on pourra considérer comme figurant le temps. Si ces fonctions sont continues, la courbe sera dite continue.
Supposons que t varie de la valeur initiale ^o à la valeur finale T. Si les valeurs finales de x^ y coïncident avec leurs valeurs initiales, la courbe sera fermée.
Plus généralement, si, pour plusieurs valeurs différentes de t, X et y reprennent le même système de valeurs, la courbe passera plusieurs fois par un même point, que l'on appellera point multiple.
La distance d'un point fixe (;, Tj) au point (^, J7, y) d'une ligne continue est une fonction continue de t\ si le point (^, yj) n'est pas sur la courbe, cette fonction ne s'annulera pas; elle admettra donc un minimum différent de zéro, qu'elle atteindra pour une certaine valeur de ^, et qu'on pourra appeler la distance du point (?, yj) à la courbe.
Soient de même (^, x, y) et (w, ç,?]") deux points pris respectivement sur deux courbes continues
•3^ = 7(0, / = 9(0 et ? = F(^^), Yi = 0(w).
Leur distance sera une fonction continue de t et de u. Si les courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un certain système de valeurs de t et de w, une valeur minimum, cjui sera la plus courte distance des deux courbes.
97. Considérons enfin une courbe fermée G continue et sans point multiple, décrite en faisant varier ^ de ^o à T = ^0 + w. Elle sera caractérisée par deux équations
où les fonctions F et <ï> sont définies de t^ ïl tQ-\- w, et satisfont aux relations
A chaque valeur de t comprise dans cet intervalle correspond un point différent de la courbe, sauf les deux valeurs extrêmes t^ et t^-i- to, qui correspondent au même point.
Soient /(t) et o(t) deux fonctions respectivement identiques à F{t) et à ^(t) dans l'intervalle de t^ k to-\- to, et définies pour les autres valeurs de t au moyen des relations
Ces nouvelles fonctions seront continues, et les équations
où t varie de — oo à +00, représenteront encore la même courbe ([ue précédemment, décrite une infinité de fois, de telle sorte qu'à chaque point Xj y de la courbe correspondent une infinité d'arguments t différant entre eux de multiples de to.
Cela posé, soient
(t^x^y) et {t'^x'^y') deux points variables pris sur une même courbe C continue et fermée, sans point multiple; A = y/(j^' — xy^-hi^y' — y)- leur distance; t' — t =z h la différence de leurs arguments.
Ces arguments n'étant déterminés pour chaque point qu'à un multiple près de to, on peut évidemment les choisir de
telle sorte que li ne surpasse pas — en valeur absolue. On
peut admettre, en outre, qu'il est positif, en échangeant au besoin les deux points x^ y et x' ^ y'.
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D'après les propriétés des fonctions continues, on pourra, quelle que soit la quantité positive a, déterminer une autre quantité ,3 telle que, pour toute valeur de II moindre que ,3, on ait
.\x'-x\<^^, iy_^|<iL, d'où A<a,
Donc, si h tend vers zéro, il en sera de même de A.
Réciproquement, si A tend vers zéro, il en sera de même pour h. En effet, A est une fonction continue de t et de A; car la différence entre la distance des points /, t -\- h et celle des points t-\-dt^ t -\- dt -\- h -\- dh est au plus égale en valeur absolue à la somme des distances du point t au point t^dt et du point t -y- Ji au point t -\- dl -^ h -\- dh^ lest[uelles distances tendent vers zéro avec dt et d/i. D'autre part, A ne s'annule que pour h = o. Donc, parmi tous les systèmes de points ^, t-\-h^ où h n'est pas inférieur à une quantité fixe j3', il en existera un pour lequel A prendra une valeur minimum ol' différente de zéro. Donc, quel que soit d'ailleurs ^, A ne pourra s'abaisser au-dessous de a' sans que /i s'abaisse au-dessous de [i'.
Si donc A tend vers zéro, h tendra également vers zéro, et, par suite, la distance du point t à un point quelconque de l'arc compris entre les points /, t -^ h tendra aussi vers zéro.
Soit donc £ un infiniment petit. Si l'on inscrit à la courbe G un polygone fermé P = ^o • • • ii^i+i • -- ^oi tel que chacun de ses cotés ait une longueur au plus égale à e, chaque point p de l'arc de courbe qui joint les points ^/, /,_,_, sera à une distance de ses extrémités au plus égale à o, o désignant un nouvel infiniment petit dépendant de £, et sa distance à un point quelconque q de la corde titi^i sera moindre que 28.
98. Or on peut toujours inscrire un semblable polygone. 11 suffit, en effet, de prendre les différences ti^^ — ti des arguments de deux sommets consécutifs suffisamment petits pour que les cordes titi^i aient toutes une longueur au plus égale à £.
Si le polygone P ainsi construit présente des points multiples, on peut le remplacer par un polygone plus simple jouissant des mêmes propriétés. Supposons, en effet, que les deux côtés titi^^ et thtk^^ se coupent. On aura évidemment
Donc l'une au moins des deux distances tit^^ ^i+t^A_^.t sera <£; et en substituant à la ligne brisée titi^^. . .t^ la droite titfi^ ou à la ligne brisée ti^^. . .tktk^\ la droite ^/^i ^a+m on aura un polygone P< ayanl moins de côtés que P, mais dont les côtés auront une longueur au plus égale as.
Répétant au besoin cette réduction, on finira par arriver à un dernier polygone P' n'ayant plus de point multiple.
99. Ce nouveau polygone P' divise le plan en deux régions, l'une extérieure, l'autre intérieure.
INous allons établir qu'il existe toujours un point />, situé dans la région intérieure, et dont la plus courte distance à P' surpasse une quantité fixe, différente de zéro.
Soient, en effet, A =(^0? -^o^ /o) et B = (^4,^,,y,) les deux points de la courbe G pour lesquels x atteint sa plus petite valeur Xq et sa plus grande valeur x^. La courbe sera formée de deux arcs, l'un allant de A en B, l'autre revenant de B en A.
Considérons sur ces deux arcs deux points [t^x^y) et {t'^x\y')^ dont les abscisses soient comprises entre ^o H- |^ et x^ — p, [^ étant une quantité fixe arbitraire, moindre que
'- La distance de chacun de ces points à l'un quelconque des points A, B étant ^ ^, les différences des arguments, t — ^0^ i{ — t^ i' — ^1, ^o + w — i' 1 surpasseront une quantité fixe y; et, comme l'argument varie de co quand on décrit la courbe entière, on en conclut que t' — t est compris entre 2 y et w — 2 y. La distance des points ^, t' ne pourra donc s'abaisser au-dessous d'une quantité fixe d.
Cela posé, la distance entre deux points choisis à volonté
sur deux portions correspondantes de la courbe C et du polygone P^ est < 2ô. On pourra donc déterminer sur P' deux points A.', B', dont les distances à A, B soient respectivement < 2§; et le polygone se composera également de deux arcs polygonaux, l'un allant de A' à B', l'autre revenant de B' à A'. Prenons respectivement sur ces deux arcs deux points (i,7j), (ç',7j'), dont les abscisses soient comprises entre Xq-^ '^ -\- 2.6 et ^, — ^ — 28. Il existe sur la courbe des points t, t' dont les distances à ces deux-là sont <C 20; leurs abscisses seront comprises entre Xq-\- p et .r, — 3; leur distance sera donc ^d^ et la distance des points (i, rj), (^', 'f\') sera ^d — 4^? quantité qui deviendra, lorsque 8 décroît, plus grande que <:/< , <i, étant une quantité quelconque moindre que d.
Cela posé, coupons le polygone réduit par la droite
X = Les points A' et b' n étant pas du même cote
de cette droite, elle traversera chacun des deux arcs A'B' et B'A' en un nombre impair de points. En remontant cette droite à partir de l'infini négatif, on sera d'abord en dehors du polygone. Au premier point d'intersection, on entrera dans l'intérieur; on en ressortira au second, et ainsi de suite.
Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question traverse d'abord l'arc A^B' en m points consécutifs, puis l'arc B'A' en n points, puis l'arc A'B' en m' points, etc. La série des nombres m, /i, m', . . . contiendra au moins deux nombres impairs. Soit, par exemple, m' le premier nombre de cette nature que contient la série. Le nombre m -\- n -+- m' étant impair, le tronçon de droite contenu entre le (m-|-/iH-/n')"''"^ point d'intersection et le suivant sera intérieur au polygone; d'ailleurs, ses deux extrémités sont l'une sur l'arc A'B', l'autre sur l'arc B'A'.
Considérons un point quelconque de ce tronçon de droite. La somme de ses distances aux portions g et q' des lignes polygonales A'B' et B'A' comprises entre les deux abscisses ^04-^ + 28 et Xi — [i — 28 est au moins égale à la plus courte
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distance de ces deux lignes, qui est >- <^i . Or, lorsque le point se déplace sur le tronçon de droite considéré, sa distance à ^, d'abord nulle, varie d'une façon continue et devient plus grande que d^ . Il existe donc sur cette ligne un point />,
où cette distance devient égale à — • La distance de ce point
a q sera >> —
D'autre part, l'abscisse de ce point étant égale à — î^,
sa distance à un quelconque des autres points des lignes A'B^ ou B'A', dont l'abscisse est moindre que x^-^^^i^ ou plus
grande que ^4 — ,3 — 28, sera au moins égale à — î — ^ — 28,
quantité qui, pour û assez petit, devient plus grande que
toute quantité 6/2 inférieure à — ? — j3. La plus courte
distance du point considéré au polygone P' sera donc > /, / désignant la plus petite des quantités ^ d^ et d^,
dOO. Cela posé, le lieu des points du plan qui sont à la distance 20 d'un côté du polygone P' se compose de deux droites égales et parallèles à ce côté et de deux demi-circonférences reliant leurs extrémités. Traçons ces droites et ces cercles pour chacun des côtés de P'. L'ensemble de ces lignes auxiliaires décomposera le plan en un certain nombre de régions. Considérons, en particulier, celle de ces régions qui contient le point p. Elle est intérieure à P', et tous les points de son intérieur seront à une distance de P' plus grande que 20. Elle sera limitée par un contour fermé R sans point multiple, dont chaque point sera à la distance 28 de P'. Le cercle de rayon / — 28, décrit du point p comme centre, sera en entier dans son intérieur. Au contraire, tous les points de la courbe C lui seront extérieurs, car leur distance à P' est < 28.
Décomposons le contour R en éléments de longueur <C2 8 par des points de division «, a', d\ Soient ab^ a! b\ . . .
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des droites de plus courte distance menées de ces points au contour P^ Ces droites auront 20 pour longueur commune. Elles ne peuvent rencontrer sur leur parcours ni R ni P'; car, si cela avait lieu, on aurait sur R un point dont la distance à P' serait << 2S. Elles resteront donc dans Fespace annulaire compris entre R et P'. Enfin, elles ne peuvent se couper mutuellement; car, si ab et a' b' ^ par exemple, se coupaient en un point de leur parcours, on aurait évidemment
ab' -{-a' b <. ab -^ a' b' <, ^S]
l'une des deux distances ab', a'b serait donc << 28. On aurait donc ici encore, sur R, un point dont la distance à P' serait
Il est maintenant aisé de montrer que tous les points de la couronne circulaire comprise entre les contours P' et R sont à une distance infiniment petite de la courbe C.
Considérons, en effet, la portion de cette couronne comprise entre deux lignes de plus courte distance consécutives ah et a' b'. Supposons que b soit situé sur le côté titi^i et b' sur le côté t/<_{ th du polygone P'. La distance rectiligne du point ti à un point quelconque de la ligne brisée ttbaa'b' t^ (et en particulier au point t^) sera moindre que
ti b -h ba -{- aa! + bb' -h b' t/, < i o ô.
Sa distance à un point quelconque de l'arc de la courbe C compris entre ti et t^ sera donc moindre qu'une quantité '-^{o) infiniment petite en même temps que 0. Mais un point quelconque de l'arc polygonal qui joint ti et th est à une distance moindre que 20 de l'arc correspondant de C. Si donc nous traçons, de ti comme centre, un cercle de rayon o(S)-rioo, il contiendra à son intérieur toute la région du plan limitée par les contours P', R et les droites ab, a' b' .
Donc tout point de la couronne comprise entre P' et R sera 'à une distance moindre que cp(o)-H-ioo de l'un des sommets ti, et a fortiori de la courbe C, sur laquelle ils sont situés.
Le contour R est formé de lignes droites et d'arcs de cercle. Mais à chacun de ces derniers on peut substituer un polygone inscrit dont les côtés soient assez multipliés pour que tous ses points soient à une distance de l'arc de cercle moindre que la plus courte distance de R à C et à P'. On obtiendra ainsi un polygone S uniquement formé de lignes droites et jouissant des mêmes propriétés que R, à savoir : 1° il n'a pas de point multiple; 2° il contient à son intérieur un cercle de rayon fini; 3" P' et C lui sont extérieurs; 4° tout point de l'espace annulaire compris entre P' et S est infiniment voisin de C.
101. On pourrait considérer de même, parmi les régions dans lesquelles le plan est décomposé par les lignes droites et les cercles auxiliaires, celle qui enveloppe toutes les autres et s'étend à l'infini. On verrait aisément, par des considérations toutes semblables à celles que nous avons développées, que tous ses points sont à une distance de P' plus grande que 2ô; qu'elle est limitée par un contour fermé R', sans points multiples, enveloppant le polygone P' et la courbe C, et dont tous les points sont à la distance 2 S de P'; que tous les points de l'espace annulaire, compris entre IV et P', sont infiniment voisins de G; enfin, qu'on peut remplacer R' par un polygone S' exclusivement formé de lignes droites et jouissant des mêmes propriétés.
102. Il est donc établi qu'on peut, quelle que soit la quantité 7), trouver deux polygones S, S' sans points multiples, intérieurs l'un à l'autre, entre lesquels la courbe se trouve contenue, et tels que chaque point de l'espace annulaire qui les sépare soit à une distance de G moindre que y).
Soient A, )/ les plus courtes distances de ces polygones à la courbe G; r,, une quantité moindre que A et V. On pourra trouver deux nouveaux polygones S,, S',, intérieur et extérieur, dont l'écartement à la courbe soit <; yij ; ils seront évidemment compris entre les deux autres,
Continuant ainsi, on pourra former une série de polygones intérieurs de plus en plus grands S, S^, . . ., et une série de polygones extérieurs S', S'^, ..., comprenant toujours entre eux la courbe G et s'en rapprochant de plus en plus.
Les points du plan seront de trois sortes :
1° Ceux qui, à partir d'un certain terme de la série, deviendront extérieurs aux polygones S', S, , ... ; on les nommera/>om^5 extérieurs à la courbe;
2° Ceux qui sont intérieurs à partir d'un certain moment aux polygones S, S(, ... ; on les nommera /?om^5 intérieurs à la courbe;
3" Ceux qui sont intérieurs à tous les polygones de la suite S', S',, . . ., mais extérieurs à tous les polygones S, S<, .... Ces points, dont la distance à la courbe est moindre que toute quantité assignable, seront situés sur elle.
Il est donc établi que toute courbe continue C divise le plan en deux régions, l'une extérieure, l'autre intérieure, cette dernière ne pouvant se réduire à zéro, car elle contient un cercle de rayon fini.
103. Deux points intérieurs cj, cj' peuvent toujours être réunis par un trait polygonal intérieur à la courbe. Il existe, en effet, dans la série S, S<, ... des polygones intérieurs, un polygone S/ qui les contient tous deux. Par les points ^, q' ^ menons des droites quelconques qui coupent ce polygone en ;• et r' . Les droites qr^ ^'z*', jointes à l'un des deux arcs de S/ qui réunissent r à ;•', satisferont à la question.
Deux points extérieurs pourront être réunis de même sans traverser la courbe.
Au contraire, toute ligne continue D, qui joint un point intérieur ^ à un point extérieur q' ^ coupera nécessairement la courbe C. Soient, en effet, u l'argument dont la variation donne les divers points de D ; Mo, u' les valeurs de cet argument aux points q^ cj' .
Considérons l'ensemble des valeurs de u comprises entre ^Q et u' ^ Celles de ces valeurs qui correspondent à des points
intérieurs à C forment im ensemble borné. Soit U son maximum. Le point U, appartenant à la frontière entre les points intérieurs et les points extérieurs, sera sur la courbe G.
104. Une ligne L continue et sans points multiples, tracée dans l'intérieur d'un contour continu C sans point multiple et ayant ses extrémités sur ce contour, partage l'intérieur de C en deux régions séparées.
Plus généralement, considérons une région R du plan limitée : i" par n contours fermés sans points multiples G,, . . ., G«, extérieurs les uns aux autres; 'j.^ par un autre contour analogue Go qui les contient dans son intérieur. On pourra, sans partager R en régions séparées, tracer n lignes continues L,, ..., L,j, réunissant respectivement les contours Gi, ..., G„ au contour Gq. Mais, cela fait, toute nouvelle ligne continue L,;^.,, joignant deux quelconques des points frontières de R, divisera R en deux régions distinctes.
On exprimera cette propriété d'une manière abrégée en disant que V ordre de connexité de R est égal k Ji -\- i.
Ges propositions sont évidentes dans le cas où Go, G,, ..., G/i sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous avons vu qu'on peut les considérer comme des limites de polygones.
lOo. GouRBES RECTiFiABLES. — Gousidérous uuc courbc définie par les équations
Soient ^0, t^^ ..., t,,^ T une série de valeurs du paramètre^; ^0 7 JKo ; ^oJKi 5 ... ; X, Y les valeurs correspondantes de x^ y. Le périmètre du polygone inscrit à la courbe, et dont ceg points sont les sommets, sera
(0 ^v/(^A+i -^A-r-^ (n-M -ykY'
Si cette somme tend vers une limite déterminée et constante, lorsque les intervalles t^^^ — t/^ dans lesquels on a
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divisé l'intervalle T — to décroissent indéfiniment d'amplitude, cette limite représentera la longue a?' de V arc de courbe correspondant à cet intervalle.
Pour que cette limite existe, il faut, en premier lieu, que la somme (i) ne puisse pas croître indéfiniment par un choix d'intervalles quelconque. Or l'expression
est au moins égale à |^A_i-t — Xk\ et à |jKa+i — yk\^ mais ne peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette première condition soit remplie, il est donc nécessaire et suffisant que les sommes
^k+\ —^kl - 1 VA-+1 — //, I
soient limitées et, par suite, quey(/) et 'f (^) soient des fonctions à variation bornée.
106. Supposons cette condition remplie, et soit L le maximum du périmètre des polygones possibles. Il faudra encore que le périmètre de tout polygone, pour lequel les intervalles tkjf.{ — tif sont suffisamment petits, soit aussi voisin qu'on voudra de L.
Glierclions à exprimer analytiquement cette condition. Nous savons tout d'abord (71) que les fonctions f{t -h 5), o(t + ù)j/ (t — o), o(t — o), où 0 est un infiniment petit positif, tendent vers des limites y (^ + o), cp(^ -|- o), /(^ — o),
delà posé, soit 1^ le périmètre d'un polygone II correspondant aux points de division ti, . . ., ^a, • . . et soit t un point quelconque intennédiaire entre tk et^A>,. Introduisons deux nouveaux points de division t — o et / + o également compris dans l'intervalle de t^ à ^a+j- Le nouveau polygone II' ainsi obtenu différant du premier par le remplacement de l'un de ses côtés par une ligne brisée, son périmètre P' sera ^P.
Introduisons le nouveau poiut de(li\ision t. Nous obtien-
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drons un troisième polygone II" qui diftere de 11' par le remplacement du côté qui joint les points /(^ — S), o{t — o) et /(^ 4- 8), o(t -\- 8) par les deux lignes qui joignent respectivement ces deux points au point y(^), ^{t)-
Supposons que S décroisse indéfiniment; lespoints/(^ — S), (o{t — o) et/(^ -f- o), C5(^ 4- S) tendront vers les points fixes f{t — o), cp(^ — o) el/(^ 4- o), o(t 4- o); et, si le point /(^), o(t) n'est pas sur la portion de droite qui joint ces deux points, nous obtiendrons, par l'adjonction du nouveau point de division ^, un accroissement de périmètre fini. Soit a cet accroissement. Le périmètre du nouveau polygone étant au plus égal à L, celui du polygone H ne pourra surpasser L — a, et cela quelque rapprochés que soient les points to^ ti, . . ., l/c, . . ., tant que le point t ne fera pas partie de cette suite.
Nous arrivons donc à ce résultat que, pour toute valeur de t comprise dans l'intervalle de /© à ^7 ^e pointy*(^), o(t) doit être sur le segment de droite qui joint les points /(^ 4-0), cp(^ + o)et/(^-o), cp(^-o).
107. Cette condition est suffisante. En effet, soit s. une quantité quelconque. On pourra déterminer une division en intervalles ôq, ^<, . . ., t/f^ . . ., T, telle que le périmètre P du
polygone correspondant soit ;> L
Soit toi ^\i ' • ■) ^ii ' •• "116 autre division en intervalles assujettis à la seule condition d'être tous moindres qu'une quantité fixe 8; nous allons montrer que, si 8 est suffisamment petit, le périmètre P' du polygone ainsi obtenu sera plus grand que L — t.
Considérons, en elTet, un troisième polygone obtenu en prenant, pourpoints de division, tous les points th et tous les
points t'- . Son périmètre P'^ sera ^ P > L
Evaluons, d'autre part, la différence entre P" et P', en supposant que S ait été pris < 8', 0' désignant le plus petit des intervalles ^^^, — //f, auquel cas deux quelconques des
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points tk seront séparés au moins par un point de la série t'-.
Soient 71 le nombre total des points de la première division; 7i' le nombre de ceux de ces points qui n'appartiennent pas à la seconde division. Soient, enfin, t/( l'un de ces derniers points, t- et t'■^^ ceux des points t' entre lesquels il tombe. Le côté t'■t'■^^ du polygone P' sera remplacé dans P" par les deux côlés t'-t^j h^'i+r
Or la distance t'^tk diffère de la distance {t^ — o, tk) d'une quantité au plus égale en valeur absolue à la distance (t'-, tk — o); de même ^a^/+, diffère de (^a, tk-\-o) d'une quantité au plus égale en valeur absolue à (4+n ^a + o); enfin t'-t'-_^^ diffère de (^^—0,^^+0) [lequel est égala {tji — o, th)-{- {tk-i th -\- oj\ d'une quantité au plus égale en valeur absolue à (^^, tk — o) + (^^ + o, 4+i)- ^^ ^"^^ donc
Or les distances [t'-^ tk — o) et (^a + o, t'^_^^ ) tendent vers zéro avec o. On peut donc trouver une quantité 8^, telle que, pour toute valeur de S inférieure à ô^, chacune de ces distances soit moindre que 7;—: on aura dès lors
t^i tk -i- tk t'ij^ 1 — t^i ^/+ , < — •
A chaque point tk delà première division qui n'appartient pas à la seconde, correspond ainsi une quantité 8^. Si nous prenons pour 8 une quantité moindre que la plus petite des quantités o,, . . ., o^, ... et S', nous aurons donc
d'où
108. Si l'arc de courbe compris entre les points ^0 et T a une longueur déterminée L et qu'on prenne un point t quel-
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conque intermédiaire entre ^o ^t T, les deux arcs partiels t^t et ^T auront également des longueurs déterminées U, L", et l'on aura
En effet, L est, par définition, le maximum du périmètre des polygones inscrits à l'arc IqT. Parmi ces polygones, il en est qui n'ont pas de sommet en t] mais, en intercalant ce nouveau sommet, on ne fait qu'accroître le périmètre. On peut donc, pour la détermination de L, ne considérer que les polygones qui admettent t pour sommet. Or ceux-ci sont formés de deux polygones, inscrits, l'un dans l'arc ^p^, l'autre dans l'arc tT . En appelant P, P', P'' les périmètres des trois polygones, on aura toujours
Donc, P étant limité, P' et P" le seront également, et L, maximum de P, sera la somme des maxima partiels L', L".
Il résulte de là que l'arc t^t^ où le point t est considéré comme variable de t^ à T, est une fonction de ^, essentiellement positive et croissante. Nous la désignerons par s. Cherchons quelles nouvelles conditions sont nécessaires pour qu'elle soit continue.
109. Lorsque t s'accroît de la quantité A, l'accroissement de l'arc est évidemment égal à la longueur de l'arc compris entre les points ^ et ^ -h A. Intercalons donc, entre ^ et ^ + A, une série de valeurs intermédiaires ^, , . . ., ^/^ ; écrivons, pour plus de symétrie, ^o et t,i^^ à la place de t et t -{- h\ l'accroissement cherché A5 sera le maximum de l'expression
lorsqu'on fait varier le mode de division de l'intervalle ; on
aura, par suite,
as- fit,) -fit),
Faisant tendre t^ vers t^ les secon"ls membres de ces inégalités tendront respectivement vers
/(^ + o)— /(O et 9(^ + 0) — 9(0.
Si donc ces expressions ne sont pas nulles, A5 ne pourra décroître indéfiniment avec A, et l'arc sera discontinu.
En changeant le signe de A, on verra de même que l'arc sera discontinu, si
f{t-o)-f{t) et o(^-o)-9(0
ne sont pas nuls.
Supposons, au contraire, qu'on ait
ce qui exprime que f{t) et C5(^) sont continues. L'arc s sera lui-même continu.
En effet, on aura (72)
y*4, ^2, 0|, cp2, étant des fonctions continues et non décroissantes. On aura, par suite,
VARIABLES RÉELLES. Io5
Or chacun des quatre termes de cette exprei-sion tend vers zéro avec h, puisque /<, /o, cp,, cp2 sont des fonctions continues.
Nous nommerons courbes rectlfiahles celles dont l'arc a une longueur déterminée, fonction continue de t. D'après ce que nous venons de voir, on les reconnaît à ce caractère que les fonctions /(/) et o{t) sont continues, et à variation limitée.
m. Si les fonctions y(^) et c£>(^) ont des dérivées continues au point ^, l'arc s aura lui-même une dérivée, égale à
On a, en effet,
/(^A + ,)-/(^/.)=:/'(T/.)(/a-^1 -^A-), 9(W,) — Cp(^/,)=r(p'(T:,)(^A.+I — ^/,),
Ta et Zj^ étant compris entre tu et ^^^i et, a fortiori, entre t ett-\- h.
On en conclut
Or v//"(^^)H-?''('^a) diffère de v//'(0 + ?"(0 ^'^^e quantité au plus égale en valeur absolue à
D'ailleurs les fonctions/' et ^' sont continues; donc, en prenant ]i assez petit, on pourra rendre |/'(ta) — /'(0| ^^ \^'{'^'k) — ?'(0l lïioindres qu'une quantité positive quelconque £.
On aura donc
Donc sera compris entre
et
Multiplions indéfiniment les valeurs intermédiaires /,, ..., ^A, . . . ; la somme (2) tendra vers y > qui sera encore compris entre les deux nombres ci-dessus.
Si h décroît indéfiniment, on pourra faire tendre en même temps £ vers zéro, et l'on aura à la limite
H2. La région R du plan intérieure à une ligne recti-
fiable (fermée et sans point multiple) est toujours quarrable.
Partageons, en effet, le périmètre L de cette ligne en arcs
égaux de longueur-, et décomposons le plan en carrés de
côté — • 11 est évident que chacun des n arcs obtenus ne
pourra rencontrer plus de quatre de ces carrés. La somme des aires des carrés qui rencontrent la frontière de R est
donc au plus égale à An —- =1 . Cette expression tend
^ ° n- ji ^
vers zéro quand n croit indéfiniment; R est donc quarrable.
113. Une courbe dans l'espace peut être représentée par trois équations
Elle sera continue, si les fonctions/", es, 'i le sont.
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Nous appellerons longueur d'un arc de cette courbe la limite dti périmètre d'un polygone inscrit.
Des raisonnements identiques à ceux des n°^ lOo à 111 montrent :
1° Que pour que cet arc s existe et soit une fonction continue de ^, auquel cas nous dirons que la courbe est rectifiable, il faut et il suffit que/(^), cp(/), ^(^) soient continues et à variation bornée ;
2° Que s est une fonction croissante de ^;
3° Que si/(/), o(^), ^{t) admettent au point t des dérivées continues, s admettra une dérivée, égale à
v//'HO-+-9'MO-+-4>"^(0-
IX. — Fonctions élémentaires
114. Avant d'aller plus loin, il convient de passer en revue certaines fonctions particulièrement simples, qu'on désigne sous le nom àe fonctions élémentaires.
Fonctions rationnelles. — Considérons l'expression A^'%
où A est une constante et n un entier. En lui appliquant la
règle du n^ 7o pour former la dérivée d'un produit, il
viendra
kx'^ X X ' ' ' X
{Ax")' z=:nA.x"-K La dérivée d'un polynôme entier
Ax" -i-Bx'"^. . .
sera donc
nAx^^'^ 4- mBx"^-'^ H-. . ..
Celle d'une fonction rationnelle — ? quotient de deux polynômes, s'en déduira immédiatement (75).
Logarithme. — On donne le nom de logarithme
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arithmétique de x à la fonction définie par l'équation
Loer^
r da.
la variable x étant supposée positive.
Cette fonction a pour dérivée — et s'annule pour x=^\ .
Elle est d'ailleurs croissante.
On a, d'après cette définition, y désignant une seconde variable positive,
/T ^^^y ^^^ ^y _/T JT
<;/Los xy =i — — =. 1 ^ = rf J^os:^' + a Loi? y,
^ " xy X y ^ '
d'où
Log^y =r Log^ -+- Logr 4- C.
Pour déterminer la constante C, posons :r = i , j^ = i ; les logarithmes s'annulent tous; donc C = o, et
(l) Log^J rr:: Log^ -h Logy.
Pour la valeur particulière y = -? cette équation devient
(2) Log^+Log— = 0.
Si X tend vers oc, il en est de même de son logarithme. Soit, en effet, a un nombre quelconque >> i ; dès que x sera devenu plus grand que a", on aura
Log^ >- Logrt"> /i Logrt,
quantité qui tend vers oc avec /i, Log« étant positif.
Si X tend vers o, Log^ tendra vers — c» en vertu de l'équation (2).
116. Exponentielle. — Le logarithme de 57, étant une fonction croissante, ne reprend pas deux fois la même valeur. Il a donc une fonction inverse. On la nomme fonction
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exponentielle, et on la représente par e^ . Cette fonction est ainsi définie par l'équation
X — Log/.
Elle croît avec x^ est égale à zéro pour :r = — oo; à i pour X ^=.o\ à 00 pour X ■=z-\-ro. Pour ^ = i , elle prend une valeur déterminée e, que nous calculerons plus tard. Elle a pour dérivée
dx dx dy Donc
Posons enfin dans la formule (i)
d'où
Log
Logy =
On en
déduit
Log^y
et, par
suite,
En [)articulier,
si
— w, il
viendra
117. Fonction x"^. — Nous désignerons par le sjuibole x"^ la fonction définie par l'équation
(6) ^. _. ^mLo!ï.r^
X étant une variable positive.
Si m est un entier positif, elle est, d'après la formule (4)?, le produit de m facteurs égaux à e^"°*^ ou ^; si m est négatif,
ce sera le produit de m facteurs égaux à — • Si m est une
fraction — ? on aura, en élevant l'équation (6) à la puissance g,
Donc y sera la racine positive de l'équation binôme cidessus. Celte racine positive, évidemment unique, se nomme la racine q'*''^^ arithmétique de xP.
Généralement, y = x^"- tendra vers o, i, -i-oc lorsque mluO^x tendra respectivement vers — oo, o, +00. Si donc on suppose m positif et croissant indéfiniment, ^r'" tendra vers o ou vers 00 suivant que x <ii ou :r ^ i .
On a évidemment
(q\ X^^ X^^ 3= ^/« LogjTg/i Log^r __ ^(m + rt)Log.r — - r^m+ii
/ g \ / 2^ni \ii -j^-. on Log a'» _- oinn Logv — — j^mn
On trouve enfin, en appliquant la règle pour dériver les fonctions de fonctions,
formule qui n'avait été établie jusqu'à présent que pour m entier positif.
J 18. Fonctions tri^onomé triques. — Les fonctions sino:, cos^, tang\r, cot:2? étant définies comme dans les éléments, il est aisé de déterminer leurs dérivées.
Remarquons d'abord que, si l'on change x en x-{- A, les accroissements de sin^ et de cos.r seront les projections de l'arc h sur les deux axes coordonnés, et leur module ne pourra surpasser h. Donc sin^ et coso^ sont continus.
On a en second lieu
2 sin — =r corde n<C h <i "2 lanff — » 2 ° 2
d'où
. h . 2 sm — h 1
CCS - < -—- <i.
Si h tend vers zéro, cos - tend vers i ; donc
. h 2 sin -
lim ; — =1.
Cela posé, on a
i,. sin(.x -]- h) — sin^r (sinjs)' = lim j-^ h . h 2sin- = hm ■ cos { œ -\ — =: cos^
et, par suite,
(il) (cos^)' = sln( .z- J == — cos ( .27 j == — sin^r,
, , ,, /sin.27 \' cos-.r -hsin^^a? i
(i2) (tangir)'= =
\COSJ7/
C0S-.3S' COS
cos-vT + sin^^ I
sin^^ sin*;r
119. Fonctions trigonométriques inverses. — Si nous faisons parcourir à la variable x la suite des valeurs com-
prises entre kn et/:?: H (A- étant entier), la fonction
u = sin^ prendra successivement les valeurs comprises entre — i et + i , et chacune une seule fois. On peut donc réciproquement considérer x comme une fonction de ^, définie dans l'intervalle de — i à -j- i .
Cette fonction Ok{u)^ inverse de sin^, admettra une dérivée égale à
(sin^z-)' cos.2? J ^_
le radical devant être pris avec sa valeur arithmétique ; car, lorsque x est compris entre kr: et kT:-\ ? son cosinus
a le signe de ( — i)^.
La dérivée précédente cesse d'ailleurs d'exister, en devenant infinie pour les valeurs extrêmes w = dz i .
X:= 2 m TT
Donc
92/«(0 = ^/^ÏTïH ) 92,,, ( — l) = 2/717:
Au contraire, si k est un nombre impair 2/?z + i, on aura
Il résulte de ces formules qu'on a
?-2m(l) = 92/«-hl(Oi ?2m(— 0 = ?2m-l(— 0-
L'arc de courbe, représenté par l'équation
x — Ok{u),
se raccordera donc à ses deux extrémités avec les arcs re{)résentés par les équations
x~Ok-t{u) .r = 9^.^_i(M).
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On se trouve donc naturellemenl conduit à considérer l'ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe unique dont ils seraient les tronçons, et les fonctions ^k(f^) comme formant autant de branches d'une fonction unique, laquelle aura pour cliacjue valeur de u une infinité de valeurs distinctes, an lieu d'une seule, comme nous l'avons admis jusqu'à présent. Cette fonction, inverse de sinj;, se représente par arcsin.r; et nous désignerons par Arc sin^ celle de ses branches qui correspond à A" =: o.
L'inversion de la fonction
donne lieu à des considérations analogues aux précédentes. Si l'on fait varier x entre A't: et (A -f- 1)7:, u prendra toutes les valeurs réelles, chacune une seule fois. On pourra donc considérer réciproquement x comme une fonction de «, inverse de tang^. Cette fonction '^ff(u) admettra pour dérivée
(•5) = cos-^
(lang.r)' 1 -+- Lan;
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Les diverses fonctions o/({u) pourront être considérées comme autant de brandies d'une fonction à \aleurs multiples, que l'on représente par arc tang?^. Nous désignerons par Arc tangw celle de ces branches qui s'annule pour u = o.
X. — Dérivées et différentielles d'ordre supérieur
I23. Soit ii==zf(^x) une fonction de œ^ ayant une dérivée u'. Si cette nouvelle fonction admet elle-même une dérivée, on la représentera par ?/, f"{x) ou D-w et on l'appellera la dérivée seconde de u.
La dérivée de u' sera Ja dérivée troisième de «, et se représentera par it!'' ^ f"'i^) ou D^ u ; et ainsi de suite.
La différentielle a' dx de la fonction u est une nouvelle fonction de x dont on pourra chercher la dilférentiellc. Cette nouvelle dillerentielle dépend de la relation qu'on voudra établir entre la variable x et l'accroissement dx qu'on lui fait suhir.
Or soient D le domaine dans l'intérieur duquel /(j;) est supposée définie ; E l'ensemble des points intérieurs dont l'écart à la frontière est moindre qu'un nombre fixe 0; pour tous les points de E, on pourra, sans risquer que x + dx sorte du champ, assigner à dx une même valeur constante de module <C^? dx étant ainsi constant dans E, la différentielle de u' dx y sera égale à u" dx.dx = u" dx-. Cette expression se nomme la différentielle seconde de w, et se représente par d- 11.
Si l'on fait décroître 0 indéfiniment, E s'étendra de manière à englober succcssi\ement chacun des points intérieurs à D; ce qui permettra d'étendre la définition précédente de d- u à tout l'intérieur de D.
De même, d- u aura une difiérentielle d'' dx'^ \ ce sera la différentielle troisième de w, et on la représente par d'' II.
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Continuant ainsi,
on aura
du =: u' dx,
d-u —u"dx\
, du dx
d^u dx^
ii5
dx''
Chacune des dérivées successives de u est ainsi un quotient de différentielles, ce qui donne une nouvelle manière, très souvent employée, de représenter ces quantités.
121. Si l'on donne à x un accroissement A^, la fonction y*(^) prendra un accroissement
que nous appellerons la différence première àef{x).
La différence de la dilFérence première sera la différence seconde, et se représentera par \^/(x)^ et ainsi de suite.
Posons, pour aljréger l'écriture,
f{x-{-nAx)=f'.
On aura, d'après la définition précédente,
(!) fa^Jn-X^^Jn-X
ou symboliquement
(2) /"= (I 4- A)/«-i= (I 4- A)V«-2:=. . ..= (1 4- A)"/ On aura réciproquement
et généralement
(3) AV=:/^4- A/"-i 4- B/«-2 4-. . .4- K/o, A, B, . . ., R étant des coefficients numériques.
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Pour les déterminer, prenons la différence des deux membres de l'équation (3). Il viendra
A"+yo = A/" + A A/«-^ + . . . 4- K A/0.
Mais l'équation (i) peut être mise sous la forme symbolique
Done
A«+i/o^ (/-i) (/"+ A/--^ 4- . . . + K/o) r= (/- ,)A«/^ On aura donc, en changeant n en n — i , . . .,
(4) AV"=(/-OA'-V« = ...= (/-i)"-'A/o=(/-i)'%
pourvu que, le développement effectué, on remplace le dernier terme ( — i)" par ( — 0"/*^-
125. Les signes d'opération D et A peuvent être permutés entre eux; car on a évidemment
= D /(^-hA^) — D/(^) = AD/(^).
En posant, pour plus de clarté,
on aura donc
G»la posé, appliquons à la fonction o(x) la formule A/(^) =/(^ -H A^) -f{jc) = Xxf{œ -^ e A,r),
6 étant compris entre zéro et i .
11 viendra
^''f{œ) = A^9' {x -\-Qùix)— A^.A«-y (^' -4- 0 ^x).
On aura de même
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9, étant compris entre o et i ; et, par suite,
A"/( -^ ) = A.T«/« ( ^ 4- 0 A.r -H ^1 A^ 4- . . . ) = A.r«/''(j- 4- ^ AcT),
^ étant compris entre o et /?.
Divisant par ^x" et faisant tendre \x vers zéro, on aura à la limite, sif'^(x) est continue,
A" f( t) (5) /"(.r) = lim^-^^"^
Soit u :=. fi^x^y) une fonction de plusieurs variables
indépendantes x^y, ses dérivées partielles y-, -j- pourront
admettre elles-mêmes des dérivées partielles.
Nous désignerons les dérivées partielles de T^par/^a;!-^?^)?
/•'/ / \ rk'> ^ 1^" r r ^'f ^'f celles
Av(^. r) «i» P^i- D-^/, D;^/ou enfin par ^, -j^,
de -^ par fy,{x,y), f;^{x, y) ou DJ^/, W.^' ou ^^,
En vénérai, -r r — représentera la fonction dé-
^ ox"^ âv"^ ox'' ... ^
duite de y en y eifectuant successivement m dérivations par rapport à x^ puis /« dérivations par rapport àjK, puis/? dérivations par rapport à x^ etc.
Posons
Ai/(-^, y ) ^/(^, .r + ^r) — /(•^. y)-
On aura évidemment
( =rAA,/(.r,/).
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Posons, pour plus de clarté,
On aura
AAi/(^, y) =z o{jr -\- A^, y) — ©(.r, y) -- a>^(^ 4- ^ Ajs-, y ) AcT
= [/i(^ + OA^v, y 4- Ay) -f'^{x + h A^, r)] A^ ~ f"xy{^ H- ^ A^,y -h ^1 Ay) Ay A^.
Donc
AAi/(^, y) _ A:r Ay
=/iy (^ + ^ ^-^^ 7 4- ^1 Ar).
Si la fonction /^^, est continue au point x^ y^ on aura, en faisant tendre Ax et Ay vers zéro,
(7) /;,(.,^) = ,i™^^Lg£iZ).
Siy^.ç(j7, jk) est continue au point x^ y, on trouvera de même
et, en vertu de l'égalité (6),
Nous obtenons donc le théorème fondamental suivant :
Théorï:me. — Si les dérivées partielles f'xif'yifxy^fyx existent aux environs du point x^ 7; si, de plus, y*J^, f'[^ sont continues en ce point, ces deux dérivées partielles seront égales.
On voit par là que deux dérivations successives, opérées par rapport à deux variables différentes x^ y, peuvent (sous les conditions précédentes) être interverties sans changer le résultat final. On en déduit
dx'" df" ôxi\ . . ~' dx"'-^f'-^-- dy
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en opérant d'abord toutes les dérivations relatives à x^ puis celles relatives à y.
Considérons maintenant la différentielle totale
.. df . df , -^ âx ày -^
de la fonction f(x, y). Lsl différentielle de cette différentielle, prise en supposant dx et dy constants, se nomme la différentielle seconde de/, et se désigne par d'-f. La différentielle de <i-y" sera la différentielle troisième d'^f^ et ainsi de suite.
On a, d'après cette définition,
z=z —4 dx- + 2 , -, f/z^^ dy 4- -T-^ f/v- 6/cr- (jx ay dy "
et, plus généralement,
^)nl f Ain f
d'" f = -~L da-m + m f— - dx'" "^ dy -\- . . .
ôx'" ôx'" ^ dy -^
ni{m~i)...{7n — n-^i) ô"\f ^^^^, ,^ , (Vf
fjym^y
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OU, SOUS forme symbolique,
Cette formule étant vérifiée pour d/el d-f, il suffira d'établir que, si elb^ est vraie pour un nombre m, elle sera vraie pour m H- I .
Pour cela, différentions cette formule. Nous obtiendrons évidemment un résultat de la forme
d"'^'/~-^ 'Ldx"'-^' 4- A, ^ f dx"' dy -^...
Am-^\ f "^ Am-^\ f
Il reste à vérifier l'expression des coefficients numériques A.
Or, le terme général
A„ >- —^ — dx'"-^^ » dy''
provient de la dilïérentiation par rapport à x du terme en dx"'^~'^ dy"^ de l'expression de d'^^f et de la difi'érentiation par rapport à y du terme précédent. Ces termes ayant respectivement pour coefficients
mi m — 1 ) , . . ( m — /« H- i ) m {m — i ) • • • ( /" — f^ + ^0
et ■ ; ^ ,
K,i sera égal à la somme de ces deux quantités, soit à ni{ni — \). . .{ni — /i -h 2 ) ^ m — n ~\- i
ce qui confirme la formule.
Soient u et v deux fonctions d'une c^i de plusieurs
VAUIABLKS RÉELLES. 121
variables. On aura généralement
/ d"'{uv) -- V d'" a -f- m d'"-^ u dv -h . . .
En eflet, \u et Ac étant les accroissements de u et de v^ on aura
A(w(') = (// -f- A/^) ((^ 4- A(0 — "<' — ^'^^' + w ArH- Aw A(^
Négligeant le terme du second ordre Aw Ar, et remplaçant A^^, Ar par leurs valeurs principales du et d<^^ on aura, pour valeur principale de A//r,
duc ^=^ç du 4- // r/r,
ce qui confirme la formule pour m ^= i .
D'ailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre m, on verra, comme précédemment, qu'elle est vraie pour ni -}- i.
131. Plus généralement, soit \ =f(^u, v) une fonction quelconque de u et de c, u et i^ étant encore des fonctions d'une ou de plusieurs \ariables indépendantes ^, y. Proposons-nous de déterminer les différentielles successives de V.
On a pour la difierentielle première, ainsi que nous l'avons vu,
OU av
Pour calculer la différentielle seconde J-V, il faudra diffé-
rentier cette expression. Or -f^ et -^ sont des fonctions de u,
^ ou o^
(', ([ui ont respectivement pour différentielles
—^ du -h -^-Ar- dv, -^-^ du -+■ --4 dv. ou^ ou o\' au ov ov-
D'aulre part, du^ dv dépendent de ^,y, ... et ont, par délinition, pour différentielles d- u^ d^v. Appliquant la règle
T22 PREMifcRi; PAHTIE. — CHAPITUE I.
Iroiivëe pour différentier un produit, il viendra donc
d'-W — -r^,du -f- -T-^d^' dii + ~-^du -h —V dv dv \du- aiiôv I \dudv âv- J
-^ -^d'u-h -f d- V au Ov
— —4 diC' 4- 2 -.—4- du dv {--rr- di- 4- -f-r/2 u-\- ^ d' r. OU' ou (Jv âv Ou âç
Une nouvelle différentiation donnerait o?^ V, et ainsi de suite.
On voit, par les formules qui précèdent, que dY a la même forme que si u^ v étaient des variables indépendantes; mais il n'en est pas de même des difierentielles suivantes : d^\ , par exemple, contient des termes en d- u et rZ-c qui n'existeraient pas dans cette lijpotlièse.
XL — Changements de variables.
132. On a souvent l'occasion de substituer aux variables qui figurent dans une formule de nouvelles variables ajant avec les premières une liaison connue. Nous sommes actuellement en mesure d'indiquer les règles à suivre pour effectuer cette opération lorsque les fonctions à transformer contiennent des dérivées. Nous allons les exposer en commençant par les cas les plus simples.
Théorî:me 1. — Soit y=F(j7) une fonction de x
ayant pour dérivées successives —-, -r-r,-> • • • Supposons
que x^ au lieu d^ être une variable indépendante, soit luimême fonction d'une nouvelle variable /, et soient x' ^ x" ^ . . . , y' iX" -, > . . les dérivées successives de x et de y par rapport à t.
On demande de trouver les relations qui existent entre dy d^y „ j,
dx dx-
on
y étant, par rapport à t, une fonction de fonction, on aura, par la règle connue,
Dérivant de nouveau par rapport à t, en remarquant que
dy
-j- est une fonction de x^ qui est lui-même fonction de ^, on
aura
y - dx'^" ^ dœ"" ' Dérivant encore, on trouvera
^ - dx'"" ^^ dx' '''' ^ dx^"^ '
fi \' fi 1/
Résolvant ces équations par rapport à -j-^ '3~1 ' trouvera réciproquement
^ ' dx x'' dx- " x''^
On remarquera qu'en appelant d^ x^ d\ .r, . . . , d^y^ d\y les différentielles successives de x et de y par rapport à la nouvelle variable ^, on aura
"^--df ^-^' ^-'lïF'
d'où
dy _y[__ dyY
dx x' d^x
Donc la dérivée de jk par rapportât reste égale au rapport des différentielles de x et de y, quelle que soit la variable indépendante.
L'expression des dérivées suivantes est au contraire changée. On aura, par exemple,
dx- di x^
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Problème H. — Soit, comme précédemment
y z=z F(j?). Posons
(2) ^—/{t, II), y~^{t, II).
Nous aurons trois équations entre x, y, t, u. On peut donc
considérer X, y ^ u comme des fonctions de t. Cela posé, on
dy d' Y demande d'exprimer — -, v-r' "-en fonction de t. u,
' iix dx- -^ ' '
du d- u
dt' ~dt^' ""
Prenons les dérivées successives des équations (2) par rapport à la nouvelle variable indépendante t. 11 viendra
pui;
^^__0f.0fdu "' ôt ^ Ou dt'
^9 do du ^ ~ dt^ du dt '
X'zzz
cT'f du d-f diû ôf d'-u '~'^ âtâu dt ■ du' dt- ' du di^'
(Po dû
d^o du d^o du- do d- u '^'^ dtdu dt ' du' dV- ' du dt- '
On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les expressions (i ).
134. Applications. — i" Soient x = p cos^, ^•=:GsinO. On demande l'expression de la quantité
dx'-
d'y dx'
(nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le nom de rayon de courbure) en fonction de p, 0, -^j -j^-
dr dQ'
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On aura
, dp ^ . ^
X -=^ -jT cos {y — p sin
y' z= -^ sin ^ -f- 0 cos 5, '^ d9 '
„ d^p , dp . . ^
œ"-=. -r^ cos'J — 2~sinC/ — p cosy, dB^ dQ
f, d^9 ' n dp ^ . -
r"= ■—- s\nd -i-'2 -jtCOsU — o sin 9
et
y" — y'x^^ziz I -^ cos^ — p sin0 j (-^ sin 04- 2-^ cosô — psin(5
_gsin<? + pcos9jÇ-
do^ d'-p
135. o." Les deux vai^iables x et y étant liées par une équation, on demande d^ exprimer les dérivées x' ^ x" ^ . . . de X par rapport à y en fonction des dérivées y', y", . . . de y par rapport à x.
On a, par le théorème sur la dérivée des fonctions inverses,
Prenons la dérivée de cette équation par ^apport à la nouvelle variable indépendante^. En remarquant que j)^',j)", . . .
120 IMIKMIÈRE PARTIK. — CHAPITRE I.
sont des fonctions de x, qui lui-même est fonction de y, le théorème sur la dérivée des fonctions de fonction donnera
136. Les fonctions de plusieurs variables donnent lieu à deux questions analogues, que nous allons traiter.
Problème 111. — Soitz- une fonction de deux variables x, y. On pose x=^f{t^ u), y = '-^{t, w), t et u étant deux nouvelles variables. On demande d'exprimer les dérivées par-
. ,, dz dz â'z d'z d'z . . ,
tiettes -— > -— j -r-— j -7 — r— ? -r-;> ••• en fonction de t, u, ôœ a y ôc^ dx or a y
dz d^ ,)^
ôt'dTi' ât^' ""
z étant fonction de :r, y.^ qui sont eux-mêmes fonctions
de t^ M, sera une fonction composée de ces deux nouvelles
variables. Prenons ses dérivées partielles successives; il
viendra
dz dz ôx dz dy
, dl ~~ dx dt ^ dy ^'
^ ^ ^ dz^_ (h dx dz^ dv
du dx du dy du
dz dz 1 r • 1
pins, en remarquant que — > — sont des lonctions de ./', y,
eux-mêmes fonctions de t et de u,
I d^ dt'
d'-z dx d'-z dy\dx dz d'-x
dx' dt dx dy dtjdt "^ dx dt^ d' z dx d'z dy\dy dz d'-y
dx dy dt dy- dt J dt dy df^ ^/drV- d'z dx dy , d'z / dy
dx^\dt ) "^ ^ dx dy dt dt "^ dy'- \ dt
dz d'x dz d'-y
dx dt'^ dv dt-
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et
d~z d-z ô.r ô.v à' z / ôx dy dœ dy
dtdu~dx- dt du dxdy\dt du du dt d^z dy d£ dz_ d-œ _ dz^ d-y dy- dt du dx dtdu dy dtdu
d-z d-z (dxV- ^ d'-z dx dy d'z du'- ^ dx'' \du) ' ^ dxdy du du ' dy- '
(ày \du
dz d^x ^ dz d-y "^ dx du- ' dy du-
On calculerait de même les dérivées troisièmes, etc. Gela posé, les é({uations (3), linéaires en -y-. ? -p ? p
erme tient
d'exprimer ces quantités en fonctions <^lc -r^> -7- et des dérivées partielles de x et y^ lesquelles sont des fonctions con-
1 r^ -Il ' dz dz
nues de t, u. Portant ensuite les valeurs trouvées pour -7—5 -r—
' ^ dx dy
dans les équations (4), (5), (()), on pourra les résoudre par
rapport a --^ > -^ — ^j -—^\ de même ])Our les dérivées des ^ ^ dx^- dx dy dy- ^
ordres supérieurs.
Cette méthode est évidemment applicable à des fonctions d'un nombre quelconque de variables.
Remarque. — On ne doit pas perdre de vue que la
dérivée partielle ~ d'une fonction de deux variables ^, y
est, par définition, la dérivée de z considéré comme fonction de x^ y restant constant. Si nous remplaçons j^ par o(.r, //), de telle sorte que les nouvelles \ ariables indépendantes soient X et w, la nouvelle dérivée partielle par rapport à x sera la dérivée de z par rapport à x^ a restant constant. J3e ce cliani,^ement de définition résulte naturellement un changement dans la valeur de cette dérivée partielle. Soit, par exemple, z =^¥{x^ y). On aura
i£ — 1^ dx dx
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Mais, après le cliangemenl de variable, on aura
138. Exemples. — i" Soient ^, j', z trois \arial)les indépendantes. Posons
j:=r. at 4- ^/< + ce, y :=^ a' t -\- b' a -+- c'c,
«, 6, c, ... étant des constantes choisies de telle sorte que la substitution soit orthogonale^ c'est-à-dire qu'on ait
Cette condition fournira le système d'équations suivant,
aZ>-hrt'^>'+«"^"=zo, bc -^b'c' ^b"c" r=zo,
Ca + d a' + 6'"«''' :::= O,
OU le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait,
aa'
-y-bb'
-f- ce' = 0.
Soit maintenant V une fonction quelconque de x^ y.
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Considérons les deux expressions
oyy /oyy /oyy o'-y o^y o'Y
Ox- Oy'^ ôz'
qui se présentent dans un grand nombre de problèmes, et que M. Lamé a nommées les paramètres différentiels du premier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous de les exprimer au moyen des dérivées parlielles de V par rapport aux nouvelles variables /, u^ v. On aura
^v ^;v ,(;v ,^ôy
ôt ôx ôy ôz
Ou Ox Oy Oz
»ôy ôy ,ôy „ôy
Ok^ Ox Oy Oz
zr: a (a ——; -h a' - — -- + a' —
\ Ox- ôx ôy ôx ôz J
\ OxOy ôy- <^fd--J
V ôx ôz àyOz ôz- J
= a--—-^-\~a----^^-a''--—ôx- ôy^ ôz-
~\- 2 aa' - — h 2 a' a" - — — + 2 a' a - — —
ôx ôy ôy ôz ôz Ox
ô^y ôii^
Ox- Oy- ôz-
-i- 2bb' r h ib h - — — -V- 'ib b - — —
Ox Oy ôy ôz Oz Ox
ôv'
ôx- Oy- Oz-
H- 2 ce - 4- 2C'C'" r-- + 2C C- — .
()x Oy ôy Oz Oz Ox
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Ajoutons les carrés des trois premières équations. Il viendra, en tenant compte des équations (^),
/d\Y /dvy fâYy /dvy /dvy /àvy U) +U) + U) =(^) ^id^;:) -^(^) •
Les trois suivantes, ajoutées ensemble, donneront de même
La forme des paramètres différentiels rCcst donc pas altérée par une substitution orthogonale effectuée sur les variables, et c'est à cette circonstance que ces expressions doivent leur importance en Analyse.
Posons
a? = p sinôcos^, y = p sin6' sin^, 5i=:pcos6',
et proposons-nous d'exprimer les paramètres difFérentiels de V en fonction des nouvelles variables p, 6, ^.
Le changement de variables qui précède équivaut évidemment aux deux suivants, opérés successivement
^=/'COSt];, j-' = /• sint];, z z=z z
et
Efi'ectuons le premier changement de variables. 11 viendra
^V d\ , ÔV . , -— = — — cosu> 4- -T— sintl>, ôr ax * ôy *
-r-j- =1 — ;r— /• sin ù -1- -— /• ces d;,
d^ àœ ^ ôy ^
âr^ ôx' ^ ôxôy ^ ^ <)y' ^
-T-— - rzr — — - /•- Sin- Ù — 2 r- /- Sin dj COS U; H r— r /- COS" iL
^4^-^ dx' ^ dx dy ^ ' dy-
ÔY , ^V' . ,
r— r COSU> r— /' Slll Ol.
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On en déduit immédiatement
fdvy I /^v\'- fâvy A
dwy
ï d'V i dV d^ â^
D'ailleurs, — — et -r— - n'ont évidemment pas changfé. Les
(Jz ôz- *^ ^
paramètres différentiels deviendront donc respectivement
(d\y- I /'^v\' fôY'
et
ôr- "^ /-^ 0^- '^ r âr "^ Oz'' '
Le second changement de variables qui nous reste à effectuer, à savoir
5 = pcos^, r =1 p sinO^ J; = ^J;,
n'altérera évidemment pas -rj, -y— et transformera respectivement
[■07) ^{-Tz
d'Y d''Y dr' "^ dz'
Enfin on aura les relations
fdYy j_ /dY\
dp'^ p- dd- p dp
dY dY , dW . , -r- — 1— cos y 4- -— sin y, do dz dr
dY
de
dY . . dY .
— — 0 sin c/ H — p COS&,
dz ' dr ^
d'où l'on déduit, en éliminant
dY . .
Qr dp
dY cosQ dY
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Substituant ces valeurs dans les expressions précédentes, on aura, pour le premier paramètre différentiel.
dp) ~^ p'-\de ) '^ f
et pour le second
d'-Y I d'V I d''\ -idY col 9 dV
df "^ p- dff ~^ fûn'-e d^^ ^ p dp "^ q' dB '
Problème IV. — Soit z une fonction de x^ y. Posons
(8) X^f{t,U,v), fz:z(û{t,.U,v), Z = ']>{t,U,v).
On demande d'exprimer les dérivées partielles -r-^ -j-y
-T— ^> ••• en fonction de, t^ w, v et des dérivées partielles
dv dv d'v
dt' du' dt'-' ""
z étant une fonction de ^, jk, les quantités .r, y, v seront des fonctions de t et de «, en vertu des trois équations (8). Prenant les dérivées partielles de ces équations par rapport à ces nouvelles variables, il viendra
dx dt
_df df dv dt dv dt '
dx __df df dv du ~~ du dv du
dv dt
do do dv ~' dt '^ dv dt'
dv do do dv du du dv du
dz dt
()'| d'h dv "' dt "^ dv dt '
dz d'I^ d'i> dv du du dv du
dKx dt' "
dt' dtdv
dv dt
âr' \0l) ()v Ot''
On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les équations (.i) à (6), lesquelles détermineront -^j -^y -r— r> ••• ^ ^ ^ ^' ' dx dy dx^
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XII. — Changements de variables dans les intégrales définies.
Soient X el t deux variables, liées par la relation
Nous admettrons que pour tous les points t d'un domaine borné E : i° la fonction o conserve une dérivée continue et différente de ^éro ; 2" à deux valeurs distinctes de t correspondent deux valeurs de ^ toujours distinctes.
Cette seconde condition serait, d'ailleurs, une conséquence de la première si E était d'un seul tenant; car il serait formé des nombres compris entre deux nombres fixes ^0, T, et si X prenait la même valeur ? pour deux valeurs difî'érentes ^, et to de la variable t^ x — ? s'annulant pour ces valeurs, sa dérivée 'f'(^) s'annulerait pour une valeur intermédiaire, ce qui est contraire à notre première hypothèse.
A l'ensemble E des points t correspond un ensemble E' de points x^ et si t décrit un ensemble parfait E,, de longueur mesurable et intérieur à E, ^ décrira un ensemble parfait E'j, intérieur à E'.
Soient
t un point de E( ;
t ~\- dt un point infiniment voisin;
^ et ^ + Ax les points correspondants.
On aura
R tendant uniformément vers zéro avec dt dans le domaine E,. Si donc dt reste inférieur à un nombre fixe convenablement choisi, R sera constamment moindre qu'un nombre
arbitraire £. Le rapport ' restera donc compris entre
M -i- £ et m — £, M et ni désignant le maximum et le minimum de I '>5'(^) |.
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On en conclut que E'^ a une longueur mesurable. Décomposons, en eflet, la droite lieu des points t en éléments infiniment petits dix-, dt^i .... La somme des éléments qui contiennent des points de la frontière de £< sera infiniment petite. Soit dtk l'un de ces éléments; les points de E, qu'il contient étant à des distances au plus égales à dt^ de l'un d'entre eux t^^ leurs correspondants seront à des distances du pointa/; qui correspond à tk moindres que (M + s)^^^^; ils seront donc tous contenus dans un segment o^ de longueur moindre que 2 (M -+- =) dt^.
La réunion des segments oyj forme un ensemble contenant la frontière de E'^ , et dont la longueur, étant au plus égale à
est infiniment petite. Donc E'j a une longueur mesurable.
14-2. Soit maintenant fi^x) une fonction de la variable x^ bornée dans E'^ ; on aura
F étant une fonction de ^, bornée dans Ei.
Nous allons montrer que l'intégrale, soit par excès, soit par défaut, de la fonction /(^), prise dans l'intérieur de E'^, est égale à l'intégrale correspondante de la fonction F(«) I o'(^) I prise dans l'intérieur de E, .
Considérons, par exemple, les intégrales par excès. Décomposons E, en éléments mesurables infiniment petits dt^, dt^^ ... et E'j en éléments correspondants A^,, A^25 • • • <^'galement mesurables. Soient Ma le maximum de F(^)|'y(^)| dans l'élément dth\ MJ^ celui de f{x) dans l'élément A^/^. Il faut prouver que les deux sommes
2M,|rf<,.i, ^\\',\^x^\
tendent vers la même limite.
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Soit Ih la valeur de ^ à l'origine du segment dtk\ on aura
I R^ I étant <^ £ si les éléments sont assez petits. D'autre part, /(^) et F(^) n'étant que deux expressions différentes de la même quantité, le maximum de F(^) dans l'élément \dtk\ sera M^, et celui de F(^)|cp'(^)| sera compris entre M)^ n^ et MJ^ Na, rtk et N^ désignant le minimum et le maximum de l 'Wt) I dans cet élément. Gomme on a
MJi I cp'(^;t) I sera compris entre les mêmes nombres. On aura donc
I £/f I étant au plus égal à N^ — nk-
Or la fonction | cd'(^) |, étant continue dans E, , l'est uniformément; si donc les éléments sont assez petits, on aura
Na-— /iA<£, d'où 1 £/,!<£.
Cela posé, la différence sera égale à
Désignons par ^ le maximum du module de f{x) dans E^ ; le module de la somme ci-dessus sera moindre que
2 £tJL \ I dti, I = 2 spt. E,
et tendra vers zéro avec e.
La démonstration serait toute semblable pour les intégrales par défaut.
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S\ /(x) est intégrable dans le domaine E^, ses intégrales par exeès et par défaut coïncideront: il en sera de même des intégrales de F(/)|cp'(^)| dans E, ; cette fonction sera donc intégrable dans ce domaine.
143. lleinarque. — Si nous supposons la fonction f{x) bornée dans E', nous pourrons faire croître le domaine E, de telle sorte que son aire tende vers Faire intérieure de E; celle de E^ tendra vers l'aire intérieure de E', et l'égalité
démontrée ci-dessus, deviendra à la limite
^J{:r)dxr=: ^¥{t)\o'[t)\dt,
sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient mesurables.
141. Supposons en particulier que E et, par suite, E' soient d'un seul tenant; E sera formé par les valeurs de t comprises entre deux nombres fixes ^q etT; E' par les valeurs de X comprises entre les valeurs Xq qI IL correspondantes à ^0 et T.
L'intégrale de f{x), dans le domaine E', sera représentée par
f{x)clx, .
si X >> ^^0 ; par cette même quantité ebangée de signe, dans le cas contraire, car dans ce dernier cas, nous sommes convenus d'affecter les éléments dx du signe — (^^^^)'
De même, l'intégrale de F(/)|cp'(^)| dans E sera repré-
VARIABLI-S RÉELLES. 187
sente e par
F(Olo'(/)i^/^,
si T >> ^0 ; par cette expression changée de signe, si T << ^o- D'ailleurs |^'(^)| est égal à o'{t) ou à — ^'i^), suivant que cette dérivée est positive ou négative. ]^a dernière intégrale sera donc égale à
T V{t)o'{t)dt
OU égale et contraire, suivant que (T — /„) 'f'(^) est positive ou négative. Mais cette quantité a le même signe que X — Xq^ car lorsque t croît, x croît aussi, si 'f'(0 > o, et décroît au contraire, û o' { t) <C^ o .
On a donc, dans tous les cas,
Ç f{x)dœ=z Ç ¥{t)o'{t)dt.
'-■'■0 ^ lo
On peut donc formuler la règle suivante pour le changement de variable dans les intégrales simples.
Remplacer dans la différentielle à intégrer x parioi^t), dx par o'{t) dt ; prendre pour limites de l'intégrale transformée les valeurs de t qui correspondent aux anciennes limites.
145. Passons au cas des intégrales doubles. Soient .z', y et u^ i^, deux couples de variables, liées par les relations
Nous admettrons que, pour tous les points (//, c) d'un domaine borné E : i" les dérivées partielles de îp, cp, restent continues; 2" que leur jacobien J reste différent de zéro;
l38 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITIIE I.
3" qu'à deux points (w, (^) difï'érents correspondent deux points i^x^y) toujours différents.
A l'ensemble E des points [u^ r) correspondra pour les points {x^y) un ensemble E', et, si (?/, v) décrit un ensemble parfait et mesurable E,, intérieur à E, {x^y) décrira un ensemble parfait E^ intérieur à E^
Soient
(w, v) un point de E, ;
{a -^ du^ V -\- dv) =: (U, V) un point infiniment voisin; {x^y) et (j; + Ajc, r -I- Ay) = (X, Y) leurs correspondants.
On aura
do j do
-r^ du H- -y^ Ou av
Ax = -^ du H- -p: ^^' + 1^ '^^ + ^^1 ^^' =^ dx -^Rdu + Rj dv
Aj ■= -j-^ du -f- -~- dç -+- Rj du -\- R3 dv = <^y -h Rj du -h R3 dv,
R, R,, Ro, R,-j tendant uniformément vers zéro avec du, dv dans tout le domaine E|. Si donc | du \ el\dv\ ne surpassent pas un nombre p suffisamment petit,
I R «iw H- Ri dv I et | R.. du + R3 dv \
resteront moindres que
E{\du\-\-\dv\-],
£ pouvant être choisi aussi petit qu'on voudra.
La distance d(j des deux points (m, p), (w + du, v -f- dv) est donnée par la formule
da'-r=i du"^ -\- dv-.
et la distance A5 de leurs correspondants par celle-ci
A5===--A^-^4-Ay2.
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En désignant par ds sa valeur principale, on aura
du ôv / \ au ôv
= M du"" -\-2^dudi^ -}-P dv\
en posant, pour abréger,
du
(àï
du âv au ôv
■■=(S)-fê
Le rapport -7-^ ne dépend que de u, ç el du rapport -j-;
sa valeur ne sera donc pas altérée si Ton y remplace du, d^^ par des quantités proportionnelles a, ^ telles que l'on ait
a^ H- 3- = I : il se réduira alors à
\du âv ^ ] \ du du ^
C'est une fonction de u, v, a, j3 continue et toujours positive; car elle ne pourrait s'annuler que si l'on avait à la fois
do do „ ^Oi doi ^
du di^ ^ du dv
d'où J = o, ou a = [i = o. Or, par hypothèse, dans tout le domaine E, J est ^o et, d'autre part, a?-\-^-=:\. Donc cette fonction admet un maximum M- et un minimum m^
tous deux positifs. Donc enfin le rapport -7- est toujours
compris entre les deux nombres positifs fixes M et m.
D'autre part, | A5 — ds\ est au plus égal à la distance des points {x -{- A;r, y + Ly) et {x -\- dx, y + dy), laquelle ne peut surpasser elle-même la somme de ses projections
\^œ dx\ + \ ^y - - dy\ = \K du -f- R, rf(^ | -h | R. du 4- R, dv\
<ig{\du\-^\dv\\<[^zda.
T A.ç ds A.Ç — ds 1 • 1 •
Le rapport -p- = -; — i ; sera donr compris lui aussi
^^ dG da da '
e.ntre deux nombres fixes M + 4î et m — 4^-
147. Il résulte de là que, si (w, v^ décrit une ligne rectifiable de longueur L, la ligne correspondante décrite par (;r,y) sera également rectifiable et aura une longueur 'comprise entre ML et /?îL. Car si l'on inscrit à ces deux lignes des polygones correspondants quelconques à cotés infiniment petits, le rapport des côtés homologues et, par suite, celui des périmètres, seront toujours compris entre M4- 4^ et /?2 — l\t. D'ailleurs, si les côtés deviennent suffisamment petits, on pourra faire décroître z autant qu'on voudra.
148. Cela posé, admettons que, le point (z^, v^ restant fixe, on fasse parcourir à du et hidv toute la suite des valeurs de o à p, p étant un infiniment petit.
Le point {u-^- du., v + dv) = (U, V) décrira un carré Q de côté p, et son correspondant (^ H- A^c, j^ + Aj^) = (X, Y) se confondra sensiblement avec le point (i,v]) qui a pour coordonnées
f :=: œ -h da: =z a: -\- -r- du -^ -~ dv, ou (Jv
n — y-{-dy=:y-\- -^ du h 7- di\
j ^ ^ du âr
Ce dernier point (ç, y]) décrit un parallélogramme; car si, di^ étant nul, on fait varier du de o à p, (k^fi) décrira un
, , . . . do (^Qi
segment de droite ayant pour projections —-^ p, -t~ P 5 ^^ ^^7
d'autre part, assignant à du une valeur fixe, on fait varier dç de o à p, (ç, y^) décrit un autre segment de droite ayant pour
projections -pp, -r-^p- Ces projections étant indépendantes
de du, la direction et la longueur de ce nouveau segment n'en dépendront pas non plus.
Les côtés a, h de ce parallélogramme P auront une Ion-
gueur au moins égale à mp, et son aire sera, d'après une formule connue,
mod
149. Quant au point (X, Y), sa distance au point (?, Tj) est, comme nous l'avons vu, moindre que
2s[\da\-i-\di^\]
et a fortiori moindre que 4£p-
Le domaine R. décrit par le point (X, Y) sera donc contenu dans un parallélogramme P' parallèle à P et de côtés rt 4- Sep, 6 + Ssp. L'aire de P' sera
Mais, d'autre part, R contient le parallélogramme P'^, dont les côtés sont a — Ssp, h — Bsp, et dont l'aire est au moins
égale à
Les aires intérieure et extérieure de R sont donc comprises entre les deux limites ci-dessus. Elles coïncident d'ailleurs, comme nous allons le voir.
150. En effet, soit plus généralement Eo un ensemble mesurable quelconque contenu dans E| (qui pourrait être d'ailleurs identique à Ei); l'ensemble E', décrit par (^, jk) lorsque (i^, v^ décrit E^ est également mesurable.
En efl'et, décomposons le plan des m, v en carrés Q de
côté p. La somme 7 Q^- de ceux de ces carrés qui rencontrent
la frontière Fo de Eo tend vers zéro avec p par hypothèse. A chacun d'eux Q/ correspond un parallélogramme P^ d'aire
au plus égale à
J/ désignant la valeur de J en un sommet du carré Qf.
L'ensemble de ces parallélogrammes formera un domaine mesurable et parfait, enveloppant la frontière F2 de E'., et dont l'aire sera au plus égale à la somme des aires des parallélogrammes P^ (qui, en général, empiètent en partie les uns sur les autres). Mais, en désignant par ijl le maximum de I J I dans E,, on aura évidemment
quantité qui tend vers zéro avec ^Q/. Donc E!, est bien
mesurable.
On trouve d'ailleurs aisément l'expression de l'aire de E', . En effet, à chaque carré Q;t intérieur à E, correspond dans E'^ un élément R^, mesurable comme on vient de le voir, et dont l'aire sera de la forme
. p . . . / ScY
7,A étant un inlmiment petit compris entre ( i H j — 1
et (1 -] — I et dont le module sera par suite inférieur
à un infiniment |)etit Tj, indépendant de k. L'aire de E', sera évidemment égale à
lim ^ R,.^ lim 2 I J,. I Q,-(i + n,). Mais 7 IJaIQa'^Oa a son module inférieur à
expression dont la limite est zéro. On aura donc pour l'aire
cherchée
E;=3li,n2|J,|Q,,,= §_^lJlrfe.
151. Soit maintenant /(^, y) une fonction de ^, y, bornée dans E'^. Posons /(cp, cp, )=: F( m, r). L'intégrale, soit par défaut, soit par excès, de /(^, y) dans le domaine E'; sera égale à l'intégrale correspondante de F(u, c) | J ] dans le domaine E, .
Décomposons, en effet, le plan des w, ç en carrés de coté p. Soient Qk l'un d'eux qui soit intérieur à E, ; R^ l'élément correspondant de E'^ , et considérons, par exemple, les intégrales par excès. Désignons par M^ le maximum de F(«, t^') | J | dans Qk', par M), celui def{x, y) dans R/^. Il nous faut montrer que les deux sommes
2m*.Q,, 2Mi,R, = 2Ml.lJ,| (I + -o,,)Q,..
tendent vers la même limite.
Or, leur différence est égale à
2[M,.-M,|J,-|]Q,.-2M;,lJ,..h*QA..
Si M' désigne le maximum de |/(^,JK)| dans E', et [jl le maximum de | J | dans E,, le second terme de cette expression aura un module au plus égal à
>^2Q/t<M'|j.Y]Ei
quantité infiniment petite.
D'autre part, le maximum de F(w, i^) =zf(^x,y) dans Q^ est évidemment MJ^; et celui de F(w, t') | J |, que nous avons désigné par M^, sera MJ^ v/f, en désignant par v^ une quantité intermédiaire entre le maximum Na et le minimum //^ de |J| dans Q^. | J/v | est également intermédiaire entre Na eln/(. D'ailleurs Jetant continu dans Ej, la différence Na — /?a? et a fortiori le module de la différence va — | Ja [ tendra vers
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zéro avec o, el cela uniformément. Il sera donc << e si o est assez petit.
Cela posé, le premier terme de la dilFérence
aura son module moindre que M'sE,, quantité infiniment petite.
152. Si la fonction /{jC, y) reste bornée dans tout le domaine E', l'égalité /
qui vient d'être éfcablie, donnera à la limite, en faisant tendre E,, E^ vers E et E', la relation
sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient mesurables.
153. Des considérations toutes semblables s'appliquent aux intégrales triples. L'analogie est telle, qu'il nous suffira d'indiquer la marche du raisonnement.
Soient X, y, z et t, u, v deux séries de trois variables liées par les relations
x — (^^{t.u,v), yz=io.2{t,i(,v), z -=zo.i{L u,v).
Lorsque (t, u, v) décrira dans l'espace un domaine E, i^x^y^z) décrira un domaine correspondant E'.
Supposons : i" que dans tout le domaine E, les dérivées partielles de cp,, cp2, cp^ soient continues, et leur jacobien J différent de zéro; 2° qu'à deux points (^, ?/, v) différents correspondent toujours deux points {x^y^ z) différents.
Si (^, w, (') décrit un domaine j)arfait et mesurable E,
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intérieur à E, (^,X, z) décrira un ensemble correspondant E', , intérieur à E'.
Soient (/, u, v), et (t + dt, u + du^ v + dv) = (T, U, V) deux points de E| infiniment voisins : leur distance dT sera donnée par la formule
d(7- = dt^ H- du^ -h dv^-, et celle A^ de leurs correspondants par la formule
A.ç2=A^2_^ Ay2-f-A5% expression dont la valeur principale est ds^ = da;^ -h dy^ -+■ dz-
-^ dt -{- -^ du -^ -P- dv ] -+-...
ot ou ov j
W^de 4- M2 du'^ 4- M3 (^(^2 + 2 Ni rfi< d^>
^i^^^dv dl -\- i^zdtdu,
ou M,
=^iM' ^-2(*)' «-2(ï)'
Le rapport — est toujours compris entre deux nombres
positifs fixes M et m.
D'ailleurs si \dt\^ \du\^ \^^\ ^^ surpassent pas un nennbre donné p, la distance des deux points
{X 4- ^x, y -h Aj, z -f- A^) :..(X, Y, Z) et
{x -f- dx^ y -h dy, z -\- dz) z:^ {l, y), Ç)
sera moindre que 3£(| <i^ | + | <i;^ | -j- | «ft^ |) et, a fortiori, moindre que gsp, s ne dépendant que de p et tendant vers zéro avec lui.
Donc -T- est également compris entre deux nombres posi-
un.
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tifs fixes. Si {t, u^ v) décrit une ligne rectifiable, il en sera de même de son correspondant (X, Y, Z). Le rapport des longueurs de ces deux lignes sera compris entre M et jn.
Si (^, w, p) décrit un cube G de côté p, (c, Tj, w) décrira un parallélépipède dont les arêtes a, b^ c auront une longueur au moins égale à mp et dont le volume sera | J |G.
Le point (X, \, Z) décrira un domaine contenu dans le parallélépipède dont les arêtes sont
<7-f-i8£p. /^-i-iSsp, c-i-iSsp,
et dont le volume est au plus égal à | J|G( i H ^ j • Mais
ce domaine contient le parallélépipède dont les arêtes sont
a — iSsp, b — iSsp, r — i8cp, et dont le volume est au moins égal à
On en conclut, comme aux n'" 150 à lo2 : i" Que le domaine décrit par [x^y\z) lorsque (t.u^v) décrit dans E| un domaine mesurable est mesurable;
2" Que si /(^, y^ z) ■= F(^, w, v) est une fonction bornée
dans E', , on aura
^^ /(.r, y,z)de r=j^^ F(/, ^., r) | J | de-
les deux intégrales étant prises soitpar excès soit par défaut. 3° Que si f[x^y^z) est bornée dans tout le domaine E' mesurable ou non, on aura encore
j^^/(^, y,z)de ^ ^^ F(^, u, v)\S\ de.
154. On traiterait par des procédés tout semblables le cas des intégrales multiples d'ordre quelconque; mais, l'intuition géométrique faisant ici défaut, il faudrait traduire en langage analytique les démonstrations relatives à l'aire du parallélo-
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gramme ou au volume du parallélépipède et en faire l'exlension au cas de plus de trois variables. Nous ne nous y arrêterons pas.
loo. Soient [u^ v) un point d'un plan el [x ^ y , z) \\n point de l'espace, lié au précédent par les équations
Nous admettrons que pour les valeurs de (w, i') comprises dans un domaine E : i" les dérivées partielles de o,, cco, '^3 restelit continues; 'i^ les trois jacobiens
â(i ()v du dv
du dv du dv
P _ doi d(D^_ do. 2 (^9, dff dv du dv
ne s'annulent pas simultanément; 3" à deux points [u^ v) distincts correspondent deux points (a:, k, z) distincts.
Le point (w, v) décrivant un domaine E< borné et parfait, intérieur à E, le point (^, J^', z) décrira une surface.
Soient
(;/, V) un [)oint de E, ;
( u --+- clu^ V -f- dv) = ( [J, V ) un au tre point infiniment voisin ;
{x,y,z) et (.2; + Ax,_r + Aj)', ^4- A3) = (X, Y, Z) leurs correspondants.
On aura
A^ t= — ^ du H ^ dv H- R du 4- R. dv,
du dv
Ar — -^ du H ^dv -h Ro du -\- R. dv,
du dv
A:; =::= — ^ du -\ ~ dv 4- R4 du + R. dv.
du dv
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Posons
Celte dernière quantité aura pour \aleiir piincipale
ds'- — d.r"- + df + dzr- — M du- + ?, N du dv 4- P dv"-,
ds On verra, comme au n" 146, que le rapport -^ reste constamment compris eiitre deux nombres positifs fixes M et m. Si nous supposons que \du\ et \dv\ ne surpassent pas un nombre p suffisamment petit, |R|, | Rj |, ... resteront moindres qu'une quantité arbitrairement choisie î, et la distance des points (\, Y, Z) et
(;, n, n --= (^ -+- <^f^; y + dy, z 4- dz)
(et a fortiori la différence A.v — ds) sera au plus égale à la quantité
I R flf^/ -h Ri f/c I + . . . < 3c [j ^/< 1 -f- I afc 1 1 < 6s ^(T.
A.v Le rapport -^ restera donc compris entre M -}- 6î et m — 6s.
On en concUit, comme au n" 117, que, si (U, V ) décrit nne ligne rectifiable, la ligne correspondante décrite par (X, Y, Z) sera également rectifiable.
157. Si le point ( L , \ ), partant de la position initiale («, t'), se meut dans le })lan des u, r, le ])oint
ôo, ^ (h
P —■ .^• H ~^du -f- -V- <^'«'>
^ Ou di'
d'J; , do., .
n =: y H-- -~^ du H 7^ rtc,
*^ ou (JV
do,, , àO:i j
t,—z +- -f- du ^ -~- dv Ou Ov
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décrira un plan, donl l'éqnalioii
A (J — ^0 + \Hn -y) 4- ce - ..) ^ o
s'obtient en éliminant du et fA' entre les trois é({nations cidessus.
Supposons que du et dv varient de o à p, le point (U, V) décrira un carré G, et les projections dn point (;,irj, ^) sur les plans coordonnés, des paralléloi;rammes, ayant respectivement pour aires 1A|0, |B|Q, |G|Q. Le point (H,t,,Q décrira donc dans l'espace un parallélogramme, d'aire
JMais, si g est infiniment petit, le point (X, Y, Z) décrira un élément de surface infiniment voisin de l'élément plan décrit par (Ç, Ti, Ç); nous sommes donc conduits à lui attribuer une aire, ayant pour valeur principale
et, par suite, à définir de la manière suivante l'aire Q, de la portion de surface décrite par (x, y, z) lorsque (u, r) décrit E, :
Nous décomposerons E, en carrés infiniment petits; nous multiplierons chacun de ces carrés Oy; ]^ar
v/Ai-hH^.+ c;?,
Af(^ B/i, Gf( étant les valeurs de A, B, C en un de ses sommets. La limite de la somme
qui n'est autre chose que l'intégrale double
représentera l'aire demandée U,.
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Supposons niaintenant que l']| Lende vers E; 0, tendra vers une limite Q, é^ale à
V/A^ 4- \V' + C2 de.
lo8. Lorsque la surface décrite par le point Çx, y, z) est un plan, Taire Ù est susceptible d'une mesure directe. Il faut donc établir que notre définition nouvelle n'est pas en discordance avec cette notion déjà acquise. En désignant par a, P, V les cosinus directeurs de la normale au plan, nous aurons
ABC
notre formule devient donc
Or V| A I f^/e est bien, comme nous l'avons montré (loO), l'aire de la projection de Ù.
159. Nous devons encore montrer que l'aire, définie comme nous l'avons fait, ne dépend que de la nature de la surface décrite par (.r, }', ^) et non du choix particulier des variables auxiliaires w, i\ Posons, en effet,
w<, (•( étant deux nouvelles variables qui parcourent un domaine F lorsque (u, v) parcourt le domaine E. On aura
^ = ^i{fi,A), J = ?2(/n/2), - — ?3(/l, A)
et, en appelant J le jacobien de /i, /o,
BjrrrBJ, C,r=rCJ.
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L'expression de l'aire en fonction des nouvelles variables «,, Ti sera
Or cette intégrale est bien égale à l'intégrale
prise dans le champ E (lo2V
Soit >' une fonction quelconque, définie par l'équation
En prenant les dérivées de cette équation, il viendra ÔF ()F ,
^-F rPF , Ô'F ,, ^F ,
oœ- ôi' or ôr^ ây
Toute équation déduite de la combinaison de ces équations avec la proposée sera une équation diflerentielle à laquelle satisfait la fonction y. Parmi ces équations, il conviendra de rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la phis avantageuse pour le but qu'on se propose.
162. Il arrive souvent que des fonctions dont l'expression contient des transcendantes ou des radicaux satisfont à des
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équations dilFérentielles d'où ces transcendantes ou ces radicaux ont disparu.
Soit, par exemple,
y 7= arc sin j?.
On en déduit
Prenant la dérivée de cette équation et supprimant le facteur commun 2 y', on aura l'équation du second ordre
(2) (i- j:;-)j"-.xy=o.
On peut déduire de cette équation une formule récurrente commode pour le calcul des dérivées successives de y. Prenons en effet la dérivée m'''™® de cette équation; il viendra, en appliquant la formule connue qui donne la dérivée m**^'"* d'un produit,
— :r/('"+*^ — m/^'"^ = o et, en réduisant.
Cette forjuule se simplifie pour la valeur particulière :r = o. Si l'on désigne par y^^ y\, ... ce que deviennent alors 7, y ^ . . ., il viendra
7 0 — "* / 0 • On aura, par suite,
rL^^=r32r::=:±I^3^
Considérons en second lieu rex[)ression
Prenons la dérivée logarithmique des deux membres, c'est-à-dire la dérivée de leurs logarithmes; il viendra
y' (x-^\]x^—\) Il
d'où
ou, en prenant la dérivée et supprimant le facteur commun
(3) {a;^'-i)f-^œy'--,ry = o.
Prenant la dérivée m"^'"^ de cette équation, on aura la formule récurrente
(^.•2_,)y(/«+2)_|. 2m.rf^"'+^^
ou, en réduisant,
(,z;^ — i) yi"t-^V -^ (^2 m -^ i)xy("'-^^^ -\- {/n'- — n'-) y^'"^ = o.
Pour J7 = o, cette formule se réduit à
164. L'équation différentielle (3) subsisterait évidemment, ainsi que la formule (4) qni en est la conséquence, si l'on changeait le signe du radical dans l'expression de y. Elle subsistera encore si l'on pose
= C(^ + \J.r'—i y 4- C'Çx — v/'^^^^^=^)",
G et G' étant deux constantes quelconques, car le résultat de la substitution de cette quantité dans le premier membre de (3), étant évidemment égal à G fois le résultat de la substitution de {x 4- \/x' — • I )" plus C fois le résultat de la substitution de (x — yx- — i )", sera nul.
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Soit, en particulier, C = G'=^: ^, et supposons n entier et positif. L'expression
= \{x + v/:^:^-ir7)'^ + i(^. _ sJœ^:~Ly
étant développée suivant la formule du binôme, les puissances impaires du radical se détruiront, et Ton obtiendra éNidemment un polynôme entier de la forme
Le coefficient A,^ peut se calculer aisément. On a en effet, en divisant par x'^ et faisant tendre x vers 00,
A„=: lim ^^
lim
Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu'on a, en général,
yu- 2 i>-ï --i2...{n—2p — 2) A,,_2/,_, ,
d'où
y" 2/>-2 A„_2^,_2= A„_2/,(/« — 2p) (fl—2p — l) '^\_,,^,
OU, d'après la formule (4),
Cette relation permettra de calculer successivement tous
les coefficients, en partant du premier.
Posons
œ = coso), d'où
\/x'^ — I r= i sin Q ; il viendra
y = 2 (cosç -I- /sino)"-!- \ (coscp — f sin©)"
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OU, d'après une formule que nous établirons plus loin,
y =z J (cos/i© 4- isinno) + {(cos/iQ — isinno) = cosn(D =: cos/?-(arccos^).
Nous venons donc d'obtenir le développement de cos/i-j, suivant les puissances de coscp.
Considérons une équation
contenant, outre les variables x^ y, a constantes Cj, . .., c,/. Cette équation représente une infinité de fonctions distinctes, que l'on obtiendra en donnant successivement aux constantes tous les systèmes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions satisferont à une même équation différentielle de l'ordre /i, qu'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premières
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dérivées de celte écuiation; on ol)tiendra les iiolu elles équations suivantes :
r + :T-rr ^- x;.>
ôx- d.r ôy ôy- ôy ?
OX " ôy
Entre ces éc[uations et la proposée, éliminons les constantes Cl, . . ., c,i; nous obtiendrons l'équation cherchée
Considérons, par exemple, l'équation
où A et B sont des constantes déterminées et A un paramètre variable. Cette équation, considérée au point de vue géométrique, représente un système de coniques liomofocales. (Si nous supposons, pour fixer les idées, A^B, les foyers réels seront sur l'axe des x^ à la distance ±: y/A — B de l'origine.) Prenons la dérivée de cette équation; il ^iendra, en supprimant le facteur commun 2,
X vy'
Des équations j)récédentes, on déduit
-xy
B + >; y-— xyy'
B -^ A rrr y- — TV y'.
Eliminant X, on aura l'équation différentielle de ce système de coniques
A — B = — '- — ■■ /- +- xyy'
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OU
•^y/" -u (,r2 _ yi _ ,v + B )/ - ay = o.
Consich'rons l'équation
qui, considérée au point de vue géométrique, représente Féquation générale des cercles. Celte équation contenant trois constantes, l'équation différentielle qui s'en déduit sera du troisième ordre. Pour l'obtenir, nous formerons les dérivées successives
a: -t- y y' -h « -f- by' = o
(nous avons supprimé le facteur 2 pour plus de simplicité),
I + y'- -+- y y" + by" = o,
Eliminant b entre ces deux dernières équations, nous obtiendrons Véquation différentielle des cercles
(■ +y"-+yy")y"-y"(.^y'f+yy"') = o
ou, en réduisant,
(i-Hy")/'-3ry==o.
169. L'équation dilFérenlielle des coniques a été obtenue par M. Halphen de la manière suivante :
L'ordonnée y d'une conique est définie par l'équation
y z:^ ax H- ^ziz (/?jc^+ iqx -^ r)- .
On en déduit, par des dérivations successives,
_ 1 y' = a±:{px -h q){px--h 2qx -h r) %
y = ±: /?(/?x-4- 2^^ 4- /•) -qi {px ~{- qy{px^ -^ 2qx -h r) ^
^ pjpx'-^ iqx + /•) — {px + qY
{px--h 2qx -h /•)"
(px^-h iqx -\- l'Y
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d'où
(5) v"î_ px'--v-^iqx-^-r
et, en effectuant trois nouvelles dérivations,
Si la conique est une parabole, p sera nul. Le second membre de l'équation (5) ne contenant pas de terme en x-^ deux dérivations suffiront pour faire disparaître les autres constantes. L'équation différentielle des paraboles sera donc
Il est aisé d'obtenir les équations (6) et ('y) sous forme développée. On a, en effet,
(/"'J ^-îy'^'y",
Portant ces valeurs dans les équations (6) et (-), chassant les dénominateurs et supprimant le facteur commun 2, il viendra, pour l'équation générale des coniques,
__ f^of -f- ^5Y"yy - gy'y — o
et, pour celle des paraboles,
170. Cherchons enfin la condition pour que des fonctions y'i, y 2-, .. ., y'n d'une même variable x soienl liées par une équation linéaire à coefficients const.ants
Ci/i4-C2/2-+-- • -H- C„7„=:o.
Prenant les dérivées successives de cette équation, il
viendra
Cl/', -^<^2j2 -H... + c„y;,
et, en éliminant les constantes,
yn
.Ta
jV ^^
On verra dans le Calcul intégral que cette condition est suffisante.
171 . On donne le nom à^ équation aux dérivées partielles (V ordre n à toute équation entre des variables indépendantes .r,, ^o, . . ., Xp^ une fonction z de ces variables et ses dérivées partielles des n premiers ordres.
Soit
Xp^ ^, Cj
une équation contenant n constantes arbitraires el définissant une fonction z des p variables indépendantes ^^, ..., Xp. On pourra joindre à cette équation ses p dérivées partielles
^F à¥_ ôz_ _ âxi ôz âxi ~ '
dx,
â¥ dz_
âz OXn
par rapport à cliacune des variables indépendantes jr,
'•) Xp^
puis ses
dérivées partielles du second ordre
dx'
(PF dz dx, dz dx
d'V ( dz
dz- \dxy
dF d\z _ dz dx\ ~~ ^''
l6o PREMIÈRE PARÏIK. — CHAPITRE 1.
et ainsi de suite jusqu'à ce que le nombre total
/- _ , un^ PJP-^') , _^ />(/>-f-l)...(/>4-Q — i)
des équations ainsi obtenues surpasse le nombre n des constantes arbitraires. Eliminant ces n constantes entre les A" équations, on obtiendra un système de A" — n équations aux dérivées partielles d'ordre p, à chacune desquelles z satisfera, quelles que soient les valeurs des constantes C|, . . ., c„.
173. Exemples. — i" Cherchons les équations aux dérivées partielles des plans
( 8 ) z r=:zax -\- by -^ c.
Suivant un usage généralement adopté dans la théorie des surfaces, nous représenterons pour abréger les dérivées partielles
à^ àz_ (Pz^ d'-z d'^z ôx^ dy^ dx^^ âx ôy dy'^^
par les lettres
D'après cette définition, on aura
dz -rz.p dx -\- q dy, dp ■=: r dx 4- s dy^ dq = s dx H- t dy.
Cela posé, les dérivées premières de l'équation (8) seront p = a, q — b, et une seconde dérivation donnera les équations cherchées
(9) /• = O, 5rr:o, ^ nr o.
Réciproquement, cherchons à intégre?' ces équations, c'est-à-dire à déterminer les fonctions :: de x^ y qui y satis-
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font. On en déduit
o 1^ r dx -\- s dy ^=^ dp ^ d'où /? = const. =: a, o^rz s dx -\- t dy z= dq, d'où ^=const. = 6; dz^ a dx H- b dy^
z ■=. ax 4- by -\- c,
c désignant une constante.
Les plans sont donc les seules surfaces dont le z satisfasse aux équations (9).
174. 2" Glierclions les équations aux dérivées partielles des sphères
^jc — aY^{y~bY-\-{z-cy^r\ On déduit de cette équation les dérivées suivantes :
x — a -^ p{z — c)=ro, y—b-^q{z — c) = o, puis
pq ^s{z —c) — o, H-^^+ t{z — c) — o.
Eliminant z — c, on aura les équations cherchées
Réciproquement, cherchons à intégrer ces équations. Elles peuvent s'écrire
i-i-/)2 — Xr, pq = \s, i^q'^—'kt,
\ étant un facteur de proportionnalité.
Des deux premières on déduit
(i +/>^) dx ^ pqdy = \{^r dx -\- s dy) ou
dx -\- p dz =::ldp
J. -I. il
OU
d{œ -{- pz) = ( xî -h >. ) dp.
X -\- pz est donc une fonction de />, dont z ->t-\ est la dérivée. Soit
On déduit de même des deux dernières équations
Donc
Si cette expression n'est pas une constante, p el g seront liés par une relation, et leur jacobien rt — s'^ sera nul. Mais on a
y}(^rt — S-) — {^^p''){i'^q'')—p^q^=i^p''+q'''>0.
Donc si rt — s"^ est nul, \ doit être infini et, par suite, /• =: 5 = i m G.
La surface sera donc un plan.
Reste à considérer le cas où z -\-\^= ¥' p = (i»' q est une constante c. On aura alors
ûT -^ pz^=cp -\- a, y -^ qz =:zcq -h b,
a el b étant des constantes.
On déduit de là
( ^ — a) dj^ -h {z — c)p dx^rziOy {y — b)dy^ {z — c)qdy = o,
et, en ajoutant,
o= {a: — a)da;-{- {y — b) dy -\- {z — c) dz ^Ld[{x-ay-^ {y-bY-\-{z-cY].
Donc
(^ — a)2+(j— 6)2-+-(5 — c)2=const.
La surface est une sphère.
VARIABLES RÉELLES. l63
175. Considérons maintenant la fonction z définie par l'équation plus générale
¥[x^, ...,Xp, z, 9i(ai, . ..,ap_i), 92((3,, ..., (3;,-i), .. •] = <>?
où a,, ..., a^_i, p,, ..., !^/7_i, ... désignent des fonctions connues de ^<, ...^Xp, g, et cp,, cp2, ... des fonctions arbitraires. Joignons à cette équation ses dérivées partielles successives des ordres 1,2, . . ., p. Nous obtiendrons ainsi
équations dans lesquelles figureront les quantités suivantes : 1° :r<, . . ., Xp, z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre p ;
'1° la fonction cp, et ses dérivées partielles -^y • • • 5 , ? '^ ? • • • jusqu a 1 ordre p, la lonction cp2 et ses dérivées partielles -rr^j ••• jusqu'à l'ordre p, etc. Le nombre / de ces
dernières quantités sera évidemment égal à
n désignant le nombre des fonctions cp<, 02, ....
Donnons successivement à p les valeurs i, 2, 3, .... Il arrivera nécessairement un moment où le nombre k des équations surpassera le nombre /. En effet, en changeant p en
p + 1 , on accroît le nombre des équations de ^ ^ — —,
tandis que le nombre /s'accroît de n— ^' ' ^^ -,
quantité inférieure à la précédente, si p -\- p ^ n(p — i). Donc, dès que p surpassera n(p — i) — /?, k croîtra plus rapidement que / et finira par le surpasser. A ce moment, on pourra éliminer entre les k équations obtenues les fonctions cp,, ..., cp/i et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi /tr — / équations entre .r,, . . ., Xp, z et ses dérivées partielles
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jusqu'à Tordre p, et la fonction z satisfera à ce système d'équations, de quelque manière que soient choisies les fonctions arbitraires Ci<, . , ., çp«.
JNous allons faire quelques applications de cette théorie.
176. Supposons d'abord que l'équation qui détermine z soit de la forme
Wi, ..., Up désignant des fonctions connues des variables indépendantes ^, , ..., ^^ et de z. Si Ton conçoit que z ait été remplacé par sa valeur en x^^ . . ., Xp^ u^,
Up devien-
dront des fonctions de x^, dérivées partielles
seulement, ayant pour
_ àui âih dz
^ du^ au. dz
D„. Ui = -^ H- -3-^
âa;
dz âx,
_ àup âup âz_ •"^"^~ âx, ^ ôz âx,
dUf, Oz dz dx,
Pour que ces fonctions soient liées par une relation telle que (10), il faut et il suffît que leur jacobien soit nul : on pourra donc écrire immédiatement l'équation aux dérivées partielles
Dr- U,
^r,ih
D^,, Up
à laquelle z doit satisfaire.
Voici cjuelques exemples
II) X
az = o{y — bz)
représente un cylindre parallèle à la droite (^x = az^ y •= bz). En etfet, cette surface a une infinité de génératrices recti-
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lignes parallèles à cette droite et données par les équations
X — az z=: ©(a),
a étant un paramètre constant pour une même génératrice, mais variabki d'une génératrice à l'autre.
En faisant varier la forme de la fonction cp, on aura une infinité de cylindres différents. Ils satisfont tous à une même équation aux dérivées partielles, qu'on peut écrire immédiatement.
En effet, l'équation (ii) établissant une relation entre les deux fonctions x — az^ y — bz des deux variables indépendantes X et y, le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui donnera l'équation
dz
dx
dz
ôy ' " à y
dx dz
L'équation
où cp est une fonction arbitraire, représente un svstème de cônes ayant pour sommet le point (a, b^ c) et pour génératrices les droites
cp(a),
L'équation aux dérivées partielles de ces cônes s'obtiendra en égalant à zéro le jacobien
dz
dx
{z-cY
{x — a)-— dv
b dz
[z c)' dx {z-cf
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ce qui donne, en ellectuant les calculs et chassant les dénominateurs,
^ àz ^ j àz
L'équation
œ- -\- y- -\- z^-= cp ( « ^ 4- by -\- cz)
représente un système de surfaces de révolution dont les
parallèles
aœ-\-by-+-cz=za
sont perpendiculaires à l'axe
Ces surfaces salisferont à l'équation
abc
âz âz
jc-^ z—- a -\- C-—
Of doc
âz ^ âz
•^ ay oy
ou
bx — ay=i{cy—bz)-^-^{^az — cx)-^'
180. Une fonction u de plusieurs variables x^ y, z est dite homogène et d^ ordre n si elle peut se mettre sous la
forme
11 résulte de cette équation que z "u est fonction de '— et de — • On aura donc, en égalant à zéro le jacobien, ..du I
du dy du
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OU, en efl'ectuant les calculs et chassant le dénominateur .s'^"^',
du du du
œ- \- y- hs-r-= nu,
oœ "" ây oz
181. Gomme seconde application de la théorie générale de l'élimination des fonctions arbitraires, considérons un système de p fonctions g, a,, . . ., a^_, des p variables indépendantes ;r,, .... Xp^ déterminées par le système des équations simultanées
Fi (^1, . . .,Xp,z, au . . ., «p-i, 9i, ■ . ., 9«) = o, j
Fp(^i, . . ., ^p, ^, ai, . . ., a/,_i, 9i, . . ., 9,,) =0,
où CD,, . . ., 'jifi désignent des fonctions arbitraires de a,, . . .,
oLp-i . Nous allons montrer que z satisfait à une équation aux
dérivées partielles d'ordre n, indépendante de ces fonctions.
Formons, en efï'et, la dérivée partielle de F< par rapport
à X\ ; elle se composera :
o Fk . ôFi ôFi âz , • r A
i" JJes termes -; ! r r — > dus a la variation de Xt et
de z] nous les désignerons, pour abréger, par Dj^^.^Fi ;
2" Des termes -; \ — ^ ^-^ h- • . -^j — ? dus a la varia-
\oa(.^ oox oai ) ax^
tion de a, ; nous les désignerons par D^^'Fi -r^\
3" Des termes analogues D^^Fi -r— ^) •••> dus à la variation
des autres paramètres ao, ....
Réunissant tous ces termes, on aura l'équation
Les dérivées partielles par rapport à ^27 • • • donneront de même
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Éliminant entre ces /? équations les p — ■ i quantités D^/F, D^jFi, . . ., il viendra
âcci doc,
D, Fi
ôx^ dx.2
Ce déterminant, développé, sera de la forme AD,^Fi-i-BD,^F,4-...=:o,
An / 1 r • 1 àa, doc, A, B, ... étant des fonctions de - — , -r — j
Les équations F2= o, ... donneront de même AD,,F2-+-BD,,F2 4-...=:o,
Éliminons entre les équations qui viennent d'être obtenues les rapports des coefficients A, B, . ..; il viendra
Le premier membre de cette équation sera une fonction
âz âz
de x^, ..., Xp, z, —, •••' ^' a<, ..., a^._<, cp^, ..., cp„,
que nous désignerons par F^_,.i.
Désignons par D^.Fp^t la portion de la dérivée partielle
de Fp^i par rapport à xi qui provient de la variation de ^/,
âz àz ^ j 1 ^
; on trouvera de la même manière une nou-
velle équation
Fjo4-2 =
dans laquelle figureront, outre les quantités précédentes, les dérivées secondes de z.
Continuant ainsi, on obtiendra une suite d'équations
Fp+i — o,
^ p-hn— ^j
entre lesquelles on pourra éliminer les p — i -\- n quantités aL^, ..., a^_<, '•^^^ •-., 'f/o ^^ c["i donnera une équation aux dérivées partielles d'ordre n.
182. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées partielles des surfaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont engendrées par le mouvement d'une droite. Les génératrices d'une telle surface auront des équations de la forme
Fi=r^ — az — a =z o, Y^ — y—bz — ^^o.
Trois conditions sont d'ailleurs nécessaires pour déterminer le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d'exprimer trois des coefficients, par exemple <7, 6, p, en fonction du quatrième, a.
Appliquons la méthode précédente. Nous formerons l'équation
àz
dx
dz
dx
El
dx
dz à/
L'équation suivante sera D.F
dz
dx ou, en remplaçant
dz dy
dx ■'
, dz àz ^ . . 1 r
r— par «-?-. et supprimant le tac
àz teur commun -— ->
o — aD^F^-h bDyF^
= ai a^-^-\- o- — — -f- ^ a- — h Z>-— ^
dx^ dx ây dy-
On trouvera de même l'équation suivante :
0 — Fg^raD^F^H- bDy¥,^
âx^ àx^ ôy dx ôy- ây^
On n'aura plus, pour obtenir l'équation aux dérivées partielles, q-u'à éliminer le rapport — entre les deux équations F/, et F5.
183. Considérons enfin une fonction z définie, ainsi que les paramètres a,, ..., a^_,, par un système d'équations de la forme suivante :
i /(^i, .. .,^;„ ^, ai, ..., a^_i, cp,, .. .,©,,) =0,
Prenons les dérivées partielles de /par rapport à chacune des variables indépendantes ^',, . . ., Xp. En vertu des équations (12), ces dérivées se réduiront à leurs premiers termes D,.^/*, . . ., Dj. /. On aura donc
Désignons ces équations par
Fi = o, ..., F^nrO.
On en déduira, comme dans le problème précédent, une suite de nouvelles équations
Ces équations, jointes aux précédentes et à la primitive f=z o, fourniront un système ào. p -\- n équations, entre lesquelles on éliminera a,, ..., ay,_,, cp,, ..., cp,/. L'équation résultante sera encore de l'ordre n. En effet, F<, ..., F^ contiennent z et ses dérivées partielles du premier ordre; F^^) contiendra, en outre, celles du second ordre, etc. ; enfin F^^^„_, contiendra celles du a?'*""^ ordre.
184. Exemple. — Cherchons l'équation aux dérivées partielles des surfaces déçeloppables. On nomme ainsi celles qui sont définies par le sjstème des deux équations
i^y — 7 = 0' Da/=o,
^ et Y étant des fondions de a.
On en déduira, d'après la méthode précédente.
puis
rt
Ce sera l'équation cherchée.
Proposons-nous réciproquement d'intégrer cette équation. Considérons, à cet effet, les inconnues auxiliaires
et
M -=zz—px — qy.
L'équation rt — 5-= o exprime que le jacohien de p et de q est nul; mais elle exprime aussi que celui de /> etdeV, lequel est égal à
r rx -\- sy s SX -h ty
^{rt-s'')y.
est nul. On aura donc
(i3) z—px^f{p)y -^(^{p).
11 reste encore à exprimer que/» et ^ sont les dérivées partielles de ^, c'est-à-dire que
dz — pdx^q dy—pdx -^f{p) dy.
Mais, en différentiant la valeur ci-dessus trouvée pour z^ il vient
dz-=pdœ^f{p)dy-^[x-+-yf'{p)^,^'{p)-]dp^o.
Si dp = o, p est une constante et l'équation (i3) représente un plan.
Dans le cas contraire, la surface sera développable, :; et p étant définis par les deux équations simultanées
Z^pX-\-f^p)y +9(/j),
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I. — Fonctions synectiques
18o. fj introduction des nombres irrationnels ne suffît pas encore pour rendre résolubles toutes les équations algébriques. Il est nécessaire pour cela de faire intervenir une dernière notion, celle des nombres complexes^
Soit P == A/'^^+ Bi"^~' +. . .+ K un polynôme entier, à coeflîcients réels, contenant une indéterminée i. En le divisant par i- + i , on obtiendra un résultat de la forme
Nous conviendrons de négliger les multiples de /^H- i , et de considérer comme équivalents, et représentant un seul nombre complexe (ou imaginaire) ^ tous les polynômes qui donnent le même reste. Parmi ces polynômes, le plus simple est le reste a + bi lui-même, qui sera la forme normale du nombre complexe. La manière la plus simple de former ce reste consiste à remplacer partout dans P /- par — i, P par — /, i'* par H- I , i^ par /, etc.
Si Z> = o, ce nombre sera réel; si a = o, on dira qu'il est purement imaginaire ; si a ^ 6 := o, il sera nul.
Un nombre complexe a -\- bi peut être représenté géométriquement par un segment de droite, dont les projections sur deux axes rectangulaires 0.r et Oy soient respectivement a et b. Soient p la longueur de cette droite, cp l'angle qu'elle
fait avec OX; on aura
pcoscp = a, psin(p==è,
p = sJà^ H- 6^, cosQm— , sinco = — •
La quantité p, qui doit être prise positivement, se nomme la valeur absolue ou le module de a + hi\ on la représente par la notation | « -(- è« | ou mod (a -+- bi\
L'angle cp est V argument de a -|- bi\ il n'est déterminé qu'aux multiples près de 2 7r, lorsque a et b sont donnés. Le module, au contraire, est entièrement déterminé; il ne s'annule que si l'on a simultanément a = o, /> = o, d'où a -\- bi ^= o.
Deux nombres complexes a -\- bi et a — bi^ qui ne diffèrent que par le signe de la partie imaginaire, sont dits conjugués entre eux. Ces nombres ont le même module, ainsi que les nombres — a — bi^ — a + bi^ qui leur sont égaux et opposés.
Si la droite représentative du nombre a -\- bi di son point de départ à l'origine des coordonnées^ son autre extrémité sera au point x = a, y=zb. Ce point se nomme \ affixe de a -j- bi.
186. Soient a + bi^ a' -\- b' i, . . . des quantités complexes. Leur somme
sera évidemment représentée par la résultante des droites qui représentent séparément les nombres a + bi, a' -+■ b' i, .... D'après les propriétés connues de la résultante, nous pourrons énoncer la propriété fondamentale suivante :
Le module d'une somme de quantités complexes ne peut surpasser la somme de leurs modules; mais, d'autre part, il est au moins égal au plus grand de ces modules, diminué de la somme des autres.
On peut remarquer encore que, si les directions des droites
composantes sont toutes comprises dans l'intérieur d'un angle d'ouverture inférieur à tt, la résultante j sera également contenue.
Donc, si les fermes d'une somme ont des arguments dont les différences mutuelles soient toutes <C î^, l'argument de la somme sera intermédiaire entre les arguments de ses termes.
La difFérence de deux nombres complexes a + 6«, a' -\- b' i sera définie par l'expression
dont le module sera compris entre la somme et la difFérence des modules des deux nombres a -\- bi^ a! ~\- b' i.
187. Le produit des deux nombres a -f- bi^ a' -{- b' i sera donné par la formule
{a H- bi) (a' H- b' i) — aa' -^ {ba' -\- ab')i -^ bb'i^, ou, en divisant par i--\- i et ne gardant que le reste,
{aa'— bb') ^ {ba'-h ab')l.
Ce résultat prend une forme plus intéressante si l'on met en évidence le module et l'argument des deux facteurs considérés ; on aura alors
a -\- bi = p ( cos 9 -h i sin © ), <2' -h Z?'/:= p'(cos(p'-h « sincp'),
et, pour le produit,
pp'[ cos cp coscp' — sincp sincp'-h i{sin 9 coscp'-f- sincp' ces©)] = pp'[ cos (9 4- cp') H- f sin((p -h 9')].
Donc le module d'un produit est le produit des modules des facteurs, et son argument la somme de leurs arguments.
Le rapport des deux nombres a -{- bi et a! -\- b' i
sera le nombre x -\~yi qui, multiplié parle diviseur, reproduit le dividende. On devra donc avoir
a-{- bi^z (a'-H b' i) {x -h/0 = a' x — b' y + i{b' x 4- a' y).
Cette équation se décompose dans les deux suivantes, a' X — b' y = «, b' X -h a' y = b,
d'où l'on tire
aa' + bb' ba' — ab'
Le problème comporte donc une solution unique et toujours admissible, si le diviseur a' -{- b' i est ditlérent de zéro.
11 est manifeste que les règles du calcul algébrique s'étendent aux nombres complexes.
189. On dit qu'un nombre complexe variable x -\- iy tend vers une limite fixe c -4- <^/, si
I ^' + ^y — (c + di) I = v^(^- — cf^ (/ — df
tend vers zéro.
Cette expression est au moins égale à | a; — c\ et à \y — d\. Elle ne peut donc tendre vers zéro que si x tend vers c et v vers d.
Cette condition est suffisante, car on a
\x -{-iy — c — di\^\x — c\ 4- \y — d\,
et les deux termes du second membre tendent vers zéro, si x tend vers c et y vers d.
Les propriétés des modules d'une somme algébrique ou d'un produit démontrées aux n"* 186 et 187 sont précisément les mêmes qui ont été signalées au n"* 6 dans le cas particulier des nombres réels et qui ont servi de fondement dans le paragraphe 11 pour l'étude des ensembles. Les propriétés trouvées dans ce paragraphe subsistent donc dans le cas où les variables x^ y^ ... parcourraient non pbis la suite des nombres réels, mais celle des nombres complexes.
190. Soient r, y, ' ' ' des variables indépendantes réelles, P et Q des fonctions réelles de ces variables, définies dans Fintérieur d'un domaine E et admettant des dérivées partielles continues. La fonction complexe u = P -\- /Q admet-
j j, . , ' u àP .ÔQ âP .âO , ,
tra des dérivées partielles -r \- i-r^y -^ h i -t-^> • • • esale-
^ ojo 00c ay oy
ment continues, et son accroissement Aw, lorsqu'on passe du
point (^, jK, . . .) au point [x + A^, y -\- Ay, . . .) sera de la
forme
. (dP .dq\ . (dP .àQ\.
R, S, R<, S<, . . . tendant vers zéro avec A^', Aj^, ... (et cela uniformément dans tout ensemble E< borné et parfait intérieur à E).
Supposons les variables ^, JK, • • • en nombre pair; représentons-les par a>j y^ x^^ y^^ ... et formons les combinaisons complexes
z—x-^iy, z^—x^^iy^,
On aura
A^ = A^ H- i A/, A^i = A^i + i A/i , . . . , |A^| = |A^| = Aj|, |A.,| = |A^,| = |A7,|.
L'expression
(R-l-SOA^H-(Ri+SiO A/ + ...
pourra donc se mettre sous la forme
pA^ + pi A^i + ..., les quantités
p=(R-+-So|f H-(Ri + S.o|^'' p, = ...,
tendant encore vers zéro en même temps que A^, Ay, A^^, Ay, , ... (et cela uniformément dans E, ).
Si, d'autre part, nous supposons les dérivées partielles
<^P ÔQ dP âQ ,., . , .
-— ) -T-^) -— -? -r^> • • • liées par les relations OJ^ ox oy dy ^
les termes de la première ligne de l'expression de Aw pourront s'écrire ainsi :
— (^ _Hi^\ A-4-/^— 4-i-^^A- + \dx doc) ^ \dJC]^ âa^ij "*
On aura donc finalement
âp
~ày'
Oy ~
dP
_ dQ
-dy:
àQ
dj^i'
{ +pA:; + piA^i +
Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous dirons que u est dans l'intérieur de E une fonction synec-
tique des variables complexes ^, ^i, Les termes de la
première ligne du développement (2) seront sa différentielle totale du.
Posons, en particulier, A.î, = o, A^o^o^ •••; nous aurons
A^^ dP .dO
A^ dx dx '
01 A^ tend vers zéro, -r-j tendra vers une limite -r h i -r^y
indépendante du rapport des deux infiniment petits Ax et
Ay. Cette limite se nomme la dérivée partielle de u par
1 • 11 au
rapport a 5 et se représentera par la notation usuelle -r^-
Si u ne dépendait que d'une seule variable complexe, on
l'appellerait simplement la dérivée de u et on la représente-
du , \
rait par -7- ou w . 1
La fonction u admettra de même, par rapport aux autres variables z^^ . . ., des dérivées partielles
dzi âxi dXi
Toutes ces dérivées -r-y -r — 5 • • • seront d'ailleurs des foncoz dzi
tions continues de ^, y , ^i , y i ,
191. Réciproquement, pour que l'expression P + Q/, où P, Q sont des fonctions de ^', j, ^,, jr,, ... définies dans
l'ensemble E, admette des dérivées partielles continues — >
-r— j • • • indépendantes, la première du rapport de A^ à Ay,
la seconde du rapport de ^x^ à A>^, , etc., il faudra que P et Q
admettent des dérivées partielles continues -—y ---^, -r— ,
'■ ' ox ôx oy
-~} • • • liées par les relations (i).
En effet, changeant ^ en :r H- Ax^ sans altérer y, ;r < , y < , . . . ,
on aura
Aw _ Au __ APh-^AQ
Ai; ~~ A^ ~ Ax
Pour que cette expression tende vers une limite fixe -r— >
AP AQ
il laut que -r— , -r-^ tendent vers des limites.
^ Ax Ax
Donc P et Q doivent admettre des dérivées partielles
âP ôQ .,
-r—j -T-^> et 1 on aura
ox ox
du âP .ÔQ oz ox ox
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Changeons de même y en j + Ay, sans altérer les autres variables. On aura
^u _ Am_ _ AP + f AQ _ AQ — / AP
A^ i Ay i Ay ~ A r
Pour que cette expression tende vers la limite — ? lorsque
A . 1 ' ir AQ AP . 1 ,• .
Ay tend vers zéro, il tant que -r-^? -r— tendent vers des limites
-~) -r— ? et 1 on aura dy ây
du _dQ_ .àP ôz ~ dy ''dy'
r» • 1 àll .. • 1 , , ,
Pour que cette expression de — coïncide avec la précédente, il faut qu'on ait
ôœ dy dy dx
Enfin, pour que — soit continue, il faut que sa partie
, 1, , . . ^. . , . v^ dP dO dP dq
réelle et sa partie imaginaire le soient. Donc -r— ? --^5 -r— ? --^
^ -^ dœ dœ dy dy
doivent être continues.
On obtient des résultats analogues pour les autres dérivées
. 1, dP dO
partielles -r — j •••, -—^5
^ dj^i dyi
192. Remarques. — i" Si l'on veut que P + Q; soit une fonction sjnectique de ^, 5,, . . ., aucune des deux fonctions P et Q ne pourra être choisie arbitrairement; car les deux premières équations (i), dérivées respectivement par rapport k X ei y el ajoutées ensemble, donnent
(PP^ d^_
do)'- dy^
Dérivées par rapport à y et œ^ puis retranchées, elles
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donnent
âœ- dy- On trouvera de même
2*^ Si l'on admet (ce qui a toujours lieu, comme on le
verra plus loin) que les dérivées secondes -t-^j -:: — t-j ••• ^ ^ ^ ax^ dx dy
existent et sont continues dans l'intérieur de E, -^— , - — , ...
seront encore des fonctions sjnectiques de ^, ^4,
En effet,
du _dP .dQ dz dx dx
par exemple, admet des dérivées partielles continues
_à_ du _ d2P_ . d'^Q
dx dz dx' dx'^ '
d_du_ d^P . d^q
dy dz dx dy dx dy '
jd_ du _ d^P . d^q
dx, dz dx dx, dx dx, '
Il reste à montrer que ces dérivées partielles satisfont aux relations
dx^--
dx dy^
dx dy
d'Q dx^'
dx\-
dx, dy, '
d^Q dxf
Or celles-ci s'obtiennent immédiatement en dérivant les
équations ( i ) par rapport à ^, ^, ,
oo c- , d^u d^u 11.-/
o 01 nous représentons par -r^y -^--^ — y ••• les dérivées
uz u z et z.
l82 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II.
de -^ par rapport a ^, :;,,..., on aura
dz dzx dœ dûc^ dx dx
dx^ dx âxi dx âzi âz
4° Si nous supposons u indépendant de z^ on aura — - = o,
(Jz
si w = ^, -r- = I . Si donc, dans l'équation
du . du
— Az -\- -— dz dzi
du = ^- A-s + -^ A^i
qui définit du, nous posons u = z, il viendra dz = As. De même dzi = As, , . . . , et, par suite,
, du . du , du ^=z —- dz ->r -; — dz, 4- . . . . dz dzi
5° Les théorèmes du n" 75 et la règle plus générale du n" 88 pour la dérivation des fonctions composées s'appliquent sans changement aux fonctions synectiques de variables complexes.
193. Théorème. — Soit F(s, s,, . ..) une fonction synectique de
z = x-hiy, z^ — xi-h iyi, définie aux environs du point
et s annulant en ce point sans que sa dérivée partielle -j-
s'y annule.
On pourra déterminer une fonction synectique de ^,, ..., définie aux environs du point CÇij . . .),prenaritence point la valeur Ç et qui, substituée pour z dans V équation F(s, ^,, . . .) = o, /a rende identiquement satisfaite. Cette
fonction sera unique et admettra aux environs du point (^{^^ . .) les dérivées partielles
^ ÔF '
^F dz, dF
dz
dz
Soit, en effet,
F{z,z,,...)-=P^qi,
P et Q étant des fonctions de :r, y, x^, y^^ . . .. On a, par définition,
i dP _ dq dP __ dq
y dx dy dy dx
Le jacobien
dp
àQ
dP
àQ
dxi
àf, ' dy.
dx/
dP dP
dQ dQ dx dv
de P et Q par rapport à ^, j^ se réduira, en vertu de ces équations, à
dpy /dQy
dxj \dx J ce qui est le carré du module de la dérivée
d_F dz
dP .dQ dx dx
Celle-ci ne s'annulant pas au point initial (?, v], 5m 'l m • • ')^ J ne s'y annulera pas. On pourra donc déterminer, et cela d'une seule manière, aux environs du point (Ç, , y), , . . .) deux fonctions réelles x, y des variables indépendantes Xt, yi, ..., satisfaisant identiquement aux équations P = o, Q = o (ou, ce qui revient au même, à l'équation F = o) et se réduisant
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respectivement à ^,-r\ au point (?,, yj, , ...). Les différentielles totales de ces fonctions seront données par les équations
^P ^ dP ^ dP , dP ,
-r- da^ -\- ^- dy -{- - — d^i 4- -r- <^Ki -4- . . . = o, ojc ay ^ oœ^ dV]^ "^ .
ou, en vertu des équations (4),
dP . dQ, âP ^ dQ ^
-d.--dy-^---^d.,--^^dy,-^... = o,
ÔQ, âP , ÔQ . dP ^
-~ dœ -\- —- dy ^ — ^ dx, -h -^ — dy. + ...=: o.
Ajoutons ces équations, après avoir multiplié la seconde par i; il viendra
OU
(J¥ ^ ôF ^
dz âzi
Cette relation montre que la quantité complexe z est bien une fonction synectique de s,, ... et a pour dérivées partielles les expressions (3). Elle satisfait d'ailleurs à l'équation F = o et se réduit à ç -|- iri au point (î^i , . . .).
[^e théorème que nous venons d'établir est entièrement semblable à celui démontré (91) pour les fonctions de variables réelles. Les conséquences déduites de ce dernier (92 à 95) subsistent évidemment aussi pour les fonctions synectiques de variables complexes.
194. Les conditions qui expriment que u = P -[- Qi est une fonction de z = x -+- iy sont susceptibles d'une interprétation géométrique remarquable.
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Marquons en effet, sur le plan, le point qui a pour affixe u =/(z). A chaque point :: correspond un point u ; à chaque ligne décrite par 3, une ligne décrite par u.
Considérons trois points z, ::; -f- A^, 2 -f- A, ^ formant un triangle infiniment petit, dont les côtés auront respectivement pour longueurs | A3 |, | A, 3 |, \^,^z — • A^ |.
Les points correspondants u, u -\- Aw, u -+- L^u formeront un autre triangle, dont les côtés auront pour longueurs
R, R,, p tendant vers zéro avec Aj, A, s.
Les rapports des côtés correspondants sont donc respectivement !/(..) + R|, |/(3) + RJ, \f'{z + ^z) + p\ et tendent vers la limite commune/'(3) lorsque As et A,^ tendent vers zéro. Les deux triangles tendent donc à devenir semblables.
Ce raisonnement serait toutefois en défaut pour les valeurs de z qui annuleraient /' (z).
IL — Intégrales des fonctions synectiques.
19o. Soit toujours
/(z) = P + iQ
une fonction de z, synectique à l'intérieur d'un domaine E, et soient
les équations d'une ligne rectifiable L menée dans l'intérieur de E entre deux points z^ et Z.
Les quantités P et Q étant des fonctions continues de x^ y^ qui, sur la ligne L, sont eux-mêmes des fonctions continues de ^, seront le long de cette ligne des fonctions continues de t. Représentons-les par V{t) et Q(^).
l86 PREMIÈRE PARTIE, — CHAPITRE II.
Entre les valeurs t^, T de ^ qui correspondent aux deux extrémités de L, intercalons une suite de valeurs intermédiaires^!, ..., th-t Entre deux valeurs consécutives^;^,
^/f+i prenons arbitrairement une valeur intermédiaire ta^. Désignons par s^, z^^^ , ^/f les valeurs de z qui correspondent
Gela posé, formons la somme
Si Von fait décroître indéfiniment V étendue de tous les intervalles A^/f= t^^^ — /^, la somme ci- dessus tendra vers une limite fixe, que nous appellerons V intégrale de f{z) dz suivant la ligne L, et que nous représenterons par
)dz.
Pour établir ce théorème fondamental, il suffit de montrer que, quelle que soit la quantité £, on pourra déterminer une quantité i\ telle que la différence entre deux sommes quelconques S et S' dans chacune desquelles les intervalles A^a sont <C 7) ait son module nécessairement << e.
Soient S, S' deux de ces sommes correspondant respectivement à deux systèmes de valeurs intermédiaires ..., ^/t, //t^,, . . . et . . ., ^J^, ^^^, , ... ; S" une troisième somme correspondant à un nouveau mode de division où figurent toutes les valeurs intermédiaires t et t\ On aura
il suffit donc de montrer que, si r^ est assez petit, le module de la différence S" — S sera < -> la même démonstration
s'appliquant à la différence analogue S" — S. Considérons un terme
de la somme S. Il est remplacé dans S" par une somme de te rm e s
où
La différence entre cette somme de termes et le terme primitif sera donc
(I) 2;|P(T^;,0-P(T.)-H^-[Qtà')-Q(T;t)]|(4'^i-4').
Cela posé, ta et t^' étant compris entre tk et ^a+i, leur différence sera <i'f\. D'ailleurs, les fonctions P et Q, étant continues, le sont uniformément. On pourra donc, en prenant ri assez petit, rendre toutes les quantités P(T)t) — P('^a)j Q(t^) — Q(ta) moindres en valeur absolue qu'une quantité arbitraire ^.
Gela posé, le module de la somme (i) sera moindre que
D'ailleurs | z'f^'+t — ^J^ | n'est autre chose que la distance rectiligne des points z'f^'^i et z'f^'. Donc S | ^J^/^, — z'^^ \ représente le périmètre du polygone formé avec les points 5^, ... et sera au plus égal à l'arc de courbe compris entre Zk et Zk+f Opérant de même sur chacun des termes de la somme S et sur les termes correspondants de S'', on aura
/ désignant la longueur de l'arc total. En prenant ^ assez
petit, on pourra rendre cette différence moindre que - •
196. Supposons, en outre, que les fonctions 'f(^), ^{0 admettent une dérivée continue. Le calcul de l'intégrale dont l'existence vient d'être établie se ramènera à celui d'intégrales réelles.
Il s'agit, en effet, de trouver la limite de la somme
2(P4-Q0(A^-+-/Ay)— >:(PA^ — QA/)-i-t2(QA^-4-PA/).
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Or on a, d'après les hypothèses faites sur les fonctions cp
et 6,
R et R' convergeant uniformément vers zéro avec A^, dans l'intervalle de ^o à T.
On aura donc
2(P A^ — Q Aj) = 2:[P(p'(0 — Q'i^'CO] ^^-i-^(PR — QR') A^.
Le second terme de cette expression tend vers zéro avec les intervalles A^. En effet, soient M une limite supérieure des modules des fonctions P et Q sur la ligne L ; yj le maximum des modules des quantités R, R'; on aura
mod>;(PR — QR') A^ = 2My)2A^ = 2Myj(T — ^o).
Or, lorsque les A^ décroissent indéfiniment, les R, R' tendent uniformément vers zéro; donc r\ tend vers zéro. On aura donc
linil(PA^ — QAr) = limi[Po'(0 — Q+'(0]A^
=y' [P9'(0-Qy(0]^^.
De même
:S(QA^-t-PA/)=r r iqo'{t) + V'\>'{t)']dt,
De la définition de l'intégrale / f{z)dz par une
limite de somme résultent évidemment les propriétés suivantes :
i" Si la ligne L est formée de plusieurs parties successives L), Lo, ..., on aura
ff{z)dzz^ff{z)dz-^ff{z)dz-^,... •
^L ^Li ^Li
2" Si L et L~^ représentent la même ligne, décrite dans
deux sens opposés, on aura
f f(z)dz. = - f f(z)dz.
y Si /(5)=:Ci/,(^) + C2/2(-) + ..., c,, C2, ... étant des constantes, on aura
ff{z)dz=:C, f Mz)dz-^C, f ^L «^L «^L
Mz)c/z
4° Enfin, soient M le maximum de | /{z) \ sur la ligne L, et / la longueur de cette ligne ; on aura
p désignant le périmètre du polygone ZqZ^. . . z-k. - .', d'où, en passant à la limite
f f(z)dzUMt.
198. On remarquera que, dans les raisonnements qui précèdent, nous nous sommes a|)pujé uniquement sur la continuité des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des équations aux dérivées partielles qui expriment que P + Q/ a une dérivée déterminée. Mais ces nouvelles conditions vont intervenir dans la démonstration du théorème suivant :
Théorème. — Soit, C un contour fermé continu et sans point multiple, et tel que tous les points non extérieurs à G soient intérieurs au domaine E. L'intégrale ff{z) dz prise suivant une ligne rectifiable fermée quelconque K intérieure à G sera identiquement nulle.
La fonction /(5) = P4- Q/, étant continue pour tous les points non extérieurs à G, qui forment un ensemble parfait, le sera uniformément dans cet ensemble.
Soient
les équations de la courbe K. Donnons à t une série de
valeurs successives ^07 •••, tk, •••; nous obtiendrons sur la
courbe une série de points correspondants ^o^ •••, ^a,
Supposons que les intervalles ^^f^, — th soient tous <^ S. En faisant décroître suffisamment cette quantité 8, on pourra faire en sorte :
i** Que les distances z^z-h^^ (qui tendent uniformément vers zéro avec 8) soient moindres que la plus courte distance de KàC, et, par suite, que le polygone inscrit P, qui a pour sommets 5o, ^i, • . ., z^^ . . ., soit intérieur à G;
2" Que la différence entre la somme
et sa limite / f[z)dz ait son module moindre qu'une quan-
tité £ choisie à volonté;
3** Enfin, que la différence entre cette somme et l'intégrale / f{z)dz^ prise sur le contour du polygone P, ait
aussi son module <C s.
Pour établir ce dernier point, qui seul a besoin de démonstration, considérons le terme
correspondant à l'élément z/(Zfç^^. Il est remplacé,' dans l'intégrale / f{z) dz^ par l'expression suivante, Jp
lim2/(^;.^,)(-/+i,/t— -i/c),
où z'-/^^ . . . sont des points de division infiniment voisins pris sur la droite ^a^a+i- Gomme on a
^k+l — ^k=^^{^'î+i,k — ^ik)i
la différence entre ces deux expressions sera la limite de la somme
dont le module est au plus égal à
l/f désignant la longueur du côté z^^i — z-k-, et M/( le maximum des modules des quantités /(y^^) — /{^k)-
Raisonnant de même sur chacun des côtés du polygone, et désignant par M le maximum des quantités M^ et par / la longueur de la courbe K, on aura pour limite supérieure du module de la différence cherchée
D'ailleurs, le point z'^^ étant situé sur la droite 3/f^/^^i, on aura
Donc les différences z'-j^ — Zk et, par suite, les quantités fi^'ik) — fi^'f^) tendent uniformément vers zéro avec o. On
peut donc, en prenant 8 assez petit, rendre M moindre que -•>
ce qui démontre notre proposition.
Si donc nous établissons que l'intégrale f/(z) dz est nulle pour tout polygone P, le théorème sera démontré, car le module de l'intégrale / /(^) dz étant <C 2s, quelque petit que soit £, sera rigoureusement nul.
199. Le contour polygonal P peut se traverser lui-même en certains points; le nombre de ces traversées sera limité et
, , 1 , nin — i) , , , , A , 1
au plus égal a ? n étant le nombre des cotes du polygone. Partons, dans ce cas, d'un point quelconque du contour pour le décrire dans le sens de l'intégration, jusqu'à ce qu'on traverse pour la première fois les parties déjà décrites. La portion de contour comprise entre ces deux passages au même point formera un contour partiel qui ne se traverse pas
lui-même. Si l'on suppose le théorème établi pour un semblable contour, on pourra négliger cette portion de la ligne d'intégration, et il ne restera plus qu'à faire la démonstration pour le contour restant, où le nombre des traversées est diminué.
On voit donc qu'il suffît d'établir notre proposition pour un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-même. Or l'intérieur d'un semblable contour peut se décomposer en triangles. Supposons le théorème établi pour chacun de ces triangles; la somme des intégrales obtenues en faisant le tour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par exemple, sera nulle. Mais, les côtés de ces triangles qui ne font pas partie du contour P étant décrits deux fois en sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent deux à deux; et l'intégrale restante sera précisément celle qu'on obtient en décrivant le contour P.
Nous avons ainsi ramené la démonstration du théorème au cas où le contour K, au lieu d'être une courbe rectifiable quelconque, dont la notion est un peu confuse, se réduit à un triangle.
On peut même admettre que le triangle a un de ses côtés parallèle à l'axe des y, car tout triangle peut être décomposé en deux triangles de cette nature.
Considérons un semblable triangle A.BC ^fig- 1). Soient
B = ^ -l-[a'-h mo(6 — a)]i, C=: 6 H-[a'H- /?i {b — a)'\i
les affîxes de ses sommets (de telle sorte que mo, m représentent respectivement les coefficients angulaires des côtés AB, AC).
Nous allons montrer que l'intégrale ff{z) dz., prise sur le contour du triangle, a une valeur indépendante de m.
Elle se compose, en efi'et, des trois intégrales
f /{z)dz, f f{z)dz, f f(z^dz.
BC
sera égale à ' \V[b, a' ^ t{b — a)]-^ iq[b, a' -^ t{b — a)'\ \i{b — a)dt
et sa dérivée, par rapport à sa limite supérieure m, sera
F[b,a'-^m{b — a)] -^ iQ[b, a' ^ m{b — a)] i{b — a) . ^if{C){b-a).
Cherchons, d'autre part, la dérivée de la troisième inté- J. - I. i3
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grale prise suivant le côté CA. On a, sur cette ligne,
t étant réel et variant àe b k a. Substituant ces valeurs dans /{:•), on obtiendra un résultat de la forme
(2) f{z)=zP{a:,y)-^iqiœ,y)=F,{t,m)^iQ,{t,m),
et, comme
dz = dx -h i ^j = ( I 4- mi) dt,
l'intégrale chercbée deviendra
/ [ Pi ( ^, m ) H- / Qi ( ^, m )] ( 14- mi) dt,
expression où l'on séparerait sans peine la partie réelle de la partie imaginaire.
Sa dérivée par rapport à m sera
Or on a, par hypothèse,
./âP •^Q\_^ -^ \âj:^ ôx J dy ây ^
et, d'autre part, en dérivant l'équation (2) par rapport aux variables indépendantes ^, m dont x et y sont des fonctions,
^P .ÔQ fdP .dQ\ âP^ .dO,
âa: dx \ ôy dy ) dt dt
JdP .dQ\ dP, .dQ,
La combinaison de ces équations donne
Substituant cette valeur dans l'intégrale (3), elle devient
= ^f jf^ [{t-a){\\ 4- Q,0] dt =. /[(^ _ a) (P, + Q, 0]^
Cette dérivée étant égale et contraire à celle de l'intégrale suivant BG, on voit que l'intégrale ff{z)dz^ prise autour du triangle, est une constante indépendante de m.
Or, si m = mo, l'intégrale suivant BC disparaît, et les intégrales suivant AB et C\ sont égales et contraires. Donc la constante est nulle et le théorème est établi.
201. GoiiOLLAuiE. — Soient L, L, deux lignes arbitrairement tracées dans l^ intérieur de G entre deux points fixes Zq et Z. On aura
J f{z)dz=f f{z)dz.
Gar, la ligne L<L~* étant fermée, on aura, d'après ce qui précède,
'^L.L-' ^Li «^L-» ^L, «^L
L'intégrale ne dépend donc pas du tracé de la ligne L, mais seulement de la position de ses extrémités. On peut mettre ce fait en évidence en la représentant par la notation
f f(z)dz.
i202. Dans l'intérieur de G, cette expression représente une fonction sjnectique de Z, ayant pour dérivée f{z).
Gherchons, en effet, son accroissement lorsqu'on change Z en Z H- dTj.
Soit L la ligne d'intégration suivie de ^o à Z. On peut
adopter comme ligne d'intégration de ^o à Z -f- «?Z la ligne L, suivie de la droite infiniment petite qui joint Z à Z + ^/Z. On aura alors
,Z + rfZ
j f{z)dz-J /{z)dz
XZ + rfZ "' ^Z + dZ ^Z+dZ
f{z) dz=^f{Z) dz+ [/(=)-/(Z)] dz.
Le premier terme est évidemment égal di f{7^) dL. Le second a pour limite supérieure de son module M | dh |, M étant le maximum de | j\z) — /(^j I sur la ligne d'intégration. Or I ^ — Z I est ^ I dL I, et y(^) est continue. Si donc dL tend vers zéro, il en sera de même de M; on aura donc
,Z + dZ ^ z
[/(Z) + R]rfZ,
R étant un infiniment petit.
On voit par là qu'il existe des fonctions synectiques ayant y*(Z) pour dérivée et définies dans le même domaine que celle-ci; elles auront pour formule générale
^{Z)=f f{z)dz-\-c,
c désignant une constante.
L'une de ces fonctions ê{L) étant donnée, on obtiendra la valeur correspondante de c en faisant Z = ^q- H vient
On aura, par suite, comme au n° 82, ^z
(4) / f{z)dz^:^^{Z)-§{z,),
Comme on a évidemment z
f fiz)dz = -f"/iz)dz,
l'intégrale, considérée comme fonction de ^05 aura pour dérivée — f{Zo).
203. Les règles pour la dérivation des intégrales définies et pour l'intégration par parties (n"^ 83 et 84) s'appliquent évidemment aux intégrales que nous considérons en ce moment.
204. Le changement de la variable indépendante peut s'opérer comme il suit :
Soit z = (D (t) une fonction de t, synectique à l'intérieur d'un domaine E,. Lorsque t se meut à l'intérieur de E,, z se mouvra dans un domaine correspondant E.
Supposons en particulier que t décrive un arc L, de ligne rectifiable ; z décrira une ligne correspondante L, et ses variations seront liées à celles de t par la relation
o' t restant continue, et R tendant uniformément vers zéro avec A^ ; car les points de L| forment un ensemble borné et parfait; on pourra donc assigner une quantité yj telle que, si |A^|<;y^, |R| devienne moindre qu'une quantité £ arbitrairement choisie, quelle que soit la position du point t sur L, . D'autre part, le long de cette ligne, | o' (^) | admettra un maximum ^.
Soit Iq^ ..., ^yt, ••., T une suite de points pris sur L,, de telle sorte que les différences A^a= t/(^i — tf( aient leurs modules moindres que r, ; et soient Zq, ..., z^, - .., 7j les points correspondants de L; on aura
d'où
donc les A^^ tendront uniformément vers zéro avec les Al/,. Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur
/=ilim2| As/, l^lim (|j. + g) 2 A//,^ /jl/,, /< désignant la longueur de L,.
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Cela posé, soit/(3) une fonction de^, sjnectique clans £, ; on aura
Faisons rendre tj et s vers zéro. Les A^^ et les àzk tendant vers zéro, le premier membre aura pour limite
et le second
f{ot)o'tdt-^Vuulf{ot,)R,.At„
Or, si l'on désigne par M le maximum de \f\ sur la ligne d'intégration, le second terme aura son module moindre que Ms/i. 11 tend donc vers zéro, et Ton aura
(5) ff{z)dzz= f f{ot)(^'t.dt.
205. Théorème. — Soient C,, G2, ..., G,, {/ig- 2) des contours fermés rectifiables et sans points multiples, extérieurs les uns aux autres, et tous intérieurs à un dernier contour Cq de même nature.
Soit, d^ autre part, fz une fonction de z synectique dans un domaine E contenant dans son intérieur toute la région R du plan bornée par les contours Co, C,, . . . ,
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C,i, y compris ces contours eux-mêmes ; oji aura f fzdz = ffzdz + . . . 4- ffzdz,
les intégrales étant prises dans le même sens, par exemple dans le sens direct, autour de ces divers contours.
Nous supposerons nr= i dans la démonstration.
Joignons les contours Gq, G,, Go par des lignes rectifîables L, Li, L2 sans points multiples et ne se rencontrant pas mutuellement {Jig. 2). La région R se trouvera divisée en deux régions partielles Ri , R2 , limitées chacune par un seul contour fermé dans tout l'intérieur duquel /.zj est synectique.
L'intégrale / fzdz prise dans le sens direct le long de
chacun de ces contours frontières sera donc nulle (198). Ajoutant les résultats obtenus pour les deux régions, on remarque :
i^ Que, chacune des lignes L, L, , L2 ayant été décrite une fois dans chaque sens, les intégrales correspondantes se détruisent ;
2" Que les deux moitiés du contour Gq ont été décrites chacune dans le sens direct ; la somme des intégrales obtenues sera donc
ffzdz-
3° Que les deux moitiés de chacun des contours G,, Gj ont été décrites dans le sens rétrog:rade. Si donc nous dé-
signons par / fzdz., 1 fz dz les valeurs des intégrales prises
»^Ci «^Ca
en décrivant G, et G2 dans le sens direct, les intégrales obtenues seront — \ fz dz., — \ f^ ^^- ^o^s avons donc at final
Ç fzdz — f fzdz — f fzdz = o
comme résultat final
206. Théorème. — Soit fz une fonction synectique à l' intérieur d^un domaine E ; soit K un contour (^rectifiable, fermé et sans point multiple) situé dans V intérieur de E; on aura, pour tout point a intérieur à K,
i rfzdz
fa — : / -^
Soit, en effet, c un cercle de rayon infiniment petit /• décrit du point a comme centre ; on aura, d'après le théorème précédent,
Le dernier terme tend vers zéro avec /•. Soit, en effet, M le maximum de \fz — fa\ sur le cercle c; \z — a\ étant égal à /' sur ce même cercle, le module de l'intégrale ne pourra
surpasser — 2 7Z/- = 2 ttM. Or, à cause de la continuité de
y (s), M tend vers zéro avec r.
D'autre part, on a sur le cercle
z =: a -h r { ces cp + « sin cp ) , ' dz-=ir ( — sinç -h fCoscp)<^cp ^=z{z — a) ido^
o étant réel et variant de o à 2 7r. On aura donc
TC
r dz r.^
Je --'' Jo
207. L'équation (6), dérivée par rapport au paramètre a, donnera les suivantes :
y 2niJ^{z — aY
/ , i.2...n r fz ,
Les intégrales qui figurent au premier membre sont des fonctions de a finies et déterminées. Les dérivées successives de la fonction /' sont donc sjnectiques, comme f elle-même, dans tout l'intérieur de K.
Soient
r la plus courte distance du point a au contour K ; M le maximum de \fz\ sur ce contour ; / sa longueur.
On aura, sur tout ce contour,
\z-a\lr
et, par suite,
et, en particulier, si K est un cercle ayant a pour centre, d'où / ^=. 27r/',
(8) ' \ra\tl^l^^.
208. Les résultats précédents s'étendent immédiatement aux fonctions de plusieurs variables.
Soit, par exemple, y (5, z^) une fonction des deux variables complexes ^, z^^ qui reste synectique tant que ^, Z\ restent dans l'intérieur de domaines E, £<. Soient K, K, deux contours fermés (rectifiables et sans point multiple), intérieurs respectivement à E et à E, ; a, «, désignant deux points quelconques pris dans l'intérieur de ces contours, on aura
d'où
et, en dérivant m fois par rapport à a et m^ fois par rapporl àa,,
^'«+'«./(«,«i) _ i.2...m.i.2...m, r\ r _ f{z,z,)dz,
^«'" da'!;^
{iTzty
)'"+*(si— nri)'">
Les dérivées partielles seront donc synectiques, et, si l'on désigne par M le maximum de |/(^, ^i) [ pour tous les systèmes de valeurs de s, ^, respectivement situées sur les contours K, K|, par /*, /*< les distances de ces contours aux points a, a^^ par /, /, leurs longueurs, on aura
Polynômes entiers. — Considérons un polynôme
P (^) — Xz^'-hBz"'-' + . . .4- K,
où :; est une variable complexe, A, B, . . . , K des nombres complexes quelconques.
Cette expression a une valeur déterminée pour toute valeur de z.
D'ailleurs, si nous posons, pour abréger,
P'(^) = mA5'"-i+(m — i)B^'«--H- ...,
P"{z) = m{m—i) Az'^'-^-h {m— i){m— 2)Bz"'-^-^. . .,
nous aurons
d'où
hm
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=zP'(^).
Donc P(2) est une fonction sjnectique ayant pour dérivée F (-s).
Si 1^1 tend vers oo, il en sera de même de | P(^)|. On a, en effet,
|P(^)l^hl"MIA|-
et, si l'on suppose | (5) | > i ,
■'(^)i;i^i6Ai-''^'^;:;^''^')>iAihi-(iBi+...+iKi
Donc, £ désignant une quantité positive quelconque, | P(5) |
sera >> s dès que \z\ sera ^ 8, S désignant une constante
|B|-i-...-h|K|-^£ plus grande que 1 et que TTl —
210. U équation P (5) = o admet toujours au moins une racine.
Donnons en effet à z une valeur quelconque c ; soit s la valeur correspondante de [P(2)|. La constante 8 étant déterminée comme ci-dessus, considérons l'ensemble des valeurs de z dont les affixes ne sortent pas d'un cercle G de rayon ù, ayant pour centre l'origine des coordonnées.
Cet ensemble étant borné et parfait, | P (5) |, qui varie d'une manière continue avec z^ y admettra un minimum jx au plus égal à £, qu'il atteindra effectivement pour une valeur déterminée u de s. Cette valeur sera intérieure au cercle C, car sur le cercle | ^ | = 5 et | P [z) \ >> s.
Nous allons démontrer que ce minimum est nécessaire-
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ment nul. Supposons, en efïet, qu'on eût
lJ. = \P{a)\>o.
Donnons à z une valeur a + /z, h étant une quantité complexe assez petite pour que le point a + A soit encore dans le cercle G ; nous allons voir qu'on pourra déterminer h de telle sorte que | P (a + A) | soit <; | P (a) |, ce qui implique contradiction.
On a
P{a^h) = P{a)-^-hP'{a)-h...-hh'
Le terme en h"'^ dans ce développement a pour coefficient
=: A, quantité différente de zéro. Mais les coeffî-
cients des autres puissances de h peuvent être nuls.
Supposons, pour fixer les idées, que le premier terme dont le coefficient ne soit pas nul soit le terme en h^. Notre développement prendra la forme
On en déduit
|P(a + /i)| = |P(«) + Bo/?>^|H-|BJlA|^^^-h...H-|B,„_x|i/r'". Prenons le module de h assez petit pour qu'on ait
|/il<., |B„| lA|<|P(a)|, • ■ ■■
et déterminons son argument par la condition A arg/i-h argBo= argP(«) + n.
Les deux quantités P(«) et BqA^ ayant des arguments qui diffèrent de tt, et ] P (a) \ étant >> | Bo/i^|, on aura
|P(a)4-BoA>^| = |P(a)|-|Bo| 1^1^
et, par suite,
|l>(a4-/0|:;|P(a)|-IB„l |Ap + |B.| |A|X+i + ..., |P(« + A)|-|P(a)|;|A|M-|B.| + lB,| |/,| +...],
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Le facteur entre parenthèses tend, lorsque |A| tend vers zéro, vers la quantité négative — |Bo|. Donc, en prenant I h\ suffisamment petit, on aura
]1 est donc établi qu'on peut donner à z une valeur a, telle que l'on ait
|P(a)| = o, d'où P(a) = o.
Divisons P(^) par le binôme z — a; il viendra
le quotient P^ (z) étant un polynôme de degré m — i et R
une constante. Posant d'ailleurs dans cette identité z = a,
elle devient
On aura donc, plus simplement,
En opérant sur P, (z) comme sur le polynôme primitif, on le mettra de même sous la forme du produit d'un binôme :; — b par un polynôme P2(^) de degré m — 2, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une simple constante C. On aura finalement
D'ailleurs, en divisant les deux membres de cette égalité par z"^, puis faisant croître z indéfiniment, il viendra à la limite
et, par suite,
Viz) = A{z-a){z-b)....
Nous^obtenons donc ce théorème fondamental :
Tout polynôme P (^) de degré m peut être mis sous la forme du produit de son premier coefficient A par m binômes du premier degré z — a^ z — 6, ....
Sous cette forme, on voit immédiatement que les racines
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de l'équation P (2)1=0 sont les quantités «, ft, .... Elles sont au nombre de m si les facteurs :; — a, z — 6, ... sont différents. Si a d'entre eux sont égaux à z — «, on dira que a est une racine multiple, dont Vordre de multiplicité est a. D'après cette convention, le nombre des racines, comptées chacune avec son ordre de multiplicité, est toujours égal à m.
212. Soient a, 6, ... les racines distinctes de l'équation P (5) =: o; a, p, ... leurs degrés de multiplicité. On aura
P(5)r=zA(5 — a)«(5— 6).8...
et, en dérivant,
V'{z)=(xPs.{z — a)'^-^{z — b)^...
Tous les termes de cette expression sont divisibles par ■{z — aY sauf le premier, qui ne l'est que par {z — a)°'~'. Donc la dérivée P' {z) admet la racine a avec l'ordre de multiplicité a — 1. De même, elle admettra b avec l'ordre de multiplicité ^ — 1, etc. Quant aux racines simples de P (^), elles ne seront plus racines de P'(^).
Soient donc P, le produit des binômes z — a qui correspondent aux racines simples de l'équation P = o; Po le produit des binômes correspondant aux racines doubles, etc., de telle sorte qu'on ait, à un facteur numérique près,
Le plus grand commun diviseur de P et de sa dérivée P' sera (à un facteur numérique près)
delui de Q et de sa dérivée Q' sera, de même,
On en déduit, par la division,
PPP — —, PP — -^,
et, en divisant de nouveau chacune de ces expressions par la suivante, on obtiendra enfin P, , P2, P3, ....
Ainsi P<, P2, P3, ... peuvent s'obtenir par de simples divisions.
213. Fractions rationnelles. — On nomme fonctions algébriques celles qui sont liées à la variable indépendante par une équation de la forme IT (</, z) = 0, où H est un polynôme entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Les fonctions algébriques les plus simples, après les polynômes entiers, sont \es fractions rationnelles, définies par une équation du premier degré en w,
Q et P étant des polynômes en z^ qu'on peut supposer sans facteur commun.
En résolvant cette équation, on obtiendra u sous la forme explicite
Cette expression a une valeur bien définie pour toute valeur de s, sauf lorsque z est racine de l'équation Q = o. Soient a l'une de ces racines ; a son ordre de multiplicité.
Si l'on fait tendre z vers a, -^ sera infinie d'ordre a.
La fraction ^ a une dérivée — r^t — également bien
définie pour toute valeur de z qui n'est pas racine de Q. Celle-ci a une dérivée de même nature; elle est donc con-
tinue. Ainsi -^ est une fonction synectique de z dans tout
le plan, à l'exception des racines de Q = o.
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Si a est une racine de Q d'ordre de multiplicité a, Q sera divisible par (^ — a)°', Q' par {x — <^)°'~', et P sera premier
à X — a. La dérivée — V^ — — ? réduite à sa plus simple
expression, contiendra donc x — « en dénominateur à la puissance a -f- 1 , et deviendra infinie d'ordre a + i pour X =^ a.
214. Supposons que Q ait été décomposé d'une manière quelconque en un produit de deux facteurs Q, et Qo premiers entre eux. On pourra déterminer deux polynômes M,, Mo, tels que l'on ait
M,Q,-hM2Q2=i, el, par suite,
P _ P _ PÇMiQi + M^Qa) _ PM^ PM2
* Q"'QiQ2~ Q1Q2 ~ Q2 "^ Qi*
La fraction -^ est donc la somme de deux autres, ayant
respectivement pour dénominateurs Q, et Q2.
Si l'un des facteurs Q,, Q2 était lui-même un produit de deux facteurs premiers entre eux, on pourrait décomposer de nouveau la fraction partielle correspondante en une somme de deux autres fractions, et ainsi de suite.
215. On donne le nom de fraction simple à une fraction dont le numérateur est une constante et le dénominateur une puissance d'un binôme x — a.
On déduit aisément des remarques qui précèdent cette proposition fondamentale :
Toute fraction ^peut être déconuposée en une somme
de fractions simples, augmentée d^ un polynôme entier.
Nous pouvons tout d'abord supposer que le coefficient de la plus haute puissance de z dans Q se réduise à l'unité; car on n'altère pas la valeur de la fraction en divisant simultanément P et Q par ce coefficient.
Cela posé, décomposons Q en ses facteurs du premier
Q = (z~ar{z-b)^....
degré; soit
Les facteurs (z — a)", (z — b)^, . . . étant premiers entre eux, on aura, d'après les propositions précédentes,
P_ Fjz) G{z)
F, G, . . . étant des polynômes entiers.
Considérons l'une des fractions partielles, telle que
{z-a)^' Posons
zz=ia-\- h\
F (^) développé suivant les puissances de h prendra la forme Aa4- Aa_i /i + . . . H- AA«-^ -4- /z^'O ( A),
<I> (/i) étant un polynôme entier.
On aura, par suite,
F (s) Aa . Aa_, , . A
{z — aY h"" h^-^ h
et, en remettant pour h sa valeur z — a,
F(^) ^ Ag _A
c'est-à-dire une somme de fractions simples, plus un polynôme entier.
Opérant de même sur chacune des fractions partielles, il viendra finalement
-^ z-lb^'
^ (s) étant un polynôme entier.
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Le degré de ce polynôme W est aisé à calculer a priori. Supposons, en effet, que Q soit de degré m et P de degré
m 4- jj.. Si |-g| tend vers oc, pr tendra aussi vers oc et sera infini d'ordre m. Il doit en être de même du second membre. Mais les fractions qu'il contient tendent vers zéro. Donc ^F doit être un infini d'ordre a. Donc [Ji est le degré du polynôme.
On verrait de même que ^F doit se réduire à une constante si P est de même degré que G, et dis para itre complètement, si P est de moindre degré que Q.
Connaissant ainsi le degré du polynôme ^', il sera facile de déterminer ses coefficients, ainsi que les constantes A, B, .... Il suffira, après avoir chassé les dénominateurs dans l'équation (i), d'identifier les coefficients des mêmes puissances de z dans les deux membres. On obtiendra ainsi un système d'équations linéaires pour déterminer les coefficients inconnus.
Î216. Il est souvent préférable d'employer le procédé suivant, qui a l'avantage de montrer que la décomposition ne peut se faire que d'une seule manière.
Posons z=^ a-\- h dans l'équation (i) ; il viendra
P(«-h/i) = P(«)-f-AP'(a)-h...,
Effectuons la division de ces deux polynômes ainsi ordonnés suivant les puissances croissantes de /i, et arrêtons-nous au moment où nous aurions à écrire au quotient des termes ne contenant plus h en dénominateur. Nous aurons ainsi
Xa, ... «^M étant des constantes et R un polynôme entier.
Le second membre de l'équation (i) devient, par la même substitution,
/i« Il a — b ^ Il
Nous avons donc identiquement
Aa Al Bi
A^ A a—b-v- Il
Multiplions les deux membres par li^-^ puis faisons h = o. Il viendra cl)a= A^.
Supprimons les deux termes égaux '-7^ et y-^j multiplions
par li^~^ et faisons h =z o ] il viendra <Jl>a_i = Ao(_< , . . . .
Les coefficients A^, ..., A, sont donc déterminés sans ambiguïté par les relations
Aa=:cA.,a A^— X^.
On calculera de même les coefficients B,, . . . , Bp relatifs à une seconde racine 6, et ainsi de suite.
Reste à calculer le polynôme entier W (^), dont on connaît déjà le degré ^.
Soient
F rr: M G'"+H' -+- Mi ^'"+^--1 H- . . . , Q=N^'« _|_]\^'«-i 4-....
On trouve par la division '
p-, ^ii ... étant des constantes et R s'annulant pour z = œ. Soit d'autre part
On aura l'idenlité
Divisant par z^ et faisant s = oo, il viendra p == s. Supprimant les deux termes égaux p^f^, sz^^ divisant par zV'~^ et faisant i; = oo, il viendra p< ^ 5, , ....
217. Supposons, en particulier, que Q {z) n'ait que des racines simples et soit de degré m, P (s) étant de degré <; ///. Soit a l'une des racines de Q ; on aura
En second lieu, le poljnome W (z) n'existeia pas. La formule de décomposition sera donc
lu
la sommation s'étendant aux diverses racines a de Q (5). Multiplions cette équation par z et faisons 5 = 00 ;
ayant pour limite l'unité, il viendra
lim
Si P (^) est de degré m — i , le second membre a pour limite
-j^) M et N étant les premiers coefficients de P (^) et de
Si, au contraire, le degré de P {z) est <C tn — i , la limi-te sera nulle, et l'on aura
VARIABLES COMPLEXES. 2l3
IV. — Fonctions algébriques
218. Passons à l'étude des fonctions algébriques, définies par une équation de la forme
OÙ M, , ... , M/i sont des poljnomes entiers en z.
Nous pouvons supposer le polynôme /{u-, z) irréductible, c'est-à-dire non décomposable en un produit de facteurs de même nature; car, s'il était réductible, on n'aurait qu'à étudier séparément les équations obtenues en égalant cliaque facteur à zéro.
Pour chaque valeur particulière de z^ l'équation (i) donnera en général, pour u^ n valeurs distinctes m,, ..., w„. Ce résultat souffre toutefois deux exceptions :
i** Si :; est racine de l'équation M = o, le degré de l'équation en u s'abaisse au-dessous de /?, et une ou plusieurs racines disparaissent.
2° L'équation (i) peut avoir des racines égales. Dans ce cas, le produit
(2) ^■==,\iW'{ui—Uky
est égal à zéro. Or ce produit, étant symétrique par rapport aux quantités Mw», M Mo, . . ., est un polynôme entier en z. L'équation /= o admettra donc n racines distinctes, sauf pour les valeurs de z qui satisfont à l'une des équations
M = o, Nn^O.
Ces valeurs exceptionnelles, en nombre limité, ont reçu le nom de points critiques. Les autres valeurs de z sont des points ordinaires.
219. Soit G un contour continu, fermé, sans point multiple, et laissant à son extérieur tous les points critiques. Les points non extérieurs à G forment un domaine E, d'un seul
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tenant; et si z est assujetti à rester dans ce domaine, à chacune de ses valeurs correspondront n racines Wi, . . . , u,i de l'équation y= o.
Nous allons montrer tout d'abord que, dans ces conditions : 1° les modules |wt |, . . . , | w„ | ne peuvent surpasser un nombre fixe {jl; 2° les modules \u^ — «o h - - -> \ui — Uh\ ne peuvent être inférieurs à un autre nombre fixe v, plus grand que zéro ; 3'' les modules des rapports
âz ' ôui
ne peuvent surpasser un nombre fixe m.
Soit, en eff'et, a le maximum de |;3| dans le domaine E. Tout polynôme entier en^, tel que SA^^', aura son module au plus égal à la quantité fixe
En particulier, N, M, M<, . . ., -^, ""77^' • • • ^^^^ ^^^ Polynômes de ce genre; donc | N |, |M|, [M, |,
'dT
assigner; soit b la plus grande d'entre elles. D'autre part, M est de la forme
K{z — z,)...{z — Zj,),
où ^1, ..., Zp sont des points critiques. Si 0 désigne la distance du contour G au point critique le plus voisin, chacun des modules \z — ^, |, . . . , \z — Zp\ sera au moins égal à 8 en chaque point de E; donc | M | ne peut s'abaisser au-dessous du nombre fixe | A| 8^', que nous désignerons par c. On trouvera de même pour | N | une borne inférieure c' .
Gela posé, soit [jl la plus grande des deux quantités i, — ;
on aura, pour toutes les valeurs considérées de z et pour
• j admettent des bornes supérieures qu'on peut
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toute valeur ç de la variable u dont le module surpasse [ji,
\/{v,z) 5|M||.|«-|MJ|.|-i-...-|M„|
= c\ç\^— 6(|r|'^-»H- |p|'^-2-h...-f-i) > c\ r|«— /l^|('|«-^ = c\ (;|«-i(|r| — |ul)>o.
Ainsi (' ne peut satisfaire à l'équation f=o. Donc les modules des racines | Wj |, . . ., | u„\ ont pi pour borne supérieure commune.
Les quantités |«< — W2|,...,|m/ — Uf(\ auront donc pour borne supérieure 2^. L'équation (2) donne d'ailleurs
d'où, en remplaçant |N| par sa borne inférieure c', et tous les facteurs du second membre, sauf l'un d'eux \ui — u/f\, par leurs bornes supérieures,
Donc I Ui — Uk I a pour borne inférieure la quantité
2{J. \Jc'
Quant à la dérivée partielle
dz — dz ' "^ dz ' "^•••'
elle a pour borne supérieure de son module la quantité
biJ."^-h bix'^-^-h ....
On a enfin
f{u,z) — M{u — Ui)...{u — u„).
Prenant la dérivée partielle par rapport à u et posant ensuite u z= Ui, il viendra
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expression dont le module a pour borne inférieure
Le module du quotient
àfiffn z)Jf{u,,z) dz ' dui
a donc pour borne supérieure la quantité
220. Ces préliminaires posés, choisissons, à volonté, pour chacune des valeurs de la quantité complexe z=^ x -{- yi, une des n racines dey=: o. L'ensemble des racines ainsi choisies sera une fonction U des variables x^ y.
Cherchons à diriger notre choix de telle sorte que celle fonction soit continue.
Nous démontrerons le lemme suivant :
Si deux fonctions \] {^ U2, déterminées comme ci-dessus, sont continues dans tout le domaine E, et ne sont pas identiques, elles ne seront égales en aucun point de E.
En effet, d'après nos hypothèses, |U, — U2I sera une fonction continue de x^ y. D'ailleurs, en chaque point z de E, U< et Uo sont des racines de l'équation /(«, z) = o. Si ces deux racines sont identiques, on aura
Si elles sont différentes, on aura au contraire
Puisque Ui et Uo ne sont pas identiques, il existera au moins une valeur de z pour laquelle le second cas se présentera. D'ailleurs, les valeurs de | Ui — U2 | doivent former un ensemble d'un seul tenant (64). Donc lU, — Uo |, ne pouvant prendre les valeurs intermédiaires entre v et o, ne pourra s'annuler.
Le nombre des fonctions continues distinctes qu'on peul former ne saurait donc surpasser le nombre n des racines de réquationy= o, et, s'il existe n semblables fonctions U,, ..., U,^, les valeurs de ces fonctions, étant constamment différentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de z^ la suite complète des racines de cette équation.
221. Nous allons montrer réciproquement qu'on peut j^rouper ensemble les valeurs de u correspondant aux divers points de E de manière à constituer n fonctions continues distinctes U<, . . . , U/^.
Dans la démonstration de cette proposition, il nous sera permis de supposer que C est un contour polygonal. En effet, nous savons qu'on peut déterminer un contour polyj^onal ^\ sans point multiple, contenant G dans son intérieur et dont tous les points soient à une distance de G moindre que S. Tous les points critiques seront encore extérieurs à ce contour ^ . Or, si le théorème est vrai pour le contour ^, il le sera évidemment pour le contour intérieur C.
Si le théorème est vrai pour deux contours polygonaux ^& ^= z^az^z-Q^ ^" z=^ z^z^bzQ ayant un côté commun z^Zi {fis- '^)') ^^ ^^ sera pour le contour polygonal <!' = z^az^ bz^ résultant de la réunion de leurs autres parties.
Fis:. 3.
Soient, en effet, U'^, ..., U,^ les n fonctions U relatives au contour ^'; U'^', . . ., UJ^ les n fonctions relatives à ^". Posons
'-yo:
Zi=z a^i-h lYx'
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Un point z- situé sur la ligne ^o^i aura pour coordonnées
^ = ^0+ {•ri — j^o)t, y = yo-^ (ri— jo)^
/ désignant le rapport des distances zZq et ^, ^o-
Si le point z =zx-{-yi décrit la ligne ZqZ, t variera de o
à I , et ^, j^ seront des fonctions continues de t.
Les valeurs des diverses fonctions U'^, . . ., U,'^ au point :;o
sont les diverses racines ii\^ . . ., il\ de l'équation
Il en est de même pour les fonctions U^, . . ., U"^. On pourra associer une à une ces fonctions aux précédentes, en joignant ensemble celles qui prennent la même valeur en 5o.
Soient, par exemple, U^- et U^- les deux fonctions qui prennent la valeur «)•. Ces deux fonctions seront égales le long de la ligne z^z^.
En effet, U'^ est continu par rapporta x^ y qui, sur la ligne ^o-s<, sont des fonctions continues de t. Donc, le long de cette ligne, U^- est une fonction continue de t, 11 en est de même pour U^- et, par suite, pour | U". — U^|.
La quantité ^, variant de o à i, parcourt un domaine d'un seul tenant. Donc | U'j — U'^ | jouit de la même propriété. Or U^-, U)- sont, en chaque point ^, des racines de l'équation y (m, ^) = G. On a donc, ou | U^' — U^ | = o si ces racines sont identiques, ou | U'^- — U'^|^v si elles sont différentes.
Ce dernier cas ne peut se présenter, car, | U^ — U^ | étant nul au point z^ et ne pouvant prendre les valeurs intermédiaires entre o et v, l'ensemble de ses valeurs ne serait pas d'un seul tenant.
Cela posé, considérons une fonction U/ égale à U', dans l'intérieur de ^' et sur sa frontière, à \]\ dans l'intérieur de ^" et sur sa frontière. Cette fonction sera évidemment continue dans l'intérieur de ^i*.
En faisant successivement i = i , ..., /i, on aura les n fonctions demandées.
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On peut, au moyen de ce lemme, ramener la démonstration du théorème au cas où le contour ^i? est contenu en entier dans un cercle de rayon «< s décrit autour d'un de ses points comme centre, £ étant une quantité que nous pourrons choisir aussi petite que nous voudrons.
On peut, en effet, au moyen de diagonales, décomposer l'intérieur de ^S en une suite de triangles T,, To, . . ., ayant chacun un côté commun avec le suivant. Si le théorème est vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatère formé par Ti et To, puis pour le pentagone formé parT,, T2, T3, et ainsi de suite.
Considérons donc un de ces triangles T. On peut le décomposer par une série de parallèles à la base, distantes les unes
des autres de moins de -? en une série de tranches; il suffira
d'établir le théorème pour chacune d'elles.
Subdivisons enfin la tranche considérée par des perpendiculaires à la base, distantes de moins de -; on la partagera
ainsi en éléments, dont chacun sera un carré de côté - ou une
partie d'un semblable carré; et il suffira d'établir la propriété pour chacun de ces éléments et, a fortiori, de l'établir pour un cercle de rayon s ayant son centre en un point de cet élément, car l'élément tout entier lui sera intérieur.
222. Or on sait, par la démonstration que nous avons donnée pour l'existence des fonctions implicites (193), que, pour tout point ^0 du domaine ^ et pour toute racine u] de l'équation y(w, 5o) = o, on peut déterminer un nombre p/ tel que, dans un cercle de rayon p/ décrit autour de Sq comme centre, il existe une fonction U/ de la variable complexe z^ satisfaisant à l'équation y(//j ^) = o et se réduisante u\ pour
Z=zZq.
On pourra donc déterminer une quantité p telle que, dans un cercle R de rayon p décrit de Zq comme centre, il existe n fonctions U<, . . . , U,i de la variable complexe z^ satisfai-
sant à l'équation y(«, z) = o. Il suffira pour cela de prendre p égal à la plus petite des n quantités p, , . . . , p^.
Il est clair que, si cette propriété appartient à un cercle K, elle appartiendra a fortiori à tout domaine contenu dans ce cercle.
Si donc il existe un point Zq, tel que celte propriété appartienne à tout cercle décrit de ce point comme centre, quel que soit son rayon, on n'aura qu'à prendre ce rayon assez; grand pour en conclure que cette propriété appartient au domaine E, ce qu'il s'agit de démontrer.
Dans le cas contraire, les rayons des cercles décrits autour de :;o et jouissant de la propriété demandée admettront un maximum r fini, mais différent de zéro. Aucun cercle de rayon >> /• ne jouira de la propriété demandée; mais tout cercle de rayon r — X en jouira, quelque petit que soit X.
A chaque point z = x -\- iy de E correspond ainsi un nombre /• unique et déterminé, lequel sera une fonction de
Cette fonction est continue. Soient, en effet, /' et r' ses valeurs pour deux points voisins z et z -\- h. Décrivons de z -j- h comme centre un cercle de rayon r — ). — \h\. Ce cercle sera contenu dans le cercle de rayon /• — X décrit autour de z. On pourra donc y déterminer les n fonctions Ui, . . . , Un', donc son rayon ne pourra surpasser /'', et l'on
aura
et, en faisant tendre À vers zéro,
On trouvera de même
Donc I /•' — r\ sera ^ | A | et tendra vers zéro avec h.
La fonction r étant continue, toujours positive, admet dans E un minimum e qu'elle atteint, et qui sera nécessairement > o. La détermination des fonctions Ui, ..., U/i pourra
dfiUn
dz
donc se faire dans tout cercle de rayon << s, quel que soit le point de E qui sert de centre ; ce que nous voulions démontrer.
On voit, en outre, par cette analyse, que les fonctions U,, ..., U/i sont des fonctions synectiques de z et que leur dérivée en chaque point est donnée par la formule
d\]i _ dz ~ __^
223. L'une quelconque U/ des n fonctions dont l'existence vient d'être établie est entièrement définie dans E par la connaissance de sa valeur initiale ii\. Proposons-nous de calculer la valeur vi qu'elle prend en un autre point Ç de E, Nous savons déjà que vi est une des n racines de l'équation y(w, Ç) = o; mais il nous faut assigner un caractère qui permette de la distinguer des autres.
A cet effet, traçons dans E une ligne rectifiable quelconque L joignant les points Zq et Ç; soit / la longueur de
cette ligne. En intégrant la dérivée —r^ le long de cette ligne,
ctz
on aura
dz
est au plus égal à m, on en déduit
Si / << — > cette inégalité suffira pour distinguer la racine Vi des autres racines àef{u^ t) = o. Car soit ç^ une de celles-ci, on aura
et par suite
I ^^k- w? 1 1 1 ^k— iV I - I *'/ - "? I > ^ ^-
Si ly — ) on partagera L par des points de division intermédiaires ^,, :;.), ... en arcs dont chacun soit << - — ? et
l'on calculera successivement les valeurs que prend L/ en chacun des points z^^ z.j,^ . . . , Ç.
Soit maintenant
une ligne continue quelconque L ne passant par aucun point critique, et soient Zq = Xq-\- iyo, Ç = ^ -f- «rj les extrémités de cette ligne, ^o et t les valeurs correspondantes de t. On pourra déterminer pour chaque valeur de l'indice i, et d'une seule manière, une fonction continue Ui de la variable ^, satisfaisant tout le long de L à l'équation
et se réduisant à u^ pour t ^ Iq.
En effet, supposons d'abord que L soit contenu en entier dans le domaine E formé par les points non extérieurs à un contour G fermé, continu, sans point multiple et laissant à son extérieur tous les points critiques. On peut déterminer dans ce domaine, comme on l'a vu, une fonction U/, continue par rapport à x^ y, satisfaisant à l'équation /(«, ^) = o et se réduisant à u^ pour z = Zq. Le long de la ligne L, ^, y sont des fonctions continues de t. Les valeurs successives de L'^le long de cette ligne fourniront donc une fonction Ui de la variable t satisfaisant à l'énoncé.
Cette fonction est unique. En effet, s'il existait une autre fonction Çi de même nature, \ ui — wi\ serait une fonction continue de t. Les valeurs de t comprises entre ^o et t formant un ensemble d'un seul tenant, il en est de même des valeurs correspondantes de | ui — Çi\. D'ailleurs, «^ et (^^ étant des racines de l'équation /(w, ^) = o, | Ui — Çi\ sera nul ou^v suivant que ces racines seront identiques ou non (219). Enfin, cette expression est nulle pour z = Zq', donc elle
devra l'être tout ]e long de L, pour que l'ensemble de ses valeurs soit d'un seul tenant.
Remarquons d'ailleurs que la valeur finale de w/au point t^ ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la fonction U^ . Cette valeur finale resterait donc la même si l'on remplaçait la ligne L par toute autre ligne continue U ayant les mêmes extrémités, et également contenue dans E.
Supposons au contraire qu'il n'existe aucun contour de l'espèce G dans l'intéuieur duquel la ligne L soit contenue tout entière. On pourra lout au moins décomposer cette ligne en arcs partiels dont chacun soit renfermé dans un semblable contour.
Soient en effet t! ^ t" deux des valeurs de t] z' ^ z" les valeurs correspondantes de z. On s?it qu'on peut, quelle que soit la qu^mtité £, déterminer une autre quantité o telle que l'on ait toujours
|:;"-^'|<£, si \t"-t'\<à.
Prenons pour £ une quantité moindre que la plus courte distance de L au point critique le plus voisin. Si nous subdivisons l'intervalle Iq'z par des points intercalaires Z^, tof ... en intervalles t^t.^. . . ., thth^^^ . . . d'étendue <C 5, tous les points de l'arc ZkZ^^^^ par exemple, auront des distances mutuelles << £. Ils seront donc contenus en entier dans un cercle C/f de rayon £ décrit autour de l'un d'eux, lequel cercle laissera à son extérieur tous les points critiques.
Gela posé, il existe le long de l'arc IqÙ^ une fonction continue de t satisfaisant 'd/(u^ z) = o et prenant pour t = tolâ valeur initiale wj* ; on pourra déterminer sa valeur finale iij pour t =^ ti. Il existe de même le long de ^, t.2 une fonction analogue ayant pour t = tt la valeur initiale wj ; et l'on pourra déterminer sa valeur finale uj pour t=z to- Continuant ainsi et réunissant ces fonctions successivement obtenues, on constituera une fonction Ui définie tout le long de L; sa valeur finale Vi sera une racine déterminée de l'équation /(m, Ç)=:o.
On voit par celte analyse que, lorsque z décrit la ligne L, les racines de réqualion/( w, z) =. o varient chacune d'une manière continue, et passent des valeurs initiales u\^ . . ., m" aux valeurs finales (^, , . . . , Vp.
Il est clair que si z décrivait L en sens contraire, de Ç à Zq^ ces racines repasseraient chacune par la même série de valeurs et reviendraient respectivement de c^, ..., v„ à
225. Supposons que ^, au lieu de décrire la ligne L, suive une autre ligne L', joignant également Zq à Ç. Les racines de l'équation f{u^ z) = o, variant d'une manière continue, passeront des valeurs initiales m", ..., //" à des valeurs finales v\^ ..., v[^. Ces nouvelles valeurs seront, comme r<, ..., ç,ij les racines de l'équation /(«, Ç) ^ o. Elles seront donc identiques à ces dernières, à L'ordre près. Si cet ordre est le même, nous dirons que les deux chemins L et \J sont équivalents; mais on conçoit que cet ordre puisse au contraire être changé, et nous verrons plus tard qu'en prenant pour valeur initiale une racine donnée ii\ de/(«, ^,)) = o, et choisissant convenablement^ la ligne L', on peut ol)tenir comme valeur finale l'une quelconque des racines de
226. On peut, comme on va le voir, réduire un chemin quelconque allant de -îq à s à un chemin tjpe qui lui soit équivalent.
Désignons par L un chemin fixe choisi à volonté de ^^ à Ç; par L~^ le même chemin décrit en sens contraire de X^ à ^o; un autre chemin quelconque \J allant de ^o à Ç sera équivalent au chemin UL^'L.
En effet, lorsque z parcourt L', ui passera de la valeur initiale u\ à une valeur finale r; lorsque z parcourt ensuite L~', Ui passera de la valeur v à une valeur u^ \ il repassera de ;/" à V lorsque z parcourra L. La valeur finale sera donc la même que si l'on s'était borné à faire le premier trajet L'.
Or UL~* est un contour fermé ramenant z à sa A^aleur initiale ^0*
Donc tout chemin tracé de Zq à'Q écjuivaiU à un contour fermé L'L^' = G suivi du chemin L. 11 ne nous reste donc qu'à étudier la réduction des contours fermés.
227. A cet effet, traçons, à partir de chacun des points critiques a, a,, . . ., une ligne continue, sans points multiples, s'étendant jusqu'à l'infini. Nous donnerons à ces lignes a(3,a,j3i, ... le nom de coupures. ^oyxsXes supposons menées de manière à ne pas se rencontrer; à cela près, leur tracé est arbitraire.
11 est permis d'admettre que le contour G à étiidier ne rencontre ces coupures qu'en un nombre limité de points. En effet, on peut, si cela est utile, choisir pour coupures des lignes droites. D'autre part, si nous décomposons, comme au n" 224, la ligne G en arcs ZqZ^^ . . ., z^zj^^^^ . . . assez petits pour que chacun d'eux, tel que z^z^^i^ soit contenu dans un cercle G;^ ne contenant aucun point critique, les valeurs de ui aux points successifs Zo, Zi^ ... et enfin sa valeur finale seront évidemment les mêmes, qu'on suive la courbe G ou le polygone inscrit P = ^o^i . . •• Ge contour polygonal est donc équivalent à G et peut lui être substitué au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les coupures qu'en un nombre limité de points.
228. Gela posé, si G ne traverse aucune coupure, on pourra (Jig. 4) l'envelopper par un contour fermé G sans point multiple dont la distance à G soit partout moindre que celle de G à la coupure la plus voisine, et ce contour G ne contiendra évidemment aucun point critique. Soit U/ la fonction de z déterminée dans G par l'équation /{u^ z) = o et la valeur initiale u*^ pour z = Zo', ui étant égal tout le long de G à U/, qui n'a qu'une valeur en chaque point de l'intérieur de G, reviendra à sa valeur initiale en même temps que z. Le contour G est donc équivalent à zéro.
Si C traverse m fois les coupures, il équivaut à m contours successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En
effet, soient/) {fig- 5) le premier point d'intersection qu'on rencontre en suivant le contour G; /?' le second; q un point
Fig. 5.
de G intermédiaire entre p et p' . Joignons ^ à ^o par une ligne qui ne traverse aucune coupure. Le contour
Ç, — Zç,pqp'zç,
équivaut évidemment au suivant,
z^pq.qz^q.qp' z^, lequel se compose :
1^ Du contour fermé G, = ^opq Zq qui ne traverse les coupures qu'au seul point/?;
2° Du contour fermé C'= ZQqp' Zq, qui ne les traverse que m — i fois.
Si /?i > 2, on appliquera à G une décomposition analogue et l'on arrivera enfin à montrer que C est équivalent à Ci C2 . . . Cm, les contours C, , . . . , C,n ne traversant chacun les coupures qu'en un seul point.
229. Considérons un de ces derniers contours C,, traversant en un point p la coupure aji correspondant au point critique a. Traçons autour du point a un cercle d'un rayon arbitraire assez petit pour laisser à son extérieur tous les autres points critiques.
Joignons ce cercle au point Zq par une ligne déterminée c/Zq
qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut être choisie, d'ailleurs, arbitrairement.
Supposons le contour C, décrit dans le sens de la flèche. La portion Zq^p de ce contour est évidemment équivalente à z^qnmp^ car on peut envelopper le système de ces deux lignes par un contour ne contenant aucun point critique. Par la même raison, p Ssq est équivalent à/>m Iqz^. Donc, le contour total G, équivaut au contour z^qnnipinlqzQ ou, en
supprimant dans ce dernier la ligne mp^ décrite deux fois de suite en sens contraire, au contour z^qnmlqz^.
Ce dernier contour, formé de la ligne z^ q^ du cercle qnmlq et de la ligne de retour qzQ^ est entièrement déterminé. Nous l'appellerons le contour élémentaire (ou le lacet) correspondant au point critique a.
Si le contour G| était décrit dans un sens contraire à celui que nous avons supposé, il serait équivalent au même lacet, décrit en sens inverse.
Nous avons donc ce théorème :
Soit L une ligne déterminée joignant Sq à Ç; soient d^ autre part F, F,, ... les lacets correspondant aux divers points critiques a, a,, ..., ces lacets étant décrits dans le sens direct, c^ est-à-dire de manière que dans le mouvement on laisse à sa gauche V intérieur du petit cercle ; F~*, F~', ... les mêmes lacets, décrits dans le sens rétrograde. Tout chemin U , joignant Zq à Ç, sera équivalent à une combinaison des lacets F, F,, ..., F~*, Fy^, ... suivie du chemin L.
230. Lorsque ^, partant de la valeur initiale ôq, parcourt un lacet F (ou tout autre contour équivalent), la fonction «/, qui correspond à la valeur initiale wj, prendra une suite de valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche ; nous trouverons comme valeur finale une quantité wj, qui sera, comme la valeur initiale «y, une racine de l'équation f{u^ Zq) = o. En faisant un calcul analogue pour chacune des racines w^ prise comme valeur initiale, on retrouvera, comme valeurs finales, la même série de quantités, dans le même ordre ou dans un ordre dilTérent.
Le même contour, décrit dans le sens rétrograde, conduira réciproquement de la valeur initiale wj à la valeur finale ;/".
Supposons qu'on ait fait tous les calculs nécessaires pour établir la correspondance entre les valeurs initiales et les valeurs finales des ui pour chaque valeur de i et pour chacun des lacets F, F,, ....
Supposons qu'on ait fait également les calculs nécessaires pour déterminer la valeur finale vt que chaque fonction ui prend au point Ç lorsque z parcourt la ligne L.
On pourra dès lors, sans nouveau calcul, déterminer la valeur finale de ui^ lorsqu'on se rend de Sq à Ç suivant une ligne quelconque U . En eflet^ on voit immédiatement, à la seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de lacets qui, suivie du chemin L, équivaut à L'.
Supposons, par exemple, que L' soit équivalent à rFjL.
On sait, par les calculs précédents, que, lorsque z parcourt r, la fonction à étudier passe de la valeur initiale u] à une valeur finale connue ul. On sait de même que, lorsque z parcourt ensuite F,, la fonction définie par la valeur initiale u\ acquiert une valeur finale connue lâ, . Enfin, lorsque z parcourra L, la fonction passera de la valeur initiale «" à la valeur finale vi.
231. Désignons par E l'ensemble de tous les points du plan à l'exclusion des coupures. Soient z^ un point fixe et Ç un autre point quelconque, tous deux situés dans ce domaine. Lorsque z se rend de ^o à ^ sans sortir de ce domaine, celle des racines de l'équation f{u^ 5) = o, dont la valeur initiale était u]^ prendra en 'Ç une valeur finale p/, racine de l'équation /(w, V) = o, et indépendante du chemin suivi par z, 11 résulte d'ailleurs de l'analyse précédente que vi est une fonction synectique de Ç. On voit donc qu'il existe, dans le domaine E, n fonctions synectiques Uj, ..., U„ de z^ satisfaisant à l'équation f{u^ z) = o et caractérisées chacune par la valeur qu'elle prend pour z = Zq.
Mais ces fonctions, nettement séparées dans le domaine E, cessent de l'être si z devient libre de traverser les coupures (sans toutefois passer par les points critiques). Supposons, en effet, qu'en décrivant le contour élémentaire correspondant à la coupure a[^, par exemple, u passe de la valeur initiale ii'^ à la valeur finale wj.. Si z se rend de ^0 à Ç par un chemin qui traverse la coupure aj3, u passera de la
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valeur initiale «J à une valeur finale qui ne sera plus Çiy mais i'/f.
Si donc ^ n'est assujetti dans sa variation à aucune restriction (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), nous devrons considérer les fonctions Uj, ..., l],i comme appartenant à un même système analytique, que nous appellerons la fonction algébrique u définie par l'équation y(w, ^) = o; à chaque valeur de z correspondront n valeurs différentes de u.
Nous dirons que Li, . . ., L,; sont les brandies ou les déterminations de cette fonction dans le domaine de E.
Cette répartition des valeurs de la fonction algébrique u sur des branches distinctes Uj, ..., U„ sjnectiques dans le domaine E a l'avantage de permettre l'application des théorèmes établis précédemment pour les fonctions synectiques. Mais cette distinction est artificielle; car elle dépend du tracé des coupures, qui est arbitraire.
V. — Transcendantes élémentaires
232. Les transcendantes les plus simples sont celles auxquelles on se trouve conduit en cherchant à intégrer les fractions rationnelles.
Une semblable fraction est une somme de termes entiers
tels i\wç, Kz^^ et de fractions simples telles que — •
Or A^'" est la dérivée de — ^^ . La forme générale de ses
intégrales sera donc
h const.
C'est un polynôme entier.
D'autre part, si aï >> i , ^ est évidemment la dérivée
de — ; — -: et la forme générale de ses intée^rales
(I — n){z — ay^-^ ^ ^
sera
; r -h COnSl.,
expression rationnelle.
Il reste à trouver les fonctions primitives des fractions
simples de la forme
233. Logarithme. — Supposons qu'on ait trouvé une fonction primitive f{z) de la fonction -• Les fonctions pri-
mitives de seront évidemment
Af{z — a) -+- const.
On n'a donc qu'à chercher une fonction f{z) ayant pour
dérivée - et satisfaisant par suite à l'équation
La fonction - étant sjnectique dans tout le plan, à l'exception du point critique ^ = o, nous savons d'avance (202) que, dans l'intérieur de tout contour fermé G qui n'enveloppe pas ce point, on pourra déterminer des fonctions synectiques/" satisfaisant à cette équation.
Pour obtenir l'expression de ces fonctions, désignons par p le module de z, par es l'un de ses arguments, de telle sorte
qu'on ait
z := p (coscp -h / sincp).
Changeant p et cp en p + dp, cp + d'j>, il viendra
dz =: dp (ces© -+- i sincp) -+- p dcD ( — sincp -4- t coscp), d'où
d/=^ — = — ^ -\- i dcD =z d Logo -{- l do
et par suite
/= Logp-h f 9 4- const.
Supposons la constante nulle; nous aurons
(0 /=LogpH-icp.
r.a quantité z a une infinité d'arguments ; cp' désignant l'un d'eux, leur formule générale sera
k étant un entier positif ou négatif.
L'expression Logp + ^cp, trouvée ci-dessus, admet donc pour chaque valeur de z une infinité de valeurs
Logo -\- f (?'h- 2/1-71).
On les nomme les logarithmes de z^ et on les représente par log^.
En donnant successivement à cp les diverses valeurs dont il est susceptible, on obtiendra une infinité de fonctions distinctes
/o=Logp-+-«9',
/a.= Logo + «(9'+ 2Â-7:),
dont chacune sera sjnectique à l'intérieur de C.
Cela posé, par le point critique ^ = o, traçons une coupure arbitraire (par exemple, une demi-droite faisant un angle donné ). avec l'axe des x\ et considérons le domaine formé par tous les points du plan, à l'exclusion de cette coupure.
Soit z un point de ce domaine, et prenons pour cp' celui de ses arguments qui est compris entre X et À — iiz. Il est clair que p et cp' sont entièrement déterminés en chaque point z.
Chacune des fonctions fk a donc une valeur unique et déterminée pour chaque valeur de z\ elle a d'ailleurs pour
dérivée -5 qui est continue; elle est donc sjnectique.
Mais il en est autrement si l'on cesse d'astreindre z à ne pas traverser la coupure. Supposons, en effet, que z décrive dans le sens direct un contour fermé sans point multiple
entourant le point critique ^ = o. Lorsqu'il reviendra à sa valeur initiale So, son argument se sera accru de 2tu et, au lieu de la valeur initiale
//t=Logpo-H «(©o + 2A-7r), on aura comme valeur finale
/^.H-i== Logpo-H f [cp'o + 2( A^ -+- i)7r].
Donc/o, ...,/a, ... considérées dans tout le plan (à l'exclusion du point critique :; = o) ne sont pas des fonctions distinctes, mais des branches d'une même fonction, qu'on représente par log^.
Ces branches se permutent circulairement par une rotation autour du point z = o.
Soient
z = p(cos9 -f- f sino)), z^z= pi(coscpi H- « sincp,),
d'où
\ogz = Logp -\- io, log5i = Logp,H- icDi.
On en déduit
log^ + logsi = Logp -I- Logpi -f- i{(û + 9i) = Logppi -i- ^(9 4- 91)-
Or ^p^ est le module, et cp H- cp, l'un des arguments de zzt. Donc le second membre de cette équation est l'un des logarithmes de zZf. Les autres ne diflerent de celui-là que de multiples entiers de 'âtzL On aura donc
{2) legs 4- log-3i= log^:;i+ 2A-7rf,
l'entier A" dépendant du logarithme choisi.
23o. Exponentielle. — Nous désignerons par e^ la fonction inverse de log^, définie par l'équation
logw=:^.
Soit z = a; -\- iy, m = p(coscp + / sincp). On aura, pour
déterminer p et cp, les équations
Logp = a?, 7 = 9.
La première équation donne p = e-^, e^ désignant la fonction de X inverse de Log^, et définie au n*^ 116. On aura, par suite,
(3) e^nr w = e^ (cosj' -r i'sinj)/').
Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle prend toutes les valeurs possibles, zéro excepté. Quand x tend vers — 00, elle tend verso. Quand x tend vers +00, elle tend vers 00, mais de telle sorte que son argument y reste indéterminé. Enfin, si x restant fini y tend vers 00, elle ne tend nécessairement vers aucune limite déterminée.
Elle a d'ailleurs pour dérivée
(logw)
donc
Soient
ly, ^i — ^i-^ lyx
on aura
(5) e-e=^>=r e^+-^i[cos(/ + Ji) -+- « sin(/ -H/i)] = ^' Remarquons enfin qu'on a
j <?2î^îr=:cos2 7r + i sin27r = I,
( 7 ) f;Z+kTZi — qZ ^ICKi — ^_ J )A- çZ^
Donc e^ ne change pas quand on accroît z d'un multiple de 2 7ti; on énonce cette propriété en disant que la fonction Qsl périodique et que sa période est iTzi.
236. Puissances. — INous définirons l'expression z'"-^ z et m désignant deux nombres complexes quelconques, dont le
premier n'est pas nul, par l'équation
Soient m = y.+ ^l, z = pfcoscp -h /sincp); il viendra
5'"= e^^+.S') [Logp-i-/(Ç+2/tU)]
_- ^aLogp— P(?+2A-7l)+i[PLogp+a(ç+2/iU)]^
Le module M et l'argument <I> de z^"- seront donc donnés par les formules
(8) ]y[ _gaLogp-P(cp+2/t7r)^
(g) <ï> = jSLogp -h a(cp + 2A-7r) + 2A-'7r.
Si p n'est pas nul, à chaque valeur de k correspondra une valeur différente de M, et z"^ aura une infinité de valeurs distinctes.
Si j^ = o, M n'a plus qu'une seule valeur; toutefois, si a est irrationnel, aux diverses valeurs de k correspondront autant de valeurs de ^, ne différant pas les unes des autres de multiples de 2tc, et fournissant par suite autant de valeurs distinctes pour z'"^.
Si, au contraire, a est un nombre rationnel — > deux va-
leurs de k qui diffèrent de multiples de q donneront la même
valeur pour ^"^ Cette expression n'aura donc que q valeurs
distinctes, correspondant à A" = o, i , . . ., q — i .
Dans ce cas, l'expression 3"*= u sera racine de l'équation
algébrique
U.1 — zP ;
car, en élevant les deux membres de l'équation
-log-
à la puissance q^ il viendra
Or, si p est positif, le second membre de cette équation est
le produit de p facteurs égaux à e'"^^ ou à ^ ; si p est un
nombre négatif — p\ ce sera le produit de />' facteurs égaux
Lorsque m est réel et z positif, l'un des logarithmes de :;, Log5, est réel, et l'une des valeurs de z'", e'"Log:;^ ^^^ réelle.
On a, p étant le module et C5 l'un des arguments de
log z =z Logp H- / cp -f- 2 A" 71 f
et, par suite,
i" Soit z' une autre quantité ayant le module p' et un argument o' ', on aura de même
rr' m —— o'inikl'Ki gW(Log p/-i-/op')
d'où
K. étant un entier, égal à A + k' — k" . 1^ On aura, d'autre part,
^m' -_- gim' kfTZi ^mf (Log Çi+i:p)
d'où
3^ Enfin z"^ aura, pour l'un de ses logarithmes,
2 mk TT « 4- m{ Log g -h io).
Donc
D'ailleurs,
Donc, enfin,
^ni/nf — — pimm'kif'Ki ^m/n' (Log p-f-iç)
/n \/n' — fr/iim' p[(k kl''jm-\-kl]2m''Ki
t238. Supposons z variable; l'expression
sera une fonction de fonction de z qu'il est aisé d'étudier.
Traçons, à partir de l'origine des coordonnées, une coupure rectiligne, faisant l'angle A avec l'axe des x. Dans tout le reste du plan, les diverses valeurs de log^ peuvent être réparties en branches sjnectiques : w, étant déterminé sans ambiguïté en fonction de log5, jouira de la même propriété. Si l'on adopte, pour cp, celui des arguments de z qui est > X, mais << 2 7r4-À, ces diverses branches correspondront aux diverses valeurs qu'on peut donner à l'entier k dans la formule (lo).
Il est aisé de voir comment ces diverses branches se permutent entre elles lorsque z décrit, un contour fermé entourant le point critique o. Supposant ce contour suivi dans le sens direct, le module de z reviendra à sa valeur initiale ; mais son argument se sera accru de air. On aura donc passé de la valeur initiale
à la valeur finale
239. La dérivée de z'" se trouvera en dérivant l'équation qui définit cette fonction. On trouve ainsi
Mais
i 1 — p— logs .
donc
Cette expression peut s'écrire >
(i4) . {z"^)'=:mz"'-'y o
à la condition d'adopter, pour le calcul de ^3'"', la même valeur de log^ que pour celui de z"*^.
240. Cherchons enfin si z"^ tend vers une limite lorsque 5 tend vers zéro ou vers oo.
Posons
^ = p(cos(p 4- « sincp), wr=ra-|"[3f;
le module M et l'argument <I> de g'" seront donnés par les formules (8) et (9).
Si |3 n'est pas nul, il est clair que, de quelque manière que 0 varie, on peut faire varier simultanément o de telle sorte que M prenne une suite de valeurs entièrement arbitraire ; donc z"^ ne tendra vers aucune limite déterminée.
Supposons, au contraire, que |j soit nul, ou que cp soit astreint à rester compris entre deux nombres fixes.
Soit d'abord a >> o. Si z (et, par suite, p) tend vers zéro, Logp tendra vers — oc, M (et, par suite, z"'-) vers zéro. Si z tend vers oc, Logp et M tendront vers +00; z"^ tendra donc vers 00, mais sans que son argument <I> tende nécessairement vers une limite.
Si a <; o, le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers o, z^^ tendra vers 00, sans que son argument tende nécessairement vers une limite ; mais, si z tend vers 00, z"^ tendra vers zéro.
Enfin, si a est nul ainsi que j^, on aura constamment
M = i, 0 = 2A7r, d'où z'^^i,
241. Fonctions trigonométriques. — Si, dans l'équation (3), qui définit e^, nous posons ^ = o, il viendra
(i5) e^y =2 cos y -^ i ûï\ y ^
et, en changeant le signe de y,
(16) e~"'^=:cosjK — is'iny
On en déduit
(17) cosy=: , siny = —.
Ces formules, établies dans le cas où y est réel, pourront servir de définition à cosy et sinj^, lorsque cette variable est complexe.
Quant à tangj^ et coiy, elles continuent à être définies par les formules
/ ox sin r I
(18) lan2:r = ^ = •
cosy coij
Ces fonctions n'ont qu'une seule valeur pour chaque valeur de la variable. Les deux premières seront sjnectiques dans tout le plan; mais tangj* et coly deviendront respectivement infinies pour les valeurs de y qui annulent cosj^ ou sinjK.
Toutes les formules de la Trigonométrie subsistent pour les valeurs complexes de la variable, car elles se déduisent des suivantes :
sin(o) = o, cos(o) = i,
TT
sin — -^ I , cos — = o,
sin( — a) ■:= — sina, cos( — a) ^= cosa^
sin(« -h 6) == sin« cos^ -h cos a sine,
cos((2 -+- b) z— cosa cosb — sina sinb,
dont on peut vérifier immédiatement l'exactitude en substituant aux lignes trigonométriques leurs expressions en exponentielles.
On vérifie de même les formules
(sin^)'= cos^, (cos5)':r=: — sin^,
d'où
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242. On a, d'après les formules d'addition, sin(^ -+- iy) = sin^cosf r -h cos^ ?,\niy
e-y-^ey . ey—e-y
= sin^ h i 0,0% X j
cos(^ H- f'y) :r= cos^r cos iy — sin^ sin^jK
e-y^ey . . ey—e-y
= cos^- i %\nx •
Ces expressions ne peuvent s'annuler que si leur partie
réelle et leur partie imaginaire s'annulent séparément. D'ail-
, e-y ^ ey . . .,. i-^, , ,
leurs est toujours positif et dînèrent de zéro ; en
outre, sin^r et cos.r ne peuvent s'annuler à la fois ; donc sin(;r + iy) ne s'annule que si l'on a
ey—e-y sinjc=:o, =^^1
d'où
et cos(:r + iy) ne s'annulera que si l'on a
ey—e-y
cos^ = o, = o,
d'où
, ey^e-y j ey—e-y
bi y tend vers oo, tendra vers + oo, et
vers -h 00 ou vers — oo, suivant que y sera positif ou négatif. Donc sin(^ -h iy) etcos(x -h iy) tendront vers oo; mais leur argument dépend de x et ne tendra pas nécessairement vers une limite.
Si jKi'estantfini, x tend vers oo, sin(^ + iy) etcos(^ + iy) resteront, au contraire, finis, sans tendre nécessairement vers une limite.
243. Tout produit de sinus et de cosinus peut être transformé en une somme de sinus et cosinus. Il suffit, pour cela,
VARIABLES COMPLEXES. 2^i
de remplacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponentielles, d'effectuer les multiplications et de revenir ensuite aux lignes trigonométriques.
Proposons-nous, par exemple, d'exprimer sin'^*:; en fonction des sinus et des cosinus de z et de ses multiples (m étant supposé entier). On aura
Associons ensemble les termes à égale distance des extrêmes ; il viendra :
Si m est impair,
[■ / X fn(77i — i) . , , n sm m z — m sm {m — '2)z -\ ^^ ^sin(m — 4)^— ... ;
si m est pair,
(2f)'" sin'"^r= 2 ces m 5 — 2m cos{m — 2)5
m{jn — \)
-j_ 2 ^cos(w — [\)z — ...
On aura, de même,
2'"cos'"^ = (e'-4- e~^-Y^r= e"'^--\- me^"^-^^^--\- . . . et, en associant les termes deux à deux,
2'"cos'"^ _- 2(,Qg mz -^ 2m cos{m — 2)^ 4-. . .. Cette série se terminera, si m est impair, par un terme en
cos
Z] SI m est pair, par un terme constant
244. On peut réciproquement exprimer cos/nz et sin niz J. — I. 16
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en fonction de sin^ et de cosz. On a, en effet,
cosm:; 4- /sinm^ = e'"'^=- {e''y"=z (cosz H- « sins)'",
d'où, en développant par la formule du binôme et égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires,
cosmz =:z cos'"^ cos'"~"-^ sin'^
Remplaçant dans ces formules sin^^ par i — cos-:;, ou réciproquement, on voit :
i" Que cosmz s'exprime par un polynôme de degré m en coss;
2° Que sinmz est un polynôme de degré m en sins si m est impair; que, si m est pair, sinm^ sera égal au produit de cosz par un polynôme de degré m — i en sinz.
245. Soit m un entier impair quelconque ; on aura, comme nous venons de le voir,
sinmz =:/(sinz),
/ désignant un polynôme de degré m. Il est aisé de mettre ce polynôme sous forme d'un produit de facteurs.
En effet, sinmz s'annule pour les m valeurs suivantes de z,
,71 , m —- ] TZ
m 2 ni
auxquelles correspondent autant de valeurs distinctes pour
sinz.
On aura donc
. . / sin^^ \ / sin'z \ sinmz=iAsmz/ i \'-"/ i \'
A désignant un facteur numérique.
Pour le déterminer, donnons à z une valeur infiniment petite. Le premier membre de l'équation précédente aura pour valeur principale mz et le second As. Donc A = m.
Changeons z en — ^; l'équation deviendra
sm^* — m
sin'
2i6. Arc tajngrnte. — La fonction u = arc tangs, inverse de la tangente, sera définie par l'équation
tanffM
ou
On en déduit
h iz i — z
I IZ l ^ Z
(19) u=: i-.iog^^-^ = J_.[log(/— ^)_]og(f + ^)-h2A-7r«"].
Pour chaque valeur de s, les logarithmes ont chacun une infinité de valeurs, difierant de multiples de 27zi; u aura donc une infinité de valeurs différant entre elles de multiples de TT.
Les valeurs z = zt: i font exception. Pour chacune d'elles, l'un des logarithmes devient infini, et il en est de même de u.
Par chacun de ces deux points critiques traçons une coupure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque logarithme et, par suite, celles de u forment des branches synectiques.
Il reste à voir comment ces branches se permutent entre elles à la traversée des coupures. Pour cela, supposons que z décrive, dans le sens direct, un contour fermé entourant le
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point i en laissant le point — / à son extérieur. L'argument de i — ^, en variant d'une manière continue, se sera accru de 2-; celui de i -\- z reprendra sa valeur initiale. Le premier logarithme se sera donc accru de 27z/, sans que le second ait changé. La valeur initiale de u étant Uq, sa valeur finale sera donc Uq -f- tî.
On \oit de même que, si z tournait autour du point — /, u passerait de la valeur initiale Uq à la valeur finale Mq — tt.
En dérivant l'équation (19), on voit, d'ailleurs, que la fonction u a pour dérivée
247. Aiic sijvus. — Considérons encore la fonction u r= arc sin^,
inverse du sinus et définie par l'équation
d'où, en résolvant par rapport à e'",
(20) «=:4iog(/^d=v/7=r72),
y/i — ^2 désignant l'un des deux nombres réels ou com plexes dont le carré est i — z"^.
Soit îuq l'un des logarithmes de iz-^sj \ — z^\ les autre? auront pour forme générale iuQ-\- 'ikr^i\ d'autre part,
iz — i/i — z'^ étant éiiral à , admettra, pour un
^ ^ iz-^sli-z"' ^
de ses logarithmes, ir: — ///q, et la forme générale de ses logarithmes sera i{jz — «0) 4- 2 Arc/. Les diverses valeurs de // seront donc données par le système des deux formules
\ 71 — //oH- 2X71.
Ces valeurs sont loiites distinctes, à moins que Uq ne soit un multiple impair de —, auquel cas la seconde formule donne les mêmes valeurs que la première. Si cela a lieu, on aura
7log(/.^-hv/i--')
2 Ar' -h 1 lZ-i-\fl Z''=ze ^ r=r ( — 1'^')^
d'où
On a d'ailleurs, en dérivant l'équation (20), ,1 I /. I
i-v/l— -S'V 2^i_^-2 J sjl—z-
dérivée finie et continue, sauf pour les valeurs critiques
248. Considérons la région du plan non extérieure à un contour fermé sans point multiple qui laisse à son extérieur les deux points critiques. Daus cette région, Uq^ admettant une dérivée constamment finie, varie d'une manière continue
et n'est jamais multiple impair de — . Le module de la difi*é-
rence entre Uq et celui de ces multiples qui en est le plus voisin restera supérieur à un nombre positif fixe. Les différences mutuelles des racines w, étant de l'une des deux formes a/rrc, iuq -[- [ik -^ 1)71, resteront aussi supérieures à un nombre fixe.
En raisonnant comme pour les fonctions algébriques, on en conclut que, si l'on trace, à partir des deux points critiques, des coupures quelconques, les valeurs de a pourront, dans tout le reste du plan, se répartir en branches synectiques.
249. Supposons, pour plus de simplicité, les coupures tracées de manière à ne pas rencontrer la portion de l'axe des X située entre — 1 et + i . Chacune des branches de la
fonction u sera caractérisée par la valeur qu'elle prend pour z=.o^ laquelle est un des nombres A't:, k étant un entier. Désignons par w^ la branche qui correspond à la valeur /ttt. Lorsque u varie de {k — ^)'^à (A^-h^)?:, son sinus 5 reste continu et réel et varie de — i à H- i ou de + i à — i , suivant que A' est pair ou impair, en passant par la valeur o pour u = kTz. Donc réciproquement, si z varie de — i à -h i , en
restant réel, u^ variera de A' — tz à A -h ■ h:.
Donc, en chacun de ces deux points, les branches prendront deux à deux des valeurs égales, de telle sorte qu'au point — i on ait
if 2k = ihk-x = (^^""2)^'
au point -t- i ,
ii2k+i = (2 A+ -W.
]^es deux branches qui deviennent ainsi égales en un poinl critique se permutent entre elles si z décrit un contour fermé sans point multiple G entourant ce point. Supposons, en effet, ce qui est permis, que ce contour soit infiniment petit et soit décrit autour du point H- i , par exemple. Tout le long de ce contour, chacune des branches de la fonction u conservera une valeur infiniment voisine de la valeur limite qu'elle atteint au point critique ; car, 1 — z'^ étant infiniment petit, il en est de même de \/ 1 — ^ ^ ; donc izàz\]\ — zdifférera infiniment peu de sa valeur limite « ; son module et son argument, et, par suite, son logarithme, différeront infiniment peu de leurs valeurs limites.
Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe donc deux seulement dont les valeurs le long de G soient infiniment voisines de ( 2A--+--)7r : ce sont les deux branches
U'ik et u^k-hij dont la valeur limite est (2A H — jn.
Gela posé, soit ^o un point de G ; la valeur de W2A, par
exemple, au point Zq sera l'une des valeurs que l'expression
(21) Uog(lz-{-£sJl— Z')
prend pour z = Zq, £ étant égal à ±: 1 .
Lorsque z décrira le contour C, cette expression restant
infiniment voisine de ( 2 /c -H - ) '^, sa valeur finale coïncidera
avec la valeur au point z^ de l'une des deux fonctions «2^,
Mais le premier cas ne peut se présenter. En effet, pendant ce mouvement, l'argument de 1 -h^ change infiniment peu et reprend au retour sa valeur primitive ; celui de 1 — z varie, au contraire, de 27:; celui du produit i — z^ variera
donc de 27r et le radical y^i — z- = (i — z'^)'^ se reproduira,
multiplié par e^ = — 1. Donc, lorsque z reviendra à la valeur Zq, la valeur finale de la fonction sera l'une des valeurs de l'expression
-7\og(izo — £\/i—zl)j lesquelles sont toutes différentes des valeurs de l'expression
parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Donc, en décrivant le contour, on changera la valeur de u et l'on passera ainsi de la branche U2k à une autre branche, qui ne peut être
250. — La fonction arccos^ inverse du cosinus, définie par l'équation
I. — Formule de Taylor
251. Soiif(jo) une fonction réelle de la variable réelle x, qui resle continue, ainsi que ses n premières dérivées, dans un intervalle AA'.
Désignant par a et a -\- h deux points de cet intervalle, posons
/(a + h)=/{a) + hf(a) + ^/'(«) +. . .
-*-(7rmy-!/''-*(«) + R«-
Le reste R;i sera une nouvelle fonction de h que nous allons déterminer.
En prenant les dérivées successives de (i) par rapport à A, on voit : i'' que la dérivée /i'*""'* de R;^ est égale k f'^ (a -{- h) ; 2*^ que R„ et ses n — i premières dérivées s'annulent pour h = o.
Ces deux conditions suffisent à définir complètement R/^ ; car, si o est une fonction qui y satisfasse, la différence R;^ — cp, ayant sa dérivée n'^'"e n^He, sera un polynôme entier d'ordre n — I, mais ce polynôme et ses n — i premières dérivées s'annulent pour A = o; il est donc idenliquement nul.
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Or on peut vérifier immédiatement que l'intégrale définie
^^TJr~^. I {a-^h-xY-'f-{œ)clœ
sa ^aitaux conditions précédentes.
Po. ^e montrer, posons d'abord x=^ a -\- t\ il viendra
Cherchons la dérivée de cette intégrale. On voit que h figure dans I à la fois comme limite et comme paramètre. Il faut donc appliquer la règle de dérivation des fonctions composées. Mais la fonction à intégrer s'annule pour tz=h\ donc la dérivée par rapport à la limite est nulle et il reste simplement le terme provenant de la dérivation par rapport au paramètre
On trouvera de même
Toutes ces expressions s'annulent pour h = o. Enfin, une dernière dérivation donnera
d"l Nous trouvons ainsi pour R^^ l'expression suivante :
Posons t =r uh' Il variera de o à i , et l'on aura
(2) R„=_^l_ f {i-ur''f-{a-\-uli)du.
252. Soit/? un entier positif arbitraire non supérieur à a? ; la fonction à intégrer sera le produit des deux facteurs
(i— «)'''^ 6^ {i — u)"~''f"{a-\-uh),
dont le premier est positif et le second continu dans le champ d'intégration. On aura donc, en appliquant le théorème de la moyenne,
8 désignant une quantité comprise entre o et i . D'ailleurs
Donc
_ {i-QY-pf-{a + eii)
et, en particulier, si nous prenons p = /i,
253. La formule (i) est connue sous le nom de formule de Taylor. L'expression (3) du reste, donnée par Lagrange, est parfois commode; elle a toutefois l'inconvénient de contenir un nombre inconnu 9, dont on sait seulement qu'il est compris entre o et i . L'expression (2), qui ne contient rien d'indéterminé, est à cet égard préférable.
Si l'on suppose n constant et h infiniment petit, les formules (2) et (3) montrent que R„ est infiniment petit, d'ordre n au moins. On aura donc, pour l'infîniment petit
f{a + h) — /(«), la valeur
hfa-^—fa^...^-^ -.f-'a
approchée aux infiniment petits près de l'ordre n.
Supposons, au contraire, h constant ou assujetti à rester entre certaines limites et ii croissant indéfiniment. Si l'on peut démontrer que dans ces conditions R;^ tend vers zéro, on aura, à la limite,
/(a + /O = lirn [/«+/,/'«+...+ ^i^ /"-■«] . On dira, dans ce cas, que la série Infinie
f(a)+hfa+ il /"« + ...
converge vers /(a + /^), ou a cette quantité pour somme.
254. Posons, dans la formule de Taylor, a=:o, h^^x\ nous obtiendrons X-à formule de Maclaurin
(4) /(x)=/(o) + ^/'(o)+...+ ^^^/"-'(o) + H„, OÙ R/i peut être mis sous les formes suivantes :
Getle formule suppose que la fonction/ et ses dérivées jusqu'à l'ordre n soient continues dans un intervalle comprenant à son intérieur les points o et x.
2o5. On peut aisément étendre la formule de Tajlor aux fonctions de plusieurs variables.
Soit, en effet, y*(^, y) une fonction des variables réelles Xj y, dont les dérivées partielles jusau'à l'ordre n restent continues tant que x est compris entre /v et A', et y entre B
et B'. Soient a, a + A deux nombres compris entre A. et A', jj^ }y -^ k deux nombres compris entre B et B'. Posons aL^= a -\- ht^ '^=^ b + kt. L'expression
/(a, (3) -r^fia + ht, b + kt)^ 9(0, considérée comme fonction de t^ aura des dérivées
Ces dérivées seront continues tant que a -\- ht sera compris entre A et A', et 6 + A-^ entre B et B', et a fortiori quand t variera de o à i .
Appliquant à cette fonction la formule de Maclaurin et posant t = I dans l'équation obtenue, nous aurons
/(«-+- A,64-^)=:/(a,^>) + (a J^ 4- A-^y (a, 6) 4-. . . Rji pouvant être mis sous l'une des formes suivantes :
En posant /(<7, b) =/, f{a-^- A, b -\- k)=^y -i- Ay, cette formule prendra la forme plus simple
laquelle subsisteraitévidemment pour un nombre quelconque de variables indépendantes.
Si A et A sont des infiniment petits du premier ordre, R^
sera un infiniment petit d'ordre n au moins, et pourra être supprimé de la formule, si l'on veut borner l'approximation à cet ordre de grandeur.
256. Les considérations précédentes s'étendent sans peine aux fonctions de variables complexes.
Soity*(s) une fonction de 5, synectique tant que cette variable reste dans l'intérieur d'un domaine E. Soit L une ligne rectifîable située dans l'intérieur de ce domaine et joignant les points a^ a-\- h. On verra, par un raisonnement identique à celui du n" 251, qu'on a
le reste R,^ étant donné par l'intégrale
Si la droite qui joint les points a ei a -{- h est tout entière comprise dans l'intérieur de E, on pourra la prendre pour ligne d'intégration; sa longueur sera | A |. D'autre part, I a -\- h — z\ variera de | A | à o. Si donc \t. est le maximum de 1/" [z) I sur cette ligne, on aura
Cette hypothèse se réalisera toujours si l'on admet qu'on puisse tracer du pointa comme centre un cercle K contenant le point a -\- h dans son intérieur, et tel que tous les points non extérieurs à ce cercle soient intérieurs à E.
257. On peut aisément établir que, dans ce cas, R„ tend vers zéro lorsque n tend vers oo.
En eftet, ./'{z) étant continue dans l'intérieur de E, son module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain maximum M'; soient p le rayon du cercle, 5 la distance
du point z au point a, laquelle varie de o à | A|. Sa distance au cercle K sera p — B, et, f"{z) étant la dérivée (/i — i)'^'"^ de/'(5), on aura, d'après la formule du n*" 207,
D'autre part,
Donc
I « _^ /,_ ^ I'.-. 1/- 1 = (iAiz_!y"' („-■)! M'
car le maximum de ' — - — «:- correspond évidemment à 8= o.
On aura donc, | h \ étant la longueur de la ligne L,
|RJ3(^)""'m'|/'I.
et, comme |A| < p, cette expression tend vers zéro pour
Nous pouvons donc énoncer ce théorème : La série infinie
est convergente et a pour somme f{a -{- h) tant que le point a -^ h restera intérieur à un cercle K ayant son centre en a et qui soit entièrement intérieur à E.
\{,\\ posant, en particulier, « = o, h = z^ on aura la formule de Maclaurin, qui, pour n = ce, donnera une série converirente dans les mêmes conditions.
2o8. Le théorème établi dans le numéro précédent peut être démontré par une autre voie, qui donne une nouvelle expression du reste. .
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Les points a ei a-{- h étant contenus dans le cercle K, où la fonction y(^) est synectiqiie, on aura
(,z-i) où
_!_ r hnfiz)clz
Soient p le rayon du cercle K, M le maximum de f(z) sur ce cercle ; on aura
quantité qui tend vers zéro pour n = ce.
2o9. L'extension aux fonctions de plusieurs variables ne soutire aucune difficulté.
Soit, par exemple, une fonction /(^, u) de deux variables qui reste synectique tant que z ne sort pas d'un cercle K. de rayon ?^ ayant son centre en a, ni u d'un cercle K, de rayon /*, ayant son centre en b. Soient a -\- h un point intérieur à K, 6 + A*un point intérieur à K, , enfin p une quan-
lite > I, mais qui ne surpasse 1117-7—, m ï-r-i* 1- expression ^ ^ \li\ \k\ ^
/{a -h ht, a -h kl)
sera une fonction de t, synectique tant que l ne sortira |)as d'un cercle de rayon p. On peut donc la développer, pour
^ = 1, par la formule de Maclaurin. Le résultat sera identique à celui du n° 255, et le reste R^ tendra vers zéro pour
/l =r GC.
260. Appliquons la formule de Maclaurin à quelques fonctions simples.
La fonction e^ a toutes ses dérivées successives égales à e' . Pour ^ =: o, elles se réduisent à l'unité. On aura donc le développement
I 1.2 {ri -i)\
qui sera toujours convergent, quel que soit ^, car e^ est synectique dans tout le plan.
Posant z = i dans cette formule, nous trouverons la valeur
de la constante e
Changeant z en «s, puis en — iz et combinant les formules obtenues, il viendra
iz
iz
(8) sin^=i -. —z -H — . . .,
séries également convergentes dans tout le plan.
26L Considérons la fonction i^ =(i +5)"*, et, pour préciser, dans le cas où în n'est pas un entier réel, celle des branches de cette fonction qui se réduit à 1 pour z:=o. On
aura
u — {\-^zY\ ii'—m{i-hzy^-\
Pour s= o, ces expressions se réduiront à
Substituant ces valeurs dans le développement de Maclau- J. - I. 17
riii, on obtient la formule du binôme :
iinim — I ) „
La fonction (i -h ^)'" n'avant qu'un point critique z=z — i ^ la série ci-dessus sera convergente tant que [ 3 | << i . Car, si cette condition est satisfaite, soit p une quantité comprise entre | « | et l'unité. La fonction sera synectique dans un cercle de rayon p ayant pour centre l'origine, et le point z lui est intérieur.
Au contraire, si | 3 | >> i , l<i série ne sera pas convergente. Il faudrait, en effet, pour qu'elle le fût, que la somme S,i de ses n premiers termes tendit pour n z=z co vers une limite fixe et, par suite, que S^^i — S;^ tendît vers zéro. Or cette différence est le (/z + i )'''"* terme de la série. Ces termes devraient donc tendre vers zéro pour n = ce, ce qui n'a pas lieu, car leur module augmente au contraire avec /i dès que /i est suffisamment grand. En effet, le rapport du terme
général
m ( m — i). . .{m — n -j- i) _^^ 1 .2 . . .n au précédent est
et, quand n tend vers co, le module de ce rapport tend vers I z |, quantité >> i .
!^62. Passons à la fonction a = log(i + z). Ses dérivées successives sont
u"~{— i)''-^ /i — i ) ! ( I 4- - )-". Pour ^ = o, elles se r duisent respectivement à I, -., ..., (_,)«-i(n_i)!
On aura donc, en adoptant celle des branches du logarithme qui s'annule pour 5=0,
(.0) log(.H-^) = .^— - -h...H 4-....
Par les mêmes raisons que pour la formule du binôme, ce développement sera convergent si | s | <C i , divergent si
En changeante en — z, nous trouvons
loi?(i — z)^=- — z ... ...
et en retranchant
logr =12 5, „ , .
Posons
la -\- X a et X étant deux nombres réels et positifs; il viendra
jog m \o^{a + x) — loga
la^x Z{^ia -^ xY C'est sur cette formule et sur la suivante,
log^-l- log/:= log^J,
qu'est fondé le calcul des Tables de logarithmes. En posant « = i , ^ = i , on auja tout d'abord
Posant ensuite a = i25, ^ = 3, il viendra
logI28- logI25=2 ( — -4-..
et, comme log i 28 = log2^ = "j log 2, log i 20 := 3 logo, celle équation donnera log 5.
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On trouvera de même log3 par l'équation 41og3 — 4 log2 — log5 = log8i — log8o=:2 / -^ -h. . . j,
puis log 7 par l'équation
4 log7 — 51og2 — logS — 2 log5 = log7* — log(7* — 0
et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. Une simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres composés.
Les logarithmes ainsi calculés sont népériens. Pour obtenir les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le facteur
Nous avons trouvé (246) la formule
arctang^rrz — : [log(f — z) — log(f-4--3) 4-2A7r/] — 77[^Oo(» -+-«"^)-log(i — /^) + 2/-7rf].
Développant les logarithmes parla formule j)récédente, on aura pour celle des branches de l'arc tangente qui s'annule pour ^ = o
arc tan2r-3 =: z — ^ H- ^^^: . . . .
Ce développement sera encore convergent si |^| << i, divergent si I 5 I > i .
Il donne un procédé commode pour le calcul numérique du
nombre -. On calcule d'abord l'arec qui a pour tangente -• La formule donnera
On aura ensuite
tang
ou
langîcp =
2 tangcp 5
I — lang'cp J2 '
lang49 =
2 tang 2 9 l'^.o
1 — ta«g^2 cp 119
tang49 — ' I
I -+- tang
équation qui donnera tt.
264. Considérons enfin la fonction M=:arcsin3. Chacune de ses branches sera synectique dans tout cercle qui laisse à son extérieur les deux points critiques -+-i et — i. On pourra donc la développer par la formule de Maclaurin en une série convergente, si j 2 | << i .
Choisissons en particulier celle de ses branches qui s'annule avec z. On aura pour 5 = 0
et, d'après le n" 162,
Substituant ces valeurs des dérivées dans la formule de Maclaurin, il vient
Si|5|>>i, cette série sera divergente, car le rapport du terme général au précédent est égal à
{2n — iy
quantité dont le module tend, pour n = cc^ vers | z \ qui est supposé >> I .
II- — Procédés pour effectuer les développements en séries
26o. Soient x un infiniment petit, y z= J\x) une quantité qui en dépend. Proposons-nous d'en déterminer une valeur approchée, de la forme
et qui ne diffère de la véritable que d'un infiniment petit d'ordre 11 au moins.
Si f"{x) est continue aux environs de x = o, la formule de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en efTet,
y == /(o) + x/' (o) +. . .+ — -^-^— IJ + R„,
Kn étant d'ordre >/i et, par suite, négligeable. Mais cette méthode exige le calcul des dérivées successives de/(^), qui peut être fort pénible. Elle est d'ailleurs inapplicable si /"(x) n'est pas continue aux environs de ^ = o, 11 convient donc d'indiquer d'autres procédés.
!266. Si jK = " -h ^ -h- • • j la valeur approchée de y sera évidemment la somme des valeurs approchées des fonctions partielles u^ (^,
Si l'on veut se borner à calculer la valeur principale de j^, on ne conservera, parmi les fonctions w, v, . . . , que celles dont l'ordre est le moins élevé; on calculera leurs valeurs principales et on les ajoutera ensemble.
Si toutefois ces valeurs principales avaient une somme nulle, ce serait une preuve que l'approximation est insuffisante; il faudrait donc recommencer le calcul en prenant un terme de plus dans le développement de chacune des quantités //, r, ....
Soit, par exemple,
y =: 2 s'\nx — sin 2x -+- x^.
Les qiianlités 2 sin^ et — sin2^ sont du premier ordre; mais la somme de leurs valeurs principales est nulle. Poussant donc l'approximation plus loin, on posera
2 sin jr =: 2^ —
Sin 2X" =: 2.r —
d'où
267. SijK= wc', u et V étant respectivement d'ordre a et ^^ on aura sa valeur approchée en multipliant ensemble les valeurs approchées des quantités a et v et négligeant dans ce produit les termes d'ordre ^ a2. Il suffira évidemment de pousser l'approximation de «jusqu'aux termes d'ordre n — j3, celle de t^ jusqu'aux termes d'ordre n — a.
Le |)remier terme de l'expression de y^ qui constitue sa valeur principale, est évidemment le produit des valeurs principales de u et de kk
Si 1'= -> soient
f/i= A^«+ .Vj7* -h
des valeurs approchées de u et de i', et soient
w = //i4-R, r = Ci-i-S.
On aura
u Ui __ iiVi — vit y l\çy — ^fU.
V Vi Wi VVi '
v et Vi étant d'ordre Jj, et «, d'ordre a, cette expression sera d'ordre ^ n si l'ordre de R est ^n-\- ^, et si celui de S est ^n — a -h 2 ^.
On aura alors, dans les limites d'approximallon demandées,
u Ui
Gela posé, on effectuera la division de w, par t^, jusqu'au moment où l'on introduirait au quotient des termes de degré ^ n.
Soient (7 = C:rT-|- CrT'-h. . . le quotient de la division, T le reste ; on aura
^=JT
G^rï-f-G'^Y'-H.
Le premier terme du quotient — étant, par hypothèse,
d'ordre > /i, — sera d'ordre > n et pourra être négligé.
On aura donc
y — Cœ-f-^C'xr^..,
avec l'approximation demandée.
Le premier terme de ce développement C^rY, qui est la valeur principale de j', sera évidemment le quotient des termes A^^, B^rP, valeurs principales de u et de v.
Si p >> a, les premiers termes de la suite y, y', ... seront négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n'aurait pas été applicable à la fonction y, car cette fonction, devenant infinie pour x = o, sera discontinue, et ses dérivées également.
Au lieu d'effectuer la division de ù; par v^^ on aurait pu, ce qui est au fond la même chose, poser
y — Cx^ + C'xY-
C, C', . . ., y, y', ... étant des indéterminées. Cela posé, l'équation ^= — i pourrait s'écrire
yv,— u, ou
(Cx^-\- C'xt + ., .) (B^rP-f- B' x'^'-^ , . .)^ kx^-\- K' x^' +
OU, en développant les calculs dans le premier membre,
BC ^P+Y+ . . . = A :r-« -h A' .T°''-4-
En exprimant l'identité des termes du second membre de cette équation avec les termes correspondants du premier membre, on obtiendra une série d'équations de condition qui détermineront G, y, ....
Ainsi, par exemple, les premiers termes
BC^P-^ï et A^* devant être identiques, on aura
BCr=A,
d'où
yr=a — (3, C=:^.
269. Gomme application de cette méthode, proposonsnous de calculer les premiers termes du développement en série de l'expression
Gette fonction ne changeant pas quand x change de signe, le développement ne contiendra que des puissances paires. Posons donc
il viendra, en chassant les dénominateurs et remplaçant e^ par son développement,
Egalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres, on trouvera
équations qui détermineront successivement A, B,, Bo, .... On aura même deux équations pour calculer chacune des quantités B. On trouve ainsi
Bo =
u=', B,= ji, ,. = ''O'
270. Les nombres B,, B.j, ... portent le uoui de nombres de Bernoulli. Us se rencontrent dans une foule de questions d' Analyse. Ils ont, en particulier, une liaison intime avec les sommes de puissances des nombres entiers.
Pour établir cette relation, posons
On aura et pour X — - o
iMais on a d'ailleurs
Ao H- A 1 js'-h . . . -h A a^'* -h . . . ,
en posant
^ i.2...(aH-i) 2 1.2. ..a 1.2 1.2. ..(a — 1)
On aura donc
i^' -+- 2« H- . . . -h (/i — 1 )='= (7(«0o= 1 . 2 . . . a Aa
/i«-+- oc/i^^' ^a(a— i)(a-2)/i'
Soient j/- = ^u et ;^ = //, -h K
•étant une valeur approchée 'de a. On aura
Le dénominateur de cette expression étant d'ordre -? elJe
sera négligeable si l'ordre de R est ^ /i -\
Si donc Ui a été calculé aNcc cette approximation, on pourra poser
et y pourra se calculer en extrayant la racine carrée de «, jusqu'aux termes de l'ordre n. En eft'et, soit q la racine ainsi obtenue. On aura
quantité négligeable, car \J u^ et cj sont d'ordre — et u^ — q-
d'ordre ^ /i H ; en effet, le terme suivant de la racine car-
rée, lequel s'obtiendrait, d'après la règle connue, en divisant le premier terme de «, — q'^ par le double du premier terme
-de ^, lequel est d'ordre -, serait d'ordre ^n par hypothèse.
On aura donc, avec l'approximation demandée,
On aurait pu également employer la méthode des coefficients indéterminés, en posant
et déterminant G, C, ..., y, y', ... de manière à rendre identique l'équation
Soit, plus généralement
m étant fractionnaire ou incommensurable.
Posons u = Ui H- ç^ u^ désignant sa valeur principale. On aura, par la formule du binôme,
Gonnaissant les ordres respectifs de Ui et de p, on verra aisément combien il faut prendre de termes dans la formule pour que R soit d'ordre /?, et par suite négligeable. Gela fait, on n'aura plus qu'à calculer i^ avec une approximation suffisante, et l'on en déduira aisément ç'^, p^, ....
Proposons-nous, comme application, de développer
le radical
suivant les puissances croissantes de a. Gette expression peut s'écrire
[i — a(2vr — oc)] ^=iH — «(2^ — a)-f-...
Il ne restera plus qu'à développer les puissances du binôme IX — a et à réunir ensemble les termes qui contiennent une même puissance de a. On obtiendra ainsi un développement de la forme
A/i 2 . 4 ... 2 m 2"' . 1 . 2 . . . wt
Le terme précédent pourra donc s'écrire
2" . 1 . 2 . . . /i dx"- L j . 2 . . . /7i . 1 . 2 . . . ( /i — m) J
et l'on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a", " 2'^I .2. . ./i <^^«^L^ ' i.2...m.i.2...(/i— m)' J
On peut d'ailleurs sans inconvénient étendre la sommation aux valeurs de m qui sont moindres que — > les termes ainsi ajoutés ayant une dérivée /i'^'"*^ nulle. La somme entre paren-
270 PIIEMIÈRK PARTIE. — CHAI'ITHE III.
thèses deviendra égale à (x^ — i)". On aura donc, comme résultat final,
2'M .2. . ./i cïœ" ^ '
Les expressions X,/ sont connues sous le nom de polynômes de Legendre. Elles jouissent de propriétés remarquables, et nous aurons plusieurs fois l'occasion de les retrouver.
274. L'expression y =. -j—^ [a:- — i)" satisfaisant, comme nous l'avons vu (16o), à l'équation dilTérentielle
{x^ — i)y" -h 2 xy' — /i ( /i + I ) j = o,
et X„ n'en différant que par un facteur constant, on aura évidemment
275. Trois polynômes successifs X„_,, X„, X„^, sont liés par une relation linéaire que nous allons établir.
Prenons la dérivée par rapport à a de l'équation
{i — 2ax -h a-) 2 — I H-Xja -h. . .-}-X„a"+.. .;
il viendra
(x— a)(i — 2a^-+-a-r'2=:X,4-.. .-h /iX„a"-'4-
Multipliant par i — saj; + a- et remplaçant ensuite
(i — 2ax -t- ex.-) ^
par sa valeur, nous trouverons
= (i — 2ax -h a-)(X, -h. . .4- /i X,ja"~'+. . .),
d'où, en égalant les coefficients de a",
^X,,— X„„., — {n -h i)X„^,— 2Ai^X/,-f- {n — i)X„_i,
ou enfin
{n -{- i)X„^, — (2/« -T-i)xXf,-\- /^X,,_l— o.
D'après les définitions que nous avons données, une
quantité y, dépendant d'un infiniment petit (ou infiniment
y grand) ^, est d'ordre a si le rapport -^ tend vers une limite
finie et difîerente de zéro lorsque x tend vers o (ou vers ce). Mais ce serait une erreur de croire que l'ordre d'infini tude d'une fonction quelconque de x soit toujours susceptible d'une semblable évaluation numérique, ainsi que cela avait lieu dans les exemples précédents.
Considérons, par exemple, la fonction y =: e-^. On a^ comme nous l'a\ons \u,
et, par suite, si x >> o,
m étant un entier quelconque. On aura donc
x^ \ .1. . .m l^renons m >> a et faisons tendre x vers 00. On aura
lim -^ ~ Il m = 00.
On voit donc que, si x tend vers H- oc, e^ tendra également vers + GO, et cela plus rapidement qiû une puissance quelconque de X.
L'équation
donne, en supposant x réel et prenint les logarithmes arithmétiques,
. x — ho^y.
Donc, si LogjK tend vers + oc, il en sera de même de y, qui croîtra plus rapidement qu'une puissance quelconque de
Logy. Donc, réciproquement, si y tend vers +00, Logy tendra vers -H oo, mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de y.
Posons
d'où
Log/=:— Logz.
Si y tend vers -f- 00, ^ tendra vers o et Log^ tendra vers — oc,
mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de ->
prise avec le signe — .
Donc, pour ^ infiniment petit ( ou infiniment grand), Log.r sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais dont l'ordre est inférieur à tout nombre positif fixe. Il ne saurait donc être question de lui assigner une valeur principale de la forme Aœ^. C'est un infini d'une espèce particulière et irréductible à ceux que nous avons considérés jusqu'ici.
278. Soit maintenant w = A^^-f- Bx? -f-. . . + R une fonction quelconque développable suivant les puissances de X. Proposons-nous de développer \ogu.
On aura évidemment
logM = a log^ -h logA -h log ( I 4-
Le dernier terme de cette expression sera développable au moyen de la formule qui donne log(i -h^). Mais le terme alog^ par lequel commence le développement de log;^ sera irréductible avec ceux qui le suivent.
279. Les divers développements que nous avons obtenus, étant limités à un certain nombre de termes, donneront toujours une valeur approcbée de la fonction qu'on développe lorsque :r sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si les puissances de x vont en décroissant).
En les prolongeant Indéfiniment, on obtiendra des séries
infinies. Si ces séries sont divergentes, elles n'ont aucun sens. Mais Gauchj a signalé ce fait remarquable que, même en étant convergentes, elles peuvent ne pas être égales à la fonction qui leur donne naissance.
Considérons, en effet, la fonction f{x) = e ^. Ses dérivées successives sont des sommes de termes de la forme
—-e ^. Cela se voit immédiatement sur la dérivée première,
et l'on vérifie non moins facilement que la dérivée d'un semblable terme se compose de deux termes de cette forme. Ces dérivées s'annulent toutes pour .r = o, car, en posant
— = z. on aura
quantité dont la limite est nulle pour :c = o, d'où j = ce. La série de Maclaurin
prolongée indéfiniment, sera donc convergente, tous ses termes étant nuls. Mais elle est égale à zéro et non -dfi^x).
Il est donc nécessaire, pour reconnaître si une fonction est développable en série infinie par la formule de Maclaurin, d'étudier le reste R,/ et de s'assurer qu'il tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. C'est ainsi que nous avons procédé pour développer (i -f- x)"^^ ^^^{^ + ^)^
280. Soit f{x) une fonction qui devienne indéterminée pour une valeur particulière a de la variable. On nomme vraie valeur de cette fonction pour ^ = a la limite vers laquelle tend /(a-\-h) lorsque h tend vers zéro. Cette vraie valeur peut être finie, infinie ou indéterminée. Si elle est déterminée, elle se trouvera en cliercliant la valeur principale du développement de /(a + h) suivant les puissances croissantes de h.
Soit, par exemple, f{oc) = j^ — -, cp et à s'annulant, pour
jc = rt, mais étant développables par la série de Tajlor; on aura
Soient respectivement 'fP{ci) et '^^ (a) les premiers termes qui ne s'annulent pas dans les deux suites
>•(«), 9'(a), ... et ^{a), ^'{a), .... La vraie valeur sera la limite de
T-ll 11 • ^ • P • • ^ ' I ' ?''(«) •
hlle sera nnJle si yo >> </, intime si p <C q, égale a j— — - si
281. Si /(^) devenait indéterminée pour x = cc, on développeraity(:r) suivant les puissances décroissantes de :r ; et la vraie valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que l'ordre du premier terme du développement serait négatif, nul ou positif.
Exemples. — i" Soit à déterminer la vraie valeur de
- ^ ni
m j pour ni = 30.
Cette expression est, par définition, égale à
/«log(l + — ) w( 2^711 -I- — — - — „-f-... )
k étant un entier qui dépend de la branche de logarithme que l'on aura choisie.
Le dernier facteur tend évidemment vers e^ = i . Si donc on choisit Ja branche pour laquelle k = o, d'où e'"^^'^^= 1, on aura une vraie valeur, égale à e~ .
Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur
sera entièrement indéterminée, tant que m ne sera assujetti
qu'à la seule condition de tendre vers 00. En effet, soit ia une
, -1, 2 «7: /-h \^o^u. quantité quelconque; si 1 on pose m = j — : -y n étant
un entier qui tend vers 00, m tendra également vers 00, et
2" Cherchons la vraie valeur de
mys/z — i) pour 711 = X.
Cette expression est, par définition, égale à
==,og. + li5!^4-....
Sa vraie valeur est loge.
3" Cherchons enfin la vraie valeur de ;" pour ^ = o. On a
La vraie valeur sera donc e'', en désignant par ç la vraie valeur de z logs.
Or, soient p le module et cp l'argument de z] on aura
clog3 = Z ( Logp H- i(D).
J^e premier terme z Logp a pour module d Logo. Lorsque o tend vers zéro, Logp tend vers — 00, mais moins ra[)idement; donc p Logp tend vers zéro.
Le second terme zi'^ a pour module pcp, qui peut prentlre une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers zéro, à condition de choisir convenablement les valeurs correspondantes de cp. La vraie valeur est donc indéterminée, tant qu'on ne précisera rien sur la manière dont o varie.
Mais, si cet argument est astreint à rester compris entre deux nombres fixes (en particulier, si z reste réel), pcp tendra vers zéro. Donc on aura
ç =z\imzlo^z =:o, Vim z^ =: e^ =z i .
283. La vraie valeur d'une fonction de plusieurs variables est généralement indéterminée.
D ( OC V
Considérons, par exemple, la fonction 7 '-^' Supposons
que cp et h s'annulent pour x :=^ a^ y =: b^ mais que leurs dérivées partielles ne s'annulent pas. La vraie valeur serait la limite du rapport
(^{a -\- h, b -h k) âa db
d^^-^db^^^ ou
âa db
da db
On voit qu'elle dépend du rapport variable t» à moins que
l'on n'ait
d<^ do da db
da db
IIL — Séries et produits infinis à termes numériques.
284. Soit U{^ U2, • • -, Urn ' • • une suite indéfinie de quantités. Ainsi que nous l'avons déjà indiqué, si les sommes successives
S,i= W.-h «2 + . . .4- llny
tendent vers une limite finie 5, on dit que la série infinie
S =: Wi + i/2 -h . . . 4- U,i -^. . .^lUn,
est convergente et a pour somme s.
Dans le cas contraire, la série est divergente.
28o. La divergence peut se manifester de plusieurs manières :
i" Les sommes St, ..., Sn, ... peuvent tendre vers 00. Ce mode de divergence est le seul qui puisse se présenter si les quantités Ui, ..., Un, ... sont réelles et positives, car alors les quantités s^, ..., 5«, ... sont positives et forment une suite croissante (10).
2" Les sommes 5i, ..., Sn ne tendent vers aucune limite finie ou infinie.
Ce cas se présenterait, par exemple, pour la série
I — i-hi — [ -h
286. Lorsqu'on peut trouver l'expression générale des sommes s^ on devra la discuter pour s'assurer si pour n = co elle tend vers une limite finie et déterminer celle-ci.
Considérons, par exemple, la progression géométrique
a -h ar -\-. . .-\- ar'^ -^ . . .■=z lar"^. On a
Si I /• I <; 1 , I r\"- et, par suite, r" tendra vers zéro. La série
est donc convergente et a pour somme
Si I /'l^i, s est, au contraire, divergente; car, pour qu'elle convergeât, il faudrait qu'on eût
o = lim (.ç„+i — 5„ ) = lim ar",
ce qui n'a pas lieu ; car on a
\ar-\^\a\ |r|--|«|.
Considérons, comme second exemple, la série
Jm^ {z -^ n — \) {z -\- n) . . .{z -^ n -\r k)
Le terme j^énéral peut se mettre sous la forme
). . .{z-^n^k — \) {z -^ n) . . .{z -\- n -\- k) \ Sommant de i à m toutes ces expressions, il viendra
z{z-hi). . .{z-^ k) {z -\- m) . . .{z -\- m -^ k) y
les autres termes se détruisant deux à deux. Passant à la limite, il viendra
288. Dans le cas beaucoup plus fréquent où l'on n'est pas en mesure de déterminer les sommes 5„, on sait (9) que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence est que l'on ait, pour toule valeur de p,
£„ ne croissant pas quand /i croît, et tendant vers zéro pour n = oc.
On aura d'ailleurs, en passant à la limite, pour/? = 00,
\Sn—s\=£n'
La condition de convergence sera évidemment satisfaite si l'on a
I u„+i I -h ...-+- I Un-^p I < e«.
Celte dernière relation, suffisante, mais non nécessaire pour que S converge, exprime que la série à termes réels et
positifs
Tz=|«,|-f-...-Hh/„|-h...,
formée par les modules des termes de S, est elle-même con-
vergente. Si cette circonstance se présente, on dira que la série S est absolument convergente. On dira, au contraire, que cette série S est semi-convergente si elle est convergente, sans que T le soit.
Les propositions suivantes mettront en évidence la dillerence profonde qui existe entre ces deux classes de séries.
289. Théorîsme. — On nUdtère pas la valeur d'une série absolument convergente en changeant r ordre de ses termes.
Soit 5 = «, -f- ^2+. . .-h ^^/i-h. . . la série donnée. Changeons l'ordre de ses termes; soient v,, v^, ... les rangs respectivement occupés dans la nouvelle série s' par les termes w,, ^2, .. .. Soit s\^^ la somme des m premiers termes de s'. Il faut montrer qu'on peut assigner un nombre jj. tel que, si m >- ;j., \s\^^ — s\ devienne moindre que toute quantité 5 fixée d'avance.
Soit /i un entier à déterminer ultérieurement; désignons
par lA le plus grand des entiers Vi, ..., v„. Si //i >> ti., la
■ somme s'^^^ se composera : i" des termes u^., . . ., u,i] 2' d'un
certain nombre d'autres termes u^^ wp, . . . d'indice > n ; soit
n -\-p le plus grand de ces indices.
De l'égalité
Kn —S = S,i—S-h S'„, — S,, — 5„ — 5 + f/a 4- "^ -+- • • .
on déduit
= I 5„ — 5 I H- [ I Un+x I -\- I W«+2 I -h ... 4- I Un^p | ] < 2 £„,
expression qui tend vers zéro quand n tend vers oc. Donc, en choisissant n assez grand, on peut la rendre <C o.
290. Remarque. — On peut, d'une infinité de manières, répartir les termes de s en une infinité de classes contenant chacune une infinité de termes. (Nous pouvons, par exemple, mettre dans une première classe les termes dont rindicc est un
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nombre premier; dans une seconde, ceux où il est le produit de deux facteurs premiers, et ainsi de suite.)
Soient Çii, Çi2^ . . • les termes de la classe l^ écrits dans un ordre déterminé : les séries
ti= ^'ii^ <V2-+-- • • {i = h 2, . . ., oo)
seront absolument convergentes, et l'on aura
Soient, en effet, //,„ la somme des m premiers termes de ti^ Sfi celle des n premiers termes de s. Il faut montrer d'abord que, si m tend vers oo, la somme
tend vers zéro, quel que soit/?.
L'entier n étant choisi à volonté, prenons ni assez grand pour que tous ceux des termes Ui, Wo, ..., u,i qui figurent dans ti figurent dans //,„,. Les termes r/,„,^,, ..., ^'i^m+p seront de la forme Wa, ^/p, ..., où les indices a, ^, ... sont >^ n. Soit n -]- q ]e plus grand d'entre eux; on aura
quantité qui tend vers zéro, pour n infini. Considérons, en second lieu, la somme
où /, m seront pris assez grands pour que Sim contienne tous les termes de Sa ; on aura
Slni — '^^n ~ tfrj.-\- «p4-. . .,
a, p, ... étant >> /? ; et, par suite,
Faisons tendre m vers oc: nous aurons à la limite
puis, en faisant tendre / vers 00,
Faisant tendre enfin n vers 00, il viendra
291. Théorème. — La somme d' une série semi-convergente, à termes réels, dépend de V ordre de ces termes; en disposant ceux-ci convenablement, on peut lui donner la valeur que l'on veut.
Soit s =z u^-{-. . .-\- Un-\-' ' ' la série donnée. Puisqu'elle est convergente, on aura
I ^n ^n-hp I "^ ^n
et, en particulier, comme w„^i = Sn_^i — Sn-,
I ^n-hp I ^= I ^n-i-p-l ^n-i-p \ <C ^n-hp—l <C £«•
Soient d'ailleurs An et — B;^ la somme des termes positifs et celle des termes négatifs qui sont contenus dans Sn ; on
aura
]im5„= lim(A„— B„) — S.
Mais, d'autre part, la série des modules est divergente par hypothèse. Donc les sommes
<3"l = |«i|, ..., <7n=| «il -+-. ..+ 1 Wrt| = A„+ B,i,
ne tendent pas vers une limite finie, et, comme elles sont positives et vont en croissant, elles tendent vers 00. Les deux conditions que nous venons de trouver,
lim ; A„— B„ I = s, lim | A„4- B„ | = oc,
donnent évidemment
limA.j ^00, lim B„ 7-00.
Soient donc c,, C2, ... les termes positifs, et — ^Z, , — o^o, •••
les termes négatifs de la série s. Les deux sommes Cl 4- C2 + . . . et dy-{- d.2-\-. . .,
considérées séparément, seront infinies.
D'ailleurs, le rang d'un terme quelconque dans l'une de ces séries étant au plus égal à celui qu'il occupe dans la série w, +. . .-h «/„ + . . ., qui résulte de leur réunion, on aura
Cela posé, il est aisé de voir qu'en rangeant convenablement les termes de la série, on pourra lui donner pour somme un nombre M cboisi à volonté.
Prenons, en eOet, dans la suite positive c,, €■>, -•• le nombre de termes strictement nécessaire pour que leur somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque la somme c< -j- . . . -t- c„4- • • • est infinie), puis dans la suite négative — di, — d^, ... le nombre de termes nécessaire pour ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suite positive assez de termes pour lui faire dépasser de nouveau M, etc.
Soient s' la nouvelle série ainsi formée, s'„^ la somme de ses m premiers termes. Les quantités s'^^ — M oscilleront autour de zéro et convergeront d'ailleurs vers cette limite.
En etlet, la différence s',,^ — M est au plus égale en valeur absolue au terme dont l'adjonction a produit le dernier changement de signe dans la suite
Chacun de ces changements de signe exige alternativement l'emploi d'un terme au moins de l'une des suites Cj, Ca, ... ou — di, — «?o, .... Dès que m sera devenu assez grand pour que le nombre des changements de signe qui se sont produits avant le terme s'„^ — M soit >* 2ai, le terme qui a produit le dernier d'entre eux occupera un rang supérieur à n dans celle des suites c,, Co, .... — <i,, — <:/2, . . . à laquelle il appartient; on aura donc
292. Supposons que les termes de la série 5, au lieu d'être réels, comme on l'a admis, soient des quantités complexes
ifn = «« + ^« i-
La série Sw« tendant vers une limite finie c -\- di, ^cin et llbn tendront respectivement vers c et d. D'autre part, la série S | f^„ | = Sy/ôp^ + b'i est divergente, par hypothèse, et, ses termes étant positifs, elle a une somme infinie. Il en sera de même a fortiori de la somme 2(| a,/ 1 H- | ^// 1) dont les termes sont au moins égaux aux siens. Donc, l'une au moins des deux séries 2|«/<|, S|^,i| a une somme infinie. Donc, l'une au moins des deux séries Sa^ et S^„ est semi-convergente. On pourra donc, en modifiant l'ordre des termes de la série 5, donner une valeur arbitraire à sa partie réelle, ou à sa partie imaginaire.
293. Théorème. — Si deux séries s=zYiiin et / = Sr;j sont absolument convergentes, la série a- = Y,Ua,v^ formée par les produits deux à deux de leurs ternies, écrits dans un ordre quelconque, sera absolument convergente et aura pour somme st.
Soit, en effet, o-,,^ la somme des m premiers termes de la série o-, le nombre m étant quelconque, mais suffisant pour qu'on retrouve dans 0-,,^ tous les termes du produit
n étant un nombre donné. On aura
R étant une somme de termes Wa^'p? dans chacun desquels l'un au moins des deux indices a, p sera > n.
Soit R = Uoi^^ -^ '/a'^'p'+ ... et soit n -\- p le plus grand des indices a, J^, a', ji', On aura
^-~St\ = \s„tn—St\-\-\ R|
-t- ( I //, I + . . . + I W„ I ) ( I Vn+X I + • • • + j ^'n+p I )•
Or, les séries S = S | w„ |, T = S | r„ | étant convergentes, par hypothèse on aura
et, d'autre part, Donc
Un+x\ H-. . .-h I «„ + />! <£«, Vn^X I + ... -h I Vn^p I < £'„
\(Jni—St\<.\s^t,i—St\-^ea^-^S.'^^,
quantité dont chaque terme converge vers zéro si n tend vers 00. Mais on peut prendre n aussi grand qu'on veut, à condition de faire croître en même temps m. On aura donc bien, pour m =. go,
lim I o-,„ — 5^ I r= o.
294. Ce théorème ne subsiste évidemment pas si les séries 5 et ^ ne sont pas absolument convergentes. Mais si l'une d'elles seulement, ^, est semi-convergente, on peut le remplacer par le suivant :
La série W qui a pour terme général
est convergente et a pour produit st.
En effet, on a par hypothèse
Cela posé, la somme
W„ = tVi 4- . . . + iv„
est évidemment égale à
Sn tn — W2 ^a — ^ i ( <'/z-l "^ <"« ) — • • •
On en déduit
I W„— .Ç^ I < I s,, tn — .^^ I 4- I "2 I k« i + h'3 I i t'/^-l + ''« I + . . .
< I s,,t„ — st I -h ! ^/2 I s'„-., 4- I '^a I £'„_. + . . . H- I W,J £„.
Soit m le plus grand entier contenu dans — • Les quantités £',, ..., £,'^ formant une suite non croissante, on aura, a fortiori,
I W,, - .V^ I < I 5„^„— .Ç^ I -H ( I ^2 I + . . . H- I II m 1 )£;*/«+! < \ii„t,, -Sl\-\- £i£;,._,„+, + £,„£',.
Si n tend vers 00, il en sera de même de m et n — m -f- i .
Donc tous les termes du second membre tendront vers zéro,
et l'on aura
lim|W„ — 5^1 = 0.
295. Si les séries s et / sont toutes deux semi-convergentes, la série W pourra ne plus être convergente; mais, si elle l'est, on aura encore
W = st.
Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme suivant :
Si les quantités 5,, . . .^ Sn convergent vers une limite s on aura
|. S^-\- S^-\- . . .-^ Sn
lim — =1:5.
On a, en effet,
d'où
|.Çl — .v|4-...-f- \Sn — S
D'ailleurs, 5) , 5o, ... tendant vers une limite 5, on a
et à la limite, en faisant tendre p vers ce.
Donc
Les quantités £ formant une suite non croissante, on aura, a fortiori, en désignant par), l'entier positif le plus voisin
de y///,
et, en faisant tendre n vers oc,
lim
Les quantités 5,, ..., Sn étant toujours supposées converger vers 5, leurs modules |5,|, ..., \sn\ convergent évidemment vers 1^1. Donc on aura également
lim
Si donc les séries s, /, W sont convergentes, on aura, en désignant respectivement par s^ tn: W„ les sommes de leurs n premiers termes,
s=z hm -,
^ = Iim —
W = Iim 296. Cela posé, on a
Wi 4- . . . -h Wn = Ui tn 4- ( ^/i -t- Ui ) tn-x 4" . . . = 5] tn 4- ^2 ^n— 1 4- . . . 4- 5,j ^1 .
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Posons
d'où
|/i[x|^£!x, lA-ii-l^e^iL.
On aura, en désignant encore par m le plus grand nombre
entier contenu dans - >
•^1 ^n I • • ' i" ^fn ^n — m-+-l
= ( 5, -h . . . 4- .V,„ ) ^ + .Vi /»■„ 4- ... 4- S,n ka-ni-^'L ,
^in + \ ^n — m ' • • • 1" -^w ^1
et, par suite,
Wi+... + W,t _ {s^-\~...-^s,n)t m _ (^i4-...4-^»-;.,)^ n — m Il m n n — tïi n
{Sxk,i-\- . . .4- S„i k,i_„i^x ) H~ ( /^n-l-l tn-m +" . . . 4" A/i ^1 )
Passons à la limite pour 7i = ce. Si l'on remarque que
et n — t?i deviennent intinis avec n et que —, ont
pour limite commune ^, on voit que la limite du premier
membre sera
Donc on aura
-ITT „, i:_i \'i--« ''^ m'^n — m-\-\) ~^ '^ni-'r\hi-
Or ce second membre tend vers zéro. En effet, son module est au plus égal à
U; I s;, 4- ... 4- I S,„ I E„_„,^, 4- Zni+X I ^;,-,^, I 4- ... 4- tn \ ^1 j
^ |5,|4-...4-|.Ç,„| m^, 1^, |4-...-f-|^;,-,„| n — ni^
< m n " '"+* Il - /n n
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i c I 1 I I ^ j Or, si n tend vers oo, ^—^ '-^ Li^ tendra vers UI,
^m-^K vers zéro.
297. Cherchons à obtenir des règles qui nous permettent de distinguer si une série est ou non convergente.
Considérons à cet effet une série dont le terme général soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante :
Cette série sera convergente si la quantité
tend vers zéro pour /i = 00, quel que soit p. Elle sera même absolument convergente si
I a„+i 1 1 w„+, I -h ... 4- I a„+p I I Un^p \
tend également vers zéro.
Cette dernière condition sera certainement satisfaite si : 1° la série Sm^ est absolument convergente; 2" les modules des facteurs a„ ne surpassent pas un nombre fixe A.
On aura en effet, dans ce cas,
quantité qui tend vers zéro pour /i = oc.
Donc, en multipliant les termes d'une série absolument convergente par des facteurs dont les modules ne surpassent pas un nombre fixe, on obtient une nouvelle série de même nature.
Si, de plus, les modules des facteurs a„ ne deviennent jamais inférieurs à un autre nombre fixe <7, leurs inverses ne
pourront surpasser -> et 1 on pourra réciproquement conclure de la convergence absolue de la série Sa;jW„ celle de
la série ^Un- Les deux séries seront donc en même temps absolument convergentes ou non.
!298. Deux autres cas de convergence certaine peuvent être mis en évidence, en mettant l'expression (2) sous la forme suivante :
4- ( Qfin-^p-X— Of^n^p ) {Sn+p-'L — ^/i) "H ... 4" ( or^^-^y — Un+i ) (^«+1 — •?« )| .
Soit M,i le plus grand des nombres \sn^p — Sn\^ ..-, I Sjij^^ — Sn |. L'expression précédente sera au plus égale à
(3) {\an+p\ + |a„+p_i— a„+^, I +.. .+ |a„+i — a„+2|)M„.
Cette quantité tendra vers zéro pour n = oo, si l'un des deux facteurs qui la composent tend vers zéro, l'autre restant fini.
!299. Supposons, en premier lieu, avec Diriclilet : 1° Que la série
(4) |ai — «ai 4-- • •4-|^«+i— ^/J + - • •
soit convergente ;
2" Qu'on ait, pour /? = oc,
lima,i=:o;
3" Que les modules des sommes s^^ 82-, ... ne surpassent pas une limite fixe L.
Si ces conditions sont remplies, on aura
z\^ tendant vers zéro.
D'après la seconde hypothèse, y-n^p tendra également vers zéro. Enfin les quantités | Sn^p — Sn 1, • • • et, .par suite, M^ ne surpasseront pas 2L. Il j aura donc convergence.
Le cas particulier le plus intéressant est celui où l'on suppose :
1** Que les quantités a sont positives et décroissantes;
2® Qu'on ait lima„= o; dans ce cas, la série (4), qui se réduit à
(«1 — aa) + («2— «3) 4-- • .,
est évidemment convergente, et a pour somme a, ;
3" Que les quantités w,, ^/o, ... forment une suite périodique, telle que la somme des termes d'une période soit nulle.
Particularisons encore, en supposant que la suite des u se réduise à la suivante,
+ 1 , — I , + I , — I , ... ; nous obtiendrons ce théorème :
Une série
«1 — ag-H «3— «4+- • -1
dont les termes sont positifs et décroissants, et tels que l'on ait Iima;<= o, est toujours convergente.
300. Supposons, en second lieu, avec Abel : 1° Que la série (4) soit convergente; 2° Que la série u^ -{-... -\- Un-\- • • • le soit aussi. L'expression (5) tendra encore vers zéro. On a, d'autre part,
d'où
|a«+/;|<| ai| + A,
A désignant la somme de la série (4).
Donc le premier facteur de (3) restera au-dessous d'un nombre fixe. Quant aux quantités 1 5,^^^ — 5« |, ..., elles seront toutes moindres que £«• Le second facteur tend donc vers zéro, et il y a encore convergence.
La convergence de la série (4) est évidemment assurée s les quantités a,, a^, ... sont réelles, positives et non cro
is-
santés ; dans ce cas particulier, on aura donc le théorème suivant :
Une série convergente reste encore convergente si Von multiplie ses divers termes par des nombres positifs formant une suite non croissante.
301. Les séries absolument convergentes, étant les seules où l'on puisse changer à son gré l'ordre des termes, peuvent seules être employées commodément dans l'analyse. Il importe d'apprendre à les reconnaître. Cette recherche doit se faire sur la série des modules, dont les termes sont réels et positifs. Cette circonstance donne un intérêt particulier à l'étude de la convergence de ce genre de séries, qui va désormais nous occuper exclusivement.
Cette recherche est fondée sur le principe suivant :
Si une série (à termes positifs) YiVn a ses termes plus petits à partir dUm certain rang que ceux d^une série convergente de même nature Hun^ elle sera elle-même convergente.
En effet, si l'on a
on aura a fortiori
Il est d'ailleurs évident qu'on n'altère pas la convergence d'une série en modifiant arbitrairement un certain nombre de termes au début. Il suffît donc que l'inégalité Vn<C Un ait lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre fixe V.
Si, au contraire, la série Sp^ a ses termes plus grands que ceux de Sm^, et si cette dernière série est divergente, S(^« le sera.
La démonstration est la même, le sens des inégalités étant renversé.
Pour juger de la convergence ou de la divergence d'une série, il conviendra donc de former un tableau de séries convergentes, un autre de séries divergentes, auxquelles on comparera la série donnée.
302. La comparaison avec une progression géométrique nous fournit une première règle simple et suffisante dans un grand nombre de cas :
La série IiUn est convergente si, à partir cV lui certain
rang, on a constamment ^/Un-^ J-, f étant une constante
«< I ; divergente si, à parti/- (V un certain rang, on a
's/ Un y I , d'où Un > I •
Car on a, dans le premier cas,
Un<i f'"^i ^'"^ convergente, et, dans le second,
«„>>]", i i'* divergente.
Le premier cas se présentera, en particulier, si \/un tend pour Al = 00 vers une limite / moindre que i ; car soit /• une quantité quelconque comprise entre / et l'unité; on pourra trouver un nombre v à partir duquel (^/un différera de / d'une quantité moindre en valeur absolue que r — /.A partir de ce moment, on aura constamment \/un<i f-
On voit de même que le second cas se présente si [/Tï^i tend vers une limite >> i .
303. Lorsque la règle précédente ne s'applique plus, on se trouve conduit à chercher de nouvelles séries moins rapidement convergentes (ou divergentes) que les progressions géométriques, pour leur comparer la série donnée.
On peut construire à volonté de semblables séries par les considérations suivantes :
Soit Ml, ..., Mn une suite de quantités positives crois-
santés, et telles que l'on ait lim M// = 00. La série
(6) Mt+ (M2— Ml) 4-. . .-f- (M„- M„_,) -4-. . .
sera une série divergente à termes positifs, où la somme Sn des n premiers termes sera M^- La série
M, mJ'^IvM^ mJ~^"'~^\M,, M,+J"^ Zi M„^,iM;
sera, au contraire, convergente ; la somme s,i des n premiers termes a pour valeur ^r^j ri > expression dont la limite s
est-jT-- M,
Réciproquement, toute série à termes positifs pourra être mise sous la forme (6) si elle est divergente, sous la forme (7) si elle est convergente. Les quantités M,, ..., M,, seront déterminées, dans le premier cas, par la condition
dans le second, par les conditions
d'où l'on tire les valeurs
Mi=-, M^^,==-^— .
s s — Sn
301. Nous allons montrer que la suite M<, . , ., M„, . . . permet de construire deux systèmes de séries en nombre illimité, à convergence (ou à divergence) de moins en moins rapide, et dont les séries (7) et (6) ne sont que les premiers termes.
Nous nous appuierons, pour le faire, sur quelques inégalités de la théorie des logarithmes que nous allons établir.
Si :r >> o, on aura
d'où, en posant x = ^^—^ — (y > z),
Mais on a, d'autre part, si o <C ^ < i ,
d'où, en posant x = (jK > ^)j
En prenant les logarithmes dans les deux membres de ces inégalités, il viendra
(8) ^^ < LogjK - Logs < ^-^•
Plus généralement, posons
Log Log<r = Log2«^i Log Log2^ ^ Logg^, ...,
A^x = Log^Loga^. . .Logjj,jr.
On aura, si y^ z^
Log7>Log2, ..., ho^^^y>ho^^z,
appliquant les inégalités (8) à l'ei^pression
Loguy Log(x^i y - Log,^+i ^ = Log ^-— -^ ,
il viendra
E^^^y— < Log,., y - Log,., . < ^^^
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Faisons le produit des inégalités obtenues en posant successivement |Ji = 1 , 2, . . ., m — 1; multiplions encore par l'inégalité (8); il viendra
305. Ces préliminaires posés, nous pouvons établir le théorème suivant :
Théorèm?]. — Soit M,, . . ., M„ une suite de quantités positives satisfaisant aux conditions
i\l„4-i>M/., lim M„=oo,
et soit p une quantité positive quelconque : Les séries
^ M„+iMP ^M^+iLogM,^, LogPM„
^ i\l„^, A,„ M„+, Logf„ M„ ' seront toutes convergentes, et les séries
^ M,, ' -^d i\1„LogM„' '"' Zà M,J. seront toutes divergentes.
En effet, les quantités Mf , . . . , MP, . . . satisfaisant évidemment aux conditions
MP^,>iMP et limMP = oo,
M„^.MP • MP+.MP
des termes généraux de ces deux séries reste inférieur à une limite fixe. 11 est aisé de voir qu'il en est ainsi; car, si nous posons, pour abréger,
on aura
et q sera positif et << i . Soit u. un entier quelconque, tel que l'on ait — << 0. On aura
I — ^i^ Donc la série
est convergente, et l'on sait d'ailleurs que la série
est divergente.
En second lieu, les quantités
Log,„iMi, .... Log,„M„ ...
satisfont évidemment aux relations
Log,„M„+i> Log,„M,,, lim Log,„M„=: 00.
«rr 00
Donc la série
^ Log,,M„^iLogP,M,
est convergente. Or, en appliquant l'inégalité (9), on voit que ses termes sont plus grands que ceux de la série
Celle-ci est donc convergente.
De même, la série
2 ( Log,„ M„^_, — Log,„ M„ )
est divergente, et ses termes sont plus petits que ceux de la série
Celle-ci est donc divergente.
Gomme application particulière, posons
Nous obtiendrons la suite de séries divergentes I v^ I
('^^ 2^^' 2;rL^' •••' 2
nK,„n
Posant, d'autre part, M^^^^/i — i, nous aurons de même la suite de séries convergentes
-^/i(/i— i)p' ' ^ /i Log/iLogP(/i — i)
A cette dernière suite, on peut substituer celle-ci, dont les termes sont respectivement plus petits et dont la forme est un peu plus simple :
On remarquera que, x étant un nombre donné quelconque, ses logarithmes successifs Log^, Log2^5 ••• décroîtront sans cesse et finiront par devenir négatifs.
Si Logu.:r est négatif, il n'aura plus de logarithme arithmétique, et les symboles suivants Log{i,-j.i x, . . . n'auront plus de sens. 11 pourra donc se présenter au début de chacune des séries types (10) et (i 1) un nombre limité de termes illusoires, suivis d'un terme négatif. Mais on pourra leur sub-
stituer des nombres positifs arbitraires sans altérer la convergence ou la divergence.
307. Les considérations suivantes montrent directement la divergence des séries (10) et la convergence des séries (11). Elles permettent, en outre, d'assigner deux limites entre lesquelles se trouve comprise la somme d'un nombre quelconque de termes consécutifs de chacune d'elles.
Soit F(n) une fonction de /z, dont la dérivée /(n) soit positive, continue et décroissante, et tende vers zéro pour n = 00. On a, pour les valeurs de x comprises entre n et /? -f- I,
et, en intégrant âe n k n
,n-Hl
Posons successivement ai = v, v -f- i, . . . , v -|- /^ — i et ajoutons les inégalités obtenues; il viendra
La somme y(v -f- i) + . . .-(-/(v -\- p) sera donc comprise entre les deux nombres fixes
et
Soit en particulier
F(/0 = Log«, d'où f{n) — -
posons en outre v = i , nous voyons que la somme
2 3 * * /? -H I est comprise entre Log(/? + i) et Log(/? -f- 1) H — i .
Si V tend vers oo,/(v) et/(v ■+- p) tendant vers zéro, on aura
^ f{œ)dx.
Pour que la série llf{n) soit convergente, il faut et il suffît que le premier membre de cette égalité soit nul quel que soit/>. La condition nécessaire et suffisante pour la convergence est donc que l'intégrale
f f{a:)da: = ¥{v^p)-F{v)
tende vers zéro ou, ce qui revient au même, que F(n) tende vers une limite finie pour n = ce.
Gela posé, les fonctions
Log/i, Logj/z, ..., Log,„+,/i, ...,
qui ont respectivement pour dérivées
n n Log/^ nA,nH
deviennent infinies pour n=^ao. Donc les séries (lo) sont divergentes.
Au contraire, les fonctions
n~9 Log~PAi Log~P/i
qui ont pour dérivées
/i^+P n Log^+P/i Ai A,„ n LogP, n
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s'annulent pour n=zoo. Donc les séries (ii) sont conver-
309. La remarque suivante fournit un second procédé pour juger de la convergence d'une série à termes positifs par comparaison avec une autre série de même nature :
La série Ivn est convergente si, pour toutes les valeurs de n non inférieures à un nombre fixe v, on a
la série 11 Un étant convergente.
Elle est divergente si, pour /i>v, on a
Vn^^ < Un+x
la série ^u,i étant divergente.
On a, en effet, dans le premier cas.
Donc, à partir du rang v, la série Y^Vn aura ses termes au plus é£aux à ceux de la série convergente — S f/„; elle est donc
elle-même convergente.
La seconde partie du théorème s'établit de même, le sens
des inégalités étant changé.
310. Si l'on suppose que ^Un soit une progression géométrique de raison /•, on aura la proposition suivante :
La série ^v^ sera convergente si, pour /i>v, on a con~ stainment
> -> /• étant << i
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et en particulier si — — tend vers une limite l plus grande
que 1
Elle sera, divergente si, pour n^y, on a constamment
311. La considération des séries (lo) et (i i) conduit à des règles plus précises. Pour les formuler, calculons pour chacune de ces séries la valeur approchée du rapport — — , en
y négligeant les termes d'ordre plus élevé que — • On a, avec cette approximation,
(/i -h i)P __ AzP-h p/iE^~^4-. . . _ p p{p — l) T
nv m^ n 2 n-
Log ( /i -{- 1 ) = Log 71 -\- Log ( I H I
= Log /i( iH j^ ),
Log2(/i-M)=zLog2/« + LogM + -jpf^^
rr=Log,/H j
n Log Ai
= Log2« ( iH { — )?
\ n Ao n /
et généralement
Log^(/î 4-1) = Log„,Ai( 14- ' )>
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Enfin
{n^i)\m{n-\-\) _ nA„,n
n J \ nLo^n / \ n A,„ n /
n n Logn ' ' nA^^n
{n-^iy-^P _ i + p (i + p)p
(/i-hi)A^(/iH-i)LogP,(/^-f-[)
n n Log/i " ' ' nAffiti
Telles sont les valeurs du rapport — — pour les séries (lo) -et (i ï). La première de ces valeurs seule est exacte. Les autres doivent être complétées par un reste de la forme -^> ^n étant infiniment petit pour n = oc.
312. Cela posé, une série llvn sera divergente si, à partir de /î = V, on a constamment
OU, plus généralement,
tV -/ 1 i \ 1
"k étant une quantité positive fixe.
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En effet, en la comparant à la série (lo) correspondante, la différence
J^^ ihi_ = ^ + Qn
a II < /ï2
^n-hl "n-f-1 '*
finira par devenir négative, 8„ étant infiniment petit.
Au contraire, St^„ sera convergente, si l'on peut trouver une quantité positive \ telle que l'on ait, à partir de n =v,
ou, plus généralement,
En effet, comparons la série S r,^ à la série correspondante ^Un, formée avec une valeur de p moindre que X. La différence
lt„., > nXnrH
prendra, pour de grandes valeurs de /i, le signe de son premier terme, qui est positif.
Lorsque le rapport -^-^ est développable suivant les
puissances entières de — (ce cas est à peu près le seul qui
se présente dans la pratique), les règles précédentes permettent de décider, dans tous les cas, s'il y a ou non convergence.
Soit, en effet, en s'arrêtant aux termes du second ordre,
'8^, restant fini pour n = oc.
Si a < I , ou a = I , ^ ^ 1 , il y aura divergence -, car, en
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comparant la série ^ç,i à la suivante, qui est divergente, on aura
Un-i-i n II Log/i
et le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de /i, donne son signe à cette expression, sera négatif.
Au contraire, si a >> i , ou a = i , ^ ;> i , il y aura convergence; car, en comparant la série ^i^n à la série convergente
Log^-^P on aura
rt+i "-n-hi
/iLog/i n^
expression qui, pour n suffisamment grand, sera positive, car son terme principal est positif.
314. Voici une dernière règle de convergence, due à M. Kummer :
Siy pour 11^^^ on peut mettre le rapport — — sous la forme
a, <?v, ...,<?„, ... désignant des quantités positives quelconques, la série S('„ sera convergente.
On a, en effet,
Ajoutons les équations obtenues en donnant successivement
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à n les valeurs v, v H- i , v +/> — i ; il viendra
Donc la somme du premier membre tend, pour yo = oo, vers
une limite au plus ég-ale à -^^.
315. Séries k double sens. — On considère parfois des séries telles que
(12) . . . + M_,„ + . . . 4- W__i H- Mo -i- «1 + • • • + "« -h . • • 1
formées d'une infinité de termes s'étendant dans les deux sens à partir d'un terme central Uq. La somme s d'une semblable série sera, par définition, la limite de la somme
5,„„ = ( u_^ 4- ... -4- Mo H- ... -f- //„),
lorsque /?? et /i tendent tous deux vers 00, sans être liés par aucune relation. S'il existe une semblable limite, la série sera convergente. Pour cela, il est évidemment nécessaire et suffisant que les deux séries partielles
«0-1-- • .H- "« + • • • et ^^_l4-. . .-f- M_,„-h. . .
soient convergentes séparément.
La série (12) sera absolument convergente si ces deux séries le sont. On pourra, dans ce cas, altérer à volonté l'ordre des termes sans changer la somme de la série; les écrire, par exemple, dans l'ordre suivant,
de manière à n'avoir plus qu'une série ordinaire.
Pour former le produit de deux séries de l'espèce (12), lorsqu'elles sont absolument convergentes, on n'aura évidemment qu'à former les produits de leurs termes deux à deux; les termes ainsi obtenus, écrits dans un ordre quelconque à la suite les uns des autres, formeront une nouvelle série, égale au produit cherché.
316. Séries multiples. — Soit u,n^m^... un système de quantités, distinguées les unes des autres au moyen de plusieurs indices m,, m^^ . . ., dont chacun peut prendre une infinité de valeurs entières (par exemple, toutes les valeurs entières et positives).
On peut, d'une infinité de manières, écrire ces termes à la suite les uns des autres et former ainsi une série où chaque terme figure à un rang déterminé, sans qu'aucun d'eux soit omis. (On peut, par exemple, en désignant par e,, ^2, ... une suite quelconque d'entiers croissants, écrire d'abord, dans l'ordre qu'on voudra, ceux des termes w,„, ,„.... en nombre limité pour lesquels | /?i, | + | m2 | + . . .^^i, puis ceux, en nombre limité, où cette somme est ^^i, mais^e^, et ainsi de suite).
Une série ainsi formée
dont les termes successifs ne sont autres que les nombres it-m m écrits dans un certain ordre, représentera pour nous, si elle est convergente, une valeur de la série multiple
Toutes les séries V se déduisant de l'une d'elles V parle changement de l'ordre de ses termes, on voit (291-292) que, si V est semi-convergente, la série multiple admet une infinité de valeurs diflerentes. Le symbole Sz^„,^,„^ n'acquerra donc un sens précis que lorsqu'on aura fixé l'ordre dans lequel les termes devront être successivement ajoutés.
A.U contraire, si V est absolument convergente, la série multiple n'aura qu'une valeur unique (289). Nous dirons, dans ce cas, qu'elle est absolument convergente. La série plus générale 2a,„^,„^ w,„^y,^ le sera également, si les modules des multiplicateurs a,„,„^ ne surpassent pas un nombre fixe (297). Enfin, on obtiendra le produit de deux semblable s
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séries en multipliant leurs termes deux à deux et ajoutant dans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus.
317. Considérons en particulier la série à termes réels et positifs
(où l'on exclut le terme correspondante m, =m.2..'=mn=Oj qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera convergente.
Soit X un entier positif quelconque. Le nombre des systèmes de valeurs de /??<, ..., m^ dont la valeur absolue ne surpasse pas x est évidemment égal à (2;r -|- i)" — t . Si nous excluons ceux de ces systèmes où /?i,, ..., nin sont tous <^x en valeur absolue, il en restera
Soit Sx l'ensemble des termes de S qui correspondent aux systèmes restants. Chacun de ces termes est évidemment com-
Fis entre les deux limites suivantes — — ■ et ; -— ; on aura
donc
On a d'ailleurs, évidemment,
S = Si-f-. . .-f- s^^ . . ,
et, par suite,
en posant, pour abréger.
■la
S sera donc convergente ou divergente en même temps que ï.
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Mais on peut évidemment écrire
A;i tendant pour ^ =: QO vers la limite constante /?2". Pour que T soit convergent, il sera nécessaire et suffisant que la série
le soit, ce qui donne (306) la condition
318. Ce résultat peut être i;énérallsé comme il suit : Soient C5 une fonction continue homogène de degré 2 a des
indices /??, , . . ., /??„; 'h une fonction des mêmes indices, de
degré inférieur à 2 a.
Si la fonction o est de telle nature qu'elle ne s'annule pour
aucun système de valeurs réelles des variables m,, m^-, . . .
(le système o, o, ... excepté), la série
(où Ton exclut de la sommation les termes pour lesquels on
aiirnit es -I- y = o) sera convergente si a>> — ? divergente
En elTet, donnons successivement aux variables m,, ma, ... tous les systèmes de valeurs réelles qui satisfont à la condition
r^es valeurs correspondantes de cp seront évidemment finies et de même signe, car 'f ne pourrait changer de signe qu'en s'annulant.
Soient K la plus grande de ces valeurs, A^ la plus petite. Le rapport des fonctions (p et (mj -}-... H- ml)^ restera coin-
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pris entre K et k pour tous les systèmes de valeurs qu'on considère. D'ailleurs ce rapport, étant une fonction homogène et de degré zéro de w,, ..., m,i, ne dépend que des rapports mutuels de ces quantités; il sera donc toujours compris entre K et k.
D'autre part, 'l étant de degré << 2a par rapport à m,, ..., m«, son rapport à [m'-^ -{-...-]- m'f^)°^ tendra vers zéro si les variables m,, ..., m^, ou seidement quelques-unes d'entre elles, croissent indéfiniment; car ce rapport est moindre que
— ^) nip désignant la plus grande en valeur absolue des quanftip
tités m^, ..., nini et ce dernier rapport tend évidemment
vers zéro.
On aura donc
Q + (]; = A,„,...,„„(m j -f- . . . -^ mfj^,
^m^...m^ étant une quantité iinie, comprise pour des valeurs suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes,
voisines de K et de k. La série 7 r sera donc conver-
gente ou divergente en même temps que la série S considérée tout à l'heure.
Comme application, considérons la série
^ (2GL)i/7ii
OÙ 2iùi=z a' -{- a"i, 2t02= b' -\- b" i^ z ■= z' -\~ z" i sont des quantités complexes et a une quantité positive. La série des modules a pour terme général
[(a'mi+ b' m^-hz'Y^{a'''m,~\- b" m.^-v- z"YY ^
en posant
9 = [{a' m, 4- b'iiuy-^ {a"jH, -h b" in.yY •
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La fonction cp est continue et homogène de degré a. Enfin, elle ne s'annulera que si rUt = m.2= o, pourvu que le déterminant a' b" — b'a" soit différent de zéro.
On voit donc, en appliquant le théorème précédent, que la série sera absolument convergente si a>>2. Elle sera divergente, ou semi-convergente, si a^2.
320. PRODUITS i-\Fiiv'is. — Soient, comme ])récédemment, ih, u.i, ..., ii„, ...
une suite indéfinie de quantités. Formons les produits successifs
-=r Ui II.,. . .Ll,
Si n augmente indéfiniment, il peut se faire : i^ Que ces produits successifs ne tendent vers aucune limite déterminée;
2" Qu'ils tendent vers oo;
3^ Qu'ils tendent vers une limite finie II.
On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini
est convergent et a pour valeur 0.
321. Nous admettrons, pour plus de généralité, que w,, ..., w„, . . . puissent être complexes. Soit, en général,
u„ = a,, 4- b,i i = 0,1 ( ces a^ h- / si n oc„ ) •
Le produit 11/^ aura pour module p,...G„ et pour argument a, -f-... + a;,.
Deux cas de convergence seront à distinguer suivant que, pour /z = 00, Uji tend vers zéro ou vers une limite différente de zéro.
SÉRIES. 3ll
Le premier cas se présentera, quels que soient les arguments, si l'on a
limpi . . .pn= o,
ou, ce qui revient au même,
limLogpi. . .p,,= lim(Logpi + . . . + Logp„) =— oo.
Ce cas se reconnaîtra donc à ce caractère que la série
Logp,-^.. .-HLogp„-{-.. .
€St divergente et a pour limite — ce.
322. Supposons, au contraire, que 11/^ tende vers une quantité fixe différente de zéro, ayant P pour module et A pour l'un de ses arguments. 11 faudra évidemment pour cela qu'on ait
Logpi4-. . .4-Logp„r=:LogP-i-R„,
An étant un entier et R„, RJ^ des quantités qui tendent vers zéro pour n = oo. J3'ailleurs les arguments a, , . . ., a„, n'étant déterminés chacun qu'aux multiples près de 2-, pourront être choisis successivement de manière à faire évanouir les entiers A"„, de sorte que les deux séries
{i4) Logpi + . . .H- Logp„-i-. . .,
(i5) ai-h. . . + a„ + . . .
soient convergentes (leurs sommes étant LogP et A).
Au lieu de la série (14)7 il sera souvent plus commode de considérer la série
<i6) Logp5 + ...H-Logp2+.. .,
qui s'obtient en doublant tous ses termes.
Si les séries (i5) et (16) sont absolument convergentes, il en sera de même du produit II, dont la valeur sera évidemment indépendante de l'ordre des facteurs. 11 en dépendra, au contraire, et sera semi-convergent, si l'une ou l'autre des deux séries est semi-convergente.
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Une condition nécessaire, sinon suffisante, pour la convergence des séries ci-dessus est que leurs termes tendent vers zéro pour n = cc. Il faut pour cela que p;* tende vers l'unité et a,, vers zéro. Mais on a
. K sin —
P„ P'n — al-^ dl, a„=:arc ,
cos
Pn
Il faudra donc que an tende vers l'unité et bn vers zéro.
323. Théorème. — Pour que le produit Il =1 Wj . . . u,^ . . .
soit absolument convergent vers une limite différente de zéro, il faut et il suffit que la série
.Ç = ( Ml — I ) -h . . . -f- ( M„ — f ) -h . . .
soit absolument convergente.
En effet, la convergence de cette série, comme celle du produit, exige évidemment qu'on ait
lim«„=:i, limô,, = 0, Hmp„=i. Cela posé, les expressions
Logp^_^ Log(i + p,',— i)
et
. h„ arc sin —
bn bn
tendront évidemment vers l'unité pour n = zc. Ces facteurs seront donc, à partir d'un certain rang, inférieurs à une limite fixe, et il en sera de même» de leurs inverses. Donc le:^ séries (i5) et (i6) seront absolument convergentes en même temps que -les séries plus simples
& ri
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et *
Mais, si la série \ bn est absolument convergente, il en sera
de même de la série ^ èf^, dont les termes ont des modules moindres, au moins à partir d'un certain rang. D'autre part, la série 7 (a;] — i) peut s'écrire
et sera absolument convergente en même temps que la série
N («// — i), puisque le facteur a,i + 1 tend, pour/? = (X)^ vers
une limite fixe égale à 2. Donc, pour que II soit absolument convergent, il faut et il suffit que les deux séries
^(a„— i) et ^bn
soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au même, que la série
le soit.
Considérons, comme exemple, le produit
Il sera absolument convergent si, a étant >> i, les coefficients A,, ..., Ara, ... ont leurs modules inférieurs à une limite fixe M. On aura, en effet,
et ^— ^ est convergente, comme nous l'avons vu,
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Le contraire aura lieu si a^i et si A,, ..., A„, ... ont leurs modules supérieurs à une limite fixe.
32o. Gomme application, considérons l'expression
Soit r(^) la limite vers laquelle elle tend pour n =^ ce. On aura évidemment r(5) = oo si ^ est un entier négatif, car, à partir de la valeur « = — ^ 4- t , toutes les fonctions U{n., z) auront un facteur nul au dénominateur.
Pour toute autre valeur de ^, 1 (:^) aura, au contraire, une valeur finie et déterminée. En effet, on peut évidemment écrire
n(3,^) Tl{n-h-i,z)
et il ne reste qu'à prouver la convergence de ce produit infini. Or on a
ïi{n -hi, z) _ n {n -\-\Y VL{n, z) /i H- ^ n'-
iir n-
Afi tendant, pour n = oc, vers la limite fixe ^—^ Le produit est donc absolument convergent.
326. On a parfois à considérer des produits infinis dans les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction ne peut plus offrir aucune difficulté.
Si une série
5 r= /^, + //2 H- • • • + «« -H • • • dont les termes sont des fonctions d'une ou plusieurs va-
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riables x\ y^ ... est convergente pour tous les systèmes de valeurs île ces variables constituant un certain domaine, elle représentera dans ce domaine une fonction de jp, y, ....
La convergence de la série sera uniforme, si l'on peut, quelle que soit la quantité positive s, déterminer un entier v, indépendant de ^, y, ... et tel que, pour n > v, on ait toujours
Les séries uniformément convergentes peuvent, à beaucoup d'égards, être assimilées aux sommes formées d'un nombre limité de termes, ainsi que le montrent les théorèmes suivants :
328. Théorème l. — Une série uniformément com^ergehte, dont les termes sont des fonctions continues de x^ y, . . ., est elle-même une fonction continue.
Posons, en elFet,
Changeons ^, y, ... en ^ + A^, y -\- ày, ...; soient A5, A^/i, AR les accroissements correspondants de s, s^ R; on aura
^s = A.s„ -H AR = As-,, 4- R -h AR — R, d'où
|A.| = |A.9j-MR^AH|-f-|R|.
La continuité étant supposée uniforme, on pourra prendre n assez grand pour que | R -+- AR | et |R | soient moindres
qu'une quantité positive quelconque -r*
Le nombre n ayant été ainsi choisi, 5,^, qui est la somme d'un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On pourra donc assigner une quantité S telle que, si [Aj*!,
I Ay |, . . . sont <C ô, I Asn I soit -< -• On aura alors
ce qui démontre la continuité de s.
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Théorème II. — Une série uniforme ment convergente
et dont les termes sont des fonctions intégrables dans un domaine borné E, est elle-même intégrable dans ce domaine; elle a pour intégrale la série
de
laquelle sera uniformément convergente.
En efTet, décomposons E en éléments infiniment petits de^. ..., dch^ .... Soit Oa l'oscillation de s dans l'élément dck' Il laut prouver que HO^de/ç tend vers zéro en même temps que l'étendue des éléments.
Posons encore
et soient OJ^, w^ les oscillations de Sn et de R dans l'élément de/(' On aura évidemment
10,de,= 10',de,^lr.^,de,.
On peut, par hypothèse, prendre n assez ^rand pour que R soit constamment moindre en valeur absohie qu'une quantité positive quelconque £. Son oscillation ojy^ sera dès lors moindre que 2£, et l'on aura
2 M;,, de^ < 2 £ ^ dejç < 2 £ E.
Le nombre n étant ainsi choisi, Sn étant la somme d'un nombre fini de fonctions intégrables sera intégrable; on pourra donc assigner une quantité ù telle que, si de^^ ..., dck sont tous << 8, ^O'f^dek soit <^ £. On aura alors
10kde,,<c{i\i-i- i), quantité qui tend vers zéro avec £; donc s est intégrable.
Son intégrale sera donnée par la formule
=r V Wj c/e 4-. . .+ V Un de -h ^ Rde.
Il ne reste plus qu'à montrer que, si n tend vers 00,
SJ\.de tend vers zéro, et cela uniformément. E
Or, on peut, par hypothèse, déterminer un entier v tel que, si /i >> V, I R I soit constamment moindre qu'un nombre positif quelconque £. Mais alors
^ nde
quantité qui tend vers zéro avec s. '
Théorème 111. — Si la série
s{x) =^ f,{.x) -^ . . . -\- f„{œ) -^ . . . est convergente, et la série
uniformément convergente dans V intérieur d'un domaine E; si, de plus, les fonctions f\ (^), . . ., f\i{x\ . . . sont continues dans V intérieur de E, s(^x) admettra dans i' intérieur de E une dérivée, égale à <7(x).
Soient, en effet, x un point quelconque intérieur à E; a un autre point, assez voisin de x pour que tous les points de l'intervalle ax soient encore intérieurs à E; ^(x) sera intégrable de a k x', et l'on aura
f G{t)dt=: f f[(t)dt^...-^ f /,[(t)dt-^...
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Le premier membre admet une dérivée, égale à ^rix); donc il en est de même du second; s [a) étant une constante, s(x) aura une dérivée, égale à a-(^).
Théorîlme IV. — Soit
une série co/ive/'gente dont les ternies soient, dans un certain domaine, des fonctions synectiques de z. Si la série
est uniformément convergente, s(z)se/-a dans ce domaine une fonction synectique de z, ayant pour dérivée <^{z).
La démonstration est la même que pour le théorème précédent.
332. L'uniformité de la convergence, admise dans les raisonnements précédents, est une condition essentielle pour la validité des démonstrations.
Voici, en effet, quelques exemples où, cette condition n'étant pas remplie, nos théorèmes se trouvent en défaut : 1° Considérons la série s qui a pour terme général
Pour ^ = o, elle se réduit à zéro. Pour les autres valeurs de x comprises entre — i et -f- 1 , 5 est une progression géométrique convergente, et a pour valeur
quantité qui tend vers oo si ^ tend vers o. La série s est donc discontinue pour jc = o, bien qu'elle soit convergente et que ses termes soient des fonctions continues.
Ce résultat s'explique en remarquant que la convergence m'est pas uniforme. Soit, en effet, Sn la somme des n pre-
miers termes de la série. On aura
et, quel que soit /z, on pourra toujours trouver une valeur de x assez petite pour que Un soit plus grand que toute quantité donnée s.
2° Considérons la série
.s- =: f/i + ...-+- M„ + . . ., OÙ
La somme Sn des n premiers termes est égale à Jixe~'^^^ et tend vers zéro, quel que soit x^ pour n ^= ce. La série a donc pour valeur zéro, quel que soit x.
On a, par suite.
.ç dx =: o ; '0 mais, d'autre part,
Sndx = I nxe-"^' dx = -- - I r/^-»^' — — - (e""^ ^0 ^-'o ^
et, pour n ^= ao^
dx
lim / s„
Le théorème II est donc en défaut pour cette série.
Cela tient encore à ce que la convergence n'est pas uniforme. En effet, on a
et, si l'on pose x = -— :, il viendra
11 est donc impossible de choisir n de telle sorte que, pour toute valeur de .r, | R„ | soit <; s, dès que e sera << -•
Considérons encore, avec M. Weierstrass, la série
F(^)=: > è"cosa"7r^,
où h est une constante positive < i, et a un entier impair
Cette série est uniformément convergente; car, si l'on désigne par F,„(^) la somme des m premiers termes, par R^ le
quantité indépendante de x et qui tend vers zéro pour m =z 00.
Si a6 <C I , F(^) aura pour dérivée la série
F'(^) =~y^a'^6"|7:sin«"7:^,
car celte dernière série sera aussi uniformément convergente.
Nous allons montrer, au contraire, que, si ab surpasse un certain nombre fixe, F(^) n'aura pas de dérivée.
On peut évidemment écrire
0L„i étant un entier et ^^ une fraction comprise entre — i et 4- .;. Posons
e.a élant égal à dz i . La quantité
sera un entier. D'autre part, h aura le signe de e,n^ et son
module sera au plus é2;al à ; donc h tendra vers zéro si ni
croît indéfiniment.
Considérons l'expression
F(^ -f- h) — F(^) '^ 6'*[cos<2"(cr -h h)7: — cosa'*:rTr]
Soient Sm la somme de ses m premiers termes, R„j le reste. On aura
'^ 6" [ ces a" (^ -h A) 71 — ces a" :c 11]
et, par suite,
> 7ra"^'^T-^ — -<-r^ a"" b'
^^ ab — I ab — i
Passons à la considération de R,„. Pour riym^ on aura (a et Cm étant impairs)
cosa"(x'H-A)7r--cosa'*-'»(a„,-f-e„,)7r=: {—i)^m-^\
cosa" œn = ces a"-'« ( a^,, H- 1,„ ) t: =: ( — i ) «^m cos a"-'" ç„, iz
et, par suite,
^m^- ^ 2rfZ>-(l4-C0Sa"— ^,,71).
La quantité sous le signe \^ a tous ses termes positifs. D'ailleurs, le premier de ces termes, 6'"(i + cos?„i7:), est
^Z>'"; car, ^^«t: étant compris entre et -? son cosinus ne
peut être négatif.
On aura donc
et R,„ aura, d'ailleurs, le signe de ( — i)^m+' e„i. Si donc on a
2 7T 1, . - ^ Stt
-r, > —, î d'où ab^\~\ j
6 au — 1 2
on aura
quantité qui croît indéfiniment avec m.
,^, ... ¥{x^h)-¥{œ) . . PI- .
Jj ailleurs, j a, ainsi que n,,/, le signe de
( — i)°''n+' <?„i, et, comme on peut, pour chaque valeur de nij se donner arbitrairement le signe de e,„, on voit qu'on pourra
à volonté faire tendre vers l'infini positif
ou négatif, ou lui faire parcourir une suite de valeurs de signes différents et indéfiniment croissantes, h tendant toujours vers zéro.
On voit, par l'exemple qui précède, qu';7 existe des fonctions continues n^ ayant de dérivée pou?' aucune valeur de la variable.
334. La fonction précédente F(:r) n'a une variation bornée Jans aucun intervalle.
Soit, en effet, cd un intervalle quelconque. Soient -^>
) • • •) * celles des fractions de dénominateur — - qui
sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons à ^ la série de ces valeurs intermédiaires entre c et <:/, la variation
SÉRIKS
totale T correspondante sera
Y(ttl±l\_^(^±S'
et sera au moins égale à yr,, y; désignant la plus petite des quantités
Or on a, par hypothèse.
d'où
D'autre part, nous avons vu, dans le numéro précédent, qu'en posant
on avait
3 ab — I
Faisant, en particulier, ^,,1= o, e„^=-}- i, y.,n= ,3 + /, d'où
[3-hi
X = = — -— > A = -— , il viendra
P-+-^'+'\ ir/P-^^'
3 ab — I
On aura donc
T > (,3 - ^î^rrj *"'[<'"' ('^ - o - 2].
Si nous faisons croître m indéfiniment, b étant << i et «è >> i , cette expression croîtra indéfiniment, ce qui établit notre proposition.
Considérons encore la série
-Hi[+(^)-9(^)](7^-7,p^)
(f{z) et ^(z) étant des fonctions quelconques de z. La somme des n premiers termes de s est
Si I :; I <; I , s'' a pour limite zéro, pour n = ■y^^ et l'on aura s = à{z). Si\z\^ i , z" tend vers oo, et 5 = ^{^)-
Si nous remplaçons o{z) par une autre fonction 'f»(^), nous obtiendrons une autre série 5i, égale comme la précédente à 'h{z) lorsque | s | < i , mais égale à ^i(^) pour
On voit par là que deux séries convergentes et égales entre elles dans une région donnée du plan peuvent converger toutes deux, mais vers des valeurs différentes, dans une autre région du plan.
Soit
une série procédant suivant les puissances entières et positives de ^ — a.
Si, pour une valeur particulière ^ de z autre que rt, la série est convergente, son terme général tendra nécessairement vers zéro quand n augmente indéfiniment. On aura donc, en posant pour abréger | Ç — a | = /',
(1) lim|A„/"M = o.
Cette condition n'est pas suffisante; mais si elle est
remplie, et si l'on désigne par p une quantité positive quelconque moindre que ;•, la série S sera absolument et uniformément convergente pour les valeurs de z qui satisfont
à l'inégalité
\z — a\lp.
Les séries dérivées
S'=^/iA„(:;-«)«-\
S" = ^n{n - i)K{z - ar-\
jouissent de la même propriété.
En effet, soit s une quantité positive quelconque. On peut, par hypothèse, déterminer un nombre v tel que toutes celles des quantités | A/^/'" | où /i > v soient < s. Les autres sont en nombre limité; soient Tj la plus grande d'entre elles, M la plus grande des deux quantités s, t^ : on aura, quel que soit /?,
Cela posé, considérons, par exemple, la série S'. Les modules de ses termes sont au plus égaux aux termes de la série
laquelle est convergente, carie rapport d'un terme au suivant
a pour limite -? quantité > i .
P ^ L'uniformité de la convergence résulte d'ailleurs de ce que
la nou^ elle série a ses termes indépendants de z.
La série S représentera donc une fonction sjnectique dans
un cercle de rayon p décrit du point a comme centre, et sur
ce cercle lui-même.
Gela posé, soit /- une quantité positive variable de o
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à co. L'expression
sera croissante avec /•, et trois cas seront à distinguer :
i" La condition (i) n'est satisfaite pour aucune valeur de /*. Ce cas se présentera, par exemple, si A/i= i . 2 . . . ai. S'il en est ainsi, S ne convergera pour aucune valeur de z, autre que a.
2^ La condition (i) est au contraire satisfaite pour toute valeur de /'. Dans ce cas, /• et par suite p pouvant être choisis aussi grands qu'on voudra, S sera convergente et définira une fonction synectique dans tout le plan.
Une semblable fonction se nomme une fonction entière. Telles sont, par exemple, les fonctions e^, sin:?, cosz.
3" La condition (i) est satisfaite pour des valeurs suffisamment petites de /•, mais ne l'est plus pour les valeurs suffisamment grandes. Ces deux classes de valeurs sont séparées par une valeur frontière R.
Traçons, autour du pointa comme centre, un cercle K de rajon R, auquel nous donnerons le nom de cercle de convergence.
Si z est extérieur à K, on aura \z — « | >> R, et la série sera divergente.
Si z est intérieur à K, on aura \z — a | << R, et, en choisissant deux quantités p et /• telles que l'on ait
on voit que la série sera convergente. La fonction qu'elle représente sera d'ailleurs sjnectique dans tout cercle décrit du point a comme centre avec un rayon p moindre que R.
Enfin, si :; est sur la circonférence de K, S pourra, suivant les cas, être convergente ou non.
La fonction synectique /(2) représentée par une série S de puissances entières z — a dans l'intérieur de son cercle de convergence se nomme nn élément de fonction analytique. Nous dirons, pour abréger, que le point a, est le centre de cet élément et que R est son rayon.
338. Si Ao est nul, /(s) s'annulera pour z=^a^ et l'on dira que ce point est un zéro de f{z). Ce zéro sera d'un degré de multiplicité m, si A^^ est le premier des coefficients de la suite Aq, A<, ... qui ne soit pas nul.
On aura dans ce cas
f{z) ^{z- ay-[K„-^ k„^,{z -«)-+-.. .]
et l'on pourra déterminer une quantité 0 telle que, si o < I >s — a I <C S, on ait toujours f{z) ^ o.
Nous avons vu en effet qu'il existe deux quantités M et r telles que Ton ait
€t, par suite, si | 5 — a | << /',
I A,„+i(:; — a)-\- k,„^,{z — ay--^...\ ^ M / \z — a\ U — ^
<r''-\r-lz-a\)
Cette quantité décroît avec \z — a\] si donc on détermine 5 par la condition
on aura pour les valeurs de | s — a\ inférieures à 8
339. Théorîîme. — Soil f{z) une fonction synectlque de z définie dans V intérieur d' un contour fermé et continu C. Les points de V intérieur de ce contour pour lesquels f{z) prend une valeur déterminée A sont nécessairement isolés, si la fonction f{z) ne se réduit pas à la constante X.
On peut supposer pour plus de simplicité X=:o; car, s'il était différent de zéro, on n'aurait qu'à raisonner sur la
fonction /(z) — )., qui est définie dans le même domaine que /(::).
Supposons donc qu'il existe dans l'intérieur de C un point r/, qui soit la limite d'une suite de points a<, ao, ... pour chacun desquels f{z) s'annule. Soit b un autre point quelconque intérieur à C. On peut joindre les points a et b par une ligne polygonale L située dans l'intérieur de C. Soit £ une quantité moindre que la plus courte distance de L et de C. Partageons la ligne L en arcs partiels aa^^ ..., af<a/(_^i^ . . . dont chacun ait une longueur << e.
Si de l'un des points a, a^, . . ., par exemple du point «a, comme centre, on décrit un cercle de rayon £, la fonction y'(^) sera représentée dans l'intérieur de ce cercle ])ar la série de Taylor
et ce développement sera valahle sur les arcs ftff-iCi/f et «A^/f+i5 q^ii sont contenus en entier dans ce cercle.
Considérons le premier développement, relatif au point a^
Si l'un des coefficients /(<7), f'{ci), ... n'était pas nul, on pourrait, comme on l'a vu au numéro précédent, assigner une quantité o telle que f{z) ne s'annulât pour aucune valeur de z pour laquelle on aurait o <C\z — « | << S, ce qui est contraire à la supposition que (( est la limite d'une suite de points pour lesquels /(.g) s'annule. Donc f {ci) ^ f {(^) i ••• seront tous nuls, et l'on aura f{z) = o tout le long de l'arc acii.
Mais ai sera la limite d'une suite de points de cet arc; on verra donc, par le même raisonnement, que tous les coefficients du second développement
s'annulent, et que f(z) est nul tout le long de l'arc «j a.,.
Continuant ainsi, on voit que /(z) doit s'annuler tout le long de L et en particulier à son extrémité b, laquelle est,,
par hypothèse, un point quelconque de l'intérieur de C. Donc f{z) est nul dans tout ce domaine.
340. Corollaire, — Soient /(^), f\{^) deux fonctions synectiques respectivement définies dans l'intérieur de deux contours fermés C, G, qui se coupent mutuellement en deux points. Si dans la région D, intérieure à la fois à G et à C,, les deux fonctions f{z) et f\{z) sont égales autrement qu'en des points isolés, les relations
F(^)=r/(^) dans l'intérieur de C, z=zf^[z) dans Tintérieur de C,
définiront une fonction synectique F(^) dans tout l'intérieur de la région du plan entourée par ces deux contours.
On doit remarquer que F (s) est définie de deux manières différentes dans la région D; mais ces deux définitions coïncident; car la différence /, (^) — f{z)^ étant synectique dans cette région, et ne s'y annulant pas seulement en des points isolés, y est identiquement nulle.
Ce point établi, la proposition devient évidente.
Nous dirons que deux éléments de fonction analytique
S=2A„(^-ays
ayant respectivement pour centres les points a et r/|, sont conllgus, si : i*^ leurs cercles de convergence empiètent l'un sur l'autre ; 2" dans la région commune à ces deux cercles, on a S = S< .
D'après ce qui précède, il suffit, pour que cette dernière circonstance se réalise, que l'égalité S = S, soit satisfaite dans cette région commune autrement qu'en des points isolés.
Si deux éléments S, Si sont contigus à un troisième élément
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■et si les trois cercles de convergence K, K,, Ko ont une ré- ;gion commune, S et S, seront contigus. Gar on a dans cette
8 = 82, Si = 82, d'où S = Si,
•et cette dernière égalité, ayant lieu ailleurs qu'en des points isolés, subsistera dans le reste de la région commune à K et K,.
Remarquons enfin que, sir/, est un point quelconque intérieur au cercle de convergence K de l'élément S, on aura, par la formule de Taylor, dans l'intérieur de tout cercle décrit du point a^ comme centre avec un rayon moindre que la distance de «, à la circonférence de K,
Le second membre de cette égalité sera donc un élément <le fonction analytique contigu à S.
342. Ces préliminaires posés, tout élément de fonction analytique tel que
■sert de point de départ, comme il suit, pour la définition d'une fonclLOii analytique f{z).
Soit L une ligne continue quelconque partant du point a pour aboutir à un autre point b.
Aduiettons qu'on puisse marquer sur cette ligne une suite de points «, a,, ..., «/, ..., ^ en nombre limité et jouissant ■des propriétés suivantes :
il existe une suite d'éléments de fonctions analytiques S, S,, ..., S/, ... dont chacun est contigu au suivant, et tels <jue les arcs aa^^ . . ., aiaij^s , • • • soient respectivement contenus à l'intérieur des cercles de convergence K, ..., K,-, ... -de ces éléments.
Nous définirons /(^) en chaque point de la ligne L comme âl suit :
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De a k ai nous poserons
/(^) = S, ...; de ai à «/+(,
On a ainsi, au point a/,
/(«,) = S,_i et /(a,)r=rS/;
mais comme en ce point, intérieur à K/_, et à K/, on a
ces deux définitions sont concordantes.
343. Si ^r=cp(^), y=>l(^t) sont les équations de la ligne L, la fonction f{z)^ ainsi définie sur cette ligne, est évidemment une fonction continue de i. Sa valeur en chaque point de L sera déterminée et ne dépendra pas de la manière dont on aura pu choisir les points «,, . . ., <2/, ... et les éléments S,, . . ., S/, ....
En efî'et, soit a\, al, ... et S,, S!,, ... un second système -de points intermédiaires et d'éléments correspondants. Désignons par a,, ao, ... les points des deux systèmes a,, -<22, ... et a'p a^, . . . écrits dans l'ordre où on les rencontre en cheminant de a à b.
Dans les deux modes de procéder, on a sur l'arc a a,
Admettons plus généralement qne, jusqu'au point a/, la valeur de f{z) reste la même; nous allons prouver qu'il en sera encore de même sur l'arc cLia^ij^^.
Avec le premier mode de division, f{z) sera déterminé par une relation de la forme
S<. étant un élément dont le cercle de convergence K^ contient à son intérieur l'arc a/a/_^,, et, par suite,^une portion de
l'arc a/_< a/ avoisinant a/. Sur cette dernière, on aura encore
En effet, cela a lieu par définition si a/ n'appartient pas à la suite a^, a.^^ .... Si au contraire il appartient à cette suite, il sera égal à ae et la définition donnera
Mais Se et Se_i sont deux éléments contigus; donc, dans toute la région commune à leurs cercles de convergence, on aura
et, par suite,
Dans le second mode de division, on aura de même, sur l'arc a/a/_^< et sur une portion de l'arc a/_,a/, voisine de a/^
S^^ étant un nouvel élément, dont le cercle de convergence R^,^ contient à son intérieur l'arc a/a/^< .
Mais, dans les deux modes de procéder, /(2) a la même valeur sur l'arc a/_i a/; donc les deux éléments S^ et SJ,^ ont la même valeur sur toute la portion de cet arc commune à Ke et à KJ^^. Ils sont donc contigus, et restent encore égaux sur l'arc a/a/^,.
La valeur finale de /(^) au point ^, extrémité de la ligne L, ne dépend donc que du tracé de cette ligne, lequel définit la loi de variation de z.
344. Nous avons admis, dans tout ce qui précède, qu'on pouvait passer du point a au point h (et a fortiori h^ un point quelconque de L) au moyen d'un nombre fini d'éléments S^
S,, Supposons qu'il en soit autrement. La ligne L étant
à ses débuts intérieure à R, il y aura sur cette ligne des points que l'on peut atteindre de la manière indiquée et d'autres plus éloignés aui ne jouissent plus de cette propriété. Ils
sont séparés les uns des autres par un point frontière c que nous appellerons un point critique. Notre procédé permettra de définir la valeur de i\z) pour tous les points de l'arc ac (le point c excepté), mais on ne pourra aller plus loin.
345. Nous avons vu que, si z se rend de a à 6 suivant une ligne L n'offrant pas de point critique, on peut déterminer sans ambiguïté la valeur de /(^) en chaque point de cette ligne, et notamment au point b et dans ses environs où elle sera donnée par un développement
procédant suivant les puissances de ^ — h.
Si z suivait une autre ligne L', on obtiendrait de même sur la partie de cette ligne avoisinant le point b un nouveau développement
Si ces deux développements sont identiques, nous dirons que les lignes L et L' donnent à leur extrémité des valeurs concordantes poury(^). Il n'en est pas nécessairement ainsi. Les fonctions algébriques et les transcendantes élémentaires nous en ont déjà fourni plusieurs exemples.
11 peut même arriver que le point b soit critique sur l'une des lignes L, L', sans l'être sur l'autre.
Il est donc, en général, nécessaire, pour pouvoir fixer la valeur de /(s) en un point donné b ou dans ses environs, de définir le chemin suivi pour y parvenir.
Il existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas où l'on peut s'affranchir, au moins dans une certaine mesure, de cette considération.
346. Théorème. — Supposons z assujetti à rester constamment dans V intérieur d'un contour fermé Ct] si, dans ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique, quelle que soit la ligne décrite par z, la fonction f{z) dé-
finie par le moyen de ces lignes dans U intérieur de C n'a qu'une valeur unique pour chaque valeur de z^ et c'est une fonction synectique.
On peut tout d'abord se borner à la considération des lignes L qui sont polygonales. En eft'et, soit L une ligne quelconque allant de a à 6; soient a, a,, ..., a/, ..., 6 et S, S,, ..., S/, . . . les points de division et les éléments successifs qui servent à la détermination de f{z) le long de cette ligne; K^ K,, . . ., K/, ... les cercles de convergence de ces éléments.
Remplaçons chacun des arcs partiels a/«ç/^, par un polygone inscrit ayant mêmes extrémités et qui s'en rapproche assez pour être encore contenu en entier dans l'intérieur de C et de K/. Pour déterminer la valeur de f{z) en chaque point de ce polygone P, on fera usage des mêmes éléments que pour la ligne L; on arrivera donc aux extrémités de ces deux lignes à des valeurs concordantes de J\z).
34". Considérons donc un polygone P et un autre polygone P' aboutissant également au point b. La valeur finale f{b) fournie par la ligne P' est évidemment la même qu'on obtiendrait en suivant la li^ne P.P~*P'. Tout revient donc à montrer que, après être arrivé en un point ([uelconque b par une ligne P avec la valeur finale f{b), on retrouve la même valeur après avoir décrit un contour [)olygonal fermé tel ducP-'P'.
Cette proposition sera évidemment vraie pour un contour polygonal quelconque, si elle l'est pour un contour II sans point multiple (199). On voit également cjue^ si elle est vraie pour deux contours bcdeb et befgh ayant un coté
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commun be {fig- 7), elle le sera pour le contour bcdefgb formé par la réunion des autres côtés.
Cela posé, soil FI l'un des contours considérés. On peut le décomposer par des diagonales en triangles, ayant chacun un coté commun avec le suivant; et il suffira d'établir le théorème pour un des triangles T.
348. Soit z — Z> = CD (^) + /'!(/) la loi de variation de z le long du pourtour de ce triangle. Réduisons tous les rayons vecteurs dans un même rapport; nous obtiendrons un nouveau triangle T„, semblable à T, et sur le pourtour duquel
on aura
u étant <C I . ï^e triangle T„ sera contenu en entier dans T et, par suite, sera intérieur à C.
Désignons par U l'accroissement que prend /(^) lorsque z revient au point b après avoir décrit le triangle T„. Si u varie de o à i , U sera une fonction de a\ il nous faut montrer qu'elle est constamment nulle.
Tout d'abord, sa dérivée est nulle. En elfet, pour obtenir les valeurs de j\z) sur le périmètre de T„, nous partageons ce contour en arcs partiels 66,, ..., 6/6/^,, ... et nous déterminons une suite d'éléments S, ..., S/, ... dont les cercles de convergence K, . . ., K/, . . . contiennent ces arcs à leur intérieur. Si nous changeons w en u-\-du^ chaque arc bibi^^ sera remplacé par un autre arc infiniment voisin, qui sera encore intérieur à K/. On pourra donc utiliser la même suite d'éléments S, . . ., S^- que précédemment; on obtiendra donc pour f{b) la même valeur finale.
Donc U est une constante. D'ailleurs cette constante est nulle. En effet, si u est infiniment petit, tous les points de 1,^ se rapprocheront indéfiniment de b et finiront par être contenus dans K. On pourra donc dans ce cas déterminer /(g) en chaque point de T„ au moyen du seul élément S, lequel n'a au point b qu'une valeur unique et déterminée égale à la valeur initiale J'{b).
La fonction /(j:) n'a donc bien qu'une valeur en chaque point intérieur à G. Elle est, d'ailleurs, sjnectique, car elle est représentée aux environs de chacun de ces points par un développement en série c|ui admet une dérivée continue.
349. Corollaire. — La fonction /(^), déduite d'un élément de fonction analytique S, admet au moins un point critique sur la circonférence du cercle de convergence K de cet élément.
'Supposons, en elïet, qu'il en soit autrement. Dans tout le cercle K, y compris sa circonférence, f{^z) n'aura qu'une seule valeur en chaque point, et, aux environs d'un point h de ce domaine, cette fonction sera représentée par un développement
convergent dans un cercle K^,, de rayon R^ plus grand que zéro. Ce rayon R^ est une fonction continue de h. Soient, en effet, b -\- db un point voisin de b^ Rô_|.r/6 le rayon correspondant. La formule de Taylor permet de développer S^ suivant les puissances de z — [b-\-db) en une série sûrement convergente dans l'intérieur de tout cercle ayant pour centre b -\- db et un rayon moindre que R^ — \db\ ; car ce cercle sera intérieur à K^. Donc R^_[.(/6 ne peut être moindre que Rô — \db |. On verra de même que R^ ne peut être moindre que V^b+db — I r/6 |. Donc | ^b+db — Ré 1 sera '^\db\ et tendra vers zéro avec db.
D'ailleurs le domaine K (la circonférence comprise) est parfait. Donc R^ admet dans ce domaine un minimum et l'atteint. Comme R^ n'est jamais nul, ce minimum o sera >o.
Cela posé, considérons un cercle R^ concentrique à K et de rayon R-f-^p. Soit L une ligne quelconque tracée dans ce cercle. Partageons-la en arcs aa,, ..., a/rt/_,.i, ... assez petits pour que chacun d'eux, aiaij^^^ soit contenu en entier
à l'intérieur d'un cercle de rayon - ayant cii pour centre. On
pourra déterminer un point bt situé dans l'intérieur de K ou
sur sa circonférence et dont la distance à ai soit << -• Le
cercle K^- de rayon 0 ayant son centre en bt contiendra donc à son intérieur l'arc aiai^y tout entier. Deux cercles consécutifs K/, K/^< et le cercle K auront une région commune; car la droite 6/6/4.) ^^^ contenue dans K, et, sa longueur étant au plus égale à 6/rt/-h «/«/+, + «/+, 6/^.1 <| p, son milieu est intérieur à chacun des trois cercles.
Gela posé, on peut déterminer un élément
contigu à S et convergent dans le cercle K/ (ou dans un cercle concentrique plus grand). Les éléments S/, S/^_, ainsi définis seront contigus, car l'égalité
a lieu dans toute la région commune à K, K/, K/^.) . La suite des éléments S, . . ., S/, . . . permettra donc de déterminer la valeur de f{z) tout le long de L.
Donc f{z) n'a aucun point critique dans l'intérieur du cercle K' de rayon R + ^-p. Elle sera synectique dans ce cercle; donc le développement S sera convergent dans tout l'intérieur de ce cercle, et le rajon de convergence ne sera pas R comme nous l'avions supposé, mais une quantité plus grande.
350. Si les lignes L tracées dans l'intérieur d'un contour fermé G et aboutissant au même point b donnent toujours pour chaque position de b une valeur finale unique f{b)^ on dira que f{z) est monodrome dans l'intérieur de G.
Si f{z) est monodrome dans tout le plan, nous dirons qu'elle est uniforme.
3oL Théorème. — Si f(z) est monodrome dans V intérieur de G, un point intérieur à G, critique pour V une J. — I. 22
des lignes 1. {intérieures à C) qui y passent^ le sera pour toutes les autres.
Soient en efïel b un point quelconque intérieur à C; L el L' deux lignes qui le joignent au point de départ a et qui n'offrent ni l'une ni l'autre de point critique avant b.
Supposons que le point b ne soit pas critique sur L. Sur la dernière partie de cette ligne, on aura f{z)=zS,fi^ S^ étant un élément tel que b soit dans l'intérieur de son cercle de convergence K,,;. Soit o la distance de ^ à la circonférence de ce cercle. Déterminons sur la ligne L' un point [i assez voisin de b pour que l'arc b^ soit encore contenu dans K,,^. Le dévelo|)pement S^^ pourra encore servir à déterminer la valeur de /{z-) au delà du point b sur l'arc b'^. La fonction étant monodrome, cette valeur doit coïncider en chaque point de cet arc avec celle qu'on aurait obtenue en suivant la ligne L'. Dans ce dernier cas, on aurait au point ^3 et dans son voisinage f{^) = S,'„., S,',,, étant un élément tel que p soit intérieur à son cercle de convergence K,'„,. Les deux cercles K„<, K,'„, empiètent l'un sur l'autre, et sur la portion de l'arc b[i voisine de jîi on a constamment S^^ = S,'„-. Donc l'élément S/„ est contigu à S,'„, et peut servir à définir /(::) sur la portion de la ligne L' située au delà de [S, y compris le point extrême b. Donc b n'est pas critique pour L'.
302. Les points critiques d'une fonction monodrome forment un ensemble parfait. Car un point non critique, étant le centre d'un élément qui définit la fonction dans son voisinage, est nécessairement à distance finie des points critiques et ne peut être un point limite pour ceux-ci.
303. Les détails circonstanciés que nous venons de donner sur les fonctions analytiques d'une seule variable nous permettront d'être plus bref sur les fonctions de plusieurs variables.
Soit
S = lA„,,{z-ar{z'-a')-'
une série procédant suivant les puissances entières et positives de z — a et z' — a'. Si elle est convergente pour des valeurs ^ = Ç, z' = Ç', telles que \^ — a\ et \'Q — a' \ soient tous deux différents de zéro, on aura, en appelant /• la plus petite de ces deux quantités,
•et, par suite,
Il -(- « = 00
M désignant une quantité fixe.
Si cette condition est remplie, soit p une quantité quelconque <C /• : la série S sera absolument et uniformément convergente, ainsi que les séries dérivées
pour l'ensemble des valeurs de -3, :;' qui satisfont aux
Jités
\z — a\ = p, \z'—a'\lp.
En etfet, considérons — par exemple; on aura
ôz
2d r' <piantité qui est le produit des deux séries convergentes
On conclut de là que : i*' si pour aucune valeur positive de /• la condition (2) n'est satisfaite, S ne peut converger que si l'une au moins des deux quantités z — a, z' — a' s'annule;
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2° Si elle est satisfaile quel que soit /-, S sera convergente dans tout le plan et représente une fonction sjnectique;
S'* Enfin, si elle est satisfaite seulement pour certaines valeurs de r sans l'être pour les valeurs plus grandes, soit R la frontière entre ces deux classes de valeurs : S sera convergente et sjnectique tant que z et :;' resteront respectivement à l'intérieur de cercles K, K' de rayon R décrits autour de a et de a' . Elle sera divergente si z et z' sortent tous deux de ces cercles. Il y aura doute dans tous les autres cas.
Une semblable série S, considérée dans la région de convergence certaine définie par les deux cercles ci-dessus, constituera pour nous un élément de fonction analytique à deux variables.
3o4. La série S sera identiquement nulle si l'on peut déterminer deux séries de valeurs z^^ ..., 5/, ... et 5'^, ..., ^J^, ... convergeant respectivement vers a eta' et telles qu'on ait, pour toutes les valeurs de i et de A",
S(:;„ 4) = 1 A,„-(G,- aY{z,- a'Y'^ o.
En effet, la série S ordonnée suivant les puissances de z — a peut s'écrire
les T étant des séries qui procèdent suivant les puissances de z' — o! .
Assignons à z' la valeur constante Zf. ; S deviendra une fonction de la seule variable ^, admettant une infinité de zéros ayant a pour limite; on a donc nécessairement To = o, Ti = o, .... Or chacune des quantités T est une série procédant suivant les puissances de z^ et admettant une infinité de zéros qui convergent vers a^ Elle est donc identiquement nulle. JJonc tous les coefficients A seront nuls, ce cpi'il fallait démontrer.
3oo. Thkorèmk. — Soit f{z^ z') une fonction synectiqiie, définie pour tous les systèmes de valeurs de z et z'
respectivement compris dans V intérieur de deux contours fermés G et C. S'il existe deux séries de valeurs ^,, . . ., z-i, . . . et z\^ . . .j z'f^, . . . de ces variables, convergeant respectivement vers a et a', a étant intérieur à G et a' intérieur à C, et pour lesquelles on ait constamment
/{z^ z') sera identiquement nulle.
Soient en effet 6, b' deux points quelconques pris dans l'intérieur de G et de G'; joignons-les aux points <2, a' par des lignes polygonales L, VJ intérieures à ces contours. Désignons par £ une quantité moindre que les plus courtes distances de L à G et de L' à G'. Partageons les lignes L, 17 en arcs partiels aa,, . . ., «/«/^j, ... et a' a\^ . . ., a',^a'f.^^^ ... de longueur moindre que e.
La fonction /(v, z') sera développable par la série de Taylor aux environs de chacun des systèmes de valeurs a/, a!-^ et le développement, étant convergent tant que \z — a/|, \z' — «/ 1 sont <<£, s'appliquera tant que z et ^' resteront sur les arcs aiai^^^ a-a\^^.
En vertu des hypothèses faites, le premier développement suivant les puissances de ^ — a, z' — a' aura ses coefficients identiquement nuls.
Les points a,, a\ seront à leur tour des limites de suites de points ^,, Z21 ... et z\^ s^, ... respectivement situés sur aa^ et a' a\ et qui, associés deux à deux, annuleront y(3, z'). Donc le second développement suivant les puissances de z — «1, z' — a\ sera aussi identiquement nul. Gontinuant ainsi, on arrivera jusqu'aux points 6, b' ^ où l'on aura encore f{b,b')=o.
La condition exprimée dans l'énoncé du théorème sera évidemment satisfaite si l'on peut tracer à partir des points a^ a' deux arcs de courbe X, V (quelque petits qu'ils puissent être) tels que /(^, z') s'annule pour tous les systèmes de valeurs de z et z' respectivement situés sur X et )/.
306. Nous dirons que deux éléments de fonction analytique S, S, dont les régions de convergence certaine sont respectivement définies par les couples de cercles K, K' ayant pour centres a, a^ et K,, K'^ ayant pour centres a,, d^ sont contigus, si : l'^K, empiète sur K, et K', sur K'; 2" S et S, ont la même valeur pour tous les systèmes de valeurs de z^ z' tels, que z soit dans la région commune à K, et K, et z' dans la région commune à K', et K'.
Cette condition sera évidemment remplie si l'égalité S=S, est satisfaite pour tous les systèmes de valeurs de z et z'' respectivement situés sur deux lignes X, >/ tracées dans l'intérieur des régions ci-dessus.
Si a\ est intérieur à K et a\ intérieur à K', la fonction S pourra être développée par la série de Taylor suivant les puissances de z — r/, et z' — a\ en une série convergente aux environs des points a, , a\ . Ce nouveau développement S » sera un élément de fonction analytique contigu à S.
Tout élément
peut servir de point de départ, comme il suit, à la définition d'une fonction analytique f{z, z').
Supposons que 5, z', partant des valeurs initiales a, a', varient simultanément, d'une manière continue, suivant une loi exprimée par les équations
A. chaque valeur t de ^ correspondront pour z et z' deux valeurs associées Ç et Ç' ; ces deux variables décriront ainsi deux lignes L, U se terminant respectivement en des points associés 6, b'.
Admettons qu'on puisse décomposer la ligne L en un nombre fini d'arcs partiels ««,, . . ., aiai^t, ... et déterminer une suite d'éléments correspondants S, ..., S/, ..., jouissant des propriétés suivantes :
La région de convergence certaine de S/ étant définie par les deux cercles K/, KJ, l'arc a/<7/_^, sera contenu en entier dans l'intérieur de K/, et l'arc associé o!^a-^^ de la ligne 17 sera contenu dans l'intérieur de K^-.
La fonction /(s, z') que nous nous proposons de former sera définie pour chaque système de valeurs associées de z^ z' situées sur les arcs ciiaij^^^ ^'i*^'i+\ P^^* ^^ relation
En utilisant successivement les divers développements S, ..., S/, ..., la fonction se trouvera définie pour lous les systèmes de points associés situés sur L et L', et en particulier pour le système des deux valeurs extrêmes Z>, b' .
On démontrera comme au n" 34-3 que la valeur trouvée ne dépend que de la loi de variation simultanée de z^ z' et nullement du choix des points de division a,, ..., a/, ..., et des éléments S , , . . . , S/, ....
S'il est impossible de passer, comme on l'a supposé, des points initiaux a, a' aux points ù, b' au moyen d'un nombre fini d'éléments S, . . ., S/, . . ., les couples de points associés a, a' des lignes L, L' qui pourront être atteints par ce procédé seront séparés des suivants par un couple frontière 3, P'; et nous dirons que ce système de valeurs ^ = p, z' ^=^' est critique.
358. On peut établir, par une analyse identique à celle des n^^ 346 à 349, les propositions suivantes :
Si, lorsque z et z' se déplacent d'une manière quelconque dans l'intérieur de contours fermés G et G', on ne rencontre aucun système de valeurs critiques ; fi^z^ z') n'aura qu'une valeur en cJiaque point de ce domaine, et sera synectique.
La fonction analytique f{z^ z') déduite d'un élément S, aux cercles de convergence K, K'^ admet au moins un système de valeurs critiques dans le domaine constitué par ces cercles {y compiis les circonférences fro/)/ières).
La définition d'une fonction moiiodrome dans le domaine formé par deux contours C, G' sera la même qu'au n° 3oO. On verra aisément que pour ces fonctions un système de valeurs critic|ues restera toujours tel, quelle que soit la loi suivant laquelle z et z' se déplacent pour y parvenir.
Enfin une fonction sera uniforme si elle est monodrome dans tout le plan.
3o9. Théorème. — Soit
une série procédant suivant les piùssaiwes entières et positives de z, z',
Posons
z = léaii\,^uhi'^' .
-la'i,,..u'u"'
et supposons : i" que les séries ci-dessus admettent chacune un rayon de convergence; 2" que les termes constants «007 ' ' ", <^oo5 ••• ^^^ séries en u, u\ ... soient nuls. La fonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables u., «', . . ., sera donnée par une série
S = lC„„'.„u^u"''...
admettant un rayon de convergence.
Substituons en elfel dans S les valeurs de z^ z' ^ . . ., effectuons les multiplications et groupons les termes affectés des mêmes puissances de «, u' ^ . . .. Nous obtiendrons pour S un développement de la forme demandée.
Les opérations que nous indiquons seront licites et la série ol) tenue sera convergente si la série intermédiaire où tous les termes étaient encore séparés est absoluiTwent convergente.
La somme a- des modules des termes de celle-ci est égale à
l\Kn:..\[^\au-...u' u'^' . . .\Y[:L\a'u;„u' u'^' . . .\Y . . .,
Il faut prouver que cette quantité restera finie tant que I w I, I «'|, ... ne surpasseront pas une quantité fixe X convenablement choisie.
On peut déterminer, par hypothèse, des quantités M, R, iïi^ 7', m', r' ^ . . . telles que l'on ait
Posons, pour abréger.
On aura
CT < M
Cette quantité restera donc finie tant que (^, ^' ^ . . . seront <C R.
Or on a
,'/-hi'-
ou, si tous les modules \u\, \u'\^ ... sont <CX, et si k désigne
le nombre des variables u.
Cette quantité sera < R, si l'on a
d'où
[Ry-j-^"'
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On trouvera de même pour \ des valeurs au-dessous, desquelles chacune des quantités c', ... sera <CR. En prenant pour X le plus petit des nombres ainsi trouvés, la con-
360. Cas parlicaliej's. — Si l'on prend pour S, au lieit d'une série infinie, un des polynômes z -\- z' ^ z — z\ zz\ on voit que l'addition, la soustraction ou la multiplication de séries ayant un rayon de convergence donne une série de même nature.
Si l'on prend pour S la série
on voit que l'inverse de la série
est développable suivant les puissances entières et positivesde ;/, II! ^ ..., en une série admettant un rayon de convergence, pourvu que le terme constant aoo» • • ne soit pas nul.
361. Théorîsme. — Soit S(i/, ^,, ..., Zn) un élément de fonction analytique à n -\- \ variables. Si l'équation
a n racines nulles, l'équation
admettra, si Zi, ..., z,i sont infiniment petits, n racines infiniment petites.
Nous renverrons à plus tard la démonstration générale de cette proposition. Pour le moment nous nous bornerons à traiter le cas où n^=\. Dans ce cas particulier, l'énoncé précédent peut être complété comme il suit :
TnÉoiiiiME. — Si L'équation S(w, 0)1=0 a n racines
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nulles, V équation S(u, z) = o admettra, pour z infiniment petit, n racines infiniment petites.
Chacune déciles sera représentée, aux environs du point :? = o, par un développement convergent, de la forme
U rrM^H-4-Mi:;î^.-i-. . .,
OLi tjL, tjL,j . . . sont des fractions positives croissantes, telles que le plus petit commun multiple m de leurs dénominateurs soit ^n.
Dans certains cas particuliers, plusieurs de ces racines pourront être égales et seront représentées par le même développement. D'autre part, il peut arriver que quelques-unes des séries U s'arrêtent après un nombre limité de termes [ou même se réduisent à zéro si S{u, z) contient u en facteur commun].
Pour établir cette proposition, nous supposerons provisoirement que les racines chercliées existent et admettent chacune un développement de la forme U; nous déterminerons les nombres M, |jl, M,, jjl,, ... par la méthode des coefficients indéterminés, au moyen de l'équation
Nous verrons qu'il existe n développements U satisfaisant à cette condition: et nous montrerons qu'ils sont convergents aux environs de 5 = o.
362. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de u; en remarquant que quelques-unes des puissances de u peuvent numquer dans cette série, nous pourrons écrire généralement
R désignant l'ensemble des termes qui contiennent u à une puissance supérieure à n, et o,, cp2, ..., o,i étant des séries de puissances entières de z.
Ordonnons ces séries suivant les puissances croissantes
de z; en vertu des hypothèses faites sur S, cp„ commencera par un terme constant A^^ ; et si ?<<«, Oi commencera par un terme A.iz'^i, où a/> o.
jNJetlant ces termes en évidence, on aura
Substituons dans cette expression à la place de a le développement
U = M ^!^' 4- Ml :;H-. + . . . = M5[^-+- p.
Le résultat S(w, z) de la substitution sera une série de
puissances entières de 5'". Pour qu'il soit identiquement nul, il faudra que les termes d'un même degré, et en particulier ceux du degré minimum, se détruisent. 11 faut donc : i" qu'il y ait plusieurs termes de degré minimum; 2" que la somme de leurs coefficients soit nulle.
363. Or il est clair que les termes de degré minimum ne peuvent se trouver que parmi les suivants :
Donc la suite des exposants
(3) «i-l-Pip., a2+P2f^, ••-, '^I^
doit présenter plusieurs termes minima.
Pour déterminer ^ par cette condition, remarquons que les entiers (ïi,, ^25 ..., ^ vont en croissant. Si donc nous faisons varier p. de o à oc, chacun des nombres de la suite (3) croîtra plus rapidement cjue les précédents, et finira par les surpasser.
Mais, pour ul infiniment petit, n^ sera évidemment le plus petit nombre de la suite. Si l'on fait croître jjl, il arrivera un moment où /? tji deviendra pour la première fois égal à un ou à plusieurs des nombres précédents. Supposons qu'on ait à cet instant
«/ -t- j3//JL — a,- -h ;3i/ji r= . . . — /i |jL («</'<...< n ).
Si ui continue à croître, l'exposant a/4- ^,[a, qui, à cet instant, n'est supérieur à aucun des suivants, et croît moins vite qu'eux, deviendra à son tour minimum, jusqu'à ce qu'il atteigne un ou plusieurs des précédents. Soit à cet instant
(4) ayt4- j3/,p. = a/,'4- j3/,'^ =...= a,--+- (3,-p. {k < A-'<. . .< «).
A partir de là, a/f-H [^^tji deviendra à son tour minimum, et ainsi de suite, jusqu'à ce que a, + [^< pi devienne, et reste définitivement minimum.
Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de ul, donnant chacune plusieurs exposants minima. Considérons l'une d'elles, par exemple celle qui est définie par les équations (4). Elle sera rationnelle, car on a
et les quantités a, 3 sont des entiers. Soit d'ailleurs a cette fraction, réduite à sa plus simple expression : on aura
y', . . ., Y étant des entiers.
364. Les valeurs de M correspondant à cette valeur de a s'obtiennent en égalant à zéro la somme des coefficients des termes de degré minimum. On obtient ainsi l'équation
o = d;(M) =r A/,M?A-+ A/,.M.V+ . . . 4- A,MP.
r= i\ll^A(A/,H- A/,'MT''?-+-. . . + A.-Mï'?).
Le nom])re des racines non nulles de cette équation est égal à [j/ — [ifç. Si donc on considère toutes les valeurs ci-dessus trouvées pour jjl avec les valeurs correspondantes de iM, on trouve un nombre total de systèmes de valeurs de ([ji, M) égal à
D'ailleurs l'équation S(^<, ^) = o, admettant 11^' comme
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facteur commun à son premier membre, a ^, racines identiquement nulles. Nous avons donc bien trouvé le premier terme du développement de chacune des autres racines.
On remarquera toutefois que, l'équation '11(^1) = o pouvant présenter des racines mulhples, plusieurs des systèmes •de valeurs (a, M) peuvent être égaux.
Soient M une des racines non nulles de l'équation '^(M)=o, ./?! son ordre de multiplicité. Le piemier membre de cette équation ne contenant (après suppression du facteur commun MPa) que des puissances de M multiples de q^ elie admettra évidemment la racine OM, 8 désignant une quelconque des racines ^'^""^^ de l'unité, et avec le même ordre de multiplicité. Le nombre total de ces racines sera donc au moins égal à /i, q\ d'où l'inégalité
et, a fortiori,
fhq^n.
Posons maintenant
Us-) Z\ étant de nouvelles variables : il viendr.i, en posant pour abréger 7./+ ^i/jj. = X,
S, désignant un nouvel élément de fonction analytique ((ui, pour V = 0, se réduit à 'li(M + «, ), Or l'équation
admet la racine u^ ^ o, avec le degré de multiplicité n^.
J^'équation S,(//|, 3<) = o admettra donc, pour -• infiniment petit, /i, racines infiniment petites; nous pourrons calcubîr la valeur principale de chacune d'elles, hupielle sera de la forme
où \jJ est une fraction de la forme - • Si /?<> est le nombre
des racines qui ont cette même valeur principale, on aura et, en posant
on aura une relation de la forme
Si[(Mi-h^/,)^!f',^l]r=4'S2(^^2,-2),
S:. = o admettant, pour z infiniment petit, n^ racines infiniment petites.
SuJjsti tuant la valeur ci-dessus de u^ dans l'équation (5), et posant, pour abréger,
il viendra
366. Poursuivant ainsi, on aura, en désignant par / un entier aussi grand qu'on veut,
S[M5H-+M,G!^.-}-...-h(M/_,-i-«,)^i^^-i,^] = ^V,S,-(^/,-, ^,-), jji, ijL,, ..., [jL/_, étant une série de fractions de dénomina-
teurs ^, </^,, ..., 7^|...^/_i, Zi étant égal à -vvi-y'-'^ et S^une série de puissances telle que, pour ^ = o, l'équation S/:= o admette rii racines nulles. Enfin, on aura la suite d'inégalités
et, rt fortiori,
qqy...(ji_,ln.
Les entiers positifs /i, /i,, /io, ••• forment une suite non croissante qu'on peut prolonger indéfiniment. Comme ils ne peuvent s'abaisser au-dessous de i, il arrivera nécessaire-
ment un moment où ils cesseront de décroître; à partir du même instant, les q deviendront égaux à l'unité.
On aura donc, pour toutes les valeurs de i qui surpassent un nombre fini,
V et m étant des entiers constants, au plus égaux an; et [jl,, li.^, ..., jJ.i_i seront des multiples de —
367. Deux cas seront à distinguer ici : i'* Si V = I, la série
^i{Ui,Zi)—^i\Ui,Z^)
s'annule pour Ui=zo^ 5 = 0, mais sa dérivée partielle -y— ^ n'est pas nulle. L'équation
définit donc aux environs de ^ = o une fonction synectique
de z"\ développable suivant les puissances de cette quantité. Substituant ce développement à la place de ut dans l'expression
on aura un développement U qui satisfait à l'équation
2^ Si V > I , le second membre de l'équation
(6) S(;/, z) = S[M2!^+...-+- (M,-_, -H w,-)^H-'-<, z^ — z^-^'^iUii, z
contiendra un terme de la forme z^i-^^u], ^ étant une constante. Mais, au premier membre, ai ne figure que multiplié par z^'i-^ ; on aura donc nécessairement
Gela posé, soit p un entier quelconque <Cv. Prenons la p'^'"^ dérivée par rapport à u de l'équation (6); il viendra
Cette équation montre qu'en partant de la série -r— - S (w, z)
on obtiendrait un développement qui coïncide dans ses i premiers termes M-sl^-f- . . . + M/_4 5l^t-« avec celui déduit de S (a, z). Le nombre i étant quelconque, la coïncidence sera complète.
Ce développement est convergent; car, si l'on pose en
particulier p = v — i, la fonction ^_^ s'annulera pour
w/=o, ^ = o, mais non sa dérivée partielle -r — ^-' L'écfua-
^ du\ ^
^v-lg.
tion - ^_l- =: o définira donc une fonction ut sjnectique
\_ en z"^ et dont le développement est convergent.
Le développement U = MsH--!- Mi^l^i-f-. . . ainsi obtenu, substitué dans les équations
PS
da9
y satisfait identiquement. En effet, le résultat de la substitution de U dans l'un des premiers membres sera une série convergente procédant suivant les puissances entières et po-
sitives de z'"\ mais cette série contient en facteur commun z avec une puissance au moins égale à
et cela quel que soit i. Or les quantités [i,,, ^^^ ... sont
des multiples de — dont chacun est plus grand que le précédent. Donc pi/_i croît indéfiniment avec i. Toutes les puis-
sances de z"", quel que soit leur degré, disparaîtront donc de la série, qui devra se réduire identiquement à zéro.
368. Soit U un des développements dont l'existence vient d'être établie, et qui satisfont à S(;^, s) = o. Posons
S(U-|-(^, z) sera une série de puissances entières de s'" et de v^ qui s'annule pour (^ = o et qui, par suite, contient ç en facteur. Donc, en remettant pour ç sa valeur u — U, et
remarquant que U est une série de puissances de z'" ^ il viendra
T désignant une nouvelle série de puissances.
Si V est ^i, on sait en outre que U doit satisfaire aux
Or, pour u = U, y- se réduit à Tl^U, z'"). Donc T, s'annulant pour w = U, pourra être mis sous la forme
T^ désignant une autre série de puissances. On aura donc
L'équation -r-ir ^^ o montre de même que T, contient u — U en facteur et ainsi de suite : donc S(w, z) pourra se mettre
sous la forme
(7) S{u,z) = iu-UyT{u,z^).
Si m >> F , z admet m racines m''""^* distinctes; ^'" désignant l'une d'elles, elles auront pour forme générale
e "^ z'"^ où r prend les valeurs o, i, ..., m — i. En substituant successivement ces racines dans U, on obtiendra une suite de développements U<, ..., Um-\ tous différents les uns des autres. Cela posé, changeons dans Fidentité (n)
_L "iZEi ^
z"" en e '" z'". Le premier membre restant inaltéré, il viendra
/ 2 ni _i\
^{u,z) = {u-l\yT(u,e'" z'-J.
Donc
(8) {u— [J^T{u,z'^) = {u — ViyTyu,e
Le second membre s'annulant pour uz=.\]^^ il en est de même du premier; mais \] ^ — U n'est pas nul. Donc
T\w, 2"7 s'annule pour w = U], et pourra être mis sous la
forme {a — \} ,)T ,\ii, z'"").
Substituant cette valeur de T dans l'identité (8) et supprimant le facteur a — U, commun aux deux membres, on voit que, si V > I , T< s'annulera encore pour ^^ = U, et pourra être mis sous la forme {u — L,)T2. Continuant ainsi, on voit que S (m, z) peut être mis sous la forme
{a — \}y{u~V,y(è\ii,z'^).
Par une suite de raisonnements semblables, on voit que S(w, z) peut être mis sous la forme
o étant une nouvelle série de puissances de u et z"^. D'ail-
TC
leurs, en remplaçant s'" par une autre détermination e '" z"^
du même radical, S(w, z) ne change pas, et les facteurs u — U, u — Ui, ... se permutent entre eux. Donc
{u — U)...(w — ^m-\) d'une part, et $ d'autre part, ne
i_ contiendront que des puissances de z"^ dont l'ordre est multiple de /w; ce seront donc des séries de puissances entières de u et de z.
Nous dirons que les développements U, U,, ..., \jm-\^ qui se déduisent l'un de l'autre en changeant la détermination
du radical z"\ forment un cycle de racines de l'équation S (m, z)=^o. Ces racines se permutent circulairement les unes dans les autres si z décrit un contour fermé autour de l'origine. Le nombre v sera V ordre de multiplicité des racines du cycle.
Si n^my, il y aura d'autres racines. Soient U' l'une d'elles, m'j v' les nombres analogues à /n, v qui lui correspondent. Un raisonnement tout semblable au précédent montre que <P peut se mettre sous la forme
Continuant ainsi, on mettra finalement S{u, z) sous la forme
W désignant une nouvelle série, qui ne s'annule pas pour
369. Soit u une fonction de z définie par l'équation Zo W" -\- Zi u^-'^ -i- . . . H- Z„ = G,
les Z étant des séries de puissances entières et positives de z convergentes aux environs du point z = o. Les n racines de cette équation seront représentées aux environs de ce point par des séries convergentes, procédant chacune suivant les
puissances entières et croissantes de z""^ m étant un entier ^n. Toutefois, si les i premiers coefficients Zq, ..., Z/_,
contiennent z en facteur, i de ces développements contiendront au début des puissances négatives.
En effet, en posant s = o, on aura, pour déterminer les valeurs correspondantes de m, une équation de degré n — i. Soient a l'une de ses racines, a son ordre de multiplicité. Posons ii=z a -\- u^. L'équation transformée en u^ aura, pour 3 =: o, a racines nulles, et d'après l'analyse précédente, pour z infiniment petit, a racines infiniment petites, dont chacune sera développable suivant les puissances positives et crois-
J_ santés de 2'", m étant ^ a.
Pour développer les i autres racines, qui cessent d'exister pour ^ =1= o, posons u ^= -y^^ z"^ étant la plus haute puissance de z qui divise Zq. L'équation transformée
^-^Zo u'I -hzZ, u'I-' -4- z'^^^^Z^ u'[-' -h ... — o
aura n racines nulles pour ^ = o, et pour z infiniment petit
n racines infiniment petites, développables suivant les puis-
sances entières et positives de z"^ . En les divisant par ^^+% on aura les valeurs correspondantes de a ; ceux de ces n développements qui commencent par des exposants négatifs donneront les racines cherchées.
370. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les coefficients Z ne sont plus des séries infinies, mais des polynômes en z. Dans ce cas, a sera une fonction algébrique de^.
Si d'ailleurs on pose 5 ==: a H- i^i, a désignant une constante, ou 5 = — j u sera une fonction algébrique de ^i . Les
racines de l'équation en u seront donc développables suivant les puissances croissantes (en général fractionnaires) de
z — a ou de •
37L J^a théorie précédente est susceptible de nombreuses
applications. Nous nous bornerons pour le moment à la suivante :
i" Soient
/(^,/) = M/'«H-Mi7-. + ...r=o,
deux équations algébriques. On demande de former V équation finale en x résultant de V élimination de y entre ces équations.
Soient jKi, y-2i • • • , y m les valeurs de y en x^ déduites de la première équation, y],, ..., tj,^ les valeurs déduites de la seconde. La variable x^ devant évidemment être choisie de telle sorte que l'une des valeurs jk,, /o, . . . , y„i soit égale à l'une des valeurs r^, . . . , Tj„, satisfera à l'équation
(9) (./i— ^i)---(7i — '^«)(,r2— Y)i).. .(72— •n«)---(7m—-0i )...(/,„ — r]«)=o. Or on a d'une part
N(y,„--rî,)...(rm--o«) = ?(^,y,n) = Nj'^H-N,77,. + ...,
et d'autre part
M (/, — mi ) (72 — -^1 ) • • . (y m — V)l )
L'équation (9) pourra donc se mettre sous les deux formes suivantes :
/ j \nin
^in /(■3?,r)i).../(^,Y3n) =0.
Multipliant par N'^^M" pour chasser les dénominateurs, il
viendra
(ro) o = M"9(^,y,)-..9(^,/,«)=i: -i)'""N-/(^,YîO...A'r,y)«).
On voit, par cette double forme donnée au premier membre de l'équation finale (10), que son premier membre est une fonction entière, d'une part par rapport aux coefficients N, N,, ... de la fonction -p, d'autre part par rapport aux coefficients M, M<, ... de la fonction /. C'est donc un polynôme entier en :c.
Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de cette équation, il suffira de calculer son développement suivant les puissances descendantes de .r, par les règles qui ont été exposées. Pour cela, on calculera d'abord les développements des racines jKi, •• , y m-, puis ceux des fonctions entières M", cp(^, 7,), ..., '^{x^ Ym)^ et enfin celui de leur produit. Gomme d'ailleurs on sait d'avance que ce produit est un polynôme entier en œ^ on arrêtera le développement aux termes de degré zéro.
Ce procédé de formation de l'équation finale serait assez compliqué, mais il permet de reconnaître facilement son degré. Il suffira pour cela de calculer le premier terme de l'équation.
On peut reconnaître, par un procédé analogue, si l'équation finale a une racine nulle, et assigner son degré de multiplicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du développement de son premier membre suivant les puissances croissantes de x.
TT
sinTT^ = m sin
/?i JL A \ • , '^ T^
sin^
ni
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Cherchons quelle est la limite de cette expression, lorsque m croît indéfiniment.
Le premier facteur m sin — tend évidemment vers t^z.
^ ni
sin^ - —
Soit I un des autres facteurs ; nous supposerons
sin^ — m
d'abord yo ^ A", k étant un entier arbitraire que nous fixerons
ultérieurement.
Les quantités sin- — et sin-^-— sont des infiniment petits ^ m m ^
1 1 1 • • 1 T.- z- p' Tr .
dont les valeurs principales sont — r- et — -; leur rapport ^ ^ tn^ ni- ^ ^
tend donc vers -^' Le produit des k -j- i premiers facteurs du second membre tendra donc vers
Nous allons voir que, en prenant k assez grand, le produit des facteurs suivants diftérera de l'unité aussi peu qu'on voudra.
Considérons, en effet, un de ces facteurs, où p soit > A %
m — I j . , . „ TU 5 j ,
sans pouvoir surpasser J^a quantité sin^ — sera de la
forme ^—-j- (i -t- î\ s étant infiniment petit. D'autre part, on a, par la formule de Maclaurin,
cosB'-— .£>7T pT. 1 pv.y m
sin ^-— i^ ^^ r— —y
9 étant compris entre o et i . D'ailleurs, ^— ^ est compris entre
O et -• Donc
O7COS
SÉRIES. 36i
d'où
SliJ — — — -^»j
\p étant compris entre i et [ -.-
On aura, par suite,
sin
B^ ayant son module compris entre des limites fixes (en supposant que z soit fixe, ou tout au moins renfermé dans un domaine borné).
Or on a vu qu'un produit infini, dont le facteur général est de la forme ci-dessus, est absolument convergent (324-). Donc le produit d'un nombre quelconque de facteurs consécutifs
{k-^if
sera aussi voisin qu'on voudra de l'unité, si k est assez grand. On aura donc
sin7r^ = 7r^(i- 1- j • . . (^i— ^- jK,
K tendant vers i à mesure que k augjnente. En le faisant tendre vers oo, on aura à la limite
(0 sinTT-s = Ti:: TT
On a identiquement
n" \ n on pourrait donc être tenté d'écrire
sillTT-S = 71^ I j ( IH )>
le produit s'étendant à toutes les valeurs positives et négatives de l'entier /i. Mais le produit ainsi obtenu ne serait plus absolument convergent.
On peut remédier à cet inconvénient en posant
d'où
(2) sinTr^t=7i
Ce nouveau produit est absolument convergent. On a, en elï'et, pour le logarithme du terme général,
n I n îV
^,1 tendant vers pour n infini ; et la série qui a pour
terme général -^~ est absolument convergente pour toute
valeur de z ; elle le sera même uniformément dans tout domaine borné.
Posons z ^= -^ dans la formule (i), il viendra
d'où
formule découverte par Wallis.
375. Pour obtenir l'expression de costû^ par un produit infini, le plus simple est de partir de la formule
2TIZ I I I iH ]e
costt:; = : = ^
2 siiit:^ w-w- / z
2 TT 3 I I IH ]e
Supprimant les facteurs communs, qui correspondent aux valeurs paires données à n dans le numérateur, il vient
(3) COSTT^ ^^11
A chaque valeur négative n' de l'indice de sommation correspond une autre valeur /i, positive ou nulle, telle qu'on ait
Faisant le produit des deux facteurs associés correspondant à ces deux valeurs n et n' ^ il vient
cos,:.=f[[,-^^^^].
376. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (2); il viendra
la somme s'étendant à toutes les valeurs entières de /i, zéro excepté.
Développons chaque terme suivant les puissances croissantes de ^ ; il viendra
TTCOtTÏ^ =: >—;> + > -ô — 7 ^+-..
SO
Mais on a, d'autre part,
TTCOlTT^ = n— == TTf —
sin T.z e^
I 9.T:f'z ^SiTTS _i_
B^, B2, .. . désignant les nombres bernoulliens (269).
Egalant les coefficients des mêmes puissances de z dans ces développements, il viendra
'1.2 jLkn
r,2w— 1 —Im ^_ j
.1. . .irn ^^ II-
377. On peut mettre aisément en évidence sur les formules qui précèdent la périodicité des fonctions trigonométriques.
Considérons par exemple le développement (4) de cotTiG.
Ajoutons ensemble les termes qui correspondent à deux valeurs égales et contraires de n ; il viendra
7r COtTT^ == - -h 7 ( \ )
= - -h lim V ( — î \ ^
Changeons z en z + \ . La somme précédente se repro-
diiira, accrue de la quantité
qui tend vers zéro pour IN = oo. Donc cotTc^ a la période 378. Pour le sinus, nous aurons
siriTT-S = Tiz lim I 1
N = oo -■--■-
TT iim
Si l'on change ^ en s 4- i , ce dernier produit se reproduira
multiplié par ^^-- tj — ? facteur qui tend vers — i quand N
tend vers oo. Donc
sin7r(-s -h i) = — siriTT^, et sirni^ admet 2 pour période.
379. Série hypergéoméïrique. — Considérons la série hyper géométrique
Cette expression est symétrique en a et p. Elle se réduira à un polynôme entier si a ou ^ est entier et négatif; car tous ses termes, à partir d'un certain rang, s'annuleront. Elle n'a d'ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses termes deviendraient infinis à partir d'un certain rang.
Excluons donc le cas où l'un des paramètres a, p, y serait entier et négatif; nous obtiendrons une série infinie dont nous allons étudier tout d'abord la convergence.
Soit Un le terme général; on aura
Un __ (i+ /Q (y 4- /i) _i_
Un+x "" (a + /0([3 + /0 -2^'
expression qui tend vers - quand n augmente indéfiniment.
La série sera donc absolument convergente si | jî; | << i .
Soit enfin | ^ | = i . Admettons, pour plus de généralité, que a, j^, y soient complexes, et posons a = a'-|-a''«, P = (5'H- ^"i. Y =z y' + y'^-. On aura
ha')^-Ha''^][(/i + [3')2-h(3"2]
J -a série des modules sera donc convergente, et la série F(a, [3, y, x) absolument convergente, si y' — a' — [S'>o. Au contraire, si y' — a' — ^ji'^o, la série des modules sera divergente.
380. On peut former aisément une équation différentielle à laquelle satisfasse la série F(a, ^, y, x). En effet, considérons l'expression
<^= AF 4- B^F'-h C.372F"4- DF'4- E^F",
où A, B, G, D, E sont des constantes arbitraires. Le terme en x" aura pour coefficient
A(y4-Ai)-t-B/i(y-i-Ai) -hG/i(/i — i)(y-f-/i) -h D(a -h /i) ((i -4- /i) -h E/i(a -t- /i ) ((3 -f- n)
en posant, pour abréger,
_a(a-f-t)...(a-4-n — i)|3((3 + i)...((3-hAi — I) i ^ ~ 1 . 2 . . . /i y ( y -h 1 ) . . . ( y -h /i ~ I ) y -\- n
La quantité qui multiplie q est un polynôme en n du troisième degré, et l'on pourra évidemment disposer des rapports des cinq constantes A, B, C, D, E, de manière à annuler ses quatre coefficients; on aura alors identiquement
On trouvera ainsi
(6) (^_^^)F"H-[y-(a4-(3-+-i)^]F'— apF = o.
381. En faisant varier les paramètres a, ^, y de la série F, on obtiendra une infinité de fonctions distinctes. Deux de ces fonctions seront dites con ligues si deux de leurs paramètres ont la même valeur, leurs troisièmes paramètres différant d'une unité.
Thi^orème. — La fonction F et deux quelconques de ses contiguës sont liées par une équation linéaire ayant pour coefficients des polynômes du premier degré en x.
La fonction F ayant six contiguës différentes, on aura ainsi = i5 équations différentes. Nous allons indiquer comment on peut les établir.
Considérons, par exemple, les trois fonctions
que nous représenterons, pour abréger, par
Soit N le coefficient de x'^ dans F; formons son coefficient dans les fonctions F, ^F, F_i, ^'F_,, F<, ^F,. On trouvera
immédiatement les valeurs suivantes :
Pour F. ... N
Fi N-^^
y -\- n ( a -f- /i — I ) ( [3 4- Ai — I )
On en déduit immédiatement que le coefficient de x" dans l'expression
(A.4-B^)F + (C + Dop)F_, + E^Fi
sera éeral au produit de —-7^ par une fonc-
tion entière du troisième degré en n. On pourra déterminer les rapports des constantes A, B, G, D, E de manière à annuler cette fonction. On trouvera ainsi
Les quatorze autres équations peuvent s'obtenir par un procédé identique. On simplifiera les calculs, soit en permutant les paramètres a et ^ par rapport auxquels F est symétrique, soit en profitant des équations déjà trouvées pour en obtenir d'autres, par l'élimination d'une des fonctions qui j figurent.
Trois fonctions
F(«,(3,y,.r), F(a',(3',/,^-), F(a", p'', y", ^), dont les paramètres diffèrent de nombres entiers, sont liées
par une équation linéaire, dont les coefficients sont des polynômes en x. En effet, ces trois fonctions se rattachent les unes aux autres par une suite de fonctions continues. Formant les relations qui existent entre ces fonctions, et éliminant les fonctions intermédiaires, on obtiendra l'équation cKerchée.
382. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonction F(a, p, V, x) pour ^ = I , lorsque cette série est convergente.
Posons X = I dans l'équation ('])', il viendra
d'où
Changeant, dans cette équation, yen y-f-i ,y + 2, ,..,y -\-n — i et multipliant ensemble les équations obtenues, il viendra
y(y -f-i)...(y-t- Ai — 1) (y_ a — (3). . .(y — a — (3 -h /? — i)
^II(/i,y)n(/^,y-a-(3) Il{n,y-a)Il{n,y-?>y
en posant, comme au n° 325,
(8) Jl{n,z) =
Faisons tendre n vers 00; F(a, ji, y -1- /i, i) tendra évidemment vers l'unité; on aura donc, en posant encore
(9) jimn(«,2) = r(3),
383. Fonction F, — La fonction r(s), définie par les équation«i (%) et (9), jouit de propriétés nombreuses et importantes. JNous allons en établir quelques-unes.
On a évidemment
n(/z, .3 -hi) = -^ — ii(/i, s),
d'où, en posant /? = 00,
et par suite, k étant un entier positif quelconque,
On a d'ailleurs, identiquement, d'où
et, par suite,
Formons encore le produit
m"^=n(Az, ^)n(/?,,^4- — y. .n(/i,^
II(m/i, mz) On-vérifie aisément qu'il a pour valeur
m'""[i .2. . (a?. — i)]'"Ai~ 1 .2. . .{mn — i)
quantité indépendante de z.
On aura donc, en posant n = ce
limAr=: G.
Y{mz)
G désignant une constante indépendante de z. Pour la déterminer, posons z := — 11 viendra
rfi-V..r('^i^)=c.
V m / \ ni
Multiplions cette équation par elle-même, en renversant Tordre des termes du premier membre. 11 viendra, en tenant compte de l'équation (i i),
. 71 . 2 TT , ( A/i — I ) TT
siii — sin — sin —
ni m m
Or on a
Posons ^ = I + A, et égalons les termes du premier degré en h dans les deux membres; il viendra
2//?. =r 2| 2 SIU
r . (m — r)7rT
2 Sin
L itn \
Posant ^ = — I + A, on trouverait de même
2 m = 22 ces
71 \- r (m — i)7tP
im [ 2m j
Multiplions ces deux égalités et extrayons la racine carrée; il viendra
m =: 0.^^-^ sin — ... sin •
et, par suite,
rn-J- 1
C = (27r) - ml
VIL — Fractions continues.
386. Soit i\ une quantité réelle et positive quelconque; on pourra évidemment poser
ao étant un entier, et A< une quantité >> i . On pourra poser de même
«1 étant un entier au moins égal à i, et Ao une quantité >► i . Continuant ainsi, on obtiendra pour A un développement en. fraction continue, tel que
Ce développement sera évidemment limité si A est commensurable, illimité dans le cas contraire.
On nomme réduites de la fraction continue les fractions
Pq Uq Pi I <7„a, 4- I
Qo I Qi «1 (t\
V^ I ao<2, «2+ '^'+ ^0
Théorème. — On a généralement
Cette formule est vérifiée pour n=^ i par les valeurs cidessus de P2 et de Q2. Nous allons d'ailleurs montrer que, si elle est vraie pour un nombre n^ elle le sera pour n H- i :
En effet, ^r^ se déduit de -^ par le changement de an.
en a,i-\ • On aura donc
On voit par les formules (i) que les quantités Q^ croissent au delà de toute limite quand n augmente. En effet, a« étant au moins égal à i , on aura
Qn> Qn-i + Q/i— 2> Qw— 2+ Qra-3+ Q«— 2> "^Qn—^-
On déduit encore des formules (i) la relation
et, comme Pi Qo — Po Qi = i , on aura
(2) P„Q.-i-P„-iQ«=(-i)«-^
On voit par là que P„ etQ^ n'ont aucun diviseur commun. Les réduites sont donc des fractions irréductibles. On a enfin
n^ P» P.-i _ P.(j.-i- P.-iQ.^ _ (- 0"-^
Les quantités "Y^ convergent vers A. En effet, si dans
l'identité (3), qui peut s'écrire ainsi
an e en A, il viendra
on change an en an-\- v ? jy étant évidemment change
Les quantités Q croissant indéfiniment quand n augmente,
cette différence décroîtra indéfiniment. D'ailleurs, étant
compris entre o et i, cette différence sera comprise entre les deux limites suivantes :
Changeant ai en ai + i , on trouvera de même que A — -y^
est compris entre
(— ,Vi (— 0"
Ces deux quantités sont de signe contraire aux précédentes et moindres en valeur absolue; car on a
d'où
Donc A est compris entre deux réduites consécutives quelconques et plus rapproché de la dernière.
P i 389. Une réduite quelconque — p est plus rapprochée
de A qu'une fractio/i quelconque ^^^^ ont le dénominateur est moindre que Q„.
Supposons, en effet, que -^ soit plus voisin de A que -~)
-r- tombera nécessairement entre ,,""" et-T^^* On aura donc
ou
(in^^()n
Mais PQ«_i — P/i_i Q est un entier qui ne peut s'annuler;
car on aurait
et cette fraction est moins approchée de A que j^- On aura
donc
|PQ.-i-P.-iQ|^i,
et l'inégalité ne pourra avoir lieu que si
contrairement à l'hypothèse faite.
390. Considérons maintenant une fonction A développable en série suivant les puissances entières et décroissantes d'une variable x. On pourra poser
A = ao-i- — + ^ -h..., X X-
«0 désignant un polynôme en x^ et a, , ag, . . . des constantes. * Posons
Si ajj^ est le premier coefficient qui ne s'annule pas, A< deviendra infini d'ordre a< avec x. En le développant suivant
les puissances décroissantes de x^ il viendra donc
Ai = ai-h '^- -h ^ 4-..., X x^
ai étant un polynôme de degré pi,.
Posons de même
on en déduira
«2 étant un polynôme en x du premier degré au moins. Continuant ainsi, on obtiendra un développement
limité si A est une fraction rationnelle, illimité dans le cas contraire; «<, «2, ... étant des polynômes dont les degrés en x^ que nous désignerons par [x,, ul2, . . ., sont au moins égaux à l'unité.
Considérons les réduites
Po
Pi _ 1 _rr,rr,~^i
Qo~
Qi "" ' «1 a, '
Les relations (i) subsisteront avec toutes leurs conséquences.
On en déduit tout d'abord que le degré w^ du polynôme Q,/ est égal à [i.< 4- uia H- . . . + |ji//.
La relation (2) montre ensuite que la fraction algép brique ■—• est irréductible.
On voit enfin, par la relation (4), que la difterence p A — "~^ est d'ordre — y,i-i — ^n par rapport à x. Car (),/_i V«— 1
est d'ordre v„_, , et Q„ + -r— Q«_, est évidemment d'ordre v,i, comme son premier terme Q«.
D'ailleurs, v„>v„_,; donc l'ordre de A — ^' ' sera
fi-i •
Nous allons démontrer que, réciproquemenl, toute
fraction-^ telle que la différence A — y=- soit d'ordre < — 2 v^
V étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement égale à l'une des réduites précédentes.
En effet, considérons la série des nombres v,, Vo, ...; soit v„_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse pas V. On aura, par hypothèse,
en désignant, pour abréger, par 1 ^^^^ j une expression
d'ordre — (2V -f- i) au plus par rapport à ^. On a, d'autre part,
d'où
P.-i _ 1: _ P.-.Q-PQ.-1 _ / I
Or on a
Donc le second membre de l'égalité précédente sera d'ordre inférieur à — (v-hv,i_,). Donc il doit en être de même du premier. Mais le dénominateur Q«_, Q est d'ordre v -f- v„_,. Donc le numérateur doit être d'ordre <i o. Mais c'est un polynôme, et son ordre ne peut être << o que s'il s'annule identiquement.
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On aura donc
P„_,Q-PQ„_,=:o,
d'où
et, par suite,
k étant un poljnome d'ordre v — v«_,.
p On voit par là que ^ ne sera irréductible que si v == V/i_.,,
auquel cas le facteur k se réduit à une constante.
Proposons-nous de déterminer directement une
jction -r
qu'on ait
fraction — dont le dénominateur Q soit de degré v, et telle
On en déduit, en chassant le dénominateur,
AQ rr: P + ' '
Il faut donc que, dans le produit AQ, les termes en — ? • ■ • j —
disparaissent.
Soit, comme précédemment,
et posons
Le coefficient Gx du terme en-^, dans le produit AQ, sera
évidemment donné par la formule
Cx=axBo-t-ax+iBi4-. . .-h ax+vBv.
Nous aurons à satisfaire aux conditions suivantes :
i" Si le déterminant
ai
av-Hi av-1-2
av+2
n'est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguïté, les rapports des inconnues B; la fonction Q sera déterminée à un facteur constant près ; on obtiendra la valeur correspondante de P en calculant la partie entière du produit AQ; 2" Si Av est nul, les équations (6) ne détermineront pas complètement les rapports des coefficients B, et le polynôme Q contiendra plusieurs constantes arbitraires.
Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaîtront p du rapport-^, en vertu de la relation
P _ IV
que nous avons trouvée plus haut.
On voit par ce qui précède que la condition Av^o exprime qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déterminants A,, A2, . . . sont différents de zéro, ce qui aura lieu en général, les nombres v,, V2, . . ., v,;, . . . formeront la série complète des nombres entiers, et, par suite, les degrés [Ji,,
[A/^, ... des polynômes a<, «2, ..., an-,
seront
VIII. — Maxima et minima
394. Soit/(^) une fonction réelle de la variable réelle x. On dit que /(^) est maximum pour ^ = «, si l'on peut déterminer une quantité s telle qu'on ait
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pour toute valeur réelle de h moindre que £ en \aleur al)solue.
Elle sera minimum, si l'on a toujours
f{a-rh)-f{a)>o
dans ces mêmes conditions.
Si, au point a, f{x) admet une dérivée f {ci) différente de zéro, nous avons vu que, pour h suffisamment petit,
a le signe de hf'[a). Son signe changera donc avec celui de A, et il ne pourra y avoir ni maximum ni minimum.
Pour trouver les maxima et minima de / (^), il faudra donc tout d'abord chercher les valeurs de la variable pour lesquelles /'(^) s'annule ou cesse d'exister. Soit a l'une de ces valeurs. Pour s'assurer si elle donne effectivement un maximum ou un minimum, on calculera la valeur principale de la difïerence f{a-\-h) — ./ (<^); car c'est évidemment de son signe que dépend celui de cette différence pour les petites valeurs de h. Si ce terme principal est constamment négatif, on aura un maximum; s'il est constamment positif, un minimum. Sinon, il n'y aura ni maximum ni minimum.
Si/(^) est développable aux environs du point a par la série de Taylor, la réponse à cette question sera immédiate.
En effet, dans ce cas, /'{a) s'annule nécessairement. D'autres dérivées pourront s'annuler également. Soit /'"(a) la première de celles qui ne s'annulent pas : on aura
/{a 4- h)-f{a) = —^—-/-{a + dh).
La dérivée f^(x) étant supposée continue au point a, f^ [a -\- ^ h) aura pour limite f"(a) quand h tend vers zéro. Donc, pour toutes les valeurs de h suffisamment petites, elle aura le signe de f"(a). D'autre part, h" sera toujours positif si n est pair; au contraire, si n est impair, son signe change avec le signe de h. Donc
Jly a maximum, si n est pair, et /"(a) << o; minimum,
si n est pair, et f^{ct) ;> o. // n^y a ni maximum ni minimum si n est impair.
395. Une fonction réelle /(^, JK, •••) de plusieurs variables réelles x^ r, .. . sera maximum au point <?, 6, ... si l'on peut déterminer une quantité £ telle qu'on ait
/(a H- hy b-h k, . . .) —/{a, b, . . .)<o
pour toutes les valeurs réelles de A, /<:, ... de module <<£; elle sera minimum, si, dans les mêmes conditions, on a constamment
Une première condition pour l'existence d'un maximum ou d'un minimum est qu'au point a, 6, ... chacune des
dérivées partielles -r^j -4--> • • • s'annule ou cesse d'exister. ^ oœ oy
En eftet, si l'on pose en particulier A" =...:= o, la difte-
rence
devra conserver un signe constant, tant que \h\ sera << £• Donc -r^ s'annule ou cesse d'exister au pointa, 6, .... De même pour les autres dérivées partielles.
396. Supposons la fonction f{x^ y, . . .) développable par la série de Tajlor aux environs du point a, ô, .... Ses dérivées premières devront s'y annuler. Admettons qu'il en soit de même pour toutes les dérivées suivantes jusqu'à celles de l'ordre n exclusivement. On aura
, âa ôb
^-^..y/ia + dh.b-^ek,...)
Posons
d'où
L'expression précédente prendra la forme
' nP ^n-^\ P
P« et Pn+i étant des polynômes homogènes en A', k', . . . , de degré /i et ai H- i respectivement.
Les coefficients de P,i+i sont, à des facteurs binomiels près, les valeurs des dérivées d'ordre w + i au point a -j- ÔA, b + 6/:, . . . , lesquelles ont pour limites les valeurs des mêmes dérivées au point a, 6, ... lorsque h, A", ... tendent vers zéro. D'autre part, | /i'|, k'\^ ... ne peuvent surpasser l'unité. On pourra donc assigner un nombre fixe M tel qu'on ait
<Mp"-
dès que A, A", ... seront suffisamment petits.
Quant au premier terme, divers cas seront à distinguer : i*' Le polynôme P,; reste constamment positif, pour tous les systt^mes de valeurs réelles de A', k'^ ... (sauf pour h'=^ k' = ... = o, auquel cas il s'annule). Dans ce cas, pour les systèmes de valeurs de ces variables qui satisfont à la condition
P,i sera positif, et, comme c'est une fonction continue, sa valeur ne pourra s'abaisser au-dessous d'un minimum fixe m. On aura donc
f{a-h h.b^k, ...)-f{a,b, ...)> — ^ Mp'^^K
Cette quantité sera positive dès que p sera devenu moindre
que
I . 2 ... Ai M
Il y aura donc minimum.
2° Si V,i reste constamment négatif, le même raisonnement montre qu'il y a un maximum.
3° Si P,, peut prendre des valeurs positives et des valeurs négatives, il n'y aura ni maximum ni minimum.
Supposons, en effet, que P,, soit égal à H- m, pour le système de valeurs h\^ k\^ ... et égal à — m^ pour un autre système de valeurs A!,, A"!,, .... Soient
Posons
d'où on aura
et
l •■2. . ./l I . 2 . . . /i Xj
/(a + A, 6 + /:, . . .)-/(«, à,...)> j~^^ - Mp»-',
quantité positive pour p infiniment petit.
Au contraire, si l'on déterminait A', A', . . . par les relations
A2 Aq
on aurait
f{a -^h,b + k,...)-f{a.b,...) <- ^ ^ - ^^., -+- Mp«-^S
quantité négative pour p infiniment petit.
Ce cas se présentera nécessairement si n est impair, car
on changera le signe de P„ en changeant celui des variables.
4" Enfin, si P« ne peut pas changer de signe, mais peut s'annuler pour quelque système de valeurs autre que
il y aura doute.
397. La distinction des quatre cas ci-dessus est aisée à faire dans le cas le plus ordinaire, où n = 2. On n'aura qu'à mettre, par un procédé d'Algèbre connu, le polynôme du second degré P2 sous la forme
les X étant des fonctions linéaires distinctes des m variables A', A',....
Supposons d'abord que les coefficients a ne soient pas tous de même signe et qu'on ait, par exemple, a^ > o, a2<< o. Si l'on détermine A', k\ ... de telle sorte qu'on ait
Xj^O, X2=: . . .= X^=: o,
P2 sera positif. Si l'on pose, au contraire,
X2<0, Xj = A3=:, . . = X/=: O,
il sera négatif. Il n'y a donc ni maximum ni minimum.
Supposons, au contraire, que les a soient tous de même signe; P2 aura toujours le signe des a, à moins qu'on n'ait
auquel cas il s'annule.
Si i<i m, on peut satisfaire à ces conditions par une infinité de valeurs de h', k' , .... On sera donc dans le cas douteux.
Si / = m, ces conditions ne seront satisfaites que pour h' z= k' zzzz . . . := o. 11 y aura donc minimum si les a sont positifs, maximum s'ils sont négatifs.
398. Considérons, en particulier, le cas de deux variables. Posant, pour abréger,
ôa''~' ' dadb~ ' Ob'"" '
nous aurons
V^ — Kh'^-^'iBh'k'-^Ck'K
Si A^o, cette expression peut se mettre sous la forme
Donc
Si AG-B2<o
ni maximum ni minimum,
AG-B2=o
doute,
AG-B2>o,
A > 0 minimum,
AG — B2>o,
A < o maximum.
Si A=r: o, on trouve les mêmes caractères. En eflet, soit d'abord B^o, d'où AC — B2<^o. Il n'y aura ni maximum ni minimum, car P2= 2BAVf'+ Qk'^ aura à volonté le signe de k' ou le signe contraire, suivant qu'on prendra h' plus
G k' grand ou plus petit que tt-« Enfin, si B = o, d'où
AC — B-^= o, P2 se réduit à C/:'^ et s'annule pour k' = o, quel que soit h' . Il y a donc doute.
399. La discussion des cas douteux peut se faire d'une manière à peu près complète pour les fonctions de deux variables. En effet, dans ce cas,
est une série de puissances entières de A et de k.
Si cette série contient en facteur une puissance de A, telle
que A^', mettons-la en évidence; nous aurons une expression
de la forme
Soit AA-'^ le terme de degré le moins élevé en k dans
S(Â^, o). Pour h infiniment petit, l'équation S(/:, h) = o donnera, pour A, n racines infiniment petites, dont on pourra calculer les développements suivant les puissances croissantes (entières ou fractionnaires) de h par la méthode des n''^ 361 à 368. Soient K, K', ... ces développements; V, v', ... leurs ordres de multiplicité respectifs. Nous pourrons écrire
h^S{k, h) rrr /i« (A^ - K)^ (A - K')^'. . .W{k, A),
W étant une série de puissances entières, qui, pour h = o, A = o, ne s'annule plus et se réduit évidemment à A.
Pour les valeurs réelles et suffisamment petites de h et de /f , W aura évidemment le signe de A.
Considérons les autres facteurs du produit. Si l'un des développements K est compliqué d'imaginaires, il sera évidemment accompagné du développement conjugué Ki, qui sera du même ordre v de multiplicité. Le produit
sera toujours positif, et ces facteurs n'entreront pas en ligne de compte daus le signe du produit.
La même chose a lieu si K est réel, mais v pair ; car le facteur (A — K)^Mie peut être négatif; la seule nuance est qu'il est susceptible de s'annuler.
De même, si a est pair, h^ ne pourra être négatif.
Si donc il n'existe que des facteurs de l'espèce considérée jusqu'à présent, la différence /(« H- A, b -{- k) — f(a,b) aura toujours le signe de A; tout au plus sera-t-elle susceptible de s'annuler. 11 y aura maximuin ou minimum, suivant que A est négatif ou positif.
Mais si, cette suppression faite, il reste encore des facteurs, il n'y aura ni maximum ni minimum.
En effet, supposons par exemple qu'il nous reste les facteurs
h^{k — Ky{k—K'y\
K et K' étant réels, et a, v, v' impairs.
Faisons tendre A vers zéro plus rapidement que A', de telle sorte que K et K^ soient très petits par rapport à A*; A' — K et k — K' conserveront leur signe si l'on change le signe de A, tandis que h^ changera de signe. Donc la différence f{a + A, 6 H- A") — /(«, b) ne garde pas un signe constant.
Supposons maintenant qu'il ne reste pas de facteur A^, mais seulement les facteurs
Posons A: = K -1- s A^, s étant égal à dz i , et A^ étant d'un ordre plus élevé par rapport à A que la différence K — K'. On aura
{k — Ky{k — }L'y'— £Vi>^^(K — K'+ sJ^y.
Pour A infiniment petit, le signe du dernier facteur sera le même que celui de (K — K')''', quel que soit le signe de e; donc le produit changera de signe avec e et il n'y aura ni maximum ni minimum.
400. Nous aurons d'après cela, pour décider de l'existence d'un maximum ou d'un minimum, à effectuer les opérations suivantes :
Nous déterminerons d'abord le facteur h^ commun à tous les termes de f{a + A, b -{- k) — /(«, b). Si a est impair, il n'j a ni maximum ni minimum.
Si a est pair ou nul, nous chercherons le premier terme MAî^' de chacun des développements K, K', Nous obtiendrons, par la méthode du n° 362, un certain nombre de valeurs de {jl, et, pour chacune d'elles, une équation
qui déterminera les M correspondants.
Nous chercherons les racines réelles de cette équation (les racines imaginaires peuvent être écartées, car les développements qui s'en déduisent n'influent pas sur le signe du produit).
Si l'une de ces racines est d'un ordre de multiplicité impair n^^ il n'y a ni maximum ni minimum; car, parmi les développements en nombre n^ cjui s'en déduisent, ceux qui sont imaginaires, étant conjugués deux à deux, sont en nombre pair; il reste donc un nombre impair de développements réels égaux ou inégaux; l'un au moins d'entre eux sera donc d'un ordre de multiplicité impair.
Si A^^ est pair, il faudra calculer le second terme M, ^^» des n^ développements qui ont pour premier terme M/i!^. Dans les équations qui déterminent les valeurs de M,, on négligera encore les racines imaginaires, et, s'il existe une racine réelle d'ordre impair, on affirmera (|u'il n'y a ni maximum ni minimum.
Si l'on arrive à n'avoir plus cjue des équations privées de racines réelles, il y aura maximum ou minimum.
On arrivera ainsi à trancher la question :
1° S'il existe des développements réels d'ordre de multiplicité impair;
2° S'il n'existe pas de développement réel d'ordre de multiplicité pair, et dont le nombre des termes soit illimité.
Mais, si aucune de ces deux conditions n'est satisfaite, on ne pourra jamais arriver à la certitude. En effet, on pourra, en poussant assez loin les calculs, éliminer les développements imaginaires, et ceux des développements réels d'ordre de multiplicité pair qui s'arrêteraient d'eux-mêmes après un nombre limité de termes; mais les autres resteront toujours, sans qu'on puisse assurer que la prolongation des opérations ne permettrait pas de les dédoubler.
401. Maxinia et miniina relatifs. — Soit à trouver les niaxima et minima d'une fonction /(^, y-, z, a), les variables étant liées par deux relations
Imaginons qu'on ait tiré de ces relations les valeurs de s.
u en x^ /, pour les substituer dans/; il viendra
et, pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faudra que dV d¥ dx oy
et ^:- soient nulles ou cessent d exister
D .,, dF d¥
Bornons-nous encore au cas oui on aura -r— = 0, -7- = 0,
âx oy
ou plus simplement d¥ = o. On a
(3) dF = ^dx-^ ^l.dy-\-^dz-\-'^du-o, ^ ' dx ây ^ âz du
et cette équation devra être identiquement satisfaite pour toute valeur de dx et de dy après qu'on y aura remplacé dz et du par leurs valeurs tirées des équations
ÔQ j do j d(D j do j
(4) -rr-dx -\- ^dv -\- ^ciz -i- ^du =.0, ^^^ dx dy ^ dz du
( 5 ) -T^dx-\- ^dy + ^dz + -j^du — o,
^ ' dx dy ^ dz du
qu'on obtient en difFérentiant les équations cp = o, tj; = o. 11 faudra donc éliminer dz^ du entre ces équations (3), (4)>
(5) et égaler à zéro les coefficients de dx et de dy dans l'équation résultante.
Pour effectuer cette élimination, multiplions les équations (4) et (5) par des facteurs indéterminés X, {jl, puis ajoutons-les à l'équation (3) ; il viendra
dx
.do d^\ , (df ^dc? dd>\.
df , d(? dd>\ . [df , do d^\ ,
dz dz ^ dz J \du du ^ du]
et l'élimination sera effectuée si nous déterminons X et a de telle sorte qu'on ait
ia\ ^f -. ào ^J> df ^ do d'I'
dz dz ' dz du du * du
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Egalant alors à zéro les coefficients de dx et de dy^ nous aurons
Les équations (6) et (7), jointes aux équations (i) et (2), détermineront les six quantités x^ y^ z^ u, X, ^.
On remarquera que les équations (6) et (7) s'obtiendraient immédiatement en égalant à zéro les dérivées partielles de la fonction
402. Soit à déterminer la plus grande (ou la plus petite) valeur que prend la fonction f{x) lorsque x varie de Xq k x^. Cette valeur peut correspondre à l'une des limites ou à un point intermédiaire a. Dans ce dernier cas, il est clair que f{a) sera un maximum (un minimum) de la fonction /(^).
Pour résoudre la question, il faudra donc calculer les maxima (ou minima) /(a), /(6), ... de la fonction dans l'intervalle de x^k x^^ ainsi que ses valeurs extrêmes /(xq)^ f[xx)^ et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces quantités.
On agirait d'une manière analogue pour déterminer la plus grande ou la plus petite valeur d'une fonction de plusieurs quantités lorsque le champ de leurs variations est assujetti à certaines limitations.
403. Appliquons les méthodes précédentes à quelques problèmes.
Problème I. — Trouver la plus courte distance d'un point P à une droite D.
Soient a, a,, 7.2 les coordonnées du point; «, a,, a^ celles d'un point fixe pris arbitrairement sur la droite; b^ b^, b^ ses cosinus directeurs, c'est-à-dire les cosinus des angles qu'elle fat avec les axes. Les coordonnées x^ y, z d'un point situé
sur la droite à la distance t du point a^ a<, «2 seront évidemment
œ^:ia-\- bt, y:= ai-\- bit, z-=:i a^-\- b^t,
et sa distance 8 au point P sera donnée par la formule
Ô2= (a -h ô^ — a)2+ («1+ ^1 ^ — a,Y^{a^-^r b^t — a^Y =zl{a-hbt — a)\
Il s'agit de déterminer la distance variable l, de telle sorte que cette expression soit minimum.
Elle a pour dérivée ll2b(a-i- bt — a), quantité toujours continue. Il faut donc égaler cette dérivée à zéro, ce qui
donnera
lb{a -a)^lbH = o, d'où
Ibia — a)
Substituons cette valeur dans l'expression
d^=l{a-^bt — ay—l{a — ay-i-2tlb{a—oc)-ht^lb^;
il viendra
2(« .. A^b(a-a)Y [lb{a-a)y Z{a — a) —2 ^^ 1 j^^
l{a — oiyib^—[lb{a — a)Y
Ib- [{a~(x)bi—{ai—cx.i)bY^[{ai — ai)b2—{a2—o(..2)biY-\-[{a^—a2)b — (a— a) 62]-
b^TTfTJl
Cette expression représente bien un minimum, car la dérivée seconde
est positive.
404. Problème II. — Trouver la plus courte distance de deux droites.
Soient
(8) ûo zz^a -h bt, y=zai-\- bit^ z=.a^-\- b^^t
les coordonnées d'un point de la première droite,
(9) | = a4-(3T, y) = ai + |3iT, Ç = a2+[32T
celles d'un point de la seconde droite.
La distance 8 de ces points sera donnée par la formule
— {a — o:-\-bt — 3t)2 ^ [a^— a^-\- b^t — (Sit)^
Il s'agit de déterminer les variables ^ et t de telle sorte que cette expression soit minimum.
Les dérivées partielles de cette expression par rapport à t et à T sont toujours continues. En les égalant à zéro, on aura les deux équations de condition
- -T- :=zb{a — OL-^ bt — ^x)-\- b^{ai — of.^-\- b^t — i^^^z)
-\- b^{a^ — oi.^-\- b^t—i^^T) =0,
— - — = (3(a — a+è^— (3t)h-(3i(<2, — ai4-^i^— 6iT)
Eliminant successivement entre ces équations chacune des quantités entre parenthèses, et posant, pour abréger,
6,(32- 62^1 = A, ^.2(3-6(32=A„ 6i3,-M3=:A2, on en déduit
a — a-\-bt — (3r a, — «i-l-è,^— (3,t «2 — oL^^-vb^t — ^^z
A Al A2
Soit X la valeur commune de ces rapports; on aura, pour déterminer ^, t et X, les trois équations linéaires
kX H- [3t — bt =: a — a, AiÀ-H(3iT — b^t^zia^ — ai,
K{h. + (SgT — b-^t r— a^ — a2,
d'où l'on déduit
L, M, N, D désignant les déterminants suivants : a — a (3 — b
ai
ai
--A2+Af
+ At
Enfin, l'on a
v/ÂJ+ÂT+Â|
Il est évident, d'après la nature du problème, que cette valeur de 8^ est un minimum. Pour le vérifier, formons les dérivées secondes
2 dt^
b'-hbl-i-bl,
La quantité représentée dans la théorie générale par AG — B- est égale à
[^(b'+bi + bl)(?,'-+l^\ + (3=) - k(bp + b,?„+b,^,Y = 4(A^ + A| + A«).
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Elle est positive. Donc, il y a bien maximum ou minimum. D'ailleurs
ce sera donc un minimum.
405. Remarque 1. — Les quantités 6, Z^,, ^2 et p, p,, p2? étant les cosinus directeurs des deux droites données, satisferont aux équations
Mais nous n'avons pas fait usage de ces équations. Les formules trouvées subsisteraient donc en donnant à 6, b^, 637 p, p,, p2 des valeurs quelconques. D'ailleurs, les éc|Liations (8) et (9), pouvant se mettre sous la forme
P ~ Pi ~ P2 ~^'
ne cesseraient pas de représenter des lignes droites.
Remarque II. — Si nous posons
a = a-i-A«j, «1 = rt, H- A«,,
les formules précédentes deviendront
kz=zb,ùib^—b.,ùib,, A^-^b^^b—b^b,, k^ = bùib,— b,£ib,
Aa A^ b
— ( A Aa -f- A 1 A^i -h A2 A^a ) =
Afl'2 ^^2 ^2
Al A^i />i
Al
^i-hA^i — Arii
Ag Aûf2 ^2
DrrrA--f-A?4-A2,
et l'on aura encore
Nous ferons un fréquent emploi de ces formules.
406. Problème III. — Tromper la plus courte distance d^ un point à un plan.
Soient a, 6, c les coordonnées du point et (lo) jnx -^- ny -\- pz -\- q :=zo
l'équation du plan. Nous aurons à rendre minimum l'expression
où x^ y, z sont liés par l'équation précédente. D'après la règle générale donnée pour la recherche des minima relatifs, nous aurons à égaler à zéro les dérivées partielles de l'expression
{œ — a)- -^ {y — b)- -]- {z — cy-\-'}.{mx -\- ny -\- pz -\- q), ce qui donnera les équations
2{x — a)H->vm = o,
i{y — è) -i->iAi = 0, i{z — c) -^Ip —.0,
auxquelles on joindra la suivante :
0 = mx -\- ny -hpz -\- q z=z m{x — a) -h n{y — b) -i- p{z — c) -h ma -]- nb -\- pc -\- q.
On en déduit
X — «= — \^rn^ y — b^ — |^/^ ^ — c == — \^pi
. ^ ma -f- nb -^ pc ^ q
SgÔ PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE III.
Pour vérifier que cette expression représente bien un minimum, cherchons les dérivées secondes de ô^ considéré comme fonction des variables indépendantes x^ y^ et d'une fonction z de ces variables, définie par l'équation (lo). On aura successivement
— - r=i2{œ — a) -\- i(z — c)^— :=z'2iœ— a) iz — c),
ox ox p
■2 m âz p dx
2 m dz P ày~
2mn
dx ây ~
On trouvera de même
dy' "
Les expressions désignées dans la théorie générale par AC — B^ et A seront ici
( 2ïi^\ [\m}ii^
et
Toutes deux étant positives, on aura un minimum.
407. Problème IV. — Trouver les maxima et minima f de la fraction -,
■ /= «ii^^-h «22/^+ «33^^-}- 2a^iXy H- 2^23/:^ -h 2^13^^ et
9 = aiix'-{- cc^^y'^-h a33^2-f- 2^12^/ + 2a23/-:î + 20Cx3ZX étant deux fonctions homogènes du second degré en x^
J^ valeur de cette fraction ne dépendant que des rapports
des variables x^ y^ s, il est permis de supposer leurs valeurs absolues choisies de telle sorte qu'on ait cp = i .
On aura donc à trouver les maxima et minima de /, étant donnée l'équation de condition
On devra, comme on sait, déterminer x^y. z, \ par les
équations
^ ' dx dx ây dy ôz âz ^
ou, en eflectuant les calculs,
( (cri3+>.ai3)^-f- («23-1- ^«23)/ 4- (a33 4->.a33)^=:o.
Or l'équation o = i montre que x^ y, z ne peuvent être nuls à la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit être nvd, ce qui donnera une équation du troisième degré en \.
Soit À une des racines de cette équation; en la substituant dans les équations (12), elles se réduiront à deux équations distinctes, qui fourniront les rapports de x^ y, z. L'équation cp = I achèvera de déterminer ces quantités.
La valeur correspondante de — sera — \. En effet, / et cp
étant des fonctions homogènes du second degré, on aura
àf àf df
""ic-^^dy-^^^iz-'f^ 0(9 d(û d(û
âa^ <^y àz ^
Les équations (i i), respectivement multipliées par x, y^ z el ajoutées ensemble, donneront donc
2/4-29X — G, d'où ^=1 — 1.
Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que la fonction cp peut se mettre sous la forme
^4-— J + — ^ -4-9,, cpi étant une fonction de y et de z, telle que
On pourra de même mettre (D^ sous la forme
^"htï^^
La fonction cp sera ainsi décomposée en une somme de trois carrés, respectivement multipliés par a^, ^n , y.
Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est nécessaire et suffisante pour que o prenne une valeur positive et différente de zéro pour tout système de valeurs de x^ y^ z autre que o, o, o. Cette condition étant remplie, les valeurs de x^ y, z pour lesquelles on a cp = i auront nécessairement un module borné; car il faudra que chacun des trois termes positifs dont cp se compose, pris isolément, soit ^i. Les valeurs de f correspondant à ces divers systèmes de valeurs de x^ y^ z seront donc bornées, et, par suite, f présentera nécessairement au moins un maximum et un minimum réels, correspondant à des valeurs réelles des variables. Soient Xn^ jK(, z^ les valeurs qui correspondent au maximum, par exemple; X, la valeur correspondante de \. Posons
^ m ^,? -h myj -h /iCj
/=ji^4-miY) H-/i,C,
z — z ^\-\- m^_f\ -^ tH"^,
^, Tj, Ç étant de nouvelles variables, et m, /?, m,, n,, in^^ n^ des quantités quelconques telles que le déterminant de la substitution ne soit pas nul. Aux valeurs x^=-Xy^ y^=zy^^
z = Zi, qui donnent le maximum, correspondront les valeurs ^ = 1, 7j = o, ^ = 0. D'ailleurs, après la transformation, f et cp deviendront des fonctions des nouvelles coordonnées, homogènes et du second degré, comme auparavant.
La transformation une fois exécutée, appelons ce, y, z nos nouvelles variables primitivement désignées par ^,7), Ç. Appelons également a^ ..., a,,, ... les coefficients des fonctions/
et o rapportés à ces nouvelles variables; - sera maximum
et cp égal à l'unité pour ^ r=z i , j^ = o, ^ = o, ). = X< . On aura, par suite, a, , = i , et, les équations (12) étant satisfaites pour le maximum, on aura, d'autre part,
(l3) <2ii4-Ai=0, ^12+ ^1(5^12^= O, «X3+ ^l'^13= O-
Posant maintenant, pour abréger, on aura
9=rX2-H(pi,
cpi et f{ étant des fonctions dey, z, dont la première sera positive pour tout système de valeurs de jk, ^ autre que y — o, z = o.
Opérant maintenant sur les fonctions cp,, f^ de la même manière que nous l'avons fait sur cp et/*, nous pourrons les mettre sous la forme
^2 et f^ ne contenant plus que 5, et par suite étant respectivement de la forme p5-, vs-.
Posant
on aura
92= zs /2=-:^3Zs
et, par suite,
d'où ce théorème :
Etant donné un système de deux fonctions quadratiques f et cp dont V une est toujours positive, on pourra, par un changement de variables réel, en faire disparaître les rectangles des variables.
Les deux fonctions étant ainsi préparées, l'équation en \ deviendra
Xi + X G o
Cette équation a pour racines les trois quantités réelles \^ ,
Xo, A3. Donc, l'équation en \ a toujours ses racines réelles.
On voit immédiatement sur les équations (i4) que la plus
grande de ces racines rendra - minimum, la plus petite le
rendra maximum, la troisième ne donnera ni maximum ni minimum .
408. Problème V. — Déterminer un point M = (.r,y) tel que la somme de ses distances p<, po, pa à trois points fixes A, =z (a,, èj), A2= («2? ^2)7 Ag^ (^s, ^3) soit minimum.
La somme des trois distances est
Ses dérivées partielles sont
"^^ X — ai v^
2^— =2,'=os«,,
y — bj ai désignant l'angle de la droite A/M avec l'axe des x.
SÉRIES. 4oi
Au point M elles doivent être nulles ou cesser d'exister. Supposons-les d'abord nulles. On aura les deux équations
cos «1 -t- cos «2 + cos ^3 = o, sin «1 -h sin a, + sin ag = G.
Multiplions la première par sina2, la seconde par cosa2, et retranchons; il vient
sln(ai — ao) — sin(a2 — ocs)^=o,
On trouve de même
«2 — c(3= a-i — ocp Les angles mutuels des droites A, M, A2M, A3M seront
des côtés A, Ao, A2A3, A3 A, un segment capable de —»
Si l'un des angles du triangle A, A2A3 est ^-t"' ^es arcs
de cercle dont l'intersection devrait donner le point M ne se coupent pas.
11 doit pourtant j avoir un minimum. Mais il ne pourra se présenter qu'en un point où les dérivées partielles cessent d'exister, c'est-à-dire en l'un des points A,, A2, A3.
11 est aisé de vérifier qu'il a lieu au point A,, sommet de
l'angle obtus.
Fig. 8.
donc de -tt-? et le point M s'obtiendra en décrivant sur chacun
Soit en eifet M un autre point. Montrons que
A1A2+ AiA3< iMAi-^ MA2H-MA3.
On a
Al A2-I- A, Agtrz MAg cos/jL + MA3 cosvH- MAi(cos>. + cos).').
Or cos [Ji, cosv sont ^ i et
cos A + cos A' = 2 cos cos ^ 2 cos << r ,
car, étant compris entre :j et — ? son cosinus est moindre
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. /joS
I. — Points ordinaires et points singuliers
409. Soient F(X, Y):=o l'équation d'une courbe plane; {x^y) l'un de ses points, aux environs duquel nous supposons F développable par la série de Taylor
Coupons la courbe par une droite
et supposons que cette sécante se rapproche indéfiniment du point {oc^y) en conservant une direction constante et d'ailleurs arbitraire.
Si Y- de ses points d'intersection avec la courbe se rapprochent indéfiniment de {x^ /), on dira que ce point est de l'ordre [i. de multiplicité. Si [jl = i , ce sera un point simple ou ordinaire; si [Ji>>i, ce sera un point multiple ou singulier.
Comme à chaque valeur de t correspond un seul point {x^y) de la sécante, l'ordre de multiplicité cherché sera évidemment égal au nombre des racines infiniment petites de l'équation
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OU, ce qui revient au même, à celui des racines nulles de l'équation limite
oœ ' OY ' 2 \ ôa. -
Le nombre ]x sera donc égal à l'unité, toutes les fois que
dF dF 11. 1 , 1 .
-r— > ^-- ne sont pas nuls simultanément; il sera égal a n. si
dx dy ^ ' o '
ôF dF if-F les dérivées -r— j -— •> — — -, • • • d'ordre < n s'annulent toutes, ax ôy ox'^
l'une au moins des dérivées d'ordre n étant ^o.
Le nombre des racines nulles, étant supposé égal à n pour
une direction arbitraire de la sécante, se trouvera accru si a,
p sont déterminés de manière à annuler le coefficient
ôx'^ ^ ôx"--^ ây
du terme en t"^ c'est-à-dire si la sécante est parallèle à l'une des droites du faisceau
()n p An p
Ces droites se nomment les tangentes au point [x^y). En un point simple, on aura une seule tangente
410. A une valeur infiniment petite de X — x correspondent une ou plusieurs valeurs infiniment petites de Y — y. Proposons-nous de les développer en série.
Supposons d'abord que (^, Jk) soit un point simple. Si l'axe
ÔF des Y n'est pas parallèle à la tangente, — n'étant pas nul, on
n'aura qu'une valeur infiniment petite de Y — y, développable comme on l'a vu, suivant les puissances entières et positives de X — X.
Si l'axe des Y est parallèle à la tangente, -— est nul, mais
dF ,, ,,
-r— ne 1 est pas, et 1 on aura (/^ ^
en mettant en évidence, parmi les termes qui ne contiennent pas X — X, celui dont le degré en Y — y est le moindre. Cette équation admet r racines infiniment petites données par l'expression
où l'on prendra successivement les diverses déterminations
du radical (X — • x)' . On obtient ainsi un cjcle de /' branches. Supposons au contraire {^x^y) multiple d'ordre /i, et admettons, pour plus de simplicité, que l'axe des Y ne soit parallèle à aucune des tangentes en ce point. On aura
o = F(X, Y) = Ao(X — ^)«-l-Ai(X — x)«-i(Y— y)-|-... + A,(Y— /)«4-Bo(X-.^)«+i4-...,
le coefficient A,; n'étant pas nul. L'équation admet donc n racines infiniment petites, données par des séries
Y— 7=:M,(X-^)+..., .,., Y- y=rM„(X — ^) + ...,
où M,, . . . , M„ sont les racines de l'équation
qui donne les coefficients angulaires des tangentes.
Si les racines de cette équation sont toutes inégales, les n développements seront séparés dès le début, et ne contiendront que des puissances entières. Si, au contraire, plusieurs tangentes coïncident, la singularité sera plus complexe, et les développements contiendront le plus souvent des puissances fractionnaires de X — x. Mais on sait que dans tous les cas ils peuvent être associés en cycles en réunissant ceux qui
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s'obtiennent par les diverses déterminations d'un même radical.
En posant (X — xy'=t, l'ensemble des branches d'un même cycle pourra être représenté par le système des deux
Y —y -z at''-\- aQt''o-\- . . .^
-OÙ r, /'o sont des entiers croissants sans diviseur commun.
Si les coefficients a, «o' • •• sont réels, le cycle admettra des points réels aux environs de l'origine. Pour discuter la forme de cette portion de courbe, il est permis d'admettre qu'on ait pris la tangente pour axe des a.\ auquel cas x = o, y^—o, a = o, et qu'on ait déterminé le sens desjK de telle sorte que «o soit positif.
i" Si /" est impair, /q pair, Y est toujours positif, et X a le signe de t. La courbe a donc la forme de la figure 9.
" Si r et /'o sont impairs, X et Y ont le signe de t; et la
Fig. 10.
courbe présente l'inflexion représentée dans la figure 10.
3" Si /• est pair, Fq impair, X est positif, Y change de signe avec ^; on a un rebroussement de première espèce {Jig- 1 1).
Fig. II.
4° Si r et To sont pairs, X et Y sont toujours positifs : on a un rebroussement de deuxième espèce {fig- 12).
411. Supposons maintenant la courbe définie par deux équations
Soit /o la valeur de t pour laquelle on a X = ^, Y=zy, e admettons qu'aux environs de cette valeur les fonctions f et cp soient développables par la série de Tajlor. On aura aux environs de ce point, en posant, pour abréger, y (^0) = -^'5
4o8 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IV.
Coupons la courbe par une droite
infiniment voisine du point {x, y\
Les t des points d'intersection seront donnés par l'équation
{x'oL -Hy'(3) (^ - t,) + {x"a -\- y" P)^lLzJi^ +...=: a.
Cette équation en t — Iq n'a, en général, qu'une racine infiniment petite si x' ei y' ne sont pas nuls à la fois. Le point (x^y) sera donc simple. Mais on aura une seconde racine infiniment petite si l'on a
auquel cas la sécante sera parallèle à la droite
Telle est donc l'équation de la tangente.
Supposons, au contraire, que x' ^ y' s'annulent à la fois, ainsi que x" ^ y" ^ . . ., .r^''~*^, JK^"~'^ mais que x^"^ et r^"^ ne soient pas nuls tous deux. L'équation en ^ — Lq aura n racines infiniment petites; le point (^, y) sera donc multiple d'ordre n (pourvu qu'à ces n valeurs de / — t^ correspondent autant de systèmes de valeurs différentes pour X — x^ Y — y). Le nombre des racines infiniment petites deviendra d'ailleurs ^ n, si l'on a
On a donc, ici encore, une tangente ayant pour équation
Ces résultats supposent, comme on vient de le voir, que deux valeurs différentes de /, assez voisines de ^o? correspondent toujours à des points (.r, y) différents, ce que nous
exprimerons d'une manière abrégée en disant que t correspond uniformément aux points du cycle. On peut toujours reconnaître si cette condition est satisfaite, et, si elle ne l'est pas, faire en sorte qu'elle le devienne, par un changement de paramètre.
Soit, en efl'et, en ne conservant dans l'écriture c|ue les termes dont le coefficient n'est pas nul,
y^yinA_l::iI^_^,,n, (^'-^0)"^
ni ■' n^l
Supposons, pour fixer les idées, m^n^ et posons
il étant un nouveau paramètre. On sait qu'il existe 7n développements suivant les puissances entières de u^ qui, mis à la place de ^ — Iq^ satisfont identiquement à cette équation. Soit
( I ) t—tQ—lU-{-...
l'un d'eux. Substituant cette valeur dans les expressions de X, Y, elles prendront la forme plus simple
X — œ =z u"\ Y — y ■=■ cu'^ -h c' W^' H- . . . .
Soit 8 le plus grand commun diviseur des exposants m = 8/', n = §5, Ai^= 3^', .... Posant w^ = r, il viendra
X — x-=zv^\ Y — r = cV' -t- c' v^' -h . . . .
Ces deux équations représentent un cycle de r branches, et, comme /% 5, 5', ... n'ont pas de facteur commun, deux valeurs infiniment petites de v^ distinctes entre elles, ne pourront répondre à un même point. En effet, v désignant l'une d'elles, l'autre devrait être égale à Gi^', 9 étant une racine r'^'"*" de l'unité, pour cjue X eût la même valeur. Pour
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que Y eût également la même valeur, on devrait avoir
Ci^^' -1- cV*' -H . . . = c 0*V^ -H c' 9^' {>^'-i- . . . ou
Or, les exposants /*, 5, s', ... n'ayant pas de facteur commun, quelle que soit la racine choisie pour 9, la série S du premier membre ne sera pas identiquement nulle et l'on pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o << |(^|<<L, S soit différent de zéro.
Si S est égal à l'unité, u correspondra uniformément aux points du cycle ; et il en sera de même pour ^, car la relation (i) fait correspondre à chaque valeur de u une seule valeur de t, et réciproquement.
412. Dans ce qui précède, nous avons appelé t^ la valeur de t pour laquelle on a X = ^, Y =:jk. 11 peut évidemment exister plusieurs valeurs ^o^ ^m ••• de ce paramètre qui satisfassent à cette condition. Chacune d'elles donnera naissance à un cycle, suivant l'analyse précédente, et l'ordre total de multiplicité du point (^, r) sera la somme des ordres de multiplicité partiels ainsi calculés.
413. Soient F(X, Y, Z) = o l'équation d'une surface ; (,r,jK, z) un de ses points, aux environs duquel F soit développable par la série de Taylor
^F âF âF
Coupons par une droite
X — x = at-\- h, Y — / = [3^4-A-, Z — x; = y^4-/ de direction fixe, et infiniment voisine du point {x^y^ z'
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Les points d'intersection seront donnés par l'équation
H étant infiniment petit.
^1 ^— , -;- , ^r— ne sont pas nuls a la lois, on n aura, en ereneôjo ây dz ^ ' ' o
rai, qu'une racine infiniment petite. Le point [x, y^ z) sera
simple.
On aura toutefois deux racines infiniment petites, si
oœ ÔY ^ dz '
c'est-à-dire si la sécante est parallèle 3iu plan tangent
Si l'axe des Z, par exemple, n'est pas parallèle au plan
dF tangent, on aura __ > o, et Z — z sera, aux environs du point
(^,jK, z)^ une fonction sjnectique de X — x,Y — y.
e . d¥ dF d¥ , . ,.,
supposons maintenant que -r— > — ■> -r— s annulent, et qu il
en soit de même des dérivées jusqu'à l'ordre n exclusivement. L'équation en t se réduira à
et admettra, en général, n racines infiniment petites. Le point {x, y^ z) sera multiple d'ordre n. Le nombre des racines infiniment petites sera augmenté si
d"F âx"
autrement dit si la sécante est parallèle à une génératrice du
cane tangent
-, — (X — xy-h. . . = 0.
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414. Si, par le point (:3?, 7, z), nous faisons passer un plan arbitraire
il est évident que l'intersection C du plan avec la surface aura en (x, jk, -s) un point multiple, dont les tangentes seront les génératrices suivant lesquelles le plan coupe le cône tangent.
Si toutefois P entre en facteur dans l'écjuation du cône tangent, l'ordre de multiplicité du point {.v,y,z) sur la courbe G se trouvera accru.
En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera multiple.
Si l'on coupe le cône tangent par un plan arbitraire ne passant plus par son sommet, on obtiendra une section plane algébrique et de degré n. Cette courbe peut présenter des points singuliers, ou se décomposer en courbes de degré moindre. Toutes ces circonstances devront être notées comme entrant dans la définition de la singularité.
Une surface peut présenter, non seulement des points singuliers isolés, mais des lignes singulières dont tous les points sont singuliers. Considérons, par exemple, un cône dont la base ait un point double. La génératrice correspondante sera une ligne double, en chaque point de laquelle on a un cône tangent, dégénérant en un système de deux plans.
415. Une surface est souvent représentée par un système de trois équations
^, u étant deux paramètres dont l'élimination donnerait l'équation de la surface sous la forme ordinaire
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Soit ^0 5 ^^0 un système de valeurs des paramètres pour lequel on ait X = ^, Y =yj Z = 5. La formule de Taylor étant supposée applicable, on aura, en posant, pour abréger,
àto ''du,
I X — a:^=zai{t— to) ■+- hi{u — «0 ) + ■ • ■ .
( Z — z = as{t — to) ^ b^iii — Uq) -^
Si l'un des déterminants {a^b^2 — ci-ib\)-, (<^2^3 — b-^a^)^ (a^bi — ciibs) est différent de zéro, (^,JK, z) sera un point simple (pourvu toutefois que ^0^ '^o soit le seul système de valeurs des paramètres qui donne ce point). En effet, si ai b) — ci-2b{, par exemple, n'est pas nul, les deux premières équations (2) permettront de déterminer t — ^q, u — Uq en fonction synectique de X — x^ Y — y. Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, donneront une expression analogue pour Z — z.
Réciproquement, si (^, y, z) est un point simple, on pourrai mettre l'équation de la surface aux environs de ce point sous la forme
Z — z-=a{X — x)-h b{\ — y)-^c{X—xy--^. . . ,
équivalente au système des trois équations
X — ^ = ^, Y — y z=: u, Z — z =1 at ^ bu -\- ct^ -^- . . . ,
où le déterminant a, b-j. — a^b^ a pour valeur l'unité.
Lorsc|ue nous voudrons étudier une surface aux environs d'un point simple, nous pourrons donc toujours admettre que l'un au moins des déterminants a< 62 — «2 ^t ' • • • est ^ o.
416. Une courbe gauche, définie comme trajectoire d'un point mobile, sera représentée par un système de trois équations
X=:/(0, Yz=:9(0, Zz.:.'^(0.
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Un point {oc^y^ z) de la courbe sera de l'ordre pi de multiplicité, si un plan de direction fixe
infiniment voisin de {x^y^z)^ coupe la courbe en |ji points infiniment voisins de ce point.
Soit Iq la valeur de t correspondant à (^,jr, z). Les fonctions /, cp, ^ étant supposées développables par la série de Taylor, on aura, en posant, pour abréger, f'(to) :=x'^
^ -y = y'{t-io)-hy"
Substituant ces valeurs dans l'équation du plan, nous aurons, pour déterminer les t des points d'intersection, l'équation
ioca:'^^y'-hyz'){t~-t,)-h{aœ"-i-^r"-^yz")^^~^'^' +...= A.
Si x', y' ^ z' ne sont pas nuls à la fois, cette équation en t — Iq n'aura, en général, qu'une racine infiniment petite : le point est simple.
Mais on aura plusieurs racines infiniment petites dans le cas
où l'on aurait
a^-'-f- (3/'+ yz' — o,
c'est-à-dire si le plan sécant est parallèle à la tangente
Si y, y, z', ..., x^"-^\y^"-^\ z^"-^'> s'annulent à la fois, sans qu'il en soit de même \)Oi\y x^'^\ y^"\ z^'^\ on aura n valeurs infiniment petites de t^ et ce nombre sera accru si le plan sécant est parallèle à la tangente
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Donc (^, JK7 ^) sera multiple d'ordre n, si à chaque valeur de i voisine de ^0 correspond un point différent de la courbe.
417. On peut toujours satisfaire à cette condition en changeant au besoin de paramètre. Soit, en effet, en ne conservant que les termes dont le coefficient n'est pas nul,
i .2. . .m 1 ,2. . ./rii
et supposons, pour fixer les idées, m^n^p. Posons
i .2 ... m 1,2... mi
Prenons, pour t — ùq^ l'un des développements qui satisfont à cette équation, et substituons-le dans les équations précédentes ; elles prendront la forme
X — a:=u"', Y— 7 = ^„w«-h. .., Z — z — CpUP-h
Soit ô le plus grand commun diviseur des exposants m = ^r, n = ùy^ . . .^ p = Ôtt, Posant u^^= ç^ il viendra
(3) X — ^ = t^^ Y — / = ^„(^^-h. . ., Z—z=epV'^-^
Ces trois équations représentent un cycle de /* branches, et il est clair qu'à deux valeurs infiniment petites de v^, différentes l'une de l'autre, répondent deux points distincts.
On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes, que, s'il existe plusieurs valeurs ^0? ^i? • • • ^^ paramètre qui correspondent au point (^, J", ^), chacune d'elles donne naissance à un cycle analogue à celui que nous avons déterminé, et l'ordre total de multiplicité de ce point sera la somme des ordres de multiplicité partiels ainsi calculés.
Si le point (.r,y, z) est simple, il ne correspondra donc qu'à une seule valeur de t. Il faut, en outre, que dans les
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expressions (3) des coordonnées en fonction de ç figure un terme du premier degré en ç. Comme on a r^v^T:, on aura /" = i , X — x = v el, par suite,
La courbe aux environs du point (x^y^z) est donc l'intersection de ces deux cylindres, dont les plans tangents sont différents.
418. Réciproquement, la courbe d'intersection de deux surfaces quelconques a un point simple partout où les plans tangents aux deux surfaces sont différents.
Soient, en effet, (^,JK, ^) un point de l'intersection, et
les équations des deux surfaces. Les plans tangents étant supposés distincts, l'un au moins des trois déterminants
âFd^ _d^âF dy dz dy âz
par exemple le premier, sera ^o. Donc, aux environs du point (.27,/, ^), Y — y et Z — z seront sjnectiques en X — x et admettront des développements de la forme
Y — 7 = è 1 ( X — ^ ) 4- ^ 2 ( X — ^ ) 2 -f- . . . , Z —z =Ci{X — œ)~hc^{X —œy-i-....
En joignant à ces équations l'identité
on a les trois coordonnées exprimées en fonction du même paramètre X — x. Le point est simple et a pour tangente
I ^1 Cl
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Pour déterminer les coefficients b^ et Ci, substituons les valeurs de Y — y et Z — z dans les équations (4). L'identification des deux membres donnera
-r- + -— 61+ — ■ Ci:=0,
ôx (Jy ôz
ôx (Jy dz
On voit par là que la tangente cherchée est l'intersection des deux plans tangents
dx^ ôy ^ ' dz^ '
et a pour équations
i^jV' ^-^ ^y àz dz ôx ôz âx ôx ôy ôx ôy
Lorsque nous voudrons étudier une courbe gauche aux environs d'un point simple, en la considérant comme intersection de deux surfaces, il sera permis, d'après ce qui précède, d'admettre que les deux surfaces qui la déterminent n'ont pas le même plan tangent.
Nous nous bornerons exclusivement, dans ce Chapitre, à la considération des points simples des courbes et des surfaces.
IL — Théorie du contact.
419. Nous appellerons écart de deux points P = {x^y^ z)^ Q ==: (Xi,yi, Zi), et nous représenterons par [PQ] la somme
L'écart ainsi défini n'est nul que si P et O coïncident. La
distance \/{x^ — x)- -t- (jk, — y)- + (^, — ^)- ne jouirait pas
de cette propriété pour des points imaginaires. Mais, si l'on
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se bornait aux points réels, on pourrait, sans rien changer aux théories qui suivent, la substituer à l'écart dans les définitions.
420. Soient F, F, deux figures (lignes ou surfaces) ayant un point commun P. Nous dirons que F a en ce point un contact d^ ordre n avec F,, si à chaque point Q, pris sur cette dernière figure dans le voisinage de P on peut associer un point Q de F, de telle sorte que, lorsque Q, tend vers P, [QQ,] soit infiniment petit d'ordre n -\- i par rapport à
[PQ.l-
Contact des courbes planes. — Soient
l'équation de la courbe F; (^',jk) les coordonnées de P; (x,,^) ) et (^1 + a,jKi + \i) celles de Q< et de Q. On aura
(I) o = F(^, + a, _;k, + P) = F(.z'„ jO H- ko. 4- B[3,
A et B étant des fonctions de ^,, y,, a, ^ qui tendent res-
pectivement vers -r^? — lorsque ^i, r,, a, p tendent vers
S'il y a contact d'ordre /?, | a | + | ^ | et a fortiori | a | et I p I seront d'ordre n + i, et l'équation (i) montre qu'il en est de même pour F(.r,,)/,). Réciproquement, si F(x<,jk,) est d'ordre /i -H i , il y aura contact d'ordre n. En efTet, pour ^^:r=^, y,=j^, a=:jB = o, la fonction F(:p, 4- a, j^', + j3) s'annule, et ses dérivées partielles par rapport à a, [3 se réduisent à -— ) -r— • Le point (^, J") étant simple sur F, l'une
au moms de ces deux quantités, par exemple — ^ sera ^o.
L'équation (i) définit donc une fonction implicite a des variables ^i, j',, [3, laquelle s'annule pour ^, = ^, y^z^y^ [j = o et admet des dérivées partielles; elle sera donc infiniment petite lorsque x^ — x^ y^ — r, [3 seront infiniment
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petils. Si a est défini de Ja sorte, Je point Q =(Xi H- a,jKi + ^) sera sur la courbe F, de quelque manière qu'on ait choisi j^, et pourra être associé au point Q<.
Prenons pour !3 un infiniment petit quelconque d'ordre n -f- i par rapport à | ^< — ^ | H- IjTi — y {', F(Xi^yi ) est du même ordre, par hypothèse ; enfin x^ — x, y^ — JK, a, [B étant
infiniment petits, A et B tendront vers les limites fixes -r—,
— ) dont la première n'est pas nulle. La quantité
sera donc un infiniment petit d'ordre n -\- i au moins, et I a I + I [^ I sera d'ordre n -{- \ . 11 y a donc bien contact d'ordre n.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour un contact d'ordre n est que F(^,, y^ ) soit d'ordre n -\- i par rapport à [PQi ] = | ^< — ^ | + |y« — JK |-
4!22. Cela posé, admettons d'abord que la seconde courbe F, soit définie par les équations
Soient t elt -\- dt les valeurs du paramètre qui correspondent respectivement aux points P = (^, y) et Q, = (^, , j-, ). On aura, en désignant par x' ^ x" ^ . . . et jkS y" -, • • • les dérivées successives de o(^) et de cp< (^),
.-r, - — ^ = œ' dt -\- x" h . . . ,
Donc x<^ — ^1 y\ — y sont du premier ordre au moins par rapport à dt. D'ailleurs, l'une au moins de ces quantités sera eft'ectivement du premier ordre; car, Pétant un point simple
sur F,, x' et jk' ne peuvent être nuls à la fois. Donc [PQi sera du même ordre que dt.
Posons d'autre part
on aura
F(^i, y,) = V[o{t-^ dt), 9i (^ -+- dt)\ — W{t-^ dt)
Cette quantité devant être d'ordre ai H- i , on aura, pour conditions du contact demandé, les relations
Ces conditions prennent une forme plus symétrique si l'on suppose les deux courbes données sous la forme
y=zf{œ) et y^f,{œ), lesquelles équivalent, pour la première, à
et, pour la seconde, à
On aura alors
et les équations (2) deviendront
Enfin, si les deux courbes sont données sous la forme implicite
F(^, j) = o et F^{a',r)=o,
on n'aura qu'à déterminer l'ordonnée y et ses n premières dérivées dans la première courbe, au moyen des équations
TT ^F (^F
et, dans la seconde, par les équations
Fi = o, — -1 4- — — y' = o, ....
Les valeurs de ces quantités devant, comme on vient de le voir, être les mêmes dans les deuxcourbes, on n'aura qu'à les égaler pour obtenir les équations de condition cherchées.
423. Contact d'une surface S avec une courbe Ci. — Soient F(^,y, 2) = o l'équation de S; ^, y, z les coordonnées du point P; ^, , y, , s, celles de Q, ; x^-\- a, y^ -\- p, s,+y celles de Q. On aura
G = F ( ^1 -h a, Yx H- (3, ^1 4- y ) — F(^i, ji, 5i) -+- Aa-h Bj3 -h Gy;
A, b, L- tendent vers -r— ? -— ? -r^ lorsque x^^ y^^ z^^ a, p, y
tendent vers x^ y, 5, o, o, o.
S'il y a contact d'ordre /i, a, j^, y et, par suite, F(^,,jri, z^) seront d'ordre n -\- i ^n moins. Réciproquement, supposons queF(^<, JK^ , z^) soitd'ordre /i -1- i ; ilyaura contact d'ordre ai. En effet, pour x^=^x^ y^=y^ Zi = z, a^j^ = y = o, la fonction F{Xi -j- a, y, + [3, Zx -\- y) s'annule et ses dérivées partielles, par rapport à a, [3, y, se réduisent à
dF âF dF T • n • 1 T^
— — ) -r— 5 — — . Le point F étant simple sur F, une au moins ôx O)- ôz ^ ^ '
ôF de ces dernières quantités, telle que —5 sera^o. L'équation (4) définira donc a en fonction implicite de Xf, yt, ^i,
Associons à Q, le point Q = (x^ 4- a,j)/< -f- ^, ^^ -|- y),
P, y étant deux infiniment petits quelconques d'ordre /i + i :
¥{x^,yi, z-i) -h B^ -^ Cy j ^ j
a = i^^ ■ '- sera du même ordre au moins,
car A, tendant vers -— > n'est pas infîniiuent petit. Donc ax ' ^
I a I + I [3 I -|- I y I sera d'ordre /i + i .
Donc, ici encore, la condition nécessaire et suffisante pour le contact est que F(x^^y^, z^) soit d'ordre n -{- i.
424. Gela posé, soient x= o(t), y =z cp, (^), z = ^2{l) 'es équations de la courbe G,.
Soient t^ t -\- dt les valeurs du paramètre aux points P et Qi; on aura
Xi — ^ = œ dt -h x' h- . . . ,
yi-y=^y dt-\-y"—-^...,
Z^ — -v A> (XL -\- -V -f- ....
Donc Xi — x^ y^ — y^ z^ — z seront du premier ordre au moins en dt^ et l'un d'eux sera effectivement du premier ordre, car, le point P étant simple sur Gi, x' ^ y' ^ z' ne s'annulent pas à la fois. Donc [PQi ] est de l'ordre de dt.
D'autre part, en posant
F[9(0,9i(0,?2(^)]-W(0, on aura
¥{x,,y„Z,)-:r:^W{t-^dt)r=iW{t)^W'{t)dt^....
Les conditions du contact seront donc
Si G, était définie comme intersection des surfaces
<i>{x,y,z) — o, Oi(^, /, ^) — o,
il faudrait, pour appliquer ces formules, concevoir qu'on prenne x^= t; y ei z seraient alors des fonctions implicites de ce paramètre, définies par les équations <ï> = o, ^, = o. On calculera alors par les méthodes connues, pour les égaler à zéro, les dérivées successives de la fonction
W{t)--^W{x)=.F{x,y,z) par rapport à la variable indépendante x.
426. Contact de deux courbes gauches (^ et C^. — Soient F(^,j', 3) = o, .f (^, jk, 5) = o les équations de C; {x,y,z), {x,,y,,z,), (x, + a,j,+ p, s, + y) les coordonnées des points P, Qi, Q; on aura
o=:F(^iH-a, ji + [3, ^,-l-y)
— §{x^, ji, z^) -\- Xa -f-iJb(3 + Gy.
S'il y a contact d'ordre /z, a, p, y et, par suite, ¥{x^^y^^z^)^ ê{x^^ y^^ Zy) seront d'ordre n + i au moins. Réciproquement, supposons que
F(^i,/i,-i) et §{x,,y,,z,)
soient d'ordre Ji -\- \ .
Pour ^, = .r, y, = j , ^, = 5, a ^ p =: y 1= o les fonctions
s'annulent, et leurs dérivées partielles, par rapport à a, j3, y,
se réduisent à
ô^ iW^ d¥^ dx dy dz
dj_ dl dl^ dx ôy ôz
Le point P étant simple sur C, l'un des trois déterminants
, , ., . , , d¥d^^ d^ôF .
formes avec ces dérivées, par exemple -r — r — —5 sera^o.
' ^ ^ ôxoy oxôy ^
Les équations (5) détermineront donc a, ^ en fonction implicite de ^4 , jKi 5 ^M y-
Associons à Q, le point Q obtenu en prenant pour y un infiniment petit quelconque d'ordre /i + i ; a et [^ seront du même ordre au moins; car la résolution des équations (5) les donne sous forme de fractions, dont le numérateur est d'ordre /i + i, tandis que le dénominateur A.i)b — Bx, ayant
pour limite
dx ây doc ôy
n'est pas infiniment petit. Donc | ^- 1 + | ? | + | Y | sera d'ordre /i 4- i , et il j aura contact d'ordre n.
La condition nécessaire et suffisante pour un contact d'ordre n est donc que F(^,,y,,:j,) et of(^,,j-<, z^) soient d'ordre n -\- \ .
Soient maintenant
les équations de la courbe Ci. On verra, comme précédemment, que [PQj] est de l'ordre de dt^ et qu'en posant
les conditions du contact seront
^,(0 = ^'i(0=--- = ^iiO = o.
Enfin, si elles étaient définies par les équations
F(.r, y, z) —G, <1>(^, .r, «) = o et
Fi(jr, j-, ^) = o, Oi(^, r, ^)i=o,
on n'aurait, pour obtenir les conditions du contact, qu'à
égaler les valeurs de r, z et de leurs n premières dérivées
dans les deux courbes.
4^9. Contact de deux surfaces S <?^ S,. — Soient F(.r,j, 3) = o l'équation de S; (:r, r, s) et (.z'j,j<,^,) les coordonnées de P et de Q,. On voit aisément que la condition d'un contact d'ordre n est que ¥{x^^y^, z^) soit d'ordre n + 1 par rapport à [PQi]-
Cela posé, soient
x = (^{t,u), y~(û,{t,u), zz=zQ^.^{t, a)
les équations de Sr, {t, u) ei {t + dt, u -h du) les valeurs des paramètres aux points P et O, ; on aura
i Xy — ^ = A dt ^^ du,
( ^, — s =; A2 dt + B, du, A, B, ... étant des quantités variables qui ont pour limite
lu' Ju'
On voit aisément que f PQi] est de l'ordre de | ^^ | + | <iw |. Soit, en eilet, M une quantité positive plus grande que
ocp Jt
du
• ; on aura, pour toutes les valeurs suffisamment petites de t et de u,
|Al<iVl, IBKM,
donc |^<— J^l, IJi— r|, hi— -I seront moindres que M.\dt\-^ M I du I ; et, en les ajoutant, il viendra
Mais, d'autre part, P étant un point simple de S,, le déterminant
"~ ôT au ât du
(ou, à son défaut, l'un de ses deux homologues) sera ^o. Or les deux premières équations (8), résolues par rapport à dt et du^ donneront
(AB,— BAi)^^ — B,(^i— ^) — B(jKi — y), (AB,-BA,)^..r=:-A,(.z-,-^)-+-A(y,-y),
|AB,-BA,|(|./^| + |^./,|)<2M(|^,-^|+|y^--y|)
M[PQ
D'ailleurs AB< — BA < a pour limite le déterminant D : donc, en désignant par A une quantité quelconque un peu plus petite que | D|, on aura, pour toutes les valeurs suffisamment petites de dt et du^
\dt\ + \du\ = ~\_pq, .
Le rapport de [PQi] à | â?^ | + | <iw | étant ainsi compris entre deux limites fixes différentes de zéro, ces deux quantités sont du même ordre.
Si donc nous posons
la condition nécessaire et suffisante pour le contact d'ordre Ai sera que l'expression
F(^i, /i, z^)z=:W{t ^ dt, a -\- du)
dW dW
— W(/, u) -\- ^- dt -^ ^— du -\- . . . dt ou
soit d'ordre n -\- i par rapport à | r/^ | + | <iw |.
430. Cela revient à dire que la fonction W et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre n inclusivement sont toutes nulles.
En effet, si ces dérivées sont nulles, W[t -\- dt^ u -\- du)
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se réduira au reste de la série de Taylor
ddu)
Soit N une constante plus grande que les modules des dérivées partielles d'ordre n -+- i, ~;r«+i ' • • * ' ) /,+i ' I^orsque
dt et du seront assez petits, le module de l'expression précédente sera moindre que
^^f'Qdtl + ldulr-'NdS^^ildll + lduir^K
L'ordre du contact sera donc au moins égal à n.
Il ne pourra d'ailleurs surpasser n, si les dérivées d'ordre n + I ne s'annulent pas simultanément. En effet, si dans l'expression de W(t -\- dt^ u 4- dit) nous négligeons les termes dépendant des dérivées d'ordre >> /i H- i , et qui représentent, comme on vient de le voir, un infiniment petit d'ordre ^ Al + I , on aura approximativement
dt^-{-du^) W{t, u) W{t-i-.dt, u-^du)--^- "^ — -.
I . 2 . . . ( Ai 4- I
quantité dont l'ordre ne peut être supérieur à ai -h i pour toutes les valeurs du rapport de du à dt. Supposons en effet
du z^i}, dt, X étant réel et positif. On aura
\W{t^dt, n^du)\ __ [âi'^'^à^) ^^^'""^ {\dt\^\du\)"^^ ~ I .2. . .(Ai -hi)(i + X)"^^ '
quantité dont le numérateur ne s'annule pas en général, mais seulement pour un nombre fini de valeurs de X.
Enfin, si elles sont représentées par des équations
F(^, y, ^) r= G et
on exprimera que le contact a lieu en égalant les valeurs de z et de ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre aï, respectivement calculées dans les deux surfaces.
433. Pour le contact du premier ordre, par exemple, il faudra exprimer d'abord que (^, ,}% z) est un point commun
aux deux surfaces, puis éaaler les dérivées t-' -t- • Elles sont ' " ox dy
déterminées dans la première surface par les équations
d¥ à¥_ àz^_ àV_ àF dz^
dx dz dx ' dy ôz ôy
et dans la seconde par les équations
fiF, d¥, dz
d\\ d¥, dz
ox dz dx
dy dz dy
I A-.- j j ^^P àF d¥ .
La condition de conj^act est donc que -r- ^ ^- • -r- soient
* dx dy dz
. . dF, dFi dF^ , j,
proportionnels a ——5 — — , ■ > ou que le déterminant ' ' dx dv dz ^
dF dF, dF dF, ^ ' , A A • 1
-r — — r— = A et ses anaJosues A, et Ao soient nuls.
dy dz dz dy o . .
Ces conditions expriment que (^, y, z) est un point singulier sur la courbe d'intersection des deux surfaces F etF^.
434. Remarques. — i"" Si deux surfaces S et S' ont un contact cV ordre n en un point, leurs intersections avec une troisième surface S" passant en ce point sans les y toucher auront un contact d^ ordre n.
Caries coordonnées d'un point Q infiniment voisin de P pris sur la courbe S = o, S" = o satisfont par hypothèse à l'équation S' = o aux infiniment petits près d'ordre /i -|- i . D'autre part, elles satisfont rigoureusement à l'équation S'' = o, qui, jointe à celle-ci, caractérise la courbe S' = o, S"= o. Il y a donc contact d'ordre n entre les deux courbes.
2"* Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un contact d^ ordre n avec une troisième ont entre elles un contact de même ordre.
Cela devient évident si l'on écrit les conditions du contact sous les formes (3), (7) et (9).
435. Osculation. — Soient C une courbe (ou surface) quelconque, K une autre courbe ou surface dont l'équation (ou les équations) contienne un nombre de paramètres égala celui des conditions trouvées ci-dessus pour que K ait avec C un contact d'ordre n en un point donné.
Si l'on donne successivement à ces paramètres difïérentes valeurs, on obtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. Celle de ces courbes (ou surfaces) où ces paramètres sont déterminés de manière à satisfaire aux conditions du contact d'ordre n est dite osculatrice à C au point considéré.
436. Au lieu de déterminer les paramètres de K par la condition d'avoir avec C un contact donné en un point donné, on pourrait se proposer de les déterminer de telle sorte que K rencontrât C en un certain nombre de points donnés.
Soient, par exemple, Cune courbe plane ayant pour équations
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K une autre courbe dont l'équation
contienne n + i paramètres.
Posons, comme précédemment,
F[cp(0, cp,(^)]=W(0-
La courbe passera par les /^ + i points t-\- A^, ^ + A,^, . . . , ^ + A,^/, si l'on a les équations de condition
11 est aisé de voir que, si les points t -1- A^, . . . , ^ H- A,^ ^ tendent simultanément vers le point fixe t, la courbe K. aura pour limite la courbe osculatriçe à G au f)oint t.
En elFet, soit, pour fixer les idées, A^ < A, ^ <;...<< A,^^. La fonction W s'annulant aux points t -\- A^, ^ + A,^, . . . , t-{- ù^at^ sa dérivée W devra, d'après le théorème de Rolle, s'annuler en n points t -\- i^\t^ ^ + A!, ^, . . . , t -\- M^t respectivement compris entre t -\- ^t et ^ + A,^, entre ^ + A,^ et ^ -h Ao^, .... De même, la fonction W\ dérivée de W, devra s'annuler en /z — i points ^ + A'^ /, . . . , ^ + A')^ ^ respectivement compris dans les intervalles de ^ -f- A, ^ à ^ ^ A., ^, . . . ; et ainsi de suite jusqu'à la dérivée /i"""'*^ de ^\ On aura donc
W{t-\-^t)r=zo, ^'(^4-a;o = o, ..., W'^{t^^lt)^o,
A'j/, . . ., A"^ étant compris entre A^ et A,^ t.
Si donc A^ et A/^/ tendent vers zéro, ces équations deviendront à la limite
Ce sont précisément les relations qui caractérisent l'osculation.
437. Ce raisonnement s'appliquerait identiquement au cas où, C étant une courbe gauche, K serait une surface ou une autre courbe gauche, et conduirait au m'ême résultat.
Mais si C et K sont des surfaces, la fonction W dépen-
dant de deux variables, on ne peut plus raisonner comme ci-dessus, et la proposition à établir, bien que restant vraie en général, est en défaut dans certains cas particuliers.
III. — Enveloppes
438. SoiiF(x,y, c) = 0 une famille de courbes planes, caractérisées par les différentes valeurs attribuées au paramètre c. Donnons à c une suite de valeurs Cq, c,, C2, .... Nous obtiendrons une suite de courbes
P{^, y, Co) -o, ¥{x, f, Cl) z=o, F(^, j, 6-2) =zo.
Marquons les points d'intersection A, B, G, . . . {Jig. i3)
Fig. i3.
de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs successives attribuées à c se rapprochent indéfiniment les unes des autres, les points A, B, G, ... se rapprocheront également et finiront par dessiner une courbe continue, qu'on nomme V enveloppe des courbes F(^, y, c) = o.
Pour trouver l'équation de cette enveloppe, considérons l'une de ces courbes
et la courbe infiniment voisine
F(^, y, c -i- (ic) = o.
Leur point d'intersection sera défini par le système de ces denx équations.
Mais on a
OU en supprimant le terme F(:z^, 1 , c), qui est nul, et diAisanl par dc^
de âc^ 1.2
A la limite, de étant nul, on aura simplement
0/i obn'endfa done l'équation de l'enveloppé en éliminant c entre les équations
439. Remarques. — i"" Si ces deux équations sont incompatibles, il n'y a pas d'enveloppe.
2° La règle donnée pour trouver l'enveloppe suppose que l'expression F(^, y, c) n'a qu'une seule valeur pour chaque système de valeurs de :r, jk, c. S'il en était aulrement, l'enveloppe cherchée pourrait échapper en tout ou en partie à cette détermination.
Cherchons, par exemple, l'enveloppe des courbes
L'équation — = o se réduisant ici à i = o, il semble qu'on n'ait pas d'enveloppe; en efï'et, les branches de courbe
X -^ \J \ — y*-t-Crr:0 et œ -\- sj Y — y^ -\- C ^ dc ::^ O
ne se coupent pas. Mais, le radical y/j — y- pouvant être afiecté du signe ±, la courbe (1) contient une seconde
branche x — y/i — y'^-\-c=^o^ laquelle coupe la courbe X -\-sJ \ — y2 _|_ ^ _|_ <^^ — : Q en un point qui tendra, lorsque de se rapprochera de zéro, vers une limite définie parles équations
Eliminant c, on aura, pour l'équation de l'enveloppe.
y/i — r^=o ou I — y2-_Q^
On aurait obtenu ce même résultat en chassant le radical de l'équation (i) qui serait devenue
L'équation étant mise sous cette forme, on aurait
O tzz
et, en éliminant c
Otzz— =2(^ + c),
410. Théorème. — U enveloppe est tangente en chacun de ses points à L'enveloppée correspondante.
L'enveloppe est définie par le système des deux équations
Soient donc Xq^ j'o les coordonnées d'un de ses points, Co la valeur correspondante de c ; on aura
en désignant, pour abréger, par Fq, -t-^ ce que deviennent
OCq
r et -r- lorsqu on y remplace x^y, c par Xo, jKo? Cq-
L'enveloppée correspondante au point (.Tq, y^) a pour équation
F(^, 7, Co) = o.
Soit maintenant (^,,jKnC,) un point de l'enveloppe infiniment voisin de Co ; on aura les équations
lS = o, — = o,
dh\ ,^ . , . . .. . ^F
Fi et -^; — désienant ce que deviennent F et -r- pour .x = oci ^ ^ oc ^
Pour établir qu'il y a contact entre l'enveloppe et l'enveloppée, il faut montrer que F(^,,r,,Co), résultat de la substitution des coordonnées :r,,jKi dans l'équation de l'enveloppée, est au moins du second ordre par rapport à
1^1 — ^o| + lri— ro|.
Or on a
F(^i, 7,, Co) = F[^,, ji, Cl— (Cl— Co)]
dF, Mais Fi et • -— sont nuls. Cette expression sera donc du second ordre au moins par rapport à Ci — c D'autre part, posons, pour plus de clarté
dF
on aura
o = ^ = 0(^i,/i, Cl)
= <D[^o-+-(-^i— -^o),7oH-(7i-/o), CoH-(Ci — Co)]
R étant du second ordre en x, — ^o? JKi — 7'o? ^i — ^'o- Or 4>o est nul. ^51 donc -r — = ^ n est pas nulle, cette équation
UCq OCq
montre que l'ordre de Ci — • Cq est au moins égal à l'ordre de la plus grande des quantités \xt — Xo\, |yi -^^o | et, par suite, à l'ordre de | jc, — ^o | + |jK« — JKo 1-
Celte démonstration serait en défaut si ,, .>^ était nul. 11
àcô
serait aisé démontrer que, dans ce cas, (xq^ jko) est un point de rebroussement sur la courbe enveloppe.
ÂM. Soit maintenant F(^,jk, ^, c) = o une famille de surfaces contenant un paramètre c. Si l'on donne à c une suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécutives se couperont suivant une courbe. A la limite, ces courbes dessineront une surface, ençeloppe des surfaces proposées. Proposons-nous de déterminer son équation.
Soient
(2) F{iv,y, z,c)=:o
l'une des enveloppées,
ÔF d^F dc^
(3) F{œ,y,z,c-hdc) = F{œ,y,z,c)^ 'd^^^'^ J^ 71 "^•••
la suivante. La courbe d'intersection sera définie par les deux équations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes :
F{œ, y, z, c) = o, dF d'F de
OC oc I . 2
A la limite, de = o, et les équations se réduisent à
âc
La courbe définie par ces équations se nomme la caractéristique. L'enveloppe chercliée, lieu de ces caractéristiques, s'obtiendra en éliminant e entre les deux équations.
Une caractéristique coupe l'enveloppée voisine aux points définis par les trois équations
•^ de 1 d(f-
Supprimant dans cette dernière les termes nuls F et — - de.
divisant par - dc^, puis faisant tendre de vers zéro, on voit
qu'à la limite les points cherchés sont donnés par le système des trois équations
Eliminant c entre ces trois équations, on obtiendra les équations du lieu de ces points. C'est une ligne évidemment située sur l'enveloppe et rencontrant les caractéristiques. Elle se nomme ïai'éte de rebroussement.
Ce nom est motivé par le fait aisé à établir que les sections planes de la surface enveloppe présentent un rebroussement aux points où elles rencontrent ladite arête.
442. Théorème. — Lenveloppée est tangente à V enveloppe tout le long de la caractéristique .
En effet, l'enveloppe a pour équations
Soit (^ojJKo? ^0? Cq) un de ses points; on aura
L'enveloppée correspondante aura pour équation
F(^, jK, -, Co) = o.
Soit (^,,y,,^< , c,) un point de l'enveloppe infiniment voisin de {xq^Yq^Zo, Cq); on aura
dci
Fi=^o> 3r-=o^
et il faut prouver que F(^i,jk,,^,, Cq) est du second ordre par rapport à | ^i — ^o | 4- | Ji — Jo | + |2t — ^o|.
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Or on a F(^i,7i, -1, Co) = ¥[^i,yi, -n Cl— (Cl — Co)]
2 dc'l
Cette expression est du second ordre en c, — Cq. D'autre part, posons, pour plus de clarté,
on aura
o = — =0(^i,yi, ^1, c,)
=i^[xo+{x^ — Xç,), ..., Co4-(Ci— Co)]
= <..-Hg(,.-..)+...-.|^(.-o.)-.R.
Or <I>o est nul et R du second ordre en x^ — Xq^ . . ., c, — Cq.
L-elte équation montre que, si -^ — = .^ n est pas nul
Ci — Cq sera au moins de l'ordre de la plus grande des quantités I ^r^ — Xq |, IjKi — jKo |j \z\ — ^0 1, et, par suite, au moins de l'ordre de leur somme. Donc F(.^,,y,, ^,, Cq) sera au moins d'ordre 2 par rapport à cette dernière quantité.
Cette démonstration serait en défaut si l'on avait ——■ = o,
OCq
auquel cas le point (xq^ y^^ Zq) appartiendrait à l'arête de rebroussement. 11 serait d'ailleurs aisé de voir que cette arête est une ligne singulière sur l'enveloppe.
443. Théorème. — L'arête de rebroussement a en chaque point un contact du second ordre avec V enveloppée correspondante, et touche la caractéristique .
Cette arête est définie par les équations
F=ro, :t- =o, -— - — o.
de âc-
Soit (xq, yo, Zq, Cq) un de ses points; on aura
L'enveloppée correspondante sera donnée par l'équation F(^, y, ^, Co) = o, la caractéristique par les équations
F{x, y, z, Co) = o, '—^ '- ^ o.
Soit (^i,y,, ^1 , Cl) un point de l'arête de rebroussement infiniment voisin du précédent; on aura
àF, â'F,
Le théorème sera évidemment démontré si nous prouvons
T-i/ NI • 'y 1 àF(a^,,y4,Z4,Co)
queF(^i,y<,^,, Co) est du troisième ordre, et — ^^ — ^ — -^—^
UCq
du second, par rapport à |.r, — ^o | + \y\ — JKo | + l-^^t — ^o !• Or la quantité
F(^i,7n ^i> ^o) = F[^i,/,, ^1, Cl— (ci — Co)]
est du troisième ordre en c< — Cq.
En second lieu, posons
On aura
— T (^^1, Ji, ^1, Cq)
OCq
= ^[^i,7i, ^u Ci-(Ci— Co)] quantité du second ordre en c^ — Co, car on a
^ de Y ' ^Ci 6^C"J
Il reste à prouver que c, — Cq est au moins de l'ordre de la plus grande des quantités \x^ — Xq\^ \y^ — jv'o |, | ^i — Zq\^ et, par suite, de l'ordre de leur somme. Pour l'établir, posons
On aura
Orr _=:a)(^,,yj,^,, d )
Or <[>o = -r^ est nul et R du second ordre en x^ — Xq^ . . .,
C\ — Cq. Cette équation montre que c, — c'o est au moins de l'ordre de la plus grande des quantités \x^ — Xq |, \y^ — j-q \i
1^^ -^0 1^ pourvu que —zr.-^ soit >o.
Si cette quantité était nulle, la démonstration serait en défaut. Dans ce cas, {xq^ JKo^ ^o) serait un point singulier sur l'arête de rebroussement.
444. Soit enfin F(^,y, 5, «, 6) une famille de surfaces contenant deux paramètres a et b. Si l'on change a et ^ en
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a -i- da et b -{- db, on obtiendra nne surface
F(jJ7, y, z, a-+- da, b -h db) :=¥ -{- — da -v- —db-\-....
Si da et db sont infiniment petits, et quel que soit d'ailleurs leur rapport, la surface passera par le point défini par les équations
Eliminant a et b entre ces équations, on obtiendra l'équation de la surface enveloppe. On vérifiera sans peine qu'elle est tangente à l'enveloppée.
IV. — Courbes planes
44-5. Considérons une courbe plane, définie par deux équations
Les fonctions o, cd,, étant supposées développables suivant la série de Taylor, admettent une dérivée continue. La courbe est donc rectifiable, et son arc s a une dérivée égale à \/x'' -\-y^ (111); on aura donc
dsz=isj^'--^y'^dt. .
446. Soient P un point ordinaire pris sur la courbe ; .27, y, t ses coordonnées.
Tangente et normale. — L'équation générale d'une droite
contient deux paramètres dont on pourra disposer pour faire passer la droite par le point P et établir entre elle et la courbe un contact du premier ordre.
Il faudra pour cela satisfaire aux deux équations
(2) o=zW (t) = Oi{t) — a(^{l) — o:=zy — aa^ — a,
(3) o — W{t)=y—ajc',
Des équations (i) et (2) on déduit
Éliminant ensuite a entre cette équation et l'équation (3), on aura l'équation de la droite osculatrice
Cette droite se nomme la tangente au point P.
La perpendiculaire à la tangente, ou normale, aura pour
équation
447. Pour appliquer cette formule (ou toute autre formule dans laquelle figureraient .r, x\ x\ ..., y, y' ^ y" ^ . . .) au cas où la courbe serait donnée par une seule équation
on n'aurait qu'à poser x = z>(t)^ cp étant une fonction quelconque et t une variable auxiliaire. On aurait alors
Quant à y^ ce sera une fonction implicite de t, définie par l'équation
dont on pourra obtenir les dérivées par la règle connue. Le plus simple est évidemment de poser x = t, d'où
x'=: i ^ x'^= . . . z= o] y', y", ... ne seront autre chose que
, , , . , dy d^y ^ . , ,
les dérivées -r- ? -r^o> •••et seront lournies par les équations
dx dx^ ^ ^
\ dx ây dx '
(4) \ ,r-Y ^'F dy d'-¥ dy^ dV d^y dx- dx ây dx dy^ dx^ dy dx"^ '
On aura donc la règle suivante pour transformer les formules :
Remplacer x' par Vanité, x" ^ x'" ^ ... par zéro, y\
d'Y Cv v
y, ... par les valeurs de -j^, -7^, ... tirées des équations (4).
Opérant cette substitution, l'équation de la tangente deviendra
et l'équation de la normale sera
dx dy
Cercle osculateur. — L'équation d'un cercle
contenant trois paramètres a, j3, R, on pourra les déterminer de manière à établir un contact du second ordre au point P, entre le cercle et la courbe.
Ce contact sera exprimé par les équations
(5) or= W{t)=.{x-aY +(/-(3r-R^
De ces deux dernières équations on tire
(8) ._.^/(fH-/;).
\ J.I yll yl j,'/
V9) y ?— ^Iy'f_yf^r, '
et, en substituant dans l'équation (5) R3=
Le rayon R du cercle oscillateur et les coordonnées a, ^ de son centre se trouvent ainsi déterminés.
Le lieu des centres des cercles osculateurs se nomme la développée de la courbe primitive G. Pour l'obtenir, il faudrait substituer, dans les équations (6) et (7), les valeurs de ^, y, 3c' ^ y ^ ^" t y en fonction de t^ et éliminer t entre les deux équations.
On remarquera que l'équation (6), en y regardant a, ^ comme des coordonnées courantes, n'est autre que l'équation de la normale à C. L'équation (-) est sa dérivée par rapport au paramètre t. La développée est donc V enveloppe des normales.
4o0. Courbure. — On nomme courbure moyenne d'un arc le rapport de l'angle cp formé par les tangentes extrêmes à la longueur A.v de cet arc ; courbure en un point (^, y) la limite vers laquelle tend la courbure moyenne d'un arc infiniment petit commençant en ce point.
Soient —j le coefficient angulaire de la tangente en ^, y,
y' + Ay'
—, -j^, celui de la tangente au point {x -\- ^x ^ y -^ ^y) ^
o l'angle de ces deux tangentes. On aura
x' -\- Ax' x' x^ Ay — y Ax'
^^"^'^~" x' + Ax' y " i^x'-^ Ax' )x' + {y 4- Ay ) y '
y-^-Ay x'
Or on a sensiblement
tangcp = (p, Ay — y dt, Ax' — x" dt,
x' Ay — y Ax' — ( x'y — yx" ) dt, {x' -\-Ax')x'-\-{y -\- Ay)y — x^''^y'',
d'où
-'y'-y'-"dt^
x'^-^y aux infiniment petits près du second ordre.
On a d'ailleurs, avec la même approximation.
La courbure k ^ lim -ç- sera donc égale à — - — — - — 3- • Elle
est, comme on le voit, égale à :^> R étant le rayon du cercle
osculateur.
Ce cercle a la même courbure que la courbe proposée. En effet, A5 désignant un arc de cercle et cp l'angle des tangentes à ses extrémités, ou, ce qui revient au même, l'angle des deux rayons menés à ses extrémités, on aura évidemment
A5 = Rcp, et la courbure ~ sera égale à ^ •
On donne souvent à ce cercle le nom de cercle de courbure; son centre et son rayon seront dits le centre et le rayon de courbure.
451. L'expression trouvée ci-dessus pour o est positive ou négative, suivant le signe de la quantité
Si cette quantité est de même signe que x' ^ la quantité
'^j coefficient angulaire de la tangente, croîtra ou décroîtra
enmême temps que ^. La courbe tournera donc sa convexité vers les y négatifs.
Ce serait l'inverse si x'y" — jk'^'' était désigne opposé à :r'.
452. Les points où x'y" — y' x" ^= o se nomment points d^ inflexion. La courbure y étant nulle, le cercle de courbure aura son rayon infini, et se confondra avec la tangente.
La tangente T en un point d' inflexion se confondra avec la tangente T' en un point infiniment voisin aux infiniment petits près d'ordre supérieur au premier. Car, en bornant l'approximation au premier ordre, l'angle o de
ces deux droites est nul; en outre, le point de contact de T' est sur la tangente T.
4o3. Les formules précédentes se simplifient si x est pris pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser x' =zi^ x"=o.
11 viendra dans ce cas, pour la différentielle de l'arc,
<f5 tr= y/ 1 -4- y''^ dx ;
pour l'équation de la tangente,
Y-r=.r'(X-.r); pour la courbure.
et, pour l'équation des points d'inflexion,
4o4. Il est souvent préférable, pour ne pas détruire la symétrie entre les deux, coordonnées, de prendre comme variable indépendante l'arc s de la courbe.
Dans ce cas, la formule
où l'on pose t = s, montre qu'on a l'identité
dont la dérivation donne
(il) x'x"-hyy"=o,
(12) x"^-i-y''--i-x'x"-t-y'y'"=zo.
La formule de la courbure devient
Des équations (i i) et (i3) on déduit puis
(i4) x"^^y'^=k^r=^—œ'x"'—yy\
et enfin
( 1 5 ) k^ = —kx'x"'~ ky'f = x"/" — y" x'".
On donne le nom adéquation intrinsèque de la courbe à
la relation
qui existe entre la courbure k et l'arc s.
Une semblable équation définit complètement la forme de la courbe, sans déterminer sa situation dans le plan.
Les coordonnées x^ y d'un point de la courbe s'obtiendront en effet en intégrant les équations différentielles
x'^-^y'^—i, oo'f-y'x":=c^{s).
On satisfait à la première en posant
x'z^cosu^ y'=sinw,
u désignant une nouvelle variable.
Il vient ensuite
X r=r — U Sinu^
y =: u cosw,
^(s) désignant l'une des fonctions primitives de ^(s)» Il vient ensuite
x'z^cos{^s -\- c), y'=zsin{(^s -\- c),
X =: I COS {^ S -{- C) ds -h O[^0}
do
y^^ I sin {(b s -h c)ds -h y a
OU
cosf^sds — sine/ sin(t s ds -h -Tq,
y =:sin cl cos <^ s ds -h cosc 1 sinQ) s ds -^ y q.
Ces équations définissent une famille de courbes dépendant des trois paramètres c, ^o^JKo-
Mais toutes ces courbes sont superposables; car il suffit de changer l'origine et la direction des axes pour ramener les équations précédentes à la forme
x:=z j cos^ s ds, y ^=^ I sin ^ s ds,
45o. Proposons-nous d'appliquer les formules qui précèdent à quelques courbes simples.
Parabole. — On aura
d'où, en prenant x pour variable indépendante, t I P
yy=ih -y^y'
Difierentielle de l'arc :
ds
= i/ 1-^ ^dx = i/ i-^-E^djc.
V y^ y IX
Equation de la tangente :
Rayon de courbure :
R— y TV __ (j^4-/>^)'
Développée : les formules (8) et (9) donnent
oc ^ - U/
p— 7-^ y — j-t- _pi — pi
On en déduit
Mais l'équation jK^--- <2.px donne
Substituant dans cette équation les valeurs de x et j'', il vient
4o6. Ellipse. — On a
jquation qui é(|uivaut aux deux suivantes : xz=zacost, y = b sint.
On déduit de celles-ci
x' =: — asiiW, /' = bcost,
x"z=z — acos^, /" = — ^sin^, )uis
x'^ -+- y"' = «2 sin'- 1 H- b^ cos= t,
x' y" — y'x"zr: ab.
On aura donc, [)our la différentielle de l'arc,
ds r= y/a* sin^ f -h b'^ cos* t dt ;
pour l'équation de la tangente,
X — a cost Y — h s,'\nt
— a siut h cost ^
pour le rayon de courbure,
et, pour les coordonnées du centre de courbure,
bcost(a'-sinH-\- b^'cosU) a^ — ô''
a = a ces t — ; = cos"* t
ab a
(en remplaçant sin^^ par i — cos^/),
, . « sin^(rt^ sin-^ H- è- cos^^) a^ — b"- . ^
a=:bsint ; z= ; sin^/
^ ab b
(en remplaçant cos-^ par i — sin-^).
On en déduit
(«2 — b')'^ cost ^= (aa)'"^,
— («^— b^Ysint=:{bp>y.
Elevant au carré et ajoutant, on aura l'équation de la développée
{aay-^{b^y'z={a''—b-)K
457. Cycloïde. — On donne ce nom à la courbe engendrée par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une droite fixe.
Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour axe des x la droite fixe et pour axe des y la perpendiculaire menée par le point décrivant au moment où il se trouve sur l'axe des x.
Considérons une seconde position du cercle générateur.
Soit OA {fig. i4) la quantité dont le point de contact s'est
déplacé sur la droite OX. D'après la définition du roulement,
il devra s'être déplacé de la même quantité sur le cercle. Le
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point qui décrit la cycloïde se trouvera donc dans une position B, telle qu'on ait AB = AO.
Fig. i4.
Cela posé, soient a le rayon du cercle, / l'angle ACB, que nous considérons comme variable indépendante. On aura
AO r=r AB z=. ai, X == OA — BD zziat — a sin ^, y == AG — G D = « — a ces t.
On déduit de ces équations
x':=zaiy\ — cos/), y'=asin^.
x" -^n a sini,
y" ^=. a cost.
2a^{i — cos^), a;'y' — y'x"~-a'-{i — cost),
La différentielle de l'arc sera donc
as/ 2 — 2 cos^ fit.
La tangente aura pour équation
a{i — cost) asint La normale aura pour équation
(X — x){j — cost) 4- (Y —y) sin Ç :^ Q,
Le point où elle coupe l'axe des x s'obtiendra en faisant Y = o dans cette équation. On trouvera
rsin^ / . X
X.z=.x -A z=za(t — sin^) H- a sini=:^ at
I — cos^
La normale passe donc par le point A, où le cercle générateur touche l'axe des x.
La distance N de ce point au point B, qu'on nomme la longueur de la normale, sera donnée par l'expression
= sja^ sin- 1 -\- a^i^\ — cos tf =r a \ji — i cos^. Le rayon de courbure sera égal à
\ia^{\ — cos^)]^ /
— ^ = — lasJ'i — 2 cos t.
— a^{i — cos/)
Il est donc double de la normale en grandeur absolue. Les coordonnées du centre de courbure seront
cx,=i a{t — sin t) -+- la sint z=z a{t ^ sin/),
(3 = a(i — cos/) — 2a{i — cos/) = — a(i — ces/).
Posons, dans ces équations, / = 71 -}- /, ; elles deviendront
a =r an -i- a{ti — sin/i), (3= — 2a-ha{i — cos/i),
et l'on voit qu'elles représentent une cjcloïde égale à la proposée, mais déplacée de aiz dans le sens des a? et de — 2 a dans le sens des y.
V. — Géométrie infinitésimale
458. Soient A, A", ... des infiniment petits connus, a, [3 des quantités qui leur soient liées par des équations
Supposons qu'on veuille déterminer a, p, ... aux infiniment petits près d'ordre n; il est clair qu'on pourra supprimer a priori dans les expressions de A, /:, ... à porter dans les équations /= o, cp = o tous les termes dont la présence n'altérerait a, p, ... que d'un infiniment petit d'ordre y/i. On verra aisément dans chaque cas, avec un peu d'attention, ce qui est négligeable et ce qui ne l'est pas.
Dans les applications géométriques du Calcul différentiel, les infiniment petits a, p, ..., A, /:, ... qu'il s'agit de calculer en fonction les uns des autres sont rattachés ensemble par une figure de laquelle on déduit les équations
/=ro, 9 = 0,
qui les lient.
Au lieu d'établir les équations exactes et d'y négliger ensuite certaines quantités, il est souvent plus simple de considérer, au lieu de la figure rigoureuse, la figure approchée qui s'en déduirait en négligeant ces quantités; de cette nouvelle figure on tirera les équations approchées.
Pour que ce procédé soit légitime, il faut évidemment qu'on soit en mesure d'établir que les changements de la figure n'altèrent le résultat à obtenir que d'une quantité négligeable eu égard à l'approximation qu'on demande. La nécessité de cette discussion diminue notablement les avantages que présente souvent la méthode géométrique au point de vue de la simplicité et de l'évidence.
Les exemples suivants éclairciront ces considérations générales.
459. Soient P, P' deux points pris respectivement sur deux courbes G, G'; r la longueur du segment de droite qui les
joint; rXj tx^ t' x les angles que la demi-droite P'P et les tangentes P/, P'i' forment respectivement avec la direction
des X positifs ; tr = tx — rx el t' r =z t' x — r' x ceux que les tangentes forment avec la droite /•; enfin 5, 5' les arcs comp-
tés respectivement sur les courbes C et G' à partir des points M, M', origines des arcs, jusqu'aux points P, P^ La
longueur /• et l'angle rx seront des fonctions de 5, 5'; cherchons leur différentielle totale.
Projetons le quadrilatère curviligne P'PQQ'P' sur une droite quelconque; la somme des projections sera nulle.
Fig. i5.
Opérons une première projection sur une droite D perpendiculaire à r. La projection de P'P sera nulle.
Celle de PQ est égale au produit de la longueur de sa corde (laquelle a pour valeur principale ds) par le sinus de l'angle qu'elle forme avec r, lequel est sensiblement égal
à tr. La projection de PQ a donc pour valeur principale
?>\wtrds.
Celle de QQ' sera égale à (r-h Ar) sin(7C-h Ara?). La va-
leur principale est — r drx.
Enfin, celle de Q'P' a pour valeur principale
— bin t'rds'.
On aura donc cette première relation
(i) r drx z= sin tr ds — sm t'rds'.
Projetons maintenant la figure sur la droite r.
La piojeclion de P'P sera r.
Celle de PQ sera sensiblement égale à cos trds.
Celle de QQ' sera — (r -f- A/-) cos A r^, ou — (^ + dr) en négligeant les infiniment petits du second ordre par rapport
à ds, d<s' ; car, ^rx étant du premier ordre d'après la formule
précédente, i — cosAr^ sera du second ordre.
Enfin, la projection de Q'P' a pour valeur principale
— cos t' r ds' .
On a donc cette nouvelle relation
( 2 ) dr— cos tr ds — cos t' r ds' ,
Si le point P', au lieu de se mouvoir sur une courbe C^, restait fixe, on aurait ds' = o et les formules deviendraient
(3) rdrao^z%\ntr ds^
/\ ( 4 ) dr = cos tr ds.
Ces formules donnent lieu à des applications très nombreuses.
460. i" SoitA'=/(cp) l'équation d'une courbe en coordonnées polaires. On demande l'expression de la différentielle de l'arc de cette courbe et la direction de sa tangente.
On aura ici rx = (d et l'on déduit des équations (3) et (4) ds^ — dr^-\-r''dc^^,
/\ dCD
tanc/r m: r-—' ^ dr
461. '2^ La courbe C étant supposée quelconque, portons sur ses diverses normales une longueur constante r. Le lieu de leurs extrémités sera une courbe C', parallèle à C.
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Appliquons la formule (2). Par hypothèse, dr et cos^r
sont nuls; on en déduit cos/'y = o.
Donc deux courbes parallèles ont les mêmes normales.
462. 3" Soient encore G une courbe quelconque, G' sa développée; r la normale à G; elle sera tangente à G'; on aura donc dans la formule (2)
TU
^r =: - et t'r^=o ou tt,
suivant le sens dans lequel les arcs sont comptés sur la courbe C! . La formule se réduit à
dr=i±.ds',
et en intégrant de s'^ à s\ il viendra
r^—rç, — ±:{s\ — s'^).
Donc un arc de la développée est égal à la différence entre les longueurs des tangentes à ses extrémités^ arrêtées à la développante,
463. 4° Gonsidérons deux ellipses homofocales G, G'. Par un point M de G, menons deux tangentes
MAi=:/'i, MA2==rj
à la courbe G'. Elles seront également inclinées sur la taniifente à G. On aura donc
ces tr^ -+- ces ^/'a = o.
On en conclut que la différence entre l'arc A< Ao et la somme des deux tangentes r< -4- r^ a une valeur constante.
Soient en efl'et s\^ s'^ les valeurs de l'arc s' aux points Ai, A2 ; on aura
arc A, A2 ^= s'.-^ — s\ .
Déplaçons infiniment peu le point M; r^yi^-, A, A2 subiront des variations
dr^, dr\_^ ds'^-~ds[.
Or on a, d'après la formule (2),
dri = CCS tf\ ds — ds\ , dr^:= cos tr\ ds + ds\^
l'angle t' r^ étant nul et l'angle t' r^ égal à tt.
Ajoutant ces équations, il vient
dr\ -h dr^ = ds'^ — ds\ = dK^ Aj, d'où
f\ 4- j\ =r Al A2 4- const.
i'B^. 5" Soient ;'i, ..., /•„ les distances d'un point M à n points fixes F<, . .., F,;. Si on les assujettit à une relation
9(ri, ..., /•„)=: o,
le point M décrira une courbe G. Cherchons à déterminer sa tangente.
On déduit de la relation donnée
-^dj\-\-...-\- -^dr^ — o.
Mais, d'autre, part, si M se déplace sur la courbe G, on aura, d'après l'équation (4),
dri = ces tf'i ds^ . . . , dr^ = ces tr,i ds,
et, par suite
-—- costri-{-. . .+ -H-cos^r„= o.
dr^ drn
Si donc sur chaque rayon vecteur rt on porte une longueur-r-^-) la projection de leur résultante sur la tangente dt'i
cherchée sera nulle. Cette résultante est donc dirigée suivant la normale.
Soient M un point d'une ellipse; r^^ i\ les deux
/\ /\ /\ rayons vecteurs menés des foyers F|, F2 à M; i\x^ J^2^i ^^
les angles que ces rayons vecteurs et la tangente forment
avec l'axe des x. Cherchons le rayon de courbure R au
point M.
On a, comme on sait,
/\ I dtx
D'ailleurs
/\ /^\ /\ ^ ^\ tx^^ tî\-\- r^x ^=i tT\-^ r^œ.
Enfin, les rayons vecteurs ayant pour bissectrice la normale
onc
tr^-\- tr\:=z 71.
ilx rzzTz -ir r^x ~{- r\x,
, . ri
dtx —
/\ dr^x -^ dr^x
Or la formule (3) donne
^1 dî\x = sin tr\ ds\, r^dr^œ ^= sm tr^ ds
et
On aura donc
466. Soit à construire la tangente à la courbe K. lieu des sommets d'un angle o de grandeur constante dont les côtés restent tangents à deux courbes données.
Fig. 17.
Soient ABC, A, B, G, deux positions voisines de cet angle. Il s'agit de déterminer la direction limite de la droite BB,.
L'angle des deux droites AB, A, B, est égal à celui des droites BC, B,G,. Si nous le considérons comme du premier ordre, les arcs AAj, GG< seront du même ordre et BB, également.
Au contraire, la distance de A à la tangente A, B, et celle de G à B, G, seront du second ordre. Si donc par A et G on menait des parallèles à A, B, et à B, G,, leur point d'intersection ^ serait à une distance du second ordre de B, et, par suite, infiniment petit par rapport à BB,. La direction limite de BB, sera donc la même que celle de B^. Mais Bp est une
corde infiniment petite du cercle lieu des points d'où l'on voit AG SOUS l'angle o. La tangente à ce cercle donnera donc la direction cherchée.
467. Soit à circonscrire à une courbe donnée un triangle d'aire minimum.
Supposons le problème résolu. Soit ABC un des côtés du
Fier. i8.
triangle. Déplaçons-le d'un angle d(^ de manière qu'il vienne en A'B'C et soit encore tangent à la courbe donnée en B'.
L'aire S du triangle aura subi un accroissement
ASrrr DGC — DAA',
dont la partie principale dS doit être nulle pour qu'il y ait minimum.
Si d<f est du premier ordre, il en sera de même de BB'.La distance de B à la tangente A^B'G' sera du second.
Par le point B menons une parallèle BE à A'B', et, du même point comme centre, décrivons un cercle GF de rayon BG.
L'aire du secteur BGF sera -BG<icp. Gelle de BDG'E et de GEF seront évidemment d'un ordre plus élevé. Donc la valeur principale de DGG' sera -BCd(D.
On voit de même que celle de DAA' sera -BA^/cp
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Pour que dS soit nulle, il faudra donc qu'on ait BC=rBA.
Donc, pour qu'il y ait minimum, il faut que les points de contact du triangle avec la courbe soient situés au milieu de ses côtés.
Tangente et plan normal. — Les équations d'une droite
(i) Y — «X — a=:o, Z — a,X — ai=o
contiennent quatre paramètres dont on pourra disposer pour établir un contact du premier ordre au point P entre la droite et la courbe.
Il faudra pour cela satisfaire aux équations
\y — aœ — a =i o, z — a^œ — c<i=::ro,
f y' — ax' =0, z' — a^x' =: o.
Des équations (i) et (2) on déduit
et, en éliminant a, a,, on aura les équations de la droite osculatrice ou tangente
X-x Y—yZ—z
Le plan perpendiculaire à la tangente, ou plan normal, aura pour équation
Si la courbe était donnée par deux équations
il faudrait, pour appliquer ces formules, y remplacer x' par l'unité, y et z' par leurs valeurs déduites des équations
^F d¥ , dV , dx dy ^ dz
dx dy ^ dz
Par cette substitution, les équations de la tangente deviendront
()V ^<1> ÔV (iO) ÔV 0^1^ âV ô^ OV ij^ ()V i)*b
ôy dz ôz ôy ôz ôx ôx ôz ôx ôy
et celle du plan normal prendra la forme <:— r Y -y Z —
ôy ()x
ôx
ô¥ ôy
ô¥ ôz
ôx
ô^ ôy
ô^ ôz
Plan oscillateur. — L'équation (3) AX4-BY-+-CZ4-Dr=ro
contient trois paramètres (les rapports des coefficients A, B, C, D) dont on peut disposer pour établir entre le point et la courbe un contact du second ordre. Cette condition sera exprimée par les équations
{[^) A^ -i-Bj -t-C^ -hD^o,
(5) A^'+By' + C^' =0,
(6) kx"-^ By"^ Cz': : , .^o. J
Des équations (3) et (4) on déduit d'abord
(7) A(X — ^) + B(Y-y)-4-C(Z-^)=ro.
Eliminant ensuite A, B, G entre (5), (6), (7), il viendra
Les coefficients A, B, C auront donc, à un facteur commun près, qu'on peut supposer égal à l'unité, les valeurs suivantes :
Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (5) et (6), ainsi qu'à celle-ci :
A'^'-hB'/-f-C'^'=r0,
laquelle s'obtient en prenant la dérivée de (5) et supprimant les termes qui se détruisent en vertu de (6).
471. L'équation ci-dessus du plan osculateur contient le paramètre ^, variable d'un point à l'autre de la courbe. Considérons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu'on fait varier ce paramètre.
La caractéristique de cette surface sera donnée par l'équation
(9) A(X-^)4-B(Y-y)-hC(Z-^) = o, jointe à sa dérivée par rapport à t
A'(X — œ) + B'(Y — /) -\-G{Z-z)- kx' — By' — Cz'—o, Cette dernière équation se réduit à
en vertu de l'équation (5).
Cette caractéristique n'est autre chose que la tangente X — œ _ Y — y _ Z — z
au point (^, y^ z\ En effet, si l'on donne à X — x^ Y — y^ Tu — z des valeurs proportionnelles à x' ^ y^ z'^ les équations (9) et (10) seront identiquement satisfaites, leurs premiers membres contenant en facteur les quantités Xx' + By'-f- C z' etAV + By-pGV.
Le point où la caractéristique rencontre l'arête de rebroussement est défini par les équations (9) et (10), jointes à la dérivée de l'équation (10). Cette dérivée se réduit à
(II) A"(X — ^)-+-B"(Y- r)4-C"(Z-^) = o,
en tenant compte de l'équation (8).
Les équations (9), (10), (11), combinées entre elles, donneront évidemment
Donc la surface enveloppe des plans oscillateurs a pour caractéristiques les tangentes à la courbe proposée et pour arête de rebroussement cette courbe elle-même .
Réciproquement, soit donné un système quelconque de plans P dont l'équation contienne un paramètre t. En faisant varier ce paramètre, on obtiendra une surface enveloppe dont les caractéristiques seront des lignes droites, tangentes à l'arête de rebroussement, et le plan P, ayant un contact du second ordre avec cette arête de rebroussement, lui sera osculateur.
On donne le nom de surfaces développables aux surfaces engendrées par les tangentes à une courbe, ou enveloppes d'un plan variable dont l'équation ne contient qu'un paramètre. Ces deux définitions sont en général équivalentes, comme on vient de le voir.
Toutefois, la seconde a sur la première l'avantage d'embr?isser les surfaces coniques et cylindriques.
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On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan variable soit assujetti à passer constamment par un point fixe, qui sera le sommet du cône. Ce point unique jouera le rôle dévolu en général à l'arête de rebroussement.
On obtiendra les cylindres en supposant que le plan variable reste constamment parallèle à une droite fixe. Les génératrices caractéristiques, étant parallèles à cette droite^ ne se couperont pas. La surface pourra être considérée comme la limite d'un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini dans Une direction déterminée.
472. Enveloppe des plans normaux. — Le plan normal au point (^, y, z) a pour équation
Cette équation contient le paramètre t. En le faisant varier, on obtiendra pour enveloppe une surface développable.
La caractéristique de cette surface est une droite qu'on nomme Vaxe du plan osculateur . Elle a pour équations
^ z=zx" Ç!L~ x)^y" {X — y) ^ z'\Z — z) — x^^—y"' — z^-'^o, oc
Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les équations
Kx' ^By' -^Oz' — o,
trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans
N = o, -T^ == o est perpendiculaire au plan osculateur.
Enfin l'arête de rebroussement de cette surface sera donnée par les équations
Cercle osculateur. — Les équations générales d'un
cercle sont
a, p, Y étant les coordonnées de son centre et R son rayon.
Nous avons ici six paramètres : a, ^, y, R, — > — > qu'on pourra déterminer de manière à obtenir un contact du second ordre au point (^, y, z).
On aura, à cet effet, les six équations de condition
(i3) a:'(a:-a)^y'{f-^)-hz'{z — y) = o, (i4) ^''(^ — a)H-/(.r— (3)-hs''(^ — y)-t-^'2 + 7'2H-^'2_o, m(a7 — a)4-/i(y — j3)-f-/?(5— y) = o,
ma^'-hny'-hpz'^zo^
m x" 4- ny" -h /? s'^ = o.
Des trois dernières on déduit, en éliminant m, /i, /?,
ou
Cette équation montre que le point (a, j3, y) est dans le plan osculateur.
La deuxième et la troisième montrent que ce point se trouve dans les deux plans N = o, -r-=o, dont l'intersection est l'axe du plan osculateur. Le centre cherché se trouve donc à V intersection de cet axe avec le plan osculateur ,
Pour calculer a, ^, y, R, nous résoudrons les équations (i 3), (i4) et (i 5) par rapport -a x — a, JK — ?? ^ — y. Le déterminant
Sa
de ces équations étant égal à A^ -h B- -(- G^, on trouvera
Sphère osculatrice. — L'équation d'une sphère
contenant quatre paramètres, on pourra obtenir un contact du troisième ordre.
On devra, pour cela, satisfaire aux équations
(^ - ay^{y - by^ {z - cY^o\ M =^'(j; — a) H-/'(7 — b)-^ z\z — c) = o,
iioftt la première donnera p-, après que les trois autres auront fourni a, 6, c.
Le lieu des centres des sphères osculatrices n! est autre chose que V arête de rehroussement de V enveloppe des plans normaux. Car ce lieu s'obtiendrait en éliminant t entre les
équations M = o, -^ = o, -— - == o, et l'arête de rebrous-
dt
dt^
sèment en éliminant t entre les équations N = o, — • = o
ôt
-• = o- Or M ne diffère de N que par le signe et par la
désignation des coordonnées courantes (a, 6, c, au lieu de X,Y,Z).
Nous admettrons, pour simplifier le calcul de a, b, c, p, que nous ayons choisi pour variable indépendante l'arc s de la courbe, compté à partir d'un point fixe. On aura, dans cette hypothèse, t = s^ d'où
dt = ds — v/^'2 4-/2_^z'2 dt, et, par suite,
Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante :
Formons les dérivées de M en tenant compte de ces relations. Il viendra
0= — z=z{a; — a)x"-\-{v — b)y'-}-{z — c)z'-hi, o^^^{.r-a)œ"'-^{y-b)y"-^{z~c)zr
En désignant par D le déterminant
on déduira de ces équations
A' On aura de même
et enfin
On peut donner à cette valeur de p une autre expression. Le point (a, 6, c) étant sur l'axe du plan osculateur, qui coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle ajant pour côtés R et la distance h du point (a, 6, c) au plan osculateur.
Or, le plan osculateur ayant pour équation
A ( X - ^ ) -^- B ( Y - y ) 4- G ( Z - 5 ) rz: o ,
on aura
— A(a — ^) + B(^> — y) + G(c — ^) ^~~ itv/A^-hB^-f-G^
_i_ AA^+BB^ + GG^ "~ D ±^A'4-B2+G2
_^A^-hB-+GY t Y
D Vv^A^+B^+GV *
Mais, en tenant compte de l'équation (i6), on aura
re part, par (que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de
n- • ^' I ^ 1 ♦•♦X A2-hB2 4-G2
Désignons, d autre part, par r la quantité |r
torsion)'^ il viendra d'où
Soient
p un point (:r, j, z) de la courbe correspondant à une valeur t de la variable ; T la tangente ; P le plan osculateur.
Soity^>i un point de la courbe infiniment voisin de/?, correspondant à la valeur t-]-dty et soient ^ -f- A:r, y + Ay , z -\- ^z les coordonnées de /?, ; T,, Pi la tangente et le plan osculateur correspondant.
Les distances de /?< à /?, à T et à P, de Tj à T, et les angles de Ti avec T et P, de Pi avec P sont autant d'infiniment petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs principales.
Distance dep^ àp. — Elle est égale à ^ ^x'^ -h ^y'^ + As^^ ou, en remplaçant A^, Ajk, A^ par leurs valeurs approchées x' dt^y' dt^ z' dtj à
sjx'*'^y'^-^z'^dt — ds.
476. Angle de T, avec T. — On sait que l'angle cp de deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement proportionnels à a, c>, c et à a, , 6i, Ci, est donné par la
formule
a^iH- 66i H- cCx
COSO) =
s/a"^ b^-^ c^ \/a\^ b\-\- c\ On en déduit
. , __ {a--\- b^^c') {a\ + 6^ + c; ) — (^^1 + bb, + cc^Y
(6c, — c6,)^-|- {cai — aCiY-i- {ab^ — ba^Y
Pour appliquer celte formule, il faudra y remplacer «, b, c, ai, bf, Ci par leurs valeurs actuelles
^', j', z', ^'4-A^', y'-i-Ay, ^'-t-A*', ce qui donnera
^7^ Sin^CD=: — — ^ ^^ '
^x' ^ Aj^', A^', étant infiniment petits, peuvent être négligés au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées x" dl^y" dt^z" dt. 11 viendra alors
sin^cp = - — j—-dr.
Donc cp, qui est égal, au troisième ordre près, à sin C9, aura pour valeur approchée
JNous appellerons courbure, comme dans les courhes planes, la limite du rapport de l'angle de deux tangentes voisines à l'arc qui sépare les points de contact. Cette limite est évidemment égale au rapport des valeurs principales de ces deux quantités ; en la désignant par A*, nous aurons donc
R désignant le rayon du cercle osculaleur.
Ce cercle, son rayon et son centre pourront s'appeler, comme pour les courbes planes, cercle, i ayon et centre de courbure.
Ail . Angle de P açec P<. — Cet angle ^^ égal à celui des normales à ces deux plans, sera donné par la formule sui-
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vante, analogue à la formule (17), . ^1 _ (BAC-CAB)- + (CAA-AAG)^ + (AAB-BAA)^
au dénominateur, on pourra négliger AA, AB, AG ; au numérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées
dK-=i{yz"' - z'y"')dt, dB = {z'œ'" — .x'z"')dt, dC=:{x'y"' — yz"')dt.
Posons, comme précédemment.
on trouvera
d'où
sin-vp
B AG - G AB = D^' dt, GAA — AAG^Dj'^^, A AB - B AA = Ds' dt.
D^ ds
et, en remplaçant le sinus par l'arc,
A^+B^^-hG^
La quantité -7- = — rrz tt^ se nomme la torsion de la
^ ds A- 4- B2 -f- G^
courbe ; nous la désignerons par t. Son inverse se nomme le
rayon de torsion.
478. Angle de P avec T,. — Cet angle 9 est donné par la formule
.i„.^ A(^--hA.r-) + B(/+Ay)+G(^-+A^-)
Au dénominateur, on peut négliger Aj?', ^y' ^ ^z'. Au nu-
mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées x" dt H- {x"'dt',y"dt + \y"'dt^, z"dt^\z"'dt\ Remarquant que l'on a
A^" +B/' + Cs"=o, A^"'+B/"-hC5'"i=D,
et mettant 9 au lieu de son sinus, il viendra
B — J. , dt- —
si S} -1- B2 4- G=^ \Jx'-' H- /' + -" ^
479. Distance de p^ à T. — Nous avons trouvé (403), pour la distance du point (a, a,, ao) à la droite
la formule
^_ /[(<^J — «^1)^2 — («2 — «2)^1]"+ [{ci.;^— (x.i)b — {a — a ) h^'Y ^ . V b^^-b\^b\
Nous avons ici
azzix, a^z^zy^ a^z^z,
a = ^ -h A.r, «i^r + Aj, a2=--H^^i b^^x', 61 =r', b.2^=^z'.
La formule deviendra
Az — z' \yy- ^ {z' Ax — x' Azy-h (x' ^y — y' ^xy'
ou, en remplaçant A^r, Ay, Az par leurs valeurs,
,/ dt^
Ax =z x' dt -h x" h .
„ dt'' Ay=iy'dt^y"—^-\-.
Az = z' dt + z" — -^.
Ô rri
480. Distance de p^ à P. — Elle est donnée par la formule connue
^_+ A(.37H- A^ — ^) + B(y-4- Ay — y)H-C(-s + A^ — ^) ou, en remplaçant A;r, Ay, A^ par leurs valeurs approchées,
x'dt^\ x" dC' -h \ x'" dt^ -V-
dt'
x k ds^ "6
481 . Distance deT àT^. — Appliquons la formule trouvée pour la distance de deux droites, en j posant, pour a, a,, «2, 6, èi, 62, a, a<, ao, p, j^i, [^27 leurs valeurs actuelles ^, j^, ^, ;r', y, 5', ^ + A^, y-i-^y, z-h A^, ^' + ^x', y' H- A/, ^s' -h ^z' . Il viendra, pour la distance cherchée s.
ou
Ay A/ -/
Le dénominateur a pour valeur principale y/A- 4-B- + G- dt . On a, d'autre part,
„dt- ,„dt^
x'dt-\-x" \-x"'-^^... x"
dt'
y'dt-\-y"^-ry"'^^... fdt-^y'"'^-^-.,.
zJdt^ z"—^z"'^-+-... z"dt-\- z'" — -^...
ou, en ajoutant aux termes de la première colonne ceux de la deuxième et de la troisième, respectivement multipliés
par — ^dt et par dt (ce qui n'altérera pas le déterminant^ a^'^dt^l _ i) -h . . . œ"dt + œ" ^ 4- . . Lzzz y"'dtm-l)-^... fdt^y'"'-^^... —y' zJ"dt'{\-\).-^... z"dtou, en réduisant chaque terme à sa valeur principale,
dj^
cW_
Lzzz-^df^
Donc
jc œ X
de
kzds'
S/AM-BM^
482. On nomme plans osculateurs stationna ires ceux qui correspondent aux points où D = o. La torsion étant nulle en ces points, le plan osculateur P s'y confondra, au deuxième ordre près, avec le plan osculateur en un point/?, infiniment voisin.
En outre, la distance de P à yo, sera du quatrième ordre. Le plan P aura donc un contact du troisième ordre avec la courbe, et se confondra avec la sphère osculatrice.
On voit par là que les plans stationnaires sont analogues aux tangentes d'inflexion des courbes planes.
483. Proposons-nous encore de calculer la différence entre un arc infiniment petit et sa corde.
Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu'on ait pris pour variable indépendante l'arc 5. On aura, dans ce cas,
et, en dilTérentiant,
x'x"-\-yy'-^z'z''
puis
On déduit de là
cy — Bz' zz, {œ' y — y œ')/ - {z'a'"—x'z")z'
— a^'{yy-^z'z")^:r"{y'-hz'^)
kz' — c^x' =r - /', B^'— k.y -
et la formule de la courbure devient
k^—x"-'-[-r"''-hz'"- — —{x'x"'-\-yy"'-\-zrz"').
Gela posé, soit <^5 un arc infiniment petit; sa corde sera y/A^- -\- Ly^ -{- Lz- . Il s'agit d'évaluer la différence de ces deux expressions.
On a identiquement
ds — \J^x^ + A v^ -4- A^^ = -^ .
Le dénominateur de cette expression est sensiblement 2 ds. Pour avoir le numérateur, on remplacera A;r, Ay, A5 par leur^ développements :
A^ = .r' rt5 H- Jï- — ^ x' — h . . . .
Développant et ordonnant suivant les puissances de ds^ il viendra
(^i--x'^ — y''—z'^)ds''—{x'x"^y'y"-^z'z")ds'
jc"^^y"^'-^z"- x' x" -h y' y'" ^ z' z''
Les coefficients des termes en ds"^ et ds^ s'annulent. Celui du terme en ds'^ sera, d'après les équations précédentes,
Donc la différence cherchée a pour valeur principale
— ds'*
1 2 k^ ds^
2 ds 24
484. On nomme normale principale au point (x, j', ^) la perpendiculaire à la tangente située dans le plan osculateur; binormale la perpendiculaire au plan osculateur. Ces deux droites forment avec la tangente un trièdre trirectangle. Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droites : 1° Les cosinus directeurs a, 6, c de la tangente, étant proportionnels à x',y\ z', seront respectivement égaux à
.t' dœ y' dy
z' __ dz
y/,c'2 4_y'2^5'2 ~ ds '
2** Ceux de la binormale a, j^, y étant proportionnels à A, B, C seront égaux à
ABC
y/A^-j-B^-hC'^ v^A^+B^+C^ ^A2-hB2-hG2
3° Enfin la normale principale étant perpendiculaire aux deux droites précédentes, ses cosinus directeurs X, {jl, v satisferont aux équations
lœ' -\- /Jt-j'-h vs' 1= o, XA + /jiB -+- vC ^o,
et seront proportionnels aux quantités
Cy—Bz', Az'—Cœ', Bx'—Xy'.
On aura donc
^(C/ —Bz'y--^{Az'—Cœ'y'-+-{B.x'— A y y cy—Bz'
~ v/(A2+B-^-hC2)(^'2_^/^-h5'^) - (A^'-hB/-+- Gx;')^'
et, comme Plx' -\- By -\- Cz' = o,
On aura de même
|jL=: ac — ya,
V = j3a — ab.
= yb — ^c.
485. Cherchons comment varient ces cosinus directeurs lorsque le point (^, JK, ^) se déplace infiniment peu sur la courbe.
On aura d'abord
da = d
x"dt x'i^x'x" ^y'y"^z'z")
dt
^ljzSlL^dt=-ii^l±^±Zdt^-ikds.
(x'^^y'^->rz'^Y "" ^^ ^^
On aura de même
db=z~ p,kds^ dc:=— V k ds.
On aura, en second lieu,
dc(.^=id
V/A^-hB^-f-G^ _ A^( A-4- B^+ G^) — A( AA^+ BB^ -^ CC') ,
A^+B-^+G-^)^ _ B(BA^— AB^) + G(GA^- AGQ
= -^^^ -^—^ dt — Ir ds,
et de même
d^ z=z ixT ds, dy =. vx ds.
Enfin
dX — d{yb—(^c) — ydb-V-bdy~cd^ — ^dc = ( — yi^-k H- 6vT — cixx 4- (3v/:) <^5 = ( |3v — y|ut ) ^ «f^ 4- ( 6 V — c jjL ) T <^5.
On a d'ailleurs
(3v — y|jL = |3 ( (3 « — ab) — y{ac — y a)
— «(a^-j- |3- + y-) — a(^a-l- 6(3 -h cy)
bv — cij.--^ b{^a — ab) — c{a.c — y a)
— — o(.{a^-h b^-h C-) -h a{aa-{- b^-+- cy)
Donc
dï. T=^ akds — ocT ds^ et de même
d[i. z=z bkds — (3t ds,
dv z=ickds — yr ds.
486. Il résulte de ces formules qu'une courbe est complètement définie lorsqu'on connaîtra :
1° La loi suivant laquelle la courbure et la torsion varient en fonction de l'arc s comme variable indépendante ;
2° Les valeurs de x^ y, z^ a, 6, c, a, (3, y, X, ^m, v correspondantes à une valeur particulière de 5, à la valeur zéro, par exemple.
En effet, les formules précédentes donnent les dérivées, par rapport à 5, des quantités
dx , dy dz o -,
en fonction de ces quantités elles-mêmes, de la courbure et de la torsion. En les diff'érentiant, on obtiendra les dérivées secondes, et ainsi de suite. Mais, pour a""!:=: o, on connaît les
valeurs des quantités a, 6, c, a, |3, y, )., ui, v. On aura donc,
pour 5 = 0, la valeur de toutes leurs dérivées.
doc Connaissant ainsi, pour 5 = 0, les valeurs de x^ a^= -r- y
—- z= ——-y .. , on pourra calculer x par la formule de
as ds^ ^ ^
Maclaurin
dx\ /^\ _f_
ds /o \ ds- /o I -2
De même, poury et z.
487. Appliquons les formules précédentes à V hélice. On donne ce nom à la courbe décrite par un point dont la projection sur le plan des x^ y parcourt une ligne G donnée arbitrairement et dont la hauteurs au-dessus du plan des x, y varie proportionnellement à l'arc décrit par sa projection.
Prenons pour variable indépendante l'arc 1 de la projection. Les équations de l'hélice seront
a étant une constante.
On aura, par suite
où
ax\
Cr^^-
et
de
plus
-odod"-
-fx'"--.
Y désignant la courbure de la projection.
Cela posé :
i"* La différentielle de l'arc de l'hélice sera donnée par la formule
ds^—{x"'--\-y^-^a^)d(j'-:=^{i-^ a' ) d(j\
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Le rapport de ds à d^ est donc constant.
2** L'angle 9 de la tangente avec l'axe des z sera donné par la formule
CCS B = , = , •
sjx"--^y'^-^z'^ \/i-h«2
Il est donc constant.
3° L'équation du plan osculateur sera
— ay"{X — œ)-^ax"{Y — y)-\-y{Z — z)—o.
Il contient la normale au cylindre projetant, laquelle a pour équations
car en substituant dans l'équation du plan osculateur à X — x^ Y — y^ Z — z les quantités proportionnelles — y' ^ x\ o on obtient comme résultat
a{x'x"-^y'y"), ce qui est nul.
4° La courbure k est égale à
sJa'y"^-\- a^x"^+ {^' f — y'
5° La torsion t est égale à
— ay" x'" -\- ax" y'"
ay^
ay _
a''y"'^+a'x"^+{x'y" — y'xY (^a''->r\)y' a'-hi
VIL — Systèmes de droites.
488. Une droite D, passant par un point (a, a, , «3) et dont les cosinus directeurs sont proportionnels à 6/èi, 62, a, comme on l'a vu, pour équations
OU, en introduisant une variable auxiliaire t^
t^ b'^ -1-6,-1-62 étant la distance du point (X, Y, Z) au point (a, «1, a^).
Supposons que les coefficients a, 6, ... dépendent de certains paramètres a, ^8, .... En faisant varier ces paramètres, on obtiendra un système de droites.
S'il n'y a qu'un paramètre a, ces droites formeront une surface réglée dont on obtiendrait l'équation en éliminant a entre les deux équations (i).
S'il y a deux paramètres a, [3, on aura une congruence de droites. Par chaque point (^r, y, 2) de l'espace passeront une ou plusieurs droites de la congruence, correspondant aux systèmes de valeurs de a, j3, qui satisfont aux équations
S'il y a trois paramètres a, (3, y, on aura un complexe de droites. Par chaque point (^, J', z) passeront une infinité de droites du complexe, formant un cône, dont on obtiendra l'équation en éliminant a, ^, y entre les équations (i) et (3).
Enfin, s'il y avait plus de trois paramètres, le système contiendrait toutes les droites possibles, car on pourrait déterminer les paramètres de manière à faire passer la droite par deux points arbitraires (.r, y, s), {^x^ , y^., z^ ), ce qui ne donnerait que quatre équations de condition.
Soient D une droite du système, ayant pour équations
X = a H- 6^, Y =ia^-^ bit, Z=i a^_^-^ b^t,
et D< une droite infiniment voisine, laquelle aura pour équations
X = a -^ da -h ( 6 -^ db ) /,
Y nz (2, 4- da^ -1- ( 61 + db^ ) t, 2i^=z a^^ da^_-^ {b^+ db^^)t, -,
en bornant l'approximation au premier ordre et écrivant par suite da., db^ ... à la place de Aa, A6, ....
La position relative de ces deux droites dépend des éléments suivants :
1° Leur angle '^. On aura, d'après des formules précédemment trouvées,
en posant, pour abréger,
A =z b'^db., — b^db^^ Aj=: b^db — b db.,, Aa^ 6 db^ — b^db.
2° La direction de leur perpendiculaire commune E, laquelle a pour cosinus directeurs
Al
3° La position du point de rencontre de D et de E. La valeur T de la variable t qui correspond à ce point sera (405)
A-^+Af-h-A^' N désignant le déterminant
ou plus simplement
b -hdb
da
Al
bi-+-dbi
— dai
b^_ + db.2
— da^
A da
A, dai
en négligeant db^ db^^ db^i par rapport à ^, ^,, b^^
4" La plus courte dislance 8 des deux droites D, D,. Elle est donnée (405) par la formule
L désignant le déterminant
da
dh
da^
db.
da^
db^
On peut convenir de prendre le radical positivement dans toutes ces formules. Alors 8 aura le signe de L ; et ce signe fixera le sens dans lequel la longueur 8 doit être portée sur la droite E.
On peut d'ailleurs substituer comme élément de définition à la distance infiniment petite ô le rapport fini
qu'on nomme \^ paramètre de distribution.
Proposons-nous de déterminer les relations qui existent entre ces éléments T, X, \^^ Xo, p. Nous aurons à distinguer trois cas distincts, suivant le nombre des paramètres variables.
490. Premier cas : Surfaces réglées. — On n'a qu'un seul paramètre a, et si, dans les expressions de T, X, X,, Xg, />, on remplace da^ db^ . . . par leurs valeurs a' d(x^ b' dcf.^ . . ., la quantité doL^ se trouvant en facteur avec le même degré au numérateur et au dénominateur, disparaîtra de ces expressions.
La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance des droites D et Di, étant complètement déterminée par les valeurs de T, X, X,, Xo, on aura ce théorème :
Les génératrices d'une surface réglée infiniment voisines d'une même génératrice D viennent toutes couper
perpendiculairement une même droite E {au second ordre près).
Le point d'intersection de D avec E se nomme le point central de la génératrice D. Il aura pour coordonnées
Le lieu des points centraux se nomme ligne de striction. On aura ses équations en éliminant a entre les trois équations ci-dessus.
49i. Soit
œ^=^ a-^- bt,
ba
un point de la surface. Ses coordonnées sont exprimées, comme on le voit, en fonction des deux paramètres a et t. L'équation générale d'un plan
.l,X + iibY -h 3Z + (D = G
contient trois paramètres, dont on pourra disposer pour établir un contact du premier ordre avec la surface. Il faudra pour cela satisfaire aux trois équations
{a -1- bt) -Mllj(ai -^b^t)-^ e{a,_ + b^t)-\-(Sd,
O =: -^— zzz A>0
dt
On en déduira
o — X{X — a — bt) ^ }SV{\ — a^— b^t) + S(Z - a^—b^t),
et, en éliminant <Ao, ill^, ©, on aura l'équation du plan tangent sous la forme
\ — a — bt \ — a,— b,t Z b b,
a' -hb't
Ce plan contient la génératrice. En efïet, un point quelconque de cette génératrice a ses coordonnées de la forme
a -\- bti, a^-\- b^t^^ a<2,-\- b^t^.
Substituant ces valeurs des coordonnées dans l'équation du plan tangent, les deux premières lignes du déterminant deviennent identiques, sauf le facteur commun t^ — t.
Mais la direction de ce plan tangent variera en général avec la position du point de contact (^, y^ z) sur la génératrice. On voit, en effet, que l'équation du plan tangent dépend de t.
492. Pour déterminer simplement la loi de cette variation, nous admettrons que nous ayons choisi pour axe des z la génératrice considérée D, et pour axe des y la droite E qui lui correspond.
On aura, pour tous les points de D,
^ =1 G, y z=io.
Donc, pour cette génératrice, a, 6, a^ , 6, seront égaux à zéro. D'ailleurs rien n'empêche de prendre pour variable indépendante, à la place de ^, la fonction linéaire «2+ b^t. On peut donc supposer qu'on a constamment
Gela posé, la génératrice D aura pour équations
Une génératrice infiniment voisine aura pour équations
x^zda -\- tdb z^da -\- z db^
y z=L da^ 4- t db^ ■=. da^ -f- z dbx •
Mais, par définition, cette génératrice rencontre l'axe des^ à une distance 8 de l'origine; on aura donc
da ■=■ o, da^ = <5.
De plus, elle est perpendiculaire à cet axe et fait un angle o avec l'axe des z. On aura donc
en négligeant la ditlerence entre la tangente et l'arc. On aura, par suite,
da
da
da,
-Ta'
doL
,, dh.
Substituons ces valeurs et celles de a, a,, «o? b^ 6i, 62, «2, ^2? d^i^s l'équation du plan tangent; elle deviendra
est intéressant de chercher quelle est la nature
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particulière des surfaces réglées pour lesquelles une de ces deux conditions o = o ou 5 = o est constamment satisfaite.
Théorème. — U équation S = o exprime que la surface réglée est développable.
Cherchons en effet à quelles conditions la surface sera développable. Soient ^, JK, z les coordonnées du point où la génératrice touche l'arête de rebroussement, 9 la valeur correspondante de t. On aura
xz=:a-{-b9^ y'=zai-hbiB^ z^iay+b^O,
X, y, ^ et 8 variant en général d'une génératrice à l'autre, et par suite étant des fonctions de a.
Ces équations, différentiées par rapport à a, donneront
dxziz da ^ Q db +6 dQ^
dy m da^ h- 0 db^ + b^ dQ^ dz ■=. da^ + B db^_ + b=j, dO.
Mais, la génératrice étant tangente à l'arête de rebroussement, ses cosinus directeurs seront proportionnels à dx^ dy^ dz\ ils le sont d'ailleurs k b^ hy^ b.x\ on aura donc, en désignant par |JL un facteur convenable,
dxz^ixb^ dy=ziKbi, dz^^z^xb^.
Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, il
viendra
o=:da -hOdb -\- b (dô — ix),
o=z dai-i- 9 dbi-h bi{d9 — ]ul), o^:^ da^-h 9db.2-\- b2{d9 — p.).
Ces trois équations entre les deux quantités 0 el d^ — [Jt. ne seront pas compatibles en général, mais elles le deviendront si le déterminant
da
db
da,
db.
da.T,
db.
s'annule. Or ce déterminant est précisément L, numérateur
de a.
Donc 8 sera nul, à moins qu'on n'ait A = A, = A2=o, auquel cas le dénominateur s'annulerait également.
494. Les trois équations A = A<=:A2 = o équivalent à l'équation unique ^ = o. Si celle-ci est satisfaite, la surface sera un cylindre. Car, deux génératrices infiniment voisines ne formant qu'un angle du deuxième ordre, les cosinus directeurs de la génératrice, considérés comme fonctions de a, n'éprouveront qu'une variation du second ordre par rapport à l'accroissement de a. Donc leurs différentielles sont nulles; donc ils sont constants.
495. Deuxième cas : Congruences. — On a dans ce cas deux paramètres variables a,, ^ et, par suite,
C?a = -r- 6/a -h -rrrr <nf 6 ,
ooL dp
db= —da-h -jj^d^,
Substituant ces valeurs dans les expressions de A, \^^ )v2, T, /?, on voit que, pour une génératrice donnée D, correspondant à un système déterminé de valeurs de a et de 3,
ces cinq quantités ne dépendent que du rapport —• Il doit
donc exister entre elles quatre relations indépendantes du choix de la génératrice D, .
Proposons-nous de trouver ces relations.
496. Nous remarquerons tout d'abord que la quantité A^-j- AJ + Ag, qui figure au dénominateur des expressions X, )n5 ^^27 T,/?, ne pourra, en général, s'annuler pour aucune
valeur de -j- • En effet, il faudrait pour cela qu'on eût simultanément
A = o, Ai=o, A2=o,
db b
db, db^ ~ b, ~ b, '
OU, en appelant jjl la valei
Lir commune de ces rapports,
db , — da
db,,
dOL
db^,
-^dcL
équations qui ne peuvent subsister simultanément que si
l'on a
db
da
db, da
db,
db, doc
C'est là une équation entre a et p, qui est nécessaire pour que A^-l- AJ -h A^ puisse s'annuler.
Nous pourrons appeler génératrices singulières les génératrices de la congruence pour lesquelles l'équation (4) est satisfaite. Elles forment une surface réglée, dont on aura l'équation en éliminant a, p, t entre l'équation (4) et les équations
(5) x=:.a-\- bty y =zia,-h b,t, z^=ia,-\- b^t.
497. Supposons que D soit une génératrice ordinaire. T étant exprimé par une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont homogènes et du second degré en <fa, â?j3, et dont le dénominateur ne peut s'annuler aura un maximum Tq et un minimum 11 ^ toujours réels ; on pourra les
obtenir ainsi que les valeurs correspondantes de —-^ par la
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méthode exposée au n" 407. Subsliluanl ces valeurs à la place de t dans les équations (5), on aura les coordonnées des points correspondants de D, exprimées en fonctions de a, p. Ces points se nomment points principaux. On nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes de plus courte distance correspondantes à ces points et par la droite D.
Eliminant a et j3 entre les équations qui donnent les coordonnées d'un point principal, on obtiendra le lieu de ce point. On obtiendra de même le lieu du second point principal. Les deux surfaces principales ainsi obtenues pourront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit plus habituellement deux nappes d'une seule et même surface.
498. Passons à l'examen de l'expression qui donne le paramètre de distribution p. Le déterminant L qui figure au
numérateur, étant du second degré en ~> s'annulera pour
deux valeurs réelles ou imaginaires de ce rapport. A chacune de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par suite, un point de D.
Les deux points ainsi obtenus se nomment foyers. Ils pourront être réels ou imaginaires. Les lieux de ces points {surfaces focales) se détermineront comme les surfaces principales.
Soient
da
les deux valeurs de -j- tirées de l'équation L = o ; M et M, da ^
seront des fonctions connues de a, (3.
Nous verrons dans le Calcul intégral qu'on peut trouver
pour[j une expression ji =: (p(a) qui satisfasse identiquement
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. ^gi
à l'équation difïerentielle (6) et qui, de plus, se réduise à ^q pour a=:ao, les constantes ao et po pouvant être choisies à volonté.
Gela posé, substituons ^ = 'f (a) dans les équations
œ =1 a -\- bt, r = «i -h 61 ^, z zz^ a2-h b^t
des génératrices de la congruence. Ces équations, ne contenant plus qu'un seul paramètre a, représenteront une surface réglée, dont les génératrices font partie de la congruence ; cette surface est développable, car, l'équation (6) étant une conséquence de l'équation p=:çp(a), on aura /?== o pour deux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin, cette surface contient la génératrice correspondante aux valeurs p = poj o'- = <^o des paramètres variables.
La considération de l'équation différentielle (7) donnerait une seconde surface développable jouissant des mêmes propriétés que la première.
On aura donc ce théorème :
Une droite quelconque D de la congruence fait partie de deux surfaces développables, formées de droites de la congruence.
On doit remarquer toutefois que ces surfaces n'auront d'existence réelle que si les valeurs de -^ déduites de l'équation L := o sont réelles.
La droite D est tangente à l'arête de rebroussemenl de chacune des développables dont elle fait partie.^ Mais ces arêtes de rebroussement sont évidemment situées sur les surfaces focales; on a donc cette proposition :
Toutes les droites de la congruence sont tangentes à chacune des surfaces focales.
On nomme plans focaux les plans menés par D et respectivement perpendiculaires aux lignes E de plus courte
distance correspondantes à ses deux foyers. Ces plans sont tangents aux deux développables qui se croisent suivant la droite D.
On a vu, en effet, que, dans une surface réglée quelconque, le plan tangent en un point situé sur une génératrice D à une distance z du point central fait, avec la perpendiculaire E, un angle V donné par la formule
tangVrrri;
dans une développable, où p = o^ tangV sera infini et V sera droit.
500. Pour nous rendre un compte plus exact de la distribution autour de D des droites de la congruence qui en sont infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des z, en nous réservant de disposer ultérieurement de la position de l'origine, ainsi que de l'orientation du plan des xz.
Supposons, en outre, qu'on prenne z pour variable indépendante, on aura constamment «2 = 0, 60= i, d'où da2 = db2 = o. En outre, D ayant pour équations x = o, y = o, z =: t, on aura, pour cette droite,
Portons ces diverses valeurs dans les formules générales ; il viendra
A = — dbi, Ai^=db, A2=o
db, ^ db -
s/db'--V-db\ . \/db^^db\
N= — {dadb -h daidbi), L=idadbi — da^db
et, par suite
dadb ^ da^dbx dadbx — da^db
^^^ db^-^db\ ' ^- db^-^db\
Enfin, le déterminant (4) se réduira à db db
dbj^ db^
da ()(^ o o
db db db, âb^
D étant supposée une génératrice ordinaire, ce déterminant ne sera pas nul. On pourra donc des équations
#/ àb , db „
^^1 7 àbi ,_
da (ip ^
déduire l'expression de dy. et d'^ en fonction linéaire de
db et dbi.
Les quantités da, dui , étant des fonctions linéaires de t/a,
<ip, deviendront des fonctions linéaires de db, db^, telles
que
da z=zV db -[- C) db,,
da,— Pidb + Qidb,.
On aura, par suite,
Pdb^-h{P,-hQ)db db, -i-Q,dbl
db'-^dbl '
— P,db''-^{P — Qi)db db, + Q db] db"" + db'\
Soit d'ailleurs d» l'angle que la plus courte distance forme avec l'axe des y. On aura
\ ^= — sirnj;,
cost];,
d'où
l db, tang^=-5^ = —
Les valeurs de z correspondant aux points principaux s'obtiendront en cherchant le maximum et le minimum de T. On
sait qu'il faut pour cela poser les équations
(9) 2P db -h {Pi-\-Q)dbi^ 2ixdb =0,
(10) {Pi-+-Q)db^2Qidb,-^2iJ.db^ = o,
d'où (u)
2P-h2a Pi-r-Q
Celte dernière équation donnera le maximum et le minimum cherchés. Les précédentes donneront la valeur corres-
1 1 db, , •
pondante de -rj- = tangy.
Supposons maintenant que nous ayons pris pour plan des zy l'un des plans principaux, et choisi à l'origine à égale distance des points principaux. On devra avoir un maximum
I 15 > dbi . ,j .
ou un minimum pour u; = o, d ou -77- = o, ce qui réduira
l'équation (10) à
Pi+Q = o.
L'équation (11) se réduira à
( 2 P -h 2 |ul) ( 2 Q, -+- 2 ]l;l ) zzz o,
et, ses racines devant être égales et opposées, on aura
Faisant donc Pt = — Q, Q, = — P, —1 = tang-i; dans les formules, il viendra
^ ^ i-htang2,J; ^'
(i3) p.— ■^ ^ , , ^' = P sm2d; H- Q.
^ ' ^ I + tang-'J; ^ ^
50L On déduit de ces formules des conséquences importantes :
i" T est maximum ou minimum pour 'ji = o el 6 = Ç)o"] d'où cette conséquence ;
Les deux plans principaux sont rectangulaires. 2^ p s'annule pour sin 2'i> = — ^, d'où
Tz=±Py/,-g=±v/J^^
Ces deux valeurs étant égales et de signe contraire, et moindres que P, on aura ce résultat :
Les foyers sont situés entre les points principaux, à égale distance du milieu de la droite qui les joint.
Les fojers seront d'ailleurs réels ou imaginaires, suivant que P sera ;> Q ou << Q en valeur absolue.
3" L'équation sin 2 'i; = — ^ a deux racines : <];o et ']>„.
Les plans focaux auront pour azimut h ^0 et iz — 'h^. On
voit donc qu'^Y^ font des angles égaux avec les plans principaux.
40 Si Q = o, les fojers et les plans focaux seront réels et se confondront avec les points et les plans principaux. Les plans focaux seront donc rectangulaires.
Réciproquement, si ces plans sont rectangulaires, on aura
d'où (Lo = o et, par suite, Q = o, et les autres propriétés ci-dessus auront lieu.
Les plans focaux ont pour équation
y , sin 2(1*
œ I -1- cos 2(];
ils seront distingués l'un de l'autre par le signe du radical. Soit, enfin, D, une droite de la congruence infiniment
voisine de D ; elle aura pour équations
xzizda -\- dbt =zda -\- db ^ = (^-f-P)<iè-|-Q db^^ y = da^ -i- db^ t = da^ -h dby s= — Qdb -\- {z — P) db^ .
Elle rencontrera le plan focal (i4) en un point dont le z est déterminé par l'équation
— Qdb-^{z — P)db, _ Q
{z^\')db-+-Qdb,
Or, cette équation est satisfaite, quel que soit le rapport — ~j en posant z= ± y/P- — Q-.
Cette équation, jointe à l'équation (i4)j représente une perpendiculaire à D menée dans le plan focal et passant par le foyer. Cette perpendiculaire a reçu le nom de droite focale.
On peut donc énoncer cette proposition :
Les intersections d'une génératrice quelconque D^, infiniment voisine de D, avec les plans focaux, sont situées sur les droites focales (aux infiniment petits du second ordre près).
503. Il nous reste à étudier la distribution autour de D des droites infiniment voisines, lorsque D est une génératrice singulière.
Dans ce cas, le déterminant
db^ âb'
doc d^
dlh àbj_
âa d^
étant nul, le rapport des quantités
db ^ db
âa â^
db, , âb, -— doc -f- — 5âoc dp
db db,
ne dépendra pas du rapport -^' On aura donc
d'où
tang^|> = -— = const.,
consl.
On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte que l'on ait <]> = o, d'où dbs = o.
Les formules (8) deviendront alors
ri. _ da
da^
P — IE
db
db
Si le déterminant (.5)
n'est pas nul, on pourra déduire des équations
ju àb j db ,-
les valeurs de <ia, d^ en da^ et en db. Substituant dans la
valeur de da =^ — d^ -\- -^ d^, on trouvera une équation de la forme
et, par suite.
da=iP dai -+■ Qdb
V^da^-i-Q db
db
Pp-Q.
On peut d'ailleurs, en déplaçant l'origine de la quantité Q, faire disparaître le second terme de cette expression. On aura donc les deux relations
4^ = 0, T = Pp.
Les génératrices infiniment voisines de D auront pour
équations
X ^=.da -\- dbz = P da^ -h dbz,
y :zi: da^ H- db^z :=■ da^.
Ces génératrices sont donc parallèles au plan des xz. Celles pour lesquelles da^ ■= o sont dans ce plan lui-même et rencontrent la droite D à l'origine des coordonnées. Celles pour lesquelles db =^ o sont parallèles à D. Ce cas diffère donc de celui des génératrices ordinaires en ce que l'un des foyers est rejeté à l'infini, l'autre étant à l'origine des coordonnées.
Enfin, si le déterminant (1 5) est nul, —jj- ne dépendant plus du rapport -j-^ on aura les deux relations
cj; =: o, /? = COnSt.
Désignons par P le rapport constant -jj-- Les génératrices infiniment voisines de D auront pour équations X zrz da -\- db z ^
et aucune d'elles ne coupe plus D à distance finie, mais celles pour lesquelles db =z o lui sont parallèles.
504. Troisiîîme cas : Complexes. — On a, dans ce cas, trois paramètres : a, p, y.
Soit D une droite du complexe. En la choisissant pour axe des z et prenant z pour variable indépendante, on pourra réduire ses équations à la forme
j7 = o, y=:o, z =. t, et celles d'une droite D,, infiniment voisine, à la forme zz=t, X =z da -{- dbz, y ^=z da^-\- db^z,
da^ dbj . . . étant linéaire en ^/a, t/p, c/y.
Supposons d'abord que D soit une droite ordinaire, c'està-dire telle que l'on n'ait pas simultanément
ôb^ âh^ ohi
âa d(3 ôy
doc d^ ây
Les deux équations
db — -— 6/a + — r (ip + -j- dy, ÔGf. âp dy '
,, dbx , ùb^ j^ âbi , dbi= -— da -\- —^ d^ -h -^ dy
ooc ()p ' ôy '
permettront d'exprimer deux des quantités c/a, d^^ «iy, par exemple <ia et <i[îJ, en fonction linéaire de db^ db^^ dy. Par suite, 6/<2, da^ deviendront des fonctions linéaires dî d) db^^ <^y, telles'' que
da ^V db^il db,^- W dy, dai — P, db + Qi <^//>i H- Kl dy.
Si l'on pose, en particulier, db ^= Ib^ ■==. o, ces équations se réduiront k da^ \xd-^, da^ = Ri '^y, et D,, ayant pour
X ~~ R fl^y, j =r= Rj (iy ,
sera parallèle à D.
Supposons le plan des zy orienté de manière à conlonir une des droites parallèles à D ; on devra avoir R = o.
Gela posé, entre les formules
da db -f- da^ dby da db^ — da^ db
~ db--\~db\ ' /^"^ db'--^db\ '
éliminons da^\ il viendra
T db —p db,z=~da=-Pdb--Q db, ou
T + P + ((^-yo)tang^-o,
5oo
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OU enfin, en déplaçant l'origine sur l'axe des z de la quantité P, ce qui changera T en T — P,
T-h(Q — /?)tang^r=:o.
dh, ,
oOo. Si D était une droite singulière, le rapport —rr étant
indépendant de ^a, d^^ c^y, on aurait la relation plus
simple
tang^); = const.
VIII. — Surfaces
o06. Considérons une surface définie par trois équations de la forme
Un plan
a\-\-bY+cZ-\-d—o
sera osculateursi l'on a
aœ + by -{- cz -\- d:=zo,
dx j dy dz
a- h6-r--hc-r- =o,
au ou ou
dx , dy dz
a- 'rb-f--^c— —o.
Ov OK' ov
Éliminant a, 6, c, d^ on a l'équation au plan tangent
ôjo dy dz
(i) o =^ du du du
dx dy dz
J7 di' dv
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ôy dz dz dy
du dv du dv
, ^ dz dx ôx dz
^ du dv du dv
P dx dy dy dx
du dv du dv
Remarquons les identités
. dx ^dy ^dz du du du
. dx ^dy ., dz dv dv dv
qui se résument dans la suivante :
(4) kdx -\-^dy-\-Cdz — o.
La normale aura pour équations
507. Le carré de la distance du point (w, v) au point infiniment voisin (w + «?w, V -\- dv) sera A:2;^+ Aj)/-4- As^. Sa valeur principale sera
(6) ds^=idx^-\-dy^-\-dz^—(^du-\-^dv ^ ' ^ \du dv
= E rff/2 _^ 2 F du dv 4- G dv"", en posant
p dx dx dy dy dz dz
du dv du dv du dv '
Ydxy /dry /dzY
Remarquons l'identité (8) EG-F^^A^-l-B^-f C^
508. La distance 8 du point (a-{-du^ v -^ dv) au plan langent en (zf, v) est
A ^.z' H- B Ay + C A:;
Pour déterminer sa valeur principale, remplaçons A.t, Ay, A^ par leurs développements
Les termes du premier ordre se détruisent et il vient Ad'oj-hBd-^f^Cd'z
D'ailleurs
d- T = -^^ du^ + 2 -^ :- du dv -\ — - dv^.
du''
au âv
Donc
(g) 2àz^Rda^-h 2Sdu dv -\-T di'^,
en posant pour abréger
au- au^ aw
du dv
du âv
du dv
dv dv^
509. Supposons que m et ç^ au lieu d'être indépendants soient liés par une relation donnée, ou, ce qui revient au même, soient d,es fonctions données d'un troisième paramètre /; ^, y, z deviendront des fonctions de /, et, lorsque
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ce paramètre varie, le point {x^ y, z) décrit une ligne L, située sur la surface proposée.
Pour déterminer la tangente à cette ligne, son plan osculateur, etc., il faudra connaître les dérivées x' ^ x" ^ ...; y'-,y"i ...; z\ z"^ ... qui figurent dans les formules de la théorie des courbes gauches. Mais ces dérivées s'obtiennent immédiatement; soient en effet w', ?^", ...; v' y i'"^ ... les dérivées successives de u et de v; nous aurons
au à
,, à^x ,„ d'^x , . d^x ,„ dx ,, dx
oir ou ov ov- ou ôv
Les quantités x' ^ y', z' ainsi déterminées sont les paramètres directeurs de la tangente à L. Substituées dans l'équation du plan tangent, elles y satisfont identiquement. Donc le plan tangent au point (u, (^) est le lieu des tangentes aux courbes tracées sur la surface et passant par ce point.
Les rapports mutuels de x'j y', z' dépendent du rap-
port — = — . A chaque valeur de ce rapport repond une tangente déterminée.
olO. Cherchons les lois qui régissent la courbure des diverses lignes qui peuvent être tracées sur la surface à partir du point P de coordonnées m, i^.
Soient C l'une de ces courbes, PT sa tangente; M un point de G infiniment voisin de P; Q, R ses projections sur le plan tangent et sur la tangente PT; ds l'arc PM.
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On aura
cosQMR
Soit k la courbure cherchée. La valeur principale de MR est connue; elle est égale à
-kdsK
On
aura
donc
lim
MR
ds"
-^^^cosQMR
2MQ
ds^'
Or, à la limite le pl^n PRM devient le plan osculateur à C; soit 9 l'angle que ce plan forme avec la normale en P ; cos QMR tendra vers cos 9. D'autre part 2 MQ a pour valeur principale
R dii} -^ l'^dii dv -h T dii".
Enfin
ds^ z=Edu'-h'iFdudv ^G dç^.
(Il)
On a donc la formule
I Rdu^'-h-iSdudi^ -^Tdv''
cos d E da^ -\- 2 F du dv -+- G dv^
Donc G a la même courbure que la section plane faite dans la surface par son plan osculateur.
rr
Cette courbure est éerale à ^y
Rdu^-^ 2Sdudi^-hTdi^^ ~ E du^ + 2 F du dç-hG dv^
désignant la courbure de la section faite par un plan passant par la même tangente et par la normale.
Reste à discuter la manière dont K varie avec la
di^ du
direction de la tangente f caractérisée par le rapport
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 5o5
Si
K est indépendant de cette 'direction. On dira dans ce cas que le point P est un ombilic.
2° Supposons au contraire que K varie avec -j-- 11 s annulera pour les deux directions asymp touques définies par l'équation
(i3) ^du}-^i^dadv-\-^dv'' — o.
Elles seront réelles ou imaginaires suivant le signe deRT-S2. Si
(i4) RT-S^=o,
elles coïncident et le point P sera àil parabolique.
Cherchons encore les maxima et minima de K
Cette expression, étant un quotient de deux formes qua-
f draliques - en du et dv dont celle qui figure en dénominateur
est toujours positive, admet toujours un maximum et un minimum réels. Pour déterminer ces courbures principales et les directions correspondantes [directions principales) nous aurons (407) à égaler à zéro les dérivées de/" — Xcp, d'où les deux équations
(R~-AE)«iM + (S — XF)^(^' = o, (S —\¥) du -h {T -IG) dç = o.
Eliminant -r-j il vient pour déterminer les courbures principales l'équation du second degré
(i5) (R — >E)(T — >G) — (S — XF)2=o.
Éliminons au contraire X; nous obtiendrons pour définir les directions principales l'équation
Wdu-\-S dv Edu-\-¥ dv Sdu-hTdv~ F du -h G dv '
qui peut s'écrire ainsi:
<yr- — du dv du-
Les deux directions qu'elle détermine sont toujours réelles. Elles sont en outre rectangulaires. Soient en effet v\^ v[^ les
deux valeurs que donne cette équation pour — • Les directions correspondantes auront pour paramètres directeurs
dœ dx ,
ou ôv ' Ou ov '
du ^ (Jç ''
ày , ày,
du du
Tv'^
ôz dv âz ,
Nous aurons donc à vérifier la relation
/ dœ dx , \ / dx dx ,
~ \du dv ^ )\du dv
= E-hF(r; + (.;) + G(^;(>;.
Or, en substituant les valeurs de v\ -\- v[,^ ^'{^'-i tirées de l'équation (i6) et chassant les dénominateurs, cette relation se réduit à l'identité
E(SG - TF) + F( ET - RG) + G(RF - ES) = o.
513. On nomme ligne de courbure une ligne tracée sur la surfa€e et telle qu'en chacun de ses points la direction de sa tangente coïncide avec une direction principale.
Pour obtenir une semblable ligne il faut donc trouver une
fonction v de u telle que — soit égale à l'une des racines v\^
v[^ de l'équation (i6).
Or l'équation différentielle
dv ,
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admet une famille de solutions
dépendant d'une constante arbitraire c, laquelle peut être choisie de telle sorte que, pour une valeur initiale donnée u =. Uq, V prenne une valeur ('o choisie à volonté. L'équation
du ^
donne un résultat semblable.
Il existe donc deux séries de lignes de courbure. Par chaque point (wq? ^o) passe une ligne de chaque série; ces deux lignes se croisent à angle droit.
ol4. Les lignes asymptotiques sont celles où la direction de la tangente en chaque point coïncide avec une des directions asymptotiques. Il y en a également deux séries, mais elles peuvent être imaginaires.
515. Appliquons les formules précédentes à la surface de la vis à filet carré, représentée par les équations
u COS ('
u sin ('.
= av.
Les dérivées partielles des coordonnées sont données par le Tableau suivant :
à au'
âv'
au-'- '
d'au ôv
à-" âv'"'
ces V
— Msinç^
— sine
— u COS c
sin r
u ces Ç
cosr
— ^/ sinr
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On en déduit successivement
E=zi, F = o, G=u^-\-a\
A--hB2-hC2=w^H-a2, - a
T=ro.
\/u--h a- L'équation des lignes asjmptotiques se réduit à
— du dv = o.
On y satisfait en posant soit u = const., soit (^ =: const. La première supposition donne une série d'hélices, la seconde une série de droites horizontales. L'équation des lignes de courbure sera
d'où
SJu'^a}
dv\
— du dv
du''
±: r == log(M 4- \/m^+ a') -h const.
u — \Ju^ -I- a^ =
et enfin
le double signe correspondant aux deux séries de lignes de courbure.
516. On prend souvent x eiy comme variables indépendantes. 11 faut alors poser, dans les formules précédentes,
a; =z M, jK = ^ et par suite
dx du-''
dx
du^ ~ dudv~ dv^ ~"^'
dy dTc-''^
du"^ du dv dv^
Restent les dérivées partielles
dz_ dz^ dH d'-z d^z dx dy dx^ dx dy dy^
qu'on représente généralement par
On aura par ces substitutions
Les ombilics seront définis par les équations r s t
i-i-p^ pq i + ^2>
la ligne des points paraboliques par celle-ci,
(i8) rt — s'^ — o\
les directions asymptotiques par celle-ci,
(19) rdx^--^2sdxdy-\-tdy-=zo] les directions principales par celle-ci,
(20) \{i-^p^)s — pqr'\dx'^^ [{\ -^ p^)t — {i + q'^)r]dx dy
^[pqt-{i^p')s'\dy-'=o.
Enfin les courbures principales seront données par l'équa-
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tion
~pqh ] irro,
OU, en développant et posant pour abréger a^i -^ p
517. Pour mieux étudier la manière dont une surface se comporte aux environs d'un de ses points, nous choisirons ce point pour origine des coordonnées et la normale à la surface pour axe des z. On devra avoir en ce point
Le développement de z par la série de Tajlor sera donc de
la forme
ax'^-\- 1 bœy -h cy"^
On peut d'ailleurs choisir la direction des axes O^, Oy de telle sorte que b soit nul. Soit donc
ax'^-h cy
On donne le nom à^ indicatrice à la conique
Si Ton coupe la surface par un plan horizontal ; = s voisin de l'origine, l'équation de la section sera sensiblement (dans le voisinage de l'origine)
2£ =z a^'2-f- cy^.
C'est une courbe semblable à l'indicatrice. Si <2 et c sont de même signe, la section sera une petite ellipse, réelle si e a le signe de a et de c, imaginaire dans le
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cas contraire. La surface est donc tout entière d'un même côté du plan tangent.
Si a et c sont de signes contraires, les sections sont des hyperboles, toujours réelles. La surface traverse donc son plan tangent. Celui-ci la coupe suivant une ligne ayant un point double à l'origine, puisque aux environs de ce point la section peut être assimilée à un couple de droites.
Enfin, si a ou c est nul, l'indicatrice est formée de deux droites parallèles (cas particulier du genre parabole). Pour savoir dans ce cas si la surface traverse ou non son plan tangent, il faudrait discuter les termes du troisième degré enx,y, ceux du deuxième pouvant cesser d'être prépondérants si x eiy ne sont pas du même ordre de grandeur.
518. Cherchons l'expression de la courbure K d'une section normale, dont la tangente OT fait l'angle co avec l'axe des œ.
Fig. 20.
Prenons sur cette ligne un arc infiniment petit OQ; soient «^5 sa longueur; x, y, z les coordonnées du point Q; R sa projection sur OT. La courbure cherchée sera la limite du rapport
Or on a
X =z ORcoscp,
2QK = 25 = ax^ 7+-
y zzz OR sin(p,
cf -{-...= OR {a cos^cp -i- csin-cp) -\-
D'autre part ds a la même valeur princi[)ale que sa corde OQ, qu'on peut elle-même remplacer par OR puisque QR est d'ordre supérieur à OQ. On trouve donc pour la limite
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cherchée
(22) K rr: a cos^cp + c sin^cp.
Si a et c sont de même signe, K conserve donc un signe constant. S'ils sont de signe contraire, R peut changer de
signe. Il s'annule pour les deux directions tangcp = ± i /
qui donnent les asymptotes de l'indicatrice.
Si a ou c est nul, ces deux directions se confondent en une seule; K ne change pas de signe, mais il y a une direction où il s'annule; le point O est parabolique.
Si a = c, K a la valeur constante a\ le point O est un ombilic.
Si a et c sont inégaux, soit par exemple a^c. On peut écrire
K r==: <2 — {a — c) sifr-^^.
Il a son maximum a pour cp = o et son minimum c pour
Les directions principales sont donc celles des axes de l'indicatrice.
La normale au point [x^ y, z) de la surface a pour
équations
D'ailleurs ^, /?, q sont fonctions des deux variables Indépendantes x^ y. Les normales à la surface formeront donc une congruence. Mais cette congruence présente un caractère particulier.
Pour le reconnaître, cherchons comment se distribuent autour de la normale OZ les normales infiniment voisines.
On a
ax'^-{- c v*
p =:: aœ -h . . . , q-=cy -4- . . . .
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Si donc on suppose x et y infiniment petits on aura au second ordre près
z:=zo, p — ajc, q^cy, ce qui donnera, pour équations des normales dont il s'agit,
— ax — cy ou
X = ^(l — ^Z), Yrr=r(l-cZ). ■
La droite ainsi définie rencontrera OZ si l'on peut satisfaire aux deux équations
^(l — «Z)=:0, y(l — cZ)=:0.
Si O n'est ni un ombilic, ni un point parabolique, cela pourra se faire de deux manières :
i"" En posant
xrz=. o,
2" En posant
Les deux foyers de la congruence situés sur OZ auront
pour ordonnées - et — Ils se confondront donc avec les ^ c a
centres de courbure des sections principales. Ces points portent le nom de centres de courbure principaux.
Les normales infiniment voisines de OZ qui la rencontrent au foyer Z = - correspondant à ^r = o ont pour équations
X = o, Y = j(i-cZ),
et sont dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan focal. De même, au foyer Z = - correspondra comme plan focal le plan des XZ ; d'où ce résultat :
Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent avec ceux des sections principales.
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Les plans principaux de la congruence se confondront avec les plans focaux, et ses points principaux avec les fojers (501).
520. Examinons maintenant le cas où O serait un ombilic ou un point parabolique.
i** Si O est un ombilic, on aura a = c. Les deux foyers coïncident ; elles normales voisines de OZ, ayant pour équations
X=r^(i — aZ), Y—.y{i — a7.),
viennent toutes la rencontrer au même point 7j = - -
2" Si O est un point parabolique, pour lequel on ait c = o par exemple, le foyer correspondant sera à l'infini. Les normales voisines de OZ auront pour équations
Celles pour lesquelles ^ = o seront parallèles à OZ ; donc OZ sera une droite singulière dans la congruence des normales.
52 L On voit par là qu'un système de droiles
.r --:: a -{- ht, y =z ai-}- Ùit^ Z ^rr: a.2 -t- />2 ^j
dépendant de deux paiMmètres a, p, n'est pas formé en général de normales à une même surface. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que sur chaque génératrice les foyers et les points principaux se confondent.
Proposons-nous de trouver directement l'expression de la condition pour que les droites de la congruence ci-dessus soient normales à une même surface S.
Posons pour plus de simplicité
\'//'-i- //f + h'i \Jh'-^ h]
Ci,
s/iy'-\-h\-\- h
l —z \Jb--^ b'I + blit.
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Les équations du système deviendront
œ z=z a ~{- cuy y :=. a^-\- c^u^ ^rziaj+c,^/, et l'on aura identiquement
et en difïérentiant
c de ^ c^ dc^ -\- C2 dc^ m o.
Soient Ç, 7], Ç les coordonnées du point où l'une des droites de la congruence rencontre la surface S ; 0 la valeur correspondante de II ; on aura
^, 7i, Ç, B étant des fonctions des paramètres a, 3. Différentiant, on aura
d\^:^da -\- B de + c <^0, df\^=i da^ H- ^ â^Cj H- Ci <i?^, <^^ = da=!_ -h 0 <^/c2 4- C2 <^5.
Ajoutons ces équations multipliées respectivement par c, c,, Cal il viendra
o =: c <i« -4- Cj <i<2i + C2 <^«2 + ^^^5
car c, C( , Co étant les coefficients directeurs de la normale à S, et d\^ d'f\^ <iÇ, ceux d'une tangente à cette surface, cd\ H- c^dr\ + c^dX^ sera nul.
L'équation que nous venons d'obtenir se décompose dans les deux suivantes :
da da, da^ âd
ôa doL da dof.
da ôa^ àa^ dO
Dérivons la première par rapport à j3, la seconde par rapport
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à a et retranchons ; 8 sera éliminé et il restera l'équation de condition
ou, en efFectuant les calculs et supprimant les termes qui se détruisent,
, „ , \^ / âc da de ôa\
522. La considération de la congruence des normales fournit un nouveau moyen pour déterminer les directions principales et les centres de courbure principaux en un point (:r, y, ^) d'une surface.
Supposons x^ y, z exprimés au moyen de deux paramètres w, ('.
La normale au point (.r, y, z) a pour équations
et la normale en un point voisin aura pour équations
Xz=zx -^ dx + {K-\- dk)t^,
Z zszz -+-dz +(C -\-dC)l,.
Elles se rencontreront si l'on peut déterminer t et fi démanière à satisfaire aux équations
œ -h K t := X -\- djo -i- {A -h dX) II, j -f- B / =r )• + dy -4- ( B H- dB ) /, , z -\-Ct — z -r- dz -f- (C + dC)ti
ou, Cil réduisant,
i d.r ^ dkL^ 4- A ( /, — / ) = o,
( 'i\ ) { dy -\- d?>l^-\-W{l^ - - / ) — o,
( dz 4- dC, z, + C( .^, — /) = o.
Pour que ces équations soient compatibles il faut qu'on
Oi-
ait
dx dk A dy dB B dz dC C
En substituant dans ce déterminant les valeurs
, ^^ , âx j .. âk , dk. ,
dx t= -t— du -\ — -r- dç, dk z=z —— du -\ — r- d^' dv du dv
du
on obtiendra l'équation entre <^?^ et dç qui définit les directions principales.
Reste à déterminer le rayon de courbure principal
Pour cela nous calculerons la valeur de t [ou plutôt celle de t^ qui en diffère infiniment peu], d'après les équations (24).
Pour cela remplaçons dx, dk, . . . par leurs valeurs. Ces équations deviennent
dx dk \ ^ fd.r dk \ ^ ' ,
du du J \ âv dv j
Éliminant du, dv, t^ — t, il vient
dx dk
dTi'^'dr/'
dx dk dv dv
dy^dB^ du du '
^bi.ôB dv "^ dv ^'
dz dC
dFi~^d^/'
dz dC
dv ~^ dv ^'
équation du second degré en ^, dont les racines divisées par y/A^H-B^4-G^ donneront les rayons de courbure principaux
5i23. Lignes géodésicfues. — Ce sont des lignes telles que si l'on prend, sur l'une d'elles, deux points P, Q (suffisamment voisins) l'arc PO soit le plus court chemin qu'on puisse tracer sur la surface entre P et Q.
CHAPITRE IV
Le plan osculateur à une ligne géodésique contient la normale à la surface.
Supposons en effet qu'au point P il fît avec la normale un angle 8. Menons la tangente PT à la ligne géodésique. SoitK la courbure de la section normale faite par cette tangente.
La eréodésique aura pour courbure r*
^ ^ ^ cos9
Soit Q un point de la géodésique infiniment voisin de P.
Par ce point et par la normale en P faisons passer un plan.
La section faite par ce plan dans la surface a au point P une
tangente PT' infiniment voisine de PT. La courbure K' de
cette section normale sera donc infiniment voisine de K et
par suite plus petite que y,-
* ITT ç(^gy
Or l'excès de longueur d'un arc ds de courbure A' sur sa
corde PQ est égal (483) •A^k'^ds'^ ou sensiblement à \ X:-PQ . Cet excès serait donc moindre pour l'arc de la section normale que pour l'arc géodésique ; celui-ci ne serait donc pas minimum comme l'exige sa définition.
524. On déduit aisément de cette propriété l'équation différentielle des lignes géodésiques.
Considérons eneff'et, le long d'une de ces lignes, ^, JK, z^ v comme fonctions de la variable indépendante u. Soient
leurs dérivées. Le plan osculateur
O/ , vO , • • • 7 • • • >
aura pour équation
Oo
Pour qu'il contienne la normale on doit avoir
Oc
Mais on a
, dx dx ,
du dv
., d^x â^^x , â^x ,. dx ,,
ôiû du dv âv^ 09
Substituant dans la relation précédente, on obtient une équation entre u, v, ç'^ v^' .
Cette équation différentielle du second ordre a pour solution générale une expression de Ja forme
contenant deux constantes arbitraires c,, c-^. On peut en disposer pour faire passer la ligne géodésique par deux points donnés, ou par un point donné avec une tangente donnée.
o2d. Courbure de Gauss. — Considérons une portion d'une surface S. On peut j distinguer deux faces. Choisissons arbitrairement l'une d'elles pour lui élever une normale. Cette droite sera définie en chaque point M non seulement en direction, mais en sens.
Fis. 21.
Par un point arbitraire O menons une parallèle à cette demi-droite. Le point m où elle rencontre une sphère de rajon un^ décrite autour du centre O, se nomme Vimage sphérique du point M.
Si M décrit sur la surface un contour fermé C, p décrira sur la sphère un contour fermé c. L'aire de la région /• intérieure au contour c sera par définition la courbui'e totale de la région R de la surface intérieure au contour G.
On lui donnera le signe -f- si les contours C et c respectivement décrits autour des régions R et /• sont parcourus dans le même sens; le signe — s'ils sont parcourus en sens contraire.
Le rapport des aires /' et R sera la courbure moyenne de la région R.
Enfin, on appellera courbure de la surface S au point M la limite de la courbure moyenne d'un élément infiniment petit de cette surface contenant le point M.
o26. Pour déterminer cette courlmre, supposons d'abord que l'élément considéré soit limité par deux lignes de courbure MN, MP qui se croisent au point M et par deux autres lignes de courbure infiniment \oisines PQ, NQ. Ces lignes
Fia. 22.
se croisant à angle droit, l'élément MINQP peut être assimilé à un petit rectangle plan et son aire R sera sensiblement représentée par MN.PQ.
D'autre part, la normale en N sera contenue (aux infiniment petits près du second ordre) dans le plan mené par la normale en M et par la tangente à MN; car elle passe par le centre de courbure principale et par le point N, qui tous deux sont dans ce plan. De même, la normale en P sera dans le plan mené par la normale en M et la tangente à MP. Ce plan est perpendiculaire au premier.
Donc les images sphériques des arcs MN et MP seront des arcs de grands cercles ran^ mp qui se coupent à angle droit. Donc, l'élément r sera un rectangle et aura pour aire le produit de ses côtés mn^ mp, qui ne sont autres que les angles formés par la normale en M avec les normales en N et P.
Or, on a évidemment
mn =. ky MN, mp =_- k^ MP,
k^ et k^ étant les courbures principales au point M. Nous obtenons donc ce théorème :
La courbure G d\ine surface en un de ses points est égale au produit des courbures des sections principales.
527. Pour établir complètement cette proposition, il reste toutefois à montrer que le résultat subsiste si l'on considère sur la surface S un élément quarrable R de forme quelconque, au lieu de l'élément particulier délimité par des lignes de courljure, que nous venons de choisir.
Pour le faire voir, traçons sur la surface, aux environs du point M, un réseau de lignes de courbure infiniment voisines les unes des autres. Ces lignes partageront l'intérieur de R en éléments infiniment petits. Ceux qui rencontrent sa frontière peuvent être négligés à la limite, car la somme de leurs aires est infiniment petite, et il en est évidemment de même de la somme de leurs courbures totales.
Quant aux éléments intérieurs, limités par des lignes de courbure, on peut leur appliquer le théorème précédent. Soit donc de l'un d'eux; l'élément sphérique de' correspondant aura pour valeur principale de son aire l'expression k^k^de^ ki, k-i désignant les courbures principales au point (^,j^, z) origine du rectangle de.
L'aire r = S de' sera donc donnée par l'intégrale définie
ky kl de, prise dans T intérieur de R.
Or /ti, kl sont les racines de l'équation (i5 Leur produit est donc égal à
RT
C'est le quotient de deux fonctions continues de a et de c; d'ailleurs, le dénominateur étant égal à A- + B- + G^ n'est jamais nul. Donc k^k^ est une fonction continue, et l'on
pourra poser
c désignant la valeur de A", k2 au point M, et p un reste moindre en valeur absolue que £, si les dimensions de l'élément R sont assez petites.
On aura donc
/ kl ko de c j de -\- j p rh j p de
I de I de 1
de
Mais le second terme de cette expression tend vers zéro avec les dimensions de l'élément R, car son module esf moindre que
de
On a donc bien
,. r RT — S*
quelle que soit la forme de l'élément considéré.
528. Gauss a ('tabli l'identité suivante, (|u'on peut vérifier
ai
sémenl juir des calculs un peu laborieux, mais qui n'offrent
aucune difficulté :
F2)(RT
[dv dv
dF dG du dv
fdGy
^fdGdE du du
^dF dE dv du
/dEyi
^./dEdG \du dv
dE dG dv du
dE dF dG dF dv dv du du
dF dF
"^ ^ du dv
Jd'-E
d'F d''G\ du dv du^ )
Cette formule importante montre que RT — S-, et par suite la courbure c, peut s'exprimer au mojen des seules quantités E, F, G et de leurs dérivées partielles.
529. Surfaces applicables. — Soient S, S, deux surfaces, sur lesquelles le ds^ soit respectivement
ds^ = E du:^ + 2F du dv -\- G dv-.
ds\ — E, du] -h 2 Fi dui dv^ -f- G,dv\.
Etablissons entre ces deux surfaces une correspondance point par point, en supposant leurs paramètres w, (^ et w^, V\ liés par deux relations
On en déduit
du]^ z=z —I. du -\ — r-î- dv, dv, -=. -^ du -\ — ^ dv.
du dv du dv
Par la substitution de ces valeurs, ds] sera transformé en une expression de la forme
ds\ = C du"^ + 2 rf du dx -i - (f dv''- .
On dira que S< est applicable sur S si, en choisissant convenablement les deux fonctions C5, ']>, on peut satisfaire
aux trois relations
Ce ne sera pas possible en général.
530. Si deux surfaces S, S, sont applicables l'une sur l'autre :
i" Les deux surfaces S, Sj auront la même courbure aux points correspondants;
2° Les arcs de lignes correspondantes auront même longueur;
3" Deux régions correspondantes des deux surfaces auront même aire;
4° Deux lignes quelconques tracées sur S se coupent sous le même angle que leurs correspondantes.
i" En effet, en prenant les mêmes variables indépendantes u et V pour les deux surfaces, la courbure en un point donné ne dépendra (528) que des fonctions E, F, G et de leurs dérivées, qui sont par hypothèse les mêmes pour les deux surfaces.
2" Pour définir une ligne L tracée sur S, on doit établir entre les paramètres u^ v une relation
V—fll.
L'élément â?o- de son arc sera
et, si Uq^ u^ sont les valeurs de u aux extrémités de cet arc,
sa longueur sera
\/E -h xVj' ^i^J'^du,
Pour obtenir la ligne correspondante L| il faudra établir entre a et v la même relation; E, F, G n'étant pas changés
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par hypothèse, le d^j restera le même et devra être intégré entre les mêmes limites Wq et m,.
3*" L'élément de l'aire dans les deux surfaces a aussi la même expression
et devra être intégré dans le même domaine s'il s'agit de régions correspondantes. Les aires obtenues seront donc égales.
4^ Enfin, une courbe définie sur la surface S par l'équation V ^=^fu a pour coefficients directeurs de sa tangente
du dv^ ' âa d^y ' au "^ (Ji>-^ '
Une seconde courbe, définie par l'équation v =/{ u-, aura de même les coefficients directeurs
dx dx , âv ày , dz dz. âTi^ô^^'' ôTi'^âV-^'' ÔTi'^Tv'^''
L'angle V de ces deux droites sera donné par la formule
x .\ f (}x dx ,, \
•osV
dx ôx
/ 1 Ox àx .,Y / / âx ôx
expression qui ne dépend que des rapports mutuels de E, F, G.
o3L Cherchons quelles sont les surfaces applicables sur un plan.
Leur courbure doit être nulle, comme celle du plan luimême. Or, si l'on prend x, y comme variables indépendantes, l'expression générale trouvée plus haut pour cette
courbure
RT - S
se réduit à
rt — S'
Donc, z doit satisfaire à l'équation aux dérivées partielles rt — 5^ =: o.
Nous avons intégré cette équation (184) et montré qu'elle caractérise les surfaces développables.
532. Réciproquement, toute surface développable est applicable sur un plan. Pour le démontrer, nous exprimerons les coordonnées de ses points en fonction de deux paramètres particuliers.
Soient G l'arête de rebroussement, M un point quelconque de la surface, MN la génératrice qui y passe, N son point de contact avec C.
Fig. 9.?,.
Le point M sera défini si l'on donne l'arc ON = a- compté sur C à partir de l'origine des arcs, et la longueur NM =: / du segment à porter sur la génératrice.
Calculons la distance ds du point M au point voisin M' de coordonnées o- -f- d^T, / + dl.
Par N menons la parallèle Njjl à N'M' et menons les droites NQ, M'a, MP perpendiculaires à cette droite.
On sait que l'angle MNP a pour valeur principale kd<7^ k désignant la courbure de G au point N. Ce sera une certaine fonction de l'arc, telle que cp(a-).
D'autre part, M' p. est du second ordre par rapport à d<s. Donc MM' a la même valeur principale que Mjjl.
Or, _ _^ _^
M|jL =MpV V\l \
MP = MN sinMNPapour valeur principale l'f{<^) d<7. D'autre part,
P^ — PN — N|UL rrr /cosMNP — N' M'^- N'Q =z /(cosiMNP - i) — dl + N'Q.
Mais on a au second ordre près
cosMNPr^i, N'Qzr^da.
Donc
P^::=zd<7 — dl,
et finalement
ds''=zl^f{(j) dŒ^ 4- ( ^CT — dl)\
Or, on peut construire dans un plan une courbe dont l'équation intrinsèque soit /c=:cp((7). Sur une tangente à cette courbe menée par le point o- prenons une longueur /. Nous obtiendrons un point Mi correspondant à M.
Au point M' correspondra de même un point M', infiniment voisin de M, . Et la distance M, M^ = ds^ sera donnée évidemment par la même formule que nous venons de trouver pour ds. Les deux surfaces sont donc applicables l'une sur l'autre.
o33. Cette démonstration demande une légère modification lorsque, l'arête de rebroussement se réduisant à un seul point, la développable dégénère en un cône. Dans ce cas, coupons le cône par une sphère de rajon an ayant pour centre le sommet O du cône. Soit C la courbe d'intersection. Un point M du cône sera déterminé si l'on donne : i° la longueur / de la génératrice OM; 2" l'arc o- de la courbe C, com-
pris entre l'origine des arcs et le point N où C est rencontrée par OM. Et l'on verra aisément que la distance ds du point M de coordonnées /, a- au point voisin M' de coordonnées l-\-dl^ G -4- d<7 est donnée par la formule
ds^=Wlx\'lIw^=l'd(j''^dl\
expression identique à celle du ds^ d'un plan rapporté à des
coordonnées polaires.
Fig. 24.
Enfin, si le cône dégénérait en un cylindre, on rempla^ cerait la sphère précédente par un plan perpendiculaire aux génératrices. En prenant pour variables l'arc a- de cette section droite et la longueur l à porter sur la génératrice, on aurait
ds^=zda^-^dl-,
expression du ds- d'un plan rapporté à des coordonnées cartésiennes.
534. Soit une courbe plane située dans le plan des x.z et ayant pour équation
u désignant l'abscisse et z l'ordonnée d'un de ses points.
Si cette courbe tourne autour de l'arc des z et s'élève en même temps d'une quantité proportionnelle à l'angle v de
roLatiou, elle engendrera nue surface dite hélicoïde dont les équations seront
œ^=^uco?>v, y-rrwsinr, zz=zfu-\-av.
Son ds^ sera
ds^—{i-hf^)du^-h 2afdudv-{-{u''-^a'-)dv\
Les surfaces de révolution sont un cas particulier des précédentes; elles correspondent à l'hypothèse a = o.
Tout hélicoïde est applicable sur une sur/ace de révolution convenablement choisie.
Pour établir cette proposition il nous faut montrer qu'on peut remplacer u, v par de nouvelles variables ?/|, Vt qui réduisent le ds^ donné à la forme
[i -h c^'^Ui)]du\^ u\dç
Or, en complétant le carré formé par les deux derniers termes de ds'^, nous le mettrons sous la forme
{u''-{-a'')(dv-h -f , -+- iH , / du\
Posons
r afdu
Cette expression devient
u\dv\-\-^du\.
étant une fonction de u^. Elle aura la forme requise si l'on détermine la fonction o par la condition
d'où
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o8d. Rcprésenlalïons conforii es. — Lorsque les deux surfaces !S, Si coasidérées au n ' o29 ne sont pas applicables l'une sur l'autre, on ne peut satisfaire à la fois aux trois équations
Mais on peut déterminer les fonctions co et 'h qui établissent la correspondance de telle sorte qu'on ait
Si ces conditions sont satisfaites, la représentation ainsi obtenue des points de S, par des points de S sera dite conforme.
Une semblable représentation n'altère pas les angles, car l'expression donnée pour cosV (530) ne dépend que des rapports des coefficients E, F, (3.
La recherche des représentations conformes d'une surface sur un plan constitue le problème des caries géographiques.
Connaissant une solution de ce problème, on en déduira une infinité en la combinant avec les représentations conformes d'un plan sur lui-même.
536. La recherche de celles-ci revient à déterminer de toutes les manières possibles des fonctions X, Y, K des coordonnées .r, y satisfaisant à la relation
Cette é(|uation peut s'écrire ainsi
{dX 4- id\){dX~id\)=:K{da^ + idy){da' - idy).
On y satisfait en posant
dX 4- idY — (M -\-'^l){dx H- idy), dX — id\ - (M — Ni){dx - idy),
On a une autre solution en changeant le signe de Y.
On devra donc prendre pour X -f- iY (ou pour X — /Y) une fonction (arbitraire) de la variable complexe x + iy et pour M -f- N« sa dérivée.
Posons par exemple
On aura la solution
d'où
^v ce
C'est la trans/ormation par rayons vecteurs réciproques.
o38. Cherchons des représentations conformes d'une sphère de rajon r sur un plan.
Prenant pour variables sur la sphère la longitude cp et la colatitude 9, nous aurons
^ = r sin0 cos'^, r = r sin0 sinq?, z=:rcos5.
On en déduit aisément
ds'-— r^(d9'-^ s'in^ dd(D'') z= rHïn^Ql -^-^-. -h do'-]. ^ ' \sin2& ' J
Cette expression deviendra égale à hi(dx^ -\- dy'^) si l'on pose
d.v = -^—7:) dy = do.
d'où
^zzrlog tangua, /=?,
avec
K= rH'in^d.
C'est la projection de Mercator. Elle fait correspondre
aux méridiens et aux parallèles de la sphère des droites parallèles aux axes coordonnés.
IX. — Coordonnées curvilignes
540. Soient, comme au n*" 153, x, jk, 3 et t^ w, v deux systèmes de variables, liées par les relations
Supposons que, dans l'intérieur d'un certain domaine E : 1** les fonctions cp^, '^27 ^3 admettent des dérivées partielles continues; 2" leur jacobien J n'est pas nul; 3" à deux points (^, M, v) diflerents correspondent deux points (^, JK, ^) différents.
Lorsque (^, w, v) décrit le domaine E, (^, jk, s) décrira un domaine correspondant E', dans l'intérieur duquel t^ w, v seront réciproquement des fonctions de x^ y, s, telles que
Au lieu de déterminer la position d'un point de E' par ses coordonnées cartésiennes x^ y, ^, on peut le faire au moyen des nouvelles variables ^, u\ v\ car, les valeurs de celles-ci étant connues, on peut en déduire celles de x^ y, z, et réciproquement. On donne à ces nouvelles coordonnées le nom de coordonnées curvilignes.
Les points pour lesquels t a une valeur constante ^0 représentent une surface 4>i (^, y, z) = ùq^ que nous appellerons,
pour abréger, la surface tQ. En faisant varier cette constante, on obtiendra une famille de surfaces. Les équations
Il =z(!>^{x^ y, z) T^ consl., ç :=(^.;i{x, y ^ z) tzz consl.
représenteront deux autres familles de surfaces.
La valeur principale ds de la distance de deux points infiniment voisins (^, ii, i^) et (^ -f- dtj u -\- du^ v -\- di>) est donnée (153) parla formule
ds^zrz
: Ml dt^ + Ma du'^ 4- M3 ^p2 -h 2 N, du dç
-+- 2^idçdt-+- 2N^ dt du,
où
La valeur principale d\ de l'élément de volume compris entre les surfaces f, t-\-dt\ u, u-\-du\ v^ v^dv est donnée d'autre part (153) par la formule
(4) d^ r=^\l\dtdadKK
541. En chaque point x^y^ z passent une surface ^, une surface u et une surface v. Les plans tangents à ces surfaces ont respectivement pour équations
Ils se couperont à angle droit si l'on a
/ d^, ^0)2 ()a>i d^^ dO), (9^2 \ dx dx * dy dy dz dz
] d^^ d^z d^^ d^^ d^^ d(^^ dx dx dy dy dz dz
d^^ d<l>, d^., d<b, d<i>^ d^, \ dx dx ' dy dy ' dz dz
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Si ces équations sont identiquement satisfaites, quels que soient x^ jk, z^ les surfaces des trois familles se couperont partout à angle droit, et formeront ce qu'on nomme un système orthogonal.
Dans ce cas, les expressions de ds"^ et de gTV, données cidessus, se simplifieront.
Considérons, en eflet, l'élément de volume compris entre les six surfaces t^ t -\- dt\ u^ u -\- du] ç^ v + dv. 11 se réduit sensiblement à un parallélépipède rectangle. Le carré ds'^ de sa diagonale sera donné |)ar la formule (3). Ceux de ses arêtes seront respectivement ^\\dt'^^ M^^du'^, M.^dv'^. Mais le carré de la diagonale doit être égal à la somme des carrés des trois arêtes. Donc on aura
ds^'z^zM, df" -f- M, diC- 4- iM3 dv''
et Ni, No, N3 seront nuls.
D'autre part, le volume du parallélépipède sera le produit de ses arêtes; d'où
d^ — v/MiMaMs dt du dv.
Nous allons passer rapidement en revue les systèmes de coordonnées les plus usités.
X -3 /' sin); cos|jL, y =: rsinX sin^ji, z = /• cosX
Les variables /', )., [jl se nomment les coordonnées polaires du point (^, y^ z).
Ajoutant les carrés de ces équations, il vient
Les surfaces /•:= const. sont donc des sphères ayant l'origine pour centre.
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On a, d'autre part,
-^-^ .^ lai.g-X. • ^
■il'
Les surfaces \ =: const. sont donc des cônes de révolution autour de l'axe des z.
Enfin
l = tnng^.
Les surfaces ^ = const. sont donc des plans passant par l'axe des z.
Ces trois systèmes de surfaces se coupent évidemment à angle droit.
En faisant varier /• de o à oo, A de o à tt, et [jl de o à au, on obtiendra tous les points de l'espace, chacun une seule fois. (On doit excepter les points de l'axe des z pour lesquels [JL est indéterminé. A l'origine, X est également indéterminé.)
= sin^A cos'^iJL -h cos^Xcos^jj. -t- sin^|jL = i,
«.=(ï)'-(iy-(s
= r^ cos^X cos^p. -}- r^ ces-). sin^jjL 4- /"^ i^in^X = r^,
= r^ sin^A sin^^/jL 4- r^ sia-X cos^^ = /•* sin"^À
et, par suite,
ds^ — dr^ -h /-^ dr- + r^ sin^ l du"-, dW r=zi r^ s'inl dr dl d^.
L'emploi des coordonnées polaires est surtout avantageux dans les questions relatives à la sphère ou aux surfaces de révolution.
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o43. Coordonnées semi-polaires. — Pour les cylindres droits, on emploie de préférence les coordonnées semi-polaires
X =r /'COSjUl,
y = /sin^,
Les surfaces z = const. représentent ici des plans parallèles au plan des xy, les surfaces /• = const. des cylindres x^-hy^= /'^, de révolution autour de l'axe des z; les surfaces |JL = const., des plans — =tang u. qui passent par cet
axe. Ces surfaces se coupent à angle droit, et l'on obtiendra
tous les points de l'espace, une fois chacun, en faisant varier
r de o à oc, [jl de o à 2tc, ^ de — oo à + oo (sauf pour l'axe
des ^, où pi est indéterminé).
On a ici
Ml r:= COS^/JL -+- sin'"^ = I ,
et, par suite.
ds^ = dr^ -+- /•' diJ.^ -h dz d\ 1= r dr d\t,dz.
Coordonnées elliptiques, — Les surfaces X2 Y
où \ est un paramètre variable, forment un système de surfaces homofocales du second degré.
Par chaque point x^ y, z de l'espace passent trois surfaces du système, dont les paramètres seront les racines de l'équation
d« troisième degré en A.
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54o. Cette équation a ses trois racines réelles, et respectivement comprises entre — S. et — B, entre — B et — C, entre — G e^ + co (en supposant, pour fixer les idées, qu'on ait A > B > G}.
En effet, posons X = — A -|- s, e étant une quantité positive infiniment petite; le premier membre de Téquation deviendra
Le premier terme — est positif et infiniment grand. Il
l'emportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la substitution sera donc positif.
Si l'on posait X = — B — s, le premier membre de l'équation deviendrait
et serait négatif, le second terme ^ — j qui est négatif et infini, l'emportant sur tous les autres.
Donc, le premier membre de l'équation change de signe entre }v = — A-he et \ = — B — e. Or, il est évidemment continu dans cet intervalle. Donc, il s'annulera entre ces limites.
On voit, de même, que 1 = — B H- e donnera un résultat positif; X= — G — £ un résultat négatif. Donc, il y a une seconde racine réelle dans cet intervalle.
Enfin, À = — G -(- £ donne un résultat positif; X = + oc un résultat négatif. Donc, il y a une troisième racine réelle, supérieure à — G.
Lorsque X est < — A, A-t-X, B + X, G + X étant négatifs, la surface représentée par l'équation (i6) sera imaginaire.
Si A>— A et <— B, A + X étant positif et B + X, G + A négatifs, la surface sera un hyperboloïde à deux nappe-i.
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Si A >> — B <; — C, ce sera un hjperboloïde à une nappe.
Enfin, si X > — C, ce sera un ellipsoïde.
Donc, en chaque point de [^espace se croisent t?^ois surfaces du système, à savoir : un hyperholoïde à une nappe, un hyperholoïde à deux nappes et un ellipsoïde,
546. Ces surfaces se coupent à angle droit. — Soient, en effet,
x^ Y- yj _
deux de ces surfaces qui se coupent au point {^x^ )^, z). Leurs plans tangents ayant respectivement pour coefficients
A4-Xi' B-hA,' G + >./
A 4- >., ' B-hXs' cn^'
la condition de l'orthogonalité sera
^^^ (A+XO(A+X,) "^ (B4-Xi)(B+A,) "^ (G4-}.,)(G+>.,) ^•
Or cette équation s'obtient immédiatement en retranchant l'une de l'autre les deux équations
A -H >.o B -\- h G 4- Aa et supprimant le facteur commun Xo — ^i-
547. Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées d'un point {x, y, z) les trois racines A,, X^, A3 de l'équa-
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tion (6). Elles seront liées à x, y, z par les relations
A + Al B -f- Ài C + }^,
A -h X3 B -^ A3 C + >.3 Des deux premières, on déduit, par l'élimination de z-,
^Â:^r>;-A + Aj ^VB-hX, b + aJ-^ " '
ou, en réduisant et supprimant le facteur commun Ao — ^m, A G . B-G ,^
(A + A0(A-+->.2)"^""^(B4-Xi)(Bh-}^0'^ '■
On trouvera, de même,
(A + >0(A+X3)"^ "^ (B + AOlB+^a)-^
Éliminons jK^^ il viendra
A-G fB-\-l, ^~^^2\^2^^_
A -h Xi VA 4- A3 A + >.2^ ou, en réduisant et supprimant le facteur ).;$ — Xo,
(A-h>;0(A-hX2)(A + }i3)'^ ''
On trouvera, de même,
^ (B4-Ai)(B + >.,)(B + X3) ^'- (B-A)(B-G)
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Les coordonnées ^, y, z n'étant déterminées que par leurs carrés, à chaque système de valeurs de A,, A2, X:j correspondront huit points, dont un seul situé dans le trièdre des coordonnées positives.
548. Pour calculer l'élément de l'arc ds en fonction deX,, ^2, X35 prenons les dérivées logarithmiques des deux membres des équations précédentes. Il viendra
dœ dl, dl^
dl
X A -h Xi A + >.2 A 4- \ dy d\^ d\^ dï.^
y B + Ai B4->.2 B + >>5
dz
dX
dl:
Reste à calculer la somme
et ses analogues.
Substituant les valeurs de x-^ y^, z-^ cette somme devient
(A + X2)(A + >3) , (B-hA,)(B-+->>3)
4 L(A — B)(A — G)(A-t->.i) ' (B — A)(B-C)(B-i-Xi)
(G + X,)(G4-A3) "+" (C-A)(G-B)(C-f-X elle est égale à
4 (A + Xi)(B+Xi)(G + X,)*
On peut le vérifier immédiatement en appliquant à cette dernière expression, considérée comme fraction rationnelle en À,, la règle connue pour la décomposition en fractions simples.
Donc, en désignant par Mi cette fraction et par Mo, M3 deux fractions analogues qu'on obtiendrait en permutant circulairement X,, Xo, X3, on aura
(8) cis'-u^dix-^^Udii^yi^crki,
o50. TnÉoRiiME DE DupiN. — Si ti'oîs systèmcs de surfaces
F(^% jK, ^) = const., $(^, r, 5) ~- const., ^(^-, /, ^) =: const.
forment un système orthogonal, elles se coupent mutuellement suivant leurs lignes de courbure.
Soient F(x, y^ z) — c = o, ^{x^ y, z) — c< = o deux surfaces quelconques prises dans les deux premiers systèmes. Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque de leur intersection ; pour plans coordonnés les plans tangents à ces surfaces et à la surface W[x^ y^ z) — C2= o du troisième système qui les croise en ce point.
Le plan des xy étant tangent à la surface F — c, on aura, pour X =^ o, y = o, ^ = o, -•;
Ox or
âF .
On aura, d'ailleurs, ;t- <o, sinon l'origine serait un point
singulier sur la surface F — c, hypothèse que nous excluons. Le plan des yz étant tangent à la surface $ — c,, on aura, de même, pour .2? = jj/ = 3 = o,
mais
dx "
Enfin le plan des zx étant tangent à la surface W — Co, on aura, toujours pour ^ =: y = :: 1= o,
OW dW d'y ^
Oz dx dy ^
Gela posé, les trois systèmes étant orthogonaux, on aura identiquement
àF_ d^ dj_ d^ ^ ^ _
dx ôx ây ôy àz Oz
()^ âW 0^ àW à^ àW _
dx dx dy dy dz dz ~~ ^
^ ^ d^dF^ dW dF^ _
dx dx dy dy dz dz
Prenons la dérivée de la première équation par rapport ky\ il viendra
^^F d^ dF_ _^_ (PF m dx dy dx dx dx dy dy^ dy
dF d''^ d'-F d<t^ dF d-^
dy dy'^ dz dy dz dz dz dy
K V ' A 1 ' . dF dF d^ d^l> ,
A 1 orierme des coordonnées, ou -— , -—5 ^—^ -— s an- ^ ' dx dy dy dz
nulent, cette équation se réduit à
d'F d^ dF d'^ _ dx dy dx dz dz dy ~
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Prenant de méine la dérivée de la deuxième équation par rapport à 5, celle de la troisième par rapport à x^ et faisant ensuite x = y ■=. z^=o^ on trouvera les deux équations analogues
à Y dz ôy ôx dx âz dz dx dz dy dy dx
Ces trois équations, linéaires et liomogenes en - — — , , montrent que ces quantités s annulent, car le
dy dz dz dx
, , . dF d^ dW
déterminant de ces équations, étant égal a 2 -r ■ r—
* ' ° dz dx dy
est ^o.
On aura donc, à l'origine des coordonnées, non seulement
d¥ dF . d'F
b — c = o, -T— == o, -r— = o, mais encore
dx dy dx dy
Gela posé, soient, pour abréger, A, B, C, ... les valeurs
, dF i d'F i d'F y . . . ' • j TU
de ^) - -T— ::> — r-r> ••• pour 1 origine. La série de Macdz 1 dx^ 1 dy^ ^ ^
laurin donnera
Ge développement ne contenant pas de terme en xy^ les plans coordonnés seront les sections principales de la surface F — c. Donc, l'axe des y^ qui est tangent à l'intersection des deux surfaces F — c, <ï> — c,, sera en même temps tangent à l'une des sections principales.
Mais l'origine est un point quelconque de l'intersection des deux surfaces F — c et ^ — c, ; cette courbe sera donc tangente en chaque point à l'une des sections principales, ce qui est l'une des propriétés caractéristiques de la ligne de courbure.
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ool. CouoLLAiKE. — Les Ugiies de courbure dUine quadrlque sont ses intersections avec les quadriques liomofocales.
Car les ellipsoïdes et les hyperboloïdes homofocaux à la quadrique considérée forment un système orthogonal.
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I. — Coordonnées homogènes
55^. Considérons un plan dont les points soient caractérisés par deux coordonnées cartésiennes X, Y. Si noas supposons que l'une des deux coordonnées X, Y, ou toutes deux à la fois, croissent indéfiniment, de telle sorte que l'un
au moins des deux rapports — j -^ tende vers une limite finie
et déterminée, nous conviendrons de dire que le point (X,Y)
tend vers un point déterminé, défini par cette limite, lequel
point est situé à l'infini, et sera regardé comme appartenant
au plan.
Posons
(I) X=rf, Yr.:^,
x^ y, z étant trois nouvelles variables, assujetties à la condition de rester finies et de ne pas s'annuler à la fois. A chaque point du plan (complété par l'adjonction des points à l'infini) correspond un système de valeurs déterminé pour les rapports mutuels de oc^y^ z, et réciproquement.
Soit F (X, Y) = o l'équation d'une courhe d'ordre /?. Remplaçant X, Y par leurs valeurs ( i ) et chassant les dénominateurs, il viendra
/étant un polynôme homogène de degré n. J. - L
En particulier, une ligne droite sera représentée par l'équation générale du premier degré
uœ -I- cy H- CV3 t= o.
Les points à l'infini sont donnés par l'équation
qui est un cas particulier de celle-là. Le lieu de ces points peut donc être assimilé à une droite.
oo3. Posons
Ç, 7j, Ç, S, H étant de nouvelles variables, et X, [J-, v, ... des constantes dont le déterminant D ne soit pas nul. Soient L, M, N, . . . les mineurs de D ; ces équations, résolues par rapport à ^, -^i, Ç, donneront
Ç=: jf >
et X, Y seront liés à S, H par les relations
^^ ' L\ -hiyY-i-T/ „ MX -h M' Y -f- M
NX -+- N'Y -+- X" NX -h .M'Y -+- iN"
Ces éq'uations, ({ui définisSenl sans ambiguïté les rapports
mutuels de ?, '/], Ç, en fonction de ceux de^,y, z et réciproquement, peuvent être interprétées de deux manières :
1° On peut considérer x, y^ z et Ç, y), Ç comme deux systèmes de coordonnées différents représentant un même point. Dans ce cas, Ç représente, à un facteur constant près, la distance de ce point à la droite
O rzr ^ =: L^ -H h' y -f- L" Z " Z ( LX -^ L' Y + L"),
et de même pour t\ et v Le point est ainsi caractérisé par les rapports de ses distances aux trois droites ? = o, yi = o, Ç r=z o. Ces droites forment un triangle qu'on nomme triangle de référence ; Ç, rj, Ç seront des coordonnées trilinéaires. La courbe /=o, rapportée à ces nouvelles coordonnées, aura pour équation
/(>.| + f^rj + vC, ..., ...) -o,
dont le premier membre est encore homogène et de degré n. 2® Considérons au contraire Ç, Tj, Ç comme des coordonnées de même nature que x^y^ z. A chaque point (^,y, z), les équations (2) feront correspondre un autre point (?, yj, Ç) généralement diff'érent, et qu'on nomme son transformé homo graphique. La courbe /(^,jK, 5) = o aura pour transformée la courbe
En particulier, la droite à l'infini g = o aura pour transformée la droite
et la droite
aura pour transformée la droite à l'infini (^ = o.
554. Soit (X, Y) un point du plan, situé à distance finie, ainsi que son transformé homographique (E, H) ; on aura, d'après cette hypothèse,
VE H- [iJ'll -h v" > o, NX -f- N'Y -4^ N" > &,
Soient (X,,Y^) et (Xj+AX,, Y,-l-AY<) deux points quelconques infiniment voisins de (X, Y); (S,, H,) et (S, +AS, ,H, -f-AH, ) leurs transformés ; l'écart | AX, | -h |AY, | des deux premiers points sera du même ordre de grandeur que l'écart | AE, | -h | AH, | de leurs transformés.
On a, en effet,
_ }.(EiH- AZ|) +^(Hi4- AHi)+v _ lEj-hixU.-^v
r^PASli + QAH,,
P et Q tendant vers des limites finies lorsque AS, et AHi tendent vers zéro. On aura donc
AX,|5|P||AE,| + |Q1|AH.| = R[|AÏ.| + |AH
R étant une quantité finie.
On trouvera, pour | A Y, |, une limite analogue. Donc le rapport de I AX, I -h I AY, | à | AS, | + | AH, | ne peut surpasser un nombre fixe. Et comme on peut faire le même raisonnement sur son inverse, on voit que les deux écarts considérés sont du même ordre de grandeur.
11 résulte évidemment de là que, 5/ deux courbes F = o, Fi= o ont un contact d'ordre m au point (X, Y), leurs transformées <ï) = o, (!>, = o auront le même contact au point (S, H).
Nous avons admis, dans la démonstration, que (X, Y) et (S, H) étaient tous deux à distance finie. Mais le contact de deux courbes en un point à l'infini n'a été, jusqu'à présent, l'objet d'aucune définition. JNous dirons donc que deux courbes ont un contact d'ordre m en un semblable point lorsque, ce point étant ramené à distance finie par une transformation homographique, les courbes transformées ont un contact de cet ordre. Cette Convention permettra d'énoncer le théorème sans restriction.
o5o. Covariants. — Soit
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un polynôme homogène de degré n, dont les coefficients soient des constantes indéterminées. Par la transformation homographique (2), nous obtiendrons un nouveau polynôme
f{Xi -h fJLY] + v£, ...,...) = 9(2, ri, O -= 2 Aap^^«YîPÇï
de même degré, et dont les coefficients A^py seront des fonctions linéaires des «r/apy.
Gela posé, soit P (^,y, 5, . . ., «apy, • • •) un polynôme entier et homogène en x^ y^ z d'une part, et par rapport aux coefficients <^apy d'autre part. Si, en substituant pour ^, y), Ç leurs valeurs (3) en x^ y^ z et pour A^py, . . . leurs valeurs en «apy, . . -, on a identiquement
(5) P(?,Y],C, ..., Aocpy, .. .) = MP(^,7,^, ...,«apy, .-•).
M désignant un facteur convenable, on dira que P est un covariant de/. Ce sera un invariant si x^ y, z n'y figurent pas.
Il est aisé de déterminer la nature du facteur M. En eff*et, le premier membre de l'équation (5) est du même degré que P (.r, jK, z. . . ., «apy? • • •)' ^^^^^ P^r rapport aux variables x^ y, z que par rapport aux coefficients «apy ^^ quotient M sera donc une fonction de X, [Ji, v, . . . seulement, laquelle
sera d'ailleurs rationnelle et de la forme ^> Q désignant
un polynôme entier.
En appliquant, d'autre part, aux fonctions cp (ç, t^, Ç) et P(^, Yi, Ç, . . ., Aapy, . . .) la transformation homographique (3) inverse de la précédente, on reviendrait évidemment à la fonction primitive f{x, y^ z) et la condition d'invariance donnerait
(6) V{x,y,z, .. .,aa,^y, . . . ) = MiP(^, tq, C, • • -, Aa^y, . . .),
le facteur M, = ^ se déduisant de M par le changement de
L L' L" X, p., V, ... en ^, ^, ^,
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La comparaison des équations (5) et (6) donne
car les déterminants D, D< sont réciproques. D'ailleurs, L, L', L", . . . , D sont des fonctions entières de X, pi, v, ... ; donc
Qi, qui est entier en tt' tt*' • ' sera de la forme p— ?
R étant un polynôme entier en A, [a, v, .... Donc, pour que l'on ait QQt = I, il faudra que Q divise D^ et, par suite, se réduise à une puissance de D. Donc, enfin, M sera une puissance de D, positive ou négative, telle que D^.
Pour déterminer l'exposant A, considérons la transformation particulière
(7) œ — ll, y — U, z.^lt:,
pour laquelle D = À-^
La fonction y étant de degré «, cette substitution multipliera tous les coefficients par ').^, On aura donc, si P est de degré m par rapport aux variables et de degré/? par rapport aux coefficients,
P(I,VÎ
-, Aa^y,
) = p(f,|-,^, .. ,A"a,py, .,
et, par suite.
^l-"'^''PP{j^,y,z., ...,«'apy,
kz
— m H- np
Ce nombre doit être entier ; s'il ne l'était pas, il faudrait en conclure l'impossibilité de l'existence d'un covariant P de l'espèce supposée.
556. Les covariants satisfont à un système d'équations différentielles qu'il est aisé de former.
Faisons, en effet, la transformation particulière de déterminant I
(8) a, = l-[-en, y=^ri, 5 = Ç,
d'où
on aura
/(? 4- Sf], Y], O = -S^apvd 4- £-r];«riPC^
ou, en développant et négligeant le carré de l'infiniment petit £,
. fit 4- s-n, -0, C) :=^ lao^^y'^-n^^y-h Ica^aPYl^-^'o^^'C^.
Cliangeons, dans la seconde somme, a en a + i et p en [ïi — i et réunissons-la à la première : il viendra
/(4 4- £-0, Y), 0 — ^[«aPyH- £(a + l)«a-hi,p-i,y]4''-^^S'
et, par suite,
AapY= «apyH-£(5« + l)<2a-4-i, ^_,,y
(le second terme n'existant pas si 3 =:: o).
Gela posé, l'équation (5) se réduira, dans ce cas particulier, à
P(^ — £/,/, s, . .,«!apy4- £(a4-l)^a+i.p-i.y, •.•)
ou, en développant suivant les puissances de e, négligeant encore son carré et supprimant le facteur s,
dP -., , ^P
-j-4-2(a-hi)aa^,,p_,,,^^.= o,
la sommation s'étendant à toutes les valeurs des indices pour lesquelles a + ^ + v =r /? et p > o.
En permutant les variables ûo^y, z et en même temps les indices a, j3, y, on obtiendra cinq autres équations analogues, exprimant que la condition de covariance est satisfaite pour chacune des substitutions particulières
y — ri,
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Réciproqiieinent, tout polynôme homogène qui satisfait à ce système d'équations différentielles est un covariant. En effet, en vertu de l'homogénéité, il satisfait à la condition de covariance pour la subslitution (-y), et l'on peut s'assurer aisément que toute substitution liomographique s'obtient par la combinaison de substitutions successives des espèces (^),
557. Pour mettre en lumière l'importance de la notion des covariants, nous remarquerons qu'une propriété particulière de la courbe
ozzzf{x,f,z) ■=zlao^fiyœ°^y?zy
est généralement caractérisée par une ou plusieurs relations entre ses coefficients.
Admettons qu'une certaine propriété soit représentée par un système d'équations.
les c étant les coefficients d'un covariant P. Celte propriété sera commune à toutes les transformées homographiques de/.
Soit, en effet,
/( A> -f- iiri + vC, ....... ) = V Aapy£^-o^-r
l'une de ces transformées ; on a identiquement, par hypothèse,
o = P(^,7, 3, . ..,«apy, .. .) = PO.l^iJ.'n-hy!:, . . .,^a.3r, • . );
et, en vertu de l'équation (6), on aura de même identiquement
P(^, -^, r, .. , Aa^y, .. .) = 0- .
Ces propriétés communes à une courbe et à ses transformées se nomment propriétés projectiles. On appelle propriétés métric/iies celles qui sont au contraire altérées par une transformation homographique.
Nous allons passer en revue quelques-uns des covariants les plus simples.
558. Discriminant. — Il est généralement impossible de déterminer les rapports de x^^y^^zàç, manièr-e à satisfaire simultanément aux trois équations
àf ôf df
ôx ày âz
L'élimination de ces rapports donnera, en effet, une équation de condition
Le polynôme A se nomme le discriminant de/. C'est un invariant. Soit, en effet,
(lo) /(A^ + pr) --Hvç, ..., ...)--9(ç, Y],;:)
une transformée homographique de/, et soit A| son discriminant. La condition nécessaire et suffisante pour qu'on
puisse annuler simultanément les dérivées partielles ~, -^ y
^ ^ â^ dn
-r^ sera A, = o.
Mais, si nous prenons les dérivées partielles de l'équation ( lo) par rapport à E, r), Ç, il viendra
Si donc on peut annuler à la fuis —> ~, -/-^ on pourra ^ âx ôy âz ^
^ , ^ r • do <)(û âo) , . J-. ,
annuler a la tois-v? -— ? — r? et réciproquement. Donc les de d'fi (J'Ç, ^ ^
deux équations A = oetA,=o sont équivalentes, et A, A,
dx (Jy dz
do
àf , df „ df ' dx ' dy ' dz
àf , df „ df dx dv dz
~ dlf
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Hessien. — On appelle hessien de /le déterminanl
d'-f dxd:
ÔY âj-
àyàz
ôz djo âz à y ôz^
Ce n'est autre chose que le jacobien des fonctions — >
r^-j-^iet H = o exprime, comme on sait, la condition dy dz^ ^
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une relation linéaire
,df ,ôf ,df entre d^, d^, d^ox oy oz
Soit H, le hessien de cp ; H, =o sera la condition pour
qu'il existe une relation linéaire entre les différentielles de
-T?-' -r-> -^' Mais les équations ( i i ) différentiées permettent
ol ôf] ot, -L \ / 1
d'exprimer linéairement ces différentielles par celles de — >
-T^) -7-j et réciproquement. Si donc il y a une relation entre ôy ôz ^ ^ -^
ces dernières difierentielles, il j en aura une entre les premières, et réciproquement. Les équations H = o, H,=o sont donc équivalentes et ne peuvent différer que par un facteur indépendant des coefficients.
Le hessien est donc un covariant.
560. Polaires. — Soient .r, y, z el x\ y' ^ z' deux séries de variables, assujetties à une même substitution homographique
j jr = >.| -I- /JLY) H- vÇ. . . . ,
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On aura évidemment
Cela posé, soil/(^, jK, z) "n polynôme qui, par la substitution ci-dessus, se change en
9(?ro,C);
f(j[--\-x'\j'-\-y, z-\-z') se changera évidemment en
Développant les deux membres de l'égalité suivant la série de Taylor, il viendra
( ,ô__ , d ,dy
^ \ dt df] ôK J T . 2
égalité qui deviendra identique si l'on y remplace x^ y^ z^ x' ^ y ^ z' par leurs valeurs (12). En égalant séparément les termes d'un même degré m par rapport à ^', r\ ^ Ç', il viendra
Donc l'expression
ô.r ^ ôy dz J ''
est un covariant de/*, pourvu que a?', y' ^ s' y soient soumis à la même transformation homographique que ^, r, z.
Ce covariant se nomme la m^^"^^ polaire de /par rapport au point {x' ^ j'^ z').
Points Simples et points multiples. — Soit
l'équalion en coordonnées trilinéaires d'une courbe d'ordre n ; et soit (.^, y, z') un de ses points. Cherchons son ordre de multiplicité.
Une droite menée par ce point et par un autre point arbitraire (a, 6, c) est évidemment représentée par l'équation
ou par le système équivalent
/ x' :=! xt ~T- as,
y —yt-Y- bs,
Zt
es.
x', y', z' étant les coordonnées courantes et t, s deux paramètres, dont le rapport caractérise les points de la droite.
s Les valeurs de ce rapport -? pour les points d'intersection
de la droite avec la courbe, seront données par l'équation
G zrzf^xt H- as, yt -f- bs, zt -\- es)
a—m \ Ox
ôy ()z
Si-v^j -r-) -^ ne sont pas nuls à la fois, on n'aura, en âx dy dz ^
général, qu'une racine nulle ; le point sera simple.
La racine nulle sera double si a, 6, c sont déterminés de
telle sorte qu'on ait
t"-^sia^-4- -^ b-J- -\- c-f \—o.
dx dy ôz
Substituons, dans cette équation, les valeurs de as^ bs, es tirées des formules (i3) et remarquons que l'on a, d'après une propriété connue des fonctions homogènes,
àf df df .
dx ^ ôy dz "^
il viendra, pour l'équation de la tangente,
ox ôy oz
Supposons, au contraire, que / et toutes ses dérivées successives, jusqu'à l'ordre m — i inclusivement, s'annulent. L'équation (i4) aura m racines nulles et le point (.r, JK? -^) sera multiple d'ordre m.
On aura plus de m racines nulles si a, 6, c sont choisis de telle sorte qu'on ait
a- V- b -. hc-T-/ = o.
dx a y azj ''
Cette équation, jointe aux équations (i3), caractérise les tangentes au point multiple. Il est aisé d'éliminer les quantités auxiliaires a, ^, c. Nous venons de voir en effet que, / étant homogène et s'annulant au point (:c, jr, 2), on a
JJl ^1,^1 dj\__ ,dj_ dj_ ,dl^
'\^dx^^ dy^"" dz)-'' ôx^^ ây^^ ôy
Cette nouvelle fonction étant elle-même homogène en ^, JK, z et s'annulant au point x^y, ^, on aura, par la répétition de la même opération.
et
enfin
^j-'-r à.v^^ dy^' dz)-''
Le faisceau des tangentes cherchées aura donc pour équation
Le premier membre de cette équation est un covariant. Pour vérifier qu'il se décompose en un produit de facteurs linéaires, nous pourrons supposer qu'on ait pris le point (^, y, z) pour l'un des sommets du triangle de référence ; on aura, dans ce cas particulier, œ = o^ y = o^ et l'équation ( i5) se réduira à
car toutes celles des dérivées d'ordre m où figure une dériva-
tion par rapport à z sont nulles. Soit, en effet, -: r—r
^ ^^ ' ' dœ'^dyPâzy
l'une d'elles; c'est la dérivée par rapport à s de la dérivée
d'ordre m — i
â.z<='dyPdzy-^'
laquelle est homogène de degré n — /n-{- i et s'annule pour x=y=o. On aura donc l'identité
dl 01 di ^
dx ^ dy âz ^ ' '
qui se réduira a — rzr o au point :r = o,y = o.
562. Points d'inflexion. — Ce sont, par définition, les points simples où la tangente a avec la courbe un contact d'ordre supérieur au premier. Si donc (^, y, z) est un de ces points et qu'on choisisse le point (a, ^, c) d'une manière quelconque sur la tangente, l'équation ( i4) devra admjttre trois racines nulles ; on aura donc non seulement
ôx dy oz
mais encore
2\ dx dy '^^ ' ''
dz
Cette dernière équation devant être une conséquence de la précédente, son premier membre, qui est un poljnome du second degré en «, h, c, se décomposera en un produit de deux facteurs, dont l'un sera précisément
dx dy
dz
La condition pour qu'une décomposition en deux facteurs soit possible est, comme on sait, que le déterminant de cette forme quadratique
dV
dx''
dx dy
dx dz
Il 1^
dy dx
dy dz
d^f dz dx
dzdy
dz^
soit égal à zéro.
Réciproquement,
si H:=
0, on
aura ai
e a un point
d'inflexion. On pourra, en effet, déterminer trois nombres a, è, c de telle sorte qu'on ait
dy dx
d\f dz dx
dx dy
dy'
âzày
dx dz
d\f dydz
dz'^
Ajoutant ces équations respectivement multipliées par
^ , —^ — , —^ — el tenant compte de l'homogénéité de
Il — l II — V II — 1
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àj df df ., . , -r-' -T-) -—•) il viendra ox ay az
ùf , ùf df
or ôy oz
Le point (.«, 6, c) est donc sur la tangente.
D'autre part, les mêmes équations, multipliées para, 6, c, et ajoutées ensemble, donnent
à.r Oy ôz I -^
La tangente a donc un contact du second ordre avec la courbe.
Les points d'inllexion seront donc les points d'intersection de la courbe /=o avec sa hessienne H=:o. Cette dernière courbe étant d'ordre 3 (/z — a), on aura, en général, 3/î(ai — 2) points d'inflexion.
Ce nombre s'abaisse dans le cas particulier où la courbe y= o a des points multiples. En elFet, on a, en chacun de
ces points,
ùf df ùf
^ — o, i^ = o, -r-=o dx ây ôz
ou, à cause de l'homogénéité,
ox- •^ o.v ôy ax az
ôy dx -^ dy^- àyôz
Ozôx • (Jzày Oz-
et, comme x^ y^ z ne sont pas nuls à la fois, le déterminant H de ces équations doit être nul.
Les points multiples de/ figurent donc, chacun avec un certain ordre de multi[)licité, parmi les intersections de /et de H. Mais ce ne sont pas des points d'inflexion, d'après la définition de ceux-ci, qui doivent être des points simples de/.
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o63. Classe. — : On nomme classe d'une courbe f le nombre v des tangentes qu'on peut lui mener par un point arbitraire {x' ^ y, z').
Soit (^, JK, z) le point de contact d'une de ces tangentes; on aura
et la tangente en ce point passant par (x\ y', z')
,df ,df ,df ^ ^ ' dx ^ dy ôz
Les deux courbes (i6) et (17), de degrés n et n — i , se coupent en n{n — i) points. On a donc, en général,
Toutefois, si la courbe / a des points multiples, leurs coordonnées satisferont identiquement aux deux équations ci-dessus, quels que soient x', y', z' . La droite qui joint un de ces points multiples au point arbitraire (^', y' ^ z')^ bien que coupant la courbe en deux points coïncidents, n'est pourtant pas une tangente au sens propre de ce mot. On devra donc, dans l'évaluation de la classe, supprimer ces solutions étrangères.
564. Coordonnées tangentielles. — L'équation générale d'une droite est de la forme
//^ -h cy 4- (ï'5 r=o.
Les coefficients «, v^ w (ou plutôt leurs rapports ) se nomment les coordonnées tangentielles de la droite.
Les diverses droites qui passent par un point (<7, h. 6-) satisfont à l'équation
ua -h vtj 4- svc 3r 0,
qu'on peut considérer comme représentant ce point.
Plus généralement, les droites qui satisfont à une cqii;i-
tion homogène et de degré v en w, p, w
enveloppent une courbe, dont nous dirons que l'équation précédente est V équation tangentielle.
Cette courbe sera de classe v, car, si l'on veut déterminer celles de ses tangentes qui passent par un point arbitraire (a, b^ c), il faudra associer les deux équations
lia -h yb -h wc =: o.
Tirant de la seconde équation la valeur de l'une des inconnues II, ç, Wj pour la substituer dans la première, on aura une équation de degré v pour déterminer le rapport des deux autres.
Deux courbes F =: o, $==0, des classes |ji et v, auront [jiv tangentes communes dont les coordonnées seront définies par les équations F = o, <ï> r= o.
565. On peut distinguer des tangentes simples ou multiples, par des considérations calquées sur celles qui nous ont servi à l'étude des points multiples.
Soient, en effet, F(w, t^, (v) = o l'équation tangentielle d'une courbe de classe v ; (w, r, iv) l'une de ses tangentes. Son intersection avec une autre droite arbitraire (a, b, c) sera représentée par l'équation
II
ou par le système équivalent
u' z=z ut -\- as, {>' =1 vt -f- bs^ w' = \vt -\- es.
s ' Les valeurs de - pour les tangentes menées de ce point 9
la courbe sont données par l'équation o=zF{ut -i- as^ vt -h bs, wt -h es)
\ du dv ôw
bi-— 5 T-' -T" ne sont pas nuls a la lois, on n aura, en on 0^ aw * '
général, qu'une racine nulle ; une seule des tangentes menées par le point considéré coïncidera donc avec (î/, v^ w). Toutefois, si la droite (a, 6, c) passe par le point de con-
fd¥ d¥ d¥\ . , tact ( -r— j —) — I de la tangente (w, v^ çv), deux tangentes
du â^ ôw
au moins coïncideront avec (m, v^ w).
Î5i -r-) -r— , -T— et, en eeneral, toutes les dérivées de r du dv dw ^ ^ '
d'ordre <C m s'annulent, on aura toujours m racines nulles,
et nous dirons que (;/, v^ w) est une tangente multiple
d'ordre m. Le nombre des racines nulles s'élèvera d'ailleurs
au-dessus de m si a, 6, c satisfont à l'équation
au ov a
laquelle se décomposera en un produit de m facteurs linéaires, dont chacun représente un point de contact.
566. Il est aisé de passer de l'équation d'une courbe en coordonnées ponctuelles à son équation en coordonnées tangentielles, et réciproquement.
Soient, en effet, (u, v, w) les coefficients de la tangente en un point (x, y, z) de la courbe /(^, jKj ^) = o- Cette droite passant par les deux points (^,/, ^ ) et (x-^-dx^y-i-dy^z-i-dz)^ on aura
u X -h vy 4- (ï^ :; =z o, u dx -^ v dy -\- w dz = o,
d'où
u\ r : w \\ y dz — zdy \ z dx — x dz \ xdy — / dx,
Mais on a d'autre part
àf àf df
dx -^ âf âz -^
df . ùf . êf .
ôx oy "^ (Jz d'où
_J_ . _J_ • _Z, • • Y dz — z dr '. z dx — x dz \ x dy — y dx, dx' dy' âz -^ -^ -^ "^
Donc
àf df df Ox dr dz
Éliminant 5;, y, z entre ces équations et l'équation f=zo, on aura l'équation tangentielle cherchée
Réciproquement, soient (^, J, z) les coordonnées du point de contact de la tangente {u, (^, w) avec son enveloppe F = o. On aura
ux -h vy ->r wz^=-o, X du -f- r dv H- z dsv z=z o,
d'où
X '. y '. z- y. V d^r — ir dv \ (v du — // rAv : u dv — v du .
Mais, d'autre part,
dV dV dV
,/ + r — - + H' — = vF ~ o,
Ou uv ()\v
dY^ , d\^ , ^F ^
— du -^ — — dv 4- - — dw == o, Ou dv dw
d'où
— : — : -— : : r d^v — (r dv : w du — u dw : u dv — V du. dU; dv dw
Donc
X \ y ', z W -T— \ — — \ — — • •^ du dv dw
Eliminant w, ç, w entre ces équations et F = o, on retombera sur l'équation ponctuelle y(^, y^ z) = o.
Un polynôme homogène et de degré n
contient un terme en ^'% deux termes en a;""', . . . , n -^ \ termes indépendants de x^ soit, en tout,
I H- 2 4- . . . H- ( Ai + I ) = termes.
On peut donc assujettir ses coefficients à satisfaire à
^ — I relations linéaires et homogènes, qui
détermineront leurs rapports. Le polynôme sera ainsi déterminé à un facteur constant près. Toutefois, si le déterminant des équations de condition est nul, il restera plusieurs coefficients indéterminés.
On obtient une relation de Fespèce considérée en assujettissant la courbe /=o à passer par un pornt donné (^1, y,, z^). Pour exprimer que le point est multiple
1,1 1 . , . miTn-\-\) , . . 1
d ordre m, on devrait écrire conditions de même
nature, exprimant que les dérivées partielles d'ordre m — i de /s'annulent toutes en ce point.
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, carnet ses dérivées partielles d'ordre moindre s'annuleront aussi. Soit, en effet, I l'une quelconque des dérivées d'ordre ni — 2] on aura, d'après le théorème des fonctions homogènes,
puisque les dérivées d'ordre m — i qui figurent dans le second membre sont toutes nulles, par hypothèse.
Les dérivées d'ordre m — 2 étant toutes nulles, celles d'ordre m — 3 le seront aussi, et ainsi de suite, jusqu'à/.
JNous obtenons donc la proposition suivante :
On peut toujours déterminer , et en général d^ une seule manière, une courbe d^ ordre n passant par
— I points donnes.
Cet énoncé subsistera^ si Von remplace la condition de
m{ni-\-\) , 1, ^j
passer par points donnes par cette a avoir un
point multiple d^ ordre m donné de position.
Ï5i le nombre des points donnes était i
seulement, les coeflîcients seraient déterminés en fonction linéaire de deux d'entre eux, c, c^ , qui resteraient arbitraires, et l'équation de la courbe cherchée serait de la forme
cW -\~ c, M, = o,
M, M< étant des polynômes déterminés, d'ordre n. En fai-
sant varier le rapport — on obtiendra un faisceau de courbes,
passant toutes par les points donnés ; mais elles passeront aussi par Jes autres points d'intersection de M avec M,.
On voit ainsi qu a chaque système de — a
points arbitrairement pj^is dans le plan, est associé un
1 « in -\-i)(n-\- 1) . ,
autre système de n^ -\- i points tels que
toute courbe d^ ordre n qui passe par les premiers points passe aussi par les autres.
568. Les considérations qui précèdent permettent d'obtenir aisément une limite supérieure du nombre des points multiples que peut présenter une courbe donnée d'ordre n^
Supposons d'abord que le polynôme /ne soit pas décomposable en un produit de facteurs rationnels. Soient yD,,/?2, •••
les points multiples, [jli, {jl2, . . . leurs ordres de multiplicité : chacun des nombres l±J-1 1 sera au moins égal à i .
tiples, ne pourra surpasser
La somme / /—^ ; étendue à tous les points mul-
Supposons, en effet, qu'elle surpasse ce nombre. Parmi les points multiples, choisissons-en un certain nombre pi, . . . , /?a en nombre strictement nécessaire pour
que la somme
par ^
soit plus grande que
Deux cas seront à distinguer ici :
1 ° Si S/f^ — I , on pourra déterminer une courbe o
d'ordre n — i admettant les points /?, , . . . , /?a comme points multiples d'ordre pii — i, ..., ^a — i, et passant en outre
— ^ I — Sf( points choisis arbitrairement sur /;
car cet ensemble de conditions donne bien les i
relations linéaires et homogènes auxquelles on peut assujettir les coefficients de cp.
Cherchons le nombre N des points d'intersection de / et de cp.
Ainsi que nous le démontrerons plus tard, un point commun à deux courbes, et dont les degrés de multiplicité sur ces deux courbes sont respectivement ^ et v, compte en général pour |JLV intersections. Le nombre des intersections correspondantes aux points multiples sera donc k
568 PHEMIÈHE PAUTIE. — CHAPITRE V.
: On aura donc
N - 9 S/, H ^^ ^ — 1 — Sy^.
(^Zj~l)( « — 2 ) /i ( /i 4- I )
Ce résultat est absurde, car deux courbes de degré n et n — i
ne peuvent avoir plus de n(n — i) points communs si elles
n'ont pas de partie commune, ce qui n'est pas le cas, la
courbe /étant indécomposable, par hypothèse.
2° supposons, au contraire, o/, >> i. I^oit p le
plus grand entier tel que l'on ait encore
On pourra déterminer une courbe (p de degré n — i admettant les points /><, . . . , p/c-t, Pk avec des ordres de multiplicité a, — 1 , . . . , ^h-\ — i^ p- Le nombre N de ses points d'intersection avec y* sera au moins égal à
et, comme ^hy^ H- ' et que, d'autre part,
est par hypothèse j> - i, on aura
La conséquence sera la même que dans le premier cas.
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Enfin, si/ est un produit de facteurs/, ,/2 7 • • • 7 les points multiples de /seront évidemment : i'' ceux des courbes /, /a, . . . considérées isolément ; 2" leurs points d'intersection deux à deux. Les uns et les autres sont en nombre limité (si nous excluons le cas où /admettrait un facteur multiple).
II. — Cycles
569. Un cycle ayant pour origine le point (Xo, Yq) est généralement défini par deux équations de la forme
ou, en coordonnées homogènes, par les proportions
œ : V : z : : Xo -h ai ^ -+- . . . : Yo -h jSi ^ + . . . : « ,
ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions par un même facteur de la forme Zq -]- Cf t -\- c^t' -\- . . . , où Zq n'est pas nul, par des relations de la forme
(2) œ:f:z::Tr.T,:T„
où
T| --zr .^0 -h «1 / 4- «2 t^ -1- ....
T, = Zo-hCit -^c^t^ -^...,
Zq n'étant pas nul.
Un cycle dont l'origine serait à l'infini serait représenté par des relations analogues, où Zq serait nul, mais Xq oujKo différent de zéro.
Réciproquement, un système de relations tel que (3) définit un cycle, car, en supposant, pour fixer les idées^ ^o^^7
X = ;=^ et Y rir: — H scTout dévcloppablcs suivant les puissance?
entières et positives de ^.
570. Nous supposerons que le paramètre t correspond uniformément aux points du cycle. S'il en est ainsi, et si la
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tangente au cjcle est une droite
Y-Yo=a(X-Xo), non parallèle à l'axe des Y, on pourra, en posant
^ = Xi M -h ^2 ?<^ + . . . ,
déterminer les coefficients \ de telle sorte que les équations du cycle prennent la forme canonique :
(3) Xr=Xo+f/^ Y z=Yo-^ au''-^ a^a'^o-^. . .,
r, /'o, ... étant une suite d'entiers croissants sans autre diviseur commun que l'unité.
Dans le cas exceptionnel où X — X,, = o serait tangente, on aurait une forme canonique analogue:
X = Xo 4-^0 "'■» + •. ., Y = Yo-f-f<'".
Pour une valeur donnée de X — Xq, les équations (3)
fourniront /• valeurs tjo, */j<, . . . , vir_< de Y, données par les
formules suivantes, où (X — Xo)'" désigne l'une quelconque
des racines /''^'"•"^ de X — Xq, et 8 l'exponentielle e
2TCt r
y]o :=Yo+a(X-Xo) + ^o(X — Xo)--h«,(X-Xo)''+...,
in,„=: Yo+ «(X - Xo) 4- ao^'^o'^CX - Xo)'- -H ^,9^'"(^ — ^o)'" + . . -
Le cycle pourra d'ailleurs être exprimé, sans l'intervention d'un paramètre, par l'équation
dont le premier membre est un polynôme en Y, ajant pour coefficients des séries de puissances entières et positives de
Revenons à la forme générale (2) des équations du
cycle. Les paramètres des points d'intersection d'une droite
avec le cycle sont donnés par l'équation
Si la droite passe par le point (x^). yo^ ^o) origine du cycle, on aura
Xi ^0 -+- ^^2/0 + ^3 -0 = o,
et, si arj brt Cr est la première colonne de coefficients qui ne soient pas proportionnels à Xq^ y^^ Zq^ le premier membre de (6) sera de la forme
L'équation aura donc r racines nulles, qui se changeraient d'ailleurs en racines infiniment petites pour une autre droite, infiniment voisine de la précédente, mais ne passant pas par l'origine du cycle. La droite et le cycle doivent donc être considérés comme ayant r points d'intersection concentrés à l'origine.
Ce nombre sera accru si l'on a encore
>i, a,. 4- A2 b,. 4- X3 c,. = o, auquel cas l'équation de la droite sera
br
Cette droite sera donc la tangente au cycle, et l'on aura
X,T, 4- X2T, 4- A3T3 =- (X, a,.4.p 4- X2 hr+o -i- >3C,.+ p) r+P -V . . . ,
«r+p, ^r+p^ c^+p étant la première colonne de coefficients telle que l'on ait
•^0 ^r <^r+p Jo br ^,.+p ^0 ^r ^r-t-p
Le nombre des intersections de la tangente avec le cycle au point {xq, yo, Zq) sera donc /• H- p.
Les nombres /' et p se nomment Vordre et la classe du cycle.
Un cycle dont les équations ont été mises sous la forme canonique (3) a évidemment pour ordre /■, pour classe /q — /", et pour tangente la droite Y — Yq = «(X — Xq).
o72. Soient c et C deux cycles ayant même origine. Proposons-nous de déterminer le nombre de leurs intersections confondues avec l'origine.
Gomme il est évident qu'une transformation Komographique change un cycle en un autre cycle, il est permis d'admettre que le triangle de référence ait été choisi de telle sorte que l'origine commune des cycles ne soit pas sur la droite ^ := o, et que le point x =: z = o ne soit pas sur les tangentes aux cycles. La droite X = Xo (ou x=:1Lqz) ne sera donc pas tangente aux cj^cles, et l'on pourra donner aux équations de c la forme canonique (3). Ses branches y^o, . • -, 'fir.-\ seront fournies par les formules (4), et le cycle sera représenté, après l'élimination du paramètre, par l'équation (5). Quant au cycle C, on pourra mettre ses équations sous une forme analogue
X = Xo -I- t\ Y rr. Yo 4- A ^« + Ao ^«04- . . . ,
et il aura R branches Hq, H,, ....
Les valeurs de t correspondantes aux points d intersection des deux cycles seront données par l'équation
Le nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient en racines infiniment petites pour un autre cycle
infiniment voisin de c et ne passant plus par l'origine Xq, V n]
sera égal à l'ordre O du premier membre par rapport à ] 'infiniment petit t.
Or, si l'on remplace, dans cette expression, t par
auquel cas elle se réduira à
il est clair que son ordre en X — Xq sera devenu — • Donc O est égal à R fois l'ordre par rapport à X — Xo de la quantité
P(X, H,J = (H,„- -/îo). . .(H,„- Yî,_,) ou à l'ordre du produit
7«=:0 Jn,n
Si les cycles c et G n'ont pas même tangente, a et A seront différents, et chacune des différences H^^i — t,„ étant de la forme (A — a) {IL — Xy) + . . ., l'ordre O du produit sera égal au nombre R/' des facteurs qui le composent.
Mais cet ordre s'élèvera si les cycles ont même tangente, car l'ordre de chacun des facteurs sera >> i . Pour l'obtenir, dans ce cas, il suffira d'évaluer l'ordre du produit
(IIq— -^0). • .(Ho — ■^,•-1)
et de le multiplier par R.
Soit, pour fixer les idées
-^o=Yo+a(X — Xo)4-«o(X- Xo)~ + ...
celui des développements Tjo, v],, ... qui a, au début, le plus grand nombre de termes communs avec Hq. Supposons que la coïncidence se maintienne jusqu'au terme
(7.) a^(X-Xo)'-=:Af,(X-Xo)»^,
les deux termes suivants difï'érant soit par l'exposant, soit au moins par le coefficient. La différence Hq — Tjo sera de
l'ordre /, / désignant le plus petit des deux nombres -— -,
Ceux des développements r\j,i qui coïncident avec vjo jusqu'au terme (7) inclusivement donnent également des différences Ho — Yjw d'ordre /. Il est aisé d'en trouver le nombre. En effet, ?n doit être tel que l'on ait
ou
nid :SE o mod/',
d désignant le plus grand commun diviseur de ;'o, . • ., r^. Cette congruence admet h^ solutions, 8^,, étant le plus grand commun diviseur de /' et de d, ou, ce qui revient au même, de r, ro, ..., />.
Considérons, en second lieu, les développements r^m qui
coïncident avec yjq jusqu'au terme ax_i (X — Xo) '' inclusivement, mais s'en séparent au terme suivant, A étant Fun quelconque des nombres i, 2, . . ., pi.
Il existe, d'après ce qu'on vient de voir, Sx-< développements r^nii où la coïncidence a lieu jusqu'à ce terme ; mais on doit en exclure ù\ pour lesquels la coïncidence subsisterait pour le terme suivant; il en reste donc o>_4 — ôx, pour
chacun desquels Hq — 't\,n est d'ordre - •
Enfin il existera /' — ùq développements pour lesquels la séparation a lieu immédiatement après le premier terme
a(X — Xo), et pour chacun d'eux Ho — f\m sera d'ordre -^ •
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Nous obtenons ainsi la formule suivante :
0 = R (r-ô„)'^+^(oV,-o\)^+d^/ .
574. Les mêmes considérations donnent la solution du problème suivant :
Trouver V ordre Q par rapport àX — ^ Xq du produit
n(TQ,„— Y/„),
étendu aux diverses branches Tjo, ..., r\r-\ d^ un même cycle c.
Les deux différences 'f\m — r^n et r^mj^-k ~ ^ti+a, ne différant que par le changement de X — Xo en 0^(X — Xo), seront du même ordre ; Q sera donc égal à r fois l'ordre du produit
Or, parmi les différences ci-dessus, il en existe, comme on
l'a vu, /• — 80 qiii ï'Ont d'ordre —-, et généralement 8x_, — Sx
r\ qui sont d'ordre — On aura donc ^ /•
Q = (A--ôo)A-o-h2(ax-,-ax)a.
Cette suite s'arrêtera d'ailleurs d'elle-même au bout d'un certain nombre de termes, car, les entiers /*, /'o, /^ , 7*2, ... ayant pour plus grand commun diviseur l'unité, les entiers 5 finiront par devenir tous égaux à l'unité.
On peut d'ailleurs remarquer que les seuls parmi les exposants /'o, r,, ... qui figurent effectivement dans cette somme sont ceux qui ne sont pas divisibles par le plus grand commun diviseur des précédents et de r (car, pour les autres, 8x-i = ûx). On leur donne le nom à' exposants caractéristiques.
Soit encore G un cycle ayant pour équations
cT : jv : 5 : : Tj : T, : T3
et pour origine le point (xq, jkqi -^o). Soit, d'autre part, /{Xj y^ z) = o une courbe algébrique. Les intersections de la courbe et du cycle seront données par l'équation
/(Ti,T2, T3) =0,
et le nombre de celles qui sont concentrées au point (xQ^yQ^ Zq) sera égal au nombre des racines nulles de cette équation, c'est-à-dire à l'ordre de/(Ti, To, T3) par rapport à l'infinimenl petit t. Ce nombre N se nomme Vordre de f{x^ y^ z) par rapport à C ; il sera nul, si la courbe ne passe pas par le point (:ro, jKo) ^o)- Dans le cas contraire, cherchons à le déterminer.
Soient c, , C2, ... ceux des cycles de / qui ont leur origine en (^0*^07 ^o)- Nous pouvons évidemment admettre que ce point n'est pas sur la droite 5 = o, et que le point x=zz =^ o n'est pas sur les tangentes aux cycles c,, C2, ... et C. Les cycles c<, C2, ... pourront être représentés par des équations de la forme
et l'on aura
f{x,y. z)^- z-f(X, Y, ,) -^ .«MP,(X, Y) P,(X. Y). . . ,
M étant une série de puissances de X et de Y qui ne s^annule plus à l'origine du cycle.
L'ordre de z et celui de M par rapport à C étant évidemment nuls, l'ordre de /'sera égal à la somme Û des ordres G,, O2, ... des cycles c,, C2, ... par rapport à C. Nous avons indiqué le moyen de les calculer (572-573). En particulier, si aucun de ces cycles n'a même tangente que C, ces nombres seront égaux à R/',, Rr2, ..., R, /'), /\., ... étant les ordres respectifs des cycles C, c<, Co, .... Leur somme sera R(7'4 -1- /'a + . . .) = R/>«, fn étant l'ordre de multiplicité du point {xq^ yo, Zq) sur la courbe/. ...
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576. Soient enfin deux courbes algébriques/(^, /, i;) = o et F(x,y^ z) =z o se coupant en un point (xQ,yo, Zq). Soient c<, c^, ... ceux des cycles de/, et C,, C2, ... ceux des cycles de F qui ont ce point pour origine. Le nombre des intersections de /avec F en ce point est évidemment la somme des nombres Q,, O21 • • • de ses intersections avec les cycles Cl, C2, . . ., c'est-à-dire la somme des ordres de /par rapport à ces cycles. Celle-ci, décomposée en éléments plus simples, sera égale à Sa^pOap, Oa^ désignant le nombre des intersections du cycle Ga avec le cycle cp. Si ces cycles n'ont pas de tangente commune, O^p sera égal au produit de leurs ordres R^, r^. Le nombre total des intersections sera donc, dans ce cas,
2Rar^=2Ra2/>=Mm,
M et m étant les ordres de multiplicité respectifs du point (iTojjKoi ^0) sur les deux courbes.
577. Appliquons les principes qui précèdent à la recherche de l'abaissement produit dans la classe d'une courbe / par la présence d'un point multiple A. Nous aurons à évaluer l'ordre de multiplicité de A comme intersection de /et de la polaire
àf o àf df
doc ^ dy ' dz
où a, p, y sont des arbitraires.
Supposons encore : i^ que A ne soit pas sur la droite ^ r= o ; 2" que les tangentes à / en A ne passent pas par le sommet :r = 5 ^= o. Les coordonnées (Xq, Yq) du point A auront des valeurs finies, et, les cycles Cj, c^, ... de / qui ont leur origine en ce point, n'ayant pas X — Xo pour tangente, leurs diverses branches auront des développements de la forme
(8) ri-Yo-hrt(X—Xo) --h «o(X--Xo)'- -+-....
Posons maintenant
On aura
et, en dérivant,
Ix'
dY'
Substituant dans cp et mettant z^^* en facteur commun, il viendra
où
<I.(X,Y)=(«-yX)g+(|3-yY)J+y«F.
Il faut trouver la somme des ordres de cp par rapport aux cycles c, , C2, .... Or ces ordres sont nuls pour le facteur c''~' , la droite 5 = o ne passant pas par l'origine du cycle. Quant au second facteur, cette somme sera égale, ainsi que nous l'avons vu, à l'ordre en X — Xq du produit
(I>(X.-Oo)^(X,rj,)...,
où Yio, rj,, ... sont les diverses branches des cycles c<, C.2, ....
On a d'ailleurs
M étant un facteur qui ne s'annule plus pour X -= Xo, V = y,). On en déduit, pour Y = t,o, [)ar exemple.
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Mo ne s'annulant pas pour X—- Xq. En substituant ces valeurs dans l'expression de <ï>, il viendra
cI>(X,r),0
(y X - a) -1^ 4- i3 — yrjo MoC^o - -^m) {'0, - ri,)....
Or le facteur entre parenthèses est de degré zéro, car, d'après la forme (8) du développement de r,o, ni cette expression, ni sa dérivée ne contiennent de puissances négatives de X — Xfl, et le coefficient du terme de degré zéro, contenant l'arbitraire ^3, ne s'annule pas en général; Mo est aussi de degré zéro. L'ordre de <E>(X, r^o) est donc celui du produit (''Oo — "^1 )('^o — '^2)- • • • Raisonnant de même sur chacun des autres facteurs <Ï>(X, r,,), ..., on trouve que l'ordre de multiplicité cherché est celui du produit des différences
(Considérons celles de ces dilï'érences où ru appartient à un cjcle Ca et r^/f à un autre cycle c^. L'ordre Oap de leur produit a été déterminé plus haut. Celles où r^i appartient à cp elr^k à Ça donneront encore un produit d'ordre 0^^. Enfin celles de ces différences où rj et Tj/f appartiennent à un même cycle Ca ont un produit dont l'ordre Qa a été également déterminé.
Le degré de multiplicité cherché sera donc
Dans le cas particulier où tous les cycles sont d'ordre 1 , et où leurs tangentes sont distinctes, les Qa seront nuls et les Oap égaux à Funité. L'expression ci-dessus deviendra donc 7n{m — i), m désignant le nombre des cycles ou le degré de multiplicité du point considéré.
o78. La somme des ordres d'un polynôme homogène o(x,y^z) de degré m par rapport à tous les cycles d'une courbe de degré n est é\idemment égale à mn^ nombre total des intersections des courbes/ et C5.
L'ordre du quotient de deux polynômes étant la différence
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de leurs ordres, le théorème s'étend immédiatement au cas où (5 est une fraction rationnelle homogène.
En particulier, une fonction p rationnelle en X, Y étant rationnelle et homogène de degré zéro en x^ y, s, la somme de ses ordres sera nulle.
Enfin ce résultat s'étend encore au cas où cp contiendrait, //Y //^ V outre X, Y, les dérivées — ^j ;7\T' *' j ^^^i ^^ dérivant l'équation/(X, Y, i) r= o, on obtient pour -tc?^ ' ■ ' des expressions rationnelles en X, Y.
o79. Ce résultat, appliqué à la dérivée -jy^') va nous conduire à la détermination précise du nombre des inflexions d'une courbe donnée/.
Les coordonnées x^ 7, 5, dans les équations d'un cjcle, étant exprimées au moyen d'une variable auxiliaire ^, nous
devons tout d'abord exprimer -^^7^ en fonction des dérivées ^ aX-
x' ^ y'j 5', x", y" ^ z' prises par rapport à t.
On a tout d'abord
puis
-~ .vz'
z.r;"~.rz" --'
et, en substituant,
f/'\ zU
D désignant le déterminant
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Calculons la somme des ordres de cette expression.
Pour le facteur s^, cette somme est 3^, n désignant le degré de /.
Soit, d'autre part, c un cycle de /d'ordre r et de classe p. On pourra, à cause de la sjmétrie de D par rapport aux coordonnées, admettre que ses équations sont réductibles à la forme canonique
(9) ^ rj : ^ :: Xo+ /'■ : Yo-H av -\- «-or+p-i-. . . : i.
Les seconds membres, substitués dans D, donneront un résultat de la forme
l'ordre de D par rapport à c sera donc 27- H- 0 — 3.
08O. Cherchons enfin l'ordre de (^zx^ — xz')'^ . On a, pour le cycle c,
— zf =—arr-'-h...,
--xz':=^rr-K
xy'
■-yx'~{aX,~Yo)rl'-''
La plus haute puissance de t qui entre en facteur commun dans ces trois quantités sera l''~*. La sjmétrie du système de ces expressions par rapport aux coordonnées montre que ce résultat subsiste pour tout cycle de f. Car ceux qui ne sont pas réductibles à la forme canonique (9) le seraient à une forme analogue où les variables seraient seulement permutées. On a donc, quel que soit le cycle considéré,
yz' — zy' = t'-^ 01, zx' — xz' :- /'"-' ©2, xy' — y.v' — r-' ©3,
0,, ©2? ^3 étant des séries de puissances de t^ dont l'une au moins n'est pas privée de terme constant; et l'ordre de zx' — xz' sera égal à /• — i 4- 0)2, too désignant l'ordre de 02-
L'ordre de ; 7— par rapport à c sera donc
{^zx — xz Y
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La somme des ordres de -7^ P^^ rapport à tous les cycles dey étant nulle, on aura
les sommations étant étendues à tous ces cycles.
581. Il reste à déterminer la somme Scoj. Pour cela, considérons la courbe o, polaire réciproque de /, dont chaque point (w, V, iv) est lié au point {x^y^ z) par les relations
ox Oy ôz
Sur chaque cycle c de la courbe i\ -r-'» -t-"» -t~ seront propor- ^ ^ •' ' Ox- Oy ôz ' ^
tionnels kyz — zy', zx' — xz' ^ xy' — yx' et, par suite, à ë,,
O2, ©3. Au cycle c correspondra donc sur o le cycle v défini
par les équations
Il : V \ (ï- :: 0, : 0-2 1 03
et 032 représente le nombre des intersections de ce cycle avec la droite t' = o. La somme S(jJ2 est donc égale au nombre total des intersections de v et de cp, soit au degré de celte dernière courbe ou enfin à la classe v àe f.
Nous aurons donc, en remplaçant Swo par sa valeur dans l'équation (10),
ou, en décomposant la somme S(p — /■) en deux autres, l'une 2' relative aux cycles des points multiples, l'autre S" relative à ceux des points simples, et remarquant que pour ces derniers ;• = i ,
(II) r'(p-i) = 3(v-/o-:^'(P-/-)-
Or, pour un point simple, p représente éNidemment l'ordre de contact de la courbe avec sa tangente ; les points d'inflexion sont ceux où cet ordre est >> 1 . Si donc nous convenons de considérer ceux où ce contact est d'ordre \t. + i comme re-
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présentant pi inflexions confondues, la somme 2"(p — i) ne sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombre sera donné par la formule (i i).
III. Transformations birationnelles du plan
o82. Les transformations liomographiques sont un cas particulier de transformations plus générales, étudiées par M. Cremona, et dont nous allons dire quelques mots.
Considérons les courbes d'ordre n assujetties à avoir a, points simples, 7.2 points doubles, . . ., enfin a,„ points multiples d'ordre m, donnés de position, et dits points fondamentaux^ les entiers a,, . . ., cf.m satisfaisant aux deux équations de condition
k^0Ck^=^ /i^
La sujétion d'avoir un point donné de multiplicité k
s exprimant par équations linéaires et homogènes
par rapport aux coefficients, les courbes cherchées contien-
dront encore ^ > — ^ a^ = o coelti-
cients arbitraires, dont elles dépendent linéairement. Leur équation sera donc de la forme
/,, /a, y'3 étant trois courbes particulières du réseau. Nous admettrons que les polynômes/, , fy, /;t n'aient pas de facteur commun.
Posons
fx-îi-îi
X'- /- -S x\ y\ z' désignant des indéterminées.
Les polynômes /,, /2, /a étant d'ordre n, les deux courbes /i _ /2 A __ /a
se couperont en n'^ points ; mais un seul de ces points variera avec x\ y', z . En effet, soit p l'un des a^ points fondamentaux d'ordre k. Etant multiple d'ordre k sur chacune des deux courbes, il représente k- intersections. Le nombre des
intersections fixes de position sera donc ^/r^a^ ou n} — i.
Soit (.^, y, z) le dernier point d'intersection, variable avec
x^ ^ y'j z' ; ses coordonnées —, ~ s'exprimeront rationnelle-
ment en ^î ^par des fractions qu'on peut réduire au même dénominateur; on aura, par suite,
^ :/:-:: cpi : 9-2 : 93,
^ii ^2i ^3 étant des polynômes homogènes en x' ^ y\ z' et de même degré.
Nous obtenons ainsi une liaison hirationnelle
oc \ y \ z V. j\ \ ji\ fz'>
qui, à chaque point (^,y, 2), fait correspondre un autre point (^'',y, 5'), et réciproquement.
583. 11 y a une exception pour les points fondamentaux; car, f\ij\if^ s'y annulant, les rapports de x' ^ y', z' ne sont pas déterminés. A l'un de ces points correspond une courbe, dite fondamentale, de la manière suivante :
Considérons un point
infiniment voisin du point fondamental (a, b, c). Soit /l'ordre de multiplicité de celui-ci : /<, /a, /a et leurs dérivées par-
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tielles, jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, s'y annuleront; on aura donc
et de même pour /2, /s. Si donc A, k tendent vers zéro, de
telle sorte que leur rapport tende vers un nombre fixe ~j
les quantités x' ^ y', z', proportionnelles à/,, f2, /a, le deviendront à la limite à
Le point {x' ^y\ z') ainsi obtenu dépendra du rapport - •
En faisant varier celui-ci, il décrira la courbe fondamentale. Cette courbe est d'ordre «, car elle coupe une droite
dx' -\- '^y' -^^z' =^ o en i points, dont les paramètres -
sont définis par l'équation de degré i
da ' db
Chaque point de la courbe fondamentale correspond, comme on le voit, au point (<2, 6, c) et à une direction particulière issue de ce point.
Aux points [x'^y' , z'), communs aux trois courbes cp, = o, cpa=o, ©3=0, correspondront de même une infinité de points (x,y, z) formant une courbe.
Un cycle C, défini par les équations
a: : / : s : : j^o + «1 ^ -+- • • • : j'o -h ^^ / + . . . : zç^-i-cit-h. . .,
aura pour transformé un cycle G' de la forme X .y . ^ . , 11. 1 2 . 1 3,
ou
Ti— /i(^o-+-«i^ + . ..,7o4- ^^4-. ... -u-4-Ci^-f-...) — /i("^o, Jo, Zo)-h \if-i-.. .
Le cycle G' aura pour origine le point transformé de (xo^yoy z-o)^ à moins que ce dernier point ne soit fondamental.
Dans ce cas, /ij/'a? /s s'annulant en ce point, les fonctions T,, T2, T3 contiendront, en facteur commun, une puissance, de ;, qu'on devra supprimer pour avoir les véritables équations du cycle G'.
58o. Nous allons faire quelques applications de cette théorie.
Supposons d'abord que /, , /2, /a soient des fonctions du premier degré : il n'y aura pas de point fondamental, et la transformation
.r' : y : .3' : : a .r -:- (3/ + y j : a' .r -H p'y -i-y' z: od' X + 3'' j' 4- y" z
sera homographique.
Un cycle G, ayant pour équations
^' : / : - : : Xo + ^'' : Y^ -f- air + «o ^'"^ -h • • : i^
aura pour transformé le cycle G', défini par les équations
.X . j . ^ , . 1 j . 1 2 . 1 3 , où
T, = a Xo-hi3 Yo4-y 4- (a -h |3 a)r+|3 a^t''<^-^. . ., T,= a' Xo+ (3' Yo4- y' + (a' 4- (3' a^V ^ [3' a,t/.^. . .
T3=a"Xo4-3"Vo4-y"4-(a"4-|3"«)r4-[3'^ao^'-o + ...
Ge cycle sera d'ordre /', comme G, et sa tangente
a;' a Xo 4- [3 Yo 4- y a -h (3 a y' a'Xo4-?'Yo4-y' a'4-(3'^ .V a"X,4-[3"Yo-i-y" a"4-|3"«
sera la transformée de la tangente à G.
Substituons, en effet, à .x', y' ^ z' les quantités proportionnelles oLx -\-^^y -Y- Y^, 'J.'x + j3'j + y'^, :^' X + j3"j/ -|- -f z.
Le déterminant ainsi obtenu sera le produit du déterminant
qui n'est pas nul, par le déterminant
qui n'est autre que le premier membre de l'équation de la tangente à C.
11 résulte de là qu'à tout point p d'une courbe d'où partent un certain nombre de cycles C, C| , . . . d'ordres /', ri , . . . correspond, dans la transformée, un point p' d'où partent autant de cycles, également d'ordres ;*, /-, , .... De plus, si les tangentes à quelques-uns des premiers cycles coïncident, il en sera de même pour les cycles transformés.
La classe de C'est aussi égale à Vq — /•, comme celle de C; car le déterminant
a Xo4-[3 Yo+y
OL
a'Xo + ;3'Yo-f-/
ol'
a'^Xo-i-.6"YoH-y"
;st pas nul.
086. INous allons enfin établir que C! a les mêmes exposants caractéristiques que C.
Soient, en effet, 5 = /(j, l'un de ces derniers; 8 le plus grand commun diviseur de /', Tq, ..., /'jx-j- Si nous mettons à part dans la suite af^ -\- a^L^o-^- . . . les termes dont l'exposant est divisible par S, on pourra la mettre sous la forme
aV'-^ a^r -{- . . .-^ a,j^ f/'^ + . . .
= At''-i- Al C'^^ -t- A2 ^'"+2 ' 4- . . . H- oAo ^^■ 4- . . . ,
A, A', étant égaux à a, a^, et les autres coefficients A,, Ao. pouvant être nuls, en tout ou en partie.
Le cycle G', transformé de G, a pour équations
où
T, = ^;+ i^r-4-BiZ'-+s + .
T2 = /;-+-G^'-+Ci/'-^M-.
Tj^^; 4-D/'-+Dir+S_^.
en posant, pour abréger,
x'^^ — a Xo+P Yo+y, 7; = a'Xo4-P'Yo^y',
B =a + (3A, Bi=(3Ai,
G ^a'H-p'A, Gi-[3'A„
Dî> — (3X,
(Ô =:p"Jl,,
Le déterminant
G G D tD
a Xo-+-(3 Yo+y
(3 olo
a'Xo-H(3'Yo-f-/
PM
a"Xo4-(3"Yo4-y"
(3'Mo
sera d'ailleurs ^ o, car ciU = a,x n'est pas nul.
En outre, l'un au moins des nombres x'^^ y'^^^ z'^ pas nul. Soit, par exemple^ ^o<^- Posons
n est
et cherchons à développer les expressions X' — X'^, Y' — YJ, suivant les puissances croissantes de t. Posons, pour abréger,
œ'^ 4- B r -f- Bi t'-^^ 4- . . . = M, 111)^*4-. . .— M',
tD^^•4-...--N'.
On aura
M + M^ __ £0 _ M _ f£ -a_ M^l^ — MN^ N -hiN' -; " N ^; "^ N(N.-f-N') ■
Le développement de -|^
ri Zq
forme
où le premier coefficient E est égal à
- est de la
Celui de -rr-z-r ^77 est de la rorme
N(N -f-iN')
ou
Ct'-h...,
On a donc
X' --X',-Et'--^E,t'-^^-\-. . .-^ Cl-^- -^. . . .
On trouvera de même
Y'- y; zrr FZ'-4- Fi/'-+^^4-. . . -h é?'^^- + . . .,
OU
c^%-D.r; ^_e^;-(Dy;
Le déterminant
z, D efc)
est d'ailleurs ^o.
Ainsi, dans les développements de X' — X'^ et de Y' — Y'^, 5 est le plus petit exposant non divisible par 8, et le déterminant E# — CF n'est pas nul.
Nous allons voir que ces conditions sont suffisantes pour que s soit un exposant caractéristique pour le cycle G'.
En effet, l'un au moins des coefficients E, F, par exemple E, n'est pas nul. Posons, pour ramener les équations du cycle à la forme canonique
t' étant un nouveau paramètre; et faisons
L'équation précédente deviendra après division par t'^
^'--i-EiE '• ^'^5'-+û + ...
-f- CE '^t'^-'^B'^... )
Dans le développement de h tiré de cette équation, mettons en évidence les termes dont l'exposant est divisible par S; on pourra écrire
Ô = 14- Gi t'^-^ G, ^'25 _^ . . . 4_ g^
et, m étant un entier quelconque, on en déduira un développement de la forme
fj'>'~ 1 4- lii^'^^-h H.U'-^ -^. . .+ mCIt"^-^-
Substituons ces valeurs de 6 et de ses jjuissances dans l'équation précédente; nous en déduirons les valeurs de a- et de CJ. En effet, le premier terme du développement de
!9'--hEiE"~^^'S0r+ô._,___
dont l'exposant ne soit pas divisible par 8 sera /'{]t'^. Dans celui de
ciC'-t'-'-'-e'-i
le premier terme de ce genre sera CE '' t!^~^. Ces deux termes devant se détruire, on aura
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On aura donc, pour t^ une expression de la forme
^ = E ^7'[i -f- Gi ^'S 4- . . . + (/i'*-''H- . . .],
où ^ est défini comme ci-dessus.
Substituons cette valeur dans l'expression de Y' — Y'^. Le premier terme d'exposant non divisible par S dans le développement de
sera
FE-i^">g^'^-'==:— Fv^E~'"'~^'^
Dans celui de cî^^^ + . . ., ce sera #E '' t^\ Ces deux termes réunis donneront un terme en ^'^, dont le coefficient
E~'~^(#E -Fi:) — .•>
sera différent de zéro.
On aura donc avec le paramètre t' ^ pour X/ - X^ et Y' — Y'^, des expressions de la forme
Y' — Yo = U"'4- Ii^'^-^^-f-. . .^■^t''-\-.,..
Donc 5 sera un exposant caractéristique pour le cycle C.
Gomme on peut d'ailleurs revenir de G' à G par une substitution homographique, on voit que, réciproquement, tout exposant caractéristique de G' le sera aussi pour G.
587. Passons à l'examen des transformations dites quadratiques, Qyxf^^f^-ifz sont des courbes du second degré. On aura trois points fondamentaux. Soient A = o, B = o, G = o les équations des droites qui les joignent deux à deux ; /<)/2) /a seront des fonctions linéaires des produits AB, BC, GA.
Soit
/,=raiBC + j3iGA4-yiAB,
La transformation considérée
résulte évidemment de la composition des trois transformations suivantes :
r:r]':-c'::YîC:ç^:?^,
dont la première et la dernière sont homographiques; quant à la seconde, c'est une transformation quadratique particulière, que nous allons étudier.
Remplaçons^ pour revenir aux notations habituelles
ï, Yi, Ç, ?', V, K' par ^, y, z, x', y' z' ] nous aurons
ol' : /' '. z' '.', yz : zx : xy.
On en déduit sans peine
La relation entre les deux séries de variables est donc réciproque.
Les points fondamentaux sont les sommets du triangle de référence. A chacun d'eux correspond, comme ligne fondamentale, le côté opposé du triangle. Supposons, en effet, que
y et z tendent vers zéro, leur rapport tendant vers —; -^y
=~7 tendront respectivement vers o et y- Le lieu des points
limites pour les diverses valeurs de — sera donc la droite
jc' = o.
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Un cycle G ayant pour équations
cT : / :. ^ : : Xq + f : ¥„ -h af -h «o ^''° -+-•••!!
aura pour transformé le cycle C défini par les équations
ou
Ti=:Yo-f-a^'-+«oro4-...,
T2 = Xo4-r,
Réciproquement G sera le transformé de G'.
589. Pour la discussion que nous allons faire, nous distinguerons cinq sortes de cycles :
i'' Cycles G dont l^ origine n^ est pas sur le triangle de référence. — On a, dans ce cas, Xo^o, Yo^o. Le cycle transformé G', ayant son origine au point (Yo, Xq, Xq Yq), qui n'est pas sur le triangle, sera de la même sorte. Il est aussi d'ordre /•, et a pour tangente la droite
y' Xo
z' XoYo Yo+aX,
a\lœ'-Yly'-^{Y,-~a\,)-:'.
?." Cycles G dont l'origine est sur un côté du triangle (^ =: o par exemple), mais n'ont pas ce côté pour tangente. — On a dans ce cas
Xo=:0, Yo>0,
et le transformé G' aura pour équations canoniques
.rJ - T, " '
•L =z -^ _-r= r[Yo+ «r+ a,t'-o-i-., .]-» X 1 1
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Il a pour origine le point y'= -s' = o, et pour tangente la droite z' = YqJk'j ^ui n'est pas un côté du triangle. Son ordre est ;-; sa classe est également/-, si a^o, /-q, si a= o; mais, en aucun cas, elle ne sera moindre que j\
Enfin, si /'jj. est un exposant caractéristique de G, c'est-àdire tel qu'il ne soit pas divisible par le plus grand commun diviseur o de /', ^o, /'i, • • ., /'(x-o ^^ premier terme dudévelop-
pement de *^, dont l'exposant n'est pas divisible par o sera
— ■^i^i^'^^', a fortiori, r^+ r ne sera pas divisible par le
plus grand commun diviseur des exposants précédents; ce sera donc un exposant caractéristique pour C.
3'* Cycles G dont V origine est sur un côté du triangle (^y-=LO par exemple) qui leur est tangent. — On a, dans
ce cas,
Yo=a = o, Xogo, Tj = a„ To 4- . . . ,
T2=Xo4-r,
L'origine de G' est au sommet ^'zz=5'=o. Une droite z^ — X^'=:o passant par ce sommet coupera le cycle aux points définis par l'équation
(Xo+r-/0(«o^''''-f-...) =^o,
laquelle a /'o racines nulles et en acquiert /'o+ /' si A= Xo. L'ordre du cycle est donc /'o, sa classe /• est moindre que son ordre, et il a pour tangente la droite z' — Xo^'= o, qui n'est pas un côté du triangle.
4^ Cycles G dont V origine est à un sommet (.r = )^ = o) du triangle, les côtés n'étant pas tangents. — G'est le cas où Xo = Yo = o, <2^o. Les polynômes T, , To, T^ deviennent, après suppression du facteur commun t^.,
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L'origine du cjcle C sera au point (<7, i, o) sur le côté z'= o du triangle, et deux cas seront à distinguer suivant que la classe Fq — /* du cjcle C sera au moins égale à son ordre /•, ou moindre que r.
Dans le premier cas, G' sera d'ordre r et aura pour tangente la droite
ax' — a- y
ou la droite
Ces droites ne sont pas des côtés du triangle : G sera donc de l'espèce 2.
Remarquons encore que, si r^ est un exposant caractéristique de C, /[x — /' sera un exposant caractéristique de C. Car, r, /\), . . ., rfj_^ ayant un plus grand commun diviseur 8 qui ne divise pas r^^ le premier exposant non divisible par 8, dans les développements de T, — a et T3, sera r^^ — r.
En outre, les coefficients de ^'>~'' dans ces développements seront respectivement a^^ o et ne sont pas proportionnels à ceux des termes de moindre degré en t, qui sont
o, Gy
Donc /'jx — /• sera un exposant caractéristique.
Passons au second cas, où /q — /" -< /'• L'ordre de C sera /'o — 7', moindre que l'ordre de G, et la tangente sera le côté 5'=: o du triangle : G' sera donc de l'espèce 3.
5" Cycles C dont V origine est en un sommet {x =y = o)
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et ayant un côté (y = o) pow tangente. — C'est le cas où Xo= Yo = ^ = ^- T-6 cycle G' aura son origine au sommet x' =:z z' =^ o\ son ordre sera j\ — r ei z' =^ o sa tangente. Il sera donc, lui aussi, de l'espèce 5.
590. De ce qui précède résulte la possibilité de changer une courbe quelconque /:, par une suite de transformations quadratiques, en une autre courbe n'ayant que des cycles du premier ordre, et dont les tangentes aux points multiples soient toutes distinctes.
Soit, en effet, p un point de la courbe, qui soit l'origine de cycles d'ordre supérieur à i. Considérons un triangle 5 = 0, T, = o, s = o, dont le sommet (ç = o, -/^ = o) soit en/?, les autres sommets n'étant pas sur A*, et dont les côtés ne passent par aucun autre point multiple de k et ne soient pas tangents à cette courbe. On peut, par une substitution homographique, transformer respectivement les droites ^ = o, r, = o, Ç = o en ^ = o, r = o, -3 = o.
Les cycles de la courbe A^, transformée de A', auront respectivement les mêmes ordres et les mêmes coïncidences d'origine et de tangente que ceux dont ils sont transformés, et A*! aura avec les côtés jr = o, j^ = o, 2 3= o les mêmes relations que k avec ^ = o, r, = o, t^ = o.
Effectuons maintenant sur k^ la transformation quadratique particulière que nous venons d'étudier. Un point q de kx non situé sur les côtés du triangle sera transformé en un autre point où passent le même nombre de cycles, du même ordre, et avec les mêmes coïncidences entre leurs tangentes. Il n'y a donc rien de changé de ce côté.
Considérons en second lieu les cycles dont l'origine est sur un des côtés du triangle, sur ^=0 par exemple. Ils sont par hypothèse du premier ordre et, leurs origines étant différentes, les quantités Yq, . . . correspondant à ces divers cycles sont distinctes. Enfin, ils ne sont pas tangents à ^' = o; leur ordre ne sera donc pas altéré par la transformation; leurs transformés seront du premier ordre ; ils ont tous leur origine
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eny = o, ^ = o, mais leurs tangentes
sont distinctes.
On introduit ainsi un nouveau point multiple, mais à cycles d'ordre i et à tangentes séparées.
Passons enfin aux cycles C dont l'origine est au sommet x=y = o; chacun d'eux est transformé en un cycle ayant son origine sur z = o; ceux dont les tangentes sont distinctes auront d'ailleurs des transformés d'origines distinctes. Si la classe /'o — r du cycle C est moindre que son ordre /■, celui-ci sera abaissé par la transformation. Dans le cas contraire, l'ordre se maintiendra; mais une autre simplification se produit : les exposants caractéristiques du cycle sont tous diminués de a- par la transformation, ainsi que nous l'avons vu.
591. En soumettant la courbe /c', transformée de /f, , à des opérations analogues, on pourra donc, sans accroître l'ordre d'aucun des cycles, ni introduire aucune nouvelle coïncidence simultanée d'origine et de tangente, abaisser progressivement les exposants caractéristiques du cycle choisi, jusqu'au moment où, ceux-ci ne pouvant décroître indéfiniment, l'abaissement portera sur l'ordre du cycle. Poursuivant encore, on finira par rendre celui-ci égal à l'unité.
On choisira ensuite un des cycles restants, pour le réduire de même, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on n'ait plus que des cycles d'ordre i .
592. A ce moment, on pourra encore avoir des cycles ayant à la fois même origine et même tangente ; mais la continuation des opérations fera disparaître ces coïncidences.
Soit, en effet, G un cycle d'ordre i, dont l'origine soit en X =JK = o et qui ne soit pas tangent à^=:oniàjK=o. Ses équations seront
ou
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Un autre cycle D d'ordre i et de même origine aura pour
équation
Ils auront même tangente si d^^=C\^ et, en général, un contact d'ordre m, si
Si G et D ont un contact d'ordre m, les transformés par la substitution quadratique que nous considérons auront encore même origine, mais un contact d'ordre m — 1 seulement.
On a, en effet, pour le transformé de G,
Tj — c, -hC2^ -h. . ., T2=:i, T^—Cit -h (\J^-f-- ",
d'où, en posant —, = X', —j=i7J^
Résolvons la dernière équation par rapport à ^; il viendra
et l'on déterminera les coefficients A en substituant cette valeur dans l'équation
Z' = Cl ^ + C2 ^- -h . . .
et identifiant les deux membres. Les |j, premières équations, qui déterminent \^^ . . ., \^^ ne contiennent que les [Ji coefficients c,, . . ., c^\ A,, . • -, )v,x en dépendront donc exclusivement.
Substituant la valeur de t dans l'expression de X', il viendra
les coefficients A,, . . ., A„, ne dépendant que de C|, . . ., c',„. Si l'on opérait de même sur le transformé de D, on obtiendrait pour X' un développement analogue coïncidant avec le
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précédcnl en vertu des relations (i) jusqu'aux termes d'ordre m — I, mais différant par le terme d'ordre ni.
On pourra donc abaisser progressivement l'ordre des contacts entre les cycles jusqu'à les faire disparaître totalement.
Démontrons encore le théorème suivant
Toute transJorniaLîon de Cremona résulte de la composition de transfoj^niations quadratiques.
Soit S une semblable transformation, définie par les relations
où/, 5/27 .A sont des fonctions d'ordre n en x^ v, z.
Considérons trois points quelconques p ==: (a, a', a!')^ /)' = (p, [ii', ji'^), />"= (y, y^ y") non en ligne droite, et composons la transformation S avec la transformation homographique
La transformation résultante sera
en
où cp, =/, (a? + iSïi 4- yÇ, . . ., . . .), ... sont de degré n Composons cette nouvelle transformation avec la suivante :
(3) |:rî:Ç::-vr:Ç'r:r-^'.
La résultante S, sera
<]>,=: cp,(T/Ç', Ç'?', ^'^o')' ••• ^t^i^t ^^ degré 2.n en Ç', •/)', 'Q .
Le degré de cette transformation s'abaissera toutefois si l'un des points /?, /?', p" est un point fondamental de la transformation S.
Supposons, par exemple, que p soit un point de multiplicité i, commun aux courbes /j, /a, /a ; son correspondant Yj ==r Ç=r= o sera multiple d'ordre i sur les courbes <p,, cp2, cp^.
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Donc tous les termes de cpi, cp2) fa seront de degré au moins égal à «par rapport à t], Ç. Donc tous les termes de i{><, d/o, ^3 seront divisibles par ^'^ Ils seront de même divisibles par 7j''', ^'^'^ si p'j p" sont fondamentaux et de multiplicité i\ i" . Après suppression de ces facteurs communs, le degré de ces fonctions ne sera plus que in — i — i' — i" . On déduit de la relation (2)
A, B, G étant linéaires en x^ y, 3, puis de la relation (3)
(4) ?':r]':Ç'::-r]Ç:ç^:?ri ::BC:CA: AB.
La transformation S résulte donc de la composition de S, avec la transformation quadratique (4).
Le théorème sera donc établi si nous montrons qu'il existe, dans toute transformation S, trois points fondamentaux non en ligne droite et dont les ordres de multiplicité «, ?', i' aient une somme > n. Car la démonstration du théorème pour S sera ramenée à sa démonstration pour S, qui est une transformation de degré moindre.
594. Or, soit a^ le nombre des points fondamentaux de multiplicité k\ on a, comme nous l'avons vu, les relations
zn'-i,
dont
la
combinaison donne
la suivante
(7) lka/,sr: 3/^ — 3.
D'ailleurs, la somme des multiplicités de deux points fondamentaux quelconques ne peut surpasser n; autrement, les courbes /i, /2y /a coupant en plus de n points la droite A = o qui les joint,/,, /a, /s contiendraient A en facteur commun, contrairement à notre hypothèse. Mais, si /z >> 1 ,
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on a n <^ '6n — '6. Donc il y a au moins trois points fondamentaux.
Soient p, p\ p" les trois points fondamentaux dont les ordres de multiplicité sont les plus élevés; soient /, i', i" ces ordres et supposons i^i' yi". Les équations (6) et (y) pourront s'écrire, en mettant ces termes en évidence, '
lA-^a/, - n'' — I — r^ — r-— i'"-,
^k cz/,.= Z II — 3 — / — i' — i!\
les nouvelles sommes étant restreintes aux autres points fondamentaux.
On déduit de ces relations
iC- — I — i- — l'"- — i'- — i" {?>n — 3 — i — i' — i" ) --=z1k{/x — i'' ) a/,. -^ o,
car A — l" est toujours ^o.
Donc n ne peut surpasser la plus grande racine de l'équation
laquelle est égale à
La quantité sous le radical peut s'écrire
Mais iy i' yi"^i. Elle est donc moindre que ( i-\- i' —
et 1 on a
Enfin les trois points p, p', p" ne sont pas en ligne droite ; car, s'ils étaient sur une même droite A = o, celle-ci, coupant les courbes/, , /g, /a en plus de n points, /, , /a, /a auraient le facteur commun A.
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IV. — Transformations birationnelles d'une courbe. 595. Posons, comme nous l'avons déjà fait,
/, , y*2, /:$ étant (les polynômes homogènes d'un même degré / en x^ y, z et sans facteur commun.
Supposons X, y^ z assujettis à la relation
L'éliminalion de x^ y, z entre les équations précédentes donnera une équation
exprimant la relation qui doit avoir lieu entre les rapports x'\y'',z' pour qu'il existe un système de valeurs des rapports ^ :y : s pour lequel les équations (i) et (2) soient satisfaites simultanément.
Le plus habituellement, cette solution commune sera unique (sauf, peut-être, pour certaines valeurs particulières des rapports x'\y'\z'). On sait, dans ce cas, qu'elle sera donnée par des équations de la forme
R, Rj étant des fractions rationnelles qu'on peut supposer réduites au même dénominateur.
Chassant les dénominateurs, ces équations pourront se mettre sous la forme
/', ,/2,/3 étant des polynômes homogènes et d'un même degré /' en x' ^ y' ^ z' .
A chaque point x^ y, z de la courbe F correspond donc un point x' ^ y', z' de la courbe F' et réciproquement, les
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points correspondants étant liés par les deux systèmes de relations (i) et (4).
Ces deux systèmes ne seraient pas équivalents pour des valeurs quelconques de x^ y, s, ^', y', ^' [à moins que la transformation (1)1^^ ^^^ "^^ transformation de Cremona]; mais ils le sont, et cela nous suffit, pour celles de ces valeurs qui satisfont aux équations (2) et (3).
Nous dirons que les équations (i) et (4) établissent une correspondance uniforme, ou b [rationne Ile, entre les courbes F et F'.
A un cycle C de F
correspondra un cycle C de F'
t .1.1., ryi . j' . nr/
Tp T^, T3 représentant les fonctions
débarrassées toutefois, s'il y a lieu, de la puissance de t qu'elles pourraient contenir toutes trois en facteur commun. Les points de C, correspondant uniformément à ceux de C, correspondront uniformément, comme ceux-ci, aux valeurs du paramètre t.
Si G est d'ordre /* et a pour origine le point (^r^, y^^ :?o), on aura
T^ — x^-^af-^. ... T2— r^-f- hL'+.. ., T^^ Zç,^ cf -{-. ..
et, par suite,
/,(T„T„T,)=./,(.r., /„,-.,)+ («1^ +/,|^ + cg!-)r+...,
J^e cycle G' aura donc, en général, pour origine le point correspondant à [xq^ y^^ Zq)^ et son ordre sera ;•. Toutefois, cet ordre s'élèvera si
yi('^oi yo) -"0)5 fii^^Oi JKo^ -^o)- f-.ii^^'o-' .>''o> -^o)?
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sans être nuls simultanément, sont proportionnels à
ôXq âfo oz^
Si ces trois quantités s'annulent à la fois, auquel cas les équations (i) cessent de définir les rapports x' ', y' \ z' ^ on aura à supprimer la puissance de t qui figure en facteur commun dans/, (T,, Ta, Tg), .... Le cycle G' aura pour origine un point [x^^ y'^^ z'^)^ que nous considérons comme le correspondant àe {xq^ y^^ Zq).
Enfin, si le point [xq^ y^^ Zq)^ où/,, /a, /a s'annulent, est l'origine de plusieurs cycles G, C,, ... de F, ils auront pour correspondants des cycles G', G',, ..., ayant pour origines des points (j?;, /,, yj, (^;,, 7;, 5 ::,,), ...; et le point (^07 Xq-) ^0) correspondra à l'un ou à l'autre de ces points, suivant qu'on le considère comme limite de points situés sur G, ou sur Gi , . . ..
Il peut donc exister sur F des points ayant plusieurs correspondants sur F'. Mais ces points devront être multiples sur F, et situés sur/,, fzj f-i\ leur nombre est donc limité.
Réciproquement, un point multiple de F', situé sur/', , /.j, /'g, aurait plusieurs correspondants sur F.
o97. L'existence d'un élément invariant par toute transformation birationnelle peut s'établir comme il suit :
Les deux courbes F et F' étant supposées liées parla relation (i). Dosons
^ ^' '- ^' ''-^'-/3(^,7,^)-/3(X,Y, .)• Gela posé,
d\ " dX '^ ôY dX
étant une fonction de X, Y et -tt-j la somme de ses ordres par rapport à t^ pour tous les cycles de F, est nulle.
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dX
~dt
La somme des ordres de la fonetion —r--, pour la
dX.' courbe F, est donc égale à la somme correspondante. —7-5
pour la courbe F^
L'existence de cet invariant étant établie, son expression est aisée à trouver. On a, en effet,
dx dz
. d\ _ " Ift ~ ^^ Tu ~di ~ 7'
Or nous avons vu (o80-581) que la somme des ordres du numérateur est égale à S(/' — 1 + coo) = v + S(/' — i); celle des ordres du dénominateur sera 2 n. L'invariant cherché sera
donc
V + 2(/' — i) — in.
Posons
Le nouvel invariant p ainsi défini se nomme le genre de la courbe F. C'est un nombre entier, qui ne peut être négatif si F est indécomposable.
En effet, toute courbe F pouvant être changée, par des transformations quadratiques qui n'altèrent pas le genre, en une courbe F' n'ayant que des cycles simples à tangentes séparées, il suffit d'établir la proposition pour cette dernière. Dans ce cas, S (/' — i) est nul et, a/f désignant le nombre des points de multiplicité A", on a
V = /i ( /i — I ) — ^<y.kk{k — I ) et, par suite,
nombre évidemment entier et qui n'est pas négatif (568).
598. Soit F une courbe indécomposable, d'ordre /2, n'ayant que des cycles simples à tangentes séparées. Si l'on suppose le triangle de référence choisi de telle sorte que le som-
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met X = z = o ne soit pas sur la courbe, celle-ci aura une équation de la forme
A étant une constante différente de zéro, et A,, . . ., A„ des polynômes en X, de degrés i, . . ., n respectivement. Si nous posons, pour abréger,
le genre de /? de F sera donné (numéro précédent) par la formule
Soit
/=:(3Y'«4-(3iY'«-i-f-... = o
une autre courbe d'ordre m. Proposons-nous de déterminer ses coefficients de telle sorte que, parmi ses mn points d'intersection avec F, il y en ait le plus grand nombre possible qui occupent des positions choisies d'avance. Voyons d'abord de combien d'indéterminées nous pouvons disposer pour cela.
Effectuons la division de /par F^; il viendra
/=QF + R,
Q et R étant des polynômes entiers, dont le dernier est de degré m en X, Y, mais de degré n — i seulement en Y . Or il est clair que les points d'intersection de f avec F" sont les mêmes que ceux de R avec F\ Nous pouvons donc nous borner à considérer parmi les courbes d'ordre m celles dont l'équation ne contient Y qu'au degré n — i .
Supposons d'abord /« ;> n — 3. L'équation de la courbe /
contiendra -^ termes de degré ^n — 'à, plus n termes
de chacun des degrés n — i^ n, . . ., m. Le nombre total de
ces termes sera donc
, (n — i)n {m — n -{- 2)n -1- =r 77in — p — a -+- r ,
et l'on pourra déterminer les rapports des coefficients de manière à faire passer/ par mn — p — d points fixés d'avance 5 il restera donc p -\- d points d'intersection dont on ne pourra disposer.
Si m^n — 3, le nombre des termes de /sera
, et celui des points d'intersection dont on ne pourra disposer sera
mn — — h I .
En particulier, pour m= n -- 3, ce nombre se réduira à
599. Les nombres précédents peuvent être diminués si l'on fait passer /par les points multiples de F.
Supposons, en eflet, qu'on remplace pour / l'obligation
de passer par points fixes de F par celle d'avoir un
point de multiplicité i à un endroit où F a elle-même un point de multiplicité k. Le nombre de conditions sera le même; mais le nombre des points d'intersection dont la position est fixée par là ne sera plus > mais ik. Le ré-
sultat le plus avantageux s'obtiendra donc en donnant à i la
valeur A — 1 , qui donne a ik sa valeur maximum
k{k^,) Si donc m est assez grand pour que le nombre des coefficients doni on <lispose permette de donner à/ un point mul-
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tiple d'ordre A — i partout où F a un point multiple d'ordre k (auquel cas nous àiTons (\yxe; f esX, une courbe adjointe àe¥)^ le nombre des points d'intersection dont on ne peut disposer
sera diminue de la quantité > a^ = a. 11 se réduira
donc :
1° à p si m> n — 3 ;
2° à p— ^ si m z=z n — 3.
600. La condition d'être adjointe donnant d relations linéaires et homogènes entre les coefficients de /, il existera toujours des adjointes si m^ n — 3. Il en existera également pour m = 71 — 3, si /? >> o (d'où /z >> 2). Le nombre a des coefficients qui restent arbitraires dans l'adjointe la plus générale de degré m (ou, ce qui revient au même, le nombre des adjointes linéairement distinctes de degré m) sera donné par les formules suivantes :
i'* Si /?? >> /i — 3,
^^= {ni — n H- 2 ) /i H ■ d
=z-. ( f)i — //. H- 2 ) /^ -+- p -\- n — I . 2° Si m = n — 3,
Le nombre jjl ainsi calculé devrait être augmenté si les d équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les adjointes n'étaient pas distinctes. Il nous faut donc démontrer que ce cas ne peut se présenter.
60L Nous nous a[)puierons, à cet effet, sur le lemme suivant, cas particulier d'un théorème célèbre d'Abel, que nous démontrerons dans le Calcul intégral.
Soit ^ (X, Y, Cl , C2, . . .) = o une courbe algébrique quelconque contenant dans son équation des paramètres c<, C2, ... et coupant la courbe F(X, Y) =^ o aux points
(X<,Y,), ..., (X/, Y/), Si nous changeons c,,C2, ...
en c, + <^C|, C2-\-dc2i ..., nous obtiendrons une autre courbe infiniment voisine, coupant F aux points
(X,4-^X,,Y,.+ ^Y0, ..., c?X/, dfYf, . . . étant donnés par les formules
Cela posé, soity*(X, Y) une quelconque des adjointes de degré n — 3 de la courbe F ; on aura
^ aXj =: o.
dF{X,, Y,
602. Cette proposition étant admise, supposons que pour un certain degré m^n — 3 le nombre des coefficients indéterminés qui restent dans l'adjointe soit >> jjl. En assujettissant l'adjointe à passer par [Ji — i points «, = (Xi, Y, ), ..., a^_i = (Xfj^_, , Y[j,_< ) choisis à volonté sur F, elle contiendra encore plus d'un coefficient indéterminé ; on aura donc tout un faisceau d'adjointes passant par ces points. Soit C l'une d'elles; elle coupera encore F en v autres points
<^(JL= (X[x, I[x)j •••? <^[X+V— IJ
le nombre v étant << [jl ; car nous avons vu qu'il est égal à/), si /n"^ n — 3, kp — ^ i si m = n — 3.
Cela posé, par les [a — i points «v+i 5 • • • ? ^^jx+v-i > f>n peut faire passer un faisceau d'adjointes, ayant pour équation générale
Ci9i-)- ^2 92-+-- • '"o,
et C sera l'une des courbes de ce faisceau. On aura donc pour des valeurs convenables assignées aux paramètres «<. C25 . . .
G||Ci9i + C292-i-.- ••
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Changeons c,, Ca, ... en C| -f- dci^ C2-f- dc2y ... ; on aura une autre courbe C, coupant F, comme C, aux points multiples et aux points fixes «v+i- •••) «[i+v-i 6t, en outre, en des points
a; = (X,-t-^„ Yi4-6/Y,), ..., a;-(Xv + ^v, Yv-l-^Yv^
Or on sait qu'il existe au moins p adjointes linéairement distinctes y<, . . .,/";?, de degré n — 3. Appliquant à v d'entre elles le théorème d'A.bel, on aura v équations
V A(Xi, Y,) ^^, _ ^ (A- = ., 2, . . . , V).
Ces équations, en nombre égal à celui des quantités c?X/, ne pourraient être satisfaites qu'en supposant que les d^i sont tous nuls ou que le déterminant des coefficients est nul.
603. La première hypothèse doit être écartée. En effet, les courbes C et G' coupant F aux mêmes points, il en serait de même de la courbe
(5) C"= <1?CiO, 4- t/C2Cp2 + - • • — o,
quels que soient les rapports de dCi, dc^f .... En les déterminant convenablement, on pourrait faire passer cette courbe par un nouveau point de F. Les courbes C" et F auraient ainsi plus de points communs que n'en comporte leur degré, et devraient avoir une partie commune ; et comme F est indécomposable, on devrait avoir
^ étant un polynôme entier. Ce résultat est absurde, G" étant de degré moindre que F par rapport à la variable Y.
604. La seconde hypothèse ne peut être vérifiée en général, mais seulement pour certaines positions particulières des
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points a,, ..., a^^ qu'on sera libre d'éviler, puisqu'ils font partie de la suite des points a,, . . ., a^_^ , qu'on peut choisir arbitrairement sur F. Tout d'a])ord, si ces points sont pris à
distance finie, -^^ y restera fini. Le déterminant qui doit s'annuler deviendra, après la suppression des dénominateurs I • • • qui figurent en tacteur commun,
/,(Xv,Y.,)
/aX,, y,) ... .AiX^-Y,) Cette expression développée peut se mettre sous la forme
Mi/,(X„ Y0-1-M,/,(X„ Y, ) + ... = o,
Ml, Mo, ... étant indépendants de X,, \,. Pour que cette équati.on ait lieu pour une position arbitraire du point (X,, Y,) sur F, il faudra que son premier membre soit divisible par F(X,, Y, ), et, comme il est de degré moindre que F, il devra être identiquement nul. D'ailleurs les fonçlionsy,,y25 ••• sont linéairement distinctes ; donc il faut que les mineurs YI,, Ma, . . . soient tous nuls.
D'ailleurs, l'un quelconque de ces mineurs, tel que YI,, peut être mis sous la forme
et ne pourra s'annuler, pour toute position du point (Xo, Y 2) sur F, que si les mineurs du second ordre N2, . .., Ny sont nuls. Continuant ainsi, on voit que le déterminant ne peut s'annuler pour toutes les positions possibles de (X,, Y,), ..., (Xv_,, Yv_i) que si le point (Xv, Yv) est commun à F et à toutes les adjointes /,, ...,/v
6O0. Nous aurons en particulier, pour ni = n — 2, p -{- n — i adjointes linéairement distinctes, rencontrant chacune F en ip •\- n — 2 points, outre les points multiples.
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Celles de ces adjointes qui passent par/) -{- 7i — 3 points fixes r/, = (X,5 Y,), ..., a^^„_3 formeront, en général, un faisceau à deux coefficients.
Chacune des courbes de ce faisceau coupera F aux points a,, . . ., ap^n_^ et en /? + I aulres points. Si /z >> 3, ces derniers points seront toujours différents pour deux courbes différentes du faisceau si les points fixes a<, ..., ap^n-3 (dont le nombre est au moins égal k p -\- i) n'ont pas des positions particulières.
Supposons, en effet, que l'un des p H- i derniers points d'intersection fût nécessairement le même pour deux des courbes du faisceau et, par suite, pour toutes les autres. Soient C une courbe particulière du faisceau; (2,, . . ., c/2/7+«-2 ses points de rencontre avec F. La courbe C appartient au faisceau des adjointes d'ordre n — 2 qui passent par les p -{- n — 3 points fixes cip^^) •••j <^2/tj+«-2- Si ce dernier faisceau n'a que deux coefficients, toutes ses courbes devront, d'après notre hypothèse, avoir encore sur F un point commun, qui sera nécessairement l'un des points a , (fp-)^\-i
par exemple cipj^^ . Si, au contraire, le faisceau a plus de deux coefficients, on peut déterminer l'un d'eux en fonction des autres de telle sorte que la courbe correspondante passe par ap^\. Il restera encore au moins deux coefficients indéterminés. Nous obtenons donc, dans tous les cas, un faisceau de courbes adjointes passant toutes par les points «/,+«, . . ., ^'2p+n-2 et dont la courbe C fera partie.
Appliquons à ce faisceau le théorème d'Abel : en prenant successivement les p adjointes /, , ..., fp d'ordre n — 3, on aura les /> équations
qui ne peuvent subsister que si les d^ii sont tous nuls, ou si le déterminant de leurs coefficients est nul. Mais on a vu que la première hypothèse est inadmissible, et que la seconde
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ne peut être \érifjée que pour des positions particulières des
606. Cela posé, considérons les adjointes d'ordre n — 2, qui passent par p -^ n — 4 points fixes «^, ..., ap^n-\ pi'is arbitrairement sur F. Elles forment un faisceau à trois coefficients
c, ©1 + Co 9-2 -h C3 cpa — o.
Soit a = (5, Yi) un autre point pris arbitrairement sur F, et posons
Eliminant ç, r^ entre cette équation et
nous obtiendrons entre Ç', 'r\ une équation
liée à F par la transformation (6). Cette transformation sera, en général, birationnelle. En efi'et, si à un point (ç', r/) de F' correspondaient, en vertu des équations (6) et (^), deux points de F, a 1= (^, 71) et a, = ( H| , rii), on aurait
■ '" cp3(H, -n) " 93(^1, -r],)'
©3(1, in) cp:j(;i, -^1)' de sorte que les deux adjointes d'ordre n — 2,
9i(^, -ri) 9-2 (c, rO
qui passent par les/> -h /^ — 3 points a, , . . ., <7y,^„_3, a, passeraient encore par un autre point a, de F, ce qui, comme nous l'avons vu, ne peut avoir lieu pour des positions arbitraires des points a,, . . ., a.
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607. La courbe transformée sera donc du même genre que F. Cherchons à déterminer son degré n' . Posons, pour rétablir l'homogénéité,
La courbe F aura pour équation <ï) r= o, et la transformation (6) pourra s'écrire
^K-) ']^2î '1^3 étant des polynômes d'ordre n — 2 ; entin la transformée aura une équation de la forme
Le degré cherché est le nombre d'intersections de la courbe <ï>' avec la droite arbitraire
A chacun de ces points correspond sur F un point (r, y^z) satisfaisant aux deux relations
Ces deux équations simultanées, de degrés n — 2 et n respectivement, définissent n{n — -2) points, dont chacun correspondra réciproquement à un point commun à
pourvu que 6,, 'i>2, ^3 ne s'annulent pas à la fois.
On voit donc que n! est égal au nombre des intersections des deux courbes (9) qui sont variables avec À,, ^^25 ^3- Ce nombre est/? + 2. Nous pouvons donc énoncer ce théorème :
Toute courbe de genre /> >> o peut être changée par une Lransforniation hirationnelle en une courbe de même genre, et de degré p H- 2.
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608. Il nous reste à étudier les courbes de genre zéro, dites courbes unicursales.
Soient F = o une semblable courbe; cp^, cpa deux de ses adjointes, d'un même degré m et coupant F, la première aux points a,, . . ., a^_^^ a, la seconde aux points <7,, . . ., «Ma, j^. Elles n'auront pas d'autres points de rencontre avec F, puisque p est nul.
Considérons les adjointes du faisceau
6\, Oo -:^ G.
Chacune d'elles coupera F aux points «',, . . . , a^_^^ et en
un autre point (?,'Q) variable avec le rapport — = /. Pour
obtenir ^, on éliminera ri entre les équations F=ro, c, C5, + c2'>5o= o, et l'on supprimera, dans l'équation finale, les facteurs correspondants aux racines fixes; il restera une équation du premier degré, d'où l'on déduira E = R(^), R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de même 'r\ = R, (^), R, étant également rationnel.
L'équation F = osera donc équivalente au système des deux suivantes :
H=.R(0, r,=rR,(0.
A chaque point (^, t,) de F correspondra, en général, une valeur unique de t. Car si deux adjointes diflerentes Ch cp4 --h C2'f2, c'jCp, -h C2'f2 passcnt par le point (i,ïi)? ?< et cp2 y passeront aussi; (?, ti) sera donc un des points communs à C9,, C22, F, c'est-à-dire un point multiple, ou l'un des points rt,, . . . , a^..-ï'
Pour obtenir la valeur de t correspondante à l'un de ces points particuliers A, on supposera que le point ($, ^l), d'abord différent de ce point, s'en rapproche indéfiniment, et l'on cherchera la valeur limite vers laquelle tend t. Ce sera celle que nous ferons correspondre au point A.
Si ce point est multiple d'ordre k, on pourra supposer successivement le point (^, r,) placé sur chacune des A bran-
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ches de F qui se croisent en A; on obtiendra ainsi k valeurs de t corres[)ondantes à ce point.
609. Considérons réciproquement une courbe F définie par les équations
R et Ri désignant des fractions rationnelles. Réduisant ces fractions au même dénominateur, on pourra les mettre sous la forme
cp,, cp2, ^3 étant trois polynômes sans facteur commun.
Cherchons combien de valeurs du paramètre t correspondent, en général, à un même point de la courbe. Soit t^ l'une d'elles; les valeurs cherchées seront les solutions communes aux deux équations
ou
Les deux polynômes P et ?< sont divisibles par 8 — t^\ mais ils peuvent avoir d'autres diviseurs communs. Soit en général D (8, t^") leur plus grand comnaun diviseur; on aura
P,(9,^,)==:D(0,^OQl(^,^l).
Les deux équations Q = o, Q< = o ne pourront avoir de racine commune que pour des valeurs particulières de /,. Les solutions communes aux deux équations (11) se réduiront donc (lorsque /, reste indéterminé) aux racines de l'équation
Ces racines sont généralement dislinctes, car une racine
double devrait satisfaire non seulement aux équations (lo), mais à leurs dérivées
équations algébriques qui n'admettent qu'un nombre limité de valeurs de 9; et les valeurs correspondantes de /«, déduites des équations (to), seraient également en nombre limité. Soit donc
les équations (lo) admettront, en général, m racines communes distinctes ^,, . . ., t^, solutions de l'équation
Si l'on permute les deux variables 8 et ^i, les deux polynômes P et Pi changent simplement de signe; leur plus grand commun diviseur D doit donc se reproduire à une constante près; il est donc du degré m en ^,. L'un au moins des polynômes A, A,, . . . , par exemple \^^ sera de degré /n^ les autres étant de degré ^/n. En particulier, A sera de degré inférieur à m; car, s'il en était autrement, D ne pourrait s'annuler identiquement pour ô = ^, , ainsi que cela doit être ; car D (ti,ti) contiendrait un terme en ty'% qui ne pourrait se réduire avec les autres.
D'autre part, ti désignant l'une quelconque des racines /,, . . . , tm, on aura
Les équations
R(rj)=rK(^,), R,(Ô)=zrR,(/,)
seront donc équivalentes aux équations (lo). L'équation D (Ô, ti), qui fournit les racines communes à ces équations, sera donc équivalente à D (9, /, ) = o. On aura, par suite,
Aix(^/) ^ M_M A(;,) \{t,)'
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Si donc nous posons
à chaque valeur de ce nouveau paramètre a correspondront m valeurs de t et précisément celles qui correspondent ellesmêmes à un même point (^, yj) de la courbe F; et ^, r, étant des fonctions algébriques de u^ qui n'ont qu'une seule valeur pour chaque valeur de u^ seront rationnels en a.
On voit ainsi que, si les coordonnées d'un point d'une courbe sont exprimables en fonction rationnelle d'un paramètre, on pourra toujours, en changeant au besoin le paramètre, faire en sorte qu'à chaque point de la courbe corresponde une seule valeur du paramètre.
610. Supposons cette condition réalisée, avec le paramètre ^, pour une courbe définie par les équations
nous allons établir que cette courbe est unicursale.
Les fonctions R (^), R, {t) peuvent être supposées r('duites au même dénominateur. Passant aux coordonnées homogènes, en posant ^ = - , Tj =:-, les équations de la courbe pourront s'écrire
T,, T2, T3 étant des polynômes en t.
Par une transformation birationnelle
nous pouvons changer la courbe F en une autre F' de même genre /?, n'ayant que des cycles d'ordre i. Les équations <le cette nouvelle courbe seront de la forme
^':/::;'::0.:0, -iBa,
(-),, 02, 03 étant de nouveaux polynômes en l.
A chaque point [x' , y' ^ z') correspondra d'ailleurs, en général, un seul point (x^y,z)^ et par suite une seule valeur de t.
Soit s le plus grand des degrés des polynômes ©4, 02^ ^3; on pourra écrire
0, —7 «/^' -+- r^i t'^'^ -h . . . , 02— bt'^ bil'-^-i-. . . ,
03 =r Cf -h C, /•"■■-* + . . . ,
l'un au moins des trois coefficients a, b^ c étant ^o. D'ailleurs, si t croît indéfiniment, on aura, en posant t =z —,
œ' : y' : z' :: a -hait' -h. . . : b-h bit' -h. . . : c -hCit' -h. . . .
Ces équations définissent un cycle de F', qui doit être d'ordre i, par hypothèse; donc l'un au moins des trois déterminants abi — a, 6, bCi — bi c, ca, — c, a sera ^ o.
Le degré n de la courbe F' est le nombre de ses intersections avec une droite arbitraire
Les t correspondants sont les racines de l'équation de degré s
a0, + (30,-hy03=:o,
et à chacune d'elles correspond un point distinct de F'. Donc n = s.
Cherchons d'autre part la classe v de F'.
Une droite
UX -\- i^f -h WZ ■=. O
sera tangente à F' au point t si l'on a
W01 -h P02 -h Vï^03 = O,
Elle passera, en outre, par un point donné arbitrairement
a, ^, Y, si l'on a
wa 4- v'^ -H <f'y = o.
Eliminant u^ v^ w entre ces trois équations, on aura, pour déterminer les points de F' dont la tangente passe par a, p, y, l'équation
«(020;-030,)-h(3(030'i-0i(^'3)4-y(0,0;-0,0;)=:o-. Or
010; - 02 0; = - {ah, — a,b) t"'---^.. . .
L'équation en t est donc de degré is — 2, etv = 2 5 — 2. Gela posé, F' n'ayant que des cycles d'ordre i , son genre/? sera défini par la relation
ip — 2m V — 2AZ = 2 5 2 — 25= 2.
Donc p =z o, et les courbes F', F seront unicursales.
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