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Des intégrales des équations différentielles d'ordre
quelconque,
\. Intégrer une équation dillérentielle entre deux variables X et j", c'est trouver toutes les valeurs de y en fonction de x qui y satisfont; ou, en d'autres termes, c'est trouver une équation entre x et y qui soit une conséquence de la proposée, et réciproquement, dont celle-ci soit une conséquence.
Sous le point de vue géométrique, c'est trouver toutes les courbes dont les coordonnées et leurs rapports dijfférentiels des divers ordres satisfont à cette équation.
Considérons l'équation générale de Tordre m , c'est-àdire celle où m est l'indice de la dérivée de l'ordre le plus élevé qui y entre , quelles que soient d'ailleurs les puissances dont ces dérivées soient affectées^ Soit cette équation
^ / dy f^^y d'^y\
^ ' \^ - ' dx dx^ dx"'/
COU&S n AlfALYSK.
ii "* y , iiy d^" * Y
Elle détermine -~~ en fonction de j:, 7S -~ v • 5 -1 — - > et
si on la diifërentie successivement, les rapports dliféren-
tiels • , *: ■ 9 -^ — ■—") etc., seront détermines en fonction
des mêmes quantités.
Toute fonction de x peut , en général , ètrç développée en série , au moyen des théorèmes de Taylor, de Maclaurin, ou de Bernoulli. Le premier est moins sujet aux exceptions parce qu'on peut choisir la valeur de x qui entre dans les coefficients , de telle sorte qu'aucun d'eux ne devienne infini. Dans ce cas, la série sera nécessairement convergente , pour toutes les valeurs de x comprises entre certaines limites déterminées , et quelquefois même pour toute valeur de x.
Soit donc^ la valeur la plus générale qui satisfasse à l'équation (i). Si on la suppose développable d'après la formule de Maclauriu , on aura
et si l'on remplace tous les coefficients à partir de celui de x^^ par leurs valeurs en fonction des précédents, déterminées comme nous l'avons dit , la fonction cherchée sera nécessairement comprise dans celles que représente ce développement, puisque l'on n'aura exprimé que des conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproquement, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessairement à l'équation différentielle; car, si l'on différentie m fois les deux membres de l'équation (i), on obtient précisément le développement de l'équation (i) résolue par
^-apport a — .
SF.CONUK PARTIK.
LVqualion (2) donnerait donc la solution complète de la question, si toutes les valeurs de j étaient développables de cette manière. Mais., dans tous les cas, il ne peut manquer que celles pour lesquelles certains coefficients différentiels cesseraient d'être finis et déterminés , pour la valeur particulière x = o.
2. Si Ton avait développé, d'après le théorème de Taylor, suivant les puissances de a: — a:©, on aurait eu comme conséquence de l'équation ( i )
les coefficients étant toujours déterminés à partir de Tordre m, au moyen de l'équation (1) et se rapportant à x = a:o5 et réciproquement, l'équation (i) se déduirait de celle-ci par m différentia lions successives.
La valeur arbitraire x^^ pourrait bien être choisie de manière à ce qu'aucun coefficient de la série ne devînt infini , si ces coefficients ne dépendaient que de x^^ -, mais comme ils renferment encore la valeur correspondante de y et de ses dérivées, il pourra arriver qu'une certaine fonction j- = ç (x), tout en satisfaisant à l'équation différentielle, rende infinis ou indéternoinés certains coefficients du développement , quel que soitXo 5 nous en donnerons bientôt un exemple.
On voit par là que les formules (2) et (3) peuvent ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l'équation (i). H est inutile de dire que ces deux formules coïncident lorsque toutes les solutions sont développables au moyen de l'une et de l'autre, puisqu'elles représentent alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites où elles sont suffisamment convergentes, elles peuvent
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servir à donner, par approximation , la valeur de la fonction cherchée. On donne le nom à*intégrale générale de l'équation (i) à Téquation (3), dont l'équation (ti) n*est qu'un cas particulier correspondant à j?© == o.
Ij'équation (3) satisfaisant à Téquation proposée, quelles que soient les valeurs des m premiers coefficients j^o,
/ ^ j , . . . , f -^ J , puisqu'ils disparaissent au moyen des
m différentiations qui conduisent de l'équation (3) a la proposée 5 nous en conclurons que r intégrale générale d'une équation différentielle de l'ordre m renferme nécessairement m constantes arbitraires qui sont les valeurs de la fonction et de ses m — l premières dérivées correspondantes à une valeur de x prise à volonté.
3. 11 est facile de démontrer réciproquement que toute équation entre a: et ;^ qui satisfera à Téquation diiférentielle , et renfermera m constantes arbitraires , est identique avec l'intégrale générale représentée par le développement (3). En effet, si Ton conçoit qu'on développe, suivant les puissances de j*, la valeur de y donnée par cette équation , les m premiers coefiBcients renfermeront .r© et les m constantes arbitraires et pourront prendre toutes les valeurs possibles, en choisissant convenablement ces constantes, quelle que soit d'ailleurs la valeur qu'on prenne pour x^ , ils peuvent donc être regardés comme entièrement arbitraires; et comme les suivants en dépendent d'après l'équation (i), le développement ne différera pas de celui que donne l'équation (3). D'où résulte cette importante proposition, que toute équation entre x et y qui satisfait à une équation différentielle de l'ordre m, en est l'intégrale générale lorsqu'elle renferme m constantes arbitraires, au moyen desquelles il soit possible de donner des valeurs arbitraires à la fonc-
lion et à ses. m — i premières dérivées, pour une certaine valeur de x.
4. La dernière condition exprimée dans cette proposition est indispensable parce qu'une équation peut renfermer m constantes , susceptibles d'être réduites à un moindre nombre par des transformations. Ainsi ^ lorsqu'on voudra s'assurer si cette équation constitue l'intégrale générale, il faudra la différentier m — i fois, et chercher si Ton peut donner aux m constantes des valeurs telles, que pour une valeur donnée de x on en puisse tirer des valeurs arbitraires de y et de ses m — i premières dérivées. Et pour cela il suffira de reconnaître si les m équations peuvent être résolues par rapport aux m constantes, sans qu'il en résulte aucune absurdité: car alors pour une valeur quelconque de a:, on pourra choisir arbitrairement j^ et ses m — i premières dérivées.
Si par exemple on avait trouvé qu'une équation du second ordre fût satisfaite par la valeur
C, C étant des constantes arbitraires , on en tirerait
dx
or, quelque valeur finie que Ton donne à .r, ces deux équations donnent des valeurs finies pour C et C, si Ton n'a pas a = a'. D'où il suit que , si a' est différent de a , la valeur trouvée dey est l'intégrale générale.
Si l'on avait obtenu une solution de celte forme
y •=: Q sin ax -f- C/ ces ax, on en déduirait
dy
-f- =: rtC QO^ax — rïC sin^rx;
dx
d'où Ton tirerait toujours des valeurs finies pour C et C, pourvu que a ne fût pas nul^ la valeur de y serait donc encore Fintégrale générale.
Il en sera de même pour une expression de la forme
X =zC ^m{x -h a) 4- C' sin(a; -h a ');
si on la différentie , et qu'on prenne , pour plus de simplicité , jJo = o , on trouve
j, =rz C sin a -|- C sin «', -~-J = Ccosfl 4- C'cosfl',
et l'on tirera de là des valeurs finies pour C et C, si Ton n'a pas
sino cos a ' — sina' ces a = o , ou
a' ::= WZSZnir
n étant un nombre entier. La valeur dey sera donc l'intégrale générale , excepté dans. ce cas particulier.
Mais si l'on trouvait pour solution d une équation du troisième ordre
jr = C sin(:p -+- fl) 4- C sin (x 4- a') H- C" sin(a? -h a" ),
en difFérentîant deux fois , puis faisant a: = o , on aurait
7o = C sina -f- C sin fl' +■ C sina",
-^ ) = C cos« H- C cosfl ' 4- C" cos a'\ _/^\ =:Csinfl4-C'sin«'4-C"sinfl".
Or, la première et la troisième de ces dernières équations étant incompatibles , si l'on laisse jo et 1 -~^ \ indépendants Tun de Fautre, on voit qu'il est impossible de dé-
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terminer les trois constantes de manière que j" et ses deux premières dérivées aient des valeurs quelconques pour x=o: donc la valeur dey n'est pas Tintégrale générale, et il est facile de voir dans cet exemple que les constantes pouvaient être réduites à deux ; car, en développant les sinus, on trouve
X = {Ccosa -\- C cosa' -^ C" cosa")sinai
(C sina -f- C sina' -f- C" sina") cosx,
et la valeur de j* ne renferme réellement que deux constantes arbitraires, qui sont les coefficients de sinx et ces a:.
5. Lorsque dans l'intégrale générale d'une équation on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs des constantes arbitraires qu'elle renferme , cette solution se nomme une intégrale particulière.
Lorsqu'on satisfait à une équation différentielle au moyen d'une équation qui n'est pas renfermée dans l'intégrale générale , on a ce que l'on appelle une solution singulière, ou une intégrale singulière.
Il faut alors, comme nous l'avons déjà remarqué, que des coefficients du développement (3) deviennent infinis, ou indéterminés quel que soit Xq , et par conséquent lorsqu'on le remplace par la variable x. Et comme ces coefficients ne renferment que des dérivées d'ordre inférieur à /7i, il en résulte que la valeur y = (f (x), qui constitue une solution singulière d'une équation différentielle de Tordi^e m , doit satisfaire en même temps à cette équation et à une autre équation différentielle, d'un ordre inférieur, dans laquelle il n'entre aucune constante arbitraire. Si par exemple l'équation proposée est du premier ordre , les solutions singulières ne pourront être données que par des équations entre x et y sans constante arbitraire; et, par conséquent, une solution renfermant «ne
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constante arbitraire ne pourra être que I^intégrale générale.
Mais si l'équation proposée était dW ordre supérieur au premier, la solution singulière serait , en général, une équation différentielle, d'un ordre inférieur d'une unité, qui donnerait une intégrale renfermant des constantes arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des équations différentielles de Tordre m peuvent être données par des équations entre x^j et m — i constantes au plus. On ne peut donc toujours conclure de la présence de constantes arbitraires , qu'une solution est une intégrale particulière et non une solution singulière.
6. Nous allons maintenant donner un exemple du cas annoncé dans le n^ 2. Considérons l'équation différentielle
On en tire par des différentiations successives
et Ton trouvera , en employant la formule (2),
On reconnaît facilement qu'en posant
cette équation se réduit à
SECONDE PAETIE. g
et cette valeur se trouverait directement, en posant dans l'équation proposée j' — j:= z , ce qui la réduit à
dz i
d'où
Z ^ dz ^=^^^ dx\
intégrant les deux membres, et ajoutant une constante arbitraire c à Ttui d'eux, on aura
y Z ZIZ C "-~ JTj
d'où
Cette équation donne identiquement les mêmes solutions qne la proposée, pourvu qu'il ait été permis de diviser
parz^ ce qui exige que ^ ou j* — a: ne soit pas zéro. Si àoncy — x = o ne peut satisfaire à la proposée, l'équation (a) en donnera toutes les solutions -, mais si^ — xz=.o y satisfaisait, il y aurait des solutions qui pourraient ne pas être renfermées dans l'équation (a)^ et, en eûet, j — a: = o ne satisfait pas à cette dernière , quelque valeur que Ton donne à la constante arbitraire, et satisfait cependant à la proposée. Elle est donc ce que nous avons nommé solution singulière.
Cette solution n'étant pas renfermée dans l'intégrale générale, voyons ce que deviennent les coefficients du développement le plus général de y, donné par la formule (3).
Or il est évident que, si l'on fait j^ = x, tous les coeffi-
cients différentiels, à partir de -j-^t deviennent infinis; et si Ton n*avaitpas supprimé le facteur commun {y-^'^Y
ettmaamlit Aiiairaiic ne poarrs être ^ar I ïniégraJe gé-
Mût s r«i;vAt»:« prVijHMÂ «uîl d~aB onJxv sopériear
«putMBi^âcrcBDàMr.d'KB ordr« înimmr d'une miité,
«tjiutioai liLlîirsifnt:
i»«s pur ii« ci^iutl'i plas. On ne peut d
KWKMKV liaKS te I
tklk
f I Toii lnHi\era , en
On ix-<\>nttaii faoilri
l'ollr n|n«liitu H' m
et cette valenr se trouvait directeiMctit , en po&ani l 'éqnation [woposée j» — x ^ z , ce «pi U rédoil à
inti^ruit ïesdeox membres, et ajoaiani ■ arliitraîre c à l'iui d'eux, on «ira
Cette équatiiHi donne îdentiffiiannit les mêmes scJalioos «jne U proposée, poorvo qu'il ait été permis de àirîser
farz' ce ^li exige que z ou r — i ne soîl pu m». S~ donc t' — X^o nepeat satisfaire à la proposer, fn^a^t:tion (a) en donnera toutes les solalions ; mais à > —.1=1. j satisfaisait, il y aurait des solutions ^in'^vvnitac n:
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aux deux termes de la valeur de-r-^, elle se serait présentée sous la forme |.
Cet exemple montre qu'il peut arriver, comme nous l'avions annoncé précédemment , qu'une valeur de^ eu x satisfaisant à une équation différentielle, et développable suivant les puissances de x, ne donne cependant pas un développement possible en partant de Féquatiou différentielle proposée , et que , par conséquent , on ne peut répondre que l'intégrale, dite générale, renferme toutes les solutions de Téquation proposée ; ou , eu d'autres termes , qu'il n'existe pas de solutions singulières.
7. S'il arrive que l'une des équations obtenues par la différentiation de la proposée soit décomposablc en deux facteurs dont l'un soit d'un ordre inférieur à l'autre, et qu on égale à zéro celui de l'ordre le moins élevé, on obtient une équation de plus entre les dérivées déjà considérées ; il y aura, par conséquent, une arbitraire de moins dans ce développement de j", qui , en général, ne sera pas compris dans l'autre développement qui renferme m constantes arbitraires.
Considérons comme exemple l'équation
On trouve , en la diiférentiant ,
\ dx
dx"
En considérant le facteur du second ordre, on aura, par des différentiations successives,
Téquation (i) donnera en conséquence , par le développe-
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ment de Maclaurin ,
r = r* -+- -^ v(ro.
En considérant maintenant le facteur du premier ordre, on trouve
dy X d^y , d^y
dx 2' dx^ " dx^
Observons maintenant quey© n'est plus arbitraire parce
dy , .
qu'on a deux équations entre jr, j^ et — , et qu'on en tire
pour
Ou a donc , pour y, la valeur suivante sans constante arbitraire,
laquelle n'est pas comprise dans l'intégrale qui renferme une constante arbitraire, et, par conséquent, est une solution singulière.
Des équations différentielles d'une équation à deux • variables.
8. Si l'on considère une équation à deux variables F(x,jr) = o et qu'on en déduise d'une manière queU conque une autre équation qui renferme x, y et des dérivées de y par rapport à x, cette dernière est ce qu'on ap-* pelle une équation différentielle de la première. Elle est une conséquence de cette équation , mais celle-ci n'en est pas toujours une conséquence nécessaire. Ainsi, nous avons vu qu'une fonction de x n'a qu'une dérivée 5 tandis qu'une dérivée peut correspondre à une infinité d'intégrales, qui difièrent par la valeur d'une constante.
Si entre l'équation primitive et celle que l'on obtient
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en diflerentiant une fois ses deux membres , on élimine une constante a, on aura une certaine équation diiférentielle du premier ordre de la proposée. Et généralement, si Ton dîfférentie m fois la: proposée, on pourra éliminer m quelconques des constantes qui y entrent , et l'on obtiendra ainsi une équation différentielle de Tordre /w de l'équation primitive, qui renfermera m constantes de moins qu'elle. On aurait une équation différente, du même ordre, si Ton éliminait entre les mêmes équations m autres constantes.
On doit même observer que toute équation différentielle peut être considérée comme obtenue de celte manière; car nous avons démontré que, si elle est de Tordre m, son intégrale générale renferme m constantes arbitraires qui ne sont pas dans Téquation diffi^rentielle. Donc celle-ci n'a pu être déduite de Tautre qu'en éliminant ces constantes entre elle et celles que Ton en aura tirées au moyen de m différentiations successives.
Mais ces différentiations peuvent être faîtes de bien des manières différentes :
Si par exemple on ne veut éliminer qu'une constante , on pourra différentier Téquation après Tavoîr mise préalablement sous telle forme que Ton voudra ; on aura ainsi diverses équations du premier ordre , et Ton éliminera la constante entre Tune quelconque d'entre elles et Téquation proposée.
Si Ton veut éliminer deux constantes , on pourra différentier deux fois de suite Téquation mise sous une forme arbitraire ; on aura ainsi trois équations renfermant les deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera d'abord Tune d'elles entre l'équation proposée et celle du premier ordre qu'on en déduira; puis, traitant de même Téquation ainsi obtenue, on en éliminera la seconde constante.
SECONDE PAIlTIfi. l3
Les combinaisons seraient plus multipliées encore s'il s^agissâit d'éliminer un plus grand nombre de constantes. Or nous allons démontrer que , de quelque manière que cette élimination ait été faite, on obtient toujours la
même équation entre a:, j', —5 etc., et les constantes non
éliminées.
Supposons en effet, s'il est possible, que Ton parvienne ainsi à deux équations différentes, en éliminant les mêmes constantes en nombre m, et soient ces deux
équations , résolues par rapport a -7-^ 9
D'après ce qui a été démontré, ^ l'on déduit de l'une ou de l'autre une équation entre x, y et m constantes arbitraires, on obtiendra l'équation même d'où elles ont été tirées, et, par conséquent, on aura des résultats identiques. Si donc on les ordonne par rapport aux puissances de X — Xo, les coefficients des différentes puissances seront respectivement égaux , en supposant toutefois que les con-
stantesj^o? ( ^ ) ' * ' • M ^^^, ) ? correspondantes à la même
valeur Xo , soient les mêmes de part et d'autre.
Or les développements auront respectivement pour
coefficients de ^ ? les deux expressions
]4 couns d'analysk.
11 faut donc que, quel que soit To, ces deux fonctions
soient égales, pour toutes les valeurs données arbitraire-
ment, aux quantités j^o^ iH^j vj ( ^^ - ) ' et aux constantes non élîmine'es, qui sont les mêmes de part et d'autre 5 par conséquent, toutes ces diverses quantités doivent y entrer d'une manière identique. Mais elles y
entrent de la même manière crue x, r, -—9 • • • ? -, — -j et
^ ^^ " dx daf^^
les constantes non éliminées entrent dans les deux expres-
sions de -j-^ \ donc ces deux expressions sont identiques,
et les deux équations différentielles , résolues par rapport d^y
à -y-^ 9 le sont par conséquent *, d'où se déduit cette impor-
tante proposition:
De quelque manière que Von parvienne à une équation différentielle de V ordre nij en partant d^une même équation entre x et y y et éliminant les mêmes constantes en nombre m, on ne peut obtenir qu une seule et même équation,
Cette proposition donne lieu à quelques remarques utiles
En effet, parmi toutes les manières d'opérer ce calcul , choisissons en particulier la suivante :
Eliminons d'abord l'une des constantes entre l'équation proposée et sa première dérivée. Eliminons de même une seconde constante entre l'équation obtenue et sa dérivée*, puis une troisième constante entre la nouvelle équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite jusqu'à ce que les m constantes désignées aient disparu. Nous aurons ainsi l'équation cherchée du w'*'"* ordre 5 et, par les raisons déjà données, celte équation , et même toutes les intermédiaires , seront identiques à celles que l'on obtiendrait par d'autres procédés, en éliminant les
mêmes constantes. Mais Tordre dans lequel on élimine les m constantes détermine les équations intermédiaires ^ et autant on peut faire de combinaisons n k n avec m lettres, autant on pourra obtenir d'équations différentes de l'ordre n, dont chacune ne pourra d'ailleurs avoir qu'une seule forme. On tire de là cette conséquence importante :
Toute équation différentielle de V ordre m peut être déduite de m équations différentes de V ordre m — i , qui renferment chacune une constante arbitraire; de
m^m-— 1) ^^^^^^iQ^g ^ l'ordre m — 2 , qui en renferment
, , f 7 fnim — I ) . . (/7i — /î -h I ) , deux: et généralement de ae
V ordre m — w, renfermant n constantes arbitraires.
10. D'après cela , si l'on a à intégrer une équation de Tordre m, on pourra chercher ses m intégrales premières. Si Ton parvient à les déterminer, on aura m équations
entre x r, — v? -^ — ^? renfermant chacune une con-
slanle arbitraire-, et, par conséquent, en éliminant les
m £ dérivées de or, on obtiendra une équation entre
x^r eim constantes arbitraires : on aura donc l'intégrale générale de Téquation proposée.
H . Il est quelquefois plus facile de trouver leS intégrales premières de Téquation de Tordre m + i que Ton obtient en différenliant la proposée. Mais alors Tinlégrale générale de cette dernière sera celle de la première, à Tun des membres de laquelle on aurait ajouté une constante arbitraire-, et si Ton connaissait Tintégrale de Téquation de Tordre m+i ^ on aurait celle de la proposée en y faisant cette constante nulle. En conséquence on cherchera les iw -h i intégrales premières 5 on en élimiuera les m dérivées de j, puis on supposera nulle la con-
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stante en question. Maïs Tune des intégrales premières n'est autre chose que la proposée augmentée de cette constante et se réduit, par conséquent, à la proposée , en supposant cette constante nulle \ donc , si Ton peut obtenir m intégrales premières de Téquation de Tordre m + i , qui ne renferment pas la proposée , il suffira d'éliminer, entre celle-ci et les m intégrales, les m dérivées de j*, et Ton aura l'intégrale générale demandée.
Si l'on peut trouver l'intégrale générale de l'équation de l'ordre w + i , par un moyen quelconque , elle renfermera /w-f-^ constantes arbitraires^ mais ces constantes seront liées entre elles par une équation que l'on obtiendra en substituant la valeur trouvée de y dans l'équation proposée-, de sorte que l'on aura seulement m constantes arbitraires , comme cela doit être.
Autre moyen de déterminer les intégrales des équations
différentielles,
12 Au lieu de faire servir l'équation différentielle à la détermination des coefficients du développement de l'intégrale, on peut l'employer à calculer, avec autant d'approximation que l'on voudra , les accroissements successifs de la valeur de y^ et, par suite, cette valeur elle-même. On n'aura pas ainsi l'expression dey au moyen de x, mais autant de valeurs particulières que l'on voudra 5 en d'autres termes , on connaîtra approximativement autant de points qu'on voudra de la courbe représentée par l'équation que l'on cherche.
Considérons d'abord Féquation du premier ordre , que l'on peut toujours supposer mise sous la forme
djr = F (jCy y) dx.
Si l'on se donne à volonté la valeur j'-© correspondante à un X arbitraire Xt^? l'équation donnera Taccroissement
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(jùe prend y quand .r devient j:© + « ; sa valeur sera ^0 = F(j^o,Jo)a, en négligeant toutefois les quantités du second ordre par rapport à a. Désignant par x', y' ces deux nouvelles valeurs de x et y^ raccroîssement de y relatif à un accroissement « dex' aura pour valeur
en négligeant encore les quantités du second ordre par rapport à a , ainsi que Terreur encore plus petite provenant de la valeur de y dans laquelle on a négligé une quantité du second ordre. En continuant ainsi, et négligeant toujours les quantités du second ordre par rapport à a, on aura autant de valeurs que Ton voudra de j^, ou autant de points qu'on voudra de la courbe qui' satisfait à Téquation différentielle , et passe par le point arbitraire dont les coordonnées sont Xo, j^o» On voit par là qu'une équation du premier ordre a une infinité d'intégrales qui ne diffèrent les unes des autres que par la valeur d'une constante , qui est \y correspondaiit à une valeur de x choisie arbitrairement. L'expression générale dej^, résultant des calculs précédents, est
le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur de X que l'on condidère-, et l'on aurait sans erreur la valeur de y en fonction de x, si Ton pouvait trouver la limite vers laquelle tend la somme de « -f- i termes de cette suite, en supposant na = x — x©, et a décroissant indéfiniment.
13. Il est à remarquer que cette manière de déterminer les diverses intégrales de l'équation différentielle s'applique à toutes les solutions \ les intégrales particulières et les intégrales singulières s'y trouvent également comprises^ ce qui n'a pas lieu dans les autres méthodes.
On procéderait d'une manière semblable si Ton avait a* édit, 2
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à intégrer une cqnation du second ordit;, dont la forme peut toujours être supposée réduite à celle-ci
dx'
vUx,£), ou d£ = YUr,£d..
On se donnerait arbitrairement les valeurs j^, i-r-) correspondantes à jTo) et Téquation ferait connaître Taccroissementde-r- relatif à raccroissement a de xi on aurait
ax
ainsi la valeur de -~ correspondante à a:© + a ^ d'ailleurs
dy
raccroissement de j^ serait connu, puisqu^n donne -^-
On connaîtrait donc, pour la valeur Xo +a, les valeurs correspondantes de j^ ^'' ^' ^^ \ou répéterait indéfiniment cette opération. On voit par là qu'il y a deux constantes arbitraires dans l'intégrale d'une équation du second ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait connaître que par approximation les valeurs des intégrales \ on ne les connaîtrait exactement qu'en déterminant là limite de la série quand a tend vers zéro , et qu'on pose , conune dans le cas précédent , na == x — a:© *
Les mêmes considérations s'appliquent évidemment aux équations de tous les ordres.
Intégrales singulières des équations du premier ordre, déduites de l'intégrale générale,
14. Soit (i) . . . F (ar, j, a) = o l'intégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre , a étant la constante arbitraire, qui, éliminée entre l'équation (i) et sa dérivée
dF d¥ dy
W IZ-^-d^Tx^''^
conduit à Téquation différentielle proposée. Il s'agit de savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui ne soient pas renfermées dans l'intégrale générale.
Or toute équation entre x et y peut se mettre sous la forme
(3) FK^f ?)= o-,
(f étant une certaine fonction de x et j^ et F désignant la même fonction que dans l'équation (i) où Ton a remplacé la constante a par la fonction f . En effet, si Ton égale F(Xy^ Xi 9) ^ ^^^ fonction quelconque, on tirera pour tf une valeur qui rendra cette équation identique. On peut donc supposer que l'équation (3) représente une solution quelconque de l'équation proposée, et il reste à voir ce que doit être pour cela la fonction (f.
En differentiant l'équation (3)j on trouve, en désignant
par -p la dérivée totale de f ^
^^' dx dy dx d^ dx '
équation dans laquelle on peut remettre la valeur f tirée de (3), ce qui produit le même effet, dans les deux premiers termes de (4)^ que si l'on tirait a de (i) pour le reporter dans (2). Donc, pour l'identité des valeurs de
dr
~9 il est nécessaire et suffisant que la substitution de 9 dx
rende
dF €^
,^. df dx
y étant regardé comme la fonction de x cherchée; ce qui peut avoir lieu de plusieurs manières.
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I®. Si -^ = 0, (p n'est autre chose qu'une constante, et réquatioB (3) coïncide avec Tintégrale générale.
dta
2®. Si Ton égale à zéro —9 après la substitution de la
valeur de y tirée de (3), ce qui détermine la valeur cherchée de /, on a le même résultat que si Ton déterminait y
par Téquation ^=o,ei qu'on reportât sa valeur dans (3).
D*où Ton conclut que, quand on a l'intégrale générale d'une équation différentielle du premier ordre , on aura toutes les autres intégrales en éliminant la constante entre l'équation intégrale et sa dérivée partielle par rapport à la constante , égalée à zéro \ ou sa dérivée partielle par rapport à y^ égalée à l'infini. Néanmoins il faudra s'assurer si chacune de ces hypothèses annule réellement le premier membre de l'équation (5) et ne le réduit
pas à -•
n sera encore nécessaire de s'assurer si les solutions ainsi obtenues ne sont pas renfermées dans l'intégrale générale. Dans ce cas particulier, on aura une intégrale particulière au lieu d'une intégrale singulière.
15. Sous quelque forme qu'on mette l'équation (i), l'application des règles précédentes doit nécessairement conduire aux mêmes solutions , et c'est ce que l'on peut vérifier en observant que le rapport des deux dérivées
partielles — » — sera toujours le même, après avoir
substitué la valeur de y tirée de F = o , quoique chacune de ces deux dérivées change quand on transforme l'équa-
lion F = o. En effet, si l'on a une équation quelconque F(a:, j^, z, u)=ro, le rapport des deux dérivées partielles du premier membre par rapport à deux des variables ^ u et z par exemple , exprime toujours y au signe près , la dérivée de Tune des variables i« et ^ par rapport à l'autre ; et par conséquent , après l'élimination de l'une des deux , il ne dépend pas de la forme sous laquelle on présente l'équation qui les lie.
Ainsi, lorsqu'une transformation de l'équation (i)
fera perdre des solutions à Téquation — = o , elle les fera acquérir à l'équation — = o.
16. L'intégrale singulière a une liaison géométrique très-remarquable avec l'intégrale générale. En effet, en éliminant a entre l'équation (i) et sa dérivée partielle par rapport à a, on a l'équation du lieu des intersections successives des courbes représentées par l'équation (i) , dans laquelle on fait varier a d'une manière continue. Donc l'intégrale singulière représente la courbe enve-. loppe des intégrales particulières.
15. Si l'on construit, d'après l'équation difTérentielle, le lieu géométrique d'une quelconque de ses intégrales , comme nous l'avons indiqué précédemment , et que l'on choisisse pour l'ordonnée j^o celle de la courbe enveloppe, correspondante à l'abscisse Xq , Téquation devra fournir
deux valeurs générales de —5 correspondantes l'une à
l'enveloppe , l'autre à l'enveloppée , et qui seront égales , pour le point commun à ces deux courbes. La construc-^ tion indiquée fournira alors les deux courbes. Il y a toutefois une exception remarquable à cette proposition : elle a lieu lorsque l'enveloppe qui représente l'intégrale singulière est une ligne droite.
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En eilet, si Ton part d'un point de cette droite, deux valeurs de -j- sont égales en ce point , et , par conséquent ,
les deux valeurs correspondantes de dy que Téquation fera connaître seront les mêmes , comme cela a lieu en général; mais, dans le cas actuel, une de ces valeurs sera rigoureusement exacte, et ce sera celle qui correspond à la ligne droite dont Féquation du premier degré donne, sans rien négliger, dy = pdx^ tandis que dans tout autre cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport «1 dj. Il suit de là que le point voisin du point de départ appartient rigoureusement à l'enveloppe, et qu'on se trouve, par conséquent, dans le même cas que le premier. On voit donc que , dans ce cas , l'équation différentielle donnera rintégrale singulière seulement, et aucune des intégrales particulièi;es ^ et il est clair que c'est le seul cas où cela arrive: car, si le second point n'était pas rigoureusement sur l'enveloppe, l'équation ne donnerait pas
deux valeurs rigoureusement égales pour -^5 quand on y
substituerait les coordonnées de ce point ^ donc, à la valeur suivante de jr, on trouverait deux points au lieu d'un , et les deux lignes existeraient nécessairement.
L'intégrale singulière peut aussi être déterminée au moyen de Téquation différentielle elle-m.ême. Soit cettç équation
dans laquelle y' représente — •
La représentation géométrique de la solution singulière étant la courbe enveloppe de celles qui représentent les intégrales particulières , celles-ci se coupent généralepient les unes les autres ] et , quand elles sont infiniment voisines, le point d'intersection devient un point de con-
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tact et apparlient à Tenveloppe. Ainsi réquation (6) doit généralement donner pour une même valeur de x et j^ au moins deux valeurs différentes de y\ et deux de ces valeurs doivent devenir égales quand x el y se rapportent à un point de Tenveloppe , ou , en d'autres termes , satisfont à l'équation qui représente la solution singulière. On exprimera donc que l'équation (6) donne deux
valeurs égales pour j^', ce qui se fera en posant --^=0, si
f{x^y^ y.) est une fonction dont la forme soit unique. Si sa forme était multiple, on pourrait la réduire à ètfe unique , ce qui rentrerait dans le premier cas ; on pourrait aussi traiter successivement chacune des équations distinctes renfermées dans f{x^ y^ y') = o , et exprimer qu'elles donnent des valeurs égales de y'^ ou bien qu'une valeur de y* tirée de l'une est égale à une valeur de y' tirée de l'autre. Si par exemple l'équation (6) était résolue par rapport à y\ on ne pourrait employer que le dernier moyen et égaler ces valeurs deux à deux. Dans tous les cas, soit ^{pc^y^ y'):=iO une équation expri^ mant que l'équation (6) donne deux valeurs égales de y\ la solution singulière devra satisfaire à ces deux équations, et par conséquent au résultat de l'élimination de^' entre elles. Opérant donc cette élimination, on aura une équation entre ar, y qui renfermera la solution singulière^ si elle existe. On vérifiera donc si les diverses valeurs de y en x qu'elle fournit satisfont à l'équation (6)^ et si l'on en trouve qui ne rentrent pas d'ailleurs dans l'intégrale générale, on connaîtra la solution singulière. Soit comme exemple
f désignant une fonction qui n'ait qu'uni; seule valt'ui pour une même valeur dr y\ Nous aurons , pour coadi-
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lion dVgalilé de deux valeurs de j ^
et il faudra éliminer y' entre ces deux équations. Il reste à vérifier que Téquation résultante en x^ y satisfera à la proposée (7). En effet, supposons que de Téquation (8) on tire j"' = (}) (a:), et qu'on le reporte dans Téquation (7), on aura
En la diiférentiant , on trouve
dr
— = (p (x) -h f (.r)[x -+-/' tp(j:)] = <p W,
et, par conséquent, Téquation (9) pourrait s'écrire ainsi ;
Elle satisfait donc à Téquation différentielle proposée, et elle en forme la solution singulière; car elle ne rentre pas dans Tintégrale générale, que nous déterminerons plus tard.
Intégration des équations différentielles du premier
ordre. .
16. L'équation la plus générale du premier ordre, et dans laquelle le rapport différentiel -~- ne passe pas le premier degré , peut se mettre sous la forme
Qdjr -f. Vfix = 0, ou Q-j^-hP=:o,
P et Q élant deux fonctions quelconques de .r ai y. On pourra toujours y appliquer le procédé général qui con-
siste à développer y au moyen du théorème de Taylor ou de Maclaurin. Il arrive quelquefois que la série peut être^ sommée; quelquefois aussi elle a une forme tellement compliquée, qu'on ne peut pas parvenir à la réduire à une forme finie. Voici quelques exemples dans lesquels ce procédé s'applique sans difficulté.
Soit
■^-h ay -\- bjc* z=z o. En la différentiant un nombre indéfini de fois, on trouve
dx^ dx
dx* da?
dx^^ da^-^
Si Ton fait x = o dans toutes ces équations , il vient
d'où
= ro ( I -
X* aa^
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OU
ou , en observant que j^o x f^^^ ^^^^ remplacé par une
constante arbitraire c ,
6b ( a}x^ rt V \
L'intégrale générale étant connue, on obtiendrait les intégrales singulières par la méthode que nous avons exposée précédemment. Il est facile de voir qu'il iHexv existe pas dans le cas actuel .
Soit encore -^ ;/- +/ -+■ «J^'* = o , w étant entier
et positif.
On obtient , par la diflerenliation ,
d^r dy
x-r-: -f- 2 -r- -H max^-^ = o, ax' dx
n étant plus grand que i .
Si Fon fait j: = o, j^ et tous les coefficients diflerenliels
deviennent nuls si l'on suppose qu'ils ne soient pas infinis,
r C?*" r 1 1 1 , . m (m — 1 ) . . . 2 . i . /i c^xcepte -r-^ donl la valeur devient ^ ^
^ dx^ m ■+- I
ftx"* on trouve donc j^ = —
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Cette intégrale n'a pas de constante arbitraire et n'est pas, par conséquent, Tintégrale générale. Celle-ci n^est donc pas développable suivant les puissances entières et positives de a:. Et, en effet, si Ton intègre par les méthodes que nous ferons connaître tout à Tlieure , on trouvera , pour l'intégrale générale ,
___ C aaf'
La solution que nous avons trouvée est donc une intégrale particulière, correspondante à c = o.
Il est facile de voir qu'il n'y a pas d'intégrale singulière.
Des facteurs propres à rendre immédiatement intégrable le premier membre de l'équation. Intégration de réquation linéaire.
18. Si le premier membre de l'équation Qdj+T?dx=o était la différentielle d'une fonction de x et j^, il serait nécessaire et suffisant que cette fonction fût égale à une constante pour que l'équation proposée fût satisfaite. La condition pour que cette circonstaiice ait lieu est,
comme nous 1 avons vu, -r^ = — — oi elle n a pas lieu,
ax dy *• '
et qu'en multipliant le premier membre de l'équation par une fonction V, il devienne la différentielle d'une fonction M, cette équation sera équivalente à -du = o^ et
sera satisfaite , soit en faisant rfu = o , d'où î^ = c , ce qui serai l'intégrale générale , c étant la constante arbitraire ;
soit en posant - = o , ce qui donnera une solution sîngu-*
Hère, si elle ne rentre pas dans la précédente. Ainsi , par exemple , l'équation
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peut se mettre sous la forme
et l'on y satisfait en posant, soit F (x) = o, soit ^ (jy) = o, soit enfin
et le premier membre est une différentielle exacte , puisque les variables sont séparées.
19. On peut démontrer qu'il existe toujours un facteur qui rend Qdy + Vdx différentielle exacte. En effet, il est démontré que F équation proposée a une intégrale renfermant une constante arbitraire c, et que nous représenterons par F(a:, y^ c) = o 5 et Téquation différentielle a été obtenue nécessairement en éliminant c entre cette dernière et celle que Ton a obtenue en la différentiant, après l'avoir transformée préalablement d'une manière quelconque si on l'a jugé convenable. Or, quelque forme qu'on lui ait donnée, nous avons démontré précédemment, qu'après l'élimination de c, l'équation à laquelle on sera parvenu donnera identiquement en x el y la
même valeur pour —*
Cela posé, concevons l'équation F (x,^, c) = o mise sous la forme (p (a:, y) = c , d'où -j- dx + -j- dy z=z o\ la
valeur de -7- tirée de cette équation , et celle que donne
l'équation proposée devait être égales , quels que soient X ely (pP 62), on aura identiquement
dx ^ P df
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Ajoutant de part et d'autre y et multipliant par —-5 on aura cette nouvelleîdentité, quels que soient x^y^dx^ dy^
dx dy dx \dx Q/ dy
Le premier membre étant la dérivée totale d'une fonction f de X et y^ il en est de même du second 5 et, par conséquent, en multipliant la proposée par ^'^5 son premier membre devient une différentielle exacte. On voit, de plus , comment le facteur t^ = - -~ est lié au premier
membre de l'intégrale mise sous la forme f = c.
20. L'existence du facteur v étant démontrée, il faut chercher comment il est possiUe de le découvrir.
n est facile de former l'équation qui doit le déterminer, car on doit avoir l'identité
.<^ .''P .^^^ ^d¥ (d^ dQ\
d—=zd — 9 ou Q P — = pi -]'
dx dy dx dy \dy dx J
Si 1^ renferme à la fois x et j^, cette équation est aux difierentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la proposée. Il faut donc renoncer, en général, à la détermination de ce facteur.
Mais si f^ ne doit renfermer qu'une variable, x par exemple , il est facile d'en déterminer la valeur. En eiSet,
— étant nul , l'équation précédente devient
dx Kdy dx f
OU
V dx Q \dy dx / '
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îl est donc nécessaire que les cofficients donnes P et Q
soient tels que Texpression -(-j ^j soit indépendante dej^.
Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en désignant par ç (x) l'expression précédente,
I dp d'où
log
le coefficient c étant arbitraire , et disparaissant d'ailleurs de lui-même.
. En intégrant, par les procédés relatifs aux différentielles des fonctions de deux variables indépendantes ^ on trouve .
La discussion serait la même pour les facteurs indépendants de J!r.
2i« Le calcul précédent deviendrait plus simple s'il s'agissait de l'équation djr 4- P^ = o. U fieiudrait alors
que -j- fût indépendant de y\ ce qui donnerait
P = xr 4- X,,
X et Xi désignant des fonctions quelconques de x. L'équation doit donc être de la formie
dy -^ (Hf 'hlLi)dx z=z o.
En multipliant par le facteur p», qui devient e , on a ^f^dy + Hye^^dx + n/^^ dx = o;
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doù
C désignant une constante arbitraire. On tire de là
Telle est l'intégrale générale de Véquation linéaire du premier ordre. La constante arbitraire provenant dej%da: disparait d'elle-même , et la constante C est la seule qui entre dans la valeur de j-.
Considérons , comme application très-simple ^ la question suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de Beaune, ami de Descartes :
Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à l'ordonnée comme une ligné constante est à l'ordonnée de cette courbe, diminuée de celle d'une droite inclinée d'un demi-angle droit sur l'axe des x.
En prenant l'origine au point de rencontre de cette droite et de l'axe des x, elle aura pour équation x = j", et la condition donnée sera représentée par l'équation
djr 7 — J? ^ dx
dx a dx
j ou a— y :=. — X
a étant la valeur donnée de la ligne constante.
Cette équation linéaire, intégrée par tm quelconque des procédés que nous avon» indiqués , donne
X = x -h a Ce'^r
C étant une constante arbitraire.
Si maintenant on prend pour axe des x^ la droite dont l'^uation esly = x + a^ et que l'on conserve la même direction pour l'axe des y', on aura
y'iszÇjT^ ^=:— , et par suite j' = Cé?«V2.
La courbe est donc une logarithmique dont les ordonnées font avec Taxe un angle égal à un demi-angle droit.
22. Nous avons prouvé qu'il existe dans tous les cas un facteur propre à rendre le premier membre intégrable. Voyons s'il n*en existe qu'un seul.
Soit ^^ une première fonction telle que ^(Qdy + Prir) soit la différentielle d'une fonction u de a: et ^^ il est d'abord évident que le facteur ^(u) rendra encore le premier membre intégrable : car, puisque ^(Qdy + T?dx) = du^ on aura i^(f (u) (Qdj' + ^dx) = ç(tt) du^ ce qui est la différentielle de /y (m) ^/m.
Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle que V(Q^ H- Pdx) = rfU, U désignant une fonction de X ely. On en déduit l'identité
-du=z d\].
Or, le second membre étant une différentielle exacte , le premier qui lui est identique en a: et j devrait aussi en
être une; ce qui ne saurait être si - n'était pas une fonction de la fonction u seulement. Ce dernier point, qu'on admet assez ordinairement comme évident , a cependant besoin d'être plus rigoureusement établi .
U s'agitde prouver généralement que si l'on a u^=if(x^y) ,
l'expression F (jc, j) cîu , ou F (x, j) j -^ éir + ^ fl^r h^^
peut être une différentielle exacte relativement aux deux variables x ety, si l'on n'a pas
quelle que soit d'ailleurs la fonction ^.
En effet, éliminonsj^ au moyen de l'équation u=f(x^j)\ F(jr,j^) deviendra une fonction de m et a:, y (m, x). L'expression qui était une différentielle exacte relativement
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k X et j Je sera relativement k x et w^ (f(u^ x) du sera donc une différentielle exacte d une fonction des deux variables indépendantes xelw^ ce qui serait absurde si x restait dans cette expression qui ne renferme pas dx. Il faut donc que (f(u^x) ne renferme que m, et, par conséquent, que F(x,y) soit une fonction de u ou def(x^ yY
Ainsi, en revenant à notre question particulière, si un facteur u donne au premier membre la forme de la différentielle d'une fonction u de x^ y, les facteurs qui jouissent exclusivement de la même propriété seront de la forme i^(m), (f désignant une fonction arbitraire.
L'équation proposée devient ainsi
du = Of ou y (à) du z=z Oy
d'où l'oa déduit également m = c , c désignant une constante arbitraire.
Tous ces facteurs conduisent donc au même résultat, et ils ne diffèrent entre eux que par le facteur ©(m) qui est bien une fonction de x^ y^ mais qui se réduit à une constante arbitraire en vertu de Tîntégrale u = c. On voit que , si Ton connaissait deux facteurs différents qui rendissent le premier membre de Féquation intégrable , en égalant leur rapport à une constante arbitraire, on obtiendrait l'intégrale générale.
Intégration des équations homogènes, et de i équation linéaire, par la séparation des variables,
23. On parvient quelquefois, par un changement de variables, à ramener aux quadratures l'intégration de l'équation donnée , c'est-à-dire à séparer les nouvelles variables dans l'équation transformée.
Considérons d'abord une équation homogène quelconque
2* édit. ,:?
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c'est-à-dire telle que M et N soient des fonctions homogènes du même ordre m de x^ y. On sait c[U*une fonction homogène de Tordre m des variables x^y^ z^.,^ est celle qui se trouve multipliée par le facteur g^ quand on change respectivement les variables en gx', gy^ ^2 , etc.
Posons j^ = uXy d'où dy =t udx H- xdu.
Les fonctions M et N setx)nt égales à x^ multiplié par des fonctions de 1/5 et Téquation divisée par x^ prend la
forme
F (a) dlr 4- /(h) [uda: -f- xdu) = o ,
ou ou
[F(tt) -h uf{u)\ dx H- xf{u) du = o,
dx f[u) du
T "*" F [u) -H uj\u) — ^'
et les variables sont séparées.
Le premier membre est devenu une différentielle exacte, en le divisant d'abord par x^, puis par
x[¥{u)-^uf[u)], ou œ^i^^i+rfi^^i^
Donc , en somme , il a été divisé par IMr -f- N)^.
Ainsi) le facteur propre à rendre le premier membre
immédiatement inté£;rable est --^ — -— • Si M.dx + ^dY
était une différentielle exacte , —- et i seraient deux
facteurs qui rendraient le premier membre intégrable; leur rapport serait donc égal à une constante, et l'intégrale générale serait, par conséquent, Mr 4- ^y = c.
L'expression — — étant une différentielle
exacte, la condition connue conduit à l'équation
dx dy tlx dy
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Ainsi, quelle que soit la fonction homogène M àe
dU dM
^ dx dv
l'ordre m, lexpression — ^ est constante. On
en connaîtra la valeur en prenant k fbnotioii particu^ Hère af^^ et Ton trouve m. Donc on aiu^a généralement
et l'on retrouve ainsi le théorème des fonctions homogènes.
Premier exemple , — Soi t
{ax -i- by) dx = [mx -4- ny) dy.
En posant
y = uxy d'où dy = udx -f- xdu^
1» . . , dy ax-\- by . , ,
1 équation proposée -^ == deviendra
* '^ '■ dx mx H- ny
du a -\- bu élu a -^(b — m)u — nu^
u -j- X -7- =: ' f OU .r — - rs
dx m H- nu, dx m -f- nu
d'où Ton tire
dx {m -h nu)
les variables étant séparées , on intégrera les deux membres, ce qui n'offrira aucune difficulté. On remplacera
ensuite u par -u et l'on aura Tintégralc générale de l'Aïua-
tion proposée.
Deuxième exemple. — Soit
xdy — ydx == dx \x^ -f- J^
Cette équation étant encore homogène relativement à X ety, on posera j^ = lix^ et V<ytï obtiefïdra , toute i*^uc-
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tion faite,
* xdu = dx ^ i -^ «*, ou —
intégrant les deux membres , et désignant par c une constante arbitraire , il vient
log-= log(a-t- v'i 4-«0> d'où
a: = c (m -H y^î -h a') = ^ ( "^ "»- \/ » "^ "^^ On en tire successivement
et enfin
27. Troisième exemple. — On peut quelquefois, par une transformation simple , rendre homogène une équation qui ne Test pas. Soit, par exemple,
[ax H- by -\- m) dx •==. (px -h qf -h n] dy^
pour faire disparaître le^ termes indépendants de x et y 7 soit
a: = j:'-i-a, ^ = j'-4-6, d'où dx == dx' y dy =z dy ',
et déterminons a et 6 par les deux conditions
«a -t- ftê -h m z= o , /;« -f- ^6 + /î = o , qui donnent
nb — mq mp —
na
aq — bp aq — bp
et supposofas d'abord que l'on n'ait pas aq — bp := o.
L'équation proposée se trouvera ramenée à la suivante :
qui est homogène , et que Ton intégrera comme précédemment^ puis on remplacera x' e\. y' par x — a, y — 6. Mais cette transformation serait impossible si Ton avait aq — bp =10, Dans ce cas , Téquation proposée devient ,
en remplaçant q par sa valeur — »
[ax -h by) adx — pdy) = a [ndy — mdx).
On posera alors
dz — adx
ax -^ by z=z Zy d*où dy = 7 <i
et Télimination dej^ donnera
(an H- pz) dz
adx =r
an -f- inb + [b -+-/?)«'
les variables étant séparées, le problème est ramené à celui des quadratures.
Dans le cas général , on aurait encore pu rendre Téquation homogène, en posant
ax -^ by -\- m == t, px -\- qy -{- n =z u ,
d où l'on tire
qdt — bdit , adu — pdt
dx = 7— ? dy = J-- ,
aq — bp aq — bp
et l'équation proposée se trouve transformée dans la suivante , qui est homogène :
(pu H- qt) dt = (au -H bt) du,
28. Prenons pour application géométrique une question qui a beaucoup occupé les géomètres, à l'origine du calcul intégral , et qu'ils appelaient le problème des tra-
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jectoir^. Il s'agit de trouver une courbe qui coupe, sous un angle donné, toutes celles qui sont renfermées dans une équation donnée
(1) F(a:, jr,fl)=:o,
dans laquelle le paramètre a peut prendre toutes les valeurs possibles.
Si l'on désigne par m la tangente de Tangle donné, par x^y les coordonnées d'un point quelconque du lieu, et par a l'angle que forme avec Taxe des x la tangente à la courbe donnée , on devra avoir
— ,~tang*
(2) ^ = XT
i^^unga
Or l'équation (i) donne
dF dj/
l'équation (2) deviendra donc
.« (dF dF dx'\ dF dy dF __
et comme on a en même temps
si Ton élimine a entre cette équation et Féquation (3), ou aura une équation entre les coordonnées d'un point quelconque du lieu.
Examinons en particulier le cas où Téquation (i) est de la forme
(4) r" == rtj^^,
on aura
d¥ dV
et l'équation (3) deviendra
/ /yr«-« -+• apx^^ -^ \ — /ty*-'^,-f- apxf-^ = o,
et, éliminant a entre cette équation et la première, on obtient
(5) m{nx-^py-£^^nxJ-^py:=zo,
équation homogène qu'on intégrera sans difficulté.
1°. Supposons, par exemple , n = ^ == i , l'équation donnée (4) devient
et représente toutes les droites qui passent par l'origine. L'équation (5) devient
m [xdx -hydy) — xdy -\~ydx = o.
On reconnaît ici que le premier membre devient une diiférentielle exacte, en le divisant par x* +/'. On aura donc, en intégrant,
m îog [x"^ -{-y^y — arc tang- = c.
Si l'on passe à des coordonnées polaires , en posant
X z=z r cos ô, y =^r sin 9,
on trouve d'où
m logr = ô H- c,
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OU, en faisant e'" = c\
On obtient ainsi une infinité de spirales logarithmiques semblables, ayant le même point asymptote.
2?. Supposons m =00, ce qui donne des trajectoires orthogonales \ l'équation (5) se réduit à
nx -h px ~=zo, d*où Ton tire
Suivant que n et p seront de mêmes signes ou de signes contraires, cette équation donnera une infinité d'ellipses ou d'hyperboles semblables, et qui seront les seules courbes jouissant de la propriété de couper à angle droit toutes les paraboles ou les hyperboles renfermées dans l'équation
Si Ton a, de plus, w =p = i , la trajectoire a pour équation
ce qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le point de concours des droites représentées par l'équation
donnée
y = ax.
Si n = — /; = I , les courbes données ont pour équation
^ = - 9 et sont toutes les hyperboles équilatères ayant
pour asymptotes les axes de coordonnées. Les trajectoires ont pour équation générale x* — y' = c, et sont toutes les hyperboles équilatères ayant pour asymptotes les bissectrices des angles des asymptotes des premières.
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29. Équation linéaire. — On peut encore, par un changement de variables, intégrer Téquation linéaire du premier ordre
dy -f- Hjrdx H- X,rfx = o.
Soit j^ = uz'yU et z étant des fonctions de x indéterminées , on aura dj = udz + zdu , et , en substituant ,
udz ■+• zdu -+- Huzdx -h X|<ir = o.
On peut déterminer d'abord u d'après la condition Jw+ X.udx = o, et il en résultera udz •+• ILidx = o. Or les variables se séparent dans l'avant - dernière , en
divisant par u ; ce qui donne \- Xcte = o.
En intégrant, il vient Ipgu + fHdx = o , la constante arbitraire étant comprise dans Tintégrale indéfinie.
On tire de là u = e""-' 5 substituant dans Féquation udz + Xifite = o, il vient
<-f ^"^dz H- X,dx = o, d'où z = ^fX.ef^^dx + C ,
C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle intégrale, qui sera prise à partir de telle limite que l'on voudra. On aura ainsi
La constante arbitraire de f\dx disparait d'ellemême de cette expression , et il n'en reste qu'une , comme cela doit être. On retrouve ainsi l'intégrale déjà donnée par une autre méthode.
30. Équation de Bernoulli, — On peut ramener à Téquation linéaire la suivante, qui a été traitée d'abord par Jacques Bernoulli :
dy -h Xydx = X,^«+V/.r.
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Si Ton pose
«=r"", d'où j=« ", et, par suite, <r = z " dzy
on trouve , en substituant dans la proposée et réduisant ,
dz — nXzdx -+- nlLxdx = o,
équation linéaire dont l'intégrale est , d'après la formule précédente,
La valeur dej^ s'en déduit immédiatement.
On peut arriver au même résultat par une autre transformation , déjà employée pour Téquation linéaire.
Soit jr=ssuz'^ Téquation proposée devient
udz H- zdu -f- ILuzdx = X,m"^' z'»+'d[r, et peut se partager dans les deux suivantes :
dz •+• Xzdx = o , r/a = Xitt""*"' z" dx; d'où l'on tire
l'intégrale f^dx étant indéfinie. On en déduit
-L=^/t^"/X^( rx,e-''J'^'^dx-Jhc\'
La constante introduite par f\dx disparait évidemment, de sorte qu'on peut prendre cette intégrale à partir d'une valeur quelconque 5 y ne contiendra donc que la seule constante C.
On peut quelquefois déterminer l'intégrale générale d'ime équation du premier ordre , dont on connaît une
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intégrale particulière, au moyen d'une tranaformation très-simple , employée par Euler.
Soit, par exemple,
Cette équation a de plus que la précédente le terme Xgd^, mais Pexposant n+ i a la valeur particulière 2. Supposons que z soit une fonction de x qui satisfasse à cette ' équation sans renfermer de constante arbitraire , et posons j^ = z + u^ z^ étant une fonction inconnue de x. En ayant égard à Téquation
qui a lieu par hypothèse , il restera
rfw -f- (X — 22X1) «d[r = HiU^djc.
Cette équation étant renfermée dans celle qui vient d'être intégrée, on en tirera la valeur de u, avec une constante arbitraire , et l'on connaîtra , par suite , la valeur générale dey.
Si l'on n'avait pas w + i = 2 , la même substitution ferait encore disparaître IL^dx^ mais elle introduirait de nouvelles puissances de j^ qui ne permettraient plus d'intégrer la transformée.
Équations du premier ordre , dans lesquelles la dérivée entre à un degré supérieur au premier.
dY 31 . Si l'équation renferme ~- à des puissances supé-^
rieurea à la première, at qu'elle puisse être résolue par rapport à cette quantité , on aura ainsi plusieurs équations de la forme Vdx -^ Qdy = o que l'on tachera d'intégrer. Soient çp(x,y, c) = o, Çi (a;, j5c) = ô, etc., ces diverses intégrales dans lesquelles c désigne une constante arbi-
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traire^ toutes les solutions de Téquation proposée seront renfermées dans la suivante :
On pourra effectuer les calculs en considérant la constante c comme la même dans les différents facteurs \ car, comme ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, on n'altère en rien les solutions en représentant les constantes par la même lettre.
Soit , par exemple ,
on aura les deux intégrales
^ = aa? H- c , y =. — ax -^ c\ çt rintégrale complète sera
{y — ax-\rc)\y -+• ax — c') = 0, OU , ce qui est plus simple , sans être moins général ,
[y — ax — c)[y '\'ax — c) = o, ou [y — cf — à^x""- =z o.
Lorsque Téquation ne peut être résolue par rap
^ fiy
port à — 9 et qu'elle peut l'être par rapport ày ou x, on a à considérer l'une des deux Formes générales
jr=:Y{x,p), a- = F (/,/?),
p désignant le rapport différentiel -j— Dans Tun et l'autre
cas, la différentiation conduit â une équation du premier ordre entre deux variables p et x, oup et y. Si Ton peut en trouver une intégrale première dans laquelle ne rentre pas la proposée , on éliminera p entre elle et l'équation proposée ,- et Ton aura l'intégrale générale cherchée
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Ce procédé conduit à une simple quadrature lorsque le second membre ne contient que la variable /;.
Si l'équation a la forme
la différentiation donne
pdx = F (p) dx -f- rF' (/>) dp -h J' (p) dp.
Cette équation, étant du second ordre, a deux intégrales du premier: Tune, qui coïnciderait avec la proposée augmentée d'une constante ; l'autre , que Ton obtiendra par de simples quadratures, en observant que cette équation est linéaire par rapport à a: et dx. Eliminant /7 entre cette intégrale et l'équation donnée, on aura l'intégrale générale, et l'on en déduira les intégrales singulières d'après la théorie exposée précédemment.
Dans le cas particulier où F (p) = ^, on a
y = px -h/ip);
endifïérentiant, il vient
o = [x-^/'{p)]dp,
équation à laquelle on satisfait de deux manières.
Si l'on pose dp = o, il vient p = c^ et éliminant p^ on a pour l'intégrale générale
y = ex -t-/(r).
Si l'on pose x -4-/' (/^) = o, et que l'on élimine p entre cette équation et la proposée , on aura l'intégrale singulière; car la valeur de^ tirée de la dernière équation sera une fonction de o:, et l'élimination conduira au même résultat qu'en substituant cette fonction de z à c dans l'intégrale générale : la solution qu'on obtient ne résulte donc pas d'une valeur particulière attribuée à la constante.
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On voit d'ailleurs qu'éliminer p entre x -^/'{p) = o eij = px -hfip) revient à éliminer c entre
^ H-/' W = o, et X = cx -hf (c);
et comme x -4-^*' (c) est la dérivée de cx+f(c)^ par rapport à c, on parviendra à la solution singulière de Téquation donty = ex +f(c) est Fintégrale générale.
35. Nous allons appliquer à la résolution de quelques questions géométriques le procédé que nous venons de faire connaître.
Soit proposé de tromper une courbe telle que le pro^ duit des perpendiculaires abaissées de deux points fixes sur une quelconque de ses tangentes soit constant.
Désignons par 7.c la distance de ces deux points , et par i* le produit des perpendiculaires 5 prenons pour origine le milieu entre les deux points donnés , et pour axe des ac la droite qui les joint : la condition donnée conduira immédiatement à l'équation
le signe supérieur correspondant au cas où les deux points sont d'un même côté de la tangente , et le signe inférieur, à celui où ils sont de côtés différents. On tire de cette équation
(i) y=px-\-s]{d'± b^)p^ ± b^ ;
ce qui est un cas particulier de l'équation j^ smpa: +/(/>)• En suivant la marche indiquée généralement, on trouve
posant d/7 = o , d'où p = a^ oc désignant une constante arbitraire 5 puis éliminant p entre cette dernière équation
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Cl l'équation (i), on aura Tintégrale générale
j = aj? -4- v^(c'^ ±: b') a» ± b\
qui représente une infinité de droites, tangentes à la courbe ayant pour équation
d'où l'on peut déjà conclure que cette courbe est la solution singulière, puisqu'elle est l'enveloppe des intégrales particulières.
Dans le cas où Ton prend les signes supérieurs , elle n'est autre chose qu'une ellipse dont les foyers sont les deux points donnés, et dont le petit axe est égal à ib. Si l'on prend les signes inférieurs, les deux points étant de côtés diiTérents de la tangente, les perpendiculaires sont respectivement moindres que les segments de la droite égale à 2c, d'où résulte c<^b, La courbe est donc alors une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés , et pour axe imaginaire ib.
Le second facteur de l'équation (2) doit aussi donner la solution singulière, comme cela a été démontré généralement. En l'égalant à zéro , on a
Éliminant^ entre les équations (i) et (4), on retrouve l'équation (3) , comme cela devait être.
Dans cette question , la courbe que l'on avait en vue de déterminer est donnée, non par l'intégrale générale, mais par la solution singulière; ce qui montre que cette dernière doit toujours être cherchée avec le même soin que la première.
36. On donne deux parallèles, et sur chacune d'elles un point fixe p et Ton demande Véquatioîi de la courbe
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telle, quen lui menant une tangente quelconque, les seg" ments déterminés sur chaque parallèle entre le point fixe et le point de rencontre auec la tangente donnent un produit constant i*.
Soit 2a la disUDce des deux points fixes \ prenons Torigine en son milieu, Taxe des x suivant sa direction, et Taxe des j^ parallèle aux deux lignes données.
La condition donnée fournit Téquation
[y — pxY — a}p^ = iJz 6'.
Le signe + du second membre se rapporte au cas où les deux segments seraient d'un même côté de l'axe des x , et le signe — au cas où ils seraient de côtés différents. On tire de cette équation ,
y = px H- ^a^p^ db^%
d'où , en différentiant ,
On aura l'intégrale générale en posant
^ = o , d ou p z= OL,
OL désignant une constante arbitraire, et substituant akp dans l'équation différentielle de la courbe-, ce qui donne
y zrz OLX -^ yà^oi} ± b^.
On aura la solution singulière en éliminant p entre l'équation différentielle de la courbe et la suivante
Ce calcul conduit à l'équation
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qui représente uae ellipse ou une hyperbole , rapportée à un système de diamètres conjugués , suivant que Ton prend les signes supérieurs ou les signes inférieurs.
L'intégrale générale représente toutes les tangentes à l'une ou à l'autre de ces deux courbes.
37. Proposons-nous encore de déterminer la courbe telle que la partie de chacune de ses tangentes inter^ captée entre deux droites rectangulaires, soit égale à une quantité donnée a.
En prenant les deux droites rectangulaires pour axes de coordonnées , on est conduit à Téquation
ap
y =: px -h
le radical comportant le double signe. On trouve en la différentiant ,
L'intégrale générale sera , en désignant par c une constante arbitraire ,
ac
y = ex ■+-
on obtiendra la solution singulière en éliminant p entre Téquation différentielle de la courbe et la suivante
On tirera d abord
<-.T=-fâ'.
qui , remis dans la première , donne
2« ëdit.
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tirant de là la valeur de /[7^ et la substituant dans la précédente , on parvient à Téquation
dont la discussion est très-facile.
Nous allons démontrer maintenant que cette courbe n'est autre que répicycloïde qui serait engendrée par un
point d'un cercle ayant pour rayon j et roulant intérieurement sur un cercle de rayon a.
En efTet, soit OB (fig» i) un rayon quelconque d'un cercle ayant pour rayon a] décrivons un cercle qui ait pour diamètre BC , moitié de OB, et prenons l'arc BM égal à l'arc BA , A étant un point fixe du premier cercle ; le point M appartiendra à répicycloïde en question , et il s'agit de prouver que la partie de sa tangente au point cpielconque M, qui sera comprise dans l*angle droit YOX, est égale à a.
Or, la normale à cette courbe étant BM , la tangente sera MC, et il faut prouver que l'on a LN = a.
Remarquons pour cela que , d'après la théorie de la mesure des angles, et la condition AB = BM, l'angle BCM est double de NOC , et par conséquent NOC = CNO; d'où CN = CD.
On prouverait de même que l'angle LCB est double de LOC, et que, par conséquent, LOC = OLC 5 d'où LC= OC et , par conséquent , LN == a ^ ce qu'il fallait démontrer.
Equations différentielles totales*
38. La première question que nous avons traitée dans le calcul intégral a eu pour objet de trouver une fonction d'une seule variable, lorsqu'on connaît l'expression de sa différentielle au moyen de cette variable seulement.
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Nous avons considéi'é ensuite les fonctions de plusieurs variables indépendantes , et nous nous sommes proposé de les déterminer, connaissant l'expression de leur diiférentielle totale , ou , en d'autres termes, de touffes leurs dérivées partielles du premier ordre. Revenant ensuite au premier problème, nous Ta von s étendu au cas où la différentielle par rapport à la variable indépendante unique renfermait dans son expression la fonction elle-même mêlée avec la variable indépendante : c'est ce qui constitue l'intégration des équations diilérentielles à deux variables. Nous allons maintenant étendre de la même manière le second problème , et supposer que la dijfférentielle totale de la fonction inconnue de plusieurs variables indépendantes renferme la fonction mêlée avec ces variables. Les équations qui donnent une pareille expression à la différentielle de la fonction cherchée se nomment équations différentielles totales. Nous nous bornerons à celles qui renferment trois variables.
Leur forme la plus générale est
(i) Pistr 4- Q'sfr -h Rû^2 = o , ou dxz=^^dy'^:-dz'^
X sera considéré comme la fonction des variables indépendantes jy, z , et la différentielle totale de x renfermera à la fois cette fonction et les variables indépendantes, P, Q, R étant des fonctions quelconques àe x^ y^ z.
Si l'on connaissait la valeur de x eny et z^ en la remettant dans ces trois fonctions, — ^ et — — seraient
identiquement les dérivées partielles de x par rapport ky et z. Donc d'abord, si l'on cherche la fonction la plus générale de y qui satisfasse à la condition que sa dérivée , par
rapport a y^ soit — p-? -^ étant considéré comme une con-
stante , la valeur cherchée de x sera renfermée dans celle
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que Ton aura ainsi déterminée; et il ne restera plus qu'à
l'assujettir à satisfaire à la seconde condition.
dx O
Il faut donc d'abord înle'grer l'équation — = — --> ou
dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre dans la théorie précédente ; et , en le supposant résolu , on aura une équation U = o entre x^ y^ z , C ; C désignant une quantité arbitraire, indépendante de x, y^ mais qui peut renfermer -z d'une manière quelconque ; et il s'agit maintenant de déterminer C , s'il est possible , de manière que la dérivée partielle de jr, par rapport à z , soit iden-
tiquement — 5-' ^u moins, lorsqu'on aura substitué à x
sa valeur tirée de U = o.
Différentiant l'équation 11 = o, en traitant y comme constant , il vient
rfU (IV fdx\ dVdC_^ dz dx \dz / dC dz
et substituant à ^- la valeur — — qu'il doit avoir, il sera
dz P *
nécessaire et suffisant de satisfaire à Téquation
fW_R(œ'd\JdC_ ^^^ dz P dx'^ dC dz ~ ^'
dans laquelle x est censé remplacé par sa valeur.
Mais, comme C ne doit pas renfermer j^, il est nécessaire que la substitution de x dans cette équation en fasse disparaître j^. Si cela n'a pas lieu, le problème est impossible; et si cela a lieu, on a une équation différentielle du premier ordre entre C et -3. Son intégrale générale renfermera une constante arbitraire*; et reportant la valeur de C qu'on en déduira , dans l'équation U =3 o , on aura
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l'équation qui détermine x de manière à satisfaire aux conditions proposées.
On voit que la question n'est pas toujours susceptible d'une solution , et que , quand elle en a une, l'intégrale est donnée par une équation entre x, j", z , qui renferme une constante arbitraire, et que l'on obtient par l'intégration de deux équations du premier ordre , à deux variables.
39. Il suit de là que quand la question proposée est possible, l'équation différentielle résulte de l'élimination d'une constante arbitraire entre une équation à trois variables et sa différentielle totale égalée à zéro; et cette considération va nous conduire à une proposition importante.
Soit V = C l'intégrale de l'équation (i) résolue par rapport à la constante arbitraire C En la diflerentiant, rélimination de G se trouvera effectuée, et le résultat
sera identiquement le même que si l'élimination s'était faite autrement.
L'équation
^V , dV ^ dV ^
devra donc être identique avec l'équation (i), lorsqu'on aura réduit le coefficient de la même différentielle, par exemple de <ir, à avoir la même valeur de part et d'autre.
dx Multipliant donc l'équation ( i ) par — y elle deviendra
identique avec (3), et son premier membre sera , par conséquent, la différentielle exacte d'une fonction V des trois variables indépendantes x, y, z. D'où se tire cette conséquence , que lorsque la question admet une solution , le premier membre de Véquation donnée devaient une différentielle exacte , quand on le multiplie par une certaine fonction des trois variables
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Soit fx le facteur tel que fJÎPclx + /^Q^ -H l^l^dz soit une différentielle exacte, on aura les trois conditions suivantes :
ify- dx dz dx dz dy
OU , en les développant ,
d9 ^du, dO ^da
dz dz dx dx
dQ ^ du, dK ^ du.
Si Ton multiplie la première par R, la seconde par — Q, la troisième par P, qu'on les ajoute ensuite, et que l'on supprime le facteur fz, on devra avoir identiquement
,,, ^fdQ dK\ ^fdK dJ?\ ^ /dP dq\
U sera donc inutile de chercher à résoudre la question quand cette identité, facile à vérifier, n'aura pas lieu.
Réciproquement., toutes les fois qu'elle aura lieu , la question admet une solution ; car nous allons démontrer que dans ce cas le premier memhre de l'équation (2) devient indépendant de^ quand on en élimine x.
Mais , pour plus de simplicité , nous supposerons que l'équation U = o ait été résolue par rapport à la constante C, et soit remplacée par U = G , ce qui ne changera rien aux conditions. L'équation (2) se change alors en la suivante ;
dV r/U ^dx rfC
et il faut toujours que la substitution de x eu fasse disparaître j^.
Soit u le facteur qui rend Vdx + Q^ diflërentielle exacte , on a
pVeU H- tfQdf = é/U, .et
ax dy
La quantité qui ne doit plus renfermer y est
et il suffit d'exprimer que sa dérivée par rapport à y est nulle , en considérant x comme une fonction dey, doqt la
dérivée partielle par rapport àj^ est — ^- On obtient ainsi
■^^""^zd'x'P ^\^ </.r'P/* \dy dxv)^^^
En multipliant par P et observant que — = i/Q, et — = vV^ les deux premiers termes deviennent
dz dz
ou , en développant ,
et la dernière partie RfP-^ Q;/") *^ l'éduit à
Ri^ ( -^ — T]' ^* condition précédente devient donc , en
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supprimant le facteur commun u^
équation qui ne diffère pas de l'équation (4). Donc cette équation, déjà démontrée nécessaire , est en même temps, suffisante pour que la question proposée admette une solution.
On procéderait dVne manière semblable dans le cas où le nombre des variables serait plus grand.
Des équations linéaires d'un ordre quelconque.
40. On appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction cherchée et ses dérivées jusqu'à Tordre m n'entrent qu'au premier degré , et ne se multiplient pas entre elles. Leur forme générale est
A,..., U, V étant des fonctions quelconques de x. Ces équations jouissent d'une propriété remarquable , lorsque le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la somme de plusieurs solutions forme encore une solution de la même équation.
Soit, en effet, l'équation
Siyi,j^t) 6tc., sont des fonctions qui satisfassent à cette équation , on aura
^my^ rf—'j^, . T ''•^' -U ÏTv - o
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Ajoutant ces équations , on aura le même résultat que si l'on substituait ji +jKî + • • • "hjm à J dans (2) . Donc la somme d*un nombre quelconque de fonctions de x qui satisfont à Inéquation (2) forme encore une solu-* tion de cette équation] et, par conséquent, si Von connaissait un nombre m d'intégrales particulières renfermant chacune une constante arbitraire, leur somme serait l'intégrale générale.
On observera d'ailleurs que si une valeur dej^ est connue, on peut la multiplier par une constante arbitraire, sans qu'elle cesse de satisfaire; de sorte que si les m fonctions ^1, jKi,...; X,n satisfont à l'équation (2), son intégrale générale sera
C|,Cs,..., c,n désignant des constantes arbitraires, et en supposant qu'on puisse les déterminer de manière que pour une valeur quelconque de or, les valeurs de y^
-r-9 • • • 9 -; r soient tout à fait arbitraires.
dx aaf^~^ ,
4-1, Lorsque l'on aura à intégrer l'équation (i), on commencera par chercher à intégrer l'équation (2) qui est plus facile. Si Ton y peut parvenir complètement, nous allons montrer comment on en peut déduire l'intégrale générale de l'équation (i).
Soit
y = c^Xx H- c^Xi -h ... -H C^fm
l'intégrale générale de l'équation (2) quand on considère Cl, Cj,..., C;„ comme des constantes arbitraires. Il est évident qu'on peut, d'une infinité de manières, substituer à ces constantes des fonctions de x telles que l'on obtienne l'intégrale générale de l'équation (i)", et nous allons voir que l'on peut en avo^r une détermination qui n'exige que de simples quadratures.
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En diil'érentiant Texpression ci-dessus , on obtient
dy = c,rf/, 4- c^fi -h ... H- c«rfj« -{-yxdc, -{-y^dc^ -h . . . r«^/c„,. Or on peut assujettir Ci, c,,..., c^k la condition
y.dcx -h y^dc^ -f- . . . -f- ymdc„, = o , et il en résulte
dy = c,dy, -f- r,efy, + . . . 4- c^dy„„
On différentiera cette nouvelle équation, et Ton égalera encore à zéro Tensemble des termes qui contiendront les diiFérentielles dci^ dct^,,.^ dc,^] et l'on continuera ainsi jusqu'à d"^^^y inclusivement : on aura , de cette manière , m — I équations entre les différentielles Je,, dci^.,.^ dc,n et des fonctions connues. Substituant ensuite dans Téquation (i) les valeurs dej^, dj^ . . . , d"^y^ on aura une dernière équation qui , jointe aux premières > déterminera complètement les inconnues Ci, c,,.,., c,„.
Ces m équations sont les suivantes :
yxdc^ H- y^dCi ~h. . .H- j^rfc^ = o, dyydcy -k-dy^dCi -4-. . .-h dy^dc^ = o,
d'^^y.dcx -h d'^^y^dc^ -+-...-+- û?'"-'/«rfc« = o, d"'-^y^dc^ -h d'^-^y^dc^ -h. . -4- d'^-^yn.dc^ = V«^a:™,
et il faut bien remarquer que ces équations peuvent avoir lieu en même temps si l'on est parti de l'intégrale générale de l'équation (2). En effet, les coefficients de rfci,...^ dc,n sont précisément ceux que Ton aurait pour
c, 5 ... 5 c,„ dans les expressions de j^, ~- v • > , _, 9 en désignant par j^ rintégrale de l'équation (2). Or nous supposons que , pour une valeur quelconque de x^ on peut satisfaire aux équations obtenue^ en égalant ces exprès-
sions à des quantités quelconques , et en tirer des valeurs finies Cl,..., c,„. Donc aussi le système des équations où dci , . . . , dc,n entrent de la même manière qile dans celles-ci , ne renfermera aucune incompatibilité. Il donnera, pour ces inconnues , des valeurs de la forme
dCi = Xi^x, dCi = X/Zj:, . . . , dc„ •=. ^md^^y d'où
et
(3) j^==/i(aiH-/X,d:a:) -f-/j(aj-h/X,rfx)-|- . . . -{-/«(««-H/X^^o:).
C'est l'intégrale générale , puisqu'elle renferme m constantes arbitraires.
43. Si l'on ne connaissait pas m intégrales particulières de l'équation (2), la question ne serait pas ramenée immédiatement aux quadratures.
Supposons, par exemple, que l'on en connaisse m — i intégrales particulières, on ne pourra plus établir que m — i conditions entre les m — i quantités Ci , Cj, . . . , c,„_i .. Alors l'expression de c?'""~*j^ renfermera dc^^,,,^ dc,n^i'^ et j^my renfermera d^Ci^...^d^c„^. La substitution dans l'équation (i) fera toujours disparaître Ci , Cj,..., c,„_i, mais leurs différentielles premières et secondes y entreront 5 et comme les m — 2 équations établies entre dci , dc^^, . . ydc,n^i déterminent ces différentielles en fonction de dc^, on aura une équation linéaire du second ordre qui renfermera dcij d*Ci^ mais non Ci. On la ramènera au premier ordre,.
de sans qu'elle cesse d'être linéaire , en posant — -^ = z. Elle
pourra toujours s'intégrer complètement, et il s'introduira ainsi deux constantes arbitraires. De simples quadratures feront ensuite connaître les tw — 2 autres quantités r,, ^3,..., c,„_i , et il s'introduira ainsi m — 2
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nouvelles constantes arbitraires, de sorte que la valeur dey
renfermera m constantes arbitraires et sera , par conséquent, Fintégrale générale de l'équation (i).
43. Si Ton n'avait connu que m — i intégrales de l'équation (2), on n'aurait, pu- établir que m — 3 relations entre Ci, c^,..., C;„_î, et l'équation (i), après la substitution , aurait renfermé des différentielles troisièmes. L'élimination de C8,...,c«_8 aurait donné une équation linéaire du troisième ordre renfermant dc^ , /i*Ci , d?c^ , mais non c^. On pourrait donc encore l'abaisser au second ordre , sans qu'elle cessât d'être linéaire ; et si l'on pouvait l'intégrer complètement, on en déduirait, comme dans le cas précédent, l'intégrale générale de l'équation (1). En appliquant les mêmes raisonnements, on verrait que si l'on connaît m — n intégrales particulières de l'équation (2), l'intégration complète de l'équation (i), et, à plus forte raison, de l'équation (2) est ramenée à celle d'une équation linéaire de l'ordre n , et à de simples quadratures.
44. Il est facile de démontrer que l'intégrale générale de l'équation
est nécessairement de la forme
En effet, soit j^i une solution de cette équation^ supposons qu'elle ne renferme aucune constante arbitraire, ce qu'on peut toujours faire, puisque, s'il en existait, il n'y aurait qu'à leur attribuer des valeurs particulières. L'équation (a) admettra pour solution
y z=i cyry
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c désignant une constante arbitraire. Considérant maintenant c comme une fonction de a:, on aura
f^y = y, de -+- cdy, , d}y = y,d''c 4- ^dy.dc + cd'^y,, d^jr = jr^d'^c 4- nidy^d'^^c -H . . . + cd'^jTi,
En substituant dans l'équation (a), les termes multipliés par c disparaissent, et Ton a une équation linéaire de la forme
d^c d^~^c de
d^'^^'7hf^^'^''''^^'di^'''
de et 5 en posant — = m ,
Soit i/i une solution de cette équation, sans constante arbitraire, c'uf en sera encore une, et Ton aura
c = e'fu^dx -+- c", d'où / = c"yi + dy^Ju^dx, On a donc une solution de Téquation (/i), de la forme
y = c,y^ -+- CaJ,,
j, étant une fonction de x différente dej^j.
Donc , puisque cela peut s'appliquer à toute équation linéaire, on aura une solution de l'équation (&) de la forme
d'où
c z=z oLfuyda: -f- ^fu^dx H- 7,
et, par suite,
y = oLX^fuydx 4- ^ytfuidx 4-7/,,
c'est-à-dire que l'équation (a) a une intégrale de la forme
y = ('lyi ■+- «^2/2 4- <^:»7:i.
Il en sera doue de même de réquatioii [b)^ et ainsi de suite 5 jusqu'à ce que l'on ait pour y une expression renfermant m constantes arbitraires, et qui sera l'intégrale générale.
45. Le calcul précédent conduit encore à cette importante proposition , que l'équation (a) ne saurait avoir de solution singulière. Supposons, en effet, qu'il y en ait une, et désignons*] a par j^i, après qu'on aura remplacé par des valeurs particulières quelconques les constantes arbitraires, si elle en renferme. Les raisonnements qui ont été faits dans le numéro précédent conduiront encore à une valeur de y de la forme
y = C|^i -f- Ci y^ -\r • • • ~|- Cmym >
qui sera nécessairement l'intégrale générale. Mais j^i s'obtient en supposant nulles toutes les constantes excepté c, : elle est donc une intégrale particulière , quelques valeurs qu'on y ait mises pour les constantes , et non une solution singulière, comme on l'avait supposé. D'où il suit que les équations renfermées dans la formule (a) ne peuvent jamais avoir de solutions singulières.
46. Cas oii Fon connaît une intégrale particulière de V équation (i). — Lorsque l'on connaît une intégrale particulière de l'équation (i), on peut ramener la recherche de son intégrale générale à celle de l'intégrale générale de l'équation (a).
Soit, en effet, u cette intégrale particulière 5 on posera j^=u-f-z dans l'équation (i), et, en supprimant les termes qui se détruisent d'après l'hypothèse , il restera
d'^z d'^~~^z dz
I. A . _i.. ^ ^ ^ «L. 'J' . _L_ Uz ^^ O
djf^ £ir**^' * ' dx
et l'on est ramené, par conséquent, à la recherche de l'intégrale générale de l'équation (2).
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Soit pour premier exemple
A,..., U, ^v"? 7 étant constants* On posera
j = ax" + 6x«-' 4- . . . 4- Xa? 4- f*.
On identifiera les deux membres après la substitution dans Téquation proposée , et il en résultera /i + i équations qui détermineront les «+ i inconnues a, 6,...,fjt. On rentrera donc dans le cas où le second membre serait nul.
Soit pour second exemple
on posera
jr z=z acos{nx -h j») H- êsin(/z^ -f- r).
En substituant dans la proposée , le premier membre ne se composera que de termes dont les uns renfermeront cos (/zor+p), les autres sîn (nx + p) midtipliés par des constantes. En égalant les coefficients de ces deux expressions dans les deux membres, on aura deux équations qui détermineront a , 6.
Connaissant ainsi une intégrale particulière, on est ramené au cas où le second membre serait nul. On agirait d'une manière analogue si le second membre renfermait, en outre, des termes semblables dans lesquels les coeflScients netp seraient changés.
47. Autre méthode pour V intégration de V équation linéaire complète. — M. Cauchy a donné une méthode pour trouver une intégrale particulière de l'équation
quand on connaît une intégrale de la suivante ,
telle que pour j; = a , on ait
quelle que soit la constante a. , et l'on conçoit qu^on pourra toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces conditions, si Ton connaît l'intégrale générale de Téquation (2), qui renferme m constantes arbitraires.
Soit, en effet, z =fÇx^ a) cette valeur de z. Posons
nous en déduirons
Mais, par hypothèse, f(a , a) est nul, quel que soit a ; donc f(x^ x) = o, et Ton a seulement
dv /. dx
On trouvera de même
dx'^f. dx'^""'''
daf^' "~J^ da^-' "'
doL,
dx'' ^ ' J^ dx^
Substituant à j^ et à ses dérivées les valeurs ainsi obte-
nues dans l'équation (i), elle devient
ce qui est une identité en vertu de l'équation (2).
Connaissant ainsi une solution de Féquation (i), on aura son intégrale générale, en y ajoutant l'intégrale gérale de l'équation (2).
Formule relative aux intégrales d'ordres supérieurs.
48. Si dans l'équation (i) tous les coefficients sont nuls, excepté le dernier, on a une équation de la forme
y étant une fonction quelconque de x. En intégrant m fois de suite par rapport à x, on durait la valeur suivante de j^:
/m Ydjf =zfdxfdx . . .fydx 4- c.af-' 4- ... 4- c^.
Mais, au lieu de quadratures successives, on peut, au moyen d'une formule que nous allons faire connaître, exprimer j^ par une suite de quadratures simples, indépendamment les unes des autres.
On aura d'abord, en intégrant par parties, et en omettant les constantes ,
pydx^ =z Jdxjydx = xjydx — jyxdxy pydx" = — {x'fydx — nxfyxdx -\-fyx^dx).
En continuant d'intégrer successivement, et opérant les réductions, on reconnaîtrait que les coefficients numériques suivent la même loi que ceux du développement 2« édit. 5
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(le (a — />)", L*t que l'on a
Mais pour démontrer rigoureusement cette formule, supposons qu'elle soit vraie pour une certaine valeur n , et prouvons qu'elle sera encore vraie pour n + i .
Or, en partant de la dernière formule , supposée exacte, on trouve, en intégrant par parties ,
x"f\dx—-jc"-*fyxdx 1 .2 ^
\ ±nxf\x^-*dx
fVx"€lx.
j Fi(n — i)(/i — 2)...(/i — /^-f-O^L. .4_
Or on a
donc
I 1 — ^^ ^ ... znnzzz-ni
et la formule précédente devient
• n-hr
ydx
ifl-4-l
^zfVx^dx
La loi en question est donc vraie pour l'indice w + i , si elle l'est pour l'indice n ; et comme elle a été reconnue pour » == 2 , elle est démontrée pour toutes les valeurs entières de n.
Ainsi la valeur générale de j, cpi satisfait à l'équation (a) , sera , en rétablissant les constantes,
x^^fVdx - ^:ili/vx^x -h . . .
i.2...(iw— i)j±:i^ 1 — i ^x-^P-'fVxPdxzfZ...
±f\x^-'dx
Equations linéaires à coefficients constants.
49. La forme la plus générale de ces équations est la suivante :
dx^ daf""^ dx
Si Ton suppose d'abord que le dernier terme V soit con-
stânt , on le fera disparaître en changeant j en jr -^ — • de sorte que l'équation quHI suffit de considérer est
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et si l'on peut en trouver m intégrales particulières, on formera l'intégrale générale en les multipliant chacuiie par une constante arbitraire, et les ajoutant. Posons jzrze'^*^ a étant indéterminé, et substituons dans l'équation (i), il vient
(2) fl* -H Afl*-» 4- . . . -h Ta -h U = o.
On aura donc m intégrales particulières en prenant successivement pour a les m racines de cette équation. Si on les désigne par ^1, i^s?**-? ««o ^^ P^r Ci, c,,..., c« des constantes arbitraires, l'intégrale générale de l'équation (i) sera
(3) x=zc, e*"^' 4. c^e^** H^ . . . 4- c«e^-'.
50. Il est facile de démontrer que cette équation donne bien l'intégrale générale de l'équation (i). Il suffit, pour cela, de faire voir que pour une valeur particulière x= a^on peut déterminer les constantes de manière que
J^'T-^""> . ,_, ^ soient égaux à des quantités arbitraires.
On remarquera d'abord que ces constantes étant entièrement indéterminées , on peut mettre j^ sous la forme
et Ton aura, pour déterminer Ci, Cj,..., c„, les équations suivantes dans lesquelles j^o 5 j\9* • • sont les valeurs dej^ et de ses m — i , premières dérivées , pour x = ot:
^1 4- ^2 4- . . . 4- C;„ =7o, a,c, 4- O2C2 4- . . . 4- fl«r^ =y^ ,
(5) < «;ci4-fl'î'^24-.. .4-fl?«c«=r1»
Des équations du premier degré de ce genre conduisent à
des formules dont il n'est peut-être pas iu utile de rappeler ici la démonstration.
Multiplions la première équation par une indéterminée /r, la seconde par /c', etc., et la dernière par i, puis ajoutons-les, nous au^Qns
pour déterminer Ci, nous égalerons à zéro les coefficients de c,,..., c,„, 'ce qui donnera, pour déterminer A, i\ . . . , /[('""*) , les équations en même nombre
Les premiers membres de ces équations ne sont autre chose que les valeurs que prend le polynôme h -f- Ua + Ko? + • •• + «'^"'V que nous désignerons par (p(a) dans lequel on remplace successivement a par toutes les racines
de Téquation (a), excepté «, : le polynôme (p (a) aura donc pour racines «j, «sv**? ^m^ et il en résultera
(p(«) = (a — «,)(a'— «3). . .(« — flf;„)= — ^—^^
en représentant par F {a) le premier membre de l'équation (2). De cette équation l'on déduit
et l'on aurait de même
et ainsi de suite \ de sorte que si Téquation (2) n'a pas de racines égales , les dénominateurs des inconnues c^i, Cs,...,
qui sont F' (a,) , F (a^) , seront différents de zéro, et par conséquent on pourra satisfaire aux équations (5); ce qu'il fallait démontrer. Les équations (4) ou (3) représentent donc bien l'intégrale générale. Achevons maintenant ce qui se rapporte à la détermination de ces inconnues , par exemple de c, ; sa valeur est
Une reste donc qu'à connaître les valeurs de A, A',... * or elles résulteront de l'identité
A- H- A'« -4- r.i' -4- . . . -4- ««-« =: li^,
a — fl,
Il suffira de développer le quotient fini de F {a) par a— a, et les coefficients des différentes puissances de a seront A, A',.... Les formules que Ton obtiendra ainsi conviendront pour a^, «8,... par la simple substitution de ces racines respectives à a^ .
51 . Nous nous bornerons, sur ce point, à l'examen du cas général où les racines sont différentes, et nous ne traiterons pas le cas particulier où il y en aurait d'égales.
Si l'équation (a) a des racines imaginaires, la valeur (3) de j se présentera sous forme imaginaire; mais rien n'est plus facile que de lui donner une forme réelle. Soient a ih S v^ — I deux racines imaginaires conjuguées de l'équation (a), les termes qui en proviendront dans la formule (3) seront de la forme
ou
ou encore
e^x (^^6a: y'- i _^ g^ - 6x sf^l^ ^
r'''''[A(cos8.x' + y/— I sin^.r) + \^{ym^x — y^— i sin^j?)].
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Or, Â et B étant des quantités arbitraires, réelles ou imaginaires ) on peut les déterminer de manière qu'on ait
M et N étant des constantes arbitraires. Les deux termes que nous considérons dans Féquation (3) seront donc remplacés par
c«'( M cosêo: -h N sin 6x) ,
et la valeur de^ se présentera sous une forme réelle.
52. Si l'équation (2) avait des racines égales, les termes correspondants de la formule (3) se confondraient en un seul 9 et l'on n'aurait plus l'intégrale générale de l'équation (i), puisqu'il n'y aurait plus m constantes arbitraires. Mais il est encore facile de trouver dans ce cas l'intégrale générale.
Soient ai et a^ deux racines que Ion suppose égales. On peut altérer infiniment peu les coefficients de l'équation (i), de telle sorte que l'équation (2) n'ait plus de racines égales , et que, par conséquent , la formule (3) donne l'intégrale générale. Lorsque les coefficients tendront vers ceux de l'équation (1), cette intégrale tendra vers une limite qui satisfera nécessairement à l'équation proposée , et qui en sera l'intégrale générale , si elle renferme m constantes arbitraires.
Soit «1 -h ^ la valeur de la racine qui tend à se réduire àrti. Les termes correspondants de la valeur de / seront
ce ' -f- c e • , ou
ce^v^ + c'^«.' / , _l_ ^^ + _ 4_ . . \ ,
ou , en posant c -f- c = A , c'cî = B,
les consumes c et c étant arbitraires peuvent toujours être choisies de manière cpie B et A aient des valeurs finies quelconques, quelque petit que soit i. Donc, à mesure que J tend vers zéro, la somme dès termes que nous considérons tend vers la limite Ae^»' + Bxd^*', et la for* mule (3) se change en celle-ci
(6) r = ^''^'(A4-Ba:)4-C3^^«'-hT7:4-c„e^"^
Cette valeur dey est l'intégrale générale, puisqu'elle renferme m constantes arbitraires.
53. Si trois racines étaient égales, on supposerait d'abord Féquatîon modifiée de manière que deux racines seulement fussent égales, ce qui conduirait à la formule (6) ; on remplacerait a^ par a^ -f- cJ, et Ton aurait
Or, A , B, Cs étant arbitraires, on peut poser
A', B', C étant de nouvelles constantes arbitraires; et, faisant tendre d vers zéro , on aura pour l'intégrale générale
Ou continuerait de la même manière si l'on supposait une quatrième racine égale à a,, et Ton voit qu'en général, si n racines deviennent égales à a^, on aura pour l'intégrale générale
(7) y = ^^'^(A' + B'^ H- CV 4- . . . + PV-')
o4. On peut encore déterminer d'une autre manière
Tintégrale générale, lorsque n racines a^, ag,..., a„ ont une même valeur a. En elTet, on ne connait plus alors immédiatement que m — /z+i intégrales particulières, et ce cas rentre, par conséquent, dans celui qui a été traité dalis un des numéros précédents.
Soit Ce''' le terme auquel se réduisent n termes de Téquation (3) , et généralisons-le en considérant C comme fonction de a:; nous aurons
d'^Y dC
daf* dx
«J /»<Wf
dx dx
Substituant dans l'équation (i), les termes qui renferment C disparaissent en vertu de T équation (2) -, ceux qui renferment —- disparaissent, ainsi que les suivants, jusqu'à
ceux où entrent ^ inclusivement, parce que la racine
a annule les n — i premières dérivées de l'équation (2). Il reste donc une équation en C dans laquelle l'ordre le plus élevé est m, et le moins élevé est n. Son intégrale générale fournirait m constantes arbitraires , mais nous n'avons besoin que d'une valeur de C qui en renferme w, et c'est ce que nous aurons en posant
^=0, d'où C = A' -f-B'a:+...H-PV-'; dx" ^
ce qui conduit de nouveau à la formule (7).
55. Si le dernier terme V était fonction de .r, on pourrait commencer par le négliger, et l'on intégrerait l'équation (1) comme nous venons de le faire 5 puis on considérerait les constantes comme des fonctions de .r, et Ton
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obtiendrait la solution complète de l'équation proposée par le procédé indiqué précédemment. Nous ferons observer seulement que si quelques-unes des racines û,,...,a„, étaient imaginaires ou égales , il serait convenable d'employer Fintégrale de l'équation (i) avec les modifications que nous savons indiquées dans ce cas.
Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de M. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exemple de cette méthode. Soit
En négligeant le second membre , l'intégrale générale sera de la forme
a. étant une constante choisie arbitrairement , et «i, «2,. . ., a,n les racines , que nous supposerons toutes inégales, de l'équation
a"^ + An'^' -{- . : . -h Tfl -t- U = o.
Il faut d'abord déterminer les constantes Ci, c^,..., c,,^ par la condition que pour x = a on ait
on est conduit ainsi aux m équations suivantes :
C{ -f- C-i -|- . . . H— Cf„ :::2: O, «1^1 -H â'a ^2 -h . . . 4- «/n Cot = O,
«7"* (^^ + rt';^' ^2 4- . . . + a,n c,„ = F (a). Les équations se résoudront comme on Ta vu précédera-
ment , et , en posant
«« -f- Afl"-' + . . .H- Ta -H U =/{a), on tcouvera
La valeur précédente dej devient ainsi
Il faut maintenant intégrer celte expression par rapport à a entre les limites o et x, puis y ajouter l'intégrale générale de l'équation
laquelle est, en désignant par «j, a^,..., a^ des constantes arbitraires ,
L'intégrale générale de l'équation proposée sera donc
["■^/ij/''""""''"""]-
Les équations linéaires de la forme suivante
djf ax-\-b daf^'^ ''' (ax-hby d^-^
IJjr __
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s'intègrent généralement en posant y = {ax-^-by. On trouve ) en substituant ,
a(a-i).,.(a-/fi-hi)a"'-HAa(a — i)...(a — //iH-2)a'*~'-f-...H-U=o.
Cette équation donne pour a, m valeurs a,, as,..., a,„3 et si l'on désigne par Ci , Cs, . . . , c^ des constantes arbitraires , l'intégrale générale sera
j^ = c, [ax -f- *)"' -f- c, (flx 4- hf-^ -h ... 4- c« («X -h ^)«'".
Le cas où l'équation en a aurait des racines imaginaires ou égales se traiterait comme dans les questions précédentes.
57. Lorsque Ton connaît l'intégrale générale d'une équation quelconque de l'ordre m
ou,en posant— =/,..., -j^=y^'-\
on peut former une équation linéaire de Tordre m, à coefficients variables, dont l'intégrale générale sera exprimable immédiatement .
Soit, en effet,
l'intégrale de l'équation (i) renfermant m constantes a, i,..., /. Si l'on substitue cette .valeur et celles que prennent par suite 7',/", etc., l'équation (i) deviendra identique, quels que soient .r, a, ^v-i ^' ^^ doue onladifférentie , après cela , par rapport à l'une des constantes , a par exempb*, lo résultat sera nncorc une identité en
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o:, fl, i,..., /. On trouvera ainsi ^^ dPd^^dpdir~^ df'^da "^ ••"^r/j('«)"Sr'~°'
et cette équation sera identique en :r, a, è,..., /, si l'on
remet , au lieu dey et de ses dérivées j les valeurs données
par Téquation (2).
dy Posons maintenant -^ = u.\l s'ensuivra
da
dyi da dy" d^u ^W d'^u
da dx da dx^ da djf^
puisque x et a sont indépendants.
L'équation (3) devient alors
d¥ dF du dF d'^u __
Si maintenant on exprime tous les coefficients -7-, • • • >
dy' dfC^)
au moyen dei:, a, i,."?' d'après récjuation (a), on aura une équation linéaire de l'ordre m à coefficients variables dont on connaîtra une intégrale qui ne sera autre chose
que . yv 9 y >"•> ) ^ Si l'on avait différentié l'équation (i)
par rapport à l'une quelconque des autres constantes b^,,,^ l^ on serait arrivé à la même équation (4), dans laquelle u aurait représenté la dérivée partielle de 9(07, a^ bj...^ l) par rapport à ces diverses constantes. On formera donc , de cette manière , m intégrales particulières de l'équation (4)vet9 en les multipliant par des constantes arbitraires Â, B,..., L, leur somme donnera l'iatégrale générale de cette équation ^ son expression sera
da do dl
Si Ton ne connaissait qu'une intégrale particulière de ^ Téquation (1) renfermant moins de m constantes, on en déduirait une intégrale particulière pour Téquation (4) avec un même nombre de constantes.
On remarquera que si l'équation (i) était linéaire, réquation(4) aurait les mêmes coefficients, et même ne renfermerait pas de terme indépendant de la fonction u ^ elle rentrerait donc dans la première , et Ton ne parviendrait à rien de nouveau.
Transformations propres à abaisser l'ordre des
équations.
58. Toute équation linéaire de Tordre m peut s^abaisser à Tordre m — i , en posant
En effet , on aura*
y = ef'^.
eix dx^ dx
substituant dans la proposée , le facteur e*' ^ disparaîtra , et Téquation sera de Tordre m — i en (; mais elle ne sera plus linéaire.
Soit , par exemple ,
on obtiendra
dx
Considérons maintenant une équation où n'entrent
ni X ni j , mais seulement deux dérivées consécutives d'ordre quelconque :
(inr-^ Y { dp\
On posera --7-— = p, et il viendra F ( p, ^ j = o-, d'où
Ton tirera
dx=f{p)dp et x=f/{p)dp-hC = ^{p).
Si l'on peut résoudre cette équation par rapport à p, on
connaîtra en fonction de x. et par une suite de qua-
djc^^
dratures on parviendra à avoir j)^ en fonction de a: et de w constantes arbitraires. Si l'on ne peut la résoudre, on obtiendra j en fonction de p de la manière suivante.
L'équation ^^^ = p donne
g^ = fpdx = Spf(p)dp + C';
intégrant toujours par rapport à x^ et remplaçant dx par /(p) ^P ^^^® ''^ second membre , on parviendra , par une suite de quadratures , ày = (j/ (p).
Éliminant p entre cette équation elx = (f (p), on aura une équation entre y^ x et n constantes arbitraires, qui sera l'intégrale générale dé la proposée.
60. Si par exemple on demandait la courbe dont le rayon de courbure est égal à une constante a , il faudrait intégrer l'équation
dx
d'y dx'
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fty
ou , en posant — - = /;, d'où
dx-=L i- — j, et jr = -p=^=. 4- C.
(X H-^f VI +/>'
On pourrait résoudre cette équation par rapport à p, mais il sera plus simple d'exprimer y en fonction de p 5 on aura
Connaissant ainsi deux intégrales premières de la proposée, il suffira d'éliminer p entre elles pour obtenir l'intégrale générale , qui sera
équation d'un cercle ayant a pour rayon , et le centre au point arbitraire dont les coordonnées sont C , Ci .
61 . Considérons encore le cas où les ordres des deux dérivées auraient une différence de deux unités
posant ^^ = p, il vient
multipliant par a^p et intégrant, il vient
SECONDE PARTIE* 8l
doù
(p(p) renfermant deux constantes arbitraires.
Si Ton peut résoudre cette équation par rapport à p, on connaîtra j^ par n — 2 quadratures, qui introduiront tï— 2 nouvelles constantes arbitraires; sinon, on obtiendra j^ en fonction de p, en intégrant n — 2 fois l'équation
— -~ = p, après avoir multiplié à chaque fois le premier
membre par dx^ et le second par son égal (f (p) dp. L'expression de y renfermera ainsi n ^ 2 constantes arbitraires , et l'élimination de p entre les deux équations qui donnent x et y conduira à une équation entre x^ y eln constantes , qui sera l'intégrale générale de Féquation prO" posée.
En'général , si l'on a
I «Ta — — • • • • • — — I
on abaissera l'ordre de n unités , en posant •^— = p, et si Ton peut intégrer l'équation
puis résoudre par rapport à j:, ou à /?, on obtiendra Féquation en x et j' par les mêmes moyens que dans les cas précédents.
Mais si Téquation était de la forme
(dy d'^y\
dx dsf^ j
on pourrait , par le changement de la variable indépen- 2« édit. 6
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dante , la réduire à la forme
ei rabaisser en posant — = ^.
Si Téqualion
dY d^ Y était homogène par rapport aux quantités j, -^j —-tL,...,
on pourrait abaisser son ordre d'une unité.
En eiTet, en divisant par une puissance convenable <iej^ on lui donnera la fprme
ç^ d^ , dx dx^ .
On posera ensuite -j- = jf, ce qui revient à poser
d^Y / dt
dx'' ^ \dx^
^ = e-^^ . 11 en résultera
jr sera facteur dans toutes ces dérivées , et l'équation cidessus deviendra , par ces substitutions, une équation de l'ordre m — i entre x et t,
64. Lorsqu'on donne l'équation d'une courbe, renfermant l'arc 5, et qu'on cherche celle qui aurait lieu entre x ely seulement , il faut différentier l'équation donnée, remplacer ds par ^dx* -\- dy*^ et éliminer s entre cette équation et la première^ on aura ainsi une équation
diâërentielle entre x ety seulement. Si Téquation donnée peut être résolue par rapport à 5, il n'y a aucune élimination à faire après la différentiation.
Soit, par exemple, s^ = ay^ d'où l'on tire
JL JL 5 =: «'7'
Diflerentîant, il vient
Ty = -^ ^ ^ = V
on tire de là
dx / a
équation d'une cycloïde rapportée a son sommet , et engendrée par un cercle dont le rayon est h- Si Ton donnait une équation de la forme
on poserait
%=P. d'où s = Y[p\
On obtiendra par la différentiation
ds d'où l'on tire
dy = pdx = ■
VU
Si l'on peut effectuer ces deux quadratures , on obtiendra l'équation entre oc et y, en éliminant p entre les deux
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équations obtenues. Si Tune de ces deux équations peut
être résolue par rapport à p, il est inutile de connaître
dr Tàutre, puisque l'on aura la valeur -j- en fonction de x
dx
ou dej^, et que , par conséquent, on aura Téquation finie entre x ely par une simple quadrature. Soit par exemple
s = aarctang-^'
La diflférentiation donne Téquation
adp
et , par suite ,
Cette dernière s'intègre immédiatement , et donne
d'où
___ {y ^c)dy
dx =
et , en intégrant ,
C'est Téquation d'un cercle de rayon a , placé d'une manière quelconque. Pour satisfaire à l'équation donnée, il faudra prendre pour origine des arcs l'un des points où la tangente est parallèle à Taxe des x, afin que l'on ait
5 = o lorsque -^ = o.
Intégration des équations homogènes par rapport
à X, j, dx, dy, d^y.
Soit
(i) F (x, y, dx, dy^ d'y) =:= o
une équation de ce genre, et dont les termes sont tous finis , ou infiniment petits du même ordre.
Posons
y = tiXj dy = pdxy d'^' == — dx\
En faisant d'abord ces substitutions dans Téquation (i), y et ses différentielles auront disparu , et tous ses termes seront homogènes par rapport à x et dx. En effet, ils Tétaient primitivement par rapport à a:, dx^ y^ dy^ d^y , et l'on a substitué'à ces trois dernières quantités des expressions homogènes du premier ordre , par rapport à a: et dx. Et comme tous les termes doivent être du même ordre infinitésimal, dx disparait nécessairement, et par suite x. Donc l'équation obtenue sera de la forme
(2) f(u,p, g) = Oy
et donnera
Or -— peut s'exprimer de deux manières au moyeu de n et p , car on a
d'où
udx
xdu = pdx^
dx
du
D'une autre part , on a
djj
q dp dx dp
- = -^ 9 et , par suite , — = — -^ ■ r r
X dx X 1 ^[Pj ")
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Egalant les deux valeurs de — ? il vient
équation différentielle du premier ordre , qui , intégrée ,
donnera
c désignant une constante arbitraire.
On connaîtra facilement x en fonction, de u, puisque
Ton aura
dx du
d'où, en désignant par c une nouvelle constante arbitraire, et par 1 x (" 9 ^) l'intégrale du second membre,
y et comme m = -? on aura
et Ton connaîtra ainsi l'intégrale générale de Téquation
proposée.
Lorsque le second membre de Téquation (3) est de
la forme
udp
on remplace Féqua'tion (3) par la suivante :
dx udp
^ ~~ ?(py
qui devient, en multipliant par - »
df _ pdp
d'où Ton tire
EiFecluant rintégration et désignant par c une constante arbitraire, on mettra j-" sous la forme
Si ron peut résoudre par rapport à ;;, on ramènera Téquation à la forme
et Ton intégrera les deux membres; sinon , Ton tirera des équations précédentes
d'où
et Ton éliminera p entre cette équation et j^ = c(^ (p), 67. Nous trouverons une application de cette méthode
dans le problème suivant : Déterminer la courbe dans
laquelle le rayon de courbure est proportionnel à la
normale.
On obtient immédiatement Téquation différentielle
m étant le rapport du rayon de courbure à la normale. Le signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de courbure est dans le sens de la normale , et le signe inférieur, au cas où il est en sens contraire.
Posant
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on obtient
\^muq^ d'où ^ —
ZjjZ mu
et, par suite,
du mudp
(p^u) -^i-hp'
équation qui ne rentre pas dans celles que nous avons intégrées. Mais, d'après la remarque faite dans le dernier numéro , on la remplacera par la suivante :
dx mudp
d'où Ton déduit successivement
dx mdp dy mpdp
dx= ^y
Il y a des valeurs particulières de m qui rendent cette intégration possible , savoir tti = 2 , m = i. Examinons successivement ces deux cas.
I®. Soit m = 2 , on aura
En preDant le signe supérieur, on a
^ = dy\/7zrj.-'
équation d'une cycloïde dont la base est située sur l'axe
des X, et dont le cercle générateur a pour rayon - ? dont
la valeur est arbitraire. Et, en eifet, on sait que dans toute cycloïde ainsi placée, le rayon de courbure est double de la normale.
En prenant le signe inférieur, on a
d'oi
ou
ou
a: — c' = 7.slc{x — c)S
équation d'une parabole dont l'axe est perpendiculaire à l'axe des x,
La normale se rapportant à une droite donnée , que Ton a prise pour axe des x^ si Ton changeait cet axe , il faudrait se rappeler que la normale doit être prolongée jusqu'à la droite donnée, et non jusqu'au nouvel axe des X. Mais on peut prendre l'origine en tel point que Ton voudra de cette ligne , par exemple celui dont Tab-
scisse est c , ce qui revient à faire c = o 5 on a ainsi
et il est facile de vérifier que , quel que soit c , la parabole représentée par cette équation a son rayon de courbure double de la normale et dirigé en sens contraire.
2^. Soit m= 1'^ l'équation différentielle de la courbe sera
djr
dx =
En prenant le signe supérieur, il vient
jrdy _
dx =
d'où
X — c' = — yc' — / ', ou
équation d'un cercle quelconque ayant son centre sur l'axe des x. Et l'on voit, en effet, qu'alors le rayon de courbure sera toujours égal à la normale, et dirigé dans le même sens. Si l'on prend le signe inférieur, on trouve
d'où
Remplaçant x — c par x, on obtient
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qui se réduit à
C*est la courbe que l'on nomme chaînette : elle est symétrique par rapport à Taxe des j-, et son sommet est à la distance c de Taxe des x. Il est facile de vérifier que son rayon de courbure est égal à la normale et dirigé en sens contraire.
Une des équations que nous venons de traiter peut être intégrée plus simplement par une considération particulière : c'est celle que Ton obtient en supposant m == i , et prenant le signe supérieur ^ on a alors
- -^ dx' dx^ '
dv des deux premiers termes formant la dérivée de k *t^ ' on
^ " dx
aura, en intégrant
dx
et , en intégrant de nouveau ,
/ '^ -t- (X CY = c'y
équation qui ne diffère pas de celle que nous avions déjà trouvée.
Elimination des variables entre les équations différentielles simultanées. Intégration de ces équations.
68. Considérons d'abord deux équations à trois variables Xyjr^ Zj et dans lesquelles on peut toujours supposer que les dérivées soient prises par rapport à la même variable indépendante , x par exemple; y et z sont des
fonctions de x quil s'agit de déterminer, et nous commencerons par y appliquer le développement en séries.
On peut toujours supposer que Ton tire de ces équations les valeurs des coefficients différentiels de Tordre le plus élevé par rapport à r et z^ s'ils entrent dans les deux équations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où l'élimination de l'un ferait disparaître en même temps l'autre. Les deux équations peuvent donc , en général , être conçues sous la forme
(fy / d^-'y d'-'zK
si Ton prend arbitrairement les valeurs de r,.*»? -3 — 3 '
^,...5 ;^— i:,' dans lesquelles on fait x = o^ elles servi-
ront à exprimer toutes les dérivées suivantes de j^ et z ^ pour la valeur x = o^ et l'on pourra , par conséquent , développer )^ et -z par la formule de Maclaurin. On voit que leurs expressions renfermeront m + n constantes arbitraires. Au lieu de la valeur particulière a:=o, on pourrait en choisir une autre quelconque Xq et employer la série de Tavlor.
Si l'élimination de -7-- avait entraîné -^—^ la seconde
des équations précédentes serait d'un ordre inférieur à n. Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 69. Soit m l'ordre le plus élevé par rapport à y dans
les deux équations. On tirera la valeur de -7-^ de Tune
des équations, et on la reportera dans l'autre , si cette dérivée s'y trouve 5 il n'y aura plus alors dans celle-ci que des ordres inférieurs à tn par rapport à y. On en tirera la
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valeur de la dérivée la plus élevée en ^ , et Ton aura deux équations de la forme
dans lesquelles on a m > m', et n < w' ou n > n.
1*^. Soit 71 < w'; prenons arbitrairement les valeurs de
^'***' /7gw-i ' ^ V**? . „'^, pour X = o', toutes les dérivées supérieures seront connues pour la même valeur X = o , au moyen de celles-ci et des équations ( i) et (2) , de sorte qu'on pourra eflfectuer le développement dey et z. Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront est m H- 7i', et dans le cas actuel , on a m -|- /*' > m' -}- 71. 2^. Soit w > «'; le développement de y exige toujours
que Ton connaisse les valeurs de z,..., — pouro: = 0.
Or, depuis Tordre w', elles devront être tirées de l'équation (2) et de ses déri,vées jusqu'à l'ordre w en 2; ce qui conduira à l'ordre m' +7i — w' en y. Or, si l'on avait
tri -^ n — « > «* î l'équation (i) ferait connaître -7-=^ 9 au
moyen des dérivées d'ordres supérieurs à m^ et celles-ci au moyen d'autres plus élevées; on ne pourrait donc eflfectuer le développement de y. On doit donc avoir m -(- n > m' -I- 71 pour que le calcul précédent puisse faire connaître j^ et ^ -, et dans ce cas le nombre des constantes est encore le plus grand des deux nombres m + /i' et m' + n.
70. Si l'on avait eu m -H w > /» + n\ on aurait au moins l'une des deux inégalités m!^m^ n';;>n''^ soit par exemple m >»w. On tirerait des équations données les
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valeurs ne -p—r et — - ; on aurait ainsi
et les développements seraient possibles, parce que les équations rentrent dans le cas précédent. Le nombre des constantes serait m'-^n et serait encore le plus grand des deux nombres m' '■^-nelm + n,
71. Supposons maintenant un nombre quelconque d'équations simultanées , qui doivent déterminer, en fonction de x, les variables j^, z , u,.... Nous considérerons seulement le cas où Ton peut les concevoir résolues par rapport aux coefficients différentiels des ordres respectivement les plus élevés par rapport kj^ Zy u , . . . , savoir
d ^y d"z dPu daf* daf* dxP
Il est clair qu'au moyen des équations données . qu'on différentiera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire de connaître les valeurs que prennent y, z^ m,..., ei leurs dérivées jusqu'aux ordres m — i, n — i^;? — iv9 inclusivement , et dans lesquelles on fera x = o^ pour pouvoir effectuer le développement de chaque variable par la formule de Maclaurin. Ces constantes sont entièrement arbitraires , et leur nombre est
72. Laissant de côté maintenant les développements en séries , nous allons chercher à éliminer toutes les fonctions, excepté une, et ramener ainsi la question à l'intégration d'une seule équation différentielle.
Proposons-nous d'abord d'éliminer j)^ entre deux équations dans lesquelles le coefficient différentiel de l'ordre le
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plus élevé par rapport ky est -j^ et, par rapport à z, -7— •
Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions entrent dans chaque équation , combinées d^une manière quelconque avec les coefficients différentiels des ordres inférieurs, ainsi quej^, z eix. Soient ces équations
df d'^jr dz d'^z\
( dy d'^y dz d'^z\
Si l'on différentie ces deux équations un même nombre de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles dérivées àej d'ordre supérieur à m, et un nombre double d équations^ de sorte que, si Ton effectue ainsi m diffë* rentiations , on aura 2/77 + 2 équations renfermant y et ses 21/2 premières dérivées, et Ton pourra en éliminer toutes ces quantités par les règles ordinaires de Talgèbre. Leur système sera ramené à une équation de Tordre m-^n entre s et x, d'où l'on pourra tirer la valeur de z en fonction de j: et de m 4- n constantes arbitraires , et à 2/iï4-i équations dans lesquelles on substituera à z et à ses dérivées leurs valeurs, actuellement connues, et elles ne renferm.eront plus que / et ses 2m premières dérivées. Eliminant ces dernières, il restera une équation entre j^ et X et les m + n constantes arbitraires qui se trouvaient dans z*
Ainsi , en général, les fonctions j et z renfermeront les mêmes constantes arbitraires^ en nombre égal à la somme des nombres qui désignent V ordre le plus éles^é des équations par rapport ày et z respectis^ement.
On agirait d'une manière analogue et l'on arriverait à des conséquences semblables , pour un nombre quelconque de fonctions, avec un nombre égal d'équations.
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73. Mais il peut arriver que les coefficients difiérentiels de Tordre le plus élevé n'entrent pas à la fois dans les deux équations.
Supposons que les coefficients différentiels de l'ordre le plus élevé soient, dans la première,
d^y dH
daf^ dz^ et , dans la seconde ,
dx'^' da:^'
On différentiera m fois la première équation, et m fois la seconde. On aura alors nt'^m '•{- •! équations renfermanty et ses dérivées jusqu'à l'ordre m + m'. On pourra donc éliminer toutes ces quantités, et il restera une équation entre z et x^ dont l'ordre sera le plus grand des deux nombres m + n', et m' -\-n] et cet ordre est égal au nombre des constantes qui entreront dans la valeur de z. Substituant à z et à ses dérivées leurs valeurs connues , dans les m -|- w + I équations , on en pourra éliminer les m H- m dérivées dejr^ et il restera une équation entre y, x^ et les constantes qui entrent dans z.
74. Considérons , en particulier, le cas de m équations où toutes les dérivées sont du premier ordre , et peuvent en être déduites sans que l'on rencontre aucune incompatibilité ou indétermination ^ on aura alors
dz
du
— z=ff(xyy, «,..., a);
dx et, d'après ce qui précède, les constantes arbitraires se-
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ront les valeurs de j , ^ - . • • > " correspondantes kx :=zXo» Si Ton difierentie la première m — i fois et qu^on substi* tue à chaque fois aux dérivées du premier ordre qui s'introduisent, leurs valeurs tirées des équations données, on obtiendra ainsi :
• — = F(j:,^, 2,..., Il), -j^ — F, (a:,/, «,.••> ")>
et il n'y a plus qu'à éliminer les variables z , . . . , ix qui sont au nombre de m — i . Il en résultera une équation de l'ordre m enjr^ qui donnera la valeur de cette variable en fonction de x et de m constantes arbitraires. Substi* tuant cette valeur dans les m — i équations qui , conjointement avec l'équation finale , remplacent le système donné , on en déduira ^ , . . . , u en fonction de x et des mêmes constantes arbitraires.
Remarque. — Si les intégrales de ces équations sont mises sous la forme
qu'on les diflerentie , et qu'on remplace -^ , . . . , ^— par
leurs valeurs en a:, j^, ^ , . . . , w, les équations qu'on obtiendra entre ces variables seront des identités; car toute équation déduite des intégrales et des données doit être satisfaite par des valeurs arbitraires j^o? ^0 v? ^'05 correspondantes à un a: arbitraire x^.
On adonc, quels que soient j:,^-, -J,.*') "?
dx dy dz du ^
et ainsi des autres.
2* édit, n
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75. On peul ramener à ce dernier cas celui dans lequel on suppose que Ton puisse exprimer les dérivées
» cf"/ d^z dPu
daf^ daf" dxP
au moyen de celles d'ordre inférieur.
En effet , si Ton pose
dx-^' dx "^ '•••' dx --^ '
dz , dz^ „ dzi'^'') , ,
dx-^ ' dx -^'•••' dx -^ '
du , du* „ du^P-^) , , — *#'» — ti — n(P^^)
les équations proposées donneront les valeurs de
dfi'^') dz^"'') iMp-') dx dx dx
en fonction de oCy y^ y\...^y'^""'^\ z^ -^'vj ^^"""*\ m, m',."î ï^^'^*^' En les joignant aux équations précédentes, on aura un système composé de m + w +/; +... équations du premier ordre que Ton intégrera comme dans le cas précédent.
76. Nous avons supposé précédemment que les équations données du premier ordre pouvaient être résolues par rapport à toutes les dérivées , qui se trouvaient alors exprimées en fonction des variables elles-mêmes; mais il pourrait en arriver autrement sans que les équations fussent incompatibles.
Si l'on conçoit que l'élimination des dérivées se fasse, par exemple , en tirant de l'une des m équations la valeur
de — et la reportant dans toutes les (ni — i) autres^ puis
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tirant — d'une de ces dernières , et la reportant dans les
m — 2 autres, et ainsi de suite, ou parviendra^ en général , à exprimer la dernière dérivée au moyen de x^y^z^.,, et, par suite, toutes les autres. Mais si Tune de ces substitutions faisait disparaître , dans toutes les équations où on la fait ^ n dérivées en outre de celles que Ton substitue, on aurait un système d'équations dont le nombre surpasserait de n celui des dérivées et l'élimination de celles-ci , en supposant qu'il ne se rencontre pas de nouvelles variables, conduirait à n équations entre les variables même x^y., z ,..« sans constantes arbitraires. On pourrai t^ en tirer les valeurs des x variables dont les dérivées ont disparu., et il resterait m — n équations difierentielles résolues par rapport aux dérivées. Les intégrales du système proposé ne renfermeraient alors que m — n constantes arbitraires.
Soient pour exemple les trois équations
dx
dz dx
du dx
dy dx
dz dx
du dx
dz dx
du
dx
dy L'élimination de -j- conduit aux deux équations
-^ a disparu en môme temps que ~-, et si Ton élimine ^ entre ces deux équations, il en résultera une autre entre
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07,^5 z, qui sera
z — x^ xz — X
y — X JF -+- z
oa
jr 2 4- 2» — xyz -{- xz — xy — x* = o.
Un eu pourra tirer z en x et ^, :et 1 on connaîtra -^
et ■— en fonction de x et r. On rentre ainsi dans le cas
primitivement traité , et l'on obtiendra les valeurs de u et y^ et , par suite, de -z , en fonctien de ,r et de deux constantes arbitraires.
Équations linéaires simultanëeis.
77. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on a un cas particulier de la dernière question^ c'est celui où les fonctions F, /*,.«• ? ? ^^^^ linéaires par rapport à j^, z,...^ u, et renferment x d'une manièi^ quelconque ; et il est facile de voir qu'alors l'équation finale en y ^^t linéaire.
Quant à la détermination des autres inconnues , il est important d'observer que, rélimination ayant lieu entre des équations du premier degré en -z,.**» ^t lorsqu'on connaîtra j^, on tirera les* valeurs de ces' inconnues , de celles que l'on voudra des équations (i) elles-mêmes; car ces équations doivent être satisfaites , et de plus ne donneront qu'une seule valeur pour chaque inconnue.
Si ces équations ne sont pas du premier ordre , on peut les traiter par les méthodes indiquées précédemmei\t. On peut aussi les ramener à des équations du premier ordre , en posant , comme nous l'avons déjà fait ,
dr dr' dvC^-^^
dx"^ ' dx -^ '"' dx ~*^ . '
et de même pour les variables ^r , . . . , m.
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On aura ainsi un plus grand nombre d'équations ^ mais il y en aura toujours un nombre inférieur d^une unité au nombre total des variables , et elles seront linéaires et du premier ordre par rapport à toutes les variables.
Si par exemple on avait les deux équations
d'^y (l^z dv dz- *
A' Ç^+ B' J^+C ^H- D'^+ E> -h F'z+ B' = o, dx^ dx^ dx dx
elles seraient remplacées par le système suivant :
î^= ' — = t!' dx dx
dr* dz*
A^-f-B— 4-Cr' A-V^t! Hr-E^-trFz -J-H = o,
dv ' dil
A'^ +B'— -hC>' -h DV H-E'/ -h F'z-f- H' = o.
dx dx
dy' dz'
Les deux dernières donneront -p- ? -7- en fonction li-
ax ax
néaire de^', z\ y, ^ ^ et, en opérant comme nous Tavons indiqué , nous aurons quatre équations de la forme suivante :
di ~'^'
^ = Mr' -+- Nz' -h Pr + Qz H- R, dx*
' 1^ = M'/'-H NV -f- vy 4- Q'2 -+- R', dx^
'i^ = M"/' + NV + vy -h Q"z -h R".
dx^
On éliminera 2, z\ y' entre ces quatre équations, et Ton aura une équation linéaire du quatrième ordre en j^. Quand elle sera intégrée, on substituera la valeur de j^
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dans trois des preimères , et l'on en tirera la valeur de z
qui renfermera les quatre constantes qui entrent déjà
dans j^. Si Ton avait suivi l'autre marehe, on aurait diffë-
rentié deux fois chacune des équations données, et l'on
aurait eu six équations entre lesquelles on aurait éli-
dz d*z
miné z. -r- vî -7-:' On aurait ensuite substitué à r sa vadx da^
leur en fonction de x et de quatre constantes arbitraires,
dans les cinq équations conjointes ; et Ton en aurait tiré
la valeur de z en fonction de x et des mêmes constantes
arbitraires.
Equations linéaires simultanées du premier ordre.
78, Ces équations peuvent être résolues par rapport aux dérivées des m variables j^, z, . , . , m ; et nous supposerons d'abord que les coefficients de ces variables soient des constantes données , mais que les termes qui en sont indépendants puissent être des fonctions quelconques de x. Nous aurons des équations de la forme suivante :
^-+-A,j 4-BiZ -f-. . .-f-P.w =X,,
dz
(i) ( dx
du ^ ^ _ __
ax
On pourrait les traiter par les méthodes précédentes , et l'on parviendrait à une équation lînéîiire de l'ordre m à coefficients constants. Mais il est plus simple d'employer le procédé suivant:
Multipliant ces équations, à partir de la seconde, par les indéterminées 0i, ^î,.--? ^m-n P^'» '*^« ajoutant, nous
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aurons
\ ax
u\ / -h (B, 4- B,Ô, H-...-hB*Ô«_,)*H-...
P, -f-P^O. ■H-...-hPm^m-i
Or cette équation ne renfermerait plus que la seule y^riablej^ +0tz -f- .,. +6„,-iM, si les rapports des coefficients de ^v*'9 '* ^w coefficient dey, étaient respectivement di, dsv**?^'»-!; et ces conditions détermineront, comme on va le voir, les valeurs de 0i,."î ^m-i* Si l'on désigne par — a le coefficient indéterminé de j^, on sera conduit aux m équations
A, H- AjO, + ...-{- A„Ô«^, = — a , /Q\ 7 B| 4- Bjô, -H . . . -f- B«iÔ«._i = — flO, ,
P. -+- P2Ô1 -f- . . . -f- PmO;„-i = — a^m^,.
Ces équations détermineront les ni inconnues a, ^ivî ^«-1 î ^^ ^^ ^'^** désigne par X la fonction connue
l'équation (2) deviendra, en faisant y + ^i^ + . . .
(4) Tx-"' = ^^
équation linéaire que Ton sait intégrer. Mais occuponsnous d'abord de la résolution des équations (3).
En laissant de côté la première, on a m — i équations du premier degré, qui détermineront 0,, 02vj ^m-i en fonction de a\ les reportant dans la première, on n'aura plus que l'inconnue a^ et il est facile de voir que l'équalion sera du degré m. En effet, si Ton réunit les coeffi-
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cîents des mêmes inconnues dans les m — i équations ^ d'où l'on tire di ,.• • An^t 9 on observera que a entre au premier dt^ré dans le coefficient de Of dans la première, de 6^ dans la seconde, etc., enfin de 9^.1 dans la dernière, et que, de plus, il n'entre dans aucun autre. Donc le dénominateur commun des valeurs de ces inconnues renfermera a au degré m — i , et le numérateur, au degré /w— 2 seulement. Quand on fera la substitution dans la première et qu'on chassera le dénominateur, on aura évidemment une équation du degré m en a.
Actuellement , l'équation (4) donne
Si l'on met successivement dans cette équation les m valeurs de a , on aura à chaque fois dés valeurs différentes pour 6j , . . . ,6^«i , et l'on pourra prendre pour la constanteC des valeurs différentes arbitraires, puisque toutes ces équations subsistent indépendamment les unes des autres. On aura donc ainsi m équations du premier degré entre X et les m variables j^, z, . . . , u. Les valeurs de ces variables en fonction de x renfermeront m constantes arbitraires , et seront de la forme
Les valeurs des constantes se détermineront très-facilement si pour une certaine valeur Xo de x on connaît les valeursj^o,^ov)«o des fonctions j^, ^,..., m. En effet, on prendra . pour plus de simplicité , toutes les intégrales i\ partir de j^o 5 et si , dans la valeur de r trouvée cî-dessus, on fait X = Tq, on aura
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ce qui détermine la constante C relative à une quelconque des valeurs de a, &i,.... On connaîtra donc ainsi les m constantes Ci , Ct v • ? Qn •
Si les seconds membres des équations (i) étaient nuls , on aurait seulement
Si Ton suppose toutes les constantes nulles, excepte une, on aura des solutions de la forme
Les rapports des variables sont constants, quel que soit C, et les valeurs générales sont formées des sommes de ces solutions particulières correspondantes aux divers exposants ^i,..., a^,
Soient pour exemple les deux équations
(a) ^'4- A^- -f- Bz = o, — -f-A,j4-B,2 = o.
Multipliant la seconde par 6, et l'ajoutant à la première , il vient
"^^^^^""^ -f- (A + GA.)j +(B 4- OB.) z = o.
Posons
(6) ^4-02 = 1;, A4-ÔA,=--«, B4-ÔB, = — /lô,
Téquation précédente deviendra
(7) ;îs-^^ = ^'
el 6 sera déterminé par l'équation
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Soient 0,,0, les deux racines de celle équation^ i^j, ^^^ les valeurs correspondantes de ^'^ «i? «s celles de x ^ on aura
d'où Ton tirera
Or l'équation (y) donne m = Ce"^ ; et si Ton désigne par Cl , Ci les valeurs de la constante C correspondantes à
01, (9j, les équations (e) deviendront
co 2= — ô — fl — ' 7= — s — ë
Si les racines de l'équation (cî) étaient imaginaires, les valeurs de j^ et z se présenteraient sous une forme imaginaire , et on Içur donnerait la forme réelle par les transformations ordinaires. Mais si ces racines étaient égales, les dénominateurs dey et z deviendraient nuls; alors les formules (^) seraient absurdes , à moins qu'on ne supposai, comme on peut le faire, que les constantes Cg, C, devinssent égales en même temps que 02, 0i, et ces formules donneraient les valeurs dey et ^ sous la forme -•
Pour déduire des équations (Ç) les valeurs relatives à ce cas particulier, on pourra supposer que les coefficients des équations (a) ou seulement l'un d'eux choisi à volonté, soient modifiés de manière que les valeurs de 6 ne soient plus égales , et qu'on fasse tendre ensuite ces coefficients vers les valeurs données. Il suffira de trouver les limites des valeurs de y el z, avec deux constantes arbitraires, pour avoir la solution cherchée. On pourrait
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suivre pouc cela la même marche qui a élé suivie précédemment dans un cas semblable ^ mais il est possible d'abréger le calcul par les considérations suivantes , qui sont applicables dans d'autres circonstances.
On remarquera d'abord que les deux termes des fractions qui représentent j^ et z peuvent être regardés comme des fonctions de la variable Ôj qui tend vers la limite Q^ • car a dépend de 6, par la seconde des équations (S), et la constante Ci tendant vers Ci peut être considérée comme une fonction arbitraire de 9s, ayant pour limite C|. On pourra donc traiter les formules (Ç) d'après les règles ordinaires relatives aux fractions qui se réduisent à - pour
une valeur particulière d'une lettre qu'elles renferment.
DiflTérentiant donc par rapport à 9, les deux termes des fractions qui représentent j^ et ^ , on aura pour la première
et pour la seconde ,
et l'on aura les limites de y et z, en faisant dans ces e^pressiom fit = ôi , at = ai , Ct = Ci , et observant que
— * sera une constante entièrement arbitraireC, puisque C,
est une fonction arbitraire de 6,. Quant à -— % on en déter-
minera la valeur au moyen de la seconde équation (S), dans laquelle on considérera A et Aj constants, et qui donne
fia
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Ou trouvera ainsi , pour le cas des racines égales ,
z = (C — C,A,x) ^''»', ^ = (C, — Ô,C 4- Ô.CA,^) ^^•'.
80. Si, dans les équations (i), les coefficients Ai, A,,..., Pi, Pf,... étaient fonction de or, la méthode employée devrait nécessairement être modifiée, parce que
^ -h 61 y H- ... + 6m-i y ne serait plus la dérivée de
y + OiZ 4-...+ Sm-iW? vu que les facteurs ôi,...> ^m-i ne pourraient plus être constants. Néanmoins on commencerait de la même manière, et Ton poserait
d'où Ton tirerait
dy dz du dv i/ô, ^0«~i
— — h Oi 3 h ... -h 0i»— I -7"= "7 ^ ~T~ ~~ • • • — " ~~; — •
dx dx dx dx dx ^ dx
L'équation précédente servirait à éliminer j' de Téquation obtenue en ajoutant les m équations^ on égalerait ensuite à zéro les coefficients des m — i variables z,..., u, dans cette équation^ il en résulterait d^abord m — i équations non linéaires du premier ordre entre les m — i variables i^ivî 9m-i5 ^^ ^n outre une équation du premier ordre en 1^, que l'on traiterait après la détermination de d| ,. . . , 0,». Pour donner un exemple de ce procédé , soient les deux équations
(«) ^ 4- Ar 4- Bz = X, -^ -h A,/-l- B.3 = X,;
multipliant la seconde par 0, et l'ajoutant à la première; il vient
dy dz
(h) -Z + 9 -_ H- (A -H 0A,).r -+■ (B 4- ÔB,)z = X 4- 0X,.
Posons et
j-f-Ô3 = p, d'où y = v — dz,
djr dz dv dB
dx dx dx dx^
réquation (b) devient alors
^— 2 j^-f-A,0» + (A— B,)ô — B -h(A-f-eA,>=:X-4-ôX,.
Si l'on égale à zéro le coefficient de z , on aura , au lieu de cette équation , les deux suivantes :
:r- 4- (A -f- eA.) P = X -f- OX,.
On commencera par chercher à intégrer la première, qui ne renferme que et a:; et si l'on peut y parvenir, la seconde donnera i^ sans difficulté. On déterminera ensuite j^ et ;e en prenant deux valeurs de 9 correspondantes à deux valeurs de la constante qu'elle renferme.
Si les coefficients sont constants , on peut satisfaire à la première des équations (c) en posant
ce qui donnerait pour 9 deux valeurs ; on en trouverait , par suite, deux pour j^, et l'on en déduirait j^ et z. On pourrait aussi intégrer généralement l'équation en 6, et prendre deux valeurs de cette^ fonction de x correspondantes à deux valeurs de la constante, comme dans le cas où les coefficients étaient fonctions de x.
Ce dernier procédé sera appliqué avec avantage au cas où les deux racines de Téquation
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étant égales, les formules données par le premier deviennent illusoires. Dans ce cas, on a, en désignant par a cette valeur de 9,
de d'où
c étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux valeurs o et oc> , qui sont ici les plus commodes , on
trouve pour 9 les deux valeurs a et a + - — qui , substi-
tuées dans la seconde équation (c)^ donneront deux valeurs de f^, d'où Ton tirera j^ elz.
81 . Autre méthode dans le cas des coefficients constants. — Lorsque les derniers termes Xi ,• . . jX;» des équations (i) manquent, on remarque d^abord que la somme de plusieurs systèmes de valeurs dej^,..., u, qui satisfont séparément à ces équations, y satisfait aussi, et que, par conséquent 9 il suffit de trouver m systèmes renfermant chacun une constante arbitraire.
Pour cela on établira des rapports déterminés arbitraires entre les variables, en posant
d'où résulteront les équations suivantes :
^ 4- r (A, 4- B,a H- . . . + P.fx) = o,
dy
\L—-\-y{km -H B„a -f- . . . -f- P„,fx) = o.
Pour que ces équations s'accordent, on aura les m — i
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conditions
A, 4-B,a -h. ..-hPjfA =r a (A, 4- B,a -f. . . .-+-?,;*),
Afl, -f- B«a + . . . H- P„f£ = p (A, + B,a -h . . . H- P.fx),
ou , en introduisant une nouvelle inconnue — a qui représente le facteur commun à tous les seconds membres ,
A| -H B,a -f- . . . -f- P,jx = — a y
,^. , A2 -f- Bja -f- . . . -H P,fx == — rza, (o) {
A« -f- B«a -f. . . + P„pt = — au.
Si des m — i dernières on tire les valeurs de a, ê, . . . , p., on reconnaîtra , comme dans le cas précédent , que Féquation en a est du m*'"** degré, et il serait facile de prouver l'identité de ces deux équations en a, d'après la forme des équations (3) et (6).
Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs de a, 6,..., jut, et il ne s'agit plus que de connaître j^, qui sera donné par l'équation
d'où j" = Ce^^^ C étant arbitraire 5 on aura donc une solution des équations proposées, en prenant
On aura m systèmes semblables , en prenant pour a ses m valeurs; ils renfermeront chacun une constante arbitraire, et, en les ajoutant , on aura la solution générale de la question , exprimée par les formules suivantes :
> = C.6f^»^ 4- C,^^«* 4- ... 4- C„e«'"^, (^) izzn C,a, (?"''' -h C,a, c''*"' -h . . . -f- C„a« ^'''-',
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Si plusieurs des racines a», «j,..., a,„ devenaient égales, on agirait comme ou Ta déjà fait en pareille circonstance, cl les valeurs dej, ^,...,a contiendraient toujours m constantes arbitraires.
82. Il est facile de passer de ce cas à celui des équations (i) : il suffit, pour cela, de substituer aux constantes Cl, Cj,..., C,„ des fonctions de x, comme nous l'avons déjà fait dans une circonstance analogue.
DifTérentiant les équations (7) et reportant les valeurs
de ^»* • ''^ ^^^^ ïes équations (i), il ne restera que les
termes affectés des différentielles de Ci,..., C^, et les seconds membres Xi , . . . , X,„.
On aura ainsi
ax dx dx ^
a,x ^Ci ^ -p oCj - ^. dCm
On tirera de là les valeurs de -"^-'v.. , — ^ en fonction
dx dx
, dex] et, en les intégrant, on connaîtra Ci , . . . , C« . Si on les substitue dans les équations (7), on aura les solutions générales des équations (i), renfermant les m constantes qui proviennent des quadratures relatives à Ci,..., C,„.
83. On peut appliquer à plusieurs équations simultanées une remarque qui a été faite précédemment dans le cas d'une seule équation différentielle.
Soient par exemple les deux équations du premier ordre
( I ) F {x,Xy z, jr ', a') = o > /(•«^. fy h r ', s') = o 7 dans lesquelles on suppose j' = y^? z' = — •
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Admettons qu^on connaisse les intégrales générales de ces deux équations , et représentons-les par
ael b étant deux constantes arbitraires.
Les équations (i) deviendraient identiques en x, a , i, si l'on y substituait les expressions (2). Si nous les différentions par rapport à a dans cette supposition, nous aurons des résultats identiquement nuls; d'où résulteront les équations
flFdy dF dz dF^dy' dV^d^_ dy da dz da dy* da dz! da '
^dy df dz^ Af^dy^ ^ dz' _ dy da dz da dy' da dz' da '
dy dz
OU, en posant ^ = w, ^ = ^^
tïF dF dF da dFdi^_
dy dz dy' dx dz' dx "^ '
dy dz dy' dx dz' dx
Concevons maintenant que dans les coefficients -— ...-^...
dy dy
on ait remis pour^, z^y\ z' leurs valeurs en x, à, i, on aura deux équations linéaires en i/ , ^, à coefficients fonctions de X, qui seront satisfaites quand on y mettra pour
a et l' les fonctions -^ -> -=-'
da da
On verrait semblablement que les équations (3) admel-
lent pour solution -^ 9 37-
Donc, si Ton désigne par Â et B deux constantes arbitraires, les intégrales générales des équations (3) 2« éd, 8
1 1 4 cuuits u'analtsk.
seront
Si Ton n'avait donné que des valeurs de y et z avec une seule constante a , on n'aurait pu avoir qu'une intégrale particulière du système (3).
On voit ainsi que , lorsqu'on connaîtra les intégrales générales d'équations simultanées de forme et d*ordre quelconques, on pourra former un système d'équations linéaires simultanées, respectivement de même ordre .^ à coefficient variable et dont les intégrales générales se déduiront des premières par de simples diiférentiations.
Intégration par séries,
84. Nous avons déjà vu comment on pouvait, au moyen des théorèmes de Taylor et Maclaurin, développer en série l'intégrale d'une équation différentielle d'un ordre quelconque. On y parvient encore au moyen des coefficients indéterminés. Nous allons donner quelques exemples de l'une et de l'autre méthode.
Considérons d'abord l'équation
(•) x~ + ^-^nxy=.o;
on trouve, en la dîfïerentiant ,
d*Y , d^Y d^Y dr
dx* ^ dx^ dx" ilx
Faisant x = o dans toutes ces équations , on a
et , en général , si m est impair, et s'il est pair,
If*
da^
d"'y dxF^
n^ Y ou ^ ,
suivant qu'il est ou non divisible par 4.
On tire de là
na? ««r* J23*.e
sin.jr sfn
x\n Ainsi, en représentant par C la constante arbitraire -;=•> on a
Cette expression, ne renfermant qu'une constante n*est pas l'intégrale générale; elle donne seulement celle qui peut se développer suivant la formule de Maclaurin.
Connaissant une intégrale particulière , on aura l'intégrale générale en regardant C conune fonction de x ; et l'on sera conduit, d'après la méthode exposée précédemment, à une équation linéaire du premier ordre.
On trouve d'abord, en substituant la. valeur de v dans l'équation proposée,
d^C r-dC r-
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posant -- = p^ on parvient a
sin'.x 0î C, étant une constante arbitraire; on déduit de là
C et C" étant des constantes arbitraires. L'intégrale générale de la proposée est donc
. C sin .X Jn -4- C" cos. j: Jn
85. Si Ton employait la formule de Taylor, au lieu.de celle de Maclaurin, on obtiendrait l'intégrale générale.
L'équation (i) ferait connaître la valeur de -7^ en fonclion dcj'o ®^ ( ^ ) relatifs à la valeur arbitraire j:© \ et ses
-7-jl > etc., ce qui
déterminera le développement dej^ suivant les puissances de j: — Xo , renfermant deux constantes arbitraires. Il est facile de vérifier que cette valeur de j^ coïncide avec celle que donne Téquation (2), en développant celle-ci par rapport aux puissances de x — .r© , après l'avoir mise préalablement sous la forme
C, sin.(.r — x^ sjn 4- €2008.(0; — .r,) Sjti X =^ ' — ' ' ■ •
X - Xik
86. Intégrons main tenant la même équation parla méthode des coefficients indéterminés. Soit
y = ûyX^ H- a^x -f- a:^x^ -f- a^x^ 4- . . . .
La série étant ordonnée par rapport aux puissances croissantes de jr , on en déduit
ny = wa, x^ -}- na^ x -f- «fla ic^ -î- . . . ,
- ^ = 2a, ax* * -f- 2«a6x'^~^ -h 2^3 ^JC^""^ -h . . . ,
^=r«,«(a-^i):c«-V«,6(6-i)x^-V«,7(7~iK''~^+..-
La somme des seconds membres de ces équations doit être nulle, quel que soit x, en vertu de Téquation proposée : ce qui exige que les coefScients des termes de degrés di/Térents soient nuls séparément.
Le plus faible exposant est a — 2 ^ le cofficient du terme total de ce degré donne la condition a(a + i) = o , équation à laquelle on satisfait par a= — i oua = o.
x°. Soit a =3 — I. Le terme na^x^ ne pouvant disparaître de lui-même doit se réduire avec d'autres \ il faut donc que a ne soit pas inférieur à 6 — 2. Si 6 — 2<[a, il faudra 6(6-|-i)==o pour que les termes de degré S — 2 se détruisent , ce qui ne donne que ê = o , puisque o > a. Il faudra ensuite que Ton ail
les coefficients donneront les conditions
/Ï37(7-h 1) -H/ffl, =0, ««^(^ H- i) -f-««i = o,. . . .
On tire de ces diverses équations
a= — I, êrrro, 7=1, ^n:2,.,.,
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Il y a donc deux constantes indéterminëes a,, rt^, et la valeur de>K est
/ nx^
ou
«2 . /- ._ -psm.ary/î
a,cos,xJn ' Jn
solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée.
Nous avons pris 6 — 2 < a, mais nous aurions pu
prendre S — 2 = a. Dans ce cas, nous aurions trouvé
seulement j = t"^— ^ ce qui nest qu une intégrale
particulière. Là solution n'aurait été complète qu'en considérant riiypothèse a == o que nous avons déjà indiquée, et que nous allons examiner.
a^. Soît a = o. Dans ce cas on ne peut avoir 6 — 2 < a ,
parce que le coefficient de x ^^ devrait être nul , ce qui donnerait 6(6 4- i) = o, équation impossible puisque 6>a. On aura donc 6— 2=== or, et, par suite, y — 2 = 6....
Les exposants ont donc les valeurs suivantes :
a = 0, 6 = 2, y ziz ^y, . . ',
les coefficients seront
et, par suite
fh . /- — sin.A v«
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Ou ne trouve donc encore qu'une intégrale particulière^ puisqu'il n'y a qu^une constante arbitraire. Réunie à celle que nous avions trouvée en dernier lieu, elle donnerait l'intégrale générale.
Soit encore l'équation
d^y i dr
— ±. 4_ _ _:L _}- y- ^^ o ; dx^ X dx
posons
'y =r A, X* -{- Aa J? 4- Aa^'' -j- . . . ,
on aura
-%^k, «x^-^-4- k.^J"-'^ -4- K-ix^-"^ + . . . , xdx
^=A.a(a-i)ar«-VA,6(6-^i).r^-^4-A,7(7-i)>'-* + ....
La somme des seconds membres de ces trois équations doit être identiquement nulle en vertu de l'équation proposée. Les termes renfermant x^"'^ doivent se détruire , ce qui donne a (a — i) + a = o ou « = o.
Les termes renfermant di^~^ ne sauraient, dans ce cas, ôtre de degré inférieur à a \ car leurs coefficients donneraient 6 = o , ce qui ne peut être. Donc
Ainsi
Les coefficients donnent les conditions
AjS' + A, = o, Aj7' -f- Aj = o, . . ., d'où
et, par suite,
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On ne irouve par ce procédé qu'une intégrale particulière, puisqu'il n'y entre qu'une constante arbitraire. 88. En appliquant le même procédé à l'équation
on trouvera
ce qui n'est encore qu'une intégrale particulière ; d'où l'on conclut que l'intégrale générale n'est pas développable suivant les puissances positives ou négatives, entières ou fractionnaires de x.
Intégration des équatiom différentielles au moyen des
intégrales définies,
89. Nous avons donné des moyens pour ramener, dans certains cas, l'intégration des équations différentielles à celle de fonctions de x ou de ^ seulement. Quand cela n'est pas possible, on cherche quelquefois à ramener le problème à Tintégration d'une fonction renfermant x et une autre variable, par rapport à laquelle on intègre entre des limites déterminées , en regardant x conune une constante. Cette forme d'intégrale définie, donnée à y^ est souvent utile dans les questions de physique mathématique, et elle le serait bien davantage encore si l'on avait des tables qui fissent connaître la valeur de cette intégrale pour une valeur quelconque de la constante x qu'elle renferme.
90. Un moyen que l'on emploie souvent pour obtenir ainsi la valeur de y consiste à développer d'abord cette valeur en série, et à sommer cette série, lorsqu'on peut reconnaître une relation simple entre son terme général
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et Tiatégrale définie du terme général du développement d'une fonction connue de x et d'une autre variable, par rapport à laquelle se fait l'intégration. C'est ce que nous allons éclaircir par des exemples.
Soit Téquation
qui se présenté dans beaucoup de questions de physique et de mécanique. En l'intégrant par la méthode des coeflScients indéterminés, on obtient les deux séries suivantes, qui fournissent chacune une intégrale particulière :
I.(/71-hl) I .2.(/W-Hl)(w-h
>- = A'/ Vâ'^
Si l'on ajoutait ces deux valeurs de y^ on aurait l'intégrale générale renfermant deux constantes arbitraires A et A'. La première de ces deux séries devient illusoire lorsque y est un nombre positif impair, et la seconde lorsque ni est un nombre négatif impair. Ainsi, dans
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tous les cas, l^utie des deux subsiste, et l'on sait cotnmeut, une intégrale particulière étant connue, on pourra trouver Finégrale générale. Si Ton désigne par j*! l'intégrale connue, l'intégrale générale sera donnée par la formule
(2) ^ = cr,-hcy,J^.
Pour obtenir une série de même forme que la seconde des deux précédentes, considérons d'abord le développement suivant :
, . a'cos'w a*cos*w ( — a'V'cos''' eosfa cosw)= i j =-7 — .. . -+- ^ {-
multiplions les deux membres par sin'^-^corfw et intégrons entre o et tt, en supposant toutefois m positif, sans quoi l'intégrale serait infinie. En ayant égard à la formule suivante, qui s'obtient par les procédés connus, de réduction ,
I cos '* w sin" Ww
- (f*-h2)(pt+4)...(p-h2l-2)(^+20 j, ^'''''^^''^
et dans laquelle il faut , pour la même raison , supposer |ui > — I , on arrivera à l'équation
ros(a cosw) sin"""' wc?w = 1 sin™"' wr/w — ... » J 9
) I sin*""'*)
sin"*""'r>)r/^3 eu
facteur,
sin'"-'Ww ( / «v
ce qui n'est autre chose que notre seconde série, à un facteur constant près. L'intégrale qu'elle exprime peut donc se mettre sous la forme suivante :
ces [xsjn cosw) sin''^'w^(w,
pourvu que l'on ait w > o.
Quant à la première série , qui peut s'écrire ainsi :
nx' / nx*^ ^
on voit que la série comprise entre les parenthèses ne diffère de la précédente que par le changement de m en — m + 2 . On pourra donc mettre cette dernière équation sous la forme suivante, pourvu que l'on ait m <; s ,
^ rrr B, .r'-*" I fos (.r ^/i oos &> ) sin '"-'"&)<y&j, B, étant une ronstanlr arbitraire. L'intégrale générale do
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Téquation ( i ) sera donc
(3) / ^' -f- B| j:'"" I cos (j?y« cos w) sin ''~'"«f/w,
toutes les fois que Ton aura les deux conditions
Si m est en dehors de ces limites , une seule des deux in tégrales subsistera , et Téquation (3) , réduite à l'un de ses deux termes , ne donnera plus qu'une intégrale particulière. Dans ce cas, l'équation (2) fera connaître l'intégrale générale.
Considérons maintenant les deux cas particuliers correspondants à m = o, et m = 2.
partie de la formule (3), et l'on aura Tintégrale particulière
COS (xy /z coso>) sin u^w.
Effectuant l'intégration et représentant par C une constante arbitraire, il vient
7, =:Csin.j?^/i.
La formule (2) donnera par suite, en représentant par Ci une seconde constante arbitraire ,
(4) / = Csin.cr v''«4-C,cos.a;y/«.
On serait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant
directement réquation
En opérant comme nous l'avons indiqué pour les équations linéaires à coefficients constants, on trouve immédiatement la formule (4).
Soit maintenant m = 2, et, par suite
on ne conservera que le premier terme de la. formule (3), et , en effectuant l'intégration , on trouvera
Gsin.jrv^
D'après cela, l'équation (2) donnera pour la valeur de l'intégrale générale ,
C sin.ir y/i -h Ci cos.a? y/i
On aurait pu traiter directement l'équation (5), et poser y = - ; on obtiendrait ainsi
dx^ +''« = «'
ou
w = c sin.o: ^ + C| cos.a: ^n , et, par suite,
Cà%\n,x^ +C, cos.j; y/i
93. 11 est un autre cas particulier qui exige un artifice analogue à celui que nous avons plusieurs fois employé
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dans certains cas de racines égales : c'est celui où Ton a m = I * les deux parties de la formule (3) se réduisent a une seule, et Ton n'a plus qu'une intégrale particulière, bien que la valeur de m tombe entre les limites o et 2. On pourrait bien encore recourir à la formule (2)^ mais on obtiendra beaucoup plus simplement l'intégrale générale de la manière suivante :
Remplaçons m par i + c^ dans la seconde partie de y^ dans la formule (3) -, elle devient
B , x^^ I cos {x v« ces w) (sin w)~ é/w ;
or
f8inw)"~^= i — ^l.sin») H /'sinoj — . . . ;
d'où
a:~*^(sin»)~^=: I — ^(1. JF-f- l.sin«) + . . .•;
et la seconde partie de la valeur de y devient, en négligeant les puissances de â supérieures à la première ,
cos (xyn cos Oi>) <^>
cos {x ^n cos&>)(i. ^ + 1 . sin w) dta ; la première partie àe y devient de même
ces [x sjn cos w) dtù -f- B^ I cos \x sfn cos «) 1 . sin u^o . • Ajoutons ces deux expressions et posons B 4- Bi = C ,
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C désignant une constante arbitraire , on aura
cos [x \ln ces w) dîà
XTT ODS {x y/» cos 6)) (i. a; rh 1. sin &>) f/oj
+ B^ I cos (x ^/z cos &>) 1 . sin Wm.
Supposons maintenant que i tende vers zéro, et Bd vers une constante arbitraire Ci ; on aura pour la valeur corn* plète de y^ en passant à la limite, et observant que 1.j: + 2I. sinw = 1. (jtrsin'o)),
^- = C I cos \x ^n cos w) dfà
+ C, f cos(x^/zcos«>>)L(x9in'6>)<^).
Telle est l'intégrale générale de l'équation
94. Il est bon de remarquer que toutes les fois que m sera un nombre pair positif ou négatif, Tune des deux parties de la valeur de y donnée par l'équation (3) pourra s'exprimer sans aucun signe d'intégration; quant à l'autre, elle disparaîtra , vu que m sera en dehors des limiter o et a. Pour le démontrer, désignons, en général, par Ap l'in-
XTTcos(X çosw)sin''wrfw; l'intégration par
parties donne la relation suivante, en supposant/? >> 3 :
Ap — Ap-i ^^^ A^-4.
Si p est un nombre pair, on parviendra, au moyen de
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cos(/cosw)r/ci),
qui ne peut être obtenu exactement en fonctionne ^. Si, au contraire, /7 est impair, A^ est ramené à As et Ai qui peuvent être calculés exactement et ont pour valeurs respectives
asin> . 4 / • ^ ^ -^x
A, = — r — 9 A3 = ^(sinX — AcosA);
d'où il résulte que Tune des deux intégrales particulières qui entrent dans Féquation (3) pourra toujours être exprimée en x^ sous forme finie , lorsque m sera un nombre impair positif ou négatif.
95. On peut encore présenter l'intégrale de l'équation (i) sous luie forme qui est souvent préférable à celles que nous avons considérées jusqu'ici , et particulièrement lorsque m est un nombre pair positif ou négatif.
Posons
les constantes a. A, Ai , As, etc., étant indéterminées, ainsi que la fonction f (jr), dont nous désignons les dérivées successives par y' {oc) , (p" (x) , etc. Substituons cette valeur de y dans l'équation (i), et cherchons s'il est possible d'annuler les coefficients des diverses puissances de a:, qui seront en évidence.
En dijBférentiant deux fois de suite y, on trouve
-^ =toA«x"" ç?(x)-hmA,(a-*-i)jc"" ^'(x) -+-»»A, (a-*- 2)*^'y''(x)-h...
-j-mAr " p'(x) -j-iîiAiX f''{x)-+-...,
^ = A«(« - 1)*'' -\ (a:)H-A.(aH- 1 )ax*" ' ç,'(x) -+-A.(aH-2) («-ht jx^y^Cx)^. . .
-}-QAax"*'^'(x)-h aA, (a -^ i )x"çj"(x)4-...
-h Ax'*ç''(.r)-+-....
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Si nous substituons ces développements dans Téqualîon (i), et que nous égalions à zéro le coefficient du terme général qui contient o:,*"*"'""^, nous trouverons
[(« -^P) (« -f-/? -h/w — I )A^-+- (2a-ha/?-4-wi— 2) A^_, ^-Ap^;\ffP{x)
-f- nAp^2 ffP-^ (jp) = o ;
et pour que cette relation entre <f^(x) et 9 ''-'(a:) soit plus simple et ne dépende pas de p^ nous poserons
(a -{-/?) (a 4-/?-+-»!— i)Ap-f-(2a-f-2/? -f- /w — 2) A^_, = o;
d'où il résultera
ff [x) -f- «y/»-' {x) = o,
équation à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre entier p^ en posant
f^" {x) + nff{x) =: o,
d'où l'on conclut
<p(x) = Csina'V^-f- C'cosjry^,
C et C étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul ne s'applique pas à tous les termes de la série qui résulte de la substitution de la valeur de y dans lequation (i); il suppose que p soit au moins égal à 2 , et il est nécessaire de considérer à part les deux termes qui renferment les puissances a — i et a — 2 de o:. En égalant à zéro leurs coefficients respectifs , on obtient
k{(x,'- i)-f-wa=o, A, (a 4- i)(a +/71) 4- A(»i-h 2a)= o.
La première donne
a = o, ou a= I — m y
et la seconde conduit, dans l'un et l'autre cas, à l'équation
2* édit. Q
i3o Goms d'analyse.
Examiuons successivement les développements correspondants à ces deux valeurs de a.
1°. Soit a = I —m; la relation générale entre A^ et Ap«i devient
p{^p — /w -4- i)k.p = (/w — 2/7) Ap-,.
En changeant successivement p en p — 1 , p — 2 , etc., on déterminera A^ en fonction de Aj ; et comme Ai= — A, on connaîtra le coeflicient général A^ en fonction de A qui restera indéterminé, mais que Ton pourra prendre égal à l'unité, à cause des constantes C , C. On trouvera ainsi
^ {p — /w-hi)(/? — /?ï)...(3 — m) ' 1.2.../?
et la valeur de y aura pour expression
/- _ /- diCsinxJn-hC'cosxJn) Csinx^n-^Ucosxyn'X—^ ^—z — ^+...
(ot -4) . . . (/w - 2/?) ( — x)P dP (c sin x s/ n-\-C cos x ^) (/?ï-3)...(/?i-/?-4-i) 1.2.../? iixP
Lorsque l'on trouvera pour un certain coefficient Ap une valeur égale à zéro , la série arrêtée au terme précédent satisfera à l'équation différentielle, et V intégrale générale sera donnée par un nombre fini de termes. Cela arrivera toutes les fois que m sera un nombre pair positif.
2^. Soit maintenant a == o ; la relation entre A^^i et Kp devient
/ X * m -f-ip — 2
p[p + m — i) An = 7 : ;
d'où l'on tire , en supposant encore A = i ,
__ {m -h 2) (m 4-4)- . . (/w H- 2/? — 2) (— ly ^ ^ (/w -h I ) (/lî -h 2) . . . (w -h/? — 1 ) * 1.2.../?'
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et la valeur de y sera
n ' r , ^1 r d{Cs\n X si n -^^ C cosx ifn^ y=:Csmxsjn -\-C/ cosx^n-^x-^ 1 — ^——-2±lllji^
dx
(— x)^(m-h2)(/yi4-4)'»«(^w+2^-2)c^/^(Csinxv//2-hCcosjr\/ ^ )
I.2.../?(m-|-l)(/W+2)...(/7î-|-/?-l) ^xP
On arrêtera celte série, comme la précédente, au terme dont le coefficient sera nul 5 ce qui arrivera si m est un nombre pair négatif. D'où Ton tire cette conséquence importante, que Yintégrale générale de V équation (i) peut toujours s'exprimer par un nombre Jini de termes lorsque m est un nombre pair positif ou négatif,
96. Equation de Riccati, — L'équation non linéaire que l'on désigne ainsi est la suivante :
du
Si l'on pose, avec Euler, v = — , on obtient, en faisant
^ au '
rti = A,
et tout se réduît à intégrer cette équation linéaire du second ordre : car la valeur générale de u sera de la fornui
C et C étant des constantes arbitraires ; il en résultera
et, par suite,
du dui dut
dx dx dx
^duy du2 c <iw, du2
\ dx dv 1 U dx dx
a C«, H- C'ms o, c
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Cette valeur de y renfermant une constante arbitraire-^
sera l'intégrale générale de la proposée.
Il reste donc à intégrer Téquation
dx"
On peut ramener cette équation à une autre de la forme de l'équation (i), en changeant la variable indépendante x^ et posant x^ = hz^k et p étant des constantes indéterminées. On trouve ainsi
p^ ^d^u p(p — i) ^ ^du Â^ dz^ A dz
Les deux terpies extrêmes ne renfermeront plus x si Ton
pose 2p — 2 = 7», d'où p=: — h I j ct qu'on divise par
X". Si Ton divise, en outre, par ~> et qu'on exprime x
en ^ 9 on obtiendra
d^u m I du AA^
d^ m-^1 z flz
et si , pour simplifier cette équation , on détermine k par la condition
A>t>=(--hiV, d'où k=z^—^,
VÂ
on aura à intégrer l'équation suivante :
d^u \m H- 2/ du az' z dz
qui rentre dans l'équation (i) en y changeant m et n en
et — I ^ ce qui donne lieu aux conséquences sui-
vantes :
i^. Si est un nombre pair positif ou négatif, les
deux valeurs de u pourront s'exprimer par un nombre
fini de termes en z , et , par suite , en x.
Soit donc
z=:2Z2ij
/étant un nombre entier positif j on en tire
les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les inférieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante :
2î ru I
Ainsi Téquation de Riccati pourra s'intégrer complètement lorsque m sera renfermé dans cette formule.
2®. Si est compris entre o et 2, la valeur générale
de u pourra s'exprimer au moyen de la formule (3). On voit d'abord que si m est positif, est nécessairement compris entre o et 2 , et l'équation de Riccati s'intégrera par le moyen de deux intégrales définies simples.
Si m est négatif, soit m = — m\ on aura
m' ^ ni' ^
la première exige w' > 2 , et la seconde , m >> 4 • Donc on intégrera encore de la même manière l'équation de Riccati lorsque m sera compris entre — 4 et — 00 . Ce
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n'est donc que pour les valeurs de m comprises entre o et — 4? quG l'intégrale cherchée ne pourra s'exprimer au moyen de deux intégrales définies simples.
La formule (3) devient, en y changeant m en et
m m « en — I
—a cos (z V — I cos w) sin wé/w
-f- B,z'""^^ I cos(zv^ — I cosb>) sin «</«.
2sfA --+-'
Remplaçant z par sa valeur x^ , et posant
rn
= fjt , il vient
cosl fU7^ v^ — I cosw I sin '""^^ w^/w
B'jr / cosl j
-h B'x 1 cos l itx^ sj — I cos &> ) sin """^^ Ww.
Si Ton fait disparaître les imaginaires , cette formule devient
Sin *)«&>
J^xr /m w \
B et B' étant deux constantes arbitraires \ et le rapport -7 sera la seule constante que renfermera l'intégrale de
l'équation de Riccati.
Si m est outre les limites o et — 4 > tine seule des deux
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intégrales définies subsiste , et l'intégrale générale sera donnée au moyen de la formule (2). Soit Ui la valeur particulière de u , on trouvera
dui
dx I
C étant une constante arbitraire. Cette expression est moins simple que la précédente , maïs c'est précisément dans ce même intervalle , entre o et — 4 5 ^I^^^ se trouvent
comprises les valeurs renfermées dans la formule . . t
et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Si m avait
pour valeur la première limite o , Téquation à intégrer
serait
dUi
qui donne
a = Ce* -h C,^-'.
Si m a pour valeur la seconde limite — 4 9 on a à considérer l'équation
d'^u 2 du
dz^ ' z dz '
qui a déjà été traitée , et qui , en posant u = -^ se réduit à
dz' '
d'où Ton tire
ç — Ce'-^ C, e-%
et , par suite ,
Ce* H- C, e-'
ii. — •
4". Entre les limites o et — 4? '^ y a une valeur qui
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rend les deux intégrales illusoires : c'est m= — 2. Dans
ce cas , l'équation primitive en u devient ^-5- = -^ 5
elle rentre dans une classe d'équations que nous avons donné le moyen d'intégrer. Son intégrale générale sera u = Cor*' ■+• Ci^:*'', k' et k" étant les racines de l'équation k* — k — A = o.
Soit encore l'équation non linéaire
posons de même
I du
au dx
et l'équation proposée deviendra
dx" Soit
= abueP',
nsfâb
^SP'—r-
il en résultera
d^u i du
dz^ z dz '
ce qui n'est qu'un cas particulier de l'équation (i). On aura donc
M r= C I COs{z\ — I COSu>)d(ù
-h Ci 1 cos ( z ^ — I cos ft) ) 1. (z sin'b)) rf», ou
^^zcosoi ^^ — z C08 ») 1 . (z sin'w) r/w*
Il ne reste plus qu'à substituer à ^ sa valeur enXj et j- se déduira de u, comme dans le cas de l'équation de Riccati. 98. Considérons encore l'équation suivante, qui se rencontre dans les applications physiques ,
posons jr = x"'*'*-^, il viendra
d^z 2 (/i -H i)€lz dx* X dx
qui rentre dans l'équation (i), en y changeant m en 2(71+ 1) et n enp*.
Si Ton suppose n positif, et quelconque d*ailleurs, 2(/i + i) n'étant pas compris entre o et a , on ne pourra exprimer qu'une intégrale particulière au moyen d'une intégrale définie. Son expression sera
= A i cos {px cos w) sin ^'^^wdw,
et l'on pourra, comme on l'a déjà vu, en déduire l'intégrale complète. La valeur de y^ qui s'en déduit , est
cos (px cos w) sin''*"*"'ûiM/a) .
Dans le cas particulier où n = i , l'équation proposée devient
et l'on aura
cos( px coso)) sin^wrfw ;
et , effectuant l'intégration ,
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6 étant une constante arbitraire. Enla considérant comme fonction de x^ on déterminera facilement l'intégrale complète.
Détermination des intégrales définies par l'intégration
d'équations différentielles,
99. La recherche d'une intégrale définie peut quelquefois être ramenée à l'intégration d'une équation différentielle, relative à l'une des constantes qui entrent sous le signe /.
Les dérivées de cette intégrale par rapport à ces constantes seront des intégrales prises entre les mêmes limites , et si Ton peut par ces différentialions reproduire la première intégrale , en l'éliminant on aura une équation entre ses dérivées par rapport à une des constantes. Si Ton peut l'intégrer, on aura une expression qui renfermera l'intégrale définie comme cas particulier, et il ne s'agira plus que de déterminer les constantes arbitraires de manière qu'elle se réduise à celte intégrale elle-même.
100, Soit, par exemple, l'intégrale définie
cos(j:cosw)<7w.
Considérons-la comme une fonction de x^ et posons
C0s(â:C08ca)flf&).
Dilférentiant deux fois par rapport à jc, il vient
d dx
sin (jc CCS o>>) ces tfidwf ~ =. — I ros [x ces tA ces' w^w .
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Pour rendre ces expressions plus facilement comparables , il faut introduire cos(ar cos w) au lieu de sin(a: cos w) dans la seconde; et c'est ce que l'on fera en intégrant par parties. On aura ainsi
— sin Gi sin (x cos w) — xjsm^to cos(x cosg)) ^.
Le premier terme disparait, aux limites o et ti, et il vient
~r^^^ — ^1 cos (j^ cos w) sin'wrfw.
Divisant par x et ajoutant à la troisième équation , on obtient
d dx
f- 1 7- = — 1 cos [x cos w) «W.
'x"^ xdx J^ ^ '
L'intégrale cherchée étant ainsi reproduite, il suffira de la remplacer par j^ pour avoir l'équation différentielle cherchée , qui sera
^ ^ dx^ X dx
cos(x cosw) Jco a été ramenée à l'intégration de l'équation (2), que nous avons traitée dans le n° 87. Mais , comme nous n'en avons développé qu'une intégrale particulière , on ne peut savoir si c'est elle qui doit donner la valeur de l'intégrale définie. On voit donc qu'il est, en général, nécessaire de connaître l'intégrale complète de l'équation différentielle à laquelle on est conduit, pour pouvoir en déduire la valeur de l'intégrale définie cherchée.
Cependant, dans le cas actuel , il est facile de s'assurer que la série trouvée pour intégrale de Téqualion (2) coïn-
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cide avec / cos(a: coso) c?a), en donnant une valeur convenable à la constante.
En effet, développant cos(a:cosGi)) en série, on a
cos(a:cosw)=i 1 ô^---H f-....
Multiplions par c?w, et intégrons entre o et tt, en observant que
Jr^ ,« . 1 .3.5. . .fi/îf — i) COS""ftw/w= yr-^ in, 2.4.o...2;n
il viendra
I COS(J7COSû>)aw=r7r I I 1 1_ \.
cos(a: cos&))rfa) n'est autre
chose que l'intégrale particulière que nous avions trouvée pour l'équation (2) , et dans laquelle on suppose la constante arbitraire égale à tt.
sin 7,nxdx =r ^-w'«« sin 7.nx
ces 7.nxdx.
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Donc
± = -^, d'où r = Ce "'
Xoo ^-m«x» çQj 2nxdx est compris dans Texpres-
sion Ce , dans laquelle C est indépendant de x et fi : il
reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce "* devienne égal à cette intégrale définie. Or, pour n = Oj rintégrale devient
e-^*'' dx ou —,
et Ce *" se réduit à C \ donc la valeur de la constante C
devait être — , et l'on a
<7-*»**' cos 7,nxdx = — e "** .
comme nous l'avions trouvée par une autre voie.
Xoo g-m^x» çQg 2nxdx comme fonction de m , on aurait trouvé
dy __ /2/ï^ dm \m^ m d'où
et l'on trouverait
C = — et v=5~-^ '".
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Considérons, en dernier lieu , l'intégrale
ces axdx ï -f-x* ' et posons
ces àxdx
Nous ne prenons pas de suite la limite ôo , pour éviter une difficulté dont nous parlerons tout à l'heure. Différentiant deux fois par rapport à a , il vient
d^X r x^cosaxdx /*' sin al
et si l'on faisait Z = oo , on voit que le second membre se présenterait sous une forme indéterminée.
Il faut maintenant intégrer Téquation linéaire
d^r sin al
Si l'on néglige d'abord le dernier terme, on trouvera pour intégrale j = Ae'' + Be~^ 5 considérant ensuite A et B comme des fonctions de a, on trouvera , pour l'intégrale générale de l'équation en question ,
C et Cl étant des constantes arbitraires.
H faut maintenant supposer que l croisse indéfiniment , et chercher la limite du second membre.
Or, quand / est extrêmement grand, sin a/ passe par toutes les valeurs de — i à + i pour un accroissement extrêmement petit de a, pour lequel on peut regarder les autres facteurs comme constants. Les éléments des intégrales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en est de
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même depuis une valeur finie quelconque de a jusqu'à Tinfini. U suffit donc de considérer les éléments de ces intégrales entre o et une valeur infiniment petite de a. Mais alors e"* et e""** peuvent être remplacés par l'unité dans les
intégrales qui se réduisent à -» et les deux derniers termes rentrent dans les premiers.
Ainsi la limite de 1 intégrale I r,ou |
étant désignée par j^, on a
Il ne reste plus qu'à déterminer les constantes C , Cj . Or, si a est positif, G?* croîtra indéfiniment avec a, ce
Xoo CCS axdx I T
devient égale à - pour a = o\ donc C^ = - et j
cos axdx TT
TT
Si a était négatif, on aurait Ci = o et C== -? et, par suite,
cos axdx TT - = -<?•.
104. Si l'on différentîe les deux membres de cette équation par rapport à « , on aura
X sin axdx — tt
a étant négatif. Si l'on différentie l'équation qui se rapporte au cas de a positif, on aura
arsin^.r , tt
dx = - e-'.
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Détermination des séries par V intégration d'équations
différentielles.
105. Nous avons vu comment Tintégrale d'une équation diflKrentielle pouvait être développée en série ^ mais on peut réciproquement se proposer de trouver l'équation différentielle dont une série donnée serait l'intégrale. Si cette équation peut être intégrée complètement sous forme finie, on saura déterminer la fonction dont on avait le développement. Pour obtenir cette équation, on dififérentie une ou plusieurs fois la série , ou d'autres séries qu'on en déduit, de manière à reproduire celle que l'on cherche , qu'on peut alors éliminer. Si elle ne se reproduit pas, mais qu'on parvienne à une série qu'on sache sommer, on peut encore obtenir l'équation cherchée.
Soit, par exemple, la série
on trouvera , en différentiant deux fois ,
dx^ 1.2 1.2.3.4
cette série étant, au signe près, celle que l'on cherche, on peut l'éliminer, et l'on obtient l'équation différentielle
Par la théorie des équations linéaires , on trouvera
/ = A cosa: -h B sinx,
A et B étant des constantes à déterminer.
Pour cela on observera que la série conserve la même
valeur quand on change le signe de a:; donc B = o. De plus, elle se réduit à i pour x = o\ donc A = i , et la série est égale à cos x^ comme on le savait d'aille.urs. 107. Soit encore la série
•4/ «Jv %M^ «4# «4#
on en déduit
dr X x^ x^ X*
3^ = — iH h5--- 7- -+-... = — I -h 1.(1 -h J?);
dr 1234 \ /'
dans ce cas , on est arrivé à une série qui n'est pas identique avec la proposée, mais que Ton a pu sommer. Il faut maintenant intégrer Téquatiou
-^ =— I 4- 1.(1 H- j:), ou / = — a?-4-/</a:l.(i -f-jt),
qui donne
7 = — 2jr -h (i -I- ir)l. (i -h or).
La constante C doit être égale à i , puisque la série se réduit à I pour x = 0] donc
On aurait pu différentier une fois de plus , et Ton aurait eu
dx^ ' ' * I H-x'
il aurait fallu alors intégrer Féquatioii
dy 1
dx"^ i -{- X
d'où
' dy
Pour déterminer C, on observera que Ton a —■ =— * r
2*^ éd*t. 10
l46 COURS u'ahalyse.
pour .r = o -, donc C = — i , et
On aurait continué comme dans le premier calcul. 108. Considérons , en dernier lieu , la série
elle donne d'abord
dx 2 ^^ 2\4 2'.4'-6
Pour faire disparaître le dernier facteur de chaque dénominateur, multiplions les deux membres par x^ puis diflTérentions-les , il viendra
d^Y dr x^ x^ jr'
dx' dx 2' 2'. 4' 2^4^6
— XI ^- -h
On a reproduit ainsi la série proposée, et, en Télimi nant, on obtient
dx ' tix
OU
d^y I djr
dx^ X dx
Et, en effet, nous avons reconnu précédemment que cette équation différentielle a pour intégrale particulière la série proposée ^ mais nous ferons observer ici , comme nous l'avons fait pour la détermination des intégrales définies, quMl est, en général, nécessaire de connaître l'intégrale complète de l'équation différentielle à laquelle on parvient.
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Application des équations diJjféfentieUes à la recherche de fonctions dont on connaît certaines pix>priët€S caractéristiques.
109. Soit proposé de trouver une fonction z = (f (a:)^ telle que l'on ait, pour toute valeur dex ety^
(i) (p(^)-i-'(i>(r) = <pGr+7).
Si Ton différentie cette équation par rapport à x^ en con-^ sidérant j^ comme constant , on a
d*où Ton conclut que «y' (x) est constant, quel que soit x, et que^ par conséquent, on a
di = "'
a désignant une constante. On en déduit
(2) ^ z == «.r -I- by
h étant uiie nouvelle constante.
La fonction (p , qui satisfait à Téquation (i), est donc nécessairement comprise dans celles que représente la formule (2). Mais la réciproque n'est pas sure, et il faut tâcher de déterminer les constantes a et J de manièt'e que la substitution de la valeur trouvée de z rende l'équation (i) identique. On trouve pour résultat de cette substitution
ax
ce qui exige que Ton ait & = o , d'où résulte z = ax, La solution la plus générale de la question est donc
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donnée par la formule
<f (x) = axy
a étant une constante arbitraire.
110. Cherchons maintenant la fonction déterminée par la condition générale
DifTérentiant par rapport à x^ il vient
(p'(ar)=/(p'(x>-).
DifTérentiant la même équation (i) par rapport à j>^> on obtient
De ces deux dernières on tire
donc le produit x(f' {x) est constant, et si Ton pose ^ (^x) = z , on aura , en désignant par a une constante ,
a: 3" = a , d ou 1 on tire dx
adx
dz-=i 5 Z = fl I. J7 4- ^,
h étant une nouvelle constante. Substituant dans l'équation (i), on trouve
(a) a\.X'\-h'\-a\,y-^h:=za\.xy-{'h\
donc
h •=z o et z •==. a\^ Xy
a étant arbitraire.
Ainsi , la solution la plus générale de la question est donnée par la formule
y [x) = log X, la base du système de logarithmes éUnt arbitraire.
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m . Proposons-nous maintenant de trouver la fonction (f (x) d'après la condition
(l) ^(x)ff(x)z=:<f{x-hjr).
En différentiant cette équation par rapport k x et j^, on obtient les deux suivantes :
d'où Ton conclut
a étant une constante. Si donc on pose (f(x) = z^on aura
I dz
d'où
z dx
dz ^ . z .
b étant constant. Substituant dans l'équation (i), on obtient
(2) he"^ . be^'y = ^<?«(*-»'/>,
ce qui exige que Ton ait &* = &, et, par suite, 6=1, ci^r on ne saurait prendre & == o. La fonction cherchée a donc pour expression
a étant arbitraire.
Si la constante a est imaginaire, et de la forme
m±Ln \l — 1 , on aura
(p \jc) = 6?"" (ces nx rb v/ — i sin «or) .
Soit encore proposée la condition
i5o coDfts p'akalysk.
DiSéremiaat cette équation par rapport à j; et j^, ou obtient
Ces deux équations donnent doù
a étant une constante. On a donc , en faisant (f (.r) = z ,
Z flf^
on en déduit
rfz dx z
b étant une constante. Qn aura donc
z z= bx'.
Substituant dans l'équation (i), il vient (2) bx^.by'' = bx^f*;
donc & :==: I , Ql la fonction cherchée a pour expression.
a étant une constante arbitraire.
Si Ton suppose a = m±n V — i , la fonction prend la forme
«p(a?) = x'^(cos.n 1. xdby/ — l rin.« 1. x),
H3. JNous donnerons pour dernier exemple de ce genre de questions celle qui se rapporte à la détermination de la résultante de deux forces égales, faisant f^ntrc elles un angle quelconque.
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On est conduit clans cette recherche par des considérations fort simples , que nous n^indiquerons pas ici , à l'équation suivante :
X désigne le demi-angle des deux forces , et <f(x) le rapport
de la résultante à l'une d'elles. Or, si l'angle des forces est
nul , la résultante est égale à leur somme ] et s*îl est égal
à deux angles droits, elle est nulle : on devra donc avoir
les conditions particulières suivantes, en désignant (f(x)
par z :
lz=:2. pour .r = o,
êz =:z O pour X = -•)
et, de plus, z ne peut devenir nul pour aucune valeur de x
comprise entre o et -• On observera d'ailleurs que la ques-
tion de statique n'impose aucune condition à la fonction ,
pour des valeurs de x non comprises entre o et - > et pour
des valeur» de jr plus grandes que x. On peut reconnaître facilement que la première des équations (2) est une conséquence immédiate de l'équation (1)', car, si l'on y fait y z= o^ on trouve
d où résulte (p (o) = 2.
Cela posé, en diilérentiant deux fois 1 équation (1) par rapport ka*^ et denx foi» par rapport à j^ ou obtienl
j" {x + r) + f is-x] = ?" (^) T (/), ?" (-p +x) + ?" (* -y) = T W ?" (.••■);'
d'où l'on conclut
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a étant une constante réelle, puisque <^{x) et y*'(x) le
sont.
Cette équation devient, en remplaçant f (x) par z,
(3) îy. - "* = "•
L'intégrale de cette équation aura une forme différente, suivant que l'on aura a>o, a=:o, a<o.
I**. Soit d'abord a = o, il en résulte
3 r= Cj? + C, ,
et, substituant dans Téquation (i), on devrait avoir, pour Vine infinité de valeurs de x et y,
les termes semblables devraient donc être égaux de part et d^autre, d'où résulterait C = o, et <j)(j:) serait égal à une coQstante, ce qui est impossible ^ donc on ne peut avoir a = o..
2*^. Soit a>o, l'intégrale générale de l'équation (3) sera
substituant dans Téquation (i), et posant
ce qui n'établit aucune liaison entre li et (^, on trouve
C(C— i)i^-l-C,(C. — i)tt-'==C(i — C,)«'4-C,{i —C)p-'.
Les coefficients des termes dissemblables devant être nuls séparément, on aura
C = o, Cl =rr o,
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Or on ne peut avoir à la fois C = o , Ci = o , sans quoi l'on aurait ^ = o, quel que fût jr, ce qui est absurde. Donc on ne peut prendre que les valeurs suivantes :
C= I, C, = I, d'où il suivrait
TT
expression qui ne deviendrait pas nulle pour jc=5-> et
qui, par conséquent, ne satisfait pas à la question. Donc on ne peut avoir a > o.
3^. Supposons enfin a < o et posons a= — m* ^ l'intégrale complète de Féquation (3) sera
z = C ces mx -f- C| sm mjc,
et puisque Ton doit avoir z = a pour x =. o, il en résulte C == 2 , et la valeur de z sera
z = 2COSA72X -I- Cl sinwo:;
en la substituant dans Féquation (i), et réduisant, on trouve
C] sin/n^r sin my 4- 2C1 sin mjr cosmx z= o,
et comme on ne saurait avoir m = o, on peut supprimer le facteur sinmy, et il reste
C] ûnmx 4- aC, cosmx = o,
équation qui ne peut être satisfaite quel que soit x^ qu'en posant Cl = o, d'où résulte
z = 2 cos//?.r.
La constante m se déterminera au moyen de la seconde
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équation (2), qui donnera
mit cos — = o,
d'où m = 2/1 -f- I , w étant un nombre entier quelconque. Mais si Ton n'avait pas 71 = 0, cosmx deviendrait nul,
pour la valeur x == —7 : , oui est moindre que -; ce
qui ne saurait être, puisque la fonction z ne peut devenir nulle pour aucune valeur de x entre o et -• Donc enfin
z =:i 2 cos^,
et la valeur de la fonction cherchée est
f (jr) = 2 cos jc.
diguï^ssion SUR quelques propriétés, ou us\(>es des
INTÉGRALES DÉFIIVIBS.
Intégrales eulériennes.
114. Legendre a désigné de cette manière deux espèces d'intégrales définies , étudiées avec beaucoup de soin , d'abord par Euler, et ensuite par Legendre lui-même : nous nous bornerons a en faire connaître les principales propriétés. Celles de la première espèce sont comprises dans la formule
c<'lles de la seconde sont de la forme
I. -) dX y
a étant positif, sans quoi Fintégrale serait infinie.
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Si l'on pose 1. - =JK; ^^ '^î donne la forme
Legendre • désigne les premières parle symbole (p^ y), et les secondes par F (a) ^ de sprte que Vo» a
(/?, g) = j xf^' (i — jr:)î-'rfa:, T{a)=i i y--] dx=: I x''-' e-'dx.
Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières dans le cours de première année , et nous ayons démontré que si a est entier, on a r(a) = i . 2.3. . . (a — i) ^ et que , quelque valeur positive qu'ait m, on a
115. On reconnaît immédiatement une propriété trèssimple des intégrales de première espèce, et qui consiste en ce que leur valeur ne change pas , quand on change l'une dans l'autre les deux lettres p et q. Eu effet, si l'on fait la somme des deux éléments de l'intégrale , correspondants à deux valeurs de x dont la somme soit égale à I , elle reste évidenunent la même quand on change p en y, et réciproquement, puisque cela ne fait que changer les deux éléments l'un dans Tautre. Donc Tint^rale entre le» lifipites o et i roste U marne quand on ch^oige l'une dans l'autre les deux lettres p et q\ propriété qui s'expri-^ mera de la manière suivante :
Démontrons maintenant une des principales pro
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priétés des fonctions de seconde espèce, dont Tëtude doit être faite en même temps que celle des premières. Considérons Tintégrale
j;'(..iy^=r(« -..)•.
l'intégration par parties donne et, prenant les limites o et i,
ce qui donne la relation suivante :
Au moyen de cette relation, il suffira de connaître la fonction T(a) pour toutes les valeurs de a comprises entre o et I , pour en déduire celles qui se rapportent aux valeurs de a comprises entre i et 2 . De celles-ci on passera aux valeurs de a, comprises entre 2 et 3, et ainsi de suite indéfiniment.
La construction d'une Table qui donnerait toutes les valeurs possibles de la fonction F se réduit donc à la considération des valeurs de a comprises entre o et i .
Nous allons voir qu'il suffit même de connaître les valeurs de T(a) dans l'intervalle dea = oàa = —
Diaprés ce qui a été dit précédemment, on a l'équation
h étant positif. Multiplions les deux membres par x*^^^dxy a étant positif et plus petit que ft, et intégrons-les par rap-
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port à X entre o et Tinfini , nous aurons
intégrons d'abord par rapport à jr, et observons que
le premier membre de l'équation deviendra
r («) I «*-«-^ e-»^ , ou r {a) T{b — a), ce qui donne Téquation
rwr(*-«) = rwj;^
d'où
(T^+^~ fW
On voit donc comment les intégrales de la forme
I ^ n» dans lesquelles on a a<;; i, dépendent de
celles que nous avons désignées par F.
Considérons le cas particulier de i = i , et rappelons-
nous que r(i) = i , et I == -; > 1 équation
^ ^ ^ ^ J^ i -\-x sinaTt ^
précédente deviendra ^
svaait
Si donc on connaissait les valeurs de F (a) depuis a=o jusqu'à a = -j cette équation donnant T(i — a), d'après F (a) , ferait connaître les valeurs de la fonction depuis
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û = - jusqu'à a = I . Il serait très-facile ensuite , comme
nous Tavons fait voir, de déterminer ses valeurs depuis
a = i jusqu'à a = oo.
On peut remarquer que si dans l'équation précédente
I * on fait a = - 9 on obtient
(riy=7r; d'où r^=V^;
ainsi
/ x~ i e'~'cLv = yw.
Posant X =J*') il vient
2 f tf-V'c^rry/ir, ou / <?-/*d[y=;^,
comme nous Tavions trouvé déjà par d'autres procédés.
117. Les intégrales de première espèce peuvent se ramener à celles de seconde ^ ce qui est avantageux en ce que celles-ci ne dépendent que d'une seule variable a , tandis que les autres dépendent de deux variables pet^.
L'intégrale / ^p-**(i — x^'^^dx devient, en posant
dont la valeur est , d'après une formule du numéro précédent ,
on a donc l'équation suivante :
y^^'dy
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formule très-simple qui servira à exprimer les fonctions de première espèce ^ au moyen des fonctiops F.
Si l'on multiplie membre à membre les deux équations
iP-^^^'-)- r{p + q^ry
il vient
et comme le second membre ne change pas, quand on change Tune dans Tautre deux quelconques des lettres p, qy r, il en sera de même du premier membre , et l'on aura
(Pf q) (P H- <7» '') =^ {Py '•) (P "^ ^f 9) =.(0 9) [9 4- r, p), ce qui est une des propriété4 fondamentales des fonctions
149. Supposons maintenant que les deux nombres p et 4f soient égaux dans la fonction (p, ^); on aura alor»
(«,«)= I «•^' (i — jï)»-'éfcr :
posons xz=2'j{i +j)^ il viendra
dz
faisons ensuite/' = jï, d'où dy = -^, ou obtiendra
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OU, en remplaçant les fonctions (p^ g) par leurs valeurs au moyen des fonctions F,
EMIW^ r(i)r(^)
d'où l'on tire, en observant que T (^) =^ 7r%
ce qui constitue une nouvelle propriété générale des fonctions r.
Nous bornerons la ce que nous avions à dire des intégrales eulériennes , et nous renverrons pour plus de d,^tails aux Exercices de Calcul intégral de Legendre.
Expression des fonctions d'une seule variable, par des
intégrales définies doubles.
120. Fourier a fait connaître une formule d'une grande importance dans les applications de l'analyse à la physique. Elle a pour objet de représenter par une intégrale définie double une fonction de x donnée depuis x =— oo jusqu'à a: = Qo , et qui n'est assujettie d'ailleurs à aucune condition de continuité. Elle peut changer de forme d'une manière arbitraire, et représenter un lieu géométrique composé d'arcs de courbes aussi diverses que l'on voudra ; ce lieu pourra , par exemple, se confondre avec l'axe des X, depuis l'infini négatif jusqu'à l'infini positif, excepté dans une étendue limitée où il se composera d'arcs de courbes arbitraires. La seule condition à laquelle la fonction soit assujettie consiste en ce qu'elle n'ait qu'une seule valeur pour chacune des valeurs àex.
Sans entrer ici dans aucun détail sur la manière dont Fourier a découvert cette formule , nous nous bornerons d'abord à en démontrer l'exactitude.
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SoitF(a:) une fonction de x^ entièrement arbitraire; je dis qu'on aura identiquement
I F (a) COS/? [x — a) dpdoL.
En effet, intégrons d'aÎDord, par rapport à p^ depuis o jusqu'à une valeur très-grande p -, en doublant les résultats , nous produirons le même effet que si nous avions intégré de — p k +p. Nous aurons à intégrer, par suite,
F (a) — — doc entre — oo et +00 , puis à faire croître
p indéfiniment.
Or, si l'on considère une valeur de oc qui diffère de x d'une quantité finie , on peut supposer p assez grand pour que p{œ -^a) croisse de a^r quand a croîtra d'une quantité
aussi petite qu'on le voudra , et qui aura pour valeur — 5
dans cet întervallci — ^ ne variera pas sensiblement, et
comme l'intégrale /sinp(,r — a) Jasera nulle entre ces deux
limites, on pourra considérer aussi /F (oc) — — ^ da
comme nulle dans ce même intervalle : d'où il suit qu'on
peut se borner à considérer les valeurs de oc qui diffèrent
infiniment peu de a* , et il est évident que les conséquences
précédentes ne s'appliquent pas à ces valeurs, puisque
Y (a) — ^-^ peut varier considérablement lorsque a subit de
très-petites variations. Soit donc a = a: H- o), c») étant une quantité infiniment petite , positive ou négative, puisque oc peut être plus, grand ou plus petit que o:^ si F (a) ne varie pas brusquement à partir de la valeur x^ on pourra substituer F(a:) à F(^4-o)), et f F(oc) ^^"/^^■"«) ^a se ré-
2* édit. 1 1
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duira à F(x) I — —dtù, e étant une quantité infiniment petite. Mais l'intégrale I — ^€^0) étant nulle, comme nous l'avons démontré, lorsque <ù est fini, et que Ton prend deux limites qui diffèrent de — 9 il s'ensuit que , à mesure
que Ton suppose p de plus en plus grand , 1 — — cUù
— — co OU de TT. Donc la
limite de
est tO^\x), Doublant ce résultat, on aura la limite de
F (a) ces/» (x — a) dpdv. ;
et j par conséquent*, pour toutes les valeurs de x pour lesquelles F (or) est continue, on a
Y[x)z=z — / 1 F(a)cos/7(jr — a)dpdai.
121 . Si F(jc) passait brusquement de la valeur A à la valeur B, pour une certaine valeur particulière de j?, il faudrait supposer ¥(x — co) = A, F (jc H- w) = B , et considérer les deux intégrales
A / — — fl^ûx H- B / — ^ £/w,
au lieu de l'intégrale unique
sinpoi
dùi,
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et Ton voit que la limite, au lieu d'être nF(x)^ serait
n^ -: d'où l'on conclut que pour ces valeurs particu-
lièresde x, la formule (i) donnera pour FÇx) la demisomme des valeurs que prend cette fonction pour deux valeurs de x, Tune plus grande et l'autre plus petite qiie celle que l'on considère , d'une quantité infiniment petite. 122. Revenons avec plus de détail sur une partie importante de cette démonstration, celle où nous avons prouvé qu'il suffisait de considérer les valeurs de a , infiment voisines de x, dans l'intégrale
F w) — ^-^ ■ da.
Pour cela , concevons qu'à partir d'une valeur finie quelconque a, telle que a — x soit un multiple de -? on partage l'intervalle jusqu'à l'infini en parties ^ales à — , et considérons d'abord l'intégrale dans le premier intervalle. Soit, pour abréger, — ^ £=:ç(a). On peut partager l'i:
grale f
vantes :
inte*
a: — a (f(<x) sinpÇx — a)da datis les deux sui-
TV
l f (a) sin/? (x — a) doc, et j tf (a) sin p{x — àc) da,
Dans chacune d'elles le facteur trigonométrique a un signe constant, et par conséquent, si on l'intègre isolément, il faudra multiplier le résultat par une valeur de (f (a) , intermédiaire entre la plus petite et la plus grande de celles
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qu elle prend dans le même intervalle. Or
= cos/? (a — a:) = co%p [a — x),
p Tt
i désifi;nant rinlervalle —
Pour le second intervalle , il faudrait changer a en a H > ce qui ne changerait rien au résultat de l'intégration que nous venons d^efTectuer^ et il en serait de même pour tous les intervalles suivants : ce résultat sera constamment
ces/? {a — x).
Pour la première moitié de l'intervalle i\ il sera multiplié par une moyenne entre les valeurs de y (a), dans cette moitié ^ pour la seconde , par une valeur moyenne de (f (a) dans cette seconde moitié, puis on devra retrancher ce second produit du premier. Le reste sera donc moind];;e que le
produit - cosp Ça — x) par la différence de la plus petite
et de la plus grande valeur de (p(a) dans Fintervallç i que Ton considère. Mais i tendant vers zéro à mesure que p augmente , les deux facteurs de ce produit sont infiniment petits, et le produit est un infiniment petit du second ordre. Donc l'intégrale prise depuis a jusqu'à Tinfini tend vers zéro en même temps que p augmente, quelle que soit la valeur finie de a -, ce que nous nous étions proposé de démontrer.
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Expression d'une fonction périodique arbitraire en série trigonométrique, au moyen d'intégrales définies.
123. Si l'on désigne par u un arc quelconque, on sait que l'on a
- sinY/w -h -5-) '^ I + ces u -I- ces 2a -+- cosou -h ... -I- ces mu = ~ —
2SinYU
Changeons u en x — a, multiplions par une fonction arbitraire F(a), et intégrons, par rapport à a, entre deux limites quelconques ae\.b\ nous aurons
\ F(a)€/a-h / F(a)cos(ar.a)rfa-+- / F(a)cos2(a:-a)rfa-|-. . . , . a va Ja
1 F(a) CCS w(^<a) rfa = | / F(a) ;. /j^ ^a.
On voit que rien ne serait changé dans les deux membres si l'on augmentait x d'un multiple quelconque, positif ou négatif, de 27r, et que, par conséquent, ils représentent une fonction périodique , dont la période est 27t , quel que soit d'ailleurs le nombre entier m. Or, lorsqu'on fait croître ce nombre indéfiniment, le second membre tend vers une limite qu'il est facile de déterminer, et le premier membre sera Iç développement en série , de la fonction qui exprime cette limite.
On remarquera, comme dans la question précédente, que l'on peut se borner à considérer les valeurs de a infiniment voisines de celles qui rendent sîn^ {x — a) = o , vu que l'intégrale tendrait vers zéro , à mesure que m augmenterait, pour tout intervalle dans lequel sin^ (a — x) resterait une quantité finie. U faut donc se borner aux valeurs de a qui diffèrent infiniment peu des suivantes :
•a:, T ± 27r, . . . , .r rt ^.X'tt , etc.
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Soit X une valeur quelconque comprise entre a et i, et supposons que h — a soit tout au plus égal à a??^ on considérera seulement les valeurs infiniment petites de a — x \ on pourra alors remplacer sin ^ (a — x) par j (« — a:) , et le second membre de l'équation (i) devient
J- « a — jr
% étant infiniment petit j ou, en faisant a — a: = w,
f F(x + «) — i L_iL.^o,.
Si F (a) est continue dans le voisinage de x^ on pourra remplacer F(x 4- w) par F (or), et Ton aura seulement
*:sin(/?f -hî-)» ,
i il— dtîi\
(3) F(x)jr^
et cette intégrale n ayant de valeur sensible que pour des valeurs infiniment petites de (o, lorsque m croit indéfini» ment, on peut , sans inconvénient , étendre ses limites jusqu'à — 00 et -^ 00 , ce qui facilite Tintégration , et Ton trouve pour résultat tt. La limite du second membre étitnt 7rF(jf?), on a la formule suivante :
qui donne le développement de F(j:) suivant une série dont le terme général est de la forme
Am sin mx + Bm cos mx*
Il nous reste à faire quelques observations propres à en fixer le véritable sens.
124. Si l'on donne à x une valeur telle qu'entre a et 6 il ne tombe aucune des valeurs renfermées dans l'exprèssien X ± ^ÏŒ y k étant un nombre entier quelconque qui peut être zéro, l'intégrale (2) est nulle, et la série a pour limite zéro, pour cette valeur de x. Le lieu qui aurait pour ordonnée le second membre de l'équation (4), divisé par ir, se composerait donc d'abord du lieu de l'équation y = F(a:) entre jc = fif et jp = è, reproduit indéfiniment dans les deux sens de Taxe des x\ de telle sorte que les points correspondants seraient distants les uns des autres de 27r, et, en outre, de toutes les parties de l'axe des x comprises entre ces courbes successives.
Si l'intervalle b — a est égal à aTr, le lieu j^ = F(a:), construit entre x=-a et x = b^ se reproduit à la suite de lui-même indéfiniment, et tous les points correspondants seront distants de stt.
125. Si X est égal à une des limites de l'intégration, à a par exemple, Tintervalle b — a étant encore égal à 27r , l'intégrale (2) ne sera prise qu'entre o et H- e >, quand a sera dans le voisinage de a , ce qui donnera \ F (a). Mais , quand a sera dans le voisinage de b^ qui est égal à a + 271 , sin ^ (a — x) sera encore infiniment petit ^ et si Ton pose a = a + 27r — w, on aura
sïïi 5- (a — x)-= sin- 5
qu'on remplacera encore par — On aurait ainsi une nou-
velle intégrale qui sera égale à \ F(i) \ d'où l'on voit que , lorsqu'on donne à x une valeur égale à l'une quelconque des limites de l'intégration , la série donne la demi-somme des valeurs de F(x) relatives aux deux limites.
126. Si pour une valeur de x comprise entre a et è, F(^) n'est pas continue , et passe brusquement de la valeur m à la valeur n , il faudra dans l'intégrale (3) supposer
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F(j:) = /w emre — eeto, et F(x) = nentreo et +£, ce qui donnera pour résultat j (m + n). Ainsi , pour une valeur de x qui rend F(x) discontinue, la série donne la demi-somme des valeurs de F(^) qui correspondent à cette même valeur de x.
127. Nous avons supposé que la différence des limites a , b était tout au plus égale à ûtt. Voyons ce qui arriverait si cette différence était plus grande que 2n , et que la fonction F (a) fût donnée arbitrairement dans cette étendue : supposons, pour fixer les idées, que Ion ait b—a=2n+â^ â étant plus petit que arr. Pour toute valeur de x com* prise entre a et a -h J , sin ^ (a — x) deviendra nul pour a^ =x et pour a = 27r + o:^ on aura donc à considérer
dans l'intégrale / les valeurs de a dans le voisinage de x
et de 27: + ^j et, par conséquent, on trouvera pour valeur de cette intégrale relative à ces valeurs de j:,
de même pour toute valeur de x comprise entre b — d et £, on trouverait pour valeur de l'intégrale,
TT [F (j:) -h F (jc — 27r)].
Pour les autres valeurs de x comprises entre a et i, l'intégrale aurait simplement pour valeur F(x), On voit ce qui arriverait si i — a renfermait un nombre quelconque de fois 271, et que la fonction F (a) fût donnée dans toute cette étendue. Ce n'est donc qu'en prenant 271 pour différence des limites de l'intégration, que la série représentera la fonction elle*même F(jr:) pour toute valeur de x comprise entre ces limites. Dans tous les cas, la fonction représentée par la série aurait pour période 27r.
Si la fonction F (a) est périodique , que 271 soit l'étendue
de la période , et que b — a soit un multiple de 27r , la série représentera évidemment t:¥(x) multiplié par le nombre de fois que b — a contient 27r; en divisant donc par ce nombre, on aurait encore 7rF(j:). comme si l'on avait intégré entre a et a + 27r.
128. Si Ton suppose a = o, & = 27:, la formule (4) , donne, en divisant par tt,
(5)F(x)=:^l F(a)rfa-h-y / F(a)cosm(a: — a)r/a. Si l'on fait a = — tt, i==4-7f»on obtient
(6) F(j:) = — I F(a)r/a4'-y / F(a)cosw(a:— a) ^/a.
On peut ainsi développer en une série qui procède suivant les sinus et cosinus des multiples de a;, une portion d'une fonction quelconque F (a:) comprise entre x = o, :r = 27r, ou a: = — 71 , .r = + TT , et qui peuvent se composer ellesmêmes de plusieurs parties appartenant à des fonctions de formes tout à fait différentes. Mais cette portion se reproduit indéfiniment dans les deux sens^ de sorte que, pour les valeurs de x en dehors de ces limites, la série n'a aucun rapport avec les valeurs que prendrait F (a:), d'après la forme de cette fonction. Si , par exemple, ^=F(j:) représente une parabole, la série, à mesure que a' croîtra positivement ou négativement, reproduira périodiquement l'arc de cette parabole compris entre x -= — tt , a: r= TT , et nullement la parabole indéfinie.
129. On peut donner plus de généralité aux formules (5) et (6), en supposant que la fonction à développer est donnée dans un intervalle quelconque 2/ au lieu de 27: .
Or, si l'on fait a;' = y 9 et a = -— » les formules en
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question donneront
^Ci)=hi:xD-
JSX'Kt)-?*-"*'
ou, en re
présentant F [ y ) par (f (2), qui sera une fonction
arbitraire de z , connue entre o et a/, ou entre — /et -H/, et remplaçant z par la lettre x^ qui est plus généralement employée , on aura les deux formules suivantes :
l2àl^ y(a)cos/ii~-^-^^ da,
'^iZà J t(«)cosw-^ -^^a.
Si la fonction (f(x) est telle que Ton ait
on obtiendra
ff(a) ûam^ doL = o,
<j) (a) cos m — doLz=: 7. j tf (a) cos m —- da. j
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la formule (8) devient alors
-+-7X cosw— I y(a)cos/w — //a,
et de même la formule (6) deviendra
-f- >^ cos/Tfj; I (p(a) cos/itat/a.
1 31 . Si l'on avait , au contraire , y ( — x) == — y (a:), il en résulterait
/^' îra
y (a) COS /w -^ rfa =r O ,
f 9 (a) sm /w — rfa = 2 I <p(a} sm/w — rfa jî
la formule (8) se réduirait à celle-ci :
(11) 1'W=t2 s'D/Wy / fWsin/n-j-^^a, et la formule (6) à la suivante :
(12) tW^"^ sinmor I f(a)sin/72a£^a.
132. La formule (8) représentant une fonction arbitraire entre a:= — / etjî = /,il suffira de faire croître / indéfiniment et de passer à la limite, pour avoir l'expression d'une fonction quelconque depuis x = — 00 jusqu'à
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Nous allons montrer comment le signe S se changeant en un signe d'intégration , on retrouve ainsi la formule que nous avons démontrée d'abord , et qui renferme deux intégrales définies.
Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que <f(x) ne devienne jamais infini , et soit nul pour x = — oo et X = 00 ; de sorte que la courbe représentée par J" = ? (^) finit par s'approcher indéfiniment de l'axe des x, lorsque X croît indéfiniment, soit positivement, soit négativement.
Le premier terme du second membre de l'équation (8) ,
— I (f(a)'dcc^ tendra vers zéro lorsque / croîtra sans
limite, et il suffira de considérer la seconde partie de ce même membre, qui peut être écrite comme il suit, en
posant -
- I ^(a)coSi(.r-a)^/a-4-- / 'j>(a)cos2s(A*-a)û?a+...
-h- I ç(a)cosmi(d:-a)rfa-H....
Or, si Ton fait nu=p^ on peut regarder p comme une variable à laquelle on donne successivement des accroissements égaux à £ dans la fonction générale
et en multipliant , pour chaque valeur de p, cette fonction par l'accroissement àe p^ 1» somme de tous ces éléments depuis p = o jusqu'à p infini ne sera autre chose que l'expression (i3) multipliée par tt. Si maintenant on fait croiire l indéfiniment, s tendra vers zéro, et la somme (i3)
tendra vers l'intégrale
- i df j f(a)cosp(x — a)rfa.
L'équation (8) conduit donc ainsi à la suivante :
co ^o»
(i4) <p(^) = ~ / ^P I ? W COS/? (j: — a) flfa,
OU, en prenant pour limites de /?, : — oo et + oo, ce qui double l'intégrale,
oo r.00
(l5) ç(j7)=~ / é//?J ff(cL)cosp{x^a)dai
et ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de or, depuis — co jusqu'à + 00.
Elles ne diffèrent pas de celle que nous avons démontrée primitivement.
OD
(17) <p(^)=:- I dpsinpx I ff{ot.)smpoLda'y
et réciproquement, si l'on emploie les formules (16) ou (17)9 le second membre se formera par les valeurs
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de (f(x) relatives à x positif; et quelles que soient les valeurs de (p( — x) d'après la nature de la fonction (p, ces formules donneront pour x négatif^ (f(x) pour la première, et — ç(j:) pour la seconde.
Toutes ces formules , qui servent à représenter des fonctions entièrement arbitraires , données entre des limites finies ou infinies de la variable, sont de la plus grande utilité dans les applications de Tanalysë aux questions de physique ou de mécanique moléculaire.
Si Ton avait à exprimer d'une manière analogue une fonction de deux variables x et y, on la considérerait d'abord comme fonction de x, y étant traité comme une constante, et Ton ferait usage <ies fortnules ci^essus. La fonction f (a) contiendrait alors j^ et pourrait, par conséquent, s'exprimer par les mëmiss formules, ce qui doublerait le nombre des signes d'intégration ou de sommation \ et Ton agirait de la même manière pour un nombre quelconque de variables.
Exemptes divers.
134. Proposons-nous d'abord de développer en série trigonométrique une fonction qui est égale à une constante entre a: =3 o , or = /, et à la même constante changée de signe, entre x=r=o, x= — /. Il suffira évidemment de prendre cette constante égale à l'unité, et Ton passera ensuite à toute autre valeur, par une simple multiplication.
Nous supposerons donc q>(^) = i dans la formule (11), et nous aurons
2 ^^ . mnx /* . Tra - 2 ^r^ i
— cosmTT . nx sinm
Ot^ pour m pair, t -^cmmit i^ o^ et pour m impair,
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I — cosmTT = 2 5 d OÙ Ton conclut
7r\ là / 5 I /
ce qui est la formule demandée. La fonction indéfinie est périodique , et Tamplitude de la période est 2/.
135. Développons maintenant la fonction qui serait égale à x entre leîs limites -r— / et -+- /.
Comme on a alors (p(i— a:) =i=— ç(j:), il faut faire usage de la formule (11)) et l'on trouvera
2^r«* . 1CX r net .
= -> smwi -— I asmm— aa,
ou , en eifectuant l'intégration ,
2// . ira? I . nx I . ^nx i , ,itx \
j:= — (sin— sm2-;--f-ôSi'*3-; — 7sm4-r-h. . . )•
Mais si Ton voulait que la fonction fût égale à x , entre o et /, et à — X entrfe o et — /, on aurait 9 ( — x) = <f{x) ^ et il faudrait employer la iformule (9). On aurait alors
I f ' . , 2W1* ItX r^ 7C0L
= - I ouioL-^jy^ cosm— I acos/w — aa,
ou , en effectuant les intégrations ,
l il I ifx i ^vx 1 ^nx I nx \
Ces deux formules (a), (ft), représentent la même valeur x entre o et 2, mais elles ont. des valeurs égales et de signes contraires entre o et — /: elles ont J'ailleurs Tune et l'autre 2/ pour période.
On voit par là que les lieux dont ces développements seraient les ordonnées Hauraient des parties de longueur
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finie qui coïncideraient , et d'autres parties qui seraient di/Térentes pour Tun et l'autre.
136^ Cherchons maintenant l'expression en série de Tordonnée du trapèze isocèle AMNB, dont la base AB est égale a tt , et qui est tel que depuis A jusqu'à l'abscisse AP = a, on aLii y = X] depuis P jusqu'à Q, y=za^ et depuis Q jusqu'à B, j" = tt — x. Supposons , de plus, que l'on ait y ( — x) = — ç(a:) entre — tt et + tt.
Il faut, dans ce cas, faire usage de la formule (112) , et l'on trouvera , toute réduction faite , pour expression de l'ordonnée j- de ce contour,
y =- 1 sinasinx-f- 2;sin3asin3a:4-^sin5asin5-c-t-. . , j .
Si l'on suppose a = -, le trapèze se réduit à un triangle isocèle AOB, et l'équation de cette ligne brisée sera
j = î(a: — ^sîn3j?-|- =5 sinSx -^wl^x-^, , .y
137. Considérons maintenant des fonctions données depuis a: = — 00 jusqu'à a: = 00.
Supposons que l'on doive avoir y =: e~"', depuis a: = o jusqu'à j;i=oo , et^^e*, depuis x=o jusqu'à x= — 005 on aura alors la condition (p( — x) =y(j:), et il faudra faire usage de la formule (f 6). Elle donnera
.00 /lOO
= - I dpco^px I e ^cù%pouia.
Or
e ^COSpoida =: ;
on aura donc
cospxdx
Et, en effet, nous avons déjà eu occasion de reconnaître que cette expression est équivalente à e""' quand x est positif, et à e' quand x est négatif.
138. Terminons ces exemples par le cas d'une fonction qui soit égale à l'unité pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et + i , et nulle pour toute autre valeur de X.
On a 5 dans ce cas, y(~ j:)=:(p(ar), et Ton aura recours à la formule ( i6).
Or, la fonction étant nulle depuis x=i jusqu'à a:=oo , l'intégration donnera zéro dans toute cette étendue, et, par conséquent, il suffit de la considérer entre les limites o et I ; ce qui donnera
y z=z - l dpcospx I cos poida;
et comme on a
sinp cos potaa = 9
P on en conclura
^ sinp cospjc ,
et l'on a ainsi une expression qui est égale à i pour toute valeur de j: entre — i et + i , et égale à zéro pour toute valeur de x en dehors de ces limites. 11 est d'ailleurs facile d'en faire la vérification. En effet, on a
r'^ sinpcospx ^ r°° sin(3r-}-i>^ ^^^ r'^ sm{x'i)p ^^
Or, si l'on a a: >> i , les deux intégrales qui entrent dans
le second membre sont égales à - 9 et les deux termes se
détruisent. Il en est de même si a: < — i ; ce qui prouve d'abord que l'intégrale en question est nulle pour toute valeur de x qui est en dehors des limites — i et -f- 1 • z^ édit. 12
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Si mainlenant x est entre — i et + i , les deux termes s'ajoutent et donnent pour somme -? d*où résulte j = i ; ce qu'il fallait vérifier.
Intégration des équations aux dijférentielles partielles.
139. Nous avons vu comment on peut déterminer une fonction de plusieurs variables indépendantes, lorsque Ton connaît ses dérivées partielles du premier ordre par rapport à chaque variable , tant au moyen de ces variables que de la fonction elle-même. Nous allons supposer maintenant que l'on donne seulement une équation où entrent ses dérivées partielles d'un ordre quelconque.
Considérons une équation renfermant d'une manière quelconque les deux variables indépendantes x^y^ la fonction z et toutes ses dérivées partielles qui ne dépassent pas Tordre m ; elle pourra se mettre sous la forme
dz dz d^z d^z dz dx dH .. .
En considérant z comme fonction de x, on peut le développer par la formule de Taylor, ou par celle de Maclauriu, que nous emploierons comme la plus simple.
d^z L'équation (i) donnera la valeur de — — en fonction de
x^y, z et des autres dérivées, dans lesquelles il y aura tout
au plus m — 1 différentiations par rapport à x. En diffé-
rentiant la valeur de -7— ■ par rapport a x^ on aura -; — :t- ;
et «ai compression renfermera y-^> ainsi que sa dérivée par
rapport ky. Mais si l'on remet, au lieu de ^-^5 sa valeur
tirée de (i), on n'aura plus de dérivée qui dépasse Tordre m — I par rapport à x. En continuant ainsi indéfiniment, on aura toutes les dérivées partielles par rapport à x, depuis la m'^'"' jusqu'à Finfini , exprimées au moyen àex^y^z^
— V5 ^^, ? et de leurs dérivées par rapport kj seulement.
Il s'agit maintenant d'obtenir les valeurs de toutes les dérivées par rapport à x^ quand on y fait x = o, ce qui les rend fonctions dey seulement. Pour cela, on observera qu'en faisant x = o dans une fonction de x et y, et diiFérentiant par rapport à j^, on a le même résultat qu'en dif-
férentiant d'abord, puis faisant x ■= o\ ainsi -; r— »
\dxPJ dans lequel on faitx = o, est identique avec — ^ — ^^
en désignant par ( -^ j ce que devient — quand on y fait
a: = o. Il suit dé là que toutes les dérivées de z par rapport à or, dans lesquelles on fera j:= o, se déduisent de z et des m — I premières, et des dérivées que donnent ces m fonctions àey par rapport hy. D'ailleurs, l'équation proposée laisse arbitraires ces m fonctions, et ne détermine que les suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z par rapport à x\ comme il suit :
z = Y + Y| dî + Y2 h ... 4- Y«_, h . . . ,
Y, Yi , . . . , Y^.i étant des fonctions entièrement arbitraires de y. Et l'on pourrait démontrer à posteriori , comme dans le cas des équations différentielles , que ce dévelop-
pement donne identiquement la même valeur pour -^-^
que l'équation (i).
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140. Si au lieu de deux variables indépendantes, on en avait un nombre n quelconque, on pourrait toujours supposer la fonction développée par rapport aux puissances de x\ il n'y aurait de différence qu'en ce que Y, Yj,..., Y,„_i désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les variables indépendantes, exceptée.
141. Réciproquement, on sera assuré d'avoir l'intégrale générale d'une équation comme celle que nous considérons, lorsque la fonction et ses m — i premières dérivées par rapport à x, dans lesquelles on fera x = o , pourront être égalées à des fonctions entièrement arbitraires de toutes les variables indépendantes, excepté x\ car, puisque l'intégrale donnée satisfait à l'équation proposée, tous les termes de son développement, à partir du m'^'"', se déduisent des m premiers , de la même manière que dans le développement de l'intégrale générale. Or ces m premiers sont identiques dans les deux développements^ donc tous les autres le*sont, et la fonction donnée ne diffère pas de l'intégrale générale.
142. Nous avons supposé l'équation du m'^'"* ordre complète; mais il suffit évidemment, pour que nos raisonnements subsistent, qu'en la résolvant par rapport au coefficient différentiel de l'ordre le plus élevé de la fonction , pris par rapport à une variable seulement , il n'entre dans son expression aucune quantité où il se trouve un nombre aussi grand de différentiations par rapport à la même variable. Dans le cas particulier où cette circonstance ne se présenterait relativement à aucune des variables, le développement ne pourrait plus se faire de la même manière , et nous nous écarterions de l'objet de ce cours en nous en occupant d'une manière générale.
143. Si les coefficients différentiels les plus élevés par rapport à x et y ne sont pas du même ordre , le développement ne renfermera pas le même nombre de fonctions
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arbitraires , si on Tordonne successivement par rapport à des variables différentes; mais ces fonctions ne renferment pas les mêmes variables , et tous ces développements sont au fond identiques, puisqu'ils représentent tous la fonction la plus générale qui satisfasse à la même équation.
144. Lorsqu'il n'entre que des dérivées prises par rapport à une des variables , on regardera toutes les autres comme des constantes , et l'on aura à intégrer une équation différentielle à deux variables. Les constantes introduites par cette intégration seront considérées comme des fonctions arbitraires des variables que Ton avait regardées conmie constantes.
Soit , par exemple ,
on aura
3 = Y -h YiOrV . . .+ Y«.-. ^c"'-' 4- ?(^, /),
^(x^y) étant la fonction que l'on obtiendra en intégrant m fois F(a:, y) par rapport à x, et Y, ... , Y,„_i étant des fonctions arbitraires de j".
Considérons maintenant Téquation
qui rentre dans le cas où nous avons dit qu'on ne pouvait effectuer le développement par rapport aux puissances de l'une des variables.
Si l'on pose -7-^ = /* , on aura
dx"*
d'où
il = Y+Yt^ 4- . . . "hY„,-. X "•-• + j F (x, jr)dj;'" = j-
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Intégrant maintenant n fois par rapport ky^ et obserrant qu'à chaque intégration totale il faut ajouter une seule fonction arbitraire de x, et que les intégrales de Y, ... , Y^_, seront de nouvelles fonctions arbitraires de^, on aura
On voit que ce développement renferme des fonctions arbitraires de chacune des variables séparément. , 146. Appliquons la formule de Maclaurin à l'intégration de l'équation très-simple
dz dz
dx dy
On en tire , en diflérentiant par rapport à x,
dz d,— d^z d^z dx d^z
dx^ dxdy dy dy^
dx"^ dy^
fl*"
dx^ dy^"^
donc
z-=z^-\-—-ax-\'-—- H. . --H-j-z-- — h
dy dy^ 1.2 dy^ 1.2... 172
Or le second membre représente le développement de la fonction de j^ représentée par Zç^ , et dans laquelle on change j^ en y -|- ax. Comme d'ailleurs ^0 est une fonction arbitraire F (7), on aura, pour Fîntégrale cherchée,
z = F(.r -h ax).
On trouve ainsi une fonction arbitraire renfermant
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deux variables, mais d'une manière déterminée^ ce n'est donc pas une fonction arbitraire par rapport aux deux variables.
Equations linéaires aux différentielles partielles.
147. Lorsque T équation linéaire ne renferme pas de terme indépendant de z et de ses dérivées , il est facile de voir que la somme d'un nombre quelconque d'intégrales particulières satisfait encore à la même équation.
Lorsque, de plus, les coefficients sont constants, on y satisfait par des expressions analogues à celles que Ton a trouvées dans les équations diflerenti elles.
Si Ton considère, par exemple, une équation de l'ordre m , renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport à x etj", multipliées par des constantes, on pourra poser
z = Ce^"*"^"^; Texponentielle disparaîtra , ainsi que C, par la substitution dans l'équation donnée , et il restera une équation du m'^'"* degré entre a et 6. Elle pourra donner 771 valeurs de 6 en fonction de a ; si Ion en désigne une par (f (a) , on aura une solution de l'équation , en posant
Les quantités a et C peuvent changer d'une manière quelconque en passant d'un terme à l'autre de cette somme , et le nombre des termes est entièrement arbitraire; s'il est infini , et que G soit fini , on a une série ; mais si C est infiniment petit, et de la forme F(a)/ia, F désignant une fonction arbitraire , on a une intégrale prise par rapport à
a . La valeur de z est alors z =/F (a) e ^^ "^^^ ^^^da. , et renfermera une fonction arbitraire.
148. Lorsque les valeurs de 6 sont toutes linéaires par rapport à a , c'est-à-dire qviand on a ë = <? a -|- ft, il est
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facile d'exprimer, sous forme finie , Tintégrale générale
de l'équation.
En effet , une des valeurs de S donnera la série
z = ïCtf ^-^ e« ('•+-«^) = e^^ iCe ^- (^-^^\
Or, Cet a étant arbitraires, SCi*" représente une fonction quelconque de m; donc JlCe^'^^~^^^ représente une fonction arbitraire de e'"^"-^, et par suite de x-f-oy. Si on la désigne par F(j: -\-ay)^ et qu'on raisonne semblablement pour les m valeurs de 6 , on aura , en ajoutant ces m solutions ,
Cette expression renferme m fonctions arbitraires telles , que si Ton développait par rapport aux puissances de x, les m premiers coefficients pourraient généralement être égalés à des fonctions arbitraires de y. Elle représente donc l'intégrale, générale.
Appliquons cette méthode à l'équation
dx^ "~^ d/^ -" ^'
qui détermine les mouvements vibratoires , soit des cordes élastiques, soit de Fair dans les tuyaux cylindriques.
On posera jz; = Ce**^"^ -^^ et Ton aura
a'-* — a'€='=o, d'où a =±«6; par suite ,
z=lCe^^^-^'^\ et z =1 iC^e^^^'-'^'l L'intégrale générale est donc
2 =: F(jr -h cia:) -h F, ( j — ax).
Les fonctions F, Fi se détermineront facilement si l'on connaît z , -- pour x = o»
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Soient, en effet,
les fonctions F et Fi devront satisfaire aux deux conditions
Intégrons les deux membres de la dernière , et représentons I <f(j)dy par f^ (j-) , nous obtiendrons
C désignant une constante arbitraire. On tire de ces équations
2F(r)=/(/).+ ^+(r) + c, 2F.(r)=/(r)-^>Kr)~C;
la valeur générale de z^ satisfaisant à toutes les condi- { tions , sera donc
Intégration des équations différentielles partielles linéaires, par le moyen des intégrales définies.
150. Nous avons dit tout à Theure comment, en partant d'intégrales particulières, on pouvait en obtenir de plus générales , renfermant des fonctions arbitraires , et exprimées par des intégrales prises par rapport à des variables différentes de celles qui entrent dans Téquation proposée. Le choix que l'on doit faire pour la forme des
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intégrales particulières doit être tel, que les fonctions arbitraires que Ton aura introduites puissent se déterminer facilement au moyen des données ] et ces données sont ordinairement les valeurs que reçoivent la variable principale et quelques-unes de ses dérivées par rapport à une des variables indépendantes, lorsque l'on donne à cette dernière une valeur particulière. Considérons, comme premier exemple , l'équation
, . dz (Pz
qui détermine le mouvement de la chaleur dans une barie prismatique j dont la surface latérale est imperméable.
La question sera entièrement déterminée, d'après ce que nous avons vu, si l'on connaît la valeur de z relative h X = o. Soit donc donné
(2) z = F( j) pour X = o;
on satisfera à l'équation (i) en prenant
pourvu que w = — a^rn^. On peut même, au lieu de f^ mettre j^ — a, puis multiplier par une constante arbitraire A , ce qui donnera la valeur particulière
z = A^-«''"'^ cos/w (7 — a).
Faisons croître les constantes arbitraires m et a par degrés infiniment petits dm^ da , et supposons que A soit de la forme
/désignant une fonction arbitraire •, la somme d'un nombre quelconque de ces solutions infiniment petites sera encore une solution . On aura donc une valeur plus gène-
raie de z en prenant
z = 1 //(«) e -«•'«'* cos/«(/-- a) i//w^a,
les limites des deux intégrales étant arbitraires. Or cette valeur de z se réduit , pour x = o, à
I / y(a) cos m [y — a) dmdoL .
Donc, si Ton prend — oo et +qo pour limites de ces intégrales, on trouvera pour résultat 27r/'(j^)- ce qui déterminey*(^^), puisque, d'après la condition donnée, on devra avoir
La valeur de z , qui satisfait à l'équation (i) et à la condition (2), sera donc
et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations serait identique avec celle-ci , sous quelque forme qu'elle se présentât. Il ne reste plus qu'à chercher si l'expression peut être simplifiée.
Or on a la formule
J-co «
d'où il suit
et, par suite,
2a y TT \xj~~ 05
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expression qui ne renferme plus qu'une intégrale définie
simple.
On peut lui donner une forme plus commode en posant
('•?^y=6% d'où <x= f±za^\pc,
et
da. =lt: 2a \xd^.
Si Ton prend les signes supérieurs , les limites de S seront les mêmes que celles de a , et Ton aura
XU0 ■ 0°
Si l'on prenait les signes inférieurs, les limites seraient renversées , et , en les remettant dans le même ordre , on trouverait pour valeur de z ,
qui ne diffère pas de la précédente, vu que 6 passe par
toutes les valeurs positives et négatives, et que e~~ ne change pas quand S change de signe.
La solution générale de la question est donc donnée par l'équation (4).
Soit maintenant
, , dz d^ z ,
z étant assujetti à la condition
(2) z = F(/) pour x = o.
Si l'on pose z = e*^M, Téquation (i) donne
du ., d^ u
djc dy^
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et la condition (2) conduit à la suivante :
a = F {x) pour a? = o.
La détermination de u se rani^ène donc au cas précédent , et z s'ensuivra.
i52. Intégrons maintenant Féquation
que nous avons déjà traitée par une autre méthode, et qui se rapporte au problème des cordes vibrantes. Ajoutons-y les deux conditions suivantes, pour déterminer les fonctions arbitraires
^v > pour^ r= o.
On satisfera à l'équation (i) en prenant
X = Acosamtcosm(a: — a),
A , m, a étant des constantes arbitraires. On aura une solution plus générale, en supposant A = (f(a)dmda^ et intégrant par rapport à a et m entre — oo et -f- 00 , <f(a) désignant une fonction arbitraire. On aura ainsi
CO
X= I I (f{a.)cosamtcosm(x — cx)dmd(x.
Cette expression se réduit à 27r<p(x) pour f = o. Donc, si Ton prend 9 (a) = -^ , on trouvera F (a:) pour ï = 05 d'où Ton voit que l'expression
(4) y"=- — / / f (a) ^'os amt cos m{T. — a) dmd(jL
•/ — 00 •' """ ce
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satisfait aux équations (i) et (2) ; mais elle donne ^ =
pour f == o, et, par conséquent, ne satisfait pas à la condition (3). Il reste donc à trouver une valeur de j^ qui satisfasse aux équations (i), (3) et devienne nulle pour t=o ^ en l'ajoutant à celle que donne Téquation (3), on aura une valeur Aey qui satisfera à toutes les conditions.
On remarquera d'abord que si une fonction y satisfait à
l'équation (i),les fonctions -j-^ -^-75 etc., y satisferont éga-
jdty lorsque -~ est nul pour t = o.
Si donc on intègre par rapport à t l'expression (4) et qu'on y remplace la fonction F (a) par /{a) , on aura une solution de l'équation (i) qui , diiférentiée par rapport à f , se réduira à f{pc) pour ^ = o , et qui , de plus , deviendra nulle pour f = o. On obtient ainsi l'expression
v = I I /(a) cosmix — a)dmda,
qu'on peut d'ailleurs vérifier facilement. La valeur de j qui satisfait aux équations (i), (2), (3), et qui est la seule qui puisse y satisfaire , est donc
iX= — 1 1 F (a) cos amt cos m(x — a) dmdoL
(5) ' ^^t/— OOt/— 00
r ^, .sinamt , » , .
I jM cosmfjr — a)dmda.
Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont réductibles , et considérons d'abord la première. On peut remplacer cosûmf cos m(x — a) par
cos/w(x-hû^ — a) -h cosml^-^at — a)
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vi la partie que nous considérons du second membre de l'équation (5) deviendra
j- f j F(a)[cos/w(^-}-<7^— a)-+-cosw(.r--rt^— a)]cf/w^a,
ou
¥{x 4- at) -f- ¥(x — at)
Passons à la seconde partie, et remplaçons-y
sin amt cos m(x — a)
par
sin/y?(x-hgr — g) — sinw(jf — at^a)
elle deviendra alors
té2\ ^ r r r, s sin mlx-hat-a) sin mix-at-oLY] , , (6) 7 — I I /(a) ^ ^ i ^dmda.
Or on sait que, quelque valeur qu'ait/?, l'intégrale
sinptn
dm
-co '"
est égale à tt lorsque p est positif, à «— tt lorsque p est négatif.
Donc l'expression (6) sera nulle toutes les fois que x-\-at — a et a: — at — a seront de même signe ; et par conséquent , il suffit de considérer les valeurs de a qui donnent à ces deux quantités des signes diflTérents. Ces valeurs seront déterminées par les inégalités
X -h ^t — a^o, X — at — a<^o
si t est positif-, et par
.T-h^f*— a<^0, JT — fl/— -a^O,
si t est négatif. Les premières donnent
les dernières donnent
«>*-+-«/, cL<^x — at.
Il suffira donc que Tîntégration par rapport à a soit faite entre les limites x — af , x+ at.
Si^>>o, x + at — a sera positif, et l'on aura
suim(x-{-at — a) , -00 rn
l'expression (6) se réduira alors à
Sif<o,j? + af — a sera négatif 5 on aura
/sin/M(x-f-fl^ — a) d..=-..
_ /»x — at Jx-\-ot
oc
et l'expression (6) deviendra
ce qui coïncide avec (7), qu'il suffit alors de considérer.
Désignons ff(x)dx par ^(x)^ l'expression (7) deviendra
et la formule (5) se réduit à la suivante :
Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée
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précédemment par un procédé plus simple. Mais nous avons cru qu'il pouvait être bon de l'obtenir par cette nouvelle voie, non-seùlemcnt pour faire une application de la méthode des intégrales définies, mais parce que la réduction que nous avons faite des intégrales doubles offre des particularités qu'on rencontre dans d'autres circonstances moins simples, où elles pourraient arrêter ceux qui ne seraient pas encore habitués a ce genre d'analyse.
Soit encore l'équation
qui (exprime le mouvement vibratoire d'une lame élastique.
Âjoutons-y les deux conditions
là question sera entièrement déterminée, et ne pourra avoir qu'une seule solution.
On essayera d'abord de satisfaire à l'équation (i) par une valeur simple de la forme
y = cosmtcoBn(jc — a), et l'on trouvera qu'il suffit pour cela que l'on ait
m = /i'; on aura ainsi la valeur particulière
jr = A cos/i Vcos/i (.r — a),
A, w, a étant des constantes arbitraires.
Supposant encore A = ff((x)dadn ^ et intégrant par rapport à n et a , entre — oo et -f- oc , on aura une solu- 2« édtt. i3
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don plus générale de Téquatiau (i), exprimée par la formule
lOO ^OD
/ = I / f (a) cos/i V c6s/i(jr — a) dndoL.
Si Ton y fait f = o , elle se réduit à 27r(j)(x) \ et , par conséquent ^ on satisferait à la condition (2) en prenant
Ainsi l'expression
(4) 7= — I / F(a)cos/î'/cos/ï(x — aCjdndoL
dy satisfait aux équations (i), (2), et donne ;7^== o pour t=o.
Il suffit donc de trouver une nouvelle valeur de (jy) qui
satisfasse aux équations (i), (3) , et se réduise à zéro pour
t:=o\ en rajoutant à celle que donne l'équation (4) ^ on
aura la solution cherchée. Or, si Ton intègre par rapport
à f , entre les limites o et ^, une valeur dey satisfaisant à
dy Téquation (1) , et telle que -— = o , pour ï = o , le résultat
y satisfera encore. Si donc on intègre l'expression (4) P**" rapport à f , en remplaçant F par^, on aura une solution deTéquation (i), qui, diflérentiée par rapport à ï, deviendray(x) pour f = o , et satisfera , par conséquent , à la condition (3). De plus , cette valeur de y deviendra nulle pour ^ = o , puisque l'intégrale est prise à partir de t^=o ; donc, en l'ajoutant à celle que donne Téquation (4)9 on aura la solution de la question proposée : on obtient ainsi
OD
= — / I F(a)cos«'/cosnCx — a)dnda
,00 ^ee
— / / -^W ;— cos/î(jp — oL)dndot.,
* «/— oc t/ — 00
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La première partie de cette solution peut être mise sous une forme plus simple en effectuant Tintëgration par rapport an.
En effet, nous avons fait connaître la formule
I COS3* cos ^^zdz = i / - (cos S ' -H sin 6 *) ;
posant z =^ n^t^ S = — rr--? ou conclura de Téquatiou précédente
I cos n ^t cos n(x — <x)drt
La première partie de la valeur de^, qui donne la solution complète de la question, toutes les fois que Ton doit avoii'
— = o pour f = o , prend ainsi la forme suivante :
2 ^/n^tJ-^ oc L V^V^/ \2Vr/J
ou, en posant — yr- = 6 , d'où rf« = zdo^t ,
2 yt
(cosê' H- sine ») F (j: 4- 26 v^^) r/é.
454. Nous allons encore faire connaître Tintégrale d'une équation qui se présente souvent dans les problèmes de physique mathématique. Mais il est nécessaire, auparavant , de résoudre une question auxiliaire qui consiste à ramener à une intégrale simple Texpression
Jf*Tt /•'in I F (/cosO -f- m sin6 cos^j/ -h n sin 9 sin \p) sin 9 r/0 r/4*,
i(^ roiiRs I» 'analyse
F désignant une fonction entièrement arbitraire^ /, /w, // des quantités quelconques indépendantes de et ij^ ; ces limites o, tt se rapportant à Tangle •, et o, cti: à Tangle t^^, De sorte que ces deux angles , considérés comme coordonnées polaires relatives à des axes rectangulaires , détermineraient successivement toutes les directions autour de Torigine. Cela posé, soient
/ = / cos ô', m z= A sin Ô' ces >[/', n = A sin 0' sin ^',
d'où
Tintégrale deviendra
' I F(/cos/?)sinOr/Ôrf>I/,
y^; désignant Fangle formé par les deux directions déterminées par les angles 0, i{; et 0\ ^' , Or s\nQdBd^ est l'élément de la surface sphérique décrite de l'origine comme centre avec Tunité pour rayon ; et, d'après les limites des intégrales, on doit considérer successivement tous les éléments qui composent cette surface et les multiplier par la fonction F (Ji cos/?) qui dépend de l'angle que forment les rayons vecteurs relatifs à ces divers éléments, avec la direction fixe correspondante aux angles Q\ ^'' déterminés par les équations
cosô' =
sin 0' cos\[*' =r
sin 6' sin >p' =
V^/^ -f- ni^ -h n
^/2 4. ;y,ï ^ ni
)/n -f- m^ -h 72' Il est donc bien évident que l'intégrale proposée ne dé-
^TXOIfDE PARTIE. ig'J
pend pas de la direction particulière des axcsj et, pour simplifier le calcul, nous choisirons pour axe des x la direction fixe dont il vient d'être question. Nous aurons alors p =0j et l'expression (A) devient
En intégrant par rapport à tp, on obtient
27r / F(X cosO) sinô</0, expression qui devient, en faisant cos0 = /7.,
de sorte que Ton a , quelle que soit la fonction F,
1 F (cos G + /» sin cos^ -^nsinB sin •^) sin 9 dB d^
Telle est la transformation que nous no\;^s proposions de faire subir à l'expression (a).
Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation
d^u _ ^ id^'u d^ dHi
Nous aurons une intégrale particulière en posant
tu — C I
a , 6, 7, îî étant liés par l'équation
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Si l'on retranche les deux valeurs de u, correspondantes au double signe de « , et qu'on multiplie par un coefficient arbitraire , on aura encore une solution , qui pourra se mettre sous la forme suivante :
au moyen de la formule (c) du numéro précédent , cette valeur de u prendra la forme suivante, M étant une constante arbitraire :
ou
Si l'on fait la somme d'une infinité d'expressions semblables dans lesquelles les constantes 6, y, 5, M pourront prendre toutes les valeurs que l'on voudra , on aura encore une solution de Téquation (i). Mais la somme
peut, en choisissant convenablement les indéterminées M, 6, y, 5, coïncider avec telle fonction qu'on voudra de jr: + «^cos9, y-j-atsin^costj/, z + fltsin0sin({;. On aura dLonc une solution de l'équation (i) en prenant
l2.)H=-r- I I ^8iHÔrfÔy/^F(jcH-fl^cos0, /-4-«^sinôcos>|/, ^-f-flfsinôsin^p),
F désignant une fonction arbitraire de trois variables , et le coefficient y- étant introduit afin que, pour t = o^
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on ttouve
L'expression (2) donne donc une solution de 1 équation proposée, telle que pour f = o elle se réduit à o, tandis que sa dérivée par rapport à t devient une fonction arbitraire de a:, y^ z.
Si donc nous pouvions trouver une autre solution de réquation(i) telle, que pour t =: o eUe devint égale à une fonction arbitraire de x^y^ z^ tandis que sa dérivée par rapport à f se réduirait à zéro , la somme de ces deux solutions formerait l'intégrale générale de Téquation proposée. Or, toute expression satisfaisant à l'équation (i) est telle, que sa dérivée par rapport à t y satisfait de même -, prenant donc une expression semblable au second membre de Féquation (2), et substituant à la fonction F une autre fonction arbitraire f^ puis différentiant le résultat par rapport à f , nous aurons cette nouvelle intégrale de l'équation (i)
Or il est facile de vérifier que cette expression devient f(x^ y, z) quand on fait t == o 5 tandis que sa dérivée par rapport à t devient nulle.
L'intégrale générale de Téquation (i) est donc
-+-- I / rsin0f/Ôr/>I;yr-F4-«'cosô,/4-fl^5in0cos4^,z-f-û/sinÔsin4»),
4^^Vo Jo
et, pour t == o, on trouve
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L'intégrale est doacinise sous la forme la plus commode, puisque les fonctions arbitraires qu'elle renferme sont précisément celles que l'on donne dans toutes les applications aux questions de mouvement. Ce sont celles qui déterminent l'état initial du système, c'est-à-dire celui qui correspond au temps t égal à zéro. C'est à Poisson qu'on doit la formule (3), qui est d'une très-grande utilité dans la physique mathématique.
1S6. L'intégrale que nous venons de trouver conduit à celle de l'équation plus générale
^^- dt' dx" ^ dy^^ dz^
En effet , si l'on pose
.r = ax', y = by', z = cz'y on obtient
dt^ da/' dy'* dz'^
L'intégrale générale de cette équation sera donnée par la formule (3); et si l'on remplace ensuite x\ y\ z' par
-5 y 5 -9 on trouvera facilement
abc
j—T \ I ts\n^dôd^/(ûi:'^atcosB,'y-^btsinBcos^,Z'\-ctsïnBsin^)\
pour ^ = o, on aura
du _ , .
t,a formule (:">) donne doue l'inlégrale générale de I'équj(-
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tion (4)5 et les fonctions arbitraires qui y entrent sont données, comme dans le cas précédent, par l'état initial du système.
Elimination des fonctions arbitraires.
Si une équation à trois variables x^y^ z renferme
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x
seulement , il suffira de la différentier m fois par rapport à
j^ en considérant x comme constant 5 on aura ainsi m + i
équations dans lesquelles entreront les m fonctions à éliminer, sans qu'il se soit introduit aucune quantité qui en dépende 5 on pourra donc éliminer toutes ces fonctions,
et l'on aura une équatron aux différentielles partielles du yj^kme ordre,
158. Mais si les fonctions arbitraires renferment x^y et ^ , il ne suffira plus de différentier par rapport à une seule variable*, et pour que l'élimination puisse se faire, il faut de plus que l'on n'ait que des fonctions arbitraires de fonctions déterminées de x^ j^, z.
Supposons, par exemple, l'équation
(l) F[^,/, Z,/(^)]=rO,
y étant une fonction connue de x^y^ z , ety désignant une
fonction arbitraire.
En différentiant l'équation par rapport à jc ety succes-
, . dz dz
sivement , on obtient , en posant — = p, — = ^,
rfF ^F ^F df Idfsi dfo \
dx dz^ df rf<p \dx dz^l '
^F d¥ dF df fdtf d^ \
ip-^lh.'^^'drf'^Adr'^'^i^V^'''
df
On a ainsi trois équations renfermant /et --• En les éli-
minant , on aura une «quation aux difiiérentielles partielles du premier ordre.
Si réquation(i) avait été résolue par rapport kf^ oa
n'aurait eu à éliminer que -~ entre les deux équations dérivées.
159« Si Féquation donnée renfermait deux fonctions arbitrairesy((jp),yi(<})i) de fonctions données y, Çi, les deux
diiférentiations du premier ordre introduiraient -=- ? -^t
et les trois équations ne suffiraient pas pour rélimination de ces deux fonctions, jointes kfelfi.
On différentiera alors les équations du premier ordre par rapport k x et y successivement , et l'on aura trois nouvelles équations , et deux fonctions nouvelles à élimi-
ner 5 savoir -~ 9 -r^' On a donc six équations et six quantités à éliminer*, ce qui ne peut encore se faire.
En diiférentiant les équations du second ordre, on in-
d^ f d^f troduira-T^> -tti et l!on obtiendra quatre nouvelles
df d(f^^ ^
équations. Entre trois de ces dernières et les six précédentes on éliminera les deux fondions^, /i et leurs dérivées jusqu'au troisième ordre ] on aura ainsi une équation aux différentielles partielles du troisième ordre, dans laquelle il ne restera aucune trace des fonctions f el fi^ et qui exprimera un caractère commun à toutes les équations qui ne différeraient de la projposée que par la nalure de ces fonctions.
160. En général, si une équation à trois variables renferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de ,r, j-, z, en la différentiant successivement par rapport à X et j* jusqu'à Tordre m inclusivement, on obtiendra un
nombre '-^ a équations, ri (w -f- i) // ionc-
SECONDE PARTIE. 2o3
lions à éliminer. Pour que cela puisse se faire, il faudra < en général, que Ton ait
OU W
L'ordre de Féquation aux différentielles partielles sera donc in — i.
On agirait d'une manière analogue si le nombre de» variables était supérieur à trois.
161. Si les fonctions y, yi , etc. 5 n'avaient pas rcn*fermé j:, ^, z , d'une manière déterminée par les fonctions connues (}), f i, etc , on n'aurait pu les éliminer. •
Si , par exemple , une équation à trois variables renfermait une fonction f entièrement arbitraire de x ety, on introduirait, pour chaque ordre dedifférentiation, autant de fonctions à éliminer que d'équations : l'élimination serait donc impossible.
Mais si l'équation proposée renfermait quatre variables X, j)^, z , u , en la différentiant par rapport à z seulement, on n'introduirait aucune nouvelle fonction \ et par conséquent on pourrait éliminer autant de fonctions arbitraires dex et j", que l'on voudrait-, de même qu'en partant d'une équation en x^y^z^ nous avons vu qu'on pouvait éliminer des fonctions arbitraires de x.
Intégration générale de iéquation où les différentielles partielles n entrent quau premier degré et au ptxmier ordre,
162. Proposons - nous de trouver Tintégrale générale d'une équation entre des variables indépendantes en nombre quelconque , une fonction de ces variables et ses dérivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, par exemple, une fonction u des trois variables indépen-
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dantes j:, > , z. L'équation donnée sera de la forme
^ . dx dy dz ^
P, Q , R, S étant des fonctions quelconques de .r, j", z, u. Si cette équation a une solution , comme nous le savons d'ailleurs, elle peut se mettre sous la forme ? ip^'ij'i ^5 '0 = ^î ^^ \ùw peut introduire la fonction (p au lieu de m, ce qui donnera à l'équation une forme symétrique qui nous sera très-avantageuse. On aura, en eflet,
dvf
du
dx
du dy
du dz
dfjf
dy dff '
dz df
du
du
du
et l'équation proposée devient
'^) ^di^^d^-^^dz^^dZ-''-
Ainsi y = o représentant une solution de la question , la fonction (f des quatre variables x, j", z, m, considérées comme indépendantes , doit satisfaire à celte équation ^ et réciproquement , toute fonction qui y satisfera donnera , en l'égalant à zéro , une fonction u de jc, y, z qui satisfera à la proposée. Nous pouvons donc nous borner à chercher la fonction la plus générale de x^ y^ z^ u qui satisfasse à l'équation (2)-, et c'est ce que nous ferons au moyen d'une remarque importante que nous avons faite sur les intégrales des équations différentielles simultanées. Nous avons démontré, en effet, que si Ton représente par ^(•^5 J"î z, u) = C une quelconque des trois intégrales des équations simultanées
dy 4 ^3 du
ax dx dx
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on aura, quels quesoieuLr, j^, ^^ ^h
dx dy dz du ^
donc la fonction ^ serait une solution de Téquation (2) si Ton prenait
c'est-à-dire si ^ était une des intégrales, résolues par rapport aux constantes , du système
rfj _ Q dz R du dx V' dx V' dx
qu'on peut écrire sous la forme abrégée
-^v dx dx dz du ^ ^ P Q R S
On peut même remarquer qu'une fonction arbitraire F(^) de la fonction ^ satisferait encore à l'équalion (2), puisque
sa substitution ne ferait qu'introduire de plus le facteur -rr-
Si donc on représente les intégrales des équations (3)
par
on aura des solutions de l'équation (2) en prenant une fonction arbitraire, soit de i|/, soit de ^^ ou ipj. Mais il est facile de voir qu'il en serait encore de même si Ton prenait une fonction arbitraire des trois, F (cp, ^1, ^,).
Car la substitution d'une pareille fonction au lieu de (f dans l'équation (2) donnerait la somme des résultats que fourniraient séparément <j/, ip, , t^/j , pourvu qu'on multi-
dY d¥ . * ,
pliât le premim* par — ? le second par — > et le troisième
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par -TT- • On aura donc une solution <le Téquation (2) ou «Y»
de la proposée en posant F(îp, tpi, ^t) =0, ou, ce qui est la même chose ,
F et f représentant des fonctions complètement arbitraires. Il reste à démontrer que c'est là l'intégrale générale; ou, en d'autres tenues, qu'en donnant à x une valeur particulière , zéro par exemple , on peut déterminer la fonction/ de manière que u soit une fonction arbitraire de jet z.
Soit x(jy^ ^) ^^® fonction choisie arbitrairement; cherchons si l'on peutdétermineryde manière que l'équation
(5) +2(0,/,*, tt)=/[+(o,j:, z.^y, +.(<>, J, 2, «)],
soit satisfaite , quels que soient j^ et z lorsqu'on remplace u par x( Jî '^)* Pour cela posons
(6) i (07 X> «, «) = ^y +• (^» Xy h «) = «'> X (r» ») = «>
et introduisons les variables indépendantes p* et iv au lieu de y, z ; l'équation (5) devra avoir lieu quels que soient i^ et w, quand on y aura fait les substitutions fournies par les équations (6), qui donnent pour u^ j, z des fonctions connues de p», iv. Représentant par xs (u^ iv) la fonction connue à laquelle se réduit le premier membre <le l'équation (5) , on aura alors à satisfaire , quels que soient v et iv, à l'équation
ce qui détermine la forme de la fonction/^
De quelque manière ^ au reste, qu'on élimine u^y^ c , on obtiendra une équation qui renfermera la fonction/ «t la déterminera. L'équation (4) est donc l'intégrale générale de l'équation (i), puisqu'elle y satisfait, et que
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pour X = o elle donne pour u une fonction arbitraire de j' et z.
Cette méthode, due à M. Jacobi, et que nous avons exposée sur une équation entre quatre variables, s'applique évidemment quel qu'en soit le nombre, et il serait superflu de rien ajouter à cet égard. U ne nous reste qu'à en faire quelques applications.
Intégration des équations aux différentielles partielles du premier ordre, qui représentent des surfaces cjlindriques, des surfaces coniques, des conoïdes et des surfaces de révolution.
163. Nous commencerons par rappeler les équations finies et les équations différentielles de ces surfaces.
Équations finies de ces surfaces, — Une surface cylindrique est celle qu'engendre une droite qui se meut parallèlement à une direction fixe, en s' appuyant constamment sur une ligne donnée, qui est nommée directrice.
Soient
- F(x,7,a) =: o, F,(a:»r, 2) = o les équations de la directrice , et
A' = az -h a, ^ = Ô3 -f- 6
celles d'une génératrice quelconque, a et è étant constants ^ et a , ê variant d'une génératrice à une autre. La conditîona de la rencontre de cette génératrice et de la directrice s'obtiendra en éliminant jr, j^ z entre leurs équations; d'où résultera une équation de la forme
On aura donc l'équation du lieu des génératrices en éliminant CL , 6 entre cette équation et celles de la génératrice ; ce qui donne , pour l'équation générale des surfaces cy-
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lindriques, (f pouvant désigner une fonction quelconque^
ou, en la résolvant par rapport à a: — az^
X — az =f(y — bz).
On peut d'ailleurs vérifier que, quelle que soit la fonction f^ cette équation représente une surface cylindrique.
164. Une surface conique est celle qu'engendre une droite qui passe par un point fixe et s'appuie sur une ligne donnée.
Soient
les équations de cette directrice, et a, 6, y les coordonnées du point fixe-, les équations d'une génératrice quelconque seront
ar — a = û(8 — 7), j^ — 6 = ^ («■— y) ,
a et b variant d'une génératrice à l'autre. Pour que la directrice soit toujours rencontrée par la génératrice , il faut que ces quatre équations aient lieu en même temps ^ d'où résulte ^ en éliminant x^ j^ z^ l'équation de condition
if {a, b) = o.
L'équation du lieu des génératrices s'obtiendra en éliminant a et b entre cette équation et les deux précédentes ; ce qui donne , pour l'équation générale des surfaces coniques,
OU
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et l'on vérifierait encore que, quelle que soit la fonction /^ cette équation représente une surface conique.
165. Un conoïde est la surface engendrée par une droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui rencontre constamment une droite et une courbe données. Prenons la droite donnée pour axe des .z, et le plan fixe pour plan des x et j^ et soient
les équations de la courbe donnée *, celles de la génératrice seront de la forme
Eliminant o:, ^, z entre ces quatre équations, on aura une équation entre a et h^ qui exprime la dernière condition à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a=<f{h^ cette équation , on aura celle de la surface cherchée , en éliminant a et i entre elle et les équations de la génératrice.
On trouve ainsi
La fonction ç est arbitraire , puisque F, Fi désignent des fonctions quelconques. D'ailleurs on vérifie facilement que, quelle que soit cette fonction ^, Féquation précédente est celle d'un conoïde.
466. Une surface de révolution est celle qu'engendre une ligne quelconque qui tourne autour d'un axe fixe, en conservant avec lui la même position relative : de sorte que , dans ce mouvement , chaque point décrit un cercle dont le centre est sur l'axe et dont le plan est perpendiculaire à cet axe.
Prenons l'origine en un point de l'axe , et soient
F(^, /, z) = o , F, (x, j, z) = o 7.^ édit, i4
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les équations de la génératrice dans une de ses positions^ celles de Taxe seront de la forme
Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa* lions
a;» -hx^ + z' = R% z-h ax -^by = C.
Pour qu'il y ait un point commun avec la courbe génératrice , il faudra que R et C satisfassent à l'équation qu'on obtiendra en éliminant x^y^z entre les quatre équations de ces lignes. Soit cette équation de condition
on aura celle du lieu des cercles ou de la surface de révolution , en éliminant R et C entre cette équation et celle d'un quelconque des cercles 5 on trouve ainsi
if{x^ -{- y^^z\ z-^ax -^ by) =r o, OU
^' -h r' + 2» == /(« H- ao? -f. by).
Si l'on transporte l'origine en un point quelconque dont les coordonnées , par rapport à la première, soiestl — a , — 6, — 7, l'équation générale des surfaces de révolutioa aura la forme
167. Leurs équations aux différentielles paHielles. — Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement de cette propriété , qu'en cbacun de leurs points le plan tangent est parallèle à une droite fixe , dont la direction est celle des génératrices.
Soient a? = a^, j = i^ les équations qui déterminent rette direction, et ^ = F(a:, j) l'équation d'une surface.
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Son plan tangent au point (^',./, 2) aura pour équation
# Pour qu'il soit parallèle à la droite donnée, quel que soil le point de contact, il faudra qu'on ait
dz' , dz'
dx' ^ dy'
L'équation générale des surfaces cylindriques est donc
dz dz
ax dy
168. La propriété caractéristique des surfaces coniques est que leur plan tangent en un point quelconque passe par un point fixe. Soient a, 6, y les coordonnées de ce point \ l'équation générale du plan tangent à une surfoce
^ant
^2' ,, dz* , ..
le plan tangent passera constamment par le point fixe, sî l'on a , pour tous les points de la surface,
dz* / M ^ ^^'
l'équation générale des surfaces coniques est donc
169. Le plan tangent à un conoli>(ie derant contenir la génératrice menée au point de contact, coupera l'axe des z en un point dont le z sera égal à celui du point de contact , si Ton suppose les axes choisis comme précédem-
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ment. L équation du plan tangent
dz* dz!
devra donc être satisfaite par x == o, j= o, r = z'^ ce quî donne , pour tout point de la surface ,
, dz' , d^
dûo' ^ -dy'
L'équation générale de tous les conoïdes , quelle que soit la courbe directrice, est donc
dz dz
dx dy
170. Les surfaces de révolution ont pour propriété caractéristique, que la normale menée en un quelconque de leurs points ^rencontre leur axe.
Soient
JT = «3 + a, y =1 bz ^ ^
les équations de Taxe. Une normale à une surface quelconque a pour équations
dz' dz'
pour qu'elle rencontre l'axe, il faudra que l'on ait la condition
^ dx' _ -^ dy
dz' "^ dz' , '
dx' dy'
En réduisant cette équation, et supprimant les accents, on aura l'équation générale des surfaces de révolution, qui sera
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On aurait pu déduire ces diverses équations difterentielles des équations en quantités finies , en éliminant la fonction arbitraire.
Nous allons voir réciproquement comment on peut repasser des équations différentielles aux équations en quantités finies.
171, Intégration des équations de ces surfaces. Surfaces cylindriques, — L'équation différentielle des «ur-
j« 1. -, • dz dz
races cylindriques est, en posant — = /7, —- •=z q^
ap -{- bq =1 I .
D'après la théorie des équations aux différentielles partielles du premier ordre, on posera les deux équations simultanées
djc djr
dont les intégrales sont x — az = C , > — i^ = C, ; d'où il résidte que l'intégrale de l'équation proposée est
F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera par une condition particulière. Supposons d'abord que la surface cylindrique soit assujetties passer par une courbe donnée , ayant pour équations
pour qu'il soit plus facile de déterminer la forme de la fonction F, nous représenterons par une. seule lettre la quantité qui s'y trouve soumise. Soit donc
nous remplacerons partout)" par hz + w réqnation de la
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su rface de v i eiidra
X — az z= Y (u) ,
et celles de la courbe se changercmt en
/(a:, bz -^ u^ z) z= o, /(x, ôz -f- «,2) = o,
ei il faudra que ces trois équations soient satisfaites par une infinité de valeurs àe x^ z^ u.Si donc on élimine a? et z entre elles, Téquation en u devra être satisfaite, quel que soit u, ou, en d'autres termes, elle devra être identique. On en déduira donc la forme de la fonction F, en tirant de cette équation la valeur de F (a). L'équation de la surface
0? — ûz= F(/ — bz)
sera donc entièrement déterminée.
On peut , du reste , se dispenser de résoudre , par rapport à F, l'équation résultante de l'élimination. Car soit
cette équation; en y remplaçant u par j — bz et F (m) par X — az, on aura , pour l'équation de la surface proposée,
Si la surface cylindrique était assujettie à être circonscrite à une surface donnée , on commencerait par déterminer les points de cette surface pour lesquels le plan langent est parallèle à la direction donnée des génératrices , et il suffira , pour cela , d'exprimer^qu'ils satisfont à l'équation différentielle de la surface cylindrique. Cette ligne étant déterminée, le problème rentre dans le précédent.
Surfaces coniques. — Leur équation différenliellc est
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On intégrera d'abord les équations
dx dy dz
ce qui conduit à
et l'intégrale de Téquation proposée sera
y* désignant une fonction arbitraire.
Supposons, pour la déterminer, que la surface soit assujettie à passer par une courbe dont les équations données soient
F [^y Xy 2) = O, F, (x, J, z) =r G,
on posera
les équations de la surface et de la ligne donnée deviendront
=/{u), F[x, 6-|-(z— 7) Uy z] =0, F{x, € -4- (z-^y)u,z] == o.
Ces trois équations devant avoir une infinité de solutions communes , si Ton élimine x et z ^ Téquation finale en u devra être identique, et la valeur que Ton en tirera -pourJ'(u) déterminera la forme de la fonction arbitraire.
Si la surface conique était assujettie à être circonscrite à une surface donnée, on chercherait d'abord le lieu des points de cette surface qui satisfont à l'équation dilTérentielle de la surface conique : le problème rentre alors dans celui que nous venons de résoudre.
Conoïdes. — L'équation générale des conoïdes est
px -f- qy = o.
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Les équations simultanées qu'il faut intégrer sont donc
dx dy dx dz
— = -^ et — =:— . ou dz = o, X y X o
On en tire z = a^y = bx^ a et h étant les constantes arbitraires. L'intégrale générale sera donc
(f désignant une fonction arbitraire.
Si Ton veut déterminer cette fonction par la condition que la surface contienne une courbe ayant pour équations
on posera -== u , et Ton remplacera y par ux dans les
trois équations qui devront admettre une infinité de solutions communes.
On aura ainsi
2 = ç (a) , F {x, ux, z) = o , F, (x, ux, z) = o.
Si l'on élimine x et z , 1 équation identique en u qui en résultera fera connaître la forme de la fonction cherchée (f (u) .
On agirait comme dans les deux cas précédents , si le conoïde devait être circonscrit à une surface donnée.
174. Surfaces de réi^olution. — L'équation différentielle de ces surfaces est, en prenant l'origine en un point de l'axe,
(X — ^^)p — (^ — ^2) g ^= bx — ajr.
Il faudra d'abord intégrer les équations simultanées
dx ■ — dj" dz
y — bz X — az bx — ay
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OU
(bx — ay) dx = (jr — bz) dz, — (ba: — ajr) dy =± (x — az)dz.
Si Ton multiplie la première par a , la seconde par i, et qu'on les retranche, on trouve, en divisant par bx — aj^
adx -f- bdy nr — dz^
d'où
z -\' ax -{- by •= c.
Si maintenant on multiplie la première par x^ la seconde par j^, et qu'on les ajoute, on trouvera
xdx -f- Jfdjr -f- zdz = o, d'où
•îc' 4- j' -H z' = c,;
Tintégrale de Féquation proposée est donc
J?' H- 7' H- »' = /(« -^ ax -h by).
Déterminons la fonction arbitraire , par la condition que la surface contienne la courbe ayant pour équations
pour cela , nous poserons encore
z H-' flfj? -H by = Il y
et nous éliminerons, comme dans les questions précédentes, x^j^ z entre cette équation, celle de la surface et celles de la courbe donnée 5 l'équation finale en u devra être identique , et déterminera ainsi la fonction /(u).
On agirait comme dans les cas précédents, si Von demandait que la surface de révolution fût circonscrite à une surface donnée.
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Calcul des variations, \
175. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange pour la résolution d'une nouvelle espèce de questions sur les maxima et minima.
Dans les questions ordinaires, on donne la forme d'une expression qui renferme une ou plusieurs quantités inconnues, et l'on cherche les valeurs maxima de cette expression , ainsi que les valeurs particulières des inconnues qui y correspondent.
Dans ces nouvelles questions f on donne Texpression d'une diflTérentielle qui renferme des fonctions inconnues de X, ainsi que leurs dérivées d'un ordre quelconque par rapport à j:, et l'on se propose de déterminer ces fonctions de telle sorte que l'intégrale, prise entre certaines limites , ait une valeur maximum ou minimum.
Ainsi la différence que l'on aperçoit d'abord entre ces questions et les autres questions de maxima ou minima consiste en ce que les inconnues ne sont pas des valeurs déterminées, mais des fonctions de la variable par rapport à laquelle l'intégration doit être effectuée.
176. La marche à suivre pour résoudre ces sortes de questions est la même que pour les autres. On suppose que l'on connaisse les fonctions cherchées , on les fait varier infiniment peu , en satisfaisant à toutes les conditions^ et l'on exprime que, dans tous les cas, la valeur de l'intégrale diminue, si elle doit être maximum, ou qu'elle augmente, si elle doit être minimum.
Il faut donc commencer par donner les règles générales au moyen desquelles on peut déterminer l'accroissemefit infiniment petit des intégrales, et d'abord des quantités qui peuvent entrer sous le signe de l'intégration. Mais» avant de nous en occuper, nous allons éclaircir ce qui
précède par la considération d'une question particulière.
177. Étant donnés deux points fixes et une droite située dans le même plan y quelle est la courbe passant par ces deux points , qui, tournant autour de la droite fixe, engendre une surface minimum?
Si l'on prend cette droite pour axe des x^ qu'on partage en une infinité de parties la distance des projections des deux points , et que par les points de division on mène des plans perpendiculaires à l'axe , la surface engendrée sera décomposée en une infinité d'éléments, ayant pour expression générale %T:jds , et correspondants à toutes les valeurs de x comprises entre les limites données Xi^ x^.
Il faudra donc que l'intégrale I yds augmente en pas-
sant de la courbe cherchée à toute autre voisine. Et dans l'intégrale i jds'^ qui se rapporte à une quelconque
d'entre elles, les éléments j^'<s^' peuvent se rapporter à des points de division de l'axe qui ne soient pas les mêmes que pour la première \ il suffit que les limites soient les mêmes. De sorte que, si l'on voulait comparer les deux intégrales élément par élément, il suffirait d'en mettre le même nombre de part et d'autre , et l'on pourrait établir telle loi que l'on voudrait entre les abscisses de deux éléments correspondants \ mais il sera avantageux de les supposer infiniment peu différentes l'une de Taulre.
Les limites j^i, Xt pourraient être inconnues , mais assujetties à certaines conditions. On pourrait, par exemple, demander quelle est la courbe qui , ayant ses extrémités sur deux courbes données, et tournant autour d'une droite située dans le même plan, engendre un-e surface minimum. Dans ce cas, on reconnaîtrait qu'on a trouvé la courbe qui résout la question , à ce que l'intégrale
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j yds augmenterait quand on considérerait toute autre
courbe ayant ses points infiniment voisins de la première , et ses deux extrémités sur les courbes données , à une distafice infiniment petite des extrémités de la première.
Si Ton veut comparer deux à deux les éléments des deux intégrales depuis le premier jusqu'au dernier, on ne pourrait , dans ce cas , les supposer correspondants à la même abscisse , puisque les abscisses des extrémités sont nécessairement difierentes. 11 est donc quelquefois nécessaire, et toujours permis , de considérer lés deux intégrales que l'on veut comparer, comme décomposées en un même nombre d'éléments correspondants à des valeurs de X infiniment peu différentes , et liées Tune à l'autre par une loi arbitraire.
Des variations.
178. Lorsque Ton considère un élément quelconque d'une intégrale , et que l'on passe à son correspondant , les accroissements que subissent les quantités dont il dépend sont nommés les variations de ces quantités. On conserve le nom de différentielles aux accroissements que subissent ces mêmes quantités en restant toujours dans le système qui se rapporte à la même intégrale. On distingue les variations des différentielles par la caractéristique d que l'on substitue à la caractéristique d^ et on les suppose toujours infiniment petites.
Ainsi , soit y une des fonctions inconnues de x qui entrent dans l'expression sous le signe f\ dj sera l'accroissement que prend cette fonction quand on passe d'un élément de la première intégrale à son correspondant dans la seconde. En considérant y comme étant l'ordonnée
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d*uiie courbe f J + âj sera l'ordonnée de la courbe après sa variation , et elle correspondra à la même abscisse quey dans la première, dans le cas où les points correspondants se rapporteront à la même valeur de x-^ au contraire, )"+ âj sera l'ordonnée correspondante à l'abscisse a: + Jx si âx est la fonction infiniment petite de x, et continue comme cîy, qui exprime la différence des abscisses des points que l'on fait se correspondre dans les deux intégrales. Dans ce dernier cas, il est peut-être plus commode de regardera eijr^ ainsi que dx^ àj^ comme des fonctions d'une m.ême variable arbitraire t qui n'entre même nullement dans l'expression donnée , et alors la fonction sous le signe J* renfermera les différentielles fitr, d*x^,..^ aussi bien qaedj^ rf'j^,..., rapportées toutes à une même variable qui n'a pas même besoin d'être désignée.
Lorsque l'on connaît les variations de toutes les quantités qui entrent dans une fonction, la variation de cette fonction se détermine par les règles ordinaires du calcul différentiel , qui font connaître l'accroissement infiniment petit d'une fonction, d'après les accroissements de toutes les variables qu'elle renferme. Ainsi l'on aura généralement
f I ) oFlu, VyW,. , ,} = -7- ou -\ r ^*^ -^ -r- otv-h ....
^ ' \ ' ' ^ (fu dv dw
179. Transposition des caractéristiques d et d, — II est important de remarquer que dans tous les cas on peut intervertir Tordre des opérations quand on prend la différentielle et la variation d'une fonction quelconque j^. En effet , soit u+ ii^ ce que devient la fonction v^ en passant du premier système au second. Si l'on change tent + dt^ la différentielle n'^"" de la fonction dans le second système sera fiî"^'-f-d"c?(/. Donc la différentielle <i" t^ de la fonctien dans le premier système a pour variation d"d^ ] on a
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donc
(2) ^^"f = d'^Sv.
Par là les variations de toutes les diiTérentieUes d'ui>e fonction sont déterminées par la variation de la fonction elle-même, et il en résulte qu'on peut exprimer la variation d'une fonction quelconque de x, j^, ^, .. . et de leurs différentielles , au moyen des variations de ces quantités X, j^ z, et des différentielles de ces variations. Il suffira de faire usage de la formule (i), dans laquelle u, y^ w,... seront remplacés par x, jr^ -^v? ^^ ^fy"? dz y.,,^
Ainsi, en représentant par A, B, €,.••? Ai, Bi, Ci,..., As, Bi, C3,..., les dérivées partielles par rapport à ces quantités x, . . . , dx^ . . . , </ 'x, . . . , d'une fonction
F(^, 7, -5,. . ., dx, df, dz,, . .y d^Xy d'^Xy, . .),
on aura
I + A,</^^x4-BaÉf»^7-+-. . . .
180. Mais il arrive souvent que les différentielles sont toutes prises par rapport à une variable particulière qui entre dans la question \ alors les expressions que l'on a à considérer ne renferment que les dérivées de toutes les autres par rapport à celle-là , et Ton a besoin de calculer les variations de ces dérivées. On pourrait bien les déduire de la variation des difiérentielleai, en exprimant d'abord ces dérivées en différentielles prises par rapport à une variable indépendante quelconque; mais il vaut mieux traiter la question directement.
Soit/ une fonction de a?, que nous pouvons nous représenter {fig* 2) comme l'ordonnée d'une courbe dont x serait l'abscisse. Représentons par Y et X ce que de-
viennent yetxi la différence -7— —■ sera la varia-
lion de -^ 5 ou d -7*^ , et il s'agit de rexprimei- au moyen
des variations de j? et y et des dérivées de ces variations. 11 y a deux cas à examiner, suivant cpie X est identique avee x^ ou qu'il en difière.
i^. Suppoecms que X ne diffère pas de x^ ou que l'on ait dx = o, c'est-à-dire que nous regardions comme correspondants sur deux courbes infiniment voisines les points M , N, qui répondent à une même abscisse ^elconque AP \ MN sera d[y , et , en diffërentiant par rapport a X les deux membres de l'équation Y =/ -|- dy, on obtiendra
£/"Y . dy d^By
daf^ da^ dx^
d'où résulte
fltr" dx^
tP. Supposons maintenant que les points correspondants M et N {fig* 3) aîeia^t des abscisses différentes AP, AQ ^ on aura
AP=a:, MP=/, AQ=X, NQ=:Y, PQ=5^, NK=ay,
et lorsque x croîtra par degrés ^auic ,. X, ne croiU'a paa par degrés égaux, puisque X = a: -|- àpcy et q^ie àx. esjt une fonction, soit de x^ soit d'une variable indé^udaate, arbitrairement choisie. Ainsi, différentier par rapport à x ou à X ne sera pas la même opération , et l'équation
ne conduirait pas , comme dans le cas précédent , à
5X" "* ^ ~^ dx^ '
Ce n*est pas non plus le cas d'appliquer la formule (3), parce que d^'Y et d'y ne se rapportent plus aux accroissements égaux de la même variable. Il faut donc calculer
directement la différence -— r- r^ •
Désignons par u l'ordonnée M' P de la courbe variée, pour la même abscisse x que Vy de la première courbe , qui est MP, et par w la différence M'M , qui serait dy si l'on supposait âx = o. On aura alors u = ci)-f-j^; et, en observant qu'on peut considérer Nw et M 'M comme
égaux , et que wK = ~- Jj: , on aura
dx Différentiant n fois l'équation
on obtiendra
d'^u d'^ta d'^Y
ziz ( -L,
da^ daf^ dsf^
Mais les points M' et N appartenant à la même courbe, les dérivées /i'*'"*' des ordonnées de ces deux points par rapport à leurs abscisses respectives x et X ne sont autre chose que des valeurs d'une même fonction dans laquelle on met successivement pour la variable les deux valeurs différentes AP, AQ, ou x et x-^ix^ d'où résulte, d'après les règles du calcul différentiel ,
— >_ — . _i_ Sx
</X« '^ dx" dx'^' ' et , d'après l'équation précédente ,
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Observant d'ailleurs que -; — tt ne diffère de ^ — — que d^une quantité infiniment petite, cette équation donnera, pour la différence ^^— ■;7^> ou ^^~> la valeur suivante :
(5) ^.Ç: = £îî4.£!^j,,
que nous regarderons comme renfermant la première ,
5r = w -f- ~ ^or.
dx
Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l'on supposera 5a: = o.
Transposition des caractéiistiques d et f
Considéronsmaintenantrintégrale i U,U désignant une
expression différentielle, et les limites x^^Xt étant constantes ou variables. On peut la décomposer en une infinité d'éléments , dont le premier correspond à Xi et le dernier à Xt diminué de la dernière différentielle de x. Elle sera donc la limite d'une somme telle que
Considérons maintenant l'intégrale infiniment voisine dans laquelle elle se change par la variation des quantités dont elle dépend, et soit U' ce que devient U en général dans ce changement, de sorte que- U' — U = dU. tes limites de cette nouvelle intégrale seront x, -H âxi et Xi + dxt , et elle pourra être regardée comme la limite de
2* éd. i5
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ces nouveaux éléments correspondant k chacun des premiers.
L'accroissement de Tintégrale est donc la limite de
( ir. - u.) -h (u; - u,) 4- . . . 4- (r - U,„ ),
ou de
;'est-à-dire | 9\],
Ainsi, soit qu'on suppose les limites Xi^ Xt constantes, soit qa^on les suppose variables , on a
(6) r'v= f'sVi
de sorte , que pour connaître la variation d'une intégrale définie, il suffit de calculer celle de la difTérentielle, et de l'intégrer entre les nièmes limites.
i82. Expression de la variation d*une intégrale dé-finie. — Considérons une intégrale de la forme
Jr \dx.
la valeur de V étant
y désigne une fonction inconnue de x^ ^^y\y'\''*-'iy^"^ sont les dérivées successives par rapport à x. Nous nous bornons à considérer une seule fonction j^, parce que, s'il y en avait plusieurs autres , il suffirait de reproduire pour chacune ce que nous allons fiûjre pour j^« Nous examinerons dewx cas distincts : celui <m X], Xt ont des valeurs fixes données, et celui où ces limites peuvent varier d'à* près certaines conditions données.
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i^. Supposons d'abord Xi et Xi constants; nous pom***' rons alors faire âx = o et employer la fornade (4) qtii donne pour une dérivée quelconque j^^*"^
Cela pose , si Ton observe que la variation de x ou ix est nulle, et que, par conséquent, celle de dx ou ddx Test aussi, d'où il suit que i(\dx) = cîV.rfx, la formule (6) donnera
(7) d I \dx=: I 'èV.dx.
1 ydx=: f l
Calculons maintenant ^V.
Or, conmie nous Pavons déjà remarqué, l'accroissement de Y sera donné par les règles ordinaires du calcul différentiel, au moyen des accroissements des quantités qui ont varié dans V, c'est-à-dire de y^ J^'v? y^^K On aura donc
que nous écrirons, pour plus de commodité, de la manière suivante :
^ = M^r + ^fy' ■+- W/" •+- Q^/^'-f- ... -h u*r<«).
L'équation (7) deviendra ainsi, en exprimant ^',..., dy^'*'^ au moyen de la formule (4),
Nous avons, sous le signe/, la £(>iictioii indéterminée dy et ses dérivées par rapport à or; ces dernières sont déter--
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minées par ôy^ et il est nécessaire de les faire disparaître de l'intégrale en les ramenant à dy seul , qui est entièrement arbitraire. Or, c'est ce que l'on fera facilement au moyen de l'intégration par parties.
En effet , si Ton désigne par u et v deux fonctions de x^ on établit facilement, par une suite d'intégrations par parties, la formule suivante, qui est souvent utile dans l'analyse :
u-r'dx:=:u-
dx^ dir"-'
dud^-^v d^ud^-^v
^ ' * d^ud^-^v d'*-*u _, rd^u ,
da^ djc^-* ^^daf"-' J djc^
En faisant usage de cette formule, on obtiendra les équations suivantes :
/ll d^dy _^j <^""'^r dV d'^-'Sf d^Vd^-^fy
^d^^^'^J''^d^^^> dJH rf'P
et il faut bien remarquer que — ? -t-tv*», représentent
les dérivées totales de N , P, . . . , considérées comme fonctions de or, et dans lesquelles 6rt regarde y comme dépendant de X» On aura donc enfin , en prenant les intégrales
entre OTi et jc^ ,
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dx dx'' dx*"- /
( rfQ _ d'--'\i \ dfy
"^ y~'s^-'-^iù^)dx
«te"-"
S'il y avait une seconde fonction z dans V, on ajouterait au second membre de cette équation une autre expression qui n'en différerait que par les valeurs des fonctions qui remplaceraient N , P,..., et par le changement de y en z. Il en serait de même pour un nombre quelconque de fonctions.
183. Si la fonction V renfermait les valeurs de j, j^', . . . , relatives aux limites, la variation de l'intégrale se com- * poserait des termes que nous venons de calculer, plus les suivants :
Or, les quantités cî/i, cîj',,..., (îj„ (^r'av n'étant pas . des fonctions de x, on pourrait les faire passer hors du signe/, et les termes à ajouter se réduiraient à
djc-{-,...
2". Supposons, en second lieu, que .r,, Xt soient va-
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riables , et que dx ne soit pas nul. On aura , dans ce cas ,
I ydx= f ^(\dx)z=:l (iV.dx-^YdSx),
Llntégration par parties donnant
Téquation précédente devient
Sj Ydx = lySx\ -h 1 (^V.^~€/V.^x).
Soit maintenant
d\ = Ldx-h M4r H- Ne//' 4- P4r " 4- Qâ[r '" 4- . . . , et , par suite ,
il en résultera
ou , en vertu de la formule (5),
^V.dlar — i/V.^j? = d:r (Mw-HN — 4-P^ "^ ^ ^ 4-.. •)• On a donc, pour l'expression de la variation cherchée,
s£'yd-= (v*-)'Vjr''(M«+Ng+pg+Q^,H-...) d..
On peut remarquer que cette expression ne difll&re de celle du cas précédent que par l'addition du terme
I V^.r| ; car w désigne ici ce que ày désignait dans
l'autre. Si donc on appliquait semblablement Fintégra-
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tion par parties, on ferait disparaître tons les indices de diflerentiation sur w sous le signe /, et Ton trouverait
Ydx ={ I
dx J dx
dx' ' ] dx"^
da^-'
/"« /„ rfN d-9 d'Q d"\J\ ,
»S'il se trouvait dans V une seconde fonction inconnue z^ dW renfermerait de plus des termes de la forme MV + N V + V^z" + .... On poserait
et Ton ajouterait à l'expression précédente des termes ou &)' entrerait de la même manière que w. Il en serait de même, quel que fût le nombre de ces fonctions.
Enfin, si V renfermait les valeurs de x^y^ z, . . . ^y\ ^' ,. . . , relatives aux limites , on j ajouterait les termes suivants :
^ ^ Jx^ dx, •" J^^ dy, J^^ dx,
184. Le cas où Xi, Xt sont variables pourrait être immédiatement ramené à celui où ils sont fixes , sans faire usage de la formule (5).
En effet, considérons V comme l'ordonnée d'une courbe MN (jfïg-. 4)-) et soient AP = Xi, AQ = Xt \ on aura
\dx = PMJNQ,
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Soit maintenant MiNi la courbe après la variation^ la valeur de Tintégrale proposée sera , dans le second système, l'aire PiMiNiQi: on peut donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre , regarder la variation de Tintégrale comme égale à
NQQ.K — MPP.H -+- M.LWr.
Les deux premiers termes représentent
\i9xi — Vi^wC,, ou
Le troisième est Tintégrale fâ\.dx prise entre les limites Xi -f- âxi et Xs, ou , en n^ligeant un infiniment petit du second ordre, entre Xi et Xf. Donc enfin
X^ \ ! x^ «/Xj
JV étant la variation de'V dans Thypothèse $xr=o^ et par conséquent ayant la même signification que dans le premier cas. Son expression sera donc la même; seulement il conviendra de représenter la variation de y autrement que par ^, qui, dans le cas actuel, aurait une autre signification , et nous désignerons par w la variation à^y dans l'hypothèse Jx == o. 11 suffira donc , pour obtenir
la variation cherchée de l'intégrale I V/ir, d'ajouter
( Vcî»r j au second membre de l'équation (9), dans lequel
on remplacera iy par o).
On retombe ainsi sur la formule (10), comme cela devait être. On y ajouterait de même l'expression (i i), si V renfermait explicitement les valeurs des variables aux limites.
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185. Il nous reste à examiner le cas où la variable indépendante ne serait pas désignée, et où la fonction sous le signe J ne renfermerait pas, par conséquent, des dérivées par rapport à x^ mais des différentielles prises par rapport à une variable arbitraire qui n'entre pas dans la question, et n'est nullement désignée. Soit donc proposé
de trouver à \ U, en supposant
U = F (.r, dx^ d^Xy . . ., Xydy^ d^y^ . . .).
Les limites x^ et x^ étant fixes ou variables, on a toujours , comme nous l'avons démontré ,
et, pour une variable quelconque u,
Cela posé, désignons par L, M, N, P,... les dérivées partielles de U par rapport aux quantités x, dx^ d*x, rf'x,..., et par L', M', N', P',... ses dérivées partielles par rapport à j^, dy^ d*y^ ^^,..., on pourra exprimer ^U de la manière suivante :
SJ] = hSx -+- USdx -H ^Sd'x -^ VSd^v
Il est inutile de faire remarquer que les diverses quantités L , M,..., L', M',..., ne sont pas du même ordre infinitésimal, et que le second facteur de chaque terme rétablit Thomogénéité. Intégrant les deux membres de cette équation , et faisant sortir du signe f toutes les variations des diflérentielles au moyen de Tiulégration par parties, on
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obtient la valeur suivante de â
— dP
-f.rf»P
d'ix-h -.A'"'
dSf-hP
d'Sf-^. . .|
^M4-rf'N — r/^P-f....)
-f- / 5/ (L'— é/M'-Hrf^N' — ry-»P' + . . .).
Si l'on avait dans U d'autres fonctions que x ex y^ on ajouterait des expressions semblables à chacune de celles qui se rapportent k x ovl y dans cette formule. On agirait comme dans les cas précédents si U renfermait explicite-* ment les valeurs des variables aux limites.
Détermination des fonctions inconnues,
186. La condition pour qu'une intégrale définie soit maximum consiste en ce que , quelque signe et quelque grandeur qu'on suppose aux variations infiniment petites dx^Sjj dz,..., la Tariation de cette intégrale soit constamment négative : la condition du minimum sera , au contraire , que cette variation soit toujours positive •, et , dans les deux cas, elle doit être de signe constant. U faut donc que la partie de cette variation où n'entrent que les premières puissances des quantités dx^ ^V9 soit nulle, et cette condition sera commune au maximum et au minimum. On reconnaîtra l'un de l'autre au signe de l'en-
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semble des termes du second degré , signe qui devra d'ailleurs être constant.
Nous considérerons le cas général où oTi, Xf sont variables , et nous supposerons les dérivées prises par rap* port à Xy ce qui est toujours possible. Alors l'expression
de la variation de l'intégrale f YdXj en se bornant aux
termes du premier ordre et en supposant que V ne renferme qu'une seule fonction jr^ est donnée par la formule (lo). Il faut donc égaler à zéro le second membre de cette [équation , pour avoir la condition nécessaire , tant pour le maximum que pour le minimum de l'intégrale.
Mais la somme des termes en dehors du signe / doit être nulle, et l'intégrale doit l'être aussi sépar^ent-, car, sans cela 9 si l'on fixait arbitrairement les variations indépendantes relatives aux limites , il resterait encore sous le signe f la fonction arbitraire w, et cette intégrale définie ne saurait conserver la même valeur, quelle que fût cette fonction ; le second membre de l'équation (lo) ne serait donc pas constamment nul.
D'ailleurs cette intégrale i (ùdx (M-^^ — ^T^^'"]
ne peut pas être nulle , quelle que soit la fonction cû, à moins que la quantité qui la multiplie sous le signe/ ne soit nulle. En effet, w étant indéterminé pour toutes les valeurs de x entre Xi et Xj, peut être toujours pris de même signe que le second facteur *, tous les éléments de l'intégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pourrait être nulle. 11 serait d'ailleurs indifférent que w fût assujetti à certaines conditions pour les valeurs a:i onx^y parce que deux éléments n'ont aucune influence sur une intégrale. On doit donc avoir l'équation suivante :
^ ' fijc dx^ dx" ^ dx"
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Cette équation difiTérentielle est généralement de Tordre 2/1^ puisque V renferme j^ ^"^ , et que, par conséquent, U peut le renfermer. Elle est nécessaire , mais non suffisante,
pour que l'intégrale i ^dx soit maximum ou mini-
•Ar,
mum. Elle renferme les quantités j:,^,/',^'',..., et fera connaître y en fonction de x et de 2» constantes arbitraires.
Considérons maintenant lés termes en dehors du signe / dansTéquation (10). Si les variations relatives aux deux limites sont indépendantes entre elles, la somme de ces termes devra être nulle pour chaque limite.
Si la question établit des relations entre les variations relatives À une même limite, on s^en sert pour éliminer un nombre égal de ces indéterminées , puis on égale à zéro les coefficients de celles qui restent indépendantes \ ces équations , jointes aux équations intégrales, serviront à déterminer les constantes , ainsi que les valeurs de x, y^ z, relatives aux limites.
187. S'il y avait plusieui*s fonctions y, -s,..*, ^^ s^*" vrait la même marche. L'intégrale qui entre dans la variation devrait encore être nulle, indépendamment des termes intégrés. Elle renfermerait, comme nous Tavons vu; pltisieurs fonctions o), w',..., dont les valeurs sont
« = 5j^ — jr ^Sx, tù' =.8z — z'$Xy . . . . ,
Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes , puisque dans chacune d'elles il s'introduit une nouvelle variation arbitraire. U faudrait donc que les quantités qui multiplient chacune d'elles fussent nulles séparément, ce qui donnerait autant d'équations différentielles simultanées qu'il y a de fonctions à déterminer.
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Klles seraient de la forme *
^N enp d^q
dx dx^ dx^ **' '
M', N',.». représentant, par rapport à z^ ce que M, N,... représentent par rapport à y.
Les constantes se détermineraient encore par les conditions relatives aux limites.
188. Si les fonctions j*, z étaient assujetties à satisfaire à une équation F(a:, j", ^) = o, les variations ix^ c3y, àz satisferaient à la suivante :
On pourrait en tirer àz en fonction de ^.r , cîy, et le substituer dans l'expression de la variation de l'intégrale \ on aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous le signe /, et , par suite , une équation de moins , qui serait remplacée par F (x, y^ z) = o.
En eifet , la quantité sous le signe /, qui doit être égalée à zéro, est de la forme
et l'équation (a) devient, en remplaçant iy et $z par leurs valeurs ,
■— -îx -H :r- (r ^«^p -+- «) -^ -7-(2'^Jc -h «') = o.
dx dy ^ ' dz ^ ^
Le coefficient de dx dans cette équation est nul., puisqu'en diiFérentiant l'équation F(x, j-, z) = o, on trouve
^F dF , dF ,
dx df dz
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il reste donc seulemeft
dF ,dF
djr dz
l'irant de là eo', et le substituant dans l'expression A(ù + AV, qui doit être égalée à zéro , on obtient
et cette quantité devant être nulle ^ quelle que soit la fonction co, on doit nécessairement poser
dF
dz On aura ainsi entre j^ et z les deux équations
et
d'où Ton pourra tirer j^ et z en fonction de x.
189. j4utre espèce de condition. — Souvent, au lieu d'assujettir les valeurs de x^jyzk satisfaire à une équation de forme déterminée , on demande qu'une certaine intégrale définie conserve une valeur constante : on a alors ce que l'on appelle un maximum ou un minimum relatifs
Soit donc f UcJr = a, et proposons-nous de trouver le maximum ou le minimum de / Vdir. Les variations
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de CCS deux intégrales devront être nulles ; et, en supposant d'abord les limites fixes , on arrivera aux deux équations
I utùdx =: o, (€) I ç^dx = o;
et la seconde devra être satisfaite quand on y mettra pour (à une fonction quelconque satisfaisant à la première; M et 1^ sont déterminés par U et V au moyen d'une formule démontrée précédemment 5 et w désigne encore 3y — y^x. On voit de suite que cette condition serait remplie si u et ^ ne différaient que par un facteur constant, et nous allons démontrer que cela ne peut être autrement.
Posons , avec M. Cauchy,
U<mIX Z=Z (f(^x)y
cette fonction <f(x) ne sera assujettie, en vertu de l'équation («), qu'à la condition ç(a:j) = o; on a d'ailleurs évidemment (p(j:i) = o, mais a)(a:) est entièrement arbitraire entre oTi et et x^. On tire immédiatement
ttw =z ©' (x), d'où 6> = Substituant celte valeur dans lequation (S), on obtient
Pour y introduire , au lieu de (f (x), la fonction (f(x) dont les conditions sont bien connues , intégrons par parties j
nous trouverons, en désignant par (-j la dérivée de-»
24o cou&s d'analtsc.
prenant Xt et x^ pour limites des intégrales , et observant
que <f{x) devient nulle à ces limites, il vient
et , par conséquent ,
Cette équation devant avoir lieu quel que soit <f(x)^ on en conclut nécessairement ( -| = o, et, par suite,
^=^ cLy ou (^ = aa,
a désignant une constante inconnue.
Telle est donc l'équation différentielle qui déterminera la fonction y. Quand sa valeur sera trouvée, et que les constantes introduites par l'intégration atu*ont été déterminées par les conditions des extrémités, on la substituera
dans l'équation I U^x = a, qui fera connaître la va-
leur de la constante a.
Il est facile de voir que Ton arriverait au même résultat ,
en cherchant le maximum absolu de I (V— aU)d[r,
et déterminant la constante a comme nous Tavons indiqué. On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par Euler.
Supposons actuellement que les limites x^ , Xt ne soient pas fixes , les équations (a) , (S) seront remplacées par les deux suivantes :
^ et X désignant les termes en dehors du signe somme , qui deviennent ^i et /i à la première limite, et t//„ ;j, à la seconde.
L'équation (â) devra être satisfaite quand on mettra pour 0) une fonction quelconque telle que l'équation (y) ait lieu, de quelque manière que ce soit 5 ainsi w n'est
[ u(ùdx soit égal à
^i — ^î9 et il faut que l'équation (cJ) ait lieu pour toutes les valeurs de w qui y satisferont : c'est là ce qui doit déterminer la fonction inconnue j".
[ iioidx = (p (x) , on aura ç(xj ) = o, et 5 en vertu de l'équation (cî),
et(f(x) ne sera assujetti à aucune autre condition.
Reportant dans l'équation (4) pour w sa valeur 5Ltf],
il vient
Pour introduire au lieu de yX*^) '^ fonction (f(x) dont les conditions sont connues, intégrons par parties; l'équation précédente deviendra , en ayant égard aux valeurs de
(0 #(2 — X« — ( ^ j {h ~ *') ~" / 'ïW u) '^'^ = ^'
et comme (f(x) est tout à fait arbitraire entre Xi et x^ , il faut que cette dernière intégrale soit nulle, ainsi que la partie restante du premier membre. On aura donc en-
core
— ) = O, ou U z=: ctUf
2« édit. 16
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a dësignaiit une constante. Remplaçant (-] par a dans la pionnière partie de Féquation (4)9 on aura
X» — x« — « ih — 4^1) = *>•
Les constantes introduites par l'intégration se détermineront par les conditions relatives aux extrémités, et la
constante a par Téquatîon 1 Vdx = a.
On voit encore qu'on arriverait aux mêmes résultais en chercliant le maximum ou le minimum absolu de
Jl (V — a\])djç^ a étant une constante indéterminée.
On traiterait d'une manière analogue le cas où l'on aurait plusieurs fonctions inconnues, ou plusieurs intégrales définies ayant des valeurs constantes.
Considérons maintenant le cas où l'intégrale est
I U, U ne renfermant que des diftéren-
tielles prises par rapport à une variable arbitraire. La variation de cette intégrale est donnée alors par la formule (la), et, par les mêmes raisons que dans le premier cas, il faut égaler séparément à zéro la partie qui est dégagée du signe /et celle qui se compose de toutes les intégrales , qui sont en nombre égal à celui des variables x^jr<fZj,,.,
Or les fonctions dx^ djy âz^.., sont complètement indépendantes les unes des autres; donc chaque intégrale doit être nulle séparément , ce qui conduit aux équations suivantes '
L ^dM 4-^'N -^r/^P -h..=o,
U' — dW' -4- r/»N" — d^V" -h . . . =0,
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On aura ainsi autant d^ëquations que de variables jr, y^ 2,... 5 et comme Tune d'entre elles doit rester indéterminée, il est évident qu'une de ces équations doit rentrer dans les autres. Nous nous bornerons à cette remarque ^ et nous ajouterons qu'on trouve ici Un avantage que ne présentait pas le calcul du premier cas 5 c'est qu'on pourra choisir le système d'équations le plus avantageux, en laissant de coté l'équation la moins simple. Quand on aura trouvé j^, 2 5... en fonction de x, les constantes arbitraires introduites par l'intégration se détermineront, comme dans le premier cas , au moyen de l'équation qui se rapporte aux limites.
191 . L'intégration des équations .(j6) devient plus simple lorsque U ne contient pas a:, ou Tune des autres fonctions ; car alors, le premier terme de l'une de ces équations étant nul , et tous les autres , des différentielles exactes , on aura immédiatement une intégrale première de cette équation. Si plusieurs des variables a:,j",... manquent à la fois dans U^ un nombre égal des équations (16) sont intégrables.
192. Les équations (i4) présentent la même simplification quand y on z n'entrent pas dans V; mais, quand c^est X qui manque, il faut faire quelques transformations pour obtenir la simplification que nous ont offerte immédiatement les équations.
En effet) en supposant, pour plus de simplicité, qu'il n'y ait qu'une seule fonction inconnue j^, la condition du maximum ou du minimum sera
,. rfN rf'P é/«Q et l'on aura , en observant que V ne renferme pas a:,
Retranchant de cette équation la précédente , multipliée
parj^', il vient
dx
Or il est facile de voir que le second membre de cette équation est une dérivée exacte.
Pour cela, remarquons généralement qu'en désignant par u et ^ des fonctions quelconques de x^ une expression de la forme
est une différentielle exacte quand n est pair, et
ud"ç -H vd"u
en est une lorsque n est impair. U en résultera que tous les binômes qui forment le second membrje de la dernière équation seront des dérivées exactes , et que, par conséquent, on pourra intégrer les deux membres de cette équation ] ce qui conduira à une équation d'un ordre moins élevé.
Supposons, par exemple, que V ne renferme quey^j' et y". La dernière équation devient
d'où, en intégrant ,
(b) V = Nr' -h Pj" - j' ^ -h c,
équation du troisième ordre, tandis que l'équation (à) était du quatrième. Si, en même temps, V était indépendant de j^, on aurait M = o ; l'équation (a) serait in-
légrablcj et donnerait
ax
En éliminant -r^ entre cette équation et la précédente , on trouverait
V = Pr" ■+- cy -+- c,
C et C désignant deux constantes arbitraires. Cette équation n'est plus que du second ordre. Ainsi , lorsque V ne renferme que y\y\ on peut obtenir une intégrale seconde de l'équation (a), et ramener le calcul à l'intégration d'une équation du deuxième ordre.
Si V renfermait une seconde fonction z et ses dérivées z et z\ oli obtiendrait de même
(17) V= Nr'-h Pr"— /'— -i- JSV 4- PV — 3' -^ 4- C. ^ " ax ax
Cas particulier où ion ne considère que les différentielles
du premier ordre.
193. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonction V renfermerait trois variables or^j^ z, et les premières dérivées seulement dejeiz»
L'intégrale proposée sera
' /(•^>-7> z,/' z')cix, OU
1". S'il n'existe auctinc équation générale entre a;, ^, r, on fera usage des équations (14)9 et Ton aura
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pn supposant toujours
Ces deux équations simultanées , étant du second ordre , donneront j et z en fonction de x et de quatre constantes arbitraires.
Si les deux limites sont indépendantes , on aura pour chacune
(19) (V — Ny' — N'a') ^x 4- My h- IN'^z = o.
Si pcair Tune d'elles il n'existe aucune condition , dx^ dj^ âz étant indépendants , leurs coefficients doivent être nuls séparément , ce qui donne trois équations entre les valeurs de x^ y^ ^•> J'ï ^' relatives à cette limite. Si, au contraire, à cette même limite, x^y^ z devaient satisfaire à unç équation donnée ^{x^y^ z) = o, on aurait
''t j^ + ^ *, + !^ fe = 0.
dx dy dz
Eliminant àz entre cette équation et (19), il ne resterait plus que les indéterminées àx^ dy dont on égalerait sépa-r rément les coefficients à zéro. On aurait donc encore trois équations entre les valeurs de x, y^ -2, y', z' relatives à cette limite. On agirait de la même manière si Ton avait une seconde équation.
Actuellement il est facile de déterminer les constantes arbitraires introduites par l'intégration; car les équations obtenues entre x, y, z , et ces quatre constantes devant être satisfaites par Jr,,yi, Zj, et parxs,j^j, Zj, il en résultera deux équations pour chaque limite. Ainsi , pour chacune d'elles, on aura cinq équations entre les valeurs de x^y^ z qui s'y rapportent et les quatre constantes; on pourra donc déterminer ces constantes et les valeurs de jr, j, z, relatives aux limites.
" 2°, Si ies variables x^ j^ z sont tenues de satisfaire à une équation F (a:, j', z) = o, il faudra faire usage de la formule (i5)^ qui devient, dans ce casi,
> Eliminant z au moyen de l'équation V(x^ y^ z) == o, on
aura une équation du second ordre entre x et y. En Tintégrant^ on connaîtra j^, et, par suite, z^ en fonction de x et de deux constantes arbitraires.
Les valeui^ de x^-, y^ ^i^ ^t^Jt^i ^t^ se détermineront comme dans le cas précédent, en observant qu'elles doivent satisfaire à l'équation F(x, y, z) = o. On aura alors quatre équations pour chaque limite. Les deux constantes arbitraires se déduiront de ces équations, ainsi que les valeurs de x, j", z relatives aux limites.
application à quelques problèmes particuliers,
194. Ligne de longueur minimum, — Considérons d'abord le cas où l'on ne donne pas de condition générale entre les coordonnées a:, jj z des divers points de cette ligne, c'est-à-dire où elle n'est pas assujettie à se trouver sur une surface donnée.
L'intégrale qui doit être minimum est
Jl dx ^*\
on a donc
V = V'i 4-j''^-hi'' = ;T-î M=::0, M' = O,
y' dr ^. s' dz
as
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Les équatious (i8) deviennent
dx ' flx
N et N' sont donc constants, et, par suite, j^' et z'. Soient
on en déduit
j = Gr -I- </, 2 = Cx -h d'.
Ainsi ^ quelles que soient les conditions relatives aux extrémités, on trouve , comme on devait s'y attendre ,. les équations d'une ligne droite.
L'équation (19), qui doit avoir lieu pour chaque extrémité, devient
ou
dxSx -\- djrSy -\- dz$z = o.
Or il y a trois cas à examiner pour chaque extrémité : 1**. Si l'extrémité (0:1, j-,, z^) est fixe, on a
. dxi = o , ^, = o , ^3, = o ;
ses coordonnées Xi^yi^ z^ sont données, et les constantes C^Gj d, d' devront satisfaire aux deux conditions
jr, =r O, -h d, z, = Cxi -hd\
2**. Si cette extrémité satisfait à une équation F(x^y^ ^)=^>
on aura
dF . dF ^ dF .
ilx dy dz
Eliminant dzi entre l'équalion (19) et celle-ci, puis égalant à zéro les coefficients de âx^ et c^i , on obtient
dF ,dF ,dF ,dF „ , dF ,dF
-r- = 2'— -, j'-— rrz'— -, d'où ---=jr'--, dz dx dt, dy dy dx
OU
dz dx dy dx
équations dans lesquelles a:, y^ z sont remplacés par
Ces deux équations seront jointes à Y{x^^y.^^ z^) = o, et aux deux suivantes :
j, = Cjc, 4- d, 3, = C'a:, -f- rf'.
On aura ainsi cinq équations entre a:i,j^i, z^ et les quatre constantes. ,
3^. Si Ton donnait deux équations entre o^i, j"i, Zj, on arriverait de même à cinq équations entre elles, et les constantes.
Ainsi, pour chaque extrémité, soit libre , soit assujettie à une ou deux conditions , on trouve toujours deux équations entre les constantes, ou directement , ou par l'élimination de^i, j^i, ^1. Donc les quatre constantes pourront toujours être déterminées par les conditions relatives aux deux limites.
195. L'équation (a) renferme une propriété géométrique remarquable de la, ligne minimum. En effet , elle exprime que la direction qui fait , avec les axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à dx^ dj^ dz , est perpendiculaire à celle dont les cosinus sont proportionnels à dx^ Sy^ Sz, D'où il résulte que la tangente à la ligne cberchéj , menée par l'une quelconque de ses extrémités , est perpendiculaire à toutes les directions suivant lesquelles cette extréniité peut se mouvoir. Elle est donc normale à la courbe ou à la surface sur laquelle doit rester cette extrémité, si elle n'est pas fixe de position.
196. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit assujettie à se trouver sur une surface donnée , ayant pour
équation
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il faudra ) dans ce cas, satisfaire a Téquation (20), qui se réduit à
d¥d^_^dFd1!V ^d ^ — — l ^
dz dx djr dx dz * ds dy ' ds
Cette équation du second ordre , jointe à la précédente ^ donnera y et ^ en fonction de x et de deux constantes arbitraires.
L'équation (19) aura lieu pour chaque limite, et démontre encore que, si elles ne sont pas fixes, la courbe cherchée est perpendiculaire aux courbes suivant lesquelles elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. Dans Tun et Tautre cas , les constantes se déterminent par les moyens déjà indiqués.
Ivl, L équation -; — 7-- = ------- lait connaître une
^ dz ds^ dy ds^
propriété remarquable de la ligne minimum. En eifet, la
droite qui joint un quelconque de ses points au centre de
courbure fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont
proportionnels a -— » -jj-^ — ^ et les cosinus relatifs a la
normale à la surface sont proportionnels à -r- 5 -7- > -7- •
^ * dx dy dz
Or Téquation précédente donne
ds'
ds'
dF
=" rfF'
dy
dz
et il est facile de voii; que ces rapports sont aussi égaux i d'x
ds^
-T^\ car la symétrie des données relativement à x^j^ z
dx
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montre qu'en dirigeant autrement le calcul, on aurait trouvé ce dernier rapport égal à l'un des deux autres.
C'est 5 au reste , ce qu'on peut facilement vérifier.
En effet, les équations (b) donnent
d^f ds'
ds^
d^X dy ^ d-z dz ds^ ds ' ds^ ds
d^x ds'
dF
■" dF
~ ^F dy dF dz
^ dF'
dy
dz
dy ds dz ds
dx
comme nous l'avions annoncé; la direction de la normale à la surface se confond donc avec celle de la droite menée du même point au centre de courbure de la ligne minimum. En d'autres termes, le plan osculateur de cette courbe est constamment normal à la surface.
.198. Aire de rwolution minimum, — Proposons-nous de trouver la courbe plane passant par deux points donnés, et qui engendre une aire minimum, en tournant autour d'un axe AX situé dans son plan.
minimum; et x
L'intégrale I y ^dx* + ^ * devra être mini
n'entrant pas sous le signe y, il est convenable d'appliquer les équations ( 1 6) ou ( x 7) . En prenant les premières, et observant que L, N, P,... sont nuls, on trouvera, en désignant par c une constante arbitraire, ^
ydx
M=zCy ou — = r-j
sjdx'^'^dy^ d'où l'on tire
et, en intégrant.
l = ,.(^l±^^lll£'), y + siF:r^^ce ' ,
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d'où
équation d'une chaînette dont les branches infinies s'élèvent au-dessus de Taxe des x, la direction de la pesanteur étant supposée perpendiculaire à cet axe.
Les constantes c , Ci se détermineront en exprimant que l'équation est satisfaite par les coordonnées des points donnés. Si Ton considère le cas le plus simple, où les ordonnées de ces points sont égales , 1^ courbe sera symétrique par rapport à la perpendiculaire à l'axe , menée à égale distance de ces deux points. Soient a et — a leurs abscisses respectives , et b leur ordonnée , ou aura d'aboi'd Cl = o pour que l'équation ne change pas quand on remplace X par — X 5 puis
=iG'-^^"')'
ce qui détermine c.
Si l'on pose - = m, on a — = J (e"-|-e~"*), et Ton con-
naîtra u par l'intersection de la droite y = — et de la
chaînette j^ = |(e" + e*""); la valeur de c s'ensuivra.
199. Il n'est pas toujours possible de satisfaire à l'équation
ab e" -f- e'
En effet, le second membre est infini pour z*= o et u= QO] dans l'intervalle , il reste fini et positif : il a donc
un minimum, et le problème serait impossible si — était
2b moindre. Cherchons donc la valeur de — relative à ce
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minimum : il y aura une seule solution si l'on donne —
égal à cette valeur; deux, s'il est plus grand 5 et aucune, s'il est plus petit.
La valeur de u relative à ce minimum satisfait à
Si l'on éliminait u entre cette équation et la précédente, on aurait 1 équation qui doit déterminer la plus petite
valeur que - puisse avoir pour que le problème soit pos-
sîble.
Si l'on observe qu'on a identiquement
(V — é?-«)» = (^ -I- tf-")» — 4 /
la dernière équation peut se mettre sous la forme
u d'où résulte
et, par suite,
Or
ib / u^ u' \
d'où
Si Ton néglige t dans le second membre, il devient trop
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petit; ainsi
->-iH « -f- E "+"•••• i
La réciproque de cette valeur est donc plus grande que
^•, et si on la substitue dans le second membre, il défi»
vient trop grand et donne une limite supérieure de —
Il en résuite une valeur trop grande pour r; et, en continuant ainsi , Ton aura une série de valeurs alternative-
ment plus grandes et plus petites que -? et qui s'en rapprocheront indéfiniment. On trouvera ainsi
Il faut donc que -le rapport - soit au moins égal à
1,19967 pour qu'il y ait une courbe qui engendre une aire minimum ; et Ton concevra la possibilité qu'il n^en existe pas , si Ton observe que , lorsque la courbe coupera Taxe, les ordonnées deviendront négatives, et l'intégrale décroîtra indéfiniment.
Si Ton a - )> 1 9 19967, on a deux solutions \ mais elles
ne peuvent donner deux mini ma , car il devrait y avoir un maximum intermédiaire, ce qui exigerait trois solu* tions. Elles ne peuvent non plus donner deux maxima ; elles donnent donc un maximum et un minimum. L'intégrale diminuant jusqu^à Pinfini négatif, on voit que le maximum correspondra à la chaînette qui aura son sommet le plus bas , et le minimum à celle dont le sommet sera le plus élevé. Cette dernière correspond à la plus grande des deux valeui^ de c^ puisque l'équation de la
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courbe est
et qu'en faisant x = o, on trouve c pour ordonnée du sommet.
200. Maximum de Voire, de courbes îsopérîmètres . — Supposons que les extrémités de la courbe soient données, et aient pour coordonnées* .ri,j^i et Xt , j^j -, l'intégrale qu'il faut rendre maximum est i ydx^ et Ton
doit avoir, en désignant par / la longueur donnée de la courbe ,
Jx,
On posera , diaprés la règle du maximum relatif,
X n'entrant pas soua le signe /, on appliquera l'équation ( 1 7), et l'on trouvera
ou
d'où
(r — ^)v^" •+• r''^a=rO;
Va» - u - cy '
et enfin
{y — ^Y -h (^ — c')' = aS c et c désigna ut deux i on s tan les arbitraires. La courbe est
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donc un arc de cercle 5 et il reste à trouver les constantes a^ c^ c. On exprimera d'abord qu'il passe par les deux points extrêmes donnes M, N {fig, 5) , ce qui donnera
{x, — cy + [Xy — </Y = a%
{x, — cf -+- {y, — f')» = a»; d'où
x\ — x', — 2c(x. — ar,) -4- jî — y\ — 2c'( j, — /,) = 0,
équation qui exprime que le centre se trouve sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint les extrémités.
Soit d la longueur donnée de cette droite , on aura
a = 2a sin — ?
équation qui détermine a 5 c et c' s'ensuivront, et l'on trouvera deux cercles dont les centres O, O' seront symétriques par rapport à la corde donnée. L'un se rapportera au maximum, Tautre au minimum : car les deux aires sont respectivement égales au trapèze MPQN , augmenté ou diminué de la même quantité MRN 5 donc , si l'une est maximum, l'autre est minimum. On en conclut encore que cette surface MRN est maximum \ et si la question a pour objet l'aire comprise entre la corde donnée et l'arc , elle n'est susceptible que d'un maximum , et il est déterminé par l'arc de cercle dont la corde et la longueur sont connues.
Si la grandeur de l'arc et la direction des axes étaient telles que le segment MRN fut coupé par les ordonnées extrêmes, cette dernière proposition n'en serait pas moins vraie: car, si l'on suppose la courbe déterminée, on peut y tracer d'une infinité de manières une corde telle que , pour un sysjtème d'axes convenable, on rentre dans le cas précédent. Or, l'aire totale étant maximum, ce segment
le sera de même en laissant son périmètie constant; donc il est terminé par un arc de cercle : ce qui ne saurait être pour toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la courbe entière n'est pas un arc de cercle. Si les deux points M et N se confondent , on a le cas d'une courbe fermée, et l'on voit qu'elle doit former un cercle entier.
201 . Maximum de la surface engendrée par la réi^o-' lution de courbes isopérim êtres, — Il faut, dans ce cas, que
i ydx sji +j^'* soit maximum , en même temps que
Jdx ^i + y* = l'^ on devra donc poser
ou
Le calcul sera le même que dans le cas déjà traité, où l'on ne donne pas la longueur de la courbe. Seulement y •+- a est substitué ky. On trouvera donc
La courbe est encore une chaînette. Les trois constantes , a , c , Cl , se détermineront en exprimant que la courbe passe par les deux points donnés , et que sa longueur est /.
202. On démontre en statique que la chaînette est, de toutes les courbes isopérimètres, celle dont le centre de gravité est le plus bas possible. En admettant cette propriété , on aurait pu conclure que la courbe qui engendre l'aire minimum est une chaînette dont la convexité est a* édU. 1 7
tournée vers Taxe, et que celle qui engenclpe l'aire maximum est celle qu'on obtiendrait en supposant Faction de la pesanteur dirigée en sens contraire.
203. Solide minimum engendré par la révolution de courbes isopérimètres, — Soit / la longueur d'une courbe qui passe par deux points donnés ^ et tourne autour d'un axe situé dans son plan ] le solide engendré aura pour expression / Try*dx. Ainsi i j^'Jj: devra être mini avec la condition
minimum,
dx ^1 -h y = /.
On devra donc poser
et la condition du minimum sera , en appliquant la formule (17),
ou
( J' — ^) \^' -+- y -h a = o ; d'où Ion tire
dx =
Cette équation est celle de la courbe nommée élastique, qui représente la figure d'un ressort en équilibre sous l'action de certaines forces. On ne peut l'intégrer que par série. Les deux constantes a et c, ainsi que celle qu'întroduirait l'intégration , se détermineraient en exprimant que la courbe passe par les deux points donnés , et que sa longueur est /.
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204. Brachîstochrone. — On nomme ainsi la courbe que doit suivre un corps pesant, pour descendre d'un point à un autre dans le moindre lemps possible. En désignant par g la pesanteur, on a
en désignant par x les ordonnées comptées verticalement, en sens inverse de la pesanteur, et par Xi celle du point le plus élevé. On tire de là
I ds
dt =
sf^ six, — X
et , pour satisfaire à la condition donnée , il faudra que
Je* ds . . .
I -== soit minimum ,ou que l'intégrale X, V^i — X
négative 1 ^^Kl — — IZ ^** maximum 5 ce qui
donne d'abord les équations
\JXx X ^ ^X, — X ^^
d'où
dy c c „
dz c c
Cette équation montre que la courbe est comprise dans un plan vertical. Prenons ce plan pour plan des XGly\i\ est connu, puisqu'il renferme les deux points donnés. On a alors ^ = o, et il ne reste que l'équation
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Si Ton change Xi — xen x, cette équation devient
dx =. eix
ce qui s'intégrera facilement.
Cette courbe est une cycloïde dont nous allons reconnaître la position.
B et C (Jig' 6) étant les deux points donnés , la transformation que nous avons faite revient à prendi'e l'origine en B , et Taxe des x dans la direction de la pesanteur. Dans ce système d'axes, une cycloïde dont la base serait BY et l'origine en B, aurait pour équation différentielle
y 2fl — .1
djr = dx\l '^_ 9
a étant le rayon du cercle générateur.
La courbe cherchée est donc une cycloïde dont la base
est BY, le diamètre du cercle générateur - -, et dont l'une
des extrémités de la base est B.
La constante c se déterminera en exprimant que l'équation finie de la cycloïde est satisfaite par les coordonnées du point C.
205. Supposons maintenant que les deux points extrêmes, au lieu d'être fixes, soient assujettis à se trouver sur des courbes données. On parviendrait, comme dans le
premier cas, à l'équation r = - >2^ + c\ qui prouve que la
courbe est encore située dans un plan .vertical. Ce plan est inconnu , mais Téquation de la courbe, rapportée à des axes pris dans ce plan , n'en aurait pas moins la forme déjà trouvée 5 d'où Ton conclut que cette courbe est une cycloïde dont la base est horizontale et dont l'origine est
au point de départ. Tout se réduit à trouver les coordonnées des deux points extrêmes et le rayon du cercle générateur. Les deux limites .étant indépendantes Tune de l'autre, on devra avoir, pour la première, l'équation
(a)\ i '^£Ùr — (V — N/--]NV)ba:. — Niîr. — N'^«, = 0. Dans le cas actuel , on a
ds r/V_ — Wl -h y'^ + z'^ _ _ ^
' (j?, — xy 2(0?, — x^Y
L'équation (a) deviendra donc
— c8yi — c'^Zx )
L'intégration par parties donne
= — V -^cy -h c'*'.
Il faut , dans cette dernière quantité , substituer à x suc-
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cessivement x^ et Xi, et retrancher le second résultat du
premier. Pour éviter la difficulté relative au facteur
(xi — x) * , qui devient infini , nous prendrons d'abord une limite différente de Xi , et nous opérerons les réductions; puis nous passerons à la limite x^. Les trois termes V — ey' — c'z\ relatifs a cette limite qui tend vers Xi 5 seront détruits identiquement , et il restera enfin Téquation
(b) (— V 4- cf' 4- cV), Sx^ — c^Ti — c'Sz, = o.
En substituant les valeurs de V, c, c\ on trouve
y-^cy -h c'z' =
et l'équation (i) devient
dxi Sxi -h dy2 fyi -+• dz-i ^2, z=z o.
Elle exprime que le dernier élément de la cowbe cherchée est perpendiculaire à la direction de la tangente à la première courbe donnée, au point de départ. L'équation relative à la seconde limite est
(V — N/ — Wz% Sx, -h ^Sy, + WSz, = o , ou
dx2 Sx2 -f- dfi fyi -^ dzzSzi = Of
ce qui montre que le dernier élément de la cjclo'ide est perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don-née y au point d'arrii^ée.
Ces diverses conditions déterminent la cycloïde dont le premier élément est toujours vertical, et la base horizontale.
Si les deux courbes étaient dans un même plan vertical , les propriétés que nous venons de démontrer prouveraient que les tangentes aux courbes données, aux points de départ et d'arrivée, sont parallèles entre elles.
Calcul des différences finies.
206. On appelle dillërence d'une variable , l'accroissement fini qu'elle reçoit. Les différences des fonctions sont déterminées par celles des variables dont elles dép^ident : on les désigne toutes indistinctement par la caractéristique A.
La différence entre les deux valeurs que prend une fonction quand la variable dont elle dépend prend deux valeurs successives , se nomme la différence première de cette fonction. Cette' différence est, en général , une fonction de la même variable \ et sa différence première, correspondante à un nouvel accroissement égal de cette variable, se nomme la différence seconde de la fonction. La différence de la différence seconde est la différence troisième de la fonction; et ainsi de suite. Si Ton désigne par u cette fonction , ses différences successives sont représentées par
207. Supposons généralement que la différence Ax soit une fonction déterminée ^(a:) , et soient
les valeurs successives qui en résultent pour la variable x ; de telle sorte que l'on ait
a:, = or -f- Ax, X2 = a\ -f- Ao?, , x^ z= x^ -h Axa, . . . ,
équations qui pourront encore s'écrire de la manière suivante :
Xi =: X -+- Aj7,
jc, = X -4- Ax 4- Aj;, ,
.r3 z=z X -h £^ -h Ao?! -\- AoTj,
Xm^i =r a: 4- Aj? -4- Aor, -f- • . • -f- àx^-ii x„ = j: H- A.r -f- A.r, -f- . . . -+- Aj7,;,_, .
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Toutes ces expressions peuvent être considérées comme dépendant uniquement de la première valeur arbitraire x \ car Ax étant une fonction de j:, oti ou x H- Ax l'est de même. Axi ou J\Xi) est donc aussi fonction de x seulement , et par suite aussi x^ , qui est égal à x+Ax-^Axi, De même, ùkx^ o\if{Xf) sera fonction de x seulement, et par suite aussi x^ ; et ainsi des autres indéfiniment.
Il est encore utile d'observer que chacune de ces valeurs successives peut se former de la précédente, en y changeant x en x + Ax. En effet, supposons qu'il en soit ainsi jusqu'à x^^i inclusivement, et changeons x en x+Ax dans a:«_i : son premier terme x devient x+ÙX] son second terme Ax devient Axi ^ son troisième Axi devient Ara , et enfin son dernier devient Ar,„_i 5 par conséquent, x^^i se trouvera changé en x,n. La proposition est donc générale , puisqu'elle est vraie pour Xi . Si maintenant on considère une fonction quelconque m =3 (f(x)^ et que l'on désigne par
les valeurs correspondantes à x, Xi , . . . , a:,„, chacune de ces valeurs successives de u pourra être considérée comme fonction de x seulement, et se déduira de la précédente en y changeant x en x+ Ax] car, puisque l'on a généralement
et que x^ ne dépend que de x, et s'obtient en changeant xen x+ Ax dans x,„_î , ii,n sera aussi fonction de x seul , et se déduira évidemment de m,„_, par ce même change^ ment.
208. D'après la définition que nous avons donnée des différences successives , la seconde différence A*m sera l'accroissement que prendra Am quand on y changera x en X + Ax ^ la troisième différence A'a sera l'accroisse-
ment de A'm résultant du même accroissement Ar, que l'on y fera subir à j:^ et ainsi de suite.
De même, Ai/j étant l'accroissement de Ui relatif à l'accroissement Axi donné à jTi, A*z/i sera l'accroissement de Aui quand on y fera croître Xi de Ax^ ^ et de même pour les différences suivantes. On voit donc que les différences successives de Ui seront les mêmes fonctions de Xi que celles de u le sont de a:; et il en sera de même pour les différences de m,, i/s,..., «,«9 etc. Il résulte de là que toutes les différences de i/,„ s'obtiendraient en changeant x,n-\ en x„^ dans les différences correspondantes de m,„_i ; et , comme on a vu que ce changement s'opère eu substituant X •+- Ar à X lorsque l'on considère x,„_i comme exprimé en fonction de x, il s'ensuit que les différences d'un même ordre quelconque des quantités
il y Uif U2 ) • • • 9 ^m—ï > ^
my
se déduisent chacune de la précédente, en y changeante: en jc + Ar . On observera encore que, pour obtenir A"Mp, c'est-à-dire l'accroissement de A"~*Wp, dans lequel on change Xp en Xp + AXp, il suffit de prendre l'accroissement que prend A"~*Mp considéré comme fonction de x^ dans lequel on changera x en x + Ax,
Ces propriétés appartiennent aux différences successives de x^ comme à celles de la fonction quelconque u.
209. U est facile d'exprimer la différence A"*u au moyen des m 4- I valeurs z^ , z/] , 1/2 , . . . , ï/,„.
En effet , on a d'abord
Pour obtenir A'ii, il faut, dans l'expression de A«, changer X enx -}- Ax, et prendre l'accroissement résultant. Cette substitution changeant respectivement Ui et u en u.
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et i/j, ou trouvera
De même A'm sera raccroîssement de l'expression de
A'm , dans laquelle on changera x en x + Ax^ et Ton
aura
à?u = «3 — 3 «2 -h 3iii — u.
On voît jusqu'ici que les indices de u décroissent d'une unité, depuis l'ordre de la différence jusqu'à zéro ; que les coefficients sont alternativement positifs ou négatifs , et sont égaux à ceux de la puissance de même ordre d'un binôme^ Or, la manière dont on passe d'une différence à la suivante prouve que cette loi est générale. En effet , si l'on a
A"U Z=: Un Aia„-i -h A.2lln~2 — • • •
i~ "-p^n—p "~" A.p^.iUn—p — I -+" • • • )
la différence suivante sera
Un—\ — . . . — Ap+i
— An
^^Hm-p
La loi des indices de u est donc la même pour cette différence , et les coefficients se forment de ceux de la pré- . cédente, en ajoutant, en valeur absolue,' chacun d'eux à celui qui le précède : donc , si , pour une différence , ces coefficients sont ceux de la puissance du même ordre d'un binôme, tel que a — S, ils seront soumis à la même loi pour la différence suivante. Donc cette loi est générale, puisqu'elle a été reconnue pour la seconde différence. On a donc , quel que soit m ,
(i) A*"/* = w„ — wWfl,_, H ^ Uni-2 ~ . . . ± w :
te dernier terme sera positif si m est pair, et négatif dans le cas contraire.
on aura
Un = U "{- Al
Att-f-Aa
ti^u ■+- .
210. Réciproquement, on peut exprimer u,n au moyen de u et des m différences ùu^ A'u, . . . , ùf^u. En efiet, on a
tti = it + An 9 «2 = a -f- 2 Aa 4- A*a, ... ;
et , comme on a , en général ,
Un = M„_, + Aw„_, ,
on voit que 9 si Ton a
Un-i = a -H A,Aa + AjA'a -f-. . .
-h ApùiPu -f- A^^.,A/'+'w + . . . ,
Donc , si les coefficients des termes de i/„.i sont ceux du développement de (a + S)""*, les coefficients des termes de Un seront ceux de (ce + ê)" : quant aux indices des différences, ils croîtront de même depuis ô jusqu'à fi. Or ces lois ont lieu pour u^ ; donc elles sont générales, et l'on a
(2) u„ = u -^ mtiu H ^ A*a -f- . . . H- A^m.
L'analogie entre les seconds membres des équations (i) et (2), et le développement de la puissance /wd'un binôme, permet de les remplacer par les équations symboliques très-simples
^'"a = (u^ i)"", tf;„ =r (i -4- Att)*,
dans lesquelles il faut entendre que les exposants des puissances de u et Au sont remplacés par des indices.
211. Differentiation des fonctions, — La différence première d'une fonction n = ¥{x) est Y(x + ^x) — F(j:). Voyons ce que devient celte difterencc et celle des ordres
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suivants , quand on prend pour F(^) les fonctions simples x^^ a', log»r, sinox, cosflor, et que l'on suppose Ax constant.
Soit d'abord u = k.x^\ m étant positif, on aura
= A maf'-'^x H- ^—^ — Ajp^ -f- . . . + ^x^ h
La première différence d'un monôme est donc d'un degré moindre d'une unité 5 et il en est de même d'un polynôme quelconque , puisque la différence d'une somme est la somme des différences.
Il résulte de là que la différence m'^"'* d'un polynôme entier du" degré m est indépendante de x. Soit , par exemple ,
pour la trouver, il suffira , dans chaque différence successive, de considérer le terme du degré le plus élevé : car les termes fournis par les autres disparaîtront, au plus lard , à la dernière différentiation \ donc ils ne changeront en rien le résultat. D n'est donc nécessaire de calculer que la différence m**"*'' de kx"^.
Sa première différence a , pour premier terme ,
et nous négligerons tous les suivants dont le degré est moindre. La différence de ce premier terme, dans lequel nous supposons Ax constant , a , pour premier terme ,
km {m — i)x^''^^x^y
et nous négligerons encore les suivants.
En continuant ainsi , l'on arrive évidemment à
^'"u = A/w [m — 1 ) (''' — 2) ... 2 . 1 Aot".
La différence /w*'"" étant constante , quel que soit x, les différences d'ordres plus élevés seront nulles.
212. Si l'on considère le produit de n facteurs, croissant par degrés égaux à Ax ,
u = X ( JC -f- àx) (x H- 2 àx) ... [x -h {n — I ) Ao;] ,
on trouvera immédiatement
Au = (x -h Aj?) (x -h 2 A^p). . . [a: -4- (/i — i) Ajr]«Ax, A'a = (jr -f- 2Aa:). . . [a: + (/i — i)àx]n{n — ijAx»,
A"a z= n(n — i) . ..2.1 àx^.
Toutes les différences suivantes sont nulles. Si l'on avait
x(x -h Ax). . . [a? -f- (w — i)Ajr] on trouverait
— nàx
Atf = —7 r 7 r?
X (o? -f- Aj:) . . . (x h- /? AxJ
^,^_. /?(/!+ i)Ajr»
a:(j? 4- Aor). . . [j; H- (/î -H i)Aa:]
— «(/i -h 1) (/2-f-2)Ajr»
ar(ar H- Aar) . . . [j? + (/i + 2) Ax]
et ainsi de suite indéfiniment.
La formule générale (i) devient, dans le cas de
ùJ"u = (x -H m^xY — m\x -\- [m — i) Ax]" ,
m (m — I ) . , V -1 / VI
_l i L [a? 4- [m — 2)AjrJ«...qpw(x-|- Ax)»±jc«.
Si m = n, le second membre est égal à i . 2 . 3 . . . . , /iAr", quel que soit x. Si , dans ce cas, on fait x= o, on obtient,
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quel que soît le nombre entier n , ^
Si l'on a m > w , A'^u est nul , et l'on a , en faisant a: = o,
« / \- wfni— i) , .
m'*-'m{m'-' "^ , ^ ^ (/» — 2)" 4-...qp/w =0.
Ces deux formules remarquables sont utiles dans la théorie des nombres
21 4« Soient maintenant
u = a*, on aura
Au = a*^-^* — û* = fl*(a^*_j).
donc
Soit
u = sin(tf^ ^^ ^)y
Aa = sin(<iar 4- «Aar -f- ^) — ^(ax -H ^}
(aAx ,\ ax H h ^ ) •
Si M = cos(aa: + i), on aura
Ait = cos(a:c'-f- aàx -f- ^) — cos(âfâ? 4- b)
. ûAj? . / aAjc \
= — 2 sm -^37- sm ( âur H f- ^ }•
iiAjc
= 2sin cosl^o?
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Au moyen de ces deux formules , on obtiendra
et , en général ,
(aùkx\^ sin ) s\n{ax -h ruttix -4- A),
sin — ^ I cos[ax-4-(^-^T)«^-^^];
les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et les signes inférieurs quand n est impair.
On ferait un calcul semblable pour cosax.
217. La différence m*''"*A"*i« peut s'exprimer généralement au moyen des dérivées de u. On peut aussi la repré^ senter par une formule symbolique très-simple.
On a d'abord
du d^u A<r*
Att = -j-ùix -h -r-r h . . . •
dx dar 1.3
Si l'on change u en Am , on aura A*w , et il est facile de voir qu'aucun terme ne renfermera une dérivée d'ordre inférieur' au second. En continuant ainsi, on reconnaît que Ù!^u sera de la forme suivante :
^"'u = A -r— ^x^ -h A, -r-rrr Aa:""*"' -f- . . . ,
les coefficients A , Ai , . . . étant indépendants de la forme de la fonction u.
Pour les déterminer, posons u = e*^, l'équation deviendra, en supprimant le facteur e^,
{e^ — i)" = Aàx^ -f- A.Ax-^' 4- ... ; et, comme ùx est indéterminé, les coefficients des mêmes
2^2 COURS D^NALYSC.
puissances devront être égaux dans les deux membres ; on connaîtra donc A , Ai , . . . .
La valeur de A"^u peut se représenter par une formule symbolique, en observant que le second membre de la dernière équation se changerait dans la valeur de A'"u si
Ton substituait — Ax à Ax, et que , dans les puissances
de—, l'exposant du numérateur fut changé en indice de différentiation. On aura donc, dans ce sens,
218. Lorsqu'on sait trouver la différence de deux fonctions, il est facile de trouver celle de leur produit, ou de leur quotient , au moyen des formules
ùi(utf) = vLu -h u^v -f- AmAp,
u v^u — aAc
Si l'on considérait les produits de plus de deux facteurs , la formule se compliquerait rapidement. Dans le cas où ils seraient égaux , on trouverait immédiatement
Afw") = ««"-'Am -f- ^^'^ ' "~ ^^ «"-^Aw^ -f- . . . -f- Aa".
Calcul inverse des différences.
219. L'objet qu'on se propose dansée calcul est de remonter de la différence d'une fonction à cette fonction même; ou, plus généralement, de déterminer une fonction quand on connaît une relation entre elle , ses différences d'ordre quelconque et la variable indépendante.
La différence d'une quantité indépendante de la variable
étant zëro, il s'ensuit que, lorsqu'on aura trouvé une fonction d'après une différence donnée , on pourra lui ajouter une constante arbitraire, et l'on aura une solution plus générale de la question. Mais ce ne serait pas la plus générale, comme dans le calcul infinitésimal ^ et, pour l'obtenir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée la fonction la plus générale ayant pour différence zéro.
Or, si l'on donne à x l'accroissement Ajc, toute fonction périodique de x ayant Ax pour période prendra un accroissement nul , à partir d'une valeur quelconque de x ; et, réciproquement, il n'y a qu'une pareille fonction qui soit dans ce cas pour toute valeur de x. On voit donc que, lorsqu'on donne l'expression de la différence d'une fonction de x^ relative à la différence Aj: de cette variable, il suffira de connaître une fonction particulière qui satisfasse à la question \ et l'on obtiendra la solution la plus générale en lui ajoutant une fonction périodique arbitraire, ayant pour période la différence donnée Ar.
On sait que toute fonction périodique peut être représentée par une série convergente , dont le terme de rang » -f- I a la forme
. 2/i7rx _ inizx An sin — h B„ CCS — — î
/ étant la grandeur de la période. On voit donc que, dans le problème inverse des différences, la constante arbitraire sera remplacée par une série dont le premier terme sera constant, et le terme de rang 7^ 4- i ,
. 2mvx ^ T-finx
An sin h B„ cos —
A.r àx
C'est là ce que nous désignerons , pour abréger, sous la dénomination de constante arbitraire.
Nous représenterons par 2i/ la fonction générale dont
2« ('dit. i8
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la difTéreuce première çsit u\ par £'<<, celle dout la difierençe seconde est u , et aiusi de suite.
220. Si l'on considère une valeur quelconque Xn de la variable et une autre valeur x telle que Xn = x + nâuTj n étant un nombre entier quelconque, il est facile d'exprimer raccroissement que prend la fonction F(x) dont la diiférence est u , lorsque la variable passe de x à x,, ^ car il est la somme dea accroissements correspondants
aux valeurs or, x-f- Ax,.»-? J^ + (» — 0^> ^^ ^ ^^^~ leur est, par conséquent,
on a doue
La fonction F (x), dont la différence est u , peut être considérée comme renfermant une constante arbitraire, ou plutôt comme étant elle-même une constante arbitraire , si Ton particularise la valeur :r.
Si on la désigne par C , et qu'on représente par Si/„ la fonction la plus générale qUî a pour différence m„, on aura la formule suivante :
221 . U est nécessaire d'observer que la fonction périodique qui entre dans C devra être traitée comme une quantité indépendante de x, dans les intégrations. En effet, supposons qu'on cherche la fonction la plus générale dont la différence soit la fonction ^, dont la période est Ax. Si l'on considère une valeur quelconque de or, et toutes celles qui en diffèrent d'un multiple quelconque de Ax, les valeurs correspondantes de la fonction cherchée sej^ont les mêmes que si (f était remplacée par une constante égale à sa valeur relative à la première valeur de z. Donc, en traitant <p comm^ on traiterait une quan-
SECOHOE PARTIE. 2^5
tité indépendante de j:, on aura la fonction dont la différence est f •
On peut d'ailleurs le vérifier bien facilement. En effet , la fonction dont la différence est une quantité a ^ indé-
pendante de x, est — + C, C désignant une constante
arbitraire dans le sens déjà défini.
Or la différence de î^— est cp : donc ^^ •+- C sera la
fonction la plus générale ayant pour différence <f\ et comme elle ne diflère de la précédente que par le changement de a en f , il s'ensuit que ces fonctions périodiques doivent être traitées dans les intégrations comme les constantes proprement dites.
Intégration des Jonctions,
222» Nous commencerons par faire observer que tout facteur constant peut être placé indifféremment sous le signe S 9 ou en dehors ^ et que l'intégrale £ d'une somme est la somme des intégrales des parties qui la'cmnposent.
Cherchons d'abord l'intégrale de je^^ e'eet-à-dîre la fonction, qui croît de x^ quand oii y donne à x l'accroissement Ax, et que nous désignons par Sâf*^; pour cela , remarquons que Ton a
prenons maintenant l'intégrale de chaque membre, et considérons la constante arbitraire comme renfermée dans les sommes indiquées *, nous obtiendrons
(m -h i)/wf/iî — i) , ,
d'où
X*"*"' mtkx
f ^ I (/» + 1 ) Aj: 1.2
m {m — 1 ) ^x^ , Aj:"
Si l'on donne successivement à m les valeurs o, i , 2 , etc. 5 on obtient , en désignant par C une constante arbitraire ,
,-, , ' - 3ÂÏ" ~ ^"^ "^ 6" * "*■ ^'
Connaissant 2x~, on pourra déterminer S'jc"* en cherchant^ d'après les formules précédentes, l'intégrale de chacune des parties de 2.r", et ajoutant ensuite une constante arbitraire. On trouvera ainsi S'a:*, 2*x", etc. , et à chaque intégration il s'introduira une nouvelle constante arbitraire.
223; Nous avons obtenu précédemment la formule
A[x{a? -+- Ax)...(x -+- nàx)]
= (x -+- Aj?) (x -+- 2Ax).. . (x -h /î Ax) (rt -t- i)ax; donc
^(x -h Ax) (x -4- 2Ax). . .(x -+. /jAx)
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Nous avons encore trouvé
|_d:(a:4- Aor). . .{x + nAx)] r(a:-h Ax).. .[jc-H(/i-|-i)Aj:]' donc
(x -f- Ajt) . . .[:c -h (/î -h i) Ax]
(/i -h I ) Ajt . a:(a: -f- A;c) . . . (x -f- 71 A;r)
Nous avons trouvé
A sin(ajr -H é) = 2 sin cos ( ao: H h ojy
aLx / a^ ,\ A cos(âx + ^) = — 2 sm sm \ax '\ h p 1 •
Aj?'
Intégrant les deux membres , et remplaçant xH par jc.
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on obtient
y sin (ax -4- ^) =r • cos lax-^ b j •+- G ,
^ cosiax -f- ^) =: sin ( tfij? + b ) -f- G,
a sm
226. Déi^loppements de l'intégrale Z e» séries. — Nous avons trouvé précédemment la formule
nin — i) ,
tu z=: u -h nlu H 4 « -f-
Si Ton, suppose que la valeur u corresponde à j: = o et que Un corresponde k x = tiAx^ et soit désigné par Mj^, on aura
Ix \^ I
Aj7 1.2
A'tt
Soit
on aura
~(^ — i\ Vf. z= G 4- — *». H V-- Ai'a -h ...,
formule qui donne Tintégrale de (^ au moyen des valeurs de p et de ses différences, relatives à a: = o, et de la constante arbitraire C, qui est la valeur que doit avoir Zi^ pouriC==o.
Si les différences deviennent nulles, à partir d'un certain ordre, la série est composée d\in nombre fini de termes.
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Si Ton demandait Tintégrale seconde d'une fonction, on connaîtrait la différence seconde de Tintégralc. Ainsi , dans le développement de u,) ou connaîtrait A'ii, A'u, etc. , et Ton pourrait prendre arbitrairement u et Au.
Posant
on aurait
C et G' étant deux constantes arbitraires. On déterminerait ainsi une somme d'un ordre quelconque , au moyen de la fonction donnée p» et de ses différences , dans lesquelles on ferait a: = o. U est facile de voir que l'on pourrait partir de toute autre valeur particulière de x.
On peut encore exprimer l'intégrale 2m au moyen
de l'intégrale fudz^ et des fonctions Uy~j —j etc.
En effîôt , le théorème de Taylor donne
du d^u Ax* d^u Ax'
Aa = -—- àx -\- -7-7 — -f-
dx dJc^ 1.2 dx^ 1.2.3
d'où
du Ar^ icïd^u £ix^ ^r\d*u
2 au nx' ^^a-u ax" ^
5ï "^ IT2 2àdi^ "^ 7X3 2d
Si l'on prend toutes les sommes nulles pour x = oto , et qu'on désigne par Uq la valeur de u correspondante à Xq , on aura
d'où l'on tire
^du J__ H — Uo Ajt? ^^'rt Ax' ^d-^u
2âdx ^ Ax ri Zâdx^ """ 1.2.3 ^dj^ ""
2t&& couas d'analyse.
Si Ton remplace successivement m par i udt et par
-> etc. , on obtient
dx
dx
^ I r' àx -^dii ^x^ y^tl^u
2J^ '— SxX "' **^ ^ rrâ ^^- "^ I 2.3 ^Êkdx^ — • • • >
2iàdx^ ~ ^dx'~ T7i iddo^ "~ 1.2.3 Z^dx'^ "~ • • • >
^d^u I d'^u Aj? y^d*u Ax* y^d^u
-2^ "~ Ai r/x» ~ 772 -Zrf^ "" 1.2.3 ^dx^ ~- • • • >
les termes en dehors des signes 2 devant être pris entre les mêmes limites Xo, x.
Reportant dans la valeur de Su celles de 51 T~'
2 fia -7-^î etc. , on obtient une équation de la forme
y u =z — f udx h AAo: -r — h BAj?' -r- -f- . . . .
On déterminera les coefficients A, B,-etc., en posant M = e"^ et wfo = — 00 , ce qui donne l'identité
= T h AAx + BAx* 4- . . .
Le développement du premier membre fera connaître immédiatement les coefficients A, B, C... Or il est facile de démontrer que tous ceux qui multiplient les puissances paires de A,r sont nuls. Pour cela, nous ferons passer le terme — { dans le premier membre •, il suffira alors de faire voir que Texpression résultante jouit de la propriété de changer de signe sans changer de valeur lorsque l'on y change Ax en — Aa* ; ou , en d'autres termes , que l'on
a identiquement
ce qui se vérifie immédiatement.
On a donc
On trouvera ensuite
et , par suite ^
Lee coefficients numéri(|ues qui multiplient — > — =-7) 9 etc. , s« nomment les nombres fie Bernoulb\
Leurs valeurs sont
II I 'n^
La formule de Bt^.i est assez compliquée.
Eu faisant usage de ces nombres, la formulé (i) devient
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Sommation des séries.
228. Si Ton considère la suite des valeurs que prend une fonction u de x, lorsque x croît par degrés ^aux , depuis une certaine valeur jusqu'à une autre ^ on aura une série dont la différence sera la fonction u , dans laquelle on donnera à x sa dernière valeur augmentée de Ax.
En effet , posons
X = /lAx, et SUn = tt -h «I -4- Bj + • . •-+* Wn>
le premier terme u correspondant à a: = o.
Si Ton augmente x de Ax^ n augmente de i, et la série augmente de i/„4., 5 elle est donc renfermée dans l'expression générale de 2m„^i , et l'on a
Sa« = 2a«^, -h c, ou S«^ =r tiin -+-«»-♦-<?,
la constante arbitraire devant être déterminée par la condition que les deux membres soient égaux pour une certaine valeur de n .
Si l'on âuppose les accroissements de la variable égaux à l'unité, ce qu'on peut toujours faire par un changement de variable, on aura
Appliquons cette formule à la recherche de la somme de quelques suites.
229. Supposons d'abord m, = a:~, c'est-à-dire cherchons la somme des J>uissances m des nombres entiers, depuis o jusqu'à or; on trouvera, en faisant usage de la formule que nous avons donnée pour 21r*, et observant que la constante doit y être supposée nulle ,
« o * , ï xix-^x)
Sx = I -h 2 -h 3 -h. ..-h a: = -a7'H — 0?=-— ^ 9
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Sjc^= 1-4-8 -hun -i-„.'\-x^=:-ja*'^-x^-i",x^z='^^ — ^,
Sj:<-f-i-f-i6-f-8i -+-...4-^=^4— ar<-4--JF»—^-x,
&r*=i -h 32-1-243 -H... •+-^*=7r«'H — J?*H -sp* *'•
Nous avons trouvé précédemment
A . «(j: -+- Ax) ... [a: -h (w — i) Ar]
= (a: -I- Aj?) (j? + 2 Ar) . . . [ar -+- (/i — i ) Ar] //Ax.
Donc, en changeant 71 eu n + I9
y(j? -f- Ax) (x -f- 2 Ax) . . . (x -f- «Ax)
= 7 ? — , X (x H- Ax) . . . Tx -h» n Ax) -h c.
(« H- i)Ax ^ ^ ^ V ;
Si Ton considère de même la formule déjà trouvée
i — [n — i)Ax
jc(x-f- Ax) . . . [x -f- (/ï — 2) àx] «{jc-f- Ax) . . . [x -f- (« — 1 ) Ax] on aura, en intégrant,
(x-l- Asr) , . .[x -h (/i — i) Ax]
(/i — i)Ax x(x-i- Ax)...[x -+-(/! — 2)Ax]
D'après cela, il est facile de sommer les suites dont les termes généraux sont les expressions que nous venons d'intégrer, et l'on obtient les formules suivantes :
S(x-f-i)(x4-2)...(x-h/i) = 2(xH-2)(x-|-3)...(x-f-«-f-i)H-c
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en supposant que le premier terme de chacune de ces deux suites corresponde à x = o.
23i . Passons aux fonctions transcendantes , et cherchons d'abord Sa'.
Nous avons trouvé
a* la' = ,
a — I et Ton doit avoir
donc
,x -h Act
Si le premier terme de la suite correspond à a:=jo, on devra avoir
Ax
' = --n *+■ c. d'où c = —
Déterminons encore S sin(aa:4-i), Scos(ajcH-*). On a
Ssïsi{ax 4- ^) = 2 sin (ax -f- a^x + 6) + c
I / aÙLX \
! 2 sin —
Scos(tfj: -h ^) = 2 cos(ax -f- «Aj? -j- ^) -4- ^
o cm » ^ /
2 sm
Si les séries doivent commencer à a: = o , on trouvera , pour la première ,
cos Ib —
', «Ax
2 sin
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et, pour la seconde,
sin I b
a sm
et , par suite ,
cos [ ^ j — cos I flrx H h b \
Ss\ïï{ax -h b) =1 1^ ^ ^ /
2 sin
. fax-^aàx\ . /ax / sin I sm I h b
?\ . /ax
. aÙLJC sin
sm l ÛJT H h ^ ) — sm I A )
S cos(ax -^b) = i ? / ^ ^ ^
2 sm
(«a: 4- aàx
sm
Formules d'interpolation.
233. Lorsque Ton connait un certain nombre de valeurs d'une fonction , correspondantes à des valeurs données de la variable jc, et que l'on veut déterminer celles qui se rapportent à des valeurs intermédiaires de ar^ l'opération qui y conduit se nomme interpolation. L'objet qu'on se propose, en général , dans cette recherche n'est pas d'avoir des valeurs exactes, mais d'obtenir le plus simplement possible des valeurs qui aient un degré suffisant d'approximation. -«
i^îjS coufts d'ahajltse.
Dans le n° SS96 nous avons trouvé la formule
u, = u -^ — Att 4- . ^ ^ A*ir
Ax 1.2
Aj: \ Ax / \Ax y ^, -^ L A»«
u désigne la valeur de la fonction , pour x = o 5 et les valeurs de X croissent par intervalles constants égaux à Ar. Cette série se termine à A"u si la différence de l'ordre n est constante.
Or, si Ton donne les valeurs UjUi^Ut,.,,^ u„, et , par $uite, u, Ali, A'ii,..., A"i/, on pourra se proposer de trouver la fonction u, par la condition de reproduire les valeurs particulières II, 1Z1,..., lin ^ lorsqu'on donnera à x les valeurs o, Ar,..., nAr, et, de plus, d'avoir sa différence n*'"" constante, ce qui simplifiera la formule.
Ainsi la formule (i), arrêtée à A'*m, donnera pour Uj, une fonction du degré m en jr^qui satisfera aux conditions demandées. Et , si on la considère comme exacte, elle fera connaître les valeurs de m^. correspondantes à une valeur arbitraire de x. Mais il est convenable dç ne l'employer que pour des valeurs comprises entre o et nAx^ à moins que l'on ne sache que les différences des ordres supérieurs à n peuvent être négligées sans erreur sensible.
Si la première valeur u de la fonction eorreepondait à X'^=Xq et non à x = o^ la formule (i) ne subeisterah plus, et Ton devrait y remplacer x par X'^ Xq,
234. Lorsqu'on connaît u , Au , . . . , A"if , et que A^u est constante, on formera chacune des diverses, valeurs de A"^^u en ajoutant A"ii à la précédente. On obtiendra èe même chacune des valeurs de A"~*u on ajoutant à la précédente sa différence , et ainsi de suite, j^usqu'aux diverses valeurs de m, depuis la première jusqu'à l'infini.
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Ce procëdé esl employé pour la formation des TaUes , soit d'après un certain nombre de termes connus entre lesquels on veut en placer d'autres , soit d'après une équation exacte, mais d'une application peu commode.
235. Quelque rapprochés que soient les termes consécutifs d'une Table , on a souvent besoin d'en considérer d'intermédiaires, et Ton peut, la plupart du temps, considérer les différences secondes comme nulles. Dans ce cas, en supposant la valeur de or comprise entre Xo et oTo-t-Ax, la formule (i) donnera, en y remplaçant x parj: — Xo,
Si Ujc était donné et que x fût l'inconnue , on tirerait de là
Us— Il
àu
Si Ton ne peut négliger que les différences troisièmes , on prendra un terme de plus dans la formule (i). Dans ce cas , la formule ne donnerait pas aussi facilement x d'après Uj,^ parce que l'équation est du second degré en a: : la difficulté serait encore bien plus grande si l'on prenait un plus grand nombre de termes. On emploie alors un procédé d^approximation bien connu: on néglige d'abord les termes qui renfernxcnt x — Xo & des puissances supérieures à la première, ce qui donne, comme
Ux tt y.
dans le premier cas, x — Xo = —- — ÙX'^ puis on substitue cette valeur approchée dans le coefficient de la première puissance de x — Xo , mise en facteur dans tous les termes négligés*, et Ton obtient une valeur plus exacte de X — ^ jTo, qu'on substitue de la même manière; et ainsi de
suite.
On pourrait encore tirer la valeur de x-^Xq en faisant
ago coms d ahaltse.
mule (i) du n^ 227, qui donne, en remplaçant ^ par $^
et supposant u s=: f{pc) ,
Si Ton suppose d assez petit pour qu'on puisse négliger ^*, on aura simplement
I /(jt)rfx = (— -*- «, -+-«5 -4-. . .-h-j <ï.
Si l'on regarde y*(x) comme l'ordonnée d'une courbe , celte dernière expression est celle de la somme des trapèzes compris entre les ordonnées successives , les cordes de la courbe et l'axe des x,
2!)8. On peut encore employer la formule d'interpolation (i) du n° 233, pour représenter l'ordonnée de la courbe, puis l'intégrer entre les limites données; ce qui n'offrira aucune difficulté, puisque cette expression est entière et rationnelle.
L'emploi de cette formule revient à remplacer la courbe dont il s'agit par la parabole de degré n — i , qui a n points communs avec elle.
Quelquefois , au lieu de prendre cette dernière courbe, on considère une suite de paraboles du second degré passant chacune par trois des points donnés, et l'on remplace les parties correspondantes de l'aire cherchée par les aires de ces diverses paraboles, comprises entre les deux ordonnées extrêmes qui s'y rapportent. Il faut, pour œla^ que l'intervalle è-^^a soit partagé en un nombre pair de parties ; et chaque parabole donnera l'aire ayant pour base deux de ces parties consécutives.
L'équation de la parabole du second degré, passant par
j' = r. -H ^ Ar. +
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les points dont les abscisses sont o, ^x, ^£^^ et les ordonnées jo , Ji , Js , est
son aire entre les ordonnées yo ? Jt est
Ax(2jro -h 2AJ0 ■+- T^'^o)?
ou
On aura de même l'aire comprise entre j-j etjy*, entrey^ etye? et enfin entre j^j^., etj^j„; et il faudra faire la somme des expressions suivantes , dans lesijuelles y^ , J^i î • • • 9 y^n désignent les valeurs de f{pc) relatives aux valeurs a^a^^ Aor, • . . , et & ou a + nùkxi
L'aire cherchée, ou i!intégrale I f{x)dx^ aura ainsi pour valeur approchée,
X* Aj:, , 2Aj:.
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COURBURE DES SURFACES
239. Une surface ne pouvant avoîr, en général, un contact du second ordre avec une sphère , on ne peut rapporter la courbure des surfaces à celle de la sphère, comme on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. Pour se faire une idée de la courbure d'une surface en un de ses points, l'un des moyens qu'on emploie consiste à faire des sections dans cette surface par des plans passant par le point que l'on considère , et à déterminer la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu'il parait le plus naturel d'examiner sont celles qui sont faites par des plans normaux à la surface : c'est par elles que nous commencerons ^ nous verrons ensuite comment leur courbure détermine immédiatement celle des autres . Soit z = F (a:, j) l'équation de la surface \ nous supposerons, pour plus de simplicité, que l'on ait choisi le plan tangent au point que l'on considère, pour plan des x elj^ et la normale pour axe des z *, les propriétés indépendantes des axes, que nous découvrirons ainsi , auront le même degré de généralité que si le système d'axes avait été tout autre. Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des ^, et tangent, à l'origine des coordonnées, à la section faite par ce plan dans la surface , aura pour équations
y = mx^ x' -H j2 _|_ 2? — 2R3 = g;
d'où
Pour qu'il y ait un contact du second ordre avec la sec-
tion , il faut qtie^-^ ait la même valeur dans l'une et l'autre
courbe. Or la dernière équation différentiée deux fois donne
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A l'origine , on a
dz z c= o,
d'où résulte
^^ — j n'étant pas une dérivée partielle. Pour en obtenir la
valeur, il faut remplacer y par mx dans Féquation de la
surface , puis différentier deux fois par rapport à ^ , et
faire x, /, z nuls : on trouve ainsi , pour valeur de la dé-
. , I dH
rivee totale -r-,^
r 4- 2*//î -4- tm"^ y
r^ s^ t désignant respectivement les dérivées partielles
dH dH dH
dx"^ dxdjr dy'-
Le rayon de courbure R de la section normale aura donc pour expression
Il restera toujours fini et de même signe si Ton a 5' — rt<Co : la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il deviendra infini et changera de signe si s* — /t> o ; la courbure changera alors de sens. Sî 5* — /t = o, il devient infini sans changer de signe.
240. Si Ton cherche le maximum et le minimum de cette expression, relativement à la variable /w, on connaîtra le plus grand et le plus petit rayon de courbure des sections normales. L'équation qui détermine ces valeurs particulières est
(2) snt^ -♦-(/' — t)m — s =z o.
Les deux racines de cette équation sont réelles et de
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signes contraires; substituées dans la seconde denrée de R, elles donnent des résultats de signes différents, et , par conséquent , correspondent , l'une à un maximum , Tautre à un minimum algébrique.
Le produit de ces deux racines étant — i , les deux plans qui renferment les sections de plus petite et de plus grande courbure, et que nous nommerons sections principales, sont rectangulaires entre eux.
241 . Si Ton prend ces deux plans pour plans des or, r et desj^, z, l'expression générale de R se trouve simplifiée. Car les deux racines de l'équation (a) devant être alors o et oo, on devra avoir 5=0, et, par suite.
Dans le cas actuel , deux valeurs de R suffiraient pour déterminer r et f ; ainsi , quand on connaît la direction des sections principales, les courbures de deux sections normales quelconques de position connue déterminent toutes les autres.
Si Ton désigne par |0, p' les rayons maximum et minimum , on aura
On peut donc exprimer R en fonction de p, p', m , et Vou obtient ainsi
ou , en posant m = tanga ,
— = - cos^a -h -, sm' a.
Si l'on désigne par v la courbure d'une section quelconque, et par v\ v" celles des sections principales, elles
seront respectivement égales à —5 -» -^5 comme nous Ta-
vons vu dans le calcul différentiel , et Téquation précédente devient
(3) ' V = v' cos'a 4- V** sin*a ,
d'où Ton voit que les deux courbures principales déterminent celles de toutes les sections normales.
On déduit de cette équation plusieurs conséquences importantes :
1^. Si Ton mène par la normale deux plans également inclinés sur le plan d'une des sections principales^ la courbure des deux sections sera la même \
2^. Si l'on mène deux plans également inclinés sur les plans respectifs des deux sections principales , de quelque côté que ce soit , la somme des courbures de ces sections sera constante et égale à là somme des courbures des sections principales.
Car, en les désignant par v exv^^ on aura
v = v' cos*a -4- v" sin 'a , i>i = v' sin 'a -4- v" ces 'a ,
d'où
Si les deux angles a sont pris dans le même sens , les plans sont rectangulaires : d'où l'on voit que la somme des courbures de deux sections normales rectangulaires entre elles est constante,
3°. Si l'on fait « = - 9 on a i; = • Donc la cour-
bure de chacune des sections dont les plans partagent en deux parties égales les angles des plans des sections principales , est égale à la moyenne entre les deux courbures principales -, et la spbère qui passe par les cercles osculateurs de ces sections donne la même somme que la sur-
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face , pour les courbures de deux sections normales rectangulaires. On voit encore que deux plans également inclinés sur un de ces plans moyens donnent des sections dont la somme des courbures est t/ -h v'\ puisque ces plans font des angles égaux avec ceux des sections principales. ^
242. Indicatrice, — Si, à partir d'un point quelconque d'une surface , on prend sur la normale une longueur infiniment petite, et que par son extrémité on mène un plan perpendiculaire à la normale, il coupe la surface suivant une courbe infiniment petite, que M. Ch. Dupin a considérée le premier, et qu'il a nommée indicatrice. Toutes les propriétés que nous venons de démontrer s'en déduisent très-simplement, ainsi que beaucoup d'autres qu'il convient d'étudier dans les ouvrages de Fauteur. Il est facile de reconnaître d'abord que cette courbe est du second degré, si Ton néglige les quantités infiniment petites par rapport à ses dimensions \ ce qui signifie que, lorsque cette courbe tend à se réduire à un point , à mesure que son plan se rapproche du plan tangent , une courbe finie qui lui serait semblable aurait pour limite une section conique.
En effet , si l'on prend la normale pour axe des z , l'équation de la surface, rapportée à des axes rectangulaires, sera généralement
z = I rjc' H- jj?7 -f- f <X' -I- • • • >
et l'on sait qu'on peut choisir dans le plan des x, y deux axes rectangulaires particuliers tels , que le rectangle xj ne se trouve pas dans le second membre. En les choisissant , l'équation de la surface sera de la forme
On sait encore que si les coefficients r, t sont inégaux, il
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n'y a qu'un seul système d'axes rectangulaires qui jouisse de la propriété de faire disparaître le rectangle :f)^; et que, s'ils sont égaux, il y en a une infinité.
Si maintenant on fait ^ =3 a , ^ étant infiniment petit , et qu'on se borne aux termes du second degré en x et /, on aura pour équation de la section, qui est l'indicatrice,
équation qui représente une ellipse ou une hyperbole , dont le centre est sur la normale.
Soient A (Jig. 7) le point de la surface, AN la normale, A0=«, et BC l'intersection du plan de l'indicatrice par un plan normal quelconque. Le centre de courbure de cette section est la limite de la rencontre de AN avec la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde AC 5 et si l'on appelle R le rayon du cercle osculateur, on
OC aura R =: -^ ? ou, en désignant par ak le diamètre BC de
l'indicatrice que nous supposerons elliptique, R = — •
On conclut de là que les sections dont les plans passeront par les axes de l'indicatrice auront la courbure maximum ou minimum. Toutes les autres conséquences s'en déduiront facilement,. et l'expression de R en fonction de r, Sy t s'obtiendra comme précédemment pour un plan quelconque ayant pour équation y = mx : car on aura
2a(l + AW') I -h w-
Si l'indicatrice était une hyperbole , le rayon de courbure deviendrait infini lorsque le plan de la section passerait par une de ses asymptotes , puis aurait une expression négative si l'on ne changeait pas de signe a. Il faudra donc , pour l'avoir positif, mener le plan de l'indicatrice de
Tautre côté du plan langent; ce qui montre que la courbure des sections a changé de sens. Les deux indicatrices que l'on obtient ainsi sont deux hyperboles conjuguées , et leurs axes réels correspondent aux sections de plus grande courbure parmi toutes œlles qui sont situées du même côté du plan tangoit»
Si Ton avait conservé le signe de l'expression de la courbure , on aurait , comme nous l'avions dit en général , un maximum et un minimum pour les courbures principales.
L'indicatrice pourra encore être du genre de la parabole, qui comprend le cas de deux droites parallèles : c'est ce dernier cas qui arrivera si l'on a
r = o ou f = o.
Cela ne signifiera pas que la section de la surface par le plan parallèle au plan tangent n'est pas une parabole; car une parabole dont le paramètre est infiniment petit, étant considérée à une distance finie de son sommet , se confond sensiblement avec deux droites parallèles. Ainsi , lors même que la section serait une parabole, Tindica- Irioe se présenterait comme Fensemble de deux droites parallèles, excepté dans le cas. où le sommet de cette parabole serait à une distance infiniment petite du point que Von considère sur la surface : ce cas ne peut être qu'exceptionnel , puisqu'il n*a pas lieu dans l'hypothèse la plus ordinaire où Téquation de la surface peut être développée comme nous Pavons supposé .
Lorsque l'indicatrice est du genre de la parabole , il n'y a qu'une seule direction pour laquelle la courbure soit nulle, ou le rayon de courbure infini ; c'est celle de Taxe de la parabole.
Cette direction est celle de la courbure minimum ; la courbure maximum est dans la direction perpendiculaire.
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La courbure des sections obliques se ramène i
celles des sections normales. En effet, soit ï{K(Jig. 8)
l'intersection du plan de l'indicatrice et d'un plan passant
par la tangente en Â , à la section normale BAC , et faisant
un angle e avec le plan de cette section. La corde HK étant
parallèle à la tangente menée en A à la courbe H AK , la
perpendicuUire AP abaissée de A sur HK , partage cette
ligne en deux parties que l'on regardera comme égales,
parce qu'elles ne diffèrent que d'un infiniment petit du
second ordre : OP est perpendiculaire à HK , et du second
OP ordre comme AO, puisque — = tange. On peut donc
regarder les longueurs BC , HK comme égales *, et le rayon
PK.
de courbure de la section H AK , qui a pour valeur -^ 9
sera égal à -^ ; il est donc égal à celui de la section normale BAC multiplié par '— ou cos s. D'où Ton déduit
SlA.
ce théorème remarquable , dû à Meunier, que le rayon de courbure d'une section oblique s* obtient en projetant sur le plan de cette section le rayon de courbure de la seC" tion normale quia la même tangente,
244. La position particulière que nous avons donnée aux axes a rendu plus facile la démonstration des propriétés précédentes; mais il est nécessaire de traiter la question pour une position quelconque des axes, parce qu'on peut avoir à déterminer les sections principales en un point quelconque d'une surface , rapportée à des axes rectangulaires quelconques.
Soient x\ y\ z' les coordonnées d'un point quelconque d'une surface donnée , et a , 6 , y les angles formés avec les axes par une tangente à la surface en ce point , on aura cos y = p cos a + 9 cos è , puisque l'équation du plan
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tangenl est z — z ^=p{x — J:') + 9(j — j'), et que les différences x — x\ y — y\ z — 2! sont proportionnelles aux cosinus des angles que fait avec les axes une droite située dans ce plan. Si Ton substitue à cosy sa valeur
^i — cos*a — cos*6, on obtient
(i) (i +/'^)cos'a + 2/'9COSacos6 + (i -h ^*) cos' 6 = 1 .
C'est la condition pour que les angles a , 6 appartiennent à une tangente quelconque.
Si par le point {x\y\ 2'), et par un autre point infiniment voisin , pris sur la courbe qui se rapporte à cette tangente , on mène deux plans normaux à cette courbe , ils se couperont suivant Taxe du cercle osculateur de cette courbe , et les équations de cette droite seront
(x-^x')da/ ^{f^y')dy -h{z^z')dz' =0,
Cette ligne, étant dans le plan normal à la surface, rencontre la normale, dont les équations sont
j: — x' -1-/7(2 — 2') = 0, y — .jr'4-<7(3 — z')=:o.
Les coordonnées x, y, z du point de rencontre seront données par les équations
en posant
dH' — pd^'x' — qd'^y* = T^ds'\
La valeur de D peut être transformée en différentiaut l'équation
dz' -=. pdx' 4- fidy'y ce qui donne
d^z' = pd^x' -h qd^x' H" ^dx"^ -+- 7,sdx'dy^ -h idy'^
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et, par suite,
= r cos'a -f- us cos a cos6 + t cos' 6.
On voit par là que D reste le même si a et 6 ne changent pas -, il en est donc ainsi du point de rencontre de la normale à la surface, et de Taxe du cercle osculateur de toutes les sections obliques, dont le plan passe par la même tangente.
Il résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres de courbure sur une circonférence dont le plan est perpendiculaire à leur tangente commune, et dont le diamètre est la ligne qui joint le point de contact au point fixe, que nous venons de trouver sur la normale. Ce point est donc lui-même le centre de courbure de la section normale \ et Ton voit que les rayons de courbure de toutes les sections qui ont la même tangente sont les projections de celui de la section normale sur leurs plans respectifs.
D'après les valeurs que nous avons trouvées pour les coordonnées du centre de courbure de la section normale , son rayon de courbure aura pour expression
ou
rcos'a-f-aj cosacos6-|-rcos*ê
245. Le maximum ou le minimum de R, relativement à la variation de a et 6 , correspond au minimum ou au maximum du dénominateur, et sera donné par l'équation
(r cos a -h .V cos6)rf.cosa = — (.v cosa -f- f cos 6) c?. cos 6;
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on éliminer Si d. cas a et d.cosë en différentiant l'équation (1)9 ce qui donne
[(i •+• />')cosa -h pq cos^]d.cos et
= — [(i -+- ^*)cos6 -h pq cosa]d.cos^f
et, divisant ces deux équations par ordre, il vient
.^ rcosaH-*oos€ rcos€ + 'cosa
(i H- />')cosa-i- f?gcos6 (i +9')oo66 -h/'^cosa
Les équations (i), (2), (3) déterminent les valeurs dea, 6,R, qui se rapportent aux sections principales.
Pour faire plus commodément ce calcul, on multipliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme le premier membre de l'équation (3), et par cos6 les deux termes du second membre , puis on ajoutera les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux \ la fonction résultante, qui est — , sera égale à chacun des membres de l'équation (3) , ce qui donne
(3)bis ou
rcosa -4- ^ cos€ = D[(i -h p*) cosa -f- />ycos6], /cos6 -h f cosa = D[(i H- q^) co$6 4- pq oosa].
I [D(i + p^) — r] cosa r= (j — pqD) cos6, |[D(i -+- q^) — /]cos6 = (s — /?^D)cosa.
Ces deux équations, multipliées membre à membre, donnent
{D(i 4- p') - r] [D(i -+. q') ^ t] = (s ^ pqB)%
OU
{i-{-p'-hq')D'^D[(i'hp')t-{-{ï-{-q')r---2pqs]-{-rt = sK Cette équation fera connaître les deux valeurs de D rela-
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tives aux sections principales; et, comme on a
w% _i_ ' ■ - « Il 1 1 1 1 I y
Téquation qui donnera les rayons de courbure de ces sections sera
Enfin les valeurs de ce et 6 seront déterminées par l'équation (i) et Tune des équations (4).
246. Si l'on veut connaître les points particuliers de la surface où les sections principales, et , par suite, toutes les sections normales ont la même courbure, il faut exprimer que les deux racines de l'équation (5) sont ^ales. Il semble d'abord que l'équation qui en résulte entre p^ ^, r, ^, f , jointe à celle de la surface , déterminerait une ligne; mais il est facile de voir que l'égalité de ces racines conduit à deux équations.
En effet , l'équation de condition peut se mettre sous la forme
j^(i ^ p^)t -- {i -h q')r -H ^pq \~p - s^J
4- 4 (i -f- ^ -h ^•) \~^2 - ^^y ^ o; or elle ne peut évidemment être satisfaite qu'en posant ^^'^ — j = o, et (i^p^)t — {i-^q^)r=:Oy
équations qui peuvent s'écrire ainsi :
1+/?' !-}-<?' pq
Ces deux équations, jointes à ceUe de la surface, déter-
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minent un nombre fini de points, auxquels on a donné le nom à! ombilics. On les aurait obtenues en exprimant que les valeurs de D, données par les équations (4)9 sont indépendantes de a et 6, comme cela doit être pour que la courbure de toutes les sections normales soit la même.
247. Tangentes conjuguées. — Si l'on trace une courbe quelconque sur une surface , et que , par tous ses points , on mène les plans tangents à la surface , ces plans , par leurs intersections successives, détermineront une surface développable circonscrite à la première. Ses arêtes sont inclinées sur la courbe de contact suivant une loi remarquable que M. Dupin a reconnue le premier, et que nous allons faire connaître.
La question que nous nous proposons est donc celle-ci :
Le point de contact d'un plan tangent à une surface quelconque se déplaçant suii^ant une certaine direction y trouver à la limite la droite suivant laquelle ce plan tan^ gent sera coupé par le plan infiniment voisin. Ces deux directions sont tangentes à la surface, et M. Ch. Dupin leur a donné le nom de tangentes conjuguées.
Pour cela , nous prendrons pour origine le point de contact de la surface avec le plan tangent que l'on considère, et dans lequel nous prendrons les axes des x ^l y :.nous choisirons, comme dans le n^ 242, pour directions de ces deux axes, celles pour lesquelles le rectangle ooj ne se trouvera pas dans le développement de z suivant les puissances ascendantes de ces variables. Nous aurons alors, pour a: = o , j^ = o , les conditions
Soient x\y\ z les coordonnées infiniment petites du point de contact d'un second plan tangent *, la direction suivant laquelle se sera déplacé le point de contact fera , avec l'axe
des x^ un angle dont la- tangente sera là limite de — ^ , lorsque
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sc\y tendront vers zéro^ nous désignerons cette limite par m. L'équation du plan tangent au point x^y' z' sera
et si l'on observe qu'à l'origine on a
/î=rO, q z=z O, 5=0,
il s'ensuivra, en observant que x\ y' sont infiniment petits,
p' = rx', q' = ty\ z' = — -h ^7 et l'équation du plan deviendra
z = rx'x 4- tyy -^^ ^ .
faisant z := o pour avoir l'intersection avec le premier plan tangent, qui est celui des x et y, il vient, en rempla-^ çant j^' par mx' et divisant par x\
rx
+ tmy (r -4- /w*0 = o.
Pour avoir la droite cherchée, il sufBt de faire 0:'= o dans cette équation, et il vient
(^) rx + tmy = o
pour équation de la tangente conjuguée de celle dont la direction est déterminée par wt. Si donc on désigne par m' la tangente de l'angle que cette droite fait avec l'axe des o*,
on aura
tm d'où
mm' z=: .
On voit donc que les direeuons de deux tangentes conju-
2* édit, 20
3o6 copEs d\jim,y^^.
guéefi qiidcQiU]U6s sont celles Je deux diamètres couju-
giuis de la section eopique ^yaut pour équation
rx^ -I- (;'' = c,
c désignant une constante quelconque. Cette courbe u^est autre que l'indicatrice au point que l'on considère, et dont nous avons donné l'équation dans le n^ 242 . Car on désigne sous cette dénomination générale, non-seulement la section infiniment petite , faite dans la surface par un plan parallèle au plan tangent , à une distance infiniment petite, mais encore à toute section conique semblable à celle qui est donni^ par 1'int.eFseçtiou dp ce plan avec la surface.
L'angle des tangentes conjuguées est droit quand elles sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués rectangulaires de l'indicatrice, et, par conséquent, suivant les directions des eourbures maximum et minimum.
Nous nous bornerons à o^tte propriété fondamentale des tangentes conjuguées, qui montre un nouvel usage de l'indicatrice dans l'étude générale des surfaces , et nous renverrons, pour plus de détails, aux Mémoires mêmes de l'auteur.
Liynes de courbure.
^481. Si ^ par tous les points d'une ligne tracée sur une surface, on mène des normales à cette surface, elles sont, en général, dans des plans différents, et )a plus courte distance de deux d'entre elles, correspondantes à des points infiniment voisins sur la surface , est un infiniment petit du même ordre que la distance de ces deux points et que l'angle de ces mêmes normales.
Mais on peut se proposer de d(çt,çrminer les lignes qu'il faudrait tracer sur la surface pour que la plus courte dist^nm d^s UiOirmales «ucces&ivç^ fut, noii pa& nielle, mais
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infiniment petite par rapport à la distance des points correspondants de la surface^ et à l'angle des deux normales. Les normales se trouveront alors dans le même das que les tai^entes à une courbe à double courbure; et leur ensemble formera une suiface développable. Soienta:', y\ z ' les coordonnées d'un point quelconque d'une surface, les équations de la normale en ce point seront
or — jr'-f- /?(2— 2') = o, r — r' -H ^(2 — aQ = o.
Le point d'intersection de cette ligne et de la normale au point infiniment voisin, dont les coordonnées sonta:'+^S y H- dy\ z + dz\ sera donné par la combinaison de ces deux équations et de leurs différentielles par rapport à x\ y\ z\ qui sont
— dx' — pdz' 4- {rdx' -f- sdy') (2 — »') = o,
— dy' — qdz' + {fdy' -h sdx') {z — «') = o,
ou , en remplaçant dz' par pdx' + (ldy\
j(l H- p^)dx' -f- pqdy' = {rdx' 4- sdf) {z - *'),^
La condition pour que les deux normales se i^ncon* trent, s'obtiendra en exprimant que les valeurs de z — z sont les mêmes dans ces deux dernières équations*, on trouve ainsi
{\'\'P'')dx''\'pqdy' _ [y ^ q>) dy ' '\- pqdx* ^9^ rdx' -it- sd:f' tdy'^sdx' '
équation qui est la même que l'équation (3), et donne, par conséquent, pour ^, les deux valeurs qui se rapportent aux tangentes des sections normales de courbures maximum et minimum. Seulement il faut bien observer que l'équation (9) n'exprime pas que les deux normales se coupent réellement, puisqu'on a négligé les termes du % 20.
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second ordre; mais que Ton trouvera pour x, j', z des valeurs qui satisferont aux équations de la première normale, et telles qu augmentées de quantités d'ordre supérieur au premier, elles satisferaient à la seconde. Elle exprime donc que la plus courte distance des deux normales est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier.
Si Ton élimine —, entre les équations (8), il vient
Cette équation , jointe aux équations de la normale
déterminera les coordonnées x, y^ z du point de rencontre des deux normales infiniment voisines; et l'on aura la surface, lieu de tous ces points de rencontre, en éliminant x\y\ z' entre ces trois équations et celle de la surface donnée.
Les équations (8) ne difl'èrent des équations (3) his
que par le changement de -- en {z — z), La valeur de
(z — ^') V^i + /7* 4- 9% ou la partie de la normale comprise entre le point de la surface et le point de rencontre avec la normale infiniment voisine , sera donc égale a
- V^i 4- /?' + 7' ou à R. Ainsi , les distances du point de
la surface aux points où les normales infiniment voisines se rencontrent sont égales aux rayons des courbures principales. Ces deux points de rencontre ne sont donc autre chose que les centres des courbures principales.
250. Cela posé, déterminons la courbe qui, en chacun de ses points, jouit de la propriété d'être tangente à la section principale , et qui est telle , par conséquent ,
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que les normales à la surface , menées par deux ]X)ints inilnimenl voisins, pris sur cette courbe, se rencontrent. Les coordonnées x\ j\ z' d'un quelconque de ces points satisferont à l'équation (9) et à celle de la surface : cette dernière donner' en fonction àeûç\y\ et, si Ton substitue cette valeur dans l'équation (9), on aura une équation du premier ordre entre x\ y\ et du second degré par rap-
port à -^, ; on l'intégrera , et l'on aura deux équations
finies , renfermant chacune une constante arbitraire, que l'on déterminera en exprimant que chacune de ces deux équations entre x' et j| est satisfaite par les cooi^onnées du point de la surface par lequel ou voudra faire passer les courbes.
C'est ainsi qu'on détermine les équations de ces lignes remarquables auxquelles on a donné le nom de lignes de courbure,
â51. Cherchons maintenant l'équation de la surface développable , lieu des normales à la surface donnée, menées par tous les points d'une de ses lignes de courbure.
Les équations d'une quelconque de ces normales seront
X ^ ju^ -i- p(z-^z') =z o, jr -^ y—^ q(z^z') = o,
et les coordonnées x\ y\z' devront satisfaire à l'équation de la surface donnée et à l'intégrale de l'équation (9). Si donc on élimine a:', y\ 2' entre ces quatre équations, 1 équation finale entre x\ j'\ z^ sera celle de la surface cherchée.
Les deux surfaces obtenues ainsi pour lc$ deux ligne» de courbure qui passent par un même point se coupent à angle droit -, et, en général , toutes celles qui se rapportent k Tun des systèmes de lignes de courbure coupent
3io coofti d'a«ai.¥1B.
à angle droit toutes ceUes qui se rapportent à l'autre
système.
252. Enfin, si Voa veut connaître le lien des points de rencontre des normales consécutives, ou Farête de rebroussement de la surface qui est le lieu de ces normales, il faudra joindre l'équation (lo) à celles qui ont détermine Féquation de cette surface. On en éliminera x\ y\ z* au moyen des deux équations de la normale , et de celle de la surface donnée ; on aura ainsi une seconde équation entre or, y^ x, qui , jointe à celle de la surface développable , déterminera Tarète de rebroussement qui correspond à la ligne de courbure que l'on considère.
Celte seconde équation entre x^ y^ z étant indépendante de la ligne de courbure, est satisfaite par les arêtes de rebroussement relatives à toutes les lignes de courbure de la surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces arêtes, ou de tous les points de rencontre des normales consécutives de la surface donnée.
253. Les points de rencontre des noimales consécutives sont, comme nous Tavons dit , les centres des cercles osculateurs des sections principales : mais il faut bien se garder de croire qu'ils soient les centres des cercles osculateurs des lignes de. courbure^ car les normales qui y passent sont tangentes à une même courbe, propriété qui n'appartient jamais aux normales qui passent par les centres de courbure d'une courbe qui n'est pas plane. Or, en général , les lignes de courbure ne sont pas planes ; et même elles pourraient l'être sans que leurs cercles osculateurs se confondissent nécessairement avec ceux des sections principales : on en voit un exemple très-simple dans les parallèles d'une surface de révolution. Il faut, en outre, que leurs plans osculateurs soient normaux, et que, par conséquent, les lignes de courbure soient les lignes de plus courte distance sur la surface.
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^Ipplication au paraboloide elliptique,
254. Soient aa, ai les paramètres des paraboles principales d'un paraboloïde dont Taxe est dans la direction des z positifs ^ Téquation de Cette surface sera
et l'on aura
2« ib
jc r 1 î
L'équation (8), qui appartient aux deux ligues de courbure , devient ainsi , en posant y = A, a(a — è) = B,
Si Ton différentie cette équation , on obtient
Si l'on tire de là précédente la Valeur de x^ — ky^ + B , et qu'on la reporte dans la dernière , on trouve
XY — ; — ' -t- -7- I X -T-
dx^ ax \ dx
Divisant par xy -r-i elle devient
d'^y dy
dx^ dx I
dx
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Les trois termes étant des dérivées exactes, on aura, en intégrant ,
Cdx ^ ' dx y
d'où Ton tire, en intégrant de nouveau,
Mais cette équation, avec deux constantes arbitraires, est Tintégrale de l'équation du second ordre, et doit renfermer, comme cas parti cidier, celle de la proposée. En substituant cette valeur de y dans Téquation du premier ordre, on trouvera entre C et C une condition qui réduira ces constantes à une seule. Cette condition est
BC
C = ? de sorte que l'équation générale des lignes
de courbure du paraboloïde est
BC
OU , en substituant à A et B leurs valeurs ,
y-' = Cx^ +
Ces courbes se projetteront donc sur le plan des x ^X. y suivant des hyperboles ou des ellipses , suivant que C sera positif ou négatif.
La valeui' de cette constante sera déterminée si l'on donne les coordonnées x\ y\ du point de la surface par lequel on veut faire passer la ligne de courbure : on aura ainsi Téquation
ou
. «jc'^C -^ {bx'^-^ay^'' 4- ah{a — b)\C — ^ j " = a;
SECONDS PAETIB. 3l3
d'où l'on tire pour C des valeurs réelles inégales , Tune positive et l'autre négative , que nous désignerons par a et — 6. Les équations des deuK lignes de courbure qui se croisent au point donné ont donc pour équatioiis
. abia — b)<K
j' = oo:' H j^ i-
o -f- aa
et
, , ab (a — b)^
Si l'on suppose ^ >> £, la parabole, située dans le plan des X et Zj est celle qui a le plus grand paramètre. Les hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de courbure ont alors leur axe réel dans la direction de l'axe
desj^, et sa longueur est i/ — j —'>, elle est maxi-
mum pour a = oo , et sa valeur est ^b (a — b)'^ les hyperboles se réduisent alors à Taxe des y. On voit donc qu'en portant sur Taxe des y, de part et d'autre de Torigine,
des longueurs égales à ^b(a — 6) , on aura les limites entre lesquelles tombent les sommets des hyperboles, qui sont les projections d'un des systèmes de lignes de courbure.
L'équation qui représente les projections des lignes de l'autre système donne toujours des ellipses réelles, parce
que Ton sl aS — i > o, ou 6 > — En effet , si Ton substitue à C dans l'équation qui détermine cette constante , on trouve un résultat négatif ; et , comme elle n'a qu'une seule racine négative, cette racine est numérique-
ment plus grande que -^ ainsi l'on a 6>-, quels que
soient a?', y' ^ et l'équation ne donne que des ellipses réelles.
3 1 4< f^OV AS D 'analyse.
Le demi- axe des x est égal à i/ — j-^, et le demi-
axe des y à i/ — ^ 7^. La valeur minimum de ce dernier correspond à S == 00, et est y/i(a — A) 5 elle donne les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure des axes réels des hyperboles. Dans ce cas, l'ellipse se confond avec une partie de l'axe des y.
Si Ton a x = o, une valeur de C est infinie*, l'autre
est positive si l'on ai y' <C^b(a — i), et négative dans le cas contraire. Dans le premier cas, les deux lignes de courbure sont une hyperbole et Taxe des j'; dans le second cas, elles se composent d'une ellipse et de l'axe des y.
Sl^' = o, une des valeurs de C est nulle, et l'autre négative. Les deux lignes de courbure sont alors une ellipse et Taxe des x.
255. Les équations qui déterminent les ombilics deviennent, dans le cas que nous examinons,
ce qui donne les deux systèmes
^ = 0, yt:=^±\Jb{a^b)j et / = o, J7 = ±:^fl(6 — a),
' On voit qu'un seul donne d€fs coordonnées réelles -, et , dans le cas actuel , c'est le premier, puisque nous avons supposé a>5. Il y a donc deux ombilics dans le paraboloïde elliptique^ ils se trouvent sur la parabole principale qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre chose que les deux points que nous avons déjà reconnus comme limite des sommets des lignes de courbure.
256. Si le paraboloïde est de révolution, les ombilics se confondent avec le sommet. Les deux valeurs de C
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deviennent — 7^ et — i ^ et les équations des lignes de courbure sont
^2 = ^ a?% et ^^-ha:^ = o;
la première représente tous les plans passant par Taxe de révolution, et la seconde, des cylindres ayant pour base, sur le plan xj^ des cercles de rayon arbitraire, ayant leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont donc les méridiens et les parallèles , comme cela a lieu dans toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des centres de courbure , il se compose évidemment de Taxe de révolution et de la surface engendrée par la révolution de la développée de la courbe méridienne autour du même axe.
Nouvelle théorie de la courbure des surfaces.
257. Pour avoir uneidée nette de la forme d'une surface, dans le voisinage d'un quelconque de ses points , il ne suffit pas de connaître la forme des sections faites par des plans passant par la normale en ce point , quoique ces courbes déterminent tous les points de cette surface. Il est encore nécessaire de connaître la loi suivant laquelle varie la direction de la surface elle-même, ou de son plan tangent quand on marche suivant une quelconque de ces courbes, ou quand on passe de Tune à l'autre. Ainsi, la courbure des sections normales , d'où se déduit d'ailleurs celle des sections obliques , ne suffit pas pour donner, dans le voisinage du point , une connaissance approfondie de la forme d'une surface. Elle ne fait connaître que la loi d'inflexion des courbes tracées sur cette surface, et non la loi d'inflexion de la surface elle-même.
L'ingénieuse théorie des tangentes conjuguées ne suffit
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pas non plus pour remplir cet objet; car, quoique la dépendance des directions de ces deux tangentes soit liée d'une manière intime à la forme de la surface, elle ne saurait en donner une idée netle, parce qu elle en est une conséquence très-éloignée.
On voit donc ce qui manque encore dans l'étude que nous avons faite jusqu'ici de la forme des surfaces. Nous la compléterons au moyen d'une considération nouvelle, due à M. Bertrand. C'est de son Mémoire que nous avons extrait les diverses propositions que nous allons exposer, et qui constituent réellement une nouvelle théorie de la /Courbure des surfaces.
238. Soient A ( fig. 9) un point quelconque d'une surface, et AZ la normale. Menons par AZ des plans dans toutes les directions , et sur chaque courbe d'intersection de ces plans et de la surface prenons , à partir de A , une longueur infiniment petite, AM = t ; cette longueur, divisée par l'angle des tangentes extrêmes , donnera le rayon de courbure de cette courbe au point A.
Soit maintenant MN la normale à la surface en M. Sa direction sera déterminée par les angles qu'elle fait avec trois axes rectangulaires, par exemple la normale AZ, et deux droites AX , A Y menées à angle droit dans le plan tangent en A. Pour obtenir des expressions plus simples pour les cosinus des angles cherchés , nous choisirons pour les axes- AX , AY les deux directions pour lesquelles
on a -r—r- nul à l'origine. Ce systèriie est unique en général ; on Tobtient en faisant disparaître le rectangle Xf dans le développement de la valeur de z suivant les puissances croissantes de x et y, La discussion est la même que celle que l'on fait dans la théorie des courbes du second degré; et si, après la disparition du terme renfermant jrr, les coefficients de a:* et y^ étaient égaux , tout
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système d'axes rectangulaires jouirait de la profNnété de faire disparaître ce même terme. Cela posé, faisons, en général ,
dz dz dz ^ dH d^z
di^^'' ^^'^' rl?="** d^"^^' dp-^^'
on aura, à Forigine,
Si Ton désigne maintenant par X, Y, Z les angles que fait avec les axes la normale en un point quelconque de la surface , on aura , conmie on le sait ,
cosX = >/?, cosY = X^, cosZ = — X,
la valeur de X étant
le double signe correspondant aux deux sens de la normale.
Appliquons ces formules au point M , et désignons par a l'angle que fait avec ZAX la trace AU du plan de la section sur le plan tangent 5 les trois coordonnées x,y^ z du point M seront respectivement, en négligeant les infiniment petits du second ordre, e cosa , e sin a , o. Pour connaître les valeurs de Xp, iy, — X au point M, il suflSt d'ajouter à leurs valeurs en A les accroissements qu'elles subissent par les changements infiniment petits que reçoivent les coordonnées quand on passe de l'origine A au ' point M. Or, au point A , on a
dp dq dy dx
en choisissant le signe supérieur du radical. On aura donc, au point M ,
(1) cosX = srcosa^ cosY = sf sina, cosZ = — i,
p =z o f q=iOy s = -j- =: --p- = o y et X = I,
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les valeurs de r et £ se rapporlant à Torigine. Telles sont les formules très-simples qui déterminent la direction d'une normale quelconque infiniment voisine de la première. Elles forment la base de la théorie que nous allons exposer.
259. Nous avons dit que ce qu'il fallait connaître, c'était la loi suivant laquelle varie la direction de la normale à la surface dans le voisinage du point A. Or, c'est à quoi l'on parviendra en exprimant, au moyen de a et e : i^ l'angle que fait avec AZ la projection de la normale MN sur le plan de la section ; 2° Tangle de MN avec sa projection, c'est-à-dire avec le plan AZM. On peut remarquer que la première de ces deux coordonnées angulaires détermine la courbure de la section normale AZM. Considérons d'abord le premier de ces deux angles : il est complément de celui que MP forme avec AU 5 et, en négligeant toujours les infiniment petits de second ordre, ce dernier est le même que celui de MN avec AU, parce que le plan de l'angle infiniment petit NMP est perpendiculaire au plan ZAU, et ses côtés font des angles finis avec AU. Mais, d'après les formules (i), le cosinus de l'angle de MN avec AU , qui est égal à
cosX cos« H- cos Y sin a ,
aura pour valeur
^(/•cos'a -h tsin^a).
C'est le sinus de l'angle de contingende de la section, ou cet angle lui-même. En le divisant par l'arc d, on aura la courbure que nous désignerons par v 5 ce qui donnera la formule
(2) 1) = rcos'a -h /sin'a.
260. Passons maintenant au second angle NMP. Il est évidemment le complément de celui que MN fait avec la
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perpendiculaire au plan ZAU. Prenons la direction de celte dernière dans le sens où elle fait avec AX IVngle
a -I- - j et cherchons le cosinus positif ou négatif de l'angle
qu'elle fait avec MN : ce sera le sinus de NMP, ou cet angle lui-même, considéré comme positif quand la normale MN sera du même côté de ZAU que la droite menée
sous l'angle « 4- ~ , et négatif quand il sera du côté op-
posé.
L'expression de ce cosinus est
cosX cos I a H 1 -4- cos Y cosa ,
ou
« sina cosa [t — /•), ou encore
C9io2oe , ,
Si donc nous désignons par co Fangle positif ou négatif NMP, nous aurons
(3) . * w = -i- 6 (^ — r) sin 2 a.
Les formules (a) et (3) donnent Pexpression des deux quantités que nous nous proposions de déterminer^ nous allons en développer les principales conséquences.
261 . Conséquences de la formule (3). •— Si nous supposons e constant , Fangle 6) variera proportionnellemenl au sinus du double de l'angle a ^ d'où il résulte immédiatement qu'il est nul pour les quatre valeurs particulières
a =t O, a = -» a = TT, a =r — 5
c'estnà-dir« quand le point M se diéplaee suivant Tune quelconque des deux directions AX , AY.
On voit de plus que l'angle « ne peut devenir nul pour
320 GOOftS uVnaLTSIK.
aucune autre direction, à moins que l'on n*ait t = v auquel cas il est nul pour toute direction.
Nous obtenons ainsi cette propriété remarquable :
En tout point d'une surface quelconque, il existe deux directions rectangulaires , telles que les normales à la surface menées par les points infiniment voisins du premier dans l'une quelconque de ces deux direc*' tionSy sont situées dans le plan normal conduit suii^ant cette direction ; elles sont donc dans un plan contenant la première normale ^ et, par conséquent, la rencontrent. LorsquUy a plus de deux directions jouissant de cette propriété, toutes les autres en jouissent.
Nous donnerons à ces deux directions remarquables la dénomination de directions principales. Il ne faut pas oublier que nous avons négligé les infiniment petits du second ordre. Ainsi Ton doit entendre que les normales , menées par les points situés à une distance infiniment petites les unes des autres dans ces directions, peuvent bien ne pas réellement se rencontrer, mais que leur plus courte distance, si elle n'est pas nulle, ne peut être qu'un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier.
On a donné un nom particulier aux courbes tracées sur une surface , et qui , en chacun de leurs points , ont une direction qui jouisse de la propriété que nous venons de reconnaître^ on les nomme des lignes de courbure. On peut évidemment en faire passer deux par un point quelconque de la surface.
262. La formule (3) conduit à une proposition générale, que nous allons faire connaître, et d'où nous aurions pu déduire la précédente \ mais celle-ci se présentait si naturellement, que nous avons cru devoir la faire remarquer immédiatement. Si nous considérons les deux direc-
tions déterminées par les angles a et a H — ^ a ayant une
valeur quelconque , les deux valeurs de &> seront égales et de signes contraires ] donc , en ayant égard au sens dans lequel nous avons fait voir qu'il fallait porter l'angle co , suivant qu'il était positif ou négatif, nous pouvons établir la proposition suivante :
Sî, en un point quelconque d'une surface y nous considérons deux directions rectangulaires sur lesquelles nous prenions des longueurs infiniment petites égales , et que , par leurs extrémités , nous menions des normales à la surface, ces normales feront respectii^ement des angles égaux auec les plans menés par la normale au premier point et chacune des deux directions; et, de plus y elles seront toutes les deux comprises dans V angle dièdre droit que forment les deux plans y ou toutes les deux en dehors.
Cette propriété, découverte par M. Bertrand, renferme évidemment la précédente, comme il Fa fait voir. En effet , puisque le sens dans lequel il faut porter l'angle oo change en passant d'une direction à celle qui lui est perpendiculaire, il y a nécessairement une direction intermédiaire pour laquelle l'angle o) est zéro. Il est donc nul aussi pour la direction perpendiculaire à celle-ci , et l'on retombe ainsi sur la proposition précédente.
263. Conséquences de la formule (2). — Considérons deux directions rectangulaires quelconques correspon-
, j dantes aux angles a et a H — • Désignant par v^ v' les cour-
bures de cçs deux sections normales , nous aurons
V = rcos'a H- fsin'a,
v' z= r sin^ a -j- / cos ' a ; d'où
On arrive donc à ce théorème remarquable :
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Dans toute surface y la somme des courbures de deux sections normales faites en un même point par deux plans rectangulaires quelconques est constante.
Cette somme est donc celle qui se rapporte aux deux sections qui passent les directions principales en ce point, puisque ces directions sont rectangulaires. Les valeurs de 'v qui s'y rapportent s'obtiennent en donnant succès^
TT
sivement à a les valeurs o et - ; elles sont donc r et t.
On peut remarquer que l'expression de r, donnée par la formule (2), reste la même quand on change a en 2 7r — a. D'où l'on conclut que, pour deux plans normaux symétriques par rapport à l'un quelconque de ceux qui passent par les directions principales, la courbure des sections est la même.
On peut encore faire une autre observation, qui n'est pas sans intérêt : si Ton partage en parties égales infiniment petites l'espace angulaire autour d'un point quelconque d'une surface , et qu'on fasse passer des plans par ces lignes de division et la normale , la moyenne des courbures de toutes ces sections sera la demi-somme des courbures principales, c'est-à-dire des courbures des sections principales. Car on peut partager toutes ces sections en groupes de deux sections ayant leurs plans perpendiculaires; et comme dans chaque groupe la somme des courbures est la demi-somme des courbures principales , la moyenne générale sera aussi cette demi-somme. Enfin cette courbure moyenne n'est autre chose que celle de la section équidistante des deux sections principales.
Car, en faisant a = ^^ on trouve
J^or^que les coefficients /' et t sont de même signe
auquel cas on peut les supposer positifs, puisque cela ne dépend que du sens dans lequel on pi*end z positif, il est facile de voir quHl existe un maximum et un minimum pour la courbure des sections normales. En effet , la valeur de v peut se mettre sous la forme
V = r -H (/ — r) sin ' a ,
et Ion reconnaît immédiatement que, si Ton a f — ^>o, la plus petite valeur de v correspond à a = o, et sa plus
grande à a = - *, ces valeurs sont r et f . L'inverse a lieu
si l'on a f — r <C o 5 d'où Ton conclut ce théorème :
De toutes les sections normales faîtes en un même '
point d'une surface , celles qui passent par tes directions principales en ce point , présentent le maximum et le minimum de courbure.
Nous donnerons à ces deux sections particulières le nom de sections principales,
265. Supposons maintenant que r et t soient de signes contraires, et que r, par exemple, soit positif. A partir de a = o, qui donne ii = r, v va en diminuant jusqu'à o,
qui correspond à tanga = — 11 devient ensuite négatif,
ce qui apprend, comme nous l'avons fait remarquer, que le centre de courbure passe de l'autre côté du plan tangent.
Pour a = -t v prend sa valeur maximum, qui serait un
minimum si l'on faisait abstraction du signe. Il passera ensuite symétriquement par les mêmes valeurs dans les trois autres angles droits. On retrouve ainsi les résultats déjà obtenus par d'autres considérations. Il en serait de même pour le cas où l'un des coefficients Z', t serait nul.
3^4 couas d'analyse.
Théorème de M. Dupin sur les surfaces orlliogonaks.
Ce théorème consiste en ce que : Si trois séries continues de surfaces se coupent mutuellement , et de telle manière quelles soient à angle droit en chaque point de leur rencontre y ces lignes d'intersection seront pour chaque surface ses lignes de courbure.
M. Bertrand a déduit de son théorème fondamental une démonstration très-simple de cette proposition. Considérons, en effet, trois séries de surfaces orthogonales , et soient en un point A {fig» i o) AX , A Y, AZ les tangentes aux courbes d^intersection des surfaces que donnent respectivement en ce point les trois séries que Ton considère. Prenons sur ces courbes les points M , N , P à des distances infiniment petites égales du point A. En chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui y passent sont perpendiculaires. Soient a, 6 , y et od, ê', y' les angles que font respectivement avec les axes AX , AY, AZ les deux normales Mw , Mm', on aura alors
COSaCOSa' -h COSêcOSê' -h COS7COS7' = O.
Or a et a' diffèrent infiniment peu d'un angle droit, et 6 , y' sont infiniment petits : cette équation deviendra donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre,
[a) ces 6' -1- CCS 7 = o.
Soient de même «i, 6i, y^ et a,, ê', , y\ les angles correspondants respectivement aux normales Nn , Nn', et enfin ^■i'i êa, 7j, a'j, ê^, y\ ceux qui correspondent aux normales Pr, P/' : on aura semblablemeiit
[h) cos 7', 4- cosa, = o ,
[c) , cosa'j H- COS62 =0.
Ces trois équations a^b^ c résultent de ce que les trois surfaces sont rectangulaires en tous les points de leurs intersections respectives. Maintenant, d'après le théorème de M. Bertrand sur les normales à une même surface, on aura les trois suivantes, dont la première se rapporte à la surface qui a pour normale AX , la seconde à celle qui a pour normale AY, et enfin la troisième à celle dont la normale est AZ :
[d) ces 62 = CCS 7 'j ,
[e) CCS 7 =cosa'j, {f) cosa, = CCS 6'.
La combinaison de ces équations avec les trois premières conduit facilement à la démonstration de la proposition que nous avons en vue. En effet, si nous reportons dans les premières les valeurs de trois des cosinus qui entrent dans les dernières, par exemple ceux qui forment les premiers membres , il vient
cosê'-f- cosa'j = o, COS7', H- cosê' = o, cosa'j-l- ces 7', = o.
Ajoutant les deux premières et retranchant la troisième , on obtient
2 ces 6' = o , ou cosê' = o^
équation qui en entraîne immédiatement cinq autres 5 de sorte que Ton a
cosê' = o, C0S7 = o], cosa '2 = o,
COSêj = o, COS7\ =0, COSa|=:0.
La première exprime que la normale Mm' est dans le planZX, et par conséquent rencontre la normale AZ5 d'où il suit que AM est dans la direction d'une ligne de courbure de la surface à laquelle AZ est normale. Il en serait de même des autres -, de sorte que ces six équations
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démontrent que les trois intersections des surfaces pro^» posées sont sur chacune d'elles dans les directions de ses lignes de courbure.
Cette propriété ayant lieu en tous les points d'une (juelconqUe de ces courbes ) elle ne sera donc autre chose qu une ligne de courbure de chacune des surfaces dont die est l'intersection* On peut doue énoncer le théorème suivant , qui est celui de M. Dupin :
Lorsque trois séries de surfaces se coupent orthogo^ nalement, leurs intersections ne sont autre chose que leurs lignes de courbure respectives.
Et comme dans les calculs précédents on n'a fait entrer que la considération des trois surfaces qui passent au point A , on peut énoncer le théorème suivant , qui entraine celui de M. Dupin :
«Si trois surfaces se coupent de manière à être nor^ maies en tous les points oà elles se rencontrent ^ les courbes d'intersection seront, sur chacune des trois surfaces, tangentes aux lignes de courbure menées par le point commun aux trois surfaces.
Remarques générales sur les systèmes de droites menées
par tous les points de l'espace,
266. Les propriétés que nous avons déduites 3e la formule (3), relativement aux normales à ime même surface, sont caractéristiques ; c'est-à-dire qu'elles n'auraient pas lieu relativement à un système de droites dont la position serait déterminée pour chaque point de l'espace par des fonctions continues de ces coordonnées, mais qui ne seraient pas normales à une série de surfaces. Il nea est pas de même des propriétés déduites de la formule (2) ; elles ne caractérisent pas spécialement les normales à une même surface. Nous allons démontrer ces propositions
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remacquables, qui se trouvent encore dans le Mémoire de M. Bertrand.
Soient X, Y, Z des fonctions continues des coordonnées rectangulaires x^ j^ z d'un point quelconque : elles déterminent pour ce point une droite unique qui fait avec les axes des angles dont les cosinus c, c\ c" sont proportionnels à ces fonctions. Si Ton pose
et que Ton considère toujours le sens correspondant au signe + de ce radical , ces cosinus auront pour valeurs
Soicntmaintenant M un point quelconque de l'espace ayant pour coordonnées x, y, z\ MN la direction déterminée par les équations (i)^ MU, MV deux directions faisant des angles droits l'une avec l'autre, et avec MN; a, a', a et i, b\ b" les cosinus des angles qu'elles font respectivement avec les axes. Prenons, sur ces directions, deux longueurs infiniment petites, MD = MD = e, et aux points D, D' menons les droites DP, D'P', déterminées encore par les équations (i) au moyen des coordonnées de ces points respectifs.
Cela posé , nous allons démontrer d'abord la première proposition que nous avons énoncée, et qui consiste en ce que les lignes DP, D'P' ne feront des angles égaux avec les plans NMD, NMD', et dans le sens indiqué, que lorsqu'il sera possible de faire passer par un point arbitraire de l'espace une surface qui , en chacun de ses points , soit normale à la droite déterminée par les formules (i). Déterminons d'abord l'angle co de DP avec le plan NMU, ou son complément , qui est l'angle de DP avec MV. Remarquons , pour cela , que les coordonnées du point D
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seront
et que les fonctions c, c , c" de a:, y, z deviendront respectivement, pour ce point,
de , de
— 4- fl' — dx dy
de' , dé „ di/\
dx djr dz J
jf
(2) < c' •+■ f ia -^^ a' — -^ a" -r- 1?
l de" de" de"\
\ dx dy dz /
D'après ces valeurs des cosinus des angles de DP avec les axes , le cosinus de l'angle de DP avec MV, ou le sinus de l'angle Ot), ou enfin cet angle lui-même, puisqu'il est infiniment petit , aura pour expression , en observant que l'on a ic + b'c rf- iV = o,
^f de ,de ,,de\ . , / d(/ ,dc' „de'\
\ dx dy dz] \ dx dy dz j
^J de" .de" „de"\
11 est presque inutile de remarquer que, si l'on prenait le point D sur une courbe quelconque tangente à MD, la valeur de o) ne subirait aucun changement , puisque nous négligeons les infiniment petits du second ordre.
Si maintenant on veut calculer l'angle de D'P' avec le plan NMV, et dans le même sens par rapport à ce plan, il faudra , dans l'expression précédente , changer a, a', al! en t, i', V\ et i, h\ b" en — a, — a , — a'. Si donc on prend cet angle en sens contraire, ce qui se fera en changeant les signes, on aura, en le désignant par co',
«' = 8a( * —-h b'—-h b"- \ H- m'A b — -h b'—^b''— \ \ dx dy dz) \ dx dy dz /
^at" [b -j--^ y -j^ -^ b" —\ \ dx dy dz /
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Ce que nous cherchons, c'est la condition pour que oi)=a)', quelle que soit la direction MU. Or, en formant la diflférence w — w, et se rappelant les formules connues
ab' — ba' = c", a"b — b"a = c', «'6" — b'a" = c,
qui résultent de ce que les trois directions en M sont rectangulaires comme les axes , on trouvera immédiatement
La condition nécessaire et suffisante pour que les angles «, Cl)' soient égaux est donc que le second membre de cette équation soit nul ; et l'on remarquera que, comme il ne dépend que de quantités constantes pour le même point M, sHl est nul pour une ceitaine direction choisie pourMU ^ il le sera pour toute autre. Mais on peut , dans cette équation de condition, substituer aux quantités c, c, c" les quantités respectives X , Y, Z qui leur sont proportionnelles. Car la forme de cette équation fait reconnaître immédiatement que l'introduction d*un facteur commun , fonction de x^y^ z^ dans les quantités c, c , c', ne produirait que des termes qui se détruiraient, et un facteur commun que Ton pourrait supprimer.
Ainsi la condition analytique nécessaire et suffisante pour l'égalité des angles «, w' est
\dz
,-HYr4?-?V+z(?-?^Uo.
djr 1 ' ^ \dx dz J * " \djr dx ]
Or cette condition est précisément celle de Tintégrabilité de l'expression
ILdx -h Ydf ■+■ Zdz = o;
et , quand elle sera remplie , celte dernière équation représentera une série de surfaces, en chaque point des-
33o couM d'analyse.
quelles la normale fera, avec les axes, des angles dont les cosinus seront proportionnels à Y, Z. X,
Ainsi , régaUté des angles &), «' en un point quelconque M de V espace entraîne cette conséquence, que, par un point arbitraire, on peut faire passer une surface telle, que ses normales se confondront ai^ec les droites du système en question.
Cette propriété , que nous avions reconnue pour une surface quelconque , est donc caractéristique ,• elle n'appartient qu'aux normales à une surface : elle ne subsiste plus pour tout autre système de droites.
267. Le second membre de Féquation (3) ne dépendant nullement de la direction particulière de MU, il s'ensuit que la différence des angles (0,01)', qui est nulle dans le cas des normales à une même surface , est constante pour un même point, lorsque Ton considère un système quelconque de droites, déterminées en chaque point par des fonctions continues de oc^ y^ z. Cette remarque est due à M. Sturm.
268. Passons maintenant aux propriétés résultantes de la comparaison des courbures des sections normales faites dans une surface par des plans formant entre eux un angle droit ; et voyons si elles sont caractéristiques comme les précédentes , ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des normales à une même surface , on considère un système continu quelconque de lignes droites. Dans une surface, les normales à la section ne sont autre chose que les projections des normales à la surface sur le plan de cette section, et la courbure de la section est le rapport de l'angle de deux normales infiniment voisines à l'arc compris. Nous allons généraliser cette considération pour le système de droites déterminées en chaque point de l'espace par les fonctions X , Y, Z. Pour cela , nous ferons passer par une quelconque MN de ces droites un plan quelconque
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NMU, et nous projetterons sur ce plan toutes les droites du système qui se* rapportent à ses différents points. Leurs directions étant déterminées en fonction des coordonnées de chaque point rapportées , par exemple , à des axes pris dans ce plan , on sait qu'il existe une série de courbes normales à ces droites , parce qu'une équation différentielle entre deux variables a toujours une intégrale ; et nous considérerons celle de ces courbes qui passe par le point M. Lorsque le système général des droites deviendra celui des normales à une série de surfaces', cette courbe ne sera autre chose que la section de la surface passant en M par le plan NMU. Cela posé , la courbure v de la courbe que nous venons de déterminer s'obtiendra comme dans le cas où les droites sont normales à une même surface. On prendra sur MU une longueur infiniment petite MD = e, on mènera par le point D la droi te NP du système en question , et Ton cherchera le cosinus de Tangle qu'elle fait avec MU-, il sera le même que celui que la projection de DP sur NMU fait avec MU, et, par conséquent, sera le sinus de l'angle de cette projection avecNM, ou cet angle même. En faisant usage des formules déjà calculées pour la direction DP, et observant d'ailleurs que
ac -h «V -t- a*'c" = o,
on a pour le cosinus de l'angle des deux directions MN, DP, ou pour l'angle de contingence de la courbe dont il s'agit :
de dx
,dc „dc\ ,[ de' .de' , „dc'\
„/ de'' ,dc" „dc"\ \ dx dy dz }
En divisant cette expression par s, on aurait la courbure cherchée u Mais si , pour simplifier les calculs, on prend
la direction MN pour axe des z, ou aura a" = o, et Texpressiou de v sera, en désignant par a' Tangle que fera MU avec le nouvel axe des x , /
/,x de , fdc dc'\ . £3fc' .
(4; u = — cos*a -h I — -f- — j sin « cosa H- — sin 'a.
Or cette formule va nous démontrer les mêmes propriétés que nous ont offertes les sections normales d'une
surface. En effet, si nous changeons a en a H — ? nous
trouverons, pour la courbure v' relative au plan pçrpendiculaîre à MMU,
- de . /de dc'\ . de'
u = — sin ' a — I — -f- — j sm a cosa -h — ces ' a ;
d'où
de de'
u -+- y' = — 4- -r • dos dy
La somme des courbures relatives à deux plans perpendiculaires entre eux, passant par MN, est donc constante; d'où il suit déjà que, si Tune est maximum, Tautre sera minimum, et réciproquement. Mais, comme cela n'indique ni le nombre , ni la position des plans qui se rapportent à ces maxima ou minima , cherchons , en général , les valeurs de a qui peuvent donner de pareilles valeurs à u. La règle ordinaire conduit à l'équation
dc^ dc^\ dy dx I
d'où il résulte que les valeurs de a ne construiront que deux directions, à angle droit l'une sur l'autre , et correspondant, par conséquent, l'une à un maximum et l'autre à un minimum de courbure.
On voit donc que les propriétés relatives à la courbure des sections normales ne sont pas caractéristiques pour les
surfaces -, car elles se retrouvent pour tout système de directions déterminées en chaque point par des fonctions continues quelconques des coordonnées de ce point. Cette distinction, faite par M. Bertrand, entre les propriétés qui conviennent à tous les systèmes et celles qui ne conviennent qu'aux normales à une série de surfaces, mérite une attention particulière.
269. Nous terminerons cette discussion par la reclierche des directions perpendiculaires à MN {fig^ ii), suivant lesquelles il faudrait marcher pour que les droites infiniment voisines se rencontrassent. On sait, par ce qui précède, qu'il ne peut y en avoir deux rectangulaires en chaque point ; car alors les droites proposées seraient normales à une même surface^ mais on ignore s'il en existe, et comment elles se trouveront situées.
Soit MU une direction telle, que la droite NP du système, menée par le point D situé à une distance infiniment petite e de M, rencontre MN, en négligeant toujours les infiniment petits du second ordre.
11 est nécessaire et suffisant, pour cela , que l'angle w, exprimé par la formule (3), soit nul. Cette condition sera plus facile à interpréter si l'on prend la droite MN pour axe des z\ on aura alors
et si l'on désigne par a l'angle de MU avec l'axe des x, d'où résultera
a = cosa, fl' =r sina, b = — sina, b' = cosa,
l'équation qui exprime la rencontre de MN avec les droites infiniment voisines devient
fie . . /de de'\ de!
— - sm ' a 4- sm a cos ol\- ) ces ' a = o ,
dy \dx dy j dx
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OU, en divisant par cos'a,
de ^ [de dc'\ de'
{g) _tang'a-h(^^-^jtanga--- = o.
Cette équation étant du second degré , prouve qu'en cha* que point il y a deux directions, au plus, jouissant de la propriété en question , si Ton excepte les points singuliers pour lesquels les trois coefficient^ seraient nuls , auquel cas toute valeur conviendrait pour a. On peut d'ailleurs facilement vérifier que ces deux directions , lorsqu'elles existent, ne peuvent être à angle droit en chaque point, si les droites du système ne sont pas normales à une même surface. En effet, la condition d'intégrabilité de Téquation
Hdx -H Ydy -\-Zdz = O
n'ayant pas lieu, on n'a pas, à l'origine des coordonnées,
dX dY de dtf
dy dx ' dy dv
donc le produit des racines de l'équation (g), qui est
: — , n'est pas égal à — i , et , par conséquent, les direc-
dy tious données par les deux racines de cette équation ne
sont pas rectangulaires.'
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Page 4, ligne ao; au lieu de x, lisez x - j:/
Page lar, ligne a en remontant; au lieu «feV, Usez m
Page ia8, ligne lo; au lieu de impair, lisez pair
Page 171 , ligne 6; au lieu de 2, lisez - 2
Page 176, ligne i5j au lieu de x, lisez sin or Page ao4, lignes 6 et 12; «« /,>„ deo, lisez c
Page a4o, ligne 7; au lieu de /-V //,e5 ("rV
Page 24 1 , ligne n , au lieu de x^ , lisez x Page a4i , ligne 12 ; au lieu de iT, /we^ y Page 241, ligne i5; au lieu de^, Usez J Page 242 , ligne 2 ; au lieu de 4, lisez s Page 271 , ligne 2; au lieu de A», /wr A* Page 280, ligne iS; au lieu <fc Ax, /w« e^^ Page 286, ligne i5 ; <i« //>« de m , //>« n Page 3i2, ligne 3 ; au lieu de = ],jr, Usez ^\,j
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